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Résumé

Dans le cadre de 'amortissement passif de structures, les élastomeéres sont employés
dans les industries du transport sous la forme de liaisons amortissantes. Ces matériaux
ont un comportement dépendant de la fréquence, de la température et de la précharge.
Les modéles numériques associés peuvent étre coliteux en temps de calcul, notamment en
phase d’optimisation. Le but de cette thése est de proposer un modéle réduit efficace de ces
liaisons amortissantes, qui prenne en compte la dissipation viscoélastique et les précharges
non-linéaires dans les liaisons. La premiére partie de ce mémoire se concentre sur la re-
présentation de la dissipation par modéle réduit. Une loi de comportement viscoélastique,
basée sur un modéle rhéologique identifié expérimentalement, est utilisée avec la méthode
des éléments finis pour obtenir un modéle numérique des liaisons amortissantes. Un pre-
mier modéle réduit prédictif est dérivé en utilisant une extension originale des méthodes de
sous-structuration. La deuxiéme partie traite de I'influence des précharges statiques non-
linéaires sur le comportement dynamique et la dissipation dans les liaisons. Pour cela, une
loi de comportement hyper-visco-élastique linéarisée autour d’un état précontraint statique
non-linéaire est développée. Les méthodes de sous-structuration introduites dans la pre-
miére partie sont alors enrichies afin de tenir compte de la dissipation et les non-linéarités
géométriques dans les liaisons. Finalement, ces modéles réduits & 2 nceuds permettent des
gains en temps de calcul d’un facteur 50 & 100 et sont facilement utilisables par 'ingénieur

en phase de conception.

Mots clés :  Amortissement, Elastoméres, Viscoélasticité, Sous-structuration, Modéles

Reéduits, Hyperélasticité, Non-linéarités géométriques.






Abstract

In the context of passive damping, various mechanical systems from the space, aero-
nautic or auto-mobile industry use elastomer components (shock absorbers, silent blocks,
flexible joints...). These materials have frequency, temperature and amplitude dependent
characteristics. The associated numerical models may become computationally too expen-
sive during an optimization process. The aim of this work is to propose an efficient reduced
model of rubber devices that account for the viscoelastic damping and the non-linear pre-
stress in the dampers. The first part of this thesis is about how to include the viscoelastic
damping in the reduced model. It starts by using a viscoelastic constitutive relation, based
on experimental identification, within the frame of the finite element method to obtain a
numerical model of the rubber dampers. A first efficient reduced model is then derived
from this FE model by using an original extension of sub-structuring methods in the case
of viscoelastic damping. In the second part, the influence of non-linear static pre-stress over
the dynamic behavior and the dissipation in the dampers is studied. An hyper-visco-elastic
constitutive relation, linearized in the neighbourhood of a pre-stressed state, is developed.
The sub-structuring methods presented in the first part are then upgraded to account for
the damping and the geometrical non-linearities in the dampers. Finally, these 2-node re-
duced models give access to greatly reduced computation times (50 to 100 times faster)

and are easy to use for the engineer.

Keywords : Damping, Elastomer, Viscoelasticity, Sub-structuring, Reduced Order Mo-

del, Hyperelasticity, Geometrical non-linearities.
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Introduction

Grace a leur propriétés amortissantes, les matériaux élastoméres sont couramment uti-

lisés dans l'industrie pour réaliser des piéces anti-vibratoires notamment sous la forme de
liaisons (ou jonctions) entre sous-systémes d’ensembles mécaniques. Ces liaisons sont gé-
néralement composées de divers matériaux (métalliques, composites et élastomeéres) et ont
des géométries complexes adaptées au domaine d’application. Dans I’'industrie spatiale, ce
type de liaison est par exemple utilisé pour protéger la charge utile ou d’autres systémes
sensibles comme 1’électronique de bord, des sollicitations dynamiques subies par le lanceur,
au décollage ou lors des séparations des étages par découpes pyrotechniques.
Lors de la phase de conception d’un systéme mécanique contenant des liaisons dissipatives,
I'ingénieur a besoin d’outils prédictifs capables de représenter le comportement dynamique
de ces liaisons dans leur environnement. Des modéles prédictifs doivent alors étre dévelop-
pés. Ces modéles sont complexes & mettre en place car ils nécessitent a la fois :

— de connaitre le comportement dynamique des matériaux constitutifs (en particulier

les élastomeéres) ;

— d’étre capable de modéliser la liaison dans sa globalité, par exemple via des modéles

éléments finis non-linéaires géométriques ;

— de pouvoir estimer 'efficacité de ces dispositifs d’amortissement sur le comporte-

ment dynamique des sous-systémes connectés.

Il existe aujourd’hui peu de modéles prédictifs pour ce type de problématique et les dé-
veloppements sont souvent empiriques et basés sur des expérimentations cotiteuses. Ces
modéles utilisant des assemblages de ressorts, d’amortisseurs et de frotteurs, en série ou

en paralléle, ont 'avantage d’étre peu cotliteux mais ne constituent pas des modéles repré-
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INTRODUCTION

sentatifs pour des applications 3D et doivent étre identifiés par de nombreux essais. Le
travail proposé dans cette thése concerne le développement de modéles efficaces de liaisons
flexibles amortissantes en élastomére pour la prédiction du comportement dynamique de

systémes complexes.

Objectifs de la thése

Le but principal de la thése est de proposer une méthodologie efficace pour prédire le
comportement dynamique de liaisons & base de matériaux élastoméres dans les systémes
dynamiques complexes. Pour cela, trois objectifs sont visés :

e [l s’agit dans un premier temps de développer des modéles de comportement dissi-
patifs de matériaux élastoméres en grande transformation & I’échelle macroscopique.
Ces modéles doivent prendre en compte l'influence de la fréquence et de la précon-
trainte sur la rigidité et 'amortissement du matériau.

e Le second objectif du travail est de proposer une modélisation numérique efficace
de la liaison dans son ensemble en tenant compte de sa géométrie, de ses matériaux
constitutifs grace aux modeéles matériaux précédents et des non-linéarités matérielles
et géométriques.

e Enfin, le dernier objectif est de proposer une modélisation réduite de la liaison
(super-élément a peu de degrés de liberté) a partir des modéles 3D précédents. Ces

modéles réduits doivent permettre des gains en temps de calcul significatifs.

Approche proposée

Pour répondre aux objectifs fixés dans cette thése, I’approche proposée est basée sur :
— Le développement d’'un modéle de comportement non-linéaire dissipatif adapté a
la modélisation d’un matériau élastomeére précontraint sollicité dynamiquement. Ce
modéle est basé sur un couplage entre les modéles rhéologiques viscoélastiques et les
modéles hyperélastiques présents dans la littérature. Le modéle utilisé est linéarisé
autour d’un état précontraint et permet de représenter la réponse dynamique d’un

élastomeére sous la forme d’une rigidité et d’un amortissement dépendant d’une

16



INTRODUCTION

précharge non-linéaire.

— La mise en ceuvre numérique de modéles éléments finis 3D de liaison avec prise
en compte de la dissipation et des non-linéarités géométriques et matérielles. Ces
modéles éléments finis sont créés a ’aide d’un code maison, implémenté en interne
a l'occasion de cette thése dans le but d’obtenir un outil numérique maitrisé et dont
le fonctionnement et la gestion des algorithmes de résolution est totalement connu.
Ce code est alimenté & ’aide de la loi de comportement précédemment développée.

— Finalement, a partir des modélisations précédentes, une méthodologie de réduction
de modéle est proposée, basée sur les techniques de sous-structuration présentes dans
la littérature. Ces techniques sont ici modifiées de maniére & prendre en compte le
comportement dissipatif des élastomeéres ainsi que la dépendance a la précharge. Les
modéles réduits se présentent sous la forme de super-éléments remplagant les mo-
déles éléments finis 3D des liaisons dans un assemblage complet. Ces super-éléments
sont interchangeables et permettent de générer efficacement des bases de données
numériques associées a la rigidité et a la dissipation des liaisons pour différents cas

de sollicitations dynamiques appliquées.

Développement d’un code maison

Le comportement des élastomeéres nécessite ’emploi de modéles qui ne sont pas toujours
présents dans les codes du commerce ou alors difficiles & maitriser pleinement sans savoir
comment ces modéles sont implémentés et gérés par ces codes. Dans un méme temps, les
codes commerciaux sont optimisés pour un usage défini dans un cadre bien précis, pas
nécessairement adapté aux activités de recherche, comme par exemple ici la mise en ceuvre
d’une méthodologie de réduction des modéles de liaisons.

Pour contourner ces problémes, un code maison est développé pendant cette thése, avec
pour but de pouvoir réaliser des calculs de statique et de dynamique, dans les domaines
temporel et fréquentiel, en prenant en compte les comportements dissipatif et non-linéaire
des élastoméres. Le code implémenté est basé sur le code SILEX, développé en interne

(http ://antoinelegay.free.fr), et se compose de deux parties (Fig. [1) :

1. Un cceur en langage Fortran, qui calcule les termes des matrices de masse et de

17
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Maillage
Programme principal -
Ceeur
Fortran
Python T——
Reésultats

FIGURE 1 — Architecture du code développé en interne

raideur, en tenant compte des lois de comportement, a chacun des points d’intégration
du maillage. Fortran est un langage compilé trés performant lorsqu’il est nécessaire
d’effectuer de nombreux calculs simples, comme c’est le cas par exemple lors du calcul

des matrices de raideur et de masse de la méthode des éléments finis.

2. Une enveloppe en langage Python, qui assure ’assemblage des matrices, la résolution
du systéme matriciel (via la librairie Scipy ou Mumps en paralléle), et la sauvegarde
des résultats. Python est un langage interprété et orienté objet, facile a utiliser et trés
efficace pour la manipulation des données. Python offre une large gamme de librai-
ries, permettant la résolution de différents types de problémes (systémes linéaires,

problémes aux valeurs propres...), ainsi que la parallélisation des calculs.

La machine utilisée pour faire tourner le code posséde une vingtaine de processeurs ce qui
permet d’exploiter les capacités de parallélisation de Python, notamment avec la librairie
MPI. La création des maillages ainsi que la visualisation des résultats sont fait avec le
logiciel GMSH [27], qui est un mailleur libre d’accés. Finalement I’ensemble de ce code est
basé sur des langages et des outils libres d’accés, ce qui offre une totale liberté d’utilisation
et de nombreuses possibilités d’améliorations futures. Il est & noter qu’un total d’environ
5000 lignes utiles de code Fortran et 10000 lignes utiles de code Python ont été implémentées

au cours de cette thése.

Cas d’application proposé

De fagon & pouvoir tester et valider les solutions présentées dans cette thése, un cas

d’application représentatif est proposé. Il est composé d’un cadre en aluminium supporté
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INTRODUCTION

par quatre liaisons amortissantes en forme de diabolo. Cette structure peut étre vue comme
un support pour des équipements embarqués dans un avion, un lanceur ou encore un satel-
lite (ordinateur de bord, télescope...). Les dimensions de la structure sont données dans le
schéma d’illustration (Fig. [2)) et les paramétres matériaux utilisés pour modéliser le cadre
et les liaisons dans le domaine linéaire sont donnés le tableau (Tab. . Les parametres du
modéle viscoélastique de Zener fractionnaire et du modéle hyperélastique de Yeoh pour les
liaisons sont données dans le tableau (Tab. .

L’ensemble de la structure est maillé en hexaédres & 8 noeuds, pour un total de plus de
200000 degreés de libertés (ddls), dont plus de 80% pour les liaisons. Le maillage du cadre
est choisi de facon arbitraire, étant donné que I’étude proposée dans ce mémoire concerne
les liaisons amortissantes. En revanche, une étude de convergence est menée sur le maillage
de la liaison avec des maillages allant de 3465 ddls a 69708 ddls (Fig. [3)). Pour vérifier la
convergence des maillages, le calcul des 150 premiers modes propres de la liaison encas-
trée sur ses faces inférieure et supérieure est effectué pour chacun de ces maillages. Les
fréquences propres obtenues sont comparées sur la figure (Fig. a). Un apergu de quelques
un des ces modes est donné dans les figures (Fig. @ et (Fig. . Les fréquences propres
ainsi que les formes de ces modes ont été calculées avec le code maison et avec Nastran.
Pour un maillage donné, les fréquences propres calculées avec ces deux outils montrent
des écarts inférieurs & 0,1%. Les fréquences propres maximales obtenues avec ces maillages
vont de 697 Hz pour le maillage le plus grossier, & 581 Hz pour le maillage le plus fin, ce
qui correspond & la plage de fréquence étudiée plus loin dans ce mémoire. De maniére a se
fixer une limite acceptable, le maillage & 69708 ddls est considéré comme étant convergé,
et ses fréquences propres servent de référence pour le calcul des erreurs relatives des autres
maillages (Fig. .b). Le maillage comportant 41980 ddls est retenu pour la suite de ’étude
car il constitue un compromis acceptable entre 'erreur (inférieure a 1% sur la plage de
fréquence envisagée) et le temps de calcul.

Le chargement appliqué a la structure est un déplacement imposé directement sous les liai-
sons, ayant pour norme 0,Imm dans les directions Z et 2. Le déplacement résultant dans

la structure est observé au point P (Fig. .
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<y

Point d’observation P

Ny

Structure compléte Liaison amortissante
35064 ddls (+ liaisons) 41976 ddls

FIGURE 2 — Dimensions de la structure choisie comme cas d’application et placement du
point d’observation P

(a) 3465 ddls (b) 9384 ddls (c) 22620 ddls (d) 41976 ddls (e) 69708 ddls

FI1GURE 3 — Les cing maillages testés pour la convergence des fréquences propres
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FIGURE 4 — Etude de convergence des fréquences propres des 150 premiers modes de la

liaison encastrée aux interfaces
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FIGURE 5 — Erreur relative sur les fréquences propres des maillages les moins discrétisés

par rapport au maillage le plus fin
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(b) mode 3 / 114 Hz

(c) mode 4 / 165 Hz (d) mode 6 / 181 Hz

(e) mode 7 / 190 Hz (f) mode 9 / 205 Hz

FIGURE 6 — Modes propres de la liaison a interfaces fixées, entre 90 HZ et 200 Hz
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(a) mode 11 / 231 Hz (b) mode 14 / 252 Hz

(e) mode 21 / 290 Hz (f) mode 24 / 300 Hz

FIGURE 7 — Modes propres de la liaison a interfaces fixées, entre 200 HZ et 300 Hz
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TABLE 1 — Paramétres matériau de ’aluminium et de 1’élastomeére

Aluminium Elastomére
Parameétres Valeurs Paramétres Valeurs
E 70 GPa E 0,947 MPa
v 0,3 v 0,45
p 2700 kg'm~3 p 1000 kg-m~—3

TABLE 2 — Paramétres viscoélastiques et hyperélastiques de 1’élastomeére

Hyperélasticité Viscoélasticité
P T Val : Parameétres Valeurs
arammerres 5 1633\?}) Go 0.327 MPa
cl : & Goo 0,126 GPa
Co -1,198 kPa
37.81 P « 0,59
c3 o -8 T 0,52 s

Plan du mémoire

Cette thése s’articule autour de deux parties principales ayant pour thémes la modélisat-
ion des liaisons élastoméres en dynamique linéaire et la prise en compte des non-linéarités

géométriques dans les liaisons élastoméres.

Le premier chapitre présente quelques rappels sur la viscoélasticité et sur sa représen-
tation par des modéles rhéologiques. Un bref récapitulatif de ces modéles est ensuite donné
et les techniques d’identification des paramétres de ces modéles sont abordées.

Le second chapitre présente un état de l'art sur la modélisation des liaisons par des
approches expérimentales ou numériques. Les modéles éléments finis 3D pour la visco-
élasticité linéaire dans les domaines temporel et fréquentiel sont détaillés ainsi que leurs
implémentations. Le code développé est ensuite utilisé pour obtenir un modéle numérique
de liaisons élastomeéres.

Le troisiéme chapitre traite des techniques de sous-structuration employées pour obtenir des
super-¢éléments de liaisons. Ces techniques sont d’abord détaillées dans le cas non amorti et
mises en pratique sur le cas d’application ot leur efficacité est démontrée. Dans un second

temps, les spécificités d’une application de ces techniques au cas amorti sont abordées, et
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leurs mises en oeuvre sur le cas d’application valident les méthodes proposées dans cette

these pour le cas amorti sans précharge.

La deuxiéme partie s’ouvre sur le chapitre quatre dont le théme est la modélisation du
comportement dynamique des élastoméres précontraints. Une loi de comportement hyper-
visco-élastique est dérivée de travaux présents dans littérature, et modifiée pour obtenir
un modéle facile & implémenter. Ce modéle est alors linéarisé autour d’un état préchargé
non-linéairement et la loi de comportement hyperélastique pour le calcul de la précharge
est détaillée.

Le chapitre cing présente la mise en ceuvre numérique de la loi de comportement précé-
dente et du calcul de I'état préchargé. L utilisation du code obtenu sur le cas d’application
permet de mettre en évidence I'influence de la précharge sur le comportement dynamique
de la structure. Les techniques de sous-structuration présentées dans le chapitre trois sont
ensuite appliquées a la réduction des liaisons élastoméres dans les cas précontraints amorti

et non amorti, et leur efficacité est démontrée.

Finalement, un dernier chapitre donne les conclusions de ces travaux de thése et aborde

quelques perspectives pour la suite.

25



INTRODUCTION

26



Premiére partie

Modélisation de liaisons élastomére
en dynamique linéaire
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Chapitre 1

Modélisation du comportement
viscoélastique

Résumé : Ce premier chapitre présente le comportement viscoélastique des

matériaux élastoméres. Une premiére section introduit les phénomeénes les plus

courants en viscoélasticité ainsi que leurs représentations mathématiques. Une

deuzieme section fait la liste de quelques modeéles rhéologiques classiques per-

mettant de représenter le comportement viscoélastique et de le modéliser. Enfin,

une troisieme section aborde les moyens expérimentauz d’identification des pa-

rameétres des modéles. Ce chapitre se conclut sur la présentation du modéle

viscoélastique utilisé dans la suite de la thése, ainsi que ses paramétres.

Sommaire
(1.1 Introduction a la viscoélasticitél . . . . .. ... ... .......
[1.2 Modeéles rhéologiques classiques|. . . . . ... .. ... ......
(1.3 Identification des parameétres des modéles de comportement| . 40
(1.4 Conclusions et modéle retenul . . . . ... ... ... ....... 43
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1.1. INTRODUCTION A LA VISCOELASTICITE

1.1 Introduction a la viscoélasticité

La caractérisation du comportement des matériaux viscoélastiques passe généralement
par des études expérimentales. Les essais de base permettant de caractériser les élasto-
meéres consistent & décrire le comportement d’une éprouvette cylindrique sous sollicitation

uni-axiale [69], et sont :

— L’expérience de fluage (Fig. , oll une éprouvette sans chargement initial et en
équilibre est soumise a un instant ¢y a un échelon de contrainte d’amplitude og. En

définissant la fonction échelon de Heaviside :
H(t<0)=0 et H({t>0)=1, (1.1)

la contrainte imposée peut s’écrire & I’aide de la fonction de Heaviside, retardée d’'un

instant tg, et de ’amplitude de la contrainte :
o(t) =H(t — to)oo (1.2)
La réponse en déformation de I’éprouvette est alors :
e(t) = J(t — to)H(t — to)oo (1.3)
ou J est la fonction de fluage uni-axiale.
— L’essai de relaxation (Fig. , ol une éprouvette sans chargement initial et en
équilibre est soumise & un instant ¢g & un échelon de déformation d’amplitude €y. De
fagon similaire & I’essai de fluage, a ’aide de la fonction de Heaviside, la déformation

appliquée peut s’écrire :

e(t) = H(t — to)eo (1.4)

et la réponse en contrainte de I’éprouvette est alors :
o(t) = R(t — to)H(t — to)eo (1.5)

oll R est la fonction de relaxation uni-axiale.
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1.1. INTRODUCTION A LA VISCOELASTICITE

a(t) €(t)

to to
Echelon en contrainte Réponse en déformation

FIGURE 1.1 — Essai de fluage
e(t) o(t)

to to

Echelon en déformation Réponse en contrainte

FIGURE 1.2 — Essai de relaxation

Ces deux essais peuvent étre étendus au cas de chargements multiples & des instants dif-
férents (to,t1,...,t,). Dans ce cas, le principe de superposition de Boltzmann impose que
la superposition des sollicitations soit accompagnée d’une superposition similaire des ré-
ponses. Dans le cas d’un essai de relaxation, la superposition d’échelons de déformation

(€0, €1..., €,) engendre la réponse en contrainte suivante :
n
o(t) = R(t — te)H(t — tg)ex (1.6)
k=1

Les échelons de chargement en différents instants peuvent étre remplacés par une infinité
de chargements infinitésimaux ce qui représente un chargement continu dans le temps. La

contrainte observée devient alors la somme continue suivante :

o(t) = /0 R(t — s)H(t — s)de(s)
¢ Oe
:/0 R(t—s)ads (1.7)

De la méme maniére, un chargement continu en contrainte engendre la réponse suivante

en déformation :

(1) :/0 It — s)g‘:ds (1.8)
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1.1. INTRODUCTION A LA VISCOELASTICITE

La relaxation et le fluage sont deux phénoménes qui représentent la viscoélasticité dans le
domaine temporel. Il est aussi possible de caractériser la viscoélasticité dans le domaine fré-
quentiel, a ’aide d’un chargement dynamique harmonique. Dans le cadre de la dynamique
linéaire, lorsqu’une déformation sinusoidale de pulsation w est imposée & une éprouvette
viscoélastique, la contrainte observée en régime établi est elle aussi sinusoidale, de méme

fréquence, avec un déphasage 9 :
€(t) = egsin(wt) —  o(t) = opsin(wt + §) (1.9)

Cette réponse en contrainte peut s’écrire comme la somme d’un terme en phase avec la

sollicitation et d’un autre en quadrature de phase, c’est a dire :
o(t) = opcos(d)sin(wt) + opsin(d)cos(wt) (1.10)

La partie en phase avec la sollicitation correspond a la réponse d’un matériau purement
élastique pour lequel ’énergie de déformation est restituée dans son intégralité une fois
la sollicitation relachée. En revanche, la partie en quadrature de phase correspond & la
réponse d'un matériau purement visqueux qui dissipe I’énergie de déformation sous forme de
chaleur. Le comportement & la fois élastique et visqueux des matériaux viscoélastiques est
ici clairement visible. En réécrivant les expressions précédentes dans le domaine fréquentiel
et en utilisant des notations complexes, le couplage des deux comportements est encore plus

explicite et une relation de proportionnalité apparait entre la contrainte et la déformation :

0" (w) = B*(w)e* (w) (1.11)

ol o et € sont les parties réelles contraintes et déformations complexes * et €*, et ou E*

est un module complexe pouvant s’exprimer sous forme cartésienne par :
E*(w) = E'(w) +iE" () (1.12)
ou sous forme polaire par :

E*(w) = | B (@) |exp(i6(w)) (1.13)

|E*(w)| = \/E'(w)? + E"(w)? est 'amplitude du module et § est la phase qui caractérise les

capacités dissipatives du matériau. Ce déphasage est responsable de la forme elliptique du
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1.2. MODELES RHEOLOGIQUES CLASSIQUES

Ya

g

F1GURE 1.3 — Courbe contrainte-déformation lors d’un chargement cyclique sur matériau
viscoélastique

diagramme contrainte-déformation lors de chargements harmoniques (figure (1.3])). L’aire
décrite par 'ellipse correspond a I’énergie dissipée au cours d’un cycle de chargement. La
partie réelle E' du module complexe est appelée module de stockage et correspond a la
partie en phase dans I’équation (Eq. . Elle traduit la capacité du matériau a stocker
et a restituer 'énergie de déformation. La partie imaginaire E correspond quand a elle
a la partie en quadrature de phase dans 1’équation (Eq. et est appelée module de
perte. Elle est reliée a la dissipation d’énergie. Le rapport entre le module de stockage et
le module de perte permet de faire apparaitre le facteur de perte 7 tel que :

1

E

n = tan(d) = 7 et Ef(w)=E (w) (1 +inw)) (1.14)

1.2 Modéles rhéologiques classiques

Les matériaux viscoélastiques se comportent a la fois comme des solides purement
élastiques et comme des fluides purement visqueux. Pour représenter ces comportements
mécaniques de base, il existe deux modéles rhéologiques élémentaires :

— Le ressort (Fig. , qui représente 1’élasticité pure et dont la raideur E relie pro-

portionnellement la contrainte et la déformation uniaxiale par : 0 = Fe.

— L’amortisseur (Fig. , qui représente la viscosité pure et dont le coefficient de

viscosité n relie proportionnellement la contrainte et le taux de déformation uni-

axiale par : 0 = né.
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l

Ressort Amortisseur

FIGURE 1.4 — Eléments rhéologiques de type ressort et amortisseur

Les plus simples des modéles viscoélastiques construits & partir de ces deux éléments sont
considérés ci-apres, a savoir : le modéle de Kelvin-Voigt, le modéle de Maxwell et le modéle
de Zener. Seuls les fonctions de relaxation et les modules complexes de ces modéles sont

présentés.

Modéle de Kelvin-Voigt Le modéle de Kelvin-Voigt est composé d’un ressort et d'un
amortisseur assemblés en parallele (Fig. [1.5). La contrainte et la déformation du ressort
sont notées o et €1 tandis que la contrainte et la déformation de ’amortisseur sont notées

09 et eo. Les lois de comportement de chacun de ces éléments donnent :
o1 = Fe et 09 = Né (1.15)

Le modéle assemblé est représenté par une contrainte o et une déformation e, dont les
expressions dépendent du type d’assemblage de ses éléments. Quand deux éléments sont
assemblés en paralléle, la contrainte de I’ensemble est égale a la somme des contraintes
dans les éléments et la déformation est la méme pour les deux éléments. Cela se traduit
par :

o =01+ 09 et €E=¢€1 = € (1.16)

La loi de comportement du modéle de Kelvin-Voigt est ensuite obtenue en combinant les

expressions (Eq.[1.15) et (Eq.[1.16)) :
o = Ee+ né (1.17)

Le modéle de Kelvin-Voigt ne permet pas de représenter un comportement de relaxation

car il conduit & une contrainte constante. Il est par contre adapté a la représentation du
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I

F1GURE 1.5 — Modéle de Kelvin-Voigt

comportement en fluage et sa fonction de fluage est obtenue en appliquant la condition
o(t) = og a 'équation différentielle (Eq. [1.17]). Le module complexe associé au modéle de
Kelvin-Voigt est donné par :

E*(w) = E +iwn (1.18)

Modéle de Maxwell Le modéle de Maxwell est composé d’un ressort et d’un amortisseur
assemblés en série (Fig.|1.6]). Lorsque deux éléments sont assemblés en série, la déformation
totale est égale a la somme des déformations dans les éléments et la contrainte est la méme

pour les deux éléments. Cela se traduit par :
0 =01 =09 et €=¢€1+ €9 (1.19)

La loi de comportement du modéle de Maxwell est alors obtenue en combinant les expres-

sions (Eq. [L.15)) et (Eq. [L.19) :
11
EU+E<'7:& (1.20)

Le modéle de Maxwell ne permet pas de représenter un comportement de fluage car il
conduit & un taux de déformation constant. Il permet en revanche la représentation du
comportement en relaxation et son module est obtenu en appliquant la condition é(t) = 0
(relaxation : €(t) = €y). La solution de 'équation différentielle (Eq.[L.20), avec la condition
initiale o(t = 0) = oy, est alors o(t) = opexp(—t/7), ou 7 = n/E est le temps de relaxation.

La contrainte étant la méme dans les deux éléments du modéle de Maxwell, la contrainte
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FIGURE 1.6 — Modéle de Maxwell

initiale oy est égale & Fey. Le module de relaxation reliant la contrainte & la déformation

est alors :
R(t) = Eexp(—t/T) (1.21)
et le module complexe correspondant est donné par :
WT

E* =F 1.22
(w) 1+ iwr ( )

Modéle de Zener Le modeéle de Zener, aussi appelé Solide Linéaire Standard (SLS),
est composé d’un ressort et d'un élément de Maxwell en paralléle (Fig. . La loi de

comportement de ce modéle est donnée par :
(Bso — Eo)o + 16 = (Ex — Eo)Eoe + nEooé (1.23)

Le modéle de Zener permet de représenter les deux comportements temporels que sont le
fluage et la relaxation. En appliquant les conditions de relaxation e(t) = e et €(¢) = 0, avec
la condition initiale g = Ex€p, 'équation différentielle (Eq. [1.23) donne une expression

de la contrainte faisant intervenir le module de relaxation :
R(t) = Eo + (Boo — Eg)e 7 (1.24)

Le module complexe associé a ce modéle est :

_ Ep + ExiwT

E (w) 1+ wwr

(1.25)

Pour ce modéle, Ey est la limite du module complexe & fréquence nulle, aussi appelé module

relaxé, et F, est la limite du module complexe & fréquence infinie, ou module non-relaxé.
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Ey

FIGURE 1.7 — Modéle de Zener

Limites des modéles simples Les modéles viscoélastiques présentés ci-dessus sont
simples mais peu représentatifs d’un comportement viscoélastique observé expérimenta-
lement. Le modeéle de Kelvin-Voigt par exemple, ne permet pas de représenter le phéno-
méne de relaxation de contrainte observé lors de 'application d’une déformation constante.
Le modéle de Maxwell présente un taux de déformation constant lors d’un essai de fluage.
Enfin, le modéle de Zener parvient & une assez bonne représentation des comportements
en fluage et relaxation mais n’est pas représentatif des variations du module complexe lors
d’essais dynamiques. Pour répondre & ces problématiques, des modéles plus complexes,
toujours basés sur I'assemblage d’éléments simples, ont été élaborés. Parmi ces modéles
combinant uniquement des ressorts et des amortisseurs, seul le modéle de Maxwell généra-
lisé est présenté ci-dessous, bien que d’autres modéles existent dans la littérature tel que

les modéles Golla-Hugues-McTavish [28] et Anelastic Displacement Fields [21].

Modéle de Maxwell généralisé Le modéle de Maxwell généralisé, ou modéle de Wei-
chert, est une extension du modéle de Zener constitué d’un ressort en paralléle avec N
éléments de Maxwell (Fig. |1.8]). La contrainte totale est la somme de la contrainte du

ressort og et des contraintes o de chacune des branches de Maxwell :

N
O':O'()—I—de (1.26)
k=1
Le module de relaxation de ce modéle est donné par :
N
E(t)=Eo+»  Ege /™ (1.27)
k=1
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E1 E2 EN

Ey

m 2 nN

l

FIGURE 1.8 — Modéle de Maxwell généralisé

et son module complexe associé est :

E*(w) (1 + Z s f;’jm> (1.28)

ou v = Ey/Ey. Pour 1'élément de Maxwell généralisé, le module non relaxé est donné par
Ex = Ey(1+ Z]kvzl ~k) et chaque élément de Maxwell est associé & un temps de relaxation
T, qui lui est propre. Cette distribution de temps de relaxation permet de représenter
des phénomeénes de relaxation sur des temps plus importants qu’avec un modéle de Zener

(modeéle de Maxwell généralisé pour N = 1).

Présentation des modéles fractionnaires La qualité d’un modéle composé de ressorts
et d’amortisseurs, en série ou en paralléle, dépend du nombre d’éléments qui le compose.
Ce nombre d’éléments est directement lié au nombre de paramétres & identifier et peut
donc vite devenir un handicap. Une solution est de remplacer une partie des ressorts et
des amortisseurs par un nouvel élément dissipatif : le spring-pot (Fig. . Cet élément est

associé a la loi de comportement suivante :
o =T1"ED%(e) (1.29)
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T°F

FIGURE 1.9 — Elément rhéologique de type Spring-Pot

ot D* est un opérateur différentiel temporel d’ordre fractionnaire (0 < a < 1) dont l'ex-
pression est donnée dans [24]. La dénomination spring-pot vient des propriétés suivantes :

— Si a =0, le comportement est celui d’un ressort (spring), purement élastique :
_ -0 0 _
o=1FED"(€) = Ee (1.30)

— Si a = 1, le comportement est celui d’'un amortisseur (dash-pot), purement vis-
queux :

o =T1'ED(€) = né (1.31)

L’utilisation du spring-pot pour représenter un comportement viscoélastique a été initia-

lement proposé par Germant [26] et justifiée par la suite par les théories moléculaires.

Havriliak et Negami [33] et Bagley et Torvik [5] ont finalement proposé les premiers mo-

deles viscoélastiques & dérivée fractionnaire. Le modéle présenté ici est le modéle de Zener

fractionnaire.

Modéle de Zener fractionnaire Le modéle de Zener fractionnaire est construit sur la
base du modéle de Zener, en remplagant ’amortisseur par un spring-pot (Fig. [1.10)). La loi

de comportement de ce modéle s’écrit :
0+ 7*D%(0) = Epe + 7 Eoc D (e) (1.32)

La présence d’une dérivée d’ordre fractionnaire dans la loi de comportement rend difficile
I'obtention d’un module de relaxation dans le domaine temporel. Seul le module complexe

de ce modéle est donné ici :

B (w) = Ep 4+ Eoo(iwT)®
1+ (iwr)e

(1.33)
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Ey

7_Ol(E‘oo - EO) (Eoo - EO)

FIGURE 1.10 — Modéle de Zener fractionnaire

Il est tout de méme & noter qu’'une utilisation de ce modéle dans le domaine temporel est
possible. Un algorithme de résolution en dynamique temporelle utilisant une représentation
diffusive du modele est d’ailleurs donné dans [18] par Deii et Matignon. Dans [19], les mémes
auteurs indiquent qu’a partir de la représentation diffusive du modéle fractionnaire, un
modéle équivalent de Maxwell généralisé peut étre obtenu. Cette équivalence permet, lors
de l'identification des paramétres matériaux, de n’identifier que les quatre paramétres du
modeéle fractionnaire, et de déduire numériquement les paramétres du modéle de Maxwell

généralisé pour toute utilisation dans le domaine temporel.

1.3 Identification des paramétres des modéles de comporte-
ment

Les modeéles présentés dans la section précédente sont définis par leur module de relaxa-
tion dans le domaine temporel et par leur module complexe dans le domaine fréquentiel.
Les techniques permettant l'identification des paramétres de ces modéles peuvent égale-
ment étre séparées entre domaine temporel et domaine fréquentiel.

En temporel, le fluage et la relaxation des contraintes présentés dans la section d’introduc-
tion sont deux méthodes permettant de déterminer 1’évolution du module de relaxation
pour des essais uni-axiaux sur polymére [69]. Lors de ces essais, il est difficile de générer
une déformation ou une contrainte instantanée, ’acquisition des données commence alors

généralement quelques secondes apreés I'application du chargement. Ce type d’essai est donc
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+«———— Enceinte themorégulée

Plateau supérieur

Sonde de température
Echantillon

Mors

L1l

— Plateau inférieur

FIGURE 1.11 — Viscoanalyseur Metravib VA 3000 et schéma de montage pour un essai en
double cisaillement

adapté a la caractérisation de phénomeénes viscoélastiques suffisamment longs. En revanche,
pour des phénoménes plus rapides, des tests dynamiques dans le domaine fréquentiel sont
nécessaires.

Dans le domaine fréquentiel, les méthodes de mesure des propriétés viscoélastiques d’un
matériau sont classées en trois catégories : les méthodes hors-résonance, les méthodes ré-
sonantes et les méthodes de propagation d’onde.

Les méthodes hors-résonance consistent & appliquer un chargement dynamique sinusoidal
au matériau et a mesurer sa réponse qui est constituée d’une partie en phase et d’'une
autre en quadrature de phase. Ces essais permettent de mesurer 'amplitude et la phase
du module complexe sur une plage de fréquence limitée. Ils sont généralement réalisés sur
des machines hydrauliques ou des viscoanalyseurs (Fig. , on parle alors d’essais DMA
(“Dynamical Mechanical Analysis”). Les fréquences d’excitation sont choisies loin des pre-
miéres fréquences propres de I’échantillon pour éviter tout effet d’inertie [53], d’ou le terme
"hors-résonance".

Les essais résonants consistent a solliciter une éprouvette du matériau & caractériser pour
une fréquence de résonance afin de remonter 'information sur la raideur et I’amortissement
a cette fréquence. Ces essais sont souvent réalisés sur des éprouvettes de type poutre [5§]
ou plaque [17] pour lesquelles des solutions analytiques existent. Plusieurs échantillons de
géométries différentes ou plusieurs fréquences de résonances doivent étre utilisés pour cou-
vrir une gamme de fréquence. Ce type d’essai convient aux matériaux assez rigides et peu
amortissants. En revanche, pour des matériaux comme les élastomeéres, il est plus courant

d’utiliser la méthode Oberst [4, 23, 80] qui consiste a réaliser des essais sur des poutres
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amorties par une couche (libre ou contrainte) du matériau viscoélastique.

Enfin, un essai de propagation d’onde consiste & mesurer la vitesse et 'atténuation d’une
onde unidirectionnelle lors de son passage dans un échantillon de matiére. Une méthode
courante de mesure de 'atténuation de 'onde consiste & comparer I’amplitude du signal
apres le passage dans deux échantillons de tailles différentes.

Les paramétres des modéles viscoélastiques utilisés dans cette thése sont issus de mesures
par méthodes hors-résonances réalisées par Rouleau [65], sur viscoanalyseur. La gamme
de fréquence d’excitation utilisée est limitée entre 5 et 258 Hz pour éviter la résonance
de I’échantillon. Pour pouvoir quand méme caractériser le matériau a des fréquences plus
élevées que la limite imposée, I’équivalence temps-température est utilisée en imposant a
I’échantillon une température allant de -40 & 43°C. Les mesures & basses températures
permettent en effet de déduire les propriétés a hautes fréquences et a I'inverse, les mesures
a hautes températures sont reliées aux propriétés a basses fréquences. Une méthode des
moindres carrés est finalement utilisée pour trouver les paramétres des modéles.

Dans le cas d’'un matériau homogeéne et isotrope, seules deux grandeurs élastiques (en plus
de la densité) sont nécessaires pour caractériser le matériau, les autres étant déduites de
ce couple & partir de relations de correspondance. Les grandeurs les plus souvent étudiées
dans littérature pour caractériser un matériau viscoélastique sont le module de Young
E, le module de cisaillement G, le module de compressibilité « et le coefficient de Pois-
son v. Bien que le coefficient de Poisson ou le module de compressibilité soient souvent
considérés constants, cette hypothése peut se révéler fausse pour certains matériaux. Il
convient alors d’effectuer la mesure de deux grandeurs pour vérifier cette hypothése. De
nombreuses études, notamment celle de Guillot et Trivett [29] ou de Pritz [59], ont mon-
tré que les couples (G, k) ou (E, k) étaient optimaux. Les modules de cisaillement et de
compressibilité sont les deux grandeurs retenues pour la caractérisation du comportement

viscoélastique du matériau étudié.
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1.4 Conclusions et modéle retenu

Dans sa thése, Rouleau [65] identifie les propriétés viscoélastique d’'un élastomeére a
I’aide d’essais DMA. Deux modéles sont alors identifiés : un modéles de Maxwell généra-
lisé a 5 branches (11 paramétres) et un modeéle de Zener fractionnaire (4 paramétres). Les
courbes maitresses (amplitude du module complexe et angle de perte) de ces essais sont
données dans les figures (Fig. et (Fig. , avec les modéles de Maxwell généralisé
et de Zener fractionnaire identifiés.

La figure (Fig. montre que le modéle de Maxwell généralisé, identifié avec 11 pa-
ramétres, ne permet pas de représenter correctement ’amortissement observé pendant les
essais. Plutot que de rajouter des branches au modéle de Maxwell généralisé, et donc d’aug-
menter le nombre de paramétres & identifier, le modéle de Zener fractionnaire est choisi. Il
permet avec seulement quatre paramétres de bien représenter I’amortissement du matériau
(Fig. [1.13]).

Le modéle de Zener factionnaire identifié par Rouleau [65] est donné pour le module de

cisaillement par les paramétres suivants :
Gp=1,4MPa, G, =0,54GPa, 7=0,52us, a=0,59 (1.34)

Ces paramétres sont adaptés au cas d’'un matériau viscoélastique identifié en non-linéaire
géométrique par Treloar [77]. Dans la suite du mémoire, les paramétres suivants sont donc

utilisés :
Go=0.327TMPa, G, =0.126GPa, 7=0,52us, «a=0,59 (1.35)

et le module de compressibilité k est considéré constant en fréquence.
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FIGURE 1.12 — Courbes maitresses expérimentales (croix noires) et modeéle de Maxwell
généralisé identifié (ligne), Rouleau [65]
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FIGURE 1.13 — Courbes maitresses expérimentales (croix noires) et modeéle de Zener frac-
tionnaire identifié (ligne), Rouleau [65]
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Chapitre 2

Etat de ’art sur la modélisation des
liaisons

Résumé : Ce chapitre a pour objectif de présenter les deux facons les plus cou-
ramment employées dans la littérature pour modéliser les liaisons amortissantes
en €élastomére. Dans un premier temps, les approches expérimentales sont intro-
duites, ainsi que quelques uns des modéles de liaisons qui en découlent. Ensuite,
Papproche éléments finis est présentée, et les formulations des problémes vis-
coélastiques linéaires dans les domaines temporel et fréquentiel sont détaillées.
Enfin, le cas d’application utilisé dans cette thése est calculé a l’aide de la mé-
thode des éléments finis dans les cas amorti et non amorti, ce qui permet de

conclure sur les limites des approches classiques.
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2.1. INTRODUCTION

2.1 Introduction

La modélisation de liaisons amortissantes en élastomére est un sujet souvent abordé
dans les domaines du transport (automobile, aéronautique ou spatial), o il est courant
d’avoir recours a l'usage de ce type de solution dissipative pour limiter les vibrations
transmises par un moteur, ou par ’environnement dynamique, aux systémes embarqués
les plus sensibles. Dans la littérature, deux approches sont classiquement utilisées pour
modéliser les liaisons amortissantes :

— La premiére est une approche expérimentale qui consiste & modéliser la liaison par
un modéle rhéologique macroscopique équivalent. Ces modéles peuvent aussi inclure
des modeles tribologiques (contact et frottement). Les paramétres de ces modéles
sont identifiés & partir d’essais réalisés directement sur la liaison.

— L’autre solution est une approche numérique qui utilise une représentation éléments
finis de la liaison. La loi de comportement utilisée doit permettre de prendre en
compte la nature dissipative du matériau, soit dans le domaine temporel, soit dans

le domaine fréquentiel.

2.2 Bibliographie sur les approches expérimentales

Lorsque des approches expérimentales sont utilisées, les liaisons sont souvent représen-
tées par des modéles macroscopiques équivalents construits & partir des modéles rhéolo-
giques définis dans la section L’application directe des modéles rhéologiques classiques,
introduits dans la section|l1.2] comme modéles de liaison amortissante est présentée par Park
dans [57]. Ces modeéles relient alors les efforts et les déplacements au niveau macroscopique
et I’on parle de modeéle tribologiques.

L’identification des paramétres de ces modéles macroscopiques est réalisée de maniére ana-
logue & l'identification des modéles rhéologiques, en réalisant des essais sur la liaison a

caractériser. Dans le cas d’un excitation harmonique uni-directionnelle U(t) = Usin(wt),

Peffort résultant F'(t) peut étre représenté par :

F(t) =) Fysin(kwt + d;) (2.1)
k
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ou F} et & sont les amplitudes et les retards des termes de la série. Dans le cadre de la
viscoélasticité linéaire, 'amplitude des déplacements est considérée petite et la série peut

alors étre approximée par son terme d’ordre 1, soit :

F(t) = Fsin(wt + 9)

= Fcos(d)sin(wt) + Fcos(wt)sin(0) (2.2)

L’effort transmis se compose alors d’une partie en phase avec la sollicitation en déplacement,
et d’une partie en quadrature de phase. En passant dans le domaine complexe, il est possible
de définir la raideur complexe K* de la liaison par :

F*(w)

= — K/ ‘K” 23
O (23)

K (w)

ou la norme | K*| du module complexe définie la raideur dynamique de la liaison. La raideur
de stockage K = | K*|cos(9), en phase avec I'excitation, est une mesure de I’énergie stockée
et restituée au cours du cycle de chargement et la raideur de perte K = |K*|sin(d), en
quadrature de phase, représente ’énergie dissipée sous forme de chaleur pendant ’essai. Ces
deux grandeurs permettent de définir la tangente de perte spécifique a la liaison tan(d) =

K”/K/, ce qui donne alors :
K*(w) = K'(1 + itan(4)) (2.4)

Parmi les modéles tribologiques les plus connus se trouve le modéle STS (Standard Tribo-
logic Solid) [I2] qui est basé sur la théorie de la triboélasticité décrite par Turner [79] : le
comportement hystérétique des élastoméres peut étre représenté par ’assemblage en série
d’un nombre plus ou moins important de ressorts et de frotteurs (Fig. . Le compor-
tement de cet assemblage triboélastique est indépendant du taux de variation de la force
imposée et 'agencement en série des ressorts et frotteurs entraine une décroissance de la
raideur lorsque "'amplitude d’excitation augmente. Si les paramétres de raideur et de frot-
tements de chaque ressort et de chaque frotteur sont identiques, ’élément triboélastique est
alors défini par deux parameétres uniquement (une raideur E et un coefficient de frottement

1)
Le modeéle ST'S est ’équivalent macroscopique du modele SLS (Fig. , il est fait d’un res-
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FIGURE 2.1 — Elément triboélastique & base de ressorts et de frotteur en série

Ey

(Et7 /*Lt) E

FIGURE 2.2 — Modéle Standard Triboelastic Solid

sort en paralléle d’une branche composée d’un ressort en série avec un assemblage triboélas-
tique de Turner (Fig. . Bien que ce modéle soit capable de représenter le comportement
hystérétique des liaisons en élastomeére, il ne représente pas les comportements visqueux de
relaxation et de rigidification en fréquence. Coveney, dans [I12], prend en compte ces phéno-
meénes par 'ajout d’un élément de type Maxwell en paralléle au modéle STS. Ce nouveau
modeéle TVS (Triboelastic Visco-Solid), est repris par Oberlé [54] et par Bourgeteau [9] qui
y ajoutent deux éléments de Maxwell (Fig. et obtiennent des résultats satisfaisants
sans trop augmenter le nombre de parameétres a identifier.

De maniére & augmenter la précision du modéle TVS, d’autres éléments de Maxwell
peuvent étre ajoutés au modele STS mais cela augmente le nombre de parameétres a iden-
tifier. Ce type de modéle est par exemple utilisé par Jrad dans [40] qui combine un modéle
de Maxwell généralisé avec un modéle de frotteur de Dahl. Ce modéle visco-tribologique
est ensuite utilisé pour reproduire des mesures d’essais. Une autre solution est de rempla-
cer les éléments de Maxwell en paralléle par un élément "spring-pot" et donc d’employer
des dérivées fractionnaires. Différents modéles de ce genre sont proposés successivement

par Sjoberg [74], Coja [11] et Garcia [25]. Une illustration de ces modéles a Dérivée Non
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FIGURE 2.3 — Modéle Triboelastic Visco-Solid avec 3 branches de Maxwell

Entiére (DNE) est donnée sur la figure (Fig. [2.4)).

Toujours dans le but d’ajouter un comportement visqueux au modéle STS, Coveney [12]
propose avec Johnson le modeéle Rate-dependant Triboelastic solid (RT). Ce modéle est
obtenu en remplagant les frotteurs du modéle STS par un amortisseur non-linéaire (loi de
comportment : o = né? ) qui permet d’assurer un comportement viscoélastique et hystéré-
tique et qui est représentatif d’un comportement & mi-chemin entre frotteur et amortisseur
linéaire (Fig. . De par le couplage qu’il induit entre la viscoélasticité et le comporte-
ment hystérétique, le modéle RT est I'un des modéles macroscopiques les plus proches du
comportement observé des élastomeéres.

Finalement, il est a noter que d’autres modéles, fondés sur des outils en plein essor comme
les réseaux de neurones, existent. Yoo, Baek et Sohn [83] proposent une application de ce
genre de modéle a des isolateurs vibratoires pour la dynamique de véhicules tandis que Ok,
Yoo et Sohn proposent la représentation d’articulations en caoutchouc par un modéle de

Bouc-Wen modifié [56].
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FIGURE 2.4 — Exemple de modéle & Dérivée Non Entiére

.

(n, B) E

FIGURE 2.5 — Modéle Rate-dependant Triboelastic solid
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Résumé Une fagon de représenter une liaison en élastomeére est d’employer un modéle
rhéologique macroscopique équivalent basé sur une caractérisation expérimentale de la liai-
son. Dans I’ensemble, ces modéles sont une version macroscopique des modéles rhéologiques
et ils présentent les mémes spécificités :

— Certains d’entre eux (modeéle STS notamment), a I'image des modeéles rhéologiques
de Kelvin-Voigt, Maxwell et Zener, sont trop simples pour représenter correctement
un comportement viscoélastique.

— D’autres (modéle TVS), comme le modéle de Maxwell généralisé, assurent la prise
en compte des phénoménes de relaxation et de rigidification en fréquence, au prix
d’un nombre de paramétres prohibitif.

— Finalement, quelques modéles (DNE et RT), offre une représentation correcte du
comportement des élastomeéres avec un nombre acceptable de paramétres, de ma-

niére similaire aux modéles rhéologiques fractionnaires.

Ces modéles sont en général identifiés a partir d’essais uni-axiaux et ne sont donc pas
valables pour une caractérisation tridimensionnelle des liaisons, méme si certains travaux en
ce sens existent [13]. Ils sont de plus spécifiques a la géométrie de la liaison. Ces modéles ne
sont donc pas prédictifs pour une autre direction de sollicitation ou pour tout changement
de géométrie de la liaison ce qui est un handicap en phase de conception et de choix des

liaisons.

2.3 Modéles éléments finis en viscoélasticité linéaire

Les lois de comportement uni-axiales, définies dans la section pour les matériaux
viscoélastiques, peuvent étre étendues au cas tridimensionnel et implémentées dans un
code éléments finis, permettant ainsi le calcul des liaisons. La formulation éléments finis
des problémes viscoélastiques 3D est présenté ici pour des applications dans les domaines

temporel et fréquentiel.
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2.3.1 Domaine temporel

Dans le domaine temporel, le modéle de Maxwell généralisé est couramment utilisé
pour sa simplicité et sa capacité a représenter des phénoménes de relaxation sur des temps
longs. En utilisant le module de relaxation du modéle de Maxwell généralisé de 1’équation
(Eq. dans la loi de comportement uni-axiale (Eq. obtenue par application du

principe de superposition de Boltzmann, on obtient :

o(t) = /0 R(t — s)gst, (2.5)

Il est ainsi possible d’écrire la contrainte comme la somme d’une participation élastique et
de plusieurs participations viscoélastiques :
N
o(t) =oo(t) + > o;(t). (2.6)

=1

Le terme purement élastique og représente la contrainte de 1’élément ressort du modéle de

Maxwell généralisé :
oo(t) = Eoe(t) (2.7)

et les termes viscoélastiques o; sont les contraintes dans les éléments de Maxwell en paralléle

du ressort :
t Oe
() — o (t=8)/Tj
oj(t) /0 Eje Jasds. (2.8)

En notant v; = Ej/Ey, il est possible d’exprimer les contraintes dans les éléments de

Maxwell en fonction de la contrainte og dans le ressort :

t
O'j(t):/ 'yje_(t_s)/”?ds. (2.9)
0 S

Cette intégrale peut étre simplifiée si ’historique des contraintes est considérée connue

entre 'instant tg = 0 et l'instant ¢,,. Les contraintes dans les éléments de Maxwell sont
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alors évaluées a un instant t,11 = t, + At par :

tnt1 the1 — S\ Oog
0j(tny1) = /0 V;€Xp <—n+> ——ds

Tj 0s

tn tnt1 — s\ Qoo tnt1 tny1 — s\ dog
= vjexp | ———— | =—ds + vjexp | ———— | 5—ds
0 T; Js t Tj s
At tn tn, — s\ Oog tnt1 tny1 — S doy
=exp|—— viexp | — —ds+ viexp | ———— | =—ds
7 ) Jo Tj 0s b Tj Os

A tn+1 n _
= exp <_7t> oj(tn) +/t V;€xXp (_t+15> %ds. (2.10)

J Ty

De plus, pour un pas de temps infinitésimal la dérivée des contraintes est approximée par :

dog  0o(tnt1) — oo(tn)

— = 2.11
ds At ( )
ce qui, une fois introduit dans I’expression intégrale précédente donne :
At tnt1 b1 — tng1) — oo(t
0j(tn+1) = exp (_> oi(tn) +/ ;€xXp (_ n+1 s) o0(tn+1) — ool n)ds
j b Tj At
At Uo(t +1) — O'()(t ) tnt1 tn+1 — S
= exp (—Tj> aj(tn) + 5 = AL - /tn exp —nT ds
At T At
—exp (=21 oyt + 57 (1= e (=21)) CGultasn) — onlta)). (212
Tj At T}

Au final, & un instant quelconque t,41, le tenseur des contraintes s’exprime comme la
somme de la contrainte oo(t,+1) dans le ressort et des contraintes ;(t,41) dans les éléments
de Maxwell. Chacune des contraintes dans les éléments de Maxwell peut étre vue comme
la somme d'un terme instantané (& t,41) et d’un terme d’histoire noté h;, avec :

hj(tn41) = exp (—éf> oj(tn) — % <1 — exp (—f)) oo(tn) (2.13)
et finalement :

o(tusr) = |1+ 3 % (1 —exp (-At» oo(tns1) + f:hj(tnﬂ). (2.14)

T
J j=1

Formulation dans le cas tridimensionnel L’expression (Eq. [2.14) des contraintes
pour le modéle de Maxwell généralisé peut étre étendue au cas tridimensionnel en rempla-
gant la contrainte uni-axiale o par le tenseur des contraintes o et en remplagant 1’histoire

uni-axiale h; par le tenseur h; lui-méme construit a partir des tenseurs oy et o;. Dans

55
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le cas 3D, la loi de comportement viscoélastique est généralement exprimée & 1’aide d’un

tenseur d’ordre quatre C, tel que :

do (tnt1)
n =Ly n v = . 2.1
o(tn+1) =Cy : €(tny1) avec C deltnn) (2.15)

Dans le cas d’un matériaux non-dissipatif, ce tenseur est le tenseur d’élasticité Cy. En

appliquant la loi de comportement tridimensionnelle du ressort o9 = Cq : €, I’équation

(Eq. [2.14)) devient :

N ViT; At N
o(tns1) = |1+ i—tﬂ (1 — exp <—Tj>> Co : €(tns1) + Zhj(th) (2.16)

j=1 j=1

Alors, en utilisant le fait que les termes d’histoire h; sont indépendants de ce qui se passe

a linstant t,11, a savoir :
dh; (tn+1)

=0 2.17
de(tn1) ( )
et en reprenant les relations (Eq. [2.15)), 'expression du tenseur d’ordre 4 pour la loi de

comportement viscoélastique est donnée par :

N T At
Cy= |14y 25 (1 —exp <)> Co. (2.18)
= At Tj

Pour rappel, le tenseur d’élasticité Cy est donné en notation de Voigt, en fonction des

coefficients de lamé X et u, par :

20 +A A A 000

A 2u+A A 00 0

) A 2u+X 0 0 0
Co=| 7§ ) 0 L0 o (2.19)

0 0 0 0 u 0

L0 0 0 0 0 u

Séparation en parties sphérique et déviatorique Des résultats expérimentaux ont
mis en évidence des comportements viscoélastiques différents lorsque le matériau est soumis
a des déformations isochores (distorsions angulaires sans changement de volume) ou bien
a des déformations volumiques (dilatations sans cisaillement) [35]. En linéaire, la partie

isochore des contraintes est en fait la partie déviatorique du tenseur des contraintes alors
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que la partie volumique est équivalente & la partie sphérique. Le tenseur des contraintes
[P .
s’écrit alors sous la forme :

o= ot + g (2.20)

ol les parties déviatorique et sphérique sont données par :

P! = sph(o) = %tr(a)I (2.21)

o4 = dev(o) = o — 0"l (2.22)

Dans ces expressions, I représente le tenseur identité d’ordre 2 et les opérateurs trace tr(e),
déviateur dev(e) et sphérique sph(e) sont définis par :

tr(e) =(o):I , dev(e)= (o) — %tr(o)l et sph(e) = %tr(o)I (2.23)

La séparation en partie sphérique et déviatorique est appliquée au tenseur des contraintes
du modéle de Maxwell généralisé défini dans I’équation (Eq. . Par la suite, I’hypothése
est faite que la dissipation est essentiellement causée par les déformations de distorsion
[35] bien que des résultats expérimentaux montrent qu’'une dissipation est aussi observée
en dilatation [65]. Suivant cette hypothése, les parties sphérique et déviatorique de la

contrainte s’écrivent alors :

N oo At al
odev — |1+ % <1 — exp (_>> dev(op) + Zdev(hj) (2.24)

j=1
P! = sph(oyp) (2.25)

Le terme d’histoire h; est construit a partir des tenseur des contraintes o et o; aux instants
précédents. Ses parties sphérique et déviatorique sont donc construites directement a partir
des parties sphérique et déviatorique du tenseur des contraintes. Ce découpage est ensuite

appliqué au tenseur d’ordre quatre C, :
C, = CPh 4 ¢dev, (2.26)

ot CSP et Cdev sont définis en reprenant I'expression (Eq. D par :

dosPh (tn+1)
de(tny1)

do.dev (tn+1 )

CsPh =
de(tnt1)

et (CgeV = (227)
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2.3. MODELES ELEMENTS FINIS EN VISCOELASTICITE LINEAIRE

Les termes d’histoire h; étant indépendants de 'instant ¢, 11, les dérivées des parties sphé-
riques et déviatoriques sont donc nulles. Les tenseurs (Cf,ph et Csev ne dépendent que des
dérivées des parties sphérique et déviatorique du tenseur des contraintes oy. En notant
que :

do'(s)ph sph dogev

o =C et = = Clev, (2.28)

ol Czph et (Cge" sont les parties sphérique et déviatorique du tenseur d’élasticité classique,
les parties sphérique et déviatorique du tenseur d’ordre quatre viscoélastique sont données

par :

N At
j; At Tj 0
(Cfrph — Cgph (230)

Les expressions de (C%ph et (Czph peuvent étre obtenues facilement dans le cas des matériaux

isotropes o la loi de Hooke s’écrit en fonction des coefficients de lamé A et u, soit :
oo = 2ue + Atr(e)l. (2.31)
Les parties sphérique et déviatorique du tenseur des contraintes sont alors données par :
sph dev 1
o, =~rtr(e)l et o =2u€e— gtr(e)I (2.32)

ol k est le module de compressibilité du matériau. La dérivée de la partie sphérique des
contraintes élastiques est alors :

sph
do
de

—CP = kI e), (2.33)

soit en notation de Voigt :

CPh = (2.34)

SO xF I X
OO oo oo
O O O OO
[esBlen B e B s B en @)

=}
SO O F I X
SO O F I X

@)

0

De méme, la dérivée de la partie déviatorique des contraintes élastiques est :

dev
doy
de

=Cdv =9 (]1 — %(I ® I)) , (2.35)
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2.3. MODELES ELEMENTS FINIS EN VISCOELASTICITE LINEAIRE

ol I est le tenseur identité d’ordre quatre. Cette dérivée s’exprime en notation de Voigt

par :
g 000
dev _ | 73K —3HK 3H 000
Co 0 0 0 1 0 0 (2.36)
0 0 0 0 u O
| 0 0 0 0 0 pf
La partie déviatorique du tenseur d’ordre quatre s’écrit finalement :
N
YT At 1
Cdev =2, |1 - -= I--(I®I 2.37
v P+ A e~ ;I®) (2.37)

=1

Résolution par les éléments finis La discrétisation éléments finis d’un probléme de
viscoélasticité se fait de maniére classique en partant de ’équation d’équilibre locale, de
la loi de comportement précédemment définie et d’'un ensemble de conditions limites et

initiales :

div(o) = pu dans Q (2.38)
on=t sur 0,2 (2.39)
oc=C,:e€ dans Q (2.40)
u=20 sur 0,2 (2.41)
u(0) =up et u(0) =1y (2.42)

ol p est la masse volumique du matériau, n est le vecteur unitaire normal extérieur a la
surface 012, t est 'effort imposé sur une partie 9;£2 du bord du domaine et ug et 1y sont les
vecteurs connus des déplacements et des vitesses du systéme a l'instant ¢ = 0. L’équation
d’équilibre locale est multipliée par une fonction test et intégrée sur le domaine €2 pour
obtenir une formulation faible du probléme. Cette formulation intégrale est ensuite discré-
tisée sur un ensemble d’éléments constituant un maillage représentatif du systéme étudié.

Finalement, une intégration numérique sur chacun des éléments conduit & I’assemblage des
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2.3. MODELES ELEMENTS FINIS EN VISCOELASTICITE LINEAIRE

matrices de masse M et de raideur K" et K3V

K — / BTCP'BAO, (2.43)
Q

KoV = / BTCcdBdQ, (2.44)
Q

M:/NTdeQ. (2.45)
Q

ot B est 'opérateur gradient discrétisé de taille (6 x 3n) et N est la matrice des fonctions
de forme de taille (3 x 3n), avec n le nombre de nceuds du maillage. Les matrices de raideur

viscoélastiques KPP et K4V sont alors obtenues par :

N o At
= |1 (e () ) 24
j=1

J

KPh — K" (2.47)

La matrice de raideur viscoélastique totale s’écrit simplement K, = KP® 4 KV et le

vecteur des forces internes est assemblé & partir des contraintes viscoélastiques o :
fint — / B'o = K,u (2.48)
Q

La version discrétisée par éléments finis de I’équation de la dynamique est donnée dans le
domaine temporel par :

Mii + it = ¢ (2.49)

ot f** est le vecteur des efforts extérieurs appliqués au systéme. Pour résoudre ce systéme
différentiel d’ordre deux en temps, une solution est d’utiliser un schéma de discrétisation
temporelle. Le principe de ces schémas est de déterminer par un développement limité le
déplacement et la vitesse a U'instant t,,1, & partir de ces mémes grandeurs a un instant

t, = thyr1 — At, par exemple a ’aide d’un schéma de Newmark :

At? ) ;
Wit = Wy + Attty + - ((1 — 28)it, + 26un+1>, (2.50)

i1 = U + At((l — Q)i+ aﬁn+1). (2.51)
Pour des valeurs o = 1/2 et 8 = 1/4, ce schéma est inconditionnellement stable, il s’agit

du schéma d’accélération moyenne. Au cours d’un calcul, ce schéma permet d’effectuer une

prédiction du déplacement et de la vitesse & l'instant ¢, & partir des valeurs connues a
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2.3. MODELES ELEMENTS FINIS EN VISCOELASTICITE LINEAIRE

I'instant précédent. Pour assurer la convergence du résultat, il est nécessaire de réaliser une
étape de correction. Cette étape nécessite le calcul du résidu rpqq = £ — £, et de la

matrice de raideur dynamique :
Kr =M + SA?K,. (2.52)
Une correction en accélération est alors calculée & 'instant ¢, par :
1 = Kp'rng (2.53)
Le déplacement et la vitesse sont ensuite corrigés par :

Up+1 = Up+1 + BAt2ﬁn+1, (254)

l.ln_t,_l = l.ln—&—l + OéAtun+1 (255)

Dans la suite de cette étude, I’hypothése est faite que le comportement viscoélastique

isochore est prépondérant. La matrice de rigidité sphérique devient alors Kf,ph = Kf)ph.

2.3.2 Domaine fréquentiel

Loi de comportement Contrairement au domaine temporel ot les contraintes sont cal-
culées par une intégrale (Eq.[1.7]), dans le domaine fréquentiel les contraintes sont exprimées

directement par I'expression :
0" (w) = B*(w)e" (w) (2.56)

oll E* est un module complexe défini dans la section d’introduction & la viscoélasticité.
Dans cette étude, le modéle de Zener fractionnaire est utilisé dans le domaine fréquentiel
en raison du faible nombre de paramétres nécessaires pour identifier le comportement. Le
module complexe de ce modéle est donné par :

E*(w) - Eo+ Eoo(iWT)a
1+ (wT)

(2.57)

Cette expression des contraintes peut étre appliquée au cas tridimensionnel en remplagant
le module complexe par un tenseur d’élasticité complexe C* et en introduisant les tenseurs

complexes des contraintes o* et des déformations €* :

o (w) =C"(w) : €' (w), (2.58)
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ot C* est un tenseur d’ordre quatre équivalent au tenseur d’élasticité classique dans le
cas non amorti. Pour obtenir une expression de ce tenseur d’ordre quatre, il est possible

d’écrire le module complexe sous la forme :

1+ Yoo (iwT)™

E'(w) = Bo 1+ (iwr)™

(2.59)

0l Yoo = Eoo/Ep. Cette notation permet de réécrire la loi de comportement (Eq. [2.58) en
fonction du tenseur d’élasticité classique Cy déja défini dans (Eq. [2.19) :

1 Yoo (wT)

o’ (w) = 1 Gwr) 0: € (w). (2.60)

Séparation en parties sphérique et déviatorique Tout comme dans le domaine
temporel, une séparation en partie sphérique et déviatorique des contraintes et du tenseur
d’ordre quatre complexe peut étre faite a 1’aide des opérateurs définis dans (Eq. . A
partir de la loi de comportement (Eq. écrite sous la forme :

o (w) =2u" (w)e* (w) + A (w)tr(e” (w))I, (2.61)
les parties sphérique et déviatorique du tenseur des contraintes complexe sont alors données
par :

Pl (w) = k*(w)tr(e* (w))I, (2.62)
o4 (w) = 2u* (w) <e*(w) - ;tr(e*(w))I) , (2.63)
ou k* et p* sont les modules de compressibilité et de cisaillement complexes dépendant

de la fréquence. Ces modules peuvent étre définis en fonction des modules relaxés k et p

(obtenus lorsque w — 0) :

1+ Yoo (iwT)™

RH(w) = K () (2.64)
p(w) = M (2.65)

Grace a ces notations, les parties sphérique et déviatorique du tenseur des contraintes
complexe peuvent étre exprimées en fonction des parties sphérique et déviatorique (Eq.

2.32)) du tenseur des contraintes élastiques :

1+ Yoo (iwT)™
dev _ dev
oV (w) = T G o (2.66)
o P (w) = o'(s)ph (2.67)
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Les parties sphérique et déviatorique du tenseur d’ordre quatre complexe sont ensuite
obtenues par :

dod®(w) 14 yeo(iwT)®

dev — — dev 2.
C7w) de(w) 1+ (iwT)® o (2.68)
CPh = Pt (2.69)

ot les notations de Voigt des tenseurs C[S)ph et Cde¥ sont déja définies dans (Eq. D et
(Eq. 38).

Formulation éléments finis La formulation éléments finis d’'un probléme de viscoélas-
ticité dans le domaine fréquentiel se base sur ’équation d’équilibre fréquentielle, la loi de

comportement en fréquence et les conditions aux limites :

div(o*(w)) + pw*u = 0 dans Q (2.70)
o*(w)n =t sur 9 (2.71)
o' (w) =C"(w): €(w) dans$ (2.72)
u=20 sur 0,2 (2.73)

ol p est la masse volumique du matériau et n est le vecteur unitaire normal extérieur
a la surface 0). L’obtention de la forme faible du probléme et sa discrétisation se font
classiquement par une approche éléments finis. Le systéme matriciel résultant est finalement

donné par :

(K" (w) + K9 (w) —w?M)u = f (2.74)

ou M est la matrice de masse définie dans (Eq. [2.45). Les matrices de raideur complexes
et dépendantes de la fréquence KPP (w) et K9°V(w) sont intégrées et assemblées & partir
des expressions (Eq. [2.69)) et (Eq. , et sont définies par :

1+ Yoo (twT)®
dev _ dev

h
KPh = KP (2.76)
ol K%ph et K3 sont les matrices de raideur déja définies dans (Eq. [2.43) et (Eq. [2.44).

La notation :

(2.77)



2.4. APPLICATION

est adoptée permettant ainsi d’écrire le systéme dynamique matriciel de maniére équivalente

a (Eq.2.74) sous la forme :
(Ko + iwh*(w)Koo — w?M) u =f, (2.78)

ouKjy= K(S)ph—I—ngV est une raideur relaxée égale & la matrice de rigidité élastique linéaire.
Lorsque w — 0, le module adimensionné h* tend vers zéro et seule la raideur relaxée est
prise en compte. En revanche, lorsque la fréquence est différente de zéro, la matrice de
raideur non-relaxée Ko, = (700 — 1)K entre en jeu et le module adimensionné h* permet

alors de faire le lien avec le modéle fractionnaire utilisé.

2.4 Application

Les formulations éléments finis présentées dans la section précédente sont ici appliquées
au calcul de la structure test, présentée sur la figure (Fig. , dans les cas non amorti et
viscoélastique. Lorsque le modéle utilisé contient de nombreux degrés de liberté, les temps
de calculs de la méthode des éléments finis peuvent étre non négligeables. Cela représente un
probléme en phase de conception ot un grand nombre de calculs peut étre nécessaire. Pour
illustrer cette problématique, la réponse dynamique de la structure du cas d’application
(plus de 200000 ddls) est calculée, dans le domaine fréquentiel. Le chargement est imposé
sous les liaisons, dans le plan horizontal et les déplacements sont mesurés au point de mesure
(Point P sur la figure . A partir de ces résultats, les FRF sont obtenues et affichées sur
la figure (Fig. pour le cas non amorti et pour le cas amorti viscoélastique. Les temps
de calcul de ces FRFs sur un seul processeur sont respectivement de 10h et 30h (CPU).
Bien qu’elle permette d’obtenir le comportement dynamique de la structure, la méthode
des éléments finis représente ici un cotit en temps trop important pour étre immédiatement
utilisée en phase de conception ou d’optimisation. L’approche retenue dans cette thése pour
résoudre ce probléme est d’utiliser des modéles réduits basés sur les modéles éléments finis
présentés dans ce chapitre. Le chapitre suivant traite des techniques de réduction utilisées

dans ce mémoire.
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cas amorti

cas non amorti |
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FIGURE 2.6 — FRF obtenue avec le modéle de référence dans les cas non amorti et amorti,

entre 0 et 500 Hz
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Chapitre 3

Modéles réduits de lhaisons
élastomeéres

Résumé : Ce chapitre présente une méthodologie de réduction des modéles de
liaison amortissantes, sous la forme de super-éléments & peu de degrés de liberté,
construits a l'aide de techniques de sous-structuration. La premiére section de
ce chapitre traite de la rigidification des interfaces et de son influence sur le
comportement dynamique de la structure, dans les cas mon amorti et amorti
viscoélastique. La seconde section présente les techniques de sous-structuration
de Craig-Bampton et de Rubin ainsi que leur implémentation et résultats dans
le cas non amorti linéaire. Enfin, la troisiéme et derniére section de ce chapitre
aborde la possibilité d’étendre ces techniques dans le cas amorti viscoélastique,

grace & l’emploi d’une approche multi-modéles.
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3.1. RIGIDIFICATION DES INTERFACES DES LIAISONS

3.1 Rigidification des interfaces des liaisons

En raison de la différence de raideur entre ’élastomére et ’aluminium, les interfaces
en aluminium des liaisons peuvent étre considérées comme rigides comparées au coeur en
élastomeére. Ce comportement de solide rigide au niveau des faces des liaisons est exploité
pour réduire le nombre de degré de liberté global en condensant tout le comportement des
faces sur deux noeuds uniquement. Combinée avec une des méthodes de sous-structuration
dynamiques présentées dans les sections suivantes, cette rigidification permet d’obtenir
un modéle réduit a trés peu de degrés de liberté. Pour représenter la rigidification, une
contrainte cinématique est utilisée : la vitesse de n’importe quel point A d’une des interfaces
peut étre écrite en fonction de la vitesse du centre C de cette interface, de la distance entre
le point A et le point C, et de la rotation de I'interface représentée par le vecteur Q. Cette

relation peut étre étendue aux déplacements dans le cas de petits déplacements, ce qui

donne :
Wa=Tc+rACA T (3.1)
Cette méme relation est donnée sous forme matricielle par :
up uc + (Yo — ya)Q — (2c — 2a)<
va | = | vo + (ZC — ZA)QX — ($C — .I‘A)QZ (3.2)
WA we + (zc —2a)Qy — (yo —ya)

ol x, y et z sont les coordonnées d'un point dans l'espace 3D et u, v et w sont les dé-
placements d’un point suivant les axes X, ¥ et Z. Les rotations autour de ces mémes axes
sont notées (), Qy et ),. Tous les déplacements d'une interface peuvent alors étre écrits
comme le produit d’une matrice de transformation T au point A, et du vecteur des degrés

de liberté du centre C :

uc
UA 1 00 0 (2a —2c)  (yc —ya) VY,Z
val =10 1 0 (2c—=z2a) 0 (xa — x0) O (3.3)
WA 0 01 (ya—vwc) (zc—za) 0 Q.
Yy
L2, ]
Ta (3.4)

Une illustration de cette étape de rigidification est donnée sur la figure (Fig. . En
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3.2. REDUCTION PAR SOUS-STRUCTURATION DYNAMIQUE DANS LE CAS
NON-AMORTI

F1GURE 3.1 — Rigidification de l'interface supérieure d’une des liaisons

suivant cette approche, tous les ddls d’interface sont éliminés de la liste des ddls de la
structure, tandis que 6 ddls sont ajoutés pour chaque interface : 3 en translation et 3 en
rotation. Pour le cas d’étude présenté dans ce mémoire, la rigidification permet donc de
réduire les interfaces a seulement 12 ddls. L’ensemble des ddls de la liaison est alors réduit
aux ddls internes plus 12 ddls d’interface. Les méthodes de sous-structuration présentées
& partir de la section suivante ont justement pour but de réduire ’ensemble des ddls
des liaisons & leurs ddls d’interface. A titre indicatif, les figures (Fig. et (Fig. 3.3)
montrent l'influence de la rigidification des interfaces sur le comportement dynamique de
la structure dans les cas non amorti et amorti viscoélastique. Bien que quelques écarts
soient visibles, I’hypothése de rigidité des interfaces semble un compromis acceptable en
phase de conception ou d’optimisation et est adoptée pour la suite du mémoire. Les courbes

en traits pleins de ces deux figures servent désormais de FRF de référence.

3.2 Reéduction par sous-structuration dynamique dans le cas
non-amorti

3.2.1 Introduction

Les techniques de synthése modale les plus couramment appliquées dans la littérature
peuvent étre principalement classées en deux familles : les méthodes & interfaces fixes ou
libres. Le choix des conditions limites aux interfaces dépend avant tout de ’environnement
de la sous-structure & réduire. Ces techniques de synthése modale utilisent une base de

réduction R, qui est un opérateur permettant de transformer un ensemble de degrés de
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FIGURE 3.2 — Comparaison des FRFs avec (courbe noire, traits pleins) ou sans (courbe
bleue, pointillés) rigidification, dans le cas non amorti
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FIGURE 3.3 — Comparaison des FRFs avec (courbe noire, traits pleins) ou sans (courbe
bleue, pointillés) rigidification, dans le cas amorti viscoélastique
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liberté physiques u en un ensemble réduit de degrés de liberté généralisés q dont le nombre

est trés inférieur au nombre de degrés de liberté physiques :
u=Rq (3.5)

L’assemblage de sous-structures représentées par leurs ddls généralisés respectifs est difficile
a réaliser et n’est en général pas utilisé. A la place, les ddls physiques d’interface entre les
sous-structures sont conservés pour assurer une bonne connectivité. Les ddls généralisés et

les forces appliquées au systéme prennent alors la forme suivante :

el )

ol les ddls généralisés q contiennent les ddls d’interfaces originaux ug et les ddls internes
sous forme réduite q;. Les indices B et I correspondent respectivement aux ddls d’interface
(Boundary) et internes (Internal). Les efforts appliqués aux sous-structures ne sont appli-
qués qu’aux interfaces et sont représentés par le terme fg.

Pour suivre cette séparation des ddls, le systéme dynamique a réduire est donc réarrangé

de la fagon suivante :

(K- ?M)u=f (3.7)
/ ) \
(e ] - P ] [ = [&] 68

Les composantes modales de la base de réduction sont réparties en modes statiques et

modes dynamiques pour représenter la réponse de la sous-structure.

3.2.1.1 Modes statiques

Les modes statiques relient les ddls internes aux ddls d’interface, ce qui permet par la
suite de condenser la sous-structure sur ses interfaces. Pour assurer une bonne connectivité
entre la sous-structure et son environnement, le nombre de modes statiques est égal au
nombre de ddls d’interface. Par la suite, deux types de modes statiques sont présentés : les
modes contraints et les modes d’attache résiduelle, respectivement pour les méthodes aux

interfaces fixes et libres.
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ddls 1 ddls B

FIGURE 3.4 — Localisation des degrés de liberté d’interface (ddls B) et internes (ddl I)

3.2.1.2 Modes Dynamiques

Les modes dynamiques représentent le comportement vibratoire de la sous-structure.

Ils sont obtenus par la résolution du probléme aux valeurs propres issu de 1'équation (Eq.
, soit :

(K —wiM) ¢, =0 (3.9)

ou le choix de la méthode de sous-structuration détermine les conditions limites libres
ou encastrées aux interfaces. Pour un systéme & n degrés de libertés, I’ensemble & =
[¢1, P2, ..., Pn] des modes propres forment une base compléte de 'espace des fonctions de
forme éléments finis. En tenant compte de 'orthogonalité des modes et en les normalisant
par rapport a la masse, la projection des matrices K et M sur cette base de modes donne :

PTK® = diag (wi, w3, ..., w?) (3.10)

n

TMP =1 (3.11)

Pour réduire la dimension du probléme, une troncature modale & I’ordre m < n est effectuée
en supposant que les premiers m modes dominent la réponse dynamique pour la plage de
fréquence d’intérét. Cette opération, appelée méthode de Rayleigh-Ritz, revient & chercher
une approximation du déplacement dans un sous-espace dont la dimension est réduite
par rapport & la dimension de I'espace des fonctions de forme éléments finis. C’est a ce
niveau qu’'une réduction effective du nombre de ddls est obtenue dans les méthodes de

sous-structuration.
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3.2.1.3 Condensation aux interfaces

Les réponses statiques et dynamiques sont ensuite utilisées pour réduire la dimension du
probléme initial. Le systéme réduit ainsi obtenu est alors exploité de fagon a faire apparaitre
une relation linéaire entre les déplacements d’interface et les déplacements internes ce qui
permet de condenser I’ensemble de la réponse aux seules interfaces de la sous-structure.
Cette étape permet d’obtenir un super-élément dont la taille est égale aux nombre de ddls
d’interface, ce qui peut réduire grandement la dimension du probléme dans de nombreux

cas.

3.2.2 Meéthode a interfaces fixes : méthode de Craig-Bampton

La sous-structuration avec interfaces fixes a été introduite par Craig et Bampton en

1968 [1].
3.2.2.1 Construction de la base statique

Dans cette premiére étape, les interfaces sont soumises & des conditions de Dirichlet

d’encastrement et les effets dynamiques sont négligés. Le systéme matriciel (Eq. [3.8)) devient

] ] ] "

ol la deuxiéme ligne permet de condenser statiquement les ddls internes sur les ddls d’in-

alors :

terface, en faisant apparaitre les modes statiques Wig, par la relation suivante :
uy = —KﬁlKIBuB = Wigup (3.13)

Dans la pratique, ces modes sont calculés un par un en appliquant un déplacement unitaire
sur 'un des ddls d’interfaces alors que les autres sont fixés. Cette procédure est répétée
sur I'ensemble des ddls d’interfaces et les déplacements statiques obtenus sont les modes
statiques recherchés, appelés modes contraints dans le cas & interfaces fixes. Le systéme
équivalent s’écrit :

K Ki| |¥s OB

Le nombre de modes, et donc le nombre de colonnes de la matrice ¥g, est égal au nombre

e e

de ddls d’interface. Chaque colonne j de cette matrice peut étre vue comme la correction

73



3.2. REDUCTION PAR SOUS-STRUCTURATION DYNAMIQUE DANS LE CAS
NON-AMORTI

statique [6] pour le cas ot un déplacement unitaire est appliqué au ddl d’interface j.
Finalement, le déplacement u projeté sur la base des modes statiques est donné en fonction

des déplacements aux interfaces par :
up Iss
] = o) a1

3.2.2.2 Construction de la base dynamique

La réponse dynamique est ici solution de I'équation (Eq. , avec des conditions
aux limites d’interfaces fixées. Les modes dynamiques correspondants, appelés modes de

vibrations internes, sont obtenus par le calcul du probléme aux valeurs propres suivant :
(Kir — wiMn) ¢y, = 0; (3.16)

En raison des conditions d’encastrement aux interfaces, les modes de corps rigides sont
naturellement éliminés et les modes restants sont rangés dans les colonnes d’une matrice
notée ®1;. Une troncature modale est utilisée pour réduire la taille du probléme : seuls les
m premiers modes sont retenus dans la matrice réduite ®1,,. Ces modes sont également

normalisés par rapport & la masse de sorte que :

@[, Ku®y, = diag (wi,...,w2,) (3.17)

m

@1, M ®r, = L (3.18)

En écrivant les déplacements internes uj avec les coordonnées modales q,, dans la base

®1,,, le déplacement u est projeté sur la base des modes dynamiques par :
up OBm
= 1
el =], (319)
3.2.2.3 Réduction du probléme

La prise en compte des liaisons aux interfaces et de la dynamique interne de la sous-
structure donne I’écriture des déplacements complets en fonction des déplacements aux

interfaces up et des déplacements internes généralisés q,,, :

)= [ ] foe] =
T (3.21)
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La matrice de réduction R ainsi construite, de dimension n x (ng + m), est composée des
modes statiques et des modes de vibration interne. L’approximation due & la troncature

des modes dynamiques entraine I’apparition d’un terme d’erreur € :

Kgs KBI] 2 [MBB MBI]) [UB] [fB]
—w R = + € 3.22
<[KIB K M My dp, 0Or (3:22)
Cette erreur € est orthogonale & I'espace de réduction représenté par la matrice R, c’est

a dire : RYe = 0. En multipliant le systéme précédent a gauche par la transposée de la

matrice de réduction, on obtient donc :

Kgs KBI] 2 [MBB MBI] > [UB} [fB ]
RT —w R = 3.23
( l:KIB Kn M My d, O, (3:23)
Cette opération revient a projeter le systéme sur un sous espace de taille réduite. Le systéme

réduit, de taille ng + m < n, ainsi obtenu est donné par :
(|:KBB OBm:| 2 [MBB MBm:|> [UB} _ |:fB:| (3.24)
OmB Qmm MmB Imm q,, Om
ot Mg,, = 1\_/I;FnB. Les termes des matrices de raideur et de masse projetées sont explicités

ci-dessous :

Kgp = Kgp + Kp1¥is (3.25)
Qo = diag (w7, ..., w3,) (3.26)
Mgp = Mpg + Mp1 ¥ + UM + UM ¥p (3.27)
M5 = @1, (Mg + M ¥5) (3.28)

3.2.2.4 Condensation sur les interfaces

Afin de réduire davantage la taille du probléme, les inconnues liées aux modes de vi-
bration interne sont condensées sur les nceuds d’interface. En effet, la deuxiéme ligne du
systéme matriciel (Eq. [3.24)) donne la relation suivante entre les coordonnées généralisées

q,, et les déplacements d’interface ugp :

qn = w? (Qmm - W2Imm) M,,Bus. (329)
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La dépendance en fréquence dans cette expression implique que la condensation est a refaire
a chaque pas de fréquence d’'un calcul fréquentiel. Le temps de calcul de l'inversion de la
matrice (Qmm — w2Imm) est quasiment négligeable étant donné que dans le cas non-amorti
cette matrice est diagonale. Cette condensation permet de réécrire le systéme dynamique

sous la forme d’un super-élément tel que :
(Ksuper - szSuper(w)) up = fp. (3.30)

Les matrices de masse et de raideur de ce super-élément sont pleines, de taille ng x ng (ici

12 x 12), et leurs expressions sont données par :

Ksuper - I_<BB> (331>

_ _ 1 -
Mper(w) = (MBB + WM (R — 02T MmB) . (3.32)

Il est a noter que la raideur Kgyper du super-élément est constante alors que sa masse

Muper dépend de la fréquence.

3.2.2.5 Validation de la méthode

Un super-élément de liaison en élastomeére est ici utilisé pour remplacer chacune des
quatre liaisons de la structure du cas d’application. Les FRFs de la structure réduite sont
calculées dans le cas d’un chargement harmonique sous les liaisons, dans le plan horizontal
(plan (Z, 2) dans la figure (Fig. |2))). La plage de fréquences étudiée s’étend de 0 & 500 Hz.
Les déplacements observés pour les FRFs sont ceux du point d’observation présenté dans
la figure (Fig. [2)).

Pour étudier V'efficacité de la méthode de Craig-Bampton, plusieurs super-éléments sont
comparés. La base dynamique du premier comprend les 20 premiers modes propres a inter-
faces fixes d’une liaison. Les bases dynamiques des super-éléments suivants sont augmentées
de 40 modes en 40 modes, jusqu’a obtenir une base de 140 modes. Certains des modes dy-
namiques utilisés dans ces super-éléments sont déja présentés dans les figures (Fig. @ et
(Fig. . Les fréquences propres maximales des bases dynamiques de chacun des super-
éléments sont donnés dans le tableau (Tab. [3.1). Les modes statiques utilisés dans ces

super-éléments sont tous les mémes, et six d’entre eux, correspondant a des mouvements
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TABLE 3.1 — Fréquences propres maximales des bases dynamiques

Nombres de modes Fréquences propres

20 290 Hz
60 416 Hz
100 502 Hz
140 566 Hz

de la face inférieure de la liaison, sont présentés sur la figure (Fig. [3.5).

Les FRFs obtenues avec ces super-éléments sont tracées sur la figure (Fig. et comparées
avec la FRF de référence (Fig. . Comme le montre la figure (Fig. , le super-élément
a 20 modes dynamiques est capable de reproduire la FRF de référence jusqu’a 270 Hz,
ensuite ’écart entre la réponse du modéle réduit et celle du modéle de référence dépasse 1
dB. La fréquence propre du 20e mode & interface fixe se situe & 290 Hz, le facteur entre ces
deux fréquences est d’environ 1,1. L’analyse des résultats des super-éléments a 60 et 100
modes dynamiques fait apparaitre la méme tendance :

— Sur la figure (Fig. , le super-élément a 60 modes dynamiques reproduit la FRF
de référence jusqu’a 370 Hz ce qui correspond environ a un facteur 1,1 entre cette
fréquence et la fréquence propre du 60e mode & interfaces fixes, qui est de 416 Hz.

— De méme, les résultats du super-élément a4 100 modes dynamiques sont satisfaisants
jusqu’a 460 Hz, ce qui correspond également a un facteur 1,1 avec la fréquence
propre du 100e mode dynamique a 502 Hz.

Seul le super-élément a 140 modes dynamiques est capable de reproduire la réponse de
référence sur I’ensemble de la plage de fréquence étudiée. La fréquence propre maximale
des modes contenus dans ce super-élément est en effet de 566 Hz, soit plus de 1,1 fois la
fréquence maximale de la plage étudiée, a savoir 550 Hz, ce qui explique les bons résultats
obtenus.

Dans le cas présent, la méthode de Craig-Bampton est stable et ses résultats peuvent étre
prédits a ’avance, en fonction du nombre de mode utilisés, ce qui représente un avantage
certain. En ce qui concerne les étapes de calculs, la condensation aux interfaces passe par
I'inversion d’une matrice carrée dont la taille est égale au nombre de modes dynamiques.

Comme les modes dynamiques de la méthode de Craig-Bampton diagonalisent totalement
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FIGURE 3.5 — Les six modes contraints de la face inférieure pour la méthode de Craig-
Bampton
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FIGURE 3.7 — Ecarts en dB des super-éléments étudiés avec le modéle de référence
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FI1GURE 3.8 — Remplissage des matrices de raideur et de masse réduite par la méthode de
Craig-Bampton

la matrice & inverser (Fig. , cette étape représente un cotit de calcul négligeable. Les
temps de calcul des modes statiques et dynamiques (avec 140 modes dynamiques) et le
temps de calcul des FRFs sont donnés dans le tableau (Tab. , et comparés avec le
calcul de référence. Le calcul des FRFs sur un seul processeur est fait en 6min avec le
super-élément contre 9h 15min pour le modéle de référence, soit un facteur de gain de
temps d’environ 100.

La méthode de Craig-Bampton montre ici son efficacité. Il est & noter que dans le cadre
d’une campagne d’essais numérique ot le modéle de liaison ne change pas, cette effica-
cité serait encore supérieure puisque le temps offline de la méthode de Craig-Bampton ne
compte qu’une seule fois. A partir du moment ot le super-élément est construit, il peut
étre stocké dans un abaque numérique et étre réutilisé au besoin. Dans ce cas, seul compte
le temps de calcul online qui est 100 fois plus petit que le temps de calcul du modéle de

référence.
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TABLE 3.2 — Comparaison des temps de calcul offline et online de la méthode de Craig-

Bampton et du calcul de référence (en temps CPU)

Craig-Bampton Référence
Base dynamique 45min -
Base statique 21min -
Total offline 1h 6min -
Calcul d’un 0,72s 66,6s
pas de fréquence (=~ 100 x C-B)
Calcul FRF 6min 9h 15min

3.2.3 Meéthodes a interfaces libres : méthodes de MacNeal et de Rubin

La sous-structuration avec interfaces libres est introduite pour la premiére fois par
MacNeal en 1971 [48] qui choisit d’utiliser des modes de vibration libre plutot que des modes
de vibration & interfaces fixes pour représenter le comportement vibratoire du systéme a
réduire. Puisque les interfaces sont libres de toute condition limite de Dirichlet, la réponse
statique doit étre calculée différemment par rapport a la méthode de Craig-Bampton.
Cette différence entraine 'apparition d’inconnues en effort aux interfaces alors que les
interfaces fixes ne font intervenir que des inconnues en déplacement. Puisque les sous-
structures sont en général connectées par leurs déplacements d’interface, une étape de
calcul supplémentaire est utilisée pour transformer les inconnues d’effort aux interfaces en
inconnues de déplacement. La méthode de MacNeal aboutie & une réduction non consistante
de la matrice de masse [30] ce qui peut entrainer des problémes de convergence. La méthode
est reprise en 1975 par Rubin [67] qui propose une réduction consistante de la masse et de
la raideur. Dans cette section, les bases statique et dynamique des méthodes de MacNeal et

de Rubin sont présentées, puis la réduction et I'obtention du super-élément sont détaillées.

3.2.3.1 Construction de la base dynamique

La base dynamique est obtenue a partir de 1’équation (Eq. , avec des conditions

aux limites d’interfaces libres, en résolvant le probléme aux valeurs propres suivant :

(K —wiM) ¢, =0 (3.33)
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La condition d’interface libre conduit & ’apparition des six modes de corps rigides. Ces
modes sont rangés dans les colonnes d’une matrice notée ®, tandis que ¢t modes de dé-
formation libre sont retenus par une troncature sur l’ensemble des modes de déforma-
tion, et rangés dans la matrice ®,. L’ensemble des modes libres est rangé dans la matrice

®,, = [®,, P;] et forme une base telle que :
@, K&, = diag (0,0,0,0,0,0,wf,....w7) et &M, =1, (3.34)

L’orthogonalité des modes propres donne également les relations suivantes entre les modes

rigides et les modes de vibrations libres :
O'K®, =0 ct &M, =0 (3.35)
La projection du déplacement u sur cette base est alors donnée par :
up Pp; ‘PBt] |:‘I’Bm:|
|:uI:| |:(I)Ir:| dy |:(I)It q; ‘blm qn ( )
ol q, et g, sont les déplacements généralisés de corps rigides et de déformation. Il est
important de noter que dans le cas & interfaces libres, les modes dynamiques agissent a

la fois sur les ddls internes et d’interfaces, contrairement aux cas a interfaces fixes ou la

solution en dynamique s’écrit uniquement en fonction des ddls internes.
3.2.3.2 Construction de la base statique

Calcul des modes d’attache Les modes statiques des méthodes & interfaces libres,
ou modes d’attache, sont les déformées statiques causées par I'application d’efforts uni-
taires aux ddls d’interface. Un mode d’attache 1 est donc la solution en déplacement de
I’équation :

Kz K| |1 Or

ou fp est un vecteur colonne nul partout sauf a la ligne correspondant au ddl d’inter-

e 23] ]

face auquel est appliqué D'effort unitaire. L’ensemble des vecteurs forces f nécessaires a la
construction de tous les modes d’attache peuvent étre regroupés dans les colonnes d’une
matrice F. Cette matrice est constituée de I'identité pour sa partie haute et de zéros dans

sa partie basse. Cela donne ’ensemble des modes d’attache ¥ sous la forme :

-1
o - [KBB KBI:| {IBB

=K 'F 3.38
K Kip OIB:| (3:38)
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Ces modes servent a la construction des modes d’attache résiduelle utilisés comme modes
statiques par la suite. Dans le cas général, la condition de déplacement libre aux interfaces
entraine un probléme de singularité de la matrice de rigidité, ce qui empéche le calcul de
son inverse. Une procédure utilisée dans la littérature pour contourner ce probléme est

présentée ci dessous :

1 - Tout d’abord, I'inverse généralisée de la matrice de raideur singuliére doit étre
calculée. La méthode proposée est d’imposer des conditions limites fictives, aussi
appelées contraintes isostatiques ou liens temporaires, sur certain ddls uc. Il est
important de noter que pour obtenir la meilleure estimation possible de I'inverse de
la matrice de raideur, les forces résultantes des contraintes isostatiques doivent étre
minimisées. Le systéme suivant est obtenu en fixant les ddls ug, et en laissant libre
les ddls restants notés ug :

S T AR
ot K" est Dinverse généralisée de la matrice de rigidité, G est la matrice de
flexibilité contrainte du systéme et Ggrr la flexibilité associée au ddls restés libres.

Les modes d’attaches deviennent alors :
¥ = G.F (3.40)

A ce niveau la matrice des efforts F doit étre modifiée pour éviter d’entrainer un

déplacement de type corps rigide du systéme a cause de la condition limite libre.

2 - La deuxiéme étape est de trouver un ensemble de forces auto-équilibrantes qui
peuvent étre interprétées comme des forces de réactions gardant le systéme en place
lorsqu’il est soumis & un chargement unitaire & sa surface, malgré des conditions
limites libres. L’application de ces forces auto-équilibrantes au systéme est appelée
relachement d’inertie. La force auto-équilibrante est donnée par la différence entre le
vecteur f et la force d’inertie Mii,, ot u; est le déplacement induit par les mouvement

de corps rigide de la structure. En effet, le principe de superposition modale permet
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d’écrire :
u=u+u = ®.q, + P:q, (3.41)

ol les indices r et ¢ différencient les modes de corps rigide et les modes de déformation
calculés dans I’équation (Eq.|3.33)). Toujours en utilisant le principe de superposition

modale il est donc possible d’écrire :
foq =f—Mi, =f-Me,q, (3.42)

ou ®, représente les modes de corps rigide. De maniére & déterminer le terme de
droite dans I’équation précédente, le principe de superposition modale est utilisé

pour réécrire I’équation du mouvement :
M®.q, + M®,q; + K®,q, + K®,q, =f (3.43)

En multipliant 'équation (Eq. [3.43) par <I>;f, 'orthogonalité des modes (Eq. [3.35)
et le fait que les mouvements de corps rigide de la structure n’induisent aucune

déformation et donc aucune force élastique interne (Eq. , on obtient :
TME, b, = Bf & § = (®TMB,) " BF (3.44)

En injectant cette expression dans I’équation (Eq.|3.42), la force d’auto-équilibrage

apparait comme étant :

fog = (I ~ M®, (8TM®,) " <1>;f) £ (3.45)

i od

ou P est une matrice de projection capable d’auto-équilibrer n’importe quel vecteur.
Dans I’équation ci-dessus, la matrice P transforme le vecteur force original de fagon
a ce que les modes de corps rigides ne soient pas excités par ce dernier. Finalement,

la matrice des efforts F devient Foq = PF et les modes d’attache deviennent :
¥ = G Feq (3.46)

3 - Pour s’assurer que les modes d’attache ne contiennent aucune contribution de type

corps rigide et décrivent uniquement une déformation statique, la derniére étape est
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une orthogonalisation par rapport & la masse mise en mouvement par les modes
de corps rigide. De part la définition de la matrice de projection P, cette derniére
étape est effectuée en multipliant les modes d’attache obtenus précédemment par la
matrice PT, soit :

¥ = PTG.PF = GF (3.47)

ou G est la matrice de flexibilité élastique. Finalement, les modes d’attache peuvent
étre vus comme les colonnes de la matrice Gy correspondant aux indices des ddls
d’interface. La matrice F' contenant les vecteurs force f est équivalente & une ma-
trice booléenne permettant d’extraire les modes d’attaches & partir de la flexibilité

élastique Gy.

Calcul des modes d’attache résiduelle La matrice de flexibilité obtenue peut étre

décrite par la décomposition spectrale suivante :

%8
m_;;wj (3.48)
ol d est le nombre de modes de déformation, sans troncature, et ou ¢; est le 7™ mode de
déformation. En prenant cette matrice de flexibilité sans autre opération, la contribution
de 'ensemble des modes de déformation se retrouve dans les modes statiques alors que
cette contribution est déja prise en compte dans les modes dynamiques. Pour éviter toute
redondance, une correction statique est appliquée en retranchant la contribution des modes

de déformations retenus par la troncature a 'ordre ¢t de la matrice de flexibilité. La matrice

ainsi obtenue est appelée matrice de flexibilité résiduelle et est calculée par :

t AT
Q:GFEZﬁ? (3.49)
=1

Les modes d’attache résiduelle sont finalement extraits de la matrice de flexibilité résiduelle

par :
@:GJ:G{?] (3.50)
I
et la projection des déplacements sur la base statique est donnée par :
up ¥pp
= f; 3.51
] - L] @0
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3.2.3.3 Reéduction du probléme : méthode de MacNeal

En combinant les bases dynamique et statique précédemment calculées, I’ensemble des
déplacements est finalement donné en fonction des efforts aux interfaces fg et des coordon-

nées généralisées q,,, par :

MR 53
La premiére équation de ce systéme permet d’écrire les efforts aux interfaces en fonction des
composantes modales, des coordonnées généralisées et surtout en fonction des déplacements
d’interfaces :

fz = Wi (up — ®Bma,,) (3.53)

Cette expression est utilisée dans I’équation réduite sur la base des modes dynamique ®,,,

qui fait apparaitre les efforts d’interfaces fg :
@, (K —w’™M) ®,,q,, = &, f= &4, (3.54)
Le systéme suivant est ainsi obtenu :
(2rK®,, + @5, ¥pp®pm — W@, M®,,) q,, — @5, Tppup = 0, (3.55)

La méthode MacNeal combine alors ce systéme et I’équation (Eq. [3.53|) pour former le

systéme suivant :

~oL Wb ®'K®,, + L, VyrPr, 0 ®'M®,,|/ |an, 0n]
ou encore, en reprenant la séparation des modes de corps rigides et de flexibilité tout en
tenant compte des propriétés (Eq. [3.34)) :

Ogg O Og;
- w2 OrB Irr Ort + ...

0 Oy Iy
oy TP — WL Py ug]  [fs
_‘igrlp]g]% i)gr‘:[’]g]é‘ﬁBr Ort L Clr - Or (357)
—BL,Ppp O¢r Q+ L, Vep®Pr] | 0

oil la matrice € est définie par ; = @/ K®,; = diag(w?, ...,w?). La méthode de MacNeal

aboutie finalement & un systéme réduit dont la matrice de masse est donnée sous une forme
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trés pratique d’un point de vue numérique. Le principal probléme de cette méthode est que
la réduction de la matrice de masse est faite de fagon artificielle [30]. Les matrices de masse
et de raideur réduites obtenues correspondent aux matrices de masse et de raideur initiales
projetées sur des bases de réduction différentes. Le systéme mathématique résultant est

alors inconsistant.
3.2.3.4 Réduction du probléme : méthode de Rubin

En reprenant les travaux de MacNeal, Rubin propose en 1971 une méthode également
basée sur des modes & interfaces libres dans laquelle une base de réduction est construite
et utilisée pour réduire les matrices de masse et de raideur. A partir de I’équation (Eq.
et dans l'optique d’obtenir un super-élément connecté par ses déplacements d’inter-
face, la premiére étape est de remplacer les inconnues d’effort aux interfaces fg par les
inconnues en déplacement ug. Pour cela la relation (Eq. est réutilisée et une matrice

de passage T est assemblée pour transformer 1’ensemble d’inconnues q; = [fg, q,, qm]T en

T .
qQ2 = [quqmqm] , soit :

f . ‘Il];]é _‘I’]g]lg(I’Bm up
[qm} _[ : e (3.58)

T

L’étape suivante consiste a relier les déplacements u de la structure compléte aux déplaceme-
nts réduits qy. La solution est obtenue & partir de 1’équation (Eq. qui relie déja les
déplacements u aux inconnues q;. L’utilisation de la matrice de passage T permet alors de
donner les déplacements u en fonction des inconnues g5 et d’une matrice de réduction R :

[U-B:| _ |:‘I'BB q)Bm:| |:‘I’B]13 \I’B]lgq)Bm:| [UB}
up Ui Py 0 I dn

I 0 up
= _ _ 3.59
[‘I’IB‘I’BE Py — ‘I’IB‘I’BE‘I’Bm] [qm} (3.59)

R

ou la matrice de réduction R est de dimension n x (ng+m). La méthode de Rubin consiste
ensuite a réduire le systéme dynamique de fagon équivalente a (Eq.[3.23)) pour la méthode

de Craig-Bampton, en utilisant la nouvelle matrice de réduction. Le systéme réduit ainsi
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obtenu est donné par :

Kgs Kgn » [Mps Mg, ug| |1
<|:KmB Kmm:| Y [MmB Mmm:|> |:qm:| B |:Om <360)

Les termes des matrices réduites sont :

Kgp = Kgp + Kpi Wi + Upp UK + U U pKnPp Py (3.61)
Kim = (Kpi + o ¥isKn) (1, — CipPap®pim) (3.62)
Ko = (®rm — TisPi®p,) Ki (P1, — UisWpL®p,,) (3.63)
Mgg = Mpg + Mp1®¥qg + g M + UopPisMn PPy (3.64)
Mg, = (Mp1 + $p ¥ M) (®rn — Y5 ®pm) (3.65)
My = (P — ‘I’IB‘I’gllg‘i’Bm)T Mi (®1m, — Y15 Pem) (3.66)

avec Kp,, = I_(;FnB et Mp,,, = M;FnB. Contrairement a la méthode de MacNeal ot la matrice
de masse est totalement diagonalisée, les matrices de masse et de raideur réduites par la
méthode de Rubin sont totalement remplies. En revanche, la méme base modale est utilisée
pour réduire la masse et la raideur, la méthode de Rubin est donc consistante. Il est & noter
que les termes Kmm et Mmm ne sont cette fois pas diagonaux ce qui entraine des temps

de calculs supplémentaires au moment de construire le super-élément.
3.2.3.5 Condensation sur les interfaces

De facon similaire & la méthode de Craig-Bampton, les inconnues de déplacements in-
ternes sont condensées sur les ddls d’interface. La deuxiéme ligne du systéme matriciel (Eq.
3.60) donne la relation suivante entre les coordonnées généralisées q,,, et les déplacements

d’interface up :
_ _ —1 _ _
A = — (Kinm — 0*Mpm) (Kmp — w*M,5) up (3.67)

Le temps d’exécution de I'étape de condensation est ici allongé par rapport & la méthode
de Craig-Bampton car les matrices K,,,, et M,,,, ne sont pas diagonales. Toutefois, la
dimension de ces matrices est conditionnée par I'ordre de troncature modale utilisé sur la

base des modes de vibrations libres. Cet ordre étant supposé petit, la condensation est par
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conséquent relativement rapide a mettre en ceuvre. Le systéme condensé s’exprime sous la

forme d’un super-élément tel que :
(Ksuper - W2Msuper<w)) ug = f (368)

Ce super-élément est associé aux matrices de raideur et de masse suivantes :

— — - — —1
Ksuper = K — Kpm, (Kmm - WQMmm) K (3.69)
_ _ _ _ 1 _ _
Misuper = Mpg + Mpp, (Kmm - WQMmm) (WQMmB - KmB) +
_ _ _ -1 -
Kim (Kmm — 0’ Mpm) Mg (3.70)
Il est & noter qu’avec la méthode de Rubin les deux matrices du super-élément dépendent

de la fréquence, contrairement a la méthode de Craig-Bampton ot seule la matrice de

masse dépend de la fréquence.

3.2.3.6 Validation et comparaison avec la méthode de Craig-Bampton

Plusieurs super-éléments de type Rubin sont utilisés pour remplacer chacune des quatre
liaisons du cas d’application. Les FRFs de ces structures réduites sont calculées dans le cas
d’un chargement harmonique sous les liaisons, dans le plan horizontal. La plage de fré-
quence étudiée s’étend ici aussi de 0 & 500 Hz, et les déplacements observés pour les FRFs
sont ceux du point d’observation présenté dans la figure (Fig. .

Pour étudier efficacité de la méthode de Rubin, les super-éléments sont comparés en fonc-
tion de leur taille de base dynamique. Les 6 modes de corps rigides sont tous compris dans
les bases dynamiques des super-éléments. La base dynamique du premier comprend aussi
les 20 premiers modes de déformation a interfaces libres d’une liaison. Les bases dynamiques
des super-éléments suivants sont augmentées de 40 modes en 40 modes, jusqu’a obtenir une
base de 146 modes. Quelques-uns de ces modes sont présentés dans les figures (Fig. [3.9))
et (Fig. , ainsi que leurs fréquences propres. Les fréquences propres maximales des
bases dynamiques de chacun des super-éléments sont données dans le tableau (Tab. .
Les modes statiques utilisés dans ces super-éléments sont tous les mémes, et les 6 d’entre
eux correspondant aux mouvements de la face inférieure sont présentés dans la figure (Fig.

311).
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(d) mode 7 / 157 Hz

(e) mode 9 / 184 Hz (f) mode 10 / 205 Hz

FIGURE 3.9 — Modes propres numéro 1, 3, 4, 7, 9 et 10 de liaison & interfaces libres
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(a) mode 15 / 231 Hz (b) mode 17 / 237 Hz

(e) mode 24 / 296 Hz (f) mode 26 / 300 Hz

FIGURE 3.10 — Modes propres numéro 15, 17, 20, 22 et 26 de liaison & interfaces libres
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TABLE 3.3 — Fréquences propres maximales des bases dynamiques

Numéro du mode Fréquence propre

20 265 Hz
60 406 Hz
100 497 Hz
140 566 Hz

FIGURE 3.11 — Les six modes d’attache résiduelle de la face inférieure
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Les FRFs obtenues avec ces super-éléments sont tracées sur la figure (Fig. et compa-
rées avec la FRF de référence (Fig. . La figure (Fig. montre que le super-élément
& 20 modes dynamiques est capable de reproduire la FRF de référence jusqu’a 60 Hz alors
que la fréquence propre du 20e mode a interface fixe se situe a 265 Hz. Le facteur entre
ces deux fréquences est d’environ 4,7, ce qui est nettement plus que pour la méthode de
Craig-Bampton avec un nombre de modes dynamiques identique. Toujours sur la figure
(Fig. , le super-élément & 60 modes dynamiques donne de bons résultats jusqu’a 220
Hz environ, ce qui représente un facteur de 1,8 avec la 60e fréquence propre qui est de 406
Hz.

Les super-éléments suivants, & 100 et 140 modes dynamiques, sont capables de reproduire
correctement la FRF de référence jusqu’a 360 et 470 Hz, ce qui revient & des facteurs res-
pectifs de 1,4 et 1,2. Le facteur d’écart semble converger vers une valeur limite proche de
1,2. Ces observations montrent que le facteur de fréquence de la méthode de Rubin est
dépendant du nombre de modes de la base dynamique.

Contrairement & la méthode de Craig-Bampton dont les résultats sont prédictibles quelque
soit la bande de fréquence étudiée, la méthode de Rubin semble plus appropriée a I’étude
d’une large de bande de fréquence, de maniére & tendre vers un facteur d’écart minimum,
1,2 dans le cas présent. Le manque de précision de la méthode de Rubin en basse fréquence
peut étre due a la présence des modes de corps rigides dans la base de réduction, alors
que les liaisons en élastomére sont employées précisément pour leur capacité a se déformer.
Une autre source d’erreur possible est 1'utilisation de modes propres a interfaces libres : les
déplacements possibles des interfaces sont mal adaptés au cas non amorti. A titre d’illus-
tration, quelques modes & interfaces libres ou fixes sont présentés dans la figure (Fig. [3.14)).
Dans le cas de la méthode de Rubin, I'étape de condensation du systéme aux interfaces
est allongée par rapport & la méthode de Craig-Bampton, car les matrices réduites sont
pleines. Cependant, la taille de la matrice a inverser étant égale au nombre de modes dyna-
miques (de l'ordre de la centaine), la condensation est tout de méme rapidement effectuée
et le calcul des FRFs est fait avec un gain de temps important par rapport au calcul de
référence. Le calcul des FRFs avec un super-élément de types Rubin sur un seul processeur

est d’environ 9min, contre 6min pour la méthode de Craig-Bampton, et 9h 15min pour le
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60 ,
reference
a0l # 20 modes dynamiques
e 60 modes dynamiques
100 modes dynamiques
20 140 modes dynamiques |1

—20}

_ e ———
- -

Norme du déplacement au point P [dB]

—40} &
_60,
~80;

Fréquence [Hz]

F1GURE 3.12 — FRFs obtenues dans le cas non amorti avec les super-éléments de type Rubin

Ecart [dB]

Ecart (log10)

0 100 200 300 400 500
Fréquence [Hz]

FIGURE 3.13 — Ecarts en dB des super-éléments étudiés avec le modéle de référence
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a) Interfaces fixes b) Interfaces libres

F1GURE 3.14 — Influence des conditions limites aux interfaces sur les modes dynamique des
méthodes de Rubin et Craig-bampton
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TABLE 3.4 — Comparaison des temps de calcul offline et online de la méthode de Rubin
avec la méthode de Craig-Bampton et le calcul de référence (en temps CPU)

Rubin Craig-Bampton Reéférence

Base dynamique 1h 40min 45min -

Base statique 8h 56min 21min -

Total offline 10h 36min 1h 6min -

(10 x C-B)

Calcul d'un 1,08s 0,72s 66,6s
pas de fréquence | (1,5 x C-B) (= 60 x Ru)

Calcul FRF 9min 6min 9h15min

calcul de référence, soit un facteur de gain de temps d’environ 60. Le tableau (Tab.
donne le temps de construction du super-élément de Rubin, a 186 modes dynamiques, et
une comparaison des temps de calculs des FRFs de la méthode de Rubin par rapport a
la méthode de Craig-Bampton et par rapport au calcul de référence. Pour une campagne
d’essais numériques otli le modéle de liaison ne change pas, ’assemblage du super-élément
n’est fait qu’'une seule fois et le temps de calcul a prendre en compte pour 'utilisateur est
alors le temps de calcul online de la méthode (60 fois plus petit que le temps de calcul
de référence). Il est tout de méme a noter que le temps d’assemblage est ici largement

supérieur au temps d’assemblage du super-élément de type Craig-Bampton.

3.3 Réduction par sous-structuration dans le cas amorti

3.3.1 Introduction

L’utilisation des techniques de sous-structuration est ici abordée dans le cas de struc-
tures présentant un comportement viscoélastique et donc de 'amortissement. Dans le do-

maine fréquentiel, I’équation du mouvement d’une structure viscoélastique est définie par

I'équation (Eq.[2.78) :

(K + iwh*(w)K™ — w’M)u = f (3.71)
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oit K% | K® et le module adimensionné h* sont définis dans la section m Tout comme

dans le cas non-amorti, une séparation des ddls d’interface et internes est effectuée :

Kip KOBI] , [KOO K3 Mgpg Mg\ |us fs
+ iwh*(w BB Bl _ 2 = 3.72
<[K?B K} @) B I M My ur 0 (3.72)

La réduction de ce systéme reprend les mémes étapes que dans le cas non-amorti. La diffi-
culté réside ici dans le calcul de la réponse dynamique : le probléme aux valeurs propres a
résoudre est désormais non-linéaire en fréquence et ne peut étre résolu de fagon classique.
Pour contourner ce probléme, une approche multi-modéles est utilisée ici, bien que d’autres
techniques existent. Une revue de ces techniques est donnée par Rouleau dans [66]. L ap-
proche multi-modéles est inspirée des modeles flous de Takagi et Sugeno [76] et est utilisée
pour représenter la dynamique de systémes non-linéaires en interpolant les réponses de sys-
témes linéarisés & partir du systéme non-linéaire en plusieurs points de mesure. Dans le cas
présent, les points de mesure sont des valeurs de fréquence obtenues en échantillonnant la
plage de fréquence étudiée et un pseudo-probléme aux valeurs propres est résolu en chacun
de ces points. Le pseudo-probléme aux valeurs propres est obtenu en ne gardant que la
partie réelle de la fonction complexe dans 1’équation (Eq. . Au point de mesure wq

cela donne :

(K® + R (iwgh* (wq)) K — wiM) ¢y (wq) =0 (3.73)

ol ¢p(wq) est le k™€ pseudo-mode propre calculé pour le pseudo-probléme aux valeurs
propres évalué a wq. L’approche multi-modéles est donc utilisée pour le calcul de la réponse
dynamique alors que la réponse statique est évaluée de la méme fagon que dans le cas non
amorti. L’extension de la méthode de Craig-Bampton au cas amorti par une approche
multi-modéles peut-étre trouvée par exemple dans les travaux de Balmés [6], de Rouleau
[66] et de Lima et al [16].

Des extensions originales des méthodes de Craig-Bampton et de Rubin au cas amorti sont

présentés dans la section suivante.
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3.3.2 Meéthode a interfaces fixes

3.3.2.1 Construction de la base statique

Les vecteurs de la base statique sont obtenus en posant w = 0 dans I’équation (Eq.
3.72)) et en imposant des déplacements unitaires & chaque ddl d’interface (section [3.2.2.1)).

Dans le cas amorti les modes statiques sont donc définis par la relation :
s = —(Kf) 'K (3.74)

ot seule la matrice relaxée K apparait.

3.3.2.2 Calcul de la réponse dynamique

Les modes de la base dynamique sont obtenus en appliquant des conditions limites de
Dirichlet nulles aux interfaces dans I’équation (Eq. . Le systéme résultant est un pro-
bléme aux valeurs propres complexes non-linéaire en fréquence. L’approche multi-modéle
est utilisée pour remplacer ce probléme non-linéaire en fréquence par le pseudo-probléme

aux valeurs propres suivant :
(K% + §R (iwdh* (wd)) Kff — WI%MII) c]f)lk(wd) = 01 (3.75)

Les modes de corps rigides sont exclus de la base dynamique par la condition limite en
déplacement nulle aux interfaces. Pour une base ®11(wq), les modes ¢y (wq) sont indépenda-
nts entre eux. Ils peuvent cependant étre fortement colinéaires lorsque des pseudo-modes de
deux bases calculées pour des valeurs différentes de wq sont considérés, ce qui peut justifier
I’emploi d'une procédure d’orthonormalisation de Gramm-Schmidt. Dans la littérature,
deux bases de pseudo-modes propres évaluées aux valeurs minimum et maximum de la
plage de fréquence, combinées avec une correction statique, suffisent a garantir une bonne
approximation de la dynamique du systéme amorti tout en tenant compte de la dépendance
en fréquence du comportement [6, [66]. Dans le cas présent, la correction statique est déja
apportée par les modes contraints (section de la méthode de Craig-Bampton. En

résolvant 1’équation (Eq.[3.75)) aux valeurs wqg = wmin €t Wq = Wmax, les bases @iy et Prax
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sont obtenues. Elles respectent toutes les deux les conditions d’orthogonalité suivantes :

@Ed (K% + R(iwah* (wq)) KT ) Pu, = diagy (w%, s w%) (3.76)

&) My®,, =1Iy (3.77)

La base de réduction dynamique ®y, est obtenue en combinant les bases ®i, et Pax

respectivement tronquées & p et ¢ < ny modes, avec m = p + q.

3.3.2.3 Réduction du probléme

La prise en compte des liaisons aux interfaces et de la dynamique interne de la sous-
structure donne I’écriture des déplacements complets en fonction des déplacements aux
interfaces up, des déplacements internes généralisés q,,, via une matrice de réduction R

telle que :
[“B] - R [“B] (3.78)
up S 1%

La matrice de réduction R, de dimension n x (ng + m), est composée des modes statiques

et des pseudo-modes de vibration interne & wmin et Wmax :

1 0 1 0 0

R = |: BB Bm:| _ |: BB Bp Bq:| (379)
Yz P Ui @, Py

Dans la derniere expression de la matrice R, les termes Op, et ®1, correspondent a ce que

I’approche multi-modéle ajoute a la méthode de Craig-Bampton classique. Le reste de la

matrice est exactement la matrice de réduction du cas non amorti ot m =p et ¢ = 0. Le

systéme réduit est finalement donné par :

—0
KBB 9Bm

mm

+ dwh* (w) [I_{é%:B Kgm] WP [MBB MBmD [“B] = [fB] (3.80)
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ott M,,p = Mgm, K) 5 = (Kp,,)T et K% = (K3,)T. Le détail des différents termes de

ces matrices réduites est donné par :

Kpp = K + K% ¥ (3.81)
I7<?nm = (I)rIrmK?I(I)Im (3.82)
Kpp = K& + KXW + UHLKS + ULKX W (3.83)
Kop = @, (K5 + Kif ¥ip) (3.84)
K> =&l K¥®y, (3.85)
Mg = Mpg + Mg ¥ + ¥ 5Mp + UM ¥ (3.86)
MmB = @E’n (MIB + MH\IIIB) (387)
M, = L My @1, (3.88)
Il est & noter qu’en raison de ’approche multi-modéles, les termes K?nm, K o et M,

ne sont plus diagonaux. L’inversion de ces termes au moment de la condensation peut
tout de méme étre réalisée & moindre colit en tenant compte de la nature creuse de ces
matrices. Des blocs hors diagonaux apparaissent aussi dans les matrices de raideur réduites

contrairement au cas non-amorti.

3.3.2.4 Condensation sur les interfaces

La procédure de condensation est la méme que dans le cas non-amorti : les inconnues

de déplacement généralisées q,, sont réécrites en fonction des déplacements aux interfaces

grace a la seconde ligne du systéme (Eq. [3.23) :

d,, = (Kﬂm + iwh*(W)K o — wQMmm>_1 (W2MmB - K?nB — iwh” (W)K;.;B) up

(3.89)
AmB

La matrice M,,,, est ici tri-diagonale tandis que la matrice Kng posseéde un bloc diago-

nal. Il est alors tentant d’utiliser une inversion par blocs pour accélérer la condensation,
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cependant la matrice K. = est pleine, ce qui rend inutile I'inversion par bloc. En injectant
ensuite 'équation (Eq. [3.89) dans la premiére ligne de (Eq.[3.23)), le systéme condensé aux

interfaces faisant intervenir le super-élément est obtenu :
(Ksuper(w) — w?Mgyper(w) ) up = fg (3.90)

Le super-élément est défini par ses matrices de raideur et de masse dont les expressions

sont :

Ksuper(w) - K(])SB + ’L(.Uh* (w) (K%OB + K%OmAmB) (391)

Msuper(w) = 1VIBB + 1VIBmlAmB (3'92)
3.3.2.5 Validation de la méthode

Des super-éléments de type Craig-Bampton construits avec une approche multi-modéle
sont utilisés pour remplacer les quatre liaisons viscoélastiques de la structure. Les FRFs
de ces structures réduites sont calculées dans le cas d’un chargement harmonique sous les
liaisons, dans le plan horizontal. La plage de fréquence étudiée est ici comprise entre 0
et 1500 Hz, et les déplacements observés pour les FRFs sont ceux du point d’observation
présenté dans la figure (Fig. .

Les super-éléments sont comparés en fonction de leur taille de base dynamique, dépendant
du nombre de pseudo-modes propres calculés & fréquence nulle ou & fréquence maximale.
Le nombre de pseudo-modes calculés a fréquence nulle varie ici de 140 & 220, avec un pas de
40 modes. Le nombre de pseudo-modes calculés & la fréquence maximale varie de 0 & 120,
pour vérifier I'utilité de 'approche multi-modéle et tester sa convergence. Le nombre de
pseudo-modes & fréquence maximale varie de 40 en 40. Les fréquences propres maximales
contenues dans les bases dynamiques des super-éléments sont données dans le tableau (Tab.
. Les FRFs obtenues avec ces super-éléments sont présentées dans les figures (Fig.|3.15
m et [3.19)) pour les super-éléments construits avec 140, 180 et 220 pseudo-modes a fré-
quence nulle.

Sur les figures (Fig. et (Fig. , les résultats du super-élément construit sans l’ap-
proche multi-modéles semble s’écarter de la solution de référence dés 340 Hz. Les autres

super-éléments, construit avec I'approche multi-modéles, donnent de meilleurs résultats
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TABLE 3.5 — Fréquences propres maximales des pseudo-modes de ’approche multi-modéles
pour la méthode de Craig-Bampton

Wmin Wmax
Numéro du mode | Fréquence propre Fréquence propre
40 - 1101 Hz
80 - 1419 Hz
120 - 1672 Hz
140 566 Hz -
180 630 Hz -
220 671 Hz -

dans tous les cas de figure, justifiant ’emploi de cette méthode dans le cas amorti.

Dans le cas ou la base de pseudo-modes calculés a fréquence nulle contient 140 modes, la
figure (Fig. montre que les super-éléments construits avec I’approche multi-modéles
donnent quasiment les mémes résultats, et que leur solution s’écarte de la référence aux
alentours de 730 Hz, indépendamment du nombre de modes contenus dans la base des
pseudo-modes & fréquence maximale. Ces résultats semblent indiquer que, dans ce cas
d’application, 40 pseudo-modes & fréquence maximale sont suffisants pour obtenir des ré-
sultats convergés. Cette observation est confirmée par les figures (Fig. |3.18) et (Fig. ,
ot les résultats des super-éléments construits avec I’approche multi-modéles sont & chaque
fois les mémes.

En revanche, en comparant les figures (Fig. |3.16) et (Fig. , une nette amélioration
des résultats des super-éléments construits avec I’approche multi-modéles est observée : la
fréquence limite & partir de laquelle les résultats se détériorent passe de 730 Hz (super-
éléments avec 140 pseudo-modes a fréquence nulle) a 1300 Hz (super-éléments avec 180
pseudo-modes a fréquence nulle). Le nombre de pseudo-modes a fréquence nulle, néces-
saire a la convergence des résultats, est ici plus de 4 fois plus important que le nombre de
pseudo-modes a fréquence maximale.

Enfin, une comparaison des courbes (Fig. et (Fig. montre que 180 est ici le
nombre optimal de pseudo-modes a fréquence nulle.

Dans le cas présent, le meilleur super-élément en terme de rapport nombre de modes /

résultats est celui a 180 et 40 pseudo-modes a fréquence nulle et maximale. Les facteurs
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TABLE 3.6 — Comparaison des temps de calcul offline et online de la méthode de Craig-
Bampton et du calcul de référence, dans le cas amorti viscoélastique (en temps CPU)

Craig-Bampton Référence
Base dynamique 45min X 2 -
Base statique 21min -

Total offline 1h 51min -
Calcul d’un 1,32s 1min 10s
pas de fréquence (= 50 x C-B)

Calcul FRF 33min 27h

de fréquence de ces deux bases dynamiques sont de 0,4 et de 0,7. Le calcul des FRFs avec
le super-élément de type Craig-Bampton & 180 et 120 pseudo-modes, a fréquence nulle
et maximale, est ici d’environ 33min contre 27h pour le calcul de référence, sur un seul
processeur. Le facteur de gain de temps est d’environ 50, ce qui représente une diminution
par rapport au cas non amorti. Cet écart est causé par le temps supplémentaire pris par
la condensation et par la taille de la matrice a inverser qui est augmentée en raison de
I'approche multi-modéles. Le tableau (Tab. donne les temps de construction du super-
élément de Craig-Bampton, avec 180 pseudo-modes a fréquence nulle et 120 pseudo-modes
a fréquence maximale, et une comparaison des temps de calcul des FRF entre la méthode

de Craig-Bampton et le calcul de référence.

103



3.3. REDUCTION PAR SOUS-STRUCTURATION DANS LE CAS AMORTI

20

— reference
& 140 + 0 modes dynamiques
-e 140 + 40 modes dynamiques
4 140 + 80 modes dynamiques
+ 140 + 120 modes dynamiques

Norme du déplacement au point P [dB]

1005 200 400 600 800 1000 1200 1400

Fréquence [Hz]

F1GURE 3.15 — FRFs calculées avec 140 pseudo-modes a fréquence nulle et a interfaces
fixes, dans le cas amorti
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FIGURE 3.16 — Ecarts en dB des super-éléments étudiés avec le modéle de référence
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20

— reference
& 180 + 0 modes dynamiques
-e 180 + 40 modes dynamiques
4 180 + 80 modes dynamiques
+ 180 + 120 modes dynamiques

—20}
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F1GURE 3.17 — FRFs calculées avec 180 pseudo-modes a fréquence nulle et a interfaces
fixes, dans le cas amorti
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FIGURE 3.18 — Ecarts en dB des super-éléments étudiés avec le modéle de référence
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F1GURE 3.19 — FREFs calculées avec 220 pseudo-modes a fréquence nulle et a interfaces
fixes, dans le cas amorti
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FIGURE 3.20 — Ecarts en dB des super-éléments étudiés avec le modéle de référence
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3.3.3 Meéthode a interfaces libres

3.3.3.1 Construction de la base dynamique

La base dynamique dans le cas d’interfaces libres est simplement la base des modes
propres de la structure libre. L’approche multi-modéle (section [3.3.2.2)) est & nouveau uti-
lisée pour prendre en compte la dépendance en fréquence de la raideur avec le pseudo-

probléme aux valeurs propres suivant :
(K + R (iwgh* (wq)) K= — wiM) ¢p,(wq) = 0 (3.93)

La condition d’interfaces libres conduit & I'apparition des six modes de corps rigide. Ces
modes traduisent un déplacement sans déformation et sont donc invariants lorsque la rai-
deur change. Pour éviter toute redondance, seuls les modes de corps rigides calculés a
Wd = Wmin sont retenus dans la base de réduction. Ces modes sont rangés dans les six

colonnes d’une matrice notée ®, telle que :
®'K'®, =0, et ®MP, =1, (3.94)

Les modes de déformation, calculés respectivement pour wq = Wmin €t W4 = wWmax sont

rangés dans les matrice ®;, et Prax, qui respectent les conditions suivantes :

‘I>Ed (KO + R(iwah* (wa))K>) @, = diag (w%, ...,wi) (3.95)

3! M, =1 (3.96)

La base de réduction dynamique ®,, est finalement obtenue en combinant la base ®, et

les bases @i et Pax respectivement tronquées a p et ¢ modes, tel que m =p + ¢ + 6.

3.3.3.2 Construction de la base statique

Les modes d’attache résiduelle du cas amorti sont calculés de la méme fagon que dans
le cas sans amortissement. Quelques différences apparaissent tout de méme :
— La matrice de flexibilité G. (section est ici construite a partir de KO,
— La matrice de projection P (Eq. d’auto-équilibrage est construite & partir des
modes de corps rigide solutions du pseudo-probléme aux valeurs propres (Eq.
avec wq = 0, soit les modes de corps rigide qui respectent les conditions (Eq. .
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3.3. REDUCTION PAR SOUS-STRUCTURATION DANS LE CAS AMORTI

— La derniére étape du calcul des modes d’attache résiduelle (Eq. [3.49) utilise les
modes de déformation du pseudo-probléme aux valeurs propres (Eq. avec

wq = 0.
3.3.3.3 Réduction du probléme

La procédure de la méthode Rubin (section |3.2.3.4) permettant de passer des efforts
d’interface aux déplacements d’interface conduit a la construction de la matrice de réduc-

tion R telle que :

[“B] -R {“B] (3.97)
up dn
ou la matrice de réduction est définie par :
R — [ I OB ]
= 1 1
Yg¥ss Py — YBYE5PBm
_ [ Igp Og;, Ogp OB, (3.98)
TpWor @ — UpPop®p @, — UpPgp®p, P, — UipPap®Pn, '

Il est & noter que les termes ayant pour dernier indice ¢ correspondent a ce que ’approche
multi-modéle a ajouté & la base de réduction. En enlevant cette derniére colonne, la matrice

de réduction serait la méme que dans le cas non-amorti. Le systéme réduit est alors donné

par :
—0 —0 = 00 = 00 — —
KBB KBm . * |:KBB KB :| 2 |:MBB MBm:| |:U.B:| |:fB:|
_ _ + twh™(w) | = _ S —wf o — = 3.99
<[K?ng K ) Kos Koo My Moun| | (Gm o] 9

Le détail des différents termes de ces matrices réduites sont donnés par :

KOBB =K + KW Uoh + Wi UpKip + Ui UK U el (3.100)
K, = (KOBI + W ‘I'ITBK%) (®1m — T PEPEy) (3.101)
_ - T -

K?nm = ((I)Im - \I’IB‘I’B]TD,(I’BM) K?I ((ﬁlm - lI’IB‘Il]_a,]%g(me) (3102)

Kip = Kip + K5 P ¥hp + Ypp VKR + Uop UK PPy, (3.103)
Kg,, = (K%‘} + ‘I’ﬁg‘I’ITBKfIO) (®1m — YL PEn) (3.104)
Ky = (B0 — Yin Pt @pn) | K (1 — Uil ®pn) (3.105)

(3.106)
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Mpp = Mpp + Mp @, U5l + Ol @ Mg + o oMy o105, (3.107)
Mg, = (MBI + w5t \IIITBMH) (®1 — TP 81, (3.108)
— _ T _

Mo = (®1m — ¥ ¥ 8Em) M (®1, — CiPap Prin) (3.109)

ol K?nB = (K%m)T, Krp = (Kg,)T et Mg = Mgm. Les matrices réduites de la
méthode de Rubin sont déja pleines dans le cas non-amorti, par conséquent le remplissage

des matrices di a ’approche multi-modéles n’est ici pas un handicap.

Condensation sur les interfaces La procédure de condensation est la méme que dans
le cas non-amorti : les inconnues de déplacement généralisé q,,, sont réécrites en fonction
des déplacements aux interfaces grace a la seconde ligne du systéme (Eq. [3.99) :
_ _ _ -1 _ _ _
A = (Ko + b (@)K iy = Mo ) (w2 Mos — Ky — b (@)K ) s

N~

Anp (3.110)

Avec la méthode de Rubin, que le systéme présente ou non de I’amortissement, la matrice a
inverser dans ’expression de A,,,g est pleine. Son inversion ne présente donc aucun temps
de calcul supplémentaire pour le cas amorti. En injectant I’équation (Eq.|3.110) dans la

premiére ligne de (Eq. , il est possible de faire apparaitre un super-élément tel que :
(Ksuper (w) — w?Mguper(w)) up = fg (3.111)
ol le super-élément est défini par ses matrices de raideur et de masse qui dépendent de w :

Ksuper(w) = K(])BB + ZWh* (w)K]O;B + (K(]]Sm + ’Lwh* (w)K%om) AmB (3112)

Msuper(w) = 1VIBB + MBmAmB (3113)
3.3.3.4 Validation et comparaison avec la méthode de Craig-Bampton

Des super-éléments de type Rubin construits avec une approche multi-modéle sont
utilisés pour remplacer les quatre liaisons viscoélastiques de la structure. Les FRFs de ces
structures réduites sont calculées dans le cas d'un chargement harmonique sous les liaisons,
dans le plan horizontal. La plage de fréquence étudiée est ici comprise entre 0 et 1500 Hz,

et les déplacements observés pour les FRFs sont ceux du point d’observation P présenté
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TABLE 3.7 — Fréquences propres maximales des pseudo-modes de ’approche multi-modéles
pour la méthode de Rubin, dans le cas amorti viscoélastique

Wmin Wmax
Numéro du mode | Fréquence propre Fréquence propre
40 - 1084 Hz
80 - 1408 Hz
120 - 1672 Hz
146 566 Hz -
186 619 Hz -

dans la figure (Fig. .
Les super-éléments sont comparés en fonction de leur taille de base dynamique, a la fois
dépendante du nombre de pseudo-modes propres calculés & fréquence nulle, et du nombre
de pseudo-modes & la fréquence maximale. Le nombre de pseudo-modes calculés a fréquence
nulle sont ici de 146 ou de 186. Le nombre de pseudo-modes calculés a la fréquence maximale
varie de 0 & 120, permettant ainsi de vérifier I'utilité de ’approche multi-modéle et de tester
sa convergence. Le nombre de pseudo-modes a fréquence maximale varie de 40 en 40. Les
fréquences propres maximales contenues dans les bases dynamiques des super-éléments
sont données dans le tableau (Tab. . Les FRFs obtenues avec ces super-¢léments sont
présentées dans les figures (Fig. [3.21)) et (Fig. pour les super-éléments construits avec
146 et 186 pseudo-modes & fréquence nulle.
Sur les figures (Fig. [3.22)) et (Fig. , les résultats du super-élément construit sans
I’approche multi-modéles semble s’écarter de la solution de référence dés 340 Hz, comme
avec la méthode de Craig-Bampton. Les autres super-éléments, construits avec I’approche
multi-modéles, donnent de meilleurs résultats dans tous les cas de figure, justifiant I’emploi
de cette technique avec la méthode de Rubin dans le cas amorti.
Dans le cas ou la base de pseudo-modes calculés a fréquence nulle contient 140 modes,
la figure (Fig.[3.22) montre que les résultats des super-éléments de type Rubin, construits
avec l'approche multi-modéles, s’améliorent lorsque le nombre de pseudo-modes & fréquence
maximale augmente :

— Le super-élément a 40 pseudo-modes a fréquence maximale donne de bons résultats

jusqu’a 1200 Hz, au lieu de 730 avec la méthode de Craig-bampton. Cela correspond
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a un facteur de fréquence de 0,9 pour ce super-élément.
— Avec 80 pseudo-modes a fréquence maximale, le super-élément donne de bons résul-
tats jusqu’a 1400 Hz, au lieu de 730 avec la méthode de Craig-bampton. Le facteur
de fréquence de ce super-élément est ici de 1.
— Finalement, le troisiéme super-élément, avec 120 pseudo-modes & fréquence maxi-
male donne de bons résultats sur 'ensemble de la plage de fréquence.
Ces résultats semblent indiquer que la méthode de Rubin est mieux adaptée que la méthode
de Craig-Bampton au cas amorti : les facteurs de fréquence de la méthode de Rubin sont
les plus petits, et les résultats sont plus proches de la solution de référence.
La figure (Fig.|3.24])) montre qu’une augmentation du nombre de pseudo-modes a fréquence
nulle permet d’améliorer la qualité des résultats des super-éléments construits avec ’ap-
proche multi-modéles. En revanche la fréquence limite de validité de ces super-éléments
reste inchangée. Les résultats des super-éléments a 146 pseudo-modes & fréquence nulle
étant déja trés proches de la solution de référence, il est raisonnable de considérer le super-
élément & 146 et 120 pseudo-modes & fréquence nulle et maximale comme étant optimal.
Les facteurs de fréquence permettant la convergence des résultats dans ce cas sont alors
de 0,4 pour la base des pseudo-modes a fréquence nulle et de 1,1 pour la base des pseudo-
modes & fréquence maximale. Ce deuxiéme facteur est supérieur a celui de la méthode de
Craig-Bampton, mais les résultats obtenus par la méthode de Rubin sont plus précis que
ceux de la méthode de Craig-Bampton.
Le calcul des FRFs avec le super-élément de type Rubin & 180 et 120 pseudo-modes, sur un
seul processeur, est d’environ 39min, contre 27h pour le calcul de référence, soit un facteur
de gain de temps d’environ 45. Le tableau (Tab. donne le temps de construction du
super-élément de Rubin, ainsi qu'un comparaison des temps calcul des FRFs avec la mé-
thode de Craig-Bampton et le calcul de référence. Dans le cas amorti, les temps de calcul
de la méthode de Rubin sont allongés en raison de I’approche multi-modéles. Toutefois,
puisque les matrices réduites sont déja pleines dans le cas non amorti, le gain en temps
de calcul observé n’est pas autant diminué que dans le cas non amorti par rapport a la
méthode de Craig-Bampton. La méthode Rubin présente aussi une meilleure convergence

des résultats dans le cas amorti par rapport a la méthode de Craig-Bampton, a taille de
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F1GURE 3.21 — FREFs calculées avec 140 pseudo-modes a fréquence nulle et a interfaces
libres, dans le cas amorti
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FIGURE 3.22 — Ecarts en dB des super-éléments étudiés avec le modéle de référence
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F1GURE 3.23 — FREFs calculées avec 180 pseudo-modes a fréquence nulle et a interfaces
libres, dans le cas amorti
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FIGURE 3.24 — Ecarts en dB des super-éléments étudiés avec le modéle de référence
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TABLE 3.8 — Comparaison des temps de calcul offline et online de la méthode de Ru-
bin avec la méthode de Craig-Bampton et avec le calcul de référence, dans le cas amorti
viscoélastique (en temps CPU)

Rubin Craig-Bampton Référence

Base dynamique | 2h 10min x 2 45min X 2 -

Base statique 8h 56min 21min -

Total offline 11h 6min 1h 51min -

(6 x C-B)

Calcul d’un 1,56s 1,32s 1min 10s
pas de fréquence | (1,2 x C-B) (=~ 45 x Ru)

Calcul FRF 39min 33min 27h

base dynamique équivalente.

3.4 Conclusion

Les méthodes de sous-structuration de Craig-Bampton et de Rubin ont été appliquées
avec succes a la réduction d’'un modéle de liaison élastomére, dans le cas non amorti et
dans le cas amorti viscoélastique ol une approche multi-modéles est utilisée pour prendre
en compte le comportement dissipatif des élastomeéres dans la base de réduction.

Les super-éléments obtenus permettent de réduire les temps de calcul des FRF d’un facteur
allant de 50 & 100 suivant le cas étudié et la méthode de réduction utilisée. Dans I’ensemble,
les temps de calcul des FRFs sont du méme ordre de grandeur. En revanche le temps de
construction des super-éléments est nettement plus important pour la méthode de Rubin,
environ 10 fois plus que la méthode de Craig-Bampton, essentiellement & cause du calcul
des modes statiques.

En terme de précision, la méthode de Craig-Bampton affiche les meilleurs résultats dans
le cas non amorti alors que la méthode de Rubin semble plus adaptée au cas amorti vis-
coélastique. Cependant, dans les deux cas les méthodes présentent de bons résultats. Le
choix d’une méthode de sous-structuration doit donc plutot étre fait par rapport a la dif-
ficulté d’implémentation de ces méthodes, et par rapport au temps de construction des

super-éléments.
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Dans cette étude, 'avantage va & la méthode de Craig-Bampton qui est & la fois la plus
simple & mettre en ceuvre, et la plus rapide, que ce soit pour construire le super-élément
ou pour calculer les FRFs. Un autre atout de cette méthode est sa prédictibilité en terme
de nombre de modes & retenir dans la base dynamique :

— Dans le cas non amorti, la méthode converge lorsque la base dynamique contient
des modes dont les fréquences propres vont jusqu’a 1,1 fois la fréquence maximale
d’étude.

— Dans le cas amorti, la méthode converge lorsque la base des pseudo-modes & fré-
quence nulle contient les modes dont les fréquences propres vont jusqu’a 0,4 fois
la fréquence maximale étudiée, et lorsque la base des pseudo-modes & fréquence
maximale contient les modes dont les fréquences propres vont jusqu’a 0,7 fois la

fréquence maximale étudiée.

Bien que la méthode de Rubin présente moins d’avantages que la méthode de Craig-
Bampton, il est a retenir que ses résultats sont meilleurs dans le cas amorti viscoélastique.
Les observations suivantes sont faites concernant le choix de la taille de la base dynamique
des modes a interfaces libres :

— Dans le cas non amorti, I’écart entre la fréquence propre maximale contenue dans
la base dynamique et la fréquence maximale d’étude diminue jusqu’a atteindre une
valeur limite de 1,2 & partir de 450 Hz. La méthode de Rubin semble donc étre
mieux adaptée aux études sur des plages de fréquence étendues o le facteur d’écart
est le plus petit possible. En revanche, pour des études sur des plages de fréquence
basses, le nombre de modes nécessaires a la convergence des résultats représente un
handicap face a la méthode de Craig-Bampton.

— Dans le cas amorti, la méthode converge lorsque la base des pseudo-modes & fré-
quence nulle contient les modes dont les fréquences propres vont jusqu’a 0,4 fois la
fréquence maximale étudiée. Le facteur de fréquence pour la base des pseudo-modes
a fréquence maximale est dans ce cas de 1,1. Les résultats observés sont ici meilleurs
que dans le cas d’interfaces fixes, ce qui représente 'unique avantage de la méthode

de Rubin sur la méthode de Craig-Bampton.
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Il est important de noter que les conclusions présentées ici sont issus d’expérimentations nu-
mériques sur un exemple particulier. Méme si ces résultats nécessiteraient d’étre confirmés
sur d’autres exemples (notamment dans le cas viscoélastique), ils fournissent une tendance
intéressante et permettent de confirmer l'intérét des méthodes de Craig-Bampton et de

Rubin dans le cas amorti, étendues de fagon originale avec une approche multi-modéles.
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Deuxiéme partie

Prise en compte des non-linéarités
géométriques dans les liaisons
élastomeéres
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Chapitre 4

Modélisation de liaisons élastomére
précontraintes

Résumé : Ce quatriéme chapitre aborde la modélisation du comportement dy-
namique des liaisons €lastomeéres autour d’un état précontraint. Dans un pre-
mier temps, quelques exemples de la littérature mettant en évidence la dépendan-
ce & la précharge de la dissipation dans les élastoméres sont listés. Dans un se-
cond temps, le comportement hyperélastique et la mise en cuvre numeérique de
la précharge statique mon-linéaire sont présentés. Une troisiéme section décrit
la prise en compte de la précharge dans le comportement dynamique en utili-

sant une loi de comportement hyper-visco-élastique linéarisée autour de l’état

précontraint.
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4.1 Introduction et état de ’art

Les piéces anti-vibratoires en élastoméres étudiées dans ce travail doivent amortir les
vibrations transmises tout en étant capables de transmettre une charge statique. Des pré-
charges importantes allant jusqu’a de grandes déformations de la liaison peuvent ainsi
apparaitre. Ce comportement non-linéaire au niveau des liaisons doit étre pris en compte
pour :

— vérifier la tenue des liaisons au chargement statique;

— mettre & jour les caractéristiques du matériau (raideur et amortissement) autour de

I’état précontraint.

Dans deux études récentes [2, 3], Azoug met en évidence la dépendance & la précontrainte
du comportement dynamique d’un élastomeére fortement chargé par des essais de type DMA
en traction, sur une éprouvette préchargée suivant une direction orthogonale a la direction
de sollicitation. Les résultats montrent que les valeurs des parties réelle et imaginaire du
module complexe de ce matériau augmentent rapidement dés que la précharge dépasse 1%
de déformation.

Jalocha, dans [37, 38, 89], reprend les travaux d’Azoug et identifie la fonction de relaxation
du méme élastomére sous la forme d’une somme de trois fonctions de relaxation, liées a
des comportements microscopiques spécifiques. Suite & ces observations, il propose dans
[37] un modéle permettant de prendre en compte la dépendance a la précontrainte dans la
deuxiéme des ces fonctions de relaxation et identifie dans [37] et [39] les paramétres de ce
modéle en effectuant des essais DMA sur une éprouvette préchargée puis relaxée.

De fagon similaire, Lion [46] étudie le comportement dynamique d’'un élastomeére pour dif-
férentes conditions de température et de précharge et identifie une dépendance du compor-
tement a ces deux paramétres. Suite a ces travaux, Lion, Retka et Rendek [47] proposent de
modéliser la dépendance & la précharge par une loi de comportement hyper-visco-élastique
linéarisée autour de I'état précontraint. La loi de comportement utilisée dans cette thése
est tirée des travaux de Haupt et Lion [31] et utilise les notions de dérivées objectives et
certains tenseurs introduits par Haupt et Tsakamakis dans [32]. D’autres modéles de com-
portement hyper-visco-élastique existent dans la littérature, tels que ceux proposés par

Holzapfel et Simo [34] 36, [73] et Reese et Govindjee [60]. Une présentation compréhensible
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de ces modéles et leurs utilisation sur un exemple d’application sont présentés dans [43] par
Kaliske et Rothert. Gacem, dans [22], propose également un modéle hyper-visco-élastique
combinant un modéle de Gent-Thomas & des fonctions de relaxation de type Maxwell. Un
autre exemple de modéle non-linéaire tenant compte de la viscoélasticité est proposé par
Saad [68], qui reprend les travaux de Schetzen [70] et utilise des séries de Volterra pour
inclure une dépendance en temps dans une loi de comportement hyperélastique. Saad li-
néarise ensuite ce modeéle autour d’un état précontraint pour modéliser la dépendance a la
précharge.

En raison de son fondement théorique, le modéle hyper-visco-élastique proposé par Haupt
et Lion [31I] est choisi pour la suite de la thése. En linéarisant ce modéle, Lion [47] ob-
tient un modéle de Maxwell généralisé dont le premier ressort est hyperélastique, les autres
branches du modéle étant toujours constituées d’éléments de Maxwell. Ce modéle permet
de décrire le comportement dynamique d’un élastomeére préchargé mais ses paramétres vis-
coélastiques sont encore indépendants de la précharge.

Un modeéle similaire est présenté par Morman et Nagtegaal dans [52], avec le détail de la
mise en ceuvre numérique nécessaire & une application éléments finis.

Pour ajouter la dépendance dynamique & la précharge, Wollscheid et Lion [81] reprennent
la loi de comportement hyper-visco-élastique issue de [31] en ajoutant une dépendance a
la précontrainte des variables internes. En procédant & une linéarisation, le modéle obtenu
est bien dépendant de la précharge et peut étre identifié par des essais DMA autour de
plusieurs états précontraints.

Suivant une idée similaire, Lejeunes, Nguyen Van, Boukamel et Eyheramendy proposent
dans [45] un modéle de Zener modifié dont les deux ressorts sont hyperélastiques. De cette
fagon, une dépendance a la précontrainte est ajoutée a la partie dissipative du modéle. Il est
a noter que les deux ressorts du modéle sont représentés par des modéles hyperélastiques
différents.

Dans la suite de ce chapitre, le comportement hyperélastique des liaisons et sa prise en
compte dans le calcul de la précharge statique sont détaillés. L’influence de cette précharge
sur le comportement dynamique des liaisons est ensuite abordée : & partir de la loi de

comportement hyper-visco-élastique utilisée dans [31] et [47], et grace a une étape de li-
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néarisation, un modéle de comportement linéaire amorti autour d’'un état précontraint est
obtenu. Ce modéle est équivalent au modeéle de Lion [47], avec une écriture plus pratique
pour son utilisation dans un code élément finis. La loi de comportement finalement obtenue
correspond & modéle rhéologique constitué de deux ressorts hyper-élastiques en paralléle.
Un élément dissipatif de type amortisseur ou spring-pot est placé en série avec I'un des

ressorts.

4.2 Précharge statique non-linéaire des liaisons

Dans un premier temps, quelques éléments sur le comportement hyperélastique sont
rappelés et le choix du modéle de Yeoh [82] qui est utilisé dans la suite est détaillé. Cette
section se termine sur la mise en occuvre numérique du calcul de la précharge statique

non-linéaire.

4.2.1 Potentiel hyperélastique des matériaux isotropes

Les matériaux hyperélastiques sont capables de subir de grandes déformations sans dis-
siper d’énergie. D’un point de vue thermodynamique, cette capacité se traduit par ’exis-
tence d’un potentiel hyperélastique ¢. En effet, la seconde loi de la thermodynamique, ou
inégalité de Clausius-Duheim, qui exprime la non-conservation de ’entropie par la dissipa-
tion d’énergie interne Djye, relie la puissance mécanique P engendrée par la déformation et
le potentiel d’énergie ¢. Dans le cas des matériaux hyperélastiques (sans dissipation) cette

relation s’écrit sous la forme de 1’égalité suivante :
Ding =P —¢ =0 (4.1)

En considérant que le potentiel ¢ ne dépend que des mesures de déformation, sa dérivée

par rapport au temps peut s’exprimer en configuration de référence par :

._ad)'

b= B (4.2)

ou E est le tenseur des déformations de Green-Lagrange. En remplagant la puissance mé-

canique de déformation P par son expression en fonction des tenseurs des contraintes et
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des déformations P = S : E, Péquation (Eq. 4.1 devient :
0o .
Dint = ——|:E=0 4.3
int < 8E> ( )
ou S est le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchoff. La seconde loi de la ther-
modynamique permet donc de déduire directement la loi de comportement des matériaux
hyperélastiques, en reliant les contraintes et les déformations & travers la dérivée d’un

potentiel d’énergie, avec :
9¢(E)
OE

En notant que 2E = C — I, ot C = FTF est le tenseur de Cauchy-Green droit et ot F est

S = (4.4)

le tenseur gradient de la transformation, la loi de comportement s’écrit :

9¢(C)
oC

S=2 (4.5)

Une séparation des parties isochore et volumique est ensuite appliquée au potentiel hyper-
élastique :

¢(C) = ¢iso(c) + ¢V01(J) (46)

ott le tenseur de Cauchy-Green droit modifié s’écrit C = J ~2/3C avec J le déterminant du
gradient de la transformation F. En considérant les élastoméres de cette étude comme des
matériaux isotropes, les tenseurs liés aux mesures des déformations peuvent étre représentés
directement par leurs trois invariants principaux Iy, Is et I3. Pour respecter la séparation des
parties isochore et volumique, les invariants Iy, I5 et I3 du tenseur modifié de Cauchy-Green

droit sont introduits :

I = tr(C) (4.7)
T, — %(ﬁ _¢: Q) (4.8)
I3 =det(C) =1 (4.9)

Le potentiel hyperélastique s’exprime alors comme la somme d’une partie isochore, fonc-
tion des invariants du tenseur de Cauchy-Green droit modifié, et d’'une partie volumique,

fonction du déterminant du gradient de la transformation :
¢(C) = ¢iso(11712) + ¢V01(J) (410)
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4.2.2 Expression du tenseur des contraintes

Le tenseur des contraintes est obtenu grace a la loi de comportement (Eq. |4.5). Etant
donnée I’écriture du potentiel hyperélastique, les contraintes sont donc elles aussi séparées

en une partie isochore et une partie volumique, définies par :

_ astol _ 8Qi)vol aJ
Svol = 2558 = 2 o ) ) (4.11)
O0diso O0diso Ol1  Oiso 012\  OC
Siso = 2 =2 — —— = —= | | — 4.12
oC <011 oc o, ac) oC (4.12)

En introduisant les dérivées des invariants modifiés, du déterminant du gradient de la
transformation et du tenseur de Cauchy-Green droit modifié :

ol _ ({)Iz_— = ol 1 4 aC_ _2_T
ac—l , 66_111 C 8C_QJC et aC_J 3P, (4.13)

les parties volumique et isochore du second tenseur des contraintes de Piola-Kirchoff

s’écrivent alors :

o 8¢V01 —1
Svol =J 9] C (414)
Siso = J 3P : S (4.15)

ol IP est 'opérateur déviatorique d’ordre 4 donné par :
L
P:H—gC ® C (4.16)

et ot S est le tenseur modifié de Piola-Kirchoff 2, défini par :

S _ 28¢i_so —9 <|:a¢iso —I—T 8¢iso:| I— 8(Zsiso C) (4.17)

aC oL ol al,
4.2.3 Expression du tenseur d’élasticité

Le tenseur d’élasticité en configuration de référence C relie le second tenseur des
contraintes de Piola-Kirchoff au tenseur des déformations de Green-Lagrange, par la rela-

tion suivante :

oS 0Sr1y
_ =7 4.1
C 3E ou CrikrL DEr, (4.18)
En notant que 2E = C — I, cette dérivée devient :
oS 0Sry
C=2— C =2 4.19
oc M MEET 50, (4.19)
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La partie volumique du tenseur d’élasticité est donnée par la dérivée de la partie volu-

mique du tenseur des contraintes (Eq. [4.14) :

(Cvol -9

vol vol 2 vol vol -1
08 :2<8Ja¢ 400 g1 400 0C ) (4.20)

oC oC aJ 0JoC oJ 0C

En reprenant les dérivées des invariants données dans I’équation (Eq. 4.13]) et en introdui-

sant la dérivée suivante :

oc™!
0C

1
=-CloC ! =— (CrCL+CrrCk), (4.21)

la partie volumique du tenseur d’élasticité finie devient :

vol 2 vol vol
cv = <Ja§J +J? 66?2 ) CloC! - 2J65J ctoc (4.22)

La partie isochore du tenseur d’élasticité finie est obtenue a l'aide de la démonstration

présente dans [35] (pages 255-256), et est définie par :
iso ~ T 2 -2.G » iso -1 -1 iso
C®=P:C:P +§[J 3S:CP-S* wC'-Clgs (4.23)

ou P désigne un tenseur d’ordre 4 donné par :

P= (C_l oC™! - %C‘l ® c—1> (4.24)
et ou C s’écrit :
& zzgi (4.25)
2 /. 2 /. 2 1. 2 1. .
= (diuar. * D oo, * o o )11
2 4 2 4 2 4. 2 4.

- (S g ) 1o € - (G + T ) Cer

o SELEE (420

4.2.4 Choix d’un modéle hyperélastique

Il existe dans la littérature de nombreux modéles hyperélastiques, chacun avec une
expression spécifique du potentiel hyperélastique. Globalement, ces modéles peuvent étre

classés en deux catégories :
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— Les modéles phénoménologiques, basés sur une expression polynomiale du po-
tentiel hyperélastique pour différents jeux d’invariants de déformation. Parmi ces
modeles, le modéle d’Ogden [55], qui peut s’écrire en fonction des élongations prin-
cipales est souvent utilisé pour modéliser le comportement de certains élastoméres.
Ce modeéle est représenté par un polyndéme dont I’ordre est laissé au choix de I'utili-
sateur. Des modéles plus simples, écrits en fonction des invariants de la déformation,
comme les modéles de Mooney [51] et Néo-Hookéen, sont représentés par des po-
lynoémes de degré 1. Ces modéles sont en général valables jusqu’aux déformations
de l'ordre de 100%. Des modéles plus élaborés existent, notamment le modéle de
Yeoh [82], qui est représenté par un polynéme de degré 3 du premier invariant. Yeoh
montre que cet ordre est suffisant pour représenter I'allure en "S" caractéristique des
essais de tractions sur éprouvettes en élastomére. FEnfin, le modéle le plus général,
a partir duquel sont dérivés la quasi-totalité des modéles phénoménologiques, est le
modéle de Mooney-Rivlin [51], [62] [63] [64], qui est une série polynomiale écrite en

fonction des invariants, dont 1'ordre est laissé aux choix de 'utilisateur.

— Les modéles basés sur une approche statistique des phénoménes microscopiques
et sur une représentation en réseau des chaines moléculaires pour caractériser les
propriétés des élastomeéres. Les modéles les plus connus de cette catégorie sont issus
des travaux d’Arruda et Boyce [1I], et de Miehe [50], qui reprennent les travaux de
Treloar [78] et aboutissent aux modéles a 3-chaines, 4-chaines, 8-chaines ou sphére

unitaire & 21 chaines.

Steinmann, Hossain et Possart proposent dans [75] une étude de quatorze de ces modéles,
ou sont aussi présentés les essais permettant de les identifier, et comparent ces modéles aux
résultats des essais de Treloar [77] (traction uni-axiale, bi-axiale et cisaillement). Marck-
mann et Verron présentent quand a eux une vingtaine de modéles dans [49] et les comparent
également aux essais de Treloar, mais aussi aux essais de Kawabata [44], et concluent que
le modeéle de tube étendu, proposé par Kaliske et Heinrich [42], représente le meilleur com-

promis. D’autres études de modeéles hyperélastiques sont proposés par Seibert et Schiche
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[71] ou par Arruda et Boyce [10].

Parmi tous ces modéles, le plus simple & utiliser et & identifier est le modéle Néo-Hookéen,
reconnu pour étre satisfaisant lorsque le niveau de déformation ne dépasse pas quelques
dizaines de pour-cent. Pour tester la qualité de ce modéle, les essais de Treloar [77] sont
reproduit de fagon analytique. Les résultats du modéle Néo-Hookéen sur 1’essai de traction
bi-axiale (Fig. sont corrects jusqu’aux alentours de 200% de déformation, ce qui est
intéressant pour un modéle aussi simple. En revanche, pour les essais de traction uni-axiale
ou de cisaillement les résultats du modéle Néo-Hookéen ne sont bons que jusqu’aux envi-
rons de 30% de déformation. Les précharges utilisées dans la suite du mémoire varient de
15% a pres de 50% de déformation globale de la liaison en élastomeére. Localement, certains
éléments du maillage peuvent aussi subir des déformations supérieures & ces niveaux. Un
modéle plus élaboré que le modéle Néo-Hookéen doit donc étre choisi.

Un compromis acceptable entre le nombre de paramétres a identifier et la précision du mo-
déle peut étre obtenu avec le modéle de Yeoh. Sur les trois figures (Fig. [4.2)), (Fig. [4.3)) et
(Fig. , le modéle de Yeoh identifié évite le comportement asymptotique du modéle Néo-
Hookéen, pour les plus hauts niveaux de déformation, tout en étant relativement proches
des résultats expérimentaux quel que soit le chargement imposé.

Les parties isochore et volumique du potentiel hyperélastique de Yeoh sont définies par :

diso = c1(I1 = 3) + ca(Th — 3)* + c3(T1 — 3)° (4.27)
Prol = g(ﬂ —1—2In(J)) (4.28)
La partie volumique est tirée des travaux de Simo et Taylor [73], ou x = 3,15 MPa est
le module de compressibilité issu du cas d’application et les paramétres c1,co et c3 de la

partie isochore sont identifiés & partir des essais de Treloar [77] en traction uni-axiale. Les

valeurs de ces paramétres sont : ¢; = 0,1634 MPa, co = —1,198 MPa et c3 = 37,81 MPa.
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FIGURE 4.1 — Résultats expérimentaux des essais de traction uni-axiale, de traction bi-
axiale et de cisaillement, de Treloar [77]
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FIGURE 4.2 — Comparaison des modéles de Yeoh et du modéle Néo-Hookéen identifiés en
traction uni-axiale, avec les données de 'essai de traction uni-axiale de Treloar [77]
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F1GURE 4.3 — Comparaison des modéles de Yeoh et du modéle Néo-Hookéen identifiés en
traction uni-axiale, avec les données de l’essai de traction bi-axiale de Treloar [77]
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FIGURE 4.4 — Comparaison des modéles de Yeoh et du modéle Néo-Hookéen identifiés en
traction uni-axiale, avec les données de 'essai de cisaillement de Treloar [77]
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4.2.5 Mise en ceuvre numérique du probléme non-linéaire statique

Dans le cas d’une liaison en élastomére préchargée statiquement en grandes déforma-
tions, les équations d’équilibre local sont définies dans le domaine actuel €2 et sur le bord

02 de ce domaine par :
div(e) =0 dans €2 (4.29)
on=t sur 0,2 (4.30)
ol o est le tenseur des contraintes de Cauchy et ou t est I'effort surfacique imposé sur
le bord du domaine ;). Une formulation faible du probléme est obtenue en multipliant
I'équation (Eq.[4.29) par un champ de vitesse virtuelle du et en intégrant sur le domaine

Q. Pour passer dans le domaine de référence, la transformation de Piola est utilisée ce qui

permet d’obtenir :

/ to.0u dS —/ S:0EdV =0 (4.31)
otQ Qo

Pext P int

ou p est le domaine initial, tog = (J/ \/m)t est 'effort surfacique imposé sur le bord
du domaine 8,9 et S = JF ' F T est le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchoff.
Cette expression peut étre vue comme 1’égalité des puissances des efforts extérieurs Pey et
internes Piyt. En considérant un champ de déplacement virtuel du suffisamment régulier,
il est possible de réécrire cette expression comme la différence entre les travaux virtuels

Wext et Wiyt des efforts extérieurs et des efforts internes :

/ to.oudS — [ S:6EdV =0 (4.32)
ot Qo
Wext Wint

Une discrétisation par éléments finis permet ensuite d’écrire les champs de déplacements

u et du en fonction des déplacements aux nceuds q et 4q :
u=Nq et du=Ndiq (4.33)

La matrice des fonctions de forme N s’écrit sous la forme :

Ne 0 0 -
N=|- 0 Ny 0 - (4.34)
0 0 N,
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ot N, est la fonction de forme du nceud «. Suite & cette discrétisation, et en utilisant la

notation de Voigt, les vecteurs des déformations de Green-Lagrange peuvent s’écrire :
E=B.q et JE=B,dq (4.35)

ou By est l'opérateur gradient discrétisé non-linéaire, défini dans [84] ou [8] par la matrice :

F11Na1 F21Naj1 F31Na1
F12Nqa 2 F2aNg 2 F32Ng 2
F13Nq3 F23Na 3 F33Nq3

4.36
F11Na2 + F1aNo1 F2iNgo +F2oNg 1 F31Ng2 + F3aNg 1 (4.36)

F12Na 3+ Fi13Na2 FoaNg 3+ FosNgo F3aNg 3+ F33Ng 9o
F13Na1 +F11No3 Fo3Ngi1 +Fo1No3 F33Ng 1 +F31Na 3

Dans cette expression, o représente le numéro du nceud, N, ; est la dérivée de la fonction
de forme au nceud o par rapport a la direction 4, et les F;; sont les composantes du gradient
de la transformation. Aprés discrétisation, la formulation variationnelle (Eq. revient
a écrire :

NTT ds — / BLISdV =0 (4.37)

otQg Qo

J/

fext fint

o feyt et fine sont les vecteurs des efforts extérieurs et intérieurs. Pour résoudre ce probléme
non-linéaire, un algorithme de Newton-Raphson est utilisé. Avec cet algorithme itératif, le
déplacement aux noeuds q est approximé par des corrections Aq apportées & une solution
de départ arbitraire (déplacement initial nul dans le cas présent). Par soucis de convergence,
I’ensemble de la précharge foyt est découpée en plusieurs pas de chargement successifs Af,
chacun de ces pas de chargement nécessitant un certain nombre d’itérations. A 'itération
i+ 1 du pas de chargement n + 1, la correction en déplacement est calculée a ’aide d’un
développement de Taylor & I'ordre 1 du résidu r = foxy — it -

: , or
+1 i
rn—l—l - rn—i—l + a

7
Ad (4.38)
n+1

Les efforts extérieurs sont ici considérés indépendants du déplacement (forces non sui-

veuses), la dérivée du résidu est donc égale a la dérivée des efforts internes :

i

or

o' Ofim
oq N

dq

(4.39)

n+1 n+1
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En reprenant la formulation des efforts internes donnée dans 1’équation (Eq.4.37)), la dérivée

(Eq. [4.39)) devient :

fin B}, S
O _ [ OBug dV+/ Bﬁi dv (4.40)
dq o, 99 0, | 0q
\V-/ /
Ktan ngo Kmat

La dérivée des efforts internes par rapport aux déplacements peut étre vue comme une
matrice de raideur dite tangente Ky, composée d’une matrice de raideur géométrique
Kgeo et d'une matrice de raideur matérielle K at.

En prenant en compte 'expression (Eq. , la dérivée des contraintes est développée
sous la forme :

J0S 0SS OE OE
E_ I _c= (4.41)
dq OE O0q oq

ou C est le tenseur d’élasticité écrit en notation de Voigt. La dérivée OE/dq = (0Bn1/0q)q+
B, est ensuite approximée par By ce qui permet d’écrire la matrice de raideur matérielle
de fagon similaire au cas linéaire, en fonction du tenseur d’élasticité C et du gradient

discrétisé By :

Koat = / BLCB, dV (4.42)
Qo

L’expression de la matrice de rigidité géométrique peut elle étre obtenue en utilisant la
formulation du gradient discrétisé By, donnée dans [14] et [15]. De maniére pratique, cette
formulation donne le gradient discrétisé sous la forme B, = FN, ott F est une matrice

contenant les termes du gradient de la transformation arrangés de la fagon suivante :

---Fy1 O 0 Fou O 0 F31 O 0---
-0 Fio O 0 Foe O 0 Fzs O0---
-+ 0 0 Fi3 O 0 Fo3 O 0 Fsg---
+Fig Fiu 0 Foo For 0 F3o Fz 0 ---

-Fi3 0 Fin Fog 0 For Fsz3 0 Fap---
-0 Fi3 Fig 0 Foz3 Foo 0 Fszz Fzo---

>
I

(4.43)
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et o N est une matrice contenant les dérivées des fonctions de forme par rapport aux 3

directions de I’espace :

Neg 0 0

No2 0 0

Ngs O 0
0 Nei O

N=| 0 Ngz 0 (4.44)

0 Ngsz O
0 0 Nau
0 0 Nao
0 0 N3

En tenant compte du fait que la matrice N est indépendante des déplacements aux noeuds

q, I'expression de la raideur géométrique (Eq. [4.40)) peut alors s’écrire :

T
OBY . TOF
Koo = / Phiggv= [ N Z_sav (4.45)
o, 94 Q0 dq
Il est ensuite possible de montrer que :
. T
OF N
——S =SN 4.46
= (4.46)
oil S est une matrice assemblée & partir des termes du vecteur des contraintes S :
[S11 Si12 Sz O 0 0 0 0 0
So1 S22 Sz O 0 0 0 0 0
Ss1 Ss2 S33 0 0 O O 0O O
) 0 0 0 Si1 Si2 Si3 O 0 0
S = Szl SQQ 823 0 0 0 (4.47)

Sz31 Sz2 Ss3 0 0 0
0 0 0 So1 Soo Soz
0 0 0 0 0 0 S31 Sz Ss3]

o O O O
o O O O
o O O O

En effet, en considérant un vecteur A assemblé par empilement des termes du gradient de

la transformation F :
T
A=[Fi1 Fio Fi3 Fo1 Fop Fy3 F31 Fip Fa3 | (4.48)

AT N
tel que F' S = SA, le théoréme d’identification pour les fonctions matricielles différen-

tiables [20] permet d’écrire :
T
OF , OA
—— S=S— 4.49
aq dq (4.49)
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La dérivée OA /0q est une matrice Jacobienne dont le développement permet de retomber

sur la matrice N. La forme finale de la matrice de raideur géométrique Ko, est donc :
AT A~
Kgeo = / N SN dV (4.50)
Qo

Maintenant que les expressions des matrices de raideur géométrique et matérielle sont
connues, la matrice de raideur tangente & l'itération ¢ du pas de chargement n + 1 peut

étre assemblée :
Kian = ngo(q;—‘,-l) + Kmat(q%+1) (4'51)

La correction en déplacement est ensuite calculée en considérant le résidu, a l'itération ¢+ 1

du pas de chargement n + 1, nul. En considérant 1’équation (Eq. , cela donne :

Ady = —Kgirh (4.52)

i+1

La correction q '

= qinH + Adq}, 41 est alors effectuée, un nouveau résidu est calculé
et algorithme itére jusqu’a convergence. Une fois la précharge appliquée, la matrice de

raideur tangente doit étre calculée une derniére fois avec la derniére valeur des déplacement

p

ce qui permet d’obtenir la matrice de rigidité tangente Ky,

de la liaison préchargée.
Un récapitulatif de toutes les étapes de l'algorithme de Newton-Raphson permettant de
calculer la matrice de rigidité préchargée est donné dans la figure (Fig. .
Cette formulation de la précharge non-linéaire statique est utilisée dans le code implémenté
pendant la thése et est comparée au code commercial LS-Dyna sur trois cas de précharge :
— la premiére est une précharge en traction-compression,
— la seconde est effectuée avec un chargement de flexion,
— la derniére est une précharge de torsion.
Dans ces trois cas, la réponse calculée de la liaison est non-linéaire, avec a chaque fois une
déformation de plusieurs dizaines de pour-cent. Les allures des déformées obtenues sont
données dans la figure (Fig. ainsi que les courbes chargement/déplacements corres-
pondantes. Pour la suite de la thése, seul le cas de précharge en compression est considéré.
Les trois cas de précharge étudiés, a 1000 N, 2000 N et 3000 N, sont présentés sur la figure
(Fig. ainsi que la structure compléte soumise a la précharge (Fig. . Le calcul de

ces précontraintes est fait en 10 minutes environ et ce temps de calcul est considéré comme

un temps de calcul offline pour les calculs de référence.
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f
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FI1GURE 4.5 — Algorithme de Newton-Raphson utilisé pour le calcul de la matrice de rigidité
préchargée
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FIGURE 4.6 — Déplacement de la face haute de la liaison en fonction de 'effort imposé,

chargement de traction-compression, de flexion et de torsion, code maison (lignes bleues)

et LS-Dyna (croix rouges)
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FIGURE 4.7 — Précharge de compression des liaisons sur ’ensemble de la structure d’appli-
cation

(a) 1000N (b) 2000N

FIGURE 4.8 — Les trois états de précharge étudiés
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4.3 Comportement amortissant des liaisons préchargées

Le modéle hyperélastique de Yeoh [82] a été choisi dans la section précédente pour
représenter le comportement statique des liaisons lors de la précharge. Cette nouvelle sec-
tion présente la prise en compte de cette précharge dans le comportement amortissant des
liaisons par l'utilisation d’une loi de comportement hyper-visco-élastique linéarisée autour
de I’état précontraint. La loi de comportement et les différentes étapes de linéarisation sont

détaillées ci-dessous.

4.3.1 Loi de comportement hyper-visco-élastique

En dynamique, les élastoméres sont capables de subir de grandes déformations tout en
dissipant de I’énergie. D’un point de vue thermodynamique, cela se traduit par ’existence

d’un potentiel hyper-visco-élastique 1 tel que la seconde loi de la thermodynamique s’écrit :

Ding =W — ¢ >0 (4.53)

Le potentiel d’énergie 1 est une fonction scalaire des déformations et il est possible de
I’exprimer en fonction de n’importe lequel des tenseurs de déformations. Son expression
dépend a la fois du potentiel ¢ du modele hyperélastique (section choisi pour repré-
senter les grandes déformations et du potentiel ;s du modéle viscoélastique choisi pour

représenter la dissipation (section |1.2)), soit :

Y= ¢+ i (4.54)

Une approche pour déterminer ’expression du potentiel hyper-visco-élastique est donnée
dans les travaux de Haupt et Lion [3I], ot un modéle de Maxwell en transformations finies
est étudié. La loi de comportement de ce modéle est donnée par la loi de comportement du
modéle de Maxwell linéaire (Eq. , écrite en transformations finies, qui fait intervenir
la dérivée objective du tenseur de Kirchoff ¥ de méme que la dérivée objective du tenseur

A
des déformations d’Euler-Almansi a :

1 A
¥+ -r=FEa (4.55)
T
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De fagon a manipuler une expression plus simple, cette loi de comportement est écrite en
A

configuration de référence en notant que a = d, ou d est le tenseur taux de déformations,

et en utilisant la transformée de Piola qui fait intervenir le gradient de la transformation

F:

1 .1 .
FF T+ -FsFT=pEF'dF T = S§+-S=FEP (4.56)
T T
La solution de cette équation différentielle s’écrit sous la forme :

0 .
—(t=9)/7 L (o=(t=95)/Tg) = _
e oy (e S) EP (4.57)

La loi de comportement peut alors étre intégrée pour obtenir la contrainte de Piola-Kirchoff
2 a linstant ¢ par :
S=-— /t Ee_(t_s)/Ta—Pds (4.58)
oo ds
Pour obtenir cette expression des contraintes a partir de ’équation de la dissipation interne,

Haupt et Lion [31] proposent I’expression suivante du potentiel dissipatif 1y;s pour le modéle

de Maxwell en transformation finie :
tE P
Yyis = —/ 26_(t_8)/T39 : Cds (4.59)

ott C = FTF est le tenseur de Cauchy-Green droit. Avec I'écriture 2W = S : C, la seconde

loi de la thermodynamique donne la loi de comportement :

t
(s — / Ee(ts)/T%i)ds> :C=0 (4.60)

De fagon & représenter un comportement hyper-visco-élastique complet, Lion, Retka et
Rendek proposent dans [47] un potentiel hyper-visco-élastique correspondant & un modéle
de Maxwell généralisé non linéarisé ou la réponse statique est représentée par un ressort
hyperélastique (Fig. . Ce modele est par exemple utilisé par Jrad dans [41I] pour re-
présenter le comportement d’une éprouvette en élastomeére. Dans le cas le plus simple
ce modéle est composé d’un ressort hyperélastique en parallele d’un élément de Maxwell

non-linéaire en raideur. Le potentiel hyper-visco-élastique est alors donné par :

CE . 0P
¢:¢(C)—/ >e (t=s)/ g:Cds (4.61)
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E1 E2 EN

m 2 nN

l

FIGURE 4.9 — Modéle de Maxwell généralisé a réponse statique hyperélastique

D’un point de vue plus général, le potentiel hyper-visco-élastique peut s’écrire en fonction
d’un potentiel hyperélastique et d’'un potentiel dissipatif qui dépend de la fonction de

relaxation du modéle viscoélastique choisi pour représenter la dissipation, soit :

1

¥ = ¢(C) — 2/ R(t — s)%l;) . Cds (4.62)

Les fonctions de relaxation utilisées par la suite correspondent & une série de modéles de

Maxwell en paralléle ou & un modéle de Maxwell Fractionnaire.

4.3.2 Séparation des comportements en dilatation et distorsion

Certains matériaux comme les élastomeéres ont des comportements différents lorsqu’ils
sont soumis a des sollicitations de type dilatation (changement de volume) ou de type dis-
torsion (déformation & volume constant). De maniére & respecter cette particularité, une
séparation des tenseurs précédemment définis en une partie isochore et une partie volu-
mique est effectuée. Le gradient des déformations est décomposé en une partie caractérisant

les changements de volume et une autre représentant les déformations a volume constant :
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F = (J3I) x J73F = J3F (4.63)

oit J31 est le tenseur gradient de dilatation et F = J ~3F est le tenseur gradient de distor-
sion ou tenseur des déformations modifié. Pour tenir compte de ce découplage, I’expression

du potentiel hyper-visco-élastique (Eq. [4.62]) est alors changée en :

= $(C) — % /_ R(t — s)%l—: . Cds (4.64)

ot le tenseur de Piola modifié¢ P est défini par :

P = % (C‘l - I) (4.65)

avec le tenseur de Cauchy-Green droit modifié C tel que :

C=F'F=J

wlro

C (4.66)

La séparation en partie isochore et volumique du potentiel hyperélastique ¢ est détaillée

dans la section [£.2] qui concerne la modélisation du comportement hyperélastique.

4.3.3 Expression du tenseur des contraintes

A partir de cette expression du potentiel hyper-visco-élastique, la loi de comportement
(Eq.[4.60) donne le tenseur des contraintes en fonction des dérivées temporelles du potentiel
hyperélastique et du tenseur de Cauchy-Green droit :

1, - 1/t oP -

-S:C=¢(C)—= R(t — s)— : Cds 4.67

55:C=i0) -3 [ Ri-9F (167)
Les dérivées temporelles du potentiel hyperélastique et du tenseur modifié de Cauchy-Green

sont :
9(C) . . 0C

$(C) =

La dérivée du tenseur modifié de Cauchy-Green droit par rapport au tenseur de Cauchy-

Green droit classique fait apparaitre 'opérateur déviatorique d’ordre 4 en configuration de
référence P (Eq. 4.16)) :

2= = gspT (4.69)
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soit en notation indicielle :

1
*CI_JICKL (4.70)

1
Prikr = 3 (0rkdyL +0r00sK) — 3

En factorisant tous les termes de I’équation (Eq. [4.67) par C, il apparait la relation sui-

vante :

_L0eC) a7 oP
S=2 90 —J 5]?./_OOR(tS)8Sds (4.71)

Le tenseur des contraintes est finalement composé d'un terme élastique Seq, correspondant

a la réponse du systeme a I'équilibre, et d'un terme viscoélastique Syeq, avec :

C _
S = 262(0 ) e sma—yip.q (4.72)
ott le tenseur Q est défini par :
. _
~ P
Q= —/ R(t - s)%sds (4.73)

La contrainte & 1’équilibre est ici équivalente & la contrainte de Piola Kirchoff 2 obtenue

par un modéle hyperélastique (section .
4.3.4 Linéarisation du comportement autour d’un état précontraint

De maniére & obtenir une formulation de la loi de comportement dans le cas d’un
matériau précontraint sollicité par une excitation de faible amplitude, la transformation

suivante est considérée [47, 8] :
F(t) = Fu(I+h(1)) (4.74)

ou Fy est le gradient de la transformation permettant de passer de la configuration de
référence a la configuration précontrainte. Le tenseur d’ordre deux h, de norme trés infé-
rieure & un, représente les sollicitations autour de 1’état précontraint. En introduisant la

déformation linéarisée Ey, telle que :

Elin = lin

1
(h+h") et Ef =Ey, - 3 (B DT (4.75)

DN =

les tenseurs de Cauchy-Green droit classique et modifié deviennent respectivement :

C = Cy + 2F ) EjinFu) (4.76)
C = Cy + 2F Bl F,, (4.77)
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De méme, le tenseur de Piola et le tenseur de Piola modifié deviennent respectivement :
_ -1 -T
P=P, -F_  E;F, (4.78)
5 5 =1 =—T
P =P, - F, EF, (4.79)

et les dérivées temporelles de ces quatre tenseurs sont :

C=2F EyFy e P=-F 'E,F" (4.80)
C = 2FLECF, P= F EFT (4.81)

Suite & cette réécriture de la transformation, la dérivée (Eq. |4.72)) du potentiel hyperélas-
tique, donnant les contraintes a 1’équilibre, peut étre vue comme la dérivée suivante au

sens de Gateaux [61] :

9¢(C) _ 99(C)

9%¢(C)
oc ~ ac |, T2

C. 0C?

De cette maniére, la contrainte & 1’équilibre linéarisée apparait comme la somme d’une

F EhnFnl (482)
Cul

contrainte due a la précharge et d’'une contrainte due aux sollicitations autour de I’état

précontraint :
S% = S + CY : FLE;Fu (4.83)
avec
Sl = 28¢(C) et Cf= 482¢(S) (4.84)
oC |, oC? g,

Pour la partie non-équilibrée de la contrainte, le tenseur Q (Eq. 4.73)) linéarisé est donné

en fonction de la dérivée temporelle (Eq. m du tenseur de Piola modifié :
dev
18}311n ( ) *T
— ds 4.85
=/ R (185)
Le tenseur Q ne dépendant finalement que des petites déformations, certains termes de

lopérateur déviatorique P sont négligés de maniére a retirer tous les termes quadratiques

du produit P : Q. La contrainte non-équilibrée S"°9 linéarisée est donc donnée par :
_2 _
S™d = J 3P, : Q (4.86)

ot Py est Popérateur déviatorique correspondant a la précharge, avec Py = P(Cyp). Finale-

ment, le tenseur des contraintes totales linéarisées s’écrit donc :

t 10 dev _
S = Seq + (Ceq F Ehn nl + 2J Pn] . / R(t - S)Fnl lg;() andS (487)
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L’état précontraint est considéré comme la nouvelle configuration de référence autour de
laquelle ont lieu les vibrations linéaires. Les contraintes a 1’équilibre Srefll disparaissent pour
assurer la nullité de la contrainte lorsque qu’aucune déformation n’est appliquée : I’état
de contrainte causé par la précharge est oublié, seul compte désormais les contraintes
engendrées aprés la précharge. En revanche, le changement de rigidité dii a la précharge
doit étre conservé, le tenseur d’élasticité ng ne varie donc pas. Suite & ces modifications

la contrainte linéarisée autour de I’état précontraint devient :

t dev
o= (ng e+ Py / R(t — S)L6 (93(3)

—00

ds (4.88)

En rappelant que €1V = Py, : € et que Py, : (P : €) = Py, : €, la contrainte de la nouvelle

configuration de référence peut étre exprimée en fonction de la déformation € par :

t
o=Cyl: e+ Py, : / R(t — 3)82(;)

—0o0
Cette expression fait apparaitre la contrainte viscoélastique définie, dans la section [I.1

ds (4.89)

sur le comportement viscoélastique linéaire, par 1’équation (Eq. [1.7). Le produit de cette
contrainte avec I'opérateur déviatorique IPj;, est donc la partie déviatorique de la contrainte
viscoélastique, définie dans la section |1.1{comme le produit d’un tenseur d’ordre quatre C3¢

et de la déformation, soit :

t
P : / R(t —s) 86(S)ds =Py : oy =0l =Cd . ¢ (4.90)

oo 0s

Le modéle ainsi obtenu peut étre vu comme un modéle de Zener modifié (Fig. ot le
ressort linéaire est remplacé par un ressort hyperélastique de potentiel ¢ et ou la branche
de maxwell est remplacée par un modéle rhéologique quelconque, pour I'instant représenté
par la fonction de relaxation R dans ’expression des contraintes. L’expression du tenseur
Cgiesv dépend du modéle viscoélastique choisi pour représenter la dissipation et la contrainte
s’écrit :

o= (C{+C) e (4.91)
Dans le domaine temporel, pour obtenir un modéle complet similaire au modéle de Max-
well généralisé, la dissipation est représentée par un assemblage en paralléle de plusieurs
éléments de Maxwell et la contrainte est :

AR At
o=|C{+ Z %tj <1 — exp <—T>> Clev ] e (4.92)
j=1

J

144



4.3. COMPORTEMENT AMORTISSANT DES LIAISONS PRECHARGEES

R(t)

FIGURE 4.10 — Modéle hyper-visco-élastique général, linéarisé autour de ’état précontraint

¢

T Es — Ep) (Foo — Ep)

FIGURE 4.11 — Modéle de Zener fractionnaire a réponse statique hyperélastique

Ce modele est le méme que celui proposé par Lion, Retka et Rendek dans [47] et est
équivalent & un modéle de Maxwell généralisé ou le ressort linéaire est remplacé par un
ressort hyperélastique de potentiel ¢. Le reste du modéle reste composé d’un assemblage
en paralléle d’éléments de Maxwell linéaires (Fig. . Dans le domaine fréquentiel, pour
obtenir un modéle complet similaire au modéle de Zener fractionnaire, la dissipation est
représentée par un spring-pot en série avec un ressort linéaire et la contrainte est alors
donnée par :

o*(w) = (Cif 4 iwh*(w) (Yoo — 1)@86") s ef(w) (4.93)

oll Yoo et h* sont des grandeurs viscoélastiques déja présentées dans la section Ce
modeéle peut étre vu comme un modéle de Zener fractionnaire ot le ressort linéaire est rem-
placé par un ressort hyperélastique de potentiel ¢ et oil le reste du modéle reste composé

d’un spring-pot en série avec un ressort linéaire (Fig. [4.11). Il est rappelé que pour ces
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deux modéles, 'expression de (Cge" est donnée par ’équation (Eq. [2.36)).

Grace & ces développements, une loi de comportement pour un matériau hyper-visco-
élastique précontraint est finalement obtenue. Il est toutefois a noter qu’avec cette loi
de comportement, la précontrainte n’a pas encore d’influence sur la dissipation, ce qui ne
correspond pas aux observations faites par Azoug [2, 3] et Jalocha [37, 38, 39], ot par Lion
et par Lion, Retka et Rendek dans |46 [47].

Différentes fagons d’inclure cette dépendance dans le modéle sont proposées dans la littérat-
ure, notamment par Jalocha dans [37, [39] et par Wollscheid et Lion dans [81], qui proposent
tous les deux d’utiliser une fonction de relaxation dépendant des déformations. Les para-
meétres du modéle viscoélastique ainsi obtenu doivent alors étre identifiés pour différentes
valeurs de précontraintes ce qui nécessite une machine d’essais permettant de procéder a
la fois & la précharge et a I’étude dynamique, de type DMA par exemple.

Pour éviter ces difficultés, le modéle proposé ici consiste & remplacer dans les équations
(Eq. et (Eq. le tenseur d’élasticité linéaire Cge" par la partie déviatorique du
tenseur d’hyperélasticite C:y.

Cette représentation est similaire a une linéarisation des modéles hyper-visco-élastiques
de Simo [72], Simo et Holzapfel [36], Holzapfel [34], Simo et Taylor [73] ou encore Reese
et Govindjee [60], qui proposent un potentiel hyper-visco-élastique dérivé d’un modéle de
Maxwell généralisé ot les ressorts linéaires sont tous remplacés par des ressorts hyper-
élastiques (Fig. [4.12)). Une présentation simple et compréhensible de la mise en ceuvre
numérique de ces modeéles est présentée dans [43] par Kaliske et Rothert. De la méme
maniére, un modéle de Zener fractionnaire non linéaire est obtenu en remplacant les deux
ressorts du modéle par des ressorts hyperélastiques (Fig. . La loi de comportement

dans le domaine fréquentiel est alors donnée par :

o (w) =C(w) : €(w) (4.94)

ot C7; est le tenseur d’élasticité linéarisé dans le domaine fréquentiel, tel que :

(w) = CY + iwh* (oo — 1)dev(CSY) (4.95)

nl
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m 2 nN

l

FIGURE 4.12 — Modéle de Maxwell généralisé utilisé dans cette thése, avec réponse statique
hyperélastique et réponse dynamique dépendant de la précharge

(1, ) ¢

FIGURE 4.13 — Modéle de Zener fractionnaire proposé dans cette thése, avec réponse sta-
tique hyperélastique et réponse dynamique dépendant de la précharge
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4.4 Conclusion

Grace a une étude bibliographique, ce chapitre met en évidence la dépendance a la pré-
charge de la dissipation dans les élastoméres. Les non-linéarités géométriques engendrées
par la précharge sont liées au comportement hyperélastique des liaisons. Ces lois de com-
portement sont présentées en détail au début de la seconde partie du chapitre. Le calcul
numérique de la précharge et 'implémentation de ’algorithme de résolution de Newton-
Raphson sont détaillés a la fin de la seconde partie avec la validation du code implémenté
sur un exemple de liaison soumis a différent chargements.

Dans la suite du chapitre, une loi de comportement hyper-visco-élastique, basées sur les
travaux de Lion, Rekta et Rendek [47], est présentée. L’objectif est de parvenir a un modéle
viscoélastique valide en non-linéaire géométrique. Cette loi de comportement est ensuite
linéarisée autour d’'un état de précharge. Le modéle obtenu n’est pas directement appli-
qué dans la suite du travail en raison du manque de données expérimentales permettant
d’identifier les paramétres viscoélastiques en non-linéaire. Cette identification représente

néanmoins une perspective intéressante & ce travail de thése.
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Chapitre 5

Modéles réduits de lhaisons
élastomeére précontraintes

Résumé Ce chapitre se base sur les développements du chapitre quatre et sur
les méthodologies de réduction du chapitre trois pour obtenir des modéles ré-
duits de liaisons amortissantes tenant compte de linfluence de la précharge sur
la dissipation et sur le comportement dynamique des liaisons. Une premiére sec-
tion présente les équations de la dynamique dans les cas précontraints, avec ou
sans amortissement, ainsi que des résultats de calcul montrant 'influence de la
précharge sur le comportement dynamique des liaisons. La seconde section de ce
chapitre présente les résultats des modéles réduits dans le cas non dissipatif, ot
seul la précharge est prise en compte. La troisiéme section présente les résultats

des modéles réduits dans le cas amorti et précontraint.
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5.1 Dynamique des liaisons préchargées

Cette section présente les équations de la dynamique des liaisons préchargées, dans
un premier temps pour le cas non amorti, dans un second temps pour le cas amorti. Ces
équations sont accompagnées de résultats de calculs montrant I'influence de la précharge

sur le comportement dynamique des liaisons.

5.1.1 Ecriture des équations de la dynamique dans le cas préchargé

Dans le cas non amorti Dans le cadre des éléments finis, le déplacement q est ici
considéré comme étant la somme d’un déplacement statique dii a la précharge q, et d’'un
petit déplacement dynamique qq, tels que q = g4+ qq. De méme, les efforts extérieurs feyt
sont composés d’'un vecteur de précharge fs et d’'un vecteur fy représentant le chargement
dynamique autour de la précharge, avec fory = fs + f4. L’équation de la dynamique, dis-
crétisée par éléments finis, est ici similaire a ’équation de la statique (Eq a laquelle

s’ajoute un terme d’inertie, c’est & dire :

M@ + fine(q) = fext (5.1)

Un développement de Taylor & I'ordre 1 permet alors d’écrire les efforts internes sous la

forme suivante :
afint
dq

qq (5.2)
q=qy

fint(qs + qd) = int<qs) +

ou la dérivée des efforts internes par rapport aux déplacements est la matrice de raideur

tangente définie dans la section En tenant compte du fait que g, = 0, et que fi,(q) =

fs (Eq. [4.37), Péquation (Eq. devient alors :
Méld + Ktan(qs)qd = fd (53)

En considérant le chargement fy et le déplacement q4 harmoniques, ’équation précédente

peut étre exprimée dans le domaine fréquentiel sous la forme finale :

(Ktan(qs) - sz) Afreq = ffreq (54>
OU Qfyeq €6 fhreq sont les amplitudes des déplacements et des efforts extérieurs aux noeuds.

150



5.1. DYNAMIQUE DES LIAISONS PRECHARGEES

Dans le cas amorti Par identification avec I’équation (Eq. |5.4]), I'équation de la dy-
namique du cas amorti précontraint peut s’écrire de fagon similaire au cas amorti non

précontraint (Eq. [2.78)) sous la forme :

(Kfan(ds) + iwh” (@) Ko (ds) = @°M) Ggeq = fireq (5.5)
ouK? =K, et otd K® = (yo0—1)dev (Kiay ). Le module adimensionné v, et la fonction
tan tan Y Y

complexe h* assure le lien avec le modéle viscoélastique conformément aux développement
de la section Il est & noter que les paramétres du modéle viscoélastique sont ici
identiques & ceux utilisés en linéaire en raison du manque de données expérimentales pour
identifier des paramétres viscoélastiques en grande déformation. Bien que cela ne représente
pas la réalité, le modeéle dissipatif (Eq. affiche tout de méme une dépendance & la
précharge et permet de valider la prise en compte de cette derniére par les méthodes de

réduction de Craig-Bampton et Rubin.

5.1.2 Influence de la précharge sur le comportement dynamique des liai-
sons

Pour montrer 'influence des précharges sur le comportement dynamique de la structure,

les FRFs obtenues avec les modéles précontraints (Eq. et (Eq. sont affichées dans
la figure (Fig. [5.1) pour le cas non amorti, et dans la figure (Fig. |5.2)) pour le cas amorti
viscoélastique. Le cas de précharge étudié correspond & un chargement de compression de
3000 N et la courbe noire représente les FRFs de la structure sans la précontrainte. Dans le
cas non amorti, la précharge a tendance a décaler les modes de liaisons vers les basses fré-
quences, ce qui traduit un comportement assouplissant. Les fréquences de résonance de la
structure en aluminium restent en revanche inchangée puisque la précharge ne les concerne
pas directement. Les fréquences de résonance de ces modes de structures sont indiquées
sur les figures par des lignes verticales en pointillés.
Dans le cas amorti, le comportement viscoélastique entraine une disparition des résonances
de liaisons, ce qui explique qu’aucun décalage en fréquence ne soit visible entre les ré-
ponses avec ou sans précharge. En effet, les seuls modes encore représentés sont des modes
de structure, dont la fréquence de résonance n’est pas affectée par la précharge.

La présence d’amortissement entraine également une diminution de ’ensemble de la ré-
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FIGURE 5.1 — Comparaison des FRFs obtenues avec le modéle non amorti de référence, et

traint a4 3000 N.
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FIGURE 5.2 — Comparaison des FRFs obtenues avec le modéle amorti viscoélastique de

référence et précontraint a 3000 N.
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ponse. Il semble que dans le cas amorti la précharge n’ait pas une influence aussi impor-
tante sur 'amplitude de la réponse que dans le cas non amorti. Cette observation peut étre
due au fait que dans le modéle utilisé, les paramétres viscoélastiques relatifs au temps de
relaxation du matériau sont indépendants de la précharge. Ce modéle, bien qu’insuffisant,
est utilisé dans cette thése car il ne nécessite pas d’étre identifié & 1'aide d’essais couplant
a la fois une précharge a un essai dynamique de type DMA. Il permet tout de méme de
valider la méthode de réduction de modéle avec prise en compte de la précharge.

Le comportement modal des liaisons est également étudié dans cette section. La figure
(Fig. montre I'impact de la précontrainte sur certains des modes de liaisons a inter-
faces fixes. L’évolution des fréquences propres de ces modes avec la précharge correspond
exactement au décalage en fréquence des résonances de liaisons. Il est en effet possible
d’observer les décalages des modes (a | 96 Hz) vers (d | 81 Hz), (e | 165 Hz) vers (h | 146
Hz) et (i| 256 Hz) vers (1]254 Hz) de la figure (Fig. [5.3), sur la figure (Fig. [5.1). Cette
observation indique que d’un point de vue global, les liaisons se comportent comme si leurs
interfaces étaient fixes. A l'inverse, la figure (Fig. montre que les fréquences propres
des modes de liaisons & interfaces libres augmentent avec la précharge, ce qui correspond
plutét & un comportement raidissant.

D’apres les observations faite dans cette premiére section, les méthodes de sous-structuration
a interfaces fixes sont mieux adaptées a la réduction des modéles de liaisons amortissantes
préchargées que les méthodes a interfaces libres. Les fréquences propres des modes a in-
terfaces fixes suivent en effet un décalage vers les basses fréquences qui correspond au
comportement assouplissant observé sur la réponse de la structure (Fig. . La section
suivante a pour objectif de vérifier cette hypothése & travers ’analyse des réponses dyna-
miques de modéles réduits de liaison obtenus & 'aide des méthode de Craig-Bampton et
de Rubin présentées dans le chapitre 3. Ces méthodes sont adaptées au cas préchargé en
utilisant la matrice de raideur tangente au lieu de la matrice de raideur classique pour le

calcul des modes de liaisons & interfaces fixes ou libres.
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(a) 96 Hz (b) 93 Hz (c) 89 HZ (d) 81 Hz

(e) 165 Hz (f) 160 Hz (g) 153 HZ (h) 146 Hz

(i) 256 Hz (j) 255 Hz (k) 255 HZ (1) 254 Hz

FIGURE 5.3 — Modes propres 1, 4 et 17 & interfaces fixes avec une précontrainte de 0, 1000,
2000 et 3000 N (de gauche a droite)
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(i) 184 Hz (j) 196 Hz (k) 204 HZ (1) 208 Hz

FIGURE 5.4 — Modes propres 1, 3 et 9 & interfaces libres avec une précontrainte de 0, 1000,
2000 et 3000 N (de gauche a droite)
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5.2. REDUCTION PAR SOUS-STRUCTURATION DANS LE CAS NON AMORTI

TABLE 5.1 — Fréquences propres maximales des modes dynamiques pour la méthode de
Craig-Bampton, avec des précharges de 1000, 2000 et 3000 N

1000 N 2000 N 3000 N
Numeéro du mode | Fréquence propre Fréquence propre Fréquence propre
20 284 Hz 277 Hz 266 Hz
60 415 Hz 405 Hz 400 Hz
100 509 Hz 499 Hz 497 Hz
140 568 Hz 567 Hz 564 Hz

5.2 Réduction par sous-structuration dans le cas non amorti

Les méthodes de Craig-Bampton et de Rubin sont ici utilisées pour réduire les modéles
de liaison préchargée, sans amortissement viscoélastique. Les sections suivantes présentent
une analyse des résultats de ces super-éléments pour trois cas de précharge en compression

a 1000, 2000 et 3000 N.

5.2.1 Meéthode aux interfaces fixes

Quatre super-éléments de type Craig-Bampton sont testés pour chaque cas de pré-
charge, allant de 20 & 140 modes dynamiques, avec un pas de 40 modes. Les fréquences
propres maximales des modes dynamiques de chacun de ces super-éléments sont données
dans le tableau (Tab. en fonction du niveau de précharge.

Les FRFs obtenues sont comparées dans la figure (Fig. aux résultats de référence, pour
le cas précontraint a4 1000 N. La figure (Fig. montre que le super-élément & 20 modes
dynamiques reproduit la courbe de référence jusqu’aux alentours de 260 Hz (écart inférieur
a 1 dB) alors que la fréquence propre du 20e mode est de 284 Hz, ce qui représente un
facteur de 1,1. De la méme maniére, les super-éléments & 60 et 100 modes dynamiques
reproduisent la courbe de référence jusqu’aux alentours de 360 Hz et 450 Hz avec des fré-
quences propres maximales de 415 Hz et 509 Hz. Cela correspond a des facteurs respectifs
proches de 1,1. La fréquence propre maximale des modes dynamiques du super-élément a
140 modes dépasse les 550 Hz (1,1 fois la fréquence maximale d’étude). Cette observation

concorde avec le fait que ce super-élément reproduit la courbe de référence sur ’ensemble
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FI1GURE 5.5 — FRFs obtenues avec les super-éléments de type Craig-Bampton, dans le cas
non amorti préchargé a 1000 N
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FIGURE 5.6 — Ecarts en dB des super-éléments étudiés avec le modéle de référence, dans
le cas non amorti préchargé a 1000 N
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5.2. REDUCTION PAR SOUS-STRUCTURATION DANS LE CAS NON AMORTI

de la plage de fréquence étudiée. Les résultats obtenus pour cette précharge de 1000 N
suivent les mémes tendances que dans le cas non précontraint, a savoir une convergence
des résultats lorsque la plus grande des fréquences propres des modes dynamiques dépasse
1,1 fois la fréquence maximale d’étude.

Pour la précharge de 2000 N, les FRFs obtenues sont comparées dans la figure (Fig. [5.7))
aux résultats de référence. Dans ce cas, la figure (Fig. montre que les super-éléments
a 20, 60 et 100 modes dynamiques reproduisent la courbe de référence jusqu’aux alentours
de 260 Hz, 350 Hz et 450 Hz alors que les fréquences propres des 20e, 60e et 100e modes
sont de 277 Hz, 405 Hz et 499 Hz. Les facteurs de fréquence de ces super-éléments sont
donc encore une fois proche de 1,1. La fréquence propre du 140e mode dépasse a nouveau
les 550 Hz ce qui s’accorde avec le fait que le super-élément & 140 modess reproduise les
FRFs de référence sur I’ensemble de la plage de fréquence.

Finalement, les FRFs obtenues dans le cas précontraint & 3000 N sont comparées dans
la figure (Fig. aux résultats de référence. La figure (Fig. montre que les super-
éléments a 20, 60 et 100 modes dynamiques reproduisent la courbe de référence jusqu’aux
alentours de 250 Hz, 350 Hz et 450 Hz alors que les fréquences propres des 20e, 60e et 100e
modes sont de 266 Hz, 400 Hz et 497 Hz, ce qui correspond & des facteurs de fréquence
proches de 1,1. Enfin, le super-élément & 140 modes représente correctement la courbe de
référence sur ’ensemble de la plage de fréquence (500 Hz) tandis que la fréquence propre
maximale de ces modes dynamiques dépasse 550 Hz.

Les résultats obtenus avec les super-éléments de type Craig-Bampton dans le cas précon-
traint non amorti sont donc en accord avec les résultats du cas non précontraint : tant
que la fréquence maximale présente dans la base dynamique de ces super-éléments est su-
périeure & 1,1 fois la fréquence d’étude, les super-éléments convergent vers les résultats
de référence. Les observations faite au début de ce chapitre sont confirmées : les modes
& interfaces fixes sont bien adaptés a la réduction du modéle de liaison utilisé dans cette
these.

Les temps de calcul sont similaires & ceux de la méthode de Craig-Bampton dans le cas
non précontraint non amorti. La précontrainte est calculée de maniére offline a la fois pour

le modeéle de référence et pour le modeéle réduit, avec un temps de calcul identique pour les
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FI1GURE 5.7 — FRFs obtenues avec les super-éléments de type Craig-Bampton, dans le cas

non amorti préchargé a 2000 N
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FIGURE 5.8 — Ecarts en dB des super-éléments étudiés avec le modéle de référence, dans

le cas non amorti préchargé a 2000 N
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FIGURE 5.9 — FRFs obtenues avec les super-éléments de type Craig-Bampton, dans le cas
non amorti préchargé a 3000 N
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FIGURE 5.10 — Ecarts en dB des super-éléments étudiés avec le modéle de référence, dans
le cas non amorti préchargé a 3000 N
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TABLE 5.2 — Fréquences propres maximales des modes dynamiques pour la méthode de
Rubin, avec une précontrainte de 1000, 2000 et 3000 N

1000 N 2000 N 3000 N
Numeéro du mode | Fréquence propre Fréquence propre Fréquence propre
26 267 Hz 265 Hz 257 Hz
66 401 Hz 399 Hz 392 Hz
106 499 Hz 489 Hz 497 Hz
146 560 Hz 559 Hz 562 Hz

deux. La méthode de Craig-Bampton permet encore une fois un calcul des FRFs 100 fois
plus rapide que le calcul de référence et les temps de calcul observés sont similaires & ceux

du cas non préchargé (Tab. .

5.2.2 Meéthode aux interfaces libres

Quatre super-éléments de type Rubin sont testés pour chaque cas de précharge, allant
de 26 & 146 modes dynamiques, avec un pas de 40 modes. Les fréquences propres maximales
des modes dynamiques de chacun de ces super-éléments sont données dans le tableau (Tab.
5.2)), pour tous les cas de précharge.

Les FRFs obtenues dans le cas précontraint & 1000 N sont comparées aux résultats de
référence dans la figure (Fig. . Dans ce cas, la figure (Fig. montre que le super-
élément & 26 modes dynamiques reproduit la solution de référence jusqu’a 10 Hz (écart
inférieur a 1 dB), ce qui correspond a un facteur de fréquence de 26. Cette augmentation
du facteur de fréquence par rapport au cas non préchargé se retrouve avec les super-éléments
suivants qui reproduisent la courbe de référence jusqu’a 220 Hz, 370 Hz et 460 Hz, alors
que les 66e, 106e et 146e fréquences propres des modes dynamiques sont de 401 Hz, 499
Hz et 560 Hz. Les facteurs de fréquence de ces super-éléments sont donc respectivement
1,8, 1,35 et 1,2, alors que les facteurs de fréquence du cas non préchargé tendaient vers 1,2.
Ces résultats semblent indiquer une légére augmentation des facteurs de fréquence avec la
précharge.

Pour le cas précontraint a 2000 N, les FRFs obtenues sont comparées dans la figure (Fig.

5.13)) aux résultats de référence. La figure (Fig. [5.14) montre que les super-éléments a 26,

161



5.2. REDUCTION PAR SOUS-STRUCTURATION DANS LE CAS NON AMORTI

= AU

—e0l reference

Norme du déplacement au point P [dB]

=-a 20 modes dynamiques
e-e 60 modes dynamiques |
—80} -4 100 modes dynamiques e
+#-+4 140 modes dynamiques | !
0 100 200 300 400 500

Fréquence [Hz]

FiGURE 5.11 — FRFs obtenues avec les super-éléments de type Rubin, dans le cas non
amorti préchargé a 1000 N
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FIGURE 5.12 — Ecarts en dB des super-éléments étudiés avec le modéle de référence, dans
le cas non amorti préchargé a 1000 N
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FiGURE 5.13 — FRFs obtenues avec les super-éléments de type Rubin, dans le cas non
amorti préchargé a 2000 N
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FIGURE 5.14 — Ecarts en dB des super-éléments étudiés avec le modéle de référence, dans
le cas non amorti préchargé a 2000 N
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66 et 106 modes dynamiques, reproduisent la réponse de référence jusqu’a 10 Hz, 200 Hz
et 300 Hz. Comparé aux fréquences propres du tableau (Tab. , cela correspond aux
facteurs de fréquence suivants : 26, 2 et 1,6. Ces facteurs sont tous supérieurs aux facteurs
de fréquence du cas préchargé & 1000 N ce qui souligne & nouveau I'influence de la précharge
sur la méthode de Rubin. La figure (Fig. [5.14) montre également que le super-élément a
146 modes ne permet pas ici de donner des résultats convergés au-dela de 300 Hz, tout
comme le super-élément & 106 modes. Ces résultats sont toutefois légérement plus proches
de la référence. L’augmentation de la précharge semble ici perturber les résultats du super-
élément contenant le plus de modes dynamiques.

Finalement, les FRFs obtenues pour le cas précontraint & 3000 N sont comparées aux
résultats de référence dans la figure (Fig. . Apreés observation de la figure (Fig. ,
les facteurs de fréquence et les fréquences limites de validité des super-éléments a 26 et
66 modes restent inchangés par rapport au cas de précharge précédent. En revanche, les
super-éléments & 106 et 146 modes voient leurs fréquences de validité descendre de 300 a
290 Hz, avec un facteur de fréquence de 1,7 au lieu de 1,6 pour le super-élément a 106
modes.

Les résultats obtenus avec les super-éléments de type Rubin dans le cas précontraint non
amorti sont en accord avec les résultats du cas non précontraint & savoir que le facteur de
fréquence a tendance & décroitre jusqu’a une valeur limite.

Toutefois, ces observations montrent que 'augmentation de la précharge entraine ici une
augmentation des facteurs de fréquence de la méthode de Rubin. De plus, a partir d'un
certain niveau de précharge, la méthode de Rubin semble incapable de converger au dela
d’une certaine limite, comme le prouve le super-élément & 146 modes dont les résultats se
rapprochent de ceux du super-élément & 106 modes & partir de la précharge a 2000 N.
Globalement, les écarts affichés dans les figures (Fig. a (Fig. [5.16) montrent une
dégénérescence de la méthode quand la précontrainte augmente alors que la méthode de
Craig-bampton reste stable.

Ces résultats sont en accord avec le fait que les fréquences propres des modes a interfaces
libres augmentent avec la précharge alors que le modéle de référence affiche plutét une

diminution de ces fréquences. Les modes a interfaces libres sont mal adaptés a la réduction
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FiGURE 5.15 — FRFs obtenues avec les super-éléments de type Rubin, dans le cas non
amorti préchargé a 3000 N
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FIGURE 5.16 — Ecarts en dB des super-éléments étudiés avec le modéle de référence, dans
le cas non amorti préchargé a 3000 N
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TABLE 5.3 — Fréquences propres maximales des pseudo-modes a interfaces fixes, pour des

précharges de 1000, 2000 et 3000 N

1000 N 2000 N 3000 N

Numéro du mode | Fréquence propre Fréquence propre Fréquence propre
Wmin 180 630 Hz 630 Hz 632 Hz
40 1095 Hz 1082 Hz 1045 Hz
Wmax 80 1431 Hz 1416 Hz 1404 Hz
120 1659 Hz 1616 Hz 1598 Hz

du modéle utilisé dans cette thése.

La précharge est encore une fois calculée de maniére offline. La réduction des temps de
calcul des FRFs et les temps d’assemblage des super-éléments sont similaires au cas non
précontraint, avec un facteur de gain de temps égal & 60. Les temps de calcul observés sont

du méme ordre que ceux du cas non préchargé (Tab. .

5.3 Réduction par sous-structuration dans le cas amorti

Les méthodes de Craig-Bampton et de Rubin sont ici utilisées pour obtenir des mo-
deles de liaisons préchargées, avec amortissement viscoélastique. Les sections suivantes
présentent une analyse des résultats de ces super-éléments pour les trois cas de précharge

étudiés.
5.3.1 Meéthode aux interfaces fixes

Quatre super-éléments de types Craig-Bampton sont comparés, avec respectivement
0, 40, 80 et 120 pseudo-modes & fréquence maximale (1500 Hz), et 180 pseudo-modes a
fréquence nulle. Les fréquences propres maximales des modes dynamiques de chacun de ces
super-éléments sont données dans le tableau (Tab. , pour tous les cas de précharge.
Les FRFs obtenues avec les super-éléments de Craig-Bampton dans les 3 cas de précharge

sont affichées sur les figures (Fig. [5.17} [5.19] et [5.21]). Les figures (Fig. [5.18] [5.20] et [5.22))

montrent que le super-élément construit sans ’approche multi-modéles ne parvient pas
a représenter la réponse de référence au-deld de 250 Hz, 230 Hz et 190 Hz, suivant le

cas de précharge. L’augmentation de la précharge diminue la fréquence de validité du
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super-élément. Les super-éléments construits avec I’approche multi-modéles donnent tous

de meilleurs résultats, démontrant 1'utilité de cette méthode dans le cas préchargé.

Les figures (Fig. |5.18] [5.20| et [5.22)) montrent également que les 3 super-éléments restants

donnent globalement les mémes résultats, ce qui signifie que 40 pseudo-modes a fréquence
maximale sont suffisants pour obtenir les meilleurs résultats possibles avec la méthode de
Craig-Bampton dans le cas préchargé, tout comme dans le cas non préchargé. En revanche,
les résultats de ces super-éléments s’écartent plus de la réponse de référence lorsque la
précharge augmente : ’écart dépasse 1 dB a partir de 1300 Hz environ dans le cas non
préchargé, contre 1080 Hz, 800 Hz et 750 Hz dans les cas préchargés & 1000 N, 2000 N et
3000 N. La précharge a donc une influence sur les capacités des super-éléments de type
Craig-Bampton.

Dans le cas présent, le meilleur super-élément en terme de rapport "nombre de modes" /
"qualité des résultats" est celui & 180 pseudo-modes a fréquence nulle et 40 pseudo-modes a
fréquence maximale. Les facteurs de fréquence de ses deux bases dynamiques sont proches
de 0,4 et de 0,7. Ces facteurs restent en accord avec le cas non préchargé, ce qui semble
indiquer que la méthode de Craig-bampton n’est pas perturbée par la précharge. Les temps
de calcul de la méthode de Craig-bampton dans le cas amorti préchargé restent les mémes
que les temps de calcul du cas non préchargé (Tab. . Le facteur de gain de temps de
calcul est de 50. L’étape de précharge doit étre calculée a la fois pour la construction des
super-éléments et pour le calcul des FRFs de référence : son temps de calcul n’entre donc

pas en compte.
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FI1GURE 5.17 — FRFs obtenues avec les super-éléments de type Craig-Bampton, dans le cas
amorti préchargé a 1000 N
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FIGURE 5.18 — Ecarts en dB des super-éléments étudiés avec le modéle de référence, dans
le amorti préchargé a 1000 N
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FI1GURE 5.19 — FRFs obtenues avec les super-éléments de type Craig-Bampton, dans le cas
amorti préchargé a 2000 N
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FIGURE 5.20 — Ecarts en dB des super-éléments étudiés avec le modéle de référence, dans
le amorti préchargé a 2000 N
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FI1GURE 5.21 — FRFs obtenues avec les super-éléments de type Craig-Bampton, dans le cas
amorti préchargé a 3000 N
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FIGURE 5.22 — Ecarts en dB des super-éléments étudiés avec le modéle de référence, dans
le amorti préchargé a 3000 N
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TABLE 5.4 — Fréquences propres maximales des pseudo-modes & interfaces libres, pour des

précharges de 1000, 2000 et 3000 N

1000 N 2000 N 3000 N

Numéro du mode | Fréquence propre Fréquence propre Fréquence propre
Wmin 180 627 Hz 627 Hz 629 Hz
40 1074 Hz 1082 Hz 1040 Hz
Wmax 80 1401 Hz 1397 Hz 1374 Hz
120 1659 Hz 1616 Hz 1598 Hz

5.3.2 Meéthode aux interfaces libres

Quatre super-éléments de type Rubin sont comparés, avec respectivement 0, 40, 80 et
120 pseudo-modes a fréquence maximale, et 186 pseudo-modes a fréquence nulle. Les fré-
quences propres maximales contenues dans les bases de ces super-éléments sont données
dans le tableau (Tab. en fonction de la précharge.

Les FRFs obtenues avec les super-éléments de Rubin dans les 3 cas de précharge sont affi-

chées sur les figures (Fig. [5.23] [5.25] et [5.27)). Les figures (Fig. [5.24] [5.26] et [5.28) montrent

que le super-élément construit sans I’approche multi-modéles ne parvient pas a représenter
la réponse de référence au-dela de 300 Hz, 240 Hz et 180 Hz, suivant le cas de précharge.
L’augmentation de la précharge diminue la fréquence de validité du super-élément. Les
super-éléments construits avec 'approche multi-modéles donnent tous de meilleurs résul-
tats, démontrant 'utilité de cette approche avec la méthode de Rubin dans le cas préchargé
amorti.

Pour le cas préchargé a 1000 N, la figure (Fig. montre que ’augmentation du nombre
de pseudo-modes a fréquence maximale améliore les résultats des super-éléments construits
avec 'approche multi-modéles. Les facteurs de fréquence des super-éléments a 40 et 80
pseudo-modes a fréquence maximale sont tous les deux trés proches de 1. Ce résultat est
en accord avec le cas non préchargé, la méthode de Rubin ne semble pas perturbée par ce
premier cas de précharge. Le super-élément a 120 modes affiche un écart inférieur & 1 dB
avec la solution de référence, sur ’ensemble de la plage de fréquence, alors que le rapport
entre la 120e fréquence propre des pseudo-modes & fréquence maximale et la fréquence

maximale de la plage d’étude est de 1,1.
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Pour les cas de précharge supérieures, les figures (Fig. et (Fig. montrent que les
super-éléments construits avec I’approche multi-modéles donnent sensiblement les mémes
résultats, peu importe le nombre de pseudo-modes a fréquence maximale. Ces trois super-
éléments gardent un écart inférieur a 1 dB avec le modéle de référence jusqu’a 1140 Hz. Ces
observations indiquent qu’au delad d’un certain niveau de précharge la méthode de Rubin
n’est plus capable de converger. Il est a noter que pour les trois cas de précharge, la méthode
de Rubin affiche tout de méme de meilleurs résultats que la méthode de Craig-Bampton. A
taille de base dynamique égale, les super-éléments de type de Rubin donnent des résultats
corrects jusqu’a 1140 Hz pour les deux cas de précharge les plus élevés alors que les mémes
super-éléments, construits par la méthode de Craig-Bampton, ne sont valables que jusqu’a
800 et 750 Hz.

Les résultats de la méthode de Rubin dans le cas précontraint amorti sont globalement
en accords avec les observations faites dans les cas seulement amorti ou seulement précon-
traint :

— dans le cas non précontraint mais amorti, la méthode de Rubin affiche de meilleurs
résultats que la méthode de Craig-Bampton, avec une base dynamique de taille
identique,

— dans le cas seulement précontraint la méthode de Rubin présente des résultats de
plus en plus éloignés du modéle de référence au fur et & mesure que la précharge
augmente.

Dans le cas présent, lorsque la précharge est la plus faible, la méthode de Rubin tire avan-
tage de 'amortissement et affiche de meilleurs résultats que la méthode de Craig-Bampton.
Au fur et & mesure que la précharge augmente, I’écart entre les deux méthodes diminue
et la méthode de Craig-Bampton finie par afficher de meilleurs résultats. Finalement, la
méthode de Rubin se comporte différemment a chaque nouvelle précharge, ce qui rend la

méthode peu prédictible au contraire de la méthode de Craig-Bampton.

172



5.3. REDUCTION PAR SOUS-STRUCTURATION DANS LE CAS AMORTI

20

— reference
& 180 + 0 modes dynamiques
-e 180 + 40 modes dynamiques
4 180 + 80 modes dynamiques
+ 180 + 120 modes dynamiques

Norme du déplacement au point P [dB]

~1005 200 400 600 800 1000 1200 1400

Fréquence [Hz]

FI1GURE 5.23 — FRFs obtenues avec les super-éléments de type Rubin, dans le cas amorti
préchargé & 1000 N
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FIGURE 5.24 — Ecarts en dB des super-éléments étudiés avec le modéle de référence, dans
le amorti préchargé a 1000 N
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FI1GURE 5.25 — FRFs obtenues avec les super-éléments de type Rubin, dans le cas amorti
préchargé a 2000 N
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FIGURE 5.26 — Ecarts en dB des super-éléments étudiés avec le modéle de référence, dans
le amorti préchargé a 2000 N
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FI1GURE 5.27 — FRFs obtenues avec les super-éléments de type Rubin, dans le cas amorti
préchargé a 3000 N
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FIGURE 5.28 — Ecarts en dB des super-éléments étudiés avec le modéle de référence, dans
le amorti préchargé a 3000 N
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5.4 Conclusion

Les méthodes de sous-structuration de Craig-Bampton et de Rubin sont ici appliquées
avec succes a la réduction d’'un modéle de liaison élastomére, dans le cas non amorti et
dans le cas amorti viscoélastique, avec prise en compte de non-linéarités géométriques cau-
sées par une précharge. Les super-éléments obtenus permettent de réduire les temps de
calcul des FRFs d’un facteur allant de 50 & 100 suivant le cas étudié et la méthode de
réduction utilisée. Comme dans le cas non préchargé, les temps de calcul des FRFs sont
du méme ordre de grandeur et le temps de construction des super-éléments de type Rubin
est nettement plus important que pour la méthode de Craig-Bampton. Les précharges sont
calculées de maniére offline a la fois pour les modéles réduits et le modéle de référence, le
temps de calcul correspondant n’est donc pas pris en compte dans la comparaison.

Les observations faites dans le cas non préchargé se retrouvent ici : la méthode de Craig-
Bampton donne les meilleurs résultats dans le cas non amorti alors que la méthode de
Rubin semble plus adaptée au cas amorti viscoélastique.

Cependant, la méthode de Rubin est plus perturbée par I'augmentation de la précharge
que la méthode de Craig-Bampton, ce qui s’explique par les comportements différents des
modes de liaisons & interfaces fixes ou libres, en fonction de la précharge. En effet, les
figures (Fig. |5.3)) et (Fig. montrent que les fréquences propres de ces modes on ten-
dance a augmenter dans le cas des modes & interfaces libres, et & diminuer dans le cas de
modes & interfaces fixes, alors que le modéle de référence affiche une diminution de ces
fréquence (Fig. . Pour ce cas d’étude, les modes & interfaces fixes représentent donc
mieux le comportement réel des liaisons que les modes & interfaces libres. La méthode de
Craig-Bampton semble donc mieux adaptée que la méthode de Rubin lorsque la précharge
augmente.

Finalement, bien que les conclusions présentées ici soient issus d’expérimentations numé-
riques sur un exemple particulier, elles fournissent des tendances intéressantes et permettent
de confirmer l'intérét des méthodes de Craig-Bampton et de Rubin pour obtenir des mo-

déles réduits de liaisons amortissantes en élastomére, préchargées non-linéairement.
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L’objectif de cette thése est de proposer une méthode efficace pour la prédiction du
comportement dynamique de liaisons amortissantes en élastoméres. Dans un premier temps,
une étude dans le domaine linéaire est réalisée, avec pour but de trouver une solution de
réduction permettant la prise en compte du comportement viscoélastique des liaisons. Les
lois de comportement des modéles de Maxwell généralisé et de Zener fractionnaire sont
implémentées dans un code éléments finis maison pour permettre une premiére approche
du calcul des liaisons. Les paramétres des modéles utilisés dans ce mémoire sont issus des
travaux de Rouleau [65]. Ensuite, les techniques de sous-structuration de Craig-Bampton et
de Rubin sont mises en ceuvre pour obtenir des super-éléments de liaisons. Une approche
multi-modéles permet la prise en compte du comportement dissipatif viscoélastique des
élastomeéres dans les super-éléments. De facon & réduire la taille des super-éléments, une
rigidification des interfaces en aluminium est effectuée, permettant d’obtenir des modéles
réduits de liaisons & seulement douze degrés de liberté. Ces super-éléments permettent
d’atteindre un gain en temps de calcul de 'ordre d’un facteur 50 & 100.

Dans un second temps, le cas de liaisons précontraintes non-linéairement est étudié, en se
basant sur le code et les résultats de la premiére partie. A partir d’une loi de comportement
hyper-visco-élastique développée dans ce mémoire, une formulation du comportement des
liaisons autour d’un état précontraint est obtenue. Cette formulation repose d’une part
sur ’emploi d’une loi de comportement hyperélastique pour décrire la précontrainte et
d’autre part, sur les lois de comportement viscoélastique définies dans la premiére partie
pour représenter le comportement vibratoire linéarisé autour de la précontrainte. La loi
de comportement hyperélastique implémentée dans le code maison est celle du modéle de
Yeoh, dont les paramétres sont identifiés sur les essais de Treloar [77]. Un algorithme de type
Newton-Raphson permet d’obtenir un modéle éléments finis des liaisons précontraintes.
Pour finir, ce modéle est réduit en utilisant les mémes techniques de sous-structuration
que dans la premiére partie. Dans le cas précontraint, les gains de temps observés et les
erreurs relatives des modéles réduits sont du méme ordre de grandeur que dans le cas non

précontraint.
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Principales contributions de cette thése

La premiére contribution de cette thése est 'implémentation d’un code éléments finis
pour le calcul d’assemblage de structures a ’aide de liaisons élastoméres. Ce code permet
d’effectuer des calculs linéaires en temporel et en fréquentiel, avec une prise en compte de
I’amortissement viscoélastique. Il permet également de calculer des problémes non-linéaires
en quasi-statique et dynamique temporelle sans viscoélasticité (validé par comparaison avec
LS-Dyna).

Le code implémenté repose sur un schéma de discrétisation en temps de Newmark pour
les calculs en temporel et sur un algorithme de Newton-Raphson pour la résolution des
problémes non-linéaires.

Finalement, bien que le code ne soit pas utilisé dans son intégralité dans ce mémoire, il
représente I'une des contributions de cette thése, et pourra étre réutilisé par la suite ou

servir de base & de futures activités de recherche.

La seconde contribution de cette thése est la mise en place d’une méthodologie de réduction
pour les modéles de liaisons amortissantes en élastomeére. Les techniques de Craig-Bampton
et de Rubin, couramment appliquées a la réduction de modéle dans le cas non amorti, sont
étendues au cas amorti viscoélastique a ’aide d’une approche multi-modéle, et permettent
d’obtenir des super-éléments de liaisons.

L’extension de la méthode de Craig-Bampton, déja présente dans les travaux de Rouleau
[66] ou de Balmes [6], est détaillée intégralement dans ce mémoire, avec et sans approche
multi-modéles. Les résultats de ’application & la réduction de liaisons élastoméres précon-
traintes montrent que la méthode est prédictive et que la taille optimale de la base de
réduction peut étre déterminée par la plus haute fréquence propre des modes présents dans
la base.

De la méme maniére, une extension originale de la méthode Rubin par une approche multi-
modéles est présentée dans cette thése. Appliquée a la réduction de liaisons en élastomeére
précontraintes, cette méthode donne de bons résultats au prix d’un temps d’assemblage
du super-élément plus important qu’avec la méthode de Craig-Bampton. Dans le cas non

amorti, la méthode convergence plus difficilement que la méthode de Craig-Bampton. En
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revanche dans le cas amorti, seule la méthode de Rubin permet de reproduire les résultats
de référence. Des indications sur la taille de la base de réduction & utiliser sont données

dans le mémoire.

La troisiéme et derniére contribution de cette thése est la mise au point d’une loi de com-
portement pour les matériaux élastomeéres précontraints. Cette loi se base sur les travaux
de Lion, Retka et Rendek [47] et est ici développée différemment de fagon & obtenir une ex-
pression finale plus pratique en terme d’implémentation. Un potentiel hyper-visco-élastique
est d’abord défini, avant d’en dériver une expression des contraintes, linéarisées autour d’un
état précontraint. Finalement, les techniques de sous-structuration faisant ’objet de la se-
conde contribution de cette thése sont combinées a la loi de comportement pour obtenir
des modeles réduits de liaisons préchargées. Ces modéles réduits prennent a nouveau la
forme de super-éléments a 12 ddls et présentent des résultats similaires aux super-éléments

de liaisons non-préchargées.

Perspectives

Plusieurs pistes sont envisageables pour poursuivre ces travaux de thése, notamment :
— L’identification des paramétres des modéles viscoélastique et hyperélastique sur un
méme élastomeére, de maniére a obtenir un modéle de comportement homogéne.

Pour les paramétres viscoélastiques, des essais DMA conduits de fagon similaire aux
travaux de thése de Rouleau [65] sont nécessaires. Les paramétres hyperélastiques
peuvent étre obtenus a partir d’essais de traction uni-axiale, bi-axiale ou de cisaille-
ment suivant les procédures détaillées dans [75] ou [49]. Dans la mesure du possible,
des essais DMA couplés a une précharge de ’éprouvette permettraient de mesurer
I'influence de la précharge sur la dissipation et de valider la loi de comportement
développée dans cette thése.

— La validation du code implémenté & ’aide d’'une campagne d’essais vibratoires sur
différents modéles de liaisons.
Ces essais auront pour but de donner les FRFs de référence de chacun des modéles

de liaisons et de vérifier la prédictibilité du code.
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— L’utilisation des super-éléments de liaisons développés dans cette thése pour 'opti-
misation des liaisons.
Les super-éléments permettront de créer le plus rapidement possible les bases de
données nécessaires aux algorithmes d’optimisation, basées sur une campagne d’es-

sais numériques.
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Benjamin MORIN
Modélisation de liaisons flexibles

le cham amortissantes en élastomeére pour la le cham
prédiction du comportement dynamique
de systémes complexes

Résumé :

Dans le cadre de ’amortissement passif de structure, les élastoméres sont employés dans les industries du transport sous la forme de
liaisons amortissantes. Ces matériaux ont un comportement dépendant de la fréquence, de la température et de ’amplitude d’excitation.
Les modéles numériques associés peuvent étre cotiteux en temps de calcul, notamment en phase d’optimisation. Le but de cette thése est
de proposer un modéle réduit efficace de ces liaisons amortissantes, qui prenne en compte la dissipation viscoélastique et les précharges
non-linéaires dans les liaisons. La premiére partie de ce mémoire se concentre sur la représentation de la dissipation par le modéle
réduit. Une loi de comportement viscoélastique, basée sur un modéle rhéologique identifié expérimentalement, est utilisée avec la
méthode des éléments finis pour obtenir un modéle numérique des liaisons amortissantes. Un premier modéle réduit prédictif, prenant
en compte la dissipation en est dérivé en utilisant une extension originale des méthodes de sous-structuration. La deuxiéme partie traite
de l'influence des précharges statiques non-linéaires sur le comportement dynamique et la dissipation dans les liaisons. Pour cela, une
loi de comportement hyper-visco-élastique linéarisée autour d’un état précontraint statique non-linéaire est développée. Les méthodes
de sous-structuration introduites dans la premiére partie sont alors enrichies afin de tenir compte de la dissipation et les non-linéarités
géométriques dans les liaisons. Finalement, ces modéles réduits & 2 nocuds permettent des gains en temps de calcul d’un facteur 50 a

100 et sont facilement utilisables par I'ingénieur en phase de conception.

Mots clés :

Amortissement, Elastoméres, Viscoélasticité, Sous-structuration, Modéles Réduits, Hyperélasticité, Non-linéarités géométriques.

Abstract :

In the context of passive damping, various mechanical systems from the space, aeronautic or auto-mobile industry use elastomer
components (shock absorbers, silent blocks, flexible joints...). These materials have frequency, temperature and amplitude dependent
characteristics. The associated numerical models may become computationally too expensive during an optimization process. The aim
of this work is to propose an efficient reduced model of rubber devices that account for the viscoelastic damping and the non-linear
pre-stress in the dampers. The first part of this thesis is about how to include the viscoelastic damping in the reduced model. It starts
by using a viscoelastic constitutive relation, based on experimental identification, within the frame of the finite element method to
obtain a numerical model of the rubber dampers. A first efficient reduced model is then derived from this FE model by using an original
extension of sub-structuring methods in the case of viscoelastic damping. In the second part, the influence of non-linear static pre-stress
over the dynamic behavior and the dissipation in the dampers is studied. An hyper-visco-elastic constitutive relation, linearized in
the neighbourhood of a pre-stressed state, is developed. The sub-structuring methods presented in the first part are then upgraded to
account for the damping and the geometrical non-linearities in the dampers. Finally, these 2-node reduced models give access to greatly

reduced computation times (50 to 100 times faster) and are easy to use for the engineer.

Keywords :

Damping, Elastomer, Viscoelasticity, Substructuring, Reduced Order Model, Hyperelasticity, Geometrical non-linearities.
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