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Notations

Probabilité de ’événement X.

Ensemble des entiers relatifs.

Ensemble des nombres réels.

Ensemble des nombres complexes.

Partie entiére inférieure de x.

Partie entiere supérieure de x.

Distance de x a ’entier le plus proche.

Reste de la division euclidienne de a par n.

Ensemble des nombres premiers congrus a a modulo m.
Partie réelle de z.

Indicatrice de [0, ) + Z, elle vaut |z| — |z — «] en .
u tel que n = kg">+ug"°+(n mod ¢"°) et 0 < u < gH2—Ho
si o et po sont des entiers tels que o < po. Il s’agit de
I’entier représentant les chiffres de n allant de pg a s
en base q.

[logn/logq].

Nombre de facteurs premiers distincts de n.

Nombre de diviseurs de n.

exp(2imz).

Il existe une constante réelle positive C telle que |f(z)| <
Cg(x).

Il existe une constante réelle positive Cy dépendant de
A telle que |f(x)] < Cag(x).

Il existe une fonction e(x) — 0 telle que f(z) = g(z)e(z),
T — 00.

f(x) = g(z)(1+o(1)).






Introduction

0.1 Nombres premiers dans les progressions arith-
métiques

De I’étude de la théorie analytique des nombres, une notion intuitive et impor-
tante se dégage : si deux suites infinies d’entiers sont créées de maniere indépendante,
alors on s’attend a ce que leur intersection soit non vide et qu’elle satisfasse a un
certain nombre de propriétés en lien avec les deux suites de départ. Si I’étude struc-
turelle de la nouvelle suite considérée peut sembler ambitieuse, on peut au moins
espérer obtenir une estimation asymptotique de son nombre d’éléments et que cette
estimation se présente comme fonction des deux suites de départ.

Pour illustrer cette notion, on peut considérer 'ensemble des nombres premiers
dans une méme classe de congruence : si ¢ est un entier supérieur ou égal a 2 et
a un autre entier compris entre 0 et ¢ — 1, que peut-on dire des nombres premiers
dont le reste de la division euclidienne par g vaut a? Si a n’est pas premier avec ¢,
alors on conclut immédiatement qu’il ne peut y avoir qu’au plus un nombre premier
dans la classe de congruence de a. Dans le cas ou a est premier avec ¢, ce que l'on
note (a,q) = 1, une premiere réponse est apportée par le théoréme de la progression
arithmétique de Dirichlet, dont nous pouvons trouver une version quantitative dans
[Ten08, Théoreme 8.13] (dans toute cette these, p désignera un nombre premier et
¢(n) vaudra le nombre d’entiers inférieurs & n et premiers avec n).

Théoréme 0.1.1. Si q est un entier supérieur ou égal a 2, alors pour tout entier a
premier avec q NOus GUONS :

Z 1 loglogz
= 9

p=a (mod q)

(x — o00).

Ce théoreme implique en particulier que chaque progression arithmétique admis-
sible (avec a et g premiers entre eux) contient une infinité de nombres premiers, et
méme dans un certain sens que les nombres premiers sont régulierement répartis
parmi les classes possibles. Ce théoreme ne fournit cependant pas de formule précise
pour le nombre de nombres premiers 7(z;a, q) inférieurs & = et congrus a a modulo
g. Si les notions de primalité et de congruence sont (en prenant compte des obs-
tructions naturelles évoquées ci-avant) effectivement indépendantes, il est naturel
de conjecturer que

m(r) _ #{p <z}
plq) #{0<a<q:(a,q) =1}

(1)
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Une premiere difficulté majeure de ce probleme est de déterminer la valeur
asymptotique du nombre 7(z) de nombres premiers inférieurs ou égaux a z. Il a
été conjecturé par Gauss que 7(x) ~ x/logz, et ce résultat a été démontré indépen-
damment en 1896 par Hadamard et La Vallée-Poussin et est désormais connu sous
le nom du théoreme des nombres premiers. Notons f(z) = O(g(x)) s'il existe une
constante C' positive telle que |f(z)| < Cg(z). Le théoréme des nombres premiers
s’énonce ainsi et peut étre trouvé dans [Bri95, Page 82], ou [Ten08, Théoreme 4.1] :

Théoréme 0.1.2 (Théoréme des nombres premiers). Il existe une constante stric-
tement positive c telle que l’on a pour x tendant vers l'infini :

m(x) = /j lo?(it) +0 (xexp (—c@)) .

Des lors, 'estimation (1) se démontre par le théoréeme suivant ([Brii95, Page
116]), qui est une conséquence du théoreme de Siegel-Walfisz :

Théoreme 0.1.3. Soient g un entier plus grand que 1 fixé et a un entier premier
avec q. Alors il existe une constante strictement positive c telle que ’on a pour x
tendant vers l'infini :

m(x;a,q) = p(q) ™" /’3 1021215) +0 <:E exp (—c@)) : (2)

2

L’énoncé usuel du théoreme de Siegel-Walfisz utilise la notation ‘m’ en lieu et
place de ‘q’. Le choix est fait ici pour mettre en évidence le lien avec les problemes
digitaux[] De plus, le théoreme de Siegel-Walfisz donne un résultat uniforme pour
q < (logz)N et la constante ¢ du théoréme dépend alors de N (voir par exemple
[Ten08, Théoréme 8.17]), aussi le résultat que nous avons énoncé est-il plus faible
que le théoreme de Siegel-Walfisz.

0.2 Questions digitales

Le Théoreme possede une interprétation digitale c’est-a-dire qui concerne
les chiffres. Durant cette these, sauf mention contraire, ¢ désigne un entier supérieur
ou égal a 2. Pour tout entier n positif, nous pouvons écrire :

Tq(”)
n= ;ei(n)q" = ;} ei(n)q’ (3)

ouT,(n) = [logn/logq| et pour tout i, 0 < ¢;(n) < ¢q. Nous appelons (3)) I’écriture de
n en base ¢. L’égalité dans (3) résulte du fait que ex(n) = 0 dés que k > T;,(n). Nous
pouvons synthétiser ces propos en disant que T,(n) est l'indice du dernier chiffre
non nul de n en base ¢g. On parlera de probleme digital lorsque 1’on s’intéressera a
un probléme lié a ’écriture en base q.

*. Le terme “fonction digitale” étant déja apparu dans la littérature [MMR15], il nous a paru
approprié de nommer ainsi les problemes liés aux chiffres.
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L’étude de ce type de problemes a connu des avancées majeures ces dernieres
années, avancées dues notamment au fait que l'informatique théorique porte un
grand intérét a I’écriture des entiers en base ¢, notamment en base 2 (écriture binaire)
des nombres. La connexion de I’écriture des entiers en base ¢ d’'un nombre avec les
suites automatiques est une des raisons de cet intérét [AS03, Theorem 5.2.7]. Le
travail que nous avons effectué dans cette these trouve par ailleurs sa source dans
une question d’informatique théorique [Kallll Kali2].

L’étude des chiffres possede également un intérét mathématique intrinseque. Au-
dela de I'indépendance entre primalité et digitalité (dont nous parlerons plus tard
en détail) il existe une série de problemes ardus, dont le célebre probleme de la
normalité qui consiste & déterminer si un nombre réel donné est normal. Ecrivons
un nombre réel x compris entre 0 et 1 sous la forme

=3 ex)g ",

i>0

avec toujours 0 < ¢;(x) < ¢, mais ou il peut y avoir cette fois-ci un nombre infini de
chiffres €;(x) non nuls. Si & présent k est un entier strictement positif, s un k-uplet
de chiffres compris entre 0 et ¢ — 1 et n un entier strictement positif, nous notons
N(s,n,x) le nombre d’occurrences du k-uplet s dans les n premiers chiffres de x.
Par exemple N(12,4,0.121212...) = 2. Nous dirons que x est g-normal si

Vk>1 Vse{0,....q—1}*: lim Nls,m,2) _ ik

et que x est normal si x est g-normal pour tout entier ¢ supérieur ou égal a 2.
Borel a démontré dans [Bor09] que presque tout réel, au sens de la mesure de Le-
besgue, est normal. Champernowne a démontré que le réel 0,1234567891011.. .,
dont les décimales sont la concaténation des entiers consécutifs, est un nombre 10-
normal [Cha33], Copeland et Erdés que la concaténation des nombres premiers est
un nombre 10-normal [CE46]. 11 existe également de nombreux résultats permet-
tant de dire qu'un nombre créé par concaténations successives est normal, dont
par exemple [DMR16l [Mad14]. Sierpinski a aussi donné une construction ineffective
d’un nombre normal [Siel7], mais nous ne sommes pas encore aujourd’hui en me-
sure de déterminer si un nombre irrationnel donné non construit pour répondre a ce
probléme (tel que m ou v/2) est normal.

Un autre probleme consiste a donner une suite infinie d’entiers et a déterminer
asymptotiquement le nombre de ces entiers dont les chiffres possédent une certaine
propriété. Le Théoréeme implique que pour chaque base ¢ et chaque valeur
admissible a de chiffre des unités (rappelons qu’il faut que celui-ci soit premier avec
la base), il existe une infinité de nombres premiers dont le chiffre des unités est a.
Il permet aussi de montrer, comme I’a remarqué Sierpinski, que pour toute suite

finie de chiffres ay,...,a,, et by,...,b, telle que b, soit premier avec ¢, il existe
une infinité de nombres premiers dont les m premiers chiffres sont successivement
ai,...,a, et les n derniers by, ..., b, ([Sieb9] contient une preuve de ce théoreme

dans le cas ¢ = 10 et attribue a une remarque de Knapowski le cas général).
Le Théoreme [0.1.3] affirme que les nombres premiers sont équirépartis selon les
valeurs admissibles de leur chiffre des unités. C’est un fait que 1'on peut facilement
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observer sur les petits nombres premiers. Commencons par exclure 2 et 5 qui sont
exceptionnels, car ce sont les seuls nombres premiers se terminant par 2 ou 5. Nous
pouvons alors observer que les nombres premiers restant semblent bien répartis selon
qu’en base 10 ils finissent par 1, 3, 7 ou 9 : si on les trie jusqu’a 50, nous pouvons
remarquer que 3, 13, 23, 43 finissent par 3; 11, 31, 41 finissent par 1; 7, 17, 37 finissent
par 7 et 19, 29 finissent par 9, ce qui donne une répartition de (3,4, 3,2).

Il existe des résultats généraux sur des ensembles de nombres premiers aux
chiffres préassignés. Dans ce domaine, nous devons le meilleur résultat actuel a
Bourgain [Boul5] qui peut assigner une proportion positive de chiffres. Bourgain
montre qu’en base 2, il existe une constante strictement positive c telle que si
A = (iy,19, ..., 1) est un k-uplet de {1, ... ,n} de cardinal k = cn et si (a1, as, . .., ax)
est un k-uplet de chiffres en base 2, alors le nombre de nombres premiers inférieurs
ou égaux a 2" pour lesquels les chiffres €;,,€;,,...,¢;, d’indices dans A sont respec-
tivement aq, ag, - -+ , ax vaut asymptotiquement m(2")/2". Bourgain explique aussi
que sa méthode fonctionne pour n’importe quelle base ¢, mais la démonstration est
faite dans le cas ¢ = 2 pour éviter d’alourdir les calculs.

Citons aussi le cas des nombres premiers ellipséphiques : ce sont les nombres
premiers qui ont un certain nombre de chiffres proscrits. Soit @ un entier compris
entre 0 et 9, dans [May16], Maynard estime le nombre de nombres premiers qui ne

possedent pas de a dans leur écriture décimale (voir également la liste des références
de [May16]).

0.3 Meéthode de Mauduit et Rivat

Un résultat fondateur de Mauduit et Rivat ([MR10]) a permis une avancée ma-
jeure dans la lignée de la recherche des chiffres des nombres premiers.

0.3.1 Questions de Gelfond

Avant de I"énoncer, replagons le résultat de [MR10] dans son contexte. Soient n
un entier, et €y(n), €;(n) etc. ses chiffres en base ¢. La somme des chiffres de n en
base ¢ est définie par

Ty(n)
sq(n) = Zez(n) = ; e;(n).

En 1968, Gelfond a démontré le résultat suivant :

Théoreme 0.3.1. Soient q,m et d des nombres entiers positifs tels que q soit su-
périeur ou égal a 2 et que m soit premier avec q — 1. Alors pour tout (a,r) €

{0,....m—1}x{0,....,d—1} :

N
#{n < N : s4(n) = a mod m, nErmodd}zfdeO(N)‘)
m

1 gsinm/2m
avec \ = o8 log (Sim/qu> < 1.
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Ainsi, il y a “indépendance” entre la “somme des chiffres” et “les progressions
arithmétiques”. La preuve de Gelfond consiste a regarder les sommes d’exponentielles
et a montrer, en utilisant les propriétés de la somme des chiffres, que la quantité

> clas(0)

n<N

est petite pour « un réel non entier et e(z) signifiant exp(2imz). L’article se conclut
sur trois problemes que nous énoncgons a la lumiere des résultats actuels :

(a) Si ¢, qo sont des entiers supérieurs ou égaux a 2 et premiers entre eux, et si
(my,q1 — 1) = (ma,q2 — 1) = 1, existe-t-il un réel A < 1 tel que pour tous
entiers [y et Iy

#{n < N: s, (n) =1l modmy, s4(n)=Il mod my} = + O(N?)?

mims

(b) Soit 7(z) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a x. Soit m un
entier supérieur ou égal a 2 tel que (m,q — 1) = 1, existe-t-il un réel A < 1 tel
que pour tout entier @ compris entre 0 et m — 1, on ait

m(x)

#{p < N : p premier, s,(p) =a mod m} = -t O(N™)?

¢) Pour tout polynéme P a valeurs entieres sur N existe-t-il un réel A < 1 tel que
y
pour tout entier a compris entre 0 et m — 1, on ait

#{n < N: s,(P(n)) =a mod m} = Q(a, D)Z + O(N?),
ou D= (m,q—1) est le pged de m et ¢ — 1 et
Qa,D):=#{0<n<D: P(n)=amod D}?

Le premier probléme a été résolu dans un premier temps par Bésineau [Bés72]
sans terme explicite d’erreur, puis par Kim [Kim99|]. Le meilleur terme d’erreur
connu actuellement est celui donné par Berend et Kolesnik [BK16]. Dans le troisieme
probléeme, Q(a, D) est une constante de renormalisation qui exprime des contraintes
liées a la fonction somme de chiffres (telle la “regle de 9”). Ce sont les mémes
contraintes qui imposent la restriction aux entiers m premiers avec ¢ — 1 dans le
deuxieme probleme. Le résultat de Mauduit et Rivat [MR10] permet de répondre
au second probleme :

Théoreme 0.3.2. Pour q et m entiers supérieurs ou égaur a 2, il existe une
constante o, strictement positive telle que pour tout a entier :

(muq — 1)

#{p <z :5(p) = amod mj = m(2;a, (m, g = 1)) + Oggn(a'~7m).

Dans le cas ou (m,q— 1) = 1, on retrouve bien la formule annoncée dans la seconde
question. Avant ce résultat, Fouvry et Mauduit avaient démontré dans [FM96] le
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Théoréme 0.3.3. Soit Py l'ensemble des entiers positifs possédant au plus deux
facteurs premiers, soient également q et m des entiers supérieurs ou égaux a 2 tels
que m soit premier avec q— 1. Alors pour tout entier a et pour x tendant vers [’infini,
on a la minoration :

x
#{n <z: s,(n) =amodm, n € Py} >, @

Dartyge et Tenenbaum [CGO05] avaient obtenu une minoration valable pour les
entiers possédant exactement r facteurs premiers :

Théoréme 0.3.4. Soient g, m, et r des entiers supérieurs ou égaux a 2 tels que m
soit premier avec q — 1. Alors pour tout entier a et x tendant vers l'infini, on a la
minoration :

z(loglog z) 2

< zx: = d = ... Dr m,r :
#{n<z: syn)=amodm, n=p;...p} >m, log z - log log log =

La méthode que Mauduit et Rivat ont utilisée dans [MR10] a permis d’apporter,
a travers le Théoreme|0.3.2] une réponse complete au deuxiéme probleme de Gelfond,
pres de quarante ans apres que celui-ci a été posé. De plus, elle est fondamentale
dans notre travail, ¢’est pourquoi nous expliquons brievement son principe.

Plutét que de compter le nombre de nombres premiers, il est usuel de faire appel
a la fonction de von Mangoldt :

A(n>:{1ogp sin=7p", (4)

0 sinon.

En utilisant le Lemme [A.1.1} et par (A.11)) Mauduit et Rivat réduisent le pro-

bléeme a ’estimation de la somme

> An)e(asy(n)) (5)

n<x

avec o un nombre réel. Le théoréme des nombres premiers (Théoreme [0.1.2]) est
équivalent au fait que
> A(n) ~z.

n<x

Par analogie, on dit souvent qu'une fonction f, ou une suite (f(n)),>0, vérifie un
théoreme des nombres premiers si on arrive a donner une estimation asymptotique
pour

> An)f(n).

n<x
Le résultat central de Mauduit et Rivat est le théoréme suivant :

Théoréme 0.3.5. Pour q un entier supérieur ou égal a 2 et o un réel tel que (¢—1)a
ne soit pas un entier, il existe une constante réelle o,(a) strictement positive telle

que
> A(n)e(asy(n)) = Ogala'7). (6)

n<x
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Ainsi la suite (easy(n)),>o satisfait a un théoréme des nombres premiers. Dans
[DMR09], Drmota, Mauduit et Rivat ont démontré qu’il existe une constante c;
strictement positive telle que

S A(n)e(asy(n)) < (log z)tz'—etlla=Delz

n<x

et si cet article a paru avant [MR10], il n’en reste pas moins une amélioration.
Pour obtenir @, Mauduit et Rivat utilisent une identité combinatoire due a
Vaughan qui fait apparaitre des sommes multiples de la forme

>N ambng(mn).

m

Ces sommes sont qualifiées de sommes de type I lorsqu’au moins 1'un des coeffi-
cients a,, ou b, est lisse, par exemple b, = 1 ou b, = logn, et de type II lorsque
les coefficients ont chacun une structure arithmétique qu’on estime trop complexe
pour pouvoir étre exploitée. Majorer des sommes de type I et de type II permet de
controler (f). Au Lemme un schéma de démonstration de ce fait est donné,
la démonstration compléte est faite dans [MR10, Lemme 1].

Le traitement des sommes de type II est la partie la plus technique de [MR10].
Il repose sur une observation simple : si r est significativement plus petit que n, les
chiffres de m(n + r) et ceux de mn coincident assez rapidement au-dela de la taille
de mr, une différence n’étant possible que par la propagation d’une retenue. Ainsi, il
devient possible, quitte a faire apparaitre un terme d’erreur que ’on peut controler,
de remplacer dans s,(m(n + 1)) — s,(mn) la fonction s, par une fonction tronquée
en A (un parametre qui dépend de m) : 3(9). Cette nouvelle fonction sg’\) ne prend
en compte que les chiffres avant \, et devient ainsi ¢* périodique.

Puisque la fonction e(ocsé)‘)(-)) est ¢* périodique, il est possible de rattacher la
“nouvelle” somme de type II a la transformée de Fourier discrete de e(asy(+)). Par
la suite il est possible d’utiliser des outils d’analyse harmonique pour effectuer un
contrdle sur cette transformée de Fourier. La corrélation s,(m(n + r)) — sq(mn)
peut étre obtenue a partir des sommes de type II grace a 'utilisation de I'inégalité
de van der Corput (Théoréme [A.2.3)), par un procédé analogue & celui utilisé par
Vinogradov dans son résultat concernant la conjecture de Goldbach [Dav80l, Chapter
26].

La méthode que nous venons de décrire a été développée par ses auteurs dans
IMRO9], pour démontrer que la somme des chiffres des carrés était bien répartie
selon les classes de congruences, répondant ainsi au cas le plus simple du troisiéme
probléeme de Gelfond. Dans ce cas la solution trouvée a été de remplacer la fonction
somme des chiffres par une fonction doublement tronquée : seuls les chiffres du milieu
ont une réelle influence sur les estimations regardées. La méthode a été utilisée par
Drmota, Mauduit et Rivat pour donner une réponse partielle, mais plus générale,
a la troisieme question de Gelfond [DMRI11] et permet de résoudre de nombreux
problemes liés a la recherche des sous-suites de suites définies par des contraintes
digitales [Boul3, DMR09, DMRI16, MMR15]. Notons que la derniére avancée dans
ce champ est due a Miillner qui parvient, dans un travail parallele a celui de cette
these, et avec une autre méthode, a montrer qu’il existe une large classe de suites
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automatiques qui vérifient toutes un théoréeme des nombres premiers [Mill6, arxiv,
Février 2016].

Comme nous l'avons évoqué, le contrdle des sommes de type I et de type II
permet d’obtenir un théoréeme des nombres premiers a travers I’équation @, mais
il s’avere que ce controle permet d’obtenir la méme majoration pour une somme
définie avec la fonction de Mébius

(—1)" sin=pp...p. est sans facteur carré,
p(n) =< 1 sin=1, (7)
0 sinon

en lieu et place de A(n) (une démonstration de cette majoration est faite dans le
Lemme . La connexion avec la fonction de Mobius n’est pas surprenante : le
théoreme des nombres premiers est équivalent au fait que
> u(n) = o(x) (8)
n<x
et la formule A = log xpu ou le signe * désigne la convolution de Dirichlet permet de
relier la fonction de Mdébius a la fonction de von Mangoldt.
Il est naturel, au vu de I’équivalence entre le théoreme des nombres premiers et
de chercher une classe de fonctions f, ou une suite (f(n)),>o satisfaisant a
> u(n)f(n) = o(z). (9)
n<x
Le cas échéant nous dirons que f vérifie un principe d’aléa de Mobius. Sarnak a
énoncé un critere espéré suffisant pour qu'une fonction f donnée satisfasse a un
principe d’aléa de Mobius. Plusieurs résultats dans cette direction sont connus, mais
une démonstration globale n’a a ce jour pas encore été donnée. Dans [Taol2], Tao
expose un survol de ce probleme. Par la technique qu’utilisent Mauduit et Rivat,
il est possible, en utilisant le Lemme [A.1.3] de décliner le Théoréme en un
principe d’aléa de Mobius pour la suite (e(as,(n)))n>0 pour tout a tel que (¢ — 1)«
ne soit pas entier.

0.3.2 Questions de Kalai

Parallelement au développement de la méthode de Mauduit et Rivat, Kalai a
posé dans [Kalll] la question suivante : si N est un entier strictement positif, étant
donné S un sous-ensemble de {1,..., N}, u la fonction de Mobius, et si on note
= (11,...,2y) les éléments de {0,1}" = F}, a-t-on pour tout A > 0,

i(S) = ;V S° (w4 2my + -+ 2V ) (—1) Xies T = O(NTA) 2 (10)

zeFY

Dans le cas extréme S = {1,..., N}, comme
Y= > x=so(v1 4+ 20+ -+ 2V ay),
ies 1<i<N

la formule résulte de [MRI0].
Green [Grel2] a répondu a la question de Kalai dans le cas d’ensemble S de
petite taille en montrant le
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Théoréme 0.3.6. Supposons que S C {1,...,N} est de taille k. Alors ji(S) =
O(/{;e_CNl/Q/’“) ot ¢ est une constante absolue strictement positive.

Green répond ainsi & la question dans le cas ot |S| = O(N'/?/log N). Bourgain
[Boul3| parvient a démontrer le résultat pour tout S, en adaptant la méthode de
Mauduit et Rivat et en s’appuyant sur les résultats de Green dans le cas ou |S| est
petit. De plus, Bourgain démontre que la borne de ([10) peut étre remplacée par
0(271\71/10).

On peut reformuler le résultat de Bourgain de la maniere suivante : soit Py un
polynome de Fy[ X7, ..., Xy] de degré au plus 1 (le degré d’un polynome est ici le
nombre maximal de variables intervenant dans un monéme), alors :

1
ov 2 A1+ 2my e 4 2V ) (<)) = o(1), (11)

xeFéV

Suite au résultat de Bourgain, Kalai [Kall2] a étendu le probléme en posant la
question suivante centrale pour cette these :

The Rudin-Shapiro sequence (also known as the Golay-Rudin-Shapiro se-
quence) is defined as follows.
Let a, = Z €i€;+1 where €1, €2, ... are the digits in the binary expansion

7
of n.

WS(n), the n th term of the Rudin Shapiro sequence is defined by W.S(n) =
(~1).

Question : Prove that ZWS(Z),u(z) = o(n).

1=0
Here, pu(n) is the Mobius function.

Motivation

This question continues a one-year old question walsh-fourier-transform-
of-the-mobius-function. The two parts of the old question on “Mobius ran-
domness" was settled by Green and by Bourgain, respectively. This question
represent the simplest case, which is quite important in its own right, where
some new idea/method may be needed.

Motivation (2)

Under the translation 0 — 1,1 — —1, the “Walsh-Fourier" functions can
be considered as (all) linear functions over Z/2Z. It turned out that proving
Mobius randomness for a few of them suffices to deduce Mobius randomness
for ACO functions. This was the second part of our old question that was
proved by Green. Bourgain showed Mobius randomness for all Walsh functions
(namely all linear functions over Z/27.) What about low degree polynomials
instead of linear polynomials ? The Rudin-Shapiro sequence represent a very
simple example of quadratic polynomial.

If we can extend the results to polynomials over Z/2Z of degree at most
polylog (n) this will imply by a result of Razborov Mobius randomness for
ACO(2) circuits. (This is interesting also under GRH).

Tao [Kall2] a donné une stratégie pour démontrer un principe d’aléa de Mobius
dans le cas particulier de la suite de Rudin-Shapiro, et Mauduit et Rivat [MR15] ont
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prouvé une formule asymptotique avec un terme d’erreur explicite et ont également
obtenu un théoreme des nombres premiers dans ce cas. De plus, Mauduit et Rivat
traitent deux suites similaires définies par

Bs(n) =Y €i(n)eirsr1(n) (12)

i>0

et
bun) = S eulm)eca(n) - eiraa(n). (13)
>0

ou 0 et d sont des entiers supérieurs ou égaux a 1. Dans le cas § =0 et d = 2, 5 et
by comptent toutes les deux le nombre de blocs ‘117 en base 2, et ainsi ((—1)%2),,50
et ((—1)%(), 5o correspondent & la suite de Rudin-Shapiro.

La suite (85(n))n>0 a été introduite par Allouche et Liardet [ALII]. Le principal
objectif de [AL91] est de trouver une suite (b(n)),>¢ qui possede les mémes propriétés
que la suite qui compte le nombre de blocs ‘117 en base 2, notamment le fait que,

sup [ e(nf)e(ab(n))| < C'N7)

feR n<N

avec C' ne dépendant pas de a et o(a) < 1 dés que « n’est pas un entier. Cette
propriété a été vérifiée pour la suite qui compte le nombre de ‘11’ en base 2 par
Allouche et Mendes France [AMFS85] et est cruciale dans la méthode de Mauduit
et Rivat. Dans [MR15], Mauduit et Rivat redémontrent le résultat d’Allouche et
Liardet, soit cette propriété pour la suite (5s(n)),>0, mais en utilisant une technique
différente. Ils démontrent un résultat similaire pour la suite (by(n)),>0 et obtiennent
de plus le résultat suivant [MR15, Theorem 4] :

Théoréme 0.3.7. Pour d un entier supérieur ou égal a 2, o et ¥ deux nombres
réels et x un nombre supérieur ou égal a 2, nous avons :

Z A(n n)a + nd)| < z(log x)%2—7(2L10gm/801og2j)/20

n<x

et

> un n)a + nd)| < z(logz) 127 (2llos/801082])/20

n<x
Y rlelz\?\ 1
log | 1 — 2374 i z -
dlog 2 Og( (Sm 1 ) ) 2

Mauduit et Rivat obtiennent un résultat similaire pour la suite fs(n) [MRI5,
Theorem 3]. La seule différence consiste en la définition de la fonction 7. Ces résultats
découlent de deux théoremes beaucoup plus larges [MR15, Theorem 1-2] qui donnent
deux conditions suffisantes pour qu’une fonction f : N — U, ou U désigne ’ensemble

o

Y(A) =
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des nombres complexes de module 1, satisfasse & un théoreme des nombres premiers
et un principe d’aléa de Mobius.

Les résultats de [MR15, Theorem 1-2] reposent sur la méthode développée dans
[IMR10]. Notre these s’appuyant sur les résultats de [MR15] nous allons exposer ici
les idées principales menant aux théoremes principaux de [MR15] en précisant les
différences avec [MR10].

L’analyse de Fourier utilisée dans [MR10] repose sur un controle des normes L
et L' de la transformée de Fourier discréte de la fonction e(as,(+)). Malheureusement,
un tel contrdle pour la norme L' de la fonction e(aby(+)), si d = 2, n’est plus
possible. Une nouveauté importante de [MR15] consiste a regarder une petite fenétre
de chiffres correspondant aux indices du milieu en introduisant, comme Mauduit et
Rivat l'ont fait dans [MR09], une fonction doublement tronquée. La différence entre
IMRO9] et [MR15] réside dans la taille de la fenétre considérée. Le fait de regarder
une fenétre étroite de chiffres permet d’avoir des estimations plus fines des objets et
ainsi de se passer d’une estimation de la norme L'.

L’article de Mauduit et Rivat ne se contente pas de regarder les suites (bg(n)),>0
et (8s(n))n>0, mais donne deux conditions sur les suites suffisantes pour obtenir un
théoreme des nombres premiers et un principe d’aléa de Mobius. Le nom donné a la
premiere propriété est Carry property, soit propriété de propagation. Elle signifie en
substance qu’il est possible, pour une suite (a(n)),>o & valeurs entieres, de remplacer
a dans la corrélation a(n+k)—a(n) par une troncation de a : le terme d’erreur commis
est alors petit. Cette propriété permet de pratiquer des troncations successives tout
en controlant ’erreur commise au cours de ’argumentation. Pour une définition plus
précise de la propriété de propagation, voir la Définition[1.2.1] La deuxieéme propriété
(Définition ne posséde pas de nom dans [MRI5], mais elle explicite un controle
de la transformée de Fourier de la fonction associée a la suite (e(aa(n))),>o : il est
naturel de la nommer propriété de Fourier. Mauduit et Rivat montrent que si f est
une fonction complexe a valeurs dans le disque unité qui vérifie les propriétés de
propagation - la corrélation est alors énoncée de sorte qu’elle corresponde au fait
que f est a valeurs dans U - et de Fourier, alors elle vérifie un théoréme des nombres
premiers de type @ et un principe d’aléa de Mobius @ Pour conclure, Mauduit
et Rivat montrent que les suites (e(aby(n)))n>0 et (e(afs(n)),>o vérifient I'une et
I’autre les propriétés de propagation et de Fourier.

0.4 Résultats

Les trois chapitres de cette these constituent une réflexion progressive sur la
recherche d'un théoreme des nombres premiers et d’un principe d’aléa de Mobius
pour des suites liées aux blocs de chiffres. Cette recherche est principalement axée
sur la taille des blocs de chiffres considérés.

Ainsi, le premier chapitre, qui est I'objet d’un article accepté dans une revue
[Han16b], fournit un théoreme des nombres premiers pour la fonction e(aa(-)), ot
a : N — N est une suite qui compte le nombre d’occurrences d’un mot donné
dans 'écriture finie d’un entier en base g, ou une autre suite liée a cette suite.
Si Tp(n) désigne l'indice du dernier chiffre non nul dans 'écriture en base 2 de n,
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le deuxiéme chapitre fournit un théoreme des nombres premiers pour la fonction
e(aap(+)), ou ap(n) compte le nombre d’occurrences du mot constitué de P(T5(n))
‘17 consécutifs dans 'écriture de n en base 2, ou P : N — N est une fonction
croissante. Si o = 1/2 et P(z) = z, la fonction e(aap(-)) vaut —1 si n s’écrit de
la forme 2% — 1 et 1 sinon, si la méthode devait s’appliquer, on obtiendrait que la
moitié des nombres premiers seraient de la forme 2% — 1, aussi avons-nous essayé de
déterminer la croissance maximale pour que la méthode s’applique. Dans le Chapitre
3, nous nous sommes intéressés a ce qui pouvait se produire lorsque la taille limite
obtenue dans le Chapitre 2 et suggérée par le Chapitre 1 se trouvait dépassée. Nous
montrons ainsi que la méthode ne peut plus s’appliquer.

L’étude des suites qui comptent les blocs de chiffres en base ¢ est une extension
naturelle des travaux de Mauduit et Rivat : la suite (bg(n)),>0 compte le nombre de
blocs constitués de d ‘1’ en base 2, tandis que la suite (85(n)),>0 compte les blocs
de ¢ + 2 chiffres qui commencent et finissent par ‘1°.

Il est usuel, lorsque 'on étudie ce genre de suite, de regarder pour un entier n
considéré non pas son écriture finie

Tg(n) )
YA
n = ei(n)q

=0

mais son écriture infinie

i
n = €; (n)q 5

i>0

ou on a posé ¢(n) = 0 pour tout ¢ plus grand que T,(n). Le fait qu’il n'y a pas
besoin d’arréter le comptage a une valeur dépendant de n pousse a choisir I’écriture
infinie plutdt que ’écriture finie, nous avons néanmoins choisi de travailler a partir
de I’écriture finie d’un entier au cours de cette these.

La raison de ce choix est qu’il est plus naturel de considérer I’écriture finie :
si on désire compter le nombre de blocs ‘01" dans ‘101" on répondra naturellement
que ce nombre est 1; alors qu’avec ’écriture ...00101 ce nombre est 2. Un autre
probleme majeur dans le comptage de blocs en écriture infinie est qu’il n’est pas
possible de compter des blocs constitués exclusivement de zéros. Notons que les
suites permettant de compter des blocs en écriture infinie sont un cas particulier
des suites digitales qui sont, sous condition de I’écriture infinie d’'un entier en base

q, de la forme
a(n) = _glei(n), ... eiri-1(n)),
i>0
ott g : {0,...,¢ — 1} — N est telle que g(0,...,0) = 0. On trouve un apercu de
ces suites dans le livre d’Allouche et Shallit [ASO3 Section 3.3|, lesquelles ont été
intensivement étudiées dans la these de Cateland [Cat92]. Elles sont parfois appelées
blocs-additives.

Durant cette theése, nous avons essayé d’isoler les propriétés des suites (bg(n))n>0
et (85(n))n>0 qui permettent de conclure aux propriétés de propagation et de Fourier
des fonctions e(aby(-)) et e(afs(+)), afin de généraliser le résultat de Mauduit et Rivat
a une classe de suites, et de donner une réponse partielle a la question de Kalai en
montrant un principe d’aléa de Mobius pour une classe de polynoémes plus étendue.
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Ces polynomes sont associés aux suites qui comptent les blocs de chiffres, telle la
suite (#012,(n)),>0 qui compte le nombre de blocs 012 dans 1'écriture en base ¢ finie
de n, si ¢ est un entier supérieur ou égal a 3, ou a la suite qui compte le nombres
de blocs 0 * x1 x 2 dans cette méme écriture, ou * signifie qu’il y a un espace entre
deux chiffres consécutifs.

Nous avons été amené & définir dans le Chapitre 1 une classe de suites (qu’on
nomme [-récursives) régies par un certain nombre de propriétés que nous aurons
l'occasion de préciser (Définition . Dans cette partie de l'introduction, dans
un premier temps nous exposerons nos résultats du Chapitre 1 en les interprétant
selon les suites qui comptent les blocs, dans un second temps nous relierons nos
résultats a la question de Kalai, enfin dans un troisieme temps nous expliquerons
sommairement les principes et la méthode.

Les suites [-récursives possedent une écriture simple qui dépend de T, (n) et de
la “taille” des blocs regardés : si 5 est un entier supérieur ou égal a 2 fixé, et si pour
tout entier 7 strictement plus petit que ¢°~! on préassigne une valeur a(1), alors
une suite g-récursive (a(n)),>o satisfera a :

Ty(n)—B+1
a(n) = a (|n/qg"™72]) + g(ei(n), . €rp-1(n)) (14)
i=0
ott g: {0,...,q— 1}’ — Z est ici une fonction quelconque qui sera appelée fonction
de propagation. On peut notamment demander ¢(0,...,0) # 0 contrairement au

cas des suites bloc-additives. On remarque que si n est plus grand que ¢°~!, alors
comme ¢l < n < ¢Ta+1 on a ¢f2 < {n/qTQ(")*BHJ < ¢%1, de sorte que
est bien définie.

Les suites f-récursives généralisent :

1. Les suites digitales (ou blocs-additives). On impose ¢(0,...,0) = 0 et on pré-
assigne les valeurs a(n) de maniere judicieuse. L’explicitation de ce fait est
entreprise dans la Remarque [1.3.3

2. Les suites qui comptent les blocs de chiffres en écriture finie, quelle que soit la
base, et ce méme si ce bloc est constitué uniquement de 0.

3. D’autres suites liées au comptage de blocs, comme les suites qui comptent le
nombre de blocs de taille 5 constitués du méme chiffre (pour f = ¢ = 3 la
suite comptera le nombre de blocs ‘000’, 1117 et 222”) ou encore des fonctions
comptant des blocs, mais avec des espaces préassignés arbitraires entre les
valeurs des chiffres, telle la suite (85(n))n>o0-

Nous montrons un théoréme des nombres premiers et un principe d’aléa de Mobius
pour toute suite [-récursive, sous une condition technique assez peu restrictive.
Toutes les suites comptant les blocs, ainsi que la suite (85(n)),>0 satisfont a cette
condition. Cette condition est discutée dans la Partie de notre these : il y est
notamment donné un vaste panel de suites définies sur les chiffres satisfaisant a cette
condition. Si v est un nombre rationnel et (a(n)),>o une suite S-récursive, alors la
suite e(aa(n)),>o est une suite automatique [Shal6]. Ainsi nos résultats concernant
le principe de Mobius sont obtenus par [Mill6] mais ont été obtenus avant cette
parution.
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Nous formulons & présent une partie des résultats du premier chapitre dans le
contexte de la question de Kalai.

Si notre fonction ¢ intervenant dans , dans le cas ou ¢ = 2, est un polynome a
3 variables (qu'on nomme a présent P ), satisfaisant a certaines conditions techniques
(de sorte que notre méthode s’applique), en imposant a(n) = 0 pour tout n plus
petit que 25_1, nous obtenons

> uln) (—1) stz Plentiea ) oMy (N 00). (15)
n<2N
Il y a plusieurs interprétations possibles de la question de Kalai. La premiere
consiste a étendre le résultat de Bourgain [Boul3] a des suites dont les valeurs
(a(n))n>o correspondent a la valuation en les chiffres de n d'un polynoéme P ap-
partenant a Z[ X1, ..., Xr,m)+1), de degré au plus polylog(n), ou polylog(T5(n)). Le
terme polylog n’est pas précisé dans [Kall2] : ou bien il s’agit de la fonction polylo-
garithme, ou bien il s’agit d’une puissance de logarithme. En effet, dans la théorie
de la complexité, on dit dit que la complexité est polylog(n) s’il existe une constante
c telle que la complexité est (logn)¢ [Blal]. Pour replacer nos résultats par rapport a
(15)), la suite de Rudin-Shapiro s’écrit sous la forme a(n) = (—1)ZiST2(">—1 almein)
Dans cette interprétation, le Chapitre 1 de notre these, a travers I'équation (15)),
fournit un résultat partiel, mais explicite une large classe de polyndémes auxquels un
principe de Mobius est satisfait. Le degré des polynomes étant constant.

Une autre interprétation est toutefois possible, et nos résultats fournissent pour
cette derniere une réponse différente. En suivant les notations que Bourgain utilise
dans [Boul5, il s’agit alors, pour répondre a la question de Kalai, de démontrer que
pour tout entier N supérieur ou égal a 2, et tout polynéme Py de Fy[Xq,. .., Xy]
de degré inférieur a polylog(N) :

> p(n)(=1)™ = o(27), (16)

ou Py(n) = Px(e(n),...,en—1(n)). Cette derniere écriture est possible parce que
tout entier inférieur & 2V posseéde au plus N chiffres binaires. S’il en posséde moins,
on complete son écriture en assignant la valeur 0 aux chiffres manquants. Ainsi, 2
qui est inférieur a 2* peut s’écrire sous forme binaire 0010.

Comme nous allons le voir a présent, le fait de fixer N nous oblige a restreindre
notre classe de polynomes. Soit /N un entier positif supérieur ou égal a 5. Il est pos-
sible, toujours en considérant une suite S-récursive dont la fonction de propagation
g est un polynoéme P de f variables, de définir un polyndéme Py en N variables

Xi,..., Xy a partir de notre polynéme P a travers la formule suivante :
N-B+1
PN(Xl,...,XN> - Z P(X,“X,L+5,1) (17)
i=1

Nous avons alors défini une suite de polynémes (Py)n>p que 'on peut compléter
en une suite (Py)y>o en définissant les polynémes manquants par Py = P, = ... =
Pg. Ces derniers sont notamment des polynomes a /3 variables.
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Cependant, I’équation (|15)) ne répond pas forcément a la question de Kalai sous
la forme . En effet, si NV est un entier supérieur ou égal a 2 et si n est un entier
strictement inférieur a 2V, la valeur

P(n) = ' P(ei(n),. .., €qp-1(n)) (18)

peut étre différente de la valeur

N-B
ZO P(ei(n),... €15-1(n)), (19)

tout comme elle peut étre égale.

Soit, en effet, n tel que To(n) = N —1 : alors les formules et coincident.
Alinsi, si on désire répondre a la question de Kalai dans le cadre de cette interpréta-
tion, il est nécessaire, dans Iécriture (14)), d’avoir a(|n/272(M=F+2]) = 0 pour tous
les entiers n tels que Ty(n) = N — 1.

Soit é présent n tel que Th(n) soit tres petit devant N — 1. En posant n' =
2N-T2(M)=1p nous avons Th(n') = N —1 et a(|n/2T2M=8+2]) = g(|n/ /272 (") =542 ) =
0, car justement Th(n') = N — 1.

Notre valuation a(n) est alors exactement de la forme de et il devient né—
cessaire de compléter en . Ceci n’est possible que si la dlfference entre
et . est nulle. Pulsqu elle est constituée des P(ez, ..., €i+5-1), ou l'indice i est
supérieur ou égal a Ty(n) — 5+ 2, ceci impose que P(ez, ... €i+5-2,0) =0, et donc
que P doit étre de la forme Ziy . iy, Xy, avee 1 < < .o <igoy <ig < (et
Z; = X, oul— X,

Les conditions techniques sur la fonction P nous imposent i; = 1 et iy = 3. Sous
ces conditions, nous avons le résultat quantitatif suivant :

Théoréme 0.4.1. Soient N un entier supérieur ou égal a 3, B un entier compris
entre 2 et N — 1. Soient iy,...,iq tels que 1 = i3 < iz < ... < ig = (. Nous
définissons alors un polynome Py de Z[Y1,...,Ys] par

P(Y1,....Y3) = Z

i1+t

Zi, Y,

1d—1 " td>
ot la variable Z; signifie Y; ou 1 —Y;. Soit le polynome a N variables
N—B+1

Py(X1,..., Xn) = Y Pi(Xy.. Xivpa),

alors il existe des constantes absolues strictement positives Cy et Cy telles que

Z uln PN(n) < N012 —CaNpg+o (gzﬁ) (N — 00), (20)

n<2N

ot Py(n) = Py(eo(n), ..., en—1(n)).
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Pour les entiers n qui posseédent exactement N chiffres binaires, nous obtenons
une version affaiblie du Théoréme [0.4.1] dans le sens ou l'intervalle de sommation
est restreint, mais dans lequel la contrainte P(e;, . .., €45-2,0) = 0 est caduque :

Théoreme 0.4.2. Soient N un entier supérieur ou égal a 3, 5 un entier compris
entre 2 et N — 1. Soient 11,...,1q, telles que 1 = 11 < iy < ... < ig = [B. Nous
définissons alors un polynome Py de Z[Y1,...,Ys] par

PV, Ys) =2 ... 2

49

ot la variable Z; signifie Y; ou 1 —Y;. Soit le polynome a N variables

PN<X1,...,XN) =
N-B+1 ~ .
> [Pl(Xia ooy Xigpo1) + Pa(XG, o Xippo) + Ps(Xiga, - - ;Xi+5—1)} ;
i=1

avec Py et Py des polynémes de Z[X1,...,Xp_1] quelconques. Alors, il existe des
constantes absolues Cy et Cy (les mémes que celles du Théoréme strictement
positives telles que

N—CQNL%(B%)

S un) (1) « N2 527

2N -1<n<aN
ot Py(n) = Py(eo(n), ..., en_1(n)).

La forme des polynémes obtenus dans les Théorémes et vient de la
technique employée. Cette technique nécessite que les polynémes soient de la forme

N—pB+1
P(Xl,...,XN) = Z Q(Xz ...,XiJrﬁ,l),

i=1

avec () un polyndéme satisfaisant une condition de non-trivialité correspondant a
une fois pris en compte les changements de notations. Cette condition est
nécessaire : il existe des polyndémes () ne satisfaisant pas cette condition pour lesquels
la technique du Chapitre 1 ne marche pas (si @ est un polynéme constant par
exemple). La forme des polynomes donnée dans les Théorémes et est
moins générale que la condition (|1.68) mais permet d’étre plus explicite sur les
polyndémes autorisés. Nous donnons a présent un panel de ces polyndomes.

Le Théoreme [0.4.2] suggere qu’il serait possible, en modifiant légerement les ar-
guments de notre these, d’obtenir un principe d’aléa de Mébius pour les polynomes
définis dans le Théoreme [0.4.2] Parmi ces polyndémes, nous pouvons citer

— Pe(Xu, Xo) = S5 = X)) (1= X)),
Il faut prendre {iy,...,is} ={0,...,8} et Z; = (1 = Y;) pour tout i, de sorte
que Py (Yy,...,Y3) =(1-Yy)--- (1 —Yp).

— Py(Xy,. X)) = S50 (1 - X)X (1= Xigs) + Xiso].

Il faut prendre 3 = 4, {i1,42,i3} = {0,1,3}, Z; =1 Y1, 2o=Y, Zy=1-Y,
de sorte que P (Xq,...,Xy) = (1 — X1)Xo(1 — Xy) et (X1, Xo, X3) = X5,
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Notons que I’équation est satisfaite pour les polynémes P dela forme P+ P+ P;
comme dans le Théoréme

La méthode du Chapitre 1 ne s’applique pas aux polyndémes qui ne sont pas
de la forme (17)), tel Py(X1,...,Xy) = X5Xj3, ni & ceux qui sont de la forme
avec P(Xy, ..., X3) qui ne possede pas de mondme divisible par X; X3, typiquement

P(Xy, Xs, X3) = X Xs + X2 X3. Notons que dans ce cas P possede trois variables,
donc § — 1 =2 et alors si P est a coefficients dans [Fy :

N-2
}«)(h"'a)(N):: }%(A%7A%+er%+2)

i=1

=2
o

= ) (XiXip1 + X1 Xipo)

=1

N-2
=X X0+ Xy Xn+2 ) XX
i—2

= X1 Xo + Xy Xnw.

On pouvait donc s’attendre a ne pas pouvoir obtenir une estimation par cette mé-
thode.

Pour démontrer qu’une fonction f issue d’une suite définie sur les chiffres satisfait
a un théoreme des nombres premiers et un principe d’aléa de Mobius, une approche
est possible : elle consiste a vérifier qu’elle possede les propriétés de Fourier et de
propagation.

Par exemple, la fonction f = e(aby(-)) vérifie facilement la propriété de propa-
gation. L’objet de [MR15], Section 10.2] est de montrer qu’elle vérifie également la
propriété de Fourier, c’est-a-dire, substantiellement, que la quantité

> f(n)e(=nt)

n<gN

(22)

est petite (pour plus de précision, voir la Définition [1.2.2)). Pour obtenir ce résultat,
Mauduit et Rivat associent la fonction au graphe de la Figure 1 :

(2
1 1 1 1 )2

ozr/‘ d—1 1 0. 1f1]2 21T 3]

‘xco %1

Figure 1 Figure 2

Il se comprend ainsi : a I'état 1, si on voit un 0 on reste a I'état 1, si on voit
un 1 on passe a I'état 2. A I'état 2, si on voit un 1 on passe a 'état 3, si on voit
un 0 on retourne a l’état 1, etc. A I'état d, si on voit un 1, on reste a 1’état d, si
on voit un 0 on retourne a I’état 1. L’étoile signifie que voir un 1 a I’état d est



28 INTRODUCTION

particulier par rapport aux autres changements d’états. Le fait de passer d’un état
a un autre est une transition, ainsi 1* est la transition de I'état d a 1’état d. Pour
obtenir que est petite, Mauduit et Rivat montrent qu’elle est majorée par la
norme infinie d'un vecteur, qu’on nomme S(N). Par suite, ils trouvent une formule
de type S(N) = |A| S (N —d), out A est une matrice. Le coefficient A; ; de la matrice
est une somme d’exponentielle dont les arguments sont liés aux transitions 0, 1 et
1* : a chaque transition correspond l'ajout d’un terme précis a ’argument, passer
par plusieurs transitions successives revient a cumuler cette altération d’argument,
la transition 1* fournit un terme particulier, et A;; est la somme d’exponentielle
correspondant a tous les arguments possibles pour aller de I’état ¢ a 7 en d étapes. La
clé de la démonstration consiste a dire que, quel que soit I’état initial, en parcourant
le graphe d fois, il y a une possibilité de passer une fois par la transition 1*.

De méme, dans le cas ou ¢ = 3 et f := e(a#0123(-)), ou (#0123(n)),>0 est la
suite qui compte le nombre de blocs ‘012" dans ’écriture finie de n en base 3, nous
pouvons associer la propriété de Fourier de f au graphe de la Figure 2, et, de méme
que pour Mauduit et Rivat, la “transformée de Fourier” de e(a#0125(-)) s’altere
différemment selon que la transition est 0, 1,2 ou 0*. Dans le Chapitre 1, nous avons
généralisé 'argument et explicité un graphe G qui a la forme générale suivante :

Je
SN
fo fq_l
7 PN

foo f(q71)0 fo(q71) f(qfl)(qfl)
| \ l

SN | VRN
C foo o e c fotetray f<q71)...(q71>3
S~ \/

A chaque fleche correspond une altération de 'argument tel qu’expliqué précé-
demment, 'altération se fait selon une instruction précise qui dépend de I’état de
départ, de I'état d’arrivée et de la suite associée. Nous donnons aux fleches par-
tant de la derniere ligne des instructions “potentiellement différentes” de celles des
autres : ces instructions “encodent” la suite S-récursive. Si 'argument donné a une
fleche de la derniere ligne n’a pas cette différence, qui n’était que potentielle, c¢’est
que le chemin parcouru était inutile, et il est alors possible de contracter le graphe.
C’est pourquoi les graphes des Figures 1 et 2 possedent une forme différente de G,
mais sont bien en connexion avec un graphe de cette forme.

Dans le cas ¢ = 2, = 3 et g quelconque, G se présente sous la forme :
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h / | \ i
A//%ﬁnA
~_ W

C foo fiu DO

L’étude du graphe G, dont le fonctionnement est détaillé dans la preuve de la Pro-
position [1.6.8, permet d’obtenir la propriété de Fourier pour f(n) := e(aa(n)) ou
(a(n))n>o est une suite f-récursive.

Une nouveauté de ce graphe, par rapport aux Figures 1 et 2 est que les états f,,, ou
w est un mot et € est le mot vide, correspondent a des transformations de la fonction f
en procédant ainsi : fo(n) := f(n), fo(n) := f(gn), fi(n) = f(gn+1),..., fe-1(n) :=
Flan+a— 1), fao(n) = F(@n), for(n) = f(g?n + 1), ete. Puisque f(n) — f.(n),
I'obtention de la propriété de Fourier découlera d’une majoration du majorant de

suivant :

2.V

n<gV

Y

[e.o]

ou les coordonnées du vecteur V,, sont les f,(n)e(—nt) et la norme est la norme
infinie.

Pour une suite -récursive, avec une fonction g donnée, on remarque alors que
ce vecteur vérifie une récurrence linéaire : il existe une matrice carrée M (v, r,t)
dépendant de « et de t telle que Vg4 = M(a, 7, t)V,,. Les coefficients de la matrice
M (a, r,t) peuvent alors se lire sur le graphe, et il est possible en parcourant le graphe
un certain nombre de fois, si la fonction ¢ intervenant dans est non triviale, de
démontrer la propriété de Fourier.

Il reste a vérifier la propriété de propagation. Malheureusement, les fonctions
associées aux suites J-récursives ne possedent pas la propriété de propagation, mais
une propriété plus faible, et ceci nous pousse a reprendre les calculs de [MR15] en
altérant certaines estimations.

Le Théoreme est non trivial si § < clog N avec ¢ < 1/log 2. Cependant, les
suites (bg(n))n>0 €t (Bs(n))n>0 qui correspondent aux suites polynomiales respectives
(PY)nsq et (PN)nsq définies par

N—d
PY(Xy, . Xn) = X Xiga
=1

et
N—d

Pzgé(le cee ,XN) = Z XiXita

i=1
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vérifient pour tout N supérieur a d, tout N’ supérieur a N et tout n inférieur a 2%,

Pl (eo(n), ... en_1(n)) = Pi(eo(n),. .., ex_1(n)) (23)

et de méme pour Pff“. Sous ’écriture
PN(n) = P(E()(n), e EN,l(n)),

la propriété nous permet d’identifier complétement la suite (bg(n)),>o (respec-

tivement (35(n))n>0) avec les valuations de la suite polynomiale (P})y>q (respec-

tivement (Ph?)nsq). On peut écrire (by(n))p<y = (P2 (n))n<y. La propriété

n’existe plus lorsque le degré des polynémes augmente selon I'indice de la suite.
Soit, par exemple, la suite de polynémes (Py)y>o, définie par

N—|log N/(2log2)]
PN(X17...,XN) = Z Xi---Xi+LlogN/(210g2)J'

i=1

Comme |log2/(2log?2)| = 0, nous avons Pa(X;, X3) = X; + X5 et donc
P2(60(2),€1(2)) = PQ(O, 1) =0 + 1=1.

Comme a présent (log4)/(2log2) = 1, nous avons

4—1
Py(X1, X5, X3, Xy) =D XiXip

=1

et donc
P4<60(2),€1(2),62(2)763(2>) = P4(O, 1,0,0) =0x1+1x04+0x0=0

et finalement n’est pas vérifiée pour cette suite polynomiale. Il n’est alors pas
possible de créer une suite d’entiers a partir de la suite polynomiale en imitant le
processus permettant de créer la suite (bg(n))nso & partir de la suite (P5!)yso. Une
maniere de pallier ce probleme, tout en regardant une suite polynomiale aux degrés
croissants, est d’imposer a la suite, pour tout entier n, de prendre ses valeurs sur le
polynome Pr,(,) correspondant.

Soit a présent P ne désignant plus un polyndéme mais une fonction croissante.
Dans le Chapitre 2, nous montrons un théoreme des nombres premiers et un principe
d’aléa de Mobius pour les suites (e(aap(n)))n>0, avec (ap(n)),>o définie par :

ap(n) = Z ez(n) e e¢+p(T2(n))(n),
>0
ou P : N — N ne croit pas trop rapidement.
Si P est une fonction constante valant d, (ap(n)),>o correspond a la suite
(ba(n))n>0, €t les résultats du Chapitre 2 découlent des travaux de Mauduit et Rivat.
En revanche, si P(x) = x, alors notre suite (ap(n)),>o vaut
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ap(n) =Y €(n)...emmn)

= eo(n) RN eTQ(n)(n)
1 sin=20M+ _1
0 sinon.

Il est ainsi illusoire d’espérer obtenir un quelconque résultat pour les fonctions P
a croissance linéaire, tant la question de l'infinité du nombre de nombres premiers
s’écrivant sous cette forme semble inaccessible par les moyens actuels. Toutefois il
est intéressant de connaitre la croissance maximale que 'on peut donner a P. Le
Théoréeme suggere que cette croissance est au moins clogz avec ¢ < 1/log2.
Nous démontrons dans le Chapitre 2 un théoreme des nombres premiers et un prin-
cipe d’aléa de Mobius pour les suites (ap(n)),>o pour toute fonction P satisfaisant
a P(x) < clogz avec ¢ < 1/log2. Soit désormais fp = e(aap(-)), o o est un réel
qui n’est pas un nombre entier. Nous obtenons le théoréme suivant :

Théoreme 0.4.3. Soit P une fonction croissante, positive, et a valeurs entieres
pour laquelle il existe une constante strictement positive ¢ < 1/log2 telle que P(y) <
clogy pour tout réel y assez grand. Alors uniformément en « € R\Z et ¥ € R :

S A(n) fr(n)e(vn)| < (logz)™ - 22~ s (o licgs b 3D, (24)
n<x
avec
log <2P(k) —8 (sm ﬂ”f") )
VP(la k) =11

P(k)log?2 ’

¢y est une constante strictement positive ne dépendant ni de fp ni de a ni de ¥ et
la constante implicite est absolue et effective. De plus le théoréme reste valable avec
i en liew et place de A.

Remarque 0.4.4. Si P(x) vérifie les conditions du théoréme, alors le majorant de
I’équation est o(x) si x — 0o. Par exemple si a = 1/2, comme log(1 —u) < —u
siue[0,1] :

( 1 {log:ﬁJ {long) L {log:cJ o (1_ (51117?/8)2) 1
TP\ 120 | Tog2 |7 | Tog2 120 [log 2 | %8 PlE)) ) P ([l ]) g2
1 {log:cJ 8 (sin/8)> 1
~ 120 [log2 ] oP(Li3]) PQO L

2]) log2

et st

210ng - 2log

Plx)= |2 ‘
(z) L%IOgQ ~ 3log?2’
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nous obtenons :

1 |logx log x 1 |logz| 8(sinm/8)? 1
7P\ 120 log2]" [log2|) = 120 |log2 ] |logz/log2]*® 2/3log(|logz/log2])
En posant ¢, = % > 0, nous trouvons que dans ce cas précis, le membre de
droite de [’équation est majoré par

) Llogz/log2j1/3
x(log x)C/12 €2 Tog[log #/ Tog 2]

qui est o(x) si x — 0o. Une démonstration plus générale de ce fait est donnée dans la
Partie[2.9. En réalité, nous obtenons ce type de théoréme pour une base q quelconque,
mais nous les présentons ici dans le cas ¢ = 2 pour d’une part simplifier |’écriture,
d’autre part, parce que dans ce cas le résultat a une interprétation arithmétique
évidente : on compte le nombre de blocs composés de ‘1’

Les résultats du Chapitre 2 ne résultent pas de [Mull6], qui traite des suites
engendrées par un automate fini. Une démonstration est donnée dans la Partie [2.10]

Comme dans le Chapitre 1, il n’est pas possible au Chapitre 2 d’obtenir la pro-
priété de propagation de Mauduit et Rivat (Définition . Cela provient dans
les deux cas de l'utilisation de la taille de n dans I'argumentation. Mais alors qu’au
Chapitre 1 nous pouvions altérer tres légérement cette définition (le terme d’erreur
trouvé ne correspondait pas a la définition de Mauduit et Rivat, mais il restait
contrblable), nous ne pouvons pas espérer une telle possibilité dans ce nouveau cas
(les raisons sont détaillées dans la Partie 2.3)). Nous définissons alors, pour une fonc-
tion P croissante

ap(z,y) =) _€i(2) - €irpy) (@)
i>0

et notre probleme consiste alors a étudier ap(n, T,(n)) et a montrer que la fonction
(x — ap(x,y)) vérifie la propriété de propagation.

Cette modification entraine de nombreuses difficultés techniques, notamment en
ce qui concerne la double troncation qui permet de ne considérer que les chiffres
du milieu. Ces difficultés sont résolues a l'aide de résultats classiques (théoreme de
Kusmin-Landau, comportement en moyenne de la fonction 7, etc.)

Finalement nous obtenons un théoréme des nombres premiers et un principe
d’aléa de Mébius pour ap(n,T,(n)) sous condition que P(x) < logz/log 2.

Les estimations de ce chapitre reposent sur la croissance de P et sur le fait
que cette fonction intervient dans ap(n) sous la forme P(T3(n)), c’est-a-dire que la
croissance n’intervient que lorsqu’il y a une augmentation du nombre de chiffres.
L’écriture spécifique de ap, notamment le fait qu’elle compte les blocs constitués de
P(Ty(n)) ‘1’ en base 2, n’intervient pas, ou tres faiblement. Il serait donc possible,
quitte a faire quelques ajustements, les mémes faits dans le Chapitre 1 par rapport
a larticle [MR15], de considérer pour tout entier  une suite [-récursive donnée
(@g(n))n>o et de prendre comme suite (ap(n)),>o définie par :

ap(n) := apr,n)(n)
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et de conserver nos résultats. Dans le Chapitre 2, nous avons fait le choix particulier

Ts(n)

:
api1(n) = ZO ci(n) ... €irp(n),

et nous avons donc pris = P(Tx(n)).
Cependant ce résultat est insuffisant pour déterminer la croissance optimale de

P. Dans le Chapitre 3 nous nous intéressons au cas ¢ = 2 et, si N est un entier
positif, pour tout n < 2V, nous regardons la valeur

a(n) = Z €(n)...€1x(n)

dans le cas ou k > clog N avec ¢ > 1/log 2. Nous démontrons alors que la propriété
de Fourier n’est pas vérifiée dans ce cas. Nous démontrons tout de méme un principe
d’aléa de Mobius en obtenant la majoration suivante :

> wu(n)

n<2N

S + 2N+1N1—A + O(2N+1N1_A),

> p(n)(=1)

n<2N

ou A est tel que ¢ = A/log2. En particulier A > 1. La démonstration repose sur
une construction probabiliste et consiste a dire que le nombre d’entiers n tels que
a(n) soit non nulle est en nombre tres petit.

Le méme argument permet de montrer

> Am)(=1) = 30 A(n) + h(N)

n<2N n<2N

avec |h(N)| < 2NFINZ=A 4 o(2VFIN2=4) Ce dernier terme est un o(2V) si

a(n) => &n)...ek(n),

1>0

avec k > clog N et ¢ > 2/log 2, permettant de conclure que la vitesse optimale dans
le probléme est plus grande que clog N, avec ¢ < 1/log 2 mais plus petite que clog N
avec ¢ > 2/log2. En effet, si le principe d’aléa de Mébius pouvait étre démontré en
partant de I'identité de Vaughan utilisée par Mauduit et Rivat, nous aurions obtenu
également

> Aln)(=1)"" = o(27).

n<2N

A la fin de cette thése se trouvent deux annexes. L’Annexe [A| répertorie, apres
les avoir mis en contexte, des résultats nécessaires a 1’élaboration des différentes
preuves des trois chapitres, résultats que nous avons choisi de ne pas insérer dans
le corps de cette theése afin de ne pas interrompre 'argumentation principale. Dans
cette annexe, certaines démonstrations ne sont qu’esquissées, d’autres ne sont pas
faites, mais une référence a un texte contenant une démonstration complete est
alors donnée. L’Annexe [B] est consacrée a des questions et des problémes donnant
des pistes pour poursuivre ce travail.






Chapitre 1

Blocs de taille constante

1.1 Introduction

L’objectif de l'article de Mauduit et Rivat [MR15] est de donner un théoreme des
nombres premiers et un principe d’aléa de Mobius pour la suite de Rudin-Shapiro.
Cette suite est liée a la suite qui compte le nombre de blocs ‘11" en base 2 : si
(a(n))nso désigne cette derniere suite, alors ((—1)%(™), 5, désigne la suite de Rudin-
Shapiro.

La suite de Rudin-Shapiro a été introduite par Shapiro dans le cadre de sa these
[Shab1]. On peut aussi la rattacher a Golay suite a [Gol51]. Elle a été créée par Sha-
piro comme suite des coefficients de polynémes définis par une double récursivité,

Poa(z) = Po(z) + xQnQn($)7 Qni1(7) = Po(x) — xQnQn(z)

avec comme condition initiale Py(z) = Qo(z) = 1. En remarquant que P,(x) est de
degré 2" — 1 et en écrivant
2n—1

Py(z)= > a(r)z"

r=0

la suite en question est (a(r)),>o. Le lien avec les chiffres binaires a été remarqué
par Brillhart et Carlitz [BC70]. Les polynémes introduits par Shapiro sont par-
ticulierement importants dans la recherche des grandeurs des sommes trigonomé-
triques. Ces polynémes sont notamment utilisés par Kahane et Salem dans [KS94]
pour démontrer de nombreux théoremes autour des séries trigonométriques. La suite
(a(r))r>0, quant a elle, répond elle-méme & un certain nombre de problémes d’op-
timisation. Dans le but d’expliciter des suites possédant les mémes propriétés que
la suite de Rudin-Shapiro, cette derniere a été étendue de nombreuses manieres. En
effet, M.Queffélec a cherché des suites dont la mesure de corrélation est celle de Le-
besgues [Que87], Grant, Shallit et Stoll ont cherché a trouver des optimisations dans
des problemes de corrélation discrete [GSS09], et Allouche et Liardet ont explicité
des suites possédant une petite transformée de Fourier discrete [AL9T].

Soient ¢ et 8 deux entiers supérieurs ou égaux a 2. Dans ce chapitre, qui fait ’ob-
jet de l'article [Han16b] nous obtenons un principe d’aléa de Mobius et un théoréme
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des nombres premiers pour toutes les suites (a(n)),>o qui vérifient si n > ¢”~!

Tq(n)—p+1

a(n) =a Qn/qTq(”)_sz) + > gl&n),... erp-1(n))

=0

ol g est une fonction quelconque et T;(n) = [logn/log q], et les valeurs (a(n)),, 51
sont librement assignées. La forme de ces suites, que nous nommons S-récursives,
généralise et , ainsi que les généralisations de M.Queftélec et celles de Grant,
Shallit et Stoll. Elle généralise également le cas des suites digitales, parfois nommées
blocs-additives, qu’on peut trouver dans [Cat92]. La recherche d'un principe d’aléa
de Mobius pour les suites blocs-additives a été traitée parallelement a notre travail
par Miillner.

Le lecteur trouvera dans la Partie [1.3| une introduction aux suites S-récursives et
aux différentes notations qui seront utilisées dans ce chapitre. Dans la Partie[I.4 nous
développons plus précisément les conséquences du théoréme principal (Théoreme
[1.2.5). La faible propriété de propagation obtenue, et I'explication de l'altération de
la condition initiale sont situées dans la Partie[L.5 de ce travail. Comme nous altérons
les définitions de [MR15], nous sommes obligé de reprendre partiellement leur article,
c’est ce qui est fait dans la Partie[1.7] Pour terminer I’étude des suites S-récursives,
la condition de Fourier est vérifiée dans la Partie [I.6] Pour ce faire, nous sommes
amené a controler la norme infinie d’une matrice reliée a la suite S-récursive étudiée.
Nous donnons la formule exacte de la norme infinie de cette matrice (Proposition
en exhibant un graphe. La Partie [1.8] est dédiée a la collecte de résultats.

1.2 Travaux de Mauduit-Rivat et résultat princi-
pal

Dans cette partie consacrée aux travaux de Mauduit et Rivat, nous introduirons
précisément les propriétés de Fourier et de propagation. Nous altérerons la propriété
de propagation en une faible propriété de propagation au cours de cette étude.
D’autre part, nous énoncerons un analogue du théoréme principal de [MR15] que
nous démontrerons dans une partie ultérieure. Si nous nommons U le cercle unité,
pour une fonction f : N — U donnée, nous définissons la fonction tronquée f*
définie par f™(n) = f(n mod ¢*) et nous notons e(x) = exp(2inz). Nous sommes
a méme de définir les propriétés centrales des travaux de Mauduit et Rivat [MRI5]
Definition 1 — 2] :

Définition 1.2.1 (Propriété de propagation). On dit qu’une application f: N — U
a la propriété de propagation si, uniformément pour (\, k,p) € N> avec p < A, le
nombre d’entiers | satisfaisant a 0 < 1 < ¢ tels qu’il eziste (ky, kq) € {0,...,¢"—1}2
avec

FUG" + ki + ko) flg™ + k) # UG5 + kg + ka) fe+0) (Ige + ky) (1.1)

est O (q’\_p>, la constante ne dépendant que de q et f.
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Définition 1.2.2 (Propriété de Fourier). On dit qu’une application f : N — U a la
propriété de Fourier s’il existe une fonction y croissante, avec limy_, o y(A) = 400
et une constante absolue ¢ > 0 tels que pour tous entiers positifs A, k avec k < c\ et
tout réel t, on ait :

i < q—W(A)‘

Y. [flg"n)e(—nt)

A
q 0<n<qg*

Avec ces deux définitions, Mauduit et Rivat obtiennent le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.3. Soit f une application vérifiant la propriété de propagation (Dé-
finition et la propriété de Fourier (Définition . Alors f vérifie unifor-

mément en 9 € R :

< cl(q)(log $)02(Q)xq—7(2\_(10%90)/801%(1])/20’ (1.2)

> An)f(n)e(vn)

n<x

avec

¢1(q) = max(7(q) log ¢,1og™ ¢)*/*(log q)?~22(@)

c2(q) = 2+ max((1 +w(q))/4,2).

La preuve du Théoréme consiste a majorer le terme a gauche de en
utilisant les sommes de type I et de type II. La propriété de propagation permet
d’introduire dans ces sommes la fonction tronquée afin de relier les deux sommes a
la transformée de Fourier de f. La propriété de Fourier permet alors de conclure.

Soit (a(n)),>o une suite S-récursive. Une approche naturelle pour ce chapitre
est de montrer que l'application associée f(n) := e(aa(n)) vérifie les propriétés de
propagation et de Fourier. Cependant, comme nous allons le voir, la forme des suites
B-récursives nous pousse a modifier la Définition [1.2.1] en

Définition 1.2.4 (Faible propriété de propagation). On dit qu’une application f :
N — U a la faible propriété de propagation si, uniformément pour (\, k,p) € N?
avec p < X, le nombre d’entiers | satisfaisant 4 0 <1 < ¢ tels qu’il existe (ky, ky) €
{0,...,¢" — 1}* avec

FUa" + ky ko) f(lg= + ka) # [P + R+ ko) fEH0 (Ig7 + Ry (1.3)

est O (qA—P-Hogp), la constante ne dépendant que de q et f.

L’apparition du log p vient du fait que Tj(n) apparait dans I’écriture des suites
S-récursives. Cette apparition sera plus détaillée dans la Remarque[1.5.3] Ces modifi-
cations entrainent une altération de I'estimation . Cette altération est explicitée
dans le théoreme suivant qui est le théoreme principal du Chapitre 1.

Théoreme 1.2.5. Soit f une application vérifiant la faible propriété de propaga-
tion (Définition et la propriété de Fourier (Définition[1.2.9). Alors f vérifie

uniformément en ¥ € R :

< (q) (log I)Cz (q)xq*'v(%(log z)/801og q])/20+log(v(2[(log z)/80log qJ)/20)7

> An)f(n)e(dn)

n<x

(1.4)
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avec

c1(g) = max(7(g) log ¢, log" ¢)'/* (log q)* (%),

lo 1
ca(g) = 4+ =24 +  max(w(q), 2).
Cet énoncé differe du Théoreme par une altération dans la Définition [1.2.4]
de O(¢**) en O(g**H1°8#) et par 'altération des constantes c;(q) et c2(q). L’appa-

rition du log ¢ dans ¢;(q) et c2(q) provient directement du log p dans I’estimation de
la Définition 2.4

Remarque 1.2.6. Comme nous l’avons remarqué dans [’introduction, [’approche
utilisée pour cette démonstration permet de remplacer dans ’énoncé du Théoréme

la fonction de von Mangoldt A par la fonction de Mobius p.

1.3 Introduction aux suites S-récursives

Dans cette partie, nous introduisons la notion de suite S-récursive a travers les
propriétés qui nous permettront de conclure a un théoréme des nombres premiers.
Nous explicitons également le lien les unissant avec différentes suites classiques li¢es
aux chiffres. Nous commencons cette partie en introduisant certaines notations qui
seront couramment utilisés dans ce chapitre.

Soit ¢ un entier supérieur ou égal a 2. On note A l'alphabet sur Z/qZ, c’est-a-dire
A =1{0,...,¢g—1}. On note ¥ I'ensemble des mots sur A, ¥.* I'ensemble des mots
finis, >, I’ensemble des mots de taille &, X} 'ensemble des mots de taille au plus &,
et € le mot de taille 0. Ainsi ¥y = {e}, X1 ={0,...,g — 1}, 37 = {¢,0,...,¢ — 1},
etc.

Si w et w’ sont deux mots finis sur A, on note w-w’ leur concaténation. On omettra
parfois le symbole -, toutefois sans risque de confusion. Pour w un mot fini, nous
notons |w| sa taille, pour un entier k positif et inférieur ou égal & |w|, on note W*, le
préfixe de w de taille k, et w,, son suffixe de taille k. On a par convention @" = w, = €.
Ainsi, pour tout entier & entre 0 et |w|, on a la décomposition w = @“I=* . w,. On
note ¢;(w) la i-ieme lettre de w, lorsque w est lu de droite a gauche. Le mot w possede
ainsi la décomposition w = €,,—1(w) - - - €o(w).

On définit 'application ¢ : ¥* — N par

Pour r € A, une lettre de 'alphabet, on utilisera la notation 7 pour 'entier (7).
Pour un entier z compris entre 0 et ¢ — 1, on note & = ¢~ () pour désigner la lettre
correspondante.

Ainsi, pour w = 280163, on a ¢(w) = 3, €(w) = 6, e2(w) = 1. Nous avons
également |w| = 6, W? = 28, w; = 163. Enfin, si A = {0,...,10} et ¢ = 11, nous
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avons :

o(w) = ¢(280163)
=2x11P4+8x11*+0x 112 +1x112+6 x 11' +3 x 11°
= 439420.

Une fonction aura une place importante dans ce chapitre : I'indicatrice des mots.
Si w’, est un mot fini, nous la notons 1. Elle va de ¥* a {0, 1} et vaut

1 () 1 siw=d
w W) =
0 sinon.

Nous introduisons maintenant 1’objet central de ’étude de ce chapitre : la notion
de suite §-récursive. Nous ne donnons pas ici la définition qui permet la meilleure
représentation des suites [-récursives, mais celle que nous donnons met en exergue
les propriétés principales qui ont motivé ’étude de ces suites.

Définition 1.3.1. Soient (a(n)),>0 une suite d valeurs dans Z et B un entier su-
périeur ou égal a 2. On dit que (a(n))n>o est B-récursive s’il existe une application
g :Xg — N telle que pour tout n > 1 et pour tout w dans Xg, on ait :

a(@’n + ¢(w)) = (" 'n + @) + g(w), (1.5)
et telle que siw' # 0 :
a(p(w)) = alp@“171) + g(w). (1.6)
Nous dirons que g est la fonction de propagation de a.

Comme w est un élément de X5, donc comme il possede 3 lettres, si w! = 0 il
existe w dans % ; tel que

b
[\e}

pw)=p@) = gw)g <¢" ' —1<¢" "

i

Il
o

Ainsi la notion de S-récursivité n’impose de contraintes que pour les entiers au moins
égaux a ¢ 1.
Citons ici trois exemples de suites [-récursives :

(E1) Suites de Rudin—Shapiro généralisées. Les suites de type Rudin-Shapiro,
constituées des généralisations proposées par M. Queffélec [Que87], par Grant,
Shallit et Stoll [GSS09], ou encore Allouche et Liardet [AL91] sont des suites
[-récursives.

(E2) Suites blocs-additives. Les suites digitales, qui sont parfois nommées blocs-
additives [AS03], [Cat92] définies par

a(n) = Zg(€z‘+ﬂ—1(") -€5(n))

>0

avec g(0-...-0) =0 et (3) sont des suites S-récursives. Les exemples de (E1)
sont des suites digitales particulieres.
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(E3) Suites blocs-additives finies. On peut se passer de la condition g(0---0) =
0 et prendre la suite

To(

n)—B+1
a(n) = ;g% 9(€irp-1(n) - €(n)),

ce qui est fondamental si on veut compter les blocs de chiffres en écriture
finie (par exemple la suite blocs-additives qui compte le nombre de 01 vaudra
2 pour 101, ce qui est contraire a 'intuition). Cette suite est également une
suite [-récursive.

Notons que notre méthode ne permet pas d’obtenir un théoreme des nombres
premiers pour toutes les suites [-récursives : elle nécessite une condition de non
trivialité sur la fonction g. Toutefois cette condition est assez peu restrictive : si
elle n’est pas satisfaite, cela veut dire en quelque sorte que la fonction g n’était
pas vraiment définie sur un bloc de taille 5. En particulier, pour tous les exemples
proposés en (E1), notre méthode s’applique.

L’objet de la proposition suivante est de donner une forme aux suites S-récursives
telle que leur représentation s’en trouve facilitée. L’explicitation des exemples men-
tionnés ci-dessus est faite dans la Remarque [[.3.3] qui s’appuie sur la Proposition
.02

Proposition 1.3.2. Soient un entier 5 supérieur ou égal a 2 et (a(n)),>o0 une suite
B-récursive. Soit n un entier, nous considérons sa décomposition en base q,

N .
n=3alnd = p(ex(n)-aln) ),
ot N =T,(n). Alors, sin> ¢’ 1, ona N >8—1 et
N—B+1
a(n) = a(w (ex()- ewma(n) -+ -ex—gealn )) S CERORRRORID)}
Remarquons que |en(n) - en_1(n)---en_gr2(n)| = — 1 et que en(n) # 0.

Démonstration. Le cas N =  — 1 est immédiat, nous pouvons désormais supposer
N>p—1.
Nous allons montrer par récurrence sur r que pour tout entier r» compris entre 0

et N — [,

a <i ei(n)qi) = a<qﬂ—1 Z ﬁv: ei(n)g " + @(%—Hr(”) T 6r+1(”)>>

ey

+D_glawpa(n) - a(n)). (1.7)

Pour » =0, on a par ((1.5)) :



1.3. INTRODUCTION AUX SUITES [3-RECURSIVES 41

=a (qﬁ_l g: ei(n)g' " + @(Eﬂ—l(") e 61(”))) + g(eg-1(n) - - - €o(n)).

1=

Supposons I’hypothese de récurrence ((1.7)) satisfaite pour un certainr < N—gF—1
et montrons ([1.7)) pour r + 1. Comme 5+ r+ 1 < N et ey(n) # 0,

N

Z ei(n)q"’ﬁ””1 > 1.
i=p+r+1

Alors, en utilisant 'hypothese de récurrence ([1.7)), puis la premiere propriété des
suites [-récursives (1.5 on obtient :

a(zexn)qi) =a<qﬂ—1 > q(n)qi-ﬁ-fw(eﬁ_ur(n)---ewl(n)))

=0 i=L4+r

3 glempi(n) - a(n)

—a (qﬁ iéﬂ e(n)g P 4 90<€6+r(n) €514+ () Erpa(n) - er+1(n))>
# 3 glesma(n)--a(n)
=a (q’Bl izg\;ﬂ ei(n)g P+ 90<€B+r(n) “€p-14r(n) - '€r+2(n)>>

r+1

+> glags-a1(n)---a(n)),

1=0
ce qui conclut la récurrence. En appliquant (1.7) a r = N — 3, on obtient :

N-p

a(n) = a(qﬂ_1 g:v ei(n)g N + SO(GN—I(n) - EN—B—H(”))) + 2 g(errp-1(n)---a(n))
N-p

= CL(QB_lEN(n) + 90<€N—1(”) e 6N—6+1(n))> + Z: g(errp-1(n) - e(n))
N-B

= a(go(eN(n) ceny_1(n)--- EN_5+1(71))> + > glarsa(n) - a(n)),

=0

et on conclut par la deuxiéme propriété des suites [-récursives ([1.6). On peut le
faire parce qu’ici N désigne I'indice du dernier terme non nul dans la décomposition
de n, ce qui veut dire ey (n) # 0, et enfin ex(n) - exn_1(n) - - - en_g41(n) € Xp. O
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Remarque 1.3.3. Avec l’écriture de la proposition précédente, il suffit, pour retrou-
ver les exemples de (E1), de prendre la fonction g correspondante. Par exemple, on
pose

g(w) — e5(w)eo(w),

nous obtenons a(n ZEZJF(; = Bs(n), la suite d’Allouche et Liardet. Pour
>0
obtenir une suite digitale, ou blocs-additives (E2) a partir d’une suite B-récursive, il

suffit de poser
p—1
W) = 3 g0 ), (1.8)
=1

ou 0F désigne le mot composé de k ‘0’ Par exemple si a compte les blocs 011
dans ’écriture infinie de n en base 2, on définit a(n) pour 0 < n < 4 par a(0) =
a(p(00)) = ¢g(000) = 0,a(1) = a(e(01)) = g(001) = 0 et de méme a(2) = 0 mais
a(3) = a(p(11)) = g(011) = 1. En effet, si on définit a(n) par (1.8) sin < ¢°7%,
nous avons alors :

a<n>=a(so(ezv<n>~em<n> en_paln ))+NZBH CESORESORAD)
5-1 N—B+1

= ;g(oﬁ_l'EN(n)'EN—l( ") en_gra(n) ) + Z <€z+6 1( -6i+1(n)-ei(n)>,

et comme ex(n) - ex_1(n)- --eN_B+2(n)l = en(n)---ex_iz1(n) et que pour tout k
supérieur ou égal @ 1, enyr(n) =0, nous avons :
B—1 N-pB+1

a(n) = g(0° " - en(n) - en_ipa(n)) + Z <€Z+B -€¢+1(n)-6¢("))

N
I
—

o

ﬁ
Il
o

9(€i+6—1() €ia(n )
9(5i+6—1<) €1 (n )

parce que g(0---0) = 0.

Vi
o

1.4 Troncation et conséquences du Théoreme(1.2.5

Nous énoncons ici les propriétés relatives aux nombres premiers que les suites (-
récursives possedent. Ces résultats sont des conséquences du Théoreme [1.2.5(et sont
issus de [MR15]. Nous définissons également rigoureusement la notion de troncation.

Pour cette partie nous rappelons que 7(n) désigne le nombre de diviseurs de n, et
w(n) le nombre de facteurs premiers dans la décomposition de n (ainsi w(2%x3) = 2).
Les deux notations w pour désigner un mot et la fonction arithmétique w(n) ne se
recoupent pas dans le chapitre, et nous pouvons utiliser conjointement ces deux
notations sans risque de confusion. De plus nous rappelons que 7(x;a, m) désigne le
nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a = et congrus a a modulo m.

Nous définissons a présent la notion de troncation.
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Définition 1.4.1. Soit (a(n)),>o une suite S-récursive, et soit A un entier naturel.
On définit (a™(n)),>0, la suite tronquée en A, par

a™(n) = a(n mod ¢),

oun mod ¢ désigne le reste de la division euclidienne de n par ¢*. Soit oc un nombre
réel. On définit les applications f : N — U et f& N = U par

f(n) = e(aa(n)) et fN(n)= e(aa(’\) (n))
On dit qu’elles sont associées aux suites (a(n))nso et (a™(n))pso.

Le fait de prendre la réduction modulo ¢* d'un entier n consiste & regarder ses
chiffres d’indice inférieur a \. Le terme ‘troncation’ prend ici son sens. De plus
les notions de propriété de propagation (Définition [1.2.2)), de faible propriété de
propagation (Définition , ainsi que les Théoremes|1.2.3|et [1.2.5 prennent ici un
sens rigoureux. Tout comme Mauduit et Rivat, nous déduisons du Théoreme [1.2.5
trois corollaires, dont les preuves sont identiques & [MR15, Corollary 1-3] :

Corollaire 1.4.2. Soit b: N — N une application telle que pour tout o irrationnel,
la fonction f = e(ab(-)) vérifie les Définitions[1.2.9 et[1.2.4) Alors pour tout entier
relatif a et tout entier naturel m premier avec a, la suite (ab(p))pep(am), ot P(a, m)
désigne les nombres premiers congrus a a modulo m, est uniformément distribuée si
et seulement si v est irrationnel.

Corollaire 1.4.3. Soit b: N — N une application et m et m’ des entiers supérieurs
ou égaur a 1 tels que pour tout 1 < j' < m/, la fonction f = e (#b()) vérifie les
Définitions et[1.2.4 Alors, pour tous a et a' tel que a soit premier avec m, on
a:

7(x;a,m)

#{p <z, pe Pla,m), b(p) =a mod m'} ~ (x — 00).

m/
Corollaire 1.4.4. Soit b : N — N et m et m’ des entiers plus grands que 1,
tels que pour tout 1 < j' < m/, la fonction f = e (#b()) vérifie les Définitions
11.2.2 et [1.2.4. Alors, pour tout a et a' tel que a soit premier avec m, la suite
(D) {peP(a;m), b(p)=a’ mod m'} €t uniformément distribuée si et seulement si ¥ est irra-
tionnel.

1.5 Faible propriété de propagation

Ici, et désormais, nous fixons g et 3 des entiers supérieurs ou égaux a 2. Le but de
cette partie est de démontrer que les fonctions associées aux suites [S-récursives véri-
fient la faible propriété de propagation (Définition . L’idée principale consiste
a exploiter la Proposition [1.3.2 pour dire que sous certaines conditions, il n’y a pas
de différence entre f(n) et f™(n).
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Proposition 1.5.1. Soient a un réel, (a(n)),>o une suite S-récursive et f(n) =
e(aa(n)) sa fonction associée, alors f a la faible propriété de propagation.

Autrement dit, uniformément pour (\, k, p) € N® avec p < X, le nombre d’entiers
| satisfaisant ¢ 0 <1 < ¢* tels qu’il existe (ky, ko) € {0,...,¢% — 1} avec

FUa" + by + ko) Fg™ + ko) # [P + ko o+ ko) fEF2) (I + k)
est O (q>‘_0+10gp), la constante implicite ne dépend que de q et de [3.

Pour démontrer ce point nous commencons par donner une condition suffisante
sur les entiers [ pour qu’on puisse remplacer f par f?) sa version tronquée, dans la
corrélation. Ensuite nous démontrerons que cette condition est suffisamment faible
pour assurer le controle attendu. Dans la Remarque [1.5.3| nous expliquons pourquoi
nous avons eu besoin d’utiliser cette démarche, pourquoi elle n’est pas nécessaire
dans le cas de la suite qui compte le nombre de ‘11’ en base 2, et pourquoi I’exposant
du terme d’erreur est augmenté d’un log p a sa puissance.

Proposition 1.5.2. Soient (a(n)),>0 une suite S-récursive, et [ sa fonction as-
sociée. Soient (N, k,p) € N® avec p < X et k > 1. Soient des entiers | > ¢ et
ki < q". Supposons qu’il existe un entier m tel que 0 < m < p — [ + 2 avec
€xim(lq™ + k1) # q— 1 et que, si on note i le plus petit de ces m, il existe un entier
J vérifiant i + 5 —2 < j < p et €,1;(lg" + k1) # 0.

Alors pour tout entier ko < ¢ :

FUG" 4+ k1 + ko) f(lgh 4+ k) = f(”ﬂ’)(lq“ + k1 + ko) fHO) (g5 + ky).

Démonstration. Nous commencons par démontrer que, sous ces conditions, la valeur
a(n) a bien la forme donnée par la Proposition [1.3.2] 1l est en effet possible que les
entiers considérés n’aient pas assez de chiffres.

On note ny = 1¢" + ki, n} = ny mod ¢**?, Ny = T,(ny) et N{ = T,(n}), au-
trement dit N; (respectivement Nj) est Iindice du dernier chiffre non nul de n,
(respectivement n}). Par définition de nf, nous avons pour tout entier 0 < k < K+ p
que €x(n1) = €x(n}) et nous avons également N; > Nj.

Par hypothese, il existe un entier j, avec i + 5 — 2 < j < p et €,1j(n1) # 0.
Comme ¢ > 0, nous pouvons dire que j vérifie § — 2 < j < p. Nous obtenons donc
Ni>N{>k+j>k+—-2>—2,donc Ny > N > [ —1.

On pose a présent ny = n; + ko de sorte a perturber n; dans les conditions
voulues, n), = ny mod ¢"” ainsi que Ny = T (n2) et Nj = T,(n}) leur dernier
chiffre respectif. Il ne peut y avoir de différence entre les grands chiffres de n; et no
que dans le cas d’'une propagation de retenue sur les chiffres de ny. Or, si on veut
une propagation jusqu’au chiffre x + r, il faut que les chiffres compris entre x et
k 4+ r — 1 de ny soient tous égaux a ¢ — 1. Ainsi, par hypothese, une propagation
éventuelle de retenue s’arréte a x + ¢. Nous avons donc que pour tout k > 4,

€ntk (1) = €xir(na). (1.9)

Cependant, nous avons § > 2, et donc Ny, N] > k+j>Kk+i+0—-2>kKk+1.
Ceci veut donc dire que le dernier chiffre significatif de n} n’a pas été affecté par la
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propagation, et donc entre autres que N{ = Nj et N; = N,. La Proposition [1.3.2]
s’applique donc, si bien que :

ofms) = <90 (ex 000 exics )+ e peatn))

—B+1

+ Z <€l+6 1(n1) - aq1(ny) - e(m )

a(n}) =a (SO(EN{ (n1) 'GN;A(”D TENI-B+2 n1

—B+1

+ Z <€l+ﬁ 1 ”1) T€l41 ”1 "€ nl >

a(ng) =a<<P<€N1(n2)'€N1—1(”2) ©ENI-B+2 n2

N1—p+1

+ Z (sz 1(n2) - - €1(n2) - €(ng >

et

o) = exg ) exy-a (1) exp-avatr)) )
e

+ Z <€l+51"2) €l+1(n'z)'€z(n’2)>-

Ceci conduit & :

o e(emtn

a(w(m ny) - en,—1(n2) -+ ey, 5+2(n2)>>
(1.11)

ey exgoa() - engseata) )
(1.12)

( €N (n5) EN] - 1(ny) - - 6N{—,8+2(n/2))>
(1.13)

+ :IVZ[%HQ g<€z+5—1(n1) eg1(ng) - 61(n1)>
o (1.14)

—g(erssa(na) - eisa(na) - ana) )| )) .
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Il ne nous reste plus qu’a démontrer que le membre de droite vaut 1. Ceci vient
du fait que la retenue ne s’est pas propagée assez loin. En effet, comme N| > k+7 >
k+i+8—2,ona N —F+2>k+1, et donc, pour tout N; — 5+ 2 <[ < Ny, par
(1.9), nous avons €(n;) = €(n2), et donc :

N1—-p+1

>

I=N|—p+2

9<€l+5—1(”1) e () - 6z(”1)> - 9(€l+6—1(n2) eeq1(ng) - 61(”2))] =0.

En appliquant le méme raisonnement pour (1.10]) a (1.13]), on trouve
f(m)f(n2) f(n}) f(ny) = 1,
ce qui est bien le résultat voulu. O

Preuve de la Proposition [1.5.1. Pour commencer, on remarque que si lg® + 2(¢" —
1) < ¢, on a f(Ig" + ki + k) (g™ + k1) = fETO(Ig% + ky + ko) 40 (Ig" + ky).
En effet, comme ki, ks € {0,...,¢" — 1}, on a toujours l¢" + ki + ka2 < ¢"" et donc
1g" + ky + kg = 1¢" + ki + ko mod ¢" 7.

Soit maintenant [ > ¢”. La Proposition donne des conditions & vérifier pour
que ({1.3)) ne soit pas réalisée. On peut donc écrire que I'ensemble

{0<l<q:30< ki k< q":
FAq" + ky + ko) Fg™ + k) # F5P (10" + by + ko) FETA (Ig™ + ko) }

est inclus dans 'union AU B U C avec

A::{qp§l<q)‘: FJ0<k <¢":VO<i<p—[+2, (—:HH(lq“—i-k‘l):q—l},
B::{qp§l<qk: J0<k <q¢":30<i<p—0+2, exri(lg"+ k1) #q—1,
VYm < i, €erm(lq”+ k1) =q—1, Vi i+ —-2<j<p,
€x+j(1q" + k1) = 0},
C’::{l: lq”ﬁq““ﬁlq”—i—Q(q”—l)}.

Cependant (¢” —2)¢" +2(¢" —1) = ¢"T? — 2 < ¢"** implique [ > ¢” — 1, et on déduit
que C = {¢* — 1,¢"}.

Il nous reste donc a évaluer les cardinaux de A et B. Pour ce faire on remarque que,
quel que soit k1 < ¢, nous avons €,.,(l¢" + k1) = €;(l), ce qui nous permet de dire
que :

A={¢<l<q¢": F0<k <q¢": VO<i<p—PF+2 erillg"+k)=q—1}
={¢"<l<q¢*":V0<i<p—P+2 () =q—1},

donc
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On peut d’autre part écrire B = Uf;oﬁ 1B, avec

Bi:{qp§l<qA1 F0< ki < ¢ 0<énpillg™ + ki) <q—1,
Vm < i, €om(lq™+k)=qg—1,
et pour tout j tel que i + 3 —2 < j < p, €p;(lg" + k1) = 0}
:{q”§l<q)‘: A0<k<q¢": 0<eg(l)<qg—1, Vm<ie,(l)=q—1,
et pour tout j tel que i+ 5 —2 < j < p, (1) =0}.

Mais comme tous les B; sont en bijection entre eux, on a #B = (p — [ + 2)#DBy.
Enfin, on a

#By=#{¢" <1< q*:Vj: B—2<j<p, () =0}

P o)

En mettant les trois estimations ensemble, on trouve :
#{O§l<q’\:30§k1,k2<q“:

PG+ by k) T+ F) # £ 0" + b+ ko) FO5 I + )}
<P =1)+(p=B+2" " (I - 1) +2< (),

Comme ¢? est une constante ne dépendant que de ¢ et 3, la fonction est bien de
faible propagation.
O

Remarque 1.5.3. Dans [MR15], Mauduit et Rivat étudient le cas particulier de la
suite de Rudin-Shapiro. Pour cette suite, la décomposition de la Proposition [1.53.3
se fait automatiquement car

(A) a(k) =0 pour tout 0 < k < q
(B) gla-b) #0<=a=>b=1.

Ainsi on peut écrire, en notant N = T,(n) et Ny = T,(n mod ¢*) :

ofrn) = a() = alen() ~ alex, () + 3= glein(n) ()
- z glers1(n) - €i(n)),

car on sait qu’alors, pour tout Ny < i < A, ¢(n) = 0, et donc g(€;41(n) - €(n)) =
0, en vertu de . Ceci permet alors de dire, en reprenant les notations de la
démonstration de la Proposition[1.5.3, que

N-1 N-1

a(ny)—a(ng)—a(n))+a(ny) = Y gles1(n)-e(n1)—= > gleir1(n2)-€(ng)), (1.15)

i=\ =\
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et pour avoir (1.15) = 0, il suffit de s’assurer que €;(n1) = €;(n2) dés que i dépasse
A.

Si on suppose uniquement [’existence d’un chiffre d’indice Kk < m < X tel que
em(n1) # q — 1, alors cette condition est assurée (car la propagation ne pourra se
faire au-dela du m, et on a effectivement A\ > m).

Ce raisonnement tient dés que [’on demande

aleny(m) = 3 glern(n) - (), (1.16)

i=Ny

et s’étend assez facilement pour la forme des suites blocs-additives (1.8]).

Dans le cas général on peut autoriser g(0---0) # 0 (par exemple si on compte le
nombre de blocs 00). 1l faut alors nous assurer que la décomposition de la Proposition
s’arréte au bon endroit, c’est-a-dire au dernier chiffre non nul, et c’est en partie
pour cect qu’on passe par les conditions et (@)

Il y a de grandes possibilités que la condition ne soit pas vérifiée. La
condition sur j dans la Propositz'on devient nécessaire pour obtenir (1.14) =1 :
elle assure que les chiffres entre N{ — 5+ 2 et N{ de ny et ny sont identiques.

Si i est l'indice du premier chiffre non égal a q — 1, la propagation de retenue
s’arréte a i et si Ni est le dernier chiffre non nul de n';, les chiffres de ny et ny sont
identiques si i < Nj — [+ 2. L’introduction d’un chiffre non nul entre i + 3 — 2 et
N| permet de s’assurer cette condition. C’est une fenétre de sécurité.

Cette fenétre de sécurité fait apparaitre [’ensemble B dans la preuve de la Pro-
position (’ensemble A est issu de la condition sur m, et l’ensemble C, lui, est

un ensemble exceptionnel). Enfin, c’est cet ensemble B qui donne la majoration en
log p
q°8"P.

Il convient désormais de montrer que les fonctions associées aux suites S-récursives
vérifient I’équation

< g, (1.17)

LS Farnye(nt)

N

pour tout entier positif k, avec (V) tendant vers 'infini de maniére croissante. La
partie suivante sert a introduire des notions qui permettent ce genre de controle.

1.6 Généalogie des fonctions

La preuve de la propriété de Fourier pour la suite (by(n)),>0 développée dans
[IMR15] explicite un graphe et I’étudie (Figure 1 de I'introduction). Il est possible
d’imiter cette preuve dans le cas ou on compte le nombre de blocs ‘012°, c’est-a-
dire de trouver un graphe associé a cette suite (Figure 2 de lintroduction) et de
I’étudier. Il s’avere que ce graphe est directement lié a la fonction regardée 1¢15 et
que le graphe qu’ont trouvé Mauduit et Rivat est directement lié a la fonction 1;...;.

Dans cette partie, nous donnons un graphe G qui lie une suite S-récursive, quelle
qu’elle soit, a sa propriété de Fourier. Dans le but d’expliciter ce lien, nous définissons
tout un panel d’objets liés aux suites [-récursives. Ces objets interviennent expli-
citement dans G. Les sommets de G sont par exemple, et contrairement a [MR15],
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directement liés a la fonction, et sont en bijection avec X5 _;, les mots de taille au

plus 5 — 1.
Nous définissons en premier lieu les sommets de G :

Définition 1.6.1. Soient f : N — U une application et w un mot. On pose
fu(n) = f(q“’"n + @(w)), (1.18)
ol ¢ a été introduite dans la Partie[I.5,

Le lemme suivant permet de donner une formule de récurrence pour f,(n) si f
est associée a une suite [-récursive : il fournit les arétes de G.

Lemme 1.6.2. S7 f est la fonction associée d’une suite B-récursive, alors :
frw(n) st |w| < B —1;

wlgn+r) = ” .

fld ) { fﬁw\wm(n)e(ag(r : w)) si |w|=p0-1.

Démonstration. Par (1.18)) :

(1.19)

Folan+1) = £(¢(gn + 1) + p(w))
= F(d“'n + ¢“Ir + p(w))
= f(q‘””n + (7 - w))

Puisque f(n) = e(aa(n)), on conclut en utilisant (1.18]) si |w| < f — 1 (donc
|7 w| < ), et en utilisant (1.5]) ainsi que (1.18) si |w| = —1, donc |#-w|=F. O

Soit m un entier et v un mot tel que ¢(y) = n. En définissant

fuln) = fF(d*In + o)) = fle(y-w)),

on isole le suffixe w. Le Lemme décrit I’évolution des valeurs de f lorsqu’on
change n en gn + r, c’est-a-dire lorsqu’on insere la lettre # dans le mot v - w juste
avant le suffixe w (7w +— 77 w). Tant que la taille du suffixe 7 - w ne dépasse pas
8 — 1, on ne modifie pas f mais on isole le suffixe 7 - w en considérant f;.,.

Si en revanche |7 - w| = B, on remplace le suffixe w par # - @*“I=! (on efface
la derniere lettre de w et on inseére 7 & la premiere lettre) et f est altéré par une
multiplication par e(ag(7 - w)).

Par exemple, si (a(n)),>o est la suite 3-récursive qui compte les blocs ‘011" dans
Iécriture finie de n en base 2, nous avons f.(n) = e(aa(n)), fo(n) = e(aa(2n)),
fi(n) = e(aa(2n+1)), etc. Puis fo11(n) = f11(2n+0) = e(a) for(n) = e(a)e(aa(dn+
1)).

Nous introduisons a présent un ordre pseudo-lexicographique dans le but d’expli-
citer la correspondance entre 1’équation et le graphe G a travers une formule
de récurrence.

Définition 1.6.3. On munit ¥* de l'ordre < suivant. Si |w| < ||, alors w X W'. Si
les deuzx tailles sont égales, on compare les deux mots par leur ordre lexicographique
lu de gauche d droite.[] Si ¢ désigne la fonction qui énumére X*, alors on définit

¢:N—= 2 par ¢ = L.
x. Ainsi 00 < 01 < 10 < 000.
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Le Lemme[I.6.2] ne peut pas étre exploité directement. Cependant, nous pouvons
assembler un ensemble de valeurs possibles de la suite S-récursive dans un méme
vecteur, et ce vecteur vérifiera une propriété de récurrence.

Définition 1.6.4. Soit f : N — U une application associée a une suite B-récursive,
on définit le vecteur V,, de taille (¢° —1)/(q — 1) par

Vol = fs(n), 0<1<(¢®-1)/(g—1)—1

On dira que V,, est le n-ieme vecteur généalogique de f. On remarque qu’il est de la
taille du cardinal de 35 .

Nous sommes a présent a méme de démontrer la propriété de Fourier pour une
fonction f associée a une suite [-récursive. Nous allons exploiter le Lemme [1.6.2
dans le but d’obtenir une formule de récurrence, non pas directement pour

Y. f(ne(nt),

n<gN

mais pour
S(N,t) = > Vype(nt),
n<qN
ou V, est le n-ieme vecteur généalogique de f. Il s’en suivra que la propriété de
Fourier de f découlera de la majoration de la norme infinie d’une matrice (Corollaire
1.6.7), majoration obtenue par ’étude de G. Nous commengons par expliciter la
formule de récurrence.
Par le Lemme m il existe une matrice M;(«,t) telle que

Vinvie((gn +D)t) = My(a, )Vie(gnt),

et donc il existe une matrice M(a,t) telle que S(N,t) = M(a,t)S(N — 3,¢°t). En
effet, on peut écrire :

S(N,t)= > Vye(nt)

0<n<gN

= > > Vguellgn+1)t)

0<n<qgN—10<Il<q

= > > Mla,t)Ve(gnt)

0<n<qN—10<l<q
= Z M(a,t) Z Vae(gnt)
0<i<q 0<n<gN-1

= M(a,t)S(N —1,qt)

( I M (a,qkt)> S(N = 8,q"t)

0<k<p

= M(a7t)S(N - 67 q/Bt)a



1.6. GENEALOGIE DES FONCTIONS 51

ot on a posé M(a,t) = > Mfa,t) et M(a,t) = II M(a,q"t). On dit que
0<i<q 0<k<p

M (v, t) est la matrice généalogique de f. En itérant cette propriété avec ¢°t a la place

de ¢, en passant par la norme infinie et en remarquant que N — N mod 8 = 5| N/j],

on obtient :

Bl
Z Vee(nt)| < H M(a,q’ﬁt) Z Vne(qu/mnt)
0<n<qV 0 =0 e n<glV mod B o
NBlL N
1=0 n<quod['1
NBl-r
< T |Fe,qn|_q ™. (1.20)
i=0

Les deux propositions suivantes sont destinées a faire le lien entre la matrice
généalogique et 'estimation (|1.17]).

Proposition 1.6.5. Pour tout entier k > 3, on a

> f(@"'n)e(—nt)

n<gN

> flg"n)e(—nt)| =

n<qN

Démonstration. Nous allons montrer par récurrence que, pour tout 0 <r < xk— [+
1:a(¢"n) =a(¢" ™) +rg(0-0---0) ou 0-0---0 est de taille /3.
Le cas r = 0 est clair.

Montrons I’hérédité. Supposons qu’on ait ’hypothese de récurrence pour un cer-
tain r < k — (5. Alors :

a(q"n) = a(¢" "'n) +rg(0---0)
=a(¢"" "n+¢0-0---0)) +rg(0---0)
=a(¢"" '+ p(0---0)) + (r+1)g(0---0),
ou a la derniere étape, on a appliqué , ce qui est licite parce que Kk —r > [ — 1.
La récurrence est donc terminée.
Le cas r = k —  + 1 dans la formule que 'on vient de montrer correspond a

a(g®n) = a(¢®'n)+(k—B+1)g(0---0), et comme le second terme est indépendant
en n, on a:

> fla"n)e(—nt)

n<gN

=1 > e(aalg™n))e(—nt)

n<gN

= | elaa(’ ') + ok — B+ 1)g(0....0))e(~nt)

n<gV

=1 e(aa(¢’ 'n))e(—nt)

n<qN

=Y f("'n)e(—nt)

n<qN
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m
Proposition 1.6.6. Pour tout entier k inférieur a  nous avons :
> fl@" n)e(—nt)| < | Y Vae(—nt)
n<gN n<qN s

Démonstration. La quantité f(q"n) correspond a fo<(n) avec 0 le mot de taille
et n’ayant que des 0 : c’est donc la (¢" — 1)/(¢ — 1)-ieme coordonnée de V. O

De ceci on déduit :

Corollaire 1.6.7. Pour tout entier k positif, la majoration suivante est valide :

1 B 1 W/Bl-1 "
C]N0<z<:Nf(q n)e(—nt)| < W 1_[0 HM(O&,(] t)”oo.
RANU) 1=

Démonstration. Par les Propositions et [1.6.6, il vient que, pour tout x positif :

1 K
— > f(@"n)e(—nt)| < | > Vie(—nt)
q 0<n<qV n<gV 0
L’équation ([1.20) permet donc de conclure. O]

D’apres le Corollaire il est désormais important d’avoir un controle sur la
norme infinie de la matrice M (a,t). C’est 'objet du résultat suivant.

Proposition 1.6.8.

M)l = sup Y

762671 w e Eﬂ—l

doe (t(@ +qp(w)) + a ( > 9 -7’")>) .

keXq mS|'7|
(1.21)

Démonstration. Soit G le graphe suivant :

fe
VRN
fo S
|

/ ! \
foo o fgeno o Jog-ny o faene

| | |

SN | VRN
C T foo o faoo o = Jog-1)-a-1)  fa-1)-(a-1) :)
D 4 \_/
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Soit 8 un entier supérieur ou égal a 2, v un mot de taille au plus 5-1 donné et
f une fonction associée a une suite g-récursive. Le graphe G représente la maniere
dont peut évoluer en k étapes (k arbitraire) une fonction f,, selon le Lemme m
Décrivons-le.

G est un graphe qui possede 3 lignes (de 0 a 5 — 1) et qui va en descendant. A
chaque fleche correspond une altération de argument de f(n)e(—nt). Les fleches qui
descendent relient une fonction f, avec une fonction f;., sans altération d’argument
lié a f. Les fleches de la derniere ligne relient une fonction f, a une fonction ffﬁ\ﬂ—l
avec une altération de l'argument lié a f de ag(7 - 7). Ce sont les modifications
décrites par le Lemme [1.6.2] Chaque élément donne donc ¢ descendants, ainsi le
graphe possede % sommets. Le graphe G est régi par les regles suivantes.

(i) On suit le sens des fleches.
(ii) Si & la k-iéme étape, on passe d’'un mot v a un mot v/, avec la taille de ~y
strictement plus petite que  — 1, on ajoute qk_lvlt a I'argument.

(iii) Si a la k-ieme étape, on passe d’'un mot v & un mot +/, avec la taille de 7 égale

a B —1, on ajoute ¢" 177"t + ag(y’" - 7) & Pargument.

Désormais, nous appelons encodage d’un chemin la valeur e(z), ou x est argument
total du chemin lorsque ce dernier est soumis aux régles ci-dessus.

Soit a présent Ency(y,w), la somme des encodages concernant tous les chemins
possibles en k étapes reliant v a w.

Exemple 1.6.9. Le graphe suivant correspond au cas ¢ = 2, = 3.

fo/ e\fl
Z T N2
\_/w%m/

C foo fu o

Dans ce graphe il y a deux maniéres d’aller du mot € au mot 00 en trois étapes
(sous les fléches et entre parenthéses correspond laltération de largument) : en
faisant le chemin

e - 0 — 00 — 00
0(+0) 0(+0) 0(+0)
et en faisant le chemin
e - 1 = 01 — 00.
1(+t) 0(+0) 0(+0)

Cect nous donne donc :

Encs(e,00) = e(ag(000)) + e(t + ag(001)).
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Ainsi, si (a(n))n,>o est la suite qui compte les blocs “ 0117 dans écriture finie de
n en base 2, pour passer de f. a fo, on n'ajoute rien da l’argument, mais pour passer
de f. a fi, on rajoute t a l'argument; pour passer de fo a foo, on n'ajoute rien a
largument, de fy a fi9, on rajoute t a l’argument, etc. La seule fleche qui ajoute un
a a Uargument est la fleche qui va de f11 a for : la fonction g : X3 — N n’est non
nulle dans ce cas que pour le mot w = 011.

Nous avons par exemple Encs(e,01) = e(t+qt+a)+e(qt) ainsi que Encs(e,11) =
e(t + qt + ¢*t) + e(qt + ¢°t).

Comme M;(a,t) est la matrice de passage de V,, a V4, sommer sur | (c’est
a dire regarder M (o, t)) revient alors a déterminer tous les chemins a une étape

possible. Et comme M (a,t) = [[ M(a, ¢'t), le coefficient M (a,t)[i, 5] correspond

I<B
a la somme des encodages de tous les chemins possibles en [ étapes reliant ¢(7) a
o(j)-
Nous avons donc :
[M(er, )loe = sup 3 [Encs(6(0), 6(5))] (1.22)

J

Comme ¢(i) et ¢(j) parcourent ’ensemble des mots de taille au plus 8 — 1, cette
formule s’écrit :

[M(a, )] = sup > [Encs(y,w)|. (1.23)
YEXE, we 5

Cependant, par le Lemme [1.6.2] pour tout mot v, un descendant de v a la [-ieme
génération est forcément de taille 5 — 1.

En effet, la taille du mot va croissant, strictement si la taille est strictement plus
petite que 5 — 1, et devient constante des que cette taille est atteinte. Or cette taille
est atteinte, dans le cas le plus long, au bout de la g — 1 ieme étape. Donc se
transforme en :

[M(a,t)|oo = sup > [Encg(y,w)]. (1.24)

762?#1 w e 25_1

Il reste donc a comprendre Encg (v, w).

Pour aller & un mot de taille 5 —1 en 3 étapes, il est nécessaire un moment ou un
autre “d’écraser de 'information”. Dans ’exemple, le mot ‘1’ de la premiere étape
du deuxieéme chemin possible a été effacé dans I’étape finale, et les deux chemins
ne different que par cette premiere étape. Il arrive dans le cas général un processus
similaire, et la preuve de notre proposition consiste a le décrire.

Soit v € X5 ;. Soient R € Y5 1}, et S € X},41 des mots qui interviendront
dans le processus pour aller de v & w et seront déterminés ultérieurement. Arriver a
un mot de taille 5 — 1 se fait en 8 — 1 — || étapes, c’est-a-dire par I’adjonction de
R. Nous avons donc, en suivant la regle , le chemin suivant :

— Ri-v— ... =R — R 1.25
o B Lir 7 ey B0 (1.25)

— ... —=Rp_q- — R-~.
SR 7 €\R\71(R)Q|R‘71t 7
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I nous reste alors 5 — (8 — 1 — |y]) = |y| + 1 étapes a parcourir pour parvenir
a w. Cela ce fait en concaténant S. Cependant comme on a atteint un mot de taille
f — 1, la fonction de propagation g s’adjoint a I'argument (il s’agit de la regle .
Nous avons donc, en suivant cette reégle, la chaine suivante (on ajoute a l’argument
ce qui est en bas de la fleche) :

R~ N S, R (1.26)
co(S)qFlt+ag(s, R~

B |Ry|—i B ——|R~|—-i-1
Si-R-v —_— Sip1- Ry
€ (8)gi I Flt+ag(S, 1 -R~

Sy RN N S R g RIRE
ey (S)a T HIRIttag(S,, ., By T

De la derniere ligne on conclut que S - R = w - k, avec k un mot de taille 1. 1l
suit donc que :

IRl

Siy1 Ry =Sipy - R4

=S Rigjqiy1 WM

—1

vl

=w-Kg (st T
= W K 1= (Jy|+1) i1 A=
= Wijpyii k7
Comme 0 <7 < |y|, on a
{Sin R 0<i< Y} = @y - B -7 0 < < )
= {Wp—i - k-7, 0 < i < ]} (1.27)
En réunissant et , et en utilisant , nous obtenons qu'un enco-

dage, suivant le chemin S - R est égal a

IRI-1 | 1811 | 1 i
e (t ( S oaR)gd +4% > ei(S)qZ) +ad g <Sm+1 Ry >)

=0 =0

m=0

vl
=elto(S-R)+a) g (Serl R ’le_m))

ol
=e|to(w-k)+ 2_: g (Qlwl—m ’ k'vm))

m=0

ol
=e t(/% + qw(w)) + Z g (g‘w‘,m . kﬁym)> .

En utilisant ((1.24)), et le fait que k& prend toutes les valeurs de ¥, on obtient bien
([T.21). O
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Nous utilisons a présent cette estimation pour obtenir un controle uniforme en ¢
de la norme infinie de M(a,t).

Corollaire 1.6.10. Soient wy,ws € X5_1, tels que Wig_g) = Wa(5 g mais wy, # Cdgﬂ
et ki, ko deux mots de taille 1 tels que ki # ko . Alors

M o (g(wr - k1) = g(wi - ko) — g(ws - k1) + glws - k2)) |1z
|3 (0, D)o < ¢ — 8 <sm :

(1.28)
Tout d’abord, présentons un lemme trigonométrique, dont on peut retrouver la
démonstration dans [MR15]. Nous donnons la preuve pour une meilleure lisibilité.

Rappelons que ||z|z représente la distance du réel x au plus proche entier.

Lemme 1.6.11. Soient x,x', &, o des nombres réels. Alors :

le(z + 0') + e(@)] + e(a’ + &) + ()] <4—8 <sm W) (129

Démonstration. En prenant le carré du module et en utilisant cos(260) = 2(cos(6))*—
1, on obtient |e(x + ') + e(x)| < 2| cos(ma’)].
Enfin, en posant

¢ ¢ sicos(md’) et cos(m€) sont de méme signe
E+1 sinon,

on obtient en utilisant cosa + cosb = 2 cos <“+b> cos (“T_b) :

& — o
| cos(ma’)| + | cos(m€)| < 2|cosT 5
—_— 2 .
On conclut en utilisant cos 26 = 1 — 2(sin §). O

Démonstration du Corollaire[1.6.10. En majorant trivialement (1.21]), dans les cas
ol on a w # wy,ws, k # ki, ke, nous obtenons :

[M(a,t)]o = sup <qﬁ —4
1

762&
> e ( (k; + qp(wi)) (Z 9(Wip kj-vm)))D'
7=1,2 m<|y|

1. Les mots w; et wy different par leur premiere lettre eg_o, par exemple w; = 10000000 et
wo = 00000000

up>

i=1,2
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On pose alors

T = t(kAl + qp(wr)) +a Z g(ﬂ|w1|7m ki -™),

m<|yl
a = t(k/}é — k/;l) + « Z (g(ﬂ‘wﬂ—m - ko - Wm) _ g(ﬂ‘wl‘_m k- 7m)) :
/ R m<|y (1.30)
o =tk + qo(w2)) + Y 9wy 1)
m<|yl
et f = t(ktg — k/;l) + « Z (g(ﬂ‘wﬂ—m . k2 . Wm) _ g(&‘wﬂ—m . kl . ﬁm)) )
m<|y|

Si bien que

| M (v, )]0 = yilzlzp (qﬁ — 4+ le(z) +e(a + )|+ le(z") + e(x’ + §)|> (1.31)

£ — o/ =a ( Z (g(ﬂ\wz\—m k- im) - g(ﬂ\wz\—m th 7m)) <1'32)

m<|y|

=3 (g@r ey he T = glwn, - Fa -vl))) .

1<l

Pour tout 1 < m < |w;|, nous avons par hypothese Wi e = 9210 Ainsi le seul

terme non nul dans (1.32)) est le terme en m = 0, et donc :
§—a =a(g(w ki) —glwr-ky) — glws - k1) + glws - k2)) . (1.33)
On majore donc (L.31)) en utilisant le Lemme [1.6.11} ce qui donne [M(a,t)]o <

¢’ -8 <sin 7T”£4a”Z> et on conclut avec (|1.33)). O

1.7 Preuve du Théoréme [1.2.5

La preuve du Théoreme de Mauduit et Rivat est technique. Notre Théoréme
étant une déclinaison du Théoreme [1.2.3, nous ne présentons pas ici toute la
preuve, mais seulement les éléments modifiés. Nous suivrons pas a pas, mais en étant
elliptique, la démonstration de Mauduit et Rivat.

Pour cette partie, si po et uo sont des entiers avec pug < o, en considérant
I’écriture unique suivante :

n = uq"? + ui1g"° + uo,

avec ug, U1, Uy des entiers tels que 0 < ug < ¢" et 0 < uy; < ¢M27#0 alors nous
définissons

Tz (M) = 1. (1.34)
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La preuve du Théoréme [1.2.3] consiste a évaluer des sommes de type I et de
type II et a utiliser une identité de Vaughan. La modification de la Définition
altere I'estimation de ces deux sommes. Nous allons dans un premier temps traiter,
en indiquant seulement les modifications, les sommes S;(J) et Sr;(¢), puis nous
évaluerons Y,y A(n)f(n)e(In) avec ces deux nouvelles estimations. Les sommes
de type I et de type II sont régulicrement utilisées pour estimer des sommes avec la
fonction de von Mangoldt.

Une des idées principales que nous pouvons dégager des travaux de Mauduit
et Rivat pourrait étre résumée ainsi : on peut tres souvent remplacer une fonction
définie a I'aide des chiffres par une fonction tronquée (au sens ot nous ’avons défini
peu avant la Définition . La Définition est une formalisation de cette
idée. Le fait de pouvoir tronquer nous permet d’utiliser ’analyse de Fourier dans les
évaluations des sommes de type I et II.

1.7.1 Sommes de type I

Soient M et N des entiers, avec 1 < M < N et M < (MN)'3. Nous notons
et v les entiers tels que T, (M) =p—1et T, (N) =v — 1.
Soient ¥ € R et [(M,N) C [0, M N] un intervalle. Notre but est d’estimer

S0 = Y > f(mn)e(Imn)|. (1.35)

n
M/qsm<M mnel(M,N)

Dans [MR15], le controle de S;(¢) utilise uniquement la Définition [1.2.1] & tra-
vers un ensemble apparaissant lors de I’équation [MRI5, (35)], que Mauduit et
Rivat notent W,. Cet ensemble désigne I'ensemble des couples d’entiers (u,v) €
{0,...,¢" =1} x {0,...,¢"™ " — 1} pour lesquels

Flu+vg®) flug®) # ) (w4 vg®) fo+o) (vgs).

Ici, k est un entier tel que 1 < Kk < “TJ“’ et p; est un parametre entier vérifiant
1 < p; < p+ v — kK que 'on optimisera ultérieurement.

Avec ces notations, Mauduit et Rivat estiment le cardinal de W, par
card W, < ¢"tv=rr. (1.36)
Lorsque nous estimons ce cardinal avec nos modifications nous obtenons donc :
card W, < gh+v-ritlosn (1.37)

Etudions l'incidence de cette modification dans S;(9)). Les auteurs séparent la
somme S; en deux parties, qu’ils nomment S7 (') et S7,(¢'). Plus précisément, ils
utilisent [MRI5, equations (31), (32), (36)],

S1(¥) < " log(q")(S71 () + Spo(9)). (1.38)

Dans la premiere somme, 57 ;, la fonction f est remplacée par sa fonction tron-
quée, la seconde somme S, prend en compte l'erreur engendrée par cette substi-
tution et c’est ici que 'estimation ((1.36)) est utile. Estimons ces deux sommes avec
nos définitions.
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Pour estimer S7 (¢'), Mauduit et Rivat n’utilisent pas I'estimation (1.36]), nous
conservons donc leur majoration

H-‘rl/)

S;,l(ﬁl) < p(log Q)s/Qq%*‘Y( :

(1.39)

En revanche, pour estimer S7 ,(1'), les auteurs font appel a une famille de sommes
dépendantes de W,. Ils obtiennent :

ST (M, d)
! / 1,2 )
Sra(0) < 2 g (1.40)
et les ST, satisfont a :
" 2 v A]\42 9
12(M, d)\ < (logq) (¢ + 5 S22 (1.41)
wEWrk,

oll kg est choisi de sorte que ¢®~! < M?/d?> < ¢", W, est défini par W, :=
{u+ vg", (u,v) € W,}. L'équation (L.41)) vient du fait que S7 o est la contribution
de lerreur commise lorsqu’on remplace la fonction par la fonction tronquée, ainsi
les termes n’existent que s’ils se trouvent dans W, ,, et le cas échéant, le module au
carré de ces termes est majoré par 4 : on regarde une différence de deux termes de

modules 1. )

M
Comme M < ¢",d > 1 et u < v, nous obtenons v < ¢"*, et donc par ([1.37),
nous avons :
7o(M,d) < (log q)'/?qtv—r/2Hlosr)/2, (1.42)

ce qui nous permet de dire que

5;72(19/) < u(log q)3/2q—p1/2+(logp1)/2’ (1_43)

et finalement en combinant (1.38]), (1.39)) et (1.43)) avec le choix p; = v((1 + v)/3),
nous obtenons :

Y((p4v)/3) | log(y((1+1)/3))
2 + 2

S1(0) < (log @)™ (pu+v)?q" ™~ (1.44)

Avant de passer a la somme de type II, remarquons que, eu égard a l'existence
de la propriété v(A\) < A/2 [MRI15], equation (25)], on peut réécrire sous la
forme

51(19) < (log q)5/2(u . 1/)2+logqq“+1j77((%2”)/3))
Remarque 1.7.1. Un choix plus fin de py conduirait probablement a de meilleurs
résultats, mais le terme principal restera donné par Syr(9).

1.7.2 Sommes de type 11

Dans cette sous-partie, nous reprenons les notations introduites pour les sommes
de type I. Nous faisons I’hypothese supplémentaire que p et v sont liés par

1 3
—(p+v)<pu<v<

1 (n+v).
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Cette contrainte sur la taille des variables regardées découle de la définition des
sommes de type II. Nous introduisons de plus a,, € C et b, € C avec |ay,|, |b,| < 1.
Les sommes de type II sont définies par

Su() = > > ambaf(mn)e(Imn). (1.45)

M/q<m<M N/q<n<N

Pour S;;(9), la notion de propagation n’intervient pas directement, mais par le
biais de deux lemmes [MR15, Lemma 8-9], que nous remplagons par les deux lemmes
suivant :

Lemme 1.7.2. Si f : N — U vérifie la Déﬁm’tion alors pour (u,v,p) € N3
avec 2p < v, l'ensemble € des couples (m,n) € {¢" ', ..., ¢" =1} x{¢" ..., ¢"—1}
tels qu’il existe k < ¢"*° avec f(mn + k)f(mn) # fO+20)(mn + k) f#+20) (mn)
satisfait a

card€ < (logq)g'tv—rtlose, (1.46)

Lemme 1.7.3. Soient f : N — U une fonction qui vérifie la Définition et

(1 v, o, i1, pr2) € N avee pg < py < o < g, o < voet 2(pg — po) < po. Pour
(a,b,c) € N3, l'ensemble E(a,b, c) des couples (m,n) € {g"*,... q" — 1} tels que

f(“2)(mn + am + bn + C)f(M)(quoruowz (mn +am + bn + c))
# f¥) (mn 4 am + bn + ¢) fBD (qror,, 1, (mn + am +bn + ¢))

satisfait a
card € (a, b, ¢) < max(7(q), log q)us @ grtvro—mtlogu (1.47)

Les énoncés ne different de [MR15] que pour les estimations et (L.47). En
effet, dans [MR15] les termes d’erreurs sont respectivement

O((log q) ¢"*"7") et O(max(7(q), log q)u ()qurVJruo ny,

Ces modifications viennent de la perturbation de la propagation, et plus précisément
de l'utilisation de la Définition avec p = p dans [MR15, Lemma 8] et avec p =
p1— o dans [MR15, Lemma 9]. Les [MR15, Lemma 8-9] n’interviennent dans [MR15]
qu’une fois chacun dans 'estimation de S;;(¢), nous allons indiquer ici a quel endroit
et en quoi les calculs sont modifiés.

Le [MR15, Lemma 8| apparait au début de la démonstration, afin d’introduire
une premiére troncation. Il permet de dire que le nombre de couples (m,n) pour
lesquels f(mn + mr)f(mn) # ¥ (mn + mr) fe2)(mn) est un O(g#=*). Cette
estimation conduit aux estimations (52) puis (55) de [MR15], que I'on peut réunir
sous la forme

St ()| < g ¥ g e N TSy ()

1<r<qr 1<s<q?r

ou p est un parametre vérifiant 7p < p et qui sera choisi a la fin des estimations, et
S5(r, s) est une somme qui sera évaluée tout au long de la preuve.
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Avec notre Lemme [I.7.2] nous sommes amené a avoir, en gardant les mémes
notations, 1’équation

[Srr()[! < gt m2erziosr oy glutv=el RT R [Sy(r,8). (1.48)

1<r<qr 1<s<q?r

Regardons maintenant a quel endroit dans [MR15] le [MR15, Lemma 9] apparait.
Soit 7., 4, () défini par (1.34)). Afin d’estimer S5(r, s), Mauduit et Rivat introduisent
la fonction doublement tronquée

f(#luuz)(n) — f(#z)(n)f(T)(n)

et la quantité
f(‘“ H2) (67 g 1 ().

Ceci les amenent a estimer le cardinal de &, ,,, 4, (7, 5), 'ensemble des couples (m, n),
avec M/qg<m < Met N/g<n<N (avec T,(M)=p—1et T,(N)=v—1) pour
lesquels

fle (mn 4 g sn 4 ¢t sr) # FED (07,0 4 (mn A+ ¢ sn ¢ sr)),

c’est a dire

¥ (mn + ¢ sn + ¢ sr) f#) (mn + gisn + gisr)
#* f(M)(qMOTuo,uz (mn + ¢"'sn + " sr))f(ﬂl)(qf‘oruom (mn 4+ g1sn + g*isr)),

ou encore

FU (mn + g sn + ¢ sr) f02) (@R (mn + girsn + g sr))
# ) (mn 4 ¢ sn + ¢ sr) fU) (qrory, L, (mn 4 giisn 4 giisr)).

Mauduit et Rivat utilisent alors [MR15, Lemma 9] avec ps = p+2p, 1 = p—2p,
et pour 0 < p' < p, po = p1 — 2p’ pour controler le cardinal de &, ,,, 4, (7, ). Nous,
nous utilisons les mémes valeurs (et nous les utiliserons tout le long de la preuve)
mais avec le Lemme[I.7.3]et du fait que 7p < pu < v, ceci nous conduit a estimation :

card &, o (75 8) < max(7(q), log q)(uu + v)*@Dgrtv=20"+logim, (1.49)

Mauduit et Rivat estiment alors Sh(r, s) en substituant f#1#2)(ghor, . (mn +
q"sn + qMsr)) a ) (mn + ¢*sn + g™ sr) et en introduisant le terme correctif
résultant, ce qui induit

S(r,s) = S3(r, s) + O(card €,y i (1 9))- (1.50)

En réunissant ((1.48)), (1.49) et ((1.50[), nous obtenons finalement :

St ()] < ¢! #7218 4 max(r(q), log q) (u + v) <@gt =2 Hoem (1,51

+ g3ntv=r) Z Z |S3(r, s)].

1<r<gr 1<s<g¢?r
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Mauduit et Rivat majorent |S3(r, s)| sans utiliser [MRI5, Lemma 8-9], mais en
utilisant directement la Définition |1.2.1} Plus précisément elle apparait dans [MRI5],
Lemma 10]. Nous allons d’abord expliquer comment ils procédent pour arriver a ce
dernier, puis modifier I’énoncé du lemme pour qu’il corresponde a notre cas, puis
nous conclurons.

La quantité S5(r, s) est une somme qui dépend des chiffres du milieu de mn et de
m(n + 7). De maniére & introduire des transformées de Fourier de f*1#2) Mauduit
et Rivat identifient la décomposition en base ¢ avec un sous-ensemble de 'intervalle
[0,1) translaté sur 'ensemble des entiers : c’est la formule

B n U u—+1 7
Tpo.pia (n) U= qﬁ = qH2—Ho " ghz—Ho -

Ils introduisent alors des fonctions indicatrices d’intervalles qu’ils contrélent a 'aide
des polynémes de Vaaler (voir Partie . Ceci est repris dans notre these sous
la forme du Lemme , lemme que l'on peut retrouver dans [MR15, Lemma 1].
Mauduit et Rivat trouvent une nouvelle décomposition de Ss(r, ), qu’ils nomment
Sy4(r, s), constituée du terme principal des polynémes de Vaaler. Les termes d’erreurs
du Lemme sont controlés par les méthodes usuelles et ne sont pas affectés par
notre modification. Le calcul explicite est fait dans notre theése dans le Lemme[A.3.4]
Mauduit et Rivat peuvent alors conclure que

Sa(r,s) = Sy(r, s) + O(max(log ¢"°, 7(g"°))g" T 2°). (1.52)

Le fait d’avoir introduit les polynomes de Vaaler permet de travailler sur les
transformées de Fourier de g(n) := fW#2)(glon), si bien que Sy(r, s) s’écrit :

h
54(7”, 8) — q2(u2*u0) Z A, (quO*#z’H)ahl (q,uof,uzj H) Z e < 38T >

q#2—lt1
[hol,|h1|<H 0<hg,hg<qH27+0

G(ho — h2)g(hs — h1)G(—h2)j(hs)
T <(h0 + hy)mn + hymr + (hy + hg)q“13n>

2
m,n q#

ou

ag(o, H) = oo, |ap(e, H)| < min <oz, 7T|1h|> ,
selon le Lemme Ce lemme induit le choix H = ¢*27#*2 mais pour des
raisons de simplifications d’écritures, nous conserverons la notation H tant que le
choix de celui-ci n’est pas déterminant.

Il convient d’isoler les termes diagonaux, satisfaisant a hg + h; = 0, des autres
termes. Nous noterons la contribution des termes diagonaux par SY(r,s), l'autre
terme sera noté SJ(r,s). La plus grande contribution proviendra des termes diago-
naux.

Dans l'estimation de Sj(r,s), le [MR15, Lemma 10] n’intervient pas, et nous
avons donc, comme Mauduit et Rivat :

1S (r, 5)| < (log q)* (i + v)Pq v H3emmot2e(gmie 4 g7, (1.53)
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Pour S)(r, s), en faisant la moyenne sur les s, en utilisant certaines observations
sur les objets et 'inégalité de Cauchy-Schwarz, Mauduit et Rivat se ramenent a
étudier

M2
Ss(r) = #2719 S ay, (¢"+2, H)[? min (q“, q) Sa(hy), (1.54)
|h1|<H T|h1’
avec
57(h1) = Z |§(h, - hl)fl(h/)|2- (1-55)

0<h/<gh2=Ho
La somme Sg(r) est liée aux quantités précédentes par

1
= O 1Si(rs)| < grTTR (T (g TR 4 g2 TH log g2 ) Sg(r). (1.56)

S 1<s<S
Par la suite Mauduit et Rivat découpent Sg(r) en S§(r), qui correspond au cas
ol |hi| < ¢*, en S§(r) pour ¢* < |hy| < ¢">7# et en SY'(r) pour ¢"2~ 0 < |hy| < H.
La variable H sera choisie avec un ordre de g2 ~Ho+2¢,
Pour S{(r), en utilisant |ay(a, H)| < min(o, 1/|H|) et le fait que

> g =1, (1.57)
0<h<gh2=Ho
nous avons, parce que hy va jusqu'a g*27#0 SY(r) < ¢*27?’/r. Le méme procédé
fonctionne pour S§’(r). En revanche, si h; est petit il faut faire appel au [MR15]
Lemma 10], qui est une estimation plus fine de que peut donner , et qui
se déduit du [MR15, Lemma 11]. Pour nous, le [MRI5, Lemma 11] aura la forme
suivante :

Lemme 1.7.4. On définit

1
o

ut
Groa) = 3 [ ugye (-],

q 0<u<g?

Soient p et p des entiers tels que pp < (2+4c¢/3)p, ot ¢ est la constante introduite dans
la Définition[1.2.9. Alors, uniformément pour X entier compris entre (pa — po)/3 et
A(po — o) /b et t réel, on a

S G (k1) < (Y(N) — p1 + o) W02 (1og g2 mH1)2,

0<k<gH2—HO—X
Indiquons comment ce lemme est utilisé. On remarque que
1 ut
Groslt) = ;X glue(~2)
q O§u<q’\ q

est la transformée de Fourier de g. Puisque le controle est uniforme en ¢ nous utilisons
le lemme avec A\ = g — pg — 2p, et par (1.57)) :

> > g+ R)g(h)

0<h<gt2—hHo 0<k<g2P

_ A(pa—po—=2p)—p1+no
2

< (Y(p2 = po = 2p) — p1 + o) q (log ¢"2—"1)2.
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Mais ceci permet de dire, par la définition de S; faite en (1.55]) que

_(ua—pg—2p)—p +
> Silhy) < (v(p2 = po = 2p) =+ 10) S

|h1]<q?°

ou encore par (1.54) et la définition sous-jacente de S :

_ y(po—po—2p)—p1+Kg
2

Sg(r) < ({2 — po — 2p) — p + o) ¢" (1.58)

ce qui finalement, en écrivant Ss(r) = S§(r) + S5 (r) + Sg'(r), nous permet de dire

1

_ A(pa—po=2p)—p1+ng
2

> Ss(r) < (v(p2 — po — 2p) — 1 + o) ¢* +¢" " log ¢,

qp 1<r<q®
et donc, par (|1.56]) :

1
&

> 2 1S9l (1.59)

1<r<gr 1<s<gq?r
L gt ((v(uz — jto = 20) = i + o) ¢
(T(q’u*’“) + qm*m*l/ log qu2*M1)_

_ A(ra—pp=2p)—p1+ng
2

+ g ?logq” )

Nous allons maintenant démontrer le Lemme [I. 7.4l

Preuve du Lemme[1.7.4] Soit 0 < X\ < us — p19. Nous séparons la somme définissant
G i01a—po (1) selon les restes de la division euclidienne de u par ¢*. Si on suppose
pr — o < A < pig — po, comme (u+vg*)g" = ugh mod ¢, nous pouvons écrire en
remplacant dans cette somme ugh® par vgho™ + ugh, avec 0 < u < ¢*, de sorte a
séparer les variables modulo ¢! :

G#O,HZ —HO (t)

1 vt
_ E Ho+A
q#z*/m*/\ f(U(] )6 ( q/t2/t0/\>

0§v<q“2*“0*>‘

1
o

Z f(uQMO + qu0+A)f(Uquo+A)f(M1)(uquo)e <_ ut ) ‘

fi2— 10
q 0<u<g? q

Dans la ligne du bas, Mauduit et Rivat remplacent f par la fonction tronquée
flrotA+rs) associée, ol pg est un parametre qui sera optimisé. Ils décomposent donc
G uz—po (1) = Gruopo—po A1 () + G pa—por2(t); 00 Gy g 22(t) est le terme dler-
reur correspondant au changement de fonctions. L’estimation du cas G up—po.r1 ()
se traite dans notre cas exactement comme dans le leur et on a ’estimation, uniforme
ent:

Z ’G“07#2_#07A’1(k+t)|2 < q3p3+2(u1*u0)*27(>\)<10gqmﬂtl)?. (1.60)

0<k<gr2—H0o—A
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Si & présent, on note W, I'ensemble des entiers w = u + v tels que

F(ugh® 4 vg" ) flogrot) # fUorAHe) (ught 4 pghot?) fluotAten) (yguo+),
alors nous avons par la faible propriété de propagation, I’estimation
‘W)\| < quz—uo—p3+logp3_

De plus,

1
ql@ —Ho

S e (- ).

w<ght2—Ho

GHOvMQ_M01>\72 (t) -

ou i (w) désigne la différence entre la fonction et la fonction tronquée. Ainsi |c} (w)| <
2 pour tout w et cy(w) = 0 si w ¢ W, : en effet, les fonctions étant de module 1,
le module de la différence est majoré par 2 si la différence se fait, c¢’est-a-dire si
w € W,. Mais alors on peut écrire en complétant la somme :

Z |Guo,u2—uo,k,2(kj + t)|2

0<k<gtz—Ho—A

1 / P (w _ w/)t
< prI— > Y. Alw)d(w)e <_quz—uo>

w<gh2—Ho w! <gh2—H0
e ()
P P S
k<gh2—Ho qrz—ro
! Wl
- Y dwre 2l

q#2*#0
w<gh27Ho

< querlog p3

De ceci combiné avec ([1.60]), nous obtenons

Z |G#07u2—uo(k + t)|2 < q3P3+2(#1—#0)—27(>\) (log q#2_#1>2 4 q—P3+logP3’

k<qh2—ro—>

nous concluons en choisissant, comme Mauduit et Rivat, p5 = max(1, | 5(y(\) — 1 +

fo)])-
O

Nous n’avons plus qu’a réunir les équations ([1.51f), (1.52)), (1.53) et ((1.59) pour
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obtenir :
S ()"
< q4(u+1/)f2p+210gp + max(7(q),log q) (1 + l/)w(q) q4(u+V)f2p’+log B
+ P N M (|S4(7‘, s)| + max(log ¢"°, T(q“o))q“+”_2”)

r<qf s<q2p
< max(log(g"), T(g?)) g )22 lose (1.61)
+max(7(q),log g)(ju + v)* W g2 Hosm (1.62)

(
1q ,u+u)(log q) (,u + V) M+V+3(M2*#0)+2p(q*1’ + q*l@) (1.63)

4 q3”+3u _ 7(#2*#0*30)*M1+H0 I qip log qp>

(1.64)

qu+l/+,u1ﬁu0 (7(”2 — o — 2,0) — M1 +:u’0) q

(T(g"* 1) + ¢ log g2 71 |.

Nous rappelons, pour faire notre choix de p, que pus = p+ 2p, py = p — 2p et
to = 1 — 20 et que 7p < pet p' < p.

Puisque la fonction v est croissante, nous avons 7y (us—po—2p) > Y(po—p1—2p) =
v(2p). De plus, comme y(z) < x/2 (remarque (26) de [MR15]), on a

V(o — o — 2p) — 1 + po < y(4p) < 2p < p < log(g”).

Nous constatons également que 7(g#2 1) < (po—p1)*D7(q) et po—py < p—2p <
v — 2p de sorte que g"2 17" log g"2~# est borné et donc le terme ([1.64)) est

O(q4(u+1/)+3/2(mfuo)fv(2p) log(¢”)7(q) (12 — Nl)w(q))- (1.65)
Puis, du fait de la forme de p, le terme ([1.62)) est

O(max(7(q), log q)(pu + v)* (Vg k) =20") (1.66)

Notre estimation de |S;7|* devient de la méme forme que celle trouvée dans [MRI5],
on peut alors déduire, en faisant les mémes choix que les auteurs :

[Sr1(9)[* < max(7(q) log ¢, (log q)°) () Hos rrmex(a)2) glusdv=aGL/IBD/5 - (1,67)

En rappelant ¢"t"=* < z < ¢"*, en utilisant les Lemmes [A.1.2] et [A.1.3| avec les
estimations ([1.44]) et (1.67]), nous obtenons :

> An)f(n)e(9n)| < (logz)” (1S1(9)] + S (9)]) ,
z/q<n<z
et
> pn)f(n)e(@n)| < (logx)* (IS1(9)] + |Si(9)]).
z/q<n<z

Comme les estimations et (| - ) fournissent
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y((putv)/3))
2

|SI(19)| < (log q)5/2<,u + V>2+10gqq,u+y_

ainsi que
|S11(9)] < max(7(q)log q, (log q)*)"/* ( + v)!/>Hosa/tmax(e(@). /4 gtv=aGLu/I5)/20,

nous pouvons conclure la preuve de ce théoréme comme le font Mauduit et Rivat.

1.8 Applications

Dans cette partie nous appliquons les résultats des Parties et pour obtenir
une large classe de fonctions qui vérifient un théoréeme des nombres premiers.

Nous avons vu que si une fonction vérifiait la faible propriété de propagation et
la propriété de Fourier, alors elle vérifiait la majoration (3.2). De plus, nous avons
vu dans la Partie [1.5] que les fonctions associées aux suites [-récursives vérifiaient
la faible propriété de propagation (Proposition . Enfin, nous avons vu dans la
Partie que, pour une fonction associée a une suite [-récursive, pour vérifier la
propriété de Fourier , il suffisait de trouver « réel et wy, wy de taille § — 1 de
méme suffixe, et k1 et ky de sorte que

a(g(wr - k1) — glwr - k2) — glwa - k1) + g(wa - k2)) & Z. (1.68)
Nous notons
K= K<97W17w2, k1, k‘z) = g(wl : k‘l) - g(wl : k/‘2) - Q(Wz . kl) +9(W2 : k2)- (1-69)

Nous allons ici donner des exemples de suites S-récursives, et montrer que pour
certains ki, kg, w1, ws leurs fonctions de propagations vérifient si et seulement
si a n’est pas un entier. Il y a deux grandes classes de fonctions, que nous traitons
séparément :

1.8.1 Nombre d’occurences

Proposition 1.8.1. Soit 5 un entier supérieur ou égal a 2, et soit B un sous-
ensemble de X5 tel qu’il existe un mot w dans B de sorte que pour chaque extrémité
de w, 1l existe une lettre telle qu’en remplacant 'extrémité par cette lettre, le nouveau
mot obtenu ne soit pas dans B. Il est donc demandé qu’il existe ly # €—1(w) et
ly # eo(w) des lettres telles que

l "Wg-1) ¢ B, (1.70)
oV .1, ¢ B, (1.71)
et
ll '6572((,0)... '61(&)) 'l2 ¢ B. (172)
Soit a présent (a(n))n>o une suite 3-récursive de fonction de propagation g = > 1,.
xX€B

Alors K =1 et (e(aa(n)))n>0 vérifie un théoréme des nombres premiers et un prin-
cipe d’aléa de Mébius si et seulement si o € R\Z.
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Démonstration. En choisissant dans (1.69), w; = @™V wy =1, - €5 2(w) ... - 1 (w),
k1 = €y(w) et ko =y, on a wy - k; = w et donc :

K =g(w)—g@P 1) — gl - wu_1y) + g(li - €g—a(w) ... - e1(w) - lp) = 1.
O

De ce résultat a premiere vue tautologique, on tire de nombreuses conséquences.
Le fait que K soit égal a 1 implique que est équivalente a o non entier, ou
encore que les suites S-récursives ayant une fonction de propagation correspondant
aux conditions de la Proposition vérifient la propriété de Fourier si et
seulement si a n’est pas un entier.

Or ce type de fonction recouvre de nombreux cas classiques. Par exemple :

(I) Si on prend B = {w}, alors il existe w € B vérifiant (L.70)), (L.71) et -

(n’importe quelle lettre convient), et si on pose a(k) = 0 pour tout k< g«i=t,
on trouve les suites qui comptent le nombre d’occurrences d’un mot quelconque
de taille supérieure ou égale a 2.

(IT) Soit £ > 1. Si on prend B = {a - - b,y € ¥}, on trouve alors que g = 1,.2.4,
et donc le nombre d’occurrences des mots de la forme aZb ou Z est un mot
arbitraire. En particulier ¢ = 2,4 = 1,0 = 1 donne la suite introduite par
Allouche et Liardet dans [AL91]. On peut 'améliorer de sorte a assigner des
lettres fixes entre les deux extremités en posant B = {ag 7o a1 - - * Vi agr1, Vi €
Yy V0 <0 < k}, ou ¢ est une fonction de N dans N arbitraire.

(ITT) Si on suppose qu’on n’est pas dans le cas ¢ = 8 = 2, on peut prendre B =

U {a---a} pour compter le nombre d’occurrences des mots de méme taille
a€eXy
et ayant une seule lettre, comme 000, 111 et 222 pour ¢ =3 et k =3 .

Notre condition permet de traiter de nombreux cas classiques. En revanche
la suite (a(n)),>0 qui compte le nombre de mots 00 et 11 dans Iécriture de n en base
2 n’entre pas dans ce cadre. En effet, sous ces conditions, la fonction de propagation
g(a-b) vaut 1 si et seulement si a = b =0 ou a =b =1 et alors quels que soient wy,
wy de taille 1 et kq, ko de taille 1, on a

K| = |g(w: - k1) — glwa - k1) — g(wr - ka) + g(w2 - ko)
= [g(00) — g(01) — g(10) + g(11)|
=2=0mod 2,

et @ = 1/2 implique forcément que pour tout wy, we, k1, ko
aK (g, wri,ws, k1, k) € Z,

ce qui est censé étre proscrit.

1.8.2 Polynoémes sur les chiffres

Dans cette sous-partie, nous résolvons partiellement la question posée par Ka-
lai [Kall2] & travers la démonstration du Théoréme et du Théoreme
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Soit r un entier supérieur ou égal a 1. Nous associons a tout polyndme R de
Z[Xy, ..., X,] une fonction R : A" — Z par R(v) := R(eo(7), .-, —1(7)).
Nous rappelons le Théoreme |0.4.1]

Théoréme 1.8.2. Soient N un entier supérieur ou égal a 3, B un entier compris
entre 2 et N — 1. Soient 1y ld tels que 1 = i1 < iy < ... < ig = . Nous
définissons alors un polynome Py de Z[Y1,...,Ys] par

P(Yy,...,Ys)=Zi ... Z;, Y

1d—1 " td»
ot la variable Z; signifie Y; ou 1 —Y;. Soit le polynome a N variables

N—B+1

Py(Xy,...,Xn) = Y, Pi(X;..., Xippo1),

=1

alors il existe des constantes absolues strictement positives Cy et Cs telles que

_ S EIPN .
S puln () o NN TN R (%) (N — o0), (1.73)

ot Py(n) = Py(eo(n), ..., en—_1(n)).

Démonstration. La suite S-récursive (a(n)),>o de fonction de propagation g : X3 —
N qui a comme valeurs

g(w) = Pi(w),
et elle vérifie pour tout n inférieur a 2V, du fait que pl(azl, ...,2p-1,0) = 0 pour
tout (x1,...,25-1), :

a(n) = Z: (€irp-1(n)---€(n))
v

= 9g(€irs-1(n) -~ €(n)).
i=0
Soient (4, ..., xi, ,) € {0,1}97% de sorte que Z;, (z;,) = 1 pour tout k. Si w est un
mot de taille 5 — 2 tel que €;, _1(w) = x;, pour tout 2 < k < d — 2, en se rappelant
que i, = 1 et i = 3, il vient que

g1l w-1)—g(0-w-1)—g(l-w-0)+g(0-w-0)
= Zi(en1(w)) -+ Ziy,

(€ 1(W)) (23, (1Y, (1) = Z;, (1)Y,(0) — Z, (0)Y3,(1) + Z4,(0)Y5,(0))
= Z1(1)Y5(1) = Z1(1)Y5(0) — Z1(0)Y5(1) + Z1(0)Y3(0)

= Z1(1) — Z:1(0),
et comme Z; =Y ou (1 —Y;), on conclut que

g1 w-1)—g(0-w-1)—g(1-w-0)+g(0-w-0)] = 1.
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Donc par le Corollaire [I.6.7], qui relie la propriété de Fourier & la norme infinie
de la matrice généalogique, la Proposition [I.6.8] et le Corollaire qui, mis

ensemble, fournissent une majoration de cette norme en fonction de K, la fonction

f(n) =e (%PN(EO(”% cee EN—l(n))) associée au polyndme Py vérifie
1 . /)
K __— (9B _ 2
ON ng;Nf(”q Je(nt)| < BIN/B] (2 8(sinm/8) )

ceci a pour conséquence qu’elle vérifie la propriété de Fourier avec

0g(2P — 8(sin7/8)?
o) = L) (PEE SR )

log(1 — 2379 (sin 7r/8)?)
log 2 '

= [N/B]

Nous avons alors, par le Théoreme [1.2.5] qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

> un)f(n)

n<2N
< NeoN+LLN/80)/8] log(1—23~8(sin7/8))?) /20 log 2+0o(| | N/80| /3| log(1—23~B(sin 7 /8))?) /20 log 2)

_ (sin 7r/8)2 B
< NCQN N200/325 10g2+0(N/52 )

)

ou la derniére ligne a été obtenue en utilisant le fait que log(l — z) < —z pour
z € [0,1). Notre théoréme est ainsi démontré.
O

Nous allons a présent démontrer le Théoréme [0.4.2] que nous rappelons

Théoreme 1.8.3. Soient N un entier supérieur ou égal a 3, 5 un entier compris
entre 2 et N — 1. Soient iy,...,iq4, telles que 1 = iy < i3 < ... <ig = (. Nous
définissons alors un polynome Py de Z[Y1,...,Ys] par

Pl(Yl,...,Yg):Zi Zz

FR)
ot la variable Z; signifie Y; ou 1 —Y;. Soit le polynome a N variables

PN(Xla---yXN) =

N-p+1 B B
S [PX o Xivpa) + Po(Xiy o Xippoa) + Pa(Xig, o, Xivpa)|
i=1
avec Py et Py des polynémes de Z[X1,...,Xp-1] quelconques. Alors, il existe des

constantes absolues Cy et Cy (les mémes que celles du Théoréme strictement
positives telles que

N1 o N
S un)(~1) « NO TN R (%) (N = o0),  (L74)

2N -1<p<oN

ot Py(n) = Py(eo(n), ..., en—1(n)).
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Démonstration. Puisque 2V°! < n < 2V, n a exactement N chiffres dans son
écriture binaire finie. La suite S-récursive (a(n)),>o de fonction de propagation
g : g — N qui a comme valeurs

g(w) = Pi(w) + P (Wiw(—1) + Py (@|-1)

vérifie pour tout 2V1 < n < 2V

Ta(n)—B
a(n) = 3 gleirsa(n) ()
N-p
= 2 g(€iyp-1(n)---€(n)).

La preuve du Théoréme [0.4.1] se transpose alors a notre cas. ]






Chapitre 2

Blocs de taille croissante

2.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons étendu les travaux que Mauduit et Rivat
ont effectués dans [MR15] en démontrant un théoréme des nombres premiers et un
principe d’aléa de Mobius pour une suite (a(n)),>o, out a(n) vérifie

Ty(n)—B+1
a(n) =a Qn/qTq(n)fﬁﬂJ) + > glen),.. eirp1(n))
i=0
avec g : {0,...,q— 1}ﬂ — N une fonction possédant une contrainte peu restrictive et

T,(n) valant |logn/logq], et ol €g(n), €1(n),. .. sont les chiffres de n en base ¢. Une
conséquence de la méthode employée est 1'obtention du théoréme suivant (Théoréme
0.4.1)) :

Théoréme. Soient N un entier supérieur ou égal a 3, B un entier compris entre
2 et N —1. Soient iy,...,iq tels que 1 = 1y <iy < ... <ig = [. Nous définissons
alors un polynéme Py de Z[Y1,...,Ys] par

P(Y1,....Y3)=Zi, ... Z;, Y,

1d—1 " td)
ot la variable Z; signifie Y; ou 1 —Y;. Soit le polynome a N wvariables

N—-p+1 5
PN(Xl,. .. ,XN) = Z Pl(Xiy- .. aXi+ﬁ—1)7

=1

alors il existe des constantes absolues strictement positives C et Cy telles que

S un 1)Pv(m) & NCio N-CaN g o (a2ﬂ> (N = ), (2.1)
n<2N
ot Py(n) = Px(eg(n),...,en—1(n)), et ot eg(n),e1(n), ... sont les chiffres de n en

base 2.

Ce théoreme est non trivial pour tout 8 < clog N avec ¢ < 1/logq. Il suggere
donc qu’il est possible d’obtenir un théoréeme des nombres premiers pour des fonc-
tions qui comptent des blocs dont la taille varie en fonction de T,(n). Le cas le plus
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simple d’une fonction comptant les blocs est celle qui compte en base 2 des blocs
exclusivement composés de ‘1’, aussi nous nous sommes concentrés dans ce chapitre
sur ce cas particulier (en réalité un cas un peu plus général, mais restant dans I'esprit
de ce cas).

Soit P : N — N une application croissante. Si

est I’écriture de n en base g, nous définissons une suite (ap(n)),>o par,

ap(n) = _ei(n). .. €iper,m)(n).

>0

et pour « réel, nous définissons fp(n) = e(aap(n)) la fonction associée a ap.
Le cas P(z) = x en base ¢ = 2 donne

ap(n) = eo(n) - - ey (1)

To(n)
) 1siom= ) 20=200
i=0
0 sinon,

aussi il est intéressant de se demander quelle fonction est admissible pour que la
méthode de Mauduit et Rivat s’applique.
Dans ce chapitre, nous démontrons les théoremes suivants :

Théoreme 2.1.1. Soit P une fonction croissante, positive, et a valeurs entieres
pour laquelle il existe une constante strictement positive ¢ < 1/log q telle que P(y) <
clogy pour tout réel y assez grand. Alors uniformément en 9 € R :

< dy(q)(log x)“#xq*éw(ﬁlﬁﬂ i),

> A(n)fp(n)e(vn)

n<zx

avec )
log (qp(k) -8 (sin %) )
P(k)logq

7P<l7k):l 1—

et ¢h(a) = "% max ((log q)", 7(0)'*) (log )"

Théoreme 2.1.2. Soit P une fonction croissante, positive, et a valeurs entieres
pour laquelle il existe une constante strictement positive ¢ < 1/log q telle que P(y) <
clogy pour tout réel y assez grand. Alors uniformément en 9 € R :

< & (q)(log )+ 2 ggsve (o L L Lisgs )

> u(n) fr(n)e(vn)

n<x

avec vp et définie par (2.2) et ¢ (q) définie dans le théoréme précédent.
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Le Théoreme [0.4.3] présenté dans l'introduction de cette theése est 1’exemplifi-
cation des résultats de ce chapitre au cas ¢ = 2. Dans le cas particulier ou P est
I'application constante égale a d, et ¢ = 2, la suite (ap(n)),>o correspond a la suite
(ba(n))n>0 et notre résultat est traité dans 'article de Mauduit et Rivat [MR15].

Il serait possible de combiner les idées du chapitre précédent avec celles de ce
chapitre, sans négliger un certain nombre de contraintes techniques, pour obtenir ce
type de résultat pour toute classe de polynémes (Qn,pn))n>o de Z[ X1, ..., Xy] de
degré P(N) et de la forme des polynomes introduits dans le Théoréme [0.4.2} et ceci
pour toute fonction P & valeurs entiéres satisfaisant & P(y) < clogy et ¢ < 1/logq :
les contraintes ne portent pas tant sur la forme précise du polynéme considéré que
sur la vitesse de croissance de P.

Certaines hypotheses semblent plus indispensables : le fait que P soit croissante
est utilisé dans de nombreuses et importantes estimations. Par ailleurs, P n’apparait
dans ap(n) que sous la forme P(T},(n)) : ceci veut dire que les blocs ne sont de taille
potentiellement différentes que si les entiers ont un nombre de chiffres en écriture
finie différents. Cette propriété est fondamentale dans notre raisonnement.

La technique utilisée ici repose sur un controle uniforme de la transformée de
Fourier de fp. Un meilleur contréle de celle-ci entrainerait une amélioration immé-
diate et sans difficulté de la vitesse de croissance de P. Remarquons toutefois que
la vitesse maximale pour que ap soit non nulle, P(x) = = est hors d’atteinte car
les conclusions du théoréme seraient alors fausses. En effet, le Théoréme [2.1.1] im-
plique (par intégration par partie) une équirépartition des nombres premiers selon
les classes de congruences de ap (résultat démontré dans la Proposition . Une
conséquence du théoreme pour P(z) = x, serait que la moitié des nombres premiers
seraient des nombres de Mersenne. Nous verrons dans le Chapitre 3 que la vitesse
P(z) < logz/logq est la limite au-dela de laquelle la méthode ne permet plus de
conclure.

Ce chapitre et le suivant font 'objet d'un article en cours de préparation [Han16al.

2.2 Notations

Pour des raisons techniques nous ne regarderons pas la suite (ap(n)),>o mais
une application ap : N x N — N a deux variables définie par :

ap(2,y) =Y €irp) (@) (@), (2.3)

>0

la premiere variable nous donne des informations sur les valeurs des chiffres, tandis
que la seconde porte sur la taille de I'entier. Nous définissons alors agf) (x,y) =
ap(z mod ¢°,y). Avec ces définitions, nous avons ap(n) = ap(n,T,(n)) et a¥ (n) =
a¥ (n, T,(n)) = ap(n mod ¢”, T,(n)).

Si a est un nombre réel, nous définissons fp(z,y) := e(aap(z,y)), fr(n) =
fp(n,T,(n)), etc. Nous définissons également

2 a,y) = fE ) £ ().
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Il s’agit d’'une fonction doublement tronquée qui jouera un role crucial dans les
estimations des sommes de type II.

Remarque 2.2.1. La fonction yp définie par (2.2)) intervient dans le controle de la
transformée de Fourier de fp. Ainsi, tout comme dans [MR15] nous avons

2

L= 2 % > fe(ug® k)e(—u(h +1))| < ¢*72rOD

0<h<g? q 0<u<g?

et donc yp(\, k) < A\/2.

2.3 Panorama de la preuve

Comme au Chapitre 1, la preuve des Théoremes et repose essentiel-
lement sur la méthode que Mauduit et Rivat ont développée au cours d'une série
d’articles (voir [MMRI15, MR10, MR15]).

Leur idée consiste a montrer qu'un contrdle de la norme infinie de la transformée
de Fourier d’une fonction f, définie d’une certaine maniere sur les chiffres, permet de
montrer une orthogonalité asymptotique entre f et les fonctions A et u, via I'identité
de Vaughan (ou son pendant). Ce controle a été formalisé par la Définition m

Afin de rendre cette connexion avec la transformée de Fourier possible nous
avons besoin de la Définition qui est une formalisation : pour les fonctions
qui nous intéressent, seuls les chiffres du milieu de la décomposition en base ¢ sont
significatifs.

Une tentative naturelle pour montrer un principe d’aléa de Mébius et un théo-
réme des nombres premiers pour une fonction basée sur les chiffres consiste a essayer
de vérifier 'une et lautre définition. Dans le cas ou P est constante, Mauduit et
Rivat le vérifient dans [MR15] pour notre fonction ap. Seulement, si P n’est plus une
application constante, la vérification de ces deux conditions devient délicate. L’ob-
tention de la propriété de Fourier dans le cas P constante est due au fait que, la taille
du bloc étant un moment donné “petite” par rapport a la taille d'un entier n, 'appli-
cation f(n) = e(aa(n)) s’avere vérifier une formule proche de f(qgn+r) = e(«)f(n).
I1 est ainsi possible de trouver une formule de récurrence de la forme

Z V(n)e(nd) = M(0) Z V(n)e(nb),

n<q? n<g -1

ou M est une matrice carrée dont la taille dépend de g et de f, et V' est un vecteur
dont les coordonnées dépendent de f.

Trouver ce type de récurrence dans notre cas est ardu, parce que, si 7 est tel que
P(1) # P(t — 1), et ny,ny de la forme

T7—1 T
ny = Z Gi(nl)qz7 ng = Z€i<n2)qz
i=0 i=0

nous avons
ap(nl) = Z €i+P(T—1)(n1) e €i<n1>

>0
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et
ap(ng) = Z €i+p(r)(n2) . .. €(n2)
i>0
=D _cirr(r)(n2) . €irpir_nr1(n2)€irpr—1)(n2) - . €i(n2).
i>0

Au vu de ces deux écritures, le nombre de chiffres considérés n’étant pas le méme
pour n; et pour no, il semble difficile de trouver une récurrence de la forme

> Ve(n)e(nd) = M(0) Y. Vp(n)e(nd).

n<gk n<gh—1

Ce principe fournit néanmoins une propriété de Fourier 1égerement altérée, en
regardant les n qui possédent le méme nombre de chiffres, et en sommant ensuite
sur toutes les tailles possibles.

En revanche, dés que P n’est plus constante, il est impossible d’avoir la propriété
de propagation. Si nous reprenons notre 7 tel que P(7) # P(7 — 1); alors, pour n
tel que T,(n) = 7 et n mod ¢ < n,

ap(n mod ¢°) = Z €i4P(T,(n mod o)) (n mod ¢”) . .. €;(n mod ¢”), (2.4)
i>0
et alors nécessairement P(T;,(n)) = P(7) # P(T,(n mod ¢”)). Le nombre de chiffres
considérés pour n; et ny mod ¢” n’est pas le méme et on ne peut pas espérer de
simplification dans 'expression ap(n) —ap(n mod ¢?). Il n’y a donc a priori aucune
raison de pouvoir controler le nombre de [ tels que

ap(lg” +k1) —ap(lg” + ki + ko) # ap((l¢° + k1) mod ¢”) —ap((lg" + k1 + k2) mod ¢”)

si lg" est “beaucoup plus grand” que ¢”. Nous nous trouvons alors dans ’obligation
de redéfinir la propagation de maniére a contourner ce probléme, ce qui modifie
considérablement la preuve de [MR15].

Ainsi écriture d’un entier en base g nécessite deux informations : sa taille, T, (n),
et ses chiffres significatifs, c’est-a-dire ceux situés avant sa taille. L’idée principale de
ce chapitre consiste alors a regarder, non pas une fonction a une variable ap(n) mais
une fonction a deux variables ap(ny, ny) la premiere variable codant I'information
digitale, la seconde l'information de taille, T, (n), et notre probléme consiste a regar-
der ap(n,T,(n)). Des lors, la troncation ne portera que sur la premiere variable, et
une propriété de propagation altérée devient possible (Lemmes et . Nous
sommes ainsi loin de la démonstration donnée dans le chapitre précédent, ou seules
certaines modifications numériques de [MR15] suffisaient.

Comme dit précédemment, la preuve de [MRI5] utilise 'identité de Vaughan,

qui relie
> An)f(n)

n<z

a des sommes plus faciles a estimer :

Si(0) = > > f(mn)e(dmn)

n
Mjg<m=M | riv,N)
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et
Su(@) = > > awb, f(mn)e(Imn),

%<m§M N/q<n<N

ou ici |apl, |by] < 1, M et N sont des entiers reliés I'un a 'autre de manieres
différentes selon Sy et Syr, m et n des entiers tels que M /g <m < M, N/¢g<n <N,
veRet I(M,N)C[0,MN).

Apres avoir complété S;, nous introduisons (modulo un terme d’erreur) la fonc-
tion tronquée dans ’espoir de relier S; a la transformée de Fourier. Ici deux difficultés
surgissent.

Premierement il est plus difficile, malgré le travail préliminaire déja mentionné,
de séparer la structure digitale de la structure multiplicative du probleme. Mauduit
et Rivat procedent de la sorte : si n est écrit sous la forme u + vg™ avec u < ¢~, si
w = v mod ¢” et si P est constante, il résulte que

2 (o 0g") = f57 (u o+ wg),

mais si P n’est plus constante, ce n’est plus le cas, car T,(u+vgr) # T,(u+wg") en
général. Pour contourner le probléme, nous passons par l'idée suivante : pour n un
entier en considérant 1'écriture n = u+vg" avec 0 < u < ¢*, en posant T,(n) =1, et
w = v mod ¢°, nous introduisons n’ = u + wg* + ¢"?|¢"=?]. Alors nous avons pour
tout 0 <i<kK—+p:

T,0) = Tyutwgt +qg ) — T, (vq")
{ e(n') = e(u+wg® + ¢ ¢ "] mod ¢"*°) = &(u+ vg®).

D’une certaine maniere, n’ est mieux adapté au processus de séparation des
informations digitales et de taille d'un entier n. Le role de ¢"**|¢'~*| est de continuer
a indiquer la taille de n.

D’autre part pour les petits entiers le contrdle de la transformée de Fourier se
révele impossible. Nous différencions donc notre estimation selon les cas ou un tel
controle est possible et ceux ou il ne l'est pas, et afin de majorer proprement les
occurrences du second cas, nous exploitons le fait que la croissance de P ne saurait

A?tre trop forte. Ces difficultés techniques mises & part, le traitement de S; suit la
méthode utilisée dans [MRI5].

Le contrdle de S;; commence comme dans [MRI5]; & savoir que la premiere
étape consiste a lisser la somme, c’est-a-dire a se rapporter a une somme ou n’inter-
viennent pas les coefficients a,, et b,. Cette opération conduit a regarder une double
corrélation :

SO ((m+ sg ) (n+ 1)) f8 (m(n + r)) FE2 ((m+ sqe)n) f42) (mn). - (2.5)

A ce stade de la preuve, Mauduit et Rivat introduisent une fonction doublement
tronquée f 1(3” 12) qans le but d’effectuer le reste des calculs uniquement sur les chiffres
du milieu :

Sy(r,s) =357 ) (m+ sg™) (n + 7)) f54 (m(n + 7))

LR (m - sqra)n) FEF) (mm). (2.6)
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Une motivation possible de cet acte est que, contrairement a la situation dans ([2.5)),
les entiers considérés dans (2.6 se trouvent “indépendants” : les chiffres compris
entre y1; et pp de mn sont différents de ceux de m(n + r) (du fait de 'ajout de r).

Une autre raison de faire ce calcul est qu’il permet d’utiliser tout un panel d’ob-
jets liés a I’analyse harmonique. Toutefois si la perturbation est trop forte (typique-
ment p; > T,(m)), la taille des entiers considérés peut en Atre altérée, et le passage
d’une fonction simplement tronquée a doublement tronquée, peut, dans notre cas,
A2tre compromis (des raisons détaillées de ce fait se trouvent dans la Partie .

Fort heureusement, si la perturbation est petite, ceci n’arrive que tres rarement,
et nous majorons le terme d’erreur dans le Lemme [2.6.4] 11 suffit alors de déterminer
une perturbation acceptable (on prendra pu; = T,(m) — 3p et s < ¢*’). Ce dernier
fait est, selon nous, avec le fait de séparer des le départ les notions de tailles et de
chiffres, la nouveauté principale de ce chapitre. Nous pouvons démontrer le Lemme
au moins de deux différentes manicres. La premicre, suggérée par O.Robert,
consiste a remarquer que la fonction 7}, est croissante, et a obtenir une majoration
de la quantité désirée a ’aide des sommes d’exponentielles. La seconde, présentée ici
car plus élémentaire, plus courte et de meilleur terme d’erreur, a été suggérée par
T.Stoll. Elle utilise également les sommes d’exponentielles, mais de maniere cachée,
dans un lemme ici admis. Selon nous, la premiere idée possede toutefois 'avantage
de s’inscrire dans une plus large catégorie de problemes.

Une fois ce lemme établi, nous nous trouvons dans une situation tres proche de
celle de [MR15], a la différence pres que les quantités regardées restent liées, mais
si faiblement que nous pouvons continuer a exercer sur elles un contrdle similaire a
celui opéré dans [MR15] en prenant toutefois des précautions au niveau des calculs.
Ce sont ces précautions qui nous poussent & démontrer les Lemmes [2.6.2] et [2.6.3]

Ce chapitre est présenté comme suit. Les Parties et sont dédiées a la
collecte de résultats utiles, respectivement, au traitement des sommes de type I et
de type II. Ces résultats sont de différentes natures (analytiques, digitaux et har-
moniques) et leur démonstration est assez différente du schéma global de la preuve
principale : les inclure nuirait a la compréhension structurelle du traitement des
sommes. Dans la Partie nous exerA§ons un contrdle sur les sommes de type I,
et dans la Partie [2.7] sur les sommes de type II. Dans la Partie [2.§ nous réunissons
les résultats des Parties 2.3 et afin d’obtenir les théorémes. Enfin dans la Par-
tie 2.9, nous réunissons les différentes contraintes sur la fonction P obtenues dans
les parties précédentes afin de déterminer une croissance possible de P. Nous obte-
nons notamment que pour toute fonction a valeurs entieres P, telle qu’il existe une
constante strictement positive ¢ < 1/logq telle que P(x) < clogx pour tout réel
z, la fonction fp(n) = e(aap(n)) vérifie un théoreme des nombres premiers et un
principe d’aléa de Mobius pour tout a non entier. Enfin, nous fournissons dans la
Partie [2.10| une preuve que les suites que nous étudions ne sont pas automatiques.
Dans tout ce chapitre, P désigne une fonction a valeurs entieres.
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2.4 Travail préparatoire pour les sommes de type
|

L’essentiel des résultats présentés ici servent a la Partie 2.5 Le Lemme [2.4.2] sert
aussi & la Partie 2.6 Ce lemme est de nature digitale. Les Lemmes [2.4.3] et [2.4.4] eux
sont de l'ordre de I’analyse harmonique.

L’énoncé du lemme suivant est le résultat final d'un (assez) long calcul voué a
apparaA®)tre plusieurs fois dans la Partie .

Lemme 2.4.1. Soient p, v, ¢ > 2 et d des entiers. Soit M wun entier tel que
¢t < M < " et kg un entier tel que 1 < kg < 2(u+v) et ¢ < M?/d* < gt
Considérons enfin 0 < p1 < u+v—rg, 0 < h< q"1 et 0 < u < ¢ des entiers ainsi
que V' un réel. Nous posons pour | un entier quelconque

Craprt (U ) S et w4 gt g )
q ! w<qP1

py— hw

q
et
1 wd  uk’
S(M,d,l) = — Z Z Crgpr (U, R)e (— pw + /> .
0<h<qrt Moo M TV 02 l0<u<qgra q m
qd_ d (k:’,m’):l
Alors

[S(M, d,1)| < (log g)g™/>*".

Démonstration. Nous assemblons des parties éparses de la démonstration des sommes
de type I de [MR15].

Pour commencer

1
S ) o <logy,

M /o M
qd SV <7

donc par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

|S(M,d,1)|* < (logq)q™ Z Z Z

0<h<gr1 %Sm’<ﬂ 0<k'<m/’
q (k}/,m/):l

Z Crapri(U, h)e

0<u<q®d

<_ wd’ uk’

Nous utilisons alors I'inégalité du Grand Crible (Théoréme [A.2.4)) pour affirmer

M2
IS(M,d,1)]> < (logq)g” > <+d2> Yo ergpnius b

0<h<gr1 0<u<qg"d

q,quu m/

!
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Cependant

Z |Cﬁd,p1,l(u7 h’)|2

0<h<gr1

o

e
0<h<gr1 0<w,w’'<gP1

F()“d"‘ﬁl)(u + wgt + qnﬁm Lq /qu) (”d‘*‘l’l)(u + w'grd + grater qu/qplj>

fl(;cd—i-m)(qud + qnd—i-pl Lq /qle) r-ed-i-ﬂl)(w/qnd + qmd-i-pl qu/qf’lj)

1 . o i o
= 7qp1 Z fj(D d+ﬂ1)(wq 44 q d+p1 q /(] ‘ ' d+P1 u +wq" + g atp qu/qplj)
0<w<qr1

=1

2

par définition de fp. Ainsi

M2
S(M, d, 1) < (log q)¢*" (‘-’“*) S lemmi(n B)P

@ 0<u<g®d 0<h<qP1
< (log q)¢™ < ¢+ d2> q,

et comme g™t < M?/d? < ¢ le résultat est obtenu. O
Nous démontrons a présent un pendant de la propriété de petite propagation.

Lemme 2.4.2. Soit p, \ et k des entiers tels que PN+ k+1) <p et p< 3)\. Soit
B l’ensemble des 0 < 1 < ¢* tels qu’il existe 0 < ky, ky < g~ tels que

ap(lq® + kv + ko) — ap(lg® + k1) # a5 (Ig" + kr + ko) — a5 (1" + ky).

Alors
#B < q)\—p—i-P()\—Hﬁ-l).

Démonstration. Nous rappelons qu’ici a prior:

= €,y (nmod ¢°) ... (n mod ¢”)
i>0

+ Z €i+T,(n mod g#) (1 mod ¢°) ... €;(n mod ¢”).
i>0

Commencons par montrer que le nombre de [ < ¢* tels que T, (I¢" + k; + ko) #
T,(lg" + k1) est majoré par A + 1. En effet, cela n’arrive que s’il existe un m de
sorte que g™ + k1 < ¢™ < 1" 4+ k1 + ko. Ceci implique 0 < [ < ¢™" <[+ 2 et
doncl=q¢m " —1sim>ketl=0sim < k. Les valeurs de [ possibles sont donc
{0,g—1,¢*—1,...,¢" — 1} soient \ + 1 valeurs.

Nous pouvons a présent supposer que T,(1q" + ki + ko) = T,(l¢" + k1) quels que
soient [, ky, ko.

Soit a présent y < A+ K + 1 fixé. Pour tout entier n nous avons par (2.3)),

ap(n,y) = €rpw)(n)...&(n)
>0
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et

aﬁf)(n, Y) = €irpw(nmod¢”)...e(nmod¢”) = > €ppy)(n)...n).

i>0 i<p—P(y)
Ceci nous donne
ap(lq”™ + ki + k2, y) — ap(lq™ + k1, y) — agﬁp)(lqﬁ + ki + k2, y) + agﬁp)(lqﬁ + k1, y)

= Z {Q_;,_p(y)(lqn + ]{31 + k'Q) .. ei(lq” + kl + kz) - Ei_|_p(y)(lqﬁi + ]ﬁ) Ce 67;<qu + ]{71)} .
i>k+p—P(y)

Pour que cette quantité soit non nulle, puisque P(y) < p, il est donc nécessaire que

en-i-p—P(y)(quc + ki + k2) £ Ef-c-&-p—P(y)(qui + k1>a

(sinon, cela veut dire que la propagation s’est arrA®tée avant le chiffre d’indice
K+ p— P(y)), ce qui signifie

Ep—P(y)(l + (k1 + k2)/q"]) # 6,o—P(y)(l)-

Comme | (k; + k2)/q"] < 1, ceci ne peut étre vérifié que si ¢;(l) = ¢ — 1 pour tout
0 <i < p— P(y). Nous avons donc que le nombre de [ tels que la quantité soit non
nulle est O(¢*?+F®). Nous appliquons alors ce résultat avec y = T,(lg" + ki) =
T,(1¢" + k1 + k2) < A+ K + 1, et nous exploitons la croissance de P pour obtenir

#B < q)\*p+P(/\+I€+1) +A+1
et comme p < 3/4), nous avons A + 1 < ¢**, et le résultat est prouvé. O
Le lemme suivant fournit la propriété de Fourier.

Lemme 2.4.3. Soient | > 0 et k des entiers tel que P(k+1) <1, alors uniformément
ent€R:

Z fP(qu>Tq(qu))€(_Ut> S q’Y(l’K)>
ql—1§u<ql
avec
log (qP(””) -8 <sin 7r||4a|>2>
vl k) =1 (2.7)

P(k+1)logq

Nous remarquons que la différence avec la transformée de Fourier introduite dans
le chapitre précédent consiste essentiellement dans l'intervalle de sommation.

Démonstration. Dans cette démonstration, nous serons amenés a utiliser des objets

introduits dans le chapitre précédent, notamment dans la Définition Nous

commenA§ons par remarquer que, a & fixé, T,(uq") est constante sur ¢! < u < ¢!

et donc P(T,(ug")) = P(k +1—1). Soit donc f = P(k+ 1 —1) et V, le u-ieme

vecteur généalogique li¢ a la fonction f-récursive a(n) =Y €45(n)...€(n); alors
i>0

> fr(ug” Ty(ug™))e (—ut)

ql—1§u<ql

<

> Vie(—ut)

ql—1§u<ql

o0
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Nous obtenons donc, de maniere similaire aux Corollaires [1.6.7] et [1.6.10],

< (qp(”“) -8 (sin 7T”O‘”>2) LD(JMJ

> fr(ug”, Ty(ug"))e (—ut)

¢~ <u<q!

4

l

2\ P(k+1
< (qp(l“) -8 (sin 7T”404”> ) ( ) ;

ce qui acheve la preuve. O

Proposition 2.4.4. Si P(0) > 3, la fonction (I,k) — ~(l,k)/l est une fonction
croissante enl et en k sur [0,00). De plus la fonction v vérifie y(l, k) = y(I+k, k—k)
pour tout k réel.

Démonstration. Nous avons, par définition :

: Kiy([e% 2
,y(l, H) B log (qP(fi-H) —8 (Sln y) )
I P(k+1)logq

Y

mais pour tout K > 0, I'application

log(z — K)

T —
log x

a pour dérivée

1 .<logx _log(x—K)>_ 1 zlogz — (x — K)log(r — K)
(

(logz)? \z—K x log )2 z(z — K)
qui est positive si 2 > K par croissance de la fonction f(z) = xlogz. Ici z = ¢+
2
et K =8 (sin #) . La condition est donc vérifiée si P(0) > 3 par croissance de
P. O

Nous sommes maintenant en mesure de controler les sommes de type I.

2.5 Sommes de type I

Soient 1 < M < N tels que
M < (MN)Y3 (2.8)

et 1 et v les uniques entiers tels que ¢! < M < ¢* et ¢“~! < N < ¢” (ou encore
T,(M)=p—1,T,(N)=v—-1).

Soient également ¥ € R et [ := I(M,N) C [0, M N] un intervalle. Nous posons
alors

Si(0) = > > fe(mn)e(Imn)|.

n:
Mjq<m=M | c1(v,N)
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Théoreme 2.5.1. Soit P tel que

1
P(N—i‘l/—l—l)S’YP(?)(,u—l—l/)aﬂ-l-l/), (2.9)
alors nous avons uniformément en 9 € R :
S1(9) < (pu+ v)?(log q)3g v 1P Gltv) i)

ot yp(k,l) est définie en (2.2).

Démonstration. Nous commenA§ons par réécrire et compléter la somme de sorte a
nous ramener a une somme S; plus simple a manipuler. Soit 0 < [ < ¢"*" entier.
Pour % < m < M, nous pouvons écrire [ = mn avec mn € I si et seulement sil € [
et | = 0 mod m. Ainsi nous pouvons écrire la somme interne de S7(v) sous la forme

> fe(mn)e(9mn)

n:

mnéel(M,N)

- Y By % (W)l > <kl>

0<l<qn+v uel 4 o<h<gutv mockam \M
hu ) 1 1 hl kl
oy [ve() )Ly Ly fp(l)@(ﬁl— V+>.
0<h<gh+v (uel (q“+ ) Mo Ztm @7 o<l gty ¢ m

Nous en déduisons que,

Si@) =

M/q<m<M

h
£ [z ()
o<h<gitv \wel(M,N) \4
1 1 hl kl
— Z q,quV Z fp(l)e (19[ - q‘”"l’ + )‘ .

m 0<k<m 0<l<grtv m
En posant
1 1 (9= Lgmt)
M/q<m<M 7 0<k<m 0<i<grtv

et en remarquant que |I(M, N)| < ¢*™, on a :

Bl
SiW) < >0 min | ¢, jsin—=t ) Sp(h = 9g"T),
h<ghtv q*
ce qui nous donne, par le Lemme [A.2.10]
S1(9) < ¢t log " (%laﬂ}é S}(ﬂ’)) . (2.10)
‘e

Nous introduisons a présent la fonction tronquée. Pour ce faire, pour tout 1 < k <
%(u + 1), nous introduisons 1 < p < u+ v — K, que l'on choisira explicitement par
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1 It
la suite. En posant g(t) = > fe(e (— ) , et en écrivant [ = u + vq"~,
g l<grtv ¢
on obtient
1 . vt 1 N ut
9t)=——m— > [fr(vd")e (— WN) — 3" fr(u+vg") fp(vge)e <— W)
q /U<qp+ufn q q u<q'€ q
1 . vt )\ 1 (1) ) P pame [ — Y
= i > fe(vge <—q#+m> pr Do (w4 og") fp (vge)e ~ g
U<q,u,+ufn u<q/i
(2.11)
1 vt
+ — fr(vg")e (— > 2.12
grtvr U<Wz+:u_n (vg") grtvr (2:12)
i Z Frl KT (or) _ pletp) K\ p(E+P) [k _ ut
- p(u+vq") fr(vgs) — fp " (u+vg") fp " (vg®)| e el
u<g”

On rappelle qu’ici

fl(erp) (n)=e (aap (n mod ¢"* ", Tq(n))> :
Nous incorporons ([2.11)), qu’on nomme G, 1(t), et (2.12), qu’on nomme G, »(t), dans
S7(9) avec la valeur k = k4 définie par
¢t < M?/d* < g (2.13)

Ici le choix de k4 intervient avant tout pour des raisons techniques. En posant
t=19— %q“*”, la majoration devient :

1 k k
S}(ﬁ) S Z - Z Gnd,l (79 - qu_V) + Glid,Q (19 - q'u+y> J
1<d<M M e TV 0<k<m m m
@ e (kym)=d
(2.14)
ainsi S} est séparée en deux sommes :
, 1 ko
171(19) - Z Z — Grg1 (V= —q
1<d<M M _oens TV 0<k<m m
@ (k,m)=d
et
, 1 ko
T2(0) = Yo = > G|V ——q :
1<d<M M _poeps TV 0<k<m m
q - (k,m)=d
Controlons a présent le terme d’erreur Sj ,(¥). Supposons
Plu+v+1) <p, (2.15)
et iy
p< & (2.16)
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Par et (2.13)), nous avons 2(u+v) > kg, et alors p satisfait & p < 2(u+v — Kq)
de sorte que le Lemme [2.4.2s’applique avec A = pu+v — Ky, K = kg et p = p. Il vient

donc que le nombre de 0 < v < ¢g"T %4 tels qu’il existe 0 < u < ¢"? avec

frlu+vq™) fo(vgia) # Fot? (u+ vg™) firat? (vgra)

est O(gitv=ra=ptPtv+1)) En nommant W,, I'ensemble des couples (u, v) vérifiant
cette propriété, on a
##iikd < qu+ufp+fﬁu+u+1x (2.17>

Nous posons a présent
W, = {w = u+vg™ : (u,v) € W,,},

de sorte que v = 1y, 40 (W), ce qui est une écriture admissible puisque 3 (p+v) > Kq.
La quantité G, »(t) satisfait par ces considérations a

1 , wt
avec
s (0]
= 100 g ) (2 Tl @) = S50 @)1 40 0) )|
<2 ]l’ll)GWnd' (218)

Cette notation nous permet d’écrire

S = X Y Y [Guald gk /m)

1<d<M M < M f 0<k<m
q <

(k,m)=d
S}/2(M7 d)
: 1<;M W7 (2.19)
ol on a posé
1 wy  wk
To(M,d) = —~ > > Choypn (W)eE <_qu+v + — )‘
M <M 0<k/<m’ |w<gttV
qd d (k’,m’):l
Comme . )
> X ms > —<logg (2.20)
%<m’<%{ 0<k’'<m’ m q%<m/§% m

q - (k’,m’):l

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient que

2
, wy  wk’
> Choypr(W)e — + -

w<ql"+l’

2
}/,2<M7d)‘ < loggq Z Z

d<m/<1\d4 0<k’<m
(k' ;m")=1
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ce qui, par le Grand Crible (Théoréme , les équations (2.17)) et ([2.18]) et le fait

que M? < ¢** < ¢**¥, nous donne :

LML) < (logq) (@ + M) Y e, (w)]?

Kd;P1
w<q/»"+l’

< (log q)(¢"*" + M| d®)# Wi,
< (logq) q2(u+V)—p+P(u+V+1)'

Enfin, par (2.19)), nous concluons au fait que

1
}72(19/) < (logq)1/2 Z 7q—p/2+P(u+V+1)/2 < Maogq)3/2q—p/2+P(u+u+1)/2‘ (2'21)

1<d<M d

Controlons a présent le terme principal S7 (). Pour ce faire nous rappelons
I’élément principal consituant cette somme :

1 . vt
G/‘@ml(t) = n+rv—rqg Z fP(Uq d)e <_ p,-i—y—nd) (222)
q v<qu+u—nd q
1 P P P ut
e S (et ug™ ) FE (vgra e (— ) (2.23)
q u<g™d q

Le fait d’avoir introduit la fonction tronquée nous facilite la tache : (2.23)) est de
ce fait moins liée a (qui correspond a la transformée de Fourier discrete). Afin
d’expliciter le lien entre ces équations, Mauduit et Rivat introduisent le reste de la
division euclidienne de v par ¢” de maniere a rendre les deux lignes indépendantes.
Nous ne pouvons pas le faire directement : notre définition de f J(erp ) ne correspond
pas exactement & la fonction basée sur les restes modulo ¢"™”, mais a . Ainsi,
si w = v mod ¢*, on a clairement T}, (w) # T,(v) si p < T,(v).

Pour contourner ce probleme on définit [ = T, (v) et on pose 0 < u < ¢"¢. Alors
on a, toujours si w = v mod ¢” :

T,(u + wqte + ¢~at° | ¢! =°]) = T,(vg")
€((u—+wg™ + ¢"*P[¢""]) mod (¢"**)) = e;(u+vq™),

et ce pour tout 0 <7 < kg + p.

En effet, si p > [, alors w = v et |¢"?] = 0 et donc u + wgtd + ¢t | ¢ "] =
u~+wvq™. Inversement, si p <[, comme 0 < w < ¢ —1et 0 < u < ¢ —1, nous avons
u+ wgtd < gfd — 1 + q“d""ﬂ = qﬁd-i-P — 1 et donc Tq(u + wqgtd + qﬁd+P qu—PJ) =
T,(¢""4) = 1 + kg = T,(vg™®) = T,(u + vg™), et comme ¢"*"¢ = 0 mod (¢°**¢), on a
la seconde ligne.

Ainsi si on isole les entiers selon leur taille, nous obtenons une indépendance

entre (2.22) et (2.23)). Plus précisément :
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GNdJ(t)
vt 1 v —w

V—K Z Z Z fP(Uqu)e <_ V—K ) q° Z c (h )

q.u'i‘ d WP 0<I< it v—rg gl <y<q qM"F d qp e qﬂ
(2.24)
1 K, K ut

ﬁ f( atp) (u + wg™ _'_qnclJrPqu *fy ( dJFP)(qud + grate|gl=r] e <_q#+”> )

u<g"d

- Y ¥ { S Gy pa(u, B)e ( qﬁy)] (2.25)

0<l<p+v—rg h<q’ u<q”d

[,z pern(tae)] em

p
ql 1<v<q q

avec
c,{dyp, 1(u, h)
; ; ; ~ hw
= X I g+ L IR o+ o) <_qp>'
w<qP

Il reste désormais a isoler définitivement ([2.25)) de (2.26)). On remarque d’abord
que dans (2.25), certains [ doivent étre traité a part. Si P(l + kq) > [ et n est tel
que Ty(n) =1, alors € pairy(n)...€(n) =0 car I = T,(n) est 'indice du dernier
chiffre non nul de n, et la somme composée des e(aa(n)) est alors triviale.

Soit donc

My=max{0 <!l < pu+v—=rg: P(l+kg) >1}.

La borne triviale de My est p + v — k4, mais nous majorerons cette quantité plus
finement. Nous séparons la somme dans ([2.25) selon que [ < My notée G, (t)) ou
que [ > Mgy notée G, ,(t).

En majorant la seconde somme trivialement dans G, (), nous avons

GBS X g Y

Z C’idpth ( q,quV)‘

o<, hege 4" |usqea
Md (n+v)
< 2 2|2 empalu e~ )
0<I<My h<gP |u<qg"d
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mais par le Lemme [2.4.1] , nous obtenons
k
+v
> (7= )

0<k’'<m/’
1 Lo Myt
< 1, 2

(K',;m')=1
1<d<M L
- - d
u(® — 54"
S

> >
k'<m/ u<qtd
)=1

>y

1<d<M %Sm/<

(2.27)

!
um
d

m/ <

S

0<I<M, 0<
(K'm/

h<gr

lo 1
< g4 Z ngd—l-nd—i-p/QMd‘

qrty

1<d<M

Cependant, comme la fonction P est croissante et que, par (2.8) et (2.13), 1 <
kg < k1 < %(u + v), nous avons

My=max{0 <[l <pu+v—rg: P(l+kg) > 1}
2
§max{0§l§,u+y—/fd:P(l—l—3(,u+V)> >l}.
Supposons maintenant que P(x) < x/ 10 (les prochaines estimations marchent pour
P(z) < x (f - e) pour tout 0 < € < g, mais le choix final de p devra A*tre alors

tres fin et de toute maniere d’autres conditions plus restrictives sur la taille de P
seront prises), ceci implique

1 2 ot 2
m <Z—|— 3(,u+1/)) > [, cest-a-dire : | < 2—7(u+ v),

et donc M, < %(u + v). Comme kg < (,u + v), nous obtenons quel que soit d :

20
M+ kg < 2—7(u +v),

et donc
1 1 ) bk (utv)+o/2.
2 g — 3 |G [0 = )| < (et )P (log g)2qE I
1<d<M @ v r o TV gy m
qd — d (kl7ml -1

(2.28)
A présent controlons le terme restant. Il nous fournira la contribution principale de
notre estimation. Rappelons que la somme a controler est essentiellement liée a

Gla= > Z[ > Crapa(ushe ( q)]

Mg<l<p4v—rq h<gf u<q“d

1 vt hv
' [qlﬁ”l’ffd Z fP<Uq ) ( q'LLJ,»l/flid + qp>] ’

I=1<y<q!
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Comme [ > My, nous pouvons a présent utiliser le Lemme pour la seconde
ligne, ce qui nous donne :

|G (), Z q7(l’“d)*(ﬂ+l‘*ﬁd Z
Kd, _—

Mg<l<ptv—rq h<g® q

Soit a présent h(l,k) = ~(l,k)/l. En nous rappelant la Proposition [2.4.4) et en
remarquant que quelque soit k, 'application [ — [h(k,0) est croissante (quitte a
supposer P(0) > 4), nous avons :

Z cﬁd,p, (u,h)e ( qu+V>|'

u<qghd

I+ v — kg, ka) — (W4 v — kg) = Lh(p + v,0) — (u+ v — Kaq)

mais

log (qp(k) — 8sin (”"f")Q)

m (1l —h(k,0)=m]|1-

= vp(m, k).

En effet, comme | < y+ v — kg4, nous avons lh(pu+1v,0) — (u+v —kg) < (u+v —
Kq)(h(p+v,0) — 1), et donc :

|Gnd, ( )| < q_'YP(H+V_Rd7!L+V) Z Z

Mg<l<p+v—rq h<qgP q

u<g"d

Z Crogpi (U, R)eE ( qu+l/>"

L’application m +— yp(m, k) est croissante (linéaire de coefficient directeur stric-
tement positif), ainsi par le Lemme [2.4.1) nous obtenons

S Low LS (v-te) 220)
1<d<M M<m,<Mm 0<k <m/ 5 m
d (K',m/)=1
q_'YP (/"‘J"V_Hd’ M+V)
< > .
1<d<M dgra
1

2. 2

Mg<l<ptv—rq M I <m/<2

2. 2

0<k’<m’ h<g’
(K m/)=1

qp/ 2
d

Z Cra,pl U h < qu+y>

/
M m u<qtd

< qﬂp(%(uﬂd, ptv) Z
1<d<M

—(p+v)logg,

ce qui nous donne

2.20) < g2 PG (14 )2 (log ). 2.30
u g

Nous avons donc par les équations (2.14)), ([2.21)), (2.28) et (2.30) :
S}("&) <<M(10g q)3/2qu/2+P(u+1/+1)/2
+ (114 v)*(log g)%q 27 W)t/
+ PP G ) (4 1 p)2 (log g)?,
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et donc par (2.10)) :

S1(¥) < (log ql“rlf) (u(log q)3/2qu+l/fp/2+P(M+V+1)/2
+(u + v)%(log g)2qz )t/
+qM+V+p/2_'7P(%(M+V),M+y) (/_,L + V)Q(log q)Q) ‘

Nous choisissons p = &Aoo (104 1), 1+ v), et par (2.9) nous trouvons

que (2.15)) est vérifié. En effet, par (2.9) :

1
Plu+v+1)<n~p (3(u+1/),,u+1/) < p.

De plus :

P(p+v+1) 1

Sr(9) < ¢ (u+ v)3(log q)° <q T e (g () pty) qivp(é(u+V)7u+V)—277(u+V)>

< q,u—i-u(lu + V)3(10g q)3 (C]—i’yp(%(uﬁ-v),ﬂﬁ-u) + q%VP(%(M+V)7M+V)_%(M+u))

Cependant, par la Remarque [2.2.1) vp(5(1 4+ v), p + v) < ¥ et ainsi, comme
p < 3vp(3(p+v), p+v), (2.16) est également vérifiée. De plus

e (Gl mew) = e < e (5= 57) =~ g
_ — 14 v — — v U oy N2
! Lo (L - 29
pw v
4 9 > — > — =7
47P (B(M—i_y)”u_'—V) - 2 = (M+V)216>
ainsi finalement
51(79) < (,u + I/)?’(log q)?’q“J”’—i“/P(%(M+V),;Hru)7

ce qui finit la preuve. -

2.6 Travail préparatoire pour les sommes de type
11

De méme que pour les sommes de type I, le traitement des sommes de type II
nécessite un certain nombre de résultats préliminaires. La stratégie pour controler
les sommes de type II consiste a introduire une fonction doublement tronquée et
a exploiter sa structure pour mettre en exergue dans nos estimations la propriété
de Fourier de e(aap(-)). Les Lemmes [2.6.4] [2.6.6| et [2.6.7| permettent d’introduire
la fonction doublement tronquée. Ces lemmes sont des redites de résultats se trou-
vant dans [MR15]. Le Lemme nous permet de faire apparaltre la propriété
de Fourier dans 'estimation des sommes de type II, pour conclure, dans la Partie
2.7, nous serons amenés a évaluer des sommes d’exponentielles pondérées de deux
différents types. Le Lemme transforme cette pondération en une somme d’ex-
ponentielle classique. Les Lemmes et sont les estimations des sommes
d’exponentielles que nous serons amenés a regarder par la suite.
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Lemme 2.6.1. Soit f une fonction réelle, (b,)n>0 une suite réelle, p et q deux
entiers supérieurs ou égauz a 2, "' < M < ¢" et I C [M/q, M| un intervalle.
Alors

> e(f(m))bn, > e(f(m))

)

< max (lbmaxll+1|

= mel
sup > elf)] X bmar = bul |-
M/q<K<M |1e 1, (M /q,K) meh

Démonstration. Par sommation d’Abel :

Y e(f(m)bm| = bmax s D e(f(m) = D (b1 —bm) D e(f(l))‘
mely mel mel lelhN[M/q,m)]
S bmax11+1 Z e(f(m)) + Z (bm-l-l - bm) Z e(f(l))
mel; mel; leN[M/q,m]
S bmax11+1 Z e(f(m)) + Z |bm+1 - bm| Z 6(f(l))
mel mel lehN[M/q,m]
S bmax11+1 Z e(f(m))
mel

> e(f(l))‘} > [bmsr = bl

+ sup
M/q<K<M | lier;n[M/q,K) mely

m
Lemme 2.6.2. Soient u,v, M, N,q des entiers tels que 2u < v, ¢ 1 < M < g* et

¢ '<N<q. Soientke{u+v—4,...,u+v—1} et M/q <m < M des entiers.
Définissons

alors, si Iy C [M/q, M| est un intervalle, nous avons :

. har
SN m——
qIJQ

> e (m';) 1(k, m)

melp

)

< ¢" min (q“,

Démonstration. Commengons par remarquer que
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et donc

93

#1(k,m) =

¢ ¢+?
0 si mSN ou mET
¢ N
m q N — N
k k k+1
q . q
N — |— si —=<m< —

Nous allons d’abord effectuer la preuve du lemme dans le cas (M, N) = (¢"~1, ¢"71)
qui est un cas particulier et qui permet de bien comprendre la démonstration : dans
le cas général, seules quelques difficultés techniques supplémentaires interviennent.

de sorte que ¢t < mn < ghtv 2,

Puisque (M, N) = (¢*~1,¢"7 1), nous avons ¢ 2 <m < g et ¢ 2 <n< ¢}

CommenA§ons par une simple étude de cas. Si k = u + v — 4, alors

¢
N

et [N/q] = ¢"=2 De plus si k = pu + v — 3, nous avons

k+2
q

:#72<m< “71:7
q > q N

k

k41
%:¢”§m<ia
et donc :
qu+u—3
#l(p+v—4,m)= — ¢ 2.31
m
et ,
Htv—
#I(p+v—3m)= ¢ '— V - J (2.32)

Pour k > p+v — 2, #I(k,m) est nul, car (M, N) = (¢!, ¢" 1)

La technique de majoration étant quasi identique, nous nous contenterons de

>

mely

e<m
<<max<

sup
qrTE<K<gr!

h1T
q?

+v—3
q#

>

v—=1 | 4
4 Lnax]l%—l

e (m
melNgt—2,K)

majorer pour #I(u+ v —3,m). Nous appliquons le Lemme pour pouvoir dire

utv—3
v—1 q
|

(2.33)

I

Y

h1T>

m

qh?
qu+u73 qu+uf3

2 {m+1J { m )

th
q>

mel

Majorons d’abord le premier terme du max. Comme I; C [¢#~2 ¢*![, nous avons

v—1
? Lnax]l +1

+v—3
q#

J’<<qy
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1

S pre——
| sin oy

- > (=] -|5))

q,quufB
< { . J < q"”
min [

et comme

> e(am)

), nous avons la majoration désirée car
mely

< min <|Il|

|I 1‘ < q“ .
Pour le second terme, on trouve que

qu—l—u—3 qu+u—3
{m + 1J N { m J
qui est une somme télescopique, donc

q,LH’l/*?) B qu+uf3

m+1 m
car I} C [¢"72,¢" ! et nous concluons en utilisant le fait que

) 1
Z e(Odm) S min (’[|, M) .

mel
Supposons a présent (M, N) # (¢"~!, ¢"~').Nous avons

mely

mel

:>qk+2§MN<q“+”:>k§,u+l/—3

k+2
q

m > —
- N

et

=S¢ >SMN>¢V P k>pu+v -2

et — <

k k k+1 N
s R RS
N m q

qk+2

Comme #1(k,m) =0si m < ¢*/N ousi m > ¢**?/N, nous avons :

Z(m’;) #I(k,m>|= > (m) #I(k,m)|  (234)

mel k42
melin [%,qT {

sike{u+v—4,u+v—3}et

d e (mZi) #[(k‘,m)‘ = > e (mZ}Z) #I1(k,m)

mely qk
mEI1ﬂ:| W’M

sik € {u+v—2, u+v—1}.Sim vérifie m < ¢ /N < m+1, donc tel que I'expression
donnant #1(k,m) ne soit pas de la méme forme que celle donnant #I(k,m + 1),
alors m = {q’““/NJ.
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Soit k € {u+v —2,u+ v — 1} fixé, si on note J; 'intervalle de sommation de

(2.34]), nous avons alors en notant J;, = Jy ﬂ}%, qle — 1[ et J; = Jy ﬂ]qkTH,M[ :

d e <ng> #I(k,m)| <| > e (mZiZ) #I(k,m)‘
meJy meJy,
+1> e (mZi) #I(/{,m)‘
meJ)!

qk-i-l
+#1 (k, \‘NJ> )

Maintenant #1 (k:, { N J) <#{N/qg<n < N} < ¢", et la technique utilisée pour
controler s’applique pour J, et J;/, ce qui nous fournit le résultat dans le cas
ke{pu+v—2,p+v—1} Lecas k € {u+v —4,u+v—3} se traite de la méme
maniere.

Nous avons donc démontré

> e (mZ) #1(k, m)

mel

r

hyr| ™
2 M

sin m—
qﬂ

< ¢” min (q“ ,

ce qui est le résultat annoncé.

]

Lemme 2.6.3. Soient p, v des entiers tels que $(pn+v) < pu <v < 3(u+v). Soient

M, m, k et I(k,m) définis dans le Lemme|2.6.2. Alors si h, hy, o, pt1, ft2, s sont des
entiers tels que po < pi1 < pio et hg"'="2s & 7, nous avons pour tout Iy C [¢" 72, ¢"| :

< (Shq3(u2—u1))1/2 q%(#-i-u)

Ze<h”m> S e(hsng" )

qu
mel nel(k,m)

Démonstration. Soient a,, et by, des entiers tels que I(k,m) = [an, by[ (les entiers
dépendent de k, mais pour ne pas alourdir les notations nous ne le marquons pas).
Comme hg''~#2s ¢ 7, nous pouvons écrire :

e(hg" "2 sa,,) — e(hq"*~"2sb,,)
1 — e(hq#l—,uQS)

Ay + by \ sin (mhagtt = F25(by, — a))
2 sin (mhgt—H2 )

Z e(hg"  "2sn) =

nel(k,m)

=e (hq“1 TH2g

donc

(M) S el

el ") eithm)
h m o+ bom ) . _
Z . ( 17“m> . <hqu1—u23a—2i_> sin (thm H2 5 (byy — am)) .

M1
mely q

1
| sin(mhgti—H2s)|
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Rappelons que |sin(7mz)| > 2|z|z. Comme ¢**~#2hs ¢ 7, nous pouvons écrire hs =
kgt2=m + [ avec 1 < [ < g"2~ " — 1, et donc |¢g"*~*2hs|z > ¢"*~#2. Ainsi

(M) S g

q.“l

mel nel(k,m)
< g Z e hirm e hqm—uzsm sin (th“l_‘”s(b —a ))
mely q#l 2 " " .

Quitte a découper l'intervalle comme dans la démonstration du Lemme [2.6.2] nous
pouvons nous ramener a estimer

h k k
Z e < Lrm + hq‘“_“zsq> sin <7rhq‘“_“25q> ,
q™ m 2m

meJy

avec J; C I C [¢" 2, ¢").
Nous utilisons alors le Lemme pour dire

h k k
Z e ( 1m + hq“1“28q> sin (th“1“23q>
e gt 2m 2m
k
Z e (thm + hqm—msq)
g

meJy 2m

hyrm q )

)

<<max<

sup
M/q<K<M

D

mely

+ h #1—,&287
qﬂl q 2m

6 <
leJiN[M/q,K)

q" ¢"
sin (ﬂhq“l"zs ) — sin (th‘”‘”s)‘ )
m+ 1 m

La fonction
. hl T 1

x) = T+ — hsgtrretE
flo) = e+ 5 hs
est C* sur [¢"" % ¢") et de plus sa dérivée seconde vérifie
k-3 shg~+th k—3u-+3 3
\ = shgtHeth=30 < f(2)(33) — p < shgM—H2t —3p+3 _ A\,

nous pouvons alors utiliser le Théoréme pour obtenir :

Z e M[ + lhsqul—m-kk < ¢ (Shqm—u2+k—3u) 1/2 + (Shqu1—uz+k—3u)_1/2.
a g™ 21
leJin[gt—1,K)
En exploitant le fait que p+v —4 < k < pu+ v — 1 dans 'estimation précédente,
nous obtenons :
1/2 ~1/2

< " (Shqm—#2+z/—2u) + (Shq”l_”2+”_2“)

Z )e(qml—i-mhsql 2

lein[gt—1,K

& (Shqm,m)l/? qu/2 + (Shqulf’”)ilh qM*V/2.
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En majorant trivialement le terme de la somme sur les sinus, et en utilisant J; C
I, C [¢"72,¢"), nous obtenons la majoration :

h k k
Z e ( 1rm + hqul—msq) sin (thm—uzsq)
2m

#1
meJy q 2m

< (Sth*“l)l/Q q“+V/2 + (Shqum)*lﬂ q2u7u/2.
<

Cependant, nous avons §(u +v) < p < v < 3(u+v), ce qui donne

v v w+v 7
Q2 — — < — < - - _
] 2_u+u 2_(u+y) < 8(u+y)
ainsi que
v p+v op_p+v 3p+rv) 7
— = — << = —
Pt 5t <5 t— 3 8(,u+1/)

ce qui nous donne

harm p1—p qk : p1— 2 qk
Z e< o + hgtt 23% sin | whq s%

meJy

< (s i),

et le lemme est démontré. O]

Le lemme ci dessous est le lemme crucial du présent chapitre. Il dit en quelque
sorte que si on ne perturbe pas trop des entiers m et n en m’ et n’, le produit m'n’
aura la mA®me taille que le produit mn. Ceci nous permet d’introduire dans S;; la
notion essentielle de fonction doublement tronquée. Les explications de la nécessité
d’un tel résultat se trouvent dans la Partie 2.7

Lemme 2.6.4. Soient u,v, p des entiers tels que 2p < v — 1. Soient ¢*=2 < m < ¢*
et ¢* 2 < n < ¢ des entiers. Posons m' =m 4+ ¢* " etn' =n + q".
Alors :

#{g T <m < g q" < n < g Ty(mn) # Ty(m'n')} < log(¢"*)g" ™"
Démonstration. Observons que m'n’ = mn + mgq” + ng" =" + ¢*. Par ailleurs

mqp + nq“_p + qu < qu+p + nq“_p + qu
< qu+p+1 + ng"?
é qll'f‘l/'i‘].—p.

Comme mn > ¢*t"=*, pour que la taille de mn soit perturbée par I'ajout d'un
terme inférieur a ¢#* 177 il faut que les chiffres de mn d’indice entre p+v+1—p
et p+ v — 4 soient égaux a ¢ — 1. Soit M le nombre des (m,n) tels que T,(mn) #
T,(m'n'). Si

(a) = 1 si g(a)=q—1, p+v+1l—-p<i<u+rv-—4
X4=1 0 sinon,



98 CHAPITRE 2. BLOCS DE TAILLE CROISSANTE

alors

M < > 7(a)x(a)

qﬂ+U+1—p§a<qH+V

< X b+ (@-DeTT 4 (g = Dt g ).

b<ghtrtl—r c<gt

Nous pouvons alors appliquer le Lemme avec ¥ = ¢MTPTITP — 1 4 (q —
1)q,u+1/+1—p + ...+ (q _ 1)qy+u—2 + q,u+z/—lc < qu+u+1 ety = qu+z/+1—p pour pOllVOil"
dire

M <L ¢ Plog gt
]

Le Lemme fait la transition entre la fonction fp et la fonction tronquée f }_f‘ 2),
Pour le démontrer, nous avons besoin d’un résultat intermédiaire, qui correspond a
IMR15, Lemma 7] :

Lemme 2.6.5. Soient u > 1,v > 1,14/ > 1 des entiers avec /' < p + v. Pour
B c {0,...,¢#"""* — 1}, le nombre N de couples (m,n) € {¢"2,...,¢" — 1} x
{q72,...,¢" — 1} tels que mn = a+ ¢*'b avec 0 < a < ¢* et b € B satisfait d

N < (¢ logq+q" + ¢" ") #B.

Démonstration. Pour tout m € {¢"~1,..., ¢* — 1}, le nombre N,, des entiers n tels
que mn = a—+ ¢*'bavec 0 < a < ¢* et b € B satisfait &

NmﬁZ#{aEN:0§a<q“/,a+q“,bEOm0dm}.

beB
Ceci donne
" "
N <Y [1+— ] =(1+"—|#B
be3 m
Il suit que
o
N= Y No< ¥ <1+q>#3
g 2<m<qgH g 2<m<gH m
et donc
, 1 ¢ dt
< (g"* — g"2\#B o / B
N <(@"=q")#B+q (qH s 10gt> #
et le résultat suit. O

Lemme 2.6.6. Soient (u,v,p) € N* avec 2p < v et tels que P(u+v) < p. L'en-
semble & des couples (m,n) € {¢"2,...,¢" —1} x{q"7%,...,¢" — 1} tels qu’il existe

k< @ avee fp(mn + k) fp(mn) # f°%) (mn+ k) 3 (mn) satisfait a

#5 < (10g q>q#+V*P+P(H+V+1).
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Démonstration. Soit B1'ensemble desl < ¢” 7 tels qu'il existe (k1, ko) € {0, ..., ¢g"TP—
1}? avec

ap(lq® + ki + ks) — ap(lq® + k1) # a5 (lg" + ki + k) — a5 (1g" + ky).

Alors nous utilisons le Lemme avec A =v —p, Kk = .+ p et p = p pour obtenir
#B < quf2p+P(p+u+1).

Il suffit donc de compter le nombre A/ de couples (m,n) € {¢"72%,...,¢" — 1} x
{¢"7%,...,¢" — 1} tels que mn = ky + lg"** avec | € B, ky jouera le role du k de
I’énoncé. Par le Lemme [2.6.5] avec u/ = p + p, nous obtenons

#E < (¢"logq + ¢ + ¢ TPTPTHB < (log q)gt AL,
[

Lorsque nous tronquons deux fois la fonction fp, des problemes techniques
peuvent surgir. Pour les pallier, il nous faut introduire une fenA®tre de sécurité
qui grandit selon la taille des entiers regardés. Le but de ce lemme est de mesurer
'erreur produite en regardant cette fenA®tre. Notons qu’il ressemble tres fortement
au [MR15, Lemma 9], et la preuve en est d’ailleurs similaire. Seulement les objets
spécifiques a cet article imposent une nouvelle démonstration.

Lemme 2.6.7. Soient (11, v, juo, i1, pr2) € N* avec po < py < po < g, py — po <
3(ps — po) et 2(pus — p) < po. Supposons également que P(ps) < p1 — pro. Alors,
pour (a,b,c) € N ’ensemble E(a,b,c) des couples (m,n) € {¢"2,...,¢" — 1} x

{¢"7%,...,q" — 1} tels que

1(3#2) (mn +am + bn + ¢, Tq(mn +am + bn + C))

é"l)(mn +am + bn + C,Tq(mn+am +bn + C))

# fu) <q“0ruo7u2 (mn + am + bn + ¢), T,(mn + am + bn + C)) (2.35)

) (q“Oruo,u2 (mn + am + bn + ¢), T,(mn + am + bn + c))
vérifie
#E (a,b, ¢) < max(7(q), log q)ps g+t (2.36)

Démonstration. Soit B1’ensemble des ! € {0, ..., ¢"2 "0 —1} tel qu’il existe (ky, ko) €
{0,...,¢q" — 1}* avec

FE(G U+ o+ ) 22 (g0l + Kr) # S (@0 + b+ ) f2) (g0l + K.

Pour 0 <[ < gH27Ho — 2. nous avons 0 < ¢"°l + ky + ko < g2 — 2 et ainsi

FE@OL+ By + Ra) F52) (@00 + Kr) = fp(@"L + Ey + ko) Fp (gl + ki)

sauf possiblement si [ = ¢#">7#° — 1. Comme p; — po < 3/4(p2 — o), nous pouvons
utiliser le Lemme [2.4.2] avec A = s — pig, K = fio, p = H1 — o, et donc

4B = O(q,mfuof(m—u0)+P(M2*M0+Mo+1)) — O(qurerP(qu)). (2.37)
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Si on écrit k = mn + am + bn + ¢ sous la forme k = rg ,, (k) + ¢"Or 10 (k) + ¢*2F,
nous avons

E(a,b,c) C &'(a,b,c),

avec &'(a, b, ¢) 'ensemble des couples (m,n) tels que r,, ., (mn +am +bn+c) € B.
En effet, I’équation ([2.35]) implique que

fl(_-f”) (q’“’ruo,m(mn + am + bn + ¢) + 1o, (mn + am + bn + ¢), T, (mn + am + bn + c)>

Flm) (qﬂorﬂo,ﬂ2 (mn + am + bn + ¢) + 1o, (mn + am + bn + ¢), T,(mn + am + bn + c))

£ fl) (Cluorm)’u2 (mn +am + bn + c), T, (mn + am + bn + c))

fJ(DM) (quorm)m (mn +am +bn + c), Ty(mn + am + bn + C>>’

et on pose ky = 0, ko = 19 o (mn 4+ am + bn + c).
Nous pouvons écrire

#5,((1, bv C) = Z Z qu)*uz

leBm;n

mn +am +bn +c l
q#2 N qNQ—MO

Par le lemme de Vaaler, qui est énoncé dans notre these sous la forme du Théoréme
il suit que pour tout entier H > 1 il existe an(¢"°~#2, H) et bp(q"° 2, H)

vérifiant ((A.23)) tels que
, _ h(mn 4+ am 4+ bn + ¢ hl
#E000 =23 5 e e (N )

H2 H2—Ho
leBm,n |h|<H q q

+ZZ Z bh(quo_M,H

leBmn |h|<H

\e (h(mn+am+bn+c) N )

q,“2 qNZ —Ho

En posant H = ¢"?7#0 et en utilisant , la contribution des termes h = 0 est
bornée par ghtvrHoTH2 B « grtvtrommtPpatl)  Par ailleurs, avec cette valeur de
H, les coefficients by, (g"°~*2, H) sont bornés en valeur absolue par ¢#°~#2. Comme les
coefficients aj,(¢*°~#2, H) vérifient la mA®me propriété, toujours en utilisant ,
nous avons :

#E'(a, b, c)
<< q#+V+#O_#1+P(/»L2+1) _|_ #B Z Z

qMQ—MO
1<|hl<gr2 =m0 ™

S e

m

q"?

<h(mn+am—|—bn—|—c)>’

—p1+P(u2+1
< qu+u+now1+P(u2+1) + g (k2+1) sinﬂh(n:;a)

Z min (q”,

1<|h|<gt27H0 M

1)
Cependant la sommation sur n se fait sur au plus [¢" #2] < ¢" #2 + 1 périodes
modulo ¢#2, aussi en utilisant (A.16|), on trouve

#g/m’ b, c) < qu+v+P(u2+1)+uo—u1 + qMQ—M1+P(M2+1)<qV—M2 + 1)(qu7(quz) + ¢" log quz)
<« gt D (g g (14 ) (r(g)s ™ + ¢ log ¢*)),

qMQ —HO
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ou a la seconde ligne on a utilisé la multiplicité de la fonction 7(n) qui donne
T(g") < T(q)/f;(q). En utilisant 1y < g < v nous obtenons

#gl(a’ b’ C) < qN+V+P(l/«2+1)+,UO_,U1 (1 + M‘;(Q) maX(T(q), 1Og q>q2u2—2u—u0) ,
et en utilisant 2(us — 1) < o nous obtenons le résultat désiré. ]

Le lemme suivant est un pendant du Lemme [2.4.2| pour le cas des sommes de type
I1, dans le cas ou la taille des entiers est fixée, ce cas de figure est une conséquence

du Lemme 2.6.4].

Lemme 2.6.8. Soient (y, A\, k, p) € N* et soit B I'ensemble des 0 <1 < ¢ tels qu’il
existe 0 < ki, ky < q" satisfaisant a

ap(lq"+ki+k, y)—ap(lg™+ky, y) # ab P (g +k+ka, y)—ap ™ (1g" 4k, y). (2.38)

Alors
#B < ¢ PHPW) (2.39)

Démonstration. Remarquons que si P(y) > p alors la majoration est triviale. Sup-
posons a présent P(y) < p. Pour tout entier n nous avons

ap(n,y) = €rpe(n)...6(n)

i>0

et

aff) (n,y) = eispgy(nmod ¢”) . .ci(nmod ¢*) = 3 €iipy(n)...6(n).
i>0 i<p—P(y)

Ceci nous donne

ap(lg" + ki + ko, y) — ap(lg® + ki, y) — a¥ (g% + k1 + ko, ) + a8 (1¢" + k1, )
= > armUd"+ kit k) ellg” + b+ k)

i>r+p—P(y)

—€i+p(y)<lqﬁ + kl) e Ei(lq’.C -+ ]{,’1)} .
Pour que cette quantité soit non nulle, il est donc nécessaire que
EnerfP(y)(quV + k1 + k2) 7é €n+pr(y)(qu + k1>a

(sinon, cela veut dire que la propagation s’est arrA?tée avant ce chiffre), mais comme
P(y) < p, ceci veut dire

€o-pry)(l) # €opy) (L + [(k1 + k2)/q"]).

Comme | (k1 +k2)/q"] < 1, cette derniere n’est vérifiée que si €;(1) = ¢— 1 pour tout
0 <i < p— P(y), ce qui montre le résultat. ]
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De mA®me que pour les sommes de type I, nous aurons besoin d’une propriété
de Fourier, et nos besoins sont légerement différents. Toutefois, la démonstration du
lemme suivant est tres similaire & celle du Lemme[2.4.3], aussi nous nous contenterons
d’énoncer le résultat. La forme que prendra le contrdle de la transformée de Fourier
est 'objet du Lemme [2.6.10,

Lemme 2.6.9. Soientl > 0 et k deux entiers tels que P(k) < I, alors uniformément
enteR :

—vp(Lk)

pruq k)e(—ut)| <

q 0<u<q!
avec yp définie dans (2.2)).

L’objet du lemme suivant est de dire que la fonction doublement tronquée a
une transformée de Fourier qui décroit. Pour I'expliciter nous introduisons un objet

intermédiaire.
ut
Soit Gt k) = > Flma2) (gm0 e < q>‘>'

q

1
A
q 0<u<g
Lemme 2.6.10. Uniformément pour A € N tel que

1 4

g(#z — o) <A< (2 — po), (2.40)

et tout entier k tel que
(1 — po) (2.41)

ett € R, nous avons :

Z |GH07M2_MO<h +t, k)|2 < ql/Q(Ml—MO_"/P(Avk))'i‘?)P(k)/Z’L(lOg qNQ_Hl)Q‘ (2‘42)

0<h<gh2—Ho—X

La preuve est similaire & [MR15], mais les modifications des éléments entrant en
compte dans la démonstration imposent de reprendre la preuve. Le fil de la preuve
consiste a se ramener a une écriture de la forme de (2.22)).

Démonstration. Pour commencer modifions 1'écriture de G up—po (B + t, k). Pour
0 <A< g —pgetteR, nous pouvons écrire

1
q#2 —HO

Gz (1, k) = 2 > e (utog), ke <_W> .

q#2 Ho
0<u<g* 0<v<ghz—Ho—A

Mais si g — po < A < pig — po, alors 0 < u + vgd < gh27Ho et (u + qu)quo =
ug™ mod ¢", et pour 0 <u < ¢ et 0 <ov < g2 =2 ona:

fl(am’M)(q“O(U%—vq’\),k:) _ f};’”)(q“o(u%—vqk),k) (“1)(qﬂ0(u+vq ), k)
= (@ (u+vg), W) S (@ou. b)
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ce qui mene a

1 Ho+A vq)‘t
Gﬂo,mﬁuo (ta k) = W Z fP(vq ’ k)@ o qH2—Ho

0<v<gh2—HO—A

Z Fo(g" (u + vg ) )fp(vq/‘0+’\,k)fl(g“l)(uq“‘%k)@ (_ Uf )

q 0<u<g

1
o

Introduisons une autre troncation. Pour cela, nous posons
1 < ps < p2—po— A (2.43)

Par le Lemme [2.6.8, le nombre de v € {0,...,¢*27 =2} tels qu'il existe u €
{0,...,¢* — 1} pour lequel

Fe(ug" +vg" ", k) fplogm ) # 10 (ugh +og ot k) R0 (gt k)

(2.44)
est O (q”Q_“O_A_pﬁP (k)). Ainsi, en sommant sur u, I'ensemble W, des couples (u,v)
satisfaisant a vérifie

HW), < gr2rompatPR), (2.45)
Ceci nous mene a considérer pour tout ¢ € R la décomposition suivante :
G}LO,}LQ—}LO (t7 k) - G/JO),U'2_,U‘07)‘a1(t7 k;) + GNO,HZ_HO,)\72(t7 k)?

avec

1 Lo+ A vg't
Gﬂmmfuo,)\,l(ta k) = W Z fr(vg ke _qm—uo

0<v<gh2—HO—A

1
LS ) (g (4 4 0g), k)
" g<u<gr
) ut
fl(Dqur +p3) (Uqqur)‘, /f)fj(:ﬂl)(uq/m? k‘)@ <_ qmlm) ’

qui est le terme principal, et

1

q#2 —HO

Guo,uz—uo)\,? <t7 k) =

N e

fi2— 1o
(u, v)EW/\ 1

. <f P(q" (u+vqY), k) fp(vghot, k)

_ f}(juo+>\+/)3)(quo (u + qu), k)f}f““*”‘“’)(vq”o“, k)),

qui est le terme d’erreur. Si nous introduisons dans G, j,—puon1(t, k) le résidu w
de v mod ¢” dans le but de rendre les variables u et v indépendantes (notons que
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contrairement aux sommes de type I il n’y a pas de difficultés ici : la taille est fixée),
nous obtenons

G“07M2_M01>\71 (tv k)
1

A
o vt 1 v — W
N Z W Z fp(vg" - k)e <_qu2—uo> p3 Z € (l )

0<w<gP3 0<v<ghz—Ho—A 9" <izges qrs
1 A
o X ST g k)
0<u<q?
+A+p: ut
R (gt k) FE (ugro, e <_qum) ,

ce qui nous donne

Gt vt vl
Guoauz—,uo,%dt? k) = Z L Z fP(Uq#0+)\, k:)e (— + )

H2—Ho—A H2—Ho—A p3
O§l<q/’3 q 0§v<q,u,27,u,07/\ q q

ol on a posé

1 wl
G(t) = — c,\w,te<—>
( ) qPS 0§102<:q93 ( ) qP3
et
ex(w,t) =
1

t
— 30 I (g (w4 wg), ) RO (warot ) FED (ugro, ke (‘ : )

q 0<ueq qﬂZ*ﬂO
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous obtenons :

|GM01H2—HO,>\71 (t’ k) |2

< ( > |c~l<t>|2) >

1 vt vl
+X
gha—ro—A Y. fe(vd ™ ke (-W + >

0<l<qgr3 0<li<qr3 0<v<gh2—ro—A

Mais en développant les modules au carré, nous obtenons

S olamk=— 3 jew (2.46)

P3
0<i<qr3 4™ o<w<qrs

et puisque f;(f”)(u(]q“o +urght k) = fl(g“l)(uoq“o, k) pour 0 < ug < g" M et 0 < uy <
g™ nous pouvons écrire en posant u = ug + ug gt Ho,

A -
AT wqt 1
ex(w, ) = 17 ’J”(wquoﬂ,me(qw_“o)q,“_,m S 7 wog )

O0<up<gt1™Ho

1
. Z f](Dqur/\JrPs)(quuo + ur g™ + wal0+/\’ k)

q>\—H1 +1o
0<uq <q/\—u1 +ro

_ (uoq + urg" =" + wq)t
€ qHQ—MO ’
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Afin de retirer la restriction de la troncation, la somme sur u; peut A?tre écrite
comme une somme sur les v tels que 0 < v’ < ¢M* et v/ = ug + ur g™ + wgd
pour un certain u;. Nous pouvons donc réécrire la derniére ligne

5 1 5 Ay (ug + ur g =+ + wq)
q/\feruo qA+p3
0<l'<g*trs 0<uj <g*~H1tro
u't '
! K0 - o
Z fP(u T k)e < qh2—Ho q)\+,03> )

0<u/ <grtrs

1
q/\+p3

Si nous supposons
P(k) <X+ ps, (2.47)

nous pouvons alors utiliser le Lemme [2.6.9] avec [ = A\ + p3, ce qui nous donne
I’estimation uniforme suivante

1 u't '
! 1o *'YP()\‘i’pSvk)
E U ke | — - <
g tes Fp(u'q™, k) grt2—Ho  gAtes q ’
0<u’/<gMtrs
ainsi :
—vp(Ap3,k) I gti—Ho -1
4 o ; A—p1+p0  |os q
lea(w, t)] < pr min | ¢ ,[sin 7 prew :
0<l'<gMtrs

L’équation (2.2)) nous informe que vp (I, k) est strictement croissante en [, et en utili-
h

sant le Lemme|A.2.11] et en remarquant qu’il y a ¢#*~#° périodes modulo g*trs—Hitro
et que M1 TH0 < ¢*MP3 nous obtenons

q_'YP()‘+p3’k)

|C>\(w; t)| << Wq)\+p3 10g q>\+p3_ll“1+#0

< qPB""#l_#O_'YP()\:k) log q>\+p3—#1+#0.

Nous en déduisons, par (2.43)) et (2.46]), que

Z |5l(t)|2 < q203+2(u1—uo)—27p(>\,k) (log quz—ul)Q’

0<l<qgr3

et

Z |Guo,u2—uo,/\,1(h +1, k)|2

0<h<gH2—HO—A
< q2p3+2(u1—uo)—2vp(/\7k) (log gH2—M )2

1 _—
Z W Z fP(UqMOJr/\; k)f}:'(v/q/io—%)\7 k)

0<l<qgr3 0<v,v/ <gh2—Ho—A

S B =)

0<h<gh2—HOo=A

c’est-a-dire

Z |G#07u2_u07/\,1(h +t, k)|2 < q3p3+2(uruo)*2w(>\7k)(log qu27u1)2‘ (2.48)

0<h<gh2—Ho~A
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Traitons a présent le terme d’erreur. Nous rappelons que

GM07M2 —H0,A,2 (t7 k)

e X Bl e -

qﬂ2_ﬂo .
(u,0)EWH

(u+ qu)t>

q.u2 —HOo

. (f p(¢" (u+vq"), k) fp(vgho X k)

_ fI(DMo+A+p3)(quo (u + vq)‘), /{:)f](gMOJr)‘erB)(Uq“OJ”\, k))

1 , wt
- qH2—Ho Z C)"k(w)e <_quz—uo> ’

w<gt2—Ho

ou |c) (w)] < 2 et ) (w) = 0siw ¢ Wy, ot Wy est U'ensemble des w = u +
vg*, (u,v) € Wy. 11 vient done
1 —_— (w—w)t
S (G0 = s X G (-

0<h<gh27H0 0<w,w’ <qH2—H0
(w—w')h
S e
q;U«Q*#O
0<h<gh2—H0

D I

o q#Q*,U«O
w<gh27Ho

Nous pouvons donc conclure, en utilisant (2.45), que
> Gt R < gt 0. (2.49)

0<h<gr2—Ho—A

En rassemblant (2.48)) et (2.49)), nous obtenons

Z |GMO7M2—M0<h +t, k:)|2 < q—p3+P(k) + q3p3+2(u1—uo)—27p(/\7k)(1Og quz—u1)27

0<h<gt2—HO—A

et en posant p3 = max(1, 3(yp(\, k) — g1 + po) + P(k)/4), nous avons le résultat
demandé. Par ailleurs

1 Pk
Q(VP()\,N)—M1+M0)+i)SM—Mo—)\
Ak 1 Pk
@A+W(2)§(M2—Mo)+2(ul—uo)—i),

or, comme vp(\, k) < A/2, par ([2.40) nous avons A+ 2238 < (1, — 40). La condition

2
(2.41)) permet de conclure a (2.43)).
Enfin, toujours par (2.41)), nous avons

1 1
P(k) < g(ﬂl — po) < g(uz — o) < A,
ou la derniere inégalité résulte de ([2.40)), et donc (2.47) est vérifiée. O

Nous allons maintenant contréler les sommes de type II.
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2.7 Sommes de type II

Soient M et N des entiers tels que 1 < M < N, nous notons, tout comme dans
la Partie 2.5, p— 1 =T,(M) et v — 1 = T,(N). Nous supposons ici en outre

1 3
Z(u+u)§ﬂ§u§1(u+1/). (2.50)
Soit ¥ € R, a,, € C,b, € C avec |ay,| < 1,|b,| < 1. Nous écrivons alors

Su(@) = > > awby fp(mn)e(Imn).

Mem<M T<n<n

Nous allons prouver le

Théoreme 2.7.1. Soit P : N — N telle que
2|1 wtv
P H<-|— —_ -2 . 2.01
(“+”+)—3L167P<640’“+V )J (2:51)
Alors nous avons uniformément en ¥ € R
4 1 utv
1S (9)] < (max (7(q), (log q)?) (u + )@ *3) v (iimev-a - (2.59)

ot vp(k,l) est définie en (2.2))

Démonstration. Nous commenA§ons par lisser la somme, c’est-a-dire enlever les

variables a,, et b,. Nous en profitons pour introduire la fonction tronquée des que

possible. L’idée est d’utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz deux fois. Pour la seconde

fois, afin d’enlever la valeur absolue, nous utilisons 'inégalité de Van der Corput

(Théoreme afin d’obtenir un controéle plus fin que la majoration triviale.
Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

2

ISP < MY

> bnfp(mn)e(Imn)

Soit p un entier tel que
1<7p<p. (2.53)

On pose R = ¢” de sorte que 1 < R < N. Par le Théoréme :

M?N? MN

2

> (1- 1) RS0, (250

1<r<R

avec

Si(r) =Y > buyebufp(mn+mr)fp(mn)e(Imr),

m nel(N,r)

avec I (N,r) = (N/q, N — r]. Si de plus p vérifie

Plp+v)<p (2.55)
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on peut utiliser le Lemme [2.6.6] pour obtenir
Si(r) = S1(r) + O((log )¢+~ +Purr+l), (2.56)

avec

=3 S b b fET (mn + mr) FE (mm)e(Omr),

m nel;(N,r)
et nous posons
Mo =+ 2p. (2.57)

En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz et en étendant la sommation sur n a
I'intervalle (N/q, N], on trouve :

2
151 (r)|* < NZ Z (mn + mr) ) (mn)e(Omr)| |

et une utilisation du Lemme avec des parametres u; et S tels que

1<g¢"S< M (2.58)
donne : e Iy

> ISP < il + R(Ss), (2.59)

1<r<R S S
ou
= > > (1 - ) 5(r, s)e (Vg rs) (2.60)
1<r<R 1<s<S8

et
Sylrs) = 3 30 SED(metsg ) (b)) 2 (mn + 1)) 2 ((m+ sqmm) £ (mn

mely(M,s) ™
avec Iy(M,s) = (M/q, M — sq].
La suite logique ici consiste a remplacer chaque fonction f](j“ 2) par la fonction

doublement tronquée 42 = fU2) ) har Pintermédiaire du jeu décriture

f](DNQ) — f](DMQ)fI(DHI) I(DMI).

Il est possible de le faire dans [MR15] car les fonctions tronquées permettent le
passage aux transformées de Fourier discretes. En effet, le raisonnement repose sur
I’écriture suivante :

Syros) = 3 S SE(mtsg)(n+ 1)

melx(M,s) ™

ST (mn ) SR (m 4 sqrn) ) (min)

E (o sq )0 )Y (mln ) fE (o sqm) £ (mn),

et il n’est pas clair que pour nous la derniere ligne vaille 1. On pourrait tres bien
imaginer P(T,((m+sg")(n+7))) # P(T,(m(n+r))) auquel cas il n'y aurait aucune
raison de trouver l'identité espérée.

),
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Cependant, si nous posons S = ¢* et u; = u — 3p, et
Sp(rs) = > D SE(mt sg)(n+ 1))

mely(M,s) ™

SR ) P (m 4 s n) fB) (mn),

nous avons S4(r, s) < S5 (r,s) + S5 (r, s) avec
15" (r, )| < #{(m,n) : Ty(mn) # Ty((m + S¢")(n + ¢°)) }-

En effet, si T,(mn) = T,((m + S¢"*)(n + ¢”)), on a en particulier T,(mn) =
T,((m+S¢")n) et Ty(m(n+q¢”)) = Ty((m+Sq")(n+¢”)) et ces dernieres identités
demeurent valables pour s < S et r < ¢” en lieu et place de S et ¢”. Mais alors
m—+ s¢" = m mod ¢", et donc f¥((m + s¢")n) = f4(mn), et de mA*me pour
m(n +r) et (m+ sq¢*)(n+ r). En imposant

-1
p<’ (2.61)
2
de sorte a pouvoir utiliser le Lemme Nous obtenons alors :
Sy(r,8) = Sy(r,s) + O((n+v)g"™"). (2.62)

Pour des raisons techniques, il est plus intéressant pour nous, au lieu de regarder
Ty e (M), de regarder 7, ., (n) avec un o < iy bien controlé. C’est 'objet des calculs
suivants.

Soit p’ tel que

P <o, (2.63)

nous posons
to = 11 — 20, (2.64)

de sorte que py — po < 2p" < 3/4(5p+2p") = 3/4(p2 — o).
Si nous avons

P(p+2p) = P(pa) < pa — po = 2’ (2.65)
par le Lemme :
Sy(r,s) = Ss(r, s) + O (max(7(q), log q) s Vgt ot Plrtl)) (2.66)

avec

53(7’, 3) = Z Z(:OP <Tuo,u2((m + sq’“)(n + 7“)), Tq((m + sq‘“)(n + T)))

op (g + 7)), Ty(m(n + 1) )

o0 (T (1 507)0). T+ s )m) )

o0 (s (mm). Tyfmm) ).
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ou on a posé

p2—P(y)

op(zr,y) =e ( Z €irpy) (@) - - ei(q“ox)> )

i=p1—P(y)

Nous pouvons a présent rendre les entiers considérés “indépendants”. Pour ce
faire nous nous intéressons aux différents restes. On remarque que pp(x,y) est gH2—Ho
périodique en z. Ainsi en posant ug := 1, ., (M) et uy =1y, (M0 +mr), on a

M1 _ M1— MO _ M1 — 1o M2 — 0o
Tuope (M + @M s) =10 (U0 + ¢ sn) = ug + ¢ sn mod ¢
et

Tpuoua (MM M0 + @M s+ " 81) = 10y (ur + ¢ H0sm + ¢ TH0sT)

=y + ¢" "0sn + ¢" 0 sr mod ¢,
Et donc, comme pp(z,y) = ¢p(xr mod ¢"2#° ), nous avons :
o (T + 50 ), T(m + ¢ )
= (a0 + ¢ #50), T, (m + 5™ )
= pp (uo + ¢ H0sn, T, ((m + sq”l)n))
et
©p (ruom (m(n+r) + nsg" + rsg"), T,((m + s¢")(n + r)))
— op (7‘“2_“0 (1 + g H0sm + g Ho 1), Ty((m + sq ) (n + r)))
= pp <u1 + ¢ H0sn + ¢! s T ((m+ s¢™) (n + r)))

Nous rappelons que

n U u-+1
Tuops (M) =Uu & — € —, —— +7Z
qH2 qM2 Ho q,u2 10]

et que xo(z) désigne la fonction caractéristique de l'intervalle [0, ) translaté dans
Z, si bien que

SS(’/’, 8) = Z Z Z Xqro—n2 (mn - qHZLOMO)

qﬂz
melx(M,s) ™ 0<ug,u;<qt2—H0

mn + mr U
Xgio- ( P qmiuo> ©p (ul, T,(mn + mr))gop <u0, Tq(mn)>

- p <u1 + ¢ Hsn 4+ g Rosr, Ty ((m+ s¢t) (n + r)))

pp (10 g s, Ty((m + sqr)m) ).
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De mA®me que dans [MR15], on peut dire en utilisant le Lemme avec l'expres-
sion Agug-uz guz-not2e donnée en avec le choix H = ¢#27H02¢ (pour simplifier
la rédaction, nous conserverons la notation H tant que les calculs ne nécessitent pas
la valeur H = ¢t27H0T2¢ choisie), que

Sy(r,s) = Sa(r, s) + O(max(log ¢", 7(¢"))g" ). (2.67)
avec
Sr= XY XS () ()
M,s) T 0<uguy<qi2—Ho |ho|<H q? gr2—Hro

qﬂz

¢ sn 4 g"M s, Ty ((m+ sq‘“)(n+r)))

Z
_ mn +mr U
Z ¢ "2 H)e (hl - hlquzluo> ©p <u0,Tq(mn))
<H

(mn + mr))goP (uo + gm—rosn, T, ((m + sqﬂl)n)).

En écrivant ug + ¢"7"9sn = us mod ¢"27H0 et uy + gt Hosn + "M H*0sr = ug mod
q"?~ "0 nous avons :

B mn u
54(T7 S) = Z Z Z Z Ghyg (quo ”2’ H) € ( qr2 —ho quzgu())

mely(M,s) ™ 0<ug,ui<q2=H0 |ho|<H

B mn + mr Uy 1
Ho—H — I
Z Qp,y (q 0 2,H)€ <h1 hy qm—HO) Z q2(,u2—,uo)

q#2
|h1|<H 0<ug,uz<gH2=Ho

uy + g H0sn — uy uy + g RSN + gM TS — g

Z (& hg (& h3
qHQ*NO qN2*NO

0<hz,hz<gH27#0

- p (Ug, T,((m + sg")(n + r)))goP (ul, T,(mn + mr))

or (v, Tl -+ s )m) o (w0, Ty mm) ).

Nous rappelons que nous pouvons supposer T,(mn) = T,((m + s¢"*)(n + 1)) ;
mais comme

Y

ceci veut dire T,(m)T,(n) < T,(mn) < T,(m)T,(n)+ 1. Comme m et n sont pris de
sorte que
"< Mfg<m<M<g"

et
¢"?*<N/g<n<N<¢,

nous avons
p+v—4<T,(mn)<p+v-—1,
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ce qui fait qu’en posant

1
qNQ—MO

op(hy) =

> wr(uy)e (q;le) :

0<u<ght2—Ho

nous avons ’écriture suivante, toujours si m € Iy(M, s) :

p+rv—1
,5’4(7",3) = q2(u2—uo) Z Z g <quo—#2’H) Z ahl(quo—m’H)
k=p+v—4|ho|<H |h|<H

hgsr '\ __ — — __
> e ( : ) 2p (hs, k)@ (hy — o, k) @p(—ha, K@ (ho — ha, )

qﬂl*ﬂo
0<hg,h3<gH27H0

mn mn + mr H1=H0 g H1=H0 gp
E 6<h0+h1 ‘|—h2q — +h3q — >
qﬂ2 qMQ qMZ Ho ql@ Ho

m,n
Ty(mn)=k
Nous pouvons remarquer que les variables de pp sont “indépendantes”. Nous
séparons ici la double somme sur hg, hy, Si(r,s) en deux sommes : Si(r,s) qui
correspond au cas ol hg + hy = 0, qui consiste en la contribution principale (du fait
que e(0) = 1) et SY(r,s) qui rassemble les autres termes. Dans [MR15], Mauduit
et Rivat traitent le cas Sj(r, s) en sommant d’abord sur n puis sur m et utilisent
que dans ce cas les deux sommations sont indépendantes (puisque hg + hq, le terme
les reliant, est nul). Nous ne pouvons pas appliquer leur méthode textuellement, car
mA®me dans ce cas m et n sont reliés par la taille.
Plus précisément, nous avons

. > = X > o= ¥ S (268)
M/q<m<M N/q<n<N  M/q<m<M  N/q<n<N N/q<n<N  M/q<m<M
Tq(mn)=k q* /m<n<gFtl/m ¢ /n<m<q**tl/n

Nous allons commencer par estimer Sj(r, s), dont le contrdle est le plus proche
de [MR15)].

2.7.1 Estimation de S/(r, s)

Le fait que hg + hy # 0 entraA®ne que la sommation sur n fera apparaA®tre
un terme en sinus, et donc la sommation sera naturellement petite. Nous pouvons
nous permettre de controler le reste de maniere relativement triviale.

Passant la valeur absolue a l'intérieur, nous avons, si la sommation sur m se fait
sur Io(M, s),

SI(r,5) < Wi—l q2(u2—uo) Z Z ’aho <quo—u2’H>’ ’ahl (q“(’_m,H)‘
k=p+v—4 |ho|<H h17#—ho

)

&p(ha, k)@p(hs — ha, k)

2

Pr(—ha, k) Br(lo — ha, )

0<hs<gH2—HO 0<ho<qh2~HO
mn mn + mr g Hosn gt Hosn
Z elhb—+h——+hy——— + hg————
mn qMQ qﬂQ qNQ MO q/~L2 MO
Ty(mn)=k
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Soit k € {u+ v — 4, u+ v — 1} fixé, nous traitons d’abord la sommation sur m
et n comme suit :

mn mn -+ mr H—HO gn, H1~Ho g,
Z Z e ho +h17+h2q7_+h3q7_
q/l2 q#Q ql»L2 Ho q,U2 1]
méela(M,s) N/g<n<N
Ty(mn)=k

| ¥ e ((h2 + hB)quruzsn) 3 e (m [”(hoJrhl) + WD

p2 p2
N/q<n<N k q q

méela(M,s)N [% qk+1)
1)

’on

et comme I(M,s) C [M/q, M) C [¢#"2,¢"), la derniére ligne est

7T(ho + hi)n + hyr

qMQ
1)

)

< ) min (‘[M/Q,M) N [(‘qu:r»

N/qg<n<N

(ho + hl)n + th
q#Z

sin

< > min (q“,

qu—1§n<qu

< [¢"7"((ho + h1,¢"*)q" + ¢"* log ¢"*),

par le Lemme [A.2.10L Mais |ho + hi| < 2H et donc

(h() + hl)n + hl’f’
gt

sin 7

—1
) < ¢ (Hg" + ¢ log ¢*),

Z min (q“ ,

qufl §n<qu

mais en ayant choisi H = ¢*2#0*+2¢ nous avons Hgt > ghtH2—Ho > gH2 et donc

(ho + hl)n + th'
qh?

sin 7

—1
) < [¢" " Hg"log ¢".

Z min (q“ ,

qufl §n<qu

Par orthogonalité des caracteres, nous avons pour tout k et y :

> [erh+y k) =1 (2.69)

0<h<gH2—H0

et nous obtenons donc par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

>

0<hs<gH2~HO

7 (s, K) @ (hs — P )

@(hi’» - hl? k)

9\ 1/2 5\ /2
< > >, <1
0<hg<gH27H0 0<hz<qH2—HO

o (k)

et de maniere similaire

>

0<ho<qh2—HO

Go(—ha, k)Bp(ho — hs, k)‘ <1
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De plus, d’apres (A.23)) et le choix de H :

s 1 1 .
Do lan(go ) < Y pra— > m<< log(H/q¢"*~ ") = log ¢”.

Ih[<H Ih|<gr2—ro 1 g2 10 <|h|<H

Ainsi nous avons
|51 (r, 5)| < (log q)°p*¢* 2+ [¢"#* | H log ¢*2,
et avec le choix H = ¢H27H0F2¢ et comme [z] <z + 1,

151 (r, s)| < (log q)* (w4 v) gt H3ero) 20 (g1 4 g=v), (2.70)

2.7.2 Estimation de S)(r, s)

Nous avons, par définition, puisque hg + hy =0 :

ptr—1

S (r,s) = ¢?ra—ro) Z Z an, (quo—uz’ H) an, (quo—m’ H)

k=p+v—4 |h|<H

hssr \ __ — — __
> e( , )sop(hg,k)wp(hg—hl,wp(—hz,k)sop(—hl—hm

q#Z—#l
0<hg,hg<g27#0
mr q:ul —Ho SN qﬂl —Ho sn
Yoo D el +he + hs :
qM2 qN2_NO qNQ_MO
mely(M,s) N/q<n<N
Ty (mn)=k

Posons h = hy + hs, de sorte a unifier les termes en n. Ceci nous donne
ptr—1 9
SQ(T, 3) < qQ(M—Mo) Z Z ‘ahl <quo—u27 H)‘
k=ptv—A4 |hy|[<H

3 > |@p(ha k) @p(hs — hi, k)@p(hs — b, k)@p(hs — ha — . k)|

0<h<2qt2—H0 0<hz<gHt2—HO

hir sh
Z Z efm H2 n pe—p1 ||
mely(M,s) g~ 1<n<g” q q

Ty(mn)=k

Il s’agit a présent de rendre les lignes indépendantes les unes des autres. Si nous
posons

So(h.hi k)= 3 |@p(ha, k) @p(hs — ho, k)p(hs — h, k)@p(hs — hy — h, k)|
0<hz<gH2~HO

par I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous avons :

1/2
\Sﬁ<h,h1,k>\s< > \@?(hg,k)aahs—m,k)\z)

0<hgz<gl2—HO

1/2
. ( > |ep(hs — h,k)gp(hs — hi — h, k’)IZ)

0<hz<gh2—ro

< Y |@r(hsk)@n(hs — b k)| = Shlha, k)

0<hgz<qh2=HO
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par ¢"*~#0 périodicité. Nous avons alors :

ptrv—1

Siris) < ) S S fan (00, H) [ Sy )

k=p-+v—4 |hy |<H

hyr sh

SRR SRS SIS (L

w2 B2 —p1

1<h<2qt2—H0 |mela(M,s) N/g<n<N q q
Ty(mn)=k

Nous constatons qu’il y a essentiellement deux termes : ceux ou n a une contribution
dans l'argument de la somme d’exponentielles (¢*>~#1 1 hs) et les autres :

Z 1S4 (r, s)| < Z Ss(r,h) + Z St(r,h,s), (2.71)

1<s<S 1<s<S 1<s<S
0<h<2gH2—F0 0<h<2gt2—F0
q"2~H1|hs g2~ HF1ths
avec
prv-l 2 hyr
 2(pa— - /
S5 (1, h) = ¢*H2—Ho) >y ’ahl (q“o “Q,H)‘ Se(hi, k)| > e<m uz) ,
k:M+V—4|h1‘SH m,n q
Ty(mn)=k
et
/ o
Se(r, hys) =

2(p2—puo0) e f0—p 2 hyr hs
g Z Z ‘ahl (qO Z’H)’ S6<h1’k) Z € mqm +nquz—u1

k=p+v—4 |h|<H m,n
K < Ty (mn)=k
ou la sommation sur m se fait sur l'intervalle Io(M, s).
Les termes ou n a une grande contribution (c’est-a-dire ceux ou I'argument n’est
pas altéré, donc maximal) sont les plus faciles a traiter. D’apres le Lemme [2.6.3]
nous avons

Sé(?“, h, S) <<q2(#2—#0) #Ji*l Z ‘ahl (C]M()—m7 H)f

k=p+v—4|hi|<H

- Sh(hn, K)gr (g g ) g,
Cependant
o o 2
S Sith k)= Y > [@p(hs k)Grlhs — k)| = 1.
0<hy <qH2—HO 0<hy<qh2—H0 0<hz<qH2HO
(2.72)

Nous séparons donc Si(r, h, s) selon |hy| < ¢"*7#°, qu’on nomme S7(r, h, s) et selon
q" 7 < |hy| < H qu’on nomme S7 (7, h, 5). Par (2.72), en utilisant |ap, (¢"°7#2, H)| <
g" "2, nous avons l'estimation

V2 R0 Rt m) g (o) g1/2

(2.73)

5771(7“, h,s) < ¢" " (Sq’”_“oq”?—l‘l)
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Si g2 H0 < |hy| < H, alors |ag, (g" "2 H)| < ﬂh i et donc
st Sg(ha, k
471(7~’ h, S) < qz(#z—#o) Z Z 6|(h11|2)

k=p+v—4 gt2—ro<|hy|<H

qé (u+u)qu2—u1 (Sq“l —Ho g2 = ) 1/2 '

Mais Sg(hy, k) est g"2~#° périodique en hy. Nous pouvons séparer la sommation en
jg"2ro < |h| < (j+1)g"2 0 avec 1 < j < H/g"27H0 et borner |hy|~2 par j~2¢?(Ho—H2),
Ceci nous mene a dire que

'/771(’/", h> S)
+v—1

Z Z] q (p2—p0) Z Sé(hhk)

k=p+v—4j>1 0<|h1|<gH2H0

I
< q%(#+V)+%(#2—#1)+2(H2—#0) (Sqm—uo)l/z

< qg(,u+l/)+%(/12*#1)+%(H2*H0)51/2’

et par (2.73)), nous obtenons
SL(r b, s) < g8 3 )+ (ha—ho) g1/2,

ou encore
S Si(rohys) < gsUerFEem i) TS (nemho) 6372, (2.74)
1<s<S
0<h<gh2—Ho
gH2H1ths

A présent contrélons Ss(r, k) ol on rappelle

55(7’, h) =

2(p2—po) g 10— 142 2 mr
q Z Z ‘ahl (q ,H)’ S6<h1>k> Z (& hli .

qﬂz
k=p+v—4 |h|<H méely(M,s) N/g<n<N
Ty (mn)=k
Nous utilisons le Lemme [2.6.2] pour pouvoir dire
mr har |
> dooe <h1> < ¢” min (q“, sin m— ) : (2.75)
q,U«Z 2

méela(M,s) N/g<n<N
Ty(mn)=Ek

ce qui amene a

85(’/’, h)

ptr—1
< qQ(m—uo) Z Z ‘ah <quo—u27 H)‘z St (hy, k)g” min (qu’

k=ptv—4 |hy|<H

. hl’f’
SN T ——
qh?

)

Notons que |hyr| < HR = gi2—Hot3r = gra=n+6p+20" < gra=p48p - Gj 1on suppose

8p <, (2.76)
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—1 q“?
< —— ce qui donne
r|hil

hir
g2

nous avons |h;r| < ¢"* et donc ‘sinw

p+rv—1 I
Ss(r.h) < 2= 3 S Jay, (¢, H)|” Sy(ha, k)g” min <q“, q” )

k=p+v—4 |hi|<H r|hal

Nous séparons cette derniere somme en Sy (7, h), S7,(r, h) et S7,(r, h) selon || <

@, % < |hy| < g0 et g"27H0 < |hy| < H. En effet, si |hy| < ¢, min (q”, %) =

. H2 2 . o . . .
g", alors que min (q“, rq|h1\) = rq|h1\ sinon. Notons ici un enjeu dans le fait que la
sommation sur n soit maximale.

Nous traitons d’abord les sommes S7 ,(r, h) et S7,(r, h) pour lesquelles la mé-
thode ne différe pas beaucoup des sommes S7,(r, h,s) et S7(r, h, s). Plus précisé-
ment nous avons

p+rv—1

472(7,7 h) — q2(H2—M0) Z Z ‘ahl (q/‘O_#Z’ H)‘2

k=p+v—4 ¢2r <|hy|<gHt2~H0

o
- Sg(h1, k)g” min (q“, a )

r|ha]
ptr—1 2 H2
v - - q
) Z Z ’ahl (quo ”%H)‘ Sé(hl’k)r|h |
k=p+v—4 20 <|hy |<gHt2—F0 1
vdps  ptr—1 S/ he k
< q Z 6<h17 )
r k=p+v—4 g2r <|hq|<gt2~H0 | 1|
qy+“2_2p ,Ll,+l/—1
<— > > Si(h,k),
r k=p+v—4 0<|hy|<gt2—Ho
ce qui nous mene a
: gt
Shalrih) < T—. (2.77)
A présent
" 2(p2—po) st JLo — 42 2 / v - n q,U«Q
Zo(r h) =g > S an (@072, H)| Si(h)g” min g e
k=pt+v—4 gt2=ro<|hy|<H 1
ptr—1 2 2
_ qy+2(u2—uo) Z Z ‘ahl (q“O_“Q,H)‘ Sé(lh) q '
rlh]

k=p+v—4 gt2—ro<|hy|<H

1
wlhal

Nous utilisons la majoration |as, (¢"°#2, H)| < et le mA®me découpage que
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pour Sz, (r, h) pour dire

, g ptr—1 S’(hl, k)
72(rh) < q 22 “0)7 > > %7‘3
k=p+v—4 gh2—ho <|hy|<H 1

ptrv—1

V49 _ q:u2
cqrm S S s Y Sik)

r k=p+v—43>1 0<hy<gH2—H0

< q'/—(m—uo)g

r
v+ o
< a ,
r
et finalement
g
(r,h) (2.78)
r
Nous pouvons alors écrire
Z Z (S/ ( h) + S// ( ) << L Z Z q’“r#
RS 72T 7,2 r h "
1<r<R  1<s<S 1<r<R 1<s<S
0<h<gH27H0 0<h<gh2—H0
gh2=H1|hs g2~ M1 |hs
< i 0g R#{1 <5 < S,0 < h < ghho: g Mihs}
q R 5
o e OB RO S k< g gy
TR S
< u+ylogR#{0 Y quz—MOS}
TR S
log R qm —Mo—uz—i—ms
< ¢ :
T R S
ce qui revient a dire
et — e lOg R
RS S X (Sralnh) + S7a(r ) < gt s (2.79)
1<r<R 1<s<S
- 0<h<q§2 1o
q“2_“1|hs

Traitons maintenant le cas S7s(h,r, s). Nous rappelons que

ptr—1

2(p2—po) Ho— 2 Z . iz q"
Sza(h,r) :=¢q > > ’ahl (q ,H)’ St(hy, k)g” min | ¢ ]

k=p+v—4|h|<g2r
ptrv—1

< qu—V Z Z Sé<h17 k)

k=pt+v—4|h1|<q?
ptr—1

<gt Y Y 3 ]a;(hg,k)(o;(hg—hl,k)

k=p+v—4 |h1|<g?0 0<hz<gH2~H0

’ 2

Soit

P(p+v+1) < (1 — po) (2.80)

W =
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Nous utilisons ici le Lemme [2.6.10] avec A = s — g — 2p pour pouvoir dire

S0 [@e(hak) Gplhs— b k)
|h1]|<q2P 0<hz<gt2—HO

1 L P _ 3P(k) _
<<q2(u1 po—yp (H2—po—2p,u+v—2)+> (10gq”2 u1)2’

donc nous obtenons par croissance de P :

1 v)+1 2 v—2)+3PpP v 2
RS Z Z Sz(h,r) < q(‘”r )+ 5 (w1 —po—yp (L2 —po—2p,u+v—2)+3 P(u+ )(1qu“2 )
1<r<R  1<s<S
0<h<gt2—H0
qH2_lehs

H#{1<s<S0<h<gio gt hs)
S )

ce qui nous permet de dire

15 Z Z 5'7(}% T) < (log qMZ—Ml)Qq(/H‘V)‘f'%(Hl_,UO)_%’YP(M2_MO_2P7M+V_2)+%P(N+V)‘
R 1<r<R 1<s<S
0<h<gM27H0
qNQf.ufl‘hs

(2.81)
En posant S = ¢%, par les équations (2.71)), (2.74), (2.79) et (2.81]), nous avons

1

I SO ‘SZ/L(T’S)‘<<(10gqﬂz—ﬂl)Qq(ﬂ+y)+%(ﬂl—HO)_%’YP(N2—M0—2P7N+V—2)+%P(N+V)

1<r<R 1<s<S
+ qM+V+M1—u0—P log qp

+ qg(M+V)+%(ua—u1)+%(u2—uo)+9‘

Ceci nous donne en utilisant (2.60)), (2.62), (2.66), (2.67) et (2.70) :

RlS Z Z |Sé(?”, 5)‘<<(10gq’m_‘“)Qq(“+V)+%(H1—Mo)—%’yP(H2—MO—2P7M+V—2)+%P(N+V)
1<r<R1<s<S

+ qu+l/+u1—uo—p 10g qp

+ qg(M+V)+%(u2—u1)+%(u2—uo)+p

+ (log Q)3(M + ,/)3qu+v+3(u2—uo)+2p(q—uz +q7)
+max(log g™, 7(¢"))g"

+ max(7(q), log g)uy Vgt oY

+ ¢ P (4 v).

Puis par (2.54)), (2.56) et (2.59) :
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1S (9)]* < (log q”Q’”l)2q4(#+l')+%(uruo)*%w(uzfuofzp,wufz”gp(wy)
+ q4(H+V)+#1—uo—p log ¢”
+ q(4*%)(ﬂ+’/)+%(Mz*#1)+%(u27u0)+p
+ (log q)* (u + v)P g3l o) t2p (=i =)
+ max(log ¢", 7(g"°)) A1) =2

+ max(7(q), log q)ps @ g tv)tro—p+Pluzt1)

R (T e ) B e

Nous faisons quelques réductions élémentaires pour pouvoir dire

|SH(19)’4 < (log q“Q_“l)2q4(#+”)+%(#1—#0)—%’YP(Mz—uo—2p,u+u—2)+%P(#+u)
+ q(4**)(ﬂ+’/)+%(szﬂl)Jr%(,uzfuo)er
+ (lqu) (M+V)3 A(p+v)+3(p2— u0)+2p( — 2 +q—y)
+ max(log ¢*,log ¢"°, 7(¢"°), (n + v))q A(ptv)+p1—po—p

+ max(7(q), log q) s\ g ) tro =+ Puzt1)

Nous rappelons a présent que nous avons posé fio = i+ 2p, pi1 = L —3p et po =
p1—2p" = pp—3p—2p' de sorte que pg — 11 = 5p, p1 — po = 20" et pg — pio = 5p+2p/,
ce qui nous donne, quitte a choisir 2p < v (ce qui sera le cas) :

1S (9)]* < g +) [(1og ¢°)2q5 @)= 31 (o2 kv =2)+ 4 P(urtv)
e (e Re (RS LS AR
+ (log q)3 (11 + )2 PP 420 (=120 4 =)
+ max(log ¢, log ¢, (g3 ), (j+ 1))~
+max(7(q),log q) (1 + 2p)*" w(q ) —20 +P(u+u+1)}

Remarquons a présent que par (2.80]), nous avons P(u + v + 1) < 2p//3. Par
ailleurs, comme p < p, nous pouvons écrire

1S (0)[* < ¢+ [(log )2 B P GoH20 =2 § P (k)
+ q*g(u+l/)+16p+3p
+ (log q)*(pu + v)°q ™+ (¢ + ¢7")
+ max (7’ gh3e 2”) 1w+ V)qQ”/_”

_4.
+max(r(g), log q) (s« + 20)“Vg~3']

3

(
(
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et en nous rappelant que p’ < p, et que vp(l, k) est croissante en [, nous avons la
simplification suivante :

IS(@)[* < g0+ [(log g*)2q?'—Br k=2 3P0
+ q—é(,u—l-u)-&-wp

+ (log ¢)*(u + v)°¢*P (¢ + ¢7)
+ max( (qh2r 2p) i+ V)qw_p

+max(7(q), log g) (1 + 2)“@q 4]
Si nous supposons
P(u+v) <vp(3p,p+1)/3, (2.82)
alors par décroissance de vp(l, k) en K, nous obtenons

|S1r (¥ )! < ¢gttv) [(logq >2q3p/,i,yp(3p7u+yiz)
+ q—g(u+v)+19p
+ (log )3 (4 v)3¢®P ("% +q7)
+max ( (¢~ 3p=2¢ )y 1+ 1/) q2PLP
+max(7(q),log q)(1 + Qp)W(Q)q—gp’} .

Nous faisons alors le choix de prendre p = [ | = |5£5] < & < 2w+ v) (on
voit aisément que p vérifie (2.61))).
Ainsi

2 3 x 23
19p < 21p < 23p < “2 (it ).

v <
x 20 T 4x8x20

Plus précisément nous obtenons

SO < ¢+ [(log g)2q et
+ g0 1 (log q) (4 v)°q 590" + (log g)* ( + v)°q 190"
e ()4 )
+max(7(q), log q) (1 + 2p)* Vg3 .
Nous posons alors o = [7p(3p, p+ v —2))] < 2 p d’apres la Remarque [2.2.1] de
sorte que, par (2.51]), nous sommes certains que (2.80)) est vérifiée, et de plus :
S ()[* < g+ [(log ¢°)?q 67 Bl uv=2
+q 0 1 (log q)° (4 v)°qI90% + (log )" (u + v)°g 160"
+ max (T(q“_3”_2p )y i+ V)q 5 L6o
+max(r(g) loga) (s + 2p)0g- L BLabar-21].
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Ceci dit, avec la condition ([2.50)) et les estimations classiques des parties entiéres,
nous pouvons écrire :

Srr(0)[* < gt t) [ ( ), log q) (1 + )@ (10gq5p)2)q—%67p(%,u+u_2)
+q 3130 (HHV) | (log q)* (1 + v)%q — 160 ()
+ (log q)* (1 + v)Pq~ Tim ¢ #)
+¢% max ( (302 M+V)qu(u+u)}

< Mg (q w80 (V) 4 q—%vp(%%’g,wv—?))))
max (7(q) (e + v)*9, log g + 2p)"
(log ¢)*r(¢" =57, (log q)° (1 + v)*).
Cependant, par la remarque [2.2.1] :

1 H+v W+ v 26
- _9) < <
16%3( 610 MY >— 160 x 32 = 20450 HY)

et donc finalement :

4 v
Si1(0) < g1 (max (7(q), (log q)?) (u + 1)@ +3) " grv=amw (g a2,

2.8 Fin de Pestimation
Nous avons par la Partie

Sr(0) < (p+v)*(log q)3q“+V—i“/P(%(u+u),u+u),
et par la Partie

1/4
S1(0) < g (max (T(QL (log q)3>(u + u)“(q)+3) / gt ntv=2),

log (qpuc) — & (sin 7lel) )
On rappelle que vp(l,k) =11 — Pk logg est croissante en

[ et décroissante en k du fait de la Proposition [2.4.4 Ainsi nous pouvons écrire
S1(9) < (1 + v)3(log q)3g =17 utv) wtv)
< (u+v)(logq)dgt 1P ntv)
w(g

< @2y 1) max ((log q)®, 7(q)"/*) g —aa e G et)

et de mA2?me

Sir(9) < ¢/ (4 v)* 5 max ((log q)?, 7(q)"/*) g+ s el o),
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Posons ¢;(q) = ¢*%/'%® max ((log q)3,7'(q)1/4) (log q)_?’_#. En rappelant que z =

¢g"*", nous pouvons alors utiliser les Lemmes [A.1.2] et [A.1.3| pour obtenir

< c1(q)(log 2)*+ ¥ pg s (i o Licgs )

> Am)fe(n)e(vn)

z/q<n<z

et

log x log x

< c1(q)(log @H#mq_&wq@Jm’ Toeq))

> uln)fe(n)e(in)

z/q<n<z

Il reste & remplacer = par ¢~ * et sommer sur k. Soit K € N tel que ¢¥ < z'/* <
¢+, Comme p(l, k) est croissante en [ et décroissante en k, nous avons

_1 logzg=F | 1 | logzg™F _1 logzg=F | 1 |loga
qu*kq 517P ([ Tiog g J 1600 L hoeg 1) < quikq sa7P(IPig e I 1600 Liog g )

k<K k<K
—k
< T agtq e e LD
k<K
1 1 1
< q_ﬁ'YP(L Oi}zq JIGO’LI?)?’,;;J) Z xq

logz log x

<< xq_(i%’yp(l-loqu 120° |—10qu)

tandis que
—k
Z X q 647 (Lloﬁfgqq Jlfli()’ loglc?gqq S Z ﬁk
ey K
< o) < 173/4 < xq_é’YP(H?észszizD
q
et finalement
> An Je(Un)| < e1(q)(log x)3+wglq> g~ oe Lisgal o Licgg ) (2.83)
n<x
et
> pln Je(vn)| < c1(q)(log x)3+%®xq_6iﬂp(ugizjﬁlo’ Lisga ) (2.84)
n<x

2.9 Conditions sur P

Nous devons a présent choisir P de sorte que (2.9) et (2.51)) et (2.82) soient
satisfaites.

Ceci nous donne P(p+v+1) < g\\]}ﬁ’yp (%16’, w4 v — 2>J et P(u+v) < yp(:(u+
V), b+ ).
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Comme la fonction P est croissante, que [x] > x/2, et que p < 3 (u+v), les
trois équations sont impliquées par

1 w+v
P(2 < — LS 2.
Cutv) < e (Bonv) (2.85)
Constatons que
8 (sin %)2
) 2 log|1— ————+2%
log (qP(k) -8 (SlIl %) ) gt
el k) =1]1— =~
P(k)logq P(k)logq

et que pour tout 0 < = < 1, nous avons log(1l — z) < —z, ce qui implique que

. T 2
l 8 (sm "TH)
q"® P(k)logq’

7P<l7 k) >

et donc il suffit que la fonction P vérifie

o] |2
[+ v 8 (sm T)
P(2 <
@e+v) < e s PP+ v) log g

ou encore ,
P(z) < x 7o
P(2x)qg ¥ P(z)logq < 610 % 48 488 (sm — . (2.86)

et nous constatons que pour tout 0 < ¢ < 1/loggq, toute fonction P(x) vérifiant

P(x) < clogx vérifie ([2.86]).
Pour que les équations (2.83)) et (2.84) ne soient pas triviales, il faut que

c1(q)(log x)“#xq—évp(hogq

logz |1 |logz
Viko: LBESD) — ()

ce qui revient a dire

r(q)(log )5 g s e LT o LEESD = o(1)

ou encore
PEEE)) g (ain mlol)?
12 4+ w(q) log1 1 {log xJ 1 log <q 1 8 (sm 4 ) ) .
— 10g 108 T — — —00
dlogq 2" T 64 % 120 Llogq P2 ])log g 20 O

mais la encore, il suffit que P vérifie

o] )2
12 + w(q) 1 log = 8<Sm 1 )
=" P oglogz — — 2.
08108 % 64><120{ =, o0 (287)

log qJ | "D P(| 1) log g "
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et 1a encore, si 0 < ¢ < 1/logq et si P(x) < clogz, nous avons

: T 2
12 + w(q) log] 1 {log xJ 8 (sm %)
———loglogz — . —
4logq 64 x 120 Llog q qdog“%”clog([%j) log g
. y|[e% 2
12 + w(q) log] (881n %) 1 Fongldogq
= ——loglogx — . .
1log g g log 64 x 120clog q IOg(HgizD log q
et comme pour tout € > 0, nous avons loglogz = o ( ch)ifg);)v (2.87) est vérifiée pour

toutes les fonctions P(x) vérifiant P(x) < clog .

2.10 Non automaticité

Dans cette partie, nous montrons que les suites ((—1)?7(), étudiées ne sont
pas automatiques dans le cas ¢ = 2. Ceci nous permet d’affirmer que les résultats
de ce chapitre ne sont pas recouverts par [Mull6]. La preuve que nous présentons
est due a Julien Cassaigne, suite a une volonté de simplifier une preuve initiale.

Soit P : N — N une fonction croissante majorA@©e par logn/log?2. Nous allons
montrer que I'ensemble E des entiers possA(@©dant un nombre pair de blocs de taille
P(Ty(n)) "1" consécutifs en base 2 n’est reconnaissable par aucun automate fini.

Supposons que E est reconnu par un automate a k états. Parmi les k£ + 1 mots
x; = 051!, pour [ de 0 & k, il y en a donc deux qui conduisent au méme état,
disons x; et x;,7 < j. Soit m un entier suffissamment grand pour que P(m) > k et
m > P(m) + k. Soit y = 1P°m=igm=Pm)+i=k  Alors les mots z; - y et ; - y sont
deux mots de longueur m qui conduisent au méme état, et pourtant le premier code
un A©IA@ment de E (il ne contient aucun bloc de taille P(m)) et pas le second
(il contient exactement un bloc de taille P(m)). Le choix de m est valable puisque
min(P(m), m — P(m)) est non majoré dans notre cas.






Chapitre 3

Blocs de grande taille

3.1 Introduction

Dans ce dernier chapitre, nous essayons de prendre du recul sur les deux pré-
cédents chapitres, en leur donnant une interprétation arithmétique. De plus nous
évoquons un argument probabiliste (fourni par Régine Marchand) pour donner une
limite a la méthode de Mauduit-Rivat concernant les problemes qui ont été traités
au cours de cette these. Nous invoquons le méme argument probabiliste pour com-
pléter notre réponse a la question de Kalai concernant les objets étudiés au cours
de cette these en montrant que si

N—Ek+1

Py(X1,...,Xn)= >, Xi-Xite
i1

avec k > clog N et ¢ > 1/log?2, alors

> p(n)(=1)™ = o(27)

n<2N

avec Py(n) = Py(e(n),...,en—1(n)), ou les ¢; désignent les chiffres binaires de n.
De plus nous démontrons le résultat suivant :

Théoréme 3.1.1. Soient f : N — N une application, A > 1 un réel, N un entier
positif, et

N—k
PN(X17"'7XN> - Z Xi‘”Xi—i-k—l
i=1
un polynome, avec k un entier supérieur ou égal & Alog N/log2. Alors, si pour

tout entier n inférieur a 2%, nous notons Py(n) := Px(ey(n),...,ex_1(n)) ot les ¢
désignent les chiffres binaires de n, nous avons

S f) (1) = 3 f(n) +e(N),

n<2N n<2N

avec [e(N)| < 28FINT A sup,, on [ £(1)|(1 + o(1)).
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3.2 Réflexion sur les deux premiers chapitres

Dans le Chapitre 1, les résultats de [MR15] ont été étendus a toutes les suites de
la forme

a(n) = a([n/g" W7 )+ 3T glan),ema(n),. . e (n), (3.1)

0<i<T,(n)—k

olt k a été fixé et g : {0,...,¢ — 1}* — N est une fonction non triviale dans un
sens qui a été précisé. Plus précisément nous avons obtenu la formule asymptotique
suivante :

< (q) (log Q:)rzz(q)x(f“v(ZL(lf)g x)/801og q|)/20+log((2[ (log x)/801log q] )/20)7

> u(n)f(n)e(vn)

n<x

(3.2)
ou f(n) = e(aa(n)), a € R/Z, ¥ € R, ¢1(q),c2(q) des constantes définies dans le
Théoréme [1.2.5| ne dépendant que de ¢ et de f, et

log (qk -8 (sin ”40‘")2>

YN = LNJ) -

En particulier, en prenant ¢ = 2,« = 1/2,9 = 0, ’équation (3.2]) nous fournit

> uln) (=1 = o(a)

n<x
dans le cas o (a(n)),>o est une suite de la forme (3.1)). L’estimation du Chapitre 1
reste valable, dans le cas z = 2%V, pour tout k¥ < clog N avec ¢ < 1/log 2. Cependant
la suite (a(n)),>o0 concernée n’est pas alors bien définie : selon la valeur de N, un
méme entier n inférieur & 2V peut avoir plusieurs images différentes par ’application
concernée, comme il a été vu dans l'introduction.

Dans 'objectif de formaliser cette remarque, au cours du Chapitre 2 nous avons
démontré un théoreme des nombres premiers et un principe d’aléa de Mobius pour
la suite (e(aap(n)))n>o oU « est un réel non entier, ap définie par

ap(n) =>_€i(n)...cirp,my(n),
i>0
avec P : N — N une application croissante vérifiant P(z) < clogx avec ¢ < 1/loggq,
T,(n) = |logn/logq] et ’
n=> e(n)g

i>0
I’écriture infinie de n en base ¢. La forme de ap, et notamment l'utilisation de
I’écriture infinie de n, n’a été utilisée que dans le but de simplifier les calculs. Il
est possible de généraliser notre suite de la maniere suivante : soit £ un entier
strictement positif, pour tout intervalle [¢*~, ¢* — 1] on fait correspondre une suite
P(k)-récursive ap) ; nous pouvons alors définir (ap(n)),>o la suite qui a pour valeur

ap(n) = ap(,(n)(n).
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Les résultats du Chapitre 2 peuvent alors s’adapter pour cette nouvelle suite :
quelques ajustements de constantes - les mémes effectués entre I'article de Mauduit
et Rivat [MR15] et le Chapitre 1 - permettent de conclure a la validité des résultats.
Le cas que nous avons regardé au Chapitre 2 correspond aux suites P(k)-récursives

Ty(n)—P(k)

aP(k) (n) — €; (n) e €i+P(k) (n)
=0

Il existe une interprétation arithmétique des résultats du Chapitre 1 et du Cha-
pitre 2 qui résulte du résultat (classique) suivant :

Proposition 3.2.1. Soit a : N — N une application et m un entier supérieur ou
égal a 2 tel que pour tout entier k satisfaisant a 1 < k <m on ait,

3 e o)

avec C'(N) une fonction croissante et étant o(N) lorsque N tend vers l'infini, alors

< C(N), (3.3)

()

#{p<z, alp)=k (modm)}~ o (x — 00). (3.4)

Démonstration. On a

> -y, y ()

p<az p<z " 0<j<m
a(p)=k (mod m)
LTy g (M0
m p<zm1<J<m

Par ailleurs, par le Lemme [A.1.1] pour toute f : N — C telle que |f(n)| <1 :

max
]()g T t<z

> fp) ZA n)| + O(Vx),

p<lz

en utilisant cette estimation avec f(n) = e (%) nous obtenons :

2o (0w 2 () e ()
7 S (jo;(lp) )
=22, (ng%ﬂff > Aln) (‘7“(”))‘) +O(Va)

< sup max C(t)) + O(Vx)

T 1<j<m <logx i<z

< sup
1<j<m

et comme C' est croissante et vérifie C'(N) = o(N) la derniére estimation est un
o(m(z)) par le théoreme des nombres premiers, ce qui achéve la preuve. O
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Ainsi, les estimations obtenues donnent une équirépartition des nombres premiers
selon les classes de congruences. Dans le cas du Chapitre 1, on montre que les
nombres premiers sont bien répartis selon la congruence du nombre de mot w dans
leurs chiffres, quelque soit w. Ce résultat est a rapprocher du probleme de Gelfond
[IMR10] : Mauduit et Rivat avaient démontré que les nombres premiers étaient bien
répartis selon la congruence du nombre de ‘1" dans leurs chiffres binaires. Avec
Martin ils avaient étendu ce résultat a n’importe quelle base et n’importe quel chiffre
[IMMR15]. Si I'estimation du Chapitre 1 reste valable pour 8 < log N/log 2 lorsque
x = 2V il n’est pas possible de donner une interprétation dans ce cas : la taille du
bloc considéré dépend de la borne de I'intervalle de sommation.

Par le Chapitre 2, nous pouvons dire, sous la condition P(z) < log,(x), qu’il
existe autant de nombres premiers possédant dans leur écriture binaire un nombre
de P(Tz(p)) ‘1’ consécutifs pair, que de nombre premier possédant un nombre de
P(Ty(p)) ‘1’ consécutifs impair.

Ainsi, si les résultats du Chapitre 2 avaient pu s’étendre & P(x) = x, nous aurions
pu dire que la densité des nombres de Mersenne dans les nombre premiers était de
1/2. En effet, le cas P(x) = x correspond au produit des chiffres en base 2, et ce
produit est impair si et seulement s’il vaut 1 si et seulement si tous les chiffres valent
1, si et seulement si I'entier correspondant est de la forme 2¥ — 1.

Nous avons donc un sens arithmétique, mais aussi une importante obstruction
dans le cas extréme. Il est naturel de se demander quelle est la vitesse maximale a
donner a P pour que la méthode de Mauduit et Rivat s’applique, et au dela de cette
vitesse, s'il est possible d’obtenir un principe d’aléa de Mobius et/ou un théoréme
des nombres premier.

3.3 Cas de blocs de grande taille

Les résultats obtenus dans le Chapitre 1 (tout comme ceux obtenus dans [MR15])
sont tres dépendants de ce qui est nommé la propriété de Fourier, qui implique
notamment qu’il existe une application v tendant vers l'infini a I'infini telle que, si
k est un entier supérieur ou égal a 1,

d e (az ei(n) - €i+k(n))

n<2N i20

1

o < 277, (3.5)

En prenant o = 1/2, ce qui correspond a la question de Kalai, nous cherchons donc
a montrer que

1
o¥ |BL(2Y) = Iu(2V)] < 277,

ou Ej(m) désigne le nombre de u < m tels que w a un nombre pair de blocs de taille
k41 de ‘1’ dans son écriture binaire, et I(m), un nombre impair. Elémentairement :

|Br(2Y) = I(2")| = 2V — 2min(E(2), [(2")) = 2max(E(2Y), I,(2V)) - 2V.
(3.6)

Nous allons montrer dans la Partie le résultat négatif suivant :
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Proposition 3.3.1. Soient N et k deur entiers, et Ex(2V) et I(2V) définis comme
précédemment .
Nous avons pour tout 1 < A < 2, et pour tout entier k > Alogy(N) :

EL(27)
AN

I.(2V)
IN

>1—2N" 4 4 o(N'"1) et donc < 2N 4 o(NTAY.

Par (3.6)), ceci veut dire que sous les conditions de la proposition, on a pour N
assez grand

1
2N

1
B} Z €irk(u) -+ €i(u)

N
>0 2

|

u<2NV

)l _ 2max(By(2Y), [(2V)) — 2V

-1

>2(1 — 2N ) 4 o(N4) — 1
=1 4N £ o(N'™4)

et en particulier (3.5) n’a aucune chance de se réaliser. Le Théoréme découle

facilement de la Proposition [3.3.1]

Démonstration du Théoréme[3. 1.1 Soient Ej et I, définis comme précédemment.
Sous les conditions de la Proposition [3.3.1], nous avons pour N >4 1:

I,(2Y) = min(E,(2Y), I,(2Y)) = 2V — max(E,(2"), I,(2™)) (3.7)
et

S S = 3T fn)— Y f(n)

n<2N n<2N n<2N
2|Pn (n) 2tPy (n)
= > fln)=2 > f(n)
n<2N n<2N
2{Pn (n)

A présent remarquons que

Z f(n)| < sup |f(n)|#{n < 2" : Py(n) # 0 mod 2}

2Py (n)
= sup |F(n)]1(2Y)
n<2N
et la Proposition [3.3.1] permet de conclure. ]

En appliquant la proposition avec f(n) = u(n) et en utilisant le théoréeme des
nombres premiers sous la forme , nous obtenons que pour tout A > 1,

> u(n)(=1) = o(2")

n<2N
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avec

N—k
Py(X1,...,XN) =D Xi- - X
i1

un polynoéme, avec k > Alog N/log2 et Py(n) = Px(é(n),...,ex_1(n)). De méme,
avec cette définition de Py(n), le théoréeme des nombres premiers permet de conclure
que pour tout A > 2 et k> Alog N/log?2,

ST A(n)(=1) ) ~ 2N,

n<2N
En effet, sup,_ov A(n) < Nlog2 < N et |¢(N)| < N2V sup, v A(n)(1 +
o(1)) = o(2V), car A > 2.

3.4 Un résultat probabiliste

La preuve de la Proposition repose sur un résultat probabiliste. Ce n’est
pas si étonnant si on tient compte du fait que, pour un entier n pris aléatoirement
entre 0 et 2V — 1, en écrivant

N-1

n=>Y e€(n)2,

1=

ol €y_1(n) peut étre égal & 0, les ¢; suivent des lois de Bernoulli et sont indépendantes
et uniformémement distribuées.

Introduisons des notations : soit A := {0, 1} 'alphabet & deux éléments, A" les
mots sur A de taille N. Nous identifions totalement {0,...,2" — 1} a AY. Pour w
un mot de taille N, nous notons N (w) son nombre de blocs constitués du méme
chiffre, pour chaque i-ieme bloc, X;(w) sa taille. Nous notons enfin M(w) la taille
du plus grand bloc constitué du méme chiffre.

Ainsi w := 111000011 est constitué de trois blocs : ‘111’ de taille 3, ‘0000’ de taille
4 et ‘11’ de taille 2. Donc dans ce cas N (w) = 3, Xi(w) = 3, Xo(w) = 4, X3(w) = 2
et M(w) =4.

Nous commencons cette partie en générant un mot aléatoire de taille N. Cette
construction est standard et peut étre retrouvée dans [MZAQT].

Construction 3.4.1. Soient (Z;);>0 des lois géométriques de paramétre 1/2 défi-
nies sur un espace de probabilités (Q, F,IP). Supposons-les indépendantes et identi-
quement distribuées. Soit € une loi de Bernoulli de paramétre 1/2 définie sur € et
indépendante des Z;. Alors nous construisons une suite infinie de 0 et de 1 de la
maniere suivante :

— st € =1 nous écrivons Zy ‘0, puis Zy ‘1’ puis Z3'07 etc.

— si € = 0 nous écrivons Zy ‘17, puis Zy ‘0’ puis Z3'1’ etc.
Gardant les premiers symboles, nous obtenons un mot aléatoire de taille N. Avec
ces notations, nous avons

N(w) = inf{k eN, Zk:Zl-(w) > N}

i=1
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et

N(w)—1
Vie{l,...,]\/’(w)—l}:Xi(w):Zi et XN(W)(W):N— Z ZiSZN(w)-

i=1
(3.8)
Nous avons alors le résultat suivant :
Proposition 3.4.2. Pour tout 1 < A < 2, tout N > 2 et tout w € A’ :
P(M(w) > Alog N/log2) < 2N*™4.

Démonstration. Soit y > 0, comme pour tout i, X; < Z; et que N (w) < N, nous
avons

AVARAVARLY,

En appliquant ce résultat a y = Alog N/log2, ceci montre que
P(M(w) > Alog N/log2) =1 —P(M(w) < Alog N/log2)

<1-— (1 . 27LAlogN/10g2j>N
=1 —exp(Nlog(l — 2_LA1°gN/1°g2J))
< —Nlog(l _ 2—LAlogN/log2j)
< N2—|_AlogN/log2j + O(NZ—LAlogN/logQJ)
< N21—AlogN/log2 + 0(N2—|_AlogN/log2j)
= 2N 4 o( N,

O

Voyons maintenant comment la Proposition [3.4.2] nous donne la Proposition

B3
Démonstration de la Proposition[3.3.1 Nous avons clairement, comme 0 est pair :
E,(2N) > 28 . P(M(w) < k)
> 2. P(M(w) < Alog N/log?2)
=2 (1 —P(M(w) > Alog N/log2))
> 2N (1—2N") + o2V N,

ce qui conclut notre preuve et ce chapitre. ]






Annexe A

Résultats annexes

A.1 Sommation sur les nombres premiers

Dans cette annexe, nous démontrons deux résultats, dont nous avons eu besoin,
permettant pour une fonction arithmétique g d’évaluer la somme ., g(p). Ces
deux résultats sont démontrés dans [MR10, Lemme 1, Lemme 11].

La difficulté a évaluer une telle somme, du fait du comportement imprévisible
des nombres premiers, nous pousse a regarder une sommation différente. Il convient
d’introduire la fonction de von Mangoldt. Le poids logarithmique ainsi posé, du fait
du théoreme fondamental de 'arithmétique, nous permet d’avoir

logn =Y _A(d)

dn

rendant les calculs plus simples. Le premier résultat que nous présentons est une des
manieres de relier la somme sur les premiers a A.

Lemme A.1.1. Soit g une fonction arithmétique telle que |g(n)] < 1 pour tout
entier n, alors

n)| +O0(Vz).

Démonstration. Par sommation par parties,

Zg logleog +/ (Zlog ) t(ljgth’

p<z p<t

d’oll en coupant l'intégrale en \/z, et en utilisant I'inégalité >°,-,logp = O(t) (par
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exemple [HWT9, Theorem 414]),

> 9(p)

p<z

Z log(p

<z

log T

p<t

z dt
/ " (Z 1og(p)g(p)) g 1)?

+ /Qﬁ (Zlog(p)g(p)) t(lodgtt)Q
1 dt
< 1ngp;clog(p)g(p) + / - (p%log(p)g(p)) Hlog 1)?

Zlog + O0(Vx).

<
- (logx vz t logt Vo<t<e

)
P

Or, du fait de I'inégalité de Tchébychev, 7(t) = O(t/logt) [HW79, Theorem 7], nous
obtenons pour t < x,

> A(n)g(n) = > log(p)

n<t p<t

< Z log p Z 1

p<T 2<a<|logz/logp]|

< (V) logz = O(V).

Ainsi nous avons réduit le probléeme a 1’évaluation de la somme

>~ A(n)g(n). (A1)

n<x

Une méthode classique pour évaluer une telle somme consiste a utiliser une identité
combinatoire permettant de transformer (A.1l) en sommes multiples

> ar(m) .. ap(ng)g(ng ... .ny)

ou les n; sont liés par des conditions multiplicatives.
Le lemme que nous présentons ici s’inscrit dans cette direction. La preuve étant

technique, nous n’en présentons qu’une esquisse, il est toutefois possible de la trouver
dans [MR10, Lemme 1].

Lemme A.1.2. Soient ¢ >2, x> q¢* 0< 3, <1/3,1/2 < By < 1 et g une fonction
arithmétique. On suppose que pour tous réels M < x et tous nombres complexes
A, by avece |an| <1, [b,] <1, on a

> S ambug(mn)| < U  pour 2™ < M < 2 (A.2)

M Z_ z
7<m§M qm <’I’l§ m
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et

> g(mn)| <U pour M <z (A.3)

T
t<n§H

2. max,

bt Sy S5

Alors :

> A(n)g(n)| < U(logz)*.

§<n§:v

Démonstration. Pour u > 1 et s € C posons

p(n) A(n)
0w =35 P =3
et considérons pour R(s) > 1 I'égalité
¢ / 1 ¢
S P (G- (FG+C (-G (-2 -F
¢ THmeemeree (c ) < ¢ )

olt ¢ est la fonction zéta de Riemann définie par ((s) = 3,5, n~°.
Alors, pour = assez grand, en identifiant les coefficients de n~
obtenir pour u = 2 de sorte que 1 < u < \/z

> A(n)g(n) =S — S+ Ss

z/q<n<z

% nous pouvons

avec

Si= >, p(m)log(n)g(mn)

m<u
z/q<mn<z

Sy = > plma)A(ma)g(myman)

mi<u
ma<u
z/q<miman<z

Sy= > plm)A(ni)g(mnins).

u<m<x
u<ni <z
z/qg<mnina<z

En faisant des manipulations techniques usuelles (découpage de somme, inter-
version de somme, majoration classique, etc.) et en utilisant (A.3) pour Sy, (A.2) et

(A.3) pour Sy et (A.2) pour Ss, on arrive a démontrer le résultat.
O

En utilisant [IK04, equation (13.40)] :
p(m) = = > pb)ule) + > ub)ulc)

bc|m bclm
b<u b>u
c<u c>u
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nous obtenons
> u(n)gn) = =51+,

z/q<n<z
=— > pl)p(ng)g(nng) + > png)p(ng)g(ninsy)

z/q<nin2<z z/q<nina<z
ni,ne<u ni,ne>u
et en utilisant la technique de la majoration de S5 dans [MR10, Lemme 1] pour S
et ((A.3)) aprés un découpage selon les puissances de ¢ pour n; pour traiter S7, nous
obtenons le pendant du Lemme pour la fonction de Mébius :

Lemme A.1.3. Soient ¢ > 2, x > ¢*, 0 < B < 1/3, 1/2 < 3y < 1. Soit g
une fonction arithmétique. On suppose que pour tous réels M < x et tous nombres
complexes ap, b, avec |a,| <1, |b,| <1, on a

> > awbug(mn)| < U  pour 27 < M < 2™ (A.4)
M/q<m<M = <n< -
et
> max Z g(mn)| < U. (A.5)
M/q<m<M am="=m |t<n< 2
Alors

< U(logz)?.

> w(n)g(n)

x/q<n<x

A.2 Sommes d’exponentielles

Dans cette partie, nous commenterons et démontrerons plusieurs résultats clas-
siques en lien avec les sommes d’exponentielles. Nous avons vu au cours de cette
these que ces dernieres pouvaient avoir un role primordial en théorie analytique
des nombres. Leur intérét dépasse largement le cadre des problemes vus ici. Elles
apparaissent par exemple dans 'estimation du terme d’erreur de la moyenne des
diviseurs (probléme de Dirichlet), dans la majoration de la quantité |((1/2+it)|, ou
(¢ désigne la fonction zéta de Riemann (hypothese de Lindeléf) ou dans la résolution
de certains systémes diophantiens. Pour un apergu, voir par exemple [Rob16] ou
[GK91].

Notre but ici n’est pas d’étre exhaustif, mais d’introduire et/ou démontrer les
résultats dont nous avons eu besoin. On trouvera dans [GK91], [Rob16] ou [IK04]
un exposé plus complet.

Dans un premier temps nous énoncerons et démontrerons deux résultats qui ne
concernent pas uniquement les sommes d’exponentielles : les inégalités de Cauchy-
Schwarz et de Van der Corput. Ensuite, nous discuterons des sommes d’exponen-
tielles et nous énoncerons les théoremes de Kusmin-Landau (Théoreme et de
Van der Corput (Théoréeme . Pour ces théorémes, nous suivrons I’approche de
[GK91], une approche différente peut étre trouvée dans [Ten0§].
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Théoréme A.2.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soient (am)m>1 €t (bm)m>1 deuz
suites de mombres complexes. Alors, nous avons pour tout entier N strictement po-
sitif :

N 2

Z aibi

=1

< (iu) (iw) (A6)

Nous avons vu que cette identité apparaissait a plusieurs reprises lors du Chapitre
2, notamment pour le lissage des sommes de type II. Elle peut s’énoncer de maniere
plus générale dans le cadre d’un espace Hilbertien sous la forme suivante :

Théoréme A.2.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz : cas Hilbertien). Soit (E, (-,-)) un
espace préhilbertien réel ou complexe. Alors pour tous vecteurs x et y de E,

(=, )] < =] - [yl
de plus il y a égalité si et seulement si x et y sont linéairements dépendants.

Une jolie preuve de ce dernier résultat repose sur une résolution d’une équation
polynomiale de second degré. Plutot que cette démonstration, nous préférons pré-
senter ici une preuve élémentaire de 'inégalité de Cauchy-Schwarz, reposant sur une
identité de Lagrange.

Preuve élémentaire dans le cas compleze. Soient (a,)m>1 €t (bn)n>1 deux suites de
nombres complexes. Alors nous avons :

Yo by —abiP = > (las’|b* = 2aibja;b; + |ay|*[b:f)

1<i<j<N 1<i<j<N

= > (Jail?[bj]* — aibja;b;)
1<ij<N
i

= > (lallos|* — aibja;bi)

1<ij<N

- (1) (i w) - (L) (ib) ,

qui est 'identité de Lagrange dans le cas complexe. Comme le membre de gauche
est positif, I'inégalité est démontrée. O

Nous voyons ainsi clairement apparaitre le cas d’égalité. Il s’avere que parfois
I'inégalité de Cauchy-Schwarz est trop imprécise (ou bien que le terme d’erreur
est trop compliqué & contrdler). Appliquant (A.6) avec b; = 1 pour tout 4, nous
obtenons :

2 N
< NZ]aﬁ. (A.7)
i—1

N
>
i=1

L’inégalité de Van der Corput raffine ce résultat.
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Théoréme A.2.3 (Inégalité de Van der Corput). Soient z1,...,zy des nombres
complexes. Pour tout entier R>1, on a :

2
N+R-1
o VRS 5 ( JT‘) S (A8)
1<n<N R [r|<R R iﬁngi\fN
1<n+r<

Démonstration. Nous reprenons ici la preuve donnée dans [MR10, Lemme 4]. Par
commodité, on pose z, = 0 pour n < 0 et n > N + 1. Pour tout entier R > 1, on a
les égalités

R-1 R-1
Rzzn: Z Zzn+r = Z Zzn+r~
nez r=0 neZ n€Z r=0

Les entiers n pour lesquels la derniere somme est potentiellement non nulle vérifient
1—(R—-1) <n < N et leur nombre ne dépasse pas N + R — 1. En appliquant
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons :

2 R—1 2
R*> 2| <(N+R=1)>|> zntr
nez neZ | r=0
R-1 R-1

S(N—FR—l)Z Zzzrﬂrrlm

r1=07r2=0n€eZ
R—1 R—1

< (N+ R — 1) Z Z Z Zm4ri—raZm

r1=0r2=0mecZ

<S(N+R-1) Y (R=1r) Y Zmsrm

—R<r<R meZ

et nous obtenons le résultat annoncé en divisant par R2. O]

L’avantage de par rapport a consiste en l'introduction des corréla-
tions z,4,%,. En imaginant que z, = e(U,,), alors on a z,.,%z, = e(U, 1, — U,). Clest
cette différence qui permet d’introduire la fonction tronquée. Un autre exemple (mar-
quant et originel) consiste a prendre pour suite U, := P(n) ou P : N — N est une
fonction polynomiale. Ce faisant, avec cette manipulation, nous réduisons le degré
du polynéme.

Un autre résultat important de majoration de sommes en théorie analytique
des nombres est la version arithmétique du grand crible. Nous ne faisons pas ici sa
démonstration, mais elle peut étre trouvée dans [Mon7§].

Théoréme A.2.4 (Grand Crible). Pour tout (zy,...,zn) € CN et tout entier Q > 1
nous avons

qa | N an\ I? N
S (G sz

ou e(x) = exp(2imz).
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Le point de départ de I’étude des sommes d’exponentielles est 'identité de la
série géométrique :
- 1 — qN +1

= — A.10
i=0 l—q ( )

Si nous I'appliquons a ¢ = e (%z) (N 1 a), du fait que pour tout entier n, e(n) =1
nous obtenons

— a
Nl (a) l—e(N-%) 0
E e —1 = -— = 5
a
=0 N ]_ — € (N)
a contrario si nous avions supposé a = Nk nous aurions obtenu

N-1 N-1

a
> 6(2) =3 e (ki) =N,
im0 IV =0
ce qui donne finalement
L~ (o, I'si Nla
Nge(NZ>_{ 0siNta. (A.11)

Si a présent nous utilisons la formule (A.10]) avec ¢ = e(a) pour @ € R\Z quelconque,
nous trouvons :

= 1—elaN) e(—aN/2) —e(aN/2) e(aN/2)

> e(ar) = = : :

i=0 1 —e(a) e(—a/2) —e(a/2)  e(a/2)

ce qui donne

et comme par l'inégalité triangulaire :

N-1

> ea)

=0

nous avons finalement

N-1

> e(ai)

=0

< min (N 1) | (A.12)

9 N
| sin o

Nous pouvons simplifier en remarquant que |sinma| est 1-périodique en «
et que sin(m(1 — a)) = sinma. Nous pouvons supposer que « € [0,1/2) et dans cet
intervalle, sin Tt > 2a. En effectuant 'opération nécessaire pour se ramener au cas
a ¢ [0,1/2) nous pouvons dire | sin mar| > 2| a7z et donc finalement :

z;; e(an)| < min (N, chHZ) . (A.13)
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Nous voyons sans peine que les arguments se généralisent a un intervalle quel-
conque (et non plus l'intervalle [0, N — 1]) et que nous pouvons prendre ak + /3 sans
rien perdre de ’estimation.

Il semble alors naturel de penser que, pour une fonction f : R — R possédant
des propriétés semblables et I un intervalle, la somme

> elf(n))

nel
est petite. Nous présentons un premier résultat dans cette direction [GK91l, Theorem
2.1] :

Théoréeme A.2.5 (Kusmin-Landau). Si I = (a,b] est un intervalle et si f est
continiment dérivable sur cet intervalle, f' monotone et |f'|z > A > 0 sur I, alors :

> e(f(n) < A

nel

Démonstration. Comme e(—x) = e(x), nous avons

d_e(f(n)] =D e(=f(n))

nel ‘ nel ‘

et nous pouvons supposer f croissante. Par hypothese, il existe un entier k tel que
E+A<f(n)<k+1-2\

Y elf(n) =3 e(f(n) —kn)

nous pouvons supposer A < f'(n) <1— A\
Soit g(n) = f(n+ 1) — f(n). Par le théoréme des accroissements finis, comme f
est continiment dérivable, il existe n < x, < n + 1 tel que

on) = fn 1)~ ) = LI g

En conséquence g est croissante et vérifie A < g(n) < 1 — A. Cependant

e(n)) = DAL (g0 — et + )

avec Cy, = 3(1 +icotwg(n)) . En effet,

L egm)2)
1—e(g(n))  e(=g(n)/2) —e(g(n)/2)
_ cos(—mg(n)) + isin(—mg(n))
2isin(—mg(n))

1 1
=3 + % cot(—mg(n))

= ;(1 —icot(—mg(n)))

= ;(1 +icot(mg(n))).
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Avec ces considérations, nous avons donc, en considérant I =|a, b :

b—1

> elf(n) = _Z 1 (e(f(n)) —e(f(n+1))) Cn+e(f (D))
b—1
= Z;(f(n)) (Cn = Coa) +e(fla+ 1)Capr +e(f(0)(1 = Cpa)

et ainsi nous avons

> elf(n))

nel

1 b—1
<5 Y. leot(mg(n —1)) — cot(mg(n))| + |[Cota| + |1 = Cya].
n=a-+2

Mais la fonction cotangente est décroissante, et la somme de droite est télescopique,
de sorte que

> elf(n))

nel

< 5 (cot(mg(a+ 1)) — cot(mg(b — 1)) + [Cora| + [1 = Cpal, (A14)

et comme nous avons
COS X

| cot x| = < |sinma| ™t < |z|;*

sin mx

en nous rappelant que C,, = %(1 +icotmg(n)), nous avons par (A.14) :

> elf(n))

nel

< sup | cot(mg(n))] < sup lg(m)lz"
ne ne

et nous concluons le théoréeme en rappelant 1 — A > g(n) > A pour tout n dans
I O

Remarque A.2.6. Une autre démonstration possible est d’utiliser des intégrales
de Stieltjes et de relier les sommes trigonométriques a ces intégrales. Nous pouvons
trouver une preuve avec cette méthode dans [Ten08, Chapitre 1.6].

Avant de démontrer le théoreme de Van der Corput, nous allons démontrer le
lemme suivant [Hux96, Lemma 3.1.2] :

Lemme A.2.7. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I telle qu’il existe
A >0 et a>1 des réels de sorte que X < |f'(x)| < aX pour tout x dans I. Alors
pour tout § > 0,

#lme I |fm)ls <6} < (1 " i) (A1) + 1),

Démonstration. Sans perte de généralité nous pouvons supposer f croissante sur I.
Si I = [a, b], nous définissons f(I) = [f(a), f(b)]. Comme |f(b) — f(a)] < aA(b—a),
nous avons |f(I) NZ| < aA(b—a) + 1. A présent

#{mel:|fmlz<dy= 3 #{mel:|f(m)-vf<d}

vef(I)NZ

= j{: %#/4v,

vef(1)NZ

Si m et m’ sont dans A,, ils vérifient A\|m —m/| < [f(m) — f(m")] < |f(m) —v| +

lv— f(m/)] <26, et donc #A4, <1+ 2 et le résultat est prouvé. O
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Nous sommes a présent a méme de démontrer le théoreme de Van der Corput
[GK91l, Theorem 2.2]. 1l présente I'avantage d’avoir des conditions a vérifier moins
restrictives que le théoreme de Kusmin-Landau (c’est pourquoi nous 1’avons utilisé
dans le Chapitre 2).

Théoréme A.2.8 (Van der Corput). Soit f une fonction réelle deuz fois dérivable
dans un intervalle I. Supposons en outre qu’il existe un certain A > 0 et un o > 1
tels que

AL |f(x)] < ad
sur I. Alors

S e(f(n)) < alI|AY2 4 A2,

nel

Démonstration. Soit 6(< 1/2) un parametre qui sera choisi plus tard. Nous séparons
alors la somme selon

doelfn) = 3 e(f(n)+ ZI e(f(n)).

nel nel ne
1 ()] <6 If (r)|>6

La premiére somme est controlée par le Lemme [A2.7 et la seconde somme est
composée d’'intervalles, de sorte qu’on peut appliquer le théoreme de Kusmin-Landau
pour pouvoir dire que

Z:Ie(f(n)) < (1 + i) (@A[I| 4+ 1)+ 671

Si A > 1/4, la majoration désirée découle de la majoration triviale. Nous pouvons
donc supposer A < 1/4. Nous choisissons alors § = A\/2 et nous obtenons

Ze(f(n)) <K (1 + >\*1/2>(04)\|]| + 1) + \1/2 < Oz>\|f| + Oz)\l/2|]| 4 \—1/2 s

nel
Comme nous avons alors \/2 > \, le résultat désiré est obtenu. m

Donnons ici une application (qui nous est utile dans notre theése) des sommes
d’exponentielles. Le résultat suivant évalue la somme des diviseurs sur un intervalle
court. Il s’agit de [DMRO09, Lemma 3.5] (nous renvoyons a la référence pour la
démonstration).

Lemme A.2.9. Pour z¥7/82 < y < x, nous avons

Z 7(n) = O(ylog x).

r—y<n<zx

Il est bien souvent utile d’avoir des connaissances sur la moyenne de 1’équation
(A.12). Le lemme suivant, correspond a [MR10, Lemme 6].
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Lemme A.2.10. Pour tout couple d’entiers (a,m) avec m > 1, et pour tous b € R,
UeR etU >0 nous avons

+b|

. an
S 7T

1
> min |, < pged(a, m)U + mlogm. (A.15)
0<n<m-—1
La preuve de ce lemme est faite dans [MR10] nous n’en donnerons ici qu'un
apergu.

Idée de preuve. Notons S la somme a estimer. Nous remarquons que nous pouvons
supposer d = pged(a,m) # m (sans quoi I'inégalité est triviale), nous réduisons le
membre de gauche par le pged, par I'opération précédemment faite, le a’ trouvé est
inversible dans Z/m'Z avec m' = m/d, et nous nous ramenons au cas ou a = 1.
Nous isolons alors les cas extrémes (qui correspondent a pged(a, m)U) pour nous

concentrer sur une somme de type
. ( N r> -1
sin — [ n + — .
m/ d

Nous utilisons alors la méthode des trapeézes et la convexité de ¢ — 1/(sint) sur
10, [ pour pouvoir dire qu’il faut avant tout estimer

> min (M,

1<n<m/-—2

™

h(z) = (sin — (1— x)>_1 +

m

-1
sin — (& + x)) dt.

1/2 m

Cependant par convexité de I'application ¢ — 1/(sint) la fonction h est convexe

sur [0,1/2], donc elle atteint son maximum sur les extrémités, et on remarque que
h(1/2) — h(0) > 0. Les identités trigonométriques permettent alors de conclure. [J

Le lemme suivant est [MR15, Lemma 5.

Lemme A.2.11. Soient A > 1, m > 1 des entiers et b € R. Pour tout nombre réel
U > 0 nous avons

an+b

sin

1 Z Z min | U,
A L2 a0dnim

—1
| ) < 7(m)U + mlogm. (A.16)

Démonstration. 11 suffit d’exploiter (A.15) en remarquant que

A
> peed(am) = d 3 1Y d Y 1= d|5] < Ar(m)
1<a<A dlm 1<a<A dlm 1<a<A dm d
d<A (a,m)=d d<A dla d<A
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A.3 Approximation par polyndomes trigonomé-
triques

L’article [Vaa85)] traite d'un certain nombre de résultats d’analyse harmonique
qui possedent des applications en théorie des nombres. Nous allons présenter ici
un théoreme qui fournit un résultat d’approximation. Pour commencer définissons
certaines fonctions qui nous serons utiles par la suite. Ces fonctions sont liées aux
noyaux fondamentaux (dont le noyau de Féjer).

Soit

sin 7rz>2

w4

K(z) = ( _ /_11(1 — |t])e(tz)dt

alors,

K(t) = /°° K (2)e(—tz)dz = (1 — [#)Leer1.

—0o0

Posons a présent

H(z) = () { > sgn(m)(z—m>-2+2z-1} ot J(z) = 3H'(2),

T m=—0Q0

alors par [Vaa85, Theorem 6], nous avons :

R 1 si t=0,
J(t) =< wt(1— |t]) cotmt + |t| si 0<|tl <1,
0 st 1<t

Nous définissons alors [VaaS8, page 199] f5(t) = 6f(6t) de sorte que fs(t) =
f(t/6) et pouvons alors définir les deux objets centraux du résultat :

jn(z) = ;N In+1(n)e(nz)

=2 (”NH(1_N+1>C0t<”N+1>+N+1>e(m) (A.17)

n=—N

et

ky(z) := ZNIA(NH(n)e(nx) = > <1 - le—‘ 1) e(nx). (A.18)

n=—N
Nous finissons les définitions par la notion de produit de convolution de [Vaa85l,
page 208], c’est-a-dire

1/2

@) = [ Fgle -ty

—1/2
Nous rappelons que Vi(x) est la variation totale de la fonction f sur lintervalle
[—1/2,x). Nous posons
1/2
(aVy) k(@) = [ AV W = e

Nous avons alors le [Vaa85, Theorem 19|
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Théoréme A.3.1. Soit f : R — C une fonction de période 1 et de variation bornée
pour tout intervalle fermé de longueur 1. Supposons en outre que f vérifie

Tim {f( 4B+ F@— B} = f). (A19)
Alors les polynomes trigonométriques f  jn(z) et (dVy) * ky(z) vérifient
() = f*jw(@)] < (2N +2)7(dV) * by (2) (A.20)

La démonstration de ce résultat nécessite de redémontrer 1’essentiel des résultats
de [Vaa&5], nous ne le ferons donc pas ici. Regardons comment appliquer le Théoréme
avec Xo = 2] — |* — a] = L{ep,0)- Pour commencer il faut normaliser la
fonction. Nous prenons donc

Ka(e) = Jim 2 (tale = 1) + Xal +1)).

L’équation (|A.20)) nous dit donc que
[Xa () = Xa * jn(2)] < (2N +2)71 Ve * kn ().
Remarquons que jo(x) = j(O)e(O-x) =1, donc X, *jn(x) = a. Supposons a présent
N > 0, alors :
/2

Yorin(@) = [ Nt —t)dt

~1/2

= [ Ratixtee-nat

—in(o) [ Talte(-nt)ie

Si a < 1/2, 'intégrale vaut

/1/2 (el —nt)dt = /Oa e(—nt)dt = le(—nt)r _e(=na) -1 _ e(—na/2) sin(mna)

~1/2 —2in —2imn ™

et si @ > 1/2 elle vaut

sin(mna)

/1/2 Xa(t)e(—nt)dt = /01/2 e(—nt)dt + /_C;: e(—nt)dt = e(—na/2)

—1/2 N

Nous en déduisons donc

G v () = (el —naj2) T
sin(mna) .

= %N <7TNTJLr 1 (1 B N@l) cot (WNZ 1) * N|n+| 1) elna)e(=nal/B—r,

n=

Cependant nous avons

i 1— |n| cot( i )—i— |n| <1
7TN+1 N+1 7TN+1 N+1) 7
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En effet, par développement limité en 0 de la fonction cotangente, nous notons
cot(rt) < = sur (0,1] et donc
1
mt(l —t)cotmt +t < mt(1 —t)—t +t=1
T
Par cette majoration, nous obtenons

n In| n In| sin(mnao)
<7TN 1 (1 i 1) cot (WN n 1) + N 1) e(nw)e(—na/Z)iﬂn

| sin(mna)|

||

1
<min o, —].
( 7TInl>

Regardons a présent dV— * kn(z). Si o < 1/2 il existe deux points de variation
pour la fonction x, : en 0 et en a. Ceci nous donne donc

dVi— x kn(z) = /

~1/2
=kn(z) + kn(z — @)

= i (1 — N‘T—ﬂl> e(nz) (1 + e(—na))

v (V) (O (& — t)di

n=—N
= f: 1- i e(—na/2 + nx) - 2 cos(mna)
Ny N+1 '

Soit & présent a > 1/2. Puisque sur [—1/2,0), {z} = z+1, la fonction x, possede
sur U'intervalle [—1/2,1/2] deux points de variations : 0 et o — 1. Nous avons donc

1/2
dViz * kn(z) = /

~1/2
=kn(x) +ky(z —a+1)

_ i (1_]\[\n\1>e(m)(1+e(_m+n)>

(V) (ke (@ — t)dt

n=—N T
= HZ%N (1 — N|7:L|—|1> e(nx) (14 e(—na))
= niN (1 — N‘Z—‘ 1) e(—na/2) - 2 cos(mna).

Nous avons donc obtenu qu’il existe deux polyndémes trigonométriques a valeurs
réelles A, p et B, g tels que pour tout = € R,

Xa(®) = Aan ()| < Ban(z).
En particulier
|5€;(£L’ + t) - Aa,H(I + t)’ < Boz,H('r + t)a

et en faisant tendre ¢ vers 0, par continuité des polynoémes trigonométriques, nous
avons le lemme suivant [MRI15, Lemma 1] :
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Lemme A.3.2. Pour tout o € R tel que 0 < o < 1 et tout entier H > 1 il existe
des polynomes trigonométriques a valeurs réelles Ay p et By p tels que pour tout
r € R,

Xa(#) = Aa,u (2)] < Bau(x), (A.21)
Aau(z)= > aplo, H)e(hz), Bam(z)= > by, H)e(hx) (A.22)
|h|<H |h|<H

dont les coefficients ap(c, H) et by(cv, H) vérifient

ao(a, H) = a, ap(ev, H)| < min (a, 7'('|1h|> . (e, H)| < H:—l (A.23)

Il était possible d’obtenir ce lemme avec ’approximation trigonométrique de la

fonction ¢ (x) fournie par [Vaa85, Theorem 18] : notre fonction x,, est définie directe-

ment a partir de la partie entiere. Comme [Vaa85, Theorem 19] est une conséquence
de [Vaa85, Theorem 18], les calculs auraient été peu ou prou les mémes.

Du Lemme[A.3.2] on en tire aisément un cas bidimensionnel [MRI5, Lemma 2] :

Corollaire A.3.3. Pour tout (ay,az) € [0,1)%, tout entiers Hy, Hy > 1 et tout
(z,y) € R? nous avons :

|XO¢1 (x)xaz (y) - Aal,H1 (x)Aa27H2 (y)‘
< Xag ('r)BOQ,HQ (y) + Bal,Hl (x)XQQ (y) + Bal,Hl (x)BOé2,H2(y>‘ <A24>

Démonstration. Pour (z,y) € R? nous avons

Xoa (x)Xaz (y) - Aa1,H1 (x)AOéz,Hz (y)
= Xog (l’) (XOlQ (y> - A012,H2 (y)) * Xas (y) (Xal ($) - ACYLHI (ZL’))
- (Xoéz (y> - Aaz,Hz (y>>(XO<1 (l’) - AOlLHl (l’))

Puisque Xa, (%), Xas (y) > 0, (A.24) résulte de (A.21). O

Nous sommes a présent a méme de démontrer un résultat central de notre these.
Il est technique et se démontre exactement a la maniere de [MR15] a la différence
toutefois que dans [MR15] il n’apparait pas explicitement sous la forme d’un lemme,
mais se trouve étre la conclusion d’un long calcul visant a estimer un terme d’erreur
IMR15], pages 2614 — 2616, Parties 6.1 et 6.2].

Plus précisément, la clé de [MR15] consiste & regarder les chiffres du milieu des
entiers concernés. Pour ce faire, il existe une formule qui relie 7, ,,(n), le nombre
tel que n = kg + ¢"r, 1 (n) + nmod ¢, avec 0 < 7, 4,(n) < @271 a la
position d’'un certain nombre dans I'intervalle [0,1) : le Lemme m apparait sous
la forme du Corollaire[A.3.3] L’estimation du terme d’erreur est difficile : ¢’est 'objet
du prochain résultat. Les conditions de 1’énoncé sont purement techniques et nous
permettent de nous placer dans les conditions dans lesquelles apparait le Corollaire

dans le Chapitre 2.
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Lemme A.3.4. Soient r,s,q, jt, jio, fijro, M, N des entiers tels que ¢ > 2, ¢*! <
M< g, ¢ " <N<¢, 6p<pp—4p<p<p<p<p,l<r<g
et 1 < s < ¢*. Soient a présent I,(M,s) = [M/q, M — s¢"), g une application
quelconque et

S(r,s) = Z Z Z Xgo=r2 (mn a q:ﬁuo>

qr?
melxy(M,s) ™ 0<ug<qt2—H0

mn +mr Ul

X Z Xgr2—ro ( qh2 N quz—uo>

0<ui<gH2—ro

x g(u1 4+ ¢ 0sn + ¢ M0 sr)g(ug)g(uo + ¢ 0 sn) g (ug).
Alors nous avons
S3(r, 5) = Su(r, 8) + O(max(log ¢"°, 7(q"°))g"2F)

avec

mn U,
54(7“, S) = Z Z z Aquo*uz,quzfuo+2p < - qu20u0>

qh?
melxy(M,s) M 0<ug<qt2—H0

mn + mr U1
X E Aquo—m qr2—Ho+2p -
) qH2 qH2—Ho

0<u <gh2—+0

X g(ur + ¢" H*sn + ¢" 7 H0sr)g(ur)g(uo + ¢ 0 sn)g(up),

ou Aq“O*HQ’qHQ*HOJf?P est déﬁm par " avec H = q#2*M0+2P'

Démonstration. Nous utilisons avec le choix H = ¢" "2/ sur S3(r,s) en
remarquant que Sy(7, s) correspond au terme approchant. Il nous faut donc borner
les termes d’erreurs : les sommes comprenant les termes en B ug—us gua—not+20. Pour
alléger les notations, nous conserverons la notation Bue-s, g tant que le choix de H
n’intervient pas dans les calculs.

Nous posons donc

mn + mr Ug

E4(7’7 r’) = Z Z Bquo—w,H ( ¢ - q’”"“’)

mn + mr’ Uy
X Z Xqro—n2 ( - q“2“0>

q#z
0<uy<ght2=+0

et

mn U
Ez,1<7") = Z Z Bq“O_W’H ( B qﬂz—;m)

qH2
méela (M. <ug<gh2—HO

mn + mr Uq
X Z Bquofuz,H ( - qﬂ2—ﬂo>

q?
0<uy<gH2=Ho

Comme B uo—na g €t Xguo—n2 sont positives, il est possible détendre la sommation
sur tous les entiers m dans [M/q, M). Les termes d’erreurs de ({A.24]) correspondent
a E4(r,0), E4(0,7) et E)(r).
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Commencgons par estimer Fy(r,7’). A m,n,r’ fixés, il ne peut y avoir qu’un seul
uy tel que ug = 1y, 4, (mn + mr’). En particulier ceci implique

mn + mr’ Uy
Z Xqro—n2 - ga—Ho =1

qH2
O0<ui<gh27H0

et nous pouvons alors regarder

_l’_
E4<T7 7"') :ZZ Z Bq“O*”Z:H (mn o quzbouo>

qh?
mn 0<ug<gHt2—H0
ou encore
mn + mr Ug
/ —
B = 3 bl HYY Y e(ho o )
|ho|<H mo N Q<ug<gh2—Ho q q

Par (A-23)), |by, (g2, H)| < 1/H. En utilisant

1 Z ol houo - 1 si qli2—lt0‘h0
gra—Ho gr2—Ho 10 sinon

0<ug<qh2—Ho

sous I'écriture hg = h{g"2~"° nous avons |E,(r,r")| < Es avec

o)l

- qNO

1)
La sommation sur m se fait a travers au plus ¢#~#° périodes modulo ¢"° et ainsi
_1)

En utilisant l'estimation triviale si A’ = 0 et (A.16) avec A = WL,MO dans le cas
contraire, nous obtenons :

2—HO0
grer

B-TC Y %

|h6‘§H/qH2_HO m

Apres sommation sur n nous avons

2—HO0
g

By <« 7 Z Zmin (N,

|hg|<H/q#2~Ho T

- h'm
sin m——
110

2 — o
q

Es < q“_MOT Z Z min (N,

|W|<H/q#2—r0 0<m’<gHo

AV quz " H— 10 1o 1o 10
Es < q g (@ )N + " log g).

Le choix de H de notre énoncé est
H = quz—uo+2p (A.25)
avec ce choix, nous obtenons, comme N < ¢”

Es < qu+v—2p + qu+v—uoT(quo) + ¢" log g"°
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comme nous avons fig > p — 4p et v > 2p ceci nous donne :

Ey(r,r') < Es < max(log ¢", 7(¢"))g" ™. (A.26)

Majorons a présent E/(r). Nous rappelons que

Ey(r)= > > bu(q"™ ™" H)by, (¢"7", H)

|ho|<H |h1|<H

mn Up mn + mr Up

X elh —h elhi——— —h .

S X emt ot e (™
mon g<yg<gh2THo
0<uy <gH2=H0

Nous rappelons que si ¢">7#0 { hg, NOUS aAVONS Y- o<,y <quz-no €(—hoto /¢ 7H0) = 0
si bien que nous pouvons supposer hy = h; = 0 mod ¢">7#°. En notant h{ et A} leur
quotient respectif dans la division par ¢">~#°, et en utilisant ((A.23)), nous obtenons

2(p2—po) / ’ /
q (ht + hy)mn + hymr
Ey(r) < T > > D> e ( e '
Wy <H gh2 k0 ) |<H]gh2—ro lmn
Classiquement, il convient d’évaluer la somme selon que hy + hy = 0 (E) (7)) ou

non (Ej,(r)). Si hy + h} = 0, nous obtenons apres sommation sur m et n

)

Puisque 1 < r < ¢” et H < ¢*, nous avons |hjr| < gh F2tHotr = glo—r de sorte que
les valeurs de hjr sont toutes distinctes modulo ¢"°. Nous pouvons donc conclure
que

, qQ(MZ_NO) .
By (r) < TN > min | M,

|} |<H/gH27H0

. W
S1n T
q#o

) g2 (H2—Ho) g2 (H2—Ho) » B
By (r) € = N(M + " log ¢) < ——5—¢"""(1 + ¢ "log ¢™).  (A.27)
Pour Ej ,(r) nous sommons d’abord sur n :
2(p2—po) / ! -1
q , . (hy +h))m
Ei,(r) < gz > ) min (N, sin WT ,
hy+hi£0 ™

ce qui en écrivant h' = hy + h} donne

qMQ —Ho

Ei,z(r) < % Z Zmin (N,

L<|W|<2H/gra w0 ™

h'm

ql—LO

sin

)

La sommation sur m parcourt au plus ¢# #° périodes modulo ¢*° de sorte que

2—HO
graH

Eyo(r) < ¢'H° T > > min (N,

L<|W|<2H g2 =0 0<m/<g#
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Nous utilisons alors (|A.16)) pour dire que

E;Q(r) L @ (T(g")N + ¢ log ') < g" T HoTr(g") + ¢ log ¢H. (A.28)

Nous réunissons alors (A.27)) et (A.28) pour dire

q2('u2 7#0)

E(r) < e

q#JrV(l + quru log quo) + qu+l/*uo7.(quo) + qu log quo.
Nous avons g > pu— 4p > 2p de sorte que, par (|A.25))

E)(r) < max(log ¢, 7(g"))g" 2 (A.29)

et nous concluons la preuve en réunissant (A.26) et (A.29)). O

Remarque A.3.5. Pour que le terme d’erreur du Lemme soit mon trivial,
c’est a dire plus petit que g"t", il est nécessaire de choisir H significativement plus
grand que g"2—Hot1o8(o) - Ceci vient des sommes en uy et uy qui sont apparues en
cours de calcul dans le Chapitre 2 et qui donnent l’ensemble des valeurs possibles
des chiffres du milieu de mn et mn+mr. Tout choiz de H de la forme gt2—HoF9(n+v)
avec g une fonction linéaire permet d’obtenir que le terme d’erreur est un o(gh+").
Le choix de p du Chapitre 2 fait en sorte que H est pris de cette forme.






Annexe B

Perspectives

Dans cette annexe, nous discutons les différents résultats obtenus dans ces tra-
vaux, nous proposons quelques idées d’extension de ces travaux ainsi que quelques
conjectures motivées. Certaines pistes semblent relativement faciles a explorer, d’aut-
res plus ardues et sont exposées comme pistes plausibles.

B.1 Sur le Chapitre 1

Concernant la recherche d’un principe d’aléa de Mobius pour les suites définies
a partir de valeurs polynomiales sur les chiffres des entiers, utiliser la méthode de
Mauduit et Rivat pour couvrir un large cas de ces suites semble raisonnable. Le
Théoreme laisse suggérer la conjecture suivante :

Conjecture B.1.1. Soit Py(Xy,...,Xy) un polynome a coefficient dans 7. /27 de
degré k (il y a au plus k variables X; dans chaque monéme). Alors, en écrivant un
entier inférieur a 2V sous la forme

N-1 ‘
n=> ¢(n)2
i=0
et en écrivant Py(n) = Py(eo(n),...,exn—1(n)), il existe des constantes cy,cq,c3

strictement positives ne dépendant pas de N telles que

S u(n) (=)™ < o NN o) (B.1)
n<2N
Un tel polynome s’écrit
P(Xy,...,Xy) = > Oy i Xy X iy jig,..i, € 10,1},

1<y << <N

ou deux coefficients différents peuvent donner le méme mondéme (par exemple a1 9 =
a1.22). Une premiere étape consisterait a simplifier cette écriture, suite a quoi il serait
possible de déterminer des conditions sur les «;, ;, ., pour que la suite associée
au polyndéme satisfasse aux propriétés de propagation et de Fourier a l'aide des
techniques décrites dans le Chapitre 1.
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Si la propriété de Fourier n’était pas satisfaite, on pourrait imaginer qu’il n’y
a pas assez de coefficients «;, ;, ;, non nuls. S’il n’y a quun petit nombre de
coefficients «;, ;,. . ;, non nuls, adapter les méthodes que Green a employées dans
[Grel2] semble étre une stratégie. Si la propriété de Fourier est vérifiée, mais pas
la propriété de propagation, peut-étre est-il envisageable de considérer la formule
a obtenir comme une conséquence d’'un résultat obtenu pour une suite satisfaisant
aux deux conditions.

B.2 Sur le Chapitre 2

Il serait intéressant d’élargir les résultats obtenus dans ce chapitre dans le cas
ol P n’est pas strictement croissante (on pourrait 'imaginer oscillante), ot encore

regarder la suite
ap(n) = Z €(n) ... €pm)(n),
i>0
ol les changements de blocs ne se fassent pas forcément sur les tailles des entiers. Les
idées que nous avons développées au Chapitre 2 pourraient étre utiles pour traiter
ces questions.

B.3 Sur le Chapitre 3

Les résultats du Chapitre 3 reposent sur le contréle du nombre de n inférieurs
a 2V possédant k ‘1’ consécutifs dans leur écriture binaire, ott k& > log N/log 2.
Considérons donc la question suivante : si N est un entier, w est un mot de taille
k > log N/log q sur l'alphabet {0,...,q¢ — 1}, que peut-on dire, si on note €;(n) le
i-ieme chiffre de n en base ¢, de

#{n < ¢" 1w soit un facteur de éy_y(n)---é(n)} ?

On dit qu'un mot w est un facteur de w' §'il existe é,(w'), . .., €ppjw-1(w'), |w] lettres
de w' telles que w = &, (w') - - - €1 |w|—1(w'). Dans le cas ¢ = 2, un article de Odlyzko
[OdI85] fournit un résultat concernant la probabilité qu'un mot w soit dans un mot
w'.

Par ailleurs, toujours dans l'optique d’un principe d’aléa de Mobius, si un po-
lyndéme P(Xy,..., Xy) est de degré k& > log N/log?2, et si ¢;(n) désigne le i-ieme
chiffre de n en base 2, a-t-on

#{n <2V : P(ey(n),...,en_1(n)) £ 0} = 0(2) ? (B.2)

Cette question est motivée par le fait que cette identité a été vérifiée dans le Chapitre
3 dans le cas ou

N—k+1
P(Xy,...,XN) = Z Xi o Xk (B.3)

i=1
et est toujours vérifiée si P(Xy,..., Xy) est composé d'un seul mondéme de degré

k. En effet, si €;,,...,¢, sont tous non nuls, ils sont tous égaux a 1. Les entiers

k
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2N—k

satisfaisant a cette condition sont au nombre de , et comme k > log N/ log?2,

ceci est bien un o(2%V).
Enfin, si P est un polynome de la forme (B.3)), tel que

log N/log2 < k < 2log N/log?2,
que peut-on dire de

> A) (=17,

n<2N

ou P(n) = P(eg(n),...,en—1(n))? Dans le cas k < log N/log2, on sait que cette
quantité est un o(2V) et dans le cas k > 2log N/log 2, on sait par le théoréme des
nombres premiers et les résultats du Chapitre 3, que c’est équivalent & 2.
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Résumé

Blocs des chiffres des nombres premiers

Résumé

Au cours de cette thése nous nous intéressons a des orthogonalités asymptotiques (au sens ou le produit scalaire
dans le tore discret de taille N tend vers 0 lorsque N tend vers I'infini) entre certaines fonctions liées aux blocs des
chiffres des entiers et la fonction de Mdbius (ainsi qu’avec la fonction de von Mangoldt). Ces travaux prolongent ceux
de Mauduit et Rivat et répondent partiellement & une question de Kalai posée en 2012. Au cours du Chapitre 1 nous
établissons ces estimations asymptotiques dans le cas ou la fonction étudiée est une fonction exponentielle d’une
fonction qui compte les blocs de chiffres consécutifs ou espacés de taille k fixé dans ’écriture de n en base q. Nous
donnons aussi une grande classe de polynomes agissant sur les blocs de chiffres qui nous fournissent un théoréme des
nombres premiers et une orthogonalité asymptotique avec la fonction de Mébius. Dans le Chapitre 2, nous obtenons
un principe d’aléa de Mobius avec dans le cas ou notre fonction est une fonction exponentielle d’une fonction qui
compte les blocs de ‘1’ consécutifs dans I’écriture de n en base 2, ou la taille du bloc est une application croissante
tendant vers l’infini, mais avec une certaine restriction de croissance. Dans le cas extrémal, que nous ne pouvons pas
traiter, ce probléme est 1ié a I’estimation du nombre de nombres premiers dans la suite des nombres de Mersenne.
Dans le Chapitre 3, nous donnons des estimations dans le cas ou la fonction est I’exponentielle d’une fonction qui
compte les blocs de k ‘1’ dans ’écriture de n en base 2 ol k est grand par rapport a log N. Une conséquence du
Chapitre 3 est que les résultats du Chapitre 1 sont quasi optimaux.

Mots-clefs

Chiffres, nombres premiers, transformée de Fourier discréete, identité de Vaughan.
Blocks of digits of prime numbers

Abstract

Throughout this thesis, we are interested in asymptotic orthogonality (in the sense that the scale product of
the discrete torus of length N tends to zero as N tend to infinity) between some functions related to the blocks of
digits of integers and the Mobius function (and also the von Mangoldt function). Our work extends previous results
of Mauduit and Rivat, and gives a partial answer to a question posed by Kalai in 2012. Chapter 1 provides estimates
in the case of the function is the exponential of a function taking values on the blocks (with and without wildcards)
of length k (k fixed) in the digital expansion of n in base q. We also give a large class of polynomials acting on the
digital blocks that allow to get a prime number theorem and asymptotic orthogonality with the M6bius function. In
Chapter 2, we get an asymptotic formula in the case of our function is the exponential of the function which counts
blocks of consecutive ‘1’s in the expansion of n in base 2, where the length of the block is an increasing function that
tends (slowly) to infinity. In the extremal case, which we cannot handle, this problem is connected to estimating
the number of primes in the sequences of Mersenne numbers. In Chapter 3, we provides estimates on the case of the
function is the exponential of a function which count the blocks of k ‘1’s in the expansion of n in base 2 where k is
large with respect to log N. A consequence of Chapter 3 is that the results of Chapter 1 are quasi-optimal.
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