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Introduction

Soit k& un corps de caractéristique nulle et algébriquement clos. Sur toute variété al-
gébrique lisse X, on peut définir Dy le faisceau des opérateurs di érentiels algebriques
sur X, ainsi que son algebre des opérateurs di érentiels globaux Dx =T (Dx). Contraire-
ment a I'algébre des fonctions réguliéres sur X, Dx n’est pas nécessairement réduite aux
constantes si X est projective. Si G est un groupe algébrique et si X est une G-variété,
I’action de G induit un morphisme de k-algébres

ou U(g) est I'algebre enveloppante de I'algébre de Lie de G.

L’étude des opérateurs di érentiels sur les variétés de drapeaux complets a permis de
répondre au début des années 80 a une conjecture de Kazhdan-Lusztig, concernant I'ex-
pression des caractéres des modules irréductibles de plus haut poids en fonction de ceux
des modules de Verma. Cette étude, menée indépendamment par Beilinson et Bernstein
dans [BB] et par Brylinski et Kashiwara dans [BK], a mis a jour plusieurs propriétés im-
portantes des faisceaux et algebres d’opérateurs di érentiels sur les variétés de drapeaux
X =G/P.

La premiére de ces propriétés qui nous intéressera est la D-a nité des variétés de
drapeaux. En d’autres termes, on a une équivalence de catégories (donnée par les sections
globales) entre la catégorie des D x-modules, quasi-cohérents comme O y-modules, et la ca-
tégorie des D x-modules. C’est un équivalent pour le faisceau D x des variétés a nes, pour
lesquelles on a une équivalence de catégories entre la catégorie des Ox-modules quasi-
cohérents et la catégorie des k[ X]-modules. La seconde propriété a laquelle nous allons
nous intéresser est une description explicite de I'algébre Dx comme quotient de I'algebre
enveloppante U(g) par I'idéal annulateur d’un certain module de Verma géneéralisé. En
particulier, le morphisme L est surjectif. Dans le chapitre 1, nous allons rappeler quelques
notions sur les variétés de drapeaux, et nous allons voir plus en détail ces deux propriétés.

Une autre classe de variétés projectives sur laquelle des résultats ont été obtenus est
celle des variétés toriques. Les variétés toriques sont des variétés contenant un ouvert iso-
morphe & un tore, et elles peuvent étre étudiées de maniére combinatoire. Grace a cette
combinatoire, Musson (dans [Mu]) et Jones (dans [Jo]) ont pu étudier les algebres d’opé-
rateurs di érentiels sur les variétés toriques. A I’exception de ces deux classes de variétés
projectives, les algebres d’opérateurs di érentiels sont plutét mal comprises. Le but de
cette these est d’étudier cette algebre dans le cadre de certaines variétés magnifiques de
petit rang, et d’observer les di érences et similitudes avec le cas des variétés de drapeaux,
qui sont exactement les variétés magnifiques de rang 0.

Si G est un groupe réductif connexe, on dit qu'une G-variété projective lisse Y est
magnifique de rang r si Y contient une G-orbite ouverte dont le complémentaire est un

T

diviseur a croisement normaux D = D;, ou les D; sont irréductibles, telle que les adhé-
=1

rences de G-orbites soient exactement les intersections de ces D;. Une classe intéressante
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de variétés magnifique est celle des compactifications magnifiques d’espaces symétriques,
qui a été introduite par DeConcini et Procesi dans [DCP]. Un espace symétrique est une
variété de la forme G/G?, ol 6 est un automorphisme d’ordre 2 de G, et & une telle variété
on peut associer un systéme de racines réduit ®, et un diagramme, appelé diagramme de
Satake, permettant d’obtenir une classification de ces espaces symétriques, qui sera rappe-
lée en annexe.

Dans le chapitre 2, nous parlerons plus en détail des variétés magnifiques et des com-
pactifications magnifiques d’espaces symétriques. Dans la section 5, nous verrons que si X
est un espace symétrique quelconque, son diagramme de Satake est une réunion de dia-
grammes de Satake plus simples, correspondant chacun soit a un espace symétrique de la
forme G/H avec G simple, soit a un espace symétrique de la forme GxG/G, ol I'involution
de G x G considérée est la permutation des facteurs (c’est un fait déja connu). Lorsque G
est simple de type adjoint, nous construirons un opérateur di érentiel sur la compactifi-
cation magnifique de G x G/G lorsque le systéme de racines ® de G est de type A; ou
As, et lorsque I'action de —@ sur le systéme de racines de GG ne fixe aucune racine simple,
nous construirons un opérateur di érentiel sur les compactifications magnifiques d’espaces
symétriques de la forme G/H lorsque le systeme de racines réduit ® est de type A; ou
As. Les cas restants pour obtenir tous les espaces symétriques G/H avec G simple de type
Aq ou A, sont les compactifications magnifiques de PGLy/k (traité en section 5) et de
PGL3/PSO3 (traité en section 4). On peut résumer les résultats obtenus dans ce chapitre
par :

Théoréme. Soit G' un groupe simple adjoint connexe. Alors il existe un opérateur di é-
rentiel qui n’est pas dans I'image de L sur les compactifications magnifiques Y des espaces
symétriques de la forme G x G/G ou G/H dont le systéme de racines réduit est de type A;
ou As.

Lorsque ® est de type A;, ce résultat n’est pas surprenant, puisque nous verrons gque
Y est en fait une variété de drapeaux pour le groupe Aut’(X), qui est plus gros que
G. Dans la suite, nous nous intéresserons plus en détail au cas ot ® est de type As. A
I’exception de la compactification magnifique de Egx/Fy, ces variétés peuvent étre décrites
a I'aide d’'un théoréme d0 a Thaddeus (cf. [Th2]) comme des quotients GIT X//C de
certaines grassmanniennes X = G'/P’. Aprés avoir fait quelques rappels sur les quotients
géométriques et sur les quotients GIT, nous présenterons plus en détail ce théoreme dans
le chapitre 3. En se servant de résultats connus sur les grassmanniennes (qui sont des
variétés de drapeaux), nous montrerons, lorsque Y est la compactification magnifique de
PGL3 x PGL3/PGL3, de PGL3/PSO3 ou de PGLg/PSpg, les résultats suivants :

Théoreme.
(1) L’algébre Dy des opérateurs di érentiels globaux sur Y est de type fini.

(2) Si L un faisceau inversible sur Y, alors H°(Y, L) est soit nul soit un module simple a
gauche pour I’algebre Dy, des opérateurs di érentiels globaux de L.

En notant X*° I’ensemble des points semi-stables de X et X“* = X X*°, un point
important de la preuve est que X“* est de codimension au moins 2, ce qui nous donne
pour tout faisceau inversible L sur X Pégalité HO(X,L) = H°(X**,L). Cependant, cette
égalité n’est plus nécessairement vraie pour la cohomologie supérieure, et on peut mesurer la
di érence a I’aide des groupes de cohomologie locale Hg'(us(X, L). Aprés avoir fait plusieurs
rappels sur la cohomologie locale, nous expliquerons dans le chapitre 4 I'idée de Kempf
(cf. [Kel]) d’utiliser des complexes de Cousin pour pouvoir exprimer d’une nouvelle maniéere
les H'(X,L), et nous nous inspirerons de cette idée pour donner une maniére d’exprimer



les groupes de cohomologie locale Hl (X L) (o0 X, désigne une cellule de Bruhat de
X, et ou [ est la longueur de w) a I’ alde d’un complexe de Cousin restreint. Ce complexe
nous permettra ensuite d’obtenir de bonnes approximations des caractéres des g-modules
HéTW(X,E), puis de montrer pour les mémes Y, en s’aidant de résultats de Brylinski-
Kashiwara, le théoréme suivant :

Théoréme. Soit L un faisceau inversible sur Y, et notons I = codimX“*-1. Alors H'(Y, L)
est soit nul soit un Dy, _-module simple a gauche.

Pour terminer, on se servira de la description des groupes de cohomologie H*(Y,L)
en tant que g-module donnée dans [Tcl] et [Tc2] pour obtenir la simplicité de tous les
Hi(Y,L) :

Théoréme. Soit L un faisceau inversible sur Y. Alors H*(Y,L) est soit nul soit un Dy -
module simple & gauche pour tout ¢

On pourra mettre ces résultats en perspective avec ceux déja connus sur les variétés
de drapeaux : sur ces exemples, on obtient que Dy est encore de type fini, et les groupes
de cohomologie H'(Y,L) fournissent encore une famille de modules simples pour les al-
gébres d’opérateurs di érentiels tordus. Cependant, on observe une di érence au niveau
du morphisme L qui n’est plus surjectif, puisque tous les opérateurs di érentiels globaux
ne proviennent pas nécessairement de I'algébre enveloppante de g. Dans I'exemple de la
section 2.4, on peut observer le role que peut avoir un opérateur di érentiel qui n’est pas
dans I'image de L en comparant la description des H(Y, L) en tant que g-module et en
tant que Dy, -module.






Table des matieres

Introduction

1 Opérateurs di érentiels sur les variétés de drapeaux

11
1.2
1.3

Rappels sur les variétés de drapeaux . . . .. ... ... .........
D-a nité des variétés de drapeaux . . . .. .. ... ... ... ... ..
Opérateurs di érentiels globaux sur les variétés de drapeaux . . . . . .

2 Construction d’un opérateur di érentiel important

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5

Rappels sur les variétés magnifiques. . . . . . ... ... ... ... ...
Compactifications magnifiques d’espaces symétriques . ... ... ...
Faisceaux inversibles et leur cohomologie . . . . .. ... ... ... ...
Etude d’un cas particulier. . . . .. .. ... ... . . . .
Non-surjectivitét de Lentype Ay et Ay . . . . . ... .. L.

3 Etude en type A, via la théorie géométrique des invariants

3.1
3.2
3.3
3.4

Rappels sur la théorie géométrique des invariants. . . . . ... ... ..
Variation des quotients GIT . . .. ... ... ... ... ... ......
Collinéations completes . . . . . ... ... .. ... ... ...
Etudeenrang 2. . . . . . . . . i i
341 CasdePGLs3 . .... ... .. ..
342 Casde PGL3/PSOs3 . . . .. .o it
343 Casde PGLg/PSpg . . . .. o oo oo
344 Casde Eg/Fy. . . . o o i

4 Etude de la cohomologie supérieure

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5

Cohomologie locale . . . . . ... ... .. .. ...
Complexede Cousin . . . . . . . . i i e
Structure de G-module . . .. .. ... ... ...
Lien avec la cohomologie sur les quotients géométriques . . . . . . . ..
Retour sur les exemples de type As . . . . . . . ..o
451 CasdePGLs .. ... ... . . . . . .. e
452 Casde PGL3/PSOs3 . . . .. . . . . . . .
453 Casde PGLg/PSpg . . .. . oot

A Classification des espaces symétriques

Bibliographie

11
11
13
16

19
19
21
23
25
32

41
41
44
48
53
53
59
61
65

67
67
73
78
81
82
84
89
91

95

99



10

TABLE DES MATIERES



Chapitre 1

Opérateurs di erentiels sur les
varietes de drapeaux

1.1 Rappels sur les variétés de drapeaux

Fixons une fois pour toutes un corps k algébriquement clos et de caractéristique nulle.
Toutes les variétés entrant en jeu seront considérées comme étant définies sur k. Cette
section a pour but de rappeler des résultats bien connus sur les variétés de drapeaux.

Définition. On dit qu’une variété X est une variété de drapeaux si X = G/P, ou G est
un groupe algébrique réductif connexe et P un sous-groupe parabolique de G. Si P est un
sous-groupe de Borel de G, on dira que X est une variété de drapeaux complets.

En particulier, les variétés de drapeaux sont des variétés projectives, lisses, et ce sont
exactement les espaces homogénes complets pour I’action d’un certain groupe algébrique
G réductif.

Exemples.

(1) Notons F,, ={(V))1<i<n-1 0 V4 ... V-1 K"} Alors F, SL,/B (pour un Borel
B SL,) est une variété de drapeaux complets.

(2) Notons pour tout sous-ensemble I {1,...,n},
FuD) ={(Vi)i1 O Vi ... Vi K'.dimVi =i}

Alors F,,(I) SL,/P; est une variété de drapeaux, ou P; est un sous-groupe parabolique
de SL,, conjugué au sous-groupe des matrices triangulaires supérieures par blocs, de blocs
diagonaux de taille i1,i2—11, ..., i,—ip-1, n—ip. En particulier, les grassmanniennes Gr,, (k")
sont des variétés de drapeaux, de dimension m(n —m).

(3) Etant donné w une forme symplectique non dégénérée et ¢ une forme quadratique non
dégénérée sur k2", notons

LaGr,(k*") ={V k" V totalement isotrope pour w}

et
OGr, (K*™y={V k*" V totalement isotrope pour ¢}

Alors LaGr,, (k) est une variété de drapeaux pour Sp,, (w), et les composantes connexes
de OGr,(k*™) (qui sont données par la parité de la dimension de I'intersection des sous-
espaces totalement isotropes avec un sous-espace totalement isotrope fixé) sont des variétés
de drapeaux pour SO, (q). Elles sont de dimensions respectives "(”2”) et ”("2_1).

11



12 Rappels sur les variétés de drapeaux

Soit G un groupe algébrique réductif, P un sous-groupe parabolique et X = G/P.
Fixons T un tore maximal et B un sous-groupe de Borel de G, tous deux contenus dans
P. Notons ® = ®* @~ le systéme de racines associé, ou ®* désigne le sous-ensemble des
racines positives pour B, et A le sous-ensemble des racines simples. Notons W le groupe
de Weyl de (G, T), et définissons une fonction longueur sur W par :

I(w) = w(@) nd~

X a un nombre fini de B-orbites (qui sont toutes isomorphes a des espaces a nes), et
sa décomposition en B-orbites (décomposition de Bruhat) nous fournit une décomposition
cellulaire de X. Notons Wp le sous-groupe de W ayant un représentant dans P, et W7’ =
W/Wp. Notons A le réseau des poids (sauf mention du contraire, poids signifiera par la
suite poids entier) associé a (G, T), Ap le sous-réseau de A des poids Wp-invariants, Ap les
racines simples de Wp, et ®p le systéme de racines d'un Levi Lp de P. Nous désignerons
également par X, la B-orbite ouverte. Considérons comme systeme de représentants de
WPles{w W, a o' ndp,w(e) ®*}. Alors:

X= BwP/P
w WP

Chaque B-orbite X,, = BwP/P a pour dimension [(w). La décomposition de Bruhat est
un cas particulier de décomposition de Bialynicki-Birula de X (cf. [B-B]).

La décomposition de Bruhat a beaucoup d’applications : par exemple, quand X = G/B,
I’étude des cohomologie d’intersection des adhérences des cellules de Bruhat a permis,
gréce a la correspondance de Riemann-Hilbert et aux travaux de Beilinson-Bernstein [BB]
(et indépendamment, de Brylinski-Kashiwara [BK]) sur les opérateurs di érentiels sur X,
de prouver la conjecture de Kazhdan-Lusztig décrivant le caractere des représentations
irréductibles de G.

Pour A Ap, notons D, le diviseur Bwgs,P/P, ol wy désigne I’élément de W’ de
plus grande longueur. Alors les D,, recouvrent X X, (cf. [Kel] 3.7). Si D est un diviseur
de Weil a support dans X X, on peut I’écrire

D= S n.D,
a A Ap

et en notant w,, le poids fondamental associé a «, on lui associe un poids dans Ap :

p(D) = z NaWqo
a A Ap

On peut alors noter L, py pour désigner le faisceau inversible O x (D) associé au diviseur

de Weil D. Notons A}, I’ensemble des poids de la forme S  n,w, avec des n, 20. On
a A AP
va décrire maintenant les faisceaux inversibles sur X :

Proposition 1.1.1. Soit L un faisceau inversible sur X. Alors L L,y pour un unique
diviseur de Weil D a support dans X Xy, L,(py a des sections globales non nulles si est
seulement si p(D) A}, ie. on peut écrire

D= 3 naD,
a A AP

avec des n, = 0. C’est un faisceau ample si et seulement si tous les n,, > 0. De plus, pour
tout A Ap, il existe un diviseur de Weil D a support dans X X, tel que p(D) = \.
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Pour une preuve de cette proposition, on peut se référer a [Kel] (4.3) et (5.3). Notons
7 G - X la projection. Si y est un caractére de Lp, on a pour tout ouvert U de X :

L @) ={f Oc(x"'(U)) f(gp)=x"(®)f(g) pour tousp P,g G}

Le théoréeme de Borel-Weil-Bott décrit les groupes de cohomologie des faisceaux inver-
sibles sur X en tant que g-modules. Avant de I’énoncer, il nous faut définir une nouvelle
action de W sur A : notons p la demi-somme des racines positives, et posons

w A=w(A+p)=p
(il s’agit simplement de I’action usuelle translatée par —p). On a alors :
Théoreme 1.1.2 : (Borel-Weil-Bott). Soit L L, un faisceau inversible sur X = G/P,
avec GG connexe réductif. Alors :
1. Si A+ p est sur un mur d’une chambre de Weyl (ou de maniére équivalente, il existe
w W tel que w (X\) =), alors H*(X,L,) =0 pour tout i.

2. Sinon, il existe w W tel que w A soit dans I'intérieur de la chambre de Weyl
fondamentale. Alors H*(X,L,) =0 pour tout i # [(w), et

H'C (X, L3) = (Vi 2)
ou V,, » est le G-module irréductible de plus haut poids w X (et G agit par multipli-
cation a gauche : (g.5)(x) = s(¢"'2)).

Plusieurs preuves ont été données pour ce théoréeme, comme par exemple celle de Bott
[Bo], ou de Kostant [Kol]. Une preuve beaucoup plus simple a été donnée par Demazure
[Del] dans le cas de G/B.

1.2 D-a nité des variétés de drapeaux

Pour les variétés a nes X = SpecA, on a une équivalence de catégories entre les caté-
gories des A-modules, et celles des O x-modules quasi-cohérents. Bien sdr, les variétés de
drapeaux de dimension strictement positive ne sont pas a nes, mais Vérifient une propriété
similaire pour le faisceau des opérateurs di érentiels Dy.

Définition. Soit X une variéte algébrique. Pour tout m >0, notons D¢ le sous-faisceau
de End,(Ox) défini par récurrence sur m sur tout ouvert U X par :

D%(U) = Ox(U) (agissant par multiplication)
DY (U) = {d Endg(Oy), V Uouvert, f Ox(V),dyf-fdy D)}
On définit alors le faisceau des opérateurs di érentiels sur X sur tout ouvert U X par
Dx(U)= DX(®)
m=0

Définissons maintenant ce qu’est une variété D-a ne :

Définition. Soit X une variété algébrique quasi-projective lisse. Notons Dy =T(X,Dx),
D x—mod la catégorie des D x-modules (& gauche) quasi-cohérents en tant que O x-modules,
et Dx —mod la catégorie des D x-modules. On dit que X est D-a ne si le foncteur section

globales
I Dx-mod - Dx-mod
M (X, M)

est une équivalence de catégories (ie. il existe un foncteur A Dx —mod - Dx —mod tel
que r 0 A idDX—mod et A 0 r |dDX—m0d)
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Remarque. Dans ce cas, on peut prendre comme foncteur inverse le foncteur de localisa-
tion :
A Dxy-mod - Dxy-mod
M M p, Dx

La notation utilisée ici est di érente de la notation usuelle du foncteur de localisation ~
pour insister sur le fait que I’on localise en tant que D x-module.

Soit X une variéeté algébrique lisse. Pour tout M objet de Dy —mod,
rex,amMm))=r(x,Mm p,Dx)=M p,I'(X,Dx)=M

donc on a déja Mo A idp,-mod- Il Su t donc de trouver une condition nécessaire et
su sante pour que Aol idp, -mod-

Proposition 1.2.1. Pour que X soit D-a ne, il faut et il su t que, pour tout objet M
de Dx —mod, les deux conditions suivantes soient vérifiées :

a) H'(X,M) =0 pour tout i >0;

by FI(X,M)=0= M=0

Démonstration. Si X est D-a ne, le b) est évident, et pour le a), il su t de remarquer
qu’un objet injectif dans Dx —mod I’est en tant que Ox-module, donc les H(X,.) sont
bien les foncteurs dérivés de (X, .).

Si les propriétés a) et b) sont Vérifiées, alors " est un foncteur exact, et avec b), on
déduit que I" est un foncteur pleinement fidéle. L’essentielle surjectivité de I vient du fait
que Fo A idpy —mod- O

Soient GG un groupe algébrique réductif connexe, I’ B P G respectivement un tore
maximal, un sous-groupe de Borel et un sous groupe parabolique. Notons X = G/P. On
va maintenant énoncer le théoréme principal de cette section :

Théoreme 1.2.2. La variété X est D-a ne.

Ce théoreme a été prouvé par Beilinson-Bernstein [BB] dans le cas des variétés de
drapeaux complets. Cependant, n’ayant pas de référence pour le cas général de G/P avec
G réductif, nous donnerons une preuve de ce théoréme ici.

Notons g = Lie(G). Commencons par rappeler que comme G agit sur X, on a un
morphisme naturel U(Q) - Dx. En e et, si M g, on construit un champ de vecteurs

d

LI ]

ce qui nous donne un morphisme d’algébres de Lie g  Dx, qui se prolonge bien en un
morphisme d’algébres U(g) - Dx.

Notons t = Lie(T"), (H;) une base de t, « la forme de Killing de g et (K;) la base duale a
(H;) pour . Notons également pour o« @, X, un générateur de g,, tel que x(X,, X-,) = 1.
Définissons I'opérateur de Casimir par

[

C= z H’LKZ + z (XaX—a + X—aXa)

a ot

C’est un élément du centre z(g) de U(Q), il ne dépend pas de la base choisie, et comme il
est central, il agit sur les modules de plus haut poids (et de plus bas poids) de poids A par
le scalaire cy = (A +2p,\) = A+ p2— p? (ou (.,.) désigne le produit scalaire induit par «
surt).

Pour prouver le théoreme pour G/B, Beilinson et Bernstein ont étudié I’action de
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I'opérateur de Casimir C sur des Dx-modules « tordus » par des faisceaux inversibles. Si
L, est un faisceau inversible sur X = G/P (avec A Ap), notons

Dxx=Lyx ox Dx ox L,

le faisceau des opérateurs di érentiels tordus par L. Si M est un Dx -module et si . Ap
notons M(x) =M L,. Remarquons que Dy, Dx comme O x-module, mais pas comme
Ox-algebre.

La preuve se ramene au cas des variétés de drapeaux complets, dont nous allons expli-
quer rapidement I’idée. Si X = G/B, on se sert du lemme-clef de [BB] :

Lemme 1.2.3. Soit M un Dx-module, et A A*. Alors :
(a) Le morphisme iy M - M(A) ¢V, admet une cosection jy
(b) Le morphisme py M ¢ V\ - M()\) admet une section g

Ene et, I'action de C sur M(\) ¢V, (resp. M ¢ V) est diagonalisable, et Im(i,)
(resp. Ker(py)) sont les sous-espaces caractéristiques associés a la valeur propre ¢y (resp.
C)\).

Soit M un Dx-module. Pour tout sous-Ox-module cohérent F de M, et pour tout
A A", on a un diagramme commutatif :

F - FQ) cV,
! !

Lorsque Ly est ample, pour n 0 et i >0 on a H'(F(n\)) =0, donc grace a (a), les
fleches HY(X,F) - H' (X, M) sont nulles pour i > 0, donc H*(X,M) =0 pour i > 0. Si
M # 0, et si F est un sous-O x-module cohérent de M, comme '(X,F()\)) # 0 pour A
dominant bien choisi, grace au (b), on déduit que '(X, M) # 0. Ceci prouve la D-a nité
des variétés de drapeaux complets.

Revenons maintenant au cas X = G/P. Soit M un Dx-module, et p G/B - X la
projection. Ses fibres sont les P/B, et p est un morphisme plat. Soit F un sous-O x-module
cohérent de M. Comme X est projective lisse, F admet une résolution localement libre

0-E,->...oE1>E-F->0
ou n =dim X. La formule de projection (cf. [Hal] (ex 111 8.3)) nous donne
R'p (p E)=R'p (Ocp) oxEj
pour tout 0 < j <n, et comme p est plat et comme H'(P/B,Op;z) =0, on en déduit

sik=0

F
k _
RppF_{O sinon

p F est muni naturellement d’une structure de D, 5-module, donc H(G/B,F) =0 pour
1 >0. Or la suite spectrale de Leray

HY(X,R'p p F) H (G/B,p F)
dégénere, donc ‘ , ,
H'(G/B,p F)=H'(X,p p F)=H'(X,F)=0

pour i > 0. Ainsi pour tout sous-Ox-module cohérent F de M, les fleches H'(X,F) -
H'(X, M) pour i > 0 sont nulles, donc H*(X, M) pour i > 0. De plus, comme p F #0
lorsque F #0, il en est de méme pour I'(G/B,p F) =T (X,F), donc '(X, M) # 0 lorsque
M # 0, ce qui prouve bien que X est D-a ne.
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1.3 Opérateurs di érentiels globaux sur les variétés de dra-
peaux

Soient comme précédemment G un groupe algébrique réductif connexe, P un sous-
groupe parabolique de G, et X = G/P. Le but de cette section est d’étudier le morphisme
d’algebres U(g) - Dx construit dans la section précédente, ce qui revient a étudier la
structure de U(g)-module de Dx.

Considérons la filtration de Dy par les D%. Soit

grDx = D%/DY!
m=0
le gradué associé (ou I'on considére que D! =0). Soit p 7' X - X le fibré cotangent de
X. Alors grDy s’identifie naturellement avec I'image directe p Or x. Comme X est une
variété homogene compléte, on a d’aprés [BoB1] (1.4) I’égalité des sections globales :

Proposition 1.3.1. grDx =I'(T" X,0r x)

Une description de Dy a d’abord été donnée par Beilinson et Bernstein dans [BB]
lorsque X est une variété de drapeaux complets. Notons

2+ =2(9) nU(9)-9
le centre de U(g) privé des constantes, et Uy = U(g)/U(g).z+. Alors on a (cf. [BB] (2)) :

Théoréme 1.3.2. Le morphisme U(g) - Dy est surjectif, et il donne un isomorphisme
L UySDx

L’idée générale de leur preuve est la suivante : notons N = {M g, M nilpotent } le
cbne nilpotent de g. Comme pour tout x X, on peut identifier (via la forme de Killing)
la fibre p™'(z) = T, X au sous-espace vectoriel (zpz™1) g, qui n'a que des éléments
nilpotents. En utilisant des résultats de Kostant (cf. [Ko02]), on obtient que I'application
moment . 7" X - N induit un isomorphisme '(N,On) ST (T X, 07 x), qui se factorise
en

F(N,On) - grUp - grDx - I'(T" X,07 x)

ou la fleche du milieu est le gradué de L.

Cependant, cette preuve ne se généralise pas au cas de X = G/P, ceci étant di au fait
que I'image de T" X dans g n’est pas une variété normale en général. On a néanmoins une
bonne description de Dy, similaire au cas des variétés de drapeaux complets, due a Borho
et Brylinski (cf; [BoB1]). Notons pp la demi-somme des racines de @5, et A*(P) = {\
h, \a N pour les o  Ap}. Pour A A*(P), on peut définir un module de Verma
généralisé

Mp(\) =U@@) u) kr
ou k, désigne le | p-module simple de plus haut poids X (avec Ip = Lie(Lp)), étendu en un
p-module par une action triviale de Lie(R"“(P)). Notons Ip(A) U(g) son idéal annulateur.
On a alors, d’aprés [BoB1] (3.8) :

Théoréeme 1.3.3. Dx U@@)/Ip(2pp —2p)

Remarques.

(1) On a une description similaire des sections globales des faisceaux des opérateurs di é-
rentiels tordus : si A Ap, alors

F(X,Dx)) U@/Ip(2pp—2p+ )
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(2) Soit M un Dx-module cohérent. Comme X est lisse, on peut toujours construire une
bonne filtration (M (2));>0 de M, c’est-a-dire une filtration par des sous-O x-modules co-
hérents qui Vvérifie pour tous m et p positifs

D(m)M(p) M(m +p)

ou les inclusions sont localement des égalités pour p su samment grand. Alors grM est
un grD x-module cohérent, i.e. un p O x-module. Il existe alors un unique O x-module
cohérent M tel que p (M) = grM. On dit que M est holonome si le support de M (appelé
la variété caractéristique de M) est de dimension dim X. De plus, on dit que M est a sin-
gularité rationnelles si elle admet une bonne filtration (M (%)) telle que pour tout ouvert
U X, pour toute section P D(m)(U) dont I'image dans O, x s’annule sur le support
de M, alors PM(p) M(m+p-1).

Lorsque X = G/B, sous I'équivalence de catégories de la section 2, Brylinski et Ka-
shiwara ont montré dans [BK] que les D x-modules holonomes a singularités rationnelles
correspondent aux U(g)-modules M de type fini, tels que pour tout v M, U(b).v soit
de dimension finie (autrement dit, M est localement b-fini), et que z+.M =0. Ainsi par la
correspondance de Riemann-Hilbert, la catégorie des U(g)-modules de type fini, localement
b-finis et de caractere central trivial est équivalente a celle des faisceaux pervers sur X.
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Chapitre 2

Construction d’un opérateur
di érentiel important

Les G-variétés magnifiques, ou G un groupe réductif connexe, sont des G-variétés inte-
ressantes dans la mesure ou on a de bonnes propriétés concernant leurs G-orbites. De plus,
comme les variétés de drapeaux sont des variétés magnifiques, c’est une direction naturelle
pour tenter de généraliser ce que I’on sait sur les variétés de drapeaux. La premiére section
consistera en des rappels sur les variétés magnifiques. Une classe de variétés mieux com-
prises parmi les variétés magnifiques est celle des compactifications magnifiques d’espaces
symétriques, dont nous rappellerons une construction ainsi que quelques propriétés dans
la deuxiéme section. Nous énoncerons dans la troisieme section quelques résultats sur la
description en tant que G-modules des groupes de cohomologie des fibrés en droites sur les
compactifications magnifiques d’espaces symétriques, qui est partiellement comprise. Nous
nous pencherons ensuite sur I’'exemple de la compactification magnifique de PGL3/PSOs,
ou I'on construira un opérateur di érentiel global qui ne provient pas de I’algébre envelop-
pante de G. Nous verrons enfin dans la derniére section que I’on peut également construire
un tel opérateur sur toutes les compactifications magnifiques d’espaces symétriques de type
A; et As.

2.1 Rappels sur les variétés magnifiques

Les varietés magnifiques sont des objets qui géenéralisent dans un certain sens les va-
riétés de drapeaux, dans la mesure ou ce sont des variétés projectives, complétes, munies
d’une action d’un groupe algébrique réductif G vérifiant certaines bonnes propriétés. Les
propriétés de ces variétés données ci-dessous sont bien connues, on peut les retrouver par
exemple dans [Br], [Lul] ou encore [Ti].

Définition. Soit G un groupe algébrique réductif connexe. On dit qu’une G-variété pro-
jective lisse X est magnifique de rang r si :

(1) X contient une G-orbite ouverte Q
(2) X Q estun diviseur a croisement normaux D =  D;, ou les D; sont les compo-
=1
santes irréductibles de D, dont I'intersection est non vide

(3) les adhérences des G-orbites de X sont exactement les D; avec I {1,...,7}
il

Exemples.

(1) Les G-variétés magnifiques de rang 0 sont les variétés projectives completes n’ayant
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gu’une seule G-orbite, ce sont exactement les variétés de drapeaux G/P avec P G para-
bolique

(2) P™ est aussi une G-variété magnifique de rang 1 pour G = SO(gq), ou ¢ est une forme
quadratique non dégénérée de C™*'. La G-orbite fermée correspond a I’hypersurface (¢ = 0),
et la G-orbite ouverte est son complémentaire. On remarque en particulier que le rang d’une
variété magnifique dépend de I'action de groupe considérée.

(3) Pour n >0, I’éclatement de P" xP" le long de la diagonale est une G-variété magnifique
de rang 1 pour G = PGL,+1, avec le diviseur exceptionnel et son complémentaire comme
G-orbites.

(4) Les compactifications magnifiques d’espaces symétriques sont des variétés magnifiques,
nous reviendrons sur ces variétés dans la section suivante.

Soit X une G-variété magnifique, et notons Q sa G-orbite ouverte. Soit B G un sous-
groupe de Borel. Comme les variétés magnifiques sont des variétés sphériques (cf. [Lul]),
elles ont une B-orbite ouverte Qp Q. Son complémentaire dans Q est une union de
diviseurs premiers B-stables. Les adhérences dans X de ces diviseurs sont appelées des
couleurs, et ce sont exactement les diviseurs irréductibles B-stables qui ne sont pas G-
stables. Notons Ax I'ensemble des couleurs de X, et notons

Xo=X D
D Ax

On appelle X, la grosse cellule de X, et elle est isomorphe a un espace a ne. Comme
X est un espace a ne, Pic(X) est le groupe libre engendré par les classes des faisceaux

Ox (D) ou D parcourt Ax. Remarquons que X a une unique G-orbite fermée F' = ‘rl D,
i=
et c’est une variété de drapeaux de la forme G/Px. Comme X est une G-variété normale
projective avec une unique G-orbite fermée, I'action du radical de G est triviale, et quitte
a considérer G/R(G), on peut donc supposer que G est semi-simple. X intersecte chaque
G-orbite le long de sa B-orbite ouverte, et comme X est sphérique, on a les inégalités
dim X <dim B et r <rg,,(G), ou rg,,(G) désigne le rang semi-simple de G (cf. [Lul]).
Soit G le revétement universel de G. Alors tout faisceau inversible L sur X est G-
linéarisable de maniére unique (et méme, il existe d > 0 tel que L ¢ soit G-linéarisable).
En particulier, les groupes de cohomologie H*(X,L) peuvent étre munis d’une structure
de g-module.

A une G-variété magnifique X, on peut associer plusieurs invariants combinatoires :

— I’ensemble Ap, des racines simples associées a Py ;

— I'’ensemble Ax des couleurs de X ;

— I’ensemble > x des racines sphériques de X, définies comme suit : D; n X est défini
dans X par une équation f; = 0 pour une certaine fonction réguliére f;, et on définit
~; la racine sphérique associée a D; comme étant I’'opposé du poids de f; pour I’action
de B;

— la matrice Ax faisant le lien entre les couleurs et les diviseurs irréductibles G-stables,
dont les coe cients sont les a; p définis par

Ox(D;) =0x( a;, pD)
D Ax

Soient G un groupe réductif connexe et 7' B G un tore maximal et sous-groupe de
Borel respectivement. Notons

=={x f kX),b.f=x()./}
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le réseau des caracteres des fonctions rationnelles B-semi-invariantes sur X. Dans [Wa],
Wasserman a remarqué que pour classifier les G-variétés magnifiques X de rang 2, il su t
de la donnée de I’ensemble @ des T-poids (avec multiplicité) sur I'espace tangent 7. X, ou
z est 'unique B~ point fixe de X, et d’une application

p Ax - Hom(=,2)
D [x; wvp(N)]

ou vp désigne I'ordre d’annulation le long de D. Remarquons que p est bien définie, puisque
si xr =Xy, alors f est un multiple de f".

Remarque. Soit G un groupe semi-simple adjoint de type A. Luna a montré dans [Lu3] que
I’ensemble des G-variétés magnifiques a isomorphisme prés est en bijection avec I’ensemble
des systémes sphériques de G, qui sont des objets de nature combinatoire. Récemment, ceci
a eté généralisé au cas d’'un groupe G semi-simple adjoint quelconque, indépendamment
par Bravi et Pezzini dans [BPe] et par Cupit-Foutou dans [C-F].

2.2 Compactifications magnifiques d’espaces symeétriques

Les compactifications magnifiques d’espaces symétriques ont été introduites par De
Concini et Procesi dans [DCP] (appelées alors espaces symétriques complets). Nous rap-
pelons ici leur construction, et quelques unes de leurs propriétés.

Soit G un groupe algébrique semi-simple adjoint connexe, et § un automorphisme
d’ordre 2 de G. Notons H = G le sous-groupe des points fixes de G. Remarquons que
H est réductif. Le but est de construire une G-variété magnifique X, contenant une G-
orbite ouverte isomorphe a G/H. Le morphisme # induit un automorphisme sur g, que
I’on note encore 0, et h = Lie(H) correspond exactement au sous-espace propre de valeur
propre 1. Si T G est un tore maximal 6-stable, et t son algébre de Lie, t se décompose en

t=ty t

ou ty (resp. t1) est le sous-espace propre de t associé a la valeur propre 1 (resp. -1). De plus,
to est I'algébre de Lie de Ty =77, et t; est I'algébre de Lie de 77 = {t T,t’ = ¢t'}. Fixons
un tore maximal T tel que la dimension de t; soit maximale. On note [ cette dimension,
et on I'appelle le rang de I’espace symétrique G/H. Notons ® I’ensemble des racines de
(G,T). L’action de 0 sur t induit une décomposition

(D:(Do q)l

ou @ est I’ensemble des racines invariantes par 6. On peut alors choisir un sous-groupe
de Borel B de telle maniére que 6 envoie toutes les racines positives de ®; sur des racines
négatives. Fixons B un tel Borel. Le choix de B induit un choix de I’ensemble des racines
simples A, que I'on peut décomposer en

A= AU A1
ou A; =An®;. Soit o; Aq, et notons w; le poids fondamental associé. On a

—0(a;) = o + > 1 1Bk
k

avec a Ap, B Do etn;y N, ce qui donne 0(w;) = —w; . Notons «a; = %(ai -0()) la
projection de «a; sur X (71). Comme dim(77) =, quitte a renuméroter les o; A1, on peut
supposer que les I premiers @; sont distincts (et alors pour ¢ >, on aura a; = @; pour un
certain i <1).
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Définition. On dit qu’un poids dominant A= S n,w; est spécial sin; = ny, ie. (X)) = -\
(6% Al
Les poids spéciaux sont en quelque sorte les "bons poids™ a étudier : pour tout poids
dominant A, notons V) la représentation irréductible de plus haut poids A, et V/\" le G-
module ou Vy =V, comme espace vectoriel, et avec I'action de G définie par

g v=0(g).v

Si A est spécial, alors Vf V, en tant que G-modules. Pour construire une compactification
magnifique de G/H, on choisit un poids spécial régulier A, et on se sert de la proposition
suivante (cf. [DCP] 1.7) :

Proposition 2.2.1. Soit A un poids spécial régulier. Alors il existe 0 # h Vf{ que I'on

peut écrire
!

h =wvg9y + > %
=1

ouU w9y est un vecteur de plus haut poids 2\, et les z; sont de poids 2\ — 2a;.

Remarquons que les espaces symétriques sont des variétés sphériques (cf. [Ti](26.14)
par exemple), donc pour tout poids dominant A, on a dim Vi <1, donc le h de la propriété
précédente est unique a scalaire pres. On arrive alors a la définition :

Définition. Soit \ un poids spécial régulier. On définit une compactification magnifique
X de G/H comme étant I'adhérence de la G-orbite G.[h] dans P(V5))

On a a priori toute une famille de compactifications de G/H, mais d’apres [DCP](4),
il se trouve qu’elles sont toutes isomorphes :

Proposition 2.2.2. X est une variété magnifique, et ne dépend pas du poids spécial régulier
choisi.

Remarques.

(1) D’aprés [DCP] (4), on peut prendre a la place de V5, une représentation W de plus haut
poids 2\, non nécessairement irréductible, tant qu’elle a une unique droite fixée par H, et
que ses T-poids sont de la forme 2\ — 5 2n;a; avec des n; 2 0. On se servira beaucoup de
cette remarque dans le chapitre 3.

(2) Dans [De2], Demazure a aussi donné une construction d’une compactification de G/H,
qui est un cas particulier de celle de De Concini et Procesi. Sa méthode est la suivante :
notons ¢ = dim H, et soit (ey,...,e,) une base de h. On pose

ANh=e; ... ¢

On regarde h comme le point [Ah] dans P(AYg), et on considere I'adhérence de G.[Ah]
dans cet espace. On a une décomposition de h en

h=1t Ja k(Xa + XH(a))

a Og a o
avec des 0 # X, Q.. Ahs’écrit alors sous la forme v+5 z; ou, avec des notations similaires,

v Ay AT gy AT ga)

a $g a@{’

est de poids 2p; = S «, et les z; sont de poids 2p; — 3 2n;a; pour certains entiers
a (I)'{ aj <I>'f

positifs n;. Comme le poids 2p; est spécial régulier, on retrouve bien un cas particulier

d’une compactification magnifique (cf. [DCP](6.1)).
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Comme X est une variété magnifique, on sait qu’il existe une B-cellulea ne X;,. Notons
U =Ma o Ua- Alors on a un isomorphisme B-équivariant

Xy U xAl

Pour comprendre cet isomorphisme, on peut voir Al comme I’adhérence de T}.[A] dans X,
et on identifie 77.[h] avec I'ouvert de Al ol toutes les coordonnées sont non nulles. On a
un morphisme
. - Ti.[h] c A
t t.[h] ar(t),...,2a;(1))

On remarque que le stabilisateur de [h] dans Ty est {¢t Ti,2a;(t) =1, i}.
Notons (t1,...,t;) les coordonnées de Al. On a alors

k[X0l=k[U 1Mt1, ..., ]

On remarque que la B-orbite ouverte est I'ouvert (¢; # 0) de X, et & renumérotation

7

pres, les fermés (¢; = 0) correspondent exactement aux D; n Xy. On en déduit d’une part
que les racines sphériques +; sont exactement les 2a;, et d’autre part que le rang [ de
I’espace symétrique G/H est égal au rang r de la variété magnifique X.

Donnons pour terminer cette section quelques exemples d’espaces symétriques :

Exemples.

(1) Soit H un groupe algébrique semi-simple adjoint connexe. Soit G = H x H, et soit
Pinvolution de G 6 (hi,h2)  (ho,h1). Alors G  H, et c’est I'image du plongement
diagonal de H dans G. G/H est un espace symétrique, et dans ce cas, on désigne la
compactification magnifiqgue de G/H simplement comme la compactification magnifique
de H.

(2) Soit G = PGL,,, V = k™ muni d’une base canonique, et J la matrice d’'une forme
quadratique non dégénérée dans cette base. Soit # I'involution M J(MY)™LJE. Alors
H =G’ PSO,, et G/H est un espace symétrique. De maniére analogue, si n est pair, et
si J' est la matrice d’une forme symplectique on dégénérée dans la base canonique, posons
" linvolution M J (MY)™'J*. Alors H =G? PSp,, et G/H' est aussi un espace
symétrique.

(3) Chevalley et Schafer on réalisé dans [ChS] les algebres de Lie simples de type Eg et Fy
comme sous-algébres de I’algébre des endomorphismes d’une certaine algébre de Jordan, et
I’algébre de type F} correspond exactement aux points fixes d’une automorphisme extérieur
de I'algebre de type Ejg. Ainsi si G est un groupe adjoint connexe de type Eg, et H un
sous-groupe connexe de type Fy, G/H est un espace symétrique.

2.3 Faisceaux inversibles et leur cohomologie

Soient comme précédemment G un groupe algébrique semi-simple adjoint connexe, 6
un automorphisme d’ordre 2 de G, H = G? le sous-groupe des points fixes de G et X la
compactification magnifique de G/H. A I'aide d’'une décomposition de Bialynicki-Birula,
De Concini et Procesi ont calculé dans [DCP](7.6) le groupe de Picard de X :

Proposition 2.3.1. Pic(X) Z!*9 o0 ¢ est le nombre de racines simples a;, avec 1<i<l,
telles qu’il existe deux racines simples distinctes « et 3 telles que @; =@ = 3 avec —6(«a) # 38
ou (a, 8) #0. On dit que X est exceptionnelle lorsque ¢ > 0.
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La proposition suivante va nous permettre, comme dans le cas des variétés de drapeaux,
d’associer un unique poids A a tout faisceau inversible sur X. En e et, soit F' la G-orbite
fermée de X. L’inclusion ¢ F X induit un morphisme : Pic(X) - Pic(F). Alors
d’aprés [DCP](8.1),

Proposition 2.3.2. Le morphisme i est injectif.

En particulier, on peut identifier un faisceau inversible sur X a un faisceau inversible
sur la variété de drapeaux F', donc on peut voir Pic(X) comme un sous-réseau I" de Pic(F).
On remarque que comme les diviseurs D; sont définis par des équations de poids —v;, I
contient le réseau engendreé par les racines sphériques. Soit L un faisceau inversible sur X.
7 L est un faisceau inversible sur F, et il est isomorphe a un L, pour un certain poids .
Comme 7 est injectif, par abus de notation, on écrira également L, pour désigner la classe
d’un tel faisceau inversible L dans Pic(X) (qui est nécessairement unique).

Comme les faisceaux inversibles sur X sont G-linéarisables de maniére unique, on ai-
merait pouvoir décrire les groupes de cohomologie H*(X,L) en tant que g-modules. Une
partie de ce travail a été faite dans [DCP](8.4) avec le théoreme :

Théoreme 2.3.3. Soit L, un faisceau inversible sur X. Alors :
l
1. HO(X,Ly) 20 ssi A=p+ > niy; pour o dominant et les n; entiers positifs.
=1
2. Lorsque H°(X,L,) #0, alors en tant que G-module,

HO(X,L) v,
ni=0
v=A-3 njvi dominant

3. Si X est dominant, H*(X,L,) =0 pour i > 0.

Cependant, ce résultat ne décrit pas les groupes de cohomologie supérieure lorsque A
n’est pas dominant.

On dit que X est de rang minimal si, en notant rang(G) la dimension des tores maxi-
maux de G, on a r = rang(G) —rang(H). Si A est un poids tel que X + p soit régulier,
notons A" I'unique poids dominant de la forme w X avec w W. Avec le théoréeme suivant,
Tchoudjem a décrit dans [Tc1] tous les groupes de cohomologie H*(X,L) si X est de rang
minimal :

Théoréme 2.3.4. Soit X de rang minimal, et L, un faisceau inversible sur X. Alors en
tant que G-modules,
HY(X,Ly) V-
J Ex p (A+R3)nQ,

u+p régulier
I+ J =i

ou pour toute partie J Xy,

Ry =35 Zsov+ S Z«v
v J v Ex J

Q; ={p T{y Zx(u+p,7)<0}=J}
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2.4 Etude d’un cas particulier

Dans cette section, nous nous intéresserons au cas particulier suivant : soit G = PGLs,
soit A I'involution [M] [(M*) ']1et H =G’ PSOs. Soient

00
B={ 0 PGL;},7={ 0 0 PGLs}
00 00

On a ®* = {a1, 00,07 + s}, et pour toute racine o, 6(a) = —a. Les racines sphériques
sont alors les +; = 2a;. Rappelons que I'on a un morphisme L U(g) - Dx. Nous allons
construire un opérateur di érentiel global sur X qui n’est pas dans I'image de U(g), et grace
a cet opérateur, nous montrerons que pour tout faisceau inversible Ly, si H°(X,L,) #0,
alors c’est un Dx y-module simple.

Comme X estderang 2, ® X, U xA?2 ou U = R“(B). Pour une racine «, notons
u, le sous-groupe a un parametre

Al L U,
T U () = X

On peut alors représenter un point de X, par un couple

(Ua1+a2 (Z)Uaz (y)ual (), (t1,t2))
tel que si t1t2 20, en notant Q la G-orbite ouverte de X, I'isomorphisme ® se restreint en

UxA%2 . X,nQ
(Uay+as (DD Uay (PDua, (), (t1,12)) = Uay+as (2)Uay (W) ua, (2)alts, t2).[h]

ou a(t1,t2) est la classe dans 71 /Stabr, [2] d’un certain ¢t T} tel que +;(¢) = ¢;. Remarquons
que ~; est bien défini sur T7/Stabr, [h] puisque Stabr, [h] est exactement I'intersection des
noyaux de ~; et de 79, ce qui montre que a(t1,t2) est unique et bien défini. Par abus de
notation, on notera toujours par la suite a(¢1,¢2) un de ses représentants, dont le choix ne
sera pas important. On a

k[Xo] = kl[z,y,2,11,12]

et I'opérateur 0 = 0y, 0;, est bien défini sur Xj.

Proposition 2.4.1. L’opérateur 0 se prolonge en un opérateur di érentiel global d qui
n'est pas dans I'image de L.

Démonstration. On va d’abord commencer par montrer que cet opérateur se prolonge aux
Na; Xo (0U ng désigne un relevé de s, dans N (1)).

Regardons d’abord les changements de coordonnées de n,, Xy vers Xy. Plagons nous
sur I'ouvert (t1t2 #0) de Xy. Remarquons que pour tout { & ,

51 (C_l)uoq (C)u—al (_C_l)ual (C)

est un représentant de s,, dans Ng(7") (cf. [Hu2]). Comme pour X, nous identifierons un
point de n,,.Xo a un couple

Nay '(ua1+a2 (Z’)Uag (y')uoq (a:'), (t'lv t’2))

Rappelons également qu’avec la formule de Campbell-Hausdor , X,Y g, lorsque ad(X)
Y  [X,Y] est nilpotent, on a dans G I'égalité

XY o™X = 6Y+[X,Y]+%[X,[X,Y]]+%[X,[X,[X,Y]]]+...
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Plagons nous sur l'ouvert (¢, + 22 # 0) de n,, Xo, et supposons de plus que t;t, # 0 et
z #0. En prenant ( = —z', on obtient

(nay-(ttaras (2 Yt (Y Y, (2 )alt,15))).[0]
Uy (=2 Yl v, (U Yo thay (&) alty, 15).[1]
=tayraz (Y Yaz (=2 )y (—2 Y, (=2 Yuma, (27 )a(t, 1).[A]
o to (U Yas (=2 )y (=2~ g, (=2 )alty, 1) e’ ¥ o1 [h]
ot =z Yay (a(ty,t,)). Supposons que 1+ #0. Remarquons que a;(a(ty,t2)) dépend
du choix du représentant de a(t1,t2), mais pas o (a(ti,t2))? = t1, ce qui ne posera donc

pas de probléme pour la suite. Comme k est algébriquement clos, il existe ¢ tel que ¢2 =
(L+¢?)=(Q+2"%)).Ona:

- Ty 0
Uay (F)ay (Qu-a, (V) = 9 &' 0 SOs
0 0 1

On en déduit
Ua +as (Y )ty (—z'>a1(—x"l)ual(—x')a(ti,t’2>a1(s‘l)umw) [1]

=tayras (U Yias (=2 )y (—2ua, (=2 )alt), ) ua, (G5 i+ wz)al(f 1.[7]
=tay+ras (U Yias (=2 )y (—w'_l)ual(—:c')ual(m(a(tl,tg))l wz)a(tth)O‘l(g 1.[1]
=tay+ras (U Yias (=2 )y (-x'_l)ual(-w')ual(m(a(t'l,té))l ¢2)a(t1§_4 £,6%).[1]
=ty +as (U Yty (=2 ey (=2 g, (=2 )u o (T2 _1t1 ) (1167 156%).[h]

e )a(ti € 156%) [h]

=Uay+an (y')uaz (_Z’)al (_‘T’_l)UOq (_37’

1+ ‘2t1
-3
Uy +ap (v )uaz (== )ucu -z T 1+ _t;t )al (-2 _1)a(t1€_4 t2§ )-["]
=t s (e, G ) S SHCGRRN

Les changements de coordonnées obtenus sont :

z =y
y = ~z
— -
T @2+,
— ty
ty = @2+t)2

ty = ty(x?+1))
Lorsque z =0, on obtient

Ny -y vas (2 Yoy, (), a(t, £5))
=(nay -(Uay +as (2 Yty (¥ alty, 15))).[h]
=Ua, (=2 Yoy +as (U Ynay alty, 1) [1]
=ty s (U Yoy (=2 )a((t)) ™ oty )10, [1]
=ty s (Y Yoy (=2 )a((t)) 7 tot1).[R]
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puisque n,, H. Sur l'ouvert (t; + 22 # 0), les changements de variables obtenus se
prolongent bien quand z" = 0 (puisque dans ce cas ¢; # 0), et de méme quand t,t, = 0.
Remarquons que si ¢ = 0, il n’existe pas de [b)] B tel que be¥*-o1  SOs, donc le
POINt N, - (Uay+an (2 ) oy (U I, (), alty, 15)) 1 Xo. L'ouvert (t; + 2 # 0) de nq, Xo est
donc exactement n,, Xo n Xo. Comme n,, Xo est a ne, I'opérateur 9;, peut s’écrire sur
nalXo n X(]

O, = a@t'l + bat'z +c0y +d0y + e

pour certaines fonctions régulieres a,b, c,d, e sur n,, Xo n Xo. Le calcul donne
IOV P ',y e
On = (@ =t))(@” +6)0 +ia(x” +11)0, —a (7 +1)0r

De méme, on obtient
-1
O, = ﬁa ’
t2 T 2 +t1 t2
donc
1,01, = (2 = 11) 0y, O, + 1207 — 2 0,0,

se prolonge bien en un opérateur di érentiel sur n,, Xo. De la méme maniére, on calcule
les changements de variable de n,,.Xo vers Xj :

—_ — _RY Ty
c v o Yy L,
— Yy
y = 7
vt
T = z —T Y
g Yo
t = (Y " +ty)
t
t = 2.,
2 (v 2+t2)2

et

001, = (Y = t2)0y; 0 + 4107 =y Oy;0y ="y 0y 0
se prolonge sur n,, Xo. Comme X, est B-stable, et comme les n,; Xy sont s,; Bs,;-stables,
0 se prolonge sur un ouvert Q qui est B-stable, s,, Bs,,-stable et s,, Bs,,-stable. Comme
a1 et ag sont les racines simples de @, 9 se prolonge en un opérateur di érentiel d défini
sur sur un ouvert G-stable contenant X, (qui sera régulier par lissité de X). Comme X
intersecte chacune des G-orbites, nécessairement on a Q = X et 9 Dy.

De plus, on rappelle que Xy n D; est le fermé (¢; = 0) de X,. Alors en notant Ip, le
faisceau d’idéaux sur X définissant D;, t; T'(Xo, I p;). Comme D; et D, sont tous les deux
G-stables, I'(Xo, I p, 1p,) est stable par I'action de U(g), et d.t1t2 = 1/ '(Xo, Ip, 1p,).
Ceci prouve que 0 n’est pas dans I'image de L. Ol

Pour tout faisceau inversible L, sur X, notons comme dans le cas des variétés de
drapeaux Dy ) le faisceau Ly o, D oy LA‘l, et Dx ) ses sections globales. Grace a
I'opérateur 0 sur X, on va montrer :

Théoréme 2.4.2. Soit L, un faisceau inversible, tel que H°(X,L,) #0. Alors H°(X, L))
est un Dx y-module simple.

Démonstration. Soit L, un tel faisceau inversible. Commencons par rappeler que Pic(X)
est engendre librement par les couleurs de X . Notons ses deux couleurs d; et ds, respective-
ment de poids 207 et 2w,. A renumérotation pres, les diviseurs de bord s’expriment dans
Pic(X) comme Dy = 2dy —dy et Dy = 2ds — dy. Le faisceau L, est isomorphe au faisceau
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Ox (mydy + mads) pour un unique couple d’entiers (mq1, m2). Comme X, est un espace
a ne, il existe une section trivialisante o pour L) x,, ie

(Xo, L)) = k[Xo]oa

qui est unique a un scalaire prés, donc qui est un B-vecteur propre. De plus, en notant
pour simplifier f; des sections trivialisantes de Ox (d;) sur Xy, on a

UA:flml f2m2

Si v est un vecteur de plus bas poids dans H(X, L)), alors v x, = fox pour une certaine
fonction réguliére f sur X,. La preuve de [DCP](8.2) donne que f = ¢]*t;* pour certains
entiers positifs ny et no. Ainsi

HYU(X,L)) = (U(9)-1)"t5%02)
i=0
vEA=Y n?’yi dominant

Si v=\=3 n;v;, notons f, =t]'t;%0. Pour prouver le théoreme, il su t de prouver

Lemme 2.4.3. Soient v = )\—nl’yl—TLQ’}/Q et l/’ = )\—n'171—n'2’yg. Alors il existe d, d’ DX,/\
tels que d.f, = f, et d .f, = f,.

L’idée est de construire d’abord de tels opérateurs si v est "proche” de v, c’est-a-dire
si les n; —n; <1. Ces opérateurs apparaissent comme des conjugués de 0 par des éléments
du groupe de Weyl 1/, suivis d’opérateurs du centre de U(g) dont on connait bien I’action.

Calculons d’abord I’action des réflexions simples de W sur o). Comme Dy = 2d; —d> et
Dy =2dy—dy, sur XonQ (ol Q est la G-orbite ouvert de X) on a: f =t7%t;" et f3 = 71152
ce qui nous donne :

Sar-fi = (@ +t)fi
Saq -f2 = f2
Sag 'fl = fl
Sap-f2o = (P +1t2)f2
Ainsi on obtient
Say-Oxn = (22 +t1)™Moy
Sap-ON = (y2 + tg)mQU)\

Regardons ensuite I'image de I'opérateur de Casimir C' (cf. 1.2) dans Dy. Pour cela, cal-
culons d’abord par exemple L(X,,). Pour¢ £k, onasur XonG/H :

NN g 1oy (2)tiay (W) tay (2)alts, t2).[R]
ZUay+ay (2 = Y Uay (W) tia, (z = alts, t2).[h]
donc p
LX) =0f [r [ '2) 1=0]] = ~y0: = 0,

L’image dans Dx d’une base de g nous donne sur Xj :

L(Xa,) = -—y0.—-0;
L(Xa2) = _ay
L(Xa +as) = —0:
L(Hy,) = —20.+y0y—2x0, +4110;, — 2t20,,
L(Hy,) = —20,—-2y0y+x0, — 210y, +4t20;,
L(X—al) = —(tl + :r2)6x + 4.%‘t16t1 - 27526152

L(X-0,) = (zy+azy?—at2)0, — (2 + y2)8y =20y = 2yt10y, +dyta0;,
L(X-01-ay) = —(22y? + 2%ty —yPty + 11t2) 0, — 2xt20y + (222 + 2t1y) 0y — 4210y, + 221204,
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C agit sur les modules de plus haut poids (et de plus bas poids) ;. par le scalaire c,. Ainsi
dans une somme directe d’espaces de plus haut poids, I'opérateur C' — ¢, est intéressant
pour ne garder que les composantes appartenant aux parties de caractére central fixé. On
montre le lemme :

Lemme 2.4.4. Soit f k[Xo] et x dominant. Alors il existe f; et fo dans k[X(] tels que
(C=cu).ffu= fitifut fatafu

En e et, considérons I'image de fo, dans '(Xo,L,/L, 1r).Ona:
F(Xo, L /L, 1p)=T(XonF,Ly, xonr) =T (BB /B™,(La/p-)u) =M,

ou M, est le module de Verma de plus haut poids . Comme C' agit sur M, par le scalaire
cuy (C—cy).ffu=0dans M'(Xo,L,/L, 1g).Donc (C-c,).ffn T(Xo,L, 1F),doncil
existe f et fo dans k[X] tels que (C' —c,).fo, = fitifu+ fatafo.

Ainsi quelque soit 1 dominant et f k[X] de degré nul en les t;, C'—c, est exactement
la partie de C faisant monter le degré total en ¢, et to, ie.

(C=c)-ffu = Q107 + 250, = 2yt10,0: + 611200, + 2271207 = 241902 + 2t11202)..f [

Notons D=0, 0O aAl I'image de la section 0 dans I'(Xo,Dx ). Comme Dx Dx
en tant que Ox-module, D est également la restriction d’une section globale D Dx .
Soit ¥ = A —ny7vy1 — nay2 un poids dominant avec n; et no positifs, et notons v; = v,a; =
2my —4n1 +2ng et vy = v, a9 = 2my — 4no +2n,. Regardons quel opérateur envoie f,, sur
Ses Voisins :
e Dewvvers v+ +, 5 supposons que v+ 41+ 92 A= Zxoy1 — Zxoe, et quil soit
dominant. Alors n; >0, ny >0 et

D.f, = 13.(t7f1t320,\) = 1N fyty+ys 20
e De v vers v+, SUPPOSONS que v + v A — Zspy1 — Zso)2, et qu’il soit dominant.
Alors 11 =22, no>1et
salﬁsal g =sa155a1 21520y
=50, D[(t1 +2%) 2 1711220 ]

1% —
1 2(t1+332) 2 hneT la,\+n1n2(t1+:v2) 2t o, ]

=son [
V1n2

2

2
:(? +n1)N2 frray, + n1n2$2fu+v1+72

t?ltrm 1O’,\ + Tllng(tl + x2)tn1 1tn2 1 o

On obtient alors :
(C = Cyimy+vs) S D5y - f1r = =2v1m2(v1 + 201 + 1) fraqy 0

e De v vers v+ :supposons que v+ A —Zspv1 — Zs0y2, et gu’il soit dominant.
Alors 15 =2, ny =1 et un calcul analogue donne

(- CV+'y1+72)5a253a2-fu ==2vony (V2 +2ny + 1)fu+’yl #0
e Dewvversv—-; :SUPPOSONS que v—=1 A—Zxoy1 —Zx072- Alors 1 = 4, et on calcule :
~ %1 V9
SaySagDSaySar fv = [Z(Vl +2n1 +2no +15) + ?nl +nina] fo—y

+[%(2 +2n1 +2no + 15) + vang + 2nino]at f, + [%nl s e+,

ni
+[7n2 + nlng]szer«,Q + n1n2z2x2fy+«,1+w2
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et

(C = )(C = €1 )(C = a3 )(C = 143, )(C = Cnneny ) Sas Dsassan fu = K fumny

ou

K =-512([2v} + 32v} + 5003 — 9507 — 237wy — 122]v11s + [5vf + 3003 — 402 — 111 — 82]v v2
+[403 + 702 = 190 = 22111 + [1V2 — vy — 2]wivs + [ + 6003 + 4007 — 2300, — 2441w v9my
+ [10ui3 + 501/12 — 58y, — 164]14 1/22n1 + [81/12 + 61 — 44]1y u§’n1 + 211 - 4]y V§n1
+ [4v] + 3603 — 4u2 — 1261 — 90]v1vans + [Bu) + 6413 — 7207 — 1681 + 20]van i ng
+ [61/? + 12V% -30v — 36]V1V22n2 + [12V% +121 — 72]V1V22anl2 + [21/12 -2 — 4]1/1V§’n2
+ [4vq - 8]1/11/3711712 + (v + 1)[[201/13 + 301/12 =80y, —120]ving + [ZOVf + 6uf = 7211 = 54]vins
+ [4003 — 2807 — 1201, + 88]niny + 51 (1 — 2) (1 +2)2uy +3) (v +1)]) <0

car v; =24 (il su t de remarquer que les expressions entre crochets sont des polyndémes en

vy dont toutes les dérivées successives sont positives en 4).

e De v versv—rs:sUpposons que v —-y; A —Zxpy1 — Zsp72. Alors v, =4, et un calcul
analogue donne :

(C - CV)(C - CZ/+"/2)(C - Cl/+’y1—'yz)(c - Cu+'y1)(c - CI/+’}/2+’Y1)SO¢2 Sa 55(11 Sap fv= K’fu—'yg

ol K #0 a une expression similaire a celle de K.
e Dewv=r;+v =2pvers 0:supposons que 2p A —Zspy1 — Zxpye. Alors il en est de
méme pour 0, et le calcul donne
Sa1SasSaq 53041 SasSay f2p
=(n1 +2)(na +2) fo + (min2 + 2n1 + o + 2)y° f, + (mina + 2no + nq + 2)2% f,
+[(ning +ng +3ny + )2y = 2n1 (2 + 2)wyz +2(n1 + 1) (n2 +1)2°1 fop + n2(n1 + 1)y°2> faypey,
+n1(ng + 1) (" = 20°yz + 2%2%) foyany + nina(ZPa”y? = 220y2° + 2 fu,
et

(C- 071)(0 - CQp)(C - 0271)(0 - 0271+w2)(0 - C4p)3a13a2 3a153a13a2 San f2p
=—4096(197n1n9 + 220211 + 22021, + 7560) fy # 0

On résume tous ces cas avec la figure 2.1, ou les Z; désignent des éléments du centre de

U(g), et ou les fleches

d v
vV -V

signifient que d.v =1/

Pour terminer la preuve, on montre le lemme :

Lemme 2.4.5.

(1) 1l existe un unique poids v = A—n1y; —ng7ye dominant avec ni,no positifs tel que ni +nq
soit maximal parmi ces poids
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vty v+yn+y

Figure 2.1 — Action des conjugués de D

(2) Sivetv—y—7 sont dans \ —Zxpy1 — Zxp2 €t dominants, mais ni v —~; ni v =y,
alors v =2p.

Ene et:

(1) Siv= )\—n171 —noy2 et p= A= (’I’Ll +k‘)’yl - (’I’LQ —k')’)/g )\—220’71 —Z>07y2 sont dominants
pour un entier k£ >0, alors 1 = v — 6k, donc v = 6k, donc v —~; Vérifie dominant, ce qui
contredit la maximalité.

(2) Si v verifie les hypothéses du lemme, on a 2 < y; <4, et comme les v; sont des entiers
pairs, v = 2p.
NoOtons vmax = A — p171 — p2y2 'unique poids vérifiant le (1) du lemme. On construit
alors deux opérateurs di érentiels globaux d, et d,, tels que d,.f, = f,... etd, .f,. .. = fo.
Supposons pour simplifier que p; —ni < ps —ns. Reprenons notre v = A—n1y; —noyo fixé
précédemment. Alors v—(p2 —n2=p1 +11)Y2 = Vmax * (P1 —n1) (M1 +72) A= Z2071 —Z2072
et est dominant, puisque p; = nq : en e et, comme vy, — 72 N’est pas dominant, on a les
inégalités

o
IN

(VmaX)Q =2mg+4py—2p; <4
0< w9 =2mg+4ny—2n

donc vo = (Wmax)2 = 4(ne —p2) +2(p1 —n1) = -4 ie. p1 —n1 2 2(p2—n—1) 2 0 par maximalité
de vmax. De plus, tous les v—kv, avec 0 < k < ps —no—p1 +nq sont dominants. On a alors des
opérateurs di érentiels globaux dy, et d, envoyant respectivement v — kv, sur v — (k + 1)7s
et v—(k+1)y, sur v—Fkvy, pour 0<k<py—ns—p;+ny. On peut ainsi se ramener au cas
oU v = vpax + q(11 +72). Remarquons que tous les vy ax + k(71 +72) sont dominants.

e Si 0 n’est pas dans A — Zxgy1 — Z>p72, alors 2p non plus, donc pour tout 0 < k < ¢, il
existe un vpax + k(1 +92) =% A —Zspv1 — Zs072 dominant, donc il existe des opérateurs
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di érentiel globaux dy, 1, dy 2. d, ;. d; , tels que

Bt Frratb(i+92)) = Fomantk(Gi+) =7
dZC72 (fVmaX"'k(’Yl""YZ)_"/i) - fVmax+(k_1)('Yl+’Y2)
C,lk,l (fvmax+k(71 +’Y2)_’Yi) = fvmax+k(“/1 +72)

dk,l(fVmaX"'(k_l)(’Yl""ﬁ)) = fVmaX"'k('Yl""YQ)_’Yi

ce qui nous donne les d,, et d,,.
e Si0 A-Zs9y1 —Zs072, On procéde comme précédemment pour construire d; et d'1
tels que di(f,) = f2p et d,(f2,) = f,. Notons

§= (C - C%)(C - CZp) (C - CQM)(C - 02’)/1*'72)(0 - C4p)3a13a2 30{153&1 SasSay
On pose alors d, = £.dy, et d,, = d}.D. Les opérateurs
d=d, d, d =d,d,

envoient bien respectivement f, sur f,- et f,- sur f,, ce qui prouve le théoreme. O

2.5 Non-surjectivité de L en type A; et A,

Soient G un groupe algébrique semi-simple adjoint connexe, # un automorphisme
d’ordre 2 de G, H = GY le sous-groupe des points fixes de G et X la compactification
magnifique de G/H. Fixons T un tore maximal #-stable tel que 7} soit de dimension maxi-
male r, et B un sous-groupe de Borel contenant 7" tel que 6 envoie ®7 sur ®7. On peut
associer a G/H son diagramme de Satake, un objet combinatoire qui encode G et 6, défini
comme suit :

Définition. Le diagramme de Satake de G/H est un diagramme construit & partir du
diagramme de Dynkin D de ® par les étapes suivantes :

(1) On colorie en noir les sommets de D qui sont fixés par #, et on colorie en blanc les
autres.

(2) On relie par une double fleche les sommets blancs «; et o; di érents tels que

(i) === > niBi
nj=0
Bi Ao

Exemples.

(1) Soit G =PGL,, 6 l'involution M (M")™. Alors H =G’ PSO,,, et le diagramme de
Satake de G/H est

o—00—=0O

(2) Soit H =PGL,,, G=HxH etd (hi,hs) (ho,h1). Le diagramme de Satake de

H x H/H est



33

(3) Soient G = PSO,,, avec n impair, J = (_(} I”), et M  JMJ'. Dans ce cas

n 0
H GL,, et le diagramme de Satake de G/H est

Tout comme les diagrammes de Dynkin permettent de classifier les algebres de Lie semi-
simples, les diagramme de Satake permettent de classifier les espaces symétriques, dont on
peut trouver une classification dans [He](X.6) ou dans [Ti](26.5), et que nous rappellerons
en annexe. Les diagrammes de Satake permettent de comprendre comment 6 agit sur les
racines. En e et, si « est une racine simple alors on peut lire 6(«) sur le diagramme grace
a la proposition suivante :

Proposition 2.5.1. Soit o« A. Alors :
(1) Si « est colorié en noir, 6(a) = «

(2) Si « est colorié en blanc et qu’il n'est relié a aucune autre racine blanche par une double
fleche, alors —6(«) est la plus haute racine s’écrivant a+ 5 n;0;.

ni=0

Bi Ao
(3) Si « est colorié en blanc et qu’il est relié & une autre racine blanche o’ par une double
fleche, alors —0(«) est la plus haute racine s’écrivant o + S niB;, et a—ao —6(a) est la

nij=0
. o Bi Ao
plus haute racine s’écrivant a+ 5 n;0;.
nj=0
Bi Ao

Démonstration. (1) est juste la définition d’une racine noire. Montrons (2) : supposons

—0() =a+ > nif;
nij=0

Bi Ao

Soit § = a+ ¥ n3; une plus haute racine s’écrivant sous cette forme, avec n; > n;. Une
telle racine § existe nécessairement car —6(«) est une racine. Comme § ®7, 6(5) @7 et
n; = n,. En particulier, on obtient que § est unique. Pour montrer (3), le raisonnement est
similaire : soient 8’ =a+ S n;B3; et § =a + 3 n; B; des plus hautes racines s’écrivant sous
cette forme, avec n; > n; et n; >n;, oU —0(a) = + 3 n;B;. On obtient alors n; > n; = n;
et n, >n; >n;, et encore une fois, 5 et § sont uniques. O

Notons @ le systeme de racines (éventuellement non réduit) des restrictions a 77 des
racines dans ®,. En utilisant une méthode similaire, a celle du (2.4), on va construire un
opérateur di érentiel global qui n’est pas dans I'image de L U(g) - Dx lorsque ® est un
systéme de racine de type A; ou A, dans le cas ou la condition

pour toute racine simple o, —0(«) # «

est vérifiée. Sur le diagramme de Satake, cette condition se vérifie simplement : il su t de
regarder si toute racine blanche est soit voisine d’au moins une racine noire, soit reliée a une
autre racine blanche par une double fleche. La condition —0(«) # o permet de simplifier
considérablement les calculs, puisque
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Proposition 2.5.2. Si pour toute racine simple o on a —0(«) # «, alors pour tout o A,
a+60(c)/® {0}. En particulier, eX« et ¢Xe@ commutent, et e!Xa.[h] = e *Xow [A].

Démonstration. C’est évident si o est une racine noire. Soit o une racine blanche. Nous
nous servons du lemme 1.3 de [DCP] :

Lemme 2.5.3. Si a P, alors 6 est I'identité sur g,

Supposons que a +0(a) @. Alors a+0(a) @, et O([Xo, X)) = —[Xa, Xl
ce qui contredit le lemme. Ainsi a+60(a) / ® {0}, et eXe et eXo@ commutent. Comme
k(Xa + Xg(ay) h, on obtient

et)((;(.[h] - ethe—t(Xu+X9(G)).[h] - e_tXe(O().[h]
]

On va restreindre notre étude aux cas des compactifications d’espaces symétriques de
la forme H x H/H avec H simple, et G/H avec G simple. Il se trouve qu’avec ces cas, on
retrouve tous les espaces symétriques :

Proposition 2.5.4. Si G" est un facteur simple de G, alors G est stable par 6, ou bien
6(G") est un autre facteur simple G et la restriction de # & G'x G est I’échange des deux
facteurs.

Démonstration. On va appeler composante connexe de S les composantes connexes du dia-
gramme de Dynkin sous-jacent (ot on oublie les doubles fleches), et on appelle composante
faiblement connexe de .S un sous-diagramme de S dont tous les points sont reliés par une
chaine d’arétes du diagramme de Dynkin sous-jacent et de doubles fleches. On va montrer
que les composantes faiblement connexes de S sont des diagrammes de Satake d’espaces
symétriques soit de la forme H x H'/H avec H simple, soit de la forme G'/H " avec G’
simple.

Soit « une racine blanche de S, et écrivons —0() = o' + > n;fi. SUpposons que o

6I AO
et o ne sont pas dans la méme composante connexe. Comme —6(«) est une racine, les

B; sont nécessairement des racines noires dans la composante connexe de o', et comme
—-0(a’) = a+ S niB;, les B; sont également dans la composante connexe de a. Ainsi

/Bl A0

—-0(a) = o, et o n’est relié par des arétes du diagramme de Dynkin sous-jacent qu’a des
racines blanches. Comme la forme de Killing est 6-invariante, les racines de la composante
connexe de « sont toutes blanches, il en est de méme pour toutes les autres racines de la
composante connexe de ', et les composantes connexes de « et de o’ ont la méme matrice
de Cartan associée. Ainsi la composante faiblement connexe de o est le diagramme d’un
certain H x H'/H', ol H' est simple et du méme type que la composante connexe de .
S’il n’existe pas de racine « relié & un o dans une composante connexe di érente, alors la
composante faiblement connexe de « est le diagramme d’un G'/H pour un G’ simple. [

Soit et ™ deux relations d’ordre total sur ®7. et numérotons §; les racines de ®7 de
telle maniére que §; d;+1 (et §; pour I'ordre 7). Rappelons que I’on a un isomorphisme

o UxA" X
On peut représenter un point de X, par un couple

(u(;l(xgl) .. .ué}j(x&q), (t1,...,t.))
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tel que sur P'ouvert ([]¢; #0), on ait

ous (5) - ug (@5 ), (1, 80)) =ug (25) - ug (g Jalty, ..., 6).[R]

ou, comme dans (2.4), a(ty,...,t,) est la classe dans 71/Stabz, [h] d’un certain ¢t T} tel
que v;(t) = t;. De la méme maniére, on peut alors aussi représenter un point de X, par un
couple

(us, (ws,) - - - us, (xs5,), (t1s - - -5 1))

Comme une racine s’exprimant comme la somme de deux racines de ®7 est elle aussi dans
@7, la formule de Campbell-Hausdor nous dit que les x5 sont des polyndmes en les T,
et les x5 sont des polyndmes en les x5,. Ainsi

k[Xol = kL7, ;] = kx5, t5]

et les 0, sont des polyndmes en les féi,ﬁxgi,tj,@tj. Ainsi, pour toute racine blanche «;,
pour regarder si un opérateur di érentiel sur X, monéme en les 9, se prolonge sur n,;.Xo,
on peut choisir un ordre total ; sur ® pour simplifier les calculs.

Théoréeme 2.5.5. Soit GG un groupe algébrique simple adjoint connexe. Alors un opérateur
di érentiel sur Xy, mondme en les 9;;, se prolonge en un opérateur di érentiel global sur

X =G x G/G si et seulement si le systéme de racines ® est de type A1 ou Ay, ie. G PGL,
ou PGL;.

Démonstration. Soit B un sous-groupe de Borel de G, et U son radical unipotent. Alors
B x B~ est un sous-groupe de Borel de G x (3, et on a un isomorphisme

o UxU xA” - X,

Soit ; une relations d’ordre total sur ®* pour laquelle «; est maximal, et numérotons
d1,...,04 les racines de @7 de telle maniere que &, ; dx+1. On peut représenter un point
de X, par un couple

(s, (25,) - - - sy (w5 Yoy (g, (Ws,) - s (s Y, @), (tr, -, 12))
Sur l'ouvert ([]t; #0,2" #0), on a :

M- (s, (5, - - sy (5 Yhay (2 Y W5,) - s, (Ws Yt (W), (E1 -, 1)
g, 6) (B175,) - Uy 5y T, oy oy (2 Yt (Wi, ) - - - s, (s e (0 )aty, - 1,).[h]
S 00 F15,) - U 03 g5, ) (2~ Yty (—2 Yumay (& st (W5, - - sy Wy ua; W alty, - - 1,).[0]
ZUSGi(al)(klx:sl) e Ug, (5q)(kq9«":sq)0% (=2 g, (=2 Yug (vs,) - L ug, (y(;q)ua; W) u—a; (@ Dalty,. ... 1.).[1]
S (51) (B175,) -+ U ) (g, )0ty (—2 ™ Yy (=2 Yug (s, - s (ygq)u (g (<t Dalty, -, 1) [0]
=us, (Pu(w5,)) - sy (Py s, )ty (=2 g 3,) - g, (s e 0 = 12 ™y (=2 alt), .., 1,).[h]
=ug, (P1(5,)) - sy (Py (@5, uas (2 g (5, - - usy Ws, ua; (0 — ™ Dalti (=)™ 10t (=) 7% ). [h]
ou les k; sont définis par ad(nq,).Xs; = k; 7 X s (55)1 €St les P; sont des polyndmes en les

xél,.. x5 , de degré au plus 1 en chacune de ses variables, donnés par la formule de

Campbell- Hausdor Ces changements de coordonnées se prolongent lorsque |‘|t =0, et
sur ng;.Xo n Xo = (z" #0), on obtient :

8t_ = (—g;') Vi Qi atl — (_x') i, Qi —lay,

O (—z") M 8t1: pour j #i

J
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Remarquons que comme ®* et ®™* sont orthogonaux, et comme
Vi Qi = Y50y = Qg Oy

un opérateur di érentiel défini sur X, se prolonge sur n,,;.Xo si et seulement s’il se prolonge
a Ny Xo. Ainsi 0 =] a;;? se prolonge a X tout entier si et seulement si pour tout 1 <i<r,
ona:

ni( vi,ai =1+ 3 nj y5,05 =it 3 ngajop 20
J# J#*

En notant C' la matrice de Cartan de @, cela revient & trouver un n-uplet non nul (n;)

(Zx)™ tel que (C-1)(n;) (Zx)". On obtient que nécessairement r < 2, ® est de type A
et les n; sont tous égaux. Ainsi ceci n’est possible qu’en type A; (I'opérateur 9;, convient),
et en type A, (I'opérateur 0;, 0;, convient). O

Regardons maintenant le cas ou X = G/H avec G est simple connexe de type adjoint.

Théoréme 2.5.6. Soit X = G/H avec GG un groupe algébrique simple adjoint connexe.
Supposons de plus que pour toute racine simple «, on a —6(a) # «. Alors un opérateur
di érentiel sur Xy, mondme en les 9;, se prolonge en un opérateur di érentiel global sur
X si et seulement si le systeme de racines ® est de type A; ou As.

Démonstration. Soit « une racine blanche telle que a«—60(«) = ~;, et supposons d’abord que
(), =0. Alors s,(0(x)) =0(), et sq(0(a) —a) =0(a) +a/ ®, donc —0(a) +a / .
Considérons  un ordre total sur ®7 Vérifiant pour tous 3,6 @7 {a,-0(a)}:
8 —-0(a) «
et
B 6 sisa(8) B et sy (B)/ D
Numeérotons f3; ... 3, les racines de ®7 {a,—6(a)} telles que .§a(ﬁ) / @, et dy,...9, celles
qui Vérifient sa@) qaq_ Notons comme précédemment ¢ U x A"Z X,. On calcule alors
sur l'ouvert ([t, #0,z #0) :
o p(up, () - sy (2 Vs, (25, 115, (g Yoy (0 Dt (), (1)
:u8a(61)(k1x’61) ... uSa(ﬁq)(k:q:v:gq)um((;l)(k:;a::;l) Ce U (Sp) (k?;’ﬂ:sp)
u-g@y @) (2 Vua(=2Yu-a(@ Dalty, ..., ,).[0]
:u8a(51)(k‘1x'31) o uSa(ﬁq)(k:qx;;q)uSa((;l)(kixzsl) Ce U (8p) (k;’)x;p)
U—gy @) (2 Dua (=2 Yusgy (=2 " t)alty, . ., 1,).[R]
:Usa(ﬂl)(kﬂ’gl) .. uSa(ﬁq)(kq:p'ﬁq)um((gl)(k:;x:;l) Ce U (5p) (k;x;p)
gy~ ) ua (=2 Da(t (=) (=) ). [h]
=g 5y (k123,) - .- usa(ﬁq)(kqx;iq)u—e(a) W =2 M)usy sy (s, - - -Usa(sp)(k,;x:sp)
ua (=2 Dalty (=) L (=2) W) [R]
=ug, (Ql(x'ﬁj , x'5j Yy =) ug, (Qq(x'ﬁj , x'5j Yy =2 T)
ugs, (P1 (:c:;j r iy =) us, (Pp(m:;j Yy =2 )
gy (¥ =& MYua (-2 Ta(t (<) Lt (=2) 0 ). [

ol comme précédemment, les k; (resp. kj'-) sont deéfinis par ad(n.). X = ki Xso, (81 (resp.
ad(nq,;).-Xg; = k:jXSai((;j)), et les @; (resp. P;) sont des polyndmes en p + ¢ + 2 variables
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(resp. p+2 variables), de degré au plus 1 en chacune de ses variables, donnés par la formule
de Campbell-Hausdor . Ces changements de coordonnées se prolongent lorsque |‘|t; =0,
et sur nq.Xo n Xo = (z' #0), on obtient comme précédemment :
O = (—x) Vi, at; = (—x) " —1ay,

o (—z') W at; pour j £

i]

Supposons maintenant que 6(a),a # 0. Considérons alors " un ordre total sur ®7
vérifiant pour tous 3,6 ®7 {a,—0(a),s.(-0(a))} :
B sa(=0(a)) —0(a) "«
et
B 6 si s4(8) D et so(8) 7 Dy

On a alors, par des calculs similaires :

na-oQug, (@,) - - ugy (5 s, (15)) - s, (T, Mosey(-o(ay) (2 Vu-gay W Italz), (t, - 1))

=ug, (Ql(xﬂJ , x;j , :L‘,_l, y', 2 - ZU’_lti)) Cug, (Qq(xlﬁj ,mzsj L y', 2 - x'_lti))
us, (P, ™y 2 =) s, (B (s, 2y, 2 = 2 T ) g ogay) (Qan (5, s 2y 2 =2 M)
U_g(ay(z =2 e (=2 T at (=) (=) 0% ). [R]

ou les Q; (resp. P;) sont des polyndmes en p + ¢ + 3 variables (resp. p + 3 variables), de
degré au plus 1 en chacune de ses variables. Sur n,.Xo n Xy = (= #0), on obtient :

&
I

(—z") " 325; = (~z) " 71y,
(—z") M d;; pour j #i

&
I

Dans tous les cas, I'opérateur 0 = na;}i défini sur X, se prolonge a X tout entier si et
seulement si pour toute racine blanche «, si a—6(a) =~;, on a:

ni( vi,ai =1+ 3 nj y5,05 =nit 3 ng 5,05 20

J%i 7%

En regardant la classification des espaces symétriques G/H avec G simple (cf. Appendice),
ainsi que leurs diagrammes de Satake, ceci n’est possible que dans les cas ou G/H est :

(1) PGLs/PSpg;

(2) E6/Fy;

(3) PGL,/GL,,—1 avec n=3;

(3) PSOs/GL3 PGL4/GLs;

(4) Psp,,,/P(SLy x Sp,y,,_) avec n=2;
(5) PSO,/P(SO,—-1 xk ) avec n=5;
(5") PGL4/PSp, PSOs/P(SO5 %k );

(6) F4/PSOg.
En e et, comme precédemment, il su t de regarder la matrice des ( «;,y; ) : C’est
exactement la matrice de Cartan de ® moins I'identité lorsque ® est de type di érent de
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BC,, et en prenant ay, ..., a; des racines blanches telles que «; —8(a;) =~;, on a lorsque
® est de type BC), :

2 -1 0 O

-1 2 0O O
( @iy Dsijjer =

0 O 2 -1

0O O -1 1

On voit ainsi que le rang doit étre au plus 2, et que ® est nécessairement de type A. Les
cas (1) et (2) sont de type A, et I'opérateur 0y, 0;, convient. Les autres sont de type A;,
et I'opérateur 0y, convient O

Pour terminer I’étude en type A4, il reste a regarder le cas ou le diagramme de Satake
de G/H est

O

ce qui correspond a I'espace symétriqgue PGLy/k . L’automorphisme 6 est donné par ¢
g (g"7!, on considére

T=T={ 20t kYOG D B

et on obtient, en posant y =z La(t)) et ¢ tel que (% =1+ y?

nata(zYa(ty).[h] = a (=2 Dua(=2")a(t;)u-a(y).[]
=a (-2 Dua(-z)alt)a (THualy).[k]

e
- _.-1 . Tty ty

= (o uaCe 1+:c"2t'1)a((1+$"2t'1)2)'[h]
T )

= ua(z,2 T )a((x,2 . t,l)Q).[h]

Ce qui nous donne
O, = (@2 =)@ + )0y —x (27 + )0y
Remarques.

(1) Comme dans (2.4), ces operateurs di érentiels ne sont pas dans I'image de L. U(g) -
Dx, puisqu’ils ne laissent pas stable I"'(Xy, I p,) et '(Xo, I p, 1 p,) respectivement.

(2) Avec le cas de PGL3/PSOs, les espaces symétriques PGL3 X PGL3/PGL3, PGLg/Pspg et
FEg/Fy sont exactement les espaces symétriques de type adjoint dont le systeme de racines
réduit ® est de type As.

Suite a ces remarques, on peut résumer les résultats obtenus dans cette section par

Théoreme 2.5.7. Soit X = G/H un espace symétrique, avec soit G simple, soit G = Hx H
et H simple. Alors

(1) Si ® est de type A;, I'opérateur 0, se prolonge en un opérateur di érentiel global sur
X, qui nest pas dans I'image de L.

(2) Si ® est de type Aq, I’opérateur 0y, 0y, se prolonge en un opérateur di érentiel global sur
X, qui n’est pas dans I'image de L.
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(3) Si de plus pour toute racine simple, 6(«) # —«, alors ce sont les seuls cas ou un opérateur
di érentiel sur X, de la forme [] 8{? se prolonge en un opérateur di érentiel global sur X.

Remarque. Soit TX le fibré tangent a X, et Ty le faisceau sur X associé. Comme
H'(X,0x) =0, la suite exacte

0. M(X,0x) - MN(X,DY) - M(X,Tx) - 0

est scindée. Ainsi M(X,D%) = M(Tx) k= Lie(Aut’(X)) k. Donc si ® est de type A,
Oy, est dans I'image de L' U(Lie(Aut’(X))) - Dy, et on obtient que g Lie(Aut’(X))
puisque 9, / L(g) (par exemple, dans le cas de PGLyxPGL,/PGL,, on sait que Aut®(X) =
PSL,4, puisque dans ce cas X = P3.

Rappelons que comme G/H est de rang 1, X a uniguement deux G-orbites, a savoir
la G-orbite ouverte Q et la G-orbite fermée Dy, qui est un diviseur lisse irréductible, et
rappelons aussi que Pic(X) est engendré par I'ensemble Ax des couleurs. Alors il existe
des entiers a; p tels que dans Pic(X),

[D11= S a1,p[D]
D Ax

Il se trouve que si ® est de type A1, tous ces entiers ap sont positifs. Or d’apres [Br](2.3.2)
et (2.4.2), X est une Aut®(X)-variété magnifique, dont le complémentaire a sa Aut’(X)-
orbite ouverte est une union X; ... X, ol les X; sont exactement les diviseurs irre-
ductibles lisses G-stables pour lesquels il existe un a; p < 0. Ainsi X est une variéte de
drapeaux pour le groupe Aut’(X). On peut également citer [BiBr] (4.1.2) pour une preuve
de ce fait.
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Chapitre 3

Etude en type A, via la théorie
géométrique des invariants

Lorsque X est une variété algébriqgue munie d’une action d’un groupe algébrique ré-
ductif GG, un probléme naturel qui apparait est de savoir comment quotienter X par cette
action pour obtenir un objet G-invariant. Dans la premiére section, nous rappellerons ce
que sont les les quotients GIT, dont I'idée est de retirer un certain fermé sur lequel I’action
de G a de mauvaises propriétés, pour obtenir un bon quotient de I'ouvert restant. Le choix
du fermé a retirer dépend d’objets que I'on peut paramétrer, sous de bonnes hypothéses
sur X et G, par un polyédre convexe dans un espace a ne, ce qui nous donne di érents
quotients GIT du méme objet. Nous étudierons les relations entre ces di érents quotients
dans la deuxiéme section. En particulier, toujours sous ces bonnes hypothéses, nous verrons
gu’il existe un objet canonique qui domine tous ces quotients. Dans la troisieme section,
nous présenterons un résultat d a Thaddeus, qui nous permet de retrouver certaines com-
pactifications magnifiques d’espaces symétriques comme des limites inverses de quotients
GIT de grassmanniennes. Nous nous servirons dans la quatriéme section de ce résultat
pour obtenir des propriétés sur ces compactifications lorsqu’elles sont de rang 2 grace a
celles déja connues sur les grassmanniennes.

3.1 Rappels sur la théorie géométrique des invariants

Cette section a pour but de rappeler des faits connus sur les quotients GIT de varié-
tés algébriques par des groupes réductifs lorsque & = C. On peut retrouver ces propriétés
dans [MFK], [Do] et dans [DH].

Soit G un groupe algébrique réductif, agissant sur une variété algébrique X. En gé-
néral, X a des orbites non fermées, ce qui empéche de munir I'espace des orbites X/G
d’une structure de variété. Dans cette section, nous allons voir les notions de quotients
géométriques et catégoriques, qui donnent un sens a un quotients X/G, ainsi que celle de
quotients GIT de X par G lorsque X est projective.

Définition. On appelle quotient géométrique de X par G un morphisme 7 X - Y tel
que :

(1) = est surjective, et ses fibres sont exactement les G-orbites de X ;
(2) U Y est ouvert si et seulement si 7~ *(U) est ouvert dans X ;

(3) pour tout ouvert U Y, & induit des isomorphismes I'(U,0y) TI'(z"%(U),0x)%. On
notera par la suite X/G pour désigner un tel Y.

41
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Remarques.
(1) Sip X - Z est un morphisme G-invariant, alors il se factorise par , ie. il existe un
morphisme p Y - Z tel que le diagramme

p
X

VA

Sk

Y

commute. En particulier, s’il existe, le quotient géométrique est unique a isomorphisme
pres.
(2) Si G est un groupe algébrique a ne, et H est un sous groupe fermé de G, la projection
7 G - G/H est un quotient géométrique.

(3) Un quotient géométrique n’existe pas tout le temps : par exemple, si n > 0, on considére
G =k agissant sur X = k" par homothéties. Alors X n’admet pas de quotient géométrique :
en e et, 0 est dans I'adhérence de toutes les G-orbites, et si un quotient géometrique
m X - X/G existait, 0 serait le seul point fermé de Y. En revanche, si X =X {0}, le
quotient géométrique 7 X - X /G existe, et c’est la projection de X sur P"71,

On peut également définir un autre type de quotient, appelé quotient catégorique :

Définition. On appelle quotient catégorique de X par G un morphisme G-invariant 7
X - Y qui satisfait la propriété universelle : tout morphisme G-invariant p X - Z se
factorise de maniére unique par 7. On notera par la suite X//G pour désigner un tel Y.
On dit que c’est un bon quotient catégorique si de plus :

(1) pour toutouvertU X//G, = induit des isomorphismes I'(U,Ox,;c) (@ ' (U),0x)%;

(2) si W est un fermé G-invariant de X, alors w(WW) est un fermé de X//G; si de plus W'
est un autre fermé G-invariant de X, disjoint de W, alors 7(W) n (W) =

Remarques.

(1) Les quotients géométriques sont des quotients catégoriques. S’ils existent, les quotients
catégoriques sont eux aussi uniques a isomorphisme pres.

(2) La définition de quotient catégorique dépend implicitement du choix d’une catégorie
ambiante. Nous considérerons par la suite que tous les objets et les fleches sont dans la
catégorie des variétés algébriques.

(3) Quand un quotient catégorique existe, il ne permet pas nécessairement de comprendre
I’action de G sur X : par exemple, si G = k agissant sur X = k™ par homothéties, alors
X//G est un point.

Pour comprendre I’action de G sur X, I'idée est de se restreindre & des ouverts de X sur
lesquels des quotients géométriques ou des quotients catégoriques existent. L’idée est de se
débarrasser des points qui ne peuvent pas étre séparés par des fonctions G-invariantes. Il
faut d’abord comprendre I'action de G sur ces fonctions. Pour cela, on introduit la notion
fibré en droite G-linéarisé :

Définition. Soit # L - X un fibré en droites sur X, et notons ¢ G x X - X I'action de
G. On appelle G-linéarisation de L une action g G x L - L tel que :

(1) Le diagramme
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GxL—2—1
dXm T
GXXTX

commute.

(2) La section nulle est G-invariante.
Un fibré en droites G-linéarisé est la donnée d’un fibré en droites L et d’une G-linéarisation
o de L.

De la méme maniére, on a une notion de faisceau inversible G-linéarisé, et la G-
linéarisation d’un faisceau inversible L sur X induit une G-linéarisation des L ™. Etant
donné un faisceau inversible G-linéarisé, on définit I’ensemble des points stables et semi-
stables de la maniere suivante :

Définition. Soit L un faisceau inversible G-linéarisé sur X, et z X. On dit que :

(1) z est semi-stable (pour L) s’il existe n > 0 et une section s [(X,L ™) telle que
s(x) #0 et que

Xs ={y Xs(y)#0}
soit a ne;

(2) x est stable (pour L) si il existe une section s comme dans (1) telle que les G-orbites
dans X soient fermées, et si le stabilisateur G, est fini;

(3) X est instable (pour L) si il n’est pas semi-stable.
On note par X**(L), X°(L) et X**(L) I'ensemble des points respectivement semi-stables,
stables et instables (pour L).

Remarque. Pour z X, L un faisceau inversible et s T(X,L ™), la propriété s(x) =0
ne dépend pas de la trivialisation choisie au voisinage de .

Avec ces définitions, il est clair que X**(L) et X*®(L) sont des ouverts G-invariants de
X. Pour se convaincre de l'utilité de ces définitions, les ouverts X*(L) et X*(L) sont les
"bons" ouverts admettant des quotients catégoriques et géométriques, comme le montre le
théoreme suivant (cf. [Do] 8.2) :

Théoreme 3.1.1. Soit L un faisceau inversible G-linéarisé sur X. Alors il existe un bon
quotient catégorique
T X*(L) - X**(L)//G

tel que la restriction de w a X*(L) soit un quotient géométrique.

Supposons pour la suite que X est une variété projective, et que L est un faisceau
inversible ample sur X. Dans ce cas, on peut décrire le quotient X**(L)//G comme étant

X*#(L)//G=Proj(  T(X,L ™%

n=0
Ceci a bien un sens puisque F(X,L ™) est de type fini (on peut le voir comme I'algebre
n=0

des fonctions réguliéres sur I’espace total du fibré L), et comme G est réductif, I’algébre
des G-invariants est également de type fini. On notera par la suite X//_G pour X**(L)//G,
et on appelle ce quotient quotient GIT de X (pour L) par G.
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Pour Vérifier si un point z X est (semi-)stable pour un faisceau inversible ample
G-linéarisé L, on dispose d’un critere numérique, appelé le critere de Hilbert-Mumford.
A tout faisceau inversible G-linéarisé L et a sous-groupe a un parametre A C - G, on
associe I’entier p-(x, \) défini de la maniére suivante : en notant z( = lm& A(t).z, le sous-

groupe A(C ) agit sur la fibre par le caractére ¢ =@ de C . D’aprés [DH] (1.1), la
(semi-)stabilité se traduit alors en :
Proposition 3.1.2. Soit L un faisceau inversible ample G-linéarisé, et x X. Alors :
(1) z X%(L) < p“(z,)\) <0 pour tout sous-groupe & un paramétre \;
(@) = X*(L) < p-(x, ) <0 pour tout sous-groupe a un parametre \.

3.2 Variation des quotients GIT

Les variations des quotients GIT X//, G en fonction du faisceau inversible G-linéarisé
L ont été étudiées notamment dans [DH], [Re], [Th1], et dans [BP] lorsque G est un tore.
Nous nous intéressons ici aux resultats connus lorsque X est projective. Pour cela, on in-
troduit le G-groupe de Néron-Severi. La suite exacte courte

exp
0 — 2inZ Ox Ox

0
induit la suite exacte longue
. c1
- —— Pic(X) —— H*(X,Z) —— H*(X,0x) — -

ou c¢; est la premiére classe de Chern de Pic(X). On définit alors Pic(X), comme le
noyau de c¢q, et NS(X), le groupe de Néron-Severi usuel, est I'image de ¢, ou encore
le quotient Pic(X)/Pic(X)o. L’idée est de mimer cette définition en prenant en compte
les G-linéarisations. Soit Pic”(X) le groupe des faisceaux inversibles G-linéarisés sur X a
isomorphisme pres.

Définition. Soit L un faisceau inversible G-linéarisé sur X. On dit que L est homologi-
quement trivial si L Pic(X) et si sa G-linéarisation est triviale sur I’espace total L de
L, ie. ¢.(z,t) = (g.z,t). On note Pic%(X), le sous-groupe de Pic®(X) formé par les L
homologiquement triviaux. On dit que deux faisceaux inversibles G-linéarisés sont homo-
logiqguement équivalents si leur di érence dans Pic®(X) est homologiquement triviale. On
définit le G-groupe de Néron-Severi de X par

NSE(X) = Pic®(X)/Pic®(X),

On s’intéresse plus particulierement aux X//| G lorsque L est un faisceau inversible
G-linéarisé ample, puisque dans ce cas, le choix d’un tel L revient a fixer un plongement
G-équivariant

i X - P(V)

ol V est un G-module pour lequel il existe un N >0 tel que L ¥ i O(1) (ce plongement
n’est pas unique, mais son choix n’a pas d’importance pour la suite). En e et, pour tout
n >0, X ales mémes points (semi-)stables pour L et L ™, et I’hypothése d’amplitude nous
permet d’utiliser le critéere de Hilbert-Mumford pour Vérifier la (semi-)stabilité. On donne
ici une liste de propriétés tirées de [DH] (2.3 et 3.1)
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Proposition 3.2.1. Soient L et L' sont deux faisceaux inversibles amples G-linéarisés.
(1) Si L et L sont homologiquement équivalents, alors X**(L) = X*(L") et X*(L) =
X3(L).
(2) Si s (X,L ™) pour un certain n >0, alors X, est a ne. Ainsi

X#L)={z X n>0, s M(X,L ™Y s(z)#0}

(3) Si x X*(L) tel que I'orbite G.x soit fermée et que le stabilisateur G, soit fini, alors
x X°(L).

On arrive alors a la définition du cone G-ample, qui est I'objet qui va paramétrer les
di érents quotients GIT :

Définition. Soit L un faisceau inversible ample G-linéarisé. On dit que L est G-ample
si de plus X*(L) # . On dit qu'un élément de NS®(X) est G-ample s’il admet un
représentant G-ample. On note NS(X)* I'ensemble des éléments G-amples de NS©(X).
On définit le cone G-ample C'“(X) comme étant le cone convexe engendré par NS¢ (X)*
dans NSY(X)r =NS“(X) zR.

Remarques.

(1) NSE(X)* est un fait un monoide dans NSY(X), puisque si X*5(L) et X*(L") sont
non-vide, alors X**(L L") # . (cf. [DH] 3.1.3)

(2) La notion de G-amplitude dans NS©(X) a bien un sens, puisque si L est un faisceau
inversible ample G-linéarisé dans la classe d’un certain L~ G-ample, alors L et L' sont
homologiquement équivalents, donc L est aussi G-ample.

On peut étendre le critére de Hilbert-Mumford & C“(X) de la maniére suivante : soit
T un tore maximal de G. On a, en notant X (G) =Hom(G,,, &),

X (@)= X (gTg™h)
g G
donc pour tout A X (G), il existe un g G tel que ig0 A X (7). Soit . une norme
euclidienne W-invariante sur X (7) R RY™) On pose pour A X (G) etz X :

L
(0 = L”J;) et M ()= sup E(z,N)

tg A X (&)
Si z X, la fonction M*(x) permet de donner un critére de (semi-)stabilité de = pour un
I CY(X):

Proposition 3.2.2. Pour tout x X, la fonction
Pic/(X) - R
L M"“(z)

se factorise par une fonction NS(X) - R, qui se prolonge continiment de maniére unique
en une fonction toujours notée M*(z) NS%(X)gr - R vérifiant pour tous I, NS%(X)g :

M (@) € Ml(z) + M (2)

On prolonge alors la notion de (semi-)stabilité en définissant que x X est semi-stable
(resp. stable) pour I C%(X) si M'(x) est négatif (resp. strictement négatif), et on a
toujours des quotients catégoriques (resp. géométriques) de I’ouvert des points semi-stables
(resp. stable) par G. Grace & cette fonction, on peut partitionner C“(X) de la maniére
suivante :
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Définition. On dit qu’une partie H C%(X) est un mur si il existe un z X tel que
dimG,>0et H=H(z) ={Il C%(X) M!(z) = 0}. Une composante connexe non-vide du
complémentaire de la réunion des murs est appelée une chambre.

Cette partition a de bonnes propriétés comme le montre la proposition suivante (cf. [DH]
3.32¢et34.2):

Proposition 3.2.3. Soient I,I" C%(X). Alors :
(1) et sontdans une méme chambre si et seulement si X**(1) = X*(1) = X*(1) = X**();

(2) si X*(1) = X**(1') et I est dans un mur, alors " est dans le méme mur

On remarque que | C%(X) est dans un mur si et seulement si X*5(1) X°() #
On peut ra ner cette partition en introduisant la notion de cellule : on définit une cellule
de C%(X) comme la composante connexe d’une classe d’équivalence de C“(X) pour la
relation

I U= X0 X*()=x1) X°0)

Avec cette définition, les chambres sont des cellules. Grace aux propriétés de la fonction
M*(x), on remarque que si F est une cellule, et si [,I" F, alors X*(1) = X*(1'), et
X3() = X*(). On peut alors désigner ces ensembles respectivement par X**(F) et X*(F).
Si F et F' sont deux cellules distinctes telles que F n F~ # , on peut comparer les
points (semi-)stables pour F et F', ainsi que leurs quotients. Notons pour toute cellule
F,Y(F) =X*(F)IIG

Proposition 3.2.4. Soit F' une cellule dont I’intersection est non vide avec I’adhérence
d’une autre cellule F". Alors :

(1) on a les inclusions X*(F") X*(F) et X*(F) X*(F);

(2) Pinclusion X*5(F")  X*(F) induit un morphisme fr r Y(F) - Y(F), qui se
restreint en un isomorphisme au dessus de X°(F)/G. Lorsque X°(F) # , le morphisme
fr F est surjectif et birationnel.

Cette proposition est énoncée dans [DH] (4.1.5) pour lorsque F et F' ne sont pas des
chambres, bien qu’il soit valable pour toutes les cellules. Nous allons donc en donner une
preuve.

Démonstration. Les inclusions du (1) sont montrées grace a la continuité des fonctions
M*(x) :soient " F etz X*(). Alors M! (z) <0, donc M'(z) <0 pour un certain
(donc pour tous) I . De méme, si x X°(F)etl Fn I, alors M'(z) < 0, donc
M (x) <0 pour un certain (donc pour tous) I” F'.

Pour montrer que X**(F") # X**(F), raisonnons par I’absurde : si X**(F") = X*(F),
alors par continuité, on aurait X*(F) = X*(F"), donc X**(F) X*(F)=X*(F) X*(F).
Comme F et F’ sont connexes et FnF" # , F F est connexe, et ce serait une cellule,
ce qui est absurde.

Par definition du quotient catégorique, il existe un morphisme fp- r faisant commuter
le diagramme

X*(F) —— X*5(F)

Y(F) —— Y(F)
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Le morphisme fr p se restreint a X *(F) en un isomorphisme par unicité (a isomorphisme
pres) du quotient géométrique. C’est un morphisme dominant entre variétés projectives,
donc il est surjectif. De plus, X*(F) est un ouvert de X**(F") et de X**(F), donc quand
X°(F)# , frr est birationnel. O]

Grace a ces morphismes, on peut construire un objet qui domine tous les quotients
GIT et qui ne dépend plus du choix d’une cellule. Remarquons que d’aprés [DH] (3.3.3 et
3.3.10), le nombre de murs et de cellules est fini. Les quotients Y (F) et les morphismes
fr r forment un systéme projectif, et la limite projective est un objet canonique qui domine
tous les quotients GIT. On note X//4;rG cette limite projective. On a des morphismes
dominants dp X//crG - Y (F) pour toute cellule F', et si F' s’intersecte avec I’adhérence
d’une autre cellule F', alors le diagramme

Xl emrG 55 v (F)

e

Y(F)

commute.

Supposons maintenant que G est isomorphe a un certain tore 7' = (C )", et supposons
que Pic(X) Z. Soit M le générateur ample de Pic(X), et soit L = M ™ la plus petite
puissance trés ample de M. Alors il existe un plongement i X  P(V), ou V est un
T-module de dimension finie, et L = ¢+ O(1). Supposons de plus que X est un fermé
irréductible de P(V"). Dans ce cas, le critere de Hilbert-Mumford s’exprime beaucoup plus
simplement. En e et, si x X, alors on peut écrire x sous la forme z = [v] pour un certain
v V. Gréce a I'action de T sur V, on peut décomposer V' en

V= Vi
x X(T)

ouV, ={v V t T,tw=x(t).v}, et seulement un nombre fini des V, sont non nuls.
Ainsi on peut écrire v = Swv, ou les v, V.. Notons IN(x) I'enveloppe convexe dans

X
X(Mr =X(T) zR R™del’ensemble

i X (G) vy #0}

(M(x) ne dépend pas d’un choix de v), et Fl(z:) son intérieur.

Soit [ NSG(X)Q. Comme pour tout A >0, [ et A\l ont les mémes points (semi-)stable,
on peut voir la demi-droite R,/ comme la demi-droite engendrée par un (L', o) avec L’
Pic(X), et o une G-linéarisation de L'. On peut alors identifier I’ensemble des demi-
droites de C“(X) avec un polyédre dans X (T)r de la maniére suivante : soit I C%(X)n
NSG(X)Q, et soit n tel que nl soit un faisceau inversible G-ample L', et soit z X. La
G-linéarisation o induit pour ¢ G un isomorphisme

o.(t) L, - L,

tx

5 Xa(t)s(t.)

On associe alors a [ le caractere xy = x,. Remarquons que x ne dépend pas du z choisi
(comme X est irréductible, il su t de recouvrir x par des ouverts G-invariants pour le voir),
et y ne dépend pas du représentant L choisi dans Pic” (X)) puisque la G-linéarisation d’un
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F PicY(X)y est triviale. Ona L =M n pour un entier n" >0, et en notant la relation
d’équivalence étre dans la méme demi-droite, on a un morphisme :

O (CYUX)nNS“(X)Q)/ - X(Dr
[ mod X

que I'on peut prolonger par continuité, ce qui nous permet I'identification. Remarquons
que si p=--x X(T)r, p correspond a la linéarisation de L ™ par une action de x sur les
fibres, L " est trés ample et il correspond au plongement X  P(S™V).

Grace a cette identification, on peut exprimer la (semi-)stabilité de la maniére suivante :

Proposition 3.2.5. Soitx X etp X(1T)g. Alors :
(1) z est semi-stable pour p si et seulement si p TM(x);
(2) x est stable pour p si et seulement si p Fl(a:)

Dans la suite, cette condition sera beaucoup plus facile a vérifier, puisqu’on aura une
action explicite de 7" sur V.

Exemple. Soit V = C3 et (e—1, eg, e1) une base de V telle que C agisse sur V par t.e; = t'.e;
pour toutt C . Alors NSG(X)R/ R, etenécrivantv V commewv =A_1e—1 Ageg Aieq,
les points (semi-)stables de P(V) pour I'action de C sont :

e X*(M)=X°()= pourl<-loul>1;

e X¥ED={[v] A1 20} et X°(-1) = ;

e X)) =X°) ={[v] A-1 o #00u A-1 A1 20} pour -1<[<0;

e X*(0) ={[v] \o Z0 ou M\ -1 #0} et X*(0) = {[v] A1 \-1 Z0};

e X¥WM)=X°() ={[v] M o #00u \qA-1 #0} pour 0<[<1;

e X)) ={[vl M #0}et X°(1) =

3.3 Collinéations completes

Dans [Th2], Thaddeus montre que les espaces de modules des collinéations complétes
peuvent étre vus comme des limites projectives de quotients de grassmanniennes par une
certaine action de C . Ce point de vue est intéressant puisque les compactifications magni-
fiques des espaces symetriques (PGL,, x PGL,)/PGL,,, PGL,/PSO,, et PGL5,/Psp,,, sont
de tels espaces de modules.

Définition. Soit V et W deux espaces vectoriels.

(1) Si w < min(dimV,dimW), une collinéation complete de V dans W de rang u est la
donnée d’un sous-espace U V de dimension u, et de morphismes fi; U - W et fis
ker f; - cokerf;, définis a un scalaire prés, et ou le dernier f; est inversible.

(2) Une quadrique compléte de P(1") est la donnée d’une hypersurface quadrique @1 P(V)
et d’hypersurfaces quadriques @Q;+1 dans le lieu singulier de @;, ou le dernier @; est lisse.

(3) Une forme anti-symétrique compléte sur V' est la donnée d’une 2-forme wy sur V et de
2-formes w;+1 sur le noyau de w;, ou le dernier w; a un noyau de dimension au plus 1, et
ou les w; sont définies a scalaires prés.

Remarque. La définition d’une quadrique compléte de P(V') peut s’exprimer aussi comme
la donnée d’une forme quadratique ¢; sur V' et de formes quadratiques g;+; sur le noyau
de ¢;, ou le dernier g; est non-dégénéré, et ou les ¢; sont définies a scalaires prés.

Thaddeus a prouvé les résultats suivants dans [Th2] 2.3, 10.1 et 11.1 :
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Théoreme 3.3.1. Soit V et W deux espaces vectoriels, v = dimV et « < min(dim V, dim W).
On a les isomorphismes suivants :
(1) I'espace de modules des collinéations complétes de V' dans W de rang u est iso-
morphe au quotient Gr, (V' W)//s;rC , ou C agit avec les poids 1 sur V" et -1 sur
W
(2) I’espace de modules des quadriques complétes de P(V') est isomorphe au quotient
LaGr,(V  V )//qrC , ou C agit avec les poids 1 sur V' et -1 sur V , et ou LaGr
désigne la grassmannienne des sous-espaces lagrangiens pour la forme symplectique
standard sur V.V ;
(3) lorsque v est pair, I’espace de modules des formes anti-symétriques complétes de
V est isomorphe au quotient OGr; (V' V )//grC , ou C agit avec les poids 1
sur V et -1 sur V , et ou OGr* désigne la composante connexe contenant V de la

. . 0 I
grassmannienne des sous-espaces orthogonaux pour la forme quadratique (I 0) sur

Vv V.

Remarque. Supposons de plus que W =V | et que u = v. Les espaces de modules intro-
duits dans le théoréme sont alors les adhérences de :

e I’espace des automorphismes de V" a scalaire pres (donc PGL,) dans |‘| P(Hom(A'V, AN'V)) ;
e I espace des formes quadratiques non-dégénérées de V' a scalaire pres (donc PGL,/PSO,)
dans |‘| P(S2(AV));

=0

. I’éspace des formes anti-symétriques non dégénérées de V" a scalaire pres (donc PGL,/Psp,,)

dans ﬁ P(A?2(A'V)) lorsque u est pair.
=0

Ce sont donc des compactifications magnifiques de PGL,, = PGL,xPGL,/PGL,, PGL,/PSO,
et de PGL,/Psp,, puisque les espaces Hom(A'V,A'V), S2(A'V) et A2(A'V) ont des vec-
teurs de plus haut poids non nuls respectivement de poids w; + wl 2wo; et wy;, qui sont
spéciaux réguliers (cf. remarque 2.2.1).

Soit X une grassmannienne du type Gr,(V V) ou LaGr,(V V ). Le plongement
de Plucker
t X PIN“(V V)
U [ex ... e,]ou(e,...,e,) base de U

est PGL,-équivariant, et soit L =, O(1). Comme C agit sur V" avec le poids 1 et sur V'
avec le poids -1, on peut décomposer

NV V)= Wy

—usksu

ou C agit sur W, avec le poids k. Soit U,, un sous-espace de V' V' de dimension w tel
que [wg] = «(U) avec wy, Wy. Alors nécessairement Uy, = Uy, NV Uy, nV , donc

dim(Us,, 0 V) +dimUu, 0V ) =u et dimUy, 0 V) =dimUu, nV ) =k

donc dim(Uy, n V) = £ et dim(U,, nV ) = “5%. On en déduit que Wj, 20 = k=-u+2n
avec n entre 0 et u.

Soit U un sous-espace de V' V' de dimension u, etp X(C )r R.AlorsU X*%(p)
si et seulement si en decomposant v tel que [v] = «(U) comme v =y wy dans A“(V V),
il existe un wy, et un wy, non nuls avec k; < p <k (cf. Proposition 3.2.5). On en déduit :
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Proposition 3.3.2. Soit U X un sous-espace de V' V' de dimension u, et p R. Alors
la (semi-)stabilité se traduit par :

<
¥
S

o5 dim(U nV)
U X0 =L gimwav)

IN IN
IS
o
S|

[\3|

et
dm(UnV) < 42
S - 2
UX® A gimuav) < wr
Démonstration. Soit (eq,...,e,) une base de U, et écrivons pour chaque i e; = f; f2 avec
fi Vet fi' V. Choisissons les e; de telle sorte que les familles des f; non nuls et des fi'

non nuls soient libres. Posons

v=(fi f) o (fu £

En regroupant par poids, on écrit v sous la forme y wy avec wy, Wy, et en notant k; le
plus petit k tel que wy, # 0, et ko le plus grand. Alors en notant 7 = {1<i<u f, = 0} et
J={l<i<u f, =0}, alors

we, =A@ fa f)
et

wr, = (i L) o (Fu L@
Ainsi il existe U, tel que L(kai) = [wy;], etonadim(U n V) = dim(Uwkl nV)= %’“ et
dim(U nV ) =dim(Uy, nV )= u=k2 1l su t de remarquer que U est semi-stable (resp.

2
stable) si et seulement si ky < p < ks (resp. k1 <p < ko). O

Avec ce critere de (semi-)stabilité, on voit que les intervalles ]—u+2n, —u+2(n+1)[ pour
0 <n <wu sont les chambres, et les autres cellules sont les murs {-u + 2n} avec 0 < n < w.
Pour —u +2n < p < —u+2(n +1), on note X*(—u +2n +1) pour X**(p) (ceci a un sens
puisque p et —u + 2n + 1 sont dans la méme chambre). On résume ceci sur la figure 3.1.

Pour comparer les di érents quotients GIT de X par C , introduisons les ensembles
suivants : pour 1 <n <wu -1, notons

X(~u+2n)" ={[w] X,w de poids —u+2n}
X(Cu+2n-1)" ={[w] X,w= S wj,w—y+2, #0}

J<—ut+2n

X(Cu+2n+1)" ={[w] X,w= Y wjw-ys+2,#0}

) Jj=—ut+2n
X(u+2n-1)"=X(-u+2n-1)" X(~u+2n)f
X(~u+2n+1)*"=X(~u+2n+1)" X(-u+2n)F

Remarquons que I'on a les inclusions X (—u + 2n)"  X*5(—u + 2n), X(—u +2n-1)"
X% (~u+2n-1) et X(—u+2n+1)+ X35 (—u+2n+1). Notons Y (—u+2n)", Y (~u+2n-1)"
et Y(—u+2n+1)" leurs images respectives dans les quotients associés. D’apres [BP] (2.3),
on peut décrire le produit fibré Y (n) = Y (-u+2n+1) Xy (~u+2n) Y (~u+2n—1) comme un
éclatement de la maniére suivante :

Proposition 3.3.3. Dans le diagramme commutatif

T) — S Y(~u+2n+1)

l‘f’_x l

Y(~u+2n-1) — Y (~u+2n)
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puissance de L

-u —u+2 —u+2n u+2(n+1) y-2 u

linéarisation

Figure 3.1 — Cbne C -ample de X

¥, ¢ et ¢~ sont respectivement des éclatements de Y (—u+2n)F, de Y(~u+2n+1)* et de
Y (—u+2n-1)7, tous de diviseur exceptionnel Y (—u+2n+1)* Xy (—ur2nyF Y (Cu+2n—1)"

Remarque. La restriction de m—y+2, X**(-u+2n) - Y(-u+2n) & X(-u+2n)" est un
quotient géométrique (cf. [BP] 1.4). Soit X le sous-groupe & un paramétre A\ t t*"2". On
a alors des morphismes

X(~u+2n+1)* - X(-u+2n)F
x ItIITOI A(t).x
et _
X(-u+2n-1)" - X(-u+2n)f
x tlim A().x

et la restriction des morphismes v, ¢* et ¢~ aux diviseurs exceptionnels provient du passage
au quotient géométrique du diagramme

X(—u +2n+1)" X X (—u+2n)F X(—u +2n-1)" —— X(—u +2n+1)"

| |

X(—u+2n— D~ X (~u+2n)f

On résume tout ceci sur le diagramme suivant, qui donne une vision d’ensemble des
morphismes entre les di érents quotients :
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X%(-u) — X*(-u+l) -- X**(—u+2n-1) - X**(—u+2n) « X**(—u+2n+1) -- X**(u-1) - X*(u)

Y(~u) —— Y(~u+1)--- Y(~u+2n-1) — Y(~u+2n) — Y(~u+2n+1) ---- Y(u-1) — Y (u)

T

X/ cirG

Y (n)

Remarque. Comme X est la limite projective d’un nombre fini de quotients, on remarque
que I’on obtient X//¢;C  comme un nombre fini de produits fibrés des quotients Y (F")
pour les cellules ouvertes F" au dessus des Y (F) pour les cellules fermées F n’étant pas
dans le bord de C° (X).

Lorsque X =OGr,(V V), c’est la composante connexe de OGr,(V V) contenant
V, donc I'intersection d’'un U X avec V' est nécessairement de dimension paire. On obtient
les mémes critéres de (semi-)stabilité, et une description similaire du cone C -ample et des
morphismes entre di érents quotients, en remplagant tous les "2n" par des "4n".

L’action de G = PGL,, sur V et V' induit une action (cf. remarque ci-apres) de G sur
Gr,(V V), LaGr,(V V )etOGr,(V V ).Pour L un faisceau inversible C -linéarisé
sur une de ces variétés X, X*°(L) et X°(L) sont G-stables, puisque I'action de G ne
change pas les dimension des intersections avec V et V . De plus, si Fn F # pour F,
F’ sont deux cellules disjointes, les inclusions X**(F")  X*(F) sont G-équivariantes, et
I’'action de G sur X**(F) induit une action de G sur Y (F), ce qui rend les morphismes
frr Y(F) - Y(F) G-équivariants. On montre alors grace a la remarque précédente et
a la proposition suivante que les dp X//¢rC - Y (F) sont G-équivariants.

Proposition 3.3.4. Soient A, B et S trois G-variétés, et supposons avoir des morphismes
G-équivariants A -~ S et B - S. Alors on peut munir Axg B d’une G-action de telle sorte
que les projections soient G-équivariantes.

Démonstration. Gréce aux projections G x (AxgB) - GXxAet GX(A%xgB) - Gx B, il
existe un unique morphisme

o Gx(AxgB) - Axg B

de telle sorte que le diagramme
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G x (Axg B)

] T~

commute. o induit une action de GG sur Axg B, et les projections AxgB - Aet AxgB - B
sont G-équivariantes. O

Remarque. L’action de G considérée sur LaGr,(V V ) et OGr,(V V ) est celle ou
g G agit par g sur V et par g~' sur VV . En revanche I’action de G sur X =Gr, (V V)
considérée provient elle de I'action de G x GG, ou le premier G agit sur V' et le deuxiéme
sur V , et comme diag(G x ) agit trivialement, on peut définir une action de ¢ G par
I’action de (g,1), ie. par g sur V.

3.4 Etude en rang 2

En conservant les notations de la section précédente, on s’intéresse au cas ou Y est une
PGL,-variété magnifique de rang 2 apparaissant comme limite projective de quotients de
grassmanniennes dans le cadre du Théoréeme 3.3.1, a savoir les cas PGL3, PGL3/PSO3 et
PGLs/PSpg. Dans ces cas, on va montrer que

Théoreme 3.4.1.
(1) Y est isomorphe au quotient géométrique Y (0) ;
(2) I’algébre des opérateurs di érentiels globaux Dy est de type fini;

(3) si L est un faisceau inversible sur X, alors H°(X, L) est soit nul, soit un Dy, -module
simple a gauche.

3.4.1 Cas de PGL;

Soient G = PGLg, et T B G le tore maximal des matrices diagonales et le sous-
groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures. Notons ® = ®(G, T') le systéeme de
racines, et aq, as les deux racines simples relativement au choix de B. Soit V' = C3, et soit
(e1,e2,e3) la base canonique de V, et (e, e,, e3) sa base duale. Fixons une action de C sur
V V part.(v v)=tv t'v .Notons X =Grs(V V ), Y =G etY(0)=X%(0)//C .
D’apreés la section précédente, on a un morphisme dominant G-équivariant dy Y - Y (0),
que nous allons décrire.

Notons V,, =C". Si M M, (C), on peut lui associer son graphe dans V,, V,, comme
étant

Mry={v Muv,v V}
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ce qui peut se réécrire en identifiant V,, avec V,, comme
Fry={v Mv ,v V}

Lorsque M est inversible, 'y, est un sous-espace de dimension n de V,, V. veérifiant
FynVp=TynV, =0.
Dans notre cas, on obtient un morphisme

rGLy - X
M By

Il se trouve que I passe au quotient en un morphisme = PGL3 - Y(0) :sit C et
M GLg, alors

try={tv t'Mv ,v V}={v t2Mv v V=T

Ainsi I'image dans X de [M] PGLj est exactement la C -orbite de I",;, et '), est semi-
stable (puisque son intersection avec V' et V' est nulle). Le quotient X - Y (0) étant
géométrique, cette C -orbite correspond a un point de Y (0). Ainsi 7 est le morphisme

G - Y@
[M] {loy={v z7'Mv,v V}az C}

Regardons quelle est I'image de 1" par ce morphisme. Soit ¢t = diag(a,b,¢) GLg3 avec
a,b,c  C . Alors I'; est le sous-espace de V' V' engendré par les vecteurs e; ae,
ex bey, et e3 ces. Rappelons que I'on a un plongement X PIN3(V V) = P.
L’action de C sur V et V' induit une action de C sur P. Alors X est un fermé C -stable
de P, et on peut voir Y(0) comme un fermé de P(0) = Proj(C[A*(V V )] ). Notons
¢ Y (0) - P(0) cette inclusion. On a alors

(@) ={[(zer  27'ae;) (wea a7 'bey) (wes @ 'cey)lw C}

et

[(we1 27'ae;) (wea a7'bey) (wes a'ceg)l=[(e1 e1) (e2 e) (e3 e3)]

si et seulement sia =b=c¢, ie. [t] =1 dans T'. Ainsi 7 est un isomorphisme sur son image.
Notons pour la suite t; = ¢ = a1 (t) et t2 = 2 = as(?).

Définissons un ordre < tel que e; < ez <e3 <e; <e, <ey. Soit B I'ensemble des sous-
famille de trois vecteurs b; < by < b3 de la base canonique de V' V' , et B B. Notons
Ip={1<i<3 j,bj=e}etlz={1<i<3 jb; =e;} et notons /\U;BB =b; by bs.
La famille (/\UfBB)B g forme une base de A3(V V), et soit ((/\UfBB) ) sa base duale.

Alors les (/\UfBB) engendrent C[A>(V V)] en tant qu’algébre, et C[A3(V V)] est
une algebre commutative graduée, avec une graduation compatible avec I'action de C (le
poids de (/\U}BB) est Ip — Iy ). Alors d’apres [Do] (3.4), CIN3(V V)] est de type
fini (et méme de Cohen-Macaulay d’apres [HR] 4.1). On va montrer :

Proposition 3.4.2. dy est un isomorphisme.

Démonstration. On va montrer que Y (0) est une compactification magnifique de G x G/G,
et on utilisera le fait que les compactifications magnifiques sont uniques a isomorphisme
prés. Rappelons que I'on a une inclusion X  P(A3(V  V )). Soit G = SLg, et g' son
algébre de Lie. On va commencer par décomposer le G'-module A>(V V) en tant que
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somme de G x G-modules irréductibles. Pour cela, on regarde les vecteurs de plus haut
poids pour G xG dans A>(V V), qui sont les /\U13’2 (qui est de poids (wz,w;), et 1 pour
I'action de C ), AU** (de poids (w1, ), et -1 pour I'action de C ), et AU} 5 3 et AU"23,
qui sont tous deux de poids 0, et respectivement de poids 3 et -3 pour C . Ainsi, en tant
que G x G-module

NV V)I=Viey Ve C C
Notons (z;) une base de V(w%w;), (yj) une base de V(WIW;), et respectivement z et ¢ des
vecteursnonnulsde (0 0 C 0) etde(0 0 0 C) . Alors

CIN(V  V)I® =Claiy;, zizjwit, yiyijyn2, 2t]
Soit
V=Vmwy V=) YM Vi) ©) (Sym(V(:fm?wrl)) C) (C O
On a alors un morphisme surjectif Sym(V) - C[A3(V V )]® , et des inclusions
G Y() Proj(CIN(V V)I®) PI)

Comme V a un poids spécial régulier (& savoir (p,p’)), et comme les PGLs-invariants de

(Sym3(V(w27w;)) C) (Sym(V(fx,1 w,)) C) (C C) sont de poids 0, d’aprés [DCP]
v

(4.1), Y est isomorphe a I’adhérence dans G de P(Sym(1)), qui est Y (0). O

On aimerait maintenant comparer X et X*°(0). Un sous-espace U X est semi-stable
(pour le caractére trivial) si et seulement si dim(U n V) < % et dm(UnV ) < % Alors
X X*5(0) a deux composantes connexes

F={U X.dm@nV)22}et i ={U X,dim@UnV )=2}

Calculons leurs dimensions (par exemple, celle de Fy). Soit U Fy. Alors dim(U nV) =2
ou 3, et dm(U nV) =3 = U =V. Supposons dim(U nV) =2, et notons W =Un V.
Alors U/W est un sous-espace de V/W V , de dimension 1 et d’intersection nulle avec
V/W. Alors dim(Fy) = dim(Gro(V)) +dim(Gri(V/W V) =5 (et c’est la méme chose
pour F3), donc codim(X X?*°(0)) =dim(PGL3)+1-dim(F; Fy)=4=22. Comme X est
normale, pour tout ouvert U de X, Ox(U) = Ox (U n X*%(0)). Autrement dit, en notant
i X**(0) X rinclusion, on a Ox =4 Oxss(q)-

Comme X est une grassmannienne, c’est une variété de drapeaux, donc on sait décrire
I'algebre Dx des opérateurs di érentiels globaux sur X. Grace a une comparaison entre
Dg'( (rral(Q)) et Dy (g)(Q) sur des ouverts Q de Y (0), on va montrer

Proposition 3.4.3. Dy est de type fini.

Démonstration. Soit Q un ouvert a ne de Y (0). Alors 73 (Q) est un ouvert a ne C -
invariant de X**(0), et C[Q] = C[n;1(Q)]¢ . Comme Q esta ne, on a

DT(Q)={D End(C[Q]) ao,....am CIQl.[ao.[...[am,D]...]1=0}
et
DR (' () ={D End(C[r;" (D) ao,-...am Clry (D], [ao. [.. - [am,D]...]1=0}

La restriction d’un opérateur dans DX(7r61(Q)) a C[Q] nous donne un morphisme

Dx (' ()¢ - Dy)(Q)
d dc[Q]
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Soit U X, etpourv A3(V V) tel que «(U)=[v], écrivons v = w-3 w—; w; w3
(ou w; désigne la partie de poids ¢ de v). On a

X*¥0)={U X w-3ou w-1 #0,w3 ou wy %0}
On montre le lemme :
Lemme 3.4.4. Avec ces notations, w; et w-; sont non nuls lorsque U  X*°(0)

En e et, supposons que w-3z (resp. ws) est non nul. Alors en reprenant les notations
et le raisonnement de la preuve de la proposition 3.3.2, ona J ={1,2,3} et I =2 (resp.
1={1,2,3}y et J =2), donc w; et w—_; sont non nuls. Ainsi pour tout U X°*°(0), w; et
w-1 sont non nuls.

Ainsit C fixe U si et seulement si ¢ = ¢!, ie. Stabc (U) Z/2Z. On peut alors
recouvrir Y (0) par des ouverts a nes Q; tels que les diagrammes suivants commutent :

75! () C xQ; (t,)
1 1
Qi -~ C in (t27CC)
x -« (t,x)

On a alors des isomorphismes

Clmy" ()] CI[Q] CIt]
Dx (75" (Q4)) C[t:2, 92] Dy (0)(Q)
Dx (5! (Qi)° Cltio;] Dy ) (Q:)

On peut relever les opérateurs di érentiels sur Q; avec les morphismes suivants pour n =0 :

™ Dy@y(Qi) - QX(W61(Qi))C
d d=d o))"

Grace a ces morphismes, on peut décomposer Dx (75 (Q;))¢ en

Dx(m' ()¢ = Da(@)
ou
Do(Q) = {d Dx(my"(Q))C d.t?=0} E)Y(O)(Qi) 1
Dn(Q;) = {d=0oud Dx(my*(Q:))° %:Znt?} Dyy(Q:) (t:0;)" pour n>0

Les relevements r,, se recollent bien, car si d Dy y(Q; Q;), alors 7,(d o;) et r,(d o;)
corncident sur les fonctions régulieres C -invariantes sur wgl(Qi nQ;), et quitte a remplacer
t; par t; = J_rtjfl pour que t; et ¢; coincident sur Q; n Q;, on a dyt; = £0;t;. Ainsi pour
tout ouvert Q de Y (0), on peut prolonger ¢;0; en un t0d; sur Q et on a des relevements
Tn Dy @)(Q) - DX(wgl(Q))C . De méme, on a D,(Q;) n D,(Q;) = D,(Q; Q;), ce qui
nous permet de décomposer Dy (7;1(Q))€ en

Dx(m (Q)° = Dn(Q)

n=0

ou les D, (Q) sont isomorphes a Dy(y(Q) (9;)". On a alors pour tout ouvert Q Y'(0)
un isomorphisme
Dx(m ()¢ C[td] Dyy(Q)
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En particulier, on a Dx (X*(0))° Dy CI[td]= Dy C[td;]. De plus, pour tout
ouvert Q X, comme DS)((Q) =0x(Q), la definition des D} (Q) donne par récurrence que
DY (Q) = D(X?*(0) n Q) pour m =0, donc que Dx = Dx (X?*(0)).

Soit G' = SLg, et g son algébre de Lie. X étant une variété de drapeaux pour G,
on sait décrire I'algébre de ses opérateurs di érentiels globaux sur X. Comme Dx est un
S(g")-module de type fini, donc une C-algébre de type fini, gr(Dx) est une C-algébre
commutative de type fini (on peut prendre comme générateurs les composantes homogénes
d’une famille finie de générateurs de Dy), donc il en est de méme pour gr(Dx)¢ . On
remarque que C laisse stable D', donc il existe un supplémentaire C -stable de D}H
dans D%, que nous notons E™. Alors

gr(D$) = m>0((DS?)C /(D)
(B
m=0
( E™C
m=0

( DR/DYEHE

m=0

(gr(Dx)°

Ainsi gr(D% ) est de type fini, donc Dg( Dy @y Clto;] est de type fini, et comme le
morphisme D)C( - Dy est surjectif, Dy est de type fini. O]

On va maintenant s’intéresser a la structure de Dx _-module de H°(X,L) pour un
faisceau inversible L sur Y. On peut associer de maniére unique a L un diviseur de Cartier
(f), ou les f; sont des fonctions rationnelles sur Y (0), que I'on peut identifier a des fonction
ﬁ- rationnelles sur X*°(0) (que I'on peut donc prolonger de maniére unique sur X pour que
les }C—J' soient réguliéres sur les bons ouverts) C -invariantes. Alors en notant L le faisceau

inversible sur X**(0) associé au diviseur de Cartier (}’;), on a pour tout ouvert Q de Y (0)
L@ L(m (@)°

et comme codim(X X*°(0)) = 2, les faisceaux inversibles sur X**(0) sont exactement les
restrictions a X*9(0) des faisceaux inversibles sur X. En terme de diviseurs de Weil, si

L = Oy (d), alors en notant D = 7;'(d), on a L = Ox (D).

Soient 7" B P’ G’ respectivement le tore maximal des matrices diagonales, le
sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures et le sous-groupe parabolique
des matrices ayant un bloc 3x 3 de 0 en bas a gauche. Notons A" = {1, ..., 35} les racines
simples associées & ce choix de 7" et B, et w; les poids fondamentaux associés. Alors
P’ est le sous groupe parabolique maximal associé a la racine simple s, et les faisceaux
inversibles sur X sont alors isomorphes a un certain E;WO, avec k Z. Sur la grosse cellule
U de G'/P, Ly, (U) = Ox(U). fras OU frey VErifie fro,(np) = ws(p)® pour n (P7)*
etp P'.Comme ws=1p+PB2+3p3+ By + 535 et comme C agit avec le sous-groupe a
un parametre 7 = 2w;, fio, €St de poids 3k pour I’action de C , donc si U est un ouvert
de trivialisation de Ekws C -invariant et oy, est une section trivialisante, alors comme X
est irreductible, o, est aussi de poids 3k, et on a

Loy (U)C = Ox(U)-3k-Okws

ou Ox (U); désigne la partie de poids ¢ de Ox(U) pour I'action de C . Remarquons que
comme C[r;'(Q)] C[Q] C[t**] pour tout ouverta ne Q Y(0), si (Lws;)n #0, alors
tous les (Liw,)m sont nuls pour m et n de parité di érente.
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Pic(Y") est engendré par les Oy (dy) et Oy (d2), ou les d; sont les couleurs de Y. Alors
en notant D; I'adhérence de m;'(d;) dans X, pour tout ouvert Q de Y'(0), on a

Oy (d)(Q)  Ox(Di)(my (Q)°
Comme Pic(X) Z, il existe k; Z tel que Ox(D;) Ekiw3. Dans G, la B x B™-orbite
ouverte est donnée par les équations

Ms(g) = gs3 20 et Mas(g) = 72 2% 20
932 933

Quitte a renuméroter les d;, sur 75! (G), Dy (resp. Dy) est défini par

AU AUZS
SACE) =0 (resp. Fy = (N0

[ — = 7 =0
(NU12.3) (AU1,2,3) )

1

qui sont respectivement de poids -2 et -4 pour I'action de C . A renumérotation pres, on a

Ox (D)) (m5 ' (G)) = Ox (M3 (G)). 1+
Ox (D) (my (@) = Ox (M3 (G)).

Soit U; un ouvert de trivialisation de Ekim d’intersection non vide avec D;, et soit Q; =
Ui n 75 (G). Alors les C -invariants sont

Ox (D) ()¢

Ox (wi)—oi FL,

'S ) 1
Lki‘w:s (Qi)Ski -2 F; ok; 3

et comme le poids des sections trivialisantes ne dépend pas de I'ouvert de trivialisation
choisi, on obtient que pour tout ouvert C -invariant U X

Ox(D)(U)®  Lhiows (Q)3p;—2i

Ainsi pour tout faisceau inversible L sur Y, il existe k,n  Z tel que sur tout ouvert U de
Y (0), on a L(U) Ly, (75 (U))y. On peut alors montrer :

Proposition 3.4.5. Soit L un faisceau inversible sur Y. Alors H°(Y,L) est soit nul, soit
un Dy,_-module simple a gauche.

Démonstration. Soit L un faisceau inversible sur Y. Il existe alors k,n Z tel que

L (7T0) (EkW3 )n

En particulier, on a H°(Y,L)  H°(X,Lyw,)n. Rappelons que pour tout ouvert a ne U
dans Y (0), Lyw, (75 (U))  Liws(U)  C[t*?]. Soit M (kwws) le module de Verma de plus
haut poids kw3, et L(kwo3) son quotient irréductible. Notons M p (2p};—2p+/£w;3) le module
de Verma généralisé de plus haut poids 2p, —2p+ ks, et Ip(2pp —2p+kws) U(Q) son
idéal annulateur. Alors H°(X,Lyw,) L(kws) , et comme c’est un Dx-module, simple
comme U(g")-module, il est aussi simple comme D x-module (puisque Dx est isomorphe &
u@@)/Ip (Zplp —2p+ kws)). L’action de C induit des graduations

HO(XaEkwg) = HO(thkw;3)n
nZ
Dx jewy = Z(DX,kw3)n

n
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et I'action de Dx est compatible avec la graduation, ie.
(DX,kW3)m'HO(X>EkW3)n HO(XaEkwg)m+n

Soit S un sous-D; ;.. -module strict de H(X, Lic, ). Alors D oS est un sous-module

strict dEHO(X,Ekm)n (puisque sa partie de degré n est exactement S), donc S = 0. Ainsi
H(X,Lje,)n st un DS, -module simple.

Comparons maintenant les structures de D)C(,kwg-module et de Dy-module sur H°(Y, L)
HO(X, Ly )n- S0it Q  Y(0) un ouvert a ne. On décompose D x xw, (151 (Q))C en

_ — _ _ — -1, _
D x eews (5 (Q))C = Loy (70 (@)n+2p Dx (g ()2 Loy (75 (Q))-n-2p-24
pq Z

Rappelons que
Clr'(Q)]  Cl[Q] CIi?]
Dx (751 (Q4)) C[t;‘r27ati2] Dy 0y (Q:)
Une section de
_ — -1 _
(Crwdntzp (Dx)2q  (Croy)-n—2p-24) (75 (Q))

est une combinaison linéaire de sections de la forme
s=t?Po  299%0)F 20D

ot o L@ (Q)kws)n, @  Dy(Q) et 7 Ek;i(wgl(fz))_n, et k> 0. La section s agit
SUr Ly, (751 (Q))., comme c(p,q,k,n).c 0 7, ol c(p,q,k,n) est un scalaire. Comme
X est irréductible, ces scalaires c¢(p, g, k,n) ne dépendent pas de I'ouvert Q, et si d; et do

sont deux sections de ((Lyw,)n Dy (Ek;i)_n)(wal(ﬂ)) agissant de la méme maniére

SUF Lo, (5" (Q)) 1, alors dy = dy, puisque ce sont des endomorphismes de Ly, (75" (Q))n.

Doncsid DS ., il agit sur H°(X, Ly,), comme un certain c.d’, ol ¢ est un scalaire et
, — — -1 — —

d_ _-F{O(Xa (Lkw3)n DY (Lkwg)—n)v donC HO(X7 Lk:wg)n est un HO(X7 (Lkwg)n DY

(Lgws)-n)-module simple. Comme

— — -1
H°(X**(0),(Lkws)n Dy  (Lypmy)-n)
Dy,

H(X, (Chors)n Dy (Cpm)-n)

Ainsi H°(Y,L) est un Dy-module simple & gauche. O

3.4.2 Cas de PGL3/PSO;

On garde les mémes G, B, T,® et V de la section précédente, (e, eo, e3) la base cano-
nique de V' et (e, ey, e5) sa base duale. On garde aussi I'action de C sur V' V' par les
poids 1sur Vet-lsurV .Soitd ¢ G *t(¢gh), et H=G? Notons w la forme bilinéaire
anti-symétrique sur V' V' donnée dans sa base canonique par la matrice

0 I3
C o

wvr vy,v2 vy) =vy(v1) — vy (v2)
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et notons maintenant X = LaGr3(V V ),Y =G/H et Y(0) = X*¥(0)//C . On a toujours
un morphisme dominant G-équivariant do Y - Y'(0), que nous allons décrire.
Si M GLg, on peut lui associer une forme bilinéaire symétrique non dégénérée

ov (w) ToPMMw

sur V x V. On peut alors associer a M le « graphe » de la forme bilinéaire associée a M
défini par

By ={(v v,. m),v VI={(M v [w tuvMuw]),v V}
Remarquons que si O SOs, alors By = Boys- De plus, By est un sous-espace vectoriel
de V'V de dimension 3, d’intersection nulle avec V et V' , et B, est lagrangien puisque

W((U U,.M),(’LU wv']\/f)): w,v pm T ’Uwa:O

On a donc un morphisme
B GL3/SO3 - X
M.SO3 By

En particulier, By; X*°(0). Tout comme dans le cas de PGL3, ce morphisme induit un
morphisme
G/H - Y(0)

[M] {Bx_lex C }
puisque pour x C.,ona
x.By ={(1‘U x_l v, . ]\/j),U V}:{(U v, . :E_lJ\/[)aU V}:Bm_lM

et puisque le quotient X*°(0) - Y (0) est géométrique, les points de Y (0) sont exactement
les C -orbites de X*%(0).

Soit [¢] = [diag(3,1,7)] T. Notons comme précédemment P = PIN3(V V), P(O) =
Proj(CIA*(V V)] )et:. Y(0) P(0) I'inclusion. Remarquons que Y (0) est encore
un fermé de P(0). Notons également ¢, = ¢ et t3 = ’E’ Ona

_a? 2

(D) H[wer a7 e (wer 27'e) (e w7 el C)
={[(wer o 'tle) (wea a'ey) (tywes a 'ez)],w C}

On obtient

Proposition 3.4.6. dy est un isomorphisme

Démonstration. La preuve est similaire au cas précédent : on décompose A3(V V) en
somme de représentations de PGLj3

NV V)=Vay, Vow, C C
puis on utilise le méme raisonnement. O]
On a toujours X X**(0)=F, F5 avec
F={U X dmUnV)22}et FL={U X, dmUnV )=2}

On a dim(F}) = dim(Fy) = 3 (puisque si U est lagrangien et dim(U n V) = 2, alors
UI(UnV) LaGri(psr  (557) )) et dimX = 6. Comme X est normale, on a toujours
Ox =i Oxss(y (07 X*°(0) X est I'inclusion). De la méme maniére, on montre que
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Proposition 3.4.7. Dy est de type fini

Démonstration. La preuve est identique & celle du cas précédent, en remplacant G = SLg
par G =Spg (LaGr(V V) est une variété de drapeaux pour Spg). O]

Si L est un faisceau inversible sur Y (0), il existe toujours un faisceau inversible L sur
X*5(0) tel que L(Q) L(m;(Q))C sur tout ouvert Q Y (0). Soient 7" B P G
respectivement un tore maximal de G, un sous-groupe de Borel de GG et un sous-groupe
parabolique de telle sorte que G'/P° X. Notons A" = {1, B2, 33} les racines simples
associées a ce choix de 7" et B, et w; les poids fondamentaux associés. Alors P’ est le
sous groupe paraboliqgue maximal associé a la racine simple 33, et les faisceaux inversibles
sur X sont alors isomorphes a un certain Ekm avec k Z. Comme w3 = 51 +283> + %53,
et comme C agit avec le sous-groupe a un paramétre 7 = 2w;, fio, €St de poids 6k pour
I'action de C , donc si U est un ouvert de trivialisation de Ekws C -invariant et oy, est
une section trivialisante, alors on a

Loy (U)C = Ox(U)=6k-Ohcws

Pic(Y") est encore engendré par les Oy (d1) et Oy (d2), ou les d; sont les couleurs de Y. 1l
existe k; Z tel que pour tout ouvert Q de Y (0), on ait, en notant D; =° verlineﬂal(di),

Oy (d:)(Q) Ox(D)(m' (Q)°

et Ox(D;) Ly,w,. Dans G/H, la B-orbite ouverte est donnée par les équations

t t
Moo = (¢ 206t Mty = CI911 Cagdin
1C99) = (9911 12("99) Co9)s1 ('gg)ze

Quitte a renuméroter les d;, sur 75 (G), Dy (resp. Do) est défini par

/\Ul /\Ul,2
(AUy5) #0 (resp. Fy :—( i) #0)

L (NU12.3) (AU1,2,3)

qui sont respectivement de poids -2 et -4 pour I’action de C . On a alors pour tout ouvert
C -invariant U X

Ox (D)W Ly ()i

Ainsi pour tout faisceau inversible L sur X, il existe k,n Z tel que pour tout ouvert C -
invariant Q de Y'(0), L(Q)  Liw, (75 (Q)),. La méme preuve que précédemment donne
alors :

Proposition 3.4.8. Soit L un faisceau inversible sur Y. Alors H°(Y,L) est soit nul, soit
un Dy,_-module simple a gauche.

3.4.3 Cas de PGLs/PSpq

I3
0
H =G%. Notons T le tore maximal des matrices diagonales. Ce cas est un peu plus délicat
a traiter, puisque le sous-groupe de Borel B des matrices triangulaires supérieures n’est

Considérons maintenant G = PGLg, J = ( (} dYetd g G -Ji(g')J, et soit
—13
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pas le bon a considérer, puisque pour ce choix, les racines positives non 6-stables ne sont
pas toutes envoyées sur des racines positives. Considérons plutot

p bn 0 g k

0 g I 0 ¢ h

.00 00O
B_{ a f o s j m ,a,...,O C,p,...7u C}

0 0 i« 0 ¢t d

0 0 e 00 wu

C’est bien un sous-groupe de Borel, puisque si on note s; = s,, dans W, c’est le conjugué
de B par w = s3s4855251. Notons 1, ..., 35 les racines simples associées au choix de B, et
a1,...,as celles associées au choix de B. Alors quitte a renuméroter les 3;, on a

fr = —ar—az-as
P2 = a
B3 = astaztoy
Bs = as
fBs = —az—as—as
Soit V = C® (e1,...,eq) sa base canonique, et (e;,...,e;) la base duale. Considérons

Pactionde C surV V part.(v v )=tv t v .Soitblaforme bilinéaire symétrique
sur V.V donnée par

b(vr  vy,v2 vy) =vy(v1) + vy (v2)

Soit X =OGr*'(V V ),Y=G/H, etny X*(0) - Y(0) le quotient par I’action de C .
On a toujours un morphisme dominant G-équivariant dy, Y Y (0).
Si M GLg, on peut lui associer une forme bilinéaire antisymétrique non dégénérée

oom (ow) YoM JMw
Alors comme dans le cas précédent, on associe a M le « graphe » de ... p; défini par
Av ={@  v,om)e VIE{MT [w TeJMul),v V}

Cette fois ci, on a By = Boys lorsque O Spg, Ay est un sous-espace vectorielde V- V' de
dimension 6, d’intersection nulle avec V et V' , et cette fois ci, A,; est totalement isotrope
puisque

(v v,. p),(w  w,. y))= w,v pt+ vyw =0

Remarquons que comme V n Ay; =0, Ay est bien dans X. De plus,siz C ,ona

x. Ay ={xv ! v, m,0 VY= Ay

Le quotient X**(0) - Y'(0) étant encore géométrique, on obtient un morphisme

G/H - Y(0)
[M] {Az_lez C}

Pour regarder I'image de 7' dans Y'(0), il su tde regarder I'imagede 7y ={t T,0(t) =t'},
et ¢ = [diag(a, b, ¢, d, e, f)] est dans T; si et seulement si a =d,b =c et ¢ = f. Regardons donc
Iimage de ¢ = [diag(a, b, ¢, a, b, c)] = [diag(t1, 1, 5%, t1,1,t51)]. Notons P =P(AS(V V),
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P(0) = Proj(C[AS(V V' )] )et: Y(0) P(0) Iinclusion. Y (0) est encore un fermé
de P(0). On a
u(m (D) H{[(wer -2 'tey) (vea —z7'e5) (thwes —a'eg)
= (zey x_lt%el) (zes x_le2) (t%xeG {E_1€3)],SC C}

Fixons un ordre < tel que e; < ... <eg <e; <...<egq et notons comme précédemment
pour toute sous-famille de six vecteurs B = (b; <...<bg) de la base canonique de V' V',

Ip={1<i<6 jb=e}etl,={l<i<6 jbj=c¢} etnotons AUS =b ... b

La famille (/\U{:) forme une base de A*(V V), et soit ((/\UfBB) ) sa base duale. On
obtient

Proposition 3.4.9. dy est un isomorphisme

Démonstration. On a deux inclusions X P(AS(V  V ))et X P(W), ou W est la
représentation fondamentale de G* = SO15 de plus haut poids wg. Le morphisme injectif G-
équivariant G — SL;» nous donne un morphisme injectif de G-modules W -~ AS(V V),
dont I'image est engendrée par AUjazase, AU, et par les AU et les AUL, ou I
parcourt les sous-ensembles de deux éléments de {1,2,3,4,5,6}, et ce morphisme préserve
I’action de C . Ainsi on décompose W en somme de G-modules

W=V, V., C C

ou C agit respectivement sur chacun des termes avec les poids 2, -2, 6 et -6. Le restant
de la preuve est similaire. O]

OnaX**0)={U X, dmUnV)<3,dm(UnV )<3}, etX X*0)=F F,ou
F={U X dmUnV)z4}et Fib={U X, dm(UnV )=4}

On a dim(Fy) = dim(F3y) =9, puisque si U est un sous-espace orthogonal de V' V' tel
que dim(U n V) =4, alors U/(UnV) OGr' (5% (p%) ) qui est de dimension 1, et
dim(Gry(V)) =8, etonadim X =15. Comme X est normale, on a toujours Ox =i Oxss ()
(ou ¢ X*°(0) X est I'inclusion). De la méme maniére, on montre que

Proposition 3.4.10. Dy est de type fini

Démonstration. Soit U X, et pour v AS(V V) tel que «(U) = [v], écrivons v =
w_g w-4 w-o wy we wyg wg (OU w; désigne la partie de poids i de v). On a

X%(0)={U X w—g OU w4 OU w—9 OU wg %0, wg OU w4 OU wo OU wy Z 0}
On va montrer une variante du lemme 3.4.4
Lemme 3.4.11. Avec ces notations, wsy et w—o sont non nuls lorsque U  X*°(0)

En e et, supposons que w4 ou wg est non nul. Alorsona J =25et I =3, donc w, est
non nul. De méme, si w-4 ou w—g est non nul, alors I =5et J =3, donc wy est non nul.
Il su talors de remarquer que X*°(0) = X*(0), ce qui nous donne

X*0)={U X w-g 0U w-4 OU w—o %0, wg OU w4 OU wo # 0}
Ainsi pour tout U X%%(0), ws et w-o sont non nuls.

Le restant de la preuve est identique en remplagant les 7 par ¢} (et on a t}0, = 1t;0;,),
2" par 4", et SLg par G' = SO O
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Si L est un faisceau inversible sur Y'(0), il existe encore un faisceau inversible L sur
X*5(0) tel que L(Q) L(@mo(Q))C sur tout ouvert Q Y (0). Soient 7 B P &
respectivement un tore maximal des matrices diagonales de GG, un sous-groupe de Borel de
G et un sous-groupe parabolique tel que G'/P°  X. Notons A" = {B1,...,5c} les racines
simples associées a ce choix de 7" et B, et w; les poids fondamentaux associés. Alors
P’ est le sous groupe parabolique maximal associé a la racine simple S, et les faisceaux
inversibles sur X sont alors isomorphes a un certain Ekws avec k£ Z. Comme

1 3 3
W6=§61 +52+§53+254+55+§56

et comme C agit avec le sous-groupe a un paramétre 7 = 2w, frw, €St de poids 3k pour
I’action de C , donc si U est un ouvert de trivialisation de Ly, C -invariant et oy, est
une section trivialisante, alors on a

Lione (U)C = Ox(U)-3k-Okewg

Pic(Y") est encore engendré par les Oy (d1) et Oy (d2), ou les d; sont les couleurs de Y.
Soit D; = myt(d;). Il existe k; Z tel que pour tout ouvert Q de Y (0), on ait

L(d:)(Q)  Ox(Di)(my" ()

et Ly, Ly, Dans G/H, la B-orbite ouverte est donnée par les équations

'edn (gJ9)1a

MisCgTg) = {97 420

14Cg79) CgJ9)ar (gJg)an
CgIin CgJDiz Cglra CgJgis

_ (97921 (9J9)22 Cglgd2a (9J9)25
C9J9)a1 (CgJa2 (gJpas (gJg)as
CgJgs1 CgJsz (glg)sa Cglg)ss

Quitte a renuméroter les d;, sur 75 (G), Dy (resp. Do) est défini par

(/\Ul,‘4 ) (/\U172,475)
Fy :A;to (resp. Fy —_ 36 7
(ANU1,234,56) (AU12,3,4,5,6)
qui sont respectivement de poids -4 et -8 pour I'action de C . Quitte a renuméroter les d;

de telle maniére que 7, (d;) = (F; = 0) dans 7' (G), on a pour tout ouvert C -invariant
U X

Mi245(*g9)

#0)

Ox (D)) Ly () 31,-2.2

Ainsi pour tout faisceau inversible L sur X, il existe k,n  Z tel gue pour tout ouvert
C -invariant Q de Y'(0), L(Q) Liw, (75 (Q)),. On obtient alors :

Proposition 3.4.12. Soit L un faisceau inversible sur Y. Alors H°(Y, L) est soit nul, soit
un Dy,_-module simple a gauche.

Démonstration. La preuve est similaire au cas PGL3, a la seule di érence que comme pour
tout ouvert a ne Q de Y (0), on a

Clm'(Q)] CIQ] Cl£]

donc il faut remplacer tous les ¢2 par des t*, c3 par ws, et la décomposition de D x s (751 (Q))€
est

_ — _ _ — =1 _
D s (M0 () = Lhog (5 (QDnrtp  Dx(m (Q))ag Loy (75 (Q))=n—tp1g
p,q Z

O
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Remarque. Ce qui fait fonctionner ces preuves est le fait que I’ensemble des points in-
stables est su samment petit pour qu’il y ait pas de di érence entre les sections sur X et
celles sur X*°(0), ce qui nous permet de comparer H(Y,L) et H°(X,L)° . Cependant,
ceci n’est plus vrai en cohomologie supérieure : si on note i la codimension de X X*%(0)
dans X, il y a une di érence entre H"'(X,L) et H"1(X**(0),L), que nous étudierons
dans le chapitre suivant.

3.4.4 Cas de Ex/F,

Lorsque G est un groupe adjoint connexe de type Eg, il existe un automorphisme
extérieur d’ordre 2 de E_dont les points fixes forment un sous-groupe H de type F}, et
le systeme de racines de G/H est de type A,. Dans ce cas, on peut toujours montrer que

Y = G/H est isomorphe au quotient d’une variété de drapeaux G'/P par C , otl G’ est un
groupe connexe simplement connexe de type E7, et ou P est un sous-groupe parabolique.
On peut également montrer que Dy est de type fini. Pour le faire, on utilise la description
de ces groupes de type Eg et E7, que I'on peut trouver dans [Sp].

Soient A =V, et B =V, les deux représentations irréductibles de dimension 27
d’un groupe de type Egs. On peut alors construire un groupe connexe simplement connexe
G de type Eg comme un sous-groupe de GL(A) x GL(B), et H peut étre vu comme le
sous-groupe des points fixes de I'automorphisme permutatant A et B. De plus, en tant
gu’espaces vectoriels, A B M3 M;s Ms, ou M;s est I’espace des matrices 3 x 3. Notons

i C - GL(A)*xGL(B)
t &t

et H, =i(C ).G.
Considérons maintenant V. la représentation irréductible de plus haut poids w7 de
G'. Elle est de dimension 54, et elle se décompose en tant que G-modules en

V.,=A B C C

De plus, on peut voir H; comme le sous-groupe de G" qui stabilise cette décomposition.
Soitw=13 I3 I3 Mz Mz Ms,etsoitv=(w,w,1,1) V. .Le morphisme

H - P(z.)
h h.[v]

a des fibres isomorphes a H, ce qui donne une inclusion H;/H P(V.), qui se factorise
par G'/P, ol P est un conjugué de P.. Ainsi on a Hi/H G /P P(Vy.). De plus,
i induit une action de C sur V., avec des poids 1, -1, -3et3 A, B,0 0 C Oet
0 0 0 C.On ades morphismes

GIH (G'IP)/IC  P(Vg)IIC

ou les quotients considéreés le sont pour un faisceau inversible ample avec une C -linéarisation
triviale. Si on note (z;) une base de A , (y;) une base de B , et respectivement z et ¢ deux
vecteursnonnulsde (0 0 C 0) etde(0 0 0 C),ona

ClVio, I° =Clwiyj, zizjrrz, yiyjyst, 2]

Soit
V=(4 B) (sym’(4) C) (Sym’(B) C) (C ©)
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On a alors un morphisme surjectif Sym(1") - C[V,,,]¢ , et des inclusions
G/H (G'/P)/IC  Proj(C[V..1°) P)

Comme V a un poids spécial régulier (a savoir w; + wg), et comme les H-invariants dans
(Sym3(4) C) (Sym3*(B) C) (C C) sont de poids 0, Y est isomorphe a I'image de
G/H dans P(V), qui est (G'/P)//C .

En utilisant le critére de (semi-)stabilité 3.2.5 pour les quotients GIT par un tore, on
observe que I’'on a toujours

X°(0)=X*00)={U X w-30u w-1 £0,w; ou w3 # 0}

et que le quotient (G'/P)//C est géométrique. Ainsi la méme preuve que dans les cas
précédents nous donne que Dy est de type fini, puisque G /P est une variété de drapeaux
pour G'.



Chapitre 4

Etude de la cohomologie supérieure

Si X est une variété algébrique et si U est un ouvert de X, on aimerait comparer les
groupes de cohomologie H*(X,L) et H*(U,L), ou L est un faisceau inversible sur X.
Pour cela, on dispose d’un outil appelé la cohomologie locale, que nous décrirons dans
la premiére section. Lorsque X est muni d’une bonne filtration par des fermés emboités
(par exemple, si X est une variété de drapeaux, on obtient une telle filtration grace a
la décomposition de Bruhat), un objet intéressant a étudier est le complexe de Cousin
associé a cette filtration. C’est un complexe de groupes de cohomologie locale, qui nous
permet sous certaines hypothéses de pouvoir exprimer H(X,L) comme le i-eme groupe
de cohomologie de ce complexe. Nous étudierons ce complexe dans la deuxiéme section.
Lorsque X est une G-variété et que la filtration a de bonnes propriétés, les groupes de
cohomologie locales sont des g-modules. On verra dans la troisieme section que si X est
une variété de drapeaux, il su t de s’intéresser aux g-modules Hgfvf'm(XW)(X, L) pour
pouvoir décrire entierement le complexe de Cousin, ce qui est intéressant puisqu’on sait
décrire leurs caracteres. Nous appliquerons enfin tout ceci aux cas traités dans le chapitre
précédent pour étudier les groupes de cohomologie H(Y,L).

4.1 Cohomologie locale

La cohomologie locale est I’'analogue pour la cohomologie des faisceaux de I’homologie
relative pour I’'hnomologie singuliere. Elle a été développée dans [SGAZ2] et [Ha2], que nous
prendrons avec [Kel] pour références pour cette section.

Définition. Soit X une variété algébrique, et F un Ox-module sur X. Si Z est un fermé
de X, on dit gqu’une section globale o de F est a support dans Z si sa restriction a I'ouvert
X Zestnulle. On note I (X, F) le groupe des sections globales de F a support dans Z.

Si Zy  Z; sont deux fermés dans X, on a une injection Iz, (X,F) - 'z (X,F). On
définit alors
F 22, (X, F) =T 7, (X,F)/T 2,(X,F)
Remarques.
Q) rx(X,F)=r(X,F)etl (X,F)=0
(2) Si Zestunferméde X, Iy, (X,F)=Tz(X,F)etl;,,(X,F)=0

(3) Soient 7, 77 deux fermés de X, F un faisceau sur X, et notons ¢ X 72y X
I’inclusion. On a alors un morphisme de restriction

i Tz2(X,F) Tz z2(X ZF)

67



68 Cohomologie locale

et son noyau est Iz, (X, F). On a ainsi une injection
rZ1/Z2(X7F) - er Z2(X ZQ7F)

On dit qu’un faisceau F sur X est flasque si pour tous ouverts U V dans X, le
morphisme de restriction
r(v,F) - T(U,F)
est surjectif. Comme dans le cadre de la cohomologie usuelle, les faisceaux flasques sont im-
portants puisqu’ils sont I ;, ;7. (X, e)-acycliques (donc en particulier, I' 7 (X, #)-acycliques)

Proposition 4.1.1. Soient Z, Z; deux fermés de X, et Fy, Fy, F3 trois faisceaux
flasques sur X. Si la suite
0-F  -Fy-F3-0

est exacte, alors la suite

0-Tz/2,(X,F1) > Tz/2,(X,F2) -~ T2,7,(X,F3) -0
est exacte.

Démonstration. Commencons par prouver que lorsque F est flasque, I'injection
rZ1/Z2(X7F) - er ZQ(X ZQ7F)

est en fait un isomorphisme. Si s est une section de (X Z5,F) a support dans Z; 7,
comme F est flasque, elle s’étend en une section f  sur X dont le support est contenu
dans Z; puisque f et s ont la méme restriction & X Z;. On a donc une surjection
Mz, (X,F) - Tz 2z (X ZF), qui passe au quotient.

Ainsi il su t de montrer que pour tout fermé Z de X, la suite

0 - MZ(X,F1) = T2(X,F2) 2 T2(X,F3) - 0
est exacte. Soit s [z (X,F3), et définissons
E={(U,0),U ouvertde X,o0 Tz(U,F2),p(c)=5sy}

On munit £ d’un ordre  tel que (U,0) (U',0)siU U eto=c,. Lelemme de Zorn
nous fournit I'existence d’un élément maximal (U, sg), et on a nécessairement Uy = X,
sinon on prend 2 X U, et V un voisinage de x, et comme F est flasque, on obtient un
Uy V,3) E, ce qui contredit la maximalité de (Uy,sp). On a alors ¢(sg) = s, et par
construction, on a sg;; =0, donc sp Tz (X, F32). Comme M'(X,e) est exact a gauche, on
obtient bien la suite exacte. O

On peut maintenant définir H (X, e) comme le foncteur dérivé a droite de Iz (X, e) :
si F est un O x-module sur X et si

F-Gy-Gj—...

est une résolution flasque de F, alors H}(X,F) est le i-eme groupe de cohomologie du
complexe
rZ(X7GO) - rZ(Xle) - I_Z(X,GQ) IO

et on a en particulier H%(X, F)=Tz(X,F).
Pour définir des « foncteurs dérivés » a droite Hy . (X,9), il faut étre prudent, puisque
I2,/2,(X,9) nest pas nécessairement exact a gauche. On s’intéresse a une résolution
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flasque particuliere, la résolution de Godement (cf. [Go] 11.4.3), définie comme suit : si
F est un Ox-module sur X, on définit pour tout ouvert U de X

GE)W) =T F.
z U

on a un morphisme dy F - G(F), et Go(F) = G(F) est flasque. On définit alors par
récurrence

Gi+1(F)(U) = G(coker(d;)) et d;+1 = G;(F) - cokerd; - G;+1(F)
et on définit alors H'(X,F) comme le i-eme groupe de cohomologie du complexe
C22,(Go(F)) = T2,/2,(G1(F)) - T 2,/2,(G2(F)) - ...

Les propriétés suivantes s’obtiennent par définition des foncteurs de cohomologie locale :

Proposition 4.1.2.

(1) On a toujours HY(X,F) = H'(X,F), H'(X,F) = 0 et si Z est un fermé de X,
H, (X,F)=H,(X,F) et H, (X,F)=0.

(2) On na pas nécessairement H%,ZQ(X,F) =T /2,(X,F), mais dy F - G(F) induit
un morphisme I ,z,(X,F) - H) ,, (X,F).

(3) Si Z, Z; sont deux fermés de X, alors pour : =0, on a
Hy2,(X.F) Hy, 7,(X 75,F)
(4) Si Zs Z, Z; sont trois fermés de X, on a une suite exacte longue
s HLY, (X,F) - Hy,, (X,F) - Hy ,, (X.F) ~ Hy ;, (X,F) -~ Hy}, (X,F) - ...
en particulier, lorsque Z; = X et Z3 = , on obtient la suite exacte
.o H'Y(X B, F) - Hy (X,F) - H'(X,F) - H(X F,F) - H(X,F) - ...
(5) Si Z=21 Z, est une réunion disjointe de deux fermés, alors
Hy(X,F)=Hy (X,F) Hy,(X,F)

Si V est un ouvert de X contenant les fermés 7, 71, la restriction a V' ne change pas
les groupes de cohomologie locale :

Lemme 4.1.3 : Lemme d’excision. La restriction & V' induit des isomorphismes
2112, (X, F) = Hy 7, (V.F )

Le lemme d’excision nous permet donc d’étendre toutes ces définitions a des Z lo-
calement fermés dans X. Remarquons que d’aprés [SGA2] V.3.2, si f X - X est un
morphisme de variétés, et si F est un Ox-module, alors pour tous Z, Z; fermés de X,
on a une suite spectrale

Hgl/Zz(X S RUfF) Hf_121/f_1Zz(X’ F)

De maniére analogue, on peut définir des faisceaux de cohomologie locale : on note
I ,(F) le faisceau associé au prefaisceau

U rZﬁU(UaF)
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et I, ,,,(F) le faisceau associé au préfaisceau

U Tzv1z,00UF)

Remarquons tout de suite que Iy (F) = F. On a alors une version locale des propriétés
globales (cf. [Kel] 8.1-8.3) :

Proposition 4.1.4. Soient Z et Zo Z; des fermés de X, et F un Ox-module. Notons
1 X Z-Xetj X Zs - X lesinclusions. Alors

(1) 1Il'y a une suite exacte de faisceaux
0-I,(F)-F-i(Fx z)

(2) On a un isomorphisme [, ,, (F) [, (F)/C, (F)

(3) On a une injection T, ;.. (F) j (T; ,,(Fx 2))

(4) Les faisceaux flasques sont acycliques pour les foncteurs I, (o) et I, ,, (o), et si F est
flasque, alors " ,(F) et ", ,,, (F) sont flasques.

De la méme maniére, on définit H%,(e) (resp. HiZl/ZQ(o)) les foncteurs derivés de ", (o)
(resp. [ ,7,(e), avec les mémes précautions que le cas global). On donne ici quelques
propriétés de ces faisceaux (cf. [Kel] 8.5), que I'on peut comparer avec les propriétés de la
proposition 4.1.2 :

Proposition 4.1.5.

(1) Le faisceau HZ'Z1 /ZQ(F) est le faisceau associé au préfaisceau

U H%mU/szU(U’ F)
(2) On a un isomorphisme I ,(F) H%(F), mais la fléche

EZ1/ZQ (X’ F) - H%I/Z2(X7 F)

m'est pas necessairement un isomorphisme.

(3) L’inclusion j X Z; - X induit une suite spectrale
RPj H%I 2Fx 2) Hgz,z,(F)
(4) Si Zs Z, Z; sont trois fermés de X, on a une suite exacte longue
s HY, (F) - HY, (F) - HY 1, (F) = HY ,, (F) - HE L, (F) - L
en particulier, lorsque Z; = X et Z3 = , on obtient la suite exacte
0-HY(F)-F-j (Fx z)-Hy(F)-0
et des isomorphismes H;'(F) = R'j (F x z,) pour i >0.

De plus, on peut retrouver les groupes de cohomologie locale grace aux faisceaux de
cohomologie locale (cf. [SGAZ2] 1.2.5, [Kel] 8.5) :
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Proposition 4.1.6. Soient Zy 71, Wy W4, et notons S = Z1 n Wy, So = (W1 n Z3)
(W5 n Z1). On a une suite spectrale

14 q
HW1/W2(X’HZ1/Z2(F)) Hsll,S‘Q(XvF)
En particulier, lorsque W7 = X et Wy = , on obtient la suite spectrale

HY (XY, (F)  Hyyn(XF) ()

On donne tout de suite un critere de dégénérescence de cette suite spectrale qui nous
sera utile par la suite :

Proposition 4.1.7. Soit X un schéma noethérien, soient 7, Z; deux fermés tels que
71 Zy soit a ne, et soit F un Ox-module quasi-cohérent. Alors la suite spectrale ( )
dégénere, et

Hy ;7,(X,F) = H(X,HY,;,,(X,F))

Démonstration. Commencons par rappeler les trois résultats suivants :

Lemme 4.1.8.

(1) Si X est localement noethérien et F quasi-cohérent, alors pour tout Z X fermé, les
H’, (F) sont quasi-cohérents.

(2) Si X est noethérien, Y X est un fermé, et F quasi-cohérent on a un isomorphisme
limEato, (Ox/1,™,F) - Hy.(F)

(3) Si (F,) est un systéeme inductif de faisceaux abéliens sur X quasi-noethérien, alors pour
tout 4 on a un isomorphisme

HY(X,limF,) = limH'(X,F,)

On se référe respectivement a [SGA2] 11.3, [SGAZ] 11.6 et [Ke2] 8 pour des preuves.
Notons F' = F z,- Come Z1  Z3 est a ne, le morphisme

Extoy , (Ox /1,4, F) ~ Exto, , (Ox 2/1,"%,F)
est une inclusion, et il induit une suite exacte longue
- H'(X  Zy,Eath, ., (Ox 2," 5 F))
~ H'(X Z»,Euto, , (Ox 2/, F)) - H(X  Z,Gy) - ...

ou G,, désigne le quotient. G,, est quasi-cohérent, et il est annule par 1, ~,. On peut
alors voir G,, comme un Oy, z,-module. En notant j Z; Zy - X Z, I'inclusion, on a
j j Gp =Gy, et la suite spectrale

HY(X Z3,R%j j Gy) H (Z1 Zz,j Gy)

dégénere, donc HP(Z1 Zs,7 Gn) = HP(X Z5,G,,) =0 quand p >0 puisque Z; Z, est
a neetj G, est quasi-cohérent. Ainsi pour >0 et p >0, on a des surjections

HP(X  Zs,Exty,, ., (Ox 2IV," 5 F)) -~ H (X Zo,Exty, ., (Ox 2,5 F))



72 Cohomologie locale

ce qui prouve que tous les HP(X Zg,Extgx 2, (Ox z/1,",. F)) sont nuls, puisque
c’est nul lorsque m =0. On a alors
H(X  Z,HYL , (F))
:Hp(X ZQ,'IET]E‘TtCé)X Z2(OX ZE/IZTZWF ))
:|i£n HP(X ZQ,Ext%X 2, (Ox Z2/|Z1mZ27 F)=0
lorsque p > 0. Ainsi pour ¢ >0, on a
Hy, 7,(X Z2,F)=HX Z2,Hy 2(F))
Pour les mémes raison, en notant . X 7, - X I'inclusion, RP. H%l ZQ(F') est nul pour
p >0, et la suite spectrale
RPv HY , (F)  Hy .y (F)
dégénere. On obtient ainsi
Hy 7, (X,F)=Hy, 2, (X Z2,F)
=H'(X  Zs,Hy, 2,(F))
=H(X,t Hy, £,(F))
= H(X,HY, 5, (F))

Exemples.

(1) Soit X une variété algébrique projective lisse, munie de I’action de % , telle que le nombre
de k -points fixes soit fini, soit z X* etv k - k un sous-groupe & un paramétre. On
définit

X*(@)={y X limv(t)y=ax}
Alors si F est un Ox-module quasi-cohérent, on a pour tout ¢
Hir 0y (X, F) = H'(X, Hy. () (F))
puisque X *(x) est isomorphe a un espace a ne (c’est une cellule de Bialynicki-Birula).

(2) Soit X = G/P une variété de drapeaux, T B P un tore maximal et un sous-groupe
de Borel de G est soit w W?. Notons X,, = BwP/P, et soit ZZ.' la réunion des cellules de
Bruhat de codimension 4. Alors pour F quasi-cohérent :

7 —_ (]
HZ;(X,F) = :iH;(W(X,F)
j— 7
yes T H, (F)

Pour terminer cette section, remarquons que lorsque I'on contréle la profondeur de Z,
les faisceaux de cohomologie locale H%, (F) s’annulent si i est su samment petit (ou su -
samment grand). La bonne notion a utiliser ici est celle de schéma de Cohen-Macaulay. On
rappelle que la profondeur d’un anneau M est la longueur maximale d’une suite d’éléments
(ma1,...,m,) de M telle que m; ne soit pas un diviseur de zéro dans M/(m;,...,m;—1)M,
et qu’un anneau local est de Cohen-Macaulay si sa profondeur est égale & sa dimension.
On dit qu’un schéma X est de Cohen-Macaulay si tous ses anneaux locaux Ox , sont de
Cohen-Macaulay. Alors si Z est un fermé de X, on a exactement

codim(Z) =inf{prof(Ox ),z Z}
donc les propositions 111.3.3 et 111.3.12 de [SGA2] nous donnent
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Proposition 4.1.9. Si X est de Cohen-Macaulay, Z est ferme dans X et F est localement
libre, alors H%(F) = 0 pour i < codim(Z). De plus, si 17 est localement engendré par
codim(Z) éléments, alors H’,(F) =0 pour i > codim(Z)

Corollaire 4.1.10. Si X est de Cohen-Macaulay, Z est localement fermé dans X et F
est localement libre, alors H%(X, F) =0 pour i < codim(Z). De plus, si V est un ouvert
de X dans lequel Z est fermé, si Z est a ne et si 1, est localement engendré dans V' par
codim(Z) éléments, alors H%(X,F) =0 pour i > codim(Z)

Démonstration. C’est évident si i < codim(Z) gréace a la suite spectrale ( ) et au lemme
d’excision. Soit V' un ouvert de X tel que Z soit fermé dans V. Alors on a
Hy(X,F) =H,(V.Fy)
=H°(V,Hy(F)) =0

pour i > codim(Z) puisque V' est aussi de Cohen-Macaulay et F  est toujours localement
libre. O

4.2 Complexe de Cousin

Soient X une variété algébrique et F un O x-module, et supposons avoir quatre fermés
Zy Zs Zs Zp.0n peut construire une suite exacte de groupes de cohomologie locale
relativement aux fermés Z3 Z, 73, et on peut faire la méme chose pour les fermés
Zy J43 Zyet Zy Zs Zy. Pour tout j > 0, ces trois suites exactes nous donnent le

diagramme commutatif suivant :

-1
HJZI/ZQ(X’F)

/

i 1), (X,F) —— H), (X,F) —— HiTL (X,F) — ...

Zal Z3

J
H21/Z4(X’F)

~

J
Hzllzg(X’F)

On obtient donc des morphismes

(X, F) % BT (X,F)

J-1 d rrj
H (X,F) - Hy, 7170

Zl/ZQ 2/23

et comme le diagramme précédent commute, on obtient que d od = 0. L’idée du complexe
de Cousin est de généraliser cela a une filtration {Z} de X

=Zn+1 Zn Dn-1 ... Zy Z1 Zp=X
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On obtient alors un complexe
Hy 17, (X,F) =~ Hy 7 (X,F) = Hy ;1 (X,F) ~ ...~ Hy (X,F)
En notant e le morphisme
F(X,F) =T 2,(X,F) = T2, (X,F) - HY ,, (X,F)
on obtient une suite de morphismes notée Cousing,,F :
0- H'(X,F) -~ H) ,, (X,F) > Hy ,, (X,F) ...~ Hj (X,F) -0
Kempf a montré dans [Kel] 7.8 :

Proposition 4.2.1. CousingzF est un complexe, appelé le complexe de Cousin de F
relativement a Z.

De la méme maniere, on a un complexe de Cousin local de F relativement a Z, noté
Cousing 4 F :

0-F-HY,, (F)-Hy,, (F)-...-H} (F)-0
Ce complexe est en fait le complexe de faisceaux associé au préfaisceau
U Cousingz,inFu

Sous certaines bonnes hypotheses sur {Z} et sur F, ce complexe nous permet de retrouver
les H'(X,F), a I'aide de la proposition suivante (cf. [Kel] 8.7) :

Proposition 4.2.2. Soient {Z} et F comme précédemment, et supposons que
(@) le complexe de Cousin local Cousing,,F est exact;

(b) on a pour tout i un isomorphisme H}, ,, (X,F)= HO(X, HY . (F));

(c) pour tout i et pour tout j >0, H/(X,H} . (F))=0.
Alors :

(1) CousingF est le complexe des sections globales de Cousing 1 F ;

(2) le i-eme groupe d’homologie du complexe Cousing 3 F est isomorphe a HY(X,F). En
particulier, si tous les H*(X,F) pour i > 0 sont nuls, le complexe Cousingz F est une
résolution de H°(X,F).

Les conditions (b) et (c) sont lourdes a vérifier, mais on peut montrer (cf. [Kel] 9.5 et
9.6) gu’elles sont vérifiées dans un cas plutdt simple. En e et, si la condition

(C) pour tout i, Z; Z;+1 esta ne
est verifiée, alors elle entraine (b) et (¢) pour tout F quasi-cohérent. Pour vérifier la condi-
tion (a) pour un F quasi-cohérent, on se sert de [Kel] 10.3 et 10.5, qui nous dit que sous
I’hypothése (C), les assertions (a), (A), (Al) et (A2) sont équivalentes, ou

(A) Hin(F) =0 lorsque p#1;

(A1) HY (F) =0 lorsque p>i;

(A2) Hizp/zpﬂ(':) =0 lorsque p # i
Supposons maintenant avoir une filtration {Z} de X vérifiant (C) telle que pour tout i on
ait codim(Z;) =1, et soit F un faisceau localement libre sur X.
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Définition. On définit le i-me complexe de Cousin restreint de F relativement a {Z}
comme étant le complexe

0- Hy(X,F) - Hy,, (X.F)-H}' _ (X,F)-..-Hy(XF)-0

et on le note Cousingzy ;F. De la méme maniere, on définit le i-eme complexe de Cousin
local restreint de F relativement a {Z} comme

0-HY(F)~H,,, (F)-H7,  (F)-..-H(F)-0
et on le note Cousing, ;F

Ce sont bien des complexes, puisque le diagramme

Héi(X,F)
e — H;i,Zm(X, F) — H;i,ZH(X, F) — HZ}I,ZM(X, F) —— ...

commute, et que la ligne du bas est exacte. Le i-eme complexe de Cousin restreint nous
permet alors de calculer les HJZi (X,HZF):

Théoréeme 4.2.3. Soit {Z} une filtration de X vérifiant (C), et soit F quasi-cohérent
vérifiant (a), ie. tel que Cousing ;4 F soit exact. Alors

(1) on a un isomorphisme Cousingzy ;F - HO(X,Cousin{Z}JF);

(2) le j-éme groupe d’homologie du complexe Cousingy ;F est isomorphe a HI(X, HiZiF).
En particulier, lorsque les H7(X, HiZiF) pour j >0 sont nuls, le complexe Cousingzy ;F
est une résolution de H*(X,F).

Démonstration. Rappelons que pour Zy Z1, Wy Wi, et S1 = Z1nWq, So = (Wi n Zy)
(W5 n Z1), on a une suite spectrale

Hy e, (XCHG 5 (F))  Hg, g, (X,F)

Soit F satisfaisant les conditions équivalentes (a),(A),(Al) et (A2).
Commengons par montrer (1). Soit k£ = i. D’apres (A2), on a HJZk/ZkH(F) = 0 pour
j # k. La suite spectrale

Hp(X7HqZk/Zk+1(F)) HZk/Zk+1(X7F)

nous donne Hgk,ZkH(X, F)=H(X, Hgk,Zm(F)). De plus, (A1) nous donne HY, (F) =0

pour p <4, ce qui nous donne grace a la suite spectrale
HP(X,HL (F))  Hy(X,F)
I'isomorphisme H, (X,F) = H°(X,HY_(F)), ce qui prouve (1).
Pour prouver (2), commencons par montrer que Cousing,, ;F est une résolution de

HiZi(F). Soit p =i. Comme F vérifie (A), on a

— +1 —
HY (F)=HZ (F)=0
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ce qui nous donne une suite exacte courte
p p ptl
0- HZp(F) > HZp/Zp+1(F) o HZp+1(F) -0

Comme c’est vrai pour tout p = i, on obtient bien que Cousing,, ;F une résolution de
HY, (F). Comme Z; Z. esta ne, HI(X,Hzz.,(F)) =0pour j >0, donc Cousin, ,, ,F
est une résolution acyclique de H’, (F). O]

Remarques.

(1) Lorsque X est de Cohen-Macaulay et que {Z} est une filtration de X qui satisfait (C)
telle que pour tout i on ait codim(Z;) = i, alors les faisceaux localement libres sur X
vérifient (Al).

(2) Lorsque les H]ZI (X,F) sont nuls pour j > i, alors le complexe Cousingzy ;F est une
résolution de H7, (X, F).

On va s’intéresser particuliérement au cas ou X est une variété de drapeaux. Soit
X = G/P une variété de drapeaux, T B P un tore maximal et un sous-groupe de Borel
de G, et n=dim X. On considére la filtration de X par les Z; ou

Zi = X_w
I(w)=n—1

Les Z; sont en fait les réunions des B-orbites de codimension au moins 7. La filtration {Z}
vérifie alors (C). Notons également Z,,+1 = . Comme Z; Z;+; est la réunion disjointe des
B-orbites de codimension exactement 4, on a

Hy y (X Zint,F)
Hi (X Z1,F)
I(w)=n—1 '
Hy (X,F)
I(w)=n—1

H%i/ZHl (X, F)

par le lemme d’excision. On peut donc réécrire les morphismes dans le complexe de Cousin
(restreint) de F relativement a Z comme

d HY (X,F) - HY! (X, F)
I(w)=n—i I(w")=n—i—-1

Notons 9X,, = X, X.. Alorson a

H, (X,F)=Hi 0 (X 0X,,F)= (X,F)

7
H%, r0x.,

donc le morphisme HY, (X,F) - H;;Vi (X,F)estnulsi X,y / 9X,,. Le complexe Cousing ;F
induit alors des sous-complexes Cousingy ,,F (oU I(w) =n—1) :

O—»H_Z)(iw(XyF) —)H}(W(X7F) - ) H;g'vi'(X’F) L
I(w )=n—i-1
X' Xw
et
i+j - i+j
I(w")=n—i—j HXW' (X7 F) HTWﬁZi+j /TWnZi+j+1 (X, F)

Xy Xw
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Soit Cousing,, ,,F la version locale de Cousingzy , F, ie. le complexe

0~ H—(F) - Hy,(F) ~ HYL(F) - ...
I(w )=n—i—1
X' Xw

Supposons de plus que Pic(X) = Z. Alors il n’y a qu’un seul X,, de codimension 1, et c’est
une couleur de X. Alors

Proposition 4.2.4. Soit F un faisceau localement libre sur X, i>0etw W7 de longueur
I(w) =n—1i. Alors

(1) on a un isomorphisme Cousingzy ,F - H;’TW(X,Cousin{Z}MF);
(2) le j-eme groupe d’homologie du complexe Cousingy ,,F est isomorphe a H;%W(X’ HéTWF)'

Démonstration. L’idee de la preuve est la méme que celle du théoréme 4.2.3. Soit £k > i.
Comme HJZk/Zk+1(F) =0 pour j #k, et puisqu’on a, en notant j X Zp+; - X l'inclusion,
une suite spectrale

R _ ppe a4
l(w):n—kR ! HTWnZk Xw N Zic+1 (Fx Zk+1) =1 HZk Zk+1 (Fx Zk+1) HZk/Zk+1(F)

on obtient que HiT (F) =0 pour j < k. La suite spectrale

W Zd Xw 0 Zyq

D q
HE(X’ HTM\Z;JEﬂZkH ) HXiwﬂZk/Xiw”Zkﬂ (X,F)

nous donne

k _ 0 k
Hae iz, O F) = Hoee (X HE e (F))

De plus, comme X, est fermé et F est localement libre, on a H%(F) =0 pour p<i, ce
qui nous donne un isomorphisme

7 — 0 7
Hi(X,F) = HY_(X, Hi_(F))

ce qui prouve (1).
Pour prouver (2), on va utiliser le fait que Cousin,,, ;F est une résolution acyclique de
HiZi(F), et que le foncteur [';—(e) est exact a gauche. Comme on a une suite spectrale

H_(H (F)) H

- ~— F
Zisk! Zivk+1 XWmZi+k/XWmZi+k+1( )

etcomme Ziy, Zivis1 €t XonZivk XwnZisk+1 SONta  ne, on obtient que H%(Hiz"i’jk/ZHK(F)) =
; k ; k - -
%mzi+k/7wnzi+k+1(':)’ et que les Hg+k/Zi+k(F) sont ['—(e)-acycliques. De plus, la suite
spectrale

HY_(HL,(F))  Ho ()

nous donne Hg’(f(HiZi(F)). Ainsi la suite

. . -
0- H;TwnZi(F) - H;TwﬁZi/Xiwan(F) - Hé{iWnZHl/XinZHQ(F) = o Hx 2, (F) - 0

est exacte. Le méme arguement que précédemment appliqué a la suite spectrale

q p
HK(X’ HZi+k/Zi+k+1(F)) HTWﬂZi+k/TWﬂZi+k+1 (X, F)

nous donne que les HiZ*i’jk/ZHk(F) sont '—(e)-acycliques, ce qui prouve (2). O
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Remarque. Comme précedemment, lorsque H;%(X, F) =0 pour j >¢=n-1(w), alors
le complexe Cousing 3 ,,F est une résolution de H%(X, F). Soit [ le premier entier stric-
tement positif (s’il existe) tel que HéT(X, H%F) #0, et £k =4i+1[. On a alors une suite
exacte v "

0~ He (X,F) = Hi oo (X,F) =~ ..

k-1 k k -
- Hy  xegeoxaOF) - Hy ) 5 (XGF) - Hy ) 5 (XCF)im (d) - 0
k -
et comme sz+1nfw/zk+2nfw(X’ F)=0,0na

_ 77k
ker(di+1) = sznTW/Zk+2n7W(X’ F)

et on peut récupérer im (d;) grace a la suite exacte

0-im (d) - H} (X,F) ~ Hi(X,H-F) - 0

kN Xw/ Ziran Xw

4.3 Structure de G-module

Soit X une variété algébrique, munie de I’action d’un groupe algébrique G. Sous cer-
taines bonnes hypotheses sur F, on peut alors munir les groupes (resp. les faisceaux) de
cohomologie locale d’une structure de g-module (resp. d’une G-linéarisation), comme le
montre le résultat suivant di a Kempf (cf. [Kel] 11.1, 11.2 et 11.6).

Proposition 4.3.1. Soit F un faisceau quasi-cohérent G-linéarisé sur X, soient W3
Wy Wi trois de X, et {Z} une suite de fermés de X. Alors

(1) 1l existe une structure naturelle de g-module sur H{,VIIWQ (X, F);
(2) 1l existe une G-linéarisation naturelle sur les faisceaux H%,VI/WQ(F);
(3) Les morphismes A A
e (XGF) = HO(Hiy i, (F))
sont des morphismes de g-modules
(4) Les suites exactes
~ Hy Y}, (X,F) -~ Hy ,, (X,F) -~ Hy ,, (X.F) -~ Hy ,, (X,F) -~ H}}, (X,F) - ...

et

s HY, (F) - HY, (F) - HY ,, (F) - HY ,, (F) - HE L, (F) - .
sont respectivement des complexes de g-modules et de faisceaux G-linéarises.

(5) Les complexes CousingzyF et Cousing,4F sont respectivement des complexes de g-
modules et de faisceaux G-linéarisés.

Remarque. On remarque que les complexes de Cousin restreints Cousingzy ;F et Cousing 4 ;F
sont également respectivement des complexes de g-modules et de faisceaux G-linéarisés,
puisque grace a (4), les augmentations
Hy(X,F) - Hy,, (X,F)
et ‘ '
7 (F) -~ H 7., (F)
sont respectivement des morphismes de g-modules et de faisceaux G-linéariseés.
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Reprenons maintenant le cas d’une variété de drapeaux X =G /P’. Soient 7" B P’
un tore maximal et un sous-groupe de Borel de G’, et soit comme précédemment {Z} la
filtration de X par les Z; qui sont les réunions des B’-orbites de codimension au moins
7. Notons n = dimX, et Z,.1 = . Les Z; sont B-invariants, donc pour tout faisceau
quasi-cohérent G'-linéarisé F, le complexe Cousingz3F est un complexe de B’-modules,
et le complexe Cousing 4 F est un complexe de faisceaux B'-linéarisés. De plus, les X,, et
les X,, sont B'-invariants, donc il en est de méme pour les complexes Cousingy ,F et
Cousing, ,F. Les structures de B’-modules des groupes de cohomologie Hgi,ZiH(X, F)
induisent des structures de 7"-modules, et Cousing; ,F est également un complexe de
T"-modules.

Soit M un T"-module. On peut alors décomposer M en

M = A4X
A X(T)

ouMy={m M t T,t.m=\{t)m}, etonnote mult,(M) la dimension de ce sous-espace
caractéristique. On définit alors

Définition. Soit M un T"-module tel que mult, (M) soit fini pour tout A A (par exemple,
si M est un objet de la catégorie O). On définit le caractére de M comme étant la somme
formelle [M] Z.X(T) définie par

[M]= > multy(M)e
A X(T)

et pour f Z.X(T), on note f(\) le coe cient devant e’.
On vérifie immédiatement les propriétés suivantes :

Proposition 4.3.2. Soient M7, M, et Mjs trois T-modules. Alors :
(1) Si0- My -~ My - Ms - 0 est une suite exacte, alors [Ms] = [M1] + [Ms].
(2) Soient f,g Z.X(T). Lorsque pour tout A A, I’ensemble

{(.v) N X=p+v, f(n)g(v) 0}

est fini, on définit f ¢ par

f 9= > f(wg()

ptv=X\
Alors on a [M; Ms] =[M;] [Ms]

Démonstration. Pour (1), il su t de voir que si 0 - M; - My - Ms - 0 est une suite
exacte, alors dim(Msz), = dim(M1) +dim(M3),, et pour le (2), il su t de voir que (M;
M)y = )\(M1)u (Ms), O

ptv=
En particulier, si M est un T-module, et que I'on a une résolution

dn-1

d d
0o Mo My My = ..."% M, -0
de M, alors on a des suites exactes courtes

0 - ker(d;) - M; - im (d;) - 0
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et on obtient

[M] =3 (-1)'[M]

Soit L un faisceau inversible sur X, et supposons que G est semi-simple simplement
connexe. On peut alors G -linéariser L de maniere unique. Grace a I’égalité précédente, on
obtient les résultats suivants :

Proposition 4.3.3. Soit L un faisceau inversible G -linéarisé sur X.
(1) Si L est engendré par ses sections globales, alors

[H°(X, L)]=§(—1)’“[H§k,zkﬂ(x, L)]=§(—1)’“( > [HE, (LD
k=0 k=0 l(w)=n—k

(2) Si j est le premier entier strictement positif tel que H%i (X, HZ'Zi L) soit non nul, alors

) -1 ) )
[H, (X, L)] = Zgo(—l)’“[H 2 1, (DT (F1Y[Im (d))]
i—1 ) )
= DN s [HEREG DD +Im (d)]
k=0 l(w)=n—i—-k
et pour tout A X(7"), on a [im (d;)](\) < [ngj Vi GG D)

(3) Siw W? estde longueur n—1, et si j est le premier entier strictement positif tel que

HiTW(X, H;TVL) soit non nul, alors
) j—1 ) )
PO = 5 COTE DT 1Y T ()]
j—1 ) .
= SEDRC s THERGG LD * (1Y Tim (d)]
k=0 I(w )=ni—k;
X, Xw

et pour tout A X(7"), on a [im (d;)](\) < [HZZJZJ Xt g1 GO DIO)

Démonstration. Les égalités des caractéres sont obtenus grace aux complexes Cousing 3L,
Cousingy ;L et Cousingzy L. Pour (1), si L est engendré par ses sections globales, alors
le théoréme de Borel-Weil-Bott nous donne que les H*(X,L) sont nuls pour i > 0, donc
Cousing ;L est bien une résolution de HO(X,L). Les inégalités sont obtenues en remar-

quant que im (d;) est un sous-objet de HZ{J_,ZHH (X,L). O

Un avantage de ces formules est que I’on sait calculer les caractéres [H% X,)].
Zyd Z1

Introduisons d’abord quelques notations. Pour tout w W', il existe un unique 7"-point
fixe  tel que X, = B'.z (a savoir = = wP'/P"). Notons P, = wP w™" le stabilisateur de
x, U, le conjugué par w du radical unipotent U de P’ et U, le conjugué par w du sous-
groupe unipotent U~ opposé & U . Notons N (w) = U .xz. Alors N (w) est un ouvert de X
isomorphe a un espace a ne, contenant X,, comme un fermé, et on a X, n N(w) = X,,.
Notons également K (w) I’ensemble des racines positives qui sont dans U, L(w) I’ensemble
des racines positives qui sont dans U, et J(w) = K(w) L(w). Grace au lemme d’excision,
on a pour tout j ‘ 4
H&W(X, L) = H&W(N(w), L)

et comme N (w) est isomorphe a un espace a ne, on peut calculer plus facilement son
caractere, ce qui a été fait dans [Kel] 12.8 :
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Proposition 4.3.4. On a H&W(X, Ly) =0 pour j #n—Il(w), et

ea

a K(w)

0 @a-e
B J(w)

[/ (X, L] = e O

Remarque. Gréce a cette formule et en écrivant

V][] 5D S [HE (L)

k=0 I(w)=n—k

on peut retrouver la formule du caractére de Weyl en I'appliquant au cas X = G/B.

4.4 Lien avec la cohomologie sur les quotients géométriques

Soit X une variété algébrique irréductible projective munie de I’action d’un groupe
réductif connexe G, et soit M un faisceau inversible G-linéarisé sur X. Si L est un faisceau
inversible sur Y = X**(M)//G, on aimerait décrire les groupes de cohomologie H*(Y,L).
Notons 7 X**(M) - Y le quotient. Comme dans les cas particuliers étudiés dans le
chapitre précédent, on peut associer a L un diviseur de Cartier (f;), et chacun des f; peut
étre vu comme une fonction rationnelle G-invariante sur X**(M), ce qui nous donne un
diviseur de Cartier (donc un faisceau inversible G-linéarisé L) sur X**(M) vérifiant pour
tout ouvert U de Y

L) =LG ' ON©

ce qui nous donne P’intuition de comparer H'(Y,L) et H'(X**(M),L)".
Soit U = (U;); 1 un recouvrement de Y par des ouverts a ne trivialisant L. Comme L
est quasi-cohérent, on a des isomorphismes
H'(Y,L)=H'(U,L)
ou fli(U, L) est le i-me groupe de cohomologie du complexe de Cech C' (U,L)

0~ MH Ui, L) » 1 H'Uix n Uiy, L) = 1 H'(Uiy 0 Uiy 0 Usy, L) - -

70 10<i1 10<t1<t2

De la méme maniére, en notant V = (w‘l(Ui_))i 7, 0N a un recouvrement de X**(M) par
des ouverts a nes G-invariants trivialisant L, et H'(X**(M),L) = H'(V, L) est le i-eme
groupe de conomologie du complexe de Cech C' (V,L). Par définition de L, on a

C (U,L)=C (v,0)
et les fleches

de M L@Wgn...nUy) ~ 1 L@Uign...0Ui)

10<...<tk 20<...<lk+1

sont les restrictions aux G-invariants des fleches

de 1 L@ Wi)n...n7 ') - 1 LGE'U)n...o7 ' Ui+1))
10<...<tk 20<...<lk+1
puisqu’il est clair que dj envoie les G-invariants sur des G-invariants. Ainsi on obtient que
ker d;g = kerd;, n C*(U, L). Bien que ce soit moins évident, il se trouve que I'on a la méme
description pour im d, :
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Proposition 4.4.1. On a im d, =im d;, n C**1(U, L), et H*(U,L) = H*(v, ).

Démonstration. La réductivité de G est importante ici. Comme G est réductif, ck(v, )¢
admet un gjpplémentalre dans C*(V,L). On dispose donc de morphismes de projections
pe CF(V,L) - CF(V,L)%, et le diagramme

CFV, L) —% 5 o1y, D)

ka kaﬂ

cr(v, )¢ — ck(v, )¢
k
commute, ce qui nous donne im d;, = (im d;,), et donc H*(U,L) = H*(V,L)“. 0

On a donc un isomorphisme H*(Y,L) - H*(X*(M),L)%. Notons X% = X X* (M),
eti X°*(M) - X, et supposons que X est normale, et que X“¢ est de codimension au
moins 2. On peut alors prolonger L en un unique faisceau inversible sur X, que nous
noterons encore L, et on a une suite exacte

oo HTYX®(M), L) - Hiuws(X, L) -~ HY(X,L) - H(X*(M),L) - HYL(X, L) - ...

Cette suite exacte nous donne H*(X*$(M), L) dans plusieurs cas :
e si H*(X,L) = H**(X,L) =0, alors on a un isomorphisme

HF(X**(M),L) HL(X,LD)
e sjk<codimX“ -1, alors
H*(x*(M),L) H"(X,L)

De plus, X*“* est un fermé G-stable de X, donc ces isomorphismes dont des isomorphismes
de G-modules, ce qui nous donne les mémes isomorphismes entre les G-invariants.

Remarque. Lorsque X est une variété de drapeaux, les H*(X, L) sont presque tous nuls
(au plus un seul est non nul, d’apres le théoreme de Borel-Weil-Bott), ce qui nous permet de
calculer presque tous les H*(Y,L). De plus, lorsque X“* est une union disjointe de variétés
de Schubert, on peut approcher Hé?t}s (X, L)Y grace a une approximation des G-invariants
du caractére [H f{f}s (X, L)]. Les exemples que nous allons maintenant étudier rentrent dans
ce cadre.

4.5 Retour sur les exemples de type A;

Reprenons les trois exemples étudiés dans le chapitre précédent, a savoir les compactifi-
cations magnifiques Y de PGL3, PGL3/PSO3 et de PGLg/PSpg. Rappelons que ces varietés
sont isomorphes a un certain gquotient géométrique X**(0)/C d’une grassmannienne X.
L’objectif de cette section est de montrer que les groupes de cohomologie H*(Y,L) pour
i = codimX™* sont des Dy, _-modules simples a gauche. Pour cela, nous allons montrer
pour ces exemples que H'(Y,L) sont isomorphe & un HZ1(X,L")C pour un certain fermé
connexe Z et un certain faisceau inversible C -linéarisé L sur X, qui est un DS, | --module
simple a gauche. Comme on a déja montré dans le chapitre précédent que les H°(Y, L)
sont des Dy, -modules simples, on pourra, a I'aide de la dualité de Serre, écrire ce résultat
sous cette forme :



83

Théoreme 4.5.1. Sur ces exemples de type A, pour tout faisceau inversible L sur Y,
H'(Y,L) est un Dy,_-module simple a gauche pour tout i.

Commengons par énoncer plusieurs lemmes : soit X une variété algébrique projective
lisse munie de I’action d’un groupe algébrique réductif G, et soit F est une cellule de C“(X)
telle que X** = X X*®(F) soit de codimension au moins 2. Notons ;7 X*(F) - X
'inclusion et 7 X*°(F) - Y (F) le quotient. Alors :

Lemme 4.5.2. Le morphisme

g Pic/(X) - Pic(Y(F))
L (r j L)

admet une cosection s Pic(Y (F)) - Pic®(X) qui est un morphisme de groupes

Démonstration. Le morphisme ¢ est déja bien défini puisque pour tout ouvert U de Y (F),
ona

i L@ ={f L&), g G,g9.f=f}=j L O)°

et comme X5 est de codimension au moins 2, on peut trouver de la méme maniere que dans
la section 3.5 pour tout M Pic(Y (F)) un M tel que ¢(M) = M : si (f;) est le diviseur
de Cartier associé a M, le diviseur de Cartier (7 f;) sur X*$(F) se prolonge de maniére
unique en un diviseur de Cartier (ﬁ-) sur X, et M est le faisceau inversible associé a M.
La G-linéarisation de M provient du fait que les sections trivialisantes sont G-invariantes.
La cosection est donc s M M, et pour tout ouvert U de Y (F) et M Pic(Y (¥)), on
a

M(U) = s(M) (=" (U))°

Comme 7 fim g; = m (fig;) pour deux diviseurs de Cartier (f;) et (g;), s est bien un
morphisme de groupes. O

Remarquons également que si X est une G-variété, les groupes de cohomologie H}(X, L)
sont des g-modules, et

Proposition 4.5.3. On a un isomorphisme H},(X,L) =g ' H,(X,gL)
Démonstration. Il su t de le remarquer pour ¢ =0, oU on a

rgZ(Xa L) = {O- r(X7 L)vo-gZ = 0}
= {9_10—7J rZ(XagL)7UZ = 0}
=g 'Tz(X,gL)
]

En particulier, si X = G/P est une variété de drapeaux et w WwF, alors on a
[H],,(X,L)] = w  [HL(X, Lya)]

Rappelons également le fait suivant, que I'on peut trouver par exemple dans [HTT]
(r.2.7):

Lemme 4.5.4. Si A est un anneau, on note A° I'anneau tel que A = A°? comme groupe
abélien, et la multiplication sur A°P est donnée par e b =ba. On a alors un isomorphisme

op -1
Dy wx Dx wy
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En particulier, D‘)’gl_ =Dx L -1 4y €tonaune équivalence de catégories entre les Dy | -
modules a gauche quasi-cohérents et les Dy -1 ., -modules a droite quasi-cohérents.
Lorsque X est une variété de drapeaux, les catégories des Dy -modules a gauche et des
Dx, -1, -modules a droites sont équivalentes, puisque X est D-a ne.

Avant de commencer, nous allons énoncer le résultat crucial de cette section :

Lemme 4.5.5. Soit X = G/P une variété de drapeaux, et Z X un fermé connexe de
codimension . Alors pour tout faisceau inversible L sur X, le Dy -module H,(X,L) est
simple.

Démonstration. Notons X“" I'espace analytique associé a X, et notons par [, et H[Z]
les équivalents analytiques des foncteurs I", et H,. Ce lemme découle alors de plusieurs
résultats de Brylinski-Kashiwara (cf. [BK] 1.4 et 1.5) :
e ennotant j X - X le morphisme naturel d espaces annelés, on a pour tout O x-
module cohérent F

Hi,71G F) =7 Hz(F)
e si M est un Dyan-module cohérent dont la variété caractéristique est incluse dans
celle de HZ[Z] (Oxan), alors le faisceau Homp, an (HZ[Z] (Oxan), M) est localement constant
de rang fini sur Z, et on a un isomorphisme

Hiz(Oxan) ¢ HoMp,an (Hi,1(Oxan), M) M

Lorsque Z est connexe, on obtient :

e si Z est connexe, tout sous-D yan-module cohérent de HZ[Z] (Oxan) est soit Hi:Z](OXan)
soit 0.

puisque si M est un tel sous-module, alors Homp, ., (Hl[Z] (Oxan), M) est sur Z le faisceau
constant 0 ou C, ce qui donne M =0 ou Hl[Z](OXan).

Soit L un faisceau inversible sur X, et soit F un sous-D xy-module quasi-cohérent strict
de H,(L) =HL(Ox) L. Alorsj (F L ') est un Dyan-module quasi-cohérent strict
de HZ[Z](Oxan). Comme les faisceaux quasi-cohérents sont des limites directes de leurs
sous-faisceaux cohérents, on obtient que j (F L ~')=0et F =0.

Soit maintenant M un sous-Dx,_-module strict de H,(X,L) = H°(X,H}(L)). Par
D-a nité de X, Dx L p,, M estun sous-Dy _-module strict quasi-cohérent de HZZ(L),
donc est nul. Ainsi HlZ(X, L) est un Dx _-module simple. O]

4.5.1 Cas de PGL;

Rappelons que dans le chapitre 3, nous avions montré que Y = PGLj3 était isomorphe
au quotient géométrique X**(0)/C , ol X =Gr3(V V ) et V =C3. Reprenons les mémes
notations G', T', B', P, m et « que dans la section 3.5.1. Notons A le réseau des poids de
T'. Rappelons également que X"* & deux composantes connexes

P ={U X, dmUnV)z2}et F5={U X,dm({UnV )=2}
Nous allons montrer

Proposition 4.5.6. F est une variéte de Schubert de X, et F, est son translaté par wg pr
le mot de plus grande longueur dans Wp-.

Démonstration. Il su t de remarquer que F; est un fermé B’-stable, puisque si b B’ et
U Fj, alors
dimbU nV =dimU nb™'V =dimU nV =2

et comme U)O,P'.V =V, Fy= ’U)O’p'.Fl. ]
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Figure 4.1 — T -points fixes de F;

Remarque. On peut également se servir du critere d’Hilbert-Mumford pour avoir une
décomposition de X*“#(0) en cellules de Bialynicki-Birula de la maniére suivante. Rappelons
que C agit sur X par le sous-groupe a un parameétre 7 = 2cw,. Soit x X. Pour examiner
la semi-stabilité de X, il su t d’aprés le critére d’Hilbert-Mumford de regarder I’action de
tous les sous-groupes a un parametre A\ C - 7(C ) sur la fibre « (O(l))xé, ou: X P"
est un plongement et

gy = lim A(t).z

Or ces sous groupes & un parameétre sont exactement les k7, avec k Z, et si k>0, alors
x’gT =g et si 7 agit sur ¢ (O(1)),x par le caractére p, alors k7 agit sur cette fibre par le
caractere ku. 1l su t donc de se restreindre aux sous-groupes a un parametre 7 et — pour
étudier la semi-stabilité de . Comme le critére d’Hilbert-Mumford ne regarde que ce qu’il
se passe en les x), on en déduit que X“*(0) est une union de cellules de Bialynicki-Birula
de X

X3(2) ={y X,NimA(®).y = 2}

(ou z est un 7(C )-point fixe de X) pour les sous-groupes a un parametre A = 7 ou —r.
Remarquons que X (2) = wo p' X (wo prz) (puisque dans ce cas wy = —1), et comme
P’ est le sous-groupe parabolique maximal associé a la racine simple g3, ona a,7 #0
pour tout &« ®p, donc X7 = X7(C ) Ainsi X“$(0) est une union de cellules de la forme
XS (w.P'/P") et wy pr X (wo prw.2) avec w  Wpr, et comme X “*(0) est fermé, s'il contient
X*(w.P/P) il contient tous les X (w'.P'/P") avec w > w'.

Regardons maintenant quels sont les 7"-points fixes de F;. Comme V est I'unique B'-
point fixe de X, ils sont tous de la forme w.V, avec w W7 . De plus, W’ agit par
permutation sur les éléments de la base B = (e1,ez,e3,e,,e9,e3) de V.V, donc w.V
est dans F3 si et seulement si au moins deux vecteurs parmi w.eq1, w.es et w.eg sont dans
{e1, e2,e3}. On notera pour simplifier s;, ;. pour désigner s;, ...s; . On trouve donc que
les T-points fixes de F; sont donnés sur la figure 4.1 Ainsi, en notant w = ss4123wo, p',
on a F; = X,. Remarquons que si w' < w, ce diagramme nous donne exactement les
X, contenus dans X,-, puisque la relation d’ordre w;  ws engendrée par les fleches
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we.V - w1.V est exactement I'ordre de Bruhat.
Rappelons que comme X est une variété magnifique de rang minimal, on dispose d’une
description explicite des groupes de cohomologie H*(Y,L) (cf. 2.3.4) donnée par

Hi(Y,L)) Ve
J Ex p (M+R3)nQ,
w+p régulier
(py+J=i

ou pour toute partie J Xy,
Ry =3 Zoy+ 3 Zeov
v J v Sx J
et
Qy ={p T{y Zx(u+p,7)<0}=J}
Pic(Y) est engendré par Ox(di1) Lz, -w,) et par Ox(d2) L(z,-w,), donc on peut
I’identifier avec le réseau

{(o,-a),a N}

ou A’ désigne le réseau des poids de PGLs. Notons pour simplifier, @; = (w;, —w;). On a
les égalités suivantes :

Y1 = 251 —52
Y2 = 20— Wi
p = Mty =w o

Comme Pic(Y) est engendre par L, et Ls,, il su t de connaitre leurs images par la
cosection s pour déterminer s entierement. Rappelons que comme X "¢ est de codimension
au moins 2, on a H(Y,L) = H(X, s(L))® . Pour éviter toute confusion, on note par des
L les faisceaux inversibles sur Y, et par des L les faisceaux inversibles sur X. Rappelons
que si U est un ouvert C -invariant de X**(0) et si L est un faisceau inversible C -linéarisé
sur X, on note L(U),, est la partie de poids n pour I'action de C de L. On montre alors :

Proposition 4.5.7. A renumérotation prés, on a pour tout ouvert U de Y :

Ls, (U) w3(7r0 U))-
Ls,(U) Lo, (5 (U1

Démonstration. On sait déja qu’il existe k; et n; tels que

Liﬁl (U) = EkiW3 (7761 (U))n|

Ona H(Y,Lgz,) = V. #0, donc k;cw3 est dominant, donc k; = 0. Puisque Lo = Oy, ses
sections globales sont isomorphes a C, et les C -semi-invariants de ses sections globales
sont concentrées en degré 0. Comme pour tout ouvert U de Y, Oy (U) = Ox (75 (U))o, et
comme s admet une section (a savoir ¢), on en déduit que k; > 0.

Remarquons que I’ensemble des A A’ tel que H(Y, L)) # 0, que nous notons SG(A),
est le cone convexe engendré par ; et o intersecté avec A". Ainsi pour tout A SG(A), il
existe des entiers positifs ay, as, b1, by tels que A = a101 + asds + byy1 + bays. De plus, pour
tout A SG(A) 0,ona

I—/\(U) Lk)\wg (77 (U))ny\

avec ky > a1k +a2k:2 +b1k71 +bak,, >0, donc ky =1 n’est possible que pour A\ =5, 2,11
ou 9. Notons k; = k., et n; = n.,. Comme H°(X,Ly,) =A%(C* C?)ou C agit avec le
poids 1 sur le premier C? et -1 sur le deuxiéme, ses C -semi-invariants sont de poids -3, -1,
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1 et 3. En particulier, si C agit avec un de ces poids sur les sections trivialisantes de L,
on remarque que ¢(Lw,) # Oy. Ainsi au moins un des k; ou kZ est égal & 1. Or comme
k; = 2k;—k; avec i # j, si I'un des k; ou des k; est égal & 1, alors ils le sont tous (puisque les k;
et k. sont strictement positifs). De plus, n; = 2n;—n;, et on a {ny,ns, ny,ny} = {-3;-1;1;3},
donc & renumérotation prés, on a nécessairement ny = —1,ny =1,n; = -3 et n, = 3. O

Remarque. C’est cohérent avec le fait que H°(Y,L.,) = C, puisque A>(C®> C3).3 C.
Grace a cette description de s, on montre
Proposition 4.5.8. Pour tout k& Z, H5us(X, Liw,) €t H%us (X, Liw,) sont non nuls.

Démonstration. Remarquons déja que seuls les groupes de conomologie H°(X,Ly,) et
H°(X,L,) peuvent &tre non nuls, puisque :
e si k20, seul le HO(X,Lyw,) est non nul (puisque ks + p est dominant) ;
e si—=5< k< -1, tous les groupes de cohomologie sont nuls (puisque kws + p n'est pas
régulier) ;
e si k<-6, seul le H2(X,L,,) est non nul (puisque —kws — p est dominant)
Ainsi on a des isomorphismes H%us(X, Liws) = H3(X*°(0), Lw,) €t HSus(X, Liw,) =
H5(X**(0), Lyesy ).

Si k<0, considerons le faisceau Lz, -45,+1+,- ON @ alors pour tout ouvert U de Y

L41ﬁ1 -4 +ky1 (U) = Ekzws (7"-(;1 (U))—S—Sk

et
Vo,  HP(Y, Lug, a0k ) = H?(X(0), 5(Lags, 15,4571 )¢ #0

Si k20, consideérons plutot le faisceau Lyzs,-4.5,+1+,- ON @ alors pour tout ouvert U de Y

Lsosy—az5, +hesn (U) = Lineos (5 (U)) 43k
et
Vo, H*(Y,Lagy—tesyrbn) = HP (X, 5(Lasy—to5,+k75))C %0

Dans tous les cas, on a bien H3(X*°(0), Lj,) # 0. Pour montrer que H5(X*°(0), Lys,) #
0, on utilise la dualité de Serre sur Y, qui hous donne pour tout faisceau inversible L, un
isomorphisme

H(Y,Ly) H*(Y,L-y-20,-25,)

ou le désigne le dual en tant qu’espace vectoriel. Ol

Remarque. Comme Y est une compactification magnifique d’espace symétrique, on a
grace a [DCP] 8.3 une description explicite du faisceau canonique

wy = L—H

ou = Y «. Dans notre cas, on a wy = L-2z,-25,.
a &7

On voudrait maintenant se servir du complexe de la section 2 pour calculer H%i (X, Liws)-
Soit j le plus pgtit entier strictement positif (s’il existe) tel que H}l (X, H‘;I(L,WS)) Zz0.
On aalors Hy? (X, Lyey) %0, et Hydi(X,Lyey) 20.Si j=1,3 0u 4, on a

H* (X, Lay) = H*(X, Liwy) =0
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donc on a S ' -
HYG (X, D) = H (X, Dy

et pour toute C -linéarisation de Ekm, on a
H;l(-tljs (X7 Ekwg)c = H3+j(Xssatkwg)C = H3+j(Y7 Q(Ekw:),)) =0

grace a la description de la cohomologie sur Y. Ainsi Héfj(X,Ekwg) = Hj?{fs (X, Lgw,) =0
pour j =1,3 ou 4.

Rappelons que I'on a noté w I'élément de Wy tel que Bssg123.V = X, (0N @ w = 53493
puisque wo,p' = s342312543). ON sait que Hy, (X, Ly,) est le noyau de la fleche

H3, (X, Lheog) ~ o (X Lhs)  HX,, (X, Lies)
On a alors pour tout A A

[, (X D)) 2 [HE (X L)1) - -
[HE (X Tie)l() 2 [, (X D) IO - [HY, L, (6 T )IO) - [, (X, Tz, )IO)

Calculons ces caractéres. On a :

e wuwop (kws) = 5(az—as —a);

e sywwop (kws) = §(as—as +on);

e sswwo p(kws) = E(az+ a5 —a1);

e K)={az+asz,a3,a3+ay,as+az+ay};

*  L(w)={a,a1 +az,as+as,a5,a1 +az+az+ag+as};

e K(siw)={aj,a1+astas,as, a1 +as+az+ay,as+ay};
e L(siw) ={ag, 4 + a5, a5,a2 +az + ag + as};

e K(ssw)={as+tasz,as,as+azg+ay+as,as+ay+as,a5};
e L(ssw) ={a1,a1 +az,aq,a1 +ag +az + oy}

ce qui nous donne

[H;l(w (X, EkW3 )] = 65(043 —as—a1) pagtas ,03 po3tay paotaztay n s e
A J(w) k=0
[Hgfslw(X’EkW:a)] = 6%(a3_a5+a1)6a1 6041+042+043 e*s ea3+o¢4ea1+o¢2+a3+a4 €>‘
A J(s1w) k=0
[H§(55W (X, EkW3)] — eg(a3+a5—a1)ea2+a3 3 ea3+a4+a5 ea2+a3+a4+a5 Qs Z e)\

A J(ssw) k=0

Grace a cette description, on remarque que les C -semi-invariants de H}l (X, Liw,) sont
de poids au moins 8 + k. Grace au lemme 4.5.3, on obtient que les C -semi-invariants de
H§2 (X, Liw,) sont de poids au plus -8+ . Ainsi pour tout faisceau inversible C -linéarisé
L sur X, au moins un des deux Hy, (X,s(L))® et Hj (X,s(L))C est nul.

On peut maintenant montrer

Proposition 4.5.9. Pour tout faisceau inversible L sur Y, H'(Y,L) est un Dy, -module
simple a gauche pour tout i.

Démonstration. Soit L un faisceau inversible sur Y. Commencons pour le montrer lorsque
1 =3. Il existe k et n deux entiers tels que pour tout ouvert U de Y, on ait

L(U) Ek‘W3 (7T0 (U))n

et alors B B
H*(Y,L) = H*(X**(0), Ly )n = Hus (X, Ly In
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Or on vient de voir qu’il existe i {1,2} tel que H3% US(X,EWS)” = Hjéi (X,Ekws)n, et
F; est connexe. On peut donc appliquer le lemme 4.5.5, qui nous dit que Hf;i (X, Liews)

estun Dy, S—module simple & gauche, et donc H}. (X, Liw,)n €st un D?{,Ek 3—module

simple a gauche. En particulier, Hf;i (X,0x), estun D)C( -module simple. Soit Q un ouvert
C -invariant de X contenant F;. Comme H%i(L) est & support dans F;, on a wai (X,L)=
H‘;i(L)(Q). Si F est un faisceau sur X, notons

FIQ) ={oq.0 T(X,F)}

Alors Hi. (L)(Q),, est un D¥*(Q)o-module simple. De plus, comme Ly, Dx Ek; est
isomorphe a Dx en tant que Ox-module, on a

(Crmsdn (Ox)0 Cron)-n)"(Q) = Lhy (. DL(Q)g L (-n

Comme
HE (Ciwy) = HE (Ox) Loy

on obtient que H: (L, )(Q)n est un Lyp, (), DE™(Q)o ;.. (Q)-,-module simple,
ie. Hp: (X, Ly )n st un H(X, (Lkwy)n  (Dx)o (Ek;i)_n)—module simple. Or

Hpi (X, Lywy)n = H* (Y, L)

et
HOCX, (Chms)n (Ox)o (Cym)-n) Dyi  CItd]

et comme I'action de t9, sur H3(Y,L) est triviale, H3(Y,L) est un Dy -module simple.
Le cas ou 7 = 0 a déja été traité dans le chapitre précédent. Rappelons que les seuls
groupes de cohomologie non nuls sont en degrés 0, 3, 5 et 8. Si ¢ =5 ou 8, on utilise la
dualité de Serre
HY'(Y,L)) H"(Y,L-x-,)

Comme H" (Y, L-)-,)estun Dy, -1, -modulesimple a gauche, son dual estun Dy, -
module simple a droite, donc d’aprés le lemme 4.5.4, c’est un Dy, -module a gauche. Ainsi
les H*(Y,L,) avec ¢ =5 ou 8 sont des Dy, _-modules simples. O]

45.2 Cas de PGL3/PSO;

Rappelons que Y = PGL3/PSO3 est isomorphe au quotient géométrique X*°(0)/C , ou
X =LaGrs(V V )etV =C3. Reprenons les mémes notations G', T, B', P’, m et ¢ que
dans la section 3.5.2. Notons toujours A le réseau des poids de 7. L’ensemble des points
instables X** a toujours deux composantes connexes

Fi={U X, dmUnV)=22}et Fb={U X,dm(UnV )22}
Pour les mémes raisons que précedemment, on a toujours

Proposition 4.5.10. Fy est une variété de Schubert de X, et F5, est son translaté par
wo,p’ le mot de plus grande longueur dans Wp-.

Les 7" -points fixes de F} sont encore les w.V avec w Wy tels que au moins deux des
w(er),w(e2), w(e3) soient dans {ey, es, e3}. lls sont donnés sur la figure suivante :

wy
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Vv
53
83.V
52
823.V

S1

5123.V

Contrairement & PGL3 et & PGLg/PSpg, Y n’est pas une variété magnifique de rang mi-
nimal. Cependant, une description similaire des groupes de cohomologie H'(Y,L) a été
donnée par Tchoudjem dans [Tc2] (théoréme 8.6 et figure 5). En particulier, ils sont nuls
sii=1 et 4. On a toujours une bonne description de s, grace a la proposition suivante :

Proposition 4.5.11. A renumérotation prés, on a pour tout ouvert U de Y :

L, (U) = Ley(mp ' (U))1
L, (U) Lo, (5 (U1

Démonstration. On a les égalités suivantes

v1 = 4wy — 2w
Y2 = 4w2 - 2w1
wy = Low +2w,
La preuve est similaire a celle du cas précédent, en remplacant @; par 2w;. Ol

De plus, comme précédemment, les H(X,L) sont non nuls seulement si i = 0 ou 6.
Ainsi on des isomorphismes

H?(Y,L) = H}us (X, s(L))¢

Notons w I'élément de Wp- tel que Bsia3.V = X, (0N @ w = s323 pUiSqQUE wp p* = 5323123).
H}. (X, Lys,) est le noyau de la fléche

H%, (X, Lyeoy) =~ Hi, (X, Liay)
donc pour tout A A

[H3,, (0, Liwy DIO) 2 [H, (X, L DIV 2 [H,,, (X, Ly ) IO — [, (X, Loy JIO)

Ona:

e wwop (kws) = 5(as—2a1);

e siwwop (kws) = £(az +2a1);

L4 K(w) :{2a2+a3,a2+a3,a3};

e L(w)={ar+as+asz,a;+ag,ai};

e  K(siw) ={2a1 +20s + a3, a1 + as + a3, a1, a3};
s L(siw) ={az + a3, a2}

[H3, (X Tie)] = eSCadmarasgearascas [ 5 o
" A J(w) K20

e%(a3+2a1)62a1+2a2+a3 a1 +a2+a36a1 X3 e)\

A J(s1w) k=0

[H§(51W (X7 Ekwg)]
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Donc les C -semi-invariants de HI?;,1 (X, Lyws,) sont de poids au moins 6 + k, et d’aprés le
lemme 4.5.3, les C -semi-invariants de H%Q(X,Ekwg) sont de poids au plus —6 + k. Ainsi il
existe i {1,2} tel que H3us(X, Liew;)n = H}, (X, Liooy)n, CE qui Nous permet d’appliquer
le lemme 4.5.5 pour obtenir comme précédemment

Proposition 4.5.12. Pour tout faisceau inversible L sur Y, H*(Y, L) est un Dy -module
simple a gauche pour tout i.

4.5.3 Cas de PGL4/PSpg

Considérons maintenant Y = PGLg/PSpg. Y est isomorphe au quotient geometrique
X*(0)/C , 00 X =OGri(V V ) etV =C3 Reprenons les mémes notations G', T", B’,
P', 1, G, T, B et . que dans la section 3.5.3. Notons encore A le réseau des poids de 7.
L’ensemble des points instables X*“* a toujours deux composantes connexes

F={U X, dm(UnV)z4}yet F5={U X, dm({UnV )=4}
On a encore

Proposition 4.5.13. I} est une variété de Schubert de X, et F5, est son translaté par
wo,p* le mot de plus grande longueur dans Wp-.

Les 7" -points fixes de F; sont encore les w.V avec w Wpr tels que au moins quatre
des w(ey),. .., w(eg) soient dans {e1,...,eg}. lls sont donnés sur la figure 4.2.
On a encore une description explicite du morphisme s :

Proposition 4.5.14. A renumérotation prés, on a pour tout ouvert U de Y :

L, (U) Ew6 (1 (U)) =2
L, (U) = Ly (U))2

Démonstration. La preuve est similaire au cas précédent. La seule di érence est que les
C -semi-invariants de X sont de poids -6, -2, 2 et 6, puisqu’on s’intéresse uniquement a la
composante connexe de la grassmannienne orthogonale dont I'intersection avec V est de
dimension paire. O

Rappelons les égalités

Y o= a1+ 209 + a3 = 2t09 — Wy
Yo = azt+2a4+as=2w4— ws
wy = L4w2+4m'4

Y étant une variété magnifique de rang minimal, on connait les groupes de cohomologie
H(Y,L). En particulier, ils sont nuls pour i di érent de 0, 5, 9 et 14. De plus, les H*(X,L)
sont non nuls seulement si s =0 ou 15. Ainsi pour 0 <i <14, on a des isomorphismes

H(Y,L) = Hd (X, s(L))C

Soit j le plus petit entier strictement positif (s’il existe) tel que ngl (X, H%lfkwﬁ) #0. On
a alors H)G(JLJ;(X,EkWG) # 0, ce qui n’est possible que si j =4 ou 9. Soit w Wp tel que
X = Bsogas12346. V. On a alors d’apreés la proposition 4.3.3 I'égalité

[H?q (X7Ek:w6)] = [chw (X>Ekw6)] - [H;{S2W (X7Ek:w6)] + [H§{532W (Xatkwe)]
H[HY, (L)1~ [HY, (X D)1 - [HY, (X L)1+ [im(ds)]
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S5
s3
S346.V S546-V

S9 s3

59346.V 53546.V

S5
S1 \ / S4

512346.V 593546.V 843546.V

/ \‘
S5 52
S1

5512346-V 5243546-V

S S
4 / 3

54512346-V $3243546-V

534512346-V

lsz

5934512346-V

Figure 4.2 — T -points fixes de F,

Ce qui nous donne des approximations de [H]‘i1 (X, Lyws)] par
[H %, (X, Liaog )TN 2 [Hp, (X, Lo )TN 2 [HY,, (X, LIV = [H (X, Liog )IO)

[H5, (X, Dia)IO) < [H, (X D )IO) = [H,, (X, Do )IO)
[, (0 L) IO + T, (X Do )IO)

et

(15, (X, Trad] ) 2 [HS, (X T )IO) = IS, O T JIO) + [, (X, Do )IO)
[HY, (eI~ [HY, (LTI - [HS, (6 T )IO)

6
pour tout A A. Notons pour alléger les notations $ n;c; par 1™ ...6"¢, dans lequel on
=1

n'a che pas les i tel que n; = 0 On peut alors calculer une approximation de [H%l (X, Liwg)]
avec

e wuwop (kwg) = §(ag— a1 =205 - az);

o sowwo,p (kwe) = E(as — a1 —a3);

e spwwo,p (kwe) = 5(ag— a1 +a3);
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e sppwwop (kwe) = 5(ag + a1 —a3);

e sugowwo pr(kwe) = 5 (g — a1 + o3 + 204) ;

e sigpwwo,p (kwe) = E(ag + a1 +as);

e K(w)={6,46,346,456,3456; 34°56} :

e L(w)={12,122324256,123,1234,12345,2345,234, 23, 2} ;

e K(sow) = {6,46,2346,456,23456, 234256, 2} ;

e L(sow) ={1,123%4%56,123,1234,12345, 345,34, 3} ;

e K(s3w) ={6,346,2346, 3456, 23456, 2324256, 23, 3} ;

e L(spw) = {1,123456,12,1234,12345,45, 4} ;

e K(siow) = {6,46,12346,456,123456,1234%56,12, 1} ;

e L(sow) = {23%4256,23,234,2345, 345,34, 3} ;

e K(ss3w) = {46,346,2346,34256, 234256, 2324256, 234, 34,4} ;

e L(s430w) ={1,123456,12,123,12345,5};

e L(s13ow) = {6,346,12346, 3456, 123456, 12324256,123,3,1} ;

e K(s130w) = {234256,2,234,2345 45,4}

On obtient que les C -semi-invariants de Hlﬁi1 (X, EWG) sont de poids au moins 12 +
k, et ceux de Hp, (X,Liw,) sont de poids au plus =12 + k. Ainsi HSus(X, Liwg)n =
H (X, Lig)n 0U HY, (X, Lieg)n, Ce qui nous permet d’appliquer le lemme 4.5.5 pour
obtenir de la méme maniére

Proposition 4.5.15. Pour tout faisceau inversible L sur Y, H*(Y, L) est un Dy, _-module
simple a gauche pour tout .
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Retour sur les exemples de type A,



Annexe A

Classification des espaces

symetriques

Dans cet appendice, nous rappellerons une classification des espaces symétriques G/H
avec GG simple, a I'aide des diagrammes de Satake. Nous donnerons pour chaque G/H les
groupes G et H, le type du systeme de racinres réduit ® de G/H, et le diagramme de

Satake de G/H. On peut trouver une preuve de cette classification dans [He].

G de type A

G =SLy, H=S(Ly X Ly-m) avec m < 3

e e

m

G =SLy, H=S(L,, XL,,) avec m = 5

o T

G =SLyy,, H=Sp,,
e e

G=SL,, H=S0,,

G de type B

G =S09,,+1, H =S0O,,, xSO,,—,,, aveC m<n
o— —O0—0— —0—0—0

m
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Type BC,,

Type Cy,

Type Ap-

Type An—l

Type B,
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ANNEXE A. CLASSIFICATION DES ESPACES SYMETRIQUES

G de type C

G =SSPy, H = SPay,, X SPa(y—ry avec m < 5 (et n impair)

e O —0 00— —0—e
2m

G =Spy,, H =Spy,, X Spy,,, avec m = 5
e O— —eO

G =Sp,,,, H=GL,,

G de type D

G =S80y, H =S0,,, X SOy, avec m<n -1

o— —O—@—

G =S0y,,, H=S0,,, XxS09,,—m avec m=n-—1

—
4

G =S80y, H=GL,, avec n=2m+1

G =S0g,, H =S0,, xSO,,

G =SS0y, H=GL,, avec n=2m

SR

Type BC,,

Type C,,

Type C,

Type B,

Type B,

Type D,

Type BC,,

Type C),
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G de type Eg
e G =Fs H=S5pg Type Eg
b G = Fg, H=SLg % SLy Type Fy
d G=E6, H=SO10><]€ Type BCQ
b G=Fg, H=Fy Type BCs
G de type E;
b G =FE;, H=SLg Type E;
- G =FE;, H=S5S015 xSLy Type Fy
b G=E7,H=E6Xk TypeC[;
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G de type Eg
b G = FEg, H=S0y5 Type Eg
b G =FEg, H=FE7;%xSLy Type Fy
G de type F4
e (G =Fy H=SpgxSLy Type F}
O—0C=0—-=0
b G= Fy, H= SOQ Type BCl
Oo—e—eo—0
G de type G,
i G =G9, H=SLy xSLy Type Gy



Bibliographie

[BB] Beilinson A., Bernstein J., Localisation de g-modules., C. R. Acad. Sci. Paris
Sér. | Math. 292 (1981), no. 1, 15-18.

[B-B] Bialynicki-Birula A., Some theorems on actions of algebraic groups., Ann. of
Math. (2) 98 (1973), 480-497.

[Be] Benoist Y., D-modules sur la variété des drapeaux., Eléments de la théorie des sys-
temes di érentiels. Images directes et constructibilité (Nice, 1990), 99-116, Travaux
en Cours, 46, Hermann, Paris, 1993.

[BiBr] Bien F., Brion M., Automorphisms and local rigidity of regular varieties., Com-
positio Math. 104 (1996), no. 1, 1-26.

[BK] Brylinski J.-L., Kashiwara M., Kazhdan-Lusztig conjecture and holonomic sys-
tems., Invent. Math. 64 (1981), no. 3, 387-410.

[Bo] Bott R., Homogeneous vector bundles., Ann. of Math. (2) 66 (1957), 203-248.

[BoB1] Borho W., Brylinski J.-L., Di erential operators on homogeneous spaces. I.
Irreducibility of the associated variety for annihilators of induced modules., Invent.
Math. 69 (1982), no. 3, 437-476.

[BoB2] Borho W., Brylinski J.-L., Di erential operators on homogeneous spaces. IlI.
Relative enveloping algebras., Bull. Soc. Math. France 117 (1989), no. 2, 167-210.

[BoB3] Borho W., Brylinski J.-L., Di erential operators on homogeneous spaces. IllI.
Characteristic varieties of Harish-Chandra modules and of primitive ideals., Invent.
Math. 80 (1985), no. 1, 1-68.

[BP] Brion M., Procesi C., Action d’un tore dans une variété projective., Operator
algebras, unitary representations, enveloping algebras, and invariant theory (Paris,
1989), 509-539, Progr. Math., 92, Birkh&user Boston, Boston, MA, 1990

[BPe] Bravi P., Pezzini G., Wonderful subgroups of reductive groups and spherical sys-
tems., J. Algebra 409, 101-147 (2014).

[Br] Brion M., The total coordinate ring of a wonderful variety., J. Algebra 313 (2007),
no. 1, 61-99.

[C-F] Cupit-Foutou S., Wonderful varieties : A geometrical realization.,
arXiv :math.AG/0907.2852

[CS] Cap A., Slovak J., Parabolic geometries : Background and general theory., Mathe-
matical Surveys and Monographs, 154. American Mathematical Society, Providence,
RI, 20009.

[ChS] Chevalley C., Schafer R. D., The exceptional simple Lie algebras F, and Fj.,
Proc. Nat. Acad. Sci. U. S. A. 36, (1950). 137-141.

[DCP] De Concini C., Procesi C., Complete symmetric varieties, Lecture Notes in
Mathematics 996, Berlin, New York : Springer-Verlag, pp. 1-44 (1983).

99



100 BIBLIOGRAPHIE

[Del] Demazure M., A very simple proof of Bott’s theorem., Invent. Math. 33 (1976), no.
3, 271-272.

[De2] Demazure M., Limites de groupes orthogonaux ou symplectiques., Preprint, Paris,
1980

[DH] Dolgachev I. V., Hu Y., Variation of geometric invariant theory quotients., Inst.
Hautes Etudes Sci. Publ. Math. No. 87 (1998), 5-56

[Do] Dolgachev I. V., Lectures on invariant theory., London Mathematical Society
Lecture Note Series, 296. Cambridge University Press, Cambridge, 2003.

[Go] Godement R., Topologie algébrique et théorie des faisceaux., Troisieme édition revue
et corrigée. Publications de I'Institut de Mathématique de I'Université de Strasbourg,
XII1. Actualités Scientifiques et Industrielles, No. 1252. Hermann, Paris, 1973.

[Hal] Hartshorne R., Algebraic geometry., Graduate Texts in Mathematics, No. 52.
Springer-Verlag, New York-Heidelberg, 1977.

[Ha2] Hartshorne R., Local cohomology., A seminar given by A. Grothendieck, Harvard
University, Fall, 1961. Lecture Notes in Mathematics, No. 41 Springer-Verlag, Berlin-
New York, 1967.

[He] Helgason S., Di erential geometry, Lie groups, and symmetric spaces., Pure and
Applied Mathematics, 80. Academic Press, Inc. [Harcourt Brace Jovanovich, Publi-
shers], New York-London, 1978.

[HR] Hochster M., Roberts J. L., Rings of invariants of reductive groups acting on
regular rings are Cohen-Macaulay., Advances in Math. 13 (1974), 115-17

[HTT] Hotta R., Takeuchi K., Tanisaki T., D-modules, perverse sheaves, and repre-
sentation theory., Translated from the 1995 Japanese edition by Takeuchi. Progress
in Mathematics, 236. Birkhauser Boston, Inc., Boston, MA, 2008.

[Hul] Humphreys J., Representations of semisimple Lie algebras in the BGG category O.,
Graduate Studies in Mathematics, 94. American Mathematical Society, Providence,
RI, 2008.

[Hu2] Humphreys J., Linear algebraic groups., Graduate Texts in Mathematics, No. 21.
Springer-Verlag, New York-Heidelberg, 1975.

[Jo] Jones A. G., Rings of di erential operators on toric varieties., Proc. Edinburgh
Math. Soc. (2) 37 (1994), no. 1, 143-160.

[Kel] Kempf G., The Grothendieck-Cousin complex of an induced representation., Adv.
in Math. 29 (1978), no. 3, 310-396.

[Ke2] Kempf G., Some elementary proofs of basic theorems in the cohomology of quasico-
herent sheaves., Rocky Mountain J. Math. 10 (1980), no. 3, 637-645.

[Kol] Kostant B., Lie algebra cohomology and the generalized Borel-Weil theorem., Ann.
of Math. (2) 74 (1961) 329-387.

[Ko2] Kostant B., Lie group representations on polynomial rings., Amer. J. Math. 85
(1963) 327-404.

[Lul] Luna D., Toute variété magnifique est sphérique., Transform. Groups 1 (1996), no.
3, 249-258.

[Lu2] Luna D., Grosses cellules pour les variétés sphériques., Algebraic groups and Lie
groups, 267-280, Austral. Math. Soc. Lect. Ser., 9, Cambridge Univ. Press, Cam-
bridge, 1997.

[Lu3] Luna D., Variétés sphériques de type A., Publ. Math. Inst. Hautes Etudes Sci. No.
94 (2001), 161-226.



BIBLIOGRAPHIE 101

[MFK] Mumford D., Fogarty J., Kirwan F., Geometric invariant theory., Third edi-
tion. Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete (2) [Results in Mathematics
and Related Areas (2)], 34. Springer-Verlag, Berlin, 1994.

[Mu] Musson I. M., Di erential operators on toric varieties., J. Pure Appl. Algebra 95
(1994), no. 3, 303-315.

[Re] Ressayre, N., The GIT-equivalence for G-line bundles., Geom. Dedicata 81 (2000),
no. 1-3, 295-324.

[SGA2] Grothendieck A., Cohomologie locale des faisceaux cohérents et théoremes de
Lefschetz locaux et globaux., Augmenté d’un exposé par Michéle Raynaud. Séminaire
de Géométrie Algébrique du Bois-Marie, 1962. Advanced Studies in Pure Mathe-
matics, Vol. 2. North-Holland Publishing Co., Amsterdam ; Masson & Cie, Editeur,
Paris, 1968.

[Sp] Springer T. A., Some groups of type E7., Nagoya Math. J. 182 (2006), 259-284.

[Tcl] Tchoudjem A., Cohomologie des fibrés en droites sur les variétés magnifiques de
rang minimal., Bull. Soc. Math. France 135 (2007), no. 2, 171-214.

[Tc2] Tchoudjem A., Sur la cohomologie a support des fibrés en droites sur les variétés
symétriques compleétes., Transform. Groups 15 (2010), no. 3, 655-700.

[Thl] Thaddeus M., Geometric invariant theory and flips., J. Amer. Math. Soc. 9 (1996),
no. 3, 691-723.

[Th2] Thaddeus M., Complete collineations revisited., Math. Ann. 315 (1999), no. 3,
469-495

[Ti] Timashev D.A., Homogeneous spaces and equivariant embeddings., Encyclopae-
dia of Mathematical Sciences, 138. Invariant Theory and Algebraic Transformation
Groups, 8. Springer, Heidelberg, 2011.

[Tu] Tu L.W., Une courte démonstration de la formule de Campbell-Hausdor ., J. Lie
Theory 14 (2004), no. 2, 501-508.

[Wa] Wasserman B., Wonderful varieties of rank two., Transform. Groups 1 (1996), no.
4, 375-403.









Résumeé : Initiée indépendamment par Beilinson et Bernstein et par Brylinski et Kashiwara, I’étude des
opérateurs di érentiels sur les variétés de drapeaux complets a permis de répondre a une conjecture de Kazhdan
et Lusztig. Ayant été poursuivie notamment par les travaux de Borho et Brylinski, cette étude a mis a jour plusieurs
propriétés intéressantes sur les opérateurs di érentiels sur les variétés de drapeaux. Cependant, en dehors du cas
des variétés de drapeaux et du cas des variétés toriques projectives, qui a été étudié de maniere combinatoire, les
opérateurs di érentiels sont plutdét mal compris sur les variétés projectives.

Dans cette thése, nous nous pencherons sur le cas de certaines compactifications magnifiques Y d’espaces
symétriques G/H de petit rang, et nous comparerons les résultats obtenus avec ceux connus sur les variétés de
drapeaux. Nous allons commencer par construire un opérateur di érentiel global sur Y qui ne provient pas de
I’action infinitésimale de I’algebre de Lie de G, ce qui constitue une di érence avec le cas des variétés de drapeaux.

Ensuite, nous nous intéresserons a trois cas particulier que nous exprimerons comme des quotients GIT d’une
certaine grassmannienne X . Gréace a cette description, nous verrons plusieurs similitudes avec le cas des variétés de
drapeaux : nous montrerons que I’algebre des opérateurs globaux sur Y est de type fini, et que pour tout faisceau
inversible L sur Y, ses sections globales forment un module simple pour I'algébre des opérateurs di érentiels
globaux de Y tordus par L. Enfin, en utilisant des arguments de cohomologie locale, nous montrerons que c’est
également le cas pour les groupes de cohomologie supérieurs.

Mots clés : Variétés magnifiques, opérateurs di érentiels, variétés de drapeaux, quotients GIT, cohomologie
locale

Study of global di erential operators on some projective algebraic varieties

Abstract : Started independently by Beilinson and Bernstein, and by Brylinski and Kashiwara, the study of
global di erential operators on complete flag varieties has been very useful to answer a conjecture of Kazhdan and
Lusztig. In their subsequent work, Borho and Brylinski have discovered many interesting properties on di erential
operators on flag varieties. But apart from the case of flag varieties, and the case of projective toric varieties,
which has been investigated with combinatorial methods, di erential operators on projective varieties are rather
badly known.

In this thesis, we will investigate the case of some wonderful compactifications Y of symmetric spaces G/H of
small rank, and we will compare our results with what is known in the case of flag varieties. We will first construct
a di erential operator on Y which does not come from the infinitesimal action of &, which is di erent from the
case of flag varieties.

We will then look at three particular cases, which will be expressed as GIT quotients of some Grassmannian
X. With this description, we will find some similarities with the case of flag varieties : we will show that the
algebra of global di erential operators is of finite type, and that for each invertible sheaf L on Y’, the module of its
global sections is simple as a module over the algebra of global di erential operators of Y twisted by L. Finally,
using arguments of local cohomology, we will show that it is still the case for higher cohomology groups.

Keywords : Wonderful varieties, di erential operators, flag varieties, GIT quotients, local cohomology

Image en couverture : Ordre de Bruhat sur une variété Schubert de Grs .
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