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Introduction

Ce travail de thèse, inscrit dans le cadre d’un projet "Jeunes Chercheuses et
Jeunes Chercheurs" intitulé COVIA et financé par l’ANR, s’intéresse à des disposi-
tifs composites périodiques pour l’absorption vibroacoustique large bande. Il a été
réalisé au sein du thème D-Smart (Dynamique des Structures et Matériaux ARchitec-
turés pour la vibroacousTique) du Département Mécanique Appliquée de l’institut
FEMTO-ST, dans le périmètre du Labex ACTION "Smart systems embedded into
matter".

L’objectif de ce projet est de proposer un ensemble d’outils d’aide à la concep-
tion et à la réalisation de composites à inclusions périodiques pour l’absorption des
ondes vibratoires et acoustiques. Les applications visées sont essentiellement les pa-
rois absorbantes, avec un objectif d’atténuation largement supérieur aux dispositifs
classiques grâce à l’optimisation de la structuration envisagée. Les structures déve-
loppées permettront de créer des bandes de fréquences interdites par des effets d’in-
terférences ondulatoires. Les dispositifs vont donc coupler l’effet de bandes interdites
aux effets de dissipation intrinsèques aux matériaux utilisés.

Le travail de thèse proposé a pour objectif de développer la méthodologie de
conception des composites périodiques utilisant des inclusions fonctionnelles : les
effets d’anisotropie ou de couplages multiphysiques (thermiques) seront plus par-
ticulièrement investigués. Ces fonctionnalisations permettront soit d’améliorer les
performances du dispositif en terme d’absorption large bande, soit de leur conférer
de nouvelles propriétés (adaptabilité, accordabilité, absorption ...). La conception de
ces structures fait appel à des techniques avancées de modélisation par éléments finis,
incluant des phénomènes multiphysiques, des effets dissipatifs et la prise en compte
de relations de périodicités multidimensionnelles. Par conséquent, nous proposons la
mise en œuvre d’outils spécifiques pour modéliser efficacement les structures envisa-
gées dans une boucle d’optimisation.

Les performances dynamiques des matériaux structurés à l’échelle macroscopique
sont de premier intérêt pour de nombreuses applications d’ingénierie. Les méthodes
utilisées actuellement sont basées, la plupart du temps, sur les méthodes dérivant
de l’étude de la propagation d’ondes dans les cristaux où il n’y a quasiment pas de
dissipation. À l’échelle de la dynamique des structures, les effets liés à l’amortissement
doivent être inclus dans les analyses afin de prendre en compte la réalité physique
et les ondes évanescentes complexes induites par les inhomogénéités et les conditions
aux limites.

Les objectifs généraux de cette thèse ont alors été définis ainsi :
– faire un bilan sur les méthodes d’analyse de la propagation d’ondes utilisées
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Introduction

actuellement ;
– appliquer ces méthodes à un métamatériau afin d’appréhender son comporte-

ment large bande ;
– inclure les effets liés à l’amortissement dans les analyses via le développement

d’outils spécifiques ;
– simuler le comportement d’un métamatériau dissipatif et adaptatif.
Ce manuscrit est structuré en quatre chapitres. Le premier présente le position-

nement vis-à-vis de l’état de l’art et le contexte de l’étude. Les notions de métamaté-
riaux, cristaux phononiques, matériaux auxétiques et hiérarchiques sont développées.
Une brève introduction à la propagation des ondes dans les milieux élastiques est
donnée avec une partie sur les spécificités liées aux structures périodiques. Ensuite,
les méthodes d’analyse de la propagation d’ondes dans ces milieux sont présentées
en s’appuyant dans un premier temps sur un exemple académique constitué d’une
chaîne diatomique 1D de masses et de ressorts, puis dans un second temps sur un
exemple de guide d’onde bidirectionnel.

Le deuxième chapitre est consacré à la description des phénomènes ondulatoires
se produisant dans un métamatériau comprenant des perforations rectangulaires,
hiérarchiques et auxétiques. Une étude paramétrique sur la géométrie de ces perfo-
rations rectangulaires est effectuée en utilisant une technique numérique d’homogé-
néisation par éléments finis afin de comprendre le comportement macroscopique du
milieu structuré. Cette approche est valable pour des réponses statiques et basses fré-
quences de la structure d’intérêt. Ensuite, pour une plage de fréquences plus élevée,
une analyse de dispersion du système est menée, permettant de décrire les caracté-
ristiques de propagation d’ondes dans la structure hiérarchique. Une confrontation
avec les résultats expérimentaux est menée. La méthode de Floquet-Bloch est utilisée
comme référence, cependant l’introduction d’amortissement dans les cas 2D et 3D
n’est pas facile.

Le troisième chapitre est dédié aux outils numériques permettant la détermina-
tion des relations de dispersion dans les structures périodiques amorties, la méthode
intitulée "Shifted-Cell Operator" est décrite. Celle-ci est basée sur une reformulation
du problème des équations aux dérivées partielles, la périodicité est incluse dans le
comportement global de la structure. Cette stratégie permet de résoudre le problème
quelles que soient les évolutions en fréquence des propriétés de la cellule. De nouveaux
éléments d’analyse dédiés permettent la compréhension des propriétés physiques du
système dans un contexte de structures potentiellement fortement dissipatives.

Le dernier chapitre traite d’un cas d’application sur une structure périodique
amortie. La structure en question est un métamatériau composite adaptatif mêlant
aluminium et polymère hautement dissipatif. On cherche à combiner l’effet amor-
tissant de ce polymère avec l’effet de coupure lié à la périodicité. Le comportement
est décrit avec une analyse de la dispersion dans la structure infinie et une étude
de la propagation d’ondes dans la structure finie. Enfin, une confrontation avec les
résultats expérimentaux est menée.

Le document se clôt avec l’exposé des conclusions et perspectives associées à ces
travaux.
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Préambule

Un métamatériau est un matériau architecturé permettant de contrôler la propa-
gation d’ondes. Un métamatériau est dit périodique lorsque sa structuration spatiale
consiste en la répétition d’un même motif . Cette architecture est commune dans le
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Éléments contextuels et bibliographiques

domaine des métamatériaux, aussi est-il naturel de se référer aux techniques d’ana-
lyse des structures périodiques pour les étudier. Le sujet intéresse les chercheurs de
diverses branches de la physique, notamment la vibroacoustique, depuis de nom-
breuses années, l’objectif étant de concevoir des structures possédant des propriétés
que les structures conventionnelles ne possèdent pas. Les lecteurs intéressés par les
origines, les travaux en cours et les perspectives sur le sujet pourront se référer à
l’article de synthèse [Hussein 14] ainsi qu’à la discussion [Mace 14] qui couvrent les
aspects les plus importants de ce sujet.

Dans ce chapitre, les notions de métamatériaux, cristaux phononiques, matériaux
auxétiques et hiérarchiques sont développées. Les notions liées à la propagation des
ondes dans les milieux élastiques sont introduites ainsi que les spécificités liées aux
structures périodiques. Ensuite, les méthodes d’analyse de la propagation d’ondes
dans ces milieux sont présentées avec un exemple d’une chaîne diatomique 1D de
masses et de ressorts suivi d’un exemple de guide d’onde bidirectionnel.

1.1 Introduction : quelques exemples de matériaux ar-
chitecturés

1.1.1 Métamatériaux / Cristaux phononiques

Un métamatériau est un matériau artificiel conçu pour contrôler et manipuler
les ondes dans des gaz, des liquides ou des solides. Dans ce travail, on s’intéresse
uniquement aux ondes élastiques. Un métamatériau possède des propriétés élasto-
dynamiques particulières que l’on ne retrouve pas dans un matériau naturel. Le
terme est apparu en 1999, cependant la physique régissant son fonctionnement a
été élaborée dans les années 1960 par le physicien Viktor Veselago [Veselago 68].
Il a fallu attendre les années 2000 pour voir la première réalisation expérimentale
[Pendry 00, Veselago 06]. Les métamatériaux mécaniques ont récemment été définis
comme une nouvelle classe de matériaux possédant une topologie structurelle capable
d’apporter de nouvelles fonctionnalités [Kadic 13a] en changeant leur rigidité, leur
géométrie ou en intégrant des oscillateurs ou des matériaux intelligents. L’architec-
turation multi échelle [Lee 12], des feuilles pliées en "zig-zag" [Eidini 15], des réseaux
pentamode [Kadic 13b], des résonateurs distribués [Huang 09, Nouh 15], des maté-
riaux magnétiques intelligents [Grima 13], des poutres avec connectivités accordables
[Wang 15], des réseaux de cylindres silicones [Oudich 11], des lentilles plates (super
lentilles) [Al-Lethawe 12] et des amortisseurs non-linéaires auxétiques (à coefficient
de Poisson négatif) [Ma 13] sont quelques exemples de métamatériaux.

Un cristal phononique est un métamatériau possédant une structure périodique,
composé d’éléments identiques se répétant spatialement à intervalles réguliers. La
structuration périodique est utilisée pour modifier la propagation des ondes acous-
tiques dans le matériau, ce qui permet de doter celui-ci de propriétés élastiques diffé-
rentes. Historiquement, les cristaux phononiques ont été introduits afin d’étendre au
domaine des ondes élastiques des phénomènes mis en évidence lors de la propagation
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des ondes électromagnétiques dans les cristaux photoniques. Lorsque la photonique
et la phononique se croisent et qu’il y a modification de la propagation des ondes
élastiques et optiques, on utilise le vocable de cristal phoXonique.

Dans certaines bandes de fréquences, les ondes ne peuvent se propager dans le
cristal, il est alors commun d’appeler cela bande interdite (band gap en anglais). Ce
phénomène peut se produire de deux manières différentes : l’interférence de Bragg
[Bragg 15] ou la résonance locale. La première se produit lorsque la longueur d’onde
coïncide avec la longueur caractéristique du réseau périodique. Le phénomène de
résonance locale se produit quant à lui lorsque la fréquence de l’onde correspond à
une fréquence de résonance du résonateur.

La structuration périodique de la matière peut empêcher les ondes de se propager,
mais également peut conduire à d’autres propriétés comme le fait de confiner une onde
ou le fait de la guider suivant une direction particulière ou encore de guider suivant un
chemin de propagation choisi. Ces phénomènes se produisent à une longueur d’onde
plus grande que celle du cristal.

Un exemple de cristal phononique peut être observé dans les jardins madrilènes,
il s’agit d’une sculpture de Eusebio Sempere, [Martinezsala 95] et son équipe ont pu
mettre en évidence des propriétés de filtrage sonore (figure 1.1).

Figure 1.1 – Sculpture de Eusebio dans un jardin madrilène : celle-ci se comporte comme
un cristal phononique.

1.1.2 Matériaux auxétiques

Les matériaux auxétiques [Evans 00, Bückmann 14] possèdent un coefficient de
Poisson négatif [Lakes 87], caractéristique d’une grande variation de volume inhabi-
tuelle dans la direction transverse lorsque le matériau est soumis à une traction uni-
axiale (figure 1.2). Les solides et les structures auxétiques ont été étudiés pour leurs
propriétés acoustiques et leurs applications phononiques [Ruzzene 05, Spadoni 06,
Sparavigna 07]. Une structure plane auxétique peut être obtenue en perforant la
matière. La présence de perforations possédant des géométries particulières permet
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d’obtenir un coefficient de Poisson négatif dans le plan, elles peuvent être elliptiques
[Bertoldi 10] ou rhombiques [Grima 00, Grima 10].

Figure 1.2 – Exemple de nid d’abeille auxétique.

1.1.3 Matériaux hiérarchiques

Figure 1.3 – Autosimilarité - Flocon de Koch.

Des configurations de réseaux hiérarchiques auxétiques, sur des structures planes
ou cylindriques, peuvent être obtenues avec l’utilisation de motifs perforés auto simi-
laires [Gatt 15] (figure 1.3). Une approche similaire a également été utilisée avec la
réalisation de fentes orthogonales fractales [Cho 14], de motifs Kagome (figure 1.4)
ou d’un réseau centrosymétrique [Shan 15, Mizzi 15]. L’introduction d’une hiérarchie
dans les solides poreux est reconnue depuis longtemps comme un moyen d’amélio-
rer les propriétés mécaniques en flambement et en rigidité des matériaux [Lakes 93,
Taylor 11, Sun 13], et des travaux récents ont examiné l’utilisation de réseaux hiérar-
chiques de découpes tant pour contrôler le comportement statique que dynamique
[Tang 15]. La propagation d’ondes dans les réseaux fractals est intéressante. Des
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phénomènes de localisation ont par exemple été observés dans des inclusions pério-
diques fractales d’un réseau rempli de fluide [Norris 08]. On retrouve des triangles
de Sierpinski (figure 1.5) ou des arrangements semi-fractals [Castiñeira-Ibáñez 14].
Ils permettent la création de larges bandes interdites basses fréquences [Lim 15].
[Tang 15] suggère que l’utilisation des perforations pourrait constituer une stratégie
intéressante pour concevoir des matériaux avec des bandes interdites extrêmement
adaptables en particulier à des fréquences basses. De plus, la réalisation de ces mé-
tamatériaux 2D est facilitée par les techniques de découpe ou d’usinage sur machine
à commande numérique.

Figure 1.4 – Motifs Kagome.

Figure 1.5 – Triangle de Sierpinski.
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1.2 Propagation d’ondes élastiques

La structuration de matériaux à l’échelle macroscopique conduit à des perfor-
mances dynamiques intéressantes, et connaît un regain d’intérêt pour le contrôle
des vibrations, comme en témoigne l’augmentation du nombre d’articles à ce sujet
que ce soit pour les dispositifs passifs [Scarpa 13a] ou actifs [Collet 14, Collet 11a,
Huang 13, Tateo 14].

1.2.1 Définitions

L’onde physique est le phénomène de propagation d’une perturbation locale du
milieu sans mouvement de la matière, on parle de transport d’énergie sans transport
de matière [Graff 75].

Les ondes élastiques peuvent se propager, soit selon un mode longitudinal (onde
de traction-compression), si la vibration du milieu est parallèle au sens de propaga-
tion, soit selon un mode transversal (onde de cisaillement), si la vibration du milieu
est perpendiculaire au sens de propagation. Dans un milieu fluide, seules les ondes
longitudinales peuvent se propager. Elles se propagent alors en comprimant et en
détendant des tranches de fluide, de proche en proche. Dans un solide, on peut trou-
ver les deux types d’ondes (longitudinales et transversales). On parle d’ondes de
volume quand des ondes planes se propagent dans un milieu de dimensions latérales
grandes par rapport aux longueurs d’onde du faisceau d’ondes élastiques, et d’ondes
de surface quand les ondes sont guidées à l’interface libre du milieu semi-infini.

Les tremblements de terre se propagent avec des ondes de volume sous la forme
d’ondes longitudinales et d’ondes transversales (plus lentes). Lord Rayleigh a démon-
tré en 1885 qu’ils se propagent aussi en ondes de surface et à une vitesse inférieure
à celle des ondes de volume transversales. D’autres ondes de surface ont par la suite
été identifiées par d’autres géophysiciens telles que les ondes de Love, les ondes de
Lamb ou encore les ondes de Stoneley [Graff 75].

Les ondes de volumes sont souvent classées en deux catégories, les ondes de com-
pression ou ondes P (primaire), et les ondes de cisaillement, ou ondes S (secondaire).
Pour les ondes de surface, on retrouve les ondes de Love, résultant d’interférences
entre les ondes S (équivalent d’une onde S dans le plan) et les ondes de Rayleigh,
résultant d’une interférence entre les ondes S et P (figure 1.6).

La vitesse de phase Cφ d’une onde monochromatique, possédant une seule fré-
quence dans son spectre, est liée à sa longueur d’onde λ` et à sa fréquence f , elle est
définie par la relation suivante :

Cφ = λ` × f. (1.1)

Dans un matériau homogène isotrope, dont les caractéristiques élastodynamiques
sont la masse volumique ρc et les coefficients de Lamé λ et µ, les ondes longitudinales
se déplacent à la vitesse
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Figure 1.6 – Types d’ondes. Ondes de volume : onde de compression (onde P), onde de
cisaillement (onde S). Ondes de surface : onde de Love (onde L) et onde de Rayleigh (onde
R) [Bolt 76].

Cφ` =

√
λ+ 2µ

ρc
, (1.2)

et les ondes transversales à une vitesse plus faible

Cφt =

√
µ

ρc
< Cφ`. (1.3)

La dispersion est le phénomène affectant une onde se propageant dans un milieu
dit "dispersif". Lorsque la vitesse de propagation des ondes est indépendante de la
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fréquence, le milieu est dit "non dispersif". Dans un milieu dispersif, la vitesse de
propagation des ondes dépend de la fréquence. On rencontre ce phénomène pour tous
types d’ondes, comme les ondes électromagnétiques, la lumière par exemple (figure
1.7), les ondes acoustiques et les ondes mécaniques. On peut également définir la
relation de dispersion qui est une relation entre la pulsation ω et le nombre d’onde
k, le tracé de cette relation est appelé diagramme de dispersion.

Figure 1.7 – Dispersion de la lumière par un prisme. Pink Floyd - Dark side of the moon
1973.

Nous pouvons associer à une onde qui se propage, deux vitesses d’onde : la vitesse
de phase et la vitesse de groupe. La vitesse de phase Cφ est le rapport de la fréquence
par le nombre d’onde (k = 2π

λ`
) d’une onde monochromatique (une seule fréquence),

elle correspond à la vitesse de déplacement des fronts d’ondes ayant la même phase :

Cφ =
ω

k
. (1.4)

Pour une propagation d’onde non monochromatique, une représentation de l’onde
en paquets d’ondes est plus appropriée et on définit alors la vitesse de groupe. Elle
correspond à la vitesse de déplacement de l’enveloppe de l’onde ou de l’énergie :

Cg =
∂ω

∂k
. (1.5)

Ces deux vitesses sont égales dans le cas d’un milieu non dispersif, toutes les
ondes du paquet d’ondes se propageant à la même vitesse. C’est le cas pour les ondes
acoustiques dans l’air et les ondes de traction/compression. Ce n’est pas le cas pour
les ondes de flexion, elles sont dispersives, les deux vitesses ne sont plus égales. Ces
notions de vitesses sont définies en l’absence d’amortissement et nous y reviendrons,
dans le chapitre 3, au cas dissipatif.
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1.2.2 Spécificités des structures périodiques

Les structures périodiques possèdent des propriétés spécifiques en termes de pro-
pagation d’ondes. À titre d’exemple, Newton a étudié la propagation du son dans l’air
[Brillouin 53], il a conclu que le son se propage dans l’air comme une onde élastique
dans un réseau périodique de masses-ressorts.

Une structure est définie par sa géométrie dans l’espace physique de coordonnées
x = [x1, x2, x3] et de la matriceR = [r1, r2, r3] contenant les vecteurs du réseau rj, j =
1, ..., 3 (figure 1.8a). À cet espace physique est associé un espace réciproque (figure
1.8b) avec la matrice G =

[
G1 = 2π

r1
,G2 = 2π

r2
,G3 = 2π

r3

]
contenant les vecteurs de

base gk, tel que

rj.gk = 2πδjk, (1.6)

où δjk est le symbole de Kronecker. C’est l’espace des nombres d’ondes.

x2 

x1 

x3 

r1

r2

r3

(a)

k2 

k1 

k3 

k 

ϕ

θ

2π/r1

2π/r2

2π/r3

(b)

Figure 1.8 – a) Réseau physique. b) Réseau réciproque correspondant.

Le nombre d’onde est une fonction périodique de la fréquence, on peut choisir
un intervalle contenant une seule période. Cette zone est appelée première zone de
Brillouin (figure 1.9). La seconde zone correspond aux deux demi-périodes de part
et d’autre de la première zone de Brillouin, et est construite de la même façon pour
les zones d’ordre supérieur. Ces zones sont des régions du réseau réciproque. Si la
cellule possède des symétries, la première zone de Brillouin peut se réduire à ce que
l’on appelle la zone de Brillouin irréductible.

Il peut exister des bandes interdites et la prédiction de ces bandes interdites
constitue souvent un objectif de conception. On peut faire cette analyse en se re-
streignant à la première zone de Brillouin. La représentation de la dispersion unique-
ment sur le contour de la première zone de Brillouin est suffisante pour l’observation
des bandes interdites pour des systèmes réguliers [Joannopoulos 11]. Il convient de
noter que cette convention est largement utilisée dans la littérature, mais aucune
preuve formelle de sa validité n’est donnée, et donc les résultats obtenus doivent être
examinés attentivement [Craster 12].
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Figure 1.9 – Zones de Brillouin monodirectionnelles [Brillouin 53].

1.3 Méthodes d’analyse de la propagation d’ondes dans
les structures périodiques

Il existe un certain nombre de méthodes d’analyse de la propagation d’ondes dans
les structures périodiques. Elles sont toutes basées sur le théorème de Floquet-Bloch.
Les formulations de [Floquet 83] et [Bloch 29] permettent de respectivement traiter
les systèmes unidirectionnel (1D) et bidimentionnel (2D) gouvernés par des équations
différentielles à coefficients périodiques.

1.3.1 Théorème de Floquet-Bloch

La méthode de Floquet est une méthodologie pour résoudre les équations de la
forme

dw(x)

dx
= A(x)w(x), ∀x ∈ R3, (1.7)

où w(x) est la fonction inconnue, A(x) est une matrice de fonctions périodiques
continues de période r, c’est à dire A(x + r) = A(x). Le théorème de Floquet
impose que n’importe quelle solution peut s’écrire comme une combinaison linéaire
de fonctions v(x)ekx, où v(x) est périodique de période r et k ∈ C est un scalaire
complexe. En supposant la réponse harmonique, la théorie fournit la manière de
trouver v(x) et k par la résolution d’un problème aux valeurs propres.

Le théorème de Bloch peut être considéré comme la généralisation multidimen-
sionnelle du théorème de Floquet.

1.3.2 Méthodes de résolution

Le théorème ci-dessus peut être utilisé pour déterminer le diagramme de disper-
sion, généralement au travers de la résolution d’un problème aux valeurs propres qui
sera détaillé dans le chapitre 3.

Comme citée précédemment, la relation de dispersion est le lien entre les pul-
sations ω et les nombres d’ondes k. On peut obtenir les pulsations en fonction des
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nombres d’ondes (ω(k)) et réciproquement, les nombres d’ondes en fonction des pul-
sations (k(ω)).

Les méthodes de réceptance comme la méthode directe [Mead 70] et la méthode
des matrices de transfert [Yong 89, Signorelli 88], ont été utilisées pour étudier la
réponse libre et forcée dans les structures périodiques. Ensuite, des méthodes nu-
mériques ont été développées comme la méthode PWE (Plane Wave Expansion), la
méthode FDTD (Finite Difference Time Domain), les méthodes éléments finis : la
méthode SAFE (Semi-Analytical Finite Element) et la méthode WFE (Wave Finite
Element).

La méthode PWE (Plane Wave Expansion) [Danner 02], méthode de décompo-
sition en ondes planes, est une technique permettant de résoudre les équations de
Maxwell en les transformant en un problème aux valeurs propres. Les solutions ob-
tenues par la mise en œuvre de la méthode permettent de calculer les diagrammes
de dispersion d’une structure périodique infinie. Les solutions de la méthode sont
exactes cependant des modes parasites apparaissent si la base d’ondes n’est pas as-
sez riche, la méthode peut rapidement conduire à des temps de calcul élevés. Les
modes évanescents ne peuvent pas être calculés dans cette méthode ω(k).

La méthode EPWE (Extended Plane Waves Expansion) est une extension de la
méthode PWE [Hsue 05, Laude 09]. Elle a été développée pour permettre de calculer
facilement des nombres d’ondes complexes, tant dans les cas à deux dimensions
isotropes que dans les cas 3D anisotropes. C’est une méthode k(ω).

Une alternative de la méthode PWE peut être la méthode FDTD (Finite Dif-
ference Time Domain) [Yee 66] qui est une méthode de calcul par différences finies
dans le domaine temporel permettant de résoudre des équations différentielles dé-
pendantes du temps. Son implémentation est simple, cependant pour garantir la
stabilité, une discrétisation fine est nécessaire ce qui peut demander des ressources
informatiques importantes.

Comme dans la mécanique en général, la méthode des éléments finis a été large-
ment utilisée pour résoudre les problèmes liés à la propagation d’ondes dans struc-
tures périodiques, et qu’elle permet en particulier de traiter des géométries complexes
[Orris 74]. Dans la méthode SAFE (Semi-Analytical Finite Element) et la méthode
WFE (Wave Finite Element), un problème aux valeurs propres est établi en intro-
duisant le champ de déplacement dans les équations de mouvement. Le problème
aux valeurs propres est résolu pour une fréquence donnée et l’on obtient les nombres
d’ondes. Le désavantage de la méthode SAFE est que les éléments finis utilisés ne
sont pas standards [Gavrić 95]. Pour éviter le développement d’éléments finis spéci-
fiques, la méthode WFE (Wave Finite Element) utilise des éléments standards. Mead
[Mead 73, Mead 96] a formulé une méthode basée sur la résolution d’un problème
aux valeurs propres avec la matrice de raideur et de masse du modèle éléments finis
pour trouver les nombres d’ondes des modes propagatifs.
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1.4 Application à l’étude de la propagation des ondes
dans une chaîne diatomique 1D de masses et de res-
sorts

Prenons un exemple simple de propagation d’ondes dans une chaîne diatomique
1D de masses et ressorts (figure 1.10a), toutes les cellules sont identiques, constituées
d’une masse mc et d’une raideur kc.

L’application des méthodes ω(k) et k(ω) conduit au diagramme de dispersion
présenté sur la figure 1.10b : les parties imaginaires des nombres d’ondes sont re-
présentées de −1 à 0 et les parties réelles de 0 à 1, le tracé en bleu correspond au
diagramme de dispersion de la méthode ω(k), le tracé en rouge correspond à celui
de la méthode k(ω). On remarque que la méthode ω(k) ne permet pas d’obtenir
d’informations sur les parties imaginaires des nombres d’ondes. La méthode k(ω)
nous permet d’avoir les deux informations (partie réelle et partie imaginaire). Les
résultats présentés sont obtenus par résolution des équations de mouvement, avec la
méthode de la matrice de transfert pour lier la dynamique à gauche et à droite de
chaque cellule élémentaire.
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kc
mc

kc

(a)

−1 −0.5 0 0.5 1
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ω

 

 

ω(k)

k(ω) η=0%

(b)

Figure 1.10 – a) Chaîne diatomique 1D de masses et de ressorts. Masses et raideurs iden-
tiques. La cellule élémentaire est encadrée en rouge. b) Diagramme de dispersion utilisant
la méthode ω(k) ou k(ω). Les parties imaginaires des nombres d’ondes sont représentées de
−1 à 0 et les parties réelles de 0 à 1.

Considérons maintenant une chaîne 1D de masses et ressorts avec deux masses
différentes (figure 1.11). La figure 1.12a présente le diagramme de dispersion de cette
chaîne infinie : une bande interdite, centrée autour de la pulsation 1, 2 rad/s, est
observable. Les ondes ne peuvent pas se propager dans cette bande, la partie réelle des
nombres d’ondes est nulle ou égale à π/r. On est en présence d’une onde évanescente.
Afin de vérifier l’existence de la bande interdite identifiée sur une structure infinie
dans le cas d’une structure finie, la fonction de réponse en fréquences d’un réseau de
10 cellules en conditions libres et soumis à un effort F longitudinal sur l’extrémité
gauche a été calculée, l’observation s’effectue sur l’extrémité droite, elle est présentée
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en figure 1.12b. Il apparaît effectivement que sur la même bande de fréquences que
celle prédite par le diagramme de dispersion le niveau vibratoire est réduit.

m1

k1
m2

k2
m1

k1

Figure 1.11 – Chaîne diatomique 1D de masses et de ressorts. Masses et raideurs diffé-
rentes.
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Figure 1.12 – a) Diagramme de dispersion d’une chaîne diatomique 1D de masses et de
ressorts sans amortissement. Les parties imaginaires des nombres d’ondes sont représentées
de −1 à 0 et les parties réelles de 0 à 1. b) Fonction de réponse en fréquence d’une chaîne
diatomique 1D de 10 masses et ressorts sans amortissement. Un rectangle gris met en
évidence la bande interdite.

Considérons maintenant la même chaîne 1D de masses et ressorts que le pre-
mier exemple en présence de résonateurs internes (figure 1.13a). Nous retrouvons
sur le diagramme de dispersion (figure 1.13b) la même allure que le diagramme de
dispersion de la figure 1.10b, cependant la présence d’un résonateur interne a pour
conséquence de séparer une branche en deux et d’ouvrir une bande interdite, appelée
bande interdite résonante. Cette ouverture est centrée sur la fréquence propre du
résonateur en question.

Les exemples simples sur les chaînes 1D de masses et ressorts permettent de
comprendre les différents mécanismes permettant d’obtenir une bande interdite. Ce-
pendant, on est vite limité par la simplicité de la géométrie et le caractère mono-
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Figure 1.13 – a) Chaîne diatomique 1D de masses et de ressorts. Résonateurs internes. La
cellule élémentaire est encadrée en rouge. b) Diagramme de dispersion utilisant la méthode
ω(k) ou k(ω). Les parties imaginaires des nombres d’ondes sont représentées de −1 à 0 et
les parties réelles de 0 à 1.

directionnel. Dans la partie suivante, on présente une application sur une structure
bidimensionnelle, à géométrie plus complexe.
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1.5 Application à l’étude de la propagation d’ondes
dans un guide d’ondes bidirectionnel infini

1.5.1 Présentation de la structure

La structure considérée est un guide d’ondes bidirectionnel infini (figure 1.14),
tirée de littérature [Wu 09]. Elle est constituée d’une plaque de 1 mm d’épaisseur et
de plots cylindriques, de diamètres 7 mm et de hauteurs 10 mm, le tout en Aluminium
6063-T83 (ν = 0, 33, E = 69 GPa et ρ = 2700 kg/m3). La cellule élémentaire ainsi
que son réseau réciproque associé sont présentés sur la figure 1.15.

 ∞

 ∞

 ∞

 ∞

Figure 1.14 – Guide d’ondes bidirectionnel infini.

Figure 1.15 – Réseau réel et réseau réciproque associé (Zone de Brillouin irréductible en
gris).
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1.5.2 Dispersion

La méthode de Floquet-Bloch est appliquée sur un modèle éléments finis de la
structure pour la détermination du diagramme de dispersion de cette structure pé-
riodique. La loi de comportement du matériau est supposée linéaire, élastique et
isotrope. Les conditions de périodicité sont définies sur les bords du domaine par
uR = e−jkxruL et vR = e−jkyrvL où uR (resp vR.) est le déplacement du bord de
droite et uL (resp. vL) est le déplacement du bord de gauche dans la direction x
(resp. y), kx et ky sont respectivement les nombres d’ondes dans les directions x et
y.

L’équilibre dynamique du système est régi par le problème aux dérivées partielles

ρ(x)ω2u +∇σ = 0, σ = C : ε, (1.8)

où u ∈ R3 est le déplacement, σ est le tenseur des contraintes, C est le tenseur
d’élasticité, ε est le tenseur des déformations, ρ est la masse volumique du matériau
considéré et ω est la pulsation. Une étude paramétrique aux valeurs propres est menée
utilisant le solveur Pardiso [Schenk 04], implementé dans Comsol multiphysics 5.2,
avec deux paramètres à savoir les nombres d’ondes kx ∈ [0 π/r] et ky ∈ [0 π/r].
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Figure 1.16 – Relation de dispersion sur la zone de Brillouin.

On cherche les bandes interdites dans un objectif de conception. Cette analyse
est faite en se restreignant à la première zone de Brillouin. La figure 1.16 présente
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1.5 Application à l’étude de la propagation d’ondes dans un guide
d’ondes bidirectionnel infini

un tracé 3D du diagramme de dispersion, il consiste en une représentation de la
fréquence en fonction des nombres d’ondes dans les deux directions du plan x et y :
ce mode de représentation qui permet de décrire intégralement la dynamique de la
structure dans le domaine fréquentiel choisi, n’est pas standard dans la littérature.
On se limite au contour de la première zone de Brillouin, certains points du contour
(points de hautes symétries) sont définis par des lettres. Pour notre géométrie, il
s’agit de Γ, X et M , Γ est le point au centre la zone de Brillouin, X est le centre
d’une face et M est le coin d’une face. Ce chemin est utilisé pour la représentation
2D. Ce tracé appelé, comme décrit auparavant, diagramme de dispersion est plus
commun (figure 1.17). Ce diagramme de bandes montre seulement une partie du
système, au lieu de résoudre le problème aux valeurs propres dans la zone grisée
(Zone de Brillouin irréductible) (figure 1.15), il faut le résoudre en suivant le chemin
Γ−X −M et en traçant l’évolution des fréquences propres on obtient seulement les
informations sur le contour de la zone de Brillouin. Et pour des systèmes réguliers,
dans l’objectif de trouver les bandes interdites, il est suffisant de ne regarder que les
contours de la zone de Brillouin [Joannopoulos 11]. Nous ne caractérisons pas tout
le comportement dynamique de la structure mais seulement le comportement dans
des directions particulières de propagation (0◦, 45◦ et de 0◦ à 45◦ pour un kx fixé à
π/r1).

La structure possède des bandes interdites directionnelles et une bande interdite
omnidirectionnelle entre 114 et 143 kHz indépendante de la direction de propagation
de l’onde (figure 1.17).
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Figure 1.17 – Courbe de dispersion sur le contour de la zone de Brillouin. Bandes interdites
complètes et partielles en vert et bleu respectivement.

1.6 Conclusions

Ce chapitre a permis de positionner le contexte de la thèse et d’introduire les
principales notions et éléments bibliographiques concernant les métamatériaux, les
cristaux phononiques, les matériaux auxétiques et les matériaux hiérarchiques. La
propagation des ondes dans les milieux élastiques est traitée avec les spécificités liées
aux structures périodiques. Des bandes interdites peuvent être trouvées en traçant les
diagrammes de dispersion. Ce phénomène peut se produire de deux manières diffé-
rentes : l’interférence de Bragg lorsque la longueur d’onde de l’onde incidente coïncide
avec la longueur caractéristique du réseau périodique, ou la résonance locale lorsque
la fréquence de l’onde correspond à la fréquence de résonance du résonateur. Les
résonateurs locaux permettent d’avoir des bandes interdites plus basses fréquences
que les bandes interdites de Bragg, résultant de l’interférence d’ondes. Les méthodes
d’analyse de la propagation d’ondes dans ces milieux ont été présentées : leur appli-
cation en guise d’illustration à deux structures consistant en une chaîne diatomique
1D de masses et de ressorts, et un guide d’onde bidirectionnel a permis d’analyser les
potentialités de ces approches et de mettre en évidence les principaux phénomènes
en jeu.

Après ces applications sur ces structures issues de la littérature, le chapitre 2
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1.6 Conclusions

présente une étude originale sur un métamatériau hiérarchique périodique, et une
attention particulière est portée au lien entre hiérarchie et propriétés dynamiques de
la structure.
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Préambule

Dans ce chapitre, un métamatériau auxétique obtenu par perforations hiérar-
chiques est étudié. La cellule unitaire de référence de ce chapitre est tirée de l’article
[Slann 15], dans lequel elle est caractérisée en statique. On cherche à déterminer
s’il y a un intérêt à utiliser ce type de métamatériau auxétique pour des applica-
tions vibratoires et à déterminer s’il y a un lien entre les propriétés dynamiques
(notamment les bandes interdites) et le niveau de hiérarchie. La structure présente
un effet auxétique dans le plan et toute l’étude va être réalisée dans le plan. Une
étude paramétrique sur la géométrie de ces perforations rectangulaires est effectuée
en utilisant une technique numérique d’homogénéisation par éléments finis afin de

Thèse de Doctorat - K. Billon 33



Métamatériau auxétique obtenu par perforations hiérarchiques

comprendre le comportement macroscopique du milieu structuré. Cette approche est
valable pour des réponses statiques et basses fréquences sur la structure d’intérêt. En-
suite, pour une plage de fréquences plus élevée, une analyse de dispersion du système
est proposée, permettant de décrire les caractéristiques de propagation d’ondes dans
la structure hiérarchique. Enfin, une confrontation avec les résultats expérimentaux
est menée.

2.1 Géométrie du réseau perforé, auxétique et hié-
rarchique

La cellule unitaire du réseau perforé est représentée sur la figure 2.1, il s’agit
du niveau de référence, le niveau 1 [Slann 15]. L’ensemble de la géométrie de la
cellule unitaire est défini en utilisant seulement deux paramètres : le rapport AR =
a/b (dimension de la perforation centrale) et l’espacement entre deux perforations
successives S. La cellule unitaire est carrée de dimension r = a+ b+ 2S dépendante
des paramètres précédents. La cellule unitaire possède une double symétrie dans le
plan xy, l’une par rapport à l’axe horizontal et l’autre par rapport à l’axe vertical.
Les différents niveaux hiérarchiques de la structure perforée (niveaux 2 et 3) sont
réalisés en répétant la cellule unitaire de référence à une échelle inférieure, dans les
quatre larges carrés comme le montre la figure 2.2.

a S

b

r

Figure 2.1 – Paramètres géométriques de la cellule élémentaire (niveau 1).

Le rapport AR = 4 est choisi arbitrairement dans un premier temps, tout le travail
porte sur cette configuration. La variation de ce paramètre sera néanmoins discutée
dans un second temps. Pour un rapport AR donné, égal à 4, la fraction volumique
(φ) de la structure cellulaire (définie comme étant le rapport entre le volume des
zones de vide et le volume total de la cellule unitaire) varie de façon significative
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2.1 Géométrie du réseau perforé, auxétique et hiérarchique

COMSOL 4.4.0.150

Figure 2.2 – Perforations rectangulaires, hiérarchiques, auxétiques aux niveaux 1, 2 et 3
avec AR = 4 variant de S = 0, 2 à S = 0, 8.

quand l’espacement entre deux perforations successives S évolue (figure 2.3). Pour
un paramètre S faible, la fraction volumique tend à augmenter avec le passage d’un
niveau hiérarchique supérieur à l’autre, l’augmentation de 1, 48 entre les niveaux 1
et 2 est plus significative que pour le passage du niveau 2 au niveau 3. Pour le niveau
1, par exemple, une diminution de 66,5 % de la fraction de volume entre S = 0, 2
et S = 0, 8 est observée. Il faut noter que dans ce travail, la fraction volumique est
directement proportionnelle à la densité relative ρ/ρc, où ρ et ρc sont respectivement
la densité de la structure cellulaire et la densité du matériau constituant la structure
elle-même.

Dans la suite, on va montrer que les niveaux hiérarchiques supérieurs à 1 pos-
sèdent des propriétés mécaniques dans le plan différentes par rapport à la cellule
unitaire de référence.
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Figure 2.3 – Fraction volumique équivalente pour différentes valeurs de S aux niveaux 1,
2 et 3 avec un rapport AR donné de 4.

2.2 Propriétés mécaniques statiques dans le plan - Ho-
mogénéisation

Les propriétés mécaniques statiques dans le plan ont été déterminées en utilisant
une approche par éléments finis appliquée à un quart de cellule unitaire. La procédure
permettant l’estimation des modules d’Young dans le plan E1 (figure 2.4a) et E2

consiste à imposer des conditions d’appui sur les côtés internes du quart de cellule,
un déplacement uniforme dans la direction du chargement (∆1 et ∆2 respectivement
dans la direction 1 pour E1 et 2 pour E2) et les nœuds appartenant aux éléments du
coté non contraints sont couplés dans la direction transverse (déplacements de ces
nœuds identiques dans la direction transverse) [Bezazi 05]. Les modules d’Young (E1

et E2) ont été calculés en moyennant les forces de réaction le long de la ligne soumise
à la distribution uniforme, en calculant la contrainte résultante et en divisant par la
déformation imposée correspondante. L’estimation des coefficients de Poisson dans
le plan (ν12 et ν21) a été réalisée en utilisant la déformation transversale issue du
chargement uniaxial, puis par application de la définition classique du coefficient de
Poisson à savoir νij = −εj/εi, avec εi la déformation uniaxiale imposée le long de
la direction i et εj la déformation résultante homogénéisée dans la direction j. Le
module de cisaillement dans le plan (G12) est quant à lui déterminé à partir d’un
essai virtuel de cisaillement. Des conditions d’appui sont appliquées sur les côtés
internes du quart de cellule et les côtés extérieurs sont soumis à une traction et une
compression combinées [Salit 09] (figure 2.4b).

Des éléments finis quadratiques de type Serendip sont utilisés dans cette étude,
ils possèdent deux degrés de liberté de translation et un modèle élastique linéaire de
contraintes planes est utilisé. Pour les structures hiérarchiques, il faut utiliser une
distribution de maillage régulière, elle permet d’avoir une convergence uniforme des
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2.2 Propriétés mécaniques statiques dans le plan - Homogénéisation
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1
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(b)

Figure 2.4 – a) Conditions aux limites pour l’essai virtuel de traction dans la direction 1,
b) conditions aux limites pour l’essai virtuel de cisaillement biaxial appliqué à un quart de
cellule au niveau 2.

forces et des déplacements à tous les niveaux. Pour cela, une étude préliminaire a été
menée et des éléments de taille moyenne S/4 sont utilisés. Les résultats ont été initia-
lement comparés avec des données expérimentales sur les perforations rectangulaires
[Slann 15] où des différences de 1% et 2% sont observées sur le module d’Young et
le coefficient de Poisson dans le plan. Tous les résultats ont été adimensionnés par le
module d’Young Ec du matériau et par la densité relative ρ/ρc.

Les figures 2.5a, 2.5b, 2.5c et 2.5d présentent l’évolution des paramètres méca-
niques normalisés en fonction de l’espacement entre 2 cellules S pour un rapport
AR constant égal à 4. La structure perforée de niveau 1 est isotrope, l’introduction
des niveaux hiérarchiques 2 et 3 rend la structure orthotrope (E1ν21 = E2ν12). Le
coefficient de Poisson du niveau 1 n’est pas toujours nul, pour des grandes valeurs de
S, il tend à être nul voire légèrement positif (figure2.5d). Aux niveaux hiérarchiques
suivants (niveaux 2 et 3), la structure est auxétique pour toutes les combinaisons de
paramètres envisagées. La hiérarchie augmente de manière significative le couplage
entre les mouvements uniaxiaux et les rotations dans le plan et crée un coefficient de
Poisson négatif dans le plan typique des structures chirales [Prall 97, Bacigalupo 14].
La raideur adimensionnée (E1/Ec)/(ρ/ρc) diminue de 99,2% pour S = 0, 2 entre les
niveaux 1 et 3, cette diminution est plus faible quand S tend vers 0, 8 (figure 2.5a).
Une tendance similaire peut également être observée dans le cas de la raideur adi-
mensionnée (E2/Ec)/(ρ/ρc), bien qu’elle ne possède pas la même sensibilité à l’es-
pacement entre 2 cellules S : pour des valeurs plus élevées de S, la rigidité entre les
différents niveaux montre des différences, elle diminue dans tous les cas quand on
augmente la hiérarchie (figure 2.5b).

Aux niveaux 2 et 3, des sauts dans les propriétés mécaniques sont observés en
raison de la transition, la géométrie peut présenter des discontinuités de connectivités
entre les parties des sous-unités de la cellule en raison de la stratégie particulière de

Thèse de Doctorat - K. Billon 37



Métamatériau auxétique obtenu par perforations hiérarchiques

construction de la hiérarchie (figures 2.5).
Les figures 2.6a, 2.6b, 2.6c et 2.6d présentent l’évolution des paramètres méca-

niques normalisés en fonction du ratio AR pour un espacement entre 2 cellules S
constant égal à 0, 2. Au niveau 1 et aux niveaux hiérarchiques suivants (niveaux 2 et
3), la structure est auxétique pour toutes les combinaisons de paramètres envisagées
(figure 2.6d). La raideur adimensionnée (E1/Ec)/(ρ/ρc) diminue de 99, 2% pour AR
variant de 3 à 5, 5 entre les niveaux 1 et 3, cette diminution est plus élevée quand
AR tend vers 6 (figure 2.6a). Une tendance similaire peut également être observée
dans le cas de la raideur adimensionnée (E2/Ec)/(ρ/ρc), bien qu’elle ne possède pas
la même sensibilité à l’espacement entre 2 cellules S : pour des valeurs plus élevées
de AR, le rapport de rigidité entre les niveaux 1 et 3 reste constant (figure 2.6b).
La hiérarchie proposée permet de contrôler le coefficient de Poisson et l’orthotro-
pie de la structure. Un haut niveau d’auxéticité peut être obtenu lorsque le niveau
hiérarchique augmente.
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2.2 Propriétés mécaniques statiques dans le plan - Homogénéisation
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Figure 2.5 – a) Variation du module d’Young E1 adimensionné, b) variation du module
d’Young E2 adimensionné, c) variation du module de cisaillement G12 adimensionné, d)
variation des coefficients de Poisson ν12 et ν21 par rapport à l’espacement entre 2 cellules
S aux niveaux 1, 2 et 3 avec le paramètre AR égal à 4.
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Figure 2.6 – a) Variation du module d’Young E1 adimensionné, b) variation du module
d’Young E2 adimensionné, c) variation du module de cisaillement G12 adimensionné, d)
variation des coefficients de Poisson ν12 et ν21 par rapport au ratio AR aux niveaux 1,
2 et 3 avec le paramètre S égal à 0, 2. Géométries de "transition" au niveau des sauts
dans les propriétés mécaniques en gris, gradient de déplacement illustrant l’effet auxétique
(déplacement nul en bleu, maximale en rouge).
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2.3 Propriétés dynamiques

2.3 Propriétés dynamiques

2.3.1 Analyse de dispersion

Dans un premier temps, on se propose d’utiliser les propriétés mécaniques homo-
généisées déterminées précédemment pour déterminer les courbes de lenteur (inverse
de la vitesse de groupe) à partir des équations de Christoffel dans des conditions de
contraintes planes [Wolfe 05], qui dérivent de la solution des équations aux dérivées
partielles du principe fondamental de la dynamique dans le cas d’un matériau or-
thotrope 2D [Nayfeh 95]. Le tenseur de rigidité homogénéisé C de la structure est
donné par :

C = S−1 =

 1/E1 −ν21/E2 0
−ν12/E1 1/E2 0

0 0 1/G12

−1

=

 C11 C12 0
C12 C22 0
0 0 C66

 . (2.1)

En appliquant les équations de Christoffel, on obtient l’expression du tenseur
d’ordre deux Λ [Nayfeh 95] :

Λ =

[
Λ11 Λ12

Λ12 Λ22

]
, (2.2)

où

Λ11 = C11 cos2 θ+C66 sin2 θ
ρ

,

Λ12 = (C12+C66) cos θ sin θ
ρ

,

Λ22 = C66 cos2 θ+C22 sin2 θ
ρ

.

(2.3)

En annulant le déterminant de l’équation (2.2) on arrive à l’équation quadratique
suivante :

λ1,2 =
1

2

(
Λ11 + Λ22 ±

√
(Λ11 − Λ22)2 + 4Λ2

12

)
. (2.4)

La lenteur est ensuite calculée et normalisée :

s1,2 =
1√

λ1,2

√
ρ/C11

. (2.5)

Les valeurs des lenteurs de groupe normalisées du premier mode sont représen-
tées sur les figures 2.7 et 2.8. Un faible espacement entre 2 cellules S a tendance à
fournir une lenteur normalisée quasi circulaire au niveau 1, et des courbes à pentes
quasi nulles pour les deux niveaux hiérarchiques suivants (niveaux 2 et 3) (figures
2.7a, 2.8a et 2.8b). Pour un grand espacement entre 2 cellules S (figure 2.7b), on
observe des courbes à pentes quasi nulles pour les deux niveaux hiérarchiques mais
également pour le niveau de référence (niveau 1), indépendant du ratio AR. Les

Thèse de Doctorat - K. Billon 41



Métamatériau auxétique obtenu par perforations hiérarchiques

courbes à pentes quasi nulles ont tendance à appartenir à l’intervalle lπ/3 + mπ
(l = 1, 2; m = 0, 1, . . . n), et sont liées au comportement orthotrope auxétique de
la structure (figures 2.5a-2.6d). La lenteur normalisée quasi circulaire au niveau 1
observée sur les figure 2.7a, 2.8a et 2.8b appartient à des configurations de structures
complètement auxétiques, tandis que, la lenteur normalisée au niveau 1 de la figure
2.7b appartient à une configuration où le coefficient de Poisson tend à être nul (figure
2.5d). La présence de courbes à pentes nulles, dans un intervalle de cosinus direc-
teur de nombre d’onde, est considérée comme un indicateur d’une structure sujette
à générer des solitons dans cette région. De plus, un comportement similaire a été
observé dans des réseaux pyramidaux avec des pliages "Kirigami" [Scarpa 13b].
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Figure 2.7 – Courbes de lenteur du premier mode normalisées pour les trois niveaux
hiérarchiques avec le paramètre AR égal à 4 et a) S = 0, 2, b) S = 0, 7.

Les résultats, présentés jusqu’à présent, décrivent un milieu avec des proprié-
tés mécaniques homogénéisées. Pour comprendre le comportement du métamatériau
perforé sur une plage de fréquence étendue, il est nécessaire de s’affranchir de l’ho-
mogénéisation statique afin de prendre en compte la complexité de la propagation
d’ondes dans cette géométrie particulière. L’analyse de la propagation d’ondes est
donc effectuée en appliquant la méthode de Floquet-Bloch décrite dans le chapitre 1.
Jusqu’à la fin du chapitre, un maillage éléments finis en contraintes planes est utilisé.
Les modèles, pour les trois niveaux hiérarchiques, sont constitués d’éléments trian-
gulaires (interpolation quadratique), avec un maillage variant en fonction du niveau
hiérarchique. À titre d’exemple, pour une configuration avec AR = 4 et S = 0, 2,
le modèle du niveau 1 possède 506 éléments qui augmente à 1770 et 7944 lors du
passage aux niveaux 2 et 3 respectivement. Les conditions de périodicité sont définies
sur les bords du domaine par uR = e−jkxruL et vR = e−jkyrvL où uR (resp vR) est le
déplacement du bord de droite et uL (resp. vL) est le déplacement du bord de gauche
dans la direction x (resp. y), kx et ky sont respectivement les nombres d’ondes dans
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Figure 2.8 – Courbes de lenteur du premier mode normalisées pour les trois niveaux
hiérarchiques avec le paramètre S égal à 0, 2 et a) AR = 3, b) AR = 6.

les directions x et y. L’équilibre dynamique du système est régi par le problème aux
dérivées partielles

ρω2u +∇σ = 0, (2.6)

σ = C : ε, (2.7)

uR = e−jkxruL, (2.8)

vR = e−jk2rvL, (2.9)

où u ∈ R2 est le déplacement, σ est le tenseur des contraintes, C est le tenseur
d’élasticité, ε est le tenseur des déformations, ρ est la masse volumique du matériau
considéré et ω est la pulsation. Une étude paramétrique aux valeurs propres est menée
en utilisant le solveur Pardiso [Schenk 04], implémenté dans Comsol multiphysics 5.2,
avec deux paramètres à savoir les nombres d’ondes kx ∈ [0 π/r] et ky ∈ [0 π/r]. Le
diagramme de dispersion est tracé sur le contour de la zone de Brillouin Γ − X −
M − Y −Γ. Pour comparer les résultats de l’analyse aux valeurs propres à différents
niveaux, la fraction volumique équivalente (φ) est calculée pour chaque couple de
paramètres S et AR à chaque niveau. Ensuite, la première fréquence propre d’une
plaque libre, dans les mêmes conditions (contraintes planes), de mêmes dimensions,
possédant un coefficient de Poisson du matériau (νc), une masse volumique ρ = φρc
et un module d’Young équivalent E = Ecφ

2 [Gibson 99] est estimé. La fréquence
utilisée pour la normalisation des résultats est appelée ωp.
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Figure 2.9 – Diagrammes de dispersion dans l’espace des nombres d’ondes du réseau avec
AR = 4, S = 0, 3 pour a) le niveau 1, b) le niveau 2, c) le niveau 3. Les rectangles grisés
représentent les bandes interdites omnidirectionnelles.

Le diagramme de dispersion dans l’espace des nombres d’ondes du niveau 1 avec
AR = 4 et S = 0, 3 est présenté sur la figure 2.9a. On peut remarquer la présence
d’un certain nombre de bandes interdites partielles, sur le contour de la zone de
Brillouin dans la bande de fréquence normalisée. De plus, une bande interdite omni-
directionnelle importante existe autour de ω/ωp = 3. Au niveau suivant, le nombre
de bandes interdites omnidirectionnelles augmente, la bande interdite qui existait au
niveau 1 semble, désormais, être centrée, aux alentours de ω/ωp ≈ 2, 2, et une bande
interdite plus basse fréquence est apparue (figure 2.9b). Au niveau 3, l’augmentation
est significative, il y a une bande interdite à une fréquence nomalisée inférieure à
ω/ωp ≈ 0, 3, et la présence d’une large bande interdite autour de ω/ωp = 3, 8 (figure
2.9c).

Il est intéressant d’observer la largeur totale de bandes interdites cumulées aux
différents niveaux en tant que pourcentage de la bande de fréquence adimensionnée
jusqu’à ω/ωp = 5 pour le paramètre AR = 4 (figure 2.10). La largeur de bandes
interdites cumulées diminue quand l’espacement entre 2 cellules S augmente, cette
diminution est valable quel que soit le niveau hiérarchique considéré. Pour S = 0, 2, le
pourcentage passe de 14% à 16% au passage du niveau 1 au niveau 2, celui-ci passe à
42% pour le niveau 3. Pour le niveau 1, la largeur totale de bandes interdites cumulées
diminue de manière significative quand S augmente et à compter de S = 0, 4 aucune
bande interdite n’est alors présente. Cette diminution est également présente pour
les niveaux 2 et 3, bien qu’au niveau 3 pour S = 0, 8, le pourcentage est quasiment
du même ordre de grandeur qu’au niveau 1 pour S = 0, 4.

Pour le paramètre AR = 4, la distribution des bandes interdites, quand le para-
mètre S évolue, varie de façon significative. Une seule bande interdite est présente
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Figure 2.10 – Largeur totale de bandes interdites cumulées aux différents niveaux en
tant que pourcentage de la bande de fréquence adimensionnée jusqu’à ω/ωp = 5 pour le
paramètre AR = 4.

pour S = 0, 2, S = 0, 3 et S = 0, 4, au niveau 1. Dans le dernier cas, la bande inter-
dite est très étroite et centrée sur une valeur de ω/ωp plus élevée (figure 2.11a). Au
niveau 2, entre S = 0, 2, S = 0, 5, il y a un changement dans les fréquences centrales
normalisées des bandes interdites, et le nombre de bandes interdites diminue quand S
augmente (figure 2.11b). La chute brutale du nombre de bandes interdites s’explique
par le fait qu’il y a un changement de la morphologie et de la connectivité entre
les sous-unités (figure 2.5a). Une tendance similaire peut être observée au niveau 3
cependant la densité de bandes interdites augmente considérablement (figure 2.11c).
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Figure 2.11 – Distribution des bandes interdites par rapport au paramètre S pour a) le
niveau 1, b) le niveau 2, c) le niveau 3 avec le paramètre AR = 4.
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L’étude de la propagation d’ondes peut être étendue pour toutes les combinaisons
d’espacement entre deux perforations successives S et de rapport AR. Dans l’analyse
menée, S varie de 0, 2 à 0, 8 et AR de 3 à 6. Il est intéressant d’observer le même
indicateur que précédemment, la largeur totale de bandes interdites cumulées aux
différents niveaux en tant que pourcentage de la bande de fréquence adimensionnée
jusqu’à ω/ωp = 5 (figure 2.12). Globalement quel que soit le rapport AR, la largeur
de bandes interdites cumulées augmente quand l’espacement entre 2 cellules S dimi-
nue, cette diminution est valable quel que soit le niveau hiérarchique considéré. La
variation du paramètre S est plus influente que le paramètre AR pour les intervalles
choisis. Pour le niveau 1 (figure 2.12a), la configuration optimale, qui fournit la plus
grande largeur totale de bandes interdites cumulées, est pour l’espacement entre deux
perforations successives le plus petit S = 0, 2 et le rapport AR le plus grand : 6. Pour
S fixé à 0, 2, on passe de 9% pour AR = 3 à 20% pour AR = 6. Pour le niveau 2
(figure 2.12b), pour S fixé à 0, 2 le niveau varie faiblement entre 13% et 18%. Une
chute est observée pour S = 0, 3 et AR grand car la taille des connections entre les
sous-unités entre S = 0, 2 et S = 0, 3 varie (figure 2.13). Pour le niveau 3 (figure
2.12c), pour S fixé à 0, 2 le niveau varie de 10%, pour un maximum à AR = 5, 5 de
51%.

Les résultats de l’homogénéisation statique peuvent être utilisés pour avoir une
première estimation du comportement dynamique de la structure, avec une limite
en fréquence [Gonella 08]. L’analyse de la propagation d’ondes, sur le modèle géo-
métrique réel, permet de décrire finement la géométrie et les phénomènes mis en
jeu. Une plaque avec les mêmes dimensions est modélisée avec les propriétés mé-
caniques homogénéisées de la section 2.2. Les résultats de ces simulations, pour les
paramètres AR = 4 et S = 0, 2 sont visibles sur les figures 2.14 et sont normalisés
avec la fréquence propre ωp. Au niveau 1 (figure 2.14a), on observe la confrontation
entre les résultats avec l’approche homogénéisation et ceux obtenus par la méthode de
Floquet-Bloch. La première courbe du diagramme de dispersion, utilisant l’approche
homogénéisation, est en très bon accord avec le modèle réel. La seconde courbe du
diagramme de dispersion, utilisant l’approche homogénéisation, est surestimée sur
les chemins Γ − X, X −M et M − Γ. Au centre, suivant le chemin X −M , elle
a tendance à se rapprocher de la troisième branche de la dispersion sur le modèle
réel. Une tendance similaire est observable au niveau 2 (figure 2.14b). Dans ce cas,
les deux courbes du diagramme de dispersion, utilisant l’approche homogénéisation,
sont surestimées. On remarque que la tendance pour les courbes du niveau 3 (figure
2.14c), utilisant l’approche homogénéisation, est assez bonne et les courbes ne sur-
estiment pas tant que ça, les courbes avec la géométrie réelle suivant les chemins
Γ − X et M − Γ. Le comportement dynamique du métamatériau perforé ne per-
met pas d’être entièrement capturé par les relations de dispersion calculées à partir
des équations de Christoffel avec des propriétés mécaniques homogénéisées. Même à
basses fréquences, pour le niveau 1 (le plus simple dans sa géométrie), on observe
des branches dispersives et des bandes interdites locales crées par la topologie que la
méthode d’homogénéisation n’est pas capable de reproduire.

La topologie perforée hiérarchique créée un très grand nombre de bandes inter-
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dites omnidirectionnelles, les fréquences centrées sont pilotées par le niveau hiérar-
chique et par les paramètres géométriques de la cellule. La largeur totale de bandes
interdites cumulées en tant que pourcentage de la bande de fréquence adimensionnée
est un critère de dimensionnement pour choisir les valeurs de nos paramètres géo-
métriques S et AR pour obtenir la meilleure configuration avec le plus de bandes
interdites. On va s’attacher dans la suite à déterminer si ces propriétés restent va-
lables lors de l’utilisation de ce type de géométrie dans une structure finie.
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Figure 2.12 – Largeur totale de bandes interdites cumulées en tant que pourcentage de
la bande de fréquence adimensionnée jusqu’à ω/ωp = 5 pour le paramètre AR ∈ [3, 6] et
S ∈ [0, 2 , 0, 8] aux a) niveau 1, b) niveau 2 et c) niveau 3.

Thèse de Doctorat - K. Billon 49



Métamatériau auxétique obtenu par perforations hiérarchiques

Figure 2.13 – Perforations rectangulaires, hiérarchiques, auxétiques au niveau 2 avec AR =
6 pour S = 0, 2 et S = 0, 3 respectivement à gauche et à droite.
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Figure 2.14 – Comparaison entre la dispersion d’une structure possèdant des paramètres
mécaniques homogénéisés et la dispersion de la cellule réelle pour a) le niveau 1, b) le niveau
2, c) le niveau 3 avec les paramètres AR = 4 et S = 0, 2.
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2.3.2 Structure finie

Le but de cette partie est de valider sur une structure finie les phénomènes ob-
servés avec les méthodes d’analyse en structure infinie. Un modèle éléments finis
de la structure finie est présenté, suivi d’essais expérimentaux. Par conséquent, les
dimensions de la structure sont donc en grande partie guidées par les contraintes
d’élaboration et de caractérisation. La structure finie, de 68 cm par 28 cm pour
une épaisseur de 4 mm, intègre une interface composée d’un ensemble distribué de
4 × 4 = 16 cellules unitaires de 7 cm par 7 cm pour chaque niveau hiérarchique. Il
n’y a qu’une seule plaque, mais par commodité, on va désigner par "plaque d’entrée"
(in) la partie de la plaque nue sur laquelle la sollicitation est exercée, et "plaque de
sortie" (out) la partie de la plaque située de l’autre côté du métamatériau. La plaque
d’entrée et la plaque de sortie font 20 cm par 28 pour une épaisseur de 4 mm (figure
2.15).

Quatre données sont issues de la partie expérimentale et permettent d’avoir un
modèle représentatif de la structure : le matériau (polyméthacrylate de méthyle -
PMMA), les dimensions des cellules et de la structure, le point d’application de
l’effort et l’amortissement du polyméthacrylate de méthyle (PMMA). Des détails sur
ces différents points seront donnés dans la section 2.4.

F

r = 7 cm 20 cm

28 cm

20 cm

IN OUT

(a)

(b) (c)

Figure 2.15 – Structure finie intégrant une interface composée de 16 cellules unitaires
distribuées aux a) niveau 1, b) niveau 2, c) niveau 3. Le point d’excitation est repéré en
rouge il est le même à tous les niveaux.

Le métamatériau est en polyméthacrylate de méthyle (PMMA) (ν = 0, 375, E =
3, 01 GPa et ρ = 1190, 25 kg/m3) avec un facteur de perte (η) égal à 4, 2%.
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Des éléments finis quadratiques de type Serendip sont utilisés dans cette étude,
ils possèdent deux degrés de liberté de translation et un modèle élastique linéaire de
contraintes planes est utilisé. L’excitation se fait via un effort harmonique unitaire à
5, 5 cm du bord inférieur gauche (figure 2.15a).

Les résultats des fonctions de réponse en fréquence de la structure au niveau 1,
obtenus numériquement avec un code de calcul éléments finis, sont présentés sur la
figure 2.16. Les amplitudes des vitesses quadratiques |V x|2 sont moyennées sur la
plaque d’entrée et sur la plaque de sortie. La courbe bleue correspond à la moyenne
des amplitudes des vitesses quadratiques |V x|2 de la plaque d’entrée, la courbe rouge
à la moyenne des amplitudes des vitesses quadratiques |V x|2 sur la plaque de sortie.
La bande interdite, prédite par le diagramme de dispersion, est représentée par le
rectangle grisé. Une atténuation est bien observée dans la bande de fréquence prédite
par le diagramme de dispersion.
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Figure 2.16 – Fonctions de réponse en fréquence numériques de la structure au niveau 1.
Moyenne des amplitudes des vitesses quadratiques |V x|2 de la plaque d’entrée et de sortie,
respectivement en bleu et rouge. La bande interdite, prédite par le diagramme de dispersion
est représentée par le rectangle grisé.

Les premières déformées numériques et une déformée dans la bande interdite sont
observables sur la figure 2.17. L’effet auxétique est clairement observé sur la figure
2.17b, la plaque est en compression et une diminution des dimensions transversales
est visible. Dans la bande interdite (figure 2.17c), les ondes sont bien confinées sur
la plaque d’entrée du réseau.

Les résultats des fonctions de réponse en fréquence de la structure aux niveaux 2 et
3, obtenus numériquement avec un code de calcul éléments finis, sont présentés sur les
figures 2.18 et 2.19. Les amplitudes des vitesses quadratiques |V x|2 sont moyennées

52 Thèse de Doctorat - K. Billon



2.3 Propriétés dynamiques

(a) num - ω/ωp = 0, 045 (b) num - ω/ωp = 0, 075 (c) num - ω/ωp = 3, 188

Figure 2.17 – Déformées numériques. a) Premier mode de flexion dans le plan, b) premier
mode de traction/compression, l’effet auxétique est clairement observé. c) Déformée dans
la bande interdite.
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Figure 2.18 – Fonctions de réponse en fréquence numériques de la structure au niveau
2. Moyenne des amplitudes des vitesses quadratiques |V x|2 de la plaque d’entrée et de
sortie, respectivement en bleu et rouge. Les bandes interdites, prédites par le diagramme
de dispersion sont représentées par le rectangle grisé.

sur la plaque d’entrée et sur la plaque de sortie. La courbe bleue correspond à la
moyenne des amplitudes des vitesses quadratiques |V x|2 de la plaque d’entrée, la
courbe rouge à la moyenne des amplitudes des vitesses quadratiques |V x|2 sur la
plaque de sortie.

Au niveau 2 (figure 2.18), la première bande interdite prédite par le diagramme
de dispersion correspond bien à une bande d’atténuation sur la fonction de réponse
en fréquence de la plaque de sortie. À partir de la deuxième bande de fréquences
interdites, l’atténuation entre l’entrée et la sortie est grande. Il est alors difficile de
corréler zones d’atténuation et bandes interdites.

Au niveau 3 (figure 2.19), la richesse du nombre de bandes interdites saturent les
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résultats, la première bande interdite prédite par le diagramme de dispersion corres-
pond bien à une bande d’atténuation sur la fonction de réponse en fréquence de la
plaque de sortie. Ensuite, chaque décroissance du transfert correspond effectivement
bien à une bande interdite estimée en structure infinie.
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Figure 2.19 – Fonctions de réponse en fréquence numériques de la structure au niveau
3. Moyenne des amplitudes des vitesses quadratiques |V x|2 de la plaque d’entrée et de
sortie, respectivement en bleu et rouge. Les bandes interdites, prédites par le diagramme
de dispersion sont représentées par le rectangle grisé.

Dans la configuration étudiée, l’amortissement structural est relativement impor-
tant, et limite sans doute l’efficacité de la stratégie en structure finie. Une plaque en
aluminium, acier inoxydable ou un autre matériau avec un facteur de perte faible
aurait été un bon candidat. Les résultats numériques sont dimensionnés pour s’ac-
corder avec l’expérimental. Les moyens d’élaboration disponibles ne permettent pas
d’utiliser un matériau métallique. Cependant, une des applications de ce dispositif,
pour les vibrations dans le plan, est l’intégration du metamatériau dans le cœur d’un
sandwich composite, donc plutôt de type polymère avec un amortissement réduit.

2.4 Confrontation expérimentale

2.4.1 Réalisation du métamatériau

Le métamatériau est réalisé par découpe laser dans une plaque de polymétha-
crylate de méthyle (PMMA) de 4 mm. La Trotec Speedy 300 (figure 2.20) est une
machine d’usinage par découpage laser composée, pour cette version, d’un plateau
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de découpe de 726× 432 mm et d’un laser d’une puissance maximale de 120 W . Elle
est capable de découper et de graver différents matériaux.

Figure 2.20 – Machine à découpe laser Trotec Speedy 300

Quelques échantillons ont été réalisés à partir de fichiers dxf, CAO 2D des contours
du motif, d’un quart de cellule du niveau 3. Le niveau 3 a été choisi car c’est le niveau
le plus critique, qui présente les plus petites connexions. On retient deux échantillons
de longueur 2 × 5 cm représentatifs d’une cellule élémentaire de longueur r = 4 cm
et r = 10 cm (figure 2.21). Deux constats s’offrent à nous, il est difficile de faire de
très petites cellules et les côtes des cellules ne sont pas respectées. En effet, la CAO
ne tient pas compte de la demi-épaisseur du laser d’où l’étude de faisabilité qui suit.

Figure 2.21 – Échantillons d’essai (r = 4 cm et r = 10 cm), réalisés avec la machine à
découpe laser, d’un quart de cellule du niveau 3.

2.4.1.1 Faisabilité

Pour quantifier l’erreur entre les côtes de la CAO et les dimensions de la cellule
découpée, une forme très simple est réalisée, un carré dans un carré (figure 2.22).
La machine de métrologie Werth est utilisée, il s’agit d’une machine de mesure sans
contact. Elle permet d’effectuer des mesures de dimensions sur des pièces usinées ou
objets en analysant les écarts de contraste.
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Figure 2.22 – Métrologie sans contact d’une pièce très simple, usinée par découpe laser.

Table 2.1 – Fréquences réduites avec équivalence pour du polyméthacrylate de méthyle
(PMMA), de dimensions r = 7 cm, S = 0, 2 et AR = 4. Les fréquences centrées de la
première bande interdite sont indiquées.

Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3
F. réduite max. ω/ωpmax 5 5 5

F. équivalente max. fPMMAmax 26314 Hz 32075 Hz 34528 Hz
F. centrée réduite bandgap n°1 ω/ωpBG 3,16 1,53 0,31
F. centrée eq. bandgap n°1 fPMMABG 16630 Hz 9815 Hz 2141 Hz

Un écart moyen de 300 µm est observé, cet écart est dû à la dégradation du
polymère à la découpe et à la taille de la demi-épaisseur du spot laser. Une dépouille
de 300 µm est ajoutée sur les différentes CAO. Si l’on souhaite réaliser un réseau de
4× 4 cellules avec un plateau de découpe de 726× 432 mm, la longueur d’une cellule
est donc fixée à r = 7 cm.

Maintenant que nos dimensions sont fixées, on s’intéresse aux fréquences équi-
valentes à partir des fréquences réduites. Les fréquences réduites varient de 0 à 5,
les trois fréquences ωp (une pour chaque niveau), pour une plaque équivalente en
PMMA avec la porosité induite dans ses propriétés mécaniques, permettent de se ra-
mener à la bande de fréquence d’intérêt réelle. Le tableau 2.1 récapitule les fréquences
équivalentes, les fréquences centrées de la première bande interdite sont indiquées.

2.4.1.2 Détermination des propriétés mécaniques du polyméthacry-
late de méthyle (PMMA)

Une série d’essais a été réalisée pour déterminer les propriétés mécaniques du
polyméthacrylate de méthyle (PMMA) utilisé, à savoir le module d’Young apparent,
la masse volumique et l’amortissement.

Pour déterminer le module d’Young apparent à température ambiante, cinq éprou-
vettes normalisées ont été réalisées, suivant la norme de traction [ten 03], pour s’as-
surer de la répétabilité de l’essai. Chaque éprouvette est placée entre deux mors
pneumatiques de la machine, une cellule de force de 5 kN est utilisée et un extenso-
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mètre à contact permet de connaitre la déformation longitudinale (figure 2.23). Une
vitesse de 20 µm/s est utilisée durant les essais. Un module d’Young apparent moyen
de E = 3, 01± 0, 1 GPa est obtenu à température ambiante.

Figure 2.23 – Éprouvette de traction normalisée de polyméthacrylate de méthyle (PMMA)
dans les mors de la machine de traction. L’échantillon est équipé d’un extensomètre à
contact.

L’amortissement est déterminé à partir du premier mode de flexion d’un échan-
tillon de polyméthacrylate de méthyle (PMMA) rectangulaire sur un support d’essai
reproduisant des conditions libres (figure 2.24a). L’excitation se fait via un système
bobine aimant, un bruit blanc est généré. La mesure se fait à l’aide du vibromètre 1D
au point d’excitation. L’aimant a été placé au centre de l’échantillon pour maximiser
les déplacements du ventre du premier mode de flexion. L’analyse de la vitesse au
point excitateur (figure 2.24b) permet de déduire un amortissement réduit ξ de 2, 1%
d’où un facteur de perte η égal à 4, 2%. Ce modèle d’amortissement hystérétique a
été utilisé dans les modèles éléments finis, mais une caractérisation large bande serait
bienvenue pour déterminer la pertinence de ce modèle.

La masse volumique est déterminée par la pesée d’un échantillon de volume connu,
elle est estimée à ρ = 1190, 25 kg/m3.

2.4.1.3 Usinage

La faisabilité nous impose une longueur de cellule de r = 7 cm, ensuite pour
maximiser les bandes interdites il faut que S soit petit, le paramètre AR est moins
déterminant. Par conséquent on choisit S = 0, 2 et AR = 4.

Les trois niveaux hiérarchiques sont découpés au laser à partir de fichiers dxf. Le
temps de d’usinage varie de 8 minutes pour le niveau 1, 15 minutes pour le niveau 2
et 30 minutes pour le niveau 3. Le résultat de la découpe, au niveau 3, est observable
sur la figure 2.25.
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Figure 2.24 – a) Échantillon de polyméthacrylate de méthyle (PMMA) sur son support
d’essai reproduisant des conditions libres. Excitation via un système bobine aimant. Mesure
au point d’excitation via un vibromètre 1D. b) Vitesse au point d’excitation, déformée
équivalente.

Figure 2.25 – Zoom sur le réseau au niveau hiérarchique 3 de la plaque découpée.

2.4.2 Dispositif expérimental

Pour monter aux fréquences désirées (tableau 2.1), une excitation avec des patchs
piézoélectriques est nécessaire. Pour reproduire des conditions de contraintes planes,
il faut que l’excitation se fasse dans le plan et que les mouvements hors plan soit nuls
ou limités. les mesures de vitesse se feront par l’intermédiaire d’un vibromètre 3D à
balayage (figure 2.26).

De marque Polytec, il est composé de 3 sources d’émissions laser, cela permet
de mesurer des vitesses dans les 3 dimensions de l’espace. Le vibromètre mesure le
décalage en fréquence entre le signal source (émis par le vibromètre) et le signal
réfléchi par la surface. Ce décalage est dû au déplacement de la surface. Ce décalage
est mesuré grâce à un interféromètre de Mach-Zehnder.

La réalisation de cette expérimentation est un challenge, elle doit garantir :
– des conditions limites permettant d’être proches des conditions de contraintes

58 Thèse de Doctorat - K. Billon



2.4 Confrontation expérimentale

Figure 2.26 – Vibromètre 3D à balayage

planes,
– une excitation générant uniquement un mouvement dans le plan, et sur la plage

de fréquences d’intérêt,
– une mesure uniquement du déplacement dans le plan.

Toutes les étapes ne sont pas triviales et nécessitent une attention et une rigueur
particulière.

La figure 2.27 permet d’illustrer les éléments composant le premier dispositif
expérimental :

– le métamatériau sur son support,
– un vibromètre 3D à balayage avec son système d’acquisition et d’excitation,
– un amplificateur piézoélectrique.
Le métamatériau est monté sur un support reproduisant des conditions de contraintes

planes. La plaque est en appui sur de la mousse et l’excitation se fait via deux patchs
piézoélectriques reliés en parallèle. Avec un gain variable sur chaque patch, il est
possible d’annuler le déplacement en z et par conséquent d’avoir uniquement des
composantes excitatrices dans le plan. Les patchs peuvent monter aux fréquences
désirées. Tous les critères de réalisation, cités précédemment, semblent réunis. Ce-
pendant, l’amplitude des vitesses, résultant de l’excitation piézoélectrique, n’est pas
suffisante. De plus, le coefficient de frottement entre la mousse et le polyméthacry-
late de méthyle (PMMA) est trop important, la plaque n’est pas libre de bouger
convenablement dans le plan. Une solution alternative est proposée par la suite.

La figure 2.28 permet d’illustrer les éléments composant le second dispositif ex-
périmental :

– le métamatériau sur son support,
– un vibromètre 3D à balayage avec son système d’acquisition et d’excitation,
– un pot vibrant,
– une cellule de force,
– et un accéléromètre.
Le métamatériau est suspendu par des fils et l’excitation se fait via un pot vibrant.
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2sPiézossensparallèle

Figure 2.27 – Premier dispositif expérimental avec comme éléments principaux le méta-
matériau et le vibromètre 3D à balayage pour la mesure, un zoom est effectué sur le système
excitateur, deux patchs piézoélectriques en parallèle.

Vibromètre 3D à balayage

Générateur

Pot vibrant

Support

Cellule de force et accéléromètre

Amplificateur

Figure 2.28 – Second dispositif expérimental avec comme éléments principaux le métama-
tériau et le vibromètre 3D à balayage pour la mesure, un zoom est effectué sur le système
excitateur, un pot vibrant instrumenté avec une cellule de force et un accéléromètre.

On s’assure de l’alignement correct du pot vibrant et du métamatériau pour ne pas
solliciter la plaque hors plan. L’amplitude des vitesses, résultante de l’excitation par
pot vibrant, est suffisante. Tous les critères de réalisation, cités précédemment, sont
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réunis à l’exception de la bande de fréquence d’intérêt. En effet, le pot vibrant permet
de monter aux alentours de 15 kHz. Cependant, dans nos conditions expérimentales,
les mesures supérieures à 5 kHz ne sont pas exploitables. Malgré tout, ce dispositif
regroupe tous les critères jusqu’à la fréquence de 5 kHz et va nous permettre de
mener à bien notre campagne d’essais.

2.4.3 Analyse vibratoire expérimentale - Essais en conditions
de contraintes planes

Le dispositif expérimental ne permet pas de monter au dessus de 5 kHz, en se
référant au tableau 2.1, le niveau 3 est le seul à proposer des bandes interdites dans
cette bande de fréquences. On ne s’intéresse, par conséquent et malheureusement,
qu’au niveau 3. Le générateur du vibromètre envoie un sinus balayé de tension ef-
ficace 6 V entre 150 Hz et 5 kHz, ce signal est conditionné par un amplificateur.
La réponse vibratoire est mesurée à l’aide du vibromètre, par l’intermédiaire de son
boîtier d’acquisition. Les fonctions de réponse en fréquence sont calculées par l’in-
termédiaire d’un estimateur H1.

2.4.4 Confrontation calculs-essais

2.4.4.1 Analyse des résultats

Une superposition des résultats expérimentaux et numériques est proposée sur la
figure 2.29. Les courbes sont à comparer deux à deux (jaune-bleue et violette-rouge).
Les courbes jaune et bleue correspondent à la moyenne des amplitudes des vitesses
quadratiques |V x|2 de la plaque d’entrée obtenue, respectivement, expérimentale-
ment et numériquement. Les courbes violette et rouge correspondent à la moyenne
des amplitudes des vitesses quadratiques |V x|2 de la plaque de sortie obtenue, res-
pectivement, expérimentalement et numériquement. La première zone d’atténuation
expérimentale aux alentours de 2500 Hz semble correspondre à la première bande
interdite. À partir de 3500 Hz, la moyenne expérimentale des amplitudes des vi-
tesses quadratiques |V x|2 de la plaque de sortie est bruitée malgré le moyennage. On
remarque que l’on ne retrouve pas, expérimentalement, les modes numériques de la
plaque d’entrée dans la bande interdite ; ce qui peut être attribué à une mauvaise
estimation de l’amortissement du dispositif.

2.4.4.2 Analyse critique

Le modèle utilisé numériquement est un modèle 2D contraintes planes, expéri-
mentalement, il est très difficile d’annuler totalement les déplacements hors plan.
Un désalignement très faible du pot vibrant peut entrainer une excitation hors plan.
Les niveaux vibratoires en sorties sont très faibles et ils peuvent donc être proches
du bruit de mesure. La partie expérimentale est difficile et on propose ici des voies
d’analyse qui permettent de mettre en avant des pistes de compréhension et d’amé-
liorations à savoir la cohérence et la participation de la flexion dans les mouvements
dans le plan avant de revenir sur le modèle.
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Figure 2.29 – Fonctions de réponse en fréquence de la structure. Moyenne des amplitudes
des vitesses quadratiques |V x|2 de la plaque d’entrée et de sortie numériques respectivement
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Figure 2.30 – Cohérence

a) Analyse de la cohérence. La cohérence est tracée pour la mesure des moyennes
des amplitudes des vitesses quadratiques |V x|2 de la plaque d’entrée et de la plaque
de sortie (figure 2.30). La cohérence pour la plaque d’entrée est bonne car elle se
situe toujours proche de 1, la mesure réalisée est cohérente et donc bien générée par
l’excitation, les niveaux vibratoires dans le plan ont des amplitudes compatibles avec
la dynamique de mesure du système expérimentale. La cohérence pour la plaque
de sortie laisse perplexe, elle est proche de 1 en basses fréquences, puis chute, elle
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remonte au niveau de la première bande interdite et ensuite elle se rapproche très
rapidement de 0. Passée une certaine fréquence, la mesure vibratoire est liée à l’ex-
citation et au bruit de mesure d’où la chute de la cohérence, les niveaux vibratoires
dans le plan sont très faibles.

b) Analyse de l’effet lié à la flexion. La cellule de force mesure l’effort dans la
direction x et le vibromètre mesure les vitesses suivant les axes du plan, la cohérence
peut être affectée. Le vibromètre mesure le déplacement de la surface de la plaque.
Or si l’excitation n’est pas parfaitement dans le plan, un mouvement de flexion est
présent, qui génère un déplacement longitudinal pouvant se cumuler au déplacement
que l’on cherche à mesurer. C’est pour cette raison que l’on s’intéresse à la quan-
tification de la participation de la flexion dans la mesure des mouvements dans le
plan.

x

Figure 2.31 – Maillage expérimental et nœuds appartenant à une ligne de la plaque d’entrée
∆ et à une ligne de la plaque de sortie ∆ pour estimer la participation maximale de la flexion
dans le déplacement X

Pour ce faire, le déplacement Uz est estimé sur deux lignes appartenant au
maillage expérimental, orientées dans la direction x. L’une sur la plaque d’entrée
et l’autre sur la plaque de sortie (figure 2.31). L’hypothèse de plaque mince est utili-
sée pour déterminer des ordres de grandeur. Connaissant le déplacement Uz fonction
de x, on est capable de remonter à l’angle θy :

θy =
∂Uz
∂x

, (2.10)

avec cette grandeur on estime le déplacement total Ux dans le plan, lié au cumul
de l’effet de flexion et longitudinal de la façon suivante :

Ux = Uflexion + Ulongi =
e

2
θy + Ulongi, (2.11)

avec e l’épaisseur de la plaque de polyméthacrylate de méthyle (PMMA).
Le déplacement Uz est mesuré sur les nœuds appartenant aux deux lignes pour

cinq fréquences, un polynôme d’ordre 3 interpole le déplacement. La dérivation du
polynôme, nous donne l’angle θy permettant d’estimer la participation de la flexion.
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Table 2.2 – Participation maximale de la flexion dans le déplacement X suivant la ligne
∆ sur la plaque d’entrée

Fréquence
[Hz]

Déplacement
X max
in [nm]

Déplacement
X max induit par

la flexion
in [nm]

Participation de
la Flexion dans le
Déplacement X

in [%]
500 27,333 0,091 0,3
1500 4,047 0,157 3,9
2000 4,562 0,045 1,0
3500 0,515 0.029 5,7
5000 0,844 0,020 2,3

Table 2.3 – Participation maximale de la flexion dans le déplacement X suivant la ligne
∆ sur la plaque de sortie

Fréquence
[Hz]

Déplacement
X max
out [nm]

Déplacement
X max induit par

la flexion
out [nm]

Participation de
la Flexion dans le
Déplacement X

out [%]
500 0,828 0,162 19,6
1500 0,105 0,008 7,5
2000 0,052 0,012 23,8
3500 0,029 0,001 2,7
5000 0,021 0,002 7,8

On retrouve la participation maximale de la flexion dans les mouvements suivant
la direction x dans les tableaux 2.2 et 2.3. Pour la ligne d’entrée, la participation est
inférieure à 6%. Les amplitudes des déplacements dans le plan sont majoritaires par
rapport aux mouvements induit par la flexion. Pour la ligne de sortie, la participation
peut atteindre 24% à 2000 Hz. On peut donc en conclure que les déplacements
mesurés dans le plan ne sont pas uniquement liés au mouvement que l’on cherche à
caractériser, puisque les effets indésirables liés à la flexion viennent les perturber.

c) Retour sur le modèle. Aux vues de ces conclusions, les résultats sont à prendre
avec précaution. Si l’on revient au modèle numérique, on propose de classer les pa-
ramètres en deux catégories : les données fiables et les données non fiables.

Concernant les données fiables :
– le module d’Young apparent à température ambiante est issu d’essais de trac-

tion sur cinq échantillons pour assurer la répétabilité des résultats,
– la masse volumique est correcte, mesures de masse et de volume précises.
– la position de l’excitation.
Concernant les données non fiables :
– la géométrie est correcte, les côtes ont été vérifiées avec de la métrologie, ce-
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pendant, au niveau 3, les connexions sont très petites et par conséquent, le
système est hypersensible à ces dernières,

– la répartition de l’excitation, en effet dans le modèle numérique l’excitation est
ponctuelle, alors que dans l’expérimental l’excitation se fait par l’intermédiaire
d’une fourche en aluminium. La modélisation de la partie intermédiaire ne
change pas les résultats.

– La dépendance du module d’Young à la fréquence peut être une piste, pour le
polyméthacrylate de méthyle (PMMA) à 20◦C la variation de module entre 1
et 10 Hz est 0.3 GPa donc d’autant plus grande entre 1 Hz et 5 kHz [Yee 82].

– L’amortissement est sans doute erroné, en effet la détermination de l’amortis-
sement est faite sur un mode de flexion et il n’est pas du tout certain que dans
le plan l’amortissement soit le même.

Des pistes d’amélioration sont donc possibles pour fiabiliser le modèle numérique
représentatif de cette expérimentation.

2.5 Conclusions

Un métamatériau obtenu par perforations hiérarchiques permet de créer un com-
portement auxétique dans le plan. La hiérarchie proposée permet de contrôler le
coefficient de Poisson et l’orthotropie de la structure avec une cellule de référence
qui n’est pas toujours auxétique et isotrope. La topologie perforée hiérarchique crée
un très grand nombre de bandes interdites omnidirectionnelles, les fréquences cen-
trées sont pilotées par le niveau hiérarchique et par les paramètres géométriques
de la cellule. Cette étude montre la possibilité de créer des bandes interdites par
simple découpe dans des structures planes. Les trois structures, une pour chaque
niveau hiérarchique, ont été usinées par découpe laser après une étude de faisabi-
lité. L’amortissement est important, nous obtenons un lissage global des fonctions de
réponse en fréquence et une atténuation très grande entre l’entrée et la sortie du ré-
seau. La mise en place de la mesure a été un vrai challenge, elle n’était pas facile. Les
résultats ont donné lieu à des analyses critiques ayant permis de mettre en évidence
les points forts et les points faibles de cette expérimentation. Une difficulté se pré-
sente dans le choix adopté du système d’excitation car celui-ci conditionne la bande
fréquentielle d’analyse. De plus, si l’excitation n’est pas parfaitement dans le plan,
un mouvement de flexion est présent, celui-ce génère un déplacement longitudinal
venant se cumuler au déplacement que l’on cherche à mesurer. Par ailleurs, il appa-
rait que dans un contexte de faibles vibrations des techniques de mesure doivent être
développées. Deux perspectives s’offrent à nous, prévoir une alternative au système
d’excitation utilisé et réaliser la plaque dans un matériau moins dissipatif. Enfin,
lorsque les structures considérées présentent un amortissement comme dans le cas
d’application, celui-ci doit être pris en compte avec précision dans l’analyse de la
propagation. On propose donc d’étudier dans le chapitre suivant des outils numé-
riques permettant la détermination des relations de dispersion dans les structures
périodiques amorties.
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Préambule

Les structures périodiques possèdent des propriétés spécifiques en termes de pro-
pagation d’ondes. Dans ce chapitre, des outils numériques permettant la détermina-
tion des relations de dispersion dans les structures périodiques sont présentés. Dans
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un premier temps, la méthode de Floquet-Bloch présentée dans le chapitre 1 est utili-
sée comme référence. Cette technique consiste à résoudre le problème sur une cellule
unitaire avec des conditions limites adaptées ; cependant l’introduction d’amortisse-
ment dans les cas 2D et 3D n’est pas facile et conduit à la résolution de problèmes
aux valeurs propres généralisés. Dans un second temps, la méthode intitulée "Shift
cell operator" est décrite. Celle-ci est basée sur une reformulation du problème des
équations aux dérivées partielles, la périodicité est incluse dans le comportement
global de la structure avec des conditions de continuité imposées sur les bords de
la cellule. Cette stratégie permet de résoudre le problème quelle que soit l’évolution
en fréquence des propriétés de la cellule. La bibliographie sera exposée ainsi que les
méthodes utilisées actuellement, suivi de la présentation de la méthode "Shift cell
operator" et de son application sur une structure périodique amortie.

3.1 Introduction

Les méthodes utilisées actuellement (présentées dans le chapitre1) sont basées, la
plupart du temps, sur les méthodes dérivant de l’étude de la propagation d’ondes dans
les cristaux où il n’y a quasiment pas de dissipation. Dans le cadre de la dynamique
des structures, les effets liés à l’amortissement doivent être inclus dans les analyses.

Il y a deux types d’études ; l’analyse de la propagation d’ondes soumise à une ex-
citation harmonique (régime forcé) et l’analyse des relations de dispersion en régime
libre. Les deux études vont être présentées dans les sous sections 3.1.1 et 3.1.2.

3.1.1 Analyse de la propagation d’ondes soumise à une excita-
tion harmonique dans un matériau périodique amorti

Dans la littérature, [Yong 89] s’intéresse à l’analyse de la propagation d’ondes
dans des structures finies. Il utilise une méthode hybride combinant matrice de trans-
fert éléments finis et approche propagation d’ondes. La formulation éléments finis est
utilisée pour modéliser la cellule unitaire.

Les débuts de l’étude de la propagation d’ondes soumise à une excitation harmo-
nique dans un matériau périodique amorti remontent aux travaux de Mead et de son
équipe dans les années 70 [Mead 73]. Ils établissent une théorie générale dans le cas
d’un système monodirectionnel avec couplage multiple entre éléments périodiques
adjacents. L’amortissement est hystérétique (matrice de raideur complexe). Pour les
ondes amorties forcées, le vecteur F s’écrit de la façon suivante dans l’équation de
mouvement :

[K + iH− ω2M]q =

Fl
0
Fr

+ iω2η[M]q, (3.1)

où, K est la matrice de raideur, M est la matrice de masse, H est la matrice
d’amortissement hystérique, q le déplacement, Fl et Fr sont les efforts respectivement
à gauche et à droite de la cellule élémentaire. Le second membre représentant les
efforts en quadrature avec les efforts inertiels introduits.
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[Langley 94] utilise un modèle similaire à Mead, il étudie la réponse forcée d’une
structure périodique mono-dimensionnelle amortie. Les effets de l’amortissement sur
les constantes de propagations de la structure périodique sont investigués en intro-
duisant un facteur de perte. L’amortissement hystérétique peut être modélisé en
multipliant le module élastique de la structure par le facteur (1 + jη). Dans le cas
d’un η faible le même effet peut être obtenu par l’ajout du facteur (1 − jη) devant
les termes inertiels.

[Merheb 08] améliore le modèle d’amortissement en prenant en compte des dépen-
dances en fréquence plus complexes. Il utilise un modèle de Maxwell-Weichert pour
modéliser le caractère viscoélastique du caoutchouc. Les paramètres du modèle sont
identifiés par des essais DMA (Dynamic Mechanical Analysis). La méthode FDTD
(Finite Difference Time Domain) est utilisée pour tracer les spectres de transmission.

[Zhao 09] utilise également un modèle viscoélastique, cependant il utilise la mé-
thode PWE (Plane Wave Expantion) pour homogénéiser le modèle.

La méthode WFE (Wave Finite Element) est appliquée dans les travaux de
[Manconi 10, Manconi 13] pour étudier l’atténuation et la dissipation des ondes dans
des panneaux laminés viscoélastiques. Un code éléments finis commertial est utilisé
pour modéliser un segment du panneau avec des éléments 3D. Un amortissement hys-
térétique est appliqué, ce qui amène une matrice de raideur complexe, les propriétés
du matériau sont dépendantes de la fréquence et de la température (K(ω, T )).

3.1.2 Calcul des relations de dispersion en régime libre

La méthode de Floquet-Bloch est la méthode la plus courante pour obtenir les re-
lations de dispersion d’une structure périodique. Elle consiste à résoudre un problème
aux valeurs propres où le vecteur d’ondes est une donnée imposée dans la première
zone de Brillouin et où les fréquences propres sont les solutions. La méthode a été
initialement développée pour les structures sans amortissement ou des systèmes avec
des modèles d’amortissement simples comme des amortissements hystérétiques ou
visqueux.

Dans une chaîne diatomique 1D de masses et ressorts avec amortissement vis-
queux [Hussein 10, Hussein 13a], une chute de la branche optique est observée quand
l’amortissement augmente tandis que la branche acoustique est peu affectée, ce qui
entraine une réduction de la taille de la bande interdite. Pour un amortissement
élevé, il se produit un phénomène de "branch-overtaking" [Hussein 09] où la branche
optique se retrouve sous la branche acoustique. Les bornes des bandes interdites sont
moins bien définies, l’amortissement réduit la largeur des bandes interdites et ajoute
de l’atténuation spatiale (figure 3.2). L’ajout d’amortissement n’est pas possible dans
la méthode ω(k) et nous n’avons pas d’informations sur les parties imaginaires des
nombres d’ondes. La méthode k(ω) nous permet d’avoir les deux informations. Les
résultats présentés sur les figures 3.1b, 3.2b et 3.3b sont obtenus par résolution des
équations de mouvement, avec des conditions périodiques de Floquet-Bloch, formel-
lement.

Considérons maintenant une chaîne 1D de masses et ressorts en présence de ré-
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Figure 3.1 – Chaîne diatomique 1D de masses et de ressorts avec amortissement hys-
térétique. Masses et raideurs identiques. La cellule élémentaire est encadrée en rouge. b)
Diagrammes de dispersion avec et sans amortissement utilisant la méthode ω(k) ou k(ω).
Les parties imaginaires des nombres d’ondes sont représentées de −1 à 0 et les parties réelles
de 0 à 1.

sonateurs internes avec amortissement visqueux (figure 3.3a). La présence d’un ré-
sonateur interne a pour conséquence de séparer une branche en deux et d’ouvrir
une bande interdite. Cette ouverture est centrée sur la fréquence propre du réso-
nateur en question. Avec la présence d’amortissement dans le système, c’est à dire
des résonateurs visqueux entre les masses de la chaîne, les deux branches fusionnent
en une seule avec une forme caractéristique de "S" [Hussein 14] (figure 3.3b). Les
résonateurs permettent de créer des bandes interdites à plus basse fréquence.

[Mukherjee 75] étudie une structure laminée avec amortissement hystérétique en
utilisant la méthode des différences finies pour obtenir les diagrammes de dispersion
avec plusieurs niveaux d’amortissement.

L’influence de l’amortissement sur les diagrammes de dispersion est étudiée dans
l’article [Moiseyenko 11a]. Un modèle viscoélastique est utilisé dans la méthode
EPWE (Extended Plane Waves Expansion) [Laude 09] avec une viscosité propor-
tionnelle à la fréquence. Il est montré que l’amortissement a une influence forte sur
les parties réelles et imaginaires des nombres d’ondes. Les branches lentes, à faible
vitesse de groupe, sont plus affectées par l’amortissement que les branches à vitesse
élevée.

[Claeys 13] étudie également le phénomène avec des résonateurs sur une plaque
2D. La notion de "metadamping" est introduite par [Hussein 13b], deux conditions
doivent être réunies pour utiliser cette notion ; des résonateurs locaux et un matériau
dissipatif. Un métamatériau acoustique et un cristal phononique sont comparés. Il
est conclu que les résonances locales sont plus dissipatives que les bandes interdites
de Bragg et ont l’avantage d’être plus basse fréquence.

L’ajout d’un amortissement complexe implique la résolution d’un problème aux
valeurs propres polynomiales complexes comme le souligne [Mace 08]. De plus, le
post-traitement des nombres d’ondes en présence d’amortissement nécessitent des
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Figure 3.2 – Chaîne diatomique 1D de masses et de ressorts avec amortissement hys-
térétique. Masses et raideurs différentes. La cellule élémentaire est encadrée en rouge. b)
Diagrammes de dispersion avec et sans amortissement utilisant la méthode ω(k) ou k(ω).
Les parties imaginaires des nombres d’ondes sont représentées de −1 à 0 et les parties réelles
de 0 à 1.

outils spécifiques [Manconi 10].
Par conséquent, une formulation alternative est proposée par [Bensoussan 78,

Wilcox 78, Collet 11b] ; cette méthode est détaillée dans la section 3.2. Un problème
quadratique présente deux avantages ; l’introduction de la dépendance en fréquences
des propriétés du matériau est facilitée et nous avons accès à la propagation et à
l’atténuation spatiale.
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Figure 3.3 – a) Chaîne diatomique 1D de masses et de ressorts avec amortissement hysté-
rétique. Résonateurs internes. La cellule élémentaire est encadrée en rouge. b) Diagrammes
de dispersion avec et sans amortissement utilisant la méthode ω(k) ou k(ω). Les parties
imaginaires des nombres d’ondes sont représentées de −1 à 0 et les parties réelles de 0 à 1.

3.2 Méthode du "Shift cell operator"

La méthode "Shift cell operator" va être présentée, avec des détails sur son im-
plémentation numérique et le lien entre les composantes des problèmes direct et
adjoint.

3.2.1 Présentation

La technique du "Shift cell operator" [Collet 11b] consiste en une reformulation
du problème aux dérivées partielles dans lequel le déphasage des conditions aux
limites liés à la propagation d’ondes est intégré dans l’opérateur de dérivation. Par
conséquent, la périodicité est incluse dans le comportement global de la structure et
des conditions de continuité sur les bords de la cellule sont imposées.

L’équilibre dynamique du système est régi par le problème aux dérivées partielles

ρ(x)ω2w(x) +∇ [C(x).∇sym(w(x))] = 0, (3.2)

où w(x) ∈ R3 est le vecteur déplacement, C(x) est le tenseur d’élasticité, ε(x) =
∇sym(w(x)) = 1

2
(∇wT (x) +w(x)∇T ) est le tenseur des déformations, ρ est la masse

volumique du matériau considéré et ω est la pulsation. En considérant la cellule
élémentaire ΩR et en appliquant le théorème de Floquet-Bloch, la relation de dis-
persion peut être obtenue en cherchant les valeurs propres du problème aux dérivées
partielles avec

w(x) = wie
jk.x. (3.3)

Dans ce cas, en introduisant l’Equation (3.3) dans l’Equation (3.2),on obtient le
problème aux valeurs propres suivant :
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ρ(x)ω2wi +∇ [C(x).∇sym(wi)] + jC(x).∇sym(wi).k+ j
∇
2

[
C(x).(wT

i .k + kT .wi)
]

− 1

2
C(x).(wT

i .k + kT .wi).k = 0, ∀x ∈ ΩR, (3.4)

avec

wi(x− r.n)−wi(x) = 0, ∀x ∈ ΓR, (3.5)
où n est le vecteur normal de la face considérée et r le vecteur des dimensions de

la cellule élémentaire.
Ce problème aux valeurs propres quadratiques peut être résolu en fixant la direc-

tion de propagation et l’un des paramètres ω ou k dans R.
Pour des applications 3D,

k = k

sin(θ)cos(φ)
sin(θ)sin(φ)

cos(θ)

 , (3.6)

où θ et φ sont les angles du réseau réciproque (figure 3.4). On définit alors le
vecteur directeur

Φ =

sin(θ)cos(φ)
sin(θ)sin(φ)

cos(θ)

 . (3.7)

k2 

k1 

k3 

k 

ϕ

θ

2π/r1

2π/r2

2π/r3

Figure 3.4 – Réseau réciproque correspondant

Si l’on trouve wi tel que ∀ ∼
wi ∈

[
H1(ΩR,C3)/

∼
wi (x− r.n)− ∼

wi (x) = 0
]
, on

cherche alors wi tel que :

∫
ΩR

ρ(x)ω2 ∼wi wi−
∼
εi C(x)εi+jk

∼
κi C(x)εi−jk

∼
εi C(x)κi+k

2 ∼κi C(x)κi dΩ = 0,

(3.8)
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où εi = ∇sym(wi) est le tenseur des déformations, κi = 1
2
(wi.Φ

T + Φ.wT
i ) est le

tenseur dyadique symétrique. ∼ est utilisé pour représenter la fonction test associée
à la variable.

3.2.2 Implémentation numérique

La méthode des éléments finis est utilisée pour la discrétisation de la formula-
tion faible (3.8). Nous obtenons un problème aux valeurs propres avec les matrices
assemblées

[(K− ω2M) + λi(L− LT )− λ2
iH]φri = 0, (3.9)

où λi = jki est la i-ème valeur propre, φri est le vecteur propre à droite associé
à λi, M et K sont respectivement les matrices standards de masse et de raideur, L
est une matrice anti-symétrique et H est une matrice définie semi-positive :

M→
∫

ΩR

ρ(x)ω2 ∼wi wi dΩ,

K→
∫

ΩR

∼
εi C(x)εi dΩ,

L→
∫

ΩR

− ∼κi C(x)εi dΩ,

LT →
∫

ΩR

− ∼εi C(x)κi dΩ,

H→
∫

ΩR

∼
κi C(x)κi dΩ.

(3.10)

Dans cette formulation, toutes les matrices sont potentiellement dépendantes de
ω. Une étude paramétrique aux valeurs propres est menée en utilisant le solveur
Pardiso [Schenk 04]. Les paramètres sont la pulsation ω et la direction de propagation
de l’onde φ.

3.2.3 Problème direct et adjoint

Le problème n’étant pas symétrique, les vecteurs propres à gauche et à droite
pour le même problème aux valeurs propres ne sont pas égaux. Dans la résolution
du problème à droite, le i-ème mode (i ∈ N∗) est défini par sa valeur propre λi ≥ 0
et son vecteur propre φri .

Le problème aux valeurs propres à droite (Equation 3.9) peut être écrit dans
l’espace d’état
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(
0 Id

(K− ω2M) L

)(
φri
λiφ

r
i

)
= λi

(
Id 0
LT H

)(
φri
λiφ

r
i

)
, (3.11)

soit

A1(ω)ψr
i = λiA2(ω)ψr

i , (3.12)

avec

A1(ω) =

(
0 Id

(K− ω2M) L

)
, (3.13)

A2(ω) =

(
Id 0
LT H

)
, (3.14)

et

ψr
i =

(
φri
λiφ

r
i

)
. (3.15)

De la même façon, le problème aux valeurs propres à gauche peut être écrit

ψl
i

TA1(ω) = λiψ
l
i

TA2(ω). (3.16)

On cherche alors à déterminer s’il existe un lien entre les composantes de ψr
i et

celles de ψl
i. Pour cela, on note

ψl
i =

(
A
B

)
. (3.17)

L’équation (3.16) permet d’identifier A et B, et après plusieurs étapes de calcul
on obtient :

BT (K− ω2M) + λi(AT Id + BTL)− λi(AT Id + BTLT )− λ2
i (B

TH) = 0. (3.18)

Après simplification et mise en forme, l’équation devient

[(K− ω2M)− λi(L− LT )− λ2
iH]B = 0. (3.19)

Finalement, nous sommes en mesure d’identifier B et A. La relation A, dans
notre cas, découle d’une relation précédente et nous importe peu

[(K− ω2M) + λ−i(L− LT )− λ2
−iH]φr−i = 0 (3.20)

avec {
B = φr−i = φli
AT = λi(φ

r
−i
TH)− φr−iTL = λi(φ

l
i
TH)− φli

TL
(3.21)
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Pour récapituler, dans la résolution du problème à droite, le i-ème mode (i ∈ N∗)
est défini par sa valeur propre λi ≥ 0 et son vecteur propre φri . Et pour chaque mode
i, un mode −i est associé avec λ−i ≤ 0 tel que λ−i = −λi et φr−i tel que φr−i = φli.
Donc en résolvant le problème aux valeurs propres à droite, la solution du problème
adjoint est également obtenue.

3.3 Apports méthodologiques

La méthode étant définie, on utilise le lien entre les composantes du problème
direct et adjoint pour définir la vitesse de groupe. Cette vitesse servira, d’une part,
de critère de tri pour distinguer une onde propagative d’une onde évanescente et,
d’autre part, d’indicateur pour le suivi de branche.

3.3.1 Vitesse de groupe

Nous avons développé dans la sous-section précédente le lien entre le vecteur
propre à droite et son adjoint à gauche. Ce lien sera utilisé ici pour déterminer la
vitesse de groupe.

Pour un système amorti avec des matériaux possédant des dépendances en fré-
quence, l’estimation de la vitesse de groupe n’est pas triviale. À titre d’exemple, on
considère un cas homogène où la dépendance en fréquence est caractérisée par un
module d’Young tel que E = f(ω)E0 et un coefficient de poisson constant. D’où une
dépendance en fréquence des matrices du problème aux valeurs propresK = f(ω)K0,
H = f(ω)H0 et L = f(ω)L0.

On peut alors dériver l’équation (3.12) et pré-multiplier par ψl
i
T , on obtient ainsi

ψl
i

T ∂A1(ω)

∂ω
ψr
i+ψ

l
i

TA1(ω)
∂ψr

i

∂ω
= ψl

i

T ∂λi
∂ω

A2(ω)ψr
i+ψ

l
i

T
λi
∂A2(ω)

∂ω
ψr
i+ψ

l
i

T
λiA2(ω)

∂ψr
i

∂ω
.

(3.22)
D’après l’équation (3.16), on a

ψl
i

TA1(ω)
∂ψr

i

∂ω
= ψl

i

T
λiA2(ω)

∂ψr
i

∂ω
, (3.23)

d’où la simplification suivante :

ψl
i

T ∂A1(ω)

∂ω
ψr
i+��������
ψl
i

TA1(ω)
∂ψr

i

∂ω
= ψl

i

T ∂λi
∂ω

A2(ω)ψr
i+ψ

l
i

T
λi
∂A2(ω)

∂ω
ψr
i+���������
ψl
i

T
λiA2(ω)

∂ψr
i

∂ω
.

(3.24)
Après plusieurs étapes de calcul, en isolant l’expression ∂λi

∂ω
, on obtient la formu-

lation suivante [Moiseyenko 11b] :

∂λi
∂ω

=
ψl
i
T
[
∂A1(ω)
∂ω
− λi ∂A2(ω)

∂ω

]
ψr
i

ψl
i
TA2(ω)ψr

i

, (3.25)
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et donc une expression explicite de la vitesse de groupe :

Cg = real

(
∂ω

∂ki

)
= real

(
jφli

T
[(L− LT )− 2λiH]φri

φli
T

[2ωM− ∂K
∂ω
− λi(∂L∂ω −

∂LT

∂ω
) + λ2

i
∂H
∂ω

]φri

)
(3.26)

Nous verrons plus loin que cette quantité sera utilisée pour suivre une branche
du diagramme de dispersion.

Ainsi, à chaque pas de fréquence, la vitesse de groupe doit être calculée. L’ex-
pression précédente nous impose de construire toutes les matrices à chaque itération
puisqu’elles dépendent de la fréquence. D’où l’idée d’effectuer en amont de la résolu-
tion du problème aux valeurs propres, un assemblage permettant de déterminer les
matrices non dépendantes de la fréquence K0, H0 et L0.

Les matrices non dépendantes de la fréquence peuvent être trouvées par l’astuce
suivante. Nous prendrons en exemple la matrice de raideur K, la procédure est iden-
tique pour les autres matrices du problème. Dans un premier temps, nous définissons
notre module d’Young tel que E1 = f(ω)E0 et nous construisons en utilisant la for-
mulation faible la matrice de raideur K. Nous stockons la matrice de raideur que
nous appellerons K1. Dans un second temps, on double le module d’Young tel que
E2 = 2E1, nous résolvons et stockons K2.

Nous obtenons la matrice de raideur non dépendante de la fréquence K0 par la
formule suivante (K2 −K1)/E1, d’où K = f(ω)K0.

Nous pouvons obtenir une expression explicite de la vitesse de groupe à partir
des matrices K0, H0 et L0, de la matrice de masse M, de la fonction de dépendance
en fréquence f(ω), de la valeur propre λi ≥ 0 et des vecteurs propres φli et φri de
l’itération i considérée :

Cg = real

(
∂ω

∂ki

)
= real

jφliT [f(ω)(−L0 + LT0 + 2λiH0)]φri

φli
T

[ω2
∂f
∂ω

f(ω)
− 2ω]Mφri

 . (3.27)

Une simplification est alors possible dans le cas où il n’y a pas de dépendance du
module d’Young à la fréquence et, dans ce cas, nous pouvons dire que la vitesse de
groupe est égale à

Cg = real

(
∂ω

∂ki

)
= real

(
j[φli

T
(L− LT )φri − 2λiφ

l
i
THφri ]

2ωφli
TMφri

)
(3.28)

Cette expression est cohérente avec l’estimation de la vitesse de transport de
l’énergie v = I/E [Vladimir 10] où I est le flux d’energie et E la densité d’énergie
mécanique totale.
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3.3.2 Critères de tri pour distinguer une onde propagative d’une
onde évanescente

L’approche "Shift cell operator" autorise l’introduction des effets liés à l’amortis-
sement. Dans un problème avec amortissement, tous les nombres d’ondes sont com-
plexes, par conséquent la distinction entre les ondes propagatives et évanescentes est
difficile. C’est la raison pour laquelle des critères de tri sont construits à partir des
quantités suivantes :

– le ratio entre la partie réelle et la partie imaginaire de chaque nombre d’onde

C1 = real(k)/imag(k); (3.29)

– le ratio entre la partie réelle et la partie imaginaire de la vitesse de transport
de l’énergie v = I/E [Vladimir 10] où I est le flux d’energie et E la densité
d’énergie mécanique totale (approximée à partir de l’énergie cinétique par E =
2Ec)

C2 = real(v)/imag(v); (3.30)

– le ratio entre la partie réelle et la partie imaginaire de la vitesse de groupe
[Moiseyenko 11b]

C3 = real(Cg)/imag(Cg). (3.31)

Seules les ondes correspondantes à C1 > τ1 ; C2 > τ2 et C3 > τ3 sont considérées
comme propagatives. En pratique, les seuils τ1, τ2 et τ3 sont choisis tels que τ1 =
τ2 = 1 ; τ3 = 2. Il s’agit là d’un choix arbitraire.

La structure étudiée est la même que dans le chapitre 1, il s’agit du guide d’onde
bidirectionnel infini présenté sur la figure 1.14). La figure 3.5 présente le diagramme
de dispersion tracé le long de la direction Γ−X (c’est à dire φ = 0◦) avec les résultats
bruts en noir et les résultats après application des critères de tri en rouge. La partie
réelle des nombres d’ondes est représentée sur la droite de 0 à 1 et la partie imaginaire
sur la gauche de 0 à −1. La simulation est sans amortissement, par conséquent, les
branches propagatives possédent des nombres d’ondes purement réels d’où les points
bleus le long de l’axe des ordonnées (imag(k) = 0).

3.3.3 Validation de la méthode sur un cas conservatif

La méthode "Shift cell operator" définie, nous sommes en mesure de calculer la
vitesse de groupe pour chaque fréquence, les critères de tri nous permettent de faire
la distinction entre ondes propagatives et ondes évanescentes. Un premier calcul est
effectué pour comparer les résultats avec ceux présentés dans le Chapitre 1 [Wu 09].
La méthode est utilisée pour obtenir le diagramme de dispersion le long de la direction
Γ−X (c’est-à-dire φ = 0◦) dans le cas conservatif pour valider son implémentation.
Les lignes pointillées rouges de la figure 3.6 correspondent aux résultats obtenus avec
la méthode Floquet-Bloch, simulation directe du système non-amorti en fixant k le
long de la direction Γ − X et en récupérant un ensemble de valeurs propres ω. Les
points bleus de la figure 3.6 correspondent aux résultats obtenus avec la méthode
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Figure 3.5 – Diagramme de dispersion obtenu avec la méthode "Shift cell operator" le
long de la direction Γ−X, résultats bruts et résultats après application des critères de tri
respectivement en noir et rouge

"Shift cell operator". La comparaison montre un très bon accord entre les résultats
des 2 méthodes dans le cas conservatif.

Une autre direction de propagation est étudiée ; le diagramme de dispersion le
long de la direction Γ−M (c’est à dire φ = 45◦) dans le cas conservatif est présenté
figure 3.7. Elle donne également un très bon accord entre les deux méthodes. On
peut remarquer qu’aux alentours de 68 kHz sur les pointillés rouge, les branches ont
l’air de se rapprocher sans se croiser, il y a bien un croisement d’où une méthode de
tri de branche développée dans la section 3.3.4 suivante .

3.3.4 Suivi de branches

Dans la méthode "Shift cell operator", la pulsation ω et la direction de propa-
gation de l’onde φ sont imposées. Les solutions du problème aux valeurs propres
quadratique sont les vecteurs d’ondes λi = jki. Une remarque peut être faite dans le
cas de branches lentes ou quasi plates (vitesse de groupe faible) ; la discrétisation du
vecteur de fréquences doit être fine pour capter la branche lente. Le pas fréquentiel
n’est pas suffisant dans certains cas (voir figure 3.6 au alentours de 68kHz) d’où
l’idée d’utiliser un pas fréquentiel adaptatif plutôt qu’une discrétisation constante.
Le pas fréquentiel est fin pour les branches lentes et grossier pour les branches rapides
(figure 3.11).

Nous possédons un ensemble de points, formant des branches, que l’on souhaite
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Figure 3.6 – Diagramme de dispersion comparant les deux approches, méthodes de
Floquet-Bloch et "Shift cell operator" dans un cas conservatif le long de la direction Γ−X

relier en fonction de la nature de chaque branche. Des solutions sont proposées dans
la littérature, un tri avec un critère MAC ou les relations d’orthoganilités entre
les vecteurs propres [Laude 13], ces méthodes nécessitent de stocker beaucoup de
données à chaque itération. Nous proposons une alternative : la vitesse de groupe
constitue un indicateur pertinent pour suivre les branches d’un point de calcul à un
autre. Cet indicateur nous permet de nous assurer du tracé correct du diagramme de
dispersion en particulier dans le cas de croisement de branches où des phénomènes
de veering ou de bifurcation se produisent [Morand 92].

La technique proposée consiste à comparer la vitesse de groupe
(
∂ω
∂ki

)
et la vitesse

de groupe post-processée
(

∆ω
∆ki

)
. La méthode des différences finies est utilisée pour

calculer la vitesse de groupe post-procéssée directement à partir du diagramme de
dispersion. L’indicateur fonctionne de gauche à droite, l’identification des points de
départ des branches est effectuée. Prenons en exemple un point de départ (figure
3.8), à ce point est associé une vitesse de groupe, la routine compare la vitesse de
groupe initiale avec toutes les vitesses de groupe post-procéssée par différence finie
des points juste à droite. Une minimisation est faite pour identifier le point avec la
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Figure 3.7 – Diagramme de dispersion comparant les deux approches, méthode de Floquet-
Bloch et "Shift cell operator" dans un cas conservatif le long de la direction Γ−M

vitesse de groupe de groupe post-procéssée la plus proche de la vitesse de groupe. Ce
point est défini comme point suivant et ainsi de suite de proche en proche la branche
est identifiée.

Par exemple sur la figure 3.11, aux alentours de 70kHz, il y a croisement entre
la branche bleu clair (n°6) et la branche verte (n°5). Les branches figurant sur ce
tracé sont déterminées à partir de la figure 3.10, présentant l’évolution des vitesses
de groupe avec un code couleur correspondant au diagramme de dispersion de la
figure 3.11.

L’application du suivi de branche aux résultats du calcul permet d’aboutir au
diagramme de dispersion présenté sur la figure 3.11, et sur lequel apparait également
les déformées des vecteurs propres.

3.3.5 Convergence de maillage

La technique de suivi de branches peut être particulièrement utile pour l’analyse
de la convergence de maillage. Dans notre cas, celle-ci est réalisée en comparant l’écart
relatif entre les branches de deux maillages successifs (deux exemples de maillage de
la cellule élémentaire sont présentés figure 3.12).
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Δω2/Δk2 ≈ Cgi

Δω1/Δk1 < Cgi

Δω3/Δk3 > Cgi
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Δω6/Δk6 ≈ Cg2

Δω5/Δk5 < Cg2

Δω7/Δk7 > Cg2

Δω8/Δk8 > Cg2

Figure 3.8 – Schéma du fonctionnement de la routine du suivi de branches
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Figure 3.9 – Diagramme de dispersion utilisant la méthode "Shift cell operator" avec pas
de fréquence adaptatif et tri de branches dans un cas conservatif le long de la direction
Γ−X

Pour ce faire, un exemple est donné figure 3.13, l’écart relatif entre 2 branches
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Figure 3.10 – Vitesse de groupe avec pas de fréquence adaptatif et tri de branches dans
un cas conservatif le long de la direction Γ−X

sera calculé de la façon suivante :

∆fi
fi

=
fi − f33616

f33616

(3.32)

Le maillage le plus fin, possédant 33616 éléments de Lagrange quadratiques tétra-
édriques est pris comme référence. À titre d’exemple, pour déterminer l’écart associé
au maillage à 889 éléments, une interpolation linéaire (figure 3.13) est appliquée entre
chaque point d’une branche, ensuite les abscisses correspondantes aux abscisses de la
même branche du maillage de référence sont déterminées et l’écart peut être calculé
pour chaque point de la branche.

Le maillage peut être critique en hautes fréquences, on s’intéresse donc à la
branche 11 (figure 3.11). D’après les explications précédentes, on peut tracer l’er-
reur ∆fi/fi des maillages possédant 889, 1796, 5443 et 11938 éléments de Lagrange
quadratiques tétraédriques par rapport à celui qui en possède 33616 (figure 3.14a).
On remarque que l’écart relatif à 11938 éléments est quasiment nul donc on suppose
que le maillage est convergé.

Nous pouvons également tracer l’écart relatif moyen ( 1
n
Σ|∆fi/fi|) de la branche

11 par rapport au maillage possédant 33616 éléments de Lagrange quadratiques té-
traédriques en fonction du nombre d’éléments (figure 3.14b).

L’application à l’ensemble des branches permet d’obtenir le tableau 3.1 regroupe
les écarts moyens entre le maillage possédant 11938 éléments et celui en possédant
33616 éléments de Lagrange quadratiques tétraédriques. Au vu des écarts, on estime
que le maillage avec 11938 éléments convient pour cette géométrie et pour notre
bande de fréquence d’intérêt.

Le diagramme de dispersion tracé sur le figure 3.11 a été obtenu avec ce maillage.
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Figure 3.11 – Diagramme de dispersion dans un cas conservatif le long de la direction
Γ−X avec les déformées associées à chaque branche.

Table 3.1 – Écart relatif moyen (∆f/f) entre le maillage possédant 11938 et celui possédant
33616 éléments de Lagrange quadratiques tétraédriques.

Branche 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1
n
Σ|∆fi/fi|[%] 0,38 0,19 0,36 0,37 0,25 0,09 0,5 0,07 0,14 0,09 0,3
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(a) (b)

Figure 3.12 – Maillage de la cellule unitaire. a) 889 ; b) 33616 éléments de Lagrange
quadratiques tétraédriques.
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Figure 3.13 – Interpolation linéaire entre le maillage possédant 889 et celui possédant
33616 éléments de Lagrange quadratiques tétraédriques.
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Figure 3.14 – a) Écart relatif (∆fi/fi) de la branche 11 entre les maillages possédant 889,
1796, 5443 et 11938 par rapport à celui possédant 33616 éléments de Lagrange quadratiques
tétraédriques en fonction du nombre d’onde réduit ; b) écart relatif moyen ( 1

nΣ|∆fi/fi|) de
la branche 11 par rapport au maillage possédant 33616 éléments de Lagrange quadratiques
tétraédriques en fonction du nombre d’éléments.
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3.3.6 Résultats en milieu amorti

On s’intéresse à présent à l’introductiuon d’un amortissement hystérétique dans
le système via un module d’Young complexe E∗ = E(1 + jη) où η est le facteur de
perte. Le matériau considéré est un matériau virtuel dont les propriétés du matériau
sont semblables à de l’aluminium. Nous étudierons l’influence de l’amortissement sur
les courbes de dispersion.

On rappelle sur les figures 3.15 et 3.16 les résultats le long de la direction Γ−X
pour la structure sans amortissement ; ils constituent notre référence. Les résultats
obtenus par l’application de la méthode de Floquet-Bloch sans amortissement sont
tracés en pointillés rouges. Les parties réelles des nombres d’ondes sont tracées de 0 à
1 et les parties imaginaires de −1 à 0. Les parties imaginaires des branches présentes
de 0 à 1 sont distinguées en bleu. Pour une configuration sans amortissement, tous
les nombres d’ondes sont réels d’où une agglomération de points bleus sur l’axe
des ordonnées correspondant aux parties imaginaires des ondes propagatives. Une
comparaison entre les vitesses de transport de l’énergie et les vitesses de groupe est
systématiquement associée aux résultats de dispersion.
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Figure 3.15 – Courbes de dispersion sans amortissement, parties réelles et parties ima-
ginaires des nombres d’ondes respectivement de −1 à 0 et de 0 à 1 ; les résultats avec la
méthode de Floquet-Bloch sans amortissement sont donnés en référence en pointillés rouges.

Dans l’analyse menée, on fait varier l’amortissement de 1 à 10%. Dans le cas du
pourcent d’amortissement (figures 3.17 et 3.18 ), le diagramme de dispersion et les
vitesses se trouvent faiblement affectés.
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Figure 3.16 – Vitesse de groupe, associée au diagramme de dispersion (figure 3.15), calculée
par méthode énergétique ou par formulation différentielle.
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Figure 3.17 – Courbes de dispersion avec amortissement hystérétique de 1%, parties réelles
et parties imaginaires des nombres d’ondes respectivement de −1 à 0 et de 0 à 1 ; les résultats
avec la méthode de Floquet-Bloch sans amortissement sont donnés en référence en pointillés
rouges.

La situation évolue avec l’augmentation de l’amortissement. Dans la configuration
avec 5% d’amortissement (figure 3.19), le diagramme de dispersion se trouve affecté
tant pour les parties réelles que les parties imaginaires des nombres d’ondes. Les
vitesses (figure 3.20) présentent un phénomène intéressant ; les vitesses de groupe,
avant et après la bande interdite de Bragg (centrée à environ 130 kHz), sont plus
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Figure 3.18 – Vitesse de groupe, associée au diagramme de dispersion (figure 3.17), calculée
par méthode énergétique ou par formulation différentielle.

élevées que la vitesse de transport de l’énergie.
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Figure 3.19 – Courbes de dispersion avec amortissement hystérétique de 5%, parties réelles
et parties imaginaires des nombres d’ondes respectivement de −1 à 0 et de 0 à 1 ; les résultats
avec la méthode de Floquet-Bloch sans amortissement sont donnés en référence en pointillés
rouges.

Dans la configuration avec 10% d’amortissement (figures 3.21 et 3.22), nous ob-
servons les mêmes phénomènes dans des proportions plus significatives. On retrouve
également le fait que les branches à vitesse faible sont très affectées par l’amortisse-
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Figure 3.20 – Vitesse de groupe, associée au diagramme de dispersion (figure 3.19), calculée
par méthode énergétique ou par formulation différentielle.

ment contrairement aux branches à vitesse élevée.
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Figure 3.21 – Courbes de dispersion avec amortissement hystérétique de 10%, parties
réelles et parties imaginaires des nombres d’ondes respectivement de −1 à 0 et de 0 à 1 ; les
résultats avec la méthode de Floquet-Bloch sans amortissement sont donnés en référence
en pointillés rouges.

Ici la bande interdite n’a plus de réalité physique au sens où toutes les ondes
propagent de l’énergie avec une atténuation très forte. La notion de bande interdite
est une notion conservative (sans amortissement) et se lie à des phénomènes d’inter-
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Figure 3.22 – Vitesse de groupe, associée au diagramme de dispersion (figure 3.21), calculée
par méthode énergétique ou par formulation différentielle.

férences destructives ici on a introduit de l’absorption. Donc selon les critères utilisés
des ondes peuvent apparaître dans la bande interdite.

3.4 Conclusions

Les structures périodiques sont intéressantes du point de vue des bandes inter-
dites complètes ou partielles associées à la non propagation d’ondes dans le réseau. La
détermination du diagramme de dispersion est une nécessité pour concevoir des struc-
tures avec des bandes de fréquences d’absorption spécifiques. La méthode de Floquet-
Bloch est une technique commune mais l’implémentation en présence d’amortisse-
ment est difficile. La seconde approche, appelée "Shift cell operator", est basée sur la
reformulation du problème aux équations aux dérivées partielles. Cette méthode est
appliquée à une structure non amortie pour validation. Celle-ci permet la simulation
avec de l’amortissement. Elle nous apporte également des informations sur la vitesse
de groupe. Cette dernière peut être utilisée comme critère pour distinguer une onde
propagative d’une onde evanescente. Cette vitesse est également utilisée pour réaliser
du suivi de branche et de la convergence de maillage. Ces outils vont nous permettre
de simuler des géométries et des matériaux possédant des dépendances à la fréquence
plus complexes , comme c’est le cas pour la structure présentée dans le chapitre 4.
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Préambule

Dans ce chapitre, les outils numériques développés dans le chapitre 3 sont utilisés
pour l’analyse de la dispersion dans une structure périodique amortie. La structure
en question est un métamatériau composite adaptatif mêlant aluminium et polymère
hautement dissipatif. Le comportement est décrit avec une analyse de la dispersion
dans la structure infinie et une étude de la propagation d’ondes dans la structure
finie. Une confrontation avec les résultats expérimentaux est ensuite menée.
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Métamatériau avec interface polymère hautement dissipative

4.1 Présentation du métamatériau

Le métamétariau considéré est un guide d’ondes bidirectionnel mêlant aluminium
et polymère hautement dissipatif. Les polymères, appelés communément "matières
plastiques", constituent une classe de matériaux à part entière.

Lorsque la température augmente, un polymère peut traverser quatre domaines
d’état structural délimités par trois températures :

– la température de transition vitreuse Tg, cette transition étant observée dans
la phase amorphe du polymère, au passage de l’état vitreux (rigide) à l’état
caoutchoutique (souple),

– la température de fusion Tf qui ne concerne que la phase cristalline du polymère
si elle existe,

– la température de décomposition thermique Td où le polymère perd son inté-
grité.

Certains polymères sont très utilisés pour les applications nécessitant la réduction
du niveau vibratoire, on cherche à combiner l’effet amortissant de ces matériaux
avec l’effet de coupure lié à la périodicité. La capacité du matériau à dissiper de
l’énergie est maximale à la transition vitreuse. On peut aller plus loin et utiliser
la transition comme système de pilotage du comportement mécanique, passer d’un
système rigide et peu amorti à un système souple dissipatif. C’est dans cet esprit que
nous proposons dans ce chapitre, de concevoir un métamatériau adaptatif dont le
comportement peut être piloté par la température. Le modèle sera construit à l’aide
des méthodes introduites dans les chapitres précédents, puis nous présenterons des
résultats expérimentaux afin de déterminer la pertinence des modèles utilisés.

4.1.1 Dimensionnement du polymère

Le guide d’ondes bidirectionnel du chapitre 1 est pris comme référence dans cette
étude (figure 4.1b). Le métamétariau considéré dans ce chapitre est constitué d’une
plaque de 1 mm d’épaisseur servant de support à des plots cylindriques distribués
de façon périodique, de diamètre 7 mm et de hauteur 10 mm. La plaque porteuse
est en aluminium 6063-T83 (ν = 0, 33, E = 69 GPa et ρ = 2700 kg/m3). Les cy-
lindres, quant à eux, sont constitués d’une combinaison entre un polymère hautement
dissipatif, le tBA/PEGDMA [Butaud 16] (νpoly = 0, 37, Epoly, l’expression est défi-
nie dans la section 4.1.2 et ρpoly = 1004[kg/m3]) et d’une masselotte en aluminium
6063-T83 (figure 4.1). L’épaisseur du polymère a été choisie pour obtenir une bande
interdite résonante plus basse que la bande interdite liée à l’interférence de Bragg
tout en respectant une contrainte liée au moyen d’élaboration de ce polymère. En
effet, en raison du procédé d’élaboration qui nécessite une photopolymérisation UV,
l’épaisseur maximale que l’on peut réaliser est de 3 mm. En assimilant le plot à un
système masse ressort 1D, la partie polymère est équivalente à un ressort, et la partie
aluminium à une masse. La fréquence propre de cet oscillateur s’exprime de la façon
suivante :
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f0 =

√
Kpoly

Malu

2π
(4.1)

avec Kpoly =
EpolyS

hpoly
et Malu = ρaluShalu où S est la section cylindrique du plot,

hpoly et halu les épaisseurs respectives de polymère et d’aluminium.
La raideur minimale, permettant d’obtenir la fréquence de résonance la plus basse,

est obtenue avec une épaisseur de polymère maximale, soit 3 mm. La partie du plot
en aluminium a donc une épaisseur de 7 mm (figure 4.1c). Cette fréquence est choisie
aux alentours de 40 kHz. Elle est relativement haute, les dimensions de la cellule
élémentaire et les contraintes liées à l’élaboration du polymère ne nous permettent
pas de descendre plus bas en fréquence.

 ∞

 ∞

 ∞

 ∞

(a)

10 mm 

(b)

Polymer
Aluminum

7 mm

3 mm 

(c)

Figure 4.1 – a) Guide d’ondes bidirectionnel infini. b) Plot de référence du chapitre 1,
cylindre en aluminium de 10 mm. c) Plot constitué d’une interface en polymère hautement
dissipative de 3 mm surmontée d’un cylindre en aluminium de 7 mm.

4.1.2 Modèle viscoélastique

Un modèle adapté est nécessaire pour décrire la dépendance en fréquence du
polymère. En régime harmonique, le module d’Young du polymère est complexe,
dépendant de la fréquence et de la température,

E∗poly(ω, T ) = E ′ + jE ′′ = E ′ × (1 + j × tan(δ)), (4.2)

où tan(δ) = E ′′/E ′ est le facteur de perte, E ′ est la partie réelle du module
complexe appelé module de stockage, E ′′ est la partie imaginaire du module complexe
appelé module de perte.

Le module de stockage exprime la capacité du matériau à stocker et à restituer
l’énergie mécanique. Le module de perte représente la composante visqueuse du ma-
tériau. Le facteur de perte traduit l’aptitude du matériau à dissiper de l’énergie
mécanique.

Le comportement viscoélastique du tBA/PEGDMA est approximé par un modèle
fractionnaire de Zener [Rouleau 12]. Il définit l’expression du module complexe dans
le domaine fréquentiel par

Thèse de Doctorat - K. Billon 93



Métamatériau avec interface polymère hautement dissipative

Table 4.1 – Paramètres de Zener pour le tBA/PEGDMA.

E0poly [MPa] E∞poly [Mpa] α τ0

1 2200 0,78 0,91

E∗poly(ω, T ) =
E0poly + E∞poly(jωτ(T ))α

1 + (jωτ(T ))α
, (4.3)

où E0poly et E∞poly sont respectivement le module d’élasticité caoutchoutique et
la limite du module d’élasticité à haute fréquence, le module vitreux, τ est le temps
de relaxation et α est l’ordre de dérivée fractionnaire.

L’expression du module complexe, utilisant le modèle fractionnaire de Zener,
possède quatre paramètres. Les paramètres du modèle pour le tBA/PEGDMA ont été
identifiés à partir des courbes maîtresses dans les travaux de P. Butaud [Butaud 15]
(tableau 4.1).

Le facteur de translation aT provient de la loi de Williams-Landel-Ferry (WLF)
[Williams 55], la dépendance de aT à la température est alors décrite par

log10(aT (T )) =
−C0

1(T − T0)

−C0
2 + (T − T0)

, (4.4)

avec C0
1 et C0

2 les constantes de la loi pour une température de référence T0. Les
constantes de la loi sont C0

1 = 10, 87 et C0
2 = 32, 57 K à la température de référence

T0 = 40◦C. Le temps de relaxation τ est lié au facteur de translation par la relation
suivante :

τ(T ) = aT (T )× τ0. (4.5)

Nous choisissons trois configurations d’amortissement, une configuration à faible
amortissement, une intermédiaire et une dernière très dissipative. A 25◦C, tempéra-
ture ambiante, le polymère est rigide et son facteur de perte est quasi nul. À 90◦C, le
polymère n’a pas un facteur de perte descendant en dessous de 1, 5 sur toute la bande
de fréquence d’intérêt (de 0 à 100kHz) et il possède un maximum à 2, 5. À 60◦C,
c’est la configuration intermédiaire, il y a de l’amortissement en basses fréquences
qui diminue jusqu’à s’annuler en hautes fréquences. Le module de stockage est tracé
sur la figure 4.2a et le facteur de perte sur la figure 4.2b, les tracés en bleu sont
associés à la température ambiante de 25◦C, en rouge à celle de 60◦C et en jaune à
la température, la plus élévée de 90◦C.
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Figure 4.2 – a) Module de stockage. b) Facteur de perte du tBA/PEGDMA pour des
températures de 25◦C, 60◦C et 90◦C respectivement tracées en bleu, rouge et jaune.

4.2 Propriétés dynamiques

4.2.1 Analyse de dispersion

La méthode "Shift cell operator" est utilisée pour obtenir le diagramme de dis-
persion le long de la direction Γ−X (c’est à dire φ = 0). L’amortissement est inclus
dans l’analyse via le module complexe du polymère décrit avec le modèle fraction-
naire de Zener. Les résultats sont présentés sur la figure 4.3, il s’agit des diagrammes
de dispersion tracés le long de la direction Γ − X. Sur la figure 4.3a, on observe
le diagramme de dispersion du guide d’ondes bidirectionnel du chapitre 1 réalisé
intégralement en aluminium. Sur la figure 4.3b, on observe le diagramme de disper-
sion du métamatériau à température ambiante 25◦C, on retrouve bien une bande
interdite aux alentours de 40 kHz, qui était visée lors du dimensionnement du plot
constituant le résonateur. La figure 4.3c est une comparaison entre le diagramme de
dispersion du métamatériau à la température de 90◦C et le diagramme de dispersion
d’une plaque simple en aluminium. L’épaisseur de la base du plot du métamaté-
riau et l’épaisseur de la plaque simple sont égales. La relation de dispersion de la
plaque simple est obtenue avec une formule analytique. On peut remarquer que les
courbes sont quasiment superposées : la propagation d’ondes dans le métamatériau,
à la température de 90◦C, passée la transition vitreuse, s’effectue comme si la plaque
était homogène. La bande interdite aux alentours de 40 kHz a disparu. On peut
conclure que la température est un "interrupteur" du réseau périodique, elle pilote
le comportement dynamique du métamatériau.

Les diagrammes de dispersion présentant les parties réelles et imaginaires des
nombres d’ondes sont tracés à la température ambiante de 25◦C sur la figure 4.4, à
la température de 60◦C sur la figure 4.5 et enfin à la température de 90◦C sur la
figure 4.6.
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Figure 4.3 – Diagrammes de dispersion le long de la direction Γ − X obtenus avec la
méthode "Shift cell operator". a) Structure de référence du chapitre 1, tout en aluminium.
b) Métamatériau à température ambiante de 25◦C. c) Métamatériau à la température de
90◦C et plaque en aluminium.
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Figure 4.4 – Courbes de dispersion à la température de 25◦C, parties réelles et parties
imaginaires des nombres d’ondes respectivement de −1 à 0 et de 0 à 1. Les déformées
longitudinale, transversale et de flexion à 40 kHz sont visibles sur la droite

Sur la figure 4.4, on retrouve le diagramme de dispersion avec la bande interdite
aux alentours de 40 kHz. Les parties imaginaires des branches propagatives sont
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quasiment nulles traduisant le faible amortissement à température ambiante.
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Figure 4.5 – Courbes de dispersion à la température de 60◦C, parties réelles et parties
imaginaires des nombres d’ondes respectivement de −1 à 0 et de 0 à 1.

Sur la figure 4.5, la bande interdite résonante aux alentours de 40 kHz est re-
fermée, les branches se rejoignent, on retrouve la forme caractéristique de "S". Les
parties imaginaires des branches propagatives sont non nulles traduisant la présence
d’amortissement dans le système à cette température.

Sur la figure 4.6, il y a deux familles : l’une extrêmement amortie, l’autre très
peu amortie : le matériau n’est sans doute pas sollicité de la même façon. Les ondes
faiblement amorties correspondent à des ondes longitudinales et transversales, la
branche dispersive plutôt à de la flexion. Les déformées à 40 kHz sont observables sur
la figure 4.6, la première en haut correspond à la branche longitudinale (λ` = 12 cm),
celle du milieu à la branche transversale (λt = 7, 5 cm) et enfin celle du bas à la
branche de flexion (λf = 1, 5 cm).

Les vitesses de groupe associées aux diagrammes de dispersion sont tracées à la
température ambiante de 25◦C sur la figure 4.7a, à la température de 60◦C sur la
figure 4.7b et enfin à la température de 90◦C sur la figure 4.7c.

Sur la figure 4.7a, on retrouve l’évolution des vitesses de groupe avec la bande
interdite aux alentours de 40 kHz. Sur la figure 4.7b, la bande interdite est effacée.
Sur la figure 4.7c, les vitesses de groupe pour les ondes longitudinales et transversales
se stabilisent aux vitesses Cφ` et Cφt correspondant à la propagation dans une plaque
simple. À savoir, Cφ` = 5390 m/s et Cφ` = 3120 m/s.
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Figure 4.6 – Courbes de dispersion à la température de 90◦C, parties réelles et parties
imaginaires des nombres d’ondes respectivement de −1 à 0 et de 0 à 1. Déformées à 40 kHz
associées aux branches longitudinale, transversale et de flexion.
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Figure 4.7 – Vitesses de groupe, associées aux diagrammes de dispersion de la a) figure
4.4 à 25◦C, b) figure 4.5 à 60◦C et c) figure 4.6 à 90◦C.
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4.2.2 Structure finie

Le but de cette partie est de valider sur une structure finie, les phénomènes
observés avec les méthodes d’analyse en structure infinie. La structure finie, de 21
cm par 7 cm pour une épaisseur de 1 mm, intègre une interface composée d’un
ensemble distribué de cellules unitaires de 7 cm par 7 cm, à savoir 7 cellules par
7. Il n’y a qu’une seule plaque (le support des plots), mais par commodité, on va
désigner par "plaque d’entrée" la partie de la plaque nue sur laquelle la sollicitation
est exercée, et "plaque de sortie" la partie de la plaque située de l’autre côté du
métamatériau. La plaque d’entrée et la plaque de sortie font 7 cm par 7 pour une
épaisseur de 1 mm (figure 4.8).

PZT

Figure 4.8 – Structure finie intégrant une interface composée d’un ensemble distribué de
cellules unitaires. Positionnement d’un patch piézoélectrique en bas à gauche pour générer
l’excitation.

Les trois températures sont étudiées, la plaque est en conditions libres. Afin de
disposer d’un modèle représentatif de la structure qui sera utilisée pour les essais,
l’excitation de la plaque s’effectue via un patch piézoélectrique alimenté avec une
tension harmonique de module 100 V . Le choix de ce système d’excitation s’explique
par le fait que les essais vont être réalisés en température donc il doit résister à la
température et pouvoir couvrir la bande de fréquence d’intérêt de 0 à 50 kHz. Les ré-
sultats des fonctions de réponse en fréquence de la structure, obtenus numériquement
avec un code de calcul éléments finis, sont présentés sur la figure 4.9. Les amplitudes
des vitesses quadratiques |V z|2 sont moyennées sur la plaque d’entrée et sur la plaque
de sortie. Elles sont ensuite divisées par la référence de tension électrique. La courbe
bleue correspond à la moyenne des amplitudes des vitesses quadratiques |V z|2 de la
plaque d’entrée à la température de 25◦C, la courbe rouge à la moyenne des ampli-
tudes des vitesses quadratiques |V z|2 sur la plaque de sortie à la même température.
La courbe jaune correspond à la moyenne des amplitudes des vitesses quadratiques
|V z|2 de la plaque d’entrée à la température de 90◦C, la courbe violette à la moyenne
des amplitudes des vitesses quadratiques |V z|2 sur la plaque de sortie à la même tem-
pérature. La bande interdite, prédite par le diagramme de dispersion, est représentée
par le rectangle grisé.

À la température de 25◦C, une atténuation significative est observable, centrée
sur la fréquence de 45 kHz. La largeur de l’atténuation est réduite par rapport à la
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Figure 4.9 – Fonctions de réponse en fréquence numériques de la structure. Moyenne des
amplitudes des vitesses quadratiques |V z|2 de la plaque d’entrée et de sortie, à la tem-
pérature de 25◦C, respectivement en bleu et rouge. Moyenne des amplitudes des vitesses
quadratiques |V z|2 de la plaque d’entrée et de sortie, à la température de 90◦C, respecti-
vement en jaune et violet. La bande interdite, prédite par le diagramme de dispersion à la
température de 25◦C, est représentée par le rectangle grisé.

largeur de la bande interdite prédite par le diagramme de dispersion.
Les premières déformées numériques et une déformée dans la bande interdite à

température ambiante sont présentées sur la figure 4.10. Dans la bande interdite les
ondes sont bien confinées sur la plaque d’entrée du réseau. La figure 4.10c est la
déformée à la fréquence de 41, 1 kHz, fréquence appartenant à la bande interdite
prédite par le diagramme de dispersion. Une atténuation est tout de même présente
mais moins significative que celle centrée en 45 kHz. Les conditions aux limites ou
le nombre de cellules du réseau peuvent expliquer le phénomène observé.

(a) num - 220 Hz (b) num - 260 Hz (c) num - 41110 Hz (d) num - 44620 Hz

Figure 4.10 – Déformées numériques à température ambiante.

À la température de 90◦C la zone d’atténuation n’est plus visible au niveau de la
bande interdite. Cependant certaines fréquences de résonance sont lissées, la fonction
de réponse en fréquence est moins riche. Une atténuation, sous forme de lissage global,
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sur la plaque de sortie, est observée.
Les premières déformées numériques à la température de 90◦C sont données sur

la figure 4.11. La diminution de la rigidité du polymère à la température de 90◦C,
entraîne une diminution des premières fréquences propres entre 5 et 13%.

(a) num - 190 Hz (b) num - 250 Hz (c) num - 340 Hz

Figure 4.11 – Déformées numériques à la température de 90◦C.
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Figure 4.12 – Fonctions de réponse en fréquence numériques du métamatériau à la tem-
pérature de 90◦C et celles de la simple plaque. Moyenne des amplitudes des vitesses qua-
dratiques |V z|2 de la plaque d’entrée de la simple plaque en bleu. Moyenne des amplitudes
des vitesses quadratiques |V z|2 de la plaque d’entrée du métamatériau, à la température
de 90◦C, en rouge.

Comparons les résultats à la température de 90◦C aux résultats sur une simple
plaque possédant les même dimensions. La plaque est en conditions libres et l’exci-
tation de la plaque s’effectue via un patch piézoélectrique alimenté avec une tension
harmonique de module 100V. Nous nous retrouvons dans les mêmes conditions aux
limites et avec la même excitation que le métamatériau précédent. Les résultats des
fonctions de réponse en fréquence du métamatériau à la température de 90◦C et ceux
de la simple plaque, obtenus numériquement avec un code de calcul éléments finis,
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sont présentés sur la figure 4.12. L’amortissement dans le système à la température
de 90◦C, lisse la réponse en fréquence, il y a beaucoup moins de modes visibles.

4.3 Confrontation expérimentale

Cette section est consacrée à la confrontation expérimentale des résultats obte-
nus numériquement. La réalisation du métamétariau, le dispositif expérimental et
l’analyse vibratoire expérimentale sont expliqués.

4.3.1 Réalisation du métamatériau

4.3.1.1 Éléments de base

Le métamatériau est constitué de trois parties :
– la plaque en aluminium de 21 cm par 7 et d’épaisseur 1 mm,
– les plots en polymère d’un diamètre de 7 mm de hauteur 3 mm,
– les plots en aluminium d’un diamètre de 7 mm de hauteur 7 mm.
La plaque en aluminium est découpée à la scie à métaux, les plots sont réalisés à

l’aide d’un tour dans un cylindre d’aluminium brut de 8 mm d’épaisseur. Une plaque
de polymère tBA/PEGDMA est réalisée par P. Butaud. Elle est constituée de trois
composants le tBA, le PEGDMA et un photopolymérisateur. Le mélange est coulé
entre deux plaques de verre espacées de 3 mm. Après initiation de la polymérisation
sous UV, la plaque est mise au four. Les plots en polymère sont découpés dans la
plaque, à l’aide d’une machine à découpe laser à partir d’une CAO 2D de 49 cercles
d’une épaisseur prenant en compte la demi-épaisseur du laser de découpe (600µm/2)
et le retrait de polymère fondu.

4.3.1.2 Assemblage

Deux étapes d’assemblages sont nécessaires :
– le collage des plots en polymère sur la plaque en aluminium,
– le collage des plots en aluminium sur chaque plot en polymère.
Les deux étapes nécessitent de veiller au positionnement du réseau de plots par

rapport à la plaque et à la répartition équidistante des plots les uns par rapport aux
autres. Pour ce faire, un guide est réalisé à l’aide d’une imprimante 3D. Il se compose
de deux parties, la partie supérieure possédant une rainure d’une profondeur de 1
mm et de la largeur de la plaque permettant la mise en position de la plaque nue,
et d’une partie inférieure avec 49 alésages d’une profondeur de 1 mm et de diamètre
7, 1 mm permettant la mise en position des plots. Le tout est assemblé par quatre
vis, rondelles, écrous (figure 4.13).

La colle utilisée est une colle bi-composants thixotrope 3MTMDP490. Elle po-
lymérise à température ambiante. Il est préconisé un cycle de polymérisation de 7
jours à 23◦C avec une pression de 100kPa pendant les 24 premières heures.
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Figure 4.13 – CAO du support d’assemblage permettant la mise en place des parties
composant le métamatériau.

Pour l’assemblage, deux étapes sont nécessaires : pour la première étape, les
plots polymères sont mis en place dans la partie inférieure du guide (figure 4.14a) et
la plaque aluminium est glissée dans la rainure de la partie supérieure. La colle est
appliquée manuellement sur chaque plot polymère. La mise en position entre les deux
parties du guide est assurée par les quatre vis. La procédure de collage peut alors être
mise en oeuvre, conformément aux recommandations du fournisseur (figure 4.14d).
La seconde étape s’organise de la même façon, les plots aluminium sont mis en place
dans la partie inférieure du guide (figure 4.14b) et la plaque aluminium (avec les
plots polymères - figure 4.14c) n’est pas retirée de la rainure de la partie supérieure.
La colle est appliquée manuellement sur chaque plot polymère. La mise en position
est toujours assurée par les vis et les plots aluminium s’alignent parfaitement par
rapport aux plots polymères. La même procédure de collage est engagée.

Le métamatériau est enfin constitué (figure 4.15), la procédure de collage permet
d’avoir une épaisseur de colle équivalente d’un plot à un autre, la différence est
observable au niveau des bourrelets de colle dont l’épaisseur est variable, comme cela
peut être observé sur la photo.

4.3.2 Dispositif expérimental

La figure 4.16 permet d’illustrer les éléments composant le dispositif expérimen-
tal :

– le métamatériau sur son support,
– une enceinte thermique,
– un vibromètre 3D à balayage avec son système d’acquisition et d’excitation,
– un amplificateur piézoélectrique
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 4.14 – a) Mise en place des plots polymères dans la partie inférieure du guide. b)
Mise en place des plots aluminium dans la partie inférieure du guide. b) Plots polymères
collés sur la plaque aluminium montée dans la partie supérieure du guide. d) Configuration
de collage sous charge du métamatériau avec le guide assurant une mise en position correcte.

Figure 4.15 – Metamatériau réalisé après les différentes étapes de fabrication et assemblage
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– et un thermocouple avec son conditionneur.

Vibromètre 3D à balayage

Générateur

Amplificateur PZT

Thermocouple

Enceinte thermique

Figure 4.16 – Dispositif expérimental avec comme éléments principaux le métamatériau
dans l’enceinte thermique et le vibromètre 3D à balayage pour la mesure.

Le métamatériau est monté sur un support reproduisant des conditions libres
avec deux ressorts et du fil métallique. Celui-ci n’est pas susceptible de fluer lors des
essais en température. La face avant du métamatériau sur son support est visible sur
la figure 4.17b. Sur la face arrière, on peut observer quatre croix d’alignement pour
la calibration du vibromètre 3D ainsi qu’une couche de révélateur blanc pour limiter
la réflexion des lasers (figure 4.17a).

Le support avec la plaque est inséré dans une enceinte thermique, qui présente
une paroi vitrée, indispensable pour la mesure des vitesses par les lasers. Un petit
plot de référence est réalisé et le thermocouple est placé au coeur du polymère, au
plus près du métamatériau afin de connaître la température effective du matériau.
On suppose que la température est homogène et qu’il n’y a pas d’auto-échauffement.

4.3.3 Analyse vibratoire expérimentale - Essais en température

Le générateur du vibromètre envoie un bruit blanc de tension efficace 5V entre
500Hz et 50kHz, ce signal est amplifié 20 fois par l’amplificateur piézoélectrique. Les
trois températures (25◦C, 60◦C et 90◦C) du four sont sélectionnées à l’aide d’une
consigne ajustée avec les informations délivrées par le thermocouple plus performant.
La réponse vibratoire est mesurée à l’aide du vibromètre, par l’intermédiaire de
son boîtier d’acquisition. Les fonctions de réponse en fréquence sont calculées par
l’intermédiaire d’un estimateur H1.

4.3.4 Confrontation calculs-essais

Une superposition des résultats expérimentaux et numériques, à la température de
25◦C, est présentée sur la figure 4.18. Les courbes sont à comparer deux à deux (jaune-
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(a) (b)

Figure 4.17 – Support reproduisant des conditions libres. a) Face arrière du métamatériau.
b) Face avant du métamatériau.

bleue et violette-rouge). Les courbes jaune et bleue correspondent à la moyenne des
amplitudes des vitesses quadratiques |V z|2 de la plaque d’entrée obtenue, respective-
ment, expérimentalement et numériquement à la température de 25◦C. Les courbes
violette et rouge correspondent à la moyenne des amplitudes des vitesses quadra-
tiques |V z|2 de la plaque de sortie obtenue, respectivement, expérimentalement et
numériquement à la température de 25◦C. Si l’on s’intéresse à la bande de fréquence
de la partie avec la bande interdite, l’atténuation estimée par la simulation numérique
est de l’ordre de 100dB ce qui correspond à un ratio entre les vitesses quadratiques
d’entrées et de sorties de 100000. Les niveaux estimés par simulation dans la bande
interdite sont largement inférieurs à ceux mesurés expérimentalement prenant en
compte les perturbations environnementales. Les moyens de mesures à notre dis-
position ne nous permettent pas d’atteindre une telle dynamique de mesure. Une
estimation du bruit de mesure est faite sur la même chaine de mesure, excitation
désactivée. La courbe verte correspond au bruit de mesure généré par les appareils
et la ventilation dans la salle : ce bruit est trop important, il apparaît très difficile de
mesurer quelque chose qui vibre très légèrement dans ces conditions. Et dans tous les
cas, il est impossible de mesurer des niveaux vibratoires en dessous de cette limite.
L’allure entre les courbes comparées deux à deux (jaune-bleue et violet-rouge) est
semblable exceptée dans les zones où la mesure est proche du bruit ambiant.

La figure 4.18 étant relativement chargée, on propose d’analyser dans un premier
temps les fonctions de transfert entrée/sortie présentées sur la figure 4.19. Le transfert
est défini, dans le cas des données expérimentales et numériques, de la façon suivante :

H = 20× log10

(
Σout(|V z|2/U2)

Σin(|V z|2/U2)

)
, (4.6)

où Σout(|V z|2/U2) et Σin(|V z|2/U2) sont, respectivement, la moyenne des am-
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Figure 4.18 – Fonctions de réponse en fréquence de la structure. Moyenne des amplitudes
des vitesses quadratiques |V z|2 de la plaque d’entrée et de sortie expérimentales, à la tem-
pérature de 25◦C, respectivement en bleu et rouge. Moyenne des amplitudes des vitesses
quadratiques |V z|2 de la plaque d’entrée et de sortie numériques, à la température de 25◦C,
respectivement en jaune et violet. Bruit de mesure en vert. La bande interdite, prédite par
le diagramme de dispersion à la température de 25◦C, est représentée par le rectangle grisé.

plitudes des vitesses quadratiques |V z|2 de la plaque de sortie et la moyenne des
amplitudes des vitesses quadratiques |V z|2 de la plaque d’entrée.

Les zones, où les vitesses sont acquises dans le bruit de mesure, sont représentées
avec les rectangles rouges sur la figure 4.19. On remarque que globalement les résul-
tats sont similaires à l’exception des zones acquises dans le bruit de mesure. Notre
modèle numérique est assez représentatif.

Une représentation de la fonction de transfert entrée/sortie est proposée en tiers
d’octave étendus du domaine audible jusqu’à 50kHz (figure 4.20). Cette représen-
tation permet de lisser les résultats. Globalement, les tendances sont correctes, le
modèle permet d’estimer le transfert entrée/sortie dans la plupart des tiers d’octave,
excepté autour de 40kHz, qui est malheureusement notre zone d’intérêt avec la bande
interdite. Le bruit de mesure permet de justifier cet écart.

Parmi la centaine de modes présents sur la bande de fréquences d’intérêt, la
figure 4.21 présente quelques déformées simulées et mesurées à la température de
25◦C. Plus de déformées sont présentées en annexe A.1.1 (figures A.1 et A.2). Les
paires de modes sont identifiées grâce à la corrélation des vecteurs propres, ce qui
permet de les appairer et par la suite de calculer un écart en fréquence, une bonne
cohérence des résultats est observée. L’atténuation prédite par la bande interdite est
observable sur la figure 4.21g et la figure 4.21h. On peut constater que le maillage
expérimental devient insuffisant en hautes fréquences.
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Figure 4.19 – Fonction de transfert entrée/sortie, à température ambiante, numérique et
expérimentale, respectivement en bleu et rouge. Les zones, où les vitesses sont acquises dans
le bruit de mesure, sont représentées avec les rectangles rouges. La bande interdite, prédite
par le diagramme de dispersion à la température de 25◦C, est représentée par le rectangle
grisé.

Figure 4.20 – Fonction de transfert entrée/sortie en tiers d’octave, à température ambiante,
numérique et expérimentale, respectivement en bleu et rouge.
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Table 4.2 – Parties des fréquences de résonance numériques et expérimentales avec une
estimation de la valeur absolue de l’erreur relative à la température de 25◦C.

fnum [Hz] 550 1650 2660 44620
fexp [Hz] 562 1671 2707 45554

|∆f/fnum| [%] 2,18 1,27 1,77 2,09

À 50kHz, la longueur d’onde des ondes de flexion est de 1, 4 cm. La distance
entre deux points du maillage expérimental est de 0, 5 cm. On a environ 3 points de
maillage par longueur d’onde, ce qui n’est pas suffisant pour décrire correctement la
déformée.

(a) num - 550 Hz (b) exp - 562 Hz (c) num - 1650 Hz (d) exp - 1671 Hz

(e) num - 2660 Hz (f) exp - 2707 Hz (g) num - 44620 Hz (h) exp - 45554 Hz

Figure 4.21 – Alternance entre une partie des déformées aux fréquences de résonance,
numériques et expérimentales, à la température de 25◦C.

L’erreur relative entre les fréquences de résonance numériques et expérimentales
sélectionnées, à la température de 25◦C, est estimée dans le tableau 4.2, toutes les
erreurs relatives sont inférieures à 4%. Le modèle prédit donc de façon relativement
fiable le comportement modal de la structure à 25◦C. Des erreurs supplémentaires
sont disponibles en annexe A.1.1 (tableau A.1).

Une superposition des résultats expérimentaux et numériques, à la température de
60◦C, est présentée sur la figure 4.22. Les courbes sont à comparer deux à deux (jaune-
bleue et violette-rouge). Les courbes jaune et bleue correspondent à la moyenne des
amplitudes des vitesses quadratiques |V z|2 de la plaque d’entrée obtenue, respective-
ment, expérimentalement et numériquement à la température de 60◦C. Les courbes
violette et rouge correspondent à la moyenne des amplitudes des vitesses quadra-
tiques |V z|2 de la plaque de sortie obtenue, respectivement, expérimentalement et
numériquement à la température de 60◦C. La différence entre la température am-
biante et la température de 60◦C est l’évolution du facteur de perte, à 25◦C, il est
quasiment nul sur toute la bande de fréquence d’intérêt, à 60◦C, en basses fréquences
il est supérieur à 2 et diminue jusqu’à s’annuler pour les fréquences les plus hautes
de notre bande de fréquence d’intérêt (figure 4.2b).
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Figure 4.22 – Fonctions de réponse en fréquence de la structure. Moyenne des amplitudes
des vitesses quadratiques |V z|2 de la plaque d’entrée et de sortie expérimentales, à la tem-
pérature de 60◦C, respectivement en bleu et rouge. Moyenne des amplitudes des vitesses
quadratiques |V z|2 de la plaque d’entrée et de sortie numériques, à la température de 60◦C,
respectivement en jaune et violet.

La figure 4.23 présente les résultats à température ambiante et à la température
de 60◦C avec un rappel de l’évolution du facteur de perte. Lorsque la fréquence
augmente, le facteur de perte η diminue et les amplitudes des résonances mesurées
confirment cette évolution.

La configuration à la température de 60◦C est un pilotage intermédiaire entre la
température ambiante (polymère rigide, facteur de perte élevé) et la température de
90◦C polymère (polymère souple, facteur de perte élevé).

Une superposition des résultats expérimentaux et numériques, à la température de
90◦C, est présentée sur la figure 4.24. Les courbes sont à comparer deux à deux (jaune-
bleue et violette-rouge). Les courbes jaune et bleue correspondent à la moyenne des
amplitudes des vitesses quadratiques |V z|2 de la plaque d’entrée obtenue, respective-
ment, expérimentalement et numériquement à la température de 90◦C. Les courbes
violette et rouge correspondent à la moyenne des amplitudes des vitesses quadra-
tiques |V z|2 de la plaque de sortie obtenue, respectivement, expérimentalement et
numériquement à la température de 90◦C. On observe une très bonne cohérence entre
les résultats numériques et expérimentaux.

Une confrontation de quelques déformées à la température de 90◦C est proposée
sur la figure 4.25. Plus de déformées sont présentées en annexe A.1.2 (figures A.3).
Les paires de modes sont identifiées grâce à la corrélation des vecteurs propres, ce qui
permet de les appairer et par la suite de calculer un écart en fréquence, une bonne
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Figure 4.23 – a) Fonctions de réponse en fréquence de la structure. Moyenne des amplitudes
des vitesses quadratiques |V z|2 de la plaque d’entrée expérimentales, à la température de
25◦C et 60◦C, respectivement en bleu et rouge. La bande interdite, prédite par le diagramme
de dispersion à la température de 25◦C, est représentée par le rectangle grisé. b) Facteur de
perte du tBA/PEGDMA pour des températures de 25◦C et 60◦C respectivement tracées
en bleu et rouge.

cohérence des résultats est observée.
L’erreur relative entre les fréquences de résonance numériques et expérimentales

sélectionnées, à la température de 90◦C, est estimée dans le tableau 4.3, toutes les
erreurs relatives sont inférieures à 4%. Des erreurs supplémentaires sont disponibles
en annexe A.1.2 (tableau A.2).

À la température de 90◦C, un bon accord, entre les résultats expérimentaux et
numériques, est observé. Le modèle numérique est représentatif à cette température,
le modèle fractionnaire de Zener représente bien le comportement viscoélastique du
tBA/PEGDMA. Cette température de pilotage permet de ne plus observer l’effet
lié à la périodicité. Les plots aluminium sont totalement découplés de la plaque, le
polymère joue quand même un rôle amortissant. Il y a un lissage des fonctions de
réponse en fréquence à cette température.

Le métamétariau considéré est un guide d’ondes bidirectionnel mêlant aluminium
et polymère hautement dissipatif, très utilisé pour les applications nécessitant la ré-
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Figure 4.24 – Fonctions de réponse en fréquence de la structure. Moyenne des amplitudes
des vitesses quadratiques |V z|2 de la plaque d’entrée et de sortie expérimentales, à la tem-
pérature de 90◦C, respectivement en bleu et rouge. Moyenne des amplitudes des vitesses
quadratiques |V z|2 de la plaque d’entrée et de sortie numériques, à la température de 90◦C,
respectivement en jaune et violet.

Table 4.3 – Parties des fréquences de résonance numériques et expérimentales avec une
estimation de la valeur absolue de l’erreur relative à la température de 90◦C.

fnum [Hz] 520 2320 15280 46750
fexp [Hz] 511 2355 15395 44883

|∆f/fnum| [%] 1,73 1,51 0,75 3,99

duction du niveau vibratoire. L’effet amortissant de ces matériaux est combiné avec
l’effet de coupure lié à la périodicité. Trois configurations d’amortissement ont été
choisies, une configuration à faible amortissement à température ambiante 25◦C, une
configuration intermédiaire à 60◦C et une dernière très dissipative à 90◦C. La capa-
cité du matériau à dissiper de l’énergie est maximale à la transition vitreuse. Cette
transition est utilisée comme système de pilotage du comportement mécanique. À la
température de 25◦C, la fréquence de résonance des plots est dimensionnée pour être
plus basse que la fréquence de l’interférence de Bragg, elle vaut 40 kHz. Cette fré-
quence est relativement haute en fréquence, les dimensions de la cellule élémentaire et
les contraintes liées à l’élaboration du polymère ne nous permettent pas de descendre
plus bas en fréquence. En structure finie, toujours à température ambiante, une at-
ténuation significative, obtenue numérique, est observable, centrée sur la fréquence
de 45 kHz. Numériquement, une telle dynamique est quantifiable. Cependant, avec
le bruit de mesure évalué, les moyens de mesures à notre disposition ne nous per-
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(a) num - 520 Hz (b) exp - 511 Hz (c) num - 2320 Hz (d) exp - 2355 Hz

(e) num - 15280 Hz (f) exp - 15395 Hz (g) num - 46750 Hz (h) exp - 44883 Hz

Figure 4.25 – Alternance entre une partie des déformées aux fréquences de résonance,
numériques et expérimentales, à la température de 90◦C.

mettent pas d’atteindre une telle dynamique de mesure. Il est impossible de mesurer
des niveaux vibratoires en dessous de cette limite. Le comportement viscoélastique
du tBA/PEGDMA, approximé par un modèle fractionnaire de Zener, est représen-
tatif tant que les mesures sont acquises hors bruit de mesure. Une mesure est efficace
quand le rapport signal sur bruit est maximal. On retrouve cette configuration aux
résonances. Dans notre cas, on est intéressé par les bandes interdites où le niveau
vibratoire est très faible et vient donc se confondre avec le bruit de mesure. Un autre
moyen de mesure et/ou traitement de signal peut être envisageable en perspectives
pour être capable de correctement quantifier cette notion de bande interdite.

4.4 Conclusions

Dans ce chapitre, les outils numériques pour l’analyse de la dispersion dans les
structures périodiques amorties sont utilisés, avec un accent sur la capacité de la
méthode "Shift cell operator" à traiter le comportement dissipatif du système. Un
métamatériau adaptatif mêlant aluminium avec une interface polymère hautement
dissipative est conçu. Les propriétés mécaniques du polymère dépendent de la fré-
quence et de la température, elles changent radicalement à la transition vitreuse,
passage de l’état vitreux (rigide) à l’état caoutchoutique (souple). Le comportement
viscoélastique du tBA/PEGDMA est approximé par un modèle fractionnaire de Ze-
ner. Un modèle éléments finis 3D de la cellule élémentaire du métamatériau est
conçu pour l’analyse de la dispersion avec la méthode "Shift cell operator". Afin de
valider la conception et le caractère adaptatif du métamatériau, un modèle 3D com-
plet intégrant une interface composée d’un ensemble distribué de cellules unitaires
est présenté. Différentes températures de fonctionnement sont étudiées. Après cette
étape, une comparaison entre les résultats de simulation de la structure accordable
et les résultats expérimentaux est présentée. On obtient deux états en changeant la
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température de l’interface polymère à température ambiante, la bande interdite pré-
dite par le diagramme de dispersion est visible autour de la fréquence sélectionnée.
Passée la température de transition vitreuse, le métamatériau a tendance à se com-
porter comme une plaque homogène. Une remarque peut être faite sur les mesures
expérimentales. En effet, les moyens à disposition sont bien adaptés pour la mesure
des résonances, l’amplitude est maximale, le rapport signal sur bruit est grand. Dans
notre cas, les bandes interdites nous intéressent, nous devons mesurer des dépla-
cements très petits, s’approchant du déplacement nul. Dans cette configuration, le
rapport du signal sur bruit est faible, et on se retrouve rapidement dans des niveaux
vibratoires proches ou confondus avec le bruit ambiant.
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Conclusions générales et perspectives

L’objectif de cette thèse était de développer une méthodologie de conception des
composites périodiques utilisant des inclusions fonctionnelles. Ces fonctionnalisations
ont permis d’améliorer les performances du dispositif en terme d’absorption large
bande, et de leur conférer de nouvelles propriétés (adaptabilité, accordabilité). Des
outils spécifiques ont été mis en œuvre pour modéliser efficacement les structures
considérées. Pour atteindre cet objectif, un bilan sur les méthodes d’analyse de la
propagation d’ondes utilisées actuellement a été effectué avec un cas d’application sur
métamatériau auxétique obtenu par perforations hiérarchiques. Ensuite, à l’échelle
de la dynamique des structures, les effets liés à l’amortissement devaient être inclus
dans les analyses, pour ce faire, des outils spécifiques ont été développés. Enfin,
le comportement d’un métamatériau adaptatif avec interface polymère hautement
dissipative a été simulé. Pour les deux métamatériaux, les simulations numériques et
des essais expérimentaux ont été menés avec leurs lots d’apports et de difficultés.

La première contribution de cette thèse concerne la compréhension des phéno-
mènes de propagation d’ondes dans un métamatériau auxétique obtenu par perfora-
tions hiérarchiques via trois étapes. La première exploite l’analyse de la dispersion
avec la méthode Floquet Bloch. La deuxième utilise la simulation éléments finis de
la réponse vibratoire de la structure complète intégrant une interface composée d’un
ensemble distribué de cellules unitaires soumise à une excitation harmonique. La troi-
sième permet la validation expérimentale sur le métamatériau réalisé par découpe
laser. Le métamatériau obtenu par perforations hiérarchiques permet de créer un
comportement auxétique dans le plan. La hiérarchie proposée permet de contrôler
le coefficient de Poisson et l’orthotropie de la structure. La topologie perforée hié-
rarchique crée un très grand nombre de bandes interdites omnidirectionnelles, les
fréquences centrées sont pilotées par le niveau hiérarchique et par les paramètres
géométriques de la cellule. Cette étude montre la possibilité de créer des bandes in-
terdites par simple découpe dans des structures planes. Ces résultats ont été présentés
dans une conférence internationale [Billon 16a] et font l’objet d’une publication dans
une revue internationale à comité de lecture [Billon 16b].

La deuxième contribution de cette thèse porte sur les outils numériques pour
la simulation de propagation d’ondes dans les structures périodiques amorties. La
méthode de Floquet-Bloch est une technique commune mais l’implémentation en
présence d’amortissement est difficile. Une alternative est proposée, l’approche, ap-
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pelée "Shift cell operator", est décrite. Elle est basée sur la reformulation du problème
aux équations aux dérivées partielles. Elle nous apporte également des informations
sur la vitesse de groupe. Cette dernière est utilisée comme critère, parmi d’autres,
pour distinguer une onde propagative d’une onde évanescente. Cette vitesse est éga-
lement utilisée pour réaliser du suivi de branche et de la convergence de maillage. Ces
outils nous permettent de simuler des géométries possédant des dépendances à la fré-
quence complexes. Ces résultats ont été présentés dans une conférence internationale
[Billon 15a].

La troisième contribution de cette thèse concerne la compréhension des phéno-
mènes de propagation d’ondes dans un métamatériau adaptatif avec interface poly-
mère hautement dissipative. Les propriétés mécaniques du polymère dépendent de la
fréquence et de la température, elles changent radicalement à la transition vitreuse.
Par conséquent, les outils numériques pour l’analyse de la dispersion dans les struc-
tures périodiques amorties sont utilisés, avec un accent sur la capacité de la méthode
"Shift cell operator" à traiter le comportement dissipatif du système. Ensuite, la
simulation éléments finis de la réponse vibratoire de la structure complète intégrant
une interface composée d’un ensemble distribué de cellules unitaires soumise à une ex-
citation harmonique a été menée. Enfin, la partie expérimentale sur le métamatériau
conçu permet une validation du modèle numérique de comportement viscoélastique
du polymère, le tBA/PEGDMA. On obtient deux états en changeant la température
de l’interface polymère. Ces résultats ont été présentés dans une conférence inter-
nationale en tant que communication sans acte [Billon 15b] et ces travaux seront
soumis dans une revue dans les prochaines semaines.

Des perspectives sont envisageables pour la suite de ces travaux de thèse. Tout
d’abord, pour le métamatériau auxétique obtenu par perforations hiérarchiques,
l’amortissement du polyméthacrylate de méthyle (PMMA) est important nous ob-
tenons un lissage global des fonctions de réponse en fréquences et une atténuation
très grande entre l’entrée et la sortie du réseau. La plaque réalisée dans un maté-
riau moins dissipatif aurait été un bon candidat. Une difficulté s’est présentée dans le
choix adopté du système d’excitation, à savoir le pot vibrant, car celui-ci conditionne
la bande fréquentielle d’analyse. Par conséquent, une perspective à court terme est
donc de développer un dispositif garantissant une excitation purement dans le plan.

Ensuite, des pistes d’amélioration sont possibles pour fiabiliser le modèle nu-
mérique représentatif de l’expérimentation du métamatériau auxétique obtenu par
perforations hiérarchiques. Il serait intéressant de faire l’expérimentation sur une
plaque en polyméthacrylate de méthyle (PMMA) nue sans réseau périodique, pour
supprimer un certain nombre de variables non-fiables liées notamment à l’usinage
des perforations. Ceci permettrait de recaler le modèle numérique sur un cas simple.

Une perspective à long terme est l’intégration du métamatériau auxétique obtenu
par perforations hiérarchiques dans un sandwich en tant que cœur entre deux peaux.
Cela permettrait de rigidifier l’ensemble tout en profitant des propriétés dynamiques
décrites dans ce mémoire.
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Par la suite, pour le métamatériau adaptatif avec interface polymère hautement
dissipative, il serait utile de descendre la fréquence de la bande interdite résonante
pour avoir des applications d’isolation vibratoire dans le domaine audible.

Il apparait également que dans un contexte de faibles vibrations des techniques
de mesure spécifiques doivent être développées. En effet, les moyens à disposition
sont bien adaptés pour mesurer des résonances, où l’amplitude est maximale, et
donc le rapport signal sur bruit est grand. Dans notre cas, les bandes interdites
nous intéressent, nous devons mesurer des déplacements très petits, s’approchant du
déplacement nul. Dans cette configuration, le rapport du signal sur bruit est faible, et
on se retrouve rapidement dans des niveaux vibratoires du même ordre de grandeur
que le bruit ambiant.

Enfin, les perspectives à long terme des métamatériaux en général vont des té-
lécommunications au génie civil. Les possibilités sont donc nombreuses et restent à
explorer.
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A
Résultats complémentaires pour le

métamatériau avec interface polymère
hautement dissipative

A.1 Déformées numériques et expérimentales

A.1.1 25◦C

Table A.1 – Parties des fréquences de résonances numériques et expérimentales avec une
estimation de la valeur absolue de l’erreur relative à la température de 25◦C.

fnum [Hz] 550 900 1220 1320 1540 1650 1980 2140
fexp [Hz] 562 910 1242 1367 1574 1671 2027 2160

|∆f/fnum| [%] 2,18 1,11 1,80 3,56 2,21 1,27 2,37 0,93

fnum [Hz] 2180 2480 2660 2730 3200 3230 44620 48600
fexp [Hz] 2257 2507 2707 2812 3101 3304 45554 49562

|∆f/fnum| [%] 3,53 1,09 1,77 3,00 3,09 2,29 2,09 1,98
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Résultats complémentaires pour le métamatériau avec interface
polymère hautement dissipative

(a) num - 550 Hz (b) exp - 562 Hz (c) num - 900 Hz (d) exp - 910 Hz

(e) num - 1220 Hz (f) exp - 1242 Hz (g) num - 1320 Hz (h) exp - 1367 Hz

(i) num - 1540 Hz (j) exp - 1574 Hz (k) num - 1650 Hz (l) exp - 1671 Hz

(m) num - 1980 Hz (n) exp - 2027 Hz (o) num - 2140 Hz (p) exp - 2160 Hz

Figure A.1 – Alternance entre une partie des déformées aux fréquences de résonances,
numériques et expérimentales, à la température de 25◦C.
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A.1 Déformées numériques et expérimentales

(a) num - 2180 Hz (b) exp - 2257 Hz (c) num - 2480 Hz (d) exp - 2507 Hz

(e) num - 2660 Hz (f) exp - 2707 Hz (g) num - 2730 Hz (h) exp - 2812 Hz

(i) num - 3200 Hz (j) exp - 3101 Hz (k) num - 3230 Hz (l) exp - 3304 Hz

(m) num - 44620 Hz (n) num - 45554 Hz (o) num - 48600 Hz (p) exp - 49562 Hz

Figure A.2 – Alternance entre une partie des déformées aux fréquences de résonances,
numériques et expérimentales, à la température de 25◦C.
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Résultats complémentaires pour le métamatériau avec interface
polymère hautement dissipative

A.1.2 90◦C

(a) num - 520 Hz (b) exp - 511 Hz (c) num - 860 Hz (d) exp - 824 Hz

(e) num - 1230 Hz (f) exp - 1221 Hz (g) num - 2320 Hz (h) exp - 2355 Hz

(i) num - 6180 Hz (j) exp - 6335 Hz (k) num - 10210 Hz (l) exp - 10395 Hz

(m) num - 15280 Hz (n) exp - 15395 Hz (o) num - 16330 Hz (p) exp - 16371 Hz

(q) num - 46750 Hz (r) exp - 44883 Hz (s) num - 47910 Hz (t) exp - 45828 Hz

Figure A.3 – Alternance entre une partie des déformées aux fréquences de résonances,
numériques et expérimentales, à la température de 90◦C.
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A.1 Déformées numériques et expérimentales

Table A.2 – Parties des fréquences de résonances numériques et expérimentales avec une
estimation de la valeur absolue de l’erreur relative à la température de 90◦C.

fnum [Hz] 520 860 1230 2320 6180 10210 15280 16330 46750 47910
fexp [Hz] 511 824 1221 2355 6335 10394 15394 16371 44883 45828

|∆f/fnum| [%] 1,73 4,19 0,73 1,51 2,51 1,81 0,75 0,25 3,99 4,35
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Theb studyb ofb waveb propagationb inb periodicb structuresb isb proposedb inb thisb workEb Periodicb structuresb exhibitb veryb specificb
propertiesb likeb Braggb scaterringb orb localb resonancesEb Inb theb firstb chapter(b someb numericalb toolsb forb dispersionb analysisb ofb
periodicb structuresb areb presentedEb Theb classicalb Floquet)Blochb approachb isb presented(b asb ab referenceEb Thisb techniqueb usesb
properbboundarybconditionsbonbthebunitbcell(bbutbdealingbwithbdampingbisbnotbeasybforbàDborbôDbcasesEbInbthebsecondbchapter(b
thisb techniqueb isb usedb andb ab metamaterialb withb hierarchical(b auxeticb knegativeb Poissonb ratioIb rectangularb perforationsb isb
presentedEb Ab geometricb parametricb investigationb ofb theseb rectangularb perforationsb usingb ab numericalb asymptoticb
homogenisationb finiteb elementb approachb isb doneEb Anb experimentalb validationb isb performedb withb ab networkb basedb onb
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