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1.4.2 Contrôlabilité d'un système d'équations paraboliques avec

non linéarités cubiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

1.4.3 Stabilisation en temps �ni de quelques systèmes à l'aide de

feedbacks instationnaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

� C'est cette notion de boucle qui fait que le local et le global ne sont pas
séparables. Le global va contraindre et même dé�nir les agents locaux et, en même
temps, les agents locaux sont les seuls responsables de l'émergence de la totalité �

Francisco Varela dans � La complexité, vertige et promesses �, Réda Benkirane.

� I wanna have control �

Thom Yorke

1.1 Motivation et exemples

1.1.1 Qu'est-ce qu'un système de contrôle ?

Un système de contrôle est un système sur lequel agit une commande appelée
aussi contrôle. Les buts peuvent être multiples. Il peut par exemple s'agir de guider le
système pour l'amener d'un état initial à un état �nal, éventuellement en respectant
certains critères. Prenons l'exemple d'un avion. Le contrôle se situe alors dans le
cockpit et on va chercher à aller d'un aéroport à un autre. Il existe évidemment
plusieurs trajectoires. On peut par exemple demander à utiliser le moins de carburant
possible ou à arriver le plus vite possible (on fait alors du contrôle optimal car on
cherche à optimiser une grandeur) ou à ce que l'avion soit le moins sensible possible
aux turbulences (ce qui s'appelle la stabilisation).

Comme nous allons le voir, les systèmes de contrôle sont présents partout, comme,
par exemple, en chimie, en biologie ou en électronique. Un autre exemple intéressant
que nous verrons est celui du thermostat. Imaginez une pièce fermée avec un radiateur.
La théorie du contrôle consiste à se demander si, en pouvant �xer la température
du radiateur, on peut amener la pièce d'une distribution de températures donnée
à une autre distribution de températures donnée, et, si oui, en combien de temps ?
Le radiateur est alors appelé �contrôle� et l'équation à contrôler est l'équation de
la chaleur. On pourrait faire de même avec une chaîne hi� et l'équation des ondes
pour contrôler le bruit dans une pièce. Les domaines d'applications sont multiples :
robotique, aéronautique, économie, médecine, chimie, ...

Par ailleurs, dès que nous sommes en présence d'une rétroaction (appelée égale-
ment � feedback �, terme emprunté à l'anglais), c'est-à-dire que la sortie du système
agit sur l'entrée, nous sommes aussi en présence d'un contrôle. On cherche alors à
rendre stable le système malgré les perturbations, ce qui est fondamental pour de
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nombreuses applications.

1.1.2 Un exemple simple : le pendule inversé

Un premier exemple est celui du pendule inversé. Si on essaie de faire tenir un
balai sur son doigt en équilibre, si on ne bouge pas le doigt le balai va naturellement
avoir tendance à tomber vers la gauche ou vers la droite, ceci parce que l'équilibre
est instable. Toutefois, si on bouge le doigt, le balai peut tenir en équilibre. La force
qu'on applique alors au balai est un premier exemple de feedback : c'est un contrôle
qui dépend de l'état du système, ici la position et la vitesse du balai. Imaginons
maintenant deux tiges l'une sur l'autre et essayons de les maintenir en équilibre. Le
problème devient alors beaucoup plus complexe, et même humainement impossible
à réaliser. Or, il se trouve que la théorie du contrôle prouve que ce système est
contrôlable : on peut amener les deux tiges à la verticale avec une vitesse �nale nulle.
On peut par ailleurs stabiliser cet équilibre instable à l'aide d'un feedback, si bien
qu'on peut programmer une machine qui arrive à maintenir les deux tiges en équilibre.

1.1.3 Biologie

Le cycle hormonal

Selon qu'une hormone est produite en trop grande ou en trop petite quantité,
elle génère une rétroaction sur les glandes qui la sécrètent. Par exemple, le cycle
ovarien comprend deux phases : la phase folliculaire et la phase lutéale. Au début
de la phase folliculaire, il y a une faible augmentation du taux d'oestrogènes qui va
inhiber la sécretion de FSH et de LH : on parle alors de rétroaction négative. A la �n
de la phase folliculaire, une forte augmentation du taux d'oestrogènes va déclencher
des pics de LH et de FSH : c'est une rétroaction positive. En�n, en phase lutéale,
comme indiqué sur le schéma, la forte concentration de progestérone et d'oestrogène
va inhiber la sécrétion de LH et de FSH : c'est donc à nouveau une rétroaction,
négative cette fois.
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Figure 1.1 � Exemple de rétroaction négative durant la phase lutéale.

1.1.4 Les premières innovations technologiques

Le régulateur de Watt

Le régulateur de Watt est constitué de deux boules en rotation autour d'une tige
comme représenté sur la �gure 1.2, tournant à une vitesse proportionnelle à celle
d'une machine à vapeur.
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Figure 1.2 � Photo du régulateur de Watt, un des premiers exemples de régulateur
de vitesse. Machine de Boulton et Watt de 1788, Science Museum, Londres.

Lorsque la machine tourne trop vite, les deux boules, du fait de l'augmentation de
la force centrifuge, vont s'écarter de l'axe vertical et, grâce à un système de tringles,
vont réduire la vapeur introduite dans la machine, ce qui aura pour e�et de réduire
la vitesse de la machine. Si, au contraire, la machine ralentit, les deux boules vont
se rapprocher de l'axe de rotation, ouvrant la vanne contrôlant la vapeur qui laissera
alors passer plus de vapeur et augmentera ainsi la vitesse de rotation de la machine.
C'est là un des tout premiers exemples de régulateur de vitesse.

Le thermostat

On pourrait imaginer di�érents types de thermostats. Par exemple, pour �xer la
température d'une pièce à 19◦C, on pourrait tout simplement mettre le radiateur
à 19◦C et attendre que la température se stabilise. Toutefois, un bon thermostat
va lui mettre une température de consigne plus chaude si la pièce est plus froide,
et plus froide dans le cas contraire, et ainsi anticiper les changements éventuels de
température, c'est-à-dire chau�er ou refroidir avant que la température de la pièce
soit e�ectivement inférieure ou supérieure à la température désirée. Un tel exemple
de thermostat est celui de Honeywell inventé en 1953.
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Le pilote automatique

Le premier vol avec pilote automatique a été e�ectué en 1929 par l'américain
James Doolittle qui réussit à voler pour la première fois � en aveugle �. Cet appareil
est conçu pour stabiliser l'avion le long de sa trajectoire, permettant ainsi au pilote de
lacher les commandes et de prendre un peu de repos. C'est donc un nouvel exemple de
feedback. Les avions commencent à être équipés de ce système au début des années 30.
Ils furent notamment installés sur les Junkers 52. Toutefois, comme nous le verrons
plus loin, la technologie a beaucoup évolué dans le domaine des pilotes automatiques.

Figure 1.3 � Photo d'un Junkers 52, un des premiers avions à être équipé d'un pilote
automatique.

1.1.5 Electronique

Les boucles de rétroaction sont notamment très présentes en électronique.

14



Ampli�cateur inverseur

Un premier exemple est celui de l'ampli�cateur inverseur, dont le schéma est
représenté ci-dessous.

Figure 1.4 � Schéma de l'ampli�cateur inverseur.

On peut constater que la branche contenant la résistance R2 va de la tension en
sortie, notée Us, vers la tension en entrée, notée Ue. Elle prend donc le courant en
sortie pour modi�er les paramètres d'entrée. Nous sommes donc bien en présence
d'une boucle de rétroaction.

Le triangle représente un ampli�cateur opérationnel. Il a la propriété d'avoir un
gain quasi-in�ni, ce qui signi�e que la di�érence de tension entre les entrées + et -
est quasi-nulle, et le courant qui entre I est quasi-nul.

Ici, l'entrée + étant reliée à la masse, l'entrée - a donc un potentiel U1 égal à 0.

L'application de la loi d'Ohm à l'entrée donne :

(Ue − U1) = R1 × I1 ⇒ Ue = R1 × I1 puisque U1 = 0. (1.1.1)

Appliquant de même la loi d'Ohm cette fois-ci à la sortie, on obtient :

(Us − U1) = −R2 × I2 ⇒ Us = −R2 × I2 toujours car U1 = 0. (1.1.2)

Or, la loi des noeuds permet d'écrire

I1 = I + I2 ⇒ I1 = I2 car I ∼= 0. (1.1.3)

Le gain G vaut alors :

G =
Us
Ue

= −R2

R1

. (1.1.4)

On peut noter que ce gain est négatif, d'où le nom d'ampli�cateur inverseur.

15



Ampli�cateur additionneur

Un autre exemple de rétroaction est l'ampli�cateur additionneur, dont le schéma
est représenté ci-après. On désigne par U1, U2, ..., Un les tensions en entrée et Us la
tension en sortie.

Figure 1.5 � Schéma de l'ampli�cateur additionneur.

Les deux entrées ont, toujours pour la même raison, un potentiel nul. En appliquant
la loi d'Ohm sur chacune des entrées, on obtient :

Ui = Ri × Ii pour tout i. (1.1.5)

En appliquant encore la loi d'Ohm en sortie, on obtient :

Us = −R× I, (1.1.6)

(l'intensité rentrant dans l'entrée - étant nulle). Or, la loi des noeuds permet d'écrire

I1 + I2 + . . .+ In = I, (1.1.7)

ce qui donne �nalement

Us = −R× (I1 + I2 + . . .+ In)⇒ Us = −R× (
U1

R1

+
U2

R2

+ . . .+
Un
Rn

). (1.1.8)

Le montage électrique somme donc bien les tensions en entrée.

1.1.6 Génération et distribution de l'électricité

Etant donné qu'il est compliqué d'emmagasiner de l'électricité, la génération et la
distribution de l'électricité dans de vastes réseaux a été un problème majeur dans la
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théorie du contrôle. Ainsi, les stations électriques sont équipées de boucles. De plus,
adapter la consommation à la demande dans le cas de quelques générateurs pour
beaucoup de consommateurs avec des réseaux d'une certaine longueur n'est pas aisé.

1.1.7 Le plasma dans un Tokamak

La modélisation, les simulations numériques ainsi que le contrôle optimal dans un
Tokamak est un exemple d'application de théorie du contrôle. Le Tokamak est un
dispositif expérimental destiné à con�ner le plasma (ou gaz ionisé) dans un champ
magnétique de sorte qu'on puisse contrôler la fusion nucléaire des atomes de petites
masses tels que l'hydrogène, le deutérium ou encore le tritium (source : Jacques Blum :
Numerical simulation and optimal control in plasma physics.). Le courant du plasma
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est alors obtenu par induction de courant dans des bobines primaires.

Figure 1.6 � Schéma d'un Tokamak.

(source : Jacques Blum : Numerical simulation and optimal control in plasma physics,
1989, John Wiley and Sons.)

1.1.8 Avionique

Pilote automatique d'un avion

Comme on peut le voir sur les deux schémas 1.7 et 1.8, les pilotes automatiques
sont équipés de boucles de rétroaction. Ces dernières utilisent la mesure de l'erreur
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entre la valeur e�ective d'une grandeur et la grandeur souhaitée et permettent de
modi�er cette dernière pour avoir une erreur petite ceci malgré des perturbations.

Figure 1.7 � Servo-contrôleur de position pour les déviations par rapport à la tra-
jectoire désirée. Ici, vc désigne la tension de contrôle et δf l'angle des volets.

Ici, la fonction de transfert de la boucle de rétroaction exprimée en fonction des
données des autres composants a la forme suivante :

δf
vc

=
k

τs+ 1
, (1.1.9)

où k et τ sont dé�nis par :

k =
1

kf
et τ =

Bm

kfka
. (1.1.10)

L'angle de roulis peut en théorie être maintenu à n'importe quel angle, y compris
ici à l'angle Φ = 0. Le pilote automatique est composé d'un comparateur, d'un
compensateur d'aileron, ainsi que d'une inclinaison gyroscopique qui sert à mesurer
l'angle de roulis de l'appareil.

Figure 1.8 � Pilote automatique pour l'inclinaison de roulis.

(source : Nelson - Flight Stability and Automatic Control - second edition, 1998,
McGraw-Hill)

De la même manière, les pilotes automatiques de bateaux utilisent également la
théorie du contrôle.
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Satellite

Je me pose, voir section 1.4.3, dans cette thèse la question de la stabilisation d'un
satellite ayant une rétrofusée hors d'usage. La stabilisation des satellites est un enjeu
important de la théorie du contrôle. Par exemple, dans le système Soleil-Terre, il
existe 5 points de Lagrange. En ces points, la somme totale des forces extérieures
exercées est nulle : ce sont donc des points d'équilibre (si on place un objet en ce
point, il y reste). Toutefois, trois de ces points sont des équilibres instables et 2 des
équilibres stables. Paradoxalement, les équilibres stables sont moins intéressants que
les équilibres instables, car la stabilité engendre la présence de nombreux détritus qui
pourraient entrer en colision avec le satellite que l'on aurait placé là. Il faut donc
placer les satellites en des points d'équilibres instables, et là encore, comme pour
faire tenir un balai sur son doigt, la théorie du contrôle, et plus particulièrement la
stabilisation, entre en jeu : il faut rendre le système insensible aux perturbations. Ici,
toutefois, nous nous intéresserons à l'orientation du satellite.

Figure 1.9 � Photo de Jason 2, un satellite d'observation des océans.

(source : www.docsciences.fr/Jason-2-un-satellite-d-observation)

1.1.9 Régulateurs pneumatiques

Principe de fonctionnement

L'élaboration de produits exige des normes de plus en plus restrictives en terme
notamment de précision et de qualité. A�n de les respecter, certaines grandeurs phy-
siques doivent être régulées de manière continue. La mise en place d'une vanne pro-
portionnelle permet alors de contrôler et réguler un �uide en fonction d'une valeur
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de consigne. On associe ensuite ces vannes à une électronique de commande pour
améliorer leur précision et donc élargir leur domaine d'application.

Compensation de longueurs lors de l'enroulement

Figure 1.10 � Schéma du fonctionnement de la compensation de longueurs lors de
l'enroulement à l'aide d'un régulateur pneumatique.
(source : http : //www.asconumatics.eu/images/site/upload/fr/proportionnelle−
fr − 2012.pdf)

Les vérins pilotés par le régulateur pneumatique régulent la tension du produit à
enrouler quelle que soit la longueur.
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Régulation de la vitesse et du couple

Figure 1.11 � Schéma du fonctionnement d'un régulateur de vitesse à l'aide d'un
régulateur pneumatique.
(source : http : //www.asconumatics.eu/images/site/upload/fr/proportionnelle−
fr − 2012.pdf)

La vitesse et le couple sont réglés en modi�ant la pression de pilotage via le
régulateur pneumatique proportionnel.

Equilibreur de charges
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Figure 1.12 � Schéma du fonctionnement d'un équilibreur de charges à l'aide d'un
régulateur pneumatique.
(source : http : //www.asconumatics.eu/images/site/upload/fr/proportionnelle−
fr − 2012.pdf)

La vanne pneumatique ajuste la pression dans le vérin selon la masse. Des charges
lourdes peuvent facilement être levées et abaissées à la main.

Brûleur pour four

Figure 1.13 � Schéma du fonctionnement d'un brûleur pour four à l'aide d'un régu-
lateur pneumatique.
(source : http : //www.asconumatics.eu/images/site/upload/fr/proportionnelle−
fr − 2012.pdf)

Une vanne proportionnelle régule le débit de gaz dans le brûleur en fonction du
degré de chaleur souhaité en sortie.

1.1.10 Robotique

La robotique utilise la théorie du contrôle. En e�et, des capteurs vont mesurer la
di�érence entre le comportement actuel et le comportement désiré et agir a�n que le
robot fasse ce que l'on souhaite. On distingue deux types de contrôle pour un bras.
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Contrôle Force-Position (FP)

20 2 Contrôle des systèmes de téléopération

Figure 2.3 – Schémas blocs de contrôle pour les systèmes de téléopération
maître/esclave : (a) Contrôle Force-Position, (b) Contrôle Position-Position, (c)
Contrôle à 4 canaux. Les variables mesurées sont représentées en rouge.

Figure 1.14 � Schéma du fonctionnement du contrôle Force-Position.

Aussi appelée � contrôle par impédance � ou, en anglais, � Direct Force Feed-
back �, cette méthode est basée sur la mesure de l'interaction entre l'esclave et l'en-
vironnement par un capteur de force.

Contrôle Position-Position (PP)

20 2 Contrôle des systèmes de téléopération

Figure 2.3 – Schémas blocs de contrôle pour les systèmes de téléopération
maître/esclave : (a) Contrôle Force-Position, (b) Contrôle Position-Position, (c)
Contrôle à 4 canaux. Les variables mesurées sont représentées en rouge.

Figure 1.15 � Schéma du fonctionnement du contrôle Position-Position.

Cette fois, la méthode de contrôle Position-Position est basée exclusivement sur
l'échange des mesures de positions entre le maître et l'esclave. Le renvoi du signal de
force de l'esclave vers le maître a ici été remplacé par le signal de position, à travers
le canal de communication C4.

(source : Thèse de Letier, 2010).
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1.2 Contrôlabilité

1.2.1 Dé�nition d'un système de contrôle et de la contrôlabi-

lité

Un système de contrôle est un système dynamique, que l'on notera sous la forme

ẏ = f(y, u), (1.2.1)

avec lequel on peut interagir au moyen de contrôles. Ici, la variable y désigne l'état
du système et la variable u est ce qu'on appelle le contrôle. Comme on le verra, l'état
peut prendre des valeurs dans des espaces de dimension �nie ((1.2.1) est alors une
équation di�érentielle ordinaire) ou dans des espaces de dimension in�nie ((1.2.1)
peut, par exemple, être une équation aux dérivées partielles).

Une solution t ∈ [0, T ] 7→ (y(t), u(t)) de l'équation ẏ = f(y(t), u(t)) est appelée
une trajectoire du système (1.2.1). Par extension, une fonction t ∈ [0, T ] 7→ y(t) sera
également appelée trajectoire du système (1.2.1) si il existe un contrôle t ∈ [0, T ] 7→
u(t) tel que ẏ(t) = f(y(t), u(t)), ∀t ∈ [0, T ].

La question que l'on va se poser est la suivante : quels que soient y0 et y1, existe-
t-il un contrôle t ∈ [0, T ] 7→ u(t) qui amène la trajectoire associée de l'état y0 à l'état
y1, c'est-à-dire :

Pour tous y0, y1, existe-t-il u : [0, T ] 7→ u(t) tel que la solution de

(ẏ = f(y, u(t)), y(0) = y0) satisfasse (y(T ) = y1)?
(1.2.2)

1.2.2 Systèmes linéaires

Systèmes de dimension �nie

Commençons, assez naturellement, par se poser la question de la contrôlabilité
des systèmes linéaires de dimension �nie. Dans cette section, on pose m et n deux
entiers naturels, et A et B désigneront deux matrices (ne dépendant pas du temps)
appartenant respectivement aux espaces Rn×n et Rn×m. Quant à eux, T0 et T1 dési-
gneront deux réels tels que T0 < T1. On se pose alors la question de la contrôlabilité
du système ẏ = Ay +Bu sur l'intervalle [T0, T1].

Remarque 1.2.1. Remarquons que la contrôlabilité du système sur [T0, T1] ne dé-
pend, du fait de l'invariance par translation, que de T1 − T0. On s'intéressera donc
désormais à la contrôlabilité sur un intervalle de la forme [0, T ], pour T ∈ R∗+.

Théorème 1.2.1. (La condition de rang de Kalman) Le système de contrôle linéaire
ẏ = Ay +Bu est contrôlable sur [0, T ] si et seulement si

V ect{AiBu ; u ∈ Rm, i ∈ {0, 1, ..., n− 1}} = Rn. (1.2.3)
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Remarque 1.2.2. Cette condition ne dépend pas de T .

Remarque 1.2.3. Pour plus de précisions sur la dimension �nie, voir par exemple
[30].

Systèmes de dimension in�nie

L'inégalité d'observabilité Soient H et U des espaces de Hilbert. L'espace H
sera l'espace des états et l'espace U celui des contrôles. On désignera par ||.||H la
norme dans H et par ||.||U celle dans U .

Soient T > 0, y0 ∈ H et u ∈ L2(]0, T [;U). Le système de contrôle que nous
considèrerons est le suivant :

ẏ = Ay +Bu, t ∈]0, T [,

y(0) = y0.
(1.2.4)

Sous certaines hypothèses, le système (1.2.4) est bien posé, c'est-à-dire qu'on a
existence et unicité des solutions. On dé�nit alors le semi-groupe associé à ẏ = Ay
comme la fonction S(t), t > 0 qui véri�e, pour tout t > 0 :

y(t) = S(t)y0, (1.2.5)

où y(t) est la solution de ẏ = Ay avec pour condition initiale y(0) = y0.

Ici, contrairement aux systèmes de dimension �nie, plusieurs types de contrôlabi-
lité sont possibles. On en dé�nit trois.

Dé�nition 1.2.1. Soit T > 0. Le système de contrôle (1.2.4) est exactement contrô-
lable en temps T si, pour tout y0 ∈ H et pour tout y1 ∈ H, il existe u ∈ L2(]0, T [;U)
tel que la solution du problème de Cauchy

ẏ = Ay +Bu(t), y(0) = y0, (1.2.6)

satisfasse y(T ) = y1.

Dé�nition 1.2.2. Soit T > 0. Le système de contrôle (1.2.4) est contrôlable à 0 en
temps T si, pour tout y0 ∈ H et pour tout ỹ0 ∈ H, il existe u ∈ L2(]0, T [;U) tel que
la solution du problème de Cauchy (1.2.6) satisfasse y(T ) = S(T )ỹ0.

Remarque 1.2.4. On peut noter que, par linéarité, la contrôlabilté à 0 en temps T
reste la même si l'on prend ỹ0 = 0. Cela explique donc le nom de cette contrôlabilité.

Dé�nition 1.2.3. Soit T > 0. Le système de contrôle (1.2.4) est approximativement
contrôlable en temps T si, pour tout y0 ∈ H, pour tout y1 ∈ H, et pour tout ε > 0, il
existe u ∈ L2(]0, T [;U) tel que la solution y du problème de Cauchy (1.2.6) satisfasse
||y(T )− y1||H 6 ε.
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Clairement, la contrôlabilité exacte implique la contrôlabilité à 0 et la contrôla-
bilité approchée. La réciproque est fausse en général. Toutefois, elle est vraie si l'on
suppose la réversibilité en temps, comme le montre le théorème suivant :

Théorème 1.2.2. Supposons que S(t), t ∈ R, est un groupe fortement continu d'opé-
rateurs linéaires. Soit T > 0. Supposons que le système de contrôle (1.2.4) est contrô-
lable à 0 en temps T . Alors le système de contrôle (1.2.4) est exactement contrôlable
en temps T .

On a alors les théorèmes suivants, où M∗ désigne l'adjoint de l'opérateur M :

Théorème 1.2.3. Soit T > 0. Le système de contrôle (1.2.4) est exactement contrô-
lable en temps T si et seulement si il existe c > 0 tel que∫ T

0
||B∗S(t)∗z||2Udt > c||z||2H , ∀z ∈ D(A∗). (1.2.7)

Théorème 1.2.4. Soit T > 0. Le système de contrôle (1.2.4) est approximativement
contrôlable en temps T si et seulement si, pour tout z ∈ H,

(B∗S(.)∗z = 0 dans L2(]0, T [;U))⇒ (z = 0). (1.2.8)

Théorème 1.2.5. Soit T > 0. Le système de contrôle (1.2.4) est contrôlable à 0 en
temps T si et seulement si il existe c > 0 tel que∫ T

0
||B∗S(t)∗z||2Udt > c||S(T )∗z||2H , ∀z ∈ D(A∗). (1.2.9)

Théorème 1.2.6. Supposons que, pour tout T > 0, le système de contrôle (1.2.4)
est contrôlable à 0 en temps T . Alors, pour tout T > 0, le système de contrôle (1.2.4)
est approximativement contrôlable en temps T .

Les inégalités (1.2.7) et (1.2.9) sont appelées inégalités d'observabilité pour le
système adjoint de ẏ = Ay+Bu, c'est-à-dire le système ẏ = A∗y où l'on mesure B∗y.

Résultats connus sur l'équation de Korteweg-de Vries. J'ai travaillé sur la
contrôlabilité à 0 de l'équation de Korteweg-de Vries linéaire. Cette équation modélise
la propagation des ondes en milieu peu profond ainsi que celle du signal dans les
�bres optiques. La contrôlabilité de cette équation a déjà été étudiée dans plusieurs
papiers. Par exemple, dans [57], la contrôlabilité exacte de l'équation de Korteweg-de
Vries linéaire et non linéaire sur des domaines bornés avec des conditions au bord
variables est étudiée. L'existence de longueurs critiques est établie et des résultats
de contrôlabilité sont prouvés pour des conditions de Dirichlet homogènes au bord et
pour une condition au bord de Neumann à droite du domaine dès lors que la longueur
du domaine n'est pas critique.
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Dans [58], le fait que sur le domaine non borné Ω := (0,∞) la contrôlabilité
exacte de l'équation de Korteweg-de Vries linéaire peut être obtenue sans la condition
d'énergie bornée pour les solutions est prouvée avec un contrôle à gauche x = 0.

De plus, dans [59], l'auteur prouve que pour toute trajectoire (régulière) de l'équa-
tion de Korteweg-de Vries peut être (localement) atteignable en temps �ni, avec des
conditions de Dirichlet et de Neumann au bord à droite du domaine, par l'utilisation
d'un contrôle spécial quadratique.

Dans [14], les auteurs ont donné des résultats sur le caractère bien posé du pro-
blème de Cauchy sur un problème de données au bord inhomogènes sur un domaine
�ni.

Dans [32], les auteurs ont prouvé la contrôlabilité locale exacte de l'équation de
Korteweg-de Vries avec des conditions de Dirichlet au bord pour la longueur critique
L = 2π avec une force de contrôle active en x = L de type Neumann.

Dans [22] et [23], les auteurs ont établi des résultats d'existence locale pour des
données initiales dans H1 et des résultats d'existence globale si la donnée est su�-
samment petite pour l'équation de Korteweg-de Vries avec des conditions au bord
spéciales non symétriques non homogènes (sur u à x = 0 et ux, uxx à x = L). Cette
référence a été l'inspiration de mon papier.

Dans [49], l'existence d'une solution donnée de l'équation Korteweg-de Vries dans
un repère mobile de référence, et posé soit sur une demi-droite gauche, soit sur une
demi-droite droite, ou sur un intervalle �ni est démontrée.

Dans [43], un résultat de contrôlabilité uniforme de l'équation de Korteweg-de
Vries linéaire dans la limite de zéro-dispersion ainsi que quelques résultats de contrô-
labilité locale exacte pour l'équation de Korteweg-de Vries sont présentés.

Dans [18] et dans [19] les auteurs ont prouvé, en utilisant la � power series expan-
sion �, méthode introduite dans [32], que le terme non linéaire donne la contrôlabilité
exacte locale autour de l'origine à condition que le temps soit su�samment grand.
Ceci, contrairement à [57], est prouvé pour des longueurs critiques avec des conditions
de Dirichlet au bord et un contrôle de type Neumann.

1.2.3 Systèmes non linéaires à linéarisé contrôlable

Théorèmes

La plupart des systèmes que nous verrons sont des systèmes non linéaires. La
contrôlabilité des sytèmes de dimension �nie reste toutefois fondamentale pour sa-
voir si un système non linéaire est contrôlable. En e�et, on s'intéresse d'abord à
la contrôlabilité du linéarisé et, si ce dernier est contrôlable, on peut en déduire la
contrôlabilité locale du système non linéaire. Commençons par dé�nir cette dernière
et rappeler quelques résultats sur la contrôlabilité des systèmes en dimension �nie.
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Soit (ye, ue) : [0, T ] 7→ Rn × Rm un équilibre, c'est-à-dire un point véri�ant
f(ye, ue) = 0. Pratiquement, cela signi�e que si on part de ye et que l'on utilise
le contrôle ue, on reste en ye.

On dé�nit alors la contrôlabilité locale exacte en temps petit comme ceci :

Dé�nition 1.2.4. Le système ẏ = f(y, u) est localement contrôlable en temps petit
autour de l'équilibre (ye, ue) si, pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que, pour tous y0

et y1 véri�ant |y0 − ye| < η et |y1 − ye| < η, il existe une trajectoire (y, u) : [0, ε] 7→
Rn × Rm telle que

y(0) = y0, y(ε) = y1,

∀t ∈ [0, T ], |y(t)− ye(t)| 6 ε,

|u(t)− ue(t)| 6 ε, ∀t ∈ [0, ε].

(1.2.10)

Autrement dit, on dira que le système ẏ = f(y, u) est localement contrôlable en
temps petit autour de l'équilibre (ye, ue) si pour toute boule de rayon ε, en bleu sur
le dessin 1.16, il existe une boule de rayon η, en vert sur le dessin 1.16, tels que si on
prend deux états dans la boule verte, il existe un contrôle tel que la trajectoire associée
(en rouge sur le dessin) mène le système de l'un des états à l'autre sur l'intervalle de
temps [0, ε] en restant toujours dans la boule bleue, c'est-à-dire à une distance de ue
inférieure ou égale à ε et satisfaisant |u(t)− ue| 6 ε, ∀t ∈ [0; ε].

Figure 1.16 � Schéma illustrant la contrôlabilité locale en temps petit.
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Dé�nition 1.2.5. Soit un système non linéaire ẏ = f(y, u), où y ∈ Rn désigne
de nouveau l'état et u ∈ Rm le contrôle, et soit un équilibre (ye, ue) (on a donc
f(ye, ue) = 0). On appelle linéarisé du système de contrôle à l'équilibre (ye, ue) le
système de contrôle linéaire ẏ = Ay +Bu avec

A :=
∂f

∂y
(ye, ue) et B :=

∂f

∂u
(ye, ue). (1.2.11)

Le théorème des fonctions implicites permet alors de montrer que :

Théorème 1.2.7. Si le système linéarisé ẏ = Ay + Bu est contrôlable au point
d'équilibre (ye, ue), alors le système non linéaire ẏ = f(y, u) est localement contrôlable
en temps petit autour du point d'équilibre (ye, ue).

Un exemple : le pendule inversé sur un chariot

Présentation C'est un exemple très classique de théorie du contrôle. Le principe
est le même que le manche à balai sur le doigt, sauf qu'on remplace le doigt par un
chariot mobile et le balai par un pendule inversé.
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Figure 1.17 � Pendule inversé sur un chariot.

Ici, m désigne la masse au bout du pendule inversé de longueur l, θ est l'angle
qu'il fait avec la verticale, C est le point autour duquel pivote le pendule, M désigne
la masse du chariot et ξ sa position. La tige de longueur l est supposée sans masse.
Le contrôle correspond à la force F qu'on applique au chariot.

Mise en équation On pose :

y1 := ξ, y2 := θ, y3 := ξ̇, y4 := θ̇ et u := F. (1.2.12)

On peut alors montrer que ce système est régi par l'équation ẏ = f(y, u) où on a
noté y = (y1, y2, y3, y4)tr et où f est dé�nie par :

f :=



y3

y4

mly2
4 sin(y2)−mgsin(y2) cos(y2)

M +m sin2(y2)
+

u

M +m sin2(y2)
−mly2

1 sin(y2) cos(y2) + (M +m)g sin(y2)

M +m sin2(y2)l
− u cos(y2)

M +m sin2(y2)l


. (1.2.13)

Exemple de point d'équilibre Ici, il est clair que l'origine, c'est-à-dire (ye, ue) =
(0, 0), est un point d'équilibre.

Le linéarisé autour du point d'équilibre est-il contrôlable ? Le système de
contrôle linéarisé autour de l'origine (0, 0) ∈ R4×R a alors pour équation ẏ = Ay+Bu
où A et B sont dé�nies par :

A =


0 0 1 0
0 0 0 1

0 −mg
M

0 0

0
(M +m)g

Ml
0 0

 , B =
1

Ml

á
0
0
l
−1

ë
. (1.2.14)

On peut alors véri�er facilement que ce système linéarisé véri�e la condition de
Kalman (1.2.3) et est ainsi contrôlable. Par le théorème 1.2.7, le pendule inversé est
donc localement contrôlable en temps petit en (0, 0) ∈ R4 × R.

1.2.4 Systèmes non linéaires à linéarisé non contrôlable

Les crochets de Lie

Si le linéarisé n'est pas contrôlable, tout n'est pas perdu. En e�et, la contrôlabilité
du système peut parfois venir de sa non-linéarité. En dimension �nie, la principale
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stratégie est d'utiliser les crochets de Lie.

Dé�nition 1.2.6. Soit Ω un ouvert non vide de Rn, et soient X := (X1, X2, ..., Xn) ∈
C1(Ω,Rn) et Y := (Y 1, Y 2, ..., Y n) ∈ C1(Ω,Rn) deux champs de vecteurs dérivables.
On dé�nit alors le crochet de Lie [X, Y ] := ([X, Y ]1, [X, Y ]2, ..., [X, Y ]n)tr par

[X, Y ](x) := Y ′(x)X(x)−X ′(x)Y (x), ∀x ∈ Ω. (1.2.15)

Les composantes de [X, Y ](x) sont donc dé�nies par :

[X, Y ]j(x) =
n∑
k=1

Xk(x)
∂Y j

∂xk
(x)− Y k(x)

∂Xj

∂xk
(x), ∀j ∈ {1, 2, ..., n}, ∀x ∈ Ω. (1.2.16)

A�n d'expliquer en quoi ces crochets de Lie sont intéressants, considérons le sys-
tème de contrôle, pour Ω ouvert de Rn, f1 ∈ C∞(Ω) et f2 ∈ C∞(Ω) :

f(y, u) = u1f1(y) + u2f2(y). (1.2.17)

Commençons à partir d'un état a ∈ Ω. Soit η > 0 un réel. Si on veut bouger dans la
direction f1(a), il su�t de prendre (u1, u2) = (η, 0). Si on veut bouger dans la direction
−f1(a), il su�t de prendre (u1, u2) = (−η, 0). De même, si on veut bouger dans la
direction f2(a), il su�t de prendre (u1, u2) = (0, η), et on prendra (u1, u2) = (0,−η)
pour aller dans la direction −f2(a). Expliquons maintenant comment aller dans la
direction [f1, f2](a).

On part de x(0) = a et on prend ε > 0 un réel petit. Soient η1 et η2 deux réels
non nuls. On dé�nit alors (u1, u2) par :

(u1(t), u2(t)) = (η1, 0) pour t ∈ (0, ε),

(u1(t), u2(t)) = (0, η2) pour t ∈ (ε, 2ε),

(u1(t), u2(t)) = (−η1, 0) pour t ∈ (2ε, 3ε),

(u1(t), u2(t)) = (0,−η2) pour t ∈ (3ε, 4ε),

(1.2.18)

et on peut alors montrer que, quand ε→ 0,

y(4ε) = a+ η1η2ε
2[f1, f2](a) + o(ε2). (1.2.19)

On a donc bougé dans les directions +/ − [f1, f2](a), comme l'indique la �gure
suivante :
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Figure 1.18 � Schéma représentant la trajectoire suivie pour aller dans le sens
[f1, f2](a).

Dé�nissons maintenant l'algèbre de Lie :

Dé�nition 1.2.7. Soit Ω un ouvert non vide de Rn et soit F un ensemble de champs
de vecteurs de classes C∞ sur Ω. On note Lie(F) et on appelle l'algèbre de Lie générée
par F le plus petit sous-espace vectoriel E de C∞(Ω;Rn) véri�ant les deux conditions
suivantes :

F ⊂ E (1.2.20)

et
(X ∈ E et Y ∈ E)⇒ ([X, Y ] ∈ E). (1.2.21)

On a alors le théorème suivant, dû à P.Rashevski en 1938 dans [56] et à W.-L.
Chow en 1939 dans [21] :

Théorème 1.2.8. Soit Ω un ouvert non vide de Rn et soit ye ∈ Ω. Supposons qu'il
existe des fonctions f1, f2, ..., fm : Ω→ Rn telles que

f(y, u) =
m∑
i=1

uifi(y), ∀(y, u) ∈ Ω× Rm. (1.2.22)

Supposons également que

{h(ye) ; h ∈ Lie{f1, f2, ..., fm}} = Rn. (1.2.23)
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Alors le système de contrôle ẏ = f(y, u) est localement contrôlable en temps petit à
l'équilibre (ye, 0) ∈ Rn × Rm.

Un exemple : la poussette

Présentation Un autre système intéressant à étudier est l'exemple de la poussette.

Figure 1.19 � Schéma illustrant les variables en jeu dans la dynamique de la pous-
sette.

Mise en équation La dynamique de la poussette est régie par l'équation

ẏ1 = u1 cos(y3), ẏ2 = u1 sin(y3), ẏ3 = u2. (1.2.24)

Ici, il s'agit d'un système de contrôle où l'état est y = (y1, y2, y3)tr ∈ R3 est de
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dimension 3 et le contrôle est u = (u1, u2)tr ∈ R2 est de dimension 2. On a donc n = 3
et m = 2.

Exemple de point d'équilibre L'origine, c'est-à-dire (ye, ue) = (0, 0) ∈ R3 × R2,
est clairement un point d'équilibre. L'ensemble des points d'équilibre est ici :

{(ye, 0) ∈ R3 × R2}. (1.2.25)

Le linéarisé autour de l'origine est-il contrôlable ? Si on linéarise ce système
de contrôle autour de l'origine, on obtient :

ẏ1 = u1, ẏ2 = 0, ẏ3 = u2, (1.2.26)

qui n'est clairement pas contrôlable puisqu'on ne peut pas agir sur y2. Le linéarisé ne
donne donc aucune information sur la contrôlabilité locale en temps petit autour de
l'origine (0, 0) ∈ R3 × R2 de la poussette.

Mettons ce système sous la forme ẏ = u1f1(y) + u2f2(y), avec

f1(y) = (cos(y3), sin(y3), 0)tr, f2(y) = (0, 0, 1)tr. (1.2.27)

On peut alors calculer [f1, f2] :

[f1, f2](y) = (sin(y3),− cos(y3), 0)tr. (1.2.28)

Puisque les vecteurs f1(0), f2(0) et [f1, f2](0) engendrent R3, la poussette, grâce au
théorème 1.2.8, est localement contrôlable en temps petit autour de l'origine (0, 0) ∈
R3 × R2. La contrôlabilité vient donc ici de la non-linéarité du système.

La méthode du retour

La méthode du retour fut introduite par Jean-Michel CORON en 1992 dans [25].
On suppose que f(0, 0) = 0 et on s'intéresse à la contrôlabilité locale en temps petit
de ẏ = f(y, u) autour de (0, 0) ∈ Rn×Rm. Rappelons le théorème classique suivant :

Théorème 1.2.9. Soit (y, u) : [T0, T1] → O une trajectoire du système de contrôle
ẏ = f(y, u). Supposons que le système de contrôle linéarisé autour de la trajectoire
(y, u) est contrôlable. Alors le système de contrôle non linéaire ẏ = f(y, u) est locale-
ment contrôlable autour de la trajectoire (y, u), c'est-à-dire, pour tout δ > 0, il existe
ν > 0 tel que pour tous y0 et y1 ∈ Rn véri�ant |y0 − y(0)| < ν et |y1 − y(T )| < ν, il
existe u : [T0, T1] → Rm mesurable tel que |u(t) − u| < δ pour tout t ∈ [T0, T1] et tel
que, si ẏ = f(y, u(t)) et y(T0) = y0, alors y(T1) = y1.
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En appliquant ce théorème, on en déduit le théorème suivant, qui est la base de
la méthode du retour :

Théorème 1.2.10. Supposons qu'il existe, pour tout réel strictement positif T et
tout ε strictement positif, une fonction bornée mesurable u : [0, T ] → Rm véri�ant
||u||L∞(0,T ) 6 ε telle que, si on appelle y la solution (maximale) de ẏ = (y, u(t)),
y(0) = 0, alors

y(T ) = 0, (1.2.29)

le système de contrôle linéarisé autour de (y, u) est contrôlable sur [0, T ]. (1.2.30)

Alors le système ẏ = f(y, u) est localement contrôlable en temps petit autour de
(0, 0) ∈ Rn × Rm.

On en déduit en e�et l'existence de η > 0 tel que, pour tous y0 ∈ Rn et y1 ∈ Rn

véri�ant

|y0| < η, |y1| < η, (1.2.31)

il existe u ∈ L∞(]0, T [;Rm) tel que

|u(t)− u(t)| 6 ε, ∀t ∈ [0, T ], (1.2.32)

et tel que, si y : [0, T ]→ Rn est la solution du problème de Cauchy

ẏ = f(y, u(t)), y(0) = y0, (1.2.33)

alors

y(T ) = y1. (1.2.34)

C'est ce qui est représenté sur la �gure suivante :
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Figure 1.20 � Schéma représentant la méthode du retour.

Comme T est choisi arbitrairement petit, on a ainsi montré la contrôlabilité locale
en temps petit de ẏ = f(y, u) autour de (0, 0) ∈ Rn × Rm.

Retour sur la poussette

Rappellons que l'on a déjà prouvé la contrôlabilité locale en temps petit de ce
système en utilisant les crochets de Lie. Essayons maintenant de voir ce que donne
la méthode du retour sur cet exemple.

Pour tout u : [0, T ] → R2 tel que, pour tout t ∈ [0, T ], u(T − t) = −u(t), toute
solution y : [0, T ]→ R3 de

ẏ1 = u1 cos(y3), ẏ2 = u1 sin(y3), ẏ3 = u2, (1.2.35)

satisfait y(0) = y(T ).

Le système de contrôle linéarisé autour de (y, u) est


ẏ1 = u1y3 sin(y3) + u1 cos(y3),
ẏ2 = u1y3 cos(y3) + u1 sin(y3),
ẏ3 = u2,

(1.2.36)
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qui comme on le véri�e facilement est contrôlable si (et seulement si ) u 6≡ 0. On
obtient ainsi la contrôlabilité de la poussette sans utiliser les crochets de Lie. On a
utilisé uniquement des résultats de contrôlabilité pour des systèmes linéaires.

Un deuxième exemple : l'équation d'Euler pour les �uides incompressibles

Présentation Prenons l'exemple d'un �uide dans Rn contenu dans un domaine Ω
et on peut agir sur le �uide au niveau de la partie du bord marquée en rouge, que
l'on appellera Γ0 et qui est supposé être un ouvert non vide de ∂Ω.

Figure 1.21 � Fluide incompressible dans un domaine Ω.

Mise en équation Commençons par quelques rappels de notations.

Pour ϕ : Ω → Rn, x = (x1, x2, ..., xn) 7−→ (ϕ1(x), ϕ2(x), ..., ϕn(x)), on dé�nit
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div(ϕ) : Ω→ R et (ϕ.∇)ϕ : Ω→ Rn par :

div(ϕ) :=
n∑
i=1

∂ϕi
∂xi

, (1.2.37)

et

[(ϕ.∇)ϕ]k :=
n∑
i=1

ϕi
∂ϕk
∂ϕi

. (1.2.38)

Dans le cas où n = 2, on dé�nit la fonction rot : Ω→ R par :

rotϕ :=
∂ϕ2

∂x1

− ∂ϕ1

∂x2

. (1.2.39)

En�n, pour une fonction π : Ω→ R, on dé�nit ∇π : Ω→ Rn par :

∇π := (
∂π

∂x1

,
∂π

∂x2

, ...,
∂π

∂xn
). (1.2.40)

Les notations restent les mêmes lorsque ϕ ou π dépendent du temps (on �xe
le temps et on dérive partiellement par rapport aux variables d'espace xi, où i ∈
{1, ..., n}).

On note ν : ∂Ω→ R le champ de vecteurs unitaires normaux extérieurs à Ω. Soit
T > 0. Soient y0 : Ω → Rn et y1 : Ω → Rn des champs de vecteurs correspondant à
un état donné du �uide tels que

div(y0) = div(y1) = 0 (1.2.41)

(cette condition traduit l'incompressibilité du �uide) et

y0 · ν = y1 · ν = 0 sur ∂Ω \ Γ0 (1.2.42)

(cette condition traduit le fait qu'en dehors de l'endroit où se situe le contrôle le �uide
glisse sur les parois du domaine Ω).

Le problème de contrôlabilité que l'on se pose est alors le suivant : existe-t-il des
fonctions y : [0, T ]× Ω→ Rn et p : [0, T ]× Ω→ R tels que

yt + (y · ∇)y +∇p = 0, div(y) = 0, dans Ω× [0, T ], (1.2.43)

y · ν = 0 sur [0, T ]× (∂Ω \ Γ0), (1.2.44)

y(0, .) = y0, y(T, .) = y1? (1.2.45)

Cette équation di�ère de l'équation d'Euler classique en ceci que, dans (1.2.44),
on n'impose une condition au bord qu'en dehors de Γ0 qui est la partie du bord du
domaine où s'exerce le contrôle.
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Plusieurs contrôles sont possibles En ce qui concerne le contrôle, on peut alors
expliciter plusieurs choix possibles. Par exemple, dans le cas n = 2 :

y · ν sur Γ0 tel que
∫

Γ0

y · ν = 0 (1.2.46)

et
rot(y) aux points de [0, T ]× Γ0 où on a y.ν < 0. (1.2.47)

Cas où le système n'est pas contrôlable Ce système n'est pas toujours contrô-
lable, comme le prouve le contre-exemple suivant :

Figure 1.22 � Exemple où le système n'est pas contrôlable.

On a un domaine Ω dans lequel on a un trou délimité par Γ1 tel que Γ0 ∩ Γ1 = ∅.
Prouvons la non-contrôlabilité de ce système dans le cas n = 2. Soit γ0 une courbe

de Jordan incluse dans Ω. Maintenant, �xons t ∈ [0, T ] et notons γ(t) la courbe de
Jordan formée au temps t ∈ [0, T ] par les points du �uide qui étaient initialement sur
γ0 au temps t = 0. D'après la loi de Kelvin, l'intégrale de la circulation de la vitesse
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du �uide sur γ(t) reste constante si γ(t) n'intersecte pas Γ0, c'est-à-dire :∫
γ(t)

y(t, .) · ~ds =
∫
γ0
y(0, .) · ~ds, ∀t ∈ [0, T ]. (1.2.48)

En prenant alors γ0 = Γ1, on a γ(t) = Γ1 pour tout t ∈ [0, T ]. Ainsi, si on choisit
deux états y0 et y1 tels que ∫

Γ1

y0 · ~ds 6=
∫

Γ1

y1 · ~ds, (1.2.49)

on ne peut pas amener le système de y0 à y1.

Le théorème Plus généralement, en dimensions n = 2 et n = 3, ce système n'est
pas contrôlable si Γ0 n'intersecte pas toute composante connexe du bord ∂Ω de Ω.
Et la réciproque est vraie : on a le théorème suivant, dû à Jean-Michel CORON dans
le cas n = 2 (démontré en 1998 dans [28]) et à Olivier GLASS dans le cas n = 3
(démontré en 1997 dans [42]) :

Théorème 1.2.11. Supposons que Γ0 intersecte toute composante connexe de ∂Ω.
Alors le système d'Euler est globalement contrôlable pour tout temps T > 0 : ∀T > 0,
∀y0, y1 : Ω→ Rn véri�ant

div(y0) = div(y1) = 0, y0 · ν = y1 · ν = 0 sur ∂Ω \ Γ0, (1.2.50)

∃y ∈ [0, T ]× Ω→ Rn et p ∈ [0, T ]× Ω→ R tels que :

yt + (y · ∇)y +∇p = 0, div(y) = 0, dans Ω× [0, T ], (1.2.51)

y · ν = 0 sur [0, T ]× (∂Ω \ Γ0), (1.2.52)

y(0, .) = y0, y(T, .) = y1. (1.2.53)

Recherche des points d'équilibres L'origine est ici clairement un point d'équi-
libre.

Le linéarisé est-il contrôlable ? Ici encore, la première idée est d'essayer de
contrôler le linéarisé du système autour de l'origine. Ce système de contrôle a la
forme suivante :

yt +∇p = 0, div(y) = 0, y · ν = 0 sur [0, T ]× (∂Ω \ Γ0). (1.2.54)

On peut remarquer que les termes quadratiques ont disparu puisqu'on a linéarisé
le système.
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Or, en supposant pour simpli�er que n = 2 et prenant le rotationnel de cette
équation, on obtient :

(rot(y))t = 0. (1.2.55)

Ainsi rot(y) reste constant le long de toute trajectoire du linéarisé. C'est pour
cette raison que le linéarisé n'est pas contrôlable.

Les crochets de Lie Bien que les crochets de Lie itérés aient permis de contrôler
un certain nombre de systèmes de contrôle d'équations aux dérivées partielles, par
exemple

- les systèmes de contrôle d'Euler et de Navier Stokes, di�érents de celui considéré
précédemment (travaux de A. Agrachev et A. Sarychev en 2005 dans [1] ; A. Shirikyan
en 2006, 2007 et H. Nersisyan en 2010 dans [53]) ;

- le système de contrôle de Schrödinger (travaux de T. Chambrion, P. Mason, M.
Sigalotti et U. Boscain en 2009 dans [20] ),
cette méthode ne fonctionne pas pour ce système.

Essayons maintenant d'appliquer la méthode du retour à l'équation d'Euler. Il
s'agit donc de contruire une trajectoire (y, p) : [0, T ]× Ω→ Rn × R telle que

yt + (y.∇)y +∇p = 0, div(y) = 0, (1.2.56)

y.ν = 0 sur [0, T ]× (∂Ω \ Γ0), (1.2.57)

y(T, .) = y(0, .) = 0, (1.2.58)

le système de contrôle linéarisé autour de (y, p) est contrôlable. (1.2.59)

Etudions pour simpli�er le cas où n = 2 et où le domaine Ω est simplement
connexe.

Pour construire une telle trajectoire, on commence par prendre une fonction θ :
Ω→ R telle que

∆θ = 0 dans Ω,
∂θ

∂ν
= 0 sur ∂Ω \ Γ0. (1.2.60)

Soit α : [0, T ] → R une fonction telle que α(0) = α(T ) = 0. On dé�nit en�n
(y, p) : [0, T ]× Ω→ R2 × R par

y(t, x) := α(t)∇θ(x), p(t, x) := −α̇(t)θ(x)− α(t)2

2
|∇θ(x)|2. (1.2.61)

(y, p) est alors une trajectoire du système de contrôle d'Euler qui va de 0 à 0.

Le système linéarisé autour de la trajectoire (y, p) est®
yt + (y.∇)y + (y.∇)y +∇p = 0, div(y) = 0 sur [0, T ]× Ω,
y.ν = 0 sur [0, T ]× (∂Ω \ Γ0).

(1.2.62)

42



En prenant encore le rotationnel de la première équation, on obtient :

(rot(y))t + (y.∇)(rot(y)) = 0. (1.2.63)

C'est tout simplement une équation de transport sur rot(y). S'il existe a ∈ Ω tel
que ∇θ(a) = 0, alors y(t, a) = 0 et (rot(y))t(t, a) = 0 ce qui fait que (1.2.63) n'est
pas contrôlable. C'est en fait la seule obstruction : si ∇θ ne s'annule pas sur Ω, on

peut prouver que l'équation (1.2.63) (et ensuite (1.2.62)) est contrôlable si
∫ T

0
α(t)dt

est assez grand.

On construit alors θ de la façon suivante. On prend deux sous-ensembles connexes
ouverts non vides Γ+ et Γ− de Γ0 et on choisit g : ∂Ω→ R véri�ant∫

∂Ω
gds = 0, (1.2.64)

et
{g > 0} = Γ+ et {g < 0} = Γ−. (1.2.65)
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Figure 1.23 � Schéma illustrant la construction de la fonction θ à partir de la fonction
g.

On dé�nit alors θ comme la solution de problème

∆θ = 0,

∂θ

∂ν
= g sur ∂Ω.

(1.2.66)

On véri�e alors que ∇θ ne s'annule pas sur Ω.

1.3 Stabilisation

1.3.1 Motivation : Clepsydre et Régulateur de Watt

Le tout premier exemple de régulateur construit par l'homme : la Clep-
sydre (ou horloge à eau)

Le but est ici de mesurer le temps qui passe à l'aide d'un système d'écoulement
d'eau. Une première idée serait tout simplement de mettre un récipient 1 troué en son
fond, de sorte que l'eau s'écoule vers un récipient 2 et de mesurer la hauteur d'eau
dans le récipient 2, comme l'indique la �gure 1.24.

Figure 1.24 � Un premier dispositif.

Il se trouve que ce dispositif présente un problème. En e�et, le débit d'eau du
récipient 1 vers le récipient 2 sera plus important si le niveau d'eau est élevé et moins

44



important si le niveau d'eau est bas. Or, pour mesurer le temps, il est nettement
préférable d'avoir un débit constant pour que la variation du niveau de l'eau dans le
récipient 2 soit proportionnelle au temps écoulé. L'idée pour résoudre ce problème, que
l'on prête à Ctésibios (3ème siècle avant Jésus-Christ), est de rajouter un troisième
récipient et d'équiper le récipient 2 d'un �otteur qui va bloquer l'arrivée d'eau si le
niveau est trop haut et laisser l'eau passer si le niveau est trop bas, comme le montre
la �gure 1.25.

Figure 1.25 � Un deuxième dispositif.

On assure ainsi un niveau d'eau constant dans le récipient 2, et donc un débit
constant du récipient 2 vers le récipient 3. On peut ainsi mesurer le temps qui s'est
écoulé en mesurant le niveau d'eau dans le récipient 3.

Le régulateur de Watt

Revenons sur l'exemple du régulateur de Watt et introduisons quelques notations
qui nous seront utiles par la suite :
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Figure 1.26 � Le régulateur de Watt.

On notera θ l'angle entre les boules et l'axe de rotation, l la longueur des tiges, ϕ
l'angle de rotation et m la masse des boules. Rappelons que l'on cherche à avoir une
vitesse de rotation constante, c'est-à-dire ϕ̇ constant.

On pose y1 = θ, y2 = θ̇ et y3 = ϕ̇, on obtient alors le système d'équations suivant :



ẏ1 = y2,

ẏ2 = sin(y1) cos(y1)y2
3 −

g

l
sin(y1)− C

2ml2
y2,

ẏ3 = −Γr
J

+
Γ0

J
− k

J
(1− cos(y1)).

(1.3.1)

Ici, g désigne la constante de gravition universelle, et C > 0 désigne un terme
de frottement qui s'oppose au mouvement vertical des boules (lorsqu'elles montent
ou descendent). La première équation est triviale (θ̇ = θ̇). La seconde équation est
l'équation de Newton. C'est dans la troisième équation qu'intervient le contrôle. Ici, Γr
désigne le couple résistant appliqué au système que la machine à vapeur fait tourner,
et le contrôle, que l'on peut choisir, est le terme Γ0 − k(1− cos(y1)). Les constantes
Γ0 et k sont des constantes que l'on peut choisir grâce au système de tringles et à la
vanne d'admission de la vapeur.

Rappelons qu'un état est appelé équilibre si quand on part de ce point on reste
toujours en ce point.
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Cherchons tout d'abord les points d'équilibres. En notant (ȳ1, ȳ2, ȳ3) un tel équi-
libre, on obtient le système d'équations suivant :

ȳ2 = 0, (1.3.2)

sin(ȳ1) cos(ȳ1)ȳ2
3 −

g

l
sin(ȳ1) = 0, (1.3.3)

et

− Γr
J

+
Γ0

J
− k

J
(1− cos(ȳ1)) = 0. (1.3.4)

Si l'on suppose sin(ȳ1) 6= 0, c'est-à-dire que les deux boules ne se touchent pas,
(1.3.4) devient

cos(ȳ1) =
g

lȳ2
3

. (1.3.5)

Rappelons que l'on souhaite avoir ϕ̇ = ȳ3 := ω où ω est une constante. (1.3.4)
devient alors :

Γr = Γ0 − k(1− g

lω2
). (1.3.6)

On a trouvé une relation entre le couple résistant et le contrôle.

Il se pose alors la question de savoir si le point d'équilibre est asymptotiquement
stable. Pour le savoir, on va linéariser le système. On pose donc : y1 = ȳ1 + z1,
y2 = ȳ2 + z2 = z2 et y3 = ȳ3 + z3 = ω + f3 où z1, z2 et z3 sont petits. Le système
devient :



ż1 = z2,

ż2 = sin(ȳ1 + z1) cos(ȳ1 + z1)(ω + z3)2 − g

l
sin(ȳ1 + z1)− C

2ml2
z2,

ż3 = −Γr
J

+
Γ0

J
− k

J
(1− cos(ȳ1 + z1)).

(1.3.7)

En faisant alors un développement à l'ordre 1, on obtient :



ż1 = z2,

ż2 = −ω2 sin2(ȳ1)z1 −
C

2ml2
z2 + ω sin(2ȳ1)z3,

ż3 = −k
J

sin(ȳ1)z1.

(1.3.8)

On cherche alors les solutions complexes de ce système sous la forme z1(t) = a1e
xt,

z2(t) = a2e
xt et z3(t) = a3e

xt, et on regarde les cas où ces dernières tendent vers 0
pour savoir si l'origine est asymptotiquement stable. En remplaçant chaque zi par son
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expression on trouve un système de trois équations portant sur les 3 ai et on montre
que ces équations admettent une solution non nulle si et seulement si :

x3 +
C

2ml2
x2 + ω2sin2(ȳ1)x+

2kj

Jlω
sin2(ȳ1) = 0. (1.3.9)

On donnera au début de la section 1.3.3 une condition nécessaire et su�sante
pour que cela soit vrai.

1.3.2 Notion de stabilisation

Jusqu'ici nous avons traité du problème de la contrôlabilité, c'est-à-dire que nous
nous sommes posés la question de savoir si on pouvait aller d'un état à un autre.
Le contrôle que l'on obtient est alors en boucle ouverte : il dépend du temps et des
deux états donnés, mais ne dépend pas de l'état pendant l'évolution du système de
contrôle. Ici on s'intéresse à des contrôles en boucle fermée, c'est-à-dire des contrôles
qui ne dépendent pas de l'état initial mais dépendent, au temps t, de l'état y à ce
moment qui stabilise asymptotiquement le point que l'on cherche à atteindre. Ces
contrôles en boucle fermée présentent l'intérêt d'être généralement plus robustes face
aux perturbations.

Stabilisation asymptotique

On dira qu'un équilibre est asymptotiquement stable si :

- l'équilibre est stable, c'est-à-dire qu'étant donné une boule (la boule rouge)
on peut trouver une autre boule (la boule bleue) telle que si on part d'un point
su�samment proche de l'origine, c'est-à-dire dans la boule bleue, on reste toujours
dans la boule rouge lorsqu'on regarde la solution du problème de Cauchy pour les
temps positifs. L'équilibre sera dit instable si il n'est pas stable.
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Figure 1.27 � Schéma illustrant la stabilité d'un équilibre.

- l'équilibre est attracteur, c'est-à-dire que si on part d'un point su�samment
proche, dans la boule bleue, on va tendre vers cet équilibre quand t→ +∞.
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Figure 1.28 � Schéma illustrant l'attractivité d'un équilibre.

Stabilisation en temps �ni

Dans [12], on considère le système

ẏ(t) = f(y(t)), (1.3.10)

où f : D → Rn est continue sur un voisinage ouvert D de l'origine et f(0) = 0.
Une fonction dérivable y : I → D est solution de (1.3.10) sur l'intervalle I ⊆ R si
y est de classe C1 et satisfait (1.3.10) pour tout t ∈ I. La continuité de f implique
alors que pour tout x ∈ D, il existe τ0 < 0 < τ1 ainsi qu'une solution y(.) de
(1.3.10) dé�nie sur ]τ0, τ1[ telle que y(0) = x. Les auteurs de [12] supposent de plus
que (1.3.10) possède des solutions uniques en temps croissant pour toute condition
initiale, sauf éventuellement l'origine ; ils supposent donc que, pour tout x ∈ D \ {0}
et pour τ2 > 0 assez petit il existe au plus une solution y(.) de (1.3.10) dé�nie sur
[0; τ2[ et satisfaisant y(0) = x. Dans ce cas, ils notent alors l'unique solution y(.) de
(1.3.10) satisfaisant y(0) = x ∈ D \ {0} par ρ(.)(x), c'est-à-dire, ρt(x) = y(t). Cette
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unicité présente l'intérêt majeur d'assurer la continuité des solutions en fonction de
la condition initiale, et ce même si f n'est pas lipschitzienne.

On dira qu'un point est un équilibre stable en temps �ni si :

Dé�nition 1.3.1. L'origine est dite être un équilibre stable en temps �ni de (1.3.10)
s'il existe un voisinage ouvert N ⊆ D de l'origine et une fonction T : N \ {0} →
]0; +∞[, appelée temps de stabilisation, telle qu'on ait :

1) convergence en temps �ni : pour tout x ∈ N \ {0}, ρt(x) est dé�nie pour
t ∈ [0;T (x)[, ρt(x) ∈ N \ {0} pour tout t ∈ [0;T (x)[ et limt→T (x)ρt(x) = 0,

2) stabilité au sens de Lyapunov : pour tout ouvert Uε tel que 0 ∈ Uε ⊆ N , il
existe un ouvert Uδ tel que 0 ∈ Uδ ⊆ N et tel que pour tout x ∈ Uδ \ {0}, ρt(x) ∈ Uε
pour tout t ∈ [0;T (x)[.

Fonction de Lyapunov

Dans [12], les auteurs remarquent que les contrôles en boucle ouverte, bien que
minimaux au niveau de l'énergie, peuvent être sensibles aux perturbations. Ils pré-
sentent un contrôle explicite pour la stabilisation en temps �ni pour le double inté-
grateur rotationnel ayant la propriété d'être continu donc robuste par rapport aux
petites perturbations.

L'origine est dite être un équilibre stable en temps �ni global si c'est un équilibre
stable en temps �ni et que D = N = Rn où D et N sont dé�nis dans 1.3.1.

L'un des théorèmes principaux concernant les fonctions de Lyapunov est le suivant,
tiré de [12] :

Théorème 1.3.1. Supposons qu'il existe une fonction continue et di�érentiable V :
D → R, des nombres réels k > 0 et α ∈]0; 1[, et un voisinage de l'origine U ⊂ D
tels que V est dé�nie positive sur U et V̇ + kV α est semi-dé�nie négative sur U , où
on a noté V̇ (x) =

∂V

∂x
(x)f(x). Alors l'origine est un équilibre stable en temps �ni de

(1.3.10). De plus, si T est le temps de stabilisation, alors T (x) 6
1

k(1− α)
V (x)1−α

pour tout x d'un voisinage ouvert de l'origine.

1.3.3 Stabilisation

Retour sur le régulateur de Watt

On sait (premier théorème de Lyapunov) que l'origine est asymptotiquement
stable pour (1.3.7) si toutes les solutions x ∈ C de (1.3.9) ont une partie réelle
strictement négative. Or, on a le théorème suivant :
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Théorème 1.3.2. Toutes les racines complexes de P (x) = x3 + a1x
2 + a2x+ a3 ont

leur partie réelle strictement négative si et seulement si

a1 > 0, a1a2 > a3 et a3 > 0. (1.3.11)

On trouve alors que l'origine de notre système est asymptotiquement stable si :

C > 0 et
C

2ml
ω2 >

2kg

Jω
. (1.3.12)

On peut alors remarquer qu'il vaut mieux avoir m petit.

Stabilisation par des feedbacks stationnaires

On considère le double intégrateur, c'est-à-dire le système

S

®
ẋ = y,
ẏ = u,

(1.3.13)

où
u = ψ(x, y) (1.3.14)

est le contrôle. Bhat et Bernstein cherchent dans [12] un feedback u continu qui fait
de l'origine du système en boucle fermée un équilibre stable en temps �ni.

Dé�nissant la fonction signe sur R par :

signe(x) :=


1 si x > 0,
0 si x = 0,
−1 si x < 0,

(1.3.15)

ils démontrent dans [12] :

Proposition 1.3.2. Soit α ∈]0, 1[. L'origine de (1.3.13) est un équilibre globalement
stable en temps �ni pour le contrôle (1.3.14) dé�ni par :

ψ(x, y) = −signe(y)|y|α − signe(φα(x, y))|φα(x, y)|
α

2−α (1.3.16)

où φα(x, y) = x+
1

2− α
signe(y)|y|2−α.

La preuve utilise une fonction de Lyapunov ainsi que l'homogénéité du système
qui permet d'obtenir la stabilisation globale. Elle utilise le théorème 1.3.1.

Dans [13], l'auteur dé�nit la stabilité en temps �ni pour les équilibres de systèmes
continus autonomes en temps croissant ce qui fait des solutions du problème de Cau-
chy des fonctions continues de la donnée initiale et permet de dé�nir une fonction
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associant à chaque solution son temps à converger à l'équilibre. Il démontre également
que, même si il existe un voisinage de l'origine tel que cette fonction soit dé�nie, elle
peut ne pas être bornée sur ce voisinage.

Il démontre de plus un nouveau théorème sur les fonctions de Lyapunov où le
temps de convergence est borné par une puissance de cette fonction.

Plus précisément, on dé�nit :

Dé�nition 1.3.3. Une fonction V : D → R est dite propre si V −1(K) est compact
pour tout compact K ⊂ R.

Bhat et Bernstein améliorent le Théorème 1.3.1 et montrent dans [13]

Théorème 1.3.3. Supposons qu'il existe une fonction V : D → R telle que les
hypothèses suivantes soient véri�ées :

1) V est dé�nie positive

2) Il existe des réels c > 0 et α ∈]0; 1[ ainsi qu'un voisinage ouvert de l'origine
V ⊆ D tel que

V̇ (x) + c(V (x))α 6 0, x ∈ V \ {0}. (1.3.17)

Alors l'origine est un équilibre stable en temps �ni de (1.3.10). De plus, si N véri�e
la dé�nition 1.3.1 et T est la fonction temps de convergence, alors

T (x) 6
1

c(1− α)
V (x)1−α, x ∈ N , (1.3.18)

et T est continue sur N . Si de plus D = Rn, V est propre, et V̇ prend des valeurs
négatives sur Rn \ {0}, alors l'origine est un équilibre global stable en temps �ni de
(1.3.10).

Ils montrent aussi dans [13] une réciproque au théorème 1.3.3 :

Théorème 1.3.4. Supposons que l'origine est un équilibre stable en temps �ni de
(1.3.10) et que la fonction temps de convergence T est continue en 0. Soit N véri�ant
la dé�nition 1.3.1. Alors il existe une fonction continue V : N → R satisfaisant les
hypothèses suivantes :

1) V est dé�nie positive,

2) V̇ prend des valeurs réelles et est continue sur N et il existe c > 0 tel que

V̇ (x) + c(V (x))α 6 0, x ∈ N . (1.3.19)

Les preuves reposent sur :

- pour le théorème 1.3.3, le fait que les fonctions dé�nissent un semi-�ot global
continu, c'est-à-dire :
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Dé�nition 1.3.4. Si l'origine est un équilibre stable en temps �ni de (1.3.10), alors
les solutions de (1.3.10) dé�nissent un semi-�ot global continu sur N ; c'est-à-dire
qu'il existe ψ : R+ ×N → N fonction continue satisfaisant :

ψ(0, x) = x, (1.3.20)

ψ(t, ψ(h, x)) = ψ(t+ h, x) pour tout x ∈ N et t, h ∈ R+. (1.3.21)

- pour le théorème 1.3.4, la construction de la fonction de Lyapunov V à partir de
la fonction T qui à toute donnée initiale associe le temps de convergence à l'équilibre.

Par ailleurs, il démontre que l'existence de fonctions de Lyapunov lipschitziennes
permet d'avoir de la robustesse par rapport à de petites perturbations.

Dans [50], Hong étend des résultats de contrôlabilité asymptotique à une stabi-
lisation en temps �ni continue en un certain sens. Il construit de plus des contrôles
conduisant à une stabilisation en temps �ni et qui ne dépendent pas du temps.

Hong considère des systèmes de la forme

ẋ1 = xm1
2 ,

...

ẋn−1 = xmn−1
n ,

ẋn = u,

(1.3.22)

où les mi, i=1,...,n-1, sont des entiers impairs strictement positifs.

Notant alors sg(y)α = |y|αsigne(y) pour α > 0, où |y| est la valeur absolue du
réel y et signe(.) la fonction signe, l'auteur démontre :

Théorème 1.3.5. Soient ri, βi−1, i=1,...,n, et k des constantes satisfaisant les in-
égalités et égalités suivantes :

r1 = 1, ..., ri =
ri−1 + k

mi−1

, ri > −k > 0,

i = 1, ..., n,

(1.3.23)

β0 = r2, (βimi + 1)ri+1 > (βi−1mi−1 + 1)ri > 0,

i = 1, ..., n− 2, βn−1 > 0,
(1.3.24)

où on a noté m0 = 1. Alors il existe des constantes li > 0 pour i=1,...,n telles que le
contrôle

u(x) = un(x) (1.3.25)
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rende le système (1.3.13) stable en temps �ni, où les ui, i=1,...,n sont dé�nis par :

u0 = 0,

ui+1(x1, ..., xi+1) = −li+1sg[sg(xi+1)miβi − sg(ui(x1, ..., xi))
βi ](ri+1+k)/(ri+1miβi),

i = 1, .., n− 1.
(1.3.26)

Dans ce même papier, Hong donne une méthode qui permet de construire des
contrôles explicites ainsi qu'une fonction de Lyapunov, ce qui permet, par le théorème
1.3.1, d'estimer le temps de convergence. La preuve se fait par récurrence.

En ce qui concerne la stabilisation globale, c'est-à-dire la convergence vers un
état stable à partir de toute donnée initiale, [51] o�re une réponse partielle à cette
question.

Remarquons tout d'abord que dans le cas de la stabilité asymptotique, le théo-
rème de stabilité de Lyapunov conventionnel requiert seulement que V̇ (x) soit dé�nie
négative et que V (x) soit dé�nie positive. Or, le théorème de stabilité en temps �ni
demande lui une condition beaucoup plus forte (c'est-à-dire V̇ + kV α semi-dé�nie
négative). Il a de plus été montré dans [13] que cette condition était nécessaire pour
que des systèmes autonomes continus soient stables en temps �ni (théorème 1.3.4).

Considérant des familles de systèmes non linéaires de type

ẋ1 = x2 + f1(x, u, t),

ẋ2 = x3 + f2(x, u, t),

...

ẋn = u+ fn(x, u, t),

(1.3.27)

où x = (x1, ..., xn) ∈ Rn et u ∈ R sont respectivement l'état du système et le contrôle,
et fi : Rn × R × R → R, i = 1, ..., n, sont des fonctions de classe C1 non connues
véri�ant fi(0, 0, t) = 0, ∀t, les auteurs se demandent si l'origine est globalement
stabilisable en temps �ni ainsi que comment construire un feedback donnant une
stabilisation en temps �ni.

Alors que la plupart des résultats de stabilisation en temps �ni existant n'étaient
applicables que pour des systèmes de dimensions 2 et 3 et que ces résultats n'étaient
que locaux, utilisant une approximation homogène, les auteurs démontrent un résul-
tat de stabilisation globale en temps �ni pour les systèmes de dimension n de type
(1.3.27), c'est-à-dire :

Théorème 1.3.6. Le système non linéaire inconnu (1.3.27) est globalement stabi-
lisable en temps �ni par un contrôle continu comme fonction de l'état s'il véri�e
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l'hypothèse suivante :

pour i = 1, ..., n et pour tout (x, u, t),

|fi(x, u, t)| 6 (|x1|+ ...+ |xi|)γi(x1, ..., xi),

où γi(x1, ..., xi) > 0 est une fonction C1.

(1.3.28)

La preuve se fait par récurrence et passe par la contruction d'une fonction de
Lyapunov véri�ant les hypothèses du théorème 1.3.1.

Alors que le fait de linéariser le système ne permet d'avoir que des résultats locaux,
l'homogénéité permet, par un changement d'échelle, de ramener le comportement du
système loin de l'origine à ce qui se passe près de cette dernière, et ainsi d'avoir des
résultats de stabilisation globale.

Dans [55], Laurent PRALY démontre le théorème suivant en considérant un poids
τ̂ dépendant de x :

Théorème 1.3.7. Soit A la matrice dé�nie par

A =



0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0

0
. . . . . . . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 1
α1 α2 α3 . . . αn


.

Soit B l'ensemble dé�ni par

B = {x ∈ Rn|xTPx = 1}, (1.3.29)

où la matrice P est solution de

ATP + PA = −Q, (1.3.30)

avec Q symétrique dé�nie positive donnée, et τ̂ : R→ R de classe Cp telle qu'il existe
λ ∈]0, 1[ satisfaisant, pour tout s ∈ R,

− 1− λ
pmax

6 τ̂(s) 6
1− λ
pmin

, (1.3.31)

où pmax et pmin sont des réels strictement positifs véri�ant :

pmin > −infx 6=0{
xTPDx

xTPx
}, pmax > −supx 6=0{

xTPDx

xTPx
} (1.3.32)

ainsi que

limt→−∞
τ̂(t)

exp(t)
= τ 1

0 , liminfs→+∞s−
∫ s

0
τ̂(t)dt > −∞. (1.3.33)
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Alors, pour tout ν0 > 0 su�samment petit, toutes les solutions de Filippov du système
ẋi = xi+1, ∀i ∈ {1, ..., n− 1},

ẋn =
n∑
i=1

αixi,
(1.3.34)

réécrit plus simplement sous la forme Ẋ = AX, où on a noté X le vecteur (x1, x2, ..., xn)tr,
sont bornées et atteignent 0 en temps �ni.

Stabilisation par des feedbacks instationnaires

Dans [25], on considère le système de contrôle

ẏ = f(y, u) (1.3.35)

où f ∈ C∞(Rn × Rm;Rn) et u ∈ Rm est le contrôle. On suppose de plus que

f(0, 0) = 0. (1.3.36)

Une méthode naturelle était d'utiliser des contrôles continus ne dépendant que de
l'état, de la forme u = u(y).

Toutefois, il existe des systèmes simples tels que

S


ẏ1 = u1,
ẏ2 = u2,
ẏ3 = y1u2 − y2u1,

(1.3.37)

où u = (u1(y), u2(y)) est le contrôle, dont on sait qu'ils sont globalement contrôlables
mais ne sont pas asymptotiquement contrôlables par le biais d'un feedback continu
(voir [16]). Or, ce dernier système (1.3.37) est stabilisable si on fait dépendre le
contrôle du temps, de la forme u = u(y, t) (résultat dû à Samson).

Commençons par quelques dé�nitions. Pour la stabilisation on commence par
donner la dé�nition de l'ensemble Dp des vecteurs tangents à l'ordre p à l'ensemble
des points qui permettent d'atteindre zéro (et on suppose f(0, 0) = 0) :

Dé�nition 1.3.5. Pour p entier positif, soit Dp l'ensemble des vecteurs ξ ∈ Rn tels
qu'il existe u ∈ C0

Ä
[0, 1];L1((0, 1);Rm)

ä
tel que

|u(s)(t)| 6 s pour tous (s, t) dans [0, 1]× [0, 1], (1.3.38)

u(s)(t) = 0 si t > s, (1.3.39)

et
ψ(u(s)) = spξ + o(sp) quand s→ 0, (1.3.40)

où ψ(u(s)) représente la valeur au temps t = 0 de la solution de ẏ = f(y, u(s)(t)), y(1) =
0.
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Dé�nition 1.3.6. Le système ẏ = f(y, u) est localement asymptotiquement stable au
moyen d'un feedback T-périodique (LAST) s'il existe u : Rn × R→ Rm tel que

u ∈ C∞((Rn \ {0})× R;Rm) ∩ C0(Rn × R;Rm), (1.3.41)

u(0, t) = 0 pour tout t ∈ R, (1.3.42)

u(y, t+ T ) = u(y, t) ∀(x, t) ∈ Rn × R, (1.3.43)

0 ∈ Rn est un point localement asymptotiquement stable de ẏ = f(y, u(y, t)).
(1.3.44)

Si, de plus, pour tout y0 su�samment petit, on aÄ
ẏ = f(y, u(y, t)) et y(0) = y0

ä
⇒ y(T ) = 0, (1.3.45)

on dira que ẏ = f(y, u) est Localement Stabilisable en temps T (LST).

Dé�nition 1.3.7. Soit k un entier ; ẏ = f(y, u) est k-dynamiquement LAST (resp.
LST) si le système ẏ = f(y, u), ẋ = v où l'état est (y, x) ∈ Rm×Rk et le contrôle est
(u, v) ∈ Rm × Rk est LAST (resp. LST).

On peut remarquer que
LST ⇒ LAST, (1.3.46)

LAST ⇒ k − dynamiquement LAST, (1.3.47)

k − dynamiquement LAST et k 6 k′ ⇒ k′ − dynamiquement LAST. (1.3.48)

En supposant de plus que

{h(0);h ∈ Lie{ ∂
|α|

∂uα
f(., 0);α ∈ Nm}} = Rn, (1.3.49)

et en notant D =
⋃
p>1

Dp ainsi que Int(D) son intérieur, Jean-Michel CORON dé-

montre dans [26] le théorème suivant :

Théorème 1.3.8. Supposons
0 ∈ Int(D). (1.3.50)

Alors, pour tout réel positif T , ẏ = f(y, u) est n-dynamiquement LAST.

Il se pose également la question de savoir si on peut obtenir la réciproque de
(1.3.46) dans le cas des hypothèses du théorème 1.3.8. Le théorème suivant o�re une
réponse partielle à cette question :

Théorème 1.3.9. Soit u = (u1, u2) ∈ Rm−1×R et y = (y1, y2) ∈ Rn−1×R. Supposons
n > 4, (1.3.50),

f(y, u) = (f1(y, u), u2) ∈ Rn−1 × R, (1.3.51)

f1((0, y2), (0, u2)) = 0 ∀(y2, u2) ∈ R× R. (1.3.52)

Alors ẏ = f(y, u) est LST pour tout T positif.
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Le théorème 1.3.9 est amélioré dans [52], où l'auteur considère des sytèmes géné-
raux ẏ = f(y, u) pour le système (1.3.35).

Plus précisément, on a la dé�nition suivante :

Dé�nition 1.3.8. L'origine (de Rn) est dite localement atteignable (pour (1.2.1)) en
temps petit et avec un contrôle petit si, pour tout réel positif T, il existe u : Rn →
L1((0, T );Rm) et un nombre réel positif ε tels que

||u(a)||∞ := supess{|u(a)(t)|; t ∈ (0, T )} → 0 quand a→ 0, (1.3.53)

(ẋ = f(x, u(x(0))(t)) et |x(0)| < ε)⇒ x(T ) = 0. (1.3.54)

Si, de plus, u peut être pris dans C0(Rn;L1((0, T );Rm)), on dit que 0 est localement
continûment atteignable en temps petit et avec un contrôle petit.

Dé�nition 1.3.9. Le système (1.2.1) est localement régulièrement stabilisable en
temps petit au moyen d'un feedback périodique dépendant du temps si, pour tout réel
positif T , il existe u dans C0(Rn×R;Rm) de classe C∞ sur (Rn \ {0})×R, valant 0
sur {0} × R, T-périodique en temps, et tel que, pour tout nombre réel positif ε,

((ẋ = f(x, u(x, t)) et x(s) = 0)⇒ (x(τ) = 0 ∀τ > s)) ∀s ∈ R, (1.3.55)

((ẋ = f(x, u(x, t)) et |x(τ)| < ε)⇒ (x(τ + T ) = 0) ∀τ ∈ R. (1.3.56)

En particulier, 0 est un point localement asymptotiquement stable pour ẋ = f(x, u(x, t)).

On dé�nit la � strong jet accessibility rank condition � comme ceci :

Dé�nition 1.3.10. [52] Le système Σ satisfait la � strong jet accessibility rank
condition � en (x, u) si

a(x, u) := V ect{h(x);h ∈ {∂
|α|f

∂uα
(., u), α ∈ Nm, |α| > 1} ∪Br(f, u)} = Rn, (1.3.57)

où Br(f, u) est l'ensemble des crochets de Lie itérés des champs de vecteurs apparte-
nant à l'ensemble
{(∂|α|f/∂uα)(., u);α ∈ Nm}.

On peut alors remarquer que, dans le cas

f(y, u) = f0(y) +
m∑
i=1

uifi(y), (1.3.58)

cette condition revient à la condition

{h(0);h ∈ Lie{f0, ..., fm}} = Rn, (1.3.59)

déjà utilisée dans le Théorème 1.2.8.

Jean-Michel CORON démontre dans [52] le résultat suivant :
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Théorème 1.3.10. Supposons n > 4 et

0 est localement continûment atteignable en temps petit et avec un contrôle petit,
(1.3.60)

(1.2.1) satisfait la � strong jet accessibility rank condition � en (0,0). (1.3.61)

Alors (1.2.1) est localement régulièrement stabilisable en temps petit au moyen d'un
contrôle périodique dépendant du temps.

Le théorème 1.3.10 demande donc une hypothèse en plus que le théorème 1.3.9,
(1.3.61), mais traite des systèmes généraux ẏ = f(y, u).

Un autre outil puissant permettant de démontrer la stabilité asymptotique d'un
système est l'homogénéité ainsi que les fonctions de Lyapunov associées à un système.

Dé�nition 1.3.11. On considère le système de contrôle

ẏ = f(y), (1.3.62)

où f : Rn → Rn, f sera dit homogène de degré τ et de poids ri (1 6 i 6 n) (où τ et les
ri (1 6 i 6 n) sont des réels �xés véri�ant τ 6 min{r1, ..., rn}) si ses composantes fi
véri�ent, pour tout ε > 0,

ε−rifi(ε
r1y1, ..., ε

rnyn) = ε−τfi(y1, ..., yn). (1.3.63)

1.4 Résultats de la thèse

1.4.1 Contrôlabilité pour une équation de Korteweg de Vries

Pour T > 0 un temps �nal donné et L > 0 la longueur de l'intervalle, on considère
l'équation de Korteweg-de Vries linéaire :

yt + yxxx + yx = 0 dans (0, T )× (0, L),
y|x=0 = u(t), yx|x=L = yxx|x=L = 0 dans (0, T ),
y|t=0 = y0 dans (0, L).

(1.4.1)

Le résultat que je prouve est la contrôlabilité à zéro de (1.4.1), c'est-à-dire :

Théorème 1.4.1. Pour tout y0 ∈ L2(0, L), il existe un contrôle u ∈ L2(0, T ) tel que
la solution y ∈ L2((0, T )× (0, L)) de

yt + yxxx + yx = 0 dans (0, T )× (0, L),
y|x=0 = u(t), yx|x=L = yxx|x=L = 0 dans (0, T ),
y|t=0 = y0 dans (0, L),

(1.4.2)

satisfasse y|t=T = 0 dans (0, L).

60



Je démontre ce résultat grâce à une inégalité d'observabilité sur le problème ad-
joint. Le problème adjoint associé à (1.4.1) est :

−ϕt − ϕxxx − ϕx = 0 dans (0, T )× (0, L),
ϕ|x=0 = ϕx|x=0 = (ϕ+ ϕxx)|x=L = 0 dans (0, T ),
ϕ|t=T = ϕT dans (0, L).

(1.4.3)

Après avoir démontré que le problème était bien posé, je dé�nis un poids α en
posant :

α(x, t) =
−x2 + 3Lx+ 4L2

t(T − t)
. (1.4.4)

Remarque 1.4.1. α est ainsi dé�ni pour véri�er les propriétés suivantes :

C 6 αT 2 , C0α 6 αx 6 C1α , C0α 6 −αxx 6 C1α dans (0, T )× (0, L) (1.4.5)

et

|αt|+ |αxt|+ |αxxt| 6 CTα2 , |αtt| 6 CT 2α3 dans (0, T )× (0, L), (1.4.6)

où C, C0 et C1 sont des constantes indépendantes de T .

Je démontre alors l'inégalité de Carleman suivante :

Proposition 1.4.1. Il existe une constante positive C indépendante de T telle que,
pour tout ϕT ∈ L2(0, L), on a∫∫

(0,T )×(0,L)
αe−2sα(|ϕxx|2+s2α2|ϕx|2+s4α4|ϕ|2) dx dt 6 C

∫ T

0
α|x=0e

−2sα|x=0|ϕxx|x=0|2 dt,

(1.4.7)
pour tout s > C(T + T 2), où ϕ est la solution de (1.4.3) associée à ϕT .

J'utilise alors cette inégalité pour démontrer qu'il existe une constante d'observa-
bilité Cobs > 0 telle que, pour toute solution ϕ de (1.4.3), on a :∫ L

0
|ϕ(0, x)|2 dx 6 C2

obs

∫ T

0
|ϕxx|2|x=0 dt. (1.4.8)

Cette inégalité d'observabilité permet alors de conclure (voir le Théorème 1.2.5).

1.4.2 Contrôlabilité d'un système d'équations paraboliques avec

non linéarités cubiques

Jean-Michel CORON et moi-même avons appliqué la méthode du retour a�n de
contrôler le système suivant de trois équations de la chaleur couplées avec des termes
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cubiques : 
αt −∆α = β3 sur (0, T )× Ω,
βt −∆β = γ3 sur (0, T )× Ω,
γt −∆γ = uχω sur (0, T )× Ω,
α = β = γ = 0 sur (0, T )× ∂Ω,

(1.4.9)

où Ω est un ouvert borné régulier de RN .

C'est un système de contrôle où, au temps t ∈ [0, T ], l'état est (α(t, ·), β(t, ·), γ(t, ·))tr :
Ω→ R3 et le contrôle est u(t, ·) : Ω→ R.

Nous avons prouvé la contrôlabilité à 0 de ce système, c'est-à-dire le théorème
suivant :

Théorème 1.4.2. Pour tout (α0, β0, γ0)tr ∈ L∞(Ω)3, il existe un contrôle u ∈
L∞((0, T )×Ω) tel que la solution (α, β, γ)tr ∈ L∞((0, T )×Ω)3 du problème de Cauchy

αt −∆α = β3 sur (0, T )× Ω,
βt −∆β = γ3 sur (0, T )× Ω,
γt −∆γ = uχω sur (0, T )× Ω,
α = β = γ = 0 sur (0, T )× ∂Ω,
α(0, ·) = α0(·), β(0, ·) = β0(·), γ(0, ·) = γ0(·) dans Ω,

(1.4.10)

satisfasse
α(T, ·) = β(T, ·) = γ(T, ·) = 0 dans Ω. (1.4.11)

Pour appliquer la méthode du retour il faut trouver une trajectoire telle que le
linéarisé autour de cette trajectoire soit contrôlable. Plus précisément, nous avons
démontré le théorème suivant :

Théorème 1.4.3. Il existe (a, b, c) ∈ C∞0 (R× R)3 tels que :

les supports de a, b et c sont inclus dans [−1, 1]× [−1, 1], (1.4.12)

{(t, r); r > 0, a(t, r) 6= 0 et b(t, r) 6= 0 et c(t, r) 6= 0} 6= ∅, (1.4.13)

a(t, r) = a(t,−r), b(t, r) = b(t,−r), c(t, r) = c(t,−r), ∀(t, r) ∈ R× R, (1.4.14)

at − arr −
N − 1

r
ar = b3 dans R× R∗, (1.4.15)

bt − brr −
N − 1

r
br = c3 dans R× R∗. (1.4.16)

La preuve repose sur la construction d'une fonction satisfaisant les hypothèses dé-
sirées dans le cas stationnaire que l'on modi�e de sorte qu'elle satisfasse les hypothèses
dans le cas dépendant du temps.
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1.4.3 Stabilisation en temps �ni de quelques systèmes à l'aide

de feedbacks instationnaires

Le but est ici de construire des feedbacks instationnaires stabilisant en temps �ni
des systèmes de contrôle classiques. Les contrôles étant explicites, on peut calculer
les solutions et donner des simulations numériques.

Théorème 1.4.4. Le système de contrôle

S1

®
ẋ1 = u2

1 − u2
2,

ẋ2 = 2u1u2,
(1.4.17)

où x = (x1, x2) ∈ R2 est l'état et u = (u1, u2) ∈ R2 est le contrôle, est localement
stabilisable en temps petit par un feedback de Carathéodory périodique dépendant du
temps ainsi dé�ni : pour t ∈ [0;T/2], on pose :

u =

{
(0, |x1|

1
4 ) si x1 > 0,

(|x1|
1
4 , 0) si x1 6 0,

(1.4.18)

pour t ∈ (T/2;T [, on pose :

u =

{
(|x2|

1
4 ,−|x2|

1
4 ) si x2 > 0,

(|x2|
1
4 , |x2|

1
4 ) si x2 6 0.

(1.4.19)

On dé�nit ensuite u sur R× R2 par T -périodicité par rapport au temps.

On a le théorème suivant :

Théorème 1.4.5. Le système de contrôle

S2


ẋ1 = u1 cos(x3),
ẋ2 = u1 sin(x3),
ẋ3 = u2,

(1.4.20)

où x = (x1, x2, x3) ∈ R3 est l'état et u = (u1(t, x), u2(t, x)) ∈ R2 est le contrôle,
est localement stabilisable en temps petit par un feedback de Carathéodory périodique
dépendant du temps. Soit T > 0. Le contrôle u est dé�ni sur [0;T ]×R3 comme suit :
pour t ∈ [0;T/3], on pose :

u(x1, x2, x3) = (0,−sign(x3 − |x2|β)(|x3 − |x2|β|)η), (1.4.21)

pour t ∈]T/3; 2T/3], on pose :

u(x1, x2, x3) =

®
(−sign(x2)|x2|α,−β|x2|α+2β−1 sin(x3)/x3) si x3 6= 0,
(−sign(x2)|x2|α,−β|x2|α+2β−1) si x3 = 0,

(1.4.22)
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pour t ∈]2T/3;T [, on pose :

u(x1, x2, x3) = (−sign(x1)|x1|ε, 0), (1.4.23)

où η ∈ (0, 1), α ∈ (0, 1), β ∈ (0, 1) et ε ∈ (0, 1) sont tels que

1− α
2

< β < 1− α, (1.4.24)

et où la fonction sign : R → R a été précédemment dé�nie. On étend ensuite u sur
R× R3 par T -périodicité par rapport au temps.

Théorème 1.4.6. Soit c ∈ R \ {0}. Le système de contrôle

S3


ẋ1 = u1u2,
ẋ2 = x1 + cx3u2,
ẋ3 = u1,
ẋ4 = u2,

(1.4.25)

où (x1, x2, x3, x4) ∈ R4 est l'état et (u1, u2) ∈ R2 est le contrôle, est localement stabili-
sable en temps petit par un feedback de Carathéodory périodique dépendant du temps.
On dé�nit le contrôle u sur [0;T ]× R4 comme ceci : pour t ∈ [0;T/5], on pose

u(x1, x2, x3, x4) = (|x1|
1
4 ,−sign(x1)|x1|

1
4 ), (1.4.26)

pour t ∈]T/5; 2T/5], on pose

u(x1, x2, x3, x4) = (−sign(x3 − 2|x2|
1
2 )|x3 − 2|x2|

1
4 |

1
2 , 0), (1.4.27)

pour t ∈]2T/5; 3T/5], on pose

u(x1, x2, x3, x4) = (0,−1

c
sign(x2)|x2|

1
2 ), (1.4.28)

pour t ∈]3T/5; 4T/5], on pose

u(x1, x2, x3, x4) = (−sign(x3)|x3|
1
2 , 0), (1.4.29)

pour t ∈]4T/5;T [, on pose

u(x1, x2, x3, x4) = (0,−sign(x4)|x4|
1
2 ). (1.4.30)

On dé�nit ensuite u sur R× R4 par périodicité par rapport à t.
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Chapter 2

Null controllability of a linear KdV

equation on an interval with special

boundary conditions

Contents

2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

2.2 Cauchy problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

2.3 Carleman inequality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

2.4 Proof of Theorem 2.1.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

2.1 Introduction

In this paper, we are going to deal with the null controllability of a linear Korteweg-
de Vries equation. The controllability of the Korteweg-de Vries equation has already
been studied in several papers. For instance, in [57], the exact boundary controllab-
ility of linear and nonlinear Korteweg-de Vries equations on bounded domains with
various boundary conditions is studied. The existence of critical lengths is established
and controllability results are proved for homogeneous Dirichlet boundary conditions
and a Neumann boundary condition at the right endpoint of the domain whenever
the length of the domain is not critical.

In [58], the fact that over the unbounded domain Ω := (0,∞) the exact boundary
controllability of the linearized Korteweg-de Vries equation can be obtained without
the bounded energy condition for the solution is proved with a control at the left
endpoint x = 0.

Moreover, in [59], the author proved that any (smooth) trajectory of the Korteweg-
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de Vries equation may be (locally) reached in �nite time, with Dirichlet and Neumann
conditions at the right side of the domain, by using a special quadratic boundary
control.

In [14], the authors gave results about the well-posedness of the Cauchy problem
of an inhomogeneous initial-boundary value problem on a �nite domain.

In [32], the authors proved the local exact controllability of the Korteweg-de Vries
equation with Dirichlet boundary conditions for critical lenghts of the type L = 2kπ
for any positive integer k with a control force active at x = L.

In [22] and [23], the authors established local existence results for initial data
in H1 and then global ones if the data is small enough for the Korteweg-de Vries
equation with special nonhomogeneous nonsymmetric boundary conditions (on u at
x = 0 and ux, uxx at x = L). This reference has been the inspiration of our paper.

In [49], the existence of a solution of the Korteweg-de Vries equation given in a
traveling frame of reference, and posed either on a left half-line, a right half-line, or
a �nite interval is demonstrated.

In [43], a result of uniform controllability of a linear Korteweg-de Vries equation
in the limit of zero-dispersion as well as some local exact controllability results for
the Korteweg-de Vries equation are presented.

In [18] and [19] the authors proved, by using a power series expansion, that the
nonlinear term gives the local exact controllability around zero provided that the time
is large enough. This, in contrast to [57], is proved for critical lengths with Dirichlet
boundary conditions and a Neumann boundary control.

Let T > 0 be our given �nal time and L > 0 be the length of the interval. We
consider the following linearized Korteweg-de Vries problem:

yt + yxxx + yx = 0 in (0, T )× (0, L),
y|x=0 = u(t), yx|x=L = yxx|x=L = 0 in (0, T ),
y|t=0 = y0 in (0, L).

(2.1.1)

The principal result we prove in this paper is the null controllability of (2.1.1),
that is to say:

Theorem 2.1.1. For every y0 ∈ L2(0, L), there exists a control u ∈ L2(0, T ) such
that the solution y ∈ L2((0, T )× (0, L)) of

yt + yxxx + yx = 0 in (0, T )× (0, L),
y|x=0 = u(t), yx|x=L = yxx|x=L = 0 in (0, T ),
y|t=0 = y0 in (0, L),

(2.1.2)

satis�es y|t=T = 0 in (0, L).

Let us set:
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H1
l (0, L) := {u ∈ H1(0, L);u(0) = 0}. (2.1.3)

We will denote by H−1
l (0, L) := (H1

l (0, L))′ its dual.

Corollary 1. For every y0 ∈ H−1
l (0, L), there exists u ∈ L2(0, T ) such that the

solution y ∈ L2((0, T )× (0, L)) of
yt + yxxx + yx = 0 in (0, T )× (0, L),
y|x=0 = u(t), yx|x=L = yxx|x=L = 0 in (0, T ),
y|t=0 = y0 in (0, L),

(2.1.4)

satis�es y|t=T = 0 in (0, L).

Proof of Corollary 1: Let us assume that Therorem 2.1.1 holds. For y0 in
H−1
l (0, L), let us consider the following problem:

yt + yxxx + yx = 0 in (0,
T

2
)× (0, L),

y|x=0 = yx|x=L = yxx|x=L = 0 in (0,
T

2
),

y|t=0 = y0 in (0, L).

(2.1.5)

Let us introduce a function η ∈ C1([0,
T

2
]) satisfying:

η(t) =


0 if t ∈ (0,

T

4
),

1 if t ∈ (
T

3
,
T

2
).

(2.1.6)

Let ỹ := η(t)y(t, x).

Then, ỹ is solution of:

ỹt + ỹxxx + ỹx = η′y in (0,
T

2
)× (0, L),

ỹ|x=0 = ỹx|x=L = ỹxx|x=L = 0 in (0,
T

2
),

ỹ|t=0 = 0 in (0, L).

(2.1.7)

Multiplying the equation (2.1.7) by (x + L)ỹ, integrating with respect to x on
(0, L), and using integration by parts, leads to:

1

2

d

dt

∫ L

0
(x+ L)|ỹ|2 dx+

3

2

∫ L

0
|ỹx|2 dx+ L|ỹ|2|x=L +

L

2
|ỹx|2|x=0 =

∫ L

0
(x+ L)η′yỹ dx

+
1

2

∫ L

0
|ỹ|2 dx.

(2.1.8)
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Hence, we get:

d

dt

∫ L

0
(x+ L)|ỹ|2 dx 6 C

∫ L

0
(x+ L)|ỹ|2 dx+

∫ L

0
(x+ L)(η′y)2 dx. (2.1.9)

Appling Theorem 2.2.1 below for u = 0 to y, there exists C > 0 such that
||y||L2(0,T

2
,L2(0,L)) 6 C||y0||H−1

l
.

Using Gronwall's lemma, we have:

||ỹ||L∞(0,T
2
,L2(0,L)) 6 C||y0||H−1

l
. (2.1.10)

Taking a sequence fn ∈ D((0,
T

2
) × (0, L)) such that fn → η′y in L2((0,

T

2
) ×

(0, L)), one can easily show that, if ỹn is a solution of system (2.1.7) with fn at the
right hand side, ∂tỹ

n is a solution of system (2.1.7) with ∂tf
n at the right hand side.

Hence, we have, applying the result we found for ∂tỹ
n, for all n ∈ N:

||∂tỹn||L∞(0,T
2
,L2(0,L)) 6 C||∂tfn||L2((0,T

2
)×(0,L))

We deduce that ỹn ∈ W 1,∞(0,
T

2
, L2(0, L)) ↪→ C0([0,

T

2
], L2(0, L)).

Applying estimate (2.1.10) to ỹn− ỹ which is solution of system (2.1.7) with fn−f
at the right hand side, one can see that ỹn → ỹ ∈ L∞(0,

T

2
, L2(0, L)).

As ỹ|t=T
2

= y|t=T
2
(see (2.1.6)), we get that

y|t=T
2
∈ L2(0, L). (2.1.11)

Then, we can apply Theorem 2.1.1 on (
T

2
, T ). This ends the proof of Corollary 1.

In order to prove Theorem 2.1.1, we are going to show an observability inequality
on the adjoint system associated to (2.1.1), that is to say:

−ϕt − ϕxxx − ϕx = 0 in (0, T )× (0, L),
ϕ|x=0 = ϕx|x=0 = (ϕ+ ϕxx)|x=L = 0 in (0, T ),
ϕ|t=T = ϕT in (0, L).

(2.1.12)

See Proposition 1.4.1 and Section 4 below for the details.

The paper is organized as follows. In Section 2, we establish the well-posedness of
the Cauchy problem associated to (2.1.1) (see Theorem 2.2.1). Then, in Section 3, we
prove a Carleman inequality (see Proposition 1.4.1). Finally, we prove Theorem 2.1.1
in Section 4.
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2.2 Cauchy problem

In this section, we will study the well-posedness of the following problem:
yt + yxxx + yx = 0 in (0, T )× (0, L),
y|x=0 = u(t), yx|x=L = yxx|x=L = 0 in (0, T ),
y|t=0 = y0 in (0, L),

(2.2.1)

where u and y0 are given.

In the sequel, we will take y0 ∈ H−1
l (0, L) and u ∈ L2(0, T ).

For f ∈ L2((0, T )× (0, L)), we consider the following problem:


−ϕt − ϕxxx − ϕx = f in (0, T )× (0, L),
ϕ|x=0 = ϕx|x=0 = (ϕ+ ϕxx)|x=L = 0 in (0, T ),
ϕ|t=T = 0 in (0, L).

(2.2.2)

De�nition 1. Let y0 ∈ H−1
l (0, L) and u ∈ L2(0, T ). A solution by transposition of

(2.2.1) is a function y ∈ L2((0, T )× (0, L)) such that, for all f ∈ L2((0, T )× (0, L)),
we have:∫∫

(0,T )×(0,L)
yf dx dt =

∫ T

0
u(t)ϕxx|x=0(t) dt+ < y0, ϕ|t=0 >H−1

l
,H1
l
, (2.2.3)

where ϕ is the solution of (2.2.2) associated to f .

Remark 1. Observe that in order for De�nition 1 to be consistent we need the solu-
tion of (2.2.2) to satisfy

ϕxx|x=0 ∈ L2(0, T ) and ϕ|t=0 ∈ H1
l (0, L).

This will be proved in Proposition 2 below.

Proposition 1. If y is a solution by transposition of (2.2.1), then we have

yt + yxxx + yx = 0 in D′((0, T )× (0, L)). (2.2.4)

Proof: Let us take
ψ ∈ D((0, T )× (0, L)). (2.2.5)

We de�ne fψ by

fψ = −[ψt + ψxxx + ψx] ∈ D((0, T )× (0, L)) ⊂ L2((0, T )× (0, L)). (2.2.6)

Since y satis�es (2.2.3), we have:∫∫
Q
yfψ dx dt =

∫ T

0
u(t)ψxx|x=0(t) dt+ < y0, ψ|t=0 >H−1

l
,H1
l
. (2.2.7)
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Hence, we have∫∫
Q
yfψ dx dt = 0 =< yt + yxxx + yx, ψ >D′((0,T )×(0,L)),D((0,T )×(0,L)), (2.2.8)

which ends the proof.

The main result of this section is the following:

Theorem 2.2.1. Let y0 ∈ H−1
l (0, L) and u ∈ L2(0, T ). Then, there exists a unique

solution by transposition of (2.2.1).

Proof: It su�ces to show that

f ∈ L2((0, T )× (0, L)) 7→
∫ T

0
u(t)ϕxx|x=0(t) dt+ < y0, ϕ|t=0 >H−1

l
,H1
l

is linear and continuous.

In order to prove that, we are going to show the following result:

Proposition 2. If f ∈ L2((0, T ) × (0, L)), then there exists a unique solution ϕ of
(2.2.2) which belongs to L2(0, T ;H2(0, L)) ∩ C0([0, T ];H1

l (0, L)) and which satis�es
ϕxx|x=0 ∈ L2(0, T ).

Moreover, there exists C > 0 such that, for all f in L2((0, T )× (0, L)), we have:

||ϕ||L2(0,T ;H2(0,L))∩C0([0,T ];H1(0,L)) 6 C||f ||L2((0,T )×(0,L)) (2.2.9)

and
||ϕxx|x=0||L2(0,T ) 6 C||f ||L2((0,T )×(0,L)). (2.2.10)

Once Proposition 2 is proved, the proof of Theorem 2.2.1 is �nished. The proof
of Proposition 2 requires several results:

Lemma 1. If f ∈ L2(0, T ;H−1
l (0, L)), then there exists a unique solution ϕ of (2.2.2)

which belongs to C0([0, T ];L2(0, L)) ∩ L2(0, T ;H1
l (0, L)).

Moreover, there exists C > 0 such that, for all f ∈ L2(0, T ;H−1
l (0, L)), we have:

||ϕ||C0([0,T ];L2(0,L))∩L2(0,T ;H1
l

(0,L)) 6 C||f ||L2(0,T ;H−1
l

(0,L)).

Lemma 2. If f ∈ L2(0, T ;H2
0 (0, L)), then there exists a unique solution ϕ of (2.2.2)

which belongs to C0([0, T ];H3(0, L)) ∩ L2(0, T ;H4(0, L)).

Moreover, there exists C > 0 such that, for all f ∈ L2(0, T ;H2
0 (0, L)), we have:

||ϕ||C0([0,T ];H3(0,L))∩L2(0,T ;H4(0,L)) 6 C||f ||L2(0,T ;H2
0 (0,L)).
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Proof of Proposition 2:

Let us assume for the moment that Lemmas 1 and 2 are true. Using an inter-
polation argument, Lemmas 1 and 2 directly give (2.2.9). We will now prove how to
obtain (2.2.10).

Let us multiply the equation (2.2.2) by (L − x)ϕxx and integrate by parts with
respect to x. We get that:

−
∫ L

0
ϕtϕx dx+

1

2

d

dt

∫ L

0
(L− x)|ϕx|2 dx+

L

2
|ϕxx|2|x=0 −

1

2

∫ L

0
|ϕxx|2 dx

−1

2

∫ L

0
|ϕx|2 dx =

∫ L

0
(L− x)ϕxxf dx.

(2.2.11)

Since −ϕt = ϕxxx + ϕx + f , the �rst term gives:∫ L

0
ϕxxxϕx dx+

∫ L

0
|ϕx|2 dx+

∫ L

0
ϕxf dx = −

∫ L

0
|ϕxx|2 dx− ϕ(t, L)ϕx(t, L)

+
∫ L

0
|ϕx|2 dx+

∫ L

0
ϕxf dx.

(2.2.12)

Integrating with respect to t identities (2.2.11) and (2.2.12) leads to:

||ϕxx(., 0)||L2(0,T ) 6 C(||ϕ||L2(0,T ;H2(0,L)) + ||ϕ||L∞(0,T ;H1(0,L)) + ||f ||L2(0,T ;L2(0,L)))

6 C||f ||L2(0,T ;L2(0,L)),
(2.2.13)

where we used (2.2.9) in the last inequality.

It remains to prove Lemmas 1 and 2.

Let us �rst establish the existence and uniqueness of a solution of system (2.2.2).

Let A : D(A) ⊂ L2(0, L)→ L2(0, L) be de�ned by:

D(A) := {g ∈ H3(0, L); gx(L) = gxx(L) = g(0) = 0} (2.2.14)

and
Ag := −gx − gxxx. (2.2.15)

We remark that D(A) is dense in L2(0, L) and that A is closed.

Moreover,

(Ag, g)L2(0,L) = −1

2
g2(L)− 1

2
|gx(0)|2 dx 6 0. (2.2.16)

On the other hand, we �nd that for any g ∈ D(A) and any h ∈ H3(0, L),

(Ag, h)L2(0,L) = (g, hx + hxxx)L2(0,L)− g(L)(hxx(L) + h(L)) + gxx(0)h(0)− gx(0)hx(0).
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This implies that the adjoint operator A∗ of A is found to be:

D(A∗) := {h ∈ H3(0, L); h(0) = hx(0) = (h+ hxx)(L) = 0} (2.2.17)

and
A∗h := hx + hxxx. (2.2.18)

One can check that

(A∗h, h)L2(0,L) = −1

2
h2(L)− 1

2
(hx(L))2 6 0. (2.2.19)

Then, by a classical result on inhomogeneous value problems (see, for instance,
[54], [36] or [30]), for all g ∈ C0([0, T ];D(A∗)), there exists a unique solution ϕ in
C1([0, T ];D(A∗)) satisfying (2.2.2).

Proof of Lemma 1:

Let us take f ∈ L2(0, T ;H−1
l (0, L)). Let us multiply the equation satis�ed by ϕ

by (2L− x)ϕ and integrate by parts. We get:

−1

2

d

dt

∫ L

0
(2L− x)|ϕ|2 dx+

3

2

∫ L

0
|ϕx|2 dx+

L

2
|ϕ|2|x=L +

L

2
|ϕx|2|x=L = ϕ|x=Lϕx|x=L

+
1

2

∫ L

0
|ϕ|2 dx+ < f, (2L− x)ϕ >H−1

l
,H1
l

6
L

2
|ϕx|2|x=L +

1

2L
|ϕ|2|x=L + C(

∫ L

0
(2L− x)|ϕ|2 dx+ ||f ||2

H−1
l

(0,L)
) +

1

2
||ϕx||2L2(0,L),

(2.2.20)

for some C > 0.

These integrations by parts can be justi�ed with a density argument, using the
existence result previously established.

Then we remark that:

1

2
|ϕ|2|x=L =

∫ L

0
ϕxϕdx 6 C

∫ L

0
|ϕ|2 dx+

1

2

∫ L

0
|ϕx|2 dx

6 C
∫ L

0
(2L− x)|ϕ|2 dx+

1

2

∫ L

0
|ϕx|2 dx.

(2.2.21)

Coming back to (2.2.20), we �nally get that:

− 1

2

d

dt

∫ L

0
(2L− x)|ϕ|2 dx+

1

2

∫ L

0
|ϕx|2 dx 6 C

∫ L

0
(2L− x)|ϕ|2 dx+ C||f ||2

H−1
l

(0,L)
.

(2.2.22)

Using Gronwall's lemma, we have, for all t ∈ (0, T ):∫ L

0
(2L− x)|ϕ(x, t)|2 dx+

∫∫
(0,T )×(0,L)

|ϕx|2 dx dt 6 C||f ||2
L2(0,T ;H−1

l
(0,L))

. (2.2.23)
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We deduce that

ϕ ∈ L2(0, T ;H1(0, L)) ∩ L∞(0, T ;L2(0, L)), (2.2.24)

with continuous dependence with respect to f in L2(0, T ;H−1
l (0, L)).

By a density argument, one can easily prove that

ϕ ∈ C0([0, T ];L2(0, L)) (2.2.25)

with continuous dependence with respect to f in L2(0, T ;H−1
l (0, L)).

Proof of Lemma 2:

Let us take f ∈ L2(0, T ;H2
0 (0, L)).

Let us multiply the equation of ϕ by (2L − x)ϕxxxt and integrate by parts. We
get:

−1

2

d

dt

∫ L

0
(2L− x)|ϕxxx|2 dx+

3

2

∫ L

0
|ϕxt|2 dx+ L|ϕt|2|x=L +

L

2
|ϕxt|2|x=L = ϕt|x=Lϕxt|x=L

+ϕx|x=Lϕxt|x=L − Lϕt|x=Lϕx|x=L +
∫ L

0
((2L− x)f)xxϕxt dx−

∫ L

0
ϕxxϕxt dx

−1

2

d

dt

∫ L

0
(2L− x)|ϕxx|2 dx

6 C

Ç
|ϕt||x=L|ϕxt||x=L + |ϕx||x=L|ϕxt||x=L + |ϕt||x=L|ϕx||x=L

+
∫ L

0
|ϕxt|(|fxx|+ |fx|+ |f |) dx+

∫ L

0
|ϕxx||ϕxt| dx

å
− 1

2

d

dt

∫ L

0
(2L− x)|ϕxx|2 dx.

(2.2.26)

Using Cauchy-Schwarz's inequality, we deduce that:

−1

2

d

dt

∫ L

0
(2L− x)|ϕxxx|2 dx+

∫ L

0
|ϕxt|2 dx 6 C

Ç
|ϕt|2|x=L + |ϕx|2|x=L + ||f ||2H2(0,L)

+
∫ L

0
|ϕxx|2 dx

å
− 1

2

d

dt

∫ L

0
(2L− x)|ϕxx|2 dx.

(2.2.27)

Integrating in time, we get that:

||ϕ||L∞(0,T ;H3(0,L)) + ||ϕ||H1(0,T ;H1(0,L)) 6 C(||ϕt(., L)||L2(0,T ) + ||ϕx(., L)||L2(0,T )

+||ϕ||L∞(0,T ;H2(0,L)) + ||f ||L2(0,T ;H2(0,L))).
(2.2.28)

In order to estimate ||ϕt(., L)||L2(0,T ), we write, for ε > 0 small enough:

||ϕt(., L)||L2(0,T ) 6 C||ϕt||
L2(0,T ;H

1
2+ε)

6 C||ϕ||
H1(0,T ;H

1
2+ε(0,L))

. (2.2.29)
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Then, using an interpolation argument between the spacesH1(0, L) andH−2(0, L),
we get that:

||ϕt(., L)||L2(0,T ) 6 η||ϕ||H1(0,T ;H1(0,L)) + Cη||ϕ||H1(0,T ;H−2(0,L)), (2.2.30)

for all η > 0.

To estimate ||ϕx(., L)||L2(0,T ), we remark that, for all ε > 0 and η > 0 small
enough:

||ϕx(., L)||L2(0,T ) 6 C||ϕ||
L2(0,T ;H

3
2+ε(0,L))

6 η||ϕ||L∞(0,T ;H3(0,L)) + Cη||ϕ||L2(0,T ;H1(0,L)).

(2.2.31)

Finally, we estimate ||ϕ||L∞(0,T ;H2(0,L)) by writing, for all η > 0:

||ϕ||L∞(0,T ;H2(0,L)) 6 η||ϕ||L∞(0,T ;H3(0,L)) + Cη||ϕ||L∞(0,T ;L2(0,L)). (2.2.32)

Thanks to (2.2.24) and (2.2.25), we know that:

||ϕ||L2(0,T ;H1(0,L))∩H1(0,T ;H−2(0,L))∩C0(0,T ;L2(0,L)) 6 C||f ||L2(0,T ;H2(0,L)). (2.2.33)

Choosing η small enough in (2.2.30)-(2.2.32), the terms in η can be absorbed
by the terms standing at the left side of inequality (2.2.28). Combining this with
(2.2.33), we have then obtained that:

||ϕ||L∞(0,T ;H3(0,L)) + ||ϕ||H1(0,T ;H1(0,L)) 6 C||f ||L2(0,T ;H2(0,L)). (2.2.34)

Then, noticing that

− ϕxxxx = fx + ϕtx + ϕxx ∈ L2((0, T )× (0, L)) (2.2.35)

and that
ϕ ∈ L∞(0, T ;H3(0, L)) ↪→ L2(0, T ;H3(0, L)) (2.2.36)

we get that
ϕ ∈ L2(0, T ;H4(0, L)) (2.2.37)

and
||ϕ||L2(0,T ;H4(0,L)) 6 C||f ||L2(0,T ;H2(0,L)). (2.2.38)

This ends the proof of Lemma 2.

2.3 Carleman inequality

Let us consider the following backwards (in time) problem, which is classically
called the adjoint problem associated to (2.2.1):
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
−ϕt − ϕxxx − ϕx = 0 in (0, T )× (0, L),
ϕ|x=0 = ϕx|x=0 = (ϕ+ ϕxx)|x=L = 0 in (0, T ),
ϕ|t=T = ϕT in (0, L),

(2.3.1)

where ϕT ∈ L2(0, L).

Let us set:

α(x, t) =
−x2 + 3Lx+ 4L2

t(T − t)
. (2.3.2)

Then, we have the following properties:

C 6 αT 2 , C0α 6 αx 6 C1α , C0α 6 −αxx 6 C1α in (0, T )× (0, L) (2.3.3)

and

|αt|+ |αxt|+ |αxxt| 6 CTα2 , |αtt| 6 CT 2α3 in (0, T )× (0, L), (2.3.4)

where C, C0, and C1 are some positive constants not depending on T .

We are going to prove the following proposition:

Proposition 3. There exists a positive constant C which doesn't depend on T such
that, for any ϕT ∈ L2(0, L), we have

∫∫
(0,T )×(0,L)

αe−2sα(|ϕxx|2+s2α2|ϕx|2+s4α4|ϕ|2) dx dt 6 C
∫ T

0
α|x=0e

−2sα|x=0|ϕxx|x=0|2 dt,

(2.3.5)
for any s > C(T + T 2), where ϕ is the solution of (2.1.12) associated to ϕT .

Lemma 3. In the proof of Proposition 1.4.1, we will only establish∫∫
(0,T )×(0,L)

αe−2sα(|ϕxx|2 + s4α4|ϕ|2) dx dt 6 C
∫ T

0
α|x=0e

−2sα|x=0|ϕxx|x=0|2 dt.

(2.3.6)
We will now explain how to estimate∫∫

(0,T )×(0,L)
e−2sαs2α3|ϕx|2 dx dt

in terms of ∫∫
(0,T )×(0,L)

αe−2sα(|ϕxx|2 + s4α4|ϕ|2) dx dt.
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Proof: For the sake of simplicity, let us denote

Q := (0, T )× (0, L).

Then, we have:

s2
∫∫

Q
e−2sαα3|ϕx|2 dx dt = −s2

∫∫
Q

(e−2sαα3ϕx)xϕdx dt

+s2
∫ T

0
e−2sα|x=Lα3

|x=Lϕx|x=Lϕ|x=L dt

6
∫∫

Q
e−2sαα|ϕxx|2 dx dt+ εs2

∫∫
Q
e−2sαα3|ϕx|2 dx dt+ Cs4

∫∫
Q
e−2sαα5|ϕ|2 dx dt

+CT 4s2
∫∫

Q
e−2sαα5|ϕ|2 dx dt+ Cs3

∫ T

0
e−2sα|x=Lα4

|x=L|ϕ|2|x=L dt

+Cs
∫ T

0
e−2sα|x=Lα2

|x=L|ϕx|2|x=L dt,

(2.3.7)
for some C > 0. Here, we have used that αx 6 C1α, C 6 αT 2 and Cauchy-Schwarz's
inequality.

Then, we remark that:

Cs3
∫ T

0
e−2sα|x=Lα4

|x=L|ϕ|2|x=L dt = Cs3
∫∫

Q
e−2sα|x=Lα4(|ϕ|2)x dx dt

+Cs3
∫∫

Q
e−2sα|x=L(α4)x|ϕ|2 dx dt

6 εs2
∫∫

Q
e−2sαα3|ϕx|2 dx dt+ Cs4

∫∫
Q
e−2sαα5|ϕ|2 dx dt+ CT 2s3

∫∫
Q
e−2sαα5|ϕ|2 dx dt,

(2.3.8)
where we used e−2sα|x=L 6 e−2sα for all (t, x) ∈ Q. Remark that the last term can be
estimated by the second one if we take s > CT 2.

For the second trace term in (2.3.7), analogously, we have:

Cs
∫ T

0
e−2sα|x=Lα2

|x=L|ϕx|2|x=L dt = Cs
∫∫

Q
e−2sα|x=Lα2(|ϕx|2)x dx dt

+Cs
∫∫

Q
e−2sα|x=L(α2)x|ϕx|2 dx dt

6 εs2
∫∫

Q
e−2sαα3|ϕx|2 dx dt+ C

∫∫
Q
e−2sαα|ϕxx|2 dx dt+ CT 2s

∫∫
Q
e−2sαα3|ϕx|2 dx dt.

(2.3.9)

Here, the third term can be eliminated by the left hand side of (2.3.7) by taking
s > CT 2.

This ends the proof of lemma 3.
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Proof of Proposition 1.4.1:

Let ψ = e−sαϕ. Then, we have:

L1ψ + L2ψ = L3ψ,

where

L1ψ = −ψxxx − ψt − 3s2α2
xψx, (2.3.10)

L2ψ = −s3α3
xψ − 3sαxψxx − 3sαxxψx, (2.3.11)

and

L3ψ = 3s2αxαxxψ + ψx + sαtψ + sαxψ. (2.3.12)

We have:

‖L1ψ‖2
L2(Q) + ‖L2ψ‖2

L2(Q) + 2
∫∫

Q
L1ψL2ψ dx dt = ‖L3ψ‖2

L2(Q) .

Now, we will compute the double product, noting by (Liψ)j(1 6 i 6 2, 1 6 j 6 3)
the jth term in the expression of Liψ.

For the �rst term, by integrating by parts with respect to x, we get:
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((L1ψ)1, (L2ψ)1)L2(Q) = −s
3

2

∫∫
Q

(αx)
3∂x|ψx|2 dx dt+ 3s3

∫∫
Q

(αx)
2αxx|ψx|2 dx dt

+ 3s3
∫∫

Q
αx(αxx)

2∂x|ψ|2 dx dt+ s3
∫ T

0
(α3)x|x=Lψ|x=Lψxx|x=L dt

− 3s3
∫ T

0
((αx)

2αxxψψx)|x=L dt

=
9s3

2

∫∫
Q

(αx)
2αxx|ψx|2 dx dt−

s3

2

∫ T

0
(αx)

3
|x=L|ψx|2|x=L dt

− 3s3
∫∫

Q
(αxx)

3|ψ|2 dx dt+ s3
∫ T

0
(αx)

3
|x=Lψ|x=Lψxx|x=L dt

− 3s3
∫ T

0
((αx)

2αxxψψx)|x=L dt+ 3s3
∫ T

0
αx|x=L(αxx)

2
|x=L|ψ|2|x=L dt

>
9s3

2

∫∫
Q

(αx)
2αxx|ψx|2 dx dt−

s3

2

∫ T

0
(αx)

3
|x=L|ψx|

2
|x=L dt

− CT 4s3
∫∫

Q
α5|ψ|2 dx dt− s5

2

∫ T

0
(αx)

5
|x=L |ψ|

2
|x=L dt

− s

2

∫ T

0
αx|x=L |ψxx|2|x=L dt− Cs

4T 2
∫ T

0
α5
|x=L |ψ|

2
|x=L dt

− Cs2T 2
∫ T

0
α3
|x=L |ψx|

2
|x=L dt,

(2.3.13)

where we used ψ|x=0 = ψx|x=0 = 0, ab 6
1

2
a2 +

1

2
b2, (2.3.4) and we took s > T 2.

Integrating by parts again with respect to x in the second term gives:

((L1ψ)1, (L2ψ)2)L2(Q) = −3s

2

∫∫
Q
αxx|ψxx|2 dx dt+

3s

2

∫ T

0
αx|x=L|ψxx|2|x=L dt

− 3s

2

∫ T

0
αx|x=0|ψxx|2|x=0 dt

> −3s

2

∫∫
Q
αxx|ψxx|2 dx dt+

3s

2

∫ T

0
αx|x=L|ψxx|2|x=L dt

− Cs
∫ T

0
α|x=0|ψxx|2|x=0 dt.

(2.3.14)
Considering the third term of L2ψ, we have:
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((L1ψ)1, (L2ψ)3)L2(Q) = −3s
∫∫

Q
αxx|ψxx|2 dx dt+ 3s

∫ T

0
αxx|x=Lψxx|x=Lψx|x=L dt

> −3s
∫∫

Q
αxx|ψxx|2 dx dt−

1

2
s
∫ T

0
αx|x=L|ψxx|2|x=L dt

− CsT 4
∫ T

0
α3
|x=L|ψx|2|x=L dt.

(2.3.15)
Putting together these inequalities, we get that:

((L1ψ)1, L2ψ)L2(Q) >
9s3

2

∫∫
Q

(αx)
2αxx|ψx|2 dx dt−

9s

2

∫∫
Q
αxx|ψxx|2 dx dt

− Cs3T 4
∫∫

Q
α5|ψ|2 dx dt− s3

2

∫ T

0
(αx)

3
|x=L|ψx|x=L|2 dt

+
s

2

∫ T

0
αx|x=L|ψxx|2|x=L dt

− CsT 2(s+ T 2)
∫ T

0
α3
|x=L|ψx|2|x=L dt− Cs

∫ T

0
α|x=0|ψxx|2|x=0 dt

− s5

2

∫ T

0
(αx)

5
|x=L |ψ|

2
|x=L dt− Cs

4T 2
∫ T

0
α5
|x=L |ψ|

2
|x=L dt.

(2.3.16)
Concerning the second term of L1ψ, we �rst integrate by parts with respect to t:

((L1ψ)2, (L2ψ)1)L2(Q) =
s3

2

∫∫
Q

(αx)
3∂t(|ψ|2) dx dt = −3s3

2

∫∫
Q

(αx)
2αxt|ψ|2 dx dt

> −Cs3T 3
∫∫

Q
α5|ψ|2 dx dt.

(2.3.17)
The second term gives:

((L1ψ)2, (L2ψ)2)L2(Q) = 3s
∫ T

0
αx|x=Lψt|x=Lψx|x=L dt− 3s

∫∫
Q
αxxψtψx dx dt

+
3s

2

∫∫
Q
αxt|ψx|2 dx dt

> −CsT 3
∫∫

Q
α3|ψx|2 dx dt− 3s

∫∫
Q
αxxψxψt dx dt

+ 3s
∫ T

0
αx|x=Lψt|x=Lψx|x=L dt.

(2.3.18)

Moreover:
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((L1ψ)2, (L2ψ)3)L2(Q) = 3s
∫∫

Q
αxxψxψt dx dt. (2.3.19)

Putting together all these computations, we get that:

((L1ψ)2, L2ψ)L2(Q) > −Cs3T 3
∫∫

Q
α5|ψ|2 dx dt

− CsT 3
∫∫

Q
α3|ψx|2 dx dt+ 3s

∫ T

0
αx|x=Lψt|x=Lψx|x=L dt.

(2.3.20)

We are now concerned with the third term of L1ψ. First, one can check that:

((L1ψ)3, (L2ψ)1)L2(Q) = −15s5

2

∫∫
Q

(αx)
4αxx|ψ|2 dx dt+

3s5

2

∫ T

0
(αx)

5
|x=L|ψ|2|x=L dt

> C0s
5
∫∫

Q
α5|ψ|2 dx dt+

3s5

2

∫ T

0
α5
x|x=L|ψ|2|x=L dt.

(2.3.21)

Secondly,

((L1ψ)3, (L2ψ)2)L2(Q) = −27s3

2

∫∫
Q

(αx)
2αxx|ψx|2 dx dt+

9s3

2

∫ T

0
(αx)

3
|x=L|ψx|2|x=L dt.

(2.3.22)

For the third term, we get:

((L1ψ)3, (L2ψ)3)L2(Q) = 9s3
∫∫

Q
(αx)

2αxx|ψx|2 dx dt. (2.3.23)

So we get that:

((L1ψ)3, L2ψ)L2(Q) > C0s
5
∫∫

Q
α5|ψ|2 dx dt− 9s3

2

∫∫
Q

(αx)
2αxx|ψx|2 dx dt

+
3s5

2

∫ T

0
(αx)

5
|x=L|ψ|2|x=L dt+

9s3

2

∫ T

0
(αx)

3
|x=L|ψx|2|x=L dt.

(2.3.24)

Let us now denote by

A0 = C0s
5
∫∫

Q
α5|ψ|2 dx dt, A1 = −9s

2

∫∫
Q
αxx|ψxx|2 dx dt, A2 = s5

∫ T

0
(αx)

5
|x=L|ψ|2|x=L dt,

A3 = 4s3
∫ T

0
(αx)

3
|x=L|ψx|2|x=L dt, and A4 =

s

2

∫ T

0
αx|x=L|ψxx|2|x=L dt.
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Putting together (2.3.16), (2.3.20) and (2.3.24), we get that:

(L1ψ,L2ψ)L2(Q) > −Cs3T 3(1 + T )
∫∫

Q
α5|ψ|2 dx dt− CsT 3

∫∫
Q
α3|ψx|2 dx dt

−Cs4T 2
∫ T

0
α5
|x=L|ψ|2|x=L dt− CsT 2(s+ T 2)

∫ T

0
α3
|x=L|ψx|2|x=L dt

−Cs
∫ T

0
α|x=0|ψxx|2|x=0 dt+ 3s

∫ T

0
αx|x=Lψt|x=Lψx|x=L dt+ A0 + A1 + A2 + A3 + A4.

(2.3.25)

Let us now show that the Ai, (0 6 i 6 4) can absorb the �rst four terms which
appear on the right side of this inequality, taking s large enough.

First, the term

−Cs3T 3(1 + T )
∫∫

Q
α5|ψ|2 dx dt

can be eliminated by A0 by taking s > C(T + T 2). Secondly, for some K > 0
independent of T , we have:

−KsT 3
∫∫

Q
α3|ψx|2 dx dt = −KsT 3

∫ T

0
α3
|x=Lψx|x=Lψ|x=L dt

+KsT 3
∫∫

Q
α3ψxxψ dx dt+ 3KsT 3

∫∫
Q
α2αxψxψ dx dt

> −CsT 6
∫ T

0
α5
|x=L|ψ|x=L|2 dt− CsT 4

∫ T

0
α3
|x=L|ψx|x=L|2 dt− Cs2T 4

∫∫
Q
α5|ψ|2 dx dt

−CT 2
∫∫

Q
α|ψxx|2 dx dt− CsT 7

∫∫
Q
α5|ψ|2 dx dt− KsT 3

2

∫∫
Q
α3|ψx|2 dx dt.

(2.3.26)
Hence, we get:

−KsT 3
∫∫

Q
α3|ψx|2 dx dt > −CsT 6

∫ T

0
α5
|x=L|ψ|x=L|2 dt− CsT 4

∫ T

0
α3
|x=L|ψx|x=L|2 dt

−Cs2T 4
∫∫

Q
α5|ψ|2 dx dt− CT 2

∫∫
Q
α|ψxx|2 dx dt− CsT 7

∫∫
Q
α5|ψ|2 dx dt.

(2.3.27)

The term

−CsT 6
∫ T

0
α5
|x=L|ψ|x=L|2 dt

can be eliminated by A2 by taking s > C(T + T 2).

The term

−CsT 4
∫ T

0
α3
|x=L|ψx|x=L|2 dt

can be absorbed by A3 with s > CT 2.
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The term
−Cs2T 4

∫∫
Q
α5|ψ|2 dx dt

can be compensated by A0 as long as s > C(T + T 2).

The term
−CT 2

∫∫
Q
α|ψxx|2 dx dt

can be dominated by A1, for s > CT 2.

Finally, the term

−CsT 7
∫∫

Q
α5|ψ|2 dx dt

can be compensated by A0 for s > C(T + T 2).

Thus, we have proved that the second term in (2.3.25) can be absorbed by Ais.

Next, the third term in (2.3.25), that is to say,

−Cs4T 2
∫ T

0
α5
|x=L|ψ|2|x=L dt,

can be eliminated by A2 by taking s > CT 2.

Finally,

−CsT 2(s+ T 2)
∫ T

0
α3
|x=L|ψx|2|x=L dt

can be compensated by A3 with s > CT 2.

Let us now deal with the term

D0 := 3s
∫ T

0
αx|x=Lψt|x=Lψx|x=L dt. (2.3.28)

Since ψ = e−sαϕ, we get ψx = e−sα(−sαxϕ + ϕx). Integrating by parts with
respect to t, we have:

D0 = 3s
∫ T

0
(αxe

−2sα(−sαtϕ+ ϕt)(−sαxϕ+ ϕx))|x=L dt

=
3

2
s2
∫ T

0
(∂t((αx)

2e−2sα)|ϕ|2)|x=L dt+ 3s
∫ T

0
(αxe

−2sαϕtϕx)|x=L dt

+3s3
∫ T

0
(e−2sα(αx)

2αt|ϕ|2)|x=L dt− 3s2
∫ T

0
(αxαte

−2sαϕϕx)|x=L dt

> −Cs2T (s+ T 2)
∫ T

0
α4
|x=L|ψ|2|x=L dt+ 3s

∫ T

0
(αxe

−2sαϕtϕx)|x=L dt

−Cs2
∫ T

0
α2
|x=L|ψx|2|x=L dt,

(2.3.29)
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for s > T , where in the last inequality we used that ϕx = esα(ψx + sαxψ). The �rst
term can be eliminated by A2 and the third term by A3, taking s > C(T + T 2).

Let us denote

E0 := 3s
∫ T

0
(αxe

−2sαϕtϕx)|x=L dt.

In order to estimate E0, we are going to use the fact that ϕt + ϕx + ϕxxx = 0
in Q. Let us multiply this equation by (3e−2sαsαx)|x=Lϕxx := θ(t)ϕxx (here, we set
θ(t) := 3s(αxe

−2sα)|x=L). Integrating with respect to x, one can check that:

0 = θ
∫ L

0
ϕtϕxx dx+ θ

∫ L

0
ϕxxxϕxx dx+ θ

∫ L

0
ϕxϕxx dx

= θ(ϕtϕx)|x=L − θ
∫ L

0
ϕtxϕx dx+

θ

2
|ϕxx|2|x=L −

θ

2
|ϕxx|2|x=0 +

θ

2
|ϕx|2|x=L.

(2.3.30)

Integrating with respect to t and using the fact that ϕxx|x=L = −ϕ|x=L, we get:

∫ T

0
θ(ϕtϕx)|x=L dt >

1

2

∫∫
Q
θ∂t(|ϕx|2) dx dt− 1

2

∫ T

0
θ|ϕ|2|x=L dt−

1

2

∫ T

0
θ|ϕx|2|x=L dt

= −1

2

∫∫
Q
θt|ϕx|2 dx dt−

1

2

∫ T

0
θ|ϕ|2|x=L dt−

1

2

∫ T

0
θ|ϕx|2|x=L dt

> −CsT (s+ T 2)
∫∫

Q
α3e−2sα|ϕx|2 − Cs

∫ T

0
α|x=L|ψ|2|x=L dt−

1

2

∫ T

0
θ|ϕx|2|x=L dt

> −Cs3T (s+ T 2)
∫∫

Q
α5|ψ|2 dx dt− CsT (s+ T 2)

∫∫
Q
α3|ψx|2 dx dt

−CsT 4(s2 + T 4)
∫ T

0
α5
|x=L|ψ|2|x=L dt− CsT 4

∫ T

0
α3
|x=L|ψx|2|x=L dt,

(2.3.31)
where we used that ϕx = (sαxψ + ψx)e

sα in the last inequality.

We observe that the second term in the right hand side of (2.3.31) can be elim-
inated by A0, A1, A2, and A3 as in (2.3.26). The other terms can respectively be
absorbed by A0, A2, and A3 by taking s > C(T + T 2).

As a conclusion, we have proved that D0 (given in (2.3.28)) can be absorbed by
Ais.

Coming back to (2.3.25), we deduce that:
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s
∫∫

Q
α(|ψxx|2 + s4α4|ψ|2) dx dt

+s
∫ T

0
α|x=L(|ψxx|x=L|2 + s2α2

|x=L|ψx|x=L|2 + s4α4
|x=L|ψ|x=L|2) dt

6 C

Ç
s
∫ T

0
α|x=0|ψxx|x=0|2 dt+ ||L3ψ||2L2(Q)

å
.

(2.3.32)

We recall that L3ψ was de�ned in (2.3.12). One can check that

||L3ψ||2L2(Q) 6 C

Ç
s4T 2

∫∫
Q
α5|ψ|2 dx dt+ T 6

∫∫
Q
α3|ψx|2 dx dt

+s2T 4
∫∫

Q
α5|ψ|2 dx dt+ s2T 6

∫∫
Q
α5|ψ|2 dx dt

å
.

(2.3.33)

Here, the �rst and the two last terms can be absorbed by A0, taking s > C(T+T 2)
and the second one can be eliminated by A0, A1, A2 and A3 as in (2.3.26).

Using the expression of ψ and ϕ|x=0 = ϕx|x=0 = 0, one can see that (2.3.5) is
satis�ed by (2.3.32). Indeed, we �rst have:

s5
∫∫

Q
α5|ψ|2 dx dt = s5

∫∫
Q
e−2sαα5|ϕ|2 dx dt. (2.3.34)

Next, we use ψxx = e−2sα(ϕxx − 2sαxϕx + s2(αx)
2ϕ− sαxxϕ) and we obtain:

s
∫∫

Q
α|ψxx|2 dx dt = s

∫∫
Q
αe−2sα(ϕxx − 2sαxϕx + s2(αx)

2ϕ− sαxxϕ)2 dx dt

>
s

2

∫∫
Q
αe−2sα(ϕxx − 2sαxϕx)

2 dx dt− s
∫∫

Q
αe−2sα(s2(αx)

2ϕ− sαxxϕ)2 dx dt,

(2.3.35)

where we have used that (a+ b)2 >
a2

2
− b2. This yields

s
∫∫

Q
α|ψxx|2 dx dt >

s

2

∫∫
Q
αe−2sα|ϕxx|2 dx dt+ 2s3

∫∫
Q
α(αx)

2e−2sα|ϕx|2 dx dt

−2s2
∫∫

Q
e−2sαααxϕxϕxx dx dt− Cs5

∫∫
Q
α5e−2sα|ϕ|2 dx dt,

(2.3.36)
for s > CT 2.

Integrating by parts with respect to x in the third term, we get:

−2s2
∫∫

Q
e−2sαααxϕxϕxx dx dt = −2s3

∫∫
Q
e−2sαα(αx)

2|ϕx|2 dx dt

+s2
∫∫

Q
e−2sα(ααx)x|ϕx|2 dx dt− s2

∫ T

0
(e−2sαααx|ϕx|2)|x=L dt.

(2.3.37)
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Here, the trace term can be estimated using e−sαϕx = ψx + sαxψ. This leads to:

−2s2
∫∫

Q
e−2sαααxϕxϕxx dx dt > −2s3

∫∫
Q
e−2sαα(αx)

2|ϕx|2 dx dt

−Cs2
∫∫

Q
α2|ψx|2 dx dt− Cs4

∫∫
Q
e−2sαα4|ϕ|2 dx dt

−Cs2
∫ T

0
α2
|x=L|ψx|2|x=L dt− Cs4

∫ T

0
α4
|x=L|ψ|2|x=L dt.

(2.3.38)

Plugging this inequality in (2.3.36), we obtain:

s
∫∫

Q
α|ψxx|2 dx dt >

s

2

∫∫
Q
αe−2sα|ϕxx|2 dx dt− Cs2

∫∫
Q
α2|ψx|2 dx dt

−Cs5
∫∫

Q
e−2sαα5|ϕ|2 dx dt− Cs2

∫ T

0
α2
|x=L|ψx|2|x=L dt− Cs4

∫ T

0
α4
|x=L|ψ|2|x=L dt,

(2.3.39)
taking s > CT 2 again.

Here, the two last terms can be absorbed by the left hand side of (2.3.32) by
taking s > CT 2, while the second term here can be estimated like in (2.3.26) as
follows:

−Cs2
∫∫

Q
α2|ψx|2 dx dt > −Cs2T 4(s+ T 2)

∫∫
Q
α5|ψ|2 dx dt− Cs

∫∫
Q
α|ψxx|2 dx dt

−Cs2T 6
∫ T

0
α5
|x=L|ψ|2|x=L dt− Cs2T 2

∫ T

0
α3
|x=L|ψx|2|x=L dt.

(2.3.40)

Combining this with (2.3.32), (2.3.34), and (2.3.39) gives

s
∫∫

Q
αe−2sα(|ϕxx|2 + s4α4|ϕ|2) dx dt 6 Cs

∫ T

0
e−2sα|x=0α|x=0|ψxx|2|x=0 dt. (2.3.41)

Remark 2. It is known (see [43]) that the optimal power of t(T − t) in (2.3.2) for

which a Carleman inequality holds is
1

2
. With our method, this choice is not possible

because of the term E0 above, where an estimate like αt 6 Cα2 has been necessary.

2.4 Proof of Theorem 2.1.1

It is classical to prove that the null-controllability of system (2.1.1) stated in
Theorem 2.1.1 is implied by an observability inequality. That is to say, it su�ces to
show the existence of Cobs > 0 such that, for all ϕ solution of

−ϕt − ϕxxx − ϕx = 0 in (0, T )× (0, L),
ϕ|x=0 = ϕx|x=0 = (ϕ+ ϕxx)|x=L = 0 in (0, T ),
ϕ|t=T = ϕT in (0, L),

(2.4.1)
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we have ∫ L

0
|ϕ(0, x)|2 dx 6 C2

obs

∫ T

0
|ϕxx|2|x=0 dt. (2.4.2)

Let us use the Carleman inequality (1.4.7) to show (2.4.2). We have:

∫∫
Q
s4α5e−2sα|ϕ|2 dx dt 6 C

∫ T

0
α|x=0e

−2sα|x=0|ϕxx|2|x=0 dt. (2.4.3)

Because of the de�nition of the weight α (see (2.3.3)), we get the existence of two
positive constants C2 and C3 such that:

s4

T 10
e−C2s/T 2

∫∫
(T
4
, 3T

4
)×(0,L)

|ϕ|2 dx dt 6 C3

T 2
e−C3s/T 2

∫ T

0
|ϕxx|2|x=0 dt. (2.4.4)

The next step is to show a dissipation estimate for ϕ. For this, let us multiply the
equation (2.4.1) by (2L−x)ϕ, integrate on (0, L) and integrate by parts with respect
to x. We get:

−1

2

d

dt

∫ L

0
(2L− x)|ϕ|2 dx+

3

2

∫ L

0
|ϕx|2 dx+

L

2
|ϕx|2|x=L +

L

2
|ϕ|2|x=L =

1

2

∫ L

0
|ϕ|2 dx

+ϕ|x=Lϕx|x=L 6
L

2
|ϕx|2|x=L +

1

2L
|ϕ|2|x=L + C

∫ L

0
(2L− x)|ϕ|2 dx.

(2.4.5)

Then we remark that:

1

2L
|ϕ|2|x=L =

1

L

∫ L

0
ϕxϕdx 6 C

∫ L

0
|ϕ|2 dx+

3

2

∫ L

0
|ϕx|2 dx

6 C
∫ L

0
(2L− x)|ϕ|2 dx+

3

2

∫ L

0
|ϕx|2 dx.

(2.4.6)

We �nally get:

−1

2

d

dt

∫ L

0
(2L− x)|ϕ|2 dx 6 C

∫ L

0
(2L− x)|ϕ|2 dx. (2.4.7)

Using Gronwall's lemma, we deduce that, for all (t1, t2) with 0 < t1 < t2 < T , we
have:

∫ L

0
(2L− x)|ϕ(t1, x)|2 dx 6 eC(t2−t1)

∫ L

0
(2L− x)|ϕ(t2, x)|2 dx. (2.4.8)
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Taking t1 = 0 and t2 ∈ (
T

4
,
3T

4
), we get that:

2
∫∫

(T
4
, 3T

4
)×(0,L)

|ϕ|2 dx dt >
∫∫

(T
4
, 3T

4
)×(0,L)

e−Ct|ϕ(0, x)|2 dx dt > T

2
e−

3CT
4

∫ L

0
|ϕ(0, x)|2 dx.

(2.4.9)

Putting this in (2.4.4), we deduce

∫ L

0
|ϕ(0, x)|2 dx 6

4C3T
7

s4
e(C2−C3)s/T 2+ 3CT

4

∫ T

0
|ϕxx|2|x=0 dt, (2.4.10)

which is exactly the observability inequality (2.4.2). This ends the proof of The-
orem 2.1.1.
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Chapter 3

Control of three heat equations

coupled with two cubic nonlinearities

Contents

3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

3.2 Proof of Proposition 3 (stationary case) . . . . . . . . . . 92
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3.4 Proof of Theorem 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

3.5 Proof of Proposition 9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

3.1 Introduction

Let N be a positive integer and let Ω be a nonempty connected bounded subset
of RN of class C2. Let ω be a nonempty open subset of Ω. We denote by χω : Ω→ R
the characteristic function of ω and let T ∈ (0,+∞). We are interested in the control
system 

αt −∆α = β3 in (0, T )× Ω,
βt −∆β = γ3 in (0, T )× Ω,
γt −∆γ = uχω in (0, T )× Ω,
α = β = γ = 0 in (0, T )× ∂Ω.

(3.1.1)

It is a control system where, at time t ∈ [0, T ], the state is (α(t, ·), β(t, ·), γ(t, ·))tr :
Ω→ R3 and the control is u(t, ·) : Ω→ R. Let us point out that, due to the recursive
structure of (3.1.1) (one �rst solves the last parabolic equation of (3.1.1), then the
second one and �nally the �rst one), it follows from classical results on linear parabolic
equations that the Cauchy problem associated to (3.1.1) is globally well-posed in the
L∞ setting, i.e. with bounded measurable initial data, controls, and solutions.
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The main goal of this paper is to prove the following global null controllability
result on control system (3.1.1).

Theorem 1. For every (α0, β0, γ0)tr ∈ L∞(Ω)3, there exists a control u ∈ L∞((0, T )×
Ω) such that the solution (α, β, γ)tr ∈ L∞((0, T )× Ω)3 to the Cauchy problem

αt −∆α = β3 in (0, T )× Ω,
βt −∆β = γ3 in (0, T )× Ω,
γt −∆γ = uχω in (0, T )× Ω,
α = β = γ = 0 in (0, T )× ∂Ω,
α(0, ·) = α0(·), β(0, ·) = β0(·), γ(0, ·) = γ0(·) in Ω,

(3.1.2)

satis�es
α(T, ·) = β(T, ·) = γ(T, ·) = 0 in Ω. (3.1.3)

The controllability of systems of partial di�erential equations with a small number
of controls is an important subject which has been recently investigated in a large
number of articles. For the case of linear systems, let us mention in particular

• For systems of parabolic equations in dimension 1 or larger: [38, 37, 45, 48].
A key step in these papers is to establish suitable Carleman estimates. In
dimension 1, the method of moments can lead to very precise (and sometimes
unexpected) results; see, in particular [9, 8, 11, 15]. See also the survey paper
[7] and the reference therein.

• For systems of Schrödinger equations: [3], which uses transmutation together
with a controllability result for systems of wave equations proved in the same
article. See also [60] for the controllability of a cascade system of conservative
equations.

• For Stokes equations of incompressible �uids: [40, 47, 33, 17]. Again Carleman
estimates are key ingredients here.

• For hyperbolic equations: [2, 3], which rely on multiplier methods, and [5] which
uses microlocal analysis.

Let us assume that 0 is a trajectory (i.e. a solution) of the system of partial di�erential
equations. If the linearized control system is controllable, one can expect to get the
local null controllability. For systems of partial di�erential equations with a small
number of controls it has been proven to be the case, for example, for the Navier
Stokes equations in [17].

Note that the linearized control system of (3.1.1) around 0 is clearly not control-
lable. When the linearized control system around 0 is not controllable one may still
expect that the nonlinearities can give the controllability. A method to treat this case
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is the return method. It consists in looking for (nonzero) trajectories of the control
system going from 0 to 0 such that the linearized control system is controllable. This
method has been introduced in [25] for a stabilization issue and used for the �rst time
in [27] to get the controllability of a partial di�erential equation (the Euler equation of
incompressible �uids). This method can also be used to get controllability of systems
of partial di�erential equations with a small number of controls. See, for example,

• [29] for a water tank control system modeled by means of the Saint-Venant
equations.

• [33, 35] for the Navier-Stokes equations.

• [34] for a system of two nonlinear heat equations.

Let us give more details about [34] since it deals with a control system related to our
system (3.1.1). The control system considered in [34] is

βt −∆β = γ3 in (0, T )× Ω,
γt −∆γ = uχω in (0, T )× Ω,
β = γ = 0 in (0, T )× ∂Ω,

(3.1.4)

where, at time t ∈ [0, T ], the state is (β(t, ·), γ(t, ·))tr : Ω → R2 and the control
is u(t, ·) : Ω → R. (In fact, slightly more general control systems of two coupled
parabolic equations are considered in [34].) Using the return method, it is proved
in [34] that the control system (3.1.4) is locally null controllable. We use the same
method here. However the construction of trajectories of the control system going
from 0 to 0 such that the linearized control system is (null) controllable is much more
complicated for the control system (3.1.1) than for the control system (3.1.4).

The construction of trajectories of the control system (3.1.1) going from 0 to
0 such that the linearized control system is (null) controllable follows from simple
scaling arguments (see (3.4.2) to (3.4.5) below) and the following theorem.

Theorem 2. There exists (a, b, c) ∈ C∞0 (R× R)3 such that

the supports of a, b and c are included in [−1, 1]× [−1, 1], (3.1.5)

{(t, r); r > 0, b(t, r) 6= 0 and c(t, r) 6= 0} 6= ∅, (3.1.6)

a(t, r) = a(t,−r), b(t, r) = b(t,−r), c(t, r) = c(t,−r), ∀(t, r) ∈ R× R, (3.1.7)

at − arr −
N − 1

r
ar = b3 in R× R∗, (3.1.8)

bt − brr −
N − 1

r
br = c3 in R× R∗. (3.1.9)

An important ingredient of the proof of Theorem 2 is the following proposition
which is related to Theorem 2 in the stationary case.
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Proposition 3. There exists (A,B,C) ∈ C∞(R)3 and δA ∈ (0, 1/2) such that

the supports of A, B and C are included in [−1, 1], (3.1.10)

{z; z > 0, B(z) 6= 0 and C(z) 6= 0} 6= ∅, (3.1.11)

A(z) = A(−z), B(z) = B(−z), C(z) = C(−z), ∀z ∈ R, (3.1.12)

A(z) = e−1/(1−z2) if 1− δA < z < 1, (3.1.13)

−A′′ − N − 1

z
A′ = B3 in R∗, (3.1.14)

−B′′ − N − 1

z
B′ = C3 in R∗, (3.1.15)

(B(z) = 0 and z ∈ [0, 1))⇔
Ç
z =

1

2

å
, (3.1.16)

B′
Ç

1

2

å
< 0, (3.1.17)

C

Ç
1

2

å
> 0, (3.1.18)

(C(z) = 0 and z ∈ [0, 1))⇒ (z ∈ (0, 1) and C ′(z) 6= 0) . (3.1.19)

This proposition is proved in Section 3.2. In Section 3.3 we show how to use Pro-
position 3 in order to prove Theorem 2. Finally, in Section 3.4, we deduce Theorem 1
from Theorem 2.

Remark 4. Adapting our proof of Theorem 1, one sees that this theorem still holds
if, in (3.1.2), β3 and γ3 are replaced by β2p+1 and γ2q+1 respectively, where p and q
are arbitrary nonnegative integers.

3.2 Proof of Proposition 3 (stationary case)

In order to construct A, one shall use the following lemma.

Lemma 5. There exists δ0 ∈ (0, 1) such that, for every δ ∈ (0, δ0), there exists a
function G ∈ C∞([0,+∞)) such that

G(z) = z3

Ç
z − 1

2

å3

for
1

2
− δ < z <

1

2
+ δ, (3.2.1)

(z − 1

2
)G(z) > 0 for 0 < z < 1, z 6= 1

2
, (3.2.2)®

z ∈ (0, 1); (G1/3)′′(z) +
N − 1

z
(G1/3)′(z) = 0

´
is �nite, (3.2.3)
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and such that the solution A : (0,+∞)→ R to the Cauchy problem

A(1) = A′(1) = 0, A′′(z) +
N − 1

z
A′(z) = G(z), z > 0, (3.2.4)

satis�es

there exists c0 ∈ R such that A(z) = c0 − z8 if 0 < z < δ, (3.2.5)

A(z) = e−1/(1−z2) if 1− δ < z < 1, (3.2.6)

A(z) = 0 if z ∈ [1,+∞). (3.2.7)

Proof of Lemma 5. Let us �rst emphasize that it follows from (3.2.1) and
(3.2.2) that G1/3 is of class C∞ on (0, 1), hence (3.2.3) makes sense. Let δ ∈ (0, 1/4).
Let Ḡ ∈ C∞([0,+∞)) be such that (3.2.1) and (3.2.2) hold for G = Ḡ and

Ḡ(z) = −8(6 +N)z6,∀z ∈ (0, δ), (3.2.8)

Ḡ(z) =

Ç−2 + 6z4

(1− z2)4
− 2(N − 1)

(1− z2)2

å
e−1/(1−z2), ∀z ∈ ((1− δ), 1), (3.2.9)

Ḡ(z) = 0, ∀z ∈ (1,+∞), (3.2.10)

Ḡ is analytic on (0, 1) \ {δ, (1/2)− δ, (1/2) + δ, 1− δ}. (3.2.11)

One easily sees that such Ḡ exists if δ ∈ (0, 1/4) is small enough, the smallness
depending on N . Frow now on, δ is always assumed to be small enough. Let κ ∈ R.
Let us de�ne G ∈ C∞([0,+∞)) by

G := Ḡ in [0, δ] ∪ [(1/2)− δ, (1/2) + δ] ∪ [1− δ,+∞), (3.2.12)

G(z) := Ḡ(z) + min{κ, 0}e−1/(z−δ)e−1/(1−2δ−2z), ∀z ∈ (δ, (1/2)− δ), (3.2.13)

G(z) := Ḡ(z) + max{κ, 0}e−1/(2z−1−2δ)e−1/(1−δ−z), ∀z ∈ ((1/2) + δ, 1− δ). (3.2.14)

Let A be the solution of the Cauchy problem (3.2.4). From (3.2.12), one has (3.2.1)
and (3.2.2). From (3.2.11), (3.2.13) and (3.2.14), one gets that

G is analytic on (0, 1) \ {δ, (1/2)− δ, (1/2) + δ, 1− δ}, (3.2.15)

which implies (3.2.3) since (G1/3)′′ cannot be identically equal to 0 on one of the �ve
intervals (0, δ), (δ, (1/2)− δ), ((1/2)− δ, (1/2) + δ), ((1/2) + δ, 1− δ) and (1− δ, 1).

Remark 6. We require (3.2.15) only to get (3.2.3). However (3.2.3) can also be
obtained without requiring (3.2.15) by using genericity arguments.

From (3.2.4), (3.2.9) and (3.2.12), one gets (3.2.6). From (3.2.4), (3.2.10) and
(3.2.12), one gets (3.2.7).
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It remains to prove that, for some κ ∈ R, one has (3.2.5). Let us �rst point out
that, for every y ∈ C2((0, δ)),Ç

y′′ +
N − 1

z
y′ = 0

å
⇒Ä

∃ (c0, c1) ∈ R2 such that y(z) = c0 + c1E(z), ∀z ∈ (0, δ)
ä
, (3.2.16)

where

if N 6= 2, E(z) :=
1

(2−N)zN−2
, ∀z ∈ (0,+∞), (3.2.17)

if N = 2, E(z) := − ln(z), ∀z ∈ (0,+∞). (3.2.18)

From (3.2.4), (3.2.8), (3.2.12), one gets that y := A + z8 satis�es the assumption of
the implication (3.2.16). Hence, by (3.2.16), one gets the existence of (c0, c1) ∈ R2

such that
A(z) = c0 − z8 + c1E(z), ∀z ∈ (0, δ). (3.2.19)

It su�ces to check that, for some κ ∈ R,

c1 = 0. (3.2.20)

From (3.2.4), one has

if N 6= 2, A(z) = − 1

(N − 2)zN−2

∫ z

1
sN−1G(s)ds+

1

N − 2

∫ z

1
sG(s)ds, ∀z ∈ (0, 1],

(3.2.21)

if N = 2, A(z) = ln(z)
∫ z

1
sG(s)ds−

∫ z

1
s ln(s)G(s)ds, ∀z ∈ (0, 1], (3.2.22)

which, together with (3.2.17), (3.2.18), (3.2.19), with z → 0, gives

c1 =
∫ 1

0
sN−1G(s)ds. (3.2.23)

From (3.2.12), (3.2.13) and (3.2.14), one has

lim
κ→+∞

∫ 1

0
sN−1G(s)ds = +∞ and lim

κ→−∞

∫ 1

0
sN−1G(s)ds = −∞. (3.2.24)

In particular, with the intermediate value theorem, there exists κ ∈ R such that∫ 1

0
sN−1G(s)ds = 0, (3.2.25)

which, together with (3.2.23), concludes the proof of Lemma 5.
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We go back to the proof of Proposition 3. We extend A to all of R by requiring

A(0) = c0, (3.2.26)

A(z) = A(−z), ∀z ∈ (−∞, 0). (3.2.27)

By (3.2.5), (3.2.26) and (3.2.27), A ∈ C∞(R). Let B ∈ C0(R∗) be de�ned by

B := −
Ç
A′′ +

N − 1

z
A′
å1/3

. (3.2.28)

From (3.2.27) and (3.2.28), one gets that

B(z) = B(−z), ∀z ∈ R∗. (3.2.29)

From (3.2.28), one sees that

B is of class C∞ on the set {z ∈ R∗; B(z) 6= 0}. (3.2.30)

From (3.2.5), (3.2.27) and (3.2.28), one has

B(z) = 2(6 +N)1/3z2,∀z ∈ (−δ, δ) \ {0}, (3.2.31)

which allows to extend B to all of R by continuity by requiring

B(0) = 0. (3.2.32)

From (3.2.31) and (3.2.32), we get that

B is of class C∞ in (−δ, δ). (3.2.33)

From (3.2.2), (3.2.4) and (3.2.28), one gets that

B 6= 0 in (0, 1) \ {1/2}, (3.2.34)

which, with (3.2.30), implies that

B is of class C∞ in (0, 1) \ {1/2}. (3.2.35)

From (3.2.1), (3.2.4) and (3.2.28), one has

B(z) = −z
Ç
z − 1

2

å
, ∀z ∈

Ç
1

2
− δ, 1

2
+ δ

å
. (3.2.36)

In particular (3.1.17) holds. From (3.2.6) and (3.2.28), one gets

B(z) = −
Ç−2 + 6z4

(1− z2)4
− 2(N − 1)

(1− z2)2

å1/3

e−1/(3−3z2), ∀z ∈ (1− δ, 1), (3.2.37)
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which implies the existence of δ0 > 0 such that, for every δ ∈ (0, δ0],

B < 0 in (1− δ, 1). (3.2.38)

From (3.2.7) and (3.2.28), one gets

B(z) = 0,∀z ∈ (1,+∞), (3.2.39)

which, together with (3.2.37), implies that

B is of class C∞ in (1− δ,+∞). (3.2.40)

From (3.2.29), (3.2.33), (3.2.35), (3.2.36), and (3.2.40), one gets that

B is of class C∞ in R. (3.2.41)

Let us now de�ne C ∈ C0(R∗) by

C(z) := −
Ç
B′′ +

N − 1

z
B′
å1/3

, ∀z ∈ R∗. (3.2.42)

From (3.2.29) and (3.2.42), one has

C(z) = C(−z), ∀z ∈ R∗. (3.2.43)

From (3.2.41) and (3.2.42), one gets that

C is of class C∞ on the set {z ∈ R∗; C(z) 6= 0}. (3.2.44)

From (3.2.31) and (3.2.42), one has

C(z) = −(4N)
1
3 (6 +N)

1
9 < 0,∀z ∈ [−δ, δ]. (3.2.45)

From (3.2.36) and (3.2.42), one has

C(z) =

Ç
2N − N − 1

2z

å1/3

, ∀z ∈
ñ

1

2
− δ, 1

2
+ δ

ô
. (3.2.46)

In particular, since δ > 0 is small enough,

C is positive and of class C∞ on
ñ

1

2
− δ, 1

2
+ δ

ô
. (3.2.47)

From (3.2.37), (3.2.39), and (3.2.42), one gets that

C > 0 in [1− δ, 1) and C is of class C∞ in [1− δ,+∞). (3.2.48)
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From (3.2.43), (3.2.44), (3.2.45), (3.2.47) and (3.2.48), one sees that

C ∈ C∞(R) (3.2.49)

if
C is of class C∞ in (δ, (1/2)− δ) ∪ ((1/2) + δ, 1− δ). (3.2.50)

Let us �rst point out that, by (3.2.3), (3.2.4), (3.2.28), and (3.2.42),

the set of z0 ∈ (δ, (1/2)− δ) ∪ ((1/2) + δ, 1− δ) such that C(z0) = 0 is �nite.
(3.2.51)

We are going to prove that (3.2.50) indeed holds provided that one no longer requires
(3.2.15) and that one modi�es G in a neighborhood of every z0 ∈ (δ, (1/2) − δ) ∪
((1/2) + δ, 1− δ) such that C(z0) = 0. Since G = −B3, this comes from the following
lemma.

Lemma 7. Let ν > 0, ζ > 0 and η > 0 be such that [ζ − η, ζ + η] ⊂ (0,+∞). Let
B ∈ C∞([ζ − η, ζ + η]) be such that

B′′(z) +
N − 1

z
B′(z) 6= 0, ∀z ∈ [ζ − η, ζ + η] \ {ζ}. (3.2.52)

Then, there exists B̄ ∈ C∞([ζ − η, ζ + η]) satisfying

|B̄(z)−B(z)| 6 ν, ∀z ∈ [ζ − η, ζ + η], (3.2.53)

the support of B̄ −B is included in (ζ − η, ζ + η), (3.2.54)Ç
B̄′′ +

N − 1

z
B̄′
å1/3

∈ C∞([ζ − η, ζ + η]) (3.2.55)

and such that, if Ā ∈ C∞([ζ − η, ζ + η]) is the solution of

Ā′′ +
N − 1

z
Ā′ = −B̄3, (3.2.56)

Ā(ζ − η) = A(ζ − η), Ā′(ζ − η) = A′(ζ − η), (3.2.57)

then,
Ā(ζ + η) = A(ζ + η), Ā′(ζ + η) = A′(ζ + η). (3.2.58)

Proof of Lemma 7. Let us �rst consider the case whereÇ
B′′(ζ − η) +

N − 1

ζ − η
B′(ζ − η)

åÇ
B′′(ζ + η) +

N − 1

ζ + η
B′(ζ + η)

å
< 0. (3.2.59)

Then, replacing if necessary B by −B and using (3.2.52), we may assume that

B′′(z) +
N − 1

z
B′(z) < 0, ∀z ∈ [ζ − η, ζ), (3.2.60)

B′′(z) +
N − 1

z
B′(z) > 0, ∀z ∈ (ζ, ζ + η]. (3.2.61)
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Let ϕ ∈ C∞(−∞,+∞) be such that

ϕ = 1 in [−1/2, 1/2], (3.2.62)

ϕ = 0 in (−∞,−1] ∪ [1,+∞), (3.2.63)

ϕ(z) ∈ [0, 1], ∀z ∈ (−∞,∞). (3.2.64)

Let

E := {ξ ∈ C∞([ζ − η, ζ + η]); the support of ξ is included in (ζ − η, ζ + η) \ {ζ}} .
(3.2.65)

The vector space E is equipped with the norm

|ξ| := max{|ξ(x)|; x ∈ [ζ − η, ζ + η]}. (3.2.66)

For ε ∈ R and ξ ∈ E , one de�nes now Hε,ξ ∈ C∞([ζ − η, ζ + η]) by, if ε 6= 0,

Hε,ξ(z) := ε2(z − ζ)3ϕ

Ç
z − ζ
|ε|

å
+

Ç
1− ϕ

Ç
z − ζ
|ε|

ååÇ
B′′(z) +

N − 1

z
B′(z) + ξ(z)

å
,

(3.2.67)
for every z ∈ [ζ − η, ζ + η] and

H0,ξ(z) := B′′(z) +
N − 1

z
B′(z) + ξ(z), ∀z ∈ [ζ − η, ζ + η]. (3.2.68)

We then de�ne B̄ := Bε,ξ ∈ C∞([ζ − η, ζ + η]) by requiring

B′′ε,ξ(z) +
N − 1

z
B′ε,ξ(z) = Hε,ξ(z), (3.2.69)

Bε,ξ(ζ − η) = B(ζ − η), B′ε,ξ(ζ − η) = B′(ζ − η). (3.2.70)

Let Cε,ξ ∈ C0([ζ − η, ζ + η]) be de�ned by

Cε,ξ(z) := −
Ç
B′′ε,ξ(z) +

N − 1

z
B′ε,ξ(z)

å1/3

= −Hε,ξ(z)1/3. (3.2.71)

Note that by (3.2.62), (3.2.67) and (3.2.71), if ε 6= 0,

C ′ε,ξ(ξ) = −|ε|2/3 6= 0. (3.2.72)

Using (3.2.63), (3.2.65), (3.2.67), (3.2.68) and (3.2.69), one sees that, if ε < η
(which is assumed from now on), Bε,ξ and B are both solutions to the second order
di�erential equation

Y ′′(z) +
N − 1

z
Y ′(z) = B′′(z) +

N − 1

z
B′(z) (3.2.73)
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in a neighborhood of {ζ − η, ζ + η} in [ζ − η, ζ + η]. In particular, by (3.2.70), Bε,ξ

and B are equal in a neighborhood of ζ−η in [ζ−η, ζ+η] and (3.2.54) is equivalent
to

Bε,ξ(ζ + η) = B(ζ + η), B′ε,ξ(ζ + η) = B′(ζ + η). (3.2.74)

Let Aε,ξ ∈ C∞([ζ − η, ζ + η]) be the solution of

A′′ε,ξ +
N − 1

z
A′ε,ξ = −B3

ε,ξ, (3.2.75)

Aε,ξ(ζ − η) = A(ζ − η), A′ε,ξ(ζ − η) = A′(ζ − η). (3.2.76)

Let F : (−η, η)× E → R4 be de�ned by

F(ε, ξ) := (Bε,ξ(ζ + η)−B(ζ + η), B′ε,ξ(ζ + η)−B′(ζ + η),

Aε,ξ(ζ + η)− A(ζ + η), A′ε,ξ(ζ + η)− A′(ζ + η))tr. (3.2.77)

One easily checks that

F is of class C1, (3.2.78)

F(0, 0) = 0. (3.2.79)

Let us assume, for the moment, that

∂F
∂ξ

(0, 0) is onto. (3.2.80)

By (3.2.80), there exists a 4-dimensional subspace E0 of E such that

∂F
∂ξ

(0, 0)E0 = R4. (3.2.81)

By (3.2.81) and the implicit function theorem, there exists ε0 ∈ (0, η) and a map
ξ : (−ε0, ε0)→ E0 such that

ξ(0) = 0, (3.2.82)

F(ε, ξ(ε)) = 0, ∀ε ∈ (−ε0, ε0). (3.2.83)

From (3.2.60), (3.2.61), (3.2.65), (3.2.66), (3.2.67), (3.2.68) and (3.2.69), one gets the
existence of ε1 > 0 such that

B′′ε,ξ(z) +
N − 1

z
B′ε,ξ(z) < 0, ∀z ∈ [ζ − η, ζ), ∀ε ∈ [−ε1, ε1], ∀ξ ∈ E0 such that |ξ| 6 ε1,

(3.2.84)

B′′ε,ξ(z) +
N − 1

z
B′ε,ξ(z) > 0, ∀z ∈ (ζ, ζ + η], ∀ε ∈ [−ε1, ε1], ∀ξ ∈ E0 such that |ξ| 6 ε1.

(3.2.85)
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From (3.2.62), (3.2.67) and (3.2.69) one gets that, for every ε ∈ (0,+∞) and for every
ξ ∈ E0, one has

B′′ε,ξ(z) +
N − 1

z
B′ε,ξ(z) = ε2(z − ζ)3 if |z − ζ| 6 ε/2. (3.2.86)

From (3.2.71), (3.2.84), (3.2.85) and (3.2.86) one gets that, for every ε ∈ [−ε1, ε1]\{0}
and for every ξ ∈ E0 such that |ξ| 6 ε1,

Cε,ξ ∈ C∞([ζ − η, ζ + η]), (3.2.87)

(Cε,ξ(z) = 0)⇔ (z = ζ) , (3.2.88)

which, together with (3.2.81) as above, (3.2.72), (3.2.82) and (3.2.83), conclude the
proof of Lemma 7 when (3.2.59) holds.

It remains to prove (3.2.80). Simple computations show that

∂F
∂ξ

(0, 0)ξ = (x1(ζ + η), x2(ζ + η), x3(ζ + η), x4(ζ + η))tr, (3.2.89)

where x : [ζ − η, ζ + η]→ R4 is the solution of

ẋ = K(t)x+ ξ(t)e, (3.2.90)

with

K(t) :=



0 1 0 0

0 −N − 1

t
0 0

0 0 0 1

−3B2(t) 0 0 −N − 1

t

 , e :=

á
0
1
0
0

ë
, (3.2.91)

which satis�es
x(ζ − η) = 0. (3.2.92)

Hence, using a standard density argument, (3.2.81) comes from the following lemma.

Lemma 8. Let ν > 0, ζ > 0, η > 0 be such that [ζ − η, ζ + η] ⊂ (0,+∞). Let
B ∈ C∞([ζ − η, ζ + η]) be such that

B 6≡ 0. (3.2.93)

Then the control system (3.2.90), where the state is x ∈ R4 and the control is ξ ∈ R,
is controllable on [ζ−η, ζ+η], i.e. for every X in R4 there exists ξ ∈ L∞(ζ−η, ζ+η)
such that the solution of (3.2.90) and (3.2.92) satis�es x(ζ + η) = X.

Proof of Lemma 8. We use a classical result on the controllability of time-
varying linear �nite-dimensional control systems (see e.g. [30, Theorem 1.18]). One
de�nes, by induction on i ∈ N, ei ∈ C∞([ζ − η, ζ + η]) by requiring

e0(t) := e, ∀t ∈ [ζ − η, ζ + η], (3.2.94)

ei(t) := ėi−1(t)−K(t)ei−1(t), ∀t ∈ [ζ − η, ζ + η], ∀i ∈ N \ {0}. (3.2.95)
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Let θ ∈ C∞([ζ − η, ζ + η]) be de�ned by

θ(t) := −N − 1

t
, ∀t ∈ [ζ − η, ζ + η]. (3.2.96)

Straightforward computations lead to

e1 =

á−1
−θ
0
0

ë
, e2 =

á
θ

−θ̇ + θ2

0
−3B2

ë
, e3 =

à
2θ̇ − θ2

−θ̈ + 3θθ̇ − θ3

3B2

6B2θ − 6BḂ

í
. (3.2.97)

From (3.2.91), (3.2.94) and (3.2.97), one gets

det(e0, e1, e2, e3) = 9B4, (3.2.98)

which, with (3.2.93) and [30, Theorem 1.18], concludes the proof of Lemma 8.

We now turn to the case where (3.2.59) does not hold. Then, replacing if necessary
B by −B and using (3.2.52), we may assume that

B′′(z) +
N − 1

z
B′(z) > 0, ∀z ∈ [ζ − η, ζ + η] \ {ζ}. (3.2.99)

In the de�nition of Hε,ξ one replaces (3.2.67) by

Hε,ξ(z) := ε2ϕ

Ç
z − ζ
|ε|

å
+

Ç
1− ϕ

Ç
z − ζ
|ε|

ååÇ
B′′(z) +

N − 1

z
B′(z) + ξ(z)

å
,

(3.2.100)
and keeps (3.2.68). Now (3.2.84) and (3.2.85) are replaced by

Cε,ξ(z) > 0, ∀z ∈ [ζ − η, ζ + η], ∀ε ∈ [−ε1, ε1] \ {0}, ∀ξ ∈ E0 such that |ξ| 6 ε1.
(3.2.101)

Therefore, (compared with (3.2.88)), provided that ε 6= 0, one can see that Cε,ξ(z) 6= 0
for every z ∈ [ζ − η, ζ + η] and consequently (3.1.19) is satis�ed. Moreover

Cε,ξ ∈ C∞([ζ − η, ζ + η]), ∀ε ∈ [−ε1, ε1] \ {0}, ∀ξ ∈ E0 such that |ξ| 6 ε1. (3.2.102)

which, together with (3.2.102), (3.2.82), (3.2.83), and (3.2.101), concludes the proof
of Proposition 3.
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3.3 Proof of Theorem 2 (time-varying case)

In this section, we prove Theorem 2. We de�ne λ ∈ C∞([−1, 1]) and f0 ∈
C∞([−1, 1]) by

λ(t) := (1− t2)2, ∀t ∈ [−1, 1], (3.3.1)

and

f0(t) :=


e
− 1

1−t2 if |t| < 1,

0 if t = 0.
(3.3.2)

Let ε ∈ (0, 1]. For r ∈ R and t ∈ (−1, 1), we set

z :=
r

ελ(t)
∈ [0,+∞). (3.3.3)

Let A, B and C be as in Proposition 3. By (3.2.43), (3.2.45), (3.2.47), (3.2.48) and
(3.2.51), there exist p ∈ N and ρ1, ρ2 . . . ρp in (−1, 1) \ {0} such that

{z ∈ (−1, 1); C(z) = 0} = {ρl; l ∈ {1, 2, . . . , p}} . (3.3.4)

Let

ρ0 :=
1

2
, ρ−1 := −1

2
. (3.3.5)

Let δ > 0 be such that

[ρl − δ, ρl + δ] ⊂ (−1, 1) \ {0}, ∀l ∈ {−1, 0, 1, . . . , p}, (3.3.6)

[ρl − δ, ρl + δ] ∩ [ρl′ − δ, ρl′ + δ] = ∅, ∀(l, l′) ∈ {−1, 0, 1, . . . , p}2 such that l 6= l′.
(3.3.7)

Let D := {(t, r) ∈ (−1, 1)×R; |r| < ελ(t)}. We look for a : (t, r) ∈ D 7→ a(t, r) ∈
R in the following form

a(t, r) = f0(t)A(z) +
p∑

l=−1

3∑
i=1

fil(t)gil(z), (3.3.8)

where the functions fil, gil are to be determined with the requirement that

the support of gil is included in (ρl − δ, ρl + δ), ∀i ∈ {1, 2, 3}, ∀l ∈ {−1, 0, 1, . . . , p}.
(3.3.9)

Then b : (t, r) ∈ D 7→ b(t, r) ∈ R is de�ned by

b :=

Ç
at − arr −

N − 1

r
ar

å1/3

, (3.3.10)
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and, on every open subset of D on which b is of class C2 and br/r is bounded, c is
de�ned by

c :=

Ç
bt − brr −

N − 1

r
br

å1/3

. (3.3.11)

For l ∈ {−1, 0, 1, . . . , p}, let Σl ⊂ R× R be de�ned by

Σl := {(t, r) ∈ (−1, 1)× R; z ∈ (ρl − δ, ρl + δ)} . (3.3.12)

Let us �rst study the case where, for some

l̄ ∈ {1, 2, . . . , p} , (3.3.13)

(t, r) ∈ Σl̄. By symmetry, we may only study the case where ρl̄ > 0. Note that
(3.3.13), together with (3.1.18) and (3.3.4), implies that

ρl̄ 6=
1

2
. (3.3.14)

From (3.3.7), (3.3.8), (3.3.9) and (3.3.12), we have

a(t, r) = f0(t)A(z) +
3∑
i=1

fil̄(t)gil̄(z). (3.3.15)

In order to simplify the notations, we omit the index l̄, and de�ne g0 by

g0 := A. (3.3.16)

(This de�nition is used all throughout this section.) Then, (3.3.15) now reads

a(t, r) =
3∑
i=0

fi(t)gi(z). (3.3.17)

Note that (3.1.16), (3.3.14) and (3.3.16) imply that

B(ρ) 6= 0. (3.3.18)

Moreover, by (3.1.15), (3.1.19), (3.3.4), (3.3.13) and (3.3.16),Ç
B(2) +

N − 1

z
B(1)

å
(ρ) = 0, (3.3.19)Ç

B(2) +
N − 1

z
B(1)

å
z

(ρ) = 0, (3.3.20)Ç
B(2) +

N − 1

z
B(1)

å
zz

(ρ) = 0, (3.3.21)Ç
B(2) +

N − 1

z
B(1)

å
zzz

(ρ) 6= 0. (3.3.22)
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To simplify the notations we assume that, for example,

B(ρ) < 0, (3.3.23)Ç
B(2) +

N − 1

z
B(1)

å
zzz

(ρ) < 0. (3.3.24)

From (3.3.20), (3.3.21), (3.3.23) and (3.3.24), if δ ∈ (0, ρ) is small enough, there exists
µ > 0 such that

B(z) 6 −µ, ∀z ∈ [ρ− δ, ρ+ δ], (3.3.25)Ç
B(2) +

N − 1

z
B(1)

å
zzz

(z) 6 −µ, ∀z ∈ [ρ− δ, ρ+ δ]. (3.3.26)

We now �x such a δ. From (3.3.10) and (3.3.17),

b = − 1

ε2/3λ2/3

(
3∑
i=0

Å
fig

(2)
i +

N − 1

z
fig

(1)
i + zε2λλ̇fig

(1)
i − ε2λ2ḟigi

ã)1/3

. (3.3.27)

Let us denote by M : R× R∗ → R, (t, z) 7→M(t, z) ∈ R, the function de�ned by:

M(t, z) :=
3∑
i=0

Å
fi(t)g

(2)
i (z) +

N − 1

z
fi(t)g

(1)
i (z)

+ zε2λ(t)λ̇(t)fi(t)g
(1)
i (z)− ε2λ2(t)ḟi(t)gi(z)

ã
. (3.3.28)

For the moment, let us assume that

M(t, z) 6= 0, ∀(t, z) ∈ (−1, 1)× (ρ− δ, ρ+ δ). (3.3.29)

Using (3.3.3), (3.3.11), (3.3.27), (3.3.28) and straightforward computations, one gets,
on the open set of the (t, r) ∈ Σ such that M(t, z) 6= 0,

9ε8/3λ8/3c3 = ν, (3.3.30)

with

ν :=
1

M2/3

Ç
3Mzz − 2

M2
z

M
+

3(N − 1)

z
Mz + 6ε2λλ̇M − 3ε2λ2Mt + 3zε2λλ̇Mz

å
.

(3.3.31)

The idea is to construct the fi's and the gi's in order to have a precise knowledge
of the places where ν vanishes and the order of the vanishing so that ν is the cube of
a C∞ function. More precisely, we are are going to check that one can construct the
fi's and the gi's so that, at least if ε ∈ (0, 1] is small enough,

ν(t, ρ) = 0, ∀t ∈ (−1, 1), (3.3.32)

νz(t, ρ) = 0, ∀t ∈ (−1, 1), (3.3.33)

νzz(t, ρ) = 0, ∀t ∈ (−1, 1), (3.3.34)

νzzz(t, ρ) > 0, ∀t ∈ (−1, 1). (3.3.35)
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From (3.3.28), one has

Mz =
3∑
i=0

Å
fig

(3)
i + ε2(λ̇fi − λḟi)λg(1)

i + ε2zλλ̇fig
(2)
i +

N − 1

z
fig

(2)
i −

N − 1

z2
fig

(1)
i

ã
,

(3.3.36)

Mzz =
3∑
i=0

Å
fig

(4)
i + ε2(2λ̇fi − λḟi)λg(2)

i + ε2zλλ̇fig
(3)
i

+
N − 1

z
fig

(3)
i −

2(N − 1)

z2
fig

(2)
i +

2(N − 1)

z3
fig

(1)
i

ã
.

(3.3.37)

We impose that

g
(j)
i (ρ) =

®
1 if i = 1 and j = 4,
0 if 1 6 i 6 3, 0 6 j 6 4 and (i, j) 6= (1, 4).

(3.3.38)

From (3.3.28), (3.3.36), (3.3.37) and (3.3.38), we have

M(·, ρ) = f0g
(2)
0 (ρ) +

N − 1

ρ
f0g

(1)
0 (ρ) + ε2ρλλ̇f0g

(1)
0 (ρ)− ε2λ2ḟ0g0(ρ), (3.3.39)

Mz(·, ρ) = f0g
(3)
0 (ρ) +

N − 1

ρ
f0g

(2)
0 (ρ)− N − 1

ρ2
f0g

(1)
0 (ρ)

+ε2(λ̇f0 − λḟ0)λg
(1)
0 (ρ) + ε2ρλλ̇f0g

(2)
0 (ρ),

(3.3.40)

Mzz(·, ρ) = f0g
(4)
0 (ρ) +

N − 1

ρ
f0g

(3)
0 (ρ)− 2(N − 1)

ρ2
f0g

(2)
0 (ρ) +

2(N − 1)

ρ3
f0g

(1)
0 (ρ)

+f1 + ε2(2λ̇f0 − λḟ0)λg
(2)
0 (ρ) + ε2ρλλ̇f0g

(3)
0 (ρ).

(3.3.41)

From (3.1.14), (3.3.1), (3.3.2), (3.3.16), (3.3.23), (3.3.39) and (3.3.40), one has, at
least if ε > 0 is small enough, which is from now on assumed,

∀t ∈ (−1, 1),M(t, ρ) > 0. (3.3.42)

Then, for z = ρ, one has

ν(., ρ) =
1

M2/3(., ρ)

Å
3Mzz(., ρ)− 2

M2
z (., ρ)

M(., ρ)
+

3(N − 1)

ρ
Mz(., ρ) + 6ε2λλ̇Mz(., ρ)

−3ε2λ2Mt(., ρ) + 3ρε2λλ̇Mz(., ρ)
ã
.

(3.3.43)
We then choose to de�ne f1 : t ∈ (−1, 1) 7→ f1(t) ∈ R by

f1 := −f0g
(4)
0 (ρ)− N − 1

ρ
f0g

(3)
0 (ρ) +

2(N − 1)

ρ2
f0g

(2)
0 (ρ)− 2(N − 1)

ρ3
f0g

(1)
0 (ρ)

−ε2(2λ̇f0 − λḟ0)λg
(2)
0 (ρ)− ε2ρλλ̇f0g

(3)
0 (ρ)

+
1

3

Å
2
M2

z (., ρ)

M(., ρ)
− 3(N − 1)

ρ
Mz(., ρ)− 6ε2λλ̇M(., ρ)

+3ε2λ2Mt(., ρ)− 3ρε2λλ̇Mz(., ρ)
ã
.

(3.3.44)
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Note that, even if M depends on f1, f2 and f3, the right hand side of (3.3.44) does
not depend on f1, f2 and f3, and f1 is indeed well-de�ned by (3.3.44). This de�nition
of f1, together with (3.3.41) and (3.3.43), implies that (3.3.32) holds. (In fact, f1 is
de�ned by (3.3.44) precisely in order to have (3.3.32).) From (3.3.1), (3.3.2), (3.3.19),
(3.3.23), (3.3.39), (3.3.40) and (3.3.44), we obtain the existence of two polynomials
p1(ε2, t) and q1(ε2, t) in the variables ε2 and t such that

f1(t) = ε2 p1(ε2, t)

1 + q1(ε2, t)
f0(t), ∀t ∈ (−1, 1). (3.3.45)

In order to simplify the notations, we set:

K(t, z) := −2Mz(t, z)
2

M(t, z)
+

3(N − 1)

z
Mz(t, z) + 6ε2λλ̇M(t, z)

−3ε2λ2Mt(t, z) + 3zε2λλ̇Mz(t, z).
(3.3.46)

We then have

ν = M− 2
3 (3Mzz +K). (3.3.47)

Di�erentiating this equality with respect to z, we obtain

νz = M− 5
3 (3MMzzz +MKz − 2MzMzz −

2

3
MzK). (3.3.48)

Di�erentiating (3.3.46) with respect to z, we get

Kz = −4MzMzz

M2
+

2M3
z

M3
+

3(N − 1)

z
Mzz −

3(N − 1)

z2
Mz

+9ε2λλ̇Mz − 3ε2λ2Mtz + 3ε2zλλ̇Mzz.
(3.3.49)

Then, di�erentiating (3.3.37) with respect to z, we have

Mzzz =
3∑
i=0

Å
fig

(5)
i +

N − 1

z
fig

(4)
i −

3(N − 1)

z2
fig

(3)
i +

6(N − 1)

z3
fig

(2)
i

−6(N − 1)

z4
fig

(1)
i + ε2zλλ̇fig

(4)
i + ε2(3λ̇fi − λḟi)λg(3)

i

ã
.

(3.3.50)

We impose that

g
(5)
i (ρ) =

 1 if i = 2,

0 if i ∈ {1, 3}.
(3.3.51)

From (3.3.38), (3.3.50) and (3.3.51), we have

Mzzz(., ρ) = f0g
(5)
0 (ρ) +

N − 1

ρ
f0g

(4)
0 (ρ)− 3(N − 1)

ρ2
f0g

(3)
0 (ρ) +

6(N − 1)

ρ3
f0g

(2)
0 (ρ)

−6(N − 1)

ρ4
f0g

(1)
0 (ρ) + f2 +

N − 1

ρ
f1

+ε2(3λ̇f0 − λḟ0)λg
(3)
0 (ρ) + ε2ρλλ̇f0g

(4)
0 (ρ) + ε2ρλλ̇f1.

(3.3.52)
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We then de�ne f2 : t ∈ (−1, 1) 7→ f2(t) ∈ R by

f2 := −f0g
(5)
0 (ρ)− N − 1

ρ
f0g

(4)
0 (ρ) +

3(N − 1)

ρ2
f0g

(3)
0 (ρ)

−6(N − 1)

ρ3
f0g

(2)
0 (ρ) +

6(N − 1)

ρ4
f0g

(1)
0 (ρ)− N − 1

ρ
f1

+
1

3M(., ρ)
(−M(., ρ)Kz(., ρ) + 2Mz(., ρ)Mzz(., ρ) +

2

3
Mz(., ρ)K(., ρ))

−ε2ρλλ̇f0g
(4)
0 (ρ)− ε2ρλλ̇f1 − ε2(3λ̇f0 − λḟ0)λg

(3)
0 (ρ).

(3.3.53)
Note that, again, even if M depends on f2 and f3, the right hand side of (3.3.53)
does not depend on f2 and f3 (it depends on f1, however f1 is already de�ned in
(3.3.44)), and f2 is indeed well de�ned by (3.3.53). This de�nition of f2, together
with (3.3.48) and (3.3.52), implies (3.3.33). From (3.3.1), (3.3.2), (3.3.20), (3.3.39),
(3.3.40), (3.3.41), (3.3.45), (3.3.46), (3.3.49) and (3.3.53), we obtain the existence of
two polynomials p2(ε2, t) and q2(ε2, t) in the variables ε2 and t such that

f2(t) = ε2 p2(ε2, t)

1 + q2(ε2, t)
f0(t), ∀t ∈ (−1, 1). (3.3.54)

Di�erentiating (3.3.48) with respect to z, we obtain

νzz = M− 8
3

Å
− 4MMzMzzz −

7

3
MMzKz +

10

3
M2

zMzz +
10

9
M2

zK

+3M2Mzzzz +MMzKz +M2Kzz − 2MM2
zz −

2

3
MMzzK

ã
.

(3.3.55)

Di�erentiating (3.3.49) with respect to z, we obtain

Kzz = −4M2
zz

M
− 4MzMzzz

M
+

10M2
zMzz

M2
− 4M4

z

M3
+

6(N − 1)

z3
Mz

−6(N − 1)

z2
Mzz +

3(N − 1)

z
Mzzz + 12ε2λλ̇Mzz − 3ε2λ2Mtzz + 3zε2λλ̇Mzzz.

(3.3.56)
Di�erentiating (3.3.50) with respect to z, one has

Mzzzz =
3∑
i=0

Å
fig

(6)
i +

N − 1

z
fig

(5)
i −

4(N − 1)

z2
fig

(4)
i

+
12(N − 1)

z3
fig

(3)
i −

24(N − 1)

z4
fig

(2)
i +

24(N − 1)

z5
fig

(1)
i

+ε2(4λ̇fi − λḟi)λg(4)
i + ε2zλλ̇fig

(5)
i

ã
.

(3.3.57)

We then impose

g
(6)
i (ρ) =

®
1 if i = 3,
0 if i ∈ {1, 2}. (3.3.58)
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Evaluating Mzzzz at z = ρ in (3.3.57) gives

Mzzzz(., ρ) = f0g
(6)
0 (ρ) + f3 +

N − 1

ρ
f0g

(5)
0 (ρ)− 4(N − 1)

ρ2
f0g

(4)
0 (ρ)

+
12(N − 1)

ρ3
f0g

(3)
0 (ρ)− 24(N − 1)

ρ4
f0g

(2)
0 (ρ) +

24(N − 1)

ρ5
f0g

(1)
0 (ρ)

+
N − 1

ρ
f2 −

4(N − 1)

ρ2
f1 + ε2(4λ̇f0 − λḟ0)λg

(4)
0 (ρ)

+ε2(4λ̇f1 − λḟ1)λ+ ε2ρλλ̇f0g
(5)
0 (ρ) + ε2ρλλ̇f2.

(3.3.59)
Then, we de�ne f3 : t ∈ (−1, 1) 7→ f3(t) ∈ R by

f3 := −f0g
(6)
0 (ρ)− N − 1

ρ
f0g

(5)
0 (ρ) +

4(N − 1)

ρ2
f0g

(4)
0 (ρ)− 12(N − 1)

ρ3
f0g

(3)
0 (ρ)

+
24(N − 1)

ρ4
f0g

(2)
0 (ρ)− 24(N − 1)

ρ5
f0g

(1)
0 (ρ)− N − 1

ρ
f2 +

4(N − 1)

ρ2
f1

−ε2ρλλ̇f0g
(5)
0 (ρ)− ε2(4λ̇f0 − λḟ0)λg

(4)
0 (ρ)− ε2ρλλ̇f2 − ε2(4λ̇f1 − λḟ1)λ

+
1

3M2(., ρ)

Å
4M(., ρ)Mz(., ρ)Mzzz(., ρ) +

7

3
M(., ρ)Mz(., ρ)Kz(., ρ)

−10

3
M2

z (., ρ)Mzz(., ρ)− 10

9
M2

z (., ρ)K(., ρ)−M(., ρ)Mz(., ρ)Kz(., ρ)

−M2(., ρ)Kzz(., ρ) + 2M(., ρ)M2
zz(., ρ) +

2

3
M(., ρ)Mzz(., ρ)K(., ρ)

ã
.

(3.3.60)
Once more, even if M depends on f3, the right hand side of (3.3.60) does not depend
on f3, and f3 is indeed well de�ned by (3.3.60). This de�nition of f3, together with
(3.3.55) and (3.3.59), implies that (3.3.34) holds. From (3.3.1), (3.3.2), (3.3.21),
(3.3.39), (3.3.40), (3.3.41), (3.3.45), (3.3.46), (3.3.49), (3.3.52), (3.3.54), (3.3.56), and
(3.3.60), we obtain the existence of two polynomials p3(ε2, t) and q3(ε2, t) in the
variables ε2 and t, such that

f3(t) = ε2 p3(ε2, t)

1 + q3(ε2, t)
f0(t), ∀t ∈ (−1, 1). (3.3.61)

We are now in a position to analyse the regularity of a, b and c on Σ. Let us �rst
point out that, by (3.3.1), (3.3.2), (3.3.8), (3.3.45), (3.3.54) and (3.3.61), there exists
ψa : (t, z) ∈ [−1, 1]× [ρ− δ, ρ+ δ] 7→ ψa(t, z) ∈ R of class C∞ such that

a(t, r) = f0(t)ψa(t, z),∀(t, r) ∈ Σ. (3.3.62)

In particular, a is of class C∞ in Σ. From (3.1.14), (3.3.1), (3.3.2), (3.3.16), (3.3.27),
(3.3.25), (3.3.45), (3.3.54) and (3.3.61), we get that, at least if ε > 0 is small enough,
there there exists ψb : (t, z) ∈ [−1, 1]× [ρ− δ, ρ+ δ] 7→ ψb(t, z) ∈ R of class C∞ such
that

b < 0 in Σ, (3.3.63)

b(t, r) = λ−2/3f0(t)1/3ψb(t, z),∀(t, r) ∈ Σ. (3.3.64)

108



In particular, b is of class C∞ in Σ.

Let us now study c. Di�erentiating (3.3.55) with respect to z one gets

νzzz = M− 11
3

Å
10MM2

zMzzz +
10

3
MM2

zKz −
80

9
M3

zMzz −
80

27
M3

zK − 6M2MzMzzzz

−2M2MzKzz + 10MMzM
2
zz +

10

3
MMzMzzK − 8M2MzzMzzz

−2M2MzzKz + 3M3Mzzzzz +M3Kzzz −
2

3
M2MzzzK

ã
.

(3.3.65)
Di�erentiating (3.3.57) with respect to z, we get

Mzzzzz =
3∑
i=0

Å
fig

(7)
i +

N − 1

z
fig

(6)
i −

5(N − 1)

z2
fig

(5)
i +

20(N − 1)

z3
fig

(4)
i

−60(N − 1)

z4
fig

(3)
i +

120(N − 1)

z5
fig

(2)
i −

120(N − 1)

z6
fig

(1)
i

+ε2(5λ̇fi − λḟi)λg(5)
i + ε2zλλ̇fig

(6)
i

ã
.

(3.3.66)
Di�erentiating (3.3.56) with respect to z, we get

Kzzz =
6M2

zMzz

M
− 4MzMzzzz

M
+

24MzM
2
zz

M2
+

4MzzMzzz

M
− 36M3

zMzz

M3
+

12M5
z

M4

−18(N − 1)

z4
Mz +

18(N − 1)

z3
Mzz −

9(N − 1)

z2
Mzzz +

3(N − 1)

z
Mzzzz

+15ε2λλ̇Mzzz − 3ε2λ2Mtzzz + 3zε2λλ̇Mzzzz.
(3.3.67)

From (3.3.1), (3.3.2), (3.3.26), (3.3.28), (3.3.30), (3.3.31), (3.3.32), (3.3.33), (3.3.34),
(3.3.36), (3.3.37), (3.3.45), (3.3.46), (3.3.49), (3.3.50), (3.3.54), (3.3.56), (3.3.61),
(3.3.65), (3.3.66) and (3.3.67), one gets the existence of φ : (t, z) ∈ [−1, 1]× [ρ−δ, ρ+
δ] 7→ φ(t, z) ∈ R of class C∞ such that

c3(t, r) = λ8/3f0(t)1/3φ(t, z),∀(t, r) ∈ Σ, (3.3.68)

φ(t, ρ) = 0, ∀t ∈ [−1, 1], (3.3.69)

∂zφ(t, ρ) = 0, ∀t ∈ [−1, 1], (3.3.70)

∂2
zzφ(t, ρ) = 0, ∀t ∈ [−1, 1], (3.3.71)

∂3
zzzφ(t, z) > 0, ∀(t, z) ∈ [−1, 1]× [ρ− δ, ρ+ δ]. (3.3.72)

Let φ̃ : (t, z) ∈ [−1, 1]× [ρ− δ, ρ+ δ] 7→ φ̃(t, z) ∈ R be de�ned by

φ̃(t, z) :=
1

2

∫ 1

0
(1− s)2∂3

zzzφ(t, ρ+ s(z − ρ)))ds, ∀(t, z) ∈ [−1, 1]× [ρ− δ, ρ+ δ].

(3.3.73)
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Then, φ̃ is of class C∞ on [−1, 1]× [ρ− δ, ρ+ δ] and, using (3.3.69), (3.3.70), (3.3.71)
and (3.3.72),

φ(t, z) = (z − ρ)3φ̃(t, z), ∀(t, z) ∈ [−1, 1]× [ρ− δ, ρ+ δ], (3.3.74)

φ̃(t, z) > 0, ∀(t, z) ∈ [−1, 1]× [ρ− δ, ρ+ δ]. (3.3.75)

Let ψc : (t, z) ∈ [−1, 1]× [ρ− δ, ρ+ δ] 7→ ψc(t, z) ∈ R be de�ned by

ψc(t, z) := (z − ρ)φ̃(t, z)1/3, ∀(t, z) ∈ [−1, 1]× [ρ− δ, ρ+ δ]. (3.3.76)

By (3.3.68), (3.3.74), (3.3.75) and (3.3.76), one gets that

ψc ∈ C∞([−1, 1]× [ρ− δ, ρ+ δ]), (3.3.77)

c(t, r) = λ−8/9f0(t)1/9ψc(t, z),∀(t, r) ∈ Σ. (3.3.78)

In particular, c is of class C∞ in Σ.

Let us now study the case l ∈ {−1, 0}, i.e. ρl = 1/2 or ρl = −1/2. By symmetry,
we may assume that l = 0 so that ρl = 1/2. This case is simpler than the previous
one. It is already treated in [34], except that we now have to take care of c. So, we
will only brie�y sketch the arguments. By (3.1.18) we may impose on δ to be small
enough so that

C(z) > 0, ∀z ∈ [(1/2)− δ, (1/2) + δ]. (3.3.79)

We now de�ne (see (3.3.27) and compare with (3.3.31))

ν :=
3∑
i=0

Å
fig

(2)
i +

N − 1

z
fig

(1)
i + zε2λλ̇fig

(1)
i − ε2λ2ḟigi

ã
. (3.3.80)

We still want to ensure that (3.3.32) to (3.3.34). This is achieved by now imposing

f1 := −1

2
ε2λλ̇f0g

(1)
0 (

1

2
) + ε2λ2ḟ0g0(

1

2
), (3.3.81)

f2 := −
ñ
(2(N − 1)f1 +

1

2
ε2λλ̇) +

1

2
ε2λλ̇f0g

(2)
0 (

1

2
) + (ε2λλ̇f0 − ε2λ2ḟ0)g

(1)
0 (

1

2
)

ô
,

(3.3.82)

f3 := −
ñ
(2(N − 1) +

1

2
ε2λλ̇)f2 + (2ε2λλ̇− 8(N − 1))f1 − ε2λ2ḟ1

+
1

2
ε2λλ̇f0g

(3)
0 (

1

2
) + (2ε2λλ̇f0 − ε2λ2ḟ0)g

(2)
0 (

1

2
)

ô
,

(3.3.83)

where the gi's now satisfy

g
(2)
1

Ç
1

2

å
= g

(3)
2

Ç
1

2

å
= g

(4)
3

Ç
1

2

å
= 1, (3.3.84)

g
(j)
i

Ç
1

2

å
= 0, ∀(i, j) ∈ {1, 2, 3} × {0, 1, 2, 3, 4} \ {(1, 2), (2, 3), (3, 4)}. (3.3.85)
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Then a still satis�es (3.3.62) for some function ψa of class C∞ on [−1, 1]×[ρ−δ, ρ+δ].
Proceeding as we did to prove (3.3.78), we get the existence of ψb of class C∞ on
[−1, 1] × [ρ − δ, ρ + δ] such that (3.3.64) holds. Now the case of the function c is
simpler than before since, at least for ε > 0 small enough, we get from (3.3.79) that
c > 0 in Σ and the existence ψc of class C∞ on [−1, 1]× [ρ−δ, ρ+δ] such that (3.3.78)
holds.

The case where

(t, r) ∈ Σ′ :=
¶
(t, r) ∈ (−1, 1)× R; z ∈ (−1, 1) \

Ä
∪pl=−1[ρl − (δ/2), ρl + (δ/2)]

ä©
(3.3.86)

is even simpler than the two previous ones since, by (3.3.9),

g1 = g2 = g3 = 0. (3.3.87)

One gets that (3.3.62), (3.3.64), and (3.3.78) hold on Σ′ where

ψa, ψb, ψc ∈ C∞
Ä
[−1, 1]×

Ä
[−1, 1] \

Ä
∪pl=−1(ρl − (δ/2), ρl + (δ/2))

äää
. (3.3.88)

In conclusion, from these three cases we get the existence of three functions ψa, ψb

and ψc such that

ψa, ψb, ψc ∈ C∞([−1, 1]× [−1, 1]), (3.3.89)

a(t, r) = f0(t)ψa(t, z),∀(t, r) ∈ D, (3.3.90)

b(t, r) = λ(t)−2/3f0(t)ψb(t, z),∀(t, r) ∈ D, (3.3.91)

c(t, r) = λ(t)−8/9f0(t)ψc(t, z),∀(t, r) ∈ D, (3.3.92)

which, together with (3.3.1) and (3.3.2), imply that, if a, b and c are extended to all
of R × R by 0 outside D, then a, b and c are of class C∞ on R × R. This concludes
the proof of Theorem 2.

3.4 Proof of Theorem 1

In this section, we show how to deduce Theorem 1 from Theorem 2 by means of
the return method, an algebraic solvability and classical controllability results.

Let x0 ∈ ω. Let r̄ > 0 be small enough so thatÇ∣∣∣∣∣t− T

2

∣∣∣∣∣ 6 r̄2 and |x− x̄0| 6 r̄

å
⇒ (t ∈ (0, T ) and x ∈ ω) . (3.4.1)
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Let ᾱ : R × RN → R, β̄ : R × RN → R, γ̄ : R × RN → R and ū : R × RN → R be
de�ned by, for every (t, x) ∈ R× RN ,

ᾱ(t, x) := r̄8a

Ç
t− (T/2)

r̄2
,
1

r̄
|x− x0|

å
, (3.4.2)

β̄(t, x) := r̄2b

Ç
t− (T/2)

r̄2
,
1

r̄
|x− x0|

å
, (3.4.3)

γ̄(t, x) := c

Ç
t− (T/2)

r̄2
,
1

r̄
|x− x0|

å
, (3.4.4)

ū(t, x) := γ̄t(t, x)−∆γ̄(t, x). (3.4.5)

From (3.1.5), (3.1.7), (3.1.8), (3.1.9), (3.4.2), (3.4.3), (3.4.4), and (3.4.5), the functions
ᾱ, β̄, γ̄ and ū are of class C∞ and satisfy

ᾱt −∆ᾱ = β̄3 in R× RN , (3.4.6)

β̄t −∆β̄ = γ̄3 in R× RN , (3.4.7)

γ̄t −∆γ̄ = ūχω in R× RN , (3.4.8)

the supports of ᾱ, β̄, γ̄ and ū are included in (0, T )× ω. (3.4.9)

Let (α0, β0, γ0)tr ∈ L∞(Ω)3. For (α, β, γ)tr ∈ L∞((0, T )×Ω)3 and u ∈ L∞((0, T )×Ω),
let us de�ne (α̂, β̂, γ̂)tr ∈ L∞((0, T ) × Ω)3 and û ∈ L∞((0, T ) × Ω) by, for every
(t, x) ∈ (0, T )× Ω,

α̂(t, x) := α(t, x)− ᾱ(t, x), (3.4.10)

β̂(t, x) := β(t, x)− β̄(t, x), (3.4.11)

γ̂(t, x) := γ(t, x)− γ̄(t, x), (3.4.12)

û(t, x) := u(t, x)− ū(t, x). (3.4.13)

From (3.4.6), (3.4.7), (3.4.8), and (3.4.9), (α, β, γ)tr ∈ L∞((0, T )×Ω)3 is the solution
of the Cauchy problem (3.1.2) if and only if (α̂, β̂, γ̂)tr ∈ L∞((0, T ) × Ω)3 is the
solution of the Cauchy problem

α̂t −∆α̂ = 3β̄2β̂ + 3β̄β̂2 + β̂3 in (0, T )× Ω,

β̂t −∆β̂ = 3γ̄2γ̂ + 3γ̄γ̂2 + γ̂3 in (0, T )× Ω,
γ̂t −∆γ̂ = ûχω in (0, T )× Ω,

α̂ = β̂ = γ̂ = 0 in (0, T )× ∂Ω,

α̂(0, ·) = α0(·), β̂(0, ·) = β0(·), γ̂(0, ·) = γ0(·) in Ω.

(3.4.14)

Moreover, by (3.4.9), (3.4.10), (3.4.11) and (3.4.12), one has

α(T, ·) = α̂(T, ·), β(T, ·) = β̂(T, ·), γ(T, ·) = γ̂(T, ·) in Ω. (3.4.15)
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Let us consider the system
α̂t −∆α̂ = 3β̄2β̂ + 3β̄β̂2 + β̂3 in (0, T )× Ω,

β̂t −∆β̂ = 3γ̄2γ̂ + 3γ̄γ̂2 + γ̂3 in (0, T )× Ω,
γ̂t −∆γ̂ = ûχω in (0, T )× Ω,

α̂ = β̂ = γ̂ = 0 in (0, T )× ∂Ω,

(3.4.16)

as a control system where, at time t ∈ [0, T ], the state is (α̂(t, ·), β̂(t, ·), γ̂(t, ·))tr ∈
L∞(Ω)3 and the control is û(t, ·) ∈ L∞(Ω). Note that (α̂, β̂, γ̂)tr = 0 and û = 0 is
a trajectory (i.e. a solution) of this control system. The linearized control system
around this (null) trajectory is the linear control system

α̂t −∆α̂ = 3β̄2β̂ in (0, T )× Ω,

β̂t −∆β̂ = 3γ̄2γ̂ in (0, T )× Ω,
γ̂t −∆γ̂ = ûχω in (0, T )× Ω,

α̂ = β̂ = γ̂ = 0 in (0, T )× ∂Ω,

(3.4.17)

where, at time t ∈ [0, T ], the state is (α̂(t, ·), β̂(t, ·), γ̂(t, ·))tr ∈ L∞(Ω)3 and the control
is û(t, ·) ∈ L∞(Ω).

By (3.1.6), (3.4.3), and (3.4.4), there exists a nonempty open subset ω1 of ω,
t1 ∈ (0, T ) and t2 ∈ (0, T ) such that

ω1 ⊂ ω, (3.4.18)

0 < t1 < t2 < T, (3.4.19)

β̄(t, x) 6= 0, ∀(t, x) ∈ [t1, t2]× ω1, (3.4.20)

γ̄(t, x) 6= 0, ∀(t, x) ∈ [t1, t2]× ω1. (3.4.21)

Let ω2 be a nonempty open subset of ω1 such that

ω2 ⊂ ω1. (3.4.22)

Let us recall that, by (the proof of) [41, Theorem 2.4, Chapter 1], the linear control
system 

α̂t −∆α̂ = 3β̄2β̂ + v1χ(t1,t2)×ω2 in (0, t2)× Ω,

β̂t −∆β̂ = 3γ̄2γ̂ + v2χ(t1,t2)×ω2 in (0, t2)× Ω,
γ̂t −∆γ̂ = v3χ(t1,t2)×ω2 in (0, t2)× Ω,

α̂ = β̂ = γ̂ = 0 in (0, t2)× ∂Ω,

(3.4.23)

where, at time t ∈ [0, t2], the state is (α̂(t, ·), β̂(t, ·), γ̂(t, ·))tr ∈ L∞(Ω)3 and the control
is (v1(t, ·), v2(t, ·), v3(t, ·))tr ∈ L∞(Ω)3 is null controllable. We next point out that,
with the terminology of [46, page 148] (see also [35]), the underdetermined system


α̂t −∆α̂ = 3β̄2β̂ + v1 in (t1, t2)× ω1,

β̂t −∆β̂ = 3γ̄2γ̂ + v2 in (t1, t2)× ω1,
γt −∆γ = v3 + û in (t1, t2)× ω1,

(3.4.24)
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where the data is (v1, v2, v3)tr : (t1, t2)× ω1 → R3 and the unknown is (α̂, β̂, γ̂, û)tr :
(t1, t2) × ω1 → R4 is algebraically solvable, i.e. there are solutions of (3.4.24) such
that the unknown can be expressed in terms of the derivatives of the data. Indeed,
for (v1, v2, v3)tr ∈ D′((t1, t2)× ω1)3, if (α̂, β̂, γ̂, û)tr ∈ D′((t1, t2)× ω1)4 is de�ned by

α̂ := 0, (3.4.25)

β̂ := − v1

3β̄2
, (3.4.26)

γ̂ :=
1

3γ̄2

Ç
−
Ç
v1

3β̄2

å
t

+ ∆

Ç
v1

3β̄2

å
− v2

å
, (3.4.27)

û := −v3 +

Ç
1

3γ̄2

Ç
−
Ç
v1

3β̄2

å
t

+ ∆

Ç
v1

3β̄2

å
− v2

åå
t

−∆

Ç
1

3γ̄2

Ç
−
Ç
v1

3β̄2

å
t

+∆

Ç
v1

3β̄2

å
− v2

åå
,

(3.4.28)
then (3.4.24) holds. This algebraic solvability is a key ingredient for the following
proposition.

Proposition 9. There exists η > 0 such that, for every (α0, β0, γ0)tr ∈ L∞(Ω)3

satisfying
|α0|L∞(Ω) + |β0|L∞(Ω) + |γ0|L∞(Ω) < η, (3.4.29)

there exists û ∈ L∞((0, t2) × Ω) such that the solution (α̂, β̂, γ̂)tr ∈ L∞((0, t2) × Ω)3

of the Cauchy problem

α̂t −∆α̂ = 3β̄2β̂ + 3β̄β̂2 + β̂3 in (0, t2)× Ω,

β̂t −∆β̂ = 3γ̄2γ̂ + 3γ̄γ̂2 + γ̂3 in (0, t2)× Ω,
γ̂t −∆γ̂ = ûχω in (0, t2)× Ω,

α̂ = β̂ = γ̂ = 0 in (0, t2)× ∂Ω,

α̂(0, ·) = α0(·), β̂(0, ·) = β0(·), γ̂(0, ·) = γ0(·) in Ω,

(3.4.30)

satis�es
α̂(t2, ·) = β̂(t2, ·) = γ̂(t2, ·) = 0 in Ω. (3.4.31)

The proof of Proposition 9 is given in Section 3.5. It is an adaptation of [35],
which deals with Navier-Stokes equations, to our parabolic system.

With the notations of Proposition 9, we extend (α̂, β̂, γ̂)tr and û to all of (0, T )×Ω
by requiring

α̂(t, x) = β̂(t, x) = γ̂(t, x) = û(t, x) = 0, ∀(t, x) ∈ (t2, T )× Ω. (3.4.32)

Then, by (3.4.30) and (3.4.31), one has (3.4.14) and

α̂(T, ·) = β̂(T, ·) = γ̂(T, ·) = 0 in Ω. (3.4.33)
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Let us de�ne (α, β, γ)tr ∈ L∞((0, T ) × Ω)3 and u ∈ L∞((0, T ) × Ω) by imposing
(3.4.10), (3.4.11), (3.4.12), and (3.4.13). Then, from (3.4.14), one has (3.1.2) and,
using (3.4.15) together with (3.4.33), one has (3.1.3). This concludes the proof of
Theorem 1 if (3.4.29) holds.

However, assumption (3.4.29) can be removed by using the following simple ho-
mogeneity argument: if ((α, β, γ)tr, u) ∈ L∞((0, T ) × Ω)3 × L∞((0, T ) × Ω) is a
trajectory (i.e. a solution) of the control system (3.1.1), then for every s > 0,
((αs, βs, γs)tr, us) := ((s9α, s3β, sγ)tr, su) is a trajectory (i.e. a solution) of the control
system (3.1.1). This concludes the proof of Theorem 1.

3.5 Proof of Proposition 9

Let 1̂ω2 : R3 → [0, 1] be a function of class C∞ which is equal to 1 on ω2 and
whose support is included in ω1, and let ζ : R→ [0, 1] be such that ζ is equal to 0 on
(−∞, (2t1 + t2)/3] and is equal to 1 on ((t1 + 2t2)/3,+∞). Let ϑ : R × R3 → R be
de�ned by

ϑ(t, x) := ζ(t)1̂ω2(x), ∀(t, x) ∈ R× R3. (3.5.1)

From now on, we set, Q := (t1, t2)× Ω and, for η ∈ (0, 1) and K > 0,

ρη(t) := e
−K

η(t2−t) , ρ1(t) := e
−K

(t2−t) , ∀t ∈ [t1, t2). (3.5.2)

We have the following Carleman estimates proven in [41, Chapter 1].

Lemma 10. Let η ∈ (0, 1). There exists K := K(η) > 0 and C := C(K) > 0
such that, for every g = (g1, g2, g3)tr ∈ L2((t1, t2) × Ω)3 and for every solution z =
(α̂, β̂, γ̂)tr ∈ L2((t1, t2), H2(Ω)3) ∩ H1((t1, t2), L2(Ω)3) of the parabolic system, which
is the adjoint of (3.4.17),

−α̂t −∆α̂ = g1 in (t1, t2)× Ω,

−β̂t −∆β̂ − 3β̄2α̂ = g2 in (t1, t2)× Ω,

−γ̂t −∆γ̂ − 3γ̄2β̂ = g3 in (t1, t2)× Ω,

α̂ = β̂ = γ̂ = 0 in (t1, t2)× ∂Ω,

(3.5.3)

one has

|√ρηz|2L2(Q)3 + |z(t1, ·)|2L2(Ω)3 6 C

Ç∫
(t1,t2)×Ω

ϑρ1|z|2 +
∫

(t1,t2)×Ω
ρ1|g|2

å
. (3.5.4)

Let us now derive from Lemma 10 a proposition on the null-controllability with
controls which are smooth functions for the control system (3.4.17) with a right hand
side term.
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Proposition 11. Let η ∈ (0, 1) be such that

η >
2

3
(3.5.5)

and let K be as in Lemma 10. Let k ∈ N and let p ∈ [2,+∞). Then, for every
f = (f1, f2, f3)tr ∈ Lp(Q)3 such that ρη

−1/2f ∈ Lp(Q)3 and for every (α0, β0, γ0)tr ∈
W 1,p

0 (Ω)3 ∩W 2,p(Ω)3, there exists u = (u1, u2, u3) ∈ L2(Q)3 satisfying

e
Kη2

2(t2−t)ϑu ∈ L2((t1, t2), H2k(Ω)3) ∩Hk((t1, t2), L2(Ω)3), (3.5.6)

such that the solution ŷ := (α̂, β̂, γ̂)tr of

α̂t −∆α̂ = 3β̄2β̂ + f1 + ϑu1 in (t1, t2)× Ω,

β̂t −∆β̂ = 3γ̄2γ̂ + f2 + ϑu2 in (t1, t2)× Ω,
γ̂t −∆γ̂ = f3 + ϑu3 in (t1, t2)× Ω,

α̂ = β̂ = γ̂ = 0 in (t1, t2)× ∂Ω,

α̂(t1, ·) = α0(·), β̂(t1, ·) = β0(·), γ̂(t1, ·) = γ0(·) in Ω,

(3.5.7)

satis�es

e
K

2(t2−t) ŷ ∈ Lp((t1, t2),W 2,p(Ω)3) ∩W 1,p((t1, t2), Lp(Ω)3). (3.5.8)

Proof of Proposition 11. We adapt the proof of [35, Proposition 4] to our
situation. Modifying if necessary f , we may assume without loss of generality that

(α0, β0, γ0)tr = 0. (3.5.9)

Let us de�ne a linear operator S : D′(Q)3 → D′(Q)3 by

Sz :=

Ö
−αt −∆α

−βt −∆β − 3β̄2α
−γt −∆γ − 3γ̄2β

è
, ∀z =

Ö
α
β
γ

è
∈ D′(Q)3. (3.5.10)

We de�ne a closed linear unbounded operator S : D(S) ⊂ L2(Q)3 → L2(Q)3 by

D(S) := {z = (α, β, γ)tr ∈ L2((t1, t2), H1
0 ∩H2(Ω)3)

∩H1((t1, t2), L2(Ω)3); z(t2, ·) = 0}, (3.5.11)

Sz = Sz. (3.5.12)

Let
X0 := L2(Q). (3.5.13)
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For m ∈ N \ {0}, we set

Xm := D(Sm), (3.5.14)

Let us point out that

< z1, z2 >Xm :=< Smz1,Smz2 >L2(Q)3 (3.5.15)

is a scalar product on Xm. From now on Xm is equipped with this scalar product.
Then Xm is an Hilbert space. For m ∈ Z ∩ (−∞, 0), let

Xm := X ′−m, (3.5.16)

where X ′−m denotes the dual space of X−m. We choose the pivot space L2(Q)3 = X0.
In particular (3.5.16) is an equality for m = 0. For every (k, l) ∈ Z2 such that k 6 l,
one has

Xl ⊂ Xk. (3.5.17)

Note that, since Ω is only of class C2, in general, for m ∈ N \ {0, 1},

Xm 6⊂ L2((t1, t2), H2m(Ω)3) ∩Hm((t1, t2), L2(Ω)3). (3.5.18)

However, even with Ω only of class C2, by classical results on the interior regularity
of parabolic systems, for every m ∈ N, for every open subset Ω0 such that Ω0 ⊂ Ω,
and for every z ∈ Xm,

z|(t1,t2)×Ω0 ∈ L2((t1, t2), H2m(Ω0)3) ∩Hm((t1, t2), L2(Ω0)3). (3.5.19)

(Note that this property is not known to hold for the linearized Navier-Stokes equa-
tions considered in [35] for Ω only of class C2 ; this is why Ω is assumed to be of class
C∞ in [35].)

For m ∈ N, one can de�ne S∗ as an operator from X−m into X−m−1 by setting,
for every z1 ∈ X−m−1 and z2 ∈ Xm+1,

< S∗z1, z2 >X−m−1,Xm+1 :=< z1,Sz2 >X−m,Xm . (3.5.20)

(One easily checks that this de�nition is consistent: it gives the same image if z1 is
also in X−m′ for some m′ ∈ N). This implies in particular that, for every z1 ∈ L2(Q)3

and for every z2 ∈ Xm, one has, for every 0 6 j 6 l,

< (S∗)lz1, z2 >X−l,Xl=< (S∗)l−jz1, (S)jz2 >Xj−l,Xl−j . (3.5.21)

Let H0 be the set of z ∈ H1((t1, t2), L2(Ω)3) ∩ L2((t1, t2), H2(Ω)3) such that

√
ρ1Sz ∈ Xk, (3.5.22)»

ϑρ1z ∈ L2(Q)3. (3.5.23)
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Let q be the following bilinear form de�ned on H0:

q(z, w) :=<
√
ρ1Sz,

√
ρ1Sw >Xk +

∫
Q
ϑρ1z · w. (3.5.24)

(This is the analogue of the bilinear form denoted by a in [35].) From (3.5.4), we
deduce that q is a scalar product on H0. Let H be the completion of H0 for this
scalar product. Note that, still from (3.5.4) and also from the de�nition of H, H is a
subspace of L2

loc((t1, t2), H1
0 (Ω)3) and, for every z ∈ H, one has (3.5.22), (3.5.23), and

|ρη1/2z|L2(Q)3 6 C
»
q(z, z), ∀z ∈ H. (3.5.25)

As in [35], using the Riesz representation theorem together with (3.5.25), one gets
that there exists a unique

ẑ ∈ H (3.5.26)

verifying, for every w ∈ H,

< Sk(√ρ1Sẑ),Sk(√ρ1Sw) >L2(Q)3 −
∫
Q
u · w =

∫
Q
f · w, (3.5.27)

with

u := −ρ1ẑ. (3.5.28)

We then set

ỹ := (S∗)kSk(√ρ1Sẑ) ∈ X−k. (3.5.29)

We want to gain regularity on ỹ by accepting to have a weaker exponential decay rate
for ỹ when t is close to t2 (in the spirit of [41, Theorem 2.4, Chapter 1] and [10]). Let
ψ ∈ C∞([t1, t2]) and y ∈ X−1. One can de�ne ψy ∈ X−1 in the following way. Since
S∗ : X0 → X−1 is onto, there exists h ∈ X0 such that S∗h = y. We de�ne ψy by

ψy = ψS∗h := −ψ′h+ S∗(ψh). (3.5.30)

This de�nition is compatible with the usual de�nition of ψy if y ∈ X0. We can then
de�ne by induction on m ψy ∈ X−m for ψ ∈ C∞([t1, t2]) and y ∈ X−m in the same
way. Using (3.5.29), this allows us to de�ne

ŷ :=
√
ρ1ỹ ∈ X−k. (3.5.31)

From (3.5.27), (3.5.28), (3.5.29), and (3.5.31), one gets

S∗ŷ = f + ϑu in X−k−1. (3.5.32)
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Let

K̃ ∈ (0, K) and ρ̃1 := e−K̃/(t2−t). (3.5.33)

Using (3.5.28), (3.5.29), and (3.5.32), one has

S∗
((√

ρ1/
»
ρ̃1

)
ỹ
)

=
(
1/
»
ρ̃1

)′√
ρ1ỹ +

(
1/
»
ρ̃1

)
(f + u) in X−k. (3.5.34)

We want to deduce from (3.5.34) some information on the regularity of ỹ. This can
be achieved thanks to the following lemma, the proof of which is similar to the proof
of [35, Lemma 4].

Lemma 12. Let m ∈ N. If y ∈ X−m and S∗y ∈ X−m, then y ∈ X−m+1.

From (3.5.31), (3.5.34) and Lemma 12, one gets that(√
ρ1/

»
ρ̃1

)
ỹ ∈ X−k+1, ∀K̃ ∈ (0, K).

Using an easy induction argument together with Lemma 12 (and the fact that one
can choose K̃ < K arbitrarily close to K), we deduce that, for every K̃ ∈ (0, K),(√

ρ1/
»
ρ̃1

)
ỹ ∈ X0.

Let us now focus on u. Let us de�ne

v := ρ1ẑ. (3.5.35)

Using (3.5.25), one gets that

ρ1
−1ρη

1/2v ∈ L2(Q)3. (3.5.36)

Using (3.5.26) together with regularity results for S applied on ρ̃−1
1 ρη

1/2v ∈ L2(Q)3

and, as above for the proof of (3.5.36), a bootstrap argument (together with the fact
that one can choose K̃ ∈ (0, K) arbitrarily close to K), one obtains that

ρ̃−1
1 ρη

1/2v ∈ Xk, ∀K̃ ∈ (0, K). (3.5.37)

Let us point out that (3.5.5) implies that

η2 − 2 +
1

η
< 0. (3.5.38)

From (3.5.5), (3.5.19), (3.5.28), (3.5.35), (3.5.37), and (3.5.38), one gets (3.5.6).

Let us now deal with ŷ. Without loss of generality, we may assume that

4k > 2 +N, (3.5.39)

so that
L2((t1, t2), H2k(Ω)3) ∩Hk((t1, t2), L2(Ω)3) ⊂ L∞(Q). (3.5.40)

From (3.5.32), (3.5.40), and (3.5.37), we deduce (by looking at the parabolic system
veri�ed by (1/

»
ρ̃1)ŷ and using usual regularity results for linear parabolic systems)

that(
1/
»
ρ̃1

)
ŷ ∈ Lp((t1, t2),W 2,p(Ω)3) ∩W 1,p((t1, t2), Lp(Ω)3), ∀K̃ ∈ (0, K), (3.5.41)

which, together with (3.5.32), concludes the proof of Proposition 11.

119



To end the proof of proposition 9, we are going to apply the following inverse
mapping theorem (see [6, Chapter 2, Section 2.3]).

Proposition 13. Let E and F be two Banach spaces. Let F : E → F be of class
C1 in a neighborhood of 0. Let us assume that the operator F ′(0) ∈ L(E,F ) is onto.
Then there exist η > 0 and C > 0 such that for every g ∈ F verifying |g−F(0)| < η,
there exists e ∈ E such that

(i) F(e) = g,

(ii) |e|E 6 C|g −F(0)|F .

We now use the same technique as in [41, Theorem 4.2]. For y := (α, β, γ)tr ∈
D′(Q)3 and for v ∈ D′(Q), one de�nes L(y, v) ∈ D′(Q)3 by

L(y, v) :=

Ö
αt −∆α− 3β̄2β
βt −∆β − 3γ̄2γ
γt −∆γ − v

è
. (3.5.42)

Let η ∈ (0, 1) and let K = K(η) > 0 be as in Lemma 10. We apply Proposition 13
with E and F de�ned in the following way. Let E be the space of the functions

(y, v) ∈ Lp(Q)3 × L∞(Q)

such that

(i) e
η3K

2(t2−t)y ∈ Lp((t1, t2),W 2,p(Ω)3) ∩W 1,p((t1, t2), Lp(Ω)3),

(ii) e
η3K

2(t2−t)v ∈ L∞(Q)3 and the support of v is included in (t1, t2)× ω,

(iii) e
K

2η(t2−t)L(y, v) ∈ Lp(Q)3,

(iv) y(t1, ·) ∈ W 1,p
0 (Ω)3 ∩W 2,p(Ω)3,

equipped with the following norm which makes it a Banach space:

|(y, p, v)|E := |e
η3K

2(t2−t)y|Lp((t1,t2),W 2,p(Ω)3)∩W 1,p((t1,t2),Lp(Ω)3)

+ |e
η3K

2(t2−t)v|L∞(Q) + |e
K

2η(t2−t)L(y, v)|Lp(Q)3 + |y(t1, ·)|W 2,p(Ω)3 . (3.5.43)

Let F be the space of the functions (h, y0) ∈ Lp(Q)3 ×
Ä
W 1,p

0 (Ω)3 ∩W 2,p(Ω)3
ä
such

that
e

K
2η(t2−t)h ∈ Lp(Q)3 (3.5.44)
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equipped with the following norm which makes it a Banach space:

|(h, y0)|F := |e
ηK1

2(t2−t)h|Lp(Q)3 + |y0|W 2,p(Ω)3 . (3.5.45)

We de�ne F : E → F by

F(y, v) =

Ö
L(y, v)−

Ö
3β̄β2 + β3

3γ̄γ2 + γ3

0

è
, y(t1, ·)

è
. (3.5.46)

One easily sees that F is of class C1 if

p >
N + 2

2
and η >

1

21/4
. (3.5.47)

From now on, we assume p > 2 and η ∈ (0, 1) are chosen so that (3.5.47) holds.
Note that the second inequality of (3.5.47) implies that (3.5.5) holds. Applying
Proposition 11 with k large enough so that N + 2 < 4(k − 2) together with the
algebraic solvability of (3.4.24) (i.e. that (3.4.25), (3.4.26), (3.4.27) and (3.4.28) imply
(3.4.24)) with v := ϑu, one gets that F ′(0, 0)(E) = F . Hence the assumptions of
Proposition 13 hold. Since Proposition 9 follows from the conclusion of Proposition 13
by taking û = 0 in (0, t1)× Ω, this concludes the proof of Proposition 9.

Remark 14. 1. Instead of proceeding as in [35] in order to prove Proposition 9, one
can also proceed as in [34]. For that, an important step is to prove that small (in
a suitable sense) perturbations of the linear control system (3.4.17) are controllable
by means of bounded controls (see [34, Section 3.1.2]. This controllability property
follows from [44, Theorem 4.1] and one can also get it by following [34, Section 3.1.2]
or [39]. 2. Let us emphasize that the algebraic solvability of (3.4.24) leads to a loss of
derivatives. This problem is managed in our situation thanks to hypoelliptic properties
of parabolic equations. These properties do not hold, for example, for hyperbolic
equations. However, for these last equations, the loss of derivatives problem can be
solved thanks to a Nash-Moser inverse mapping theorem due to Gromov [46, Section
2.3.2, Main Theorem]. See [4] for the �rst use of this inverse mapping theorem in
the context of control of partial di�erential equations.
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Chapter 4

Stabilization in �nite time of three

classical control systems by means of

explicit time-varying feedback laws

Contents

4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

4.2 Stabilization in �nite time of the control system S1 . . . 128

4.3 Stabilization in �nite time of the control system S2. . . 132

4.4 Stabilization of a spacecraft . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

4.1 Introduction

One can control a system by the means of so-called open-loop control which only
depends on the time, the initial state and the state we want to reach. Unfortunately,
a problem occurs for open-loop controls, since small perturbations amplify for real
systems (like a Larsen e�ect). Therefore, one prefers closed-loop controls, that is to
say controls which don't depend on the initial state any more but on the state of the
system during the evolution. Compared with open-loop controls, closed-loop controls
(also called feedback laws) have the advantage of being more robust to disturbances.

Let us recall the de�nition of uniform local asymptotic stability for time-varying
continuous vector �elds. There are many results concerning feedback which uniformly
locally asymptotically stabilizes the origin for the system ẋ = X(t, x) with X in
C0(Rn × R;Rn), that is to say:

De�nition 2. Let n, p ∈ N be two positive integers. We say that F : R × Rn → Rp

is a Carathéodory function if it satis�es the three following properties:
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- ∀R > 0, ∃C(R) > 0 such that |F (t, z)| 6 C(R), ∀t ∈ R, ∀z ∈ Rn such that
|z| 6 R,

- ∀z ∈ Rn, the function t ∈ R 7→ F (t, z) is measurable,

- for almost every t ∈ R, the function z ∈ Rn 7→ F (t, z) is continuous.

De�nition 3. Assume that F : R×Rn → Rn is a Carathéodory function. The origin
0 ∈ Rn is said to be locally asymptotically stable for ẋ = F (t, x) if :

- the origin is a uniformly locally stable point (i.e., ∀ε > 0, ∃δ > 0 such that, ∀s ∈ R,
ẋ = F (t, x) and |x(s)| < δ imply |x(τ)| < ε ∀τ > s) , and
- the origin is a uniformly locally attractive point (i.e., ∃δ > 0 such that, ∀ε >
0, ∃M > 0 such that, ∀s ∈ R, ẋ = F (t, x) and |x(s)| < δ imply |x(τ)| < ε ∀τ >
s+M).

Moreover, it is known that some controllable systems cannot be asymptotically
stabilized by a continuous feedback which only depends on the state. One can show
that this is no longer true if the feedback also depends on the time and that one can get
�nite time stabilization. Let us present preceding results of �nite time stabilization.
One has the following theorems :

Theorem 4.1.1. [16] If the control system ẋ = f(x, u) can be locally asymptotically
stabilized by means of continuous stationary feedback laws, then the image by f of
every neighborhood of (0, 0) ∈ Rn × Rm is a neighborhood of 0 ∈ Rn.

Theorem 4.1.2. Assume that the control system ẋ = f(x, u) can be locally asymp-
totically stabilized by means of continuous stationary feedback laws. Then, for every
positive and small enough ε > 0,

f∗(σn−1({(x, u), |x|+ |u| 6 ε, f(x, u) 6= 0})) = σn−1(Rn \ {0})(= Z), (4.1.1)

where σn−1(A) denotes the stable homotopy group of order (n− 1). (For a de�nition
of stable homotopy groups and f∗, see, [24]).

Considering the system:
Σ : ẋ = f(x, u), (4.1.2)

where x ∈ Rn is the state, u ∈ Rm is the control, and f : Rn × Rm → Rn is of class
C∞ and satis�es

f(0, 0) = 0, (4.1.3)

one de�nes:

De�nition 4. The origin (of Rn) is locally reachable in small time and with small
control for Σ if, for any positive real number T , there exists u : Rn → L1((0, T );Rm)
and a positive real number ε such that

||u(a)||∞ := esssup{|u(a)(t)|; t ∈ (0, T )} → 0 as a→ 0, (4.1.4)
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(ẋ = f(x, u(x(0))(t)) and |x(0)| < ε)⇒ x(T ) = 0. (4.1.5)

If, moreover, u can be chosen in C0(Rn;L1((0, T );Rm)), we say that 0 is locally
continuously reachable in small time and with small control.

De�nition 5. System Σ is locally stabilizable in small time by means of Carathéodory
periodic time-varying feedback laws if, for any positive real number T , there exists u
in C0(Rn×R;Rm), vanishing on {0}×R, T -periodic in time, and such that, for some
positive real number ε,

((ẋ = f(x, u(t, x)) and x(s) = 0)⇒ (x(τ) = 0 ∀τ > s)) ∀s ∈ R, (4.1.6)

(ẋ = f(x, u(t, x)) and |x(τ)| < ε)⇒ (x(τ + T ) = 0) ∀τ ∈ R. (4.1.7)

In particular, 0 is a uniformly locally asymptotically stable point for
ẋ = f(x, u(t, x)).

De�nition 6. [52] System Σ satis�es the strong jet accessibility rank condition at
(x, u) if

a(x, u) := Span{h(x);h ∈ {∂
|α|f

∂uα
(., u), α ∈ Nm, |α| > 1} ∪Br(f, u)} = Rn, (4.1.8)

where Br(f, u) is the set of iterated Lie brackets of vector �elds belonging to the set
{(∂|α|f/∂uα)(., u);α ∈ Nm}.

CORON proved in [52]:

Theorem 4.1.3. Assume that n > 4 and

0 is locally continuously reachable in small time and with small control, (4.1.9)

Σ satis�es the strong jet accessibility rank condition at (0,0). (4.1.10)

Then Σ is locally smoothly stabilizable in small time by means of periodic time-varying
feedback laws.

Our goal is to construct explicit time-varying feedback laws leading to stabilization
in �nite time for classical control systems. We give explicit controls, so we can
compute the solutions and make some simulations:

Theorem 4.1.4. The control system

S1

®
ẋ1 = u2

1 − u2
2,

ẋ2 = 2u1u2,
(4.1.11)

where x = (x1, x2) ∈ R2 is the state and u = (u1, u2) ∈ R2 is stabilizable. For
t ∈ [0;T/2], we set:
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u =

{
(0, |x1|

1
4 ) if x1 > 0,

(|x1|
1
4 , 0) if x1 6 0.

(4.1.12)

For t ∈ (T/2;T ), we set:

u =

{
(|x2|

1
4 ,−|x2|

1
4 ) if x2 > 0,

(|x2|
1
4 , |x2|

1
4 ) if x2 6 0.

(4.1.13)

We then de�ne u on R× R2 by T -periodicity with respect to time.

Then for every solution of the closed-loop system (4.1.11), one has

((x(τ) = 0)⇒ (x(s) = 0, ∀s > τ)) , ∀τ ∈ R, (4.1.14)

(|x(0)| 6 ρ)⇒ (x(T ) = 0) . (4.1.15)

Moreover, there exists ε > 0 such that

(|x(τ)| < ε)⇒ (x(τ + 2T ) = 0), ∀τ ∈ R. (4.1.16)

In particular, the control system S1 is locally stabilizable in small time by means of
Carathéodory periodic time-varying feedback laws.

De�ning the function sign on R by:

sign(x) :=


1 if x > 0,
0 if x = 0,
−1 if x < 0,

(4.1.17)

one has the following theorem:

Theorem 4.1.5. The control system

S2


ẋ1 = u1 cos(x3),
ẋ2 = u1 sin(x3),
ẋ3 = u2,

(4.1.18)

where x = (x1, x2, x3) ∈ R3 is the state and u = (u1(t, x), u2(t, x)) ∈ R2 is the
control, is locally stabilizable. Let T > 0. The control u is de�ned on [0;T ) × R3 in
the following way:
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u(t, x) =



(0,−sign(x3 − |x2|β)(|x3 − |x2|β|)η) if 0 6 t 6
T

3
,

(−sign(x2)|x2|α/2sign(x3)|x3|α/(2β),−β|x2|α+2β−1 sin(x3)/x3)

if
T

3
< t 6

2T

3
and x3 6= 0,

(−sign(x2)|x2|α/2sign(x3)|x3|α/(2β),−β|x2|α+2β−1)

if
T

3
< t 6

2T

3
and x3 = 0,

(−sign(x1)|x1|ε, 0) if
2T

3
< t < T,

(4.1.19)

where η ∈ (0, 1), α ∈ (0, 1), β ∈ (0, 1) and ε ∈ (0, 1) are such that

1− α
2

< β < 1− α, (4.1.20)

and where the function sign : R → R has been previously de�ned. We then de�ne u
on R× R3 by T -periodicity with respect to time.

Then, for every solution of the closed-loop system (4.1.18), one has

((x(τ) = 0)⇒ (x(s) = 0, ∀s > τ)) , ∀τ ∈ R, (4.1.21)

(|x(0)| 6 ρ)⇒ (x(T ) = 0) . (4.1.22)

Moreover, there exists ε > 0 such that

(|x(τ)| < ε)⇒ (x(τ + 2T ) = 0), ∀τ ∈ R. (4.1.23)

In particular, the control system S2 is locally stabilized in small time by means of this
Carathéodory periodic time-varying feedback laws u.

Theorem 4.1.6. Let c ∈ R \ {0}. The control system

S3


ẋ1 = u1u2,
ẋ2 = x1 + cx3u2,
ẋ3 = u1,
ẋ4 = u2,

(4.1.24)

where (x1, x2, x3, x4) ∈ R4 is the state and (u1, u2) ∈ R2 is the control, is locally
stabilizable in small time by means of Carathéodory periodic time-varying feedback
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laws. We de�ne the control u on [0;T )× R4 as follows:

u(t, x) =



(|x1|
1
4 ,−sign(x1)|x1|

1
4 ) if 0 6 t 6

T

5
,

(−sign(x3 − 2|x2|
1
4 )|x3 − 2|x2|

1
4 |

1
2 , 0) if

T

5
< t 6

2T

5
,

(0,−1

c
sign(x2)|x2|

1
2 ) if

2T

5
< t 6

3T

5
,

(−sign(x3)|x3|
1
2 , 0) if

3T

5
< t 6

4T

5
,

(0,−sign(x4)|x4|
1
2 ) if

4T

5
< t < T.

(4.1.25)

We then de�ne u on R× R4 by periodicity with respect to t.

Furthermore, for every solution of the closed-loop system (4.1.24), one has

((x(τ) = 0)⇒ (x(s) = 0, ∀s > τ)) , ∀τ ∈ R, (4.1.26)

(|x(0)| 6 ρ)⇒ (x(T ) = 0) . (4.1.27)

Moreover, there exists ε > 0 such that

(|x(τ)| < ε)⇒ (x(τ + 2T ) = 0), ∀τ ∈ R. (4.1.28)

In particular, the control system S3 is locally stabilizable in small time by means of
Carathéodory periodic time-varying feedback laws.

The rest of the article is organized as follows. Section 4.2 is devoted to a proof
of Theorem 4.1.4, Section 4.3 to the proof of Theorem 4.1.5 and Section 4.4 to the
proof of Theorem 4.1.6.

4.2 Stabilization in �nite time of the control system

S1

Note that control system (4.1.11) cannot be stabilized by means of continuous
stationary feedback laws as is shown in [24]. Indeed, by Theorem 4.1.2, we have :

f∗(σ1(R4)) = σ1(R2 \ {0}) = 2Z 6= Z. (4.2.1)

In this section, we assume that the initial state (x10, x20) satis�es»
|x10|2 + |x20|2 6 ρ, (4.2.2)
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where ρ will be chosen later.

We de�ne u : [0;T ]× R2 → R in the following way. For t ∈ [0;T/2], we set:

u =

{
(0, |x1|

1
4 ) if x1 > 0,

(|x1|
1
4 , 0) if x1 6 0.

(4.2.3)

For t ∈ (T/2;T ], we set:

u =

{
(|x2|

1
4 ,−|x2|

1
4 ) if x2 > 0,

(|x2|
1
4 , |x2|

1
4 ) if x2 6 0.

(4.2.4)

We then de�ne u on R× R2 by T -periodicity with respect to time.

With these feedback laws the closed-loop system associated to S1 is

Sc

1

®
ẋ1 = u2

1(t, x)− u2
2(t, x),

ẋ2 = 2u1(t, x)u2(t, x).
(4.2.5)

Proof of Theorem 4.1.4.

Let us start with the case τ = 0.

Let x be a solution of the closed-loop system Sc

1. We �rst notice that x1 satis�es
on [0;T/2] the equation

ẋ1 = −sign(x1)|x1|
1
2 , (4.2.6)

whose solution satisfying x1(0) := x10 is

x1(t) =

 sign(x10)(|x10|
1
2 − 1

2
t)2 if t 6 2|x10|

1
2 ,

0 if t > 2|x10|
1
2 .

(4.2.7)

In particular,

x1(
T

2
) = 0 (4.2.8)

if

ρ < (
T

4
)2. (4.2.9)

Let us also point out that, since ẋ1 = 0 on [
T

2
;T ], x1 remains a constant, and

therefore, by (4.2.8), equal to 0.

Moreover, x2 satis�es the equation

ẋ2 = −2sign(x2)|x2|
1
2 , (4.2.10)
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whose solution satisfying x2(
T

2
) = x20 (since ẋ2 remains equal to 0 on [0;

T

2
]) is

x2(t) =


sign(x20)(|x20|

1
2 − (t− T

2
))2 if t− T

2
6 |x20|

1
2 ,

0 if t− T

2
> |x20|

1
2 .

(4.2.11)

We arrive at x2(T ) = 0 if

|x20| 6 ρ < (
T

4
)2. (4.2.12)

Let us point out that all along the trajectories of the closed loop system Sc

1, the
energy x2

1 + x2
2 is non-increasing.

For the case τ 6= 0, one has, by the Ascoli Theorem, that a uniform limit of
solutions is still a solution. This allows us to choose ε > 0 such that |x(τ)| 6 ε
implies that |x(T )| 6 ρ. Using the fact that u is T -periodic, this brings us to the
case τ = 0. This concludes the proof of Theorem 4.1.4.

Figure 4.1 � Trajectories of the closed loop system Sc

1 for the initial conditions
(x1(0), x2(0)) = (0.3, 0.2), (x1(0), x2(0)) = (0.5,−0.4), (x1(0), x2(0)) = (−0.8, 0.7)
and (x1(0), x2(0)) = (−0.65,−0.35), with T = 4.

In �gure 4.1 we present numerical simulations of trajectories of the closed loop
control systems Sc

1. As one can see, all the solutions converge to (0, 0) in �nite time.

In �gure 4.2 we can see that x1 and x2 vanish.
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Figure 4.2 � Trajectories of the closed loop system Sc

1 for the initial conditions
(x1(0), x2(0)) = (0.3, 0.2), with T = 4.
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4.3 Stabilization in �nite time of the control system

S2.

The goal of this section is to stabilize in �nite time the following control system:

S2


ẋ1 = u1 cos(x3),
ẋ2 = u1 sin(x3),
ẋ3 = u2,

(4.3.1)

where x = (x1, x2, x3) ∈ R3 is the state and where u = (u1, u2) ∈ R2 is the control.

This system doesn't satisfy Brockett's condition given in Theorem 4.1.1 and there-
fore cannot be locally asymptotically stabilized by means of continuous stationary
feedback laws. Moreover, we know that this system can be stabilized in �nite time
by means of time-dependent feedback laws (see [52]), but here the feedback laws are
explicitly given.

Let us denote by x0 = (x10, x20, x30) the initial state. Let ρ > 0 which will be
chosen later on. We assume that:

|x0| =
»
x2

10 + x2
20 + x2

30 6 ρ. (4.3.2)

With these feedback laws the closed-loop system associated to S2 is

Sc

2


ẋ1 = u1(t, x) cos(x3(t)),
ẋ2 = u1(t, x) sin(x3(t)),
ẋ3 = u2(t, x).

(4.3.3)

Proof of Theorem 4.1.5.

Let us start with the case τ = 0.

Let us explain why this control u steers control system (4.3.1) from x0 at time 0
to 0 at time T . Let x be a solution of the closed-loop system Sc

2. For t ∈ [0;T/3], we
have

u1(t, x) = 0, (4.3.4)

and therefore we have, ∀t ∈ [0;T/3],

x1(t) = x10 and x2(t) = x20. (4.3.5)

We then have, ∀t ∈ [0;T/3],

˙̌ �
(x3 − |x2|β) = ẋ3 = u2(t, x) = −sign(x3 − |x2|β)(|x3 − |x2|β|)η. (4.3.6)
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The solutions to this equation are:

x3(t) =



sign(x30 − |x20|β)
î
|x30 − |x20|β|1−η − (1− η)t

ó 1
1−η + |x20|β

if t 6
|x30 − |x20|β|1−η

1− η
,

|x20|β if t >
|x30 − |x20|β|1−η

1− η
.

(4.3.7)

We choose ρ > 0 small enough so that

T >
3(ρ+ ρβ)1−η

1− η
. (4.3.8)

We then have:
T

3
>
|x30 − |x20|β|1−η

1− η
. (4.3.9)

We then arrive at a point x(T/3) = (x10, x20, |x20|β).

Then, for t ∈ (
T

3
;
2T

3
], we have:

u1 = −sign(x2)|x2|α/2sign(x3)|x3|α/(2β) = −sign(x2)|x2|α (4.3.10)

and
u2 = −β|x2|α+2β−1 sin(x3)/x3 = β|x2|β−1sign(x2)u1 sin(x3)

= β|x2|β−1sign(x2)ẋ2 =
˙̆
|x2|β,

(4.3.11)

using the fact that we remain on the set {(x1, x2, x3) ∈ R3 such that x3 = |x2|β}.
(It is important not to go to the curve x3 = 0 directly; it is related to the phantom
tracking method [31]: one moves to manifolds on which the stabilisation is easier).

Since we have

x3(
T

3
) = |x20|β, (4.3.12)

and, ∀t ∈ (
T

3
;
2T

3
],

ẋ3 =
˙̆
|x2|β, (4.3.13)

one has, ∀t ∈ (T/3; 2T/3],
x3(t) = |x2(t)|β. (4.3.14)

Let us de�ne two functions f : [0; +∞)→ R and g : [0; +∞)→ R by:

f(t) :=


î
|x20|1−α−β − (1− α− β)t

ó 1
1−α−β if t 6

|x20|1−α−β

1− α− β
,

0 if t >
|x20|1−α−β

1− α− β
,

(4.3.15)
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and

g(t) :=


î
|x20|1−α−β −

2(1− α− β)t

π

ó 1
1−α−β if t 6

π|x20|1−α−β

2(1− α− β)
,

0 if t >
π|x20|1−α−β

2(1− α− β)
.

(4.3.16)

By (4.3.1) and (4.1.19),

|x2|α+β > |ẋ2| >
2

π
|x2|α+β. (4.3.17)

One can easily check that

g(t− T

3
) > |x2(t)| > f(t− T

3
) (4.3.18)

which shows that

x2(
2T

3
) = 0, (4.3.19)

and, because of (4.3.14),

x3(
2T

3
) = 0, (4.3.20)

if we take ρ > 0 small enough so that

T >
π(3ρ1−α−β)

2(1− α− β)
. (4.3.21)

Moreover, one can then check that because of the second inequality of (4.3.18),

u2(t, x)→ 0 as t→ 2T

3
. (4.3.22)

We then arrive at a point x(
2T

3
) = (x̃10, 0, 0).

Finally, on (
2T

3
;T ), as x3 is now equal to 0 and u2 = 0, we subsequently have,

∀t ∈ (
2T

3
;T ],

x2(t) = x3(t) = 0. (4.3.23)

Then, as cos(x3) = 1, we have the equation

ẋ1 = −sign(x1)|x1|ε (4.3.24)
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which has for solution

x1(t) =


sign(x̃10)

î
|x̃10|1−ε − (1− ε)t

ó 1
1−ε if t 6

|x̃10|1−ε

1− ε
,

0 if t >
|x̃10|1−ε

1− ε
,

(4.3.25)

which shows that x1(T ) = 0 if we take ρ > 0 small enough, so that:

|x̃10|1−ε

1− ε
<
T

3
. (4.3.26)

For the case τ 6= 0, one has, by the Ascoli Theorem, that a uniform limit of

solutions is still a solution. One easily checks that (4.1.21) holds (note that ı̇x2
2 6 0

on [T/3, 2T/3) and that ı̇x2
1 6 0 on [2T/3, T )). Using this property, this allows us

to choose γ > 0 such that, for every τ ∈ [0, T ] such that |x(τ)| 6 γ implies that
|x(T )| 6 ρ. Using the fact that u is T -periodic, this brings us to the case τ = 0. This
concludes the proof of Theorem 4.1.5.

For the simulation we take:

η = α = ε =
1

4
and β =

1

2
. (4.3.27)

Figure 4.3 � Trajectory of the closed loop system Sc

2 for the initial condition
(x1(0), x2(0), x3(0)) = (0.3, 0.2, 0.7) with T = 4.

In �gures 4.3 and 4.4 we present numerical simulations of trajectories of the closed
loop control systems Sc

2. As one can see, all the solutions converge to (0, 0, 0) in �nite
time.
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Figure 4.4 � Trajectory of the closed loop system Sc

2 for the initial condition
(x1(0), x2(0), x3(0)) = (−0.55,−0.9,−0.8) with T = 12.

4.4 Stabilization of a spacecraft

Let us explain how we get System (4.1.24). We want to control the attitude of
a rigid spacecraft with control torques provided by thruster jets. Let η = (φ, θ, ψ)
be the Euler angles of a frame attached to the spacecraft representing rotations with
respect to a �xed reference frame. Let ω = (ω1, ω2, ω3) be the angular velocity of the
frame attached to the spacecraft, and let J be the inertia matrix of the satellite. The
evolution of the spacecraft is then given by the equations

Jω̇ = S(ω)Jω + u1b1 + u2b2, η̇ = A(η)ω, (4.4.1)

where u1, u2 ∈ R are the controls and b1, b2 ∈ R3 are two �xed vectors (u1b1, u2b2 ∈ R3

are the torques applied to the spacecraft). S(ω) is the matrix representation of the
wedge-product, i.e.,

S(ω) =

Ö
0 ω3 −ω2

−ω3 0 ω1

ω2 −ω1 0

è
(4.4.2)

and

A(η) =

Ö
cos(θ) 0 sin(θ)

sin(θ) tan(φ) 1 − cos(θ) tan(φ)
− sin(θ)/ cos(φ) 0 cos(θ)/ cos(φ)

è
. (4.4.3)

The state of our control system is (η1, η2, η3, ω1, ω2, ω3) ∈ R6 and the control is
(u1, u2) ∈ R2.
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We can then assume without loss of generality that

{v1b1 + v2b2; (v1, v2) ∈ R2} = {0} × R2. (4.4.4)

After a suitable change of variable (4.4.1) can be replaced by :

ω̇1 = Q(ω) + ω1L1(ω), ω̇2 = V1, ω̇3 = V2, η̇ = A(η)ω, (4.4.5)

with L1(ω) = D1ω1 + E1ω2 + F1ω3, Q(ω) = Aω2
2 +Bω2ω3 + Cω2

3. Here, the controls
are V1 and V2. Let us assume that Q changes sign. It is shown that this property
is equivalent to the fact that the control system (4.4.5) satis�es the Lie algebra rank
condition at (0, 0) ∈ R6 × R2, which is a necessary condition for small-time local
controllability at (0, 0) ∈ R6 × R2. This is also a generic situation. Then, after a
change of coordinates of the form

ω = Pω̃ =

Ö
1 0 0
0 ap bp
0 cp dp

è
ω̃, (4.4.6)

system (4.4.5) can be written as

˙̃ω1 = ω̃2ω̃3, ˙̃ω2 = u1, ˙̃ω3 = u2, η̇ = A(η)Pω̃, (4.4.7)

with L2ω̃ = D2ω̃1 + E2ω̃2 + F2ω̃3. We can choose P such that c := detP > 0.

Posing

x1 = ω̃1, x5 = ω̃2, x6 = ω̃3, x3 =
1

c
(dpθ − bpψ),

x4 =
1

c
(−cpθ + apψ), x2 = φ− bpdp

2
x2

4 −
apcp

2
x2

3 − bpcpx3x4,

(4.4.8)

the control system (4.4.1) can be written as

S4

®
ẋ1 = x5x6 +R1(x), ẋ2 = x1 + cx3x6 +R2(x),
ẋ3 = x5 +R3(x), ẋ4 = x6 +R4(x), ẋ5 = u1, ẋ6 = u2,

(4.4.9)

where R1, R2, R3 and R4 are analytic functions de�ned on a neighborhood of 0 such
that there exists C > 0 such that, for every x ∈ R6 with |x| small enough, one has

|R1(x)|+ |R2(x)|+ |R3(x)| 6 C(|x1|+ |x2|+ |x3|2 + |x4|2 + |x5|2 + |x6|2)3/2,

|R2(x)| 6 C(|x1|+ |x2|+ |x3|2 + |x4|2 + |x5|2 + |x6|2)2.
(4.4.10)

It is well known that we can't deduce the controllability of this system from
the controllability of the linearized system. Moreover, it does not satisfy Brockett's
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condition (and so is not locally asymptotically stabilizable by means of continuous
stationary feedback laws). It has been proved (see [52]) that system (4.4.9) can
be stabilized in �nite arbitrary small time by means of continuous non-stationary
feedback laws, and explicit non-stationary feedback laws that asymptotically stabilize
system (4.4.9) have been constructed.

System S3 is then a system linked to S4 by backstepping where we picked the Ri's
equal to 0 (the controls here are x5 and x6). System S3 does not satisfy Brockett's
condition but satis�es the hypotheses of Theorem 4.1.3. Nevertheless, CORON's
article gives the controllability of System S3 without giving an explicit control, which
is the case in this article.

We de�ne u on [0;T ]× R4 as follows:

u(t, x) =



(|x1|
1
4 ,−sign(x1)|x1|

1
4 ) if 0 6 t 6

T

5
,

(−sign(x3 − 2|x2|
1
2 )|x3 − 2|x2|

1
4 |

1
2 , 0) if

T

5
< t 6

2T

5
,

(0,−1

c
sign(x2)|x2|

1
2 ) if

2T

5
< t 6

3T

5
,

(−sign(x3)|x3|
1
2 , 0) if

3T

5
< t 6

4T

5
,

(0,−sign(x4)|x4|
1
2 ) if

4T

5
< t < T.

(4.4.11)

We then de�ne u on R× R4 by periodicity with respect to t.

With these feedback laws the closed-loop system associated to S3 is

Sc

3


ẋ1 = u1(t, x)u2(t, x),
ẋ2 = x1(t) + cx3(t)u2(t, x),
ẋ3 = u1(t, x), ẋ4 = u2(t, x).

(4.4.12)

Proof of Theorem 4.1.6.

Let us start with the case τ = 0.

Let x be a solution of the closed-loop system Sc

3. On [0;
T

5
], x1 satis�es the

equation
ẋ1 = −sign(x1)|x1|

1
2 . (4.4.13)

Equation (4.4.13) has a unique solution on [0;T/5] satisfying the initial condition
x1(0) = x10. This solution is given by

x1(t) =


sign(x10)(|x10|

1
2 − 1

2
t)2 for t ∈ [0, 2|x10|

1
2 ],

0 for t ∈ (2|x10|
1
2 ,
T

5
].

(4.4.14)
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We have

x1(
T

5
) = 0, (4.4.15)

provided that

ρ < (
T

10
)2. (4.4.16)

On [
T

5
;
2T

5
], let us �rst point out that, since we took u2 = 0, consequently ẋ1 = 0

and therefor x1 stays at 0. Moreover, we also have ẋ2 = 0 and then x2 remains
constant:

∀t ∈ (
T

5
,
2T

5
), x2(t) = x2(

T

5
). (4.4.17)

From (4.1.24) and (4.1.25), we have, on [T/5; 2T/5],

ẋ3 =
˙̌ �

x3 − 2|x2|
1
4 = −sign(x3 − 2|x2|

1
4 )|x3 − 2|x2|

1
4 |

1
2 , (4.4.18)

whose solution is

x3(t) =



2|x2|
1
4 + sign(x3(

T

5
)− 2|x2|

1
4 )(|x3(

T

5
)− 2|x2|

1
4 |

1
2 − 1

2
(t− T

5
))2

for t ∈ [
T

5
,
T

5
+ 2|x3(

T

5
)− 2|x2|

1
4 |

1
2 ],

2|x2|
1
4 for t ∈ (

T

5
+ 2|x3(

T

5
)− 2|x2|

1
4 |

1
2 ,

2T

5
].

(4.4.19)

We arrive at a point

x3(
2T

5
) = 2|x2(

2T

5
)|

1
4 , (4.4.20)

provided that ρ > 0 is small enough such that: 
|x3(

T

5
)|+ 2|x2(

T

5
)| 14 < T

5
. (4.4.21)

The idea is the following one. The time to go, at the next step, from x2 = x2(2T/5)
to 0 tends to +∞ as x3(2T/5) tends to 0. We therefore want x3 to be at a point the
same size as x2(2T/5) so that this time is not too long.

On [2T/5; 3T/5], x2 then satis�es the equation

ẋ2 = −2sign(x2)|x2(
2T

5
)|

1
4 |x2|

1
2 (4.4.22)

whose solution is

x2(t) =



sign(x2(
2T

5
))(|x2(

2T

5
)|

1
2 − |x2(

2T

5
)|

1
4 (t− 2T

5
))2

for t ∈ [
2T

5
,
2T

5
+ |x2(

2T

5
)|

1
4 ],

0 for t ∈ (
2T

5
+ |x2(

2T

5
)|

1
4 ,

3T

5
].

(4.4.23)
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We then arrive at a point

x2(
3T

5
) = 0 (4.4.24)

provided that ρ > 0 is small enough such that

x2(
2T

5
) < (

T

5
)4. (4.4.25)

On [3T/5, 4T/5], x3 then satis�es the equation

ẋ3 = −sign(x3)|x3|
1
2 , (4.4.26)

whose solution is

x3(t) =


sign(x3)(|x3(

3T

5
)|

1
2 − 1

2
(t− 3T

5
))2 for t ∈ [

3T

5
,
3T

5
+ 2|x3(

3T

5
)|

1
2 ],

0 for t ∈ (
3T

5
+ 2|x3(

3T

5
)|

1
2 ,

4T

5
].

(4.4.27)

We arrive at

x3(
4T

5
) = 0, (4.4.28)

provided that we took ρ > 0 small enough such that

|x3(
3T

5
)| < (

T

10
)2. (4.4.29)

Finally, on [4T/5;T ], x4 then satis�es the equation

ẋ4 = −sign(x4)|x4|
1
2 (4.4.30)

whose solution is

x4(t) =


sign(x4)(|x4(

4T

5
)|

1
2 − 1

2
(t− 4T

5
))2 for t ∈ [

4T

5
,
4T

5
+ 2|x4(

4T

5
)|

1
2 ],

0 for t ∈ (
4T

5
+ 2|x4(

4T

5
)|

1
2 , T ].

(4.4.31)

We then arrive at

x1(T ) = x2(T ) = x3(T ) = x4(T ) = 0, (4.4.32)

provided that we took ρ > 0 small enough such that

|x4(
4T

5
)| < (

T

10
)2. (4.4.33)

For the case τ 6= 0, one has, by the Ascoli Theorem, that a uniform limit of
solutions is still a solution. This allows us to choose ε > 0 such that |x(τ)| 6 ε
implies that |x(T )| 6 ρ. Using the fact that u is T -periodic, this brings us to the
case τ = 0. This concludes the proof of Theorem 4.1.6.
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Figure 4.5 � Trajectory of the closed loop system Sc

3 for the initial condition
(x1(0), x2(0), x3(0), x4(0)) = (0.3, 0.2, 0.7, 0.6) with T = 60 and c = 2.
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For the simulation we took T = 60 and c = 2.

In �gure 4.5 we present numerical simulations of trajectories of the closed loop
control systems Sc

3. As one can see, all the coordinates of x converge to 0 in �nite
time.
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Null controllability of a Korteweg-de Vries equation
and of three parabolic coupled equations.

Finite-time stabilization by time-dependent feedback.

Abstract:
This doctoral thesis focuses on three �elds of Control Theory: the control on the edge of the Korteweg-de Vries equation,
the control of three heat equations coupled by cubic terms, and the stabilisation in �nite time of three classic systems
of �nite dimension. For the KdV equation, we �rst demonstrate a Carleman inequality using a well-chosen exponential
weight, then we deduce the controllability at zero of the equation. For the system of three heat equations coupled by cubic
terms, we show the global controllability at zero even though the linearized system around zero is not controllable. We
apply the return method to obtain local controllability: we build control system trajectories going from zero to zero and
whose linearised systems are controllable. Then a scale change allows us to obtain a global result. Finally, concerning the
three systems of �nite dimension, these systems are controllable systems but the linearised systems are not controllable
and are not stabilised with means of continuous stationary feedback. We construct an explicit time-dependent feedback
leading to a stabilisation in �nite time. For this we deal with di�erent parts of systems during di�erent intervals of time.
Keywords: Carleman inequality, return method, Korteweg-de Vries, coupled parabolic systems, �nite time, �nite di-
mension.

Contrôlabilité d'une équation de Korteweg-de Vries
et d'un système d'équations paraboliques couplées.

Stabilisation en temps �ni par des feedbacks instationnaires.

Résumé :
Ce doctorat porte sur trois domaines de la théorie du contrôle : le contrôle par le bord d'une équation de Korteweg-de
Vries, le contrôle de trois équations de la chaleur couplées par des termes cubiques et la stabilisation en temps �ni de
trois systèmes classiques de dimension �nie. Pour l'équation de Korteweg-de Vries, on démontre d'abord une inégalité de
Carleman en utilisant un poids exponentiel bien choisi, puis on en déduit la contrôlabilité à 0 de l'équation. Pour le système
trois équations de la chaleur couplées par des termes cubiques,on montre la contrôlabilité à 0 globale alors que le linéarisé
autour de 0 n'est pas contrôlable. On applique la méthode du retour pour obtenir la contrôlabilité locale : on construit des
trajectoires du système de contrôle allant de 0 à 0 et ayant un linéarisé contrôlable. Puis un changement d'échelle permet
d'obtenir un résultat global. En�n, concernant les trois systèmes de dimension �nie, il s'agit de systèmes contrôlables mais
à linéarisés non contrôlables et qui ne sont pas stabilisables à l'aide de feedbacks stationnaires (continus). On construit des
feedbacks explicites dépendant du temps conduisant à une stabilisation en temps �ni. Pour cela on s'occupe de di�érentes
parties du systèmes pendant di�érents intervalles de temps.
Mot clés : Inégalité de Carleman, méthode du retour, Korteweg-de Vries, systèmes paraboliques couplés, temps �ni,
dimension �nie.


