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« C’est cette notion de boucle qui fait que le local et le global ne sont pas
séparables. Le global va contraindre et méme définir les agents locaux et, en méme
temps, les agents locaux sont les seuls responsables de I'émergence de la totalité »

Francisco Varela dans « La complexité, vertige et promesses », Réda Benkirane.
« I wanna have control »

Thom Yorke

1.1 Motivation et exemples

1.1.1 Qu’est-ce qu’un systéme de controle ?

Un systéme de controle est un systéme sur lequel agit une commande appelée
aussi controle. Les buts peuvent étre multiples. Il peut par exemple s’agir de guider le
systéme pour I'amener d’un état initial a un état final, éventuellement en respectant
certains critéres. Prenons 'exemple d’'un avion. Le controle se situe alors dans le
cockpit et on va chercher a aller d’'un aéroport a un autre. Il existe évidemment
plusieurs trajectoires. On peut par exemple demander a utiliser le moins de carburant
possible ou & arriver le plus vite possible (on fait alors du contréle optimal car on
cherche & optimiser une grandeur) ou a ce que ’avion soit le moins sensible possible
aux turbulences (ce qui s’appelle la stabilisation).

Comme nous allons le voir, les systémes de controle sont présents partout, comme,
par exemple, en chimie, en biologie ou en électronique. Un autre exemple intéressant
que nous verrons est celui du thermostat. Imaginez une piéce fermée avec un radiateur.
La théorie du contréle consiste & se demander si, en pouvant fixer la température
du radiateur, on peut amener la piéce d’une distribution de températures donnée
a une autre distribution de températures donnée, et, si oui, en combien de temps?
Le radiateur est alors appelé “controle” et I’équation & controler est I’équation de
la chaleur. On pourrait faire de méme avec une chaine hifi et 1’équation des ondes
pour controler le bruit dans une piéce. Les domaines d’applications sont multiples :
robotique, aéronautique, économie, médecine, chimie, ...

Par ailleurs, dés que nous sommes en présence d’une rétroaction (appelée égale-
ment « feedback », terme emprunté a 'anglais), c’est-a-dire que la sortie du systéme
agit sur I'entrée, nous sommes aussi en présence d’un contréle. On cherche alors a
rendre stable le systéme malgré les perturbations, ce qui est fondamental pour de
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nombreuses applications.

1.1.2 Un exemple simple : le pendule inversé

Un premier exemple est celui du pendule inversé. Si on essaie de faire tenir un
balai sur son doigt en équilibre, si on ne bouge pas le doigt le balai va naturellement
avoir tendance a tomber vers la gauche ou vers la droite, ceci parce que I’équilibre
est instable. Toutefois, si on bouge le doigt, le balai peut tenir en équilibre. La force
qu’on applique alors au balai est un premier exemple de feedback : ¢’est un controle
qui dépend de I'état du systéme, ici la position et la vitesse du balai. Imaginons
maintenant deux tiges I'une sur I'autre et essayons de les maintenir en équilibre. Le
probléme devient alors beaucoup plus complexe, et méme humainement impossible
a réaliser. Or, il se trouve que la théorie du controle prouve que ce systéme est
controlable : on peut amener les deux tiges a la verticale avec une vitesse finale nulle.
On peut par ailleurs stabiliser cet équilibre instable & 'aide d’un feedback, si bien
qu’on peut programmer une machine qui arrive a maintenir les deux tiges en équilibre.

1.1.3 Biologie

Le cycle hormonal

Selon qu’une hormone est produite en trop grande ou en trop petite quantité,
elle génére une rétroaction sur les glandes qui la sécrétent. Par exemple, le cycle
ovarien comprend deux phases : la phase folliculaire et la phase lutéale. Au début
de la phase folliculaire, il y a une faible augmentation du taux d’oestrogénes qui va
inhiber la sécretion de FSH et de LH : on parle alors de rétroaction négative. A la fin
de la phase folliculaire, une forte augmentation du taux d’oestrogénes va déclencher
des pics de LH et de FSH : c’est une rétroaction positive. Enfin, en phase lutéale,
comme indiqué sur le schéma, la forte concentration de progestérone et d’oestrogéne
va inhiber la sécrétion de LH et de FSH : c¢’est donc & nouveau une rétroaction,
négative cette fois.
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Cycle ovarien

FIGURE 1.1 — Exemple de rétroaction négative durant la phase lutéale.

1.1.4 Les premiéres innovations technologiques

Le régulateur de Watt

Le régulateur de Watt est constitué de deux boules en rotation autour d’une tige
comme représenté sur la figure tournant a une vitesse proportionnelle a celle
d’une machine a vapeur.
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FIGURE 1.2 — Photo du régulateur de Watt, un des premiers exemples de régulateur
de vitesse. Machine de Boulton et Watt de 1788, Science Museum, Londres.

Lorsque la machine tourne trop vite, les deux boules, du fait de 'augmentation de
la force centrifuge, vont s’écarter de I'axe vertical et, grace a un systéme de tringles,
vont réduire la vapeur introduite dans la machine, ce qui aura pour effet de réduire
la vitesse de la machine. Si, au contraire, la machine ralentit, les deux boules vont
se rapprocher de I'axe de rotation, ouvrant la vanne contrélant la vapeur qui laissera
alors passer plus de vapeur et augmentera ainsi la vitesse de rotation de la machine.
C’est 1a un des tout premiers exemples de régulateur de vitesse.

Le thermostat

On pourrait imaginer différents types de thermostats. Par exemple, pour fixer la
température d’une piéce & 19°C, on pourrait tout simplement mettre le radiateur
a 19°C et attendre que la température se stabilise. Toutefois, un bon thermostat
va lui mettre une température de consigne plus chaude si la piéce est plus froide,
et plus froide dans le cas contraire, et ainsi anticiper les changements éventuels de
température, c’est-a-dire chauffer ou refroidir avant que la température de la piéce
soit effectivement inférieure ou supérieure a la température désirée. Un tel exemple
de thermostat est celui de Honeywell inventé en 1953.
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Le pilote automatique

Le premier vol avec pilote automatique a été effectué en 1929 par 'américain
James Doolittle qui réussit a voler pour la premiére fois « en aveugle ». Cet appareil
est concu pour stabiliser ’avion le long de sa trajectoire, permettant ainsi au pilote de
lacher les commandes et de prendre un peu de repos. C’est donc un nouvel exemple de
feedback. Les avions commencent a étre équipés de ce systéme au début des années 30.
Ils furent notamment installés sur les Junkers 52. Toutefois, comme nous le verrons
plus loin, la technologie a beaucoup évolué dans le domaine des pilotes automatiques.

FIGURE 1.3 — Photo d’un Junkers 52, un des premiers avions a étre équipé d’un pilote
automatique.

1.1.5 Electronique

Les boucles de rétroaction sont notamment trés présentes en électronique.
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Amplificateur inverseur

Un premier exemple est celui de I'amplificateur inverseur, dont le schéma est
représenté ci-dessous.

B

W

.

777 STT7ITIT 777

FIGURE 1.4 — Schéma de 'amplificateur inverseur.

On peut constater que la branche contenant la résistance Ry va de la tension en
sortie, notée U, vers la tension en entrée, notée U,. Elle prend donc le courant en
sortie pour modifier les paramétres d’entrée. Nous sommes donc bien en présence
d’une boucle de rétroaction.

Le triangle représente un amplificateur opérationnel. Il a la propriété d’avoir un
gain quasi-infini, ce qui signifie que la différence de tension entre les entrées + et -
est quasi-nulle, et le courant qui entre I est quasi-nul.

Ici, 'entrée + étant reliée a la masse, ’entrée - a donc un potentiel Uy égal a 0.

L’application de la loi d’Ohm & I’entrée donne :
(U, —Uy) = Ry x I1 = U, = Ry x I puisque U; = 0. (1.1.1)
Appliquant de méme la loi d’Ohm cette fois-ci & la sortie, on obtient :
(Us —Uy) = =Ry x Iy = Us = —Ry x I toujours car U; = 0. (1.1.2)

Or, la loi des noeuds permet d’écrire

11:]+12:>11:]2 car I = 0. (113)
Le gain G vaut alors :
Us Ry
G=—=——. 1.14
D (1.1.4)

On peut noter que ce gain est négatif, d’ou le nom d’amplificateur inverseur.
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Amplificateur additionneur

Un autre exemple de rétroaction est 'amplificateur additionneur, dont le schéma
est représenté ci-aprés. On désigne par Uy, Us, ..., U, les tensions en entrée et U, la
tension en sortie.

N T

ol A TR
| oo Wik 3

IT77 777 777 7T Fr7

FIGURE 1.5 — Schéma de 'amplificateur additionneur.

Les deux entrées ont, toujours pour la méme raison, un potentiel nul. En appliquant
la loi ’Ohm sur chacune des entrées, on obtient :

U; = R; x I; pour tout 1. (1.1.5)

En appliquant encore la loi d’Ohm en sortie, on obtient :

Us=—-Rx1, (1.1.6)
(I'intensité rentrant dans I’entrée - étant nulle). Or, la loi des noeuds permet d’écrire
L+L+...+1,=1, (1.1.7)

ce qui donne finalement
Us=—Rx(Lh+L+...+1,)=U;=—RX (gi+g§+...+g:). (1.1.8)

Le montage électrique somme donc bien les tensions en entrée.

1.1.6 Génération et distribution de 1’électricité

Etant donné qu’il est compliqué d’emmagasiner de I’électricité, la génération et la
distribution de I’électricité dans de vastes réseaux a été un probléme majeur dans la
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théorie du controle. Ainsi, les stations électriques sont équipées de boucles. De plus,
adapter la consommation a la demande dans le cas de quelques générateurs pour
beaucoup de consommateurs avec des réseaux d’une certaine longueur n’est pas aisé.

1.1.7 Le plasma dans un Tokamak

La modélisation, les simulations numériques ainsi que le controle optimal dans un
Tokamak est un exemple d’application de théorie du contréle. Le Tokamak est un
dispositif expérimental destiné & confiner le plasma (ou gaz ionisé) dans un champ
magnétique de sorte qu’on puisse controler la fusion nucléaire des atomes de petites
masses tels que hydrogéne, le deutérium ou encore le tritium (source : Jacques Blum :
Numerical simulation and optimal control in plasma physics.). Le courant du plasma

17



est alors obtenu par induction de courant dans des bobines primaires.

zT —Air gap erun rFalnida! field cails
r=an

?N\\\\EK\\\\\\ vy

, B

AT I T TN T T F T

W | VAT IS LS LA SIS LS ILD VLS TSI SIS A A AT

L _Vacuum vessel

FIGURE 1.6 — Schéma d’un Tokamak.

(source : Jacques Blum : Numerical simulation and optimal control in plasma physics,
1989, John Wiley and Sons.)

1.1.8 Avionique
Pilote automatique d’un avion

Comme on peut le voir sur les deux schémas [I.7] et [I.8] les pilotes automatiques
sont équipés de boucles de rétroaction. Ces derniéres utilisent la mesure de I'erreur

18



entre la valeur effective d’une grandeur et la grandeur souhaitée et permettent de
modifier cette derniére pour avoir une erreur petite ceci malgré des perturbations.

: i
Amplificateur Servo e .
I Moteur ’
. 1/(B,,s)

Rétroaction de position
A.
1

FIGURE 1.7 — Servo-controleur de position pour les déviations par rapport a la tra-
jectoire désirée. Ici, v, désigne la tension de controle et oy I’angle des volets.

Ici, la fonction de transfert de la boucle de rétroaction exprimée en fonction des
données des autres composants a la forme suivante :

Of k
- = 1.1.9
ve Ts5+1’ ( )
ou k et 7 sont définis par :
1 B
k=—et7=—"". 1.1.10
ke T ok (1.1.10)

L’angle de roulis peut en théorie étre maintenu a n’importe quel angle, y compris
ici a 'angle & = 0. Le pilote automatique est composé d'un comparateur, d’un
compensateur d’aileron, ainsi que d’une inclinaison gyroscopique qui sert a mesurer
I’angle de roulis de 'appareil.

Compensateur Dynamigue s
d'aileran de roulis

Inclinaison
gyroscopique

Signal
d'erreur

4

FIGURE 1.8 — Pilote automatique pour 'inclinaison de roulis.

(source : Nelson - Flight Stability and Automatic Control - second edition, 1998,
McGraw-Hill)

De la méme maniére, les pilotes automatiques de bateaux utilisent également la
théorie du controle.
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Satellite

Je me pose, voir section [[.4.3] dans cette thése la question de la stabilisation d’un
satellite ayant une rétrofusée hors d’usage. La stabilisation des satellites est un enjeu
important de la théorie du contréle. Par exemple, dans le systéme Soleil-Terre, il
existe 5 points de Lagrange. En ces points, la somme totale des forces extérieures
exercées est nulle : ce sont donc des points d’équilibre (si on place un objet en ce
point, il y reste). Toutefois, trois de ces points sont des équilibres instables et 2 des
équilibres stables. Paradoxalement, les équilibres stables sont moins intéressants que
les équilibres instables, car la stabilité engendre la présence de nombreux détritus qui
pourraient entrer en colision avec le satellite que 'on aurait placé 1a. I faut donc
placer les satellites en des points d’équilibres instables, et 1a encore, comme pour
faire tenir un balai sur son doigt, la théorie du controle, et plus particuliérement la
stabilisation, entre en jeu : il faut rendre le systéme insensible aux perturbations. Ici,
toutefois, nous nous intéresserons a l'orientation du satellite.

FIGURE 1.9 — Photo de Jason 2, un satellite d’observation des océans.

(source : www.docsciences.fr/Jason-2-un-satellite-d-observation))

1.1.9 Régulateurs pneumatiques
Principe de fonctionnement

L’élaboration de produits exige des normes de plus en plus restrictives en terme
notamment de précision et de qualité. Afin de les respecter, certaines grandeurs phy-

siques doivent étre régulées de maniére continue. La mise en place d’une vanne pro-
portionnelle permet alors de controler et réguler un fluide en fonction d’une valeur
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de consigne. On associe ensuite ces vannes a une électronique de commande pour
améliorer leur précision et donc élargir leur domaine d’application.

Compensation de longueurs lors de ’enroulement

consigne

Air
comprime

—0

| Capteur A ultrasons

Uh

FIGURE 1.10 — Schéma du fonctionnement de la compensation de longueurs lors de
Ienroulement a ’aide d’un régulateur pneumatique.
(source : http : /Jwww.asconumatics.eu/images/site/upload/ ¢r /proportionnelle —

fr — 2012.pdf)

Les vérins pilotés par le régulateur pneumatique régulent la tension du produit a
enrouler quelle que soit la longueur.
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Régulation de la vitesse et du couple

Retour capteur

| Valeur de

consigne

Air
comprimé

FIGURE 1.11 — Schéma du fonctionnement d’un régulateur de vitesse a ’aide d’un
régulateur pneumatique.

(source : http : //www.asconumatics.eu/images/site/upload/ ¢r/proportionnelle —
fr — 2012.pdf)

La vitesse et le couple sont réglés en modifiant la pression de pilotage via le
régulateur pneumatique proportionnel.

Equilibreur de charges

Capteur
de force

]
I
pteur

~Retour capteu

i Valeur de
consigne

O’

L Air comprimé
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FIGURE 1.12 — Schéma du fonctionnement d’un équilibreur de charges a l'aide d’un
régulateur pneumatique.

(source : http : //www.asconumatics.eu/images/site/upload/ ¢r /proportionnelle —
Fr — 2012.pdf)

La vanne pneumatique ajuste la pression dans le vérin selon la masse. Des charges
lourdes peuvent facilement étre levées et abaissées a la main.

Brileur pour four

Valeur de consigne | Alimentation 24 V CC

Retour capteur

- AP|
Mateur - Gaz
. .
F’msim} T
b

FIGURE 1.13 — Schéma du fonctionnement d’un brileur pour four a l'aide d’un régu-
lateur pneumatique.
(source : http : //www.asconumatics.eu/images/site/upload/ ¢r/proportionnelle —

fr —2012.pdf)

Une vanne proportionnelle régule le débit de gaz dans le briileur en fonction du
degré de chaleur souhaité en sortie.

1.1.10 Robotique

La robotique utilise la théorie du controle. En effet, des capteurs vont mesurer la
différence entre le comportement actuel et le comportement désiré et agir afin que le
robot fasse ce que ’on souhaite. On distingue deux types de controle pour un bras.
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Controle Force-Position (FP)

Systeme de téléopération

5 T
)
)
~
N
S
Q.
Q
C 2 |«
Controleur

FIGURE 1.14 — Schéma du fonctionnement du controdle Force-Position.

Aussi appelée « controle par impédance »  ou, en anglais, « Direct Force Feed-
back », cette méthode est basée sur la mesure de l'interaction entre ’esclave et ’en-
vironnement par un capteur de force.

Controle Position-Position (PP)

Opérateur

Controleur

FIGURE 1.15 — Schéma du fonctionnement du contréle Position-Position.

Cette fois, la méthode de controle Position-Position est basée exclusivement sur
I’échange des mesures de positions entre le maitre et ’esclave. Le renvoi du signal de
force de I'esclave vers le maitre a ici été remplacé par le signal de position, a travers
le canal de communication Clj.

(source : Thése de Letier, 2010).
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1.2 Controlabilité

1.2.1 Définition d’un systéme de controle et de la controlabi-
lité

Un systéme de controle est un systéme dynamique, que 1’on notera sous la forme

avec lequel on peut interagir au moyen de controles. Ici, la variable y désigne 1’état
du systéme et la variable u est ce qu’on appelle le controle. Comme on le verra, I’état
peut prendre des valeurs dans des espaces de dimension finie ( est alors une
équation différentielle ordinaire) ou dans des espaces de dimension infinie (([1.2.1))
peut, par exemple, étre une équation aux dérivées partielles).

Une solution ¢t € [0,7] — (y(t),u(t)) de I'équation ¢y = f(y(t),u(t)) est appelée
une trajectoire du systéme ([1.2.1)). Par extension, une fonction ¢ € [0,7] — y(t) sera
également appelée trajectoire du systéme ([1.2.1]) si il existe un controle ¢ € [0, 7] —

u(t) tel aue §(t) = f(y(t), u(t)), ¥t € [0, ],
La question que lon va se poser est la suivante : quels que soient y° et y', existe-
t-il un controle ¢ € [0, 7] — u(t) qui améne la trajectoire associ¢e de I'état y° a I'état

yt, cest-a-dire :

Pour tous 3°, y', existe-t-il u : [0, T] — u(t) tel que la solution de

1.2.2
(7 = f(y, u(®)), y(0) = ¢°) satisfasse (y(T') =y')? 122)

1.2.2 Systémes linéaires
Systémes de dimension finie

Commencons, assez naturellement, par se poser la question de la controlabilité
des systémes linéaires de dimension finie. Dans cette section, on pose m et n deux
entiers naturels, et A et B désigneront deux matrices (ne dépendant pas du temps)
appartenant respectivement aux espaces R™*" et R™™. Quant & eux, T et T dési-
gneront deux réels tels que Ty < 7. On se pose alors la question de la controlabilité
du systéeme § = Ay + Bu sur lintervalle [Ty, T1].

Remarque 1.2.1. Remarquons que la controlabilité du systéeme sur [Ty, Ti| ne dé-
pend, du fait de linvariance par translation, que de Ty — Ty. On s’intéressera donc
désormais & la controlabilité sur un intervalle de la forme [0,T], pour T € RY.

Théoréme 1.2.1. (La condition de rang de Kalman) Le systéeme de controle linéaire
y = Ay + Bu est controlable sur [0,T) si et seulement si

Vect{A'Bu; u € R™, i€ {0,1,...,n—1}} = R™. (1.2.3)
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Remarque 1.2.2. Cette condition ne dépend pas de T'.

Remarque 1.2.3. Pour plus de précisions sur la dimension finie, voir par exemple
[30).

Systémes de dimension infinie

L’inégalité d’observabilité Soient H et U des espaces de Hilbert. L’espace H
sera 'espace des états et espace U celui des controles. On désignera par ||.||g la
norme dans H et par ||.||y celle dans U.

Soient T > 0, 4° € H et u € L*(]0,T[;U). Le systéme de controle que nous
considérerons est le suivant :

§ = Ay + Bu, t €0, T,

J0) — 4" (1.2.4)

Sous certaines hypothéses, le systéme (1.2.4)) est bien posé, ¢’est-a-dire qu’on a
existence et unicité des solutions. On définit alors le semi-groupe associé a y = Ay
comme la fonction S(t),t > 0 qui vérifie, pour tout ¢ > 0 :

y(t) = S(t)y’, (1.2.5)

ot y(t) est la solution de 5 = Ay avec pour condition initiale y(0) = 3.

Ici, contrairement aux systémes de dimension finie, plusieurs types de controlabi-
lité sont possibles. On en définit trois.

Définition 1.2.1. Soit T > 0. Le systéme de controle (1.2.4) est exactement contro-
lable en temps T si, pour tout y° € H et pour tout y' € H, il existe u € L*(]0,T[;U)
tel que la solution du probléme de Cauchy

y = Ay + Bu(t), y(0) = ¢°, (1.2.6)

satisfasse y(T) = y'.

Définition 1.2.2. Soit T > 0. Le systeme de controle (1.2.4)) est controlable & 0 en
temps T si, pour tout y° € H et pour tout §° € H, il existe u € L*(]0,T[;U) tel que
la solution du probléme de Cauchy (1.2.6)) satisfasse y(T) = S(T)3".

Remarque 1.2.4. On peut noter que, par linéarité, la controlabilté o 0 en temps T
reste la méme si Uon prend §° = 0. Cela explique donc le nom de cette controlabilité.

Définition 1.2.3. Soit T > 0. Le systéme de controle (1.2.4) est approximativement
controlable en temps T si, pour tout y° € H, pour tout y' € H, et pour tout € > 0, il
existe u € L*(]0,T[; U) tel que la solution y du probléme de Cauchy satisfasse
19(T) =yl <e
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Clairement, la contrélabilité exacte implique la controlabilité a 0 et la controla-
bilité approchée. La réciproque est fausse en général. Toutefois, elle est vraie si 'on
suppose la réversibilité en temps, comme le montre le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.2. Supposons que S(t), t € R, est un groupe fortement continu d’opé-
rateurs linéaires. Soit T > 0. Supposons que le systéme de controle est contro-
lable & 0 en temps T. Alors le systéme de controle (1.2.4) est exactement contrélable
en temps T'.

On a alors les théorémes suivants, ou M™ désigne 'adjoint de 'opérateur M :

Théoréme 1.2.3. Soit T > 0. Le systéme de controle (1.2.4) est exactement contro-
lable en temps T si et seulement si il existe ¢ > 0 tel que

T
/0 1B*S(t) 2| [2dt > c||2||%, V= € D(AY). (1.2.7)

Théoréme 1.2.4. Soit T > 0. Le systéme de controle (1.2.4)) est approzimativement
controlable en temps T' si et seulement si, pour tout z € H,

(B*S(.)*z =0 dans L*(J0,T[;U)) = (z = 0). (1.2.8)

Théoréme 1.2.5. Soit T > 0. Le systéeme de controle (1.2.4]) est controlable a 0 en
temps T si et seulement si il existe ¢ > 0 tel que

T
/0 1B*S(1) 2|2 dt > ¢||S(T)*2||%, V2 € D(AY). (1.2.9)

Théoréme 1.2.6. Supposons que, pour tout T > 0, le systéme de contréle ((1.2.4
est contrélable o 0 en temps T. Alors, pour tout T > 0, le systéme de contréle (1.2.4
est approximativement contréolable en temps T.

Les inégalités (1.2.7) et (1.2.9) sont appelées inégalités d’observabilité pour le
systéme adjoint de y = Ay + Bu, c’est-a-dire le systéme y = A*y ou 'on mesure B*y.

Résultats connus sur 1’équation de Korteweg-de Vries. J’ai travaillé sur la
controlabilité & 0 de ’équation de Korteweg-de Vries linéaire. Cette équation modélise
la propagation des ondes en milieu peu profond ainsi que celle du signal dans les
fibres optiques. La controlabilité de cette équation a déja été étudiée dans plusieurs
papiers. Par exemple, dans [57], la controlabilité exacte de ’équation de Korteweg-de
Vries linéaire et non linéaire sur des domaines bornés avec des conditions au bord
variables est étudiée. L’existence de longueurs critiques est établie et des résultats
de controlabilité sont prouvés pour des conditions de Dirichlet homogénes au bord et
pour une condition au bord de Neumann a droite du domaine dés lors que la longueur
du domaine n’est pas critique.
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Dans [58], le fait que sur le domaine non borné €2 := (0,00) la controlabilité
exacte de I'équation de Korteweg-de Vries linéaire peut étre obtenue sans la condition
d’énergie bornée pour les solutions est prouvée avec un controle a gauche x = 0.

De plus, dans [59], 'auteur prouve que pour toute trajectoire (réguliére) de I’équa-
tion de Korteweg-de Vries peut étre (localement) atteignable en temps fini, avec des
conditions de Dirichlet et de Neumann au bord a droite du domaine, par ['utilisation
d’un controéle spécial quadratique.

Dans [14], les auteurs ont donné des résultats sur le caractére bien posé du pro-

bléme de Cauchy sur un probléme de données au bord inhomogénes sur un domaine
fini.

Dans [32], les auteurs ont prouvé la controlabilité locale exacte de I'équation de
Korteweg-de Vries avec des conditions de Dirichlet au bord pour la longueur critique
L = 27 avec une force de contrdle active en x = L de type Neumann.

Dans [22] et [23], les auteurs ont établi des résultats d’existence locale pour des
données initiales dans H' et des résultats d’existence globale si la donnée est suffi-
samment petite pour 'équation de Korteweg-de Vries avec des conditions au bord
spéciales non symétriques non homogénes (sur u & © = 0 et u,, uy, & * = L). Cette
référence a été 'inspiration de mon papier.

Dans [49], 'existence d’une solution donnée de ’équation Korteweg-de Vries dans
un repére mobile de référence, et posé soit sur une demi-droite gauche, soit sur une
demi-droite droite, ou sur un intervalle fini est démontrée.

Dans [43], un résultat de controlabilité uniforme de I'équation de Korteweg-de
Vries linéaire dans la limite de zéro-dispersion ainsi que quelques résultats de contro-
labilité locale exacte pour 1’équation de Korteweg-de Vries sont présentés.

Dans [18] et dans [19] les auteurs ont prouvé, en utilisant la « power series expan-
sion », méthode introduite dans [32], que le terme non linéaire donne la controlabilité
exacte locale autour de 'origine & condition que le temps soit suffisamment grand.
Ceci, contrairement & [57], est prouvé pour des longueurs critiques avec des conditions
de Dirichlet au bord et un controle de type Neumann.

1.2.3 Systémes non linéaires a linéarisé contrdlable
Théorémes

La plupart des systémes que nous verrons sont des systémes non linéaires. La
controlabilité des sytémes de dimension finie reste toutefois fondamentale pour sa-
voir si un systéme non linéaire est controlable. En effet, on s’intéresse d’abord a
la controélabilité du linéarisé et, si ce dernier est controlable, on peut en déduire la
controlabilité locale du systéme non linéaire. Commencons par définir cette derniére
et rappeler quelques résultats sur la controlabilité des systémes en dimension finie.
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Soit (Ye,ue) : [0,7] — R"™ x R™ un équilibre, c’est-a-dire un point vérifiant
f(Ye,ue) = 0. Pratiquement, cela signifie que si on part de y. et que l'on utilise
le controéle u., on reste en ..

On définit alors la controlabilité locale exacte en temps petit comme ceci :

Définition 1.2.4. Le systeme § = f(y,u) est localement contrdlable en temps petit
autour de Uéquilibre (y.,u.) si, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que, pour tous 1°
et y' vérifiant |y° — .| < n et |yt — ye| < n, il existe une trajectoire (y,u) : [0, €]
R"™ x R™ telle que

y(0) =", yle) =y,

Vi € [0,T], ly(t) — ye(t)] <, (1.2.10)

|
u(t) — ue(t)| < e, VE € [0,€].

Autrement dit, on dira que le systéme ¢ = f(y,u) est localement controlable en
temps petit autour de I’équilibre (ye,u.) si pour toute boule de rayon €, en bleu sur
le dessin [1.16] il existe une boule de rayon 7, en vert sur le dessin [1.16] tels que si on
prend deux états dans la boule verte, il existe un controle tel que la trajectoire associée
(en rouge sur le dessin) méne le systéme de I'un des états a 'autre sur Uintervalle de
temps [0, €] en restant toujours dans la boule bleue, ¢’est-a-dire a une distance de w,
inférieure ou égale a € et satisfaisant |u(t) — u.| <€, Vt € [0;€].

FIGURE 1.16 — Schéma illustrant la controlabilité locale en temps petit.
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Définition 1.2.5. Soit un systéme non linéaire y = f(y,u), o y € R" désigne
de nouwveau [état et u € R™ le controle, et soit un équilibre (ye,u.) (on a donc
f(Ye,ue) = 0). On appelle linéarisé du systéme de controle a I'équilibre (ye,u.) le
systeme de contréle linéaire 3 = Ay + Bu avec

_of _of
A= ay(ye,ue) et B = (e te)- (1.2.11)

Le théoréme des fonctions implicites permet alors de montrer que :

Théoréme 1.2.7. Si le systeme linéarisé y = Ay + Bu est contrélable au point
d’équilibre (ye, ue), alors le systéme non linéaire y = f(y, u) est localement controlable
en temps petit autour du point d’équilibre (ye, ue).

Un exemple : le pendule inversé sur un chariot

Présentation C’est un exemple trés classique de théorie du contréle. Le principe
est le méme que le manche & balai sur le doigt, sauf qu’on remplace le doigt par un
chariot mobile et le balai par un pendule inversé.

4
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FI1GURE 1.17 — Pendule inversé sur un chariot.

Ici, m désigne la masse au bout du pendule inversé de longueur [, 6 est 'angle
qu’il fait avec la verticale, C' est le point autour duquel pivote le pendule, M désigne
la masse du chariot et £ sa position. La tige de longueur [ est supposée sans masse.
Le controle correspond & la force F' qu’on applique au chariot.

Mise en équation On pose :
=6 yp =0, y3 ;=& ys =0 et u:=F. (1.2.12)

On peut alors montrer que ce systéme est régi par 'équation ¢y = f(y,u) ot on a
noté y = (y1,%2,y3,ya)" et ot f est définie par :

Y3
Ya
o mly3 sin(yz) — mgsin(ys2) cos(ys) u
fi= - — (1.2.13)
M + msin®(y2) M + msin®(ys)
—mly; sin(ys) cos(yz) + (M +m)gsin(ya)  ucos(ya)
M + msin? (i)l M + msin® (i)l

Exemple de point d’équilibre Ici, il est clair que I'origine, c’est-a-dire (y., u.) =
(0,0), est un point d’équilibre.

Le linéarisé autour du point d’équilibre est-il contrélable? Le systéme de
controle linéarisé autour de I'origine (0,0) € R* xR a alors pour équation ¢ = Ay-+Bu
ou A et B sont définies par :

0 0 10
0 0 0 1 , 8
A — _mg B=—— 1.2.14
O(M]W) 0 0], AR ( )
+m)g -1
O—fﬁf—oo

On peut alors vérifier facilement que ce systéme linéarisé vérifie la condition de
Kalman (1.2.3]) et est ainsi controlable. Par le théoréme le pendule inversé est
donc localement controlable en temps petit en (0,0) € R* x R.

1.2.4 Systémes non linéaires i linéarisé non contrdlable
Les crochets de Lie

Si le linéarisé n’est pas controlable, tout n’est pas perdu. En effet, la controlabilité
du systéme peut parfois venir de sa non-linéarité. En dimension finie, la principale
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stratégie est d’utiliser les crochets de Lie.

Définition 1.2.6. Soit Q un ouvert non vide de R, et soient X := (X', X? ..., X") €
CHOR™) et Y = (YL Y2 ..)Y") € CYQ,R") deuz champs de vecteurs dérivables.
On définit alors le crochet de Lie [X,Y] = ([X, Y] [X,Y]?, ..., [ X, Y]")" par

(X, Y](z) =Y ()X (z) — X'(2)Y (x), Vx € Q. (1.2.15)
Les composantes de [X,Y]|(x) sont donc définies par :

(X, Y] (2) = g:Xk(x)ng:(x) — Yk(a:)gi(:(x), Vi e {1,2,..,n}, Vo € Q. (1.2.16)

Afin d’expliquer en quoi ces crochets de Lie sont intéressants, considérons le sys-
téme de contrdle, pour © ouvert de R", f; € C*(Q) et fo € C*(Q) :

fly,u) = wi fi(y) + uafa(y). (1.2.17)

Commencons a partir d’un état a € €. Soit > 0 un réel. Si on veut bouger dans la
direction fi(a), il suffit de prendre (uq,u2) = (n,0). Si on veut bouger dans la direction
—fi(a), il suffit de prendre (uy,us) = (—n,0). De méme, si on veut bouger dans la
direction fy(a), il suffit de prendre (u1,u2) = (0,7), et on prendra (ui,us) = (0, —n)
pour aller dans la direction — f5(a). Expliquons maintenant comment aller dans la
direction [f1, fo](a).

On part de z(0) = a et on prend € > 0 un réel petit. Soient 7 et 7y deux réels
non nuls. On définit alors (uy, ug) par :

(u1(t), ua(t)) = (m,0) pour ¢ € (0,¢),
(u1(t), uz(t)) = (0,m2) pour t € (e, 2¢), (12.18)
(u1(t),us(t)) = (—m,0) pour t € (2¢, 3e),
(u1(t),ua(t)) = (0, —n2) pour t € (3¢, 4e),
et on peut alors montrer que, quand € — 0,
y(4e) = a + mmee?[f1, fo](a) + o(€?). (1.2.19)

On a donc bougé dans les directions +/ — [f1, f2](a), comme l'indique la figure
suivante :
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(w1 (£), ug(t)) = (-m1,0)

y(3e) y(2e)

(w1 (t), u2()) = (0,—m2) (1 (1), w2(#)) = (0,7%2)

y(de) = o + mme[f1, fal(a)

v(0)

f - (wr(E), u2(t)) = (11,0)

FIGURE 1.18 — Schéma représentant la trajectoire suivie pour aller dans le sens
Lf1, fo](a).

Définissons maintenant 'algébre de Lie :

Définition 1.2.7. Soit Q un ouvert non vide de R" et soit F un ensemble de champs
de vecteurs de classes C™ sur Q. On note Lie(F) et on appelle l'algébre de Lie générée
par F le plus petit sous-espace vectoriel E de C*°(Q; R™) vérifiant les deux conditions
sutvantes :

FCE (1.2.20)

et
(XeFEetY €eE)= ([X,Y]€E). (1.2.21)

On a alors le théoréme suivant, di a P.Rashevski en 1938 dans [56] et a W.-L.
Chow en 1939 dans [21] :

Théoréme 1.2.8. Soit Q) un ouvert non vide de R" et soit y. € Q. Supposons qu’il
existe des fonctions f1, fo, ..., fm : 2 — R" telles que

fly,u) = iuifi(y)7 Y(y,u) € Q x R™. (1.2.22)

Supposons également que

{h(ye) ; h € Lie{f1, fo, .., fm}} = R". (1.2.23)
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Alors le systéeme de controle y = f(y,u) est localement controlable en temps petit a
léquilibre (y.,0) € R™ x R™.

Un exemple : la poussette

Présentation Un autre systéme intéressant a étudier est I’exemple de la poussette.

112

>

o

ol

1

FIGURE 1.19 — Schéma illustrant les variables en jeu dans la dynamique de la pous-

sette.

Mise en équation La dynamique de la poussette est régie par ’équation
Y1 = uy cos(ys), Yo = ursin(ys), ys = us. (1.2.24)

Ici, il s’agit d'un systéme de controle ot état est y = (y', 9%, 3°)" € R? est de
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dimension 3 et le controle est u = (u', u?)"" € R* est de dimension 2. On a donc n = 3
et m = 2.

Exemple de point d’équilibre I origine, c’est-a-dire (y., u.) = (0,0) € R® x R?,
est clairement un point d’équilibre. L’ensemble des points d’équilibre est ici :

{(ve,0) € R® x R?}. (1.2.25)

Le linéarisé autour de l'origine est-il contrdlable ? Si on linéarise ce systéme
de contréle autour de l'origine, on obtient :

Y1 =u1, Y2 =0, Y3 = uy, (1.2.26)

qui n’est clairement pas controlable puisqu’on ne peut pas agir sur ys. Le linéarisé ne
donne donc aucune information sur la controlabilité locale en temps petit autour de
I'origine (0,0) € R* x R? de la poussette.

Mettons ce systéme sous la forme 5 = wuy f1(y) + ua f2(y), avec
fl(y) = (COS(y?)), Sin<y3)a O)tra f2<y) = (Oa 07 1)”' (1227)
On peut alors calculer [f1, fo]

[f1, f2](y) = (sin(y3), — cos(y3), 0)"". (1.2.28)

Puisque les vecteurs f1(0), f2(0) et [f1, f2](0) engendrent R?, la poussette, grace au
théoréme [1.2.8] est localement controlable en temps petit autour de l'origine (0,0) €
R3 x R%. La controlabilité vient donc ici de la non-linéarité du systéme.

La méthode du retour

La méthode du retour fut introduite par Jean-Michel CORON en 1992 dans [25].
On suppose que f(0,0) = 0 et on s’intéresse a la controlabilité locale en temps petit
de § = f(y,u) autour de (0,0) € R" x R™. Rappelons le théoréme classique suivant :

Théoréme 1.2.9. Soit (y,u) : [Ty, T — O une trajectoire du systéme de controle
g = f(y,u). Supposons que le systéme de contrile linéarisé autour de la trajectoire
(g, ) est controlable. Alors le systeme de controle non linéaire y = f(y,u) est locale-
ment contrélable autour de la trajectoire (y,u), c¢’est-a-dire, pour tout 6 > 0, il existe
v > 0 tel que pour tous y° et y* € R™ vérifiant |y° — y(0)| < v et [y —y(T)| < v, il
existe u : [Ty, T1] — R™ mesurable tel que |u(t) —u| < § pour tout t € [Ty, T1] et tel
que, sty = f(y,u(t)) et y(To) =y°, alors y(Ty) = y'.
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En appliquant ce théoréme, on en déduit le théoréme suivant, qui est la base de
la méthode du retour :

Théoréme 1.2.10. Supposons qu’il existe, pour tout réel strictement positif T et
tout € strictement positif, une fonction bornée mesurable w : [0,T] — R™ vérifiant
[@|| o) < € telle que, si on appelle § la solution (mazimale) de y = (y,u(t)),
7(0) = 0, alors

y(T) =0, (1.2.29)

le systéeme de controle linéarisé autour de (g, ) est controlable sur [0,T]. (1.2.30)

Alors le systeme y = f(y,u) est localement contrélable en temps petit autour de
(0,0) € R" x R™.

On en déduit en effet 1existence de n > 0 tel que, pour tous y° € R™ et y' € R
vérifiant

WOl <, ly'] <, (1.2.31)
il existe u € L>(]0, T[; R™) tel que
lu(t) —u(t)] <e Yt €[0,T], (1.2.32)
et tel que, siy: [0,7] — R™ est la solution du probléme de Cauchy
g = fly.u(t), y(0) =", (1.2.33)

alors

y(T) = y*. (1.2.34)

C’est ce qui est représenté sur la figure suivante :
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FIGURE 1.20 — Schéma représentant la méthode du retour.

Comme T est choisi arbitrairement petit, on a ainsi montré la contrélabilité locale
en temps petit de y = f(y,u) autour de (0,0) € R" x R™.

Retour sur la poussette

Rappellons que l'on a déja prouvé la controlabilité locale en temps petit de ce
systéme en utilisant les crochets de Lie. Essayons maintenant de voir ce que donne