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Résumé

Dans cette thèse, nous étudions trois catégories de problèmes : les d-extensibles, les

d-bloqueurs et les d-transversaux.

Les d-extensibles de stables optimaux sont des ensembles de sommets d’un graphe G

tels que tout stable de cardinal d du sous-graphe induit par un d-extensible peut être étendu

à un stable optimal de G à l’aide de sommets qui n’appartiennent pas au d-extensible.

Nous étudions les d-extensibles de cardinal maximal de stables dans les graphes bipartis.

Nous démontrons quelques propriétés structurelles puis nous déterminons une borne infé-

rieure du cardinal maximal d’un d-extensible. Nous étudions quelques classes de graphes

dans lesquelles déterminer un d-extensible optimal de stables est un problème polynomial.

Nous nous intéressons ensuite aux d-extensibles de stables dans les arbres. Nous prou-

vons plusieurs propriétés structurelles, déterminons une autre borne inférieure du cardinal

maximal d’un d-extensible et étudions quelques classes d’arbres dans lesquelles déterminer

un d-extensible optimal de stables est un problème polynomial.

Les d-bloqueurs de stables sont des ensembles de sommets d’un graphe G tels que, si on

retire les sommets d’un d-bloqueur, le cardinal maximal d’un stable du graphe induit par

les sommets restants est inférieur d’au moins d au cardinal maximal d’un stable du graphe

initial. Nous nous intéressons ici aux d-bloqueurs de coût minimal de stables dans les

arbres. Après avoir prouvé une caractérisation des d-bloqueurs de stables dans les arbres,

nous démontrons que déterminer un d-bloqueur de coût minimal de stable est un problème

polynomial dans une classe d’arbres particulière.

Soit Π un problème d’optimisation sur un ensemble d’éléments fini. Un d-transversal

de Π est un ensembles d’éléments tel que l’intersection entre le d-transversal et toute
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solution optimale au problème Π est de cardinal supérieur égal à d. Nous proposons ici

une approche de génération de contraintes pour déterminer des d-transversaux de cardinal

maximal de problèmes modélisés par des programmes mathématiques en variables binaires.

Nous étudions deux variantes de cette approche que nous testons sur des instances de

graphes générés aléatoirement pour déterminer des d-transversaux de stables optimaux et

des d-transversaux de couplages optimaux

Mots clés : d-extensibles, d-bloqueurs, d-transversaux, graphe, biparti, stable maximum
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Abstract

In this thesis, we study three types of problems : the d-extensibles sets, the d-blockers

and the d-transversals.

In a graph G, a d-extensible set of maximum independent sets is a subset of vertices of

G such that every stable set of cardinality d in the subgraph restricted to the d-extensible

set can be extented to a maximum stable set of G using only vertices that do not belong

to the d-extensible set. We study d-extensible sets of mxaimum cardinality of stable sets

in bipartite graphs. We show some structural properties and we determine a lower bound

of the maximum cardinality of a d-extensible set. We consider some classes of graph where

finding an optimum d-extensible set can be done in polynomial time. Then, we study the

d-extensibles sets of stable sets in trees. We prove some properties on the structures of

the d-extensibles sets and we determine another lower bound of the maximum cardinality

of a d-extensible set. Finaly, we study somme classes of tree where a d-extensible sets of

maximum cardinality can be done in polynomial time.

In a graph G, a d-blocker is a subset of vertices such that, if removed, a maximum

stable set of the resulting subgraph is of cardinality at most the cardinality of a maximum

stable set of G minus d. We study d-blocker of minimal cost of stable sets in tree.We

prove a caracterisation of d-blockers in tree and we study a particular classe of trees where

computing a d-blocker of minimal cost of stable sets can be done in polynomial time.

Let Π be an optimisation problem on a finite set of elements. A d-transversal of Π is a

subset of elements such that the intersection between the d-transversal and every optimal

solution of Π contains at lest d elements. We propose an approach to compute d-transversal

of any optimisation problem modelised by mathematical program with binary variables.
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We use a contraints generation approach. We compare two variations of this approach on

randomly generated graph by computing d-transversals of stables sets and d-transversals

of matching.

Keywords : d-extensibles, d-blockers, d-transversal, graph, bipartite, maximum stable

set
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Introduction

Pour faire fonctionner un système de façon optimale, on peut être amené à résoudre un

problème d’optimisation combinatoire. Une fois le mode de fonctionnement choisi, on peut

se demander si certains éléments du système sont vulnérables aux pannes. Deux questions

peuvent alors se poser.

La première question est : comment protéger le système le plus efficacement possible ?

On suppose que les éléments du système sont faillibles et qu’un comportement optimal

du système ne peut durer indéfiniment. Il est donc nécessaire d’effectuer une maintenance

sur les éléments ou de les protéger contre de potentielles attaques pour s’assurer que le

système puisse fonctionner correctement.

La deuxième question est liée à la première, mais considère le point de vue inverse :

comment attaquer le système le plus efficacement possible ? En identifiant des éléments

vulnérables, un attaquant peut utiliser ses ressources pour faire le plus de dégâts possibles ;

un défenseur peut déterminer quels éléments ont le plus besoin de protection. Par exemple,

si un fonctionnement optimal du système correspond à résoudre un problème de plus court

chemin sur un ensemble de routes, un attaquant peut choisir quelles routes couper et un

défenseur quelles routes protéger.

Ainsi, utiliser un système nécessite de savoir comment prévenir les pannes et identifier

des éléments vulnérables. Il s’agit de résoudre des problèmes d’attaques et de défenses sur

le système

Dans cette thèse, nous supposons qu’un système est modélisé par un graphe et que son

fonctionnement optimal correspond à un paramètre de ce graphe.

Dans cette thèse, nous supposons qu’un système est modélisé par un graphe, et qu’un
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fonctionnement optimal correspond à une solution optimale d’un problème d’optimisation

sur ce graphe. Par exemple, si les éléments du système correspondent aux sommets du

graphe, les éléments en fonctionnement peuvent devoir former un stable. Un fonctionne-

ment optimal du système correspondra donc à un stable optimal du graphe. Nous nous

intéressons à trois catégories de problèmes : les d-extensibles, les d-bloqueurs et les d-

transversaux. Ces trois problèmes considèrent une situation d’attaque et de défense d’un

système selon des perspectives différentes.

La recherche de d-extensibles, se place du point de vue d’un défenseur. On considère

pour ces problèmes que les éléments du système peuvent subir des pannes, qui peuvent

être dues à l’usure ou à un sabotage. Le défenseur peut empêcher ces dysfonctionnements,

par exemple avec une maintenance des éléments du système. Mais cette protection a un

coût, le défenseur souhaite donc protéger un minimum d’éléments du système de façon à

tolérer un certain seuil de défaillances des éléments qui ne sont pas protégés.

La recherche de d-bloqueurs, se place dans une perspective d’attaque. Il s’agit cette

fois d’identifier et attaquer des éléments vulnérables d’un système de façon à en diminuer

l’efficacité . On souhaite déterminer quels éléments du système il faut retirer pour garantir

que le fonctionnement optimal du reste du système soit inférieur à un seuil fixé par rapport

au fonctionnement optimal du système intact. Cela peut être utile pour un attaquant, ou

un défenseur, qui souhaite déterminer les failles d’un système.

La recherche des d-transversaux, considère à nouveau le point de vue d’un attaquant.

Contrairement au cas précédent, on suppose cette fois que le défenseur ne sait pas que

certains éléments sont défaillants. Ainsi, il utilisera un fonctionnement optimal du système

complet. Le but de l’attaquant est d’intercepter toutes les stratégies possibles du défenseur.

Il doit donc choisir quels éléments attaquer en s’assurant que tout fonctionnement du

système choisi par le défenseur sera dégradé.

Cette thèse est structurée de la façon suivante.

Le premier chapitre expose des notions de théorie des graphes, une caractérisation des

stables dans les graphes bipartis, les définitions des problèmes étudiés et des généralités

sur la programmation mathématique biniveau.
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Le deuxième chapitre porte sur la programmation mathématique biniveau. Après avoir

exposé les définitions générales de la programmation mathématique biniveau et les ap-

proches de résolution usuelles, nous nous intéressons à une classe de programmes mathé-

matiques biniveaux en nombre entiers pour lesquels nous tentons d’étendre une méthode

de résolution de la littérature.

Le troisième chapitre est consacré aux d-extensibles de cardinal maximal de stables

optimaux dans les graphes bipartis. Nous donnons leur définition et quelques propriétés

structurelles. Nous déterminons une borne inférieure de leur cardinalité maximale.Nous

nous intéressons ensuite aux d-extensibles de stables lorsque le graphe est un arbre. Nous

montrons que déterminer un d-extensible de cardinal maximal est un problème de com-

plexité polynomiale dans certaines classes d’arbres.

Le quatrième chapitre porte sur les d-bloqueurs de coût minimal de stables optimaux

lorsque le graphe est un arbre. Après avoir donné une caractérisation, nous montrons

que déterminer un d-bloqueur de coût minimal de stables optimaux est un problème de

complexité polynomiale pour une classe d’arbres particulière.

Dans le cinquième et dernier chapitre nous nous intéressons aux d-transversaux de pro-

blèmes modélisés par des programmes mathématiques en variables binaires. Après avoir

détaillé quelques cas particuliers de d-transversaux pondérés de stables de cardinal maxi-

mal dans les graphes bipartis, nous proposons une approche de résolution par génération

de contraintes pour déterminer des d-transversaux optimaux de problèmes d’optimisation

en variables binaires. Nous étudions deux variantes de cette approche que nous comparons

en les testant sur des graphes générés aléatoirement en déterminant des d-transversaux

optimaux de stables optimaux et des d-transversaux optimaux de couplages optimaux.

Enfin, nous proposons quelques perspectives dans la conclusion.
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Chapitre 1

Définitions et Généralités

Dans ce chapitre nous définissons les notions qui serviront dans les chapitres suivants.

La première section introduit des notions classiques de théorie des graphes. La deuxième

section donne une caractérisation des ensembles stables dans les graphes bipartis. Les trois

sections suivantes donnent les définitions spécifiques aux chapitres 3, 4 et 5. Ces définitions

seront rappelées dans leurs chapitres respectifs.

1.1 Notions générales de théorie des graphes

Cette section présente des notions classiques de théorie des graphes. Les notations

proviennent de [42] (Picouleau, Faure, Lemaire) et de [71] (Schrijver).

Un graphe non orienté G est défini par un ensemble de sommets V et un ensemble

d’arêtes E qui est un ensemble de paires non ordonnées d’éléments distincts de V . On

notera G “ pV,Eq. Les arêtes tu, vu où u P V et v P V pourront être notés uv ou vu. Si

uv P E alors les sommets u et v sont dits adjacents ou voisins. Pour tout sommet u P V on

note Γpuq l’ensemble de ses voisins et on note δGpuq le nombre de ses voisins qu’on nomme

le degré du sommet. Pour tout sous-ensemble V̂ Ă V on note ΓpV̂ q l’ensemble des voisins

des sommets de V̂ qui n’appartiennent pas à V̂ .

Une chaîne entre deux sommets u et v d’un graphe est un ensemble de sommets suc-

cessifs et distincts v0v1..vk tel que v0 “ u, vk “ v et @i P rr1, kss, vi´1vi P E. La longueur

d’une chaîne est le nombre d’arêtes de la chaîne. Un graphe est dit connexe s’il existe une

chaîne entre tout couple de sommets. Un cycle est une chaîne dont le premier élément est
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aussi le dernier donc si vk “ v0.

Un graphe Ĝ “ pV̂ , Êq est appelé un sous-graphe de G “ pV,Eq induit par V̂ si V̂ Ď V

et Ê “ tuv P E, u P V̂ , v P V̂ u. On note GrV̂ s le sous-graphe de G induit par V̂ .

Un graphe Ĝ “ pV, Êq est appelé un graphe partiel de G “ pV,Eq si Ê Ĺ E.

Un ensemble stable S Ă V de G, aussi appelé stable ou ensemble indépendant, est un

ensemble de sommets qui pris deux à deux sont non adjacents. On note αpGq le cardinal

maximal d’un stable de G.

Considérons le problème STABLE suivant :

— Instance : Un graphe G “ pV,Eq, un entier positif k ď |V |

— Question : Est-ce que G contient un stable S de taille k ou plus ?

Le problème STABLE est NP-complet [46].

On définit une partition de l’ensemble des sommets de G :

— Les sommets forcés sont les sommets qui appartiennent à tous les stables de cardinal

maximal de G. L’ensemble des sommets forcés est noté ΞpGq. Le nombre de sommets

forcés est noté ξpGq “ |ΞpGq|.

— Les sommets exclus sont les sommets qui n’appartiennent à aucun stable de cardinal

maximal de G. L’ensemble des sommets exclus est noté ΨpGq. Le nombre de sommets

exclus est noté ψpGq “ |ΨpGq|.

— Les sommets libres sont les sommets qui ne sont ni forcés ni exclus. L’ensemble des

sommets libres est noté ΦpGq. Le nombre de sommets libres est noté φpGq “ |ΦpGq|.

L’ensemble des sommets forcés est parfois noté core(G) et l’union des sommets forcés

et des sommets libres est noté corona(G) [20].

Un couplage C Ă E deG est un ensemble d’arêtes qui n’ont aucune extrémité commune.

On note µpGq le cardinal maximal d’un couplage de G. Pour tout couplage M , on note

V pMq l’ensemble des sommets du graphe incidents à une arête de M .

Considérons le problème COUPLAGE suivant :

— Instance : Un graphe G “ pV,Eq, un entier positif k ď |V |
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— Question : Est-ce que G contient un couplage M de taille k ou plus ?

Le problème COUPLAGE est polynomial [40].

On définit une partition de l’ensemble des arêtes de G :

— Les arêtes forcées sont les arêtes qui appartiennent à tous les couplages de cardinal

maximal de G. L’ensemble des arêtes forcées est noté Ξ1pGq. Le nombre d’arêtes

forcées est noté ξ1pGq “ |Ξ1pGq|.

— Les arêtes exclues sont les arêtes qui n’appartiennent à aucun couplage de cardinal

maximal de G. L’ensemble des arêtes exclues est noté Ψ1pGq. Le nombre d’arêtes

exclues est noté ψ1pGq “ |Ψ1pGq|.

— Les arêtes libres sont les arêtes qui ne sont ni forcées ni exclues. L’ensemble des arêtes

libres est noté Φ1pGq. Le nombre d’arêtes libres est noté φ1pGq “ |Φ1pGq|.

Un graphe est dit biparti si V peut être séparé en deux ensemble disjoints B et R tels

que chacun de ces ensembles forme un stable. Autrement dit, chaque arête de E a pour

extrémités un sommet de B et un sommet de R. On peut aussi définir les graphes bipartis

comme des graphes sans cycle de longueur impaire. On note G “ pB,R,Eq un graphe

biparti.

Un arbre est un graphe connexe et sans cycles. Notons qu’un arbre est un graphe

biparti.

Le graphe complémentaire d’un graphe G “ pV,Eq est le graphe G “ pV, Êq tel que

Ê “ tij, ij R Eu.

Un graphe G “ pV,Eq est dit orienté si les éléments de E sont des couples ordonnés

de sommets. On nomme alors arcs les éléments de E. Étant donnés deux sommets u P V

et v P V , on note pu, vq l’arc d’origine u et d’extrémité v.

Un chemin entre deux sommets u et v d’un graphe orienté est un ensemble de sommets

successifs v0v1..vk tel que v0 “ u, vk “ v et @i P rr1, kss, vi´1vi P E. La longueur d’un

chemin est le nombre d’arcs du chemin. Un circuit est un chemin dont le premier élément

est aussi le dernier donc si vk “ v0.

Une arborescence est obtenue en orientant un arbre de façon à ce qu’il existe un sommet
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r tel que pour tout sommet x P V du graphe, il existe un chemin de r à x. Le sommet r

est appelé la racine de l’arborescence.

1.2 Une caractérisation des stables dans les graphes bipartis

Nous présentons ici une caractérisation des stables de cardinal maximal issue de [17]

qui sera utilisée dans les sections suivantes.

Soit w : V Ñ N une fonction de poids des sommets d’un graphe G “ pV,Eq. Soit

V̂ Ă V un sous-ensemble de sommets. On note wpV̂ q la somme des poids des éléments de

V̂ . On considère le problème STABLEW de recherche de stables de poids maximal :

— Instance : Un graphe G “ pV,Eq, une fonction de poids w : V Ñ N, un entier positif

k ď wpV q

— Question : Est-ce que G contient un stable S tel que wpSq ě k ?

Remarquons que le problème STABLE correspond au problème STABLEW dans le cas

où @x P V , wpxq “ 1. On note αwpGq le poids maximal d’un stable de G.

Propriété 1.2.1. [17] Soit un graphe biparti G “ pB,R,Eq. Tous les sommets de G sont

libres si et seulement si αwpGq “ wpBq “ wpRq.

Corollaire 1.2.1. [17] Si @x P V , wpxq “ 1 alors les sommets de G sont libres si et

seulement si µpGq “ αpGq “ φpGq
2

“ |BYR|
2

. Donc G admet un couplage parfait.

Propriété 1.2.2. [17] Soit un graphe biparti G “ pB,R,Eq dont tous les sommets sont

libres. Il existe une partition maximale tV1, ..., VKu des sommets de G telle que wpBXViq “

wpR X Viq et pour tout stable de poids maximal S˚ de G, soit S˚ X Vi “ R X Vi, soit

S˚ X Vi “ B X Vi.

On note Ci “ GrVis le sous-graphe de G induit par l’ensemble Vi. Le sous-graphe Ci

est appelé une composante de G.

Propriété 1.2.3. [17] Une composante Ci de G admet exactement deux stables de poids

maximal : Vi XB et Vi XR.
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Construisons le graphe orienté Gc “ pVc, Acq de la façon suivante : chaque sommet de

Vc porte le nom d’une composante de G : Vc=tCi @i “ 1..Ku et Ac “ tpCi, Cjq @i ‰ j il

existe xy P E avec x P Vi XB et y P Vj XR u. Ce graphe est appelé graphe des composantes

de G.

Propriété 1.2.4. [17] Gc est un graphe sans circuits.

Pour tout sommet x de G on note Cpxq la composante qui contient le sommet x. Soient

deux composantes Cpxq et Cpyq de Gc. On note Cpxq Ñ Cpyq le fait qu’il existe un chemin

de Cpxq à Cpyq dans Gc, le chemin pouvant être de longueur nulle si Cpxq “ Cpyq. On

note V pCiq l’ensemble des sommets contenus dans la composante Ci.

Propriété 1.2.5. [17] Soient S˚ un stable de cardinal maximal de G et x et y deux

sommets de S˚ tels que Cpxq Ñ Cpyq. Si x P B alors y P B. Si y P R alors x P R.

Corollaire 1.2.2. [17] Soient deux composantes Cpxq et Cpyq de G. Si Cpxq Ñ Cpyq

alors tout stable optimal S˚ tel que S˚ X V pCpxqq Ĺ B vérifie S˚ X V pCpyqq Ĺ B.

Corollaire 1.2.3. [17] Soient S˚ un stable de cardinal maximal de G et x et y deux

sommets de G tels que Cpxq Ñ Cpyq. Si x P B X S˚ et y P R, alors y R S˚ et si x P R et

y P B alors S˚ X tx, yu ‰ H.

Dans la suite de cette section, on considérera le cas où les poids des sommets de G

sont unitaires. Dans ce cas, la partition des sommets de G correspond aux composantes

connexes du graphe partiel G “ pV,E ´ Ψ1pGqq. On peut définir l’ensemble des arcs du

graphe des composantes ainsi : Ac “ tpCi, Cjq @i ‰ j , Dxy P Ψ1pGq, x P V pCiq X B,

y P V pCjq XRu. On a aussi la propriété suivante :

Propriété 1.2.6. [17] Soit g “ pB,R,Eq un graphe biparti dont tous les sommets sont

libres. Toute composante de G admet un couplage parfait.

Exemple 1.2.1. Appliquons la caractérisation sur le graphe biparti G “ pB,R,Eq de la

Figure 1.1. Les sommets de B sont les losanges et les sommets de R sont les cercles.

Tout d’abord, on commence par identifier et retirer les arêtes exclues. Elles sont en

pointillé dans la Figure 1.2. Après le retrait, on obtient la Figure 1.3. Les composantes

connexes du graphe de la Figure 1.3 correspondent aux composantes du graphe G.
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On construit ensuite le graphe des composantes de G. Comme indiqué sur la Figure

1.3, le graphe contient quatre composantes.Les sommets du graphe des composantes cor-

respondent aux composantes et sont indiqués dans la Figure 1.4.

Les arcs du graphe des composantes correspondent aux arêtes exclues de G. Il y a

ici trois arêtes exclues. L’arête ah correspond à un arc entre la composante Caf et la

composante Cch. L’arête bj correspond à un arc entre la composante Cbg et la composante

Cdeij. L’arête ci correspond à un arc entre la composante Cch et la composante Cdeij. Le

graphe des composantes est indiqué dans la Figure 1.5.

D’après la caractérisation, tout stable de cardinal maximal qui contient un sommet

de B doit contenir les sommets de B des composantes successeurs. Ainsi, si un stable

de cardinal maximal contient le sommet a, il doit aussi contenir les sommets de B des

composantes successeurs donc il doit contenir les sommets c, d et e.

Dans la suite du document, on utilisera les conventions suivantes pour les figures des

graphes bipartis. Les sommets de B seront des losanges, les sommets de R seront des

cercles. Si deux sommets sont reliés par une arête, c’est qu’ils sont dans la même com-

posante. Si deux sommets sont reliés par un arc, c’est qu’il existe un arc entre les deux

composantes dans le graphe des composantes. De cette façon, on peut représenter en une

figure un graphe et son graphe des composantes.

La Figure 1.6 applique cette représentation au graphe de l’exemple précédent et fait

apparaître les composantes dans des cercles. Ainsi, le graphe de l’exemple sera représenté

par le graphe de la Figure 1.7.

Le graphe des composantes est sans circuits, il peut donc être organisé en niveaux

tel que le premier niveau contient les composantes sans prédécesseurs dans le graphe

des composantes. On numérote les composantes par ordre croissant à partir du premier

niveau. Par exemple, dans la figure 1.5, les composantes CAF et CGB sont de niveau 1, la

composante CCH est de niveau 2 et la composante CDEIJ est de niveau 3.

Appliquons maintenant cette caractérisation dans les arbres.

Soit un arbre G “ pB,R,Eq.

Propriété 1.2.7. Le graphe Gc est un arbre orienté.
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j

Figure 1.1 – Un graphe biparti

a

b

c

d

e

f

g

h

i

j

Figure 1.2 – Graphe biparti où les
arêtes exclues sont en pointillés

a

b

c

d

e

f

g

h

i

j

Figure 1.3 – Graphe biparti sans
les arêtes exclues

Caf

Cbg

Cch Cdeij

Figure 1.4 – Sommets du graphe
des composantes

Caf

Cbg

Cch Cdeij

Figure 1.5 – Graphe des compo-
santes
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f a

g b

h c i d

j e

Figure 1.6 – Représentation du
graphe avec les composantes visibles

f a

g b

h c i d

j e

Figure 1.7 – Représentation du
graphe et de son graphe des com-
posantes

Propriété 1.2.8. Soit G “ pB,R,Eq un arbre dont tous les sommets sont libre. Les

composantes Ci de G sont telles que |V pCiq X B| “ 1, et |V pCiq X B| “ 1. De plus, si on

note u et v les sommets de Ci, alors uv P E.

Démonstration. G est un arbre dont tous les sommets sont libres. Il admet donc un unique

couplage parfait. Chaque composante n’est donc constituée que de deux sommets voisins

l’un de l’autre.

Propriété 1.2.9. Soit un arbre G “ pB,R,Eq tel que ΦpGq “ B Y R. Soit X “ tx P

V |δGpxq ą 2u. Gc est une arborescence (respectivement une anti-arborescence) si et seule-

ment si X XR “ H (respectivement X XB “ H).

Démonstration. Il existe un arc entre deux composantes dans Gc si et seulement si il

existe une arête dans G du sommet de B de la première composante au sommet de R de la

deuxième. Donc le degré d’un sommet de R est le nombre d’arcs incidents intérieurement

à la composante dans Gc auquel est additionné 1 pour l’arête entre les deux sommets de

la composante.

Si Gc est une arborescence alors il existe exactement un arc incident intérieurement à

chaque composante, sauf pour la composante racine. Donc les sommets de R sont de degré

1 ou 2 et X XR “ H.

Supposons que Gc ne soit pas une arborescence mais que XXR “ H. Comme Gc n’est
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pas une arborescence, il existe au moins deux composantes sans prédécesseurs donc, comme

Gc est connexe, il existe une composante avec au moins deux arcs incidents intérieurement.

Donc il existe un sommet de R de degré au moins 3. Contradiction.

La preuve est identique pour le cas où Gc est une anti-arborescence.

1.3 d-extensibles de stables

Cette section donne les définitions utilisées dans le chapitre 3. Elles sont rappelées dans

le chapitre.

Soit un graphe G “ pV,Eq. Soit U Ă V . Un stable S Ă U de G est dit extensible par

rapport à U si il existe pS Ă pV ´Uq tel que SY pS est un stable de cardinal maximal de G.

Soit un entier d tel que 1 ď d ă αpGq. Un ensemble F Ă V est un d-extensible de G si

tout stable S de GrF s de cardinal d est extensible par rapport à F .

On s’intéresse au problème EXTENSIBLE suivant :

— Instance : Un graphe G “ pV,Eq, un entier positif 1 ď d ď αpGq, un entier positif

k ď |V |

— Question : Est-ce que G contient un d-extensible F de taille k ou plus ?

1.4 d-bloqueurs

Cette section donne les définitions du chapitre 4.

Soit Π un problème d’optimisation combinatoire défini sur un ensemble finiM=(m1,m2

... mn). Soit P une propriété sur cet ensemble telle que X Ă M satisfait P si et seulement

si X est une solution admissible de Π. Étant donné L Ď M , on définit CL l’ensemble des

sous-ensembles de L qui satisfont P . Ainsi, l’ensemble des solutions admissibles de M ,

c’est à dire l’ensemble des sous-ensembles de M qui satisfont P , est noté CM . On suppose

que P est héréditaire, c’est-à-dire que si L Ď M satisfait P alors tout K Ď L satisfait P .

Á chaque élément m de M sont associées deux valeurs positives : un coût cpmq et un

poids wpmq. Le poids (respectivement le coût) d’un sous-ensemble de M est la somme des
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poids (respectivement des coûts) des éléments de ce sous-ensemble. On note νwpCM q le

poids maximum d’un élément de CM et δwpCM q le cardinal maximum d’un élément de

CM de poids maximum. Autrement dit, νwpCM q “ maxtwpCjq|Cj P CM u et δwpCM q “

maxt|Cj ||Cj P CM , wpCjq “ νwpCM qu.

Soit un entier 1 ď d ď νwpCM q. Un d-bloqueur de Π est un sous-ensemble B Ă M

tel que, si on retire les éléments de B de V , on obtient νwpCM´Bq ď νwpCM q ´ d. On

s’intéresse au problème BLOCK_Π(M , w, c, d) :

— Instance : Un ensemble fini M=(m1, m2...mn), une fonction de coût c sur M , une

fonction de poids w sur M , un entier d, un entier positif k ď |M |.

— Est-ce qu’il existe un d-bloqueur B Ď M tel que |B| ď k ?

1.5 d-transversaux

Cette section donne les définitions du chapitre 5.

On reprend les notations de la section précédentes et note νwpCM q le poids maximum

d’un élément de CM , c’est-à-dire que νwpCM q “ maxtwpCjq|Cj P CM u. On note également

δwpCM q le cardinal minimum d’un élément de CM de poids maximum, c’est-à-dire que

δwpCM q “ mint|Cj | |Cj P CM , wpCjq “ νwpCM qu.

Soit d ě 1 un entier.

— Pour d ď νwpCM q, on appelle d-transversal pondéré un sous-ensemble T Ď M tel

que pour tout C P CM tel que wpCq “ νwpCM q, on a wpC X T q ě d.

— Pour d ď δwpCM q, on appelle d-transversal un sous-ensemble T Ď M tel que pour

tout C P CM tel que wpCq “ νwpCM q, on a |C X T | ě d.

On considère les problèmes suivants :

— WTRANSΠpw, c, dq :

— Instance : Un ensemble fini M=(m1, m2, ..., mn), une fonction de coût c sur

M , une fonction de poids w sur M , un entier d, un entier positif k ď |M |.

— Question : Est-ce qu’il existe un d-transversal pondéré T Ď M du problème Π

tel que cpT q ď k ?
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— TRANSΠpw, c, dq :

— Instance : Un ensemble fini M=(m1, m2, ..., mn), une fonction de coût c sur

M , une fonction de poids w sur M , un entier d, un entier positif k ď |M |.

— Question : Est-ce qu’il existe un d-transversal T Ď M du problème Π tel que

cpT q ď k ?
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Chapitre 2

La programmation mathématique
biniveau en nombres entiers

Ce chapitre a pour but d’étudier une classe de programmes biniveaux en nombres

entiers. Tout d’abord, la première section propose un bref état de l’art en donnant les

définitions usuelles de la programmation biniveau et les approches de résolution de la

littérature. Puis, après avoir constaté qu’il n’existe pas à notre connaissance de méthodes

de résolution pour une classe de programmes biniveaux en nombres entiers, une deuxième

section tente d’étendre les méthodes existantes et expose les difficultés de résolution.

Nous tentons ici de résoudre efficacement des programmes mathématiques biniveaux

en nombres entiers pour, dans le chapitre 5 déterminer des d-transversaux en résolvant des

programmes biniveaux.

2.1 Généralités sur la programmation mathématique bini-
veau

Cette section introduit la programmation mathématique biniveau, tout d’abord, en

donnant les définitions générales puis en décrivant succinctement les différentes méthodes

de résolution de la littérature.

Un programme biniveau modélise un problème d’optimisation dans lequel deux per-

sonnes prennent chacune des décisions de manière hiérarchisée. Le premier preneur de

décision est appelé le meneur et le deuxième preneur de décision, qui réagit à la décision
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du meneur, est appelé le suiveur. Le choix du suiveur peut avoir un impact sur le meneur,

qui doit prendre en compte les choix possibles du suiveur.

Dans [23], la programmation biniveau est introduite par un problème de partage de

tarte. Deux protagonistes, Alice et Bob doivent partager une tarte. Alice est le meneur,

doit couper la tarte et sait que Bob choisira le plus gros des deux morceaux coupés. Alice

souhaite aussi manger le plus gros morceau possible. Bob est le suiveur, il choisit le plus

gros des deux morceaux et sa décision se répercute sur Alice, qui choisit le morceau restant.

Ainsi, pour manger le plus gros morceau de tarte possible, Alice doit couper la tarte en

deux parts égales. Ce problème peut être modélisé par le programme ci-après, présenté

dans [19] :$
’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’%

max
x1,x2

x1 ` x2 ´ y p2.1.1q

x1 ` x2 ď P p2.1.2q
x P R2 p2.1.3q$
’’’&
’’’%

min
y

y p2.1.4q

y ě x1 p2.1.5q
y ě x2 p2.1.6q
y P R p2.1.7q

Les variables x1 et x2 sont celles gérées par le meneur. Elles représentent la taille des

parts coupées par Alice. La contrainte p2.1.2q assure que la somme des tailles des parts ne

dépasse pas la taille P de la tarte. La fonction économique p2.1.1q maximise la taille de la

part qui n’est pas choisie par Bob. La variable y est gérée par le suiveur, donc par Bob.

Elle modélise la taille de la part de tarte que Bob choisira. Le programme pp2.1.4q´p2.1.7qq

assure que Bob choisira la plus grande des parts coupées.

Dans [15], les programmes biniveaux sont introduits à l’aide d’un problème de tari-

fication de péage. Étant donné un réseau, le meneur peut fixer les prix des péages d’un

sous-ensemble d’arêtes. Il souhaite maximiser le gain qu’il tire des péages qu’il contrôle.

Le suiveur représente les usagers du réseau qui eux, souhaitent voyager au moindre coût.

Une fois que le meneur a fixé les tarifs des arêtes qu’il contrôle, les usagers vont chercher le

chemin de moindre coût. Donc, si les prix des péages sont trop élevés, les usagers emprun-

teront au minimum les arêtes contrôlées par le meneur qui aura un gain plus réduit que s’il

avait fixé des tarifs moins importants. Ce problème peut être modélisé par le programme

suivant, dans lequel :
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— A est l’ensemble des routes utilisables.

— A Ď A est l’ensemble des routes sur lesquelles le meneur peut placer un péage.

— Θ est l’ensemble des couples origine-destination pr, sq des usagers.

— Pr,s est l’ensemble des chemins de r à s.

— ca désigne le coût d’utilisation de la route a. Cette donnée contient par exemple le

coût en essence.

— Les δa,p
rs sont des données qui valent 1 si le chemin p P Pr,s passe par la route a et 0

sinon.

— Les variables Ta représentent le tarif du péage sur la route a.

— Les variables xa désignent le flux qui circule sur la route a.

— Les variables f rs
p désignent le flux qui part de r, qui arrivent en s et qui passe par le

chemin p.

Dans ce programme, on considère A l’ensemble des routes utilisables et A l’ensemble

des routes sur lesquelles le meneur peut placer un péage. On note Θ l’ensemble des couples

origine-destination pr, sq. On note Pr,s l’ensemble des chemins de r à s. Les variables Ta

désignent le tarif du péage sur la route a. Les variables xa désignent le flux qui circule sur

la route a. Les variables f rs
p désignent le flux qui part de r, qui arrivent en s et qui passe

par le chemin p.$
’’’’’’’’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’’’’’’’’%

max
T

ÿ

aPA

Taxa p2.1.8q

Ta ď ua @a P A p2.1.9q
Ta ě la @a P A p2.1.10q$
’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’%

min
x,f

ÿ

aPA

Taxa `
ÿ

aPA

caxa p2.1.11q

ÿ

pPPrs

f rs
p “ drs @pr, sq P Θ p2.1.12q

xa “
ÿ

pr,sqPΘ

ÿ

pPPrs

δa,p
rs f

rs
p @a P A p2.1.13q

f rs
p ě 0 @p P Prs p2.1.14q

La fonction économique p2.1.8q maximise le profit du meneur. Les contraintes p2.1.9q et

p2.1.10q assurent que le tarif des péages est encadré par une borne inférieure et une borne

supérieure. La fonction économique p2.1.11q minimise le coût du suiveur, qui est constitué
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de la somme du coût de passer par chaque route a et le coût du péage éventuel des routes

a. Les contraintes p2.1.12q assurent que pour chaque couple pr, sq P Θ, le flux est bien égal

à la demande. Les contraintes p2.1.13q déterminent le flux sur chaque route.

2.1.1 Définitions générales

Le modèle général des programmes biniveaux est le suivant :

pPBq

$
’’’’’’’&
’’’’’’’%

max
x

F px, yq p2.1.1.1q

Hpxq ď 0 p2.1.1.2q
Gpx, yq ď 0 p2.1.1.3q$
’&
’%

max
y

fpx, yq p2.1.1.4q

hpyq ď 0 p2.1.1.5q
gpx, yq ď 0 p2.1.1.6q

Les variables x sont appelées variables de premier niveau et les variables y variables

de second niveau. De même, la fonction F est appelée fonction objectif de premier niveau

et la fonction f fonction objectif de second niveau.

On note Subpxq le problème suivant, qui correspond à la prise de décision du suiveur,

une fois que le meneur a fixé ses variables.

pSubpxqq

$
’&
’%

max
y

fpx, yq p2.1.1.4q

hpyq ď 0 p2.1.1.5q
gpx, yq ď 0 p2.1.1.6q

Le problème biniveau relâché associé à pPBq est :

pPBrq

$
’’’’’&
’’’’’%

max
x

F px, yq p2.1.1.1q

Hpxq ď 0 p2.1.1.2q
Gpx, yq ď 0 p2.1.1.3q
hpyq ď 0 p2.1.1.5q
gpx, yq ď 0 p2.1.1.6q

Dans pPBrq, la fonction économique p2.1.1.4q a été retirée. La valeur optimale de

pPBrq fournit ainsi une borne inférieure de la valeur optimale de pPBq.

Dans le programme pPBq, le nombre de variables de premier niveau est noté n1 et le

nombre de variables de deuxième niveau est noté n2. Considérons les ensembles suivants :

— Ω “ tpx, yq P Rn1

ˆRn2

: Hpxq ď 0, Gpx, yq ď 0, hpyq ď 0, gpx, yq ď 0u est l’ensemble

admissible relâché.

— Pour un vecteur x̂ fixé, Ωpx̂q “ ty P Rn2

: hpyq ď 0, gpx̂, yq ď 0u est l’ensemble
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admissible de second niveau

— Pour un vecteur x̂ fixé, Rpx̂q “ ty P Rn2

: y P argmaxtfpx̂, yq : y P Ωpx̂quu est

l’ensemble de réaction rationnelle. c’est-à-dire l’ensemble des y optimaux pour un x̂

donné.

— IR “ tpx, yq P Rn1

ˆ Rn2

: Hpxq ď 0, Gpx, yq ď 0, y P Rpxqu est l’ensemble des

solutions admissibles du programme biniveau.

Comme indiqué dans [73], il est possible que Ω ‰ H et que IR “ H. Considérons

l’exemple suivant :$
’’’’’’’’&
’’’’’’’’%

min
xě0

x´ 8y p2.1.1.7q

´5x` 2y ě ´33 p2.1.1.8q
x` 2y ě 9 p2.1.1.9q$
’&
’%

min
yě0

y p2.1.1.10q

´7x` 3y ď 5 p2.1.1.11q
x` y ď 15 p2.1.1.12q

Il est évident que Ω est non vide. En effet, p0, 0q P Ω. Mais pour tout x, la solution

optimale du sous-problème est y “ 0. Ainsi, pour respecter la contrainte p2.1.9q, il faut

que x ě 9 mais alors la contrainte p2.1.8q n’est plus respectée. Donc IR “ H.

Il existe plusieurs variations du modèle général pPBq présenté plus haut. Nous en

présentons ici quelques unes, qui sont reprises de [19].

Le modèle biniveau linaire (PBL) Un programme biniveau linéaire est un pro-

gramme biniveau dont les contraintes et les fonctions économiques sont linéaires. Dans

ce modèle x est le vecteur des variables de premier niveau et y le vecteur des variables

de second niveau. c1 P Qn1

, d1 P Qn2

, d2 P Qn2. En notant m1 le nombre de contraintes

de premier niveau et m2 le nombre de contraintes de deuxième niveau, A1 P Qm1ˆn1

,

B1 P Qm1ˆn2

, b1 P Qm1

, A2 P Qm2ˆn1

, B2 P Qm2ˆn2

, b2 P Qm2

.

pPBLq

$
’’’’’’’’&
’’’’’’’’%

max
x

c1t
x` d1t

y p2.1.1.1q

A1x`B1y ď b1 p2.1.1.2q
x P Rn1

p2.1.1.3q$
’&
’%

max
y

d2t
y p2.1.1.4q

A2x`B2y ď b2 p2.1.1.5q
y P Rn2

p2.1.1.6q
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La fonction économique de deuxième niveau p2.1.4q est parfois écrite c2t
x` d2t

y mais

lors de la résolution du problème de second niveau, x est un paramètre fixe dont constant.

Il peut donc être retiré.

Le modèle biniveau simplifié (PBS) Ce modèle ne possède pas de contraintes dites

de liaison [35], c’est-à-dire de contraintes de premier niveau avec des variables de deuxième

niveau.

pPBSq

$
’’’’’&
’’’’’%

max
x

F px, yq p2.1.1.1q

Hpxq ď 0 p2.1.1.2q$
’&
’%

max
y

fpx, yq p2.1.1.4q

hpyq ď 0 p2.1.1.5q
gpx, yq ď 0 p2.1.1.6q

Autres modèles Il existe d’autres variantes de modèles, comme les programmes bini-

veau avec des variables mixtes au premier niveau (PBMP), au second niveau (PBMD) ou

aux deux niveaux (PBM). Ils peuvent aussi avoir des variables entières au premier niveau

(PBNEP), au deuxième niveau (PBNED) ou aux deux niveaux (PBNE). L’ajout de "L"

après "PB" dans l’acronyme indiquera que le programme biniveau est linéaire et l’ajout du

suffixe "S" indiquera que le programme biniveau est simplifié et ne contient donc pas de

contraintes de liaison.

Complexité D’après [54], résoudre le problème biniveau linaire simplifié continu est

NP-difficile. De plus, trouver une approximation de pPBLSq est NP-difficile, c’est à dire

que pour tout α ą 0, trouver une solution α-approchée de pPBLSq est NP-difficile.

D’après [76] vérifier l’optimalité locale d’une solution d’un programme biniveau linéaire

est NP-difficile.

2.1.2 Conditions d’optimalité

Dans le cas où l’ensemble des solutions rationnelles n’est pas réduit à un singleton,

les solutions rationnelles y peuvent ne pas influencer de la même manière la fonction

économique de premier niveau F px, yq. Par exemple, dans le cas précédent de tarification

des péages, un usager peut avoir le choix entre deux chemins de même coût dont un seul
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passe par les arêtes contrôlées par le meneur. Ainsi, selon le trajet choisi, le meneur peut

ne pas recevoir de gain. Il est donc nécessaire de pouvoir choisir une solution rationnelle

dans le cas où plusieurs sont disponibles. On choisit généralement une des deux hypothèses

suivantes ([63], [15]) :

— Hypothèse optimiste : on suppose que le suiveur fera le choix qui profitera le plus

au meneur. Dans notre exemple, l’usager prendra le chemin qui empruntera le plus

d’arêtes contrôlées par le meneur. Cela correspond à trouver une solution optimale

de max
xPΩpyq,yPRpxq

F px, yq.

— Hypothèse pessimiste : on suppose que le suiveur fera le choix qui profitera le moins

au meneur. Dans notre exemple, l’usager prendra le chemin qui empruntera le moins

d’arêtes contrôlées par le meneur. Cela correspond à une solution optimale du pro-

blème max
xPΩpyq

min
yPRpxq

F px, yq.

Si ces deux hypothèses sont les plus courantes, il existe un troisième choix dans lequel

le meneur peut prédire pour chacun de ses choix un ensemble de choix possible du suiveur.

Cette hypothèse est détaillée dans le premier chapitre de [37].

Dans certains cas, [72], plutôt que de rechercher une solution optimale, il peut être in-

téressant de rechercher un optimum local, toujours avec l’une des deux hypothèses. Un vec-

teur px0, y0q est donc appelé solution optimiste locale si

$
’’&
’’%

x0 P X
Gpx0, y0q ď 0
y0 P Rpx0q
F px0, y0q ď F px0, yq @y P Rpx0q

et s’il existe un voisinage ouvert V px0, δq de x0 de rayon δ ą 0 tel que φopx0q ď φopxq pour

tout x P V px0, δq XX où φopxq “ min
y

tF px, yq : y P Rpxqu.

De même, un vecteur px0, y0q est donc appelé solution pessimiste locale si

$
’’&
’’%

x0 P X
Gpx0, y0q ď 0
y0 P Rpx0q
F px0, y0q ě F px0, yq@y P Rp

et s’il existe un voisinage ouvert V px0, δq de x0 tel que φppx0q ď φppxq pour tout x P

V px0, δq XX où φppxq “ min
y

tF px, yq : y P Rpxqu.
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2.1.3 Exemples d’applications

Cette section présente quelques applications de la programmation biniveau. Elle est

principalement inspirée de [29]. Pour plus de détails, le lecteur est invité à se référer à [35],

[29] et [23].

Gestion des revenus

Le gestion des revenus est un problème rencontré par une entreprise lorsqu’elle souhaite

maximiser son profit sur un secteur d’activité où elle peut agir, par exemple en investissant

ou en fixant des tarifs. Le problème de tarification présenté plus haut en est un exemple.

Des problèmes similaires ont été étudiés dans [58] et [22]. Une autre application dans le

domaine de l’aviation a été étudiée dans [34].

Gestion d’un réseau routier

Dans ces problèmes, le deuxième niveau représente les usagers du réseau et le premier

niveau le gestionnaire du réseau. Ces problèmes ont beaucoup d’applications comme le

transport de matériaux dangereux [55], la gestion de la congestion dans les réseaux à

l’aide de péages [50] ou de changements sur le réseau [65].

Problème Principal-Agent

Ce problème se présente lorsqu’un premier acteur, le principal, doit effectuer une action

qui dépend d’un deuxième acteur, l’agent, sur lequel le principal n’est pas parfaitement

informé. Ce problème est détaillé dans [35], chapitre 2.

2.1.4 Méthodes de résolution : cas continu

Cette section expose les principales méthodes de résolutions dans le cas des programmes

biniveaux dont les variables sont continues. Elle reprend principalement le survey [29].
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Méthodes de pénalité

Dans [74], [1], une méthode de pénalité est proposée pour résoudre les programmes

biniveaux. Les contraintes de deuxième niveau sont introduites avec une pénalité dans la

fonction objectif de deuxième niveau. Le modèle pPBq général devient ainsi :

pPBpenq

$
’’’&
’’’%

max
x

F px, yq

Hpxq ď 0
Gpx, yq ď 0!

max
y

fpx, yq ´ r1p1phpxqq ´ r2p2pgpx, yqq

où r1 et r2 sont des scalaires positifs et p1 et p2 les fonctions de pénalité. Un algorithme

itératif est ensuite proposé pour résoudre le problème mais à chaque itération, le sous-

problème n’est pas beaucoup plus simple à résoudre que le problème de départ.

Une variante de cette méthode est proposé dans [51] dans laquelle la fonction objectif

de premier niveau est pénalisée et le deuxième niveau est remplacé par une condition

d’optimalité du deuxième niveau pénalisé.

Dans [78], une autre approche est utilisée pour résoudre pPBLSq dans laquelle le saut

de dualité du deuxième niveau est ajouté dans le premier niveau. Mais les auteurs posent

des hypothèses incompatibles entre elles. L’approche est modifiée et adaptée dans [25] où

de nouvelles hypothèses plus applicables sont introduites.

Pivotage complémentaire

Cette méthode, introduite par [18], utilise les conditions KKT pour reformuler le pro-

gramme biniveau en un programme à un niveau. L’approche cherche, à chaque itération,

une solution au programme telle que la valeur de la fonction économique soit supérieure

ou égale à un paramètre α qui est mis à jour à chaque itération. Mais, dans [16], il est

montré que cette méthode ne retournait pas nécessairement un optimum global.

Énumération des points extrêmes

Cette méthode a été introduite par [26] pour résoudre PBL sans contraintes de premier

niveau. Elle est basé sur le fait que si IR est non vide, alors il contient au moins un

élément du polyèdre Ω. L’algorithme énumère des bases du sous-problème jusqu’à trouver
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une solution optimale du programme biniveau.

Le méthode du k-ième meilleur de [18] parcourt les points extrêmes du problème bi-

niveau relâché pPBrq par ordre décroissant des valeurs de la fonction objectif de premier

niveau. L’algorithme s’arrête dès que la solution trouvée est rationnelle car c’est un opti-

mum global.

Méthodes de descente

Dans les méthodes de descente, si la fonction objectif de premier niveau est dérivable,

si pour tout x, |Rpxq| “ 1 et si les variables y peuvent être vues comme une fonction ypxq

de x alors étant donné une solution réalisable pxq, on recherche une direction d qui donne

une nouvelle solution px ` αdq réalisable et qui améliore la valeur de la fonction écono-

mique. Cette méthode a été appliqué dans [70] pour les cas des programmes biniveaux sans

contraintes de premier niveau. Ce résultat est étendu par [76] aux programmes biniveaux

dont les deux fonctions objectifs sont quadratiques. D’autres méthodes sont présentées

dans [35].

Branch & Bound

Il est possible de remplacer le second niveau d’un programme biniveau par ses condi-

tions d’optimalités pour obtenir un programme avec un seul niveau et où un seul décideur

contrôle toutes les variables. Dans le cas où le second niveau peut être remplacé par les

conditions KKT, on obtient le programme :$
’’’’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’’’’%

max
x,y,λ,µ

F px, yq

Hpxq ď 0
Gpx, yq ď 0
λi ě 0 @i “ 1..m2

µi ě 0 @i “ 1..p2

λigipx, yq “ 0 @i “ 1..m2

µigipyq “ 0 @i “ 1..p2

∇yfpx, yq `
m2ÿ

i“1

∇yλigipx, yq `
p2ÿ

i“1

∇yµihipyq “ 0

Ce programme reformulé est utilisé pour résoudre des problèmes biniveaux par un

Branch & Bound dans [43], [9] et [3].
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Dans [43], ce programme peut être transformé en un programme linéaire en variables

mixtes et résolu comme dans [5] par un Branch& Cut .

Une autre approche, dans [49] et [53] pour le cas quadratique convexe, propose un

Branch & Bound qui n’utilise pas cette reformulation mais est basé sur le problème biniveau

relâché.

Méthodes de régions de confiance

Les méthodes de régions de confiance sont apparues pour la première fois dans [61]. Le

principe de ces méthodes est rappelé dans les paragraphes suivants. Pour plus de détails, le

lecteur est invité à se référer à [30]. Ces méthodes sont des algorithmes itératifs qui, étant

donné un point xk obtenu à l’itération k, considèrent un modèle qui est une approximation

du problème pour le résoudre dans un voisinage de xk. Plus précisément, étant donné un

problème
!

min
x

fpxq

Soit xk la solution obtenue à l’itération k. L’algorithme considère le modèle mk qui four-

nit une approximation de la fonction objectif sur une sphère de centre xk et de rayon ∆k.

Cette sphère constitue la région de confiance. L’algorithme résout ensuite le programme

suivant pour obtenir la solution sk :#
min

s
mkpxk ` sq

s.t. |s| ď ∆k

Puis l’algorithme évalue la qualité du modèle en déterminant le ratio ρk “ fpxkq´fpxk`skq
mkpxkq´mkpxk`skq .

Selon la valeur de ρk, le rayon de la sphère qui sert de région de confiance peut varier et

un nouveau centre de la sphère peut être choisi. Les algorithmes de région de confiance

fournissent une solution approchée de la solution optimale.

Un algorithme de région de confiance a également été utilisé dans [62] dans le cas

des problèmes biniveaux sans contraintes au premier niveau, dans [28] pour résoudre des

programmes biniveau sans contraintes de premier niveau qui font intervenir des variables

de deuxième niveau et dans [36] pour des programmes biniveaux bilinéaires.
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2.1.5 Méthodes de résolution : La programmation biniveau en nombre
entiers

Cette section détaille les méthodes de résolutions des programmes biniveaux qui contiennent

des variables discrètes.

Branch & Bound

Des approches de Branche & Bound ont été proposées dans [66] pour résoudre des

programmes biniveaux linéaires simplifiés en variables mixtes et dans [10] pour résoudre

des programmes biniveaux linéaires simplifiés en nombres entiers. Nous présentons ici ce

deuxième algorithme.

On suppose dans cette approche que Ω n’est pas vide et que pour toute décision x du

meneur, |Rpxq| “ 1. On considère que toutes les variables sont binaires.

Cet algorithme parcourt les solutions du meneur et détermine, pour chacune des solu-

tions x considérées, la réponse su suiveur.

On considère le programme pP̂ q dans lequel :

— Les variables x, y et les données A2, B2, b2, c1, d1 proviennent du modèle de pro-

gramme biniveau simplifié en nombre entiers.

— α est une borne inférieure de la fonction économique de premier niveau du programme

biniveau. Elle est initialisée à ´8.

— β est une borne inférieure du nombre de variables x non nulles. Elle est initialisée à

0

pP̂ q

$
’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’%

max
x,y

d2t
y p2.1.5.1q

A2x`B2y ď b2 p2.1.5.2q
c1t
x` d1t

y ě α p2.1.5.3q
n1ÿ

i“1

xi ě β p2.1.5.4q

x P X p2.1.5.5q
y P Y p2.1.5.6q

Ce programme est résolu en chaque nœud du Branch & Bound. Il sert à déterminer s’il

peut exister dans le nœud courant ou les nœuds fils une solution pour laquelle la valeur de
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la fonction économique de premier niveau est plus élevée que celle de la meilleure solution

trouvée jusque là. Si le programme n’a pas de solution admissible, c’est qu’il n’existe pas

de meilleure solution que la meilleure solution courante dans le nœud ou les nœuds fils.

Toutefois, l’existence d’une solution admissible à ce programme n’implique pas qu’il existe

une meilleure solution au programme biniveau que la meilleure solution courante.

On souhaite ici résoudre un programme biniveau linéaire simplifié donc les contraintes

de premier niveau ne porte que sur les variables de premier niveau. On considère ici

que les contraintes x P X contiennent les contraintes d’intégrité sur les variables x et

les contraintes de premier niveau qui ne portent que sur x. On considère aussi que les

contraintes y P Y contiennent les contraintes d’intégrité de y. Dans ce programme, on

retrouve les contraintes de deuxième niveau et deux autres contraintes. La contrainte

p2.1.5.3q assure que la valeur de la fonction économique de premier niveau de la solution

est plus élevée que celle de la meilleure solution courante. La contrainte p2.1.5.4q fixe

une borne inférieure au nombre de variables de premier niveau non nulles. Elle n’est pas

indispensable mais d’après [10], elle améliore la vitesse d’exécution de l’algorithme et

permet d’effectuer la phase de branchement plus facilement.

Soit k le numéro de l’itération courante. On définit les ensembles suivants :

— Wk ensemble des indices des variables fixées lors de l’itération k

— S1
k “ ti : i P Wk et xi “ 1u ensembles des indices des variables xi fixées à 1 lors de

l’itération k

— S0
k “ ti : i P Wk et xi “ 0u ensembles des indices des variables xi fixées à 0 lors de

l’itération k

— S˚
k “ ti : i P Wku ensemble des indices des variables qui ne sont pas fixées lors de

l’itération k

L’algorithme de résolution est le suivant :

1. Initialisation : k “ 0, Wk “ H, S1
k “ H, S0

k “ H, S˚
k “ t1..n1u, α “ ´8, β “ 0,

F “ ´8

2. Itération générale

— Fixer xi :“ 1 pour tout i P S1
k et xi :“ 0 pour tout i P S0

k .

43



— Trouver une solution admissible à pP̂ q. Si elle n’existe pas, aller à l’étape 5.

Sinon soit pxk, ykq cette solution.

— Résoudre le programme Subpxkq pour obtenir ŷk P Rpxkq.

— F “ maxpF , F pxk, ŷkqq

— Soit J “ ti P S˚
k´1

: xk
i “ 1u.

— Si J “ H alors S1
k “ S1

k´1
, S0

k “ S0
k´1

, S˚
k “ S˚

k´1
et Pk “ Pk´1 aller à

l’étape 4

— Sinon, aller à l’étape 3

3. Branchement Créer |J | nouveaux nœuds en ajoutant les indices de J à S1
k .

4. α :“ F ` 1 et β :“ 1 ` |S1
k |, revenir à l’étape 1.

5. Retour arrière S’il ne reste plus de nœuds à évaluer, aller à l’étape suivante. Sinon,

remonter d’un niveau, trouver la variable correspondante xj et faire un branchement

dans la branche complémentaire xj “ 0. Mettre à jour S1
k , S0

k et S˚
k . β “ 0. Revenir

au début de l’étape 2.

6. Fin Si F “ ´8 alors il n’existe pas de solution admissible au problème. Sinon,

retourner la solution associée à F

À l’initialisation de l’algorithme, aucune variable de premier niveau n’est fixée. À

chaque itération, on cherche une solution admissible au programme P̂ . S’il n’en existe

pas, c’est qu’il n’est pas possible de trouver une meilleure solution que la solution cou-

rante donc on arrête l’exploration de cette branche et on remonte. Sinon on note pxk, ykq

cette solution.

On cherche ensuite à déterminer une réponse rationnelle du suiveur si le meneur fixe

ses variables à xk. Pour cela, on résout le problème Subpxkq pour obtenir une réponse

rationnelle du suiveur que l’on note ŷk P Rpxkq. On compare la valeur de la fonction

économique de premier niveau fournie par pxk, ŷkq. Si elle est meilleure que celle de la

meilleure solution courante, alors pxk, ŷkq devient la meilleure solution courante. Si des

variables de S˚
k ne sont pas nulles, l’algorithme fixe définitivement dans cette branche ces

variables à 1 et se place dans le nœud correspondant puis passe à l’itération suivante. Sinon,

l’algorithme incrémente β et recommence une itération dans le nœud courant, la contrainte
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p2.1.5.4q assurant d’atteindre un nouveau nœud à la prochaine itération. L’algorithme itère

jusqu’à ce que P̂ n’ait plus de solution admissible dans aucun des nœuds. La meilleure

solution trouvée est alors la solution optimale du problème.

Pour adapter cet algorithme à l’hypothèse pessimiste dans le cas où, pour x fixé,

|Rpxq| ‰ 1, comme indiqué dans [10], il suffit de d’ajouter dans la fonction économique

de P̂ le terme ´εF px, yq lorsque que P̂ est résolu sans les contraintes p2.1.5.3q et p2.1.5.4q

pour trouver une réponse rationnelle du suiveur. En choisissant un ε ą 0 suffisamment

petit, on détermine une solution rationnelle du suiveur qui minimise la fonction objectif

du meneur.

Plans Coupants

Dans [35] est proposée une approche pour résoudre les programmes biniveaux sim-

plifiés dont les variables de premier niveau sont continues et n’apparaissent pas dans les

contraintes de second niveau, et les variables de second niveau sont discrètes. L’idée de l’al-

gorithme est d’utiliser l’enveloppe convexe des solutions entières du deuxième niveau pour

se ramener à un programme biniveau en variables continues en appliquant un algorithme

de plans coupant sur le deuxième niveau. L’algorithme 1 détaille l’approche.

Algorithm 1 Algorithme permettant de résoudre un programme biniveau simplifié dont
les variables de premier niveau sont continues et les variables de deuxième niveau discrète

1: Soit pPBrcq la relaxation du problème biniveau que l’on souhaite résoudre en relâchant
les contraintes d’intégrité du deuxième niveau

2: Résoudre pPBrcq
3: Soit yrc les variables de second niveau de la solution de pPBrcq
4: while yrc ne sont pas entières do
5: Générer une coupe de Gomory pour yrc, l’ajouter à pPBrcq
6: Résoudre pPBrcq
7: end while
8: return Retourner la solution de pPBrcq

A chaque itération de cette méthode, il faut résoudre un programme biniveau pPBrcq

dont les variables sont continues par l’une des méthodes de la section précédente, ce qui

peut être long à calculer.
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Branch & Cut

Dans [39], une approche de Branch & Cut est présentée pour résoudre les problèmes

biniveaux simplifiés linéaires en nombres entiers (PBLSNE). Elle s’inspire du Branch &

Bound de [9].

Dans cette approche on note ΩI “ tpx, yq P Zn1

ˆ Zn2

: Hpxq ď 0, Gpx, yq ď 0, hpyq ď

0, gpx, yq ď 0u l’ensemble admissible discret et Ω “ tpx, yq P Rn1

ˆ Rn2

: Hpxq ď

0, Gpx, yq ď 0, hpyq ď 0, gpx, yq ď 0u l’ensemble dans lequel on relâche les contraintes

d’intégrité.

L’approche utilise sur la propriété suivante qui permet de générer des inégalités valides

pour les programmes biniveaux.

Propriété 2.1.1. ([39]) Soit px̂, ŷq P ΩI une solution réalisable de pPBrq. Soit K l’en-

semble des contraintes saturées par px̂, ŷq. La contrainte x
ÿ

iPK

Ai ` y
ÿ

iPK

Bi ď
ÿ

iPK

bi ´ 1 est

valide pour IR.

Soit t un entier et Ωt un ensemble de contraintes. On note pPBrtq le programme

max
px,yqPΩt

c1t

x`d1t

y qui maximise la fonction économique de premier niveau sous l’ensemble

de contraintes Ωt.

L’algorithme présenté dans [39] est le suivant. On note L la meilleure valeur optimale

trouvée et pxm, ymq la meilleure solution optimale trouvée.

1. Initialisation : t “ 1, Ωt “ Ω, L “ ´8.

2. Évaluation d’un nœud

Résoudre pPBrtq, soit px̂, ŷq une de ses solutions optimales si elles existent et soit ẑ

la valeur de la fonction économique

— Si pPBrtq n’a pas de solution admissible ou si ẑ ă L : élagage du nœud.

— Génération d’inégalités valides :

— Si px̂, ŷq P ΩI , résoudre Subpx̂q. Soit ẑs la valeur d’une solution optimale de

Subpx̂q.

— Si ẑs “ d2y alors L :“ fpx̂, ŷq, xm :“ x̂, ym :“ ŷ. Puis, élagage du

nœud.
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— Sinon soit K l’ensemble des contraintes de pLPtq saturées par px̂, ŷq.

Ωt`1 :“ Ωt Y tpx, yq P Rn1 ˆRn2 |
ÿ

iPK

aixi ` biyi ď
ÿ

iPK

bi ´ 1u. Revenir à

l’étape 1.

— Sinon soit générer une inégalité valide pour Ωt Y pNn1 ˆ Nn2q ou aller à

l’étape 3

3. Branchement

4. Retour arrière : s’il ne reste plus de nœuds, aller à l’étape suivante. Sinon, remonter

d’un niveau.

5. Fin : Si L “ ´8 alors il n’existe pas de solution admissible au problème. Sinon,

retourner pxm, ymq

Cet algorithme utilise la relaxation du problème biniveau et la résout en chaque nœud.

Si elle n’a pas de solution ou si la valeur de la solution est inférieure à la meilleure va-

leur trouvée, alors le nœud est élagué. Sinon, si la solution de la relaxation est entière,

l’algorithme cherche une réponse rationnelle. Si cette réponse rationnelle correspond à la

solution de la relaxation alors elle devient la meilleure solution courante et le nœud est

élagué. Sinon, l’algorithme ajoute une coupe à la relaxation et tente de la résoudre à nou-

veau. Dans le cas où la solution de la relaxation n’est pas entière, soit l’algorithme ajoute

une inégalité valide pour Ωt Y pNn1 ˆ Nn2q, soit il effectue un branchement.

Reformulations

Nous avons vu plus haut qu’il était possible de résoudre un problème biniveau continu

en le reformulant en un programme à un seul niveau à l’aide des conditions d’optimalité

du deuxième niveau. Cette section présente une reformulation des problèmes biniveaux

discrets pour retirer les contraintes d’intégrité.

Des reformulations de pPBLNEP q, pPBLNEDq et de pPBLNEq sont proposées dans

[75]. Nous détaillons ici celle de pPBLNEq.

Le modèle de pPBLNEq présenté dans [75] est
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$
’’’’’’’’&
’’’’’’’’%

max
x

c1t
x` d1t

y

A1x`B1y ď b1

x P t0, 1un1

$
’&
’%

max
y

d2t
y

A2x`B2y ď b2

y P t0, 1un2

Dans [75] il est montré qu’il existe deux réels Mx et My tels que le programme suivant

a la même valeur optimale que le programme précédent. Dans le programme suivant, les

vecteurs ex et ey sont des vecteurs de 1 de dimension n1 et n2, respectivement.$
’’’’’’’’’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’’’’’’’’’%

max
x

c1t
x` d1t

y `Mxe
t
xu

A1x`B1y ď b1

0 ď x ď ex$
’’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’’%

max
y,u

d2t
y ´ ex

tu`Myey
tv

A2x`B2y ď b2

u ď x

u ď ex ´ x

0 ď y ď ey$
&
%

min
v

´ey
tv

v ď y

v ď ey ´ y

Malheureusement, il n’est pas plus facile de résoudre ce programme que le précédent.

En effet, les valeurs de Mx et My ne sont pas connues et, même si elle l’étaient, il n’existe,

à notre connaissance, aucun algorithme efficace pour résoudre les programmes mathéma-

tiques à trois niveaux.

Une autre reformulation a été proposée dans [21] pour reformuler un problème de sac

à dos biniveau en un programme à un seul niveau. Mais cette reformulation est propre au

problème et ne peut être généralisée.

Cas particulier : nombre borné de variables de second niveau

Dans [57] est proposé un algorithme polynomial dans le cas où le programme biniveau

est linéaire, en variables entières et où le nombre de variables de second niveau est borné.

Cet algorithme détermine l’existence d’une solution optimale, à l’aide d’un résultat de

l’algorithme de [60], et la trouve, si elle existe. Cet algorithme procède par une recherche

de bornes supérieures en résolvant le problème de décision paramétré par une valeur α :
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"Existe-t-il une solution admissible au programme biniveau telle que la valeur de la fonction

économique soit supérieure ou égale à α". Ce problème de décision peut être résolu en temps

polynomial si le nombre de variables du deuxième niveau est borné. Par une recherche

dichotomique, il est ainsi facile de déterminer la valeur optimale du problème. Une fois la

valeur optimale connue, une approche pour déterminer une solution optimale est proposée.

Cette approche repose sur un nombre borné de variables de second niveau. Mais dans

le cas général, cette condition n’est pas remplie.

2.2 Considérations sur la programmation mathématique bi-
niveau en nombres entiers

Comme nous pouvons le constater, les approches de résolution des programmes bini-

veaux en nombres entiers ne considèrent pas le cas des programmes biniveaux dont les

contraintes de premier niveau font intervenir des variables de second niveau. Dans cette

section, nous essayons de résoudre ces programmes. Le but est de pouvoir déterminer des

d-transversaux en résolvant un programme mathématique biniveau. Cette application sera

détaillée dans le chapitre 5.

La première sous-section expose les limites des conditions d’optimalité utilisées habi-

tuellement et en propose de nouvelles. La deuxième section étend l’algorithme proposé

dans [10] aux programmes biniveaux en nombre entiers qui contiennent des contraintes de

liaison et détaille les limites de cette approche.

2.2.1 Limites des conditions d’optimalité

Les hypothèses optimiste et pessimiste permettent de définir une solution optimale dans

le cas d’un programme biniveau simplifié, mais elles ne sont pas toujours suffisantes lorsque

il existe une contrainte de premier niveau avec des variables de second niveau. En effet, le

suiveur peut avoir le choix entre plusieurs solutions optimistes ou pessimistes qui donnent

une même valeur pour la fonction économique de premier niveau. Mais certaines de ces

solutions peuvent ne pas respecter les contraintes de liaison. Considérons par exemple le

programme suivant :
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pPexq

$
’’’’’’’’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’’’’’’’’%

max
x

3x1 ` 2x2 ` x3 ` 2y1 ` 3y2 ` y3 ` 2y4 ` 3y5 p2.2.1.1q

x1 ` x2 ` x3 ď 2 p2.2.1.2q
x1 ` y5 ď 1 p2.2.1.3q
x1 ` y4 ď 1 p2.2.1.4q
x P t0, 1u3 p2.2.1.5q$
’’’’’’’&
’’’’’’’%

max
y

y1 ` y2 ` 3y3 ` y4 ` y5 p2.2.1.6q

y2 ` y5 ď 1 p2.2.1.7q
y1 ` y4 ď 1 p2.2.1.8q
y4 ` y5 ` x3 ď 1 p2.2.1.9q
y1 ` y2 ` y3 ` y4 ` y5 ď 2 p2.2.1.10q
y P t0, 1u5 p2.2.1.11q

Dans ce programme, supposons que le meneur choisisse la solution p1, 1, 0q. Dans ce

cas, la valeur d’une solution optimale du suiveur est 4 en fixant à 1 la variable y3 et une

des autres variables. Dans l’hypothèse optimiste, le suiveur cherche à favoriser le meneur.

Il a ici deux solutions optimistes possibles, p0, 1, 1, 0, 0q et p0, 0, 1, 0, 1q, pour lesquelles la

valeur optimale du premier niveau est 9. Or, si la première solution est bien admissible,

la deuxième ne l’est pas car la contrainte p2.2.1.3q n’est pas respectée. Pourtant, les deux

solutions respectent l’hypothèse optimiste et le suiveur cherche une solution qui favorise

le meneur. De même dans l’hypothèse pessimiste le suiveur cherche à minimiser le gain du

meneur et a deux solutions possibles : p1, 0, 1, 0, 0q et p0, 0, 1, 1, 0q qui donnent une valeur

optimale de 8 pour la fonction objectif de premier niveau. À nouveau, la première solution

est réalisable mais la deuxième ne l’est pas car elle ne respecte pas la contrainte p2.2.1.4q.

Si le meneur souhaite que le choix du suiveur respecte toujours les contraintes de

liaison, il doit choisir la solution p1, 0, 1q. Dans ce cas, la valeur d’une solution optimale

du suiveur est toujours 4 mais il n’existe plus qu’une solution optimiste, p0, 1, 1, 0, 0q, et

la valeur de la fonction économique du meneur est 8. Dans le cas pessimiste, il n’y a plus

qu’une solution, p1, 0, 1, 0, 0q qui fournit une valeur optimale de 7 pour le meneur. Donc

en choisissant la solution p1, 0, 1q plutôt que la solution p1, 1, 0q le meneur s’assure que le

choix du suiveur respecte les contraintes de liaison mais la fonction économique de premier

niveau a une valeur inférieure à celle obtenue au paragraphe précédent.

Ainsi, même en choisissant une hypothèse optimiste ou pessimiste, pour une solution

x du meneur, il peut exister dans les réponses rationnelles du suiveur Rpxq des solutions

qui respectent les hypothèses pessimiste et optimiste mais qui ne sont pas réalisables car
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elles ne respectent pas les contraintes de liaison. Pour choisir une solution optimale, nous

considérerons donc qu’en plus de pouvoir choisir une solution qui favorise ou non la solution

optimale du meneur, le suiveur peut choisir une solution qui ne respecte pas les contraintes

de liaison . Nous proposons donc de nouvelles hypothèses d’optimalité.

L’hypothèse optimiste.

Dans cette hypothèse optimiste, le suiveur choisira si possible une solution qui sera

réalisable pour le meneur et qui le favorisera. Ainsi, si possible, il choisira une solution

qui respecte les contraintes Gpx, yq ď 0 et qui maximisera F px, yq. Pour une solution x

donnée, si on note γ la valeur optimale de la solution du problème Subpxq, la solution

optimiste est donnée par le programme suivant :

pSubOptpxqq

$
’’’’’’’&
’’’’’’’%

max
y

F px, yq

hpyq ď 0
gpx, yq ď 0
fpx, yq “ γ

Gpx, yq ď 0
y P t0, 1un2

Dans ce programme, la fonction économique maximise la fonction économique du me-

neur. On retrouve les contraintes de deuxième niveau. On trouve également une contrainte

qui impose que la solution soit bien une solution optimale de Subpxq et les contraintes de

liaison. S’il existe une solution admissible à ce programme, c’est qu’il existe une solution

optimale optimiste pour la valeur de x fixée. Sinon, c’est qu’il n’existe pas de solution

optimiste admissible pour la valeur de x fixée.

L’hypothèse pessimiste.

Dans cette hypothèse pessimiste, le suiveur choisira une solution qui défavorisera le plus

le meneur. Ainsi, il choisira si possible une solution qui ne respecte pas une des contraintes

de liaison Gpx, yq ď 0 et si ce n’est pas possible une solution qui minimisera F px, yq.

Notons Gipx, yq ď 0 pour i P t1..mu chaque contrainte de Gpx, yq ď 0. Pour une

solution x donnée, si on note γ la valeur optimale de la solution du problème Subpxq, le

suiveur pessimiste cherchera une solution qui ne respecte pas les contraintes Gpx, yq ď 0
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cherchant une solution admissible au programme suivant pour tout i P t1..mu :

pSubPesCpx, iqq

$
’’’’’’’&
’’’’’’’%

min
y

F px, yq

hpyq ď 0
gpx, yq ď 0
fpx, yq “ γ

Gipx, yq ą 0
y P t0, 1un2

On retrouve dans ce programme les contraintes de second niveau. Une autre contrainte

assure que la solution trouvée est bien une solution optimale de Subpxq. La dernière

contrainte impose que la contrainte de liaison i n’est pas respectée. S’il existe une so-

lution à ce programme, c’est qu’il existe une solution optimale de Subpxq qui ne respecte

pas une des contraintes de liaison, donc qu’il existe une solution pessimiste pour x fixé. Il

n’est donc pas nécessaire de trouver une solution optimale à ce programme, une solution

admissible est suffisante.

Si le suiveur ne trouve pas de solution qui ne respecte pas les contraintes de liaison

alors il cherchera une solution qui favorisera le moins le meneur, donc qui diminuera autant

que possible la valeur de la fonction économique de premier niveau. Il résoudra donc le

programme suivant :

pSubPespxqq

$
’’’’’&
’’’’’%

min
y

F px, yq

hpyq ď 0
gpx, yq ď 0
fpx, yq “ γ

y P t0, 1un2

La fonction économique de ce programme est celle de premier niveau. On cherche

ici à la minimiser. Les contraintes sont celles de deuxième niveau et une contrainte qui

assure que la solution est bien une solution optimale de Subpxq. Il est inutile d’ajouter les

contraintes de liaison car on ne résout ce programme que si on n’a pas trouvé de solution

de Subpxq qui ne respecte pas toutes les contraintes de liaison.

L’hypothèse trahison.

Dans l’hypothèse trahison, le suiveur cherche si possible une solution qui ne respecte

pas les contraintes de liaison et si ce n’est pas possible, une solution qui favorise le plus le
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meneur donc qui maximise F px, yq.

Notons Gipx, yq ď 0 pour i P t1..mu chaque contrainte de Gpx, yq ď 0. Pour une

solution x donnée, si on note γ la valeur optimale de la solution du problème Subpxq, le

suiveur trahison cherchera une solution qui ne respecte pas les contraintes Gpx, yq ď 0

en cherchant, comme pour l’hypothèse pessimiste, une solution admissible au programme

suivant pour tout i P t1..mu :

pSubTraCpx, iqq

$
’’’’’’’&
’’’’’’’%

min
y

F px, yq

hpyq ď 0
gpx, yq ď 0
fpx, yq “ γ

Gipx, yq ą 0
y P t0, 1un2

Comme dans l’hypothèse pessimiste, on retrouve dans ce programme les contraintes de

second niveau. Une autre contrainte assure que la solution trouvée est bien une solution

optimale de Subpxq. La dernière contrainte impose que la contrainte de liaison i n’est pas

respectée. S’il existe une solution à ce programme, c’est qu’il existe une solution optimale

de Subpxq qui ne respecte pas une des contraintes de liaison. Il n’est donc pas nécessaire

de trouver une solution optimale à ce programme, une solution admissible est suffisante.

Si le suiveur ne trouve pas de solution qui ne respecte pas les contraintes Gpx, yq ď 0,

il cherchera une réponse rationnelle qui favorisera le meneur, comme dans l’hypothèse

optimiste. Pour cela, il résoudra le programme suivant :

pSubTrapxqq

$
’’’’’&
’’’’’%

max
y

F px, yq

hpyq ď 0
gpx, yq ď 0
fpx, yq “ γ

y P t0, 1un2

Dans ce programme, la fonction économique maximise la fonction économique du me-

neur. On retrouve les contraintes de deuxième niveau. Une contrainte impose que la solu-

tion est bien une solution optimale de Subpxq. Puisque toutes les solutions optimales de

Subpxq respectent les contraintes de liaison, il est inutile de les inclure.
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L’hypothèse concurrence

Dans l’hypothèse de concurrence, le suiveur cherche une solution qui respecte les

contraintes du premier niveau mais qui défavorise le plus le meneur donc qui minimise

F px, yq. Ainsi, pour une solution x donnée, si on note γ la valeur optimale de la solution

du problème Subpxq, la solution de concurrence est donnée par le programme suivant :

pSubConcpxqq

$
’’’’’’’&
’’’’’’’%

min
y

F px, yq

hpyq ď 0
gpx, yq ď 0
fpx, yq “ γ

Gpx, yq ď 0
y P t0, 1un2

Dans ce programme, la fonction économique minimise la fonction économique du me-

neur. On retrouve les contraintes de deuxième niveau. On trouve également une contrainte

qui impose que la solution est bien une solution optimale de Subpxq et les contraintes de

liaison. S’il existe une solution admissible à ce programme, c’est qu’il existe une solution

optimale de concurrence pour la valeur de x fixée. Sinon, c’est qu’il n’en existe pas.

Remarque

Il existe des cas dans lesquels plusieurs hypothèses d’optimalité, ou même toutes les

hypothèses d’optimalité peuvent aboutir aux même solutions. Considérons par exemple le

programme suivant ;

pPtrans_Stable_Exq

$
’’’’’’’’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’’’’’’’’%

min
x

x1 ` x2 ` x3 ` x4 ` x5

x1y1 ` x2y2 ` x3y3 ` x4y4 ` x5y5 ě 2
x P t0, 1un
$
’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’%

min
y

x1y1 ` x2y2 ` x3y3 ` x4y4 ` x5y5

y1 ` y2 ď 1
y1 ` y3 ď 1
y2 ` y3 ď 1
y3 ` y4 ď 1
y3 ` y5 ď 1
y1 ` y2 ` y3 ` y4 ` y5 “ 3
y P t0, 1un

Dans ce programme, les différentes hypothèses d’optimalité donnent les mêmes solu-

tions. En effet, ce programme comporte une contrainte de liaison qui borne la fonction
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économique du second niveau. Ainsi, pour une solution x du meneur donnée, si une ré-

ponse rationnelle du suiveur ne respecte pas la contrainte de liaison, c’est le cas pour toutes

les réponses rationnelles car elles donnent la même valeur de fonction économique. De plus,

la fonction économique de premier niveau ne contient pas de variables de second niveau,

le choix d’une réponse rationnelle du suiveur n’a donc aucun impact sur la valeur de la

fonction économique de premier niveau. Donc les hypothèses d’optimalités aboutissent ici

aux mêmes solutions. Toute solution rationnelle correspond à une réponse selon toutes les

hypothèses.

2.2.2 Extension d’un Branch & Bound à l’ensemble des programmes
biniveaux en nombres entiers

Dans cette section, nous proposons une version modifiée du Branch & Bound présenté

dans [10] et détaillé plus haut dans ce chapitre. Nous reprenons donc toutes les notations

utilisées par cet algorithme.

Pour adapter l’algorithme présenté dans [10], nous allons modifier l’étape d’itération

générale. Dans la version originale, un programme mathématique était résolu et l’absence

de solutions à ce programme impliquait qu’il n’y avait pas de solutions, ou de meilleures

solutions que celles déjà trouvées, dans le nœud et dans les nœuds fils. Dans la version

modifiée, nous procédons de la même façon en incluant les contraintes de liaison dans le

programme. Nous obtenons donc le programme P̂2 suivant :

pP̂2q

$
’’’’’’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’’’’’’%

max
x,y

fpx, yq

hpyq ď 0
gpx, yq ď 0
Gpx, yq ď 0
Hpxq ď 0
F px, yq ě α
n1ÿ

i“1

xi ě β

x P X
y P Y

Dans ce programme, on retrouve toutes les contraintes du modèle biniveau, une contrainte

qui force la valeur de F px, yq a être supérieure à la valeur de la meilleure solution trouvée,

et une contrainte qui impose qu’un certain nombre de variables xi soient fixées à 1 et qui
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sert, comme dans l’algorithme d’origine, pour l’étape de branchement. S’il n’existe pas,

dans le nœud et ses fils, de solution admissible à ce problème, c’est qu’il n’existe pas de

px, yq P Ω admissibles qui améliore la valeur de la meilleure solution trouvée. S’il existe une

solution admissible, on fixe les variables x et on cherche une réponse y selon l’hypothèse

choisie. Les traitements spécifiques aux hypothèses sont détaillés plus haut dans les section

correspondantes.

La variante de l’algorithme pour résoudre des programmes biniveaux en nombres entiers

avec des contraintes de liaison donne ainsi :

1. Initialisation : k “ 0, Wk “ H, α “ ´8, β “ 0, F “ ´8

2. Itération générale

— Fixer xi :“ 1 pour tout i P S1
k et xi :“ 0 pour tout i P S0

k .

— Trouver une solution admissible à pP̂2q. Si elle n’existe pas, aller à l’étape 5.

Sinon soit pxk, ykq cette solution.

— Résoudre le programme Subpxq en fixant les variables x à xk. Soit γ la valeur

de la solution trouvée.

— Déterminer une réponse yk selon l’hypothèse choisie (optimiste, pessimiste, tra-

hison, concurrence)

— Si Gpxk, ykq ď 0, F “ maxpF , F pxk, ŷkqq

— Soit J “ ti P S˚
k´1

: xk
i “ 1u.

— Si J “ H alors S1
k “ S1

k´1
, S0

k “ S0
k´1

, S˚
k “ S˚

k´1
et Pk “ Pk´1 aller à

l’étape 4

— Sinon, aller à l’étape 3

3. Branchement : Créer |J | nouveaux nœuds en ajoutant les indices de J à S1
k .

4. α :“ F ` 1 et β :“ 1 ` |S`
k |, revenir à l’étape 1.

5. Retour arrière : S’il ne reste plus de nœuds, aller à l’étape suivante. Sinon,

remonter d’un niveau, trouver la variable correspondante Xj et faire un branchement

dans la branche complémentaire xj “ 0. Mettre à jour S1
k , S0

k et S˚
k . β “ 0. Revenir

au début de l’étape 2.
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6. Fin Si F “ ´8 alors il n’existe pas de solution admissible au problème. Sinon,

retourner la solution associée à F

Puisque cet algorithme peut visiter tous les vecteurs x, il aboutit à une solution opti-

male. Mais il n’est pas pour autant efficace et souffre de plusieurs défauts. Considérons à

nouveau le programme :

pPtrans_Stable_Exq

$
’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’%

min
x

x1 ` x2 ` x3 ` x4 ` x5

nÿ

i“1

xiyi ě 3

x P t0, 1un
$
’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’%

min
y

x1y1 ` x2y2 ` x3y3 ` x4y4 ` x5y5

y1 ` y2 ď 1
y1 ` y3 ď 1
y2 ` y3 ď 1
y3 ` y4 ď 1
y3 ` y5 ď 1
y1 ` y2 ` y3 ` y4 ` y5 “ 3
y P t0, 1un

Comme indiqué dans la section précédente, pour ce programme, les différentes hypo-

thèses d’optimalité donnent les mêmes solutions.

Un premier problème de l’algorithme est que, contrairement à celui décrit dans [10],

on ne détermine pas de solution px, yq P IR (définition de IR donnée dans le chapitre 1)

à chaque nœud. Autrement dit, une fois que les variables x ont été fixées, la réponse du

suiveur peut ne pas respecter les contraintes de liaison et donc l’exploration d’un nœud

ne donne pas de nouvelle solution. Mais cette absence de solution ne permet pas pour

autant d’élaguer le nœud. Par exemple, supposons que dans un nœud, la variable x1 soit

fixée à 1. Une solution admissible de pPtrans_Stable_Exq est x1 “ 1, x4 “ 1, x5 “ 1,

y4 “ 1, y5 “ 1, y1 “ 1. Mais cette réponse du suiveur ne respecte pas la contrainte de

liaison. Or, il peut exister dans un nœud fils la solution dans laquelle les variables x1, x2,

x4 et x5 valent 1. Dans ce cas, toutes les réponses rationnelles du suiveur respectent la

contrainte de liaison. C’est aussi la solution optimale du problème. Ainsi, on peut être

amené à explorer tous les nœuds d’une branche même si on ne trouve pas, dans un nœud,

de solution admissible du programme biniveau.

Le deuxième problème de l’algorithme est que la résolution de pPtrans_Stable_Exq
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peut aussi être inefficace pour guider rapidement l’algorithme vers une solution optimale.

Par exemple, supposons que la variable x3 ne soit pas fixée et que β “ 4. Une solution

admissible de pPtrans_Stable_Exq est x1 “ 1, x4 “ 1, x5 “ 1, x3 “ 1, y4 “ 1, y5 “

1, y1 “ 1. Dans ce cas, l’algorithme effectue un branchement, sur une variable x non

nulle qui n’est pas déjà fixée, par exemple x3. Or le sommet correspondant n’appartient

à aucun stable optimal du graphe. L’exploration de la branche où x3 “ 1 n’aboutit à

aucune solution optimale. Ainsi, la règle de branchement ne guide pas nécessairement

l’exploration des branches vers de bonnes solutions. Trouver une solution optimale de

pPtrans_Stable_Exq ne permet pas d’améliorer l’efficacité de l’algorithme. En effet, dans

l’exemple, x1 “ 1, x4 “ 1, x5 “ 1, x3 “ 1, y4 “ 1, y5 “ 1, y1 “ 1 était une solution optimale

de pPtrans_Stable_Exq.

2.3 Perspectives

Si l’algorithme de la section précédente permet effectivement de résoudre les pro-

grammes biniveaux en variables binaires avec des contraintes de liaison, il n’est pas pour

autant efficace. La règle de branchement ne guide pas nécessairement l’algorithme vers

une solution optimale et il peut être nécessaire d’explorer des branches complètement car

l’absence de solution admissible du programme biniveau dans un nœud n’implique pas

qu’une solution puisse être trouvée dans un des nœuds fils. Cet algorithme ne peut donc

pas être utilisé. C’est pourquoi, dans le chapitre 5, nous déterminerons des d-transversaux

sans passer par la résolution de problèmes biniveaux.
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Chapitre 3

d-extensibles de stables dans les
graphes bipartis

3.1 Introduction

Considérons un système dans lequel des composants peuvent tomber en panne. Il est

possible de maintenir des éléments pour éviter les pannes mais cela a un coût. Pour que

le bon fonctionnement ne soit pas affecté en cas de défaillance, on souhaite maintenir

une partie aussi petite que possible du système pour qu’en cas de panne dans l’autre

partie, le système puisse toujours opérer dans de bonnes conditions. Autrement dit, on veut

sélectionner une partie aussi grande que possible du système qu’il ne sera pas nécessaire

de maintenir à tout prix et ainsi protéger un minimum d’éléments sans perturber le bon

fonctionnement du système.

Nous représentons ici le système par un graphe biparti G “ pB,R,Eq dont les sommets

sont les éléments du système. Ces éléments ne peuvent pas fonctionner si un de leurs voisins

fonctionne. Ainsi, pour que le système fonctionne, ses éléments doivent former un stable.

Le système opère donc de façon optimale lorsque les éléments forment un stable de cardinal

maximal du graphe G.

Soit d ă αpGq un entier positif. Dans notre problème, on souhaite déterminer le plus

grand sous-ensemble F de sommets de G tel que tout stable de F de cardinal égal à d

peut être complété en un stable de cardinal maximal de G en n’utilisant que des sommets

qui ne sont pas dans F . L’ensemble F est appelé un d-extensible. On peut remarquer que
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le problème admet toujours une solution. En effet, tout sous-ensemble de d sommets d’un

stable optimal est un d-extensible.

Le chapitre est organisé de la façon suivante. Tout d’abord, la première section donne

les définitions d’un d-extensible et illustre cette notion à travers un exemple. Une deuxième

section donne une modélisation du problème par la programmation mathématique en

nombres entiers. Une troisième section traite des graphes bipartis qui ne contiennent que

des sommets libres et fournit une caractérisation des d-extensibles, une borne inférieure

du cardinal maximal d’un d-extensible et s’intéresse à des classes de graphes particulières.

Dans la quatrième section nous déterminons un d-extensible optimal si le graphe contient

des sommets forcés si d est supérieur à une valeur. La cinquième section s’intéresse aux

arbres qui ne contiennent que des sommets libres, améliore la borne donnée dans la troi-

sième section et s’intéresse à des classes d’arbres particulières.

3.2 Définitions

Soit un graphe G “ pV,Eq. Soit U Ă V . Un stable S Ă U de G est dit extensible par

rapport à U si il existe pS Ă pV ´Uq tel que SY pS est un stable de cardinal maximal de G.

Soit un entier d tel que 1 ď d ă αpGq. Un ensemble F Ă V est un d-extensible de G si

tout stable S de GrF s de cardinal d est extensible par rapport à F .

Autrement dit, F est un d-extensible si tout stable de cardinal égal à d de GrF s peut

être complété en un stable de cardinal maximal de G en n’utilisant que des sommets qui

ne sont pas dans F .

Par exemple, considérons le graphe de la figure 3.1. Le cardinal maximal d’un stable

de ce graphe est 3. Il a deux stables de cardinal maximal : ta, d, eu et tb, d, eu. Considérons

l’ensemble de sommets F “ ta, b, c, du, en gris dans la figure 3.2. Le stable ta, du est

extensible par rapport à F . En effet, il est inclus dans F et il existe un stable optimal

du graphe, ta, d, eu dont l’intersection avec F est exactement ta, du (voir figure 3.3). De

même, le stable tb, du est extensible par rapport à F (voir figure 3.4). Tous les stables

inclus dans F de cardinal 2 sont extensibles par rapport à F , c’est donc un 2-extensible.

On s’intéresse au problème EXTENSIBLE suivant :
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a

b
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Figure 3.1 – Graphe

a

b

c d

e

Figure 3.2 – Graphe avec 4 sommets sélectionnés dans un 2-extensible F

a

b

c d

e

Figure 3.3 – Le stable ta, du est extensible par rapport à F

a

b

c d

e

Figure 3.4 – Le stable tb, du est extensible par rapport à F
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— Instance : Un graphe G “ pV,Eq, un entier positif 1 ď d ă αpGq, un entier positif

k ď |V |

— Question : Est-ce que G contient un d-extensible F de taille k ou plus ?

Dans la suite du chapitre, on recherche un d-extensible de plus grand cardinal possible.

Un d-extensible est dit optimal si son cardinal est maximal.

Ce problème est une variation des problèmes d’extension de couplage ([4], [67], [27],

[33]) dans lesquels on recherche pour deux entiers d et n un graphe G “ pV,Eq de n

sommets avec un nombre minimum d’arêtes tel que à tout couplage M̂ de taille d dans le

graphe complémentaire, on peut associer un couplage M de GrV ´V pM̂qs de taille tn
2

u ´d

tel que M Y M̂ est un couplage parfait (ou presque parfait) du graphe G.

Dans les graphes qui contiennent des sommets forcés, on a la propriété suivante :

Propriété 3.2.1. Soient G un graphe et F un d-extensible de G. Pour tout stable S de

GrF s tel que |S| “ d, on a ΞpGq X F Ă S

Démonstration. Soit S un stable de GrF s tel que |S| “ d et soit x P pΞpGq X F ). On sait

que F est un d-extensible donc D S˚, stable optimal de G tel que S˚ XF “ S. Par ailleurs,

x P ΞpGq donc x P S˚. Ainsi, x P S.

Les sommets exclus n’appartiennent à aucun stable de cardinal maximal. Ils ne peuvent

donc pas être utilisés pour étendre un stable et ne peuvent pas être contenus dans un stable

de cardinal d d’un d-extensible. On peut donc les retirer du graphe. Dans les sections

suivantes, les graphes ne contiennent plus de sommets exclus. Remarquons qu’alors les

sommets forcés sont des sommets isolés.

3.3 Modélisation par la programmation linéaire multiniveau
en nombres entiers

Le problème de recherche d’un d-extensible de cardinal maximal peut être modélisé par

un programme mathématique linéaire en variables 0 ´ 1 à trois niveaux. Les programmes

mathématiques à trois niveaux sont semblables aux modèles à deux niveaux présentés

dans le chapitre précédent avec une prise de décision en plus. Le premier niveau prend une
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décision, le deuxième niveau réagit à la décision du premier et le troisième niveau réagit à

la décision du deuxième. Les décisions de chaque niveau influencent le résultat des niveaux

supérieurs.

Nous allons décrire les trois niveaux dans le cas des d-extensibles. Le premier niveau

cherche à déterminer un d-extensible de plus grand cardinal possible. Le deuxième niveau

cherche s’il existe un stable de d sommets du graphe induit par l’ensemble déterminé au

premier niveau qui ne soit pas extensible par rapport à cet ensemble ; c’est-à-dire qu’il

cherche si l’ensemble déterminé au premier niveau est bien un d-extensible. Le troisième

niveau vérifie si le stable sélectionné au deuxième niveau est extensible. Pour cela il cherche

à étendre le stable de d sommets du deuxième niveau en un stable de plus grand cardinal

possible du graphe à l’aide de sommets qui ne sont pas dans le d-extensible.

Dans le programme suivant, on considère un grapheG “ pV,Eq qui contient n sommets.

Le premier niveau contrôle les variables xi P t0, 1u. Les variables xi valent 1 si le sommet

i appartient au d-extensible et 0 sinon. Donc si on note F le d-extensible déterminé par

le programme mathématique, F “ ti|xi “ 1u. Le deuxième niveau contrôle les variables

yi P t0, 1u. Les variables yi valent 1 si le sommet i appartient au stable de cardinal d inclus

dans le d-extensible et 0 sinon. Le troisième niveau contrôle les variables zi P t0, 1u. Les

variables zi valent 1 si le sommet i n’appartient pas à F et a été ajouté au stable déterminé

par le deuxième niveau et 0 sinon.
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’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’%

max
x

nÿ

i“1

xi

nÿ

i“1

zi “ αpGq ´ d p1q

xi P t0, 1u @i P t1, .., nu$
’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’%

min
y

nÿ

i“1

zi

yi ` yj ď 1 @pijq P E p2q
yi ď xi @i P t1, .., nu p3q
nÿ

i“1

yi “ d p4q

y P t0, 1u @i P t1, .., nu$
’’’’’’’&
’’’’’’’%

max
z

nÿ

i“1

zi

zi ` zj ď 1 @pijq P E p5q
zi ` xi ď 1 @i “ t1, .., nu p6q
yi ` zj ď 1 @pijq P E p7q
z P t0, 1u @i P t1, .., nu

Le premier niveau maximise le nombre de sommets contenus dans le d-extensible. La

contrainte p1q assure que le nombre de variables de troisième niveau, donc le nombre de

sommets ajoutés au stable de cardinal d pour l’étendre en un stable optimal du graphe,

est bien de αpGq ´ d, c’est-à-dire que le stable est extensible par rapport à l’ensemble des

sommets sélectionnés par les variables xi.

Le deuxième niveau cherche un stable de cardinal d du graphe induit par l’ensemble de

sommets déterminé au premier niveau, qui ne soit pas extensible. Pour cela, le deuxième

niveau cherche à minimiser la somme des variables zi, c’est-à-dire le plus grand nombre de

sommets qu’on peut ajouter au stable de cardinal d pour l’étendre en un stable maximal du

graphe. Si la somme des variables zi est inférieure à αpGq ´ d, c’est que le stable n’est pas

extensible. La contrainte p2q indique que l’ensemble de sommets sélectionnés au deuxième

niveau est bien un stable. La contrainte p3q permet de ne sélectionner des sommets que dans

le graphe induit par le d-extensible. La contrainte p4q assure de sélectionner d sommets.

Le troisième niveau cherche à étendre le plus possible le stable déterminé au deuxième

niveau à l’aide de sommets qui ne sont pas dans le d-extensible. Pour cela, il considère

le graphe induit par les sommets qui n’appartiennent pas au d-extensible et qui ne sont
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pas voisins de sommets du stable déterminé au deuxième niveau. Puis il cherche un stable

de cardinal maximal de ce graphe. Ainsi, il étend le plus possible le stable déterminé au

deuxième niveau. Si l’ensemble déterminé au premier niveau est bien un d-extensible, le

stable déterminé au troisième niveau est de cardinal αpGq ´ d. La contrainte p5q assure

que l’ensemble déterminé est bien un stable. La contrainte p6q empêche de sélectionner

des sommets dans le d-extensible. La contrainte p7q garantit que l’ensemble déterminé au

troisième niveau forme bien un stable avec l’ensemble déterminé au deuxième niveau.

En résumé :

— Les variables xi désignent les sommets de G qui appartiennent au d-extensible F

— Les variables yi désignent les sommets d’un stable S de cardinal d de GrF s tel que le

cardinal du plus grand stable de G dont l’intersection avec F est S est le plus petit

possible

— Les variables zi désignent les sommets du plus grand stable Ŝ de G tel que SY Ŝ est

un stable de G.

— La contrainte p1q assure que tout stable de cardinal d de GrF s est extensible

— La contrainte p2q assure que S est bien un stable

— La contrainte p3q assure que S ne contient que des sommets de F

— La contrainte p4q assure que S contient exactement d sommets

— La contrainte p5q assure que Ŝ est bien un stable

— La contrainte p6q assure que Ŝ ne contient pas de sommets de F

— La contrainte p7q assure que Ŝ Y S est bien un stable de G

A notre connaissance, il n’existe pas dans la littérature d’algorithme efficace pour ce

type de programmes mathématiques. En effet, l’approche de [8] et de [77], ne prend pas

en compte les contraintes de niveau i qui font intervenir des variables de niveau inférieur.

Un article récent [48] prend en compte ces contraintes mais il n’a pour l’instant été utilisé

que sur de petites instances.

La résolution de ce programme semblant difficile, nous nous intéressons dans la suite du

chapitre au cas des d-extensibles de stables dans les graphes bipartis. Nous présentons une
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a x c y e f

Figure 3.5 – Illustration du point 1 de la Propriété 3.4.1. Dans ce graphe αpGq “ 3

x b y d e f

Figure 3.6 – Illustration du point 2 de la Propriété 3.4.1

caractérisation des d-extensibles, nous proposons des bornes inférieures de la cardinalité

maximale d’un d-extensible et nous résolvons le problème dans des cas particuliers.

3.4 Cas des graphes bipartis qui ne contiennent que des
sommets libres

Dans cette section, on considère un graphe biparti G “ pB,R,Eq qui ne contient que

des sommets libres. Donc ΦpGq “ B YR, αpGq “ |B| “ |R| “ φpGq
2

et 1 ď d ď φpGq
2

.

Cette section présente une caractérisation des stables extensibles, une caractérisation

des d-extensibles, une borne inférieure du cardinal maximal d’un d-extensible, des proprié-

tés sur les d-extensibles et des cas particuliers dans lesquels déterminer un d-extensible de

cardinal maximal se fait en temps polynomial.

Propriété 3.4.1. Soit F Ă pBYRq. Un stable S Ă F est extensible par rapport à F si et

seulement si pour tout couple de sommets px, yq de G tels que Cpxq Ñ Cpyq, on a

1. si x P S XB et y P F XB alors y P S

2. si x P F XR et y P S XR alors x P S

3. si x P F XR et y P F XB alors S X tx, yu ‰ H

4. si x P F XB et y P F XR alors |S X tx, yu| ď 1

Le premier cas de la Propriété est illustré dans le Figure 3.5, le deuxième cas dans la

Figure 3.6, le troisième cas dans la figure 3.7 et le quatrième cas dans la Figure 3.8.

Démonstration. Soit S un stable extensible par rapport à F . Comme S est extensible, D

S˚ stable optimal de G tel que S˚ X F “ S. Soit un couple de sommets px, yq de G tels

que Cpxq Ñ Cpyq.
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x b c y e f

x b c d e f

x b c y e f

Figure 3.7 – Illustration du point 3 de la Propriété 3.4.1

a x c d y f

a x c d y f

a x c d y f

Figure 3.8 – Illustration du point 4 de la Propriété 3.4.1

Supposons que x P S X B et y P F X B. D’après le Corollaire 1.2.3, si x P S˚ alors

y P S˚. Or S˚ X F “ S donc y P S. Le premier point est donc vérifié.

De la même façon, le deuxième point est vérifié en considérant x P R et y P R.

Supposons que x P F X R et y P F X B. Si x R S alors x R S˚. Donc V pCpxqq X S˚ “

V pCpxqq XB. Or y P B donc d’après la Propriété 1.2.5, y P S˚. De plus S˚ X F “ S donc

y P S. Le troisième point est donc vérifié.

Supposons que x P F X B et y P F X R. Si x P S˚ alors x P S et d’après la Propriété

1.2.5, V pCpyqq XS˚ “ V pCpyqq XB. Comme y P R, y R S˚ donc y R S. Le quatrième point

est donc vérifié.

Considérons maintenant un stable S de GrF s qui respecte les quatre points de la

propriété et montrons qu’il est extensible par rapport à F . Pour cela, construisons un

stable S˚ optimal de G tel que S˚ X F “ S.

Construisons S˚ selon les étapes suivantes et montrons que c’est bien un stable optimal

de G tel que S˚ X F “ S. Lors de l’initialisation, S˚ “ H

1. Pour tout sommet x P R X F tel que x R S : pour toute composante Cpyq telle que

Cpxq Ñ Cpyq, S˚ Ð S˚ Y pV pCpyqq XBq
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2. Pour tout sommet x P S X B tel que V pCpxqq X S˚ “ H : pour toute composante

Cpyq telle que Cpxq Ñ Cpyq, S˚ Ð S˚ Y pV pCpyqq XBq

3. Pour tout sommet y P B X F et y R S : pour toute composante Cpxq telle que

Cpxq Ñ Cpyq, S˚ Ð S˚ Y pV pCpxqq XRq

4. Pour tout sommet y P S X R tel que V pCpyqq X S˚ “ H : pour toute composante

Cpxq telle que Cpxq Ñ Cpyq, S˚ Ð S˚ Y pV pCpxqq XRq

5. Pour toutes les composantes Ci telle que V pCiq X S˚ “ H, S˚ Ð S˚ Y pV pCiq XRq

L’étape 5 implique que l’ensemble S˚ contient des sommets de toutes les composantes.

Montrons que chaque composante Ci, soit V pCiq X S˚ “ V pCiq X R, soit V pCiq X S˚ “

V pCiq XB.

Pour les composantes sur lesquelles s’applique l’étape 5, il est évident que V pCiqXS˚ “

V pCiqXR. Montrons que si des sommets d’une composante sont sélectionnés lors de l’étape

1 ou de l’étape 2, alors aucun sommet de cette composante n’est sélectionné lors de l’étape

3 ou de l’étape 4.

Soit Cpzq une composante dont des sommets ont été sélectionnés lors de l’étape 1.

Dans ce cas, D x P R X F tel que x R S et Cpxq Ñ Cpzq. Si des sommets de Cpzq étaient

sélectionnés lors de l’étape 3, alors il existerait y P B X F tel que y R S et Cpzq Ñ Cpyq.

Or, dans ce cas, Cpxq Ñ Cpyq et d’après le troisième point de la propriété SX tx, yu ‰ H.

Contradiction.

Soit Cpzq une composante dont des sommets ont été sélectionnés lors de l’étape 1.

Dans ce cas, D x P R X F tel que x R S et Cpxq Ñ Cpzq. Si des sommets de Cpzq étaient

sélectionnés lors de l’étape 4 alors il existerait y P R X S tel que Cpzq Ñ Cpyq. Donc

Cpxq Ñ Cpyq. Donc d’après le deuxième point de la propriété, x P S. Contradiction.

Soit Cpzq une composante dont des sommets ont été sélectionnés lors de l’étape 2. Dans

ce cas, D x P BXS tel que Cpxq Ñ Cpzq. Si des sommets de Cpzq étaient sélectionnés lors

de l’étape 3 alors il existerait y P B X F tel que y R S et Cpzq Ñ Cpyq. Donc d’après le

premier point de la propriété, y P S. Contradiction.

Soit Cpzq une composante dont des sommets ont été sélectionnés lors de l’étape 2. Dans

ce cas, D x P BXS tel que Cpxq Ñ Cpzq. Si des sommets de Cpzq étaient sélectionnés lors
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de l’étape 4 alors il existerait y P R X S tel que Cpzq Ñ Cpyq. Donc Cpxq Ñ Cpyq. Donc

d’après le quatrième point de la propriété, y R S. Contradiction.

Donc pour chaque composante, ses sommets ne sont sélectionnés que lors d’une seule

étape. Donc pour toute composante Ci, |V pCiq XS˚| “ |V pCiq|
2

. Ainsi, S˚ a bien le cardinal

d’un stable optimal de G. Démontrons maintenant que S˚ est un stable.

Pour chaque composante Ci, soit V pCiqXS˚ “ V pCiqXB, soit V pCiqXS˚ “ V pCiqXR.

Donc si S˚ n’est pas un stable, il existe deux composantes Cpxq et Cpyq telle que V pCpxqqX

S˚ “ V pCpxqq X B, V pCpyqq X S˚ “ V pCpyqq X R, Cpxq Ñ Cpyq et Cpxq ‰ Cpyq. Cela

implique que des sommets de Cpxq sont sélectionnés lors des étapes 1 ou 2 et des sommets

de Cpyq lors des étapes 3 ou 4. Or, Cpxq Ñ Cpyq donc des sommets de Cpyq doivent être

sélectionnés lors des étapes 1 ou 2. Contradiction.

Donc S˚ est bien un stable optimal de G. Il reste à démontrer que S˚ X F “ S.

Soit x P B X F et x R S. La composante Cpxq a ses sommets sélectionnés uniquement

lors de l’étape 3 donc x R S˚. De même, si x P R X F et x R S, la composante Cpxq a ses

sommets sélectionnés uniquement lors de l’étape 1 donc x R S˚. Donc aucun sommet de

F n’est dans S˚ s’il n’appartient pas à S. Il reste à démontrer que S Ă S˚.

Soit x P S. La composante Cpxq a des sommets sélectionnés soit lors de la deuxième

étape, soit de la quatrième et x P S˚. Donc S Ă S˚.

Donc comme S˚ est un stable optimal de G tel que S˚ X F “ S, S est bien extensible

par rapport à F .

A l’aide de cette caractérisation, nous prouvons la propriété suivante qui permet, pour

d ě 2, de déduire une borne inférieure du cardinal maximal d’un pd`1q-extensible à partir

d’un d-extensible.

Propriété 3.4.2. Pour d ě 2, si F Ă pB YRq est un d-extensible de G alors il est aussi

un k-extensible de G pour k ą d.

Démonstration. Supposons que F est un d-extensible mais pas un k-extensible pour k ą d.

Soit S un stable de GrF s tel que |S| “ k.
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Si S n’est pas extensible par rapport à F , un des points de la Propriété 3.4.1 page 64

n’est pas respecté.

Si c’est le premier point, D x, y P F X B tels que Cpxq Ñ Cpyq, x P S et y R S. Or,

dans ce cas, on peut construire un stable de cardinal d qui n’est pas extensible en retirant

k ´ d sommets à S tout en conservant x. Donc F n’est pas un d-extensible.

De même, si c’est le deuxième point, on peut construire un stable de cardinal d qui

n’est pas extensible.

Si c’est le troisième point, D x P F X R et y P F X B tels que Cpxq Ñ Cpyq, x R S et

y R S. De nouveau, en retirant k´d sommets à S, on peut construire un stable de cardinal

d qui ne contient ni x ni y donc qui n’est pas extensible.

Si c’est le quatrième point, D x P F X B et y P R X F tels que Cpxq Ñ Cpyq, x P S et

y P S. Comme d ě 2, on peut construire un stable de cardinal d qui contient x et y donc

qui n’est pas extensible.

Donc, si d ě 2, si F est un d-extensible alors c’est aussi un k-extensible pour k ě d.

Remarque 3.4.1. La Propriété 3.4.2 n’est pas toujours vérifiée pour d “ 1.

Exemple :

a b

c d

e f g h

i j

L’ensemble tb, d, g, iu est un 1-extensible de cardinal maximal mais ce n’est pas un 2-

extensible : le stable tb, gu n’est pas extensible par rapport à tb, d, g, iu d’après la Propriété

3.4.1.

La caractérisation des stables extensibles permet de caractériser l’ensemble des d-

extensibles, comme indiqué dans la propriété suivante.
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Propriété 3.4.3. F Ă pBYRq est un d-extensible de G si et seulement si pour tout couple

px, yq de sommets de F tels que Cpxq Ñ Cpyq

— Si Cpxq ‰ Cpyq et pxyq R E :

1. Si x P R et y P B alors αpGrF ´ tx, yusq ă d

2. Si x P B et y P B alors αpGrF ´ ptyu Y Γpxqqsq ă d

3. Si x P R et y P R alors αpGrF ´ ptxu Y Γpyqqsq ă d

4. Si x P B et y P R alors αpGrF ´ pΓpxq Y Γpyqqsq ă d

— Si Cpxq “ Cpyq :

5. Si x P B et y P B alors αpGrF´ptyuYΓpxqqsq ă d et αpGrF´ptxuYΓpyqqsq ă d

6. Si x P R et y P R alors αpGrF´ptyuYΓpxqqsq ă d et αpGrF´ptxuYΓpyqqsq ă d

7. Si x P B et y P R ou x P R et y P B alors αpGrF ´ tx, yusq ă d et, si xy R E

alors αpGrF ´ pΓpxq Y Γpyqsq ă d

Démonstration. Soit F un d-extensible de G. Montrons que F respecte bien la propriété.

Soit x P F , y P F tels que Cpxq Ñ Cpyq, Cpxq ‰ Cpyq et pxyq R E

1. x P R et y P B. Si αpGrF ´ tx, yusq ě d, D S stable de GrF s tel que |S| “ d, x R S

et y R S. D’après le point 3 de la Propriété 3.4.1 page 64, S n’est pas extensible par

rapport à F . Contradiction.

2. x P B et y P B. Si αpGrF ´ ptyu Y Γpxqqsq ě d, D S stable de GrF s tel que |S| “ d,

x P S et y R S. D’après le point 1 de la Propriété 3.4.1 page 64, S n’est pas extensible

par rapport à F . Contradiction.

3. x P R et y P R. Si αpGrF ´ ptxu Y Γpyqqsq ě d, D S stable de GrF s tel que |S| “ d,

x R S et y P S. D’après le point 2 de la Propriété 3.4.1 page 64, S n’est pas extensible

par rapport à F . Contradiction.

4. x P B et y P R. Si αpGrF ´ pΓpxq Y Γpyqqsq ě d, D S stable de GrF s tel que |S| “ d,

x P S et y P S. D’après le point 4 de la Propriété 3.4.1 page 64, S n’est pas extensible

par rapport à F . Contradiction.
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Soient x P F et y P F tels que Cpxq “ Cpyq

5. x P B et y P B. Si αpGrF ´ ptyu Y Γpxqqsq ě d ou αpGrF ´ ptxu Y Γpyqqsq ě d alors D

S stable de GrF s tel que |S| “ d, x P S et y R S ou x R S et y P S. D’après le point 1

de la Propriété 3.4.1 page 64, S n’est pas extensible par rapport à F . Contradiction.

6. x P R et y P R. Si αpGrF ´ ptyu Y Γpxqqsq ě d ou αpGrF ´ ptxu Y Γpyqqsq ě d alors D

S stable de GrF s tel que |S| “ d, x P S et y R S ou x R S et y P S. D’après le point 2

de la Propriété 3.4.1 page 64, S n’est pas extensible par rapport à F . Contradiction.

7. x P R et y P B ou x P B et y P R. Si αpGrF ´ tx, yusq ě d, D S stable de GrF s tel

que |S| “ d, x P S et y P S. D’après le point 4 de la Propriété 3.4.1 page 64, S n’est

pas extensible par rapport à F . Contradiction.

Considérons maintenant F Ă pB Y Rq tel que F respecte la propriété. Montrons que

F est bien un d-extensible.

Soit S un stable de GrF s tel que |S| ě d. Montrons que S est extensible, donc qu’il

respecte tous les points de la Propriété 3.4.1.

Soient x P B X F et y P B X F . D’après le point 2, comme |S| “ d, si Cpxq Ñ Cpyq et

x P S alors y P S. De même, d’après le point 5, si Cpxq “ Cpyq et x P S alors y P S. Donc

S respecte le premier point de la Propriété 3.4.1.

Soient x P R X F et y P R X F . D’après le point 3, comme |S| “ d, si Cpxq Ñ Cpyq et

x P S alors y P S. De même, d’après le point 6, si Cpxq “ Cpyq et x P S alors y P S. Donc

S respecte le deuxième point de la Propriété 3.4.1.

Soient x P R X F , y P B X F et Cpxq Ñ Cpyq. D’après le point 1, comme |S| ě d,

S X tx, yu ‰ H. Donc S respecte le troisième point de la Propriété 3.4.1.

Soient x P B X F , y P R X F . D’après le point 4, comme |S| ě d, si Cpxq Ñ Cpyq et

Cpxq ‰ Cpyq, si x P S alors y R S et si y P S alors x R S. De même d’après le point 7 si

Cpxq “ Cpyq. Donc S respecte le quatrième point de la Propriété 3.4.1.

Donc S est extensible par rapport à F et F est bien un d-extensible de G.

Propriété 3.4.4. Soit F un d-extensible de G. Si F contient deux sommets a et b tels
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que Cpaq “ Cpbq et pabq P E alors |F XB| ď d et |F XR| ď d.

Démonstration. D’après la Propriété 3.4.1 page 64, pour être extensible par rapport à F ,

un stable de cardinal d de GrF s doit contenir soit a, soit b.

Si |F XB| ą d alors il existe un stable de d sommets de GrF s qui contient d sommets

de F X B mais qui ne contient ni a, ni b donc qui n’est pas extensible par rapport à F .

Donc F n’est pas un d-extensible. Contradiction.

Si |F XR| ą d on aboutit à la même contradiction.

Propriété 3.4.5. Soit F un d-extensible de G. Si |Vc| ě 2 et s’il existe deux sommets x

et y de F tels que δGpxq ď 2, δGpyq ď 2, Cpxq Ñ Cpyq et pxyq R E alors |F | ď 2d.

Démonstration. δGpxq ď 2, δGpyq ď 2 donc chaque sommet a au plus un voisin dans une

autre composante que la sienne car chaque composante est connexe et contient un nombre

pair de sommets.

D’après la Propriété 3.4.4, si F contient deux sommets a et b tels que Cpaq “ Cpbq et

pabq P E alors |F | ď 2d

On peut donc considérer que F ne contient pas deux sommets a et b tels que Cpaq “

Cpbq et pabq P E. Donc |Γpxq X F | ď 1 et |Γpyq X F | ď 1.

D’après la Propriété 3.4.3 (1 à 4) page 69 :

1. Si x P R et y P B alors αpGrF ´ tx, yusq ă d. Donc |pF ´ tx, yuq X B| ď d ´ 1 et

|pF ´ tx, yuq XR| ď d´ 1. Donc |F | ď 2d.

2. Si x P B et y P B alors αpGrF´ptyuYΓpxqqsq ă d. Donc |pF´ptyuYΓpxqqXB| ď d´1

et |pF ´ ptyu Y Γpxqq XR| ď d´ 1. Donc |F | ď 2d.

3. Si x P R et y P R alors αpGrF´ptxuYΓpyqqsq ă d. Donc |pF´ptxuYΓpyqqXB| ď d´1

et |pF ´ ptxu Y Γpyqq XR| ď d´ 1. Donc |F | ď 2d.

4. Si x P B et y P R alors αpGrF´pΓpxqYΓpyqqsq ă d. Donc |pF´pΓpxqYΓpyqqqXB| ď

d´ 1 et |pF ´ pΓpxq Y Γpyqq XR| ď d´ 1. Donc |F | ď 2d.
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La propriété suivante permet de déterminer un d-extensible de cardinal 2d´ 1 dans le

cas où le graphe n’est constitué que d’une seule composante. L’algorithme présenté servira

ensuite pour déterminer un d-extensible de cardinal 2d´ 1 pour tout graphe biparti dont

les sommets sont libres.

Propriété 3.4.6. Soit G=(B,R,E) un graphe biparti tel que Gc vérifie |Vc| “ 1. Il existe

un d-extensible F vérifiant |F | “ 2d ´ 1. Ce d-extensible peut être déterminé en temps

polynomial par l’algorithme 2.

Algorithm 2 Algorithme permettant de déterminer un d-extensible de cardinal 2d ´ 1
dans un graphe qui ne contient qu’une composante

1: Déterminer un couplage parfait M de G
2: Soit b un sommet de B
3: F :“ tbu
4: while |F XB| ă d do
5: Soit x P ΓpF q XR tel que D y tel que pxyq P M et y R F
6: F :“ F Y tx, yu
7: end while
8: return F

Démonstration. Soit F l’ensemble retourné par l’algorithme 2 page 72.

D’après la Propriété 1.2.6 page 21, G admet un couplage parfait M . Montrons que si

|F XB| ă d alors il existe x P ΓpF q XR tel que pxyq P M et y R F .

Soit L l’ensemble des sommets a P R tels que pabq P M et b R F . Si LX ΓpF XBq “ H

alors LY pF XBq est un stable. De plus |L| ` |pF XBq| “ |B| car il reste |L| sommets de

B qui ne sont pas dans F . Contradiction d’après la propriété 1.2.3 page 20.

Donc il existe toujours un sommet x de R X ΓpF q tel que pxyq P M et y R F .

Montrons maintenant que F est bien un d-extensible.

Montrons que F admet un unique stable de cardinal d : F X B. Soit L Ă F X R

tel que L ‰ H. Par construction, |ΓpLq X F | ą |L|. Donc |ppB ´ ΓpLqq X F q Y L| ă

|pB ´ ΓpLqq Y pΓpLq X F q|. Donc |ppB ´ ΓpLqq X F q Y L| ă d. Donc tout stable de F qui

contient L a un cardinal strictement inférieur à d. Or F XB est un stable de F de cardinal

d, c’est donc l’unique stable de cardinal d de F .
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Figure 3.9 – Exécution de l’Algorithme 2

Le stable F X B est extensible et c’est l’unique stable de cardinal d de F donc F est

un d-extensible.

Exemple 3.4.1. Appliquons l’Algorithme 2 sur le graphe de la Figure 3.9 pour construire

un 2-extensible.

L’algorithme commence par déterminer un couplage parfait du graphe. On considère

ici tad, be, cfu, en gras dans la figure.

L’algorithme sélectionne ensuite un sommet quelconque de B, ici le sommet a.

Puis l’algorithme sélectionne deux sommets x P R et y P B tel que xy P M . Dans notre

exemple, cela correspond aux sommets b et e.

L’algorithme a déterminé un ensemble de taille 3 ce qui correspond à 2d´1 pour d “ 2.

Il retourne donc l’ensemble des sommets sélectionnés.

Remarque 3.4.2. La solution obtenue par l’algorithme 2 page 72 peut être optimale mais

ce n’est pas toujours le cas, comme on peut le voir dans le graphe de la Figure 3.9.

— Pour d “ 1, un d-extensible optimal contient deux sommets et l’algorithme retourne

un d-extensible constitué d’un seul sommet.

— Pour d “ 2, un d-extensible optimal contient trois sommets et l’algorithme retourne

un d-extensible de 3 sommets.
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Généralisons la Propriété 3.4.6 à l’ensemble des graphes bipartis dont tous les sommets

sont libres.

Propriété 3.4.7. Il existe un d-extensible F de G tel que |F | “ 2d ´ 1. De plus, F peut

être déterminé par l’algorithme 3.

Algorithm 3 Algorithme permettant de déterminer un d-extensible de cardinal 2d ´ 1
dans un graphe biparti dont tous les sommets sont libres

1: On considère que les composantes, notées Ci, sont classées par niveau croissant
2: F :“ H
3: i :“ 1
4: while |F | ă 2d´ 1 do
5: if |F | ` |V pCiq| ă 2d´ 1 then
6: F :“ F Y V pCiq
7: else
8: Soit L l’ensemble de sommets retourné par l’application de l’algorithme 2 à Ci.

pour obtenir un pd´ |F |
2

q-extensible de Ci

9: F :“ F Y L

10: end if
11: i :=i+1
12: end while
13: return F

Démonstration. Soit F un ensemble de sommets retourné par l’Algorithme 3 page 74.

L’ensemble F contient d sommets de B et d ´ 1 sommets de R. Soit S un stable de

GrF s tel que |S| “ d. L’algorithme considère les composantes une par une et sélectionne

des sommets tant que c’est possible avant de passer à la composante suivante. Il existe

donc une unique composante Ci telle que V pCiq X F ‰ H et V pCiq n’est pas inclus dans

F . Dans la composante Ci, S X V pCiq “ B X V pCiq. Pour les autres composantes Cj ,

soit V pCjq X S “ V pCjq X B, soit V pCjq X S “ V pCjq X R. De plus, pour tout couple de

composantes (Ci, Cj) tel que Ci Ñ Cj dans Gc, Ci Ñ Cj dans GrF sc. Donc S est extensible

par rapport à F car il peut être étendu en un stable optimal du graphe en ajoutant tous

les sommets de B qui n’appartiennent pas à F . Donc F est bien un d-extensible.

Dans la suite de la section, des cas particuliers dans lesquels déterminer un d-extensible

optimal peut se faire en temps polynomial sont étudiés.
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Propriété 3.4.8. Soit G “ pB,R,Eq un graphe dont tous les sommets sont libres. Si Gc

est un arbre, alors trouver un 1-extensible optimal de G est un problème polynomial.

Démonstration. D’après la Propriété 3.4.3, un ensemble de deux sommets voisins forme

un 1-extensible. On cherche donc à déterminer s’il existe un 1-extensible de cardinal stric-

tement supérieur à 2.

Soit F un 1-extensible tel que |F | ą 2. Soient x et y deux sommets de F tels que

Cpxq Ñ Cpyq.

— Si x P R and y P B alors d’après la Propriété 3.4.3 page 69, |F | ď 2. Contradiction.

— Si x P B et y P B alors d’après la Propriété 3.4.1 page 64, le stable txu de cardinal

1 n’est pas extensible par rapport à F . Contradiction.

— Si x P R et y P R alors d’après la Propriété 3.4.1, le stable tyu de cardinal 1 n’est

pas extensible par rapport à F . Contradiction.

— Si x P B, y P R et Cpxq “ Cpyq alors d’après la Propriété 3.4.3 |F | “ 2. Contradic-

tion.

Ainsi, pour chaque chemin du graphe G, un 1-extensible de cardinal strictement su-

périeur à 2 ne peut contenir plus d’un sommet de B et d’un sommet de R. Pour dé-

terminer un 1-extensible optimal, on cherche à sélectionner le maximum de sommets tel

que, sur chaque chemin de Gc, le 1-extensible contienne au plus 2 sommets. On peut

donc modéliser la recherche d’un 1-extensible optimal par le programme linéaire suivant :$
’’’’’&
’’’’’%

max
x

nÿ

i“1

xi

ÿ

iPP

xi ď 2 @P chemin maximal de Gc

x P t0, 1un

— Les variables xi valent 1 si le 1-extensible contient un sommet de la composante i et

0 sinon

— On cherche à sélectionner le plus de sommets possible

— Sur chaque chemin maximal (au sens de l’inclusion) deGc, on ne peut pas sélectionner

plus de deux sommets

77



— Si xi “ 1 et il n’existe pas de j tels que xj “ 1 et Cj Ñ Ci alors le 1-extensible

contient un sommet de B de la composante Ci. Sinon, il contient un sommet de R

de la composante Ci.

D’après la Propriété 3.4.3 page 69, l’ensemble obtenu est bien un 1-extensible. S’il est

de cardinal supérieur à 2, alors il est optimal. En effet, tout ensemble qui contiendrait plus

de sommets ne serait pas un 1-extensible car il contiendrait aussi trois sommets dont les

composantes seraient sur un même chemin dans Gc.

La matrice des chemins dans un arbre orienté est totalement unimodulaire et détermi-

ner les chemins maximaux d’un arbre est polynomial. Résoudre le programme mathéma-

tique ci-dessus est donc polynomial. Déterminer un 1-extensible d’un graphe biparti dont

le graphe des composantes est un arbre se fait donc en temps polynomial.

Nous allons maintenant démontrer que déterminer un d-extensible optimal dans une

grille est polynomial. Une grille est un graphe défini par deux entiers m et n. L’entier

m est le nombre de colonnes de la grille et l’entier n le nombre de lignes. On note vij

le sommet de la ligne i et de la colonne j. Une grille Gm,n “ pV,Eq est un graphe tel

que V “ tvij , 1 ď i ď m, 1 ď j ď nu et E “ tvijvpi`1qj , 1 ď i ď m ´ 1, 1 ď j ď

nu Y tvijvipj`1q, 1 ď i ď m, 1 ď j ď n´ 1u. Par exemple, la Figure 3.10 représente la grille

G4,3. Une grille est un graphe biparti.

Si les nombres de colonnes et de lignes d’une grille sont impairs, alors le nombre de

sommets le la grille est impair. Il n’existe donc pas de couplage parfait donc d’après la

propriété 1.2.6, tous les sommets de la grille ne sont pas libres. Si le nombre de colonnes

ou le nombre de lignes d’une grille G est pair, alors d’après [68], toutes les arêtes de G

appartiennent à au moins un couplage parfait. Donc le graphe des composantes de G ne

contient qu’un sommet et un stable optimal de G est de cardinal |B| “ |R|. Les ensembles

B et R sont des stables optimaux donc tous les sommets de G sont libres.

Propriété 3.4.9. Soit G “ pB,R,Eq une grille dont tous les sommets sont libres. Déter-

miner un d-extensible optimal d’une grille est un problème polynomial.
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Démonstration. Le graphe des composantes de G n’est constitué que d’un sommet car

toutes les arêtes de G appartiennent à au moins un couplage parfait. D’après la Propriété

3.4.3 page 69 le cardinal d’un d-extensible de G ne peut dépasser 2d.

L’algorithme 4 permet de construire un d-extensible F de cardinal 2d dans une grille

dont tous les sommets sont libres. On suppose que le nombre de colonnes est pair. Cet

algorithme commence par sélectionner les deux sommets voisins v11 et v21. Puis, tant que

l’ensemble F est de cardinal inférieur à 2d, l’algorithme ajoute à F des sommets voisins

des lignes 1 et 2 de la deuxième colonne, puis de la troisième et ainsi de suite. Une fois que

tous les sommets des deux premières lignes ont été sélectionnés, l’algorithme sélectionne

des sommets de la troisième ligne sur des colonnes voisines de sorte que tous les sommets

d’indice inférieur sur la ligne sont sélectionnés. L’algorithme procède ainsi pour chaque

ligne tant que l’ensemble F est de cardinal inférieur à 2d. Il s’arrête quand F est de

cardinal 2d ou quand il ne reste plus de sommets à sélectionner.

Prouvons que l’algorithme 4 retourne bien un d-extensible. Pour cela, considérons F un

ensemble de sommets retourné par l’algorithme 4 et montrons que ses stables optimaux

sont F X B et F X R. L’ensemble F contient d sommets de B et d sommets de R. Si

d “ 1, F ne contient que deux sommets voisins donc la propriété est vérifiée. Supposons

que d ą 1. Soit L un ensemble de l sommets de BXF avec l ą 0. L’ensemble L a au moins

l ` 1 voisins dans F X R. En effet, chaque sommet est voisin du sommet avec lequel il a

été ajouté et d’un sommet qui appartenait déjà F lors de sa sélection. Donc tout stable

de GrF s qui contient L et des sommets de F X R est au plus de cardinal d ´ 1. Donc les

stables optimaux de GrF s sont F X B et F X R. Ils sont de cardinal d et il est évident

qu’ils sont extensibles. Donc F est bien un d-extensible.

Exemple 3.4.2. Considérons le graphe de la Figure 3.10 et construisons un 5-extensible.

L’algorithme 4 commence par sélectionner deux sommets voisins quelconques. Ici, comme

on peut le voir sur la figure, on sélectionne les sommets a et b. On cherche ensuite deux

sommets voisins qui forment un cycle de longueur 4 avec les sommets sélectionnés. Dans

notre exemple, il n’y a qu’une possibilité, on sélectionne donc les sommets e et f . On

recommence la même recherche et on trouve cette fois deux paires de sommets possibles :
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Algorithm 4 Algorithme permettant de déterminer un d-extensible optimal dans une
grille dont tous les sommets sont libres

1: Supposons que le nombre de colonnes m est pair
2: F :“ H
3: j :“ 1
4: while |F | ă 2d ET j ď m do
5: F :“ F Y tv1j , v2ju
6: j :“ j ` 1
7: end while
8: i :“ 3
9: while |F | ă 2d do

10: j :“ 1
11: while |F | ă 2d ET j ă m do
12: F :“ F Y tvij , vipj`1qu
13: j :“ j ` 2
14: end while
15: i :“ i` 1
16: end while
17: return F

ti, ju et tc, gu. On sélectionne une des deux paires et on recommence l’itération jusqu’à

obtenir un 5-extensible de 10 sommets.

Propriété 3.4.10. Soit G “ pB,R,Eq un cycle pair. Il est possible de déterminer un

d-extensible de G en temps polynomial.

Démonstration. Dans un cycle pair, αpGq “ |B| “ |R|. Toutes les arêtes du cycle G

appartiennent à au moins un couplage parfait. Le graphe des composantes de G ne contient

donc qu’une composante. Ainsi, un d-extensible de G ne peut contenir plus de 2d sommets

d’après la Propriété 3.4.3 page 69.

Si d “ 1, un d-extensible peut être construit en sélectionnant deux sommets voisins.

C’est un d-extensible optimal car de cardinal 2.

Considérons le cas 1 ă d ă αpGq. D’après la Propriété 3.4.7 page 74, G admet un

d-extensible de cardinal 2d´ 1. Soit F un ensemble de sommets de cardinal 2d. Il contient

donc d sommets de B et d sommets de R. Or G est un cycle pair et F ne contient pas tous

les sommets de G donc il existe x P F X B tel que |Γpxq X F | ă 2. Supposons que x ait

un voisin y dans F . L’ensemble ppF XRq ´ tyuq Y txu est un stable de cardinal d de GrF s
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Figure 3.10 – Exécution de l’Algorithme 4. Ici, αpGq “ 6
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qui d’après la Propriété 3.4.1 page 64 n’est pas extensible par rapport à F . De même, si

|Γpxq XF | “ 0, l’ensemble pF XRq Y txu est un stable de cardinal d` 1 de GrF s qui n’est

pas extensible par rapport à F . Donc F n’est pas un d-extensible. Donc un d-extensible

optimal de G peut être déterminé par l’Algorithme 3 page 3.

Dans la propriété suivante, on s’intéresse au cas des cycles impairs, bien qu’ils ne soient

pas bipartis. Les propriété structurelles sur les d-extensibles démontrées dans cette section

ne s’appliquent donc pas dans ce cas.

Propriété 3.4.11. La recherche d’un d-extensible optimal s’effectue en temps polynomial

dans le cas où G “ pV,Eq est un cycle impair.

— Si 1 ă d ă αpGq un d-extensible optimal contient 2d sommets et peut être obtenu en

sélectionnant une chaîne de 2d sommets du cycle.

— Si d “ 1, un 1-extensible optimal du graphe contient 3 sommets et peut être obtenu

en sélectionnant une chaîne de 3 sommets.

Démonstration. Soit G “ pV,Eq un cycle impair de longueur 2k`1. Dans un cycle impair,

αpGq “ |V |´1

2
“ k.

Considérons le cas 1 ă d ă αpGq. Soit F une chaîne de 2d sommets. Tout stable de

cardinal d de F contient au moins une des extrémités de F . Le sous-graphe GrV ´ F s est

une chaîne de 2pk´ dq ` 1 sommets, donc une chaîne de longueur impaire. Si on retire les

sommets voisins des extrémités de F , on obtient une chaîne de 2pk ´ d´ 1q ` 1 sommets,

dont le stable S de cardinal maximal forme un stable avec tout sous-ensemble stable de F

et est de cardinal k´ d. Donc tout stable de cardinal d de GrF s peut être complété en un

stable de cardinal maximal du graphe en ajoutant les sommets du stable S. Ainsi, F est

bien un d-extensible.

Considérons maintenant un ensemble F̂ Ă V de 2d ` 1 sommets et montrons que ce

n’est pas un d-extensible. Supposons tout d’abord que GrF̂ s est une chaîne. Dans ce cas,

GrV ´ F̂ s est une chaîne paire. Soit Ŝ un stable de cardinal d de GrF̂ s qui contient les deux

extrémités de la chaîne. Pour compléter le stable Ŝ, on ne peut sélectionner les sommets

des extrémités de GrV ´ F̂ s. Donc on ne peut sélectionner que des sommets d’une chaîne
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paire de longueur 2pk´d´1q. Or, le cardinal maximal d’un stable d’une chaîne de longueur

2pk ´ d´ 1q est k ´ d´ 1 donc on ne peut pas compléter le stable Ŝ en un stable optimal

du graphe à l’aide d’un stable de GrV ´ F̂ s. Donc F̂ n’est pas un d-extensible.

Supposons maintenant que GrF̂ s n’est pas une chaîne. Dans ce cas, les sommets de F̂

sont séparés par i chaînes avec i ď 2d` 1. La somme du nombre de sommets des i chaînes

est paire car F̂ contient un nombre impair de sommets. On note uj ces chaînes. Soit v le

nombre de chaînes uj dont le nombre de sommets est impair. Nécessairement, v est pair

donc v ď d. Si v “ 0, alors le cardinal maximal d’un stable de GrV ´ F̂ s est k ´ d. Soit Ŝ

un stable de cardinal d de GrF̂ s qui contient les deux extrémités voisines de celles d’une

des chaînes uj . Dans ce cas, il n’est possible de construire un stable de cardinal k ´ d de

GrV ´ F̂ s qui soit aussi un stable avec Ŝ. Donc F̂ n’est pas un d-extensible. Supposons

maintenant que v ą 0. On suppose que les chaînes uj dont le nombre de sommets est

impair sont numérotées de 1 à v. Dans ce cas le cardinal maximal d’un stable de GrV ´ F̂ s

est
vÿ

j“1

|uj | ` 1
2

`
iÿ

j“v`1

|uj |
2

“
iÿ

j“1

|uj |
2

`
v

2
. Or,

iÿ

j“1

|uj |
2

“
2k ` 1 ´ 2d´ 1

2
“ k ´ d. Donc

αpGrV ´ F̂ sq “ k´d` v
2
. Ainsi, en construisant un stable Ŝ de GrF̂ s tel que les extrémités

d’au moins v
2

` 1 chaînes uj telles que 1 ď j ď v ont pour voisins des sommets de Ŝ, on

est assuré que Ŝ n’est pas extensible. Montrons que l’on peut toujours construire un tel

stable Ŝ.

Supposons tout d’abord que v “ 2d. Dans ce cas, il existe au plus deux sommets

de GrF̂ s qui ne sont pas isolés. Donc il existe un sommet isolé de GrF̂ s dont les voisins

appartiennent à des chaînes uj dont le nombre de sommets est impair. En sélectionnant

ce sommet puis d ´ 1 autres sommets voisins de chaînes uj dont le nombre de sommets

est impair, on construit un stable Ŝ de cardinal d tel qu’il existe v
2

` 1 “ d ` 1 chaînes

uj telle que 1 ď j ď v qui ont pour voisins des sommets de Ŝ. Donc le stable Ŝ n’est pas

extensible.

Supposons maintenant que v ă 2d. On sait que v est pair donc v ď 2d´2. Dans ce cas,

v
2

` 1 “ d. On peut donc construire un stable Ŝ en sélectionnant d sommets de F voisins

d’extrémités de d chaînes uj telle que 1 ď j ď v. Ainsi le stable Ŝ n’est pas extensible.

Considérons enfin le cas d “ 1. Considérons une chaîne de 3 sommets et montrons que
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c’est un 1-extensible. Dans ce cas, le reste du graphe est constitué d’une chaîne paire de

longueur 2k´2 donc elle admet des stable optimaux (de cardinal k´1) qui ne contiennent

qu’une des deux extrémités de la chaîne. Ainsi, quel que soit le sommet de la chaîne de

3 sommets sélectionné, il est possible de le compléter en un stable optimal du graphe à

l’aide d’un des stables optimaux de la chaîne de longueur paire.

Montrons maintenant qu’il ne peut pas exister de 1-extensible de cardinal 4. Consi-

dérons un ensemble F “ tx, y, z, tu de quatre sommets et montrons que ce n’est pas un

1-extensible.

— Si GrF s est une chaîne, alors GrV ´ F s est une chaîne de longueur impaire dont

l’unique stable optimal est de cardinal k ´ 2 et contient les deux extrémités de la

chaîne. Donc en sélectionnant un sommet dont un voisin est une extrémité de la

chaîne GrV ´ F s, il n’est pas possible de construire un stable dans GrV ´ F s de

cardinal supérieur à k ´ 2 donc F n’est pas un d-extensible car un de ses stables de

cardinal 1 n’est pas extensible par rapport à F .

— Si GrF s est constitué de deux composantes connexes alors GrV ´ F s est constitué

d’une chaîne de longueur paire et d’une chaîne de longueur impaire. De la même

façon qu’au point précédent, un stable qui contient un sommet de F dont un voisin

est une extrémité d’une chaîne impaire n’est pas extensible par rapport à F .

— Si GrF s est constitué de trois composantes connexes, GrV ´F s est constitué de trois

chaînes dont au moins une est impaire. Si une seule est impaire, on sélectionne un

sommet voisin d’une extrémité de cette chaîne et on obtient comme dans les points

précédents un stable de cardinal 1 qui n’est pas extensible. Sinon, les trois chaînes

sont impaires et il existe un sommet de F dont les deux voisins sont des extrémités

de chaînes impaires. On sélectionne ce sommet et, comme précédemment, on obtient

un stable de cardinal 1 qui n’est pas extensible par rapport à F .

— Si GrF s est constitué de quatre composantes connexes GrV ´ F s est constitué de

quatre chaînes dont au moins une contient un nombre impair de sommets. S’il n’y

en a qu’une, on sélectionne un sommet de F voisin d’une de ses extrémités comme

précédemment. Sinon, trois chaînes sont impaires et il existe un sommet de F dont

les voisins sont les extrémités de deux chaînes impaires. On sélectionne ce sommet
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et, comme précédemment, on obtient un stable de cardinal 1 qui n’est pas extensible

par rapport à F .

Nous avons dans cette section, dans le cas des graphes bipartis dont tous les sommets

sont libres, établi une caractérisation des d-extensibles et donné une borne inférieure du

cardinal maximal d’un d-extensible. Nous avons également résolu le cas de la recherche

d’un 1-extensible dans le cas où le graphe des composantes est un arbre et le cas de la

recherche d’un d-extensible si le graphe est une grille ou un cycle. Nous allons maintenant

nous intéresser au cas des graphes bipartis qui contiennent des sommets forcés.

3.5 Cas des graphes bipartis qui contiennent des sommets
forcés

Dans cette section, on considère un graphe biparti GpB,R,Eq qui contient des sommets

libres et des sommets forcés. Rappelons que les sommets exclus ont été retirés. Les sommets

forcés sont donc isolés.

Propriété 3.5.1. Soit F un d-extensible de G. Si F X ΞpGq ‰ H alors |F | ď 2d ´ |F X

ΞpGq|.

Démonstration. D’après la Propriété 3.2.1 page 60, tout stable S de GrF s tel que |S| “ d

vérifie F X ΞpGq Ď S. Considérons la tri-partition de F tF X ΞpGq, F XB´ ΞpGq, F XR´

ΞpGqu. Puisque F X B ´ ΞpGq est un stable de GrF s, |F X B ´ ΞpGq| ď d ´ |F X ΞpGq|.

De même, |F XR ´ ΞpGq| ď d´ |F X ΞpGq|. Donc |F | ď 2d´ |F X ΞpGq|.

D’après la Propriété 3.4.7 page 74, on sait qu’il existe un d-extensible de G de cardinal

2d´ 1. On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 3.5.1. Si d ď φpGq
2

alors il existe un d-extensible optimal F de G tel que

F Ă ΦpGq.

Démonstration. Supposons que d ď φpGq
2

. Dans ce cas, d’après la Propriété 3.4.7 page 74,

il existe un d-extensible de G de cardinal 2d´ 1.
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Soit F un d-extensible de G tel que F X ΞpGq “ l avec l ě 1. D’après la Propriété

3.5.1, |F | ď 2d´ |F X ΞpGq|. Donc |F | ď 2d´ 1. Donc il existe un d-extensible de G qui ne

contient que des sommets libres de cardinal supérieur ou égal à celui de F . Donc il existe

un d-extensible optimal qui ne contient que des sommets libres.

Propriété 3.5.2. Si d ě φpGq
2

alors il existe un d-extensible optimal F ˚ de G est formé

de tous les sommets libres de G et de pd´ φpGq
2

q sommets forcés. Ainsi |F ˚| “ d` φpGq
2

Démonstration. Tout stable de cardinal d de GrF̂ s contient φpGq
2

sommets libres et pd ´
φpGq

2
q sommets forcés. Il peut donc être complété en un stable optimal du graphe en

ajoutant les sommets de ΞpGq ´ F ˚. Ainsi, F ˚ est bien un d-extensible.

Soit F̂ Ă BYR tel que |F̂ | ě 1 `d` φpGq
2

. Comme F̂ contient au moins d` 1 sommets

forcés alors GrF̂ s contient un stable S formé de d sommets forcés et il existe x P ΞpGq X F̂

tel que x R S. D’après la Propriété 3.2.1 page 60, F̂ n’est pas un d-extensible.

Ainsi, pour d ě φpGq
2

, déterminer un d-extensible optimal d’un graphe biparti se fait en

temps polynomial car déterminer les sommets libres et forcés se fait en temps polynomial.

Dans la suite du chapitre, on étudiera des graphes où tous les sommets sont libres et où

d ă φpGq
2

.

3.6 d-extensibles de stables dans les arbres

Dans cette section, on considère un arbre G “ pB,R,Eq dont tous les sommets sont

libres, donc αpGq “ |B| “ |R|. Dans ce cas, Gc est un arbre orienté et les composantes

Ci de G contiennent deux sommets : un sommet de B et un sommet de R. D’après la

Propriété 3.4.8 page 75, déterminer un 1-extensible optimal d’un arbre se fait en temps

polynomial car les graphes des composantes des arbres sont des arbres.

Cette section donne une borne inférieure de la cardinalité maximale d’un d-extensible

d’un arbre puis étudie deux cas particuliers. Ensuite, une sous-section est consacrée à une

famille d’arbres : les homards.
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La propriété suivante fournit une meilleure borne inférieure de la cardinalité d’un d-

extensible que celle de la Propriété 3.4.7 page 74. La borne est obtenue à l’aide d’un

algorithme similaire à l’Algorithme 3.

Propriété 3.6.1. Tout d-extensible optimal F ˚ de G vérifie |F ˚| ě 2d

Algorithm 5 Algorithme permettant de déterminer un d-extensible de cardinal 2d dans
un arbre dont tous les sommets sont libres

1: On considère que les composantes, notées Ci, sont classées par niveau croissant
2: F :“ H
3: i :“ 1
4: while |F | ă 2d do
5: F :“ F Y V pCiq
6: i :=i+1
7: end while
8: return F

Démonstration. Montrons que l’algorithme 5 retourne un d-extensible F de cardinal 2d.

Classons les composantes en niveaux dans Gc, puis numérotons les composantes par ni-

veau croissant. L’algorithme sélectionne les sommets des d premières composantes. Chaque

composante n’a que deux sommets donc |F | “ 2d. De plus, F respecte les conditions de

la Propriété 3.4.3 page 69 donc F est un d-extensible.

Puisque qu’il existe d-extensible de cardinal 2d dans un arbre, si ce d-extensible n’est

pas optimal alors il existe un d-extensible de cardinal strictement supérieur à 2d. La pro-

priété suivante détaille la structure que peut avoir un d-extensible de cardinal strictement

supérieur à 2d.

Propriété 3.6.2. Soit F un d-extensible de G tel que |F | ą 2d.

— Pour toute composante C de G, |V pCq X F | ď 1.

— Soient x, y deux sommets de F . Si Cpxq Ñ Cpyq, Cpxq ‰ Cpyq et si x P R alors

y R B.

Démonstration. Soit F un d-extensible de G tel que |F | ą 2d.
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Montrons que pour toute composante C de G, |V pCqXF | ď 1. Supposons par l’absurde

qu’il existe une composante telle que F contient ses deux sommets x P B et y P R. Dans

ce cas, d’après la Propriété 3.4.1 page 64, tout stable de cardinal d de GrF s doit contenir

un des deux sommets. Donc si |F X B| ą d il existe un stable de GrF s qui ne contient

que des sommets de B mais qui ne contient ni x, ni y donc qui n’est pas extensible par

rapport à F . Donc |F X B| ď d. On démontre de la même façon que |F X R| ď d. Mais

cela implique que |F | ď 2d. Contradiction.

Montrons que pour tous sommets x et y de F , si Cpxq Ñ Cpyq et si x P R alors y R B.

Supposons par l’absurde que x P R alors y P B. Dans ce cas, d’après la Propriété 3.4.1 page

64, tout stable de cardinal d de GrF s doit contenir un des deux sommets. On démontre de

la même façon qu’au cas précédent que |F | ď 2d. Contradiction.

La Propriété 3.4.2 page 67 montrait qu’un d-extensible était aussi un k-extensible pour

k ą d et d ą 1. La propriété suivante montre que des 1-extensibles peuvent aussi être des

k-extensibles pour k ą 1 si le graphe des composantes de l’arbre est une arborescence.

Propriété 3.6.3. Si Gc est une arborescence, alors il existe un 1-extensible optimal qui

est aussi un k-extensible pour k ą 1.

Démonstration. Soit F̂ un 1-extensible qui n’est pas un k-extensible pour k ą 1. Montrons

qu’il est possible de construire un 1-extensible F de même cardinal que F̂ qui soit aussi

un k-extensible.

L’ensemble F̂ n’est pas un k-extensible donc un des points de la Propriété 3.4.1 page

64 n’est pas respecté pour un stable de cardinal k. Le seul point qui peut être respecté

pour un stable de cardinal 1 et pas de cardinal k est le quatrième point de la propriété.

Donc il existe deux sommets x P B X F̂ et y P RX F̂ tels que Cpxq Ñ Cpyq, Cpxq ‰ Cpyq

et xy R E.

Le graphe Gc est une arborescence donc pour tout sommet z P B distinct de x tel que

Cpzq Ñ Cpyq, soit Cpzq Ñ Cpxq, soit Cpxq Ñ Cpzq. Si z P F̂ et Cpzq Ñ Cpxq, alors tzu

doit être extensible par rapport à F̂ puisque F̂ est un 1-extensible. Mais d’après le premier
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point de la Propriété 3.4.1 page 64, pour être extensible par rapport à F̂ il faut que x P tzu

ce qui n’est pas le cas. Donc il n’est pas possible que z P F̂ et Cpzq Ñ Cpxq. On démontre

de la même façon que le cas z P F̂ et Cpxq Ñ Cpzq est impossible. Donc pour tout sommet

y P R X F̂ , il existe au plus un sommet x P B X F̂ tel que Cpxq Ñ Cpyq.

Construisons l’ensemble F selon les instructions suivantes :

— F :“ F Y pF̂ XRq

— Pour tout x P B X F̂ tel qu’il n’existe pas de sommet y P R tel que Cpxq Ñ Cpyq :

F :“ txu Y F

— Pour les autres sommets x P B X F̂ , soit y P R X F̂ tel que Cpyq est de plus haut

niveau possible. Soit z P B tel que Cpzq ‰ Cpyq et pzyq P E : F :“ tzu Y F

L’ensemble F vérifie les conditions de la Propriété 3.4.3 page 69, c’est donc un 1-

extensible et c’est aussi un k-extensible. De plus |F | “ |F̂ |, donc il existe un 1-extensible

optimal qui est aussi un k-extensible.

Le propriété suivante montre que si le graphe des composantes est une arborescence

alors il est possible de déterminer un d-extensible optimal en temps polynomial.

Propriété 3.6.4. Si Gc est une arborescence alors il est possible de déterminer un d-

extensible optimal en Opnq.

Démonstration. Soit F1 un ensemble de sommets retourné par l’Algorithme 6 page 88.

Comme F1 respecte les conditions de la Propriété 3.4.3 page 69, c’est un 1-extensible.

Montrons que F1 est un 1-extensible optimal.

Soit F̂1 un 1-extensible tel que D x P F̂1 et x R F1.

Supposons qu’il existe y P F̂1 tel que Cpxq Ñ Cpyq. D’après la preuve de la Propriété

3.6.3 page 86 il existe un 1-extensible de même cardinal que F̂1 tel que si deux sommets

u et v de ce 1-extensible sont tels que Cpuq Ñ Cpvq alors ils sont voisins. On peut donc

supposer que x et y sont voisins. Puisque x R F1 alors D a, b P F1 tels que Cpxq Ñ Cpyq Ñ

Cpaq Ñ Cpbq. Or pF̂1 ´ tx, yuq Y ta, bu est un 1-extensible de même cardinal que F̂1. Donc

|F̂1| ď |F1|.
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Algorithm 6 Algorithme permettant de déterminer un 1-extensible optimal dans un arbre
dont le graphe des composantes est une arborescence

1: F “ H
2: L “ ensemble des composantes du graphe triées par niveau décroissant dans le graphe

des composantes
3: while L ‰ H do
4: C composante en tête de L
5: L :“ L´ C

6: if C n’a pas de successeurs dans GC then
7: F :“ F Y pV pCq XRq
8: else
9: F :“ F Y pV pCq XBq

10: Retirer de L les composantes X telles que X Ñ C

11: end if
12: end while
13: return F

Algorithm 7 Algorithme permettant de déterminer un d-extensible optimal dans un arbre
dont le graphe des composantes est une arborescence pour d ą 1

1: F “ Ensemble retourné par l’application de l’algorithme 6
2: H “ ensemble des sommets x tels que pΓ`pxq X F q ‰ H
3: while |B X F | ď d´ 1 ou H ‰ H do
4: x P H
5: H :“ H ´ txu
6: if |pF XRq ´ Γ`pxq| ď d´ 2 then
7: F :“ F Y txu
8: end if
9: if |F | ă 2d then

10: F :“ d-extensible de cardinal 2d déterminé à l’aide de l’Algorithme 5 page 85
11: end if
12: end while
13: return F
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De même, s’il n’existe pas de sommets y P F̂1 tel que Cpxq Ñ Cpyq alors il existe

a, b P F1 tels que Cpxq Ñ Cpaq Ñ Cpbq et pF̂1 ´ txuq Y ta, bu est un 1-extensible de

cardinal supérieur à F̂1. Donc |F̂1| ď |F1|. Donc F1 est optimal.

Pour le cas d ą 1, considérons F un ensemble de sommets retourné par l’Algorithme 7

page 88. F respecte les conditions de la Propriété 3.4.3 page 69, c’est donc un d-extensible.

Montrons qu’il est optimal.

Soit H un d-extensible tel que |H| ą 2d. Soit x P H tel que x R F1 et @y P H,

Cpyq R Γ`
Gc

pCpxqq.

Supposons que x P B. D’après la Propriété 3.4.3 page 69, Ey P H tel que Cpxq Ñ Cpyq.

Considérons l’ensemble Ĥ “ pH ´ txuq Y ty|y P V z X B,Cpzq P Γ`
Gc

pCpxqqu. D’après

la Propriété 3.4.3 page 69, Ĥ est un d-extensible et |Ĥ| ě |H| donc H n’est pas un d-

extensible optimal. De la même façon, on démontre que le cas x P R X H tel que x R F1

n’est pas possible.

Exemple 3.6.1. Considérons le graphe de la Figure 3.11 et déterminons un 4-extensible

optimal. Le graphe des composantes est bien une arborescence. La racine est la composante

qui contient les sommets a et b. On commence par déterminer un 1-extensible optimal à

l’aide de l’Algorithme 6. On sélectionne ainsi les sommets de R des composantes sans

successeurs, c’est-à-dire les sommets i, x, o, m, k, q, s et u.

Puis on considère les sommets de B voisins des sommets sélectionnés et qui ne sont

pas dans la même composante. Pour chacun de ces sommets x P B, s’il n’existe pas de

sommet y P R sélectionné tels que Cx Ñ Cy et xy R E, alors le sommet est sélectionné

dans le 1-extensible. Dans l’exemple, seul le sommet h correspond aux critères et peut être

sélectionné. Le 1-extensible déterminé par l’algorithme est indiqué dans la Figure 3.12 où

les sommets sélectionnés sont en gris.

Enfin, avec l’Algorithme 7, on cherche à déterminer un 4-extensible optimal en com-

plétant le 1-extensible F précédent. On considère donc les sommets de x P B voisins de

sommets de R du 1-extensible. Pour chacun de ces sommets x, si |pF XRq´Γ`pxq| ď d´2

on l’ajoute au d-extensible. Dans l’exemple, seul le sommet b est ajouté. Le 4-extensible dé-
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Figure 3.11 – Arbre dont le graphe des composantes est une arborescence. Dans ce graphe
αpGq “ 12

terminé par l’algorithme est indiqué dans la Figure 3.13 où les sommets sélectionnés sont

en gris. Ce 4-extensible est de cardinal 10. On compare ce cardinal à celui du d-extensible

de cardinal 2d “ 8 qui est déterminé par la Propriété 3.6.1 page 85. On constate que

10 ą 8 donc l’algorithme retourne le 4-extensible qu’il a déterminé. D’après la Propriété

3.6.4, c’est un 4-extensible optimal.

La propriété suivante utilise le résultat précédent pour déterminer des d-extensibles

dans les arbres qui contiennent une composante C telle que pour toute autre composante

Ĉ de G, soit C Ñ Ĉ, soit Ĉ Ñ C. La Figure 3.14 est un exemple de ces graphes où la

composante C est la composante qui contient les sommets e et f .

Propriété 3.6.5. Soit G “ pB,R,Eq un arbre dont tous les sommets sont libres et qui

contient une composante C telle que pour toute autre composante Ĉ de G, soit C Ñ Ĉ, soit

Ĉ Ñ C. Il est possible de déterminer un d-extensible optimal de G en temps polynomial.

Démonstration. Soit G1 le sous-graphe de G constitué de toutes les composantes Ĉ telles

que Ĉ Ñ C et soit G2 le sous-graphe de G constitué de toutes les composantes Ĉ telles

que C Ñ Ĉ. Le graphe des composantes de G1 est une anti-arborescence et le graphe des
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a b c d e f g h i j

k l m n o p

q r

s t

u v

x y

Figure 3.12 – 1-extensible d’un arbre dont le graphe des composantes est une arborescence

a b c d e f g h i j

k l m n o p

q r

s t

u v

x y

Figure 3.13 – 4-extensible d’un arbre dont le graphe des composantes est une arborescence
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a b c d e f g h i j

k l

m n

o p

q r

s t

Figure 3.14 – Arbre tel que pour toute composantes C, soit C Ñ Cpeq, soit Cpeq Ñ C

composantes de G2 est une arborescence.

Supposons que d ą 1. Montrons qu’il n’est pas possible qu’un d-extensible F de cardinal

supérieur à 2d de G contienne deux sommets x et y tels que x soit un sommet de G1, y

soit un sommet de G2 et Cpxq Ñ Cpyq.

— Si x P B et y P B alors d’après la Propriété 3.4.3 page 69, αpGrF´pΓpxqYtyuqsq ă d.

Donc |F XB| ď d et |F XR| ď d´ 2 ` |Γpxq ´ 1|. Or le graphe des composantes de

G1 est une anti-arborescence donc |Γpxq “ 2|. Donc |F XR| ď d´ 1 ce qui implique

que |F | ă 2d. Contradiction.

— Si x P B et y P R alors d’après la Propriété 3.4.3 page 69, αpGrF ´ pΓpxq YΓpyqqsq ă

d. Donc |F X R| ď d ´ 2 ` |Γpxq ´ 1| et |F X B| ď d ´ 2 ` |Γpyq ´ 1|. Or le

graphe des composantes de G1 est une anti-arborescence donc |Γpxq “ 2| et le graphe

des composantes de G2 est une arborescence donc |Γpyq “ 2|. Ainsi, |F | ď 2d.

Contradiction.

— Si x P R et y P B alors d’après la Propriété 3.4.3 page 69, αpGrF ´ ptx, yuqsq ă d.

Ainsi |F XB| ď d et |F XR| ď d. Donc |F | ď 2d. Contradiction.

— Si x P R, y P R alors d’après la Propriété 3.4.3 page 69, αpGrF ´ ptxu Y Γpyqqsq ă d.

Donc |F XR| ď d et |F XB| ď d´ 1 ` |Γpyq ´ 1|. Or le graphe des composantes de

G2 est une arborescence donc |Γpyq| “ 2. Donc |F | ď 2d. Contradiction.

Ainsi, s’il existe un d-extensible F de cardinal supérieur à 2d pour d ą 1 de G, c’est soit
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un d-extensible de G1, soit un d-extensible de G2. Or d’après la Propriété 3.6.4 page 87,

il est possible de construire un d-extensible optimal de G1 et de G2 en temps polynomial.

Donc pour d ą 2, il est possible de déterminer un d-extensible optimal de G en construisant

celui de cardinal 2d et ceux de G1 et de G2 puis de sélectionner celui de plus grand cardinal.

Considérons maintenant le cas d “ 1. Il est évident que des 1-extensible de G1et de

G2 sont aussi des d-extensibles de G. Montrons que si un 1-extensible F de G de cardinal

supérieur à 2 contient deux sommets x et y tels que Cpxq Ñ Cpyq, x est un sommet de G1

et y un sommet de G2, alors x P B et y P R.

— Si x P R et y P B alors alors d’après la Propriété 3.4.3 page 69, |F | ď 2d. Contradic-

tion.

— Si x P R et y P R alors d’après la Propriété 3.4.1 page 64 le stable tyu n’est pas

extensible par rapport à F . Contradiction.

— Si x P B et y P B alors d’après la Propriété 3.4.1 page 64 le stable txu n’est pas

extensible par rapport à F . Contradiction.

Ainsi, si F contient un sommet R de G1, il ne peut contenir aucun sommet de G2 car

pour tout sommet x de G1 et pour tout sommet y de G2, Cpxq Ñ Cpyq. De même, si F

contient un sommet de B de G2 il ne peut contenir aucun sommet de G1. Si un 1-extensible

contient des sommets de G1 et de G2 alors tous les sommets de G1 qu’il contient sont dans

B et tous les sommets de G2 qu’il contient appartiennent à R.

Considérons l’ensemble F qui contient les sommets de B des composantes sans pré-

décesseurs et les sommets de R des composantes sans successeurs. On obtient ainsi un

1-extensible dont les sommets de B sont dans G1 et les sommets de R dans G2. De plus

G1 est une anti-arborescence donc chaque composante a au moins un prédécesseur sauf les

composantes sans prédécesseurs et G2 est une arborescence donc chaque composante a au

moins un successeur sauf les composantes sans successeurs. Ainsi, il n’est pas possible de

construire un 1-extensible qui contient des sommets de G1 et de G2 de plus grand cardinal

que F .

Ainsi, en construisant F et les 1-extensible optimaux de G1 et de G2 puis en conservant

celui de plus grand cardinal, on obtient un 1-extensible optimal de G.
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3.6.1 d-extensibles de stables de homards

Cette sous-section traite d’un famille d’arbres : les homards. Dans un premier temps

nous traitons le cas des chenilles. Puis nous montrons que déterminer un d-extensible

optimal d’un homard se fait en temps polynomial en examinant successivement trois cas :

d “ 1, d “ 2 et d ą 2.

Considérons tout d’abord une chenille G “ pB,R,Eq dont tous les sommets sont libres.

Une chenille est un arbre dont tous les sommets sont au plus à une distance 1 d’une chaîne

centrale. Par exemple, sur la Figure 3.15 page 100, la chaîne centrale est constituée des

sommets a, b, c, d, e, f , g, j, k, l, m, r, q, p, s et t ; les pattes sont les sommets h, i, n et

o.

Le propriété suivante est similaire à la Propriété 3.6.3 car elle démontre qu’il existe un

1-extensible optimal qui est aussi un k-extensible pour k ą 1 dans les chenilles. Mais ce

1-extensible est aussi un d-extensible optimal s’il contient plus de 2d sommets, donc plus

de sommets que le d-extensible déterminé par la Propriété 3.6.1 page 85.

Propriété 3.6.6. Soit G “ pB,R,Eq une chenille dont tous les sommets sont libres.

— Il existe un 1-extensible optimal F1 qui est aussi un k-extensible pour k ą 1. Ce un

1-extensible optimal est détermine par l’Algorithme 8 page 98.

— Pour d ą 1, s’il existe un d-extensible optimal de cardinal strictement supérieur à

2d, il est déterminé par l’algorithme 8 page 98. Sinon un d-extensible optimal est de

cardinal 2d et est déterminé par l’algorithme 5 page 85

— Il est possible de déterminer un d-extensible optimal de G en temps polynomial.

Démonstration. Une chenille est composée d’une chaîne centrale et de sommets qui sont

voisins de ceux de la chaîne. Pour que ces sommets soient libres chaque sommet de la chaîne

ne peut pas avoir plus d’un voisin qui n’est pas dans la chaîne, sans quoi il sera exclu.

Dans le graphe des composantes, les composantes correspondant aux "pattes" de la chenille

sont celles qui n’ont soit pas de successeurs, soit pas de prédécesseurs. Les composantes
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dont tous les sommets sont sur la chaîne centrale sont celles qui ont un prédécesseur et un

successeur.

Une chenille est un arbre donc il existe un d-extensible de cardinal 2d. C’est pourquoi

on recherche s’il existe un d-extensible de cardinal strictement supérieur à 2d.

Chaque sommet est au plus de degré 3 donc d’après la Propriété 3.4.3 page 69, si d ą 1

un d-extensible F de G de cardinal supérieur à 2d ne peut contenir de sommets x P F et

y P F tels que Cpxq Ñ Cpyq. En effet :

— Si Cpxq “ Cpyq, |F | ě 2d

— Si x P B et y P B, alors si |F X B| ą d ou |F X R| ą d ´ 2 ` |Γpxq ´ 1| alors il

existe un stable de cardinal d qui contient x et pas y. Or |Γpxq| ě 3 donc |F | ě 2d.

Contradiction.

— Si x P R et y P B, |F XB| ě d et |F XR| ě d donc |F | ě 2d. Contradiction.

— Si x P R et y P R, alors si |F XR| ą d ou |F XB| ą d´ 2 ` |Γpyq ´ 1| alors il existe

un stable de cardinal d de GrF s qui contient y et pas x. Or |Γpyq| ě 3 donc |F | ě 2d.

Contradiction.

— Si x P B et y P R, si |F X R| ą d ´ 2 ` |Γpxq ´ 1| ou |F X B| ą d ´ 2 ` |Γpyq ´ 1|

alors il existe un stable de cardinal d de GrF s qui contient x et y. Or |Γpyq| ě 3 et

|Γpxq| ě 3 donc |F | ě 2d. Contradiction.

Ainsi, sur chaque chemin dans le graphe des composantes, si d ą 1 un d-extensible de

cardinal supérieur à 2d ne peut contenir plus de deux sommets. C’est aussi le cas si d “ 1.

En effet, d’après la Propriété 3.4.3 page 69, si un 1-extensible contient deux sommets x et

y tel que Cpxq Ñ Cpyq alors soit x P B et y P R, soit x P R et y P B.

Nous allons prouver que l’Algorithme 8 page 98 retourne un ensemble de sommets qui

est un 1-extensible optimal et pour d ą 1, et un d-extensible optimal s’il est de cardinal su-

périeur ou égal à 2d. Le principe de l’algorithme est le suivant : le graphe des composantes

d’une chenille est constitué de chemins qui sont reliés les uns aux autres par leurs extrémi-

tés. On sait que sur chaque chemin, on ne peut pas sélectionner plus de deux sommets. On

souhaite identifier chacun de ces chemins et sélectionner si possible deux sommets voisins

sur chaque chemin. Pour cela, on considère séparément les composantes des pattes de la
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chenille et de la chaîne centrale car les extrémités des chemins dans le graphe des compo-

santes sont les composantes des "pattes" de la chenille. Donc les composantes de la chaîne

centrale n’appartiennent qu’à un chemin et on peut facilement sélectionner des sommets

dans ces composantes. On traite ensuite le cas des composantes des "pattes" de la chenille.

L’Algorithme 8 commence par partitionner les composantes dans les ensembles sui-

vants :

— Soit L1 l’ensemble des composantes qui ont deux prédécesseurs et dont les prédéces-

seurs ont deux successeurs

— Soit L2 l’ensemble des composantes qui ont deux successeurs et dont les successeurs

ont deux prédécesseurs

— Soit L3 l’ensemble des composantes qui ont deux prédécesseurs et dont les prédéces-

seurs ne sont pas dans L2

— Soit L4 l’ensemble des composantes qui ont deux successeurs et dont les successeurs

ne sont pas dans L1

— Soit L5 l’ensemble des composantes qui ont au plus un successeur et un prédécesseur

et qui ont au moins un voisin qui n’est pas dans L1 Y L2 Y L3 Y L4

— Soit L6 l’ensemble des composantes qui ne sont pas dans les ensemble précédents

Les composantes des ensembles L1 et L2 appartiennent à des chemins de longueur

1 dans Gc. Un d-extensible de cardinal supérieur à 2d ne peut contenir plus de deux

sommets sur chaque chemin de Gc et pas plus d’un sommet par composante. L’algorithme

sélectionne donc un sommet par composante de L1 et un sommet par composante de L2.

Les composantes de l’ensemble L5 appartiennent aux chemins de longueur supérieure ou

égale à 3. Sur ces chemins, on sélectionne deux sommets sur des composantes qui ne sont

pas aux extrémités du chemin donc dans deux composantes de L5. Il reste à considérer

les chemins de longueur 2 dans Gc. Sur ces chemins, on sélectionne un sommet sur la

composante centrale, c’est-à-dire les composantes de L6 et, si possible un sommet à une

des extrémités donc dans L3 ou L4.

Soit F un ensemble de sommets retourné par l’Algorithme 8 page 98. D’après la Pro-

priété 3.4.3 page 69, F est bien un d-extensible pour toute valeur de d. Montrons que s’il
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existe un d-extensible de cardinal 2d, alors F est un d-extensible optimal de G.

Soit F̂ un 1-extensible tel que |F̂ | ą |F |. Un 1-extensible ne contient au plus qu’un

sommet par composante et F contient un sommet pour chaque composante des ensembles

L1, L2 et L6 donc |F̂XL1| ď |FXL1|, |F̂XL2| ď |FXL2| et |F̂XL6| ď |FXL6|. Nous avons

démontré plus haut qu’un 1-extensible ne pouvait contenir plus de 2 sommets sur chaque

chemin du graphe des composantes donc en notant Lr l’ensemble des composantes retirées

de L3, L4 et L5 lors de l’exécution de l’algorithme, |F̂ X pL5 Y Lrq| ď |F X L5|. Enfin, sur

chaque chemin de longueur 3 de Gc, un 1-extensible ne peut contenir plus de 2 sommets

donc en sélectionnant tous les sommets de L6, on ne peut sélectionner plus de sommets

que le cardinal d’un stable de cardinal maximal du graphe Ĝ “ pL3 ´ Lr, L4 ´ Lrq, Êq

avec l’arête CpxqCpyq P Ê si et seulement si Cpxq Ñ Cpyq. Donc |F̂ X ppL3 YL4q ´Lrq| ď

|F X ppL3 Y L4q ´ Lr|. Donc |F̂ | ď |F |. Contradiction.

Ainsi, s’il existe un d-extensible de cardinal supérieur à 2d, l’Algorithme 8 page 98

retourne un d-extensible optimal. Sinon, le cardinal maximal d’un d-extensible est 2d et

un tel d-extensible peut être déterminé selon la méthode décrite dans la preuve de la

Propriété 3.6.1 page 85.

Exemple 3.6.2. Considérons la chenille de la figure 3.15 :

— L1 “ tCpsqu est l’ensemble des composantes qui n’ont pas de successeurs et dont les

prédécesseurs ont deux successeurs.

— L2 “ H est l’ensemble des composantes qui n’ont pas de prédécesseurs et dont les

successeurs ont deux prédécesseurs.

— L3 “ tCpmq, Cpgqu est l’ensemble des composantes qui ont deux prédécesseurs et

dont les prédécesseurs ne sont pas dans L2.

— L4 “ tCpoq, Cpiq, Cpaqu est l’ensemble des composantes qui ont deux successeurs et

dont les successeurs ne sont pas dans L1.

— L5 “ tCpcq, Cpequ est l’ensemble des composantes qui ont au plus un successeur et

un prédécesseur et qui ont au moins un voisin qui n’est pas dans pL1 YL2 YL3 YL4q.
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Algorithm 8 Algorithme permettant de déterminer un 1-extensible optimal d’une chenille
dont tous les sommets sont libres

1: F “ H
2: Pour toute composante C, on note Cp son prédécesseur et Cs son successeur
3: Soit L1 l’ensemble des composantes qui ont deux prédécesseurs et dont les prédéces-

seurs ont deux successeurs
4: Soit L2 l’ensemble des composantes qui ont deux successeurs et dont les successeurs

ont deux prédécesseurs
5: Soit L3 l’ensemble des composantes qui ont deux prédécesseurs et dont les prédéces-

seurs ne sont pas dans L2

6: Soit L4 l’ensemble des composantes qui ont deux successeurs et dont les successeurs
ne sont pas dans L1

7: Soit L5 l’ensemble des composantes qui ont au plus un successeur et un prédécesseur
et qui ont au moins un voisin qui n’est pas dans L1 Y L2 Y L3 Y L4

8: Soit L6 l’ensemble des composantes qui ne sont pas dans L1 Y L2 Y L3 Y L4 Y L5

9: for all C P L1 do
10: F :“ F Y pV pCq XRq
11: end for
12: for all C P L2 do
13: F :“ F Y pV pCq XBq
14: end for
15: for all C P L5 do
16: if Cp P L5 then
17: F :“ F Y pV pCpq XBq Y pV pCq XRq
18: else
19: F :“ F Y pV pCq XBq Y pV pCsq XRq
20: end if
21: Retirer C, ses prédécesseurs et ses successeurs de L5, L3, L4

22: end for
23: Soit le graphe biparti Ĝ “ pL3, L4, Êq avec CpxqCpyq P Ê si et seulement si Cpxq Ñ

Cpyq
24: Soit S˚ un stable optimal de Ĝ
25: for all C P L3 do
26: if C P S˚ then
27: F :“ F Y pV pCq XRq
28: end if
29: end for
30: for all C P L4 do
31: if C P S˚ then
32: F :“ F Y pV pCq XBq
33: end if
34: end for
35: for all C P L6 do
36: if F X V pCpq ‰ H then
37: F :“ F Y pV pCq XRq
38: else
39: F :“ F Y pV pCq XBq
40: end if
41: end for
42: return F
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— L6 “ tCpkq, Cpqqu est l’ensemble des composantes qui ne sont pas dans les ensemble

précédents.

L’Algorithme 8 commence par sélectionner les sommets de R des composantes de L1

et les sommets de B des composantes de L2. Ici, il ne sélectionne donc que le sommet s

de Cpsq.

L’algorithme considère ensuite les composantes de L5. Chacune des ces composantes

a un voisin dans L5. Pour chaque composante de L5, l’algorithme sélectionne un sommet

x de la composante et un sommet y d’une composante dans L5 voisine tels que xy P E.

Puis il retire de L3 Y L4 Y L5 les composantes qui appartiennent au chemin dans lequel

les sommets ont été sélectionnés. Ici, les sommets d et e des composantes Cpcq et Cpeq

sont sélectionnés. Les sommets sélectionnés à ce stade de l’exécution de l’algorithme sont

indiqués dans la Figure 3.16.

Puis, l’algorithme construit un graphe biparti Ĝ qui est indiqué dans la Figure 3.17.

L’un des ensemble de la bipartition contient Cpmq, l’autre contient Cpoq et Cpiq car Cpaq

et Cpgq ont été retirés lors de la sélection d’un sommet de Cpeq. Les arêtes sont CpiqCpmq

et CpoqCpmq. Le stable optimal du graphe contient donc Cpiq et Cpoq. On sélectionne

donc des sommets dans ces composantes. Elles appartiennent toutes les deux à L4 donc

on sélectionne les sommets de B c’est-à-dire p et j.

Enfin, dans les composantes de L6, Cpkq et Cpqq, on sélectionne des sommets voisins

de sommets déjà sélectionnés donc ici q et k. Le d-extensible final est indiqué dans la

Figure 3.18.

On considère maintenant un homard G “ pB,R,Eq dont tous les sommets sont libres.

Un homard est un arbre dont les sommets sont au plus à distance 2 d’une chaîne centrale.

Soit la partition de l’ensemble des composantes de G suivante :

— L1 ensemble des composantes avec un unique prédécesseur et pas de successeur

— L2 ensemble des composantes avec un unique successeur et pas de prédécesseur

— L3 ensemble des composantes avec au moins deux prédécesseurs et pas de successeurs

— L4 ensemble des composantes avec au moins deux successeurs et pas de prédécesseurs
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a b c d e f g h

i j k l m n

o p q r

s t

Figure 3.15 – Chenille. Dans ce graphe, αpGq “ 10

a b c d e f g h

i j k l m n

o p q r

s t

Figure 3.16 – Chenille après sélection de sommets de L1, L2 et L5 au cours de l’exécution
de l’Algorithme 8

C(m) C(o)

C(i)

Figure 3.17 – Graphe auxiliaire construit par l’algorithme 8
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a b c d e f g h

i j k l m n

o p q r

s t

Figure 3.18 – Résultat de l’exécution de l’algorithme 8

— L5 ensemble des composantes avec au moins un prédécesseur et au moins un succes-

seur

Exemple 3.6.3. Considérons le homard de la Figure 3.19. La chaîne centrale est consti-

tuée des sommets c, d, m, n, o, p, q, r, u, x, y, h2 et g2.

— L1 “ tCpkq, Cpiq, Cpjq, Cpeq, Cpk2qu

— L2 “ tCpaq, Cpsq, Cpa2q, Cpc2q, Cpe2qu

— L3 “ tCpuq, Cpyqu

— L4 “ tCpwqu

— L5 “ tCpcq, Cpmq, Cpoq, Cpqq, Cpg2qu

La suite de cette section démontre que la recherche d’un d-extensible dans un homard

dont tous les sommets sont libres est polynomiale. D’après la Propriété 3.6.3 page 86,

c’est le cas si d “ 1 car le graphe des composantes d’un homard est un arbre. Les deux

propriétés suivantes traitent le cas d “ 2. Le cas d ą 2 est traité ensuite.

Propriété 3.6.7. Soit G “ pB,R,Eq un homard dont tous les sommets sont libres et tel

que pour tout couple de composantes C1 et C2 de L5, soit C1 Ñ C2, soit C2 Ñ C1. Un

2-extensible optimal de G peut être déterminé en temps polynomial.

Démonstration. Un homard est un arbre donc il existe un 2-extensible de cardinal 4 d’après
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a b c d m n

e f

g h

i j

k l

o p q r

s t

u v

w x y z

g2 h2 i2 j2

k2 l2

b2
a2

c2 d2f2e2

Figure 3.19 – Un homard. Dans ce graphe, αpGq “ 19

la Propriété 3.6.1 page 85. On cherche donc s’il existe un 2-extensible de cardinal stricte-

ment supérieur à 4.

Montrons qu’il existe un 2-extensible optimal tel que tout couple de sommets x et y

de ce 2-extensible, si Cpxq Ñ Cpyq alors xy P E.

— Si x P B et y P R alors d’après la Propriété 3.4.1 page 64, le stable tx, zu n’est pas

extensible par rapport à F . Contradiction.

— Si x P R et y P B alors |F | ď 2d. Contradiction.

— Si x P B et y P B alors il n’existe pas de sommets z P F distinct de y tel que

Cpxq Ñ Cpzq et xz R E. En effet, dans ce cas, d’après la Propriété 3.4.1 page 64,

le stable tx, zu n’est pas extensible par rapport à F . De même, il n’existe pas de

sommets z P F tel que Cpzq Ñ Cpxq. Soit a P R le sommet tel que Cpaq Ñ Cpyq et

xa P E. D’après le point précédent, a R F . Ainsi, d’après la Propriété 3.4.3 page 69,

l’ensemble pF ´ tyuq Y tau est un 2-extensible de même cardinal que F .

— Si x P R et y P R alors il n’existe pas de sommets z P F distinct de y tel que

Cpzq Ñ Cpyq et xz R E. En effet, dans ce cas, d’après la Propriété 3.4.1 page 64,
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le stable tx, zu n’est pas extensible par rapport à F . De même, il n’existe pas de

sommets z P F tel que Cpyq Ñ Cpzq. Soit a P B le sommet tel que Cpaq Ñ Cpyq et

ay P E. D’après le premier point, a R F . Ainsi, d’après la Propriété 3.4.3 page 69,

l’ensemble pF ´ txuq Y tau est un 2-extensible de même cardinal que F .

S’il existe un 2-extensible optimal F avec deux sommets x P F et y P F tels que xy P E,

alors Cpxq P L5 ou Cpyq P L5 car les prédécesseurs de L1 et L3 sont dans L5, de même

que les successeurs de L2 et L4.

Montrons que l’Algorithme 9 détermine pour chaque composante C de L5 et de L4 le

2-extensible maximal (au sens de l’inclusion) qui contient le sommet x P B X V pCq, ainsi

que le 2-extensible maximal qui ne contient aucun sommet de L4 et de L5.

Soit x P B tel que Cpxq P L5 ou Cpxq P L4. Montrons que tout 2-extensible optimal F

tel que x P F contient aussi tous les sommets y tels que xy P E et Cpxq ‰ Cpyq. Puisque

x P F , il n’existe pas de z P F tel que Cpzq Ñ Cpxq ou tel que Cpxq Ñ Cpzq et Cpxq

et Cpzq ne sont pas voisins dans Gc. Donc pour tout y P R tel que y R F , xy P E et

Cpxq ‰ Cpyq, F Y tyu est aussi un 2-extensible d’après la Propriété 3.4.3 page 69.

Montrons maintenant que tout 2-extensible F qui contient x déterminé par l’algorithme

est de cardinal maximal. Soit F̂ un 2-extensible tel que x P F̂ et |F̂ | ą |F |. On sait que

F contient x et les sommets z tels que xy P E et Cpxq ‰ Cpzq. L’ensemble F̂ ne peut

contenir plus de sommets des composantes de L3 Y L4 Y L5 que ceux contenus dans F .

Considérons xL1 constitué de l’ensemble L1 auquel on a retiré les composantes C telles que

Cpxq Ñ C et l’ensemble xL2 constitué de l’ensemble L2 auquel on a retiré les composantes

C telles que C Ñ Cpxq. Un 2-extensible qui contient x ne peut contenir de sommets de

L1 ´ xL1 ou de L2 ´ xL2. Considérons le graphe biparti Ĝ “ pxL1,xL2, Êq tel qu’il existe une

arête dans Ê entre deux composantes C1 de xL1 et C2 de L̂1 si et seulement si C2 Ñ C1.

Un 2-extensible ne peut contenir des sommets de deux composantes de xL1 et de xL2 si elles

sont voisines dans Ĝ. Donc F̂ ne peut contenir plus de sommets de xL1 Y xL2 que le cardinal

maximal d’un stable de Ĝ. Or, F contient exactement autant de sommets de xL1 Y xL2 que

le cardinal maximal d’un stable de Ĝ. Donc il n’est pas possible que |F̂ | ą |F |.

Considérons maintenant le 2-extensible F déterminé par l’algorithme qui ne contient
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aucun sommet des composantes de L5, L4 et L3. Soit F̂ un 2-extensible qui ne contient

aucun sommet des composantes de L5, L4 et L3 et tel que |F̂ | ą |F |. Dans ce cas, F̂

contient plus de sommets des composantes de L1 et L2 que F . Considérons le graphe

Ĝ “ pL1, L2, Êq dans lequel il existe une arête entre deux composantes C1 de L1 et C2

de L1 si et seulement si C2 Ñ C1. Un 2-extensible ne peut contenir de sommets de deux

composantes voisines dans Ĝ donc un F̂ ne peut contenir plus de sommets que le cardinal

maximal d’un stable de Ĝ. Or F contient autant de sommets de L1 Y L2 que le cardinal

maximal de Ĝ donc F̂ ne peut pas contenir plus de sommets que F .

Soit un 2-extensible optimal de G ne contient pas de sommets de L4 et L5, soit il en

contient un, donc l’Algorithme 9 détermine un 2-extensible optimal car il détermine les

2-extensible maximaux, dans le cas où aucun sommet de L4 YL5 n’est sélectionné et, dans

les cas où chaque élément de L4 Y L5 est dans l’extensible.

Exemple 3.6.4. Considérons le homard de la Figure 3.20. On constate que dans ce ho-

mard, pour toute paire de composantes C1 et C2 de L5, soit C1 Ñ C2, soit C2 Ñ C1.

Autrement dit, il ne contient pas de pattes de longueur 1. Les sommets à distance 1 de la

chaîne centrale ont tous un unique voisin à distance 2 de la chaîne.

L’Algorithme 9 commence par construire un 2-extensible maximal au sens de l’inclusion

qui ne contient pas de sommets sur la chaîne centrale. Il construit le graphe biparti qui

contient dans l’un des ensembles de la bipartition Cpaq et Cpsq et dans l’autre ensemble

Cpkq, Cpiq, Cpgq, Cpeq, Cpuq. Ce graphe est représenté dans la Figure 3.21. Il existe une

arête entre Cpaq et tous les autres sommets sauf Cpsq, et une arête entre Cpsq et Cpuq. Un

stable optimal est celui qui contient tous les sommets sauf Cpaq et Cpuq. En sélectionnant

un sommet du homard par composante du stable du graphe auxiliaire, on obtient un 2-

extensible de cardinal 5.

L’Algorithme 9 examine ensuite les 2-extensibles qui contiennent des sommets de la

chaîne centrale. Pour chacune des composantes de L5 et de L4, l’algorithme détermine un

2-extensible maximal au sens de l’inclusion qui contient un sommet de cette composante :

— pour la composante Cpdq, l’algorithme détermine le 2-extensible de cardinal 7 :
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Algorithm 9 Algorithme permettant de déterminer un 2-extensible optimal d’un homard
dans lequel il existe un chemin dans Gc entre tout couple de composantes de L5

1: F “ H
2: Fcur “ H
3: Soit le graphe biparti Ĝ “ pL1, L2, Êq avec CpxqCpyq P Ê si et seulement si Cpxq Ñ
Cpyq

4: Soit S˚ un stable optimal de Ĝ
5: for all C P S˚ do
6: F :“ F Y pV pCq XBq
7: end for
8: for all C P L5 ou C P L4 do
9: Fcur :“ H

10: Fcur :“ V pCq XB

11: for all Cs successeur immédiat de C do
12: Fcur :“ Fcur Y pV pCsq XRq
13: end for
14: Soit L̂1 l’ensemble des composantes Ci de L1 telles que Cpiq Û C

15: Soit L̂2 l’ensemble des composantes Ci de L2 telles que C Û Cpiq
16: Soit le graphe biparti Ĝ “ pL̂1, L̂2, Êq avec CpxqCpyq P Ê si et seulement si Cpxq Ñ

Cpyq
17: Soit S˚ un stable optimal de Ĝ
18: for all Cj P S˚ do
19: Fcur :“ Fcur Y pV pCjq XBq
20: end for
21: if |Fcur| ą |F | then
22: F :“ Fcur

23: end if
24: end for
25: return F
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Figure 3.20 – Homard tel qu’il existe un chemin entre toute composante d’un sommet de
la chaîne centrale. Dans ce graphe, αpGq “ 11

td,m, k, i, g, e, su. Il est indiqué dans la Figure 3.22.

— pour la composante Cpmq, l’algorithme détermine le 2-extensible de cardinal 7 :

tn, o, k, i, g,m, e, su

— pour la composante Cpoq, l’algorithme détermine le 2-extensible de cardinal 7 :

tp, q, k, i, g,m, e, su

— pour la composante Cpqq, l’algorithme détermine le 2-extensible de cardinal 6 :

tr, u, k, i, g, eu

Le plus grand cardinal de 2-extensible déterminé est 7. il est supérieur à 4. L’algorithme

retourne donc un 2-extensible de cardinal 7, td,m, k, i, g, e, su.

Propriété 3.6.8. Soit G “ pB,R,Eq un homard dont tous les sommets sont libres. Un

2-extensible optimal de G peut être déterminé en temps polynomial.

Démonstration. Soient C1 et C2 deux composantes de L3. Elles n’ont pas de successeurs

donc il est impossible que C1 Ñ C2 ou que C2 Ñ C1. De même, si C1 et C2 sont deux

composantes de L4 alors il n’est pas possible que C1 Ñ C2 ou que C2 Ñ C1.

Considérons maintenant C1 P L4 et C2 P L3. Considérons le sous-graphe Gs de G

constitué des composantes C telles que soit C Ñ C2, soit C1 Ñ C. Le sous-graphe ainsi
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C(a) C(k)
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Figure 3.21 – Graphe auxiliaire construit par l’Algorithme 9
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Figure 3.22 – 1-extensible obtenu par l’Algorithme 9
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y z

i2 j2h2
g2

k2 l2

b2
a2

c2 d2f2e2

Figure 3.23 – Homard tel qu’il existe un chemin entre les composantes de sommets de la
chaîne centrale. Dans ce graphe αpGq “ 7

y z

i2 j2h2
g2

k2 l2

b2
a2

c2 d2f2e2

Figure 3.24 – 2-extensible optimal d’un homard dans lequel il existe un chemin entre les
composantes des sommets de la chaîne centrale
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formé est un homard tel que pour tout couple de composantes de L5, il existe un chemin

entre ces composantes dans le graphe des composantes. Donc d’après la Propriété 3.6.7

page 101, il est possible de déterminer un 2-extensible optimal à l’aide de l’algorithme 9.

Ainsi, un homard peut être décomposé en plusieurs homards dans lesquels pour tout

couple de composantes de L5, il existe un chemin entre ces composantes dans le graphe

des composantes. Cette décomposition s’obtient en considérant les sous-graphes entre les

couples de composantes C1 P L4 et C2 P L3 tels que C1 Ñ C2. Pour chacun de ces sous-

graphes, l’Algorithme 9 détermine un 2-extensible optimal. Construisons maintenant un

2-extensible de G à l’aide de cette décomposition. On note H “ pH1, H2, ..., Hmq les

sous-graphes obtenus par cette décomposition.

Soient Hi et Hj deux homards de H qui ont une composante C P pL3 YL4q en commun.

— S’il existe un 2-extensible optimal Fi de Hi qui ne contient pas de sommets de C et

un 2-extensible optimal Fj de Hj qui ne contient pas de sommets de C, alors d’après

la propriété 3.4.3 page 69, Fi Y Fj est un 2-extensible du graphe composé de Hi et

Hj . C’est également un 2-extensible optimal car sinon l’un des deux 2-extensibles Fi

ou Fj ne serait pas optimal pour son sous-graphe respectif.

— Si tout 2-extensible optimal Fi de Hi contient un sommet x de C et si tout 2-

extensible optimal Fj de Hj contient un sommet x de C alors de même Fi Y Fj est

un 2-extensible optimal du graphe composé de Hi et Hj .

— Si tout 2-extensible optimal Fi de Hi contient un sommet x de C et s’il existe un 2-

extensible Fj de Hj qui ne contient aucun sommet de C alors de même pFi YFjq´txu

est un 2-extensible du graphe composé de Hi et Hj . C’est aussi un 2-extensible

optimal car il est de cardinal |Fi| ` |Fj | ´ 1 donc de même cardinal que si Fj avait

contenu x.

Ainsi, on peut déterminer un 2-extensible optimal de G par l’Algorithme 10 en considé-

rant pour chaque composante C de L3 YL4 quels sont les sous-graphes Hi qui contiennent

C. Puis, pour chacun de ces sous-graphes Hi, on détermine à l’aide de l’Algorithme 9 s’il

existe un 2-extensible optimal Fi qui ne contient pas de sommets de C. Si c’est le cas, on

sélectionne les sommets de Fi. Sinon, soit tous les 2-extensibles optimaux des Hi doivent

contenir un sommet de C, auquel cas on sélectionne les sommets de ces 2-extensible, soit
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il existe un 2-extensible optimal d’un des sous-graphe qui ne contient pas de sommets de

C, auquel cas on sélectionne les sommets des 2-extensibles sauf ceux de C. On détermine

ainsi un 2-extensible de G. Si ce 2-extensible a un cardinal strictement supérieur à 4, c’est

un 2-extensible optimal et sinon le 2-extensible optimal est celui obtenu à l’aide de la

Proposition 3.6.1 page 85.

Exemple 3.6.5. Considérons le homard de la Figure 3.19 et appliquons l’Algorithme 10.

La décomposition du homard en sous-graphes en quatre composantes de L3 et de L4 aboutit

à quatre sous-graphes induits par les ensembles de sommets : ta, b, c, d, e, f, g, h, i, j, k,

l, m, n, o, p, q, r, s, t, u, vu (Figure 3.20), tu, v, w, xu, tw, x, y, zu et ty, z, a2, b2, c2,

d2, e2, f2, g2, h2, i2, j2, k2, l2u (Figure 3.23).

On commence par parcourir les composantes de L3. Pour chacune des ces composantes,

on considère les deux sous-graphes qui contiennent cette composante. On commence par la

composante Cpuq. Le sous-graphe de la Figure 3.20 contient un 2-extensible optimal (3.22)

qui ne contient ni de sommets de composantes de L3, ni de sommets de composantes de

L4, on sélectionne donc les sommets de ce 2-extensible. Le 2-extensible optimal tu, xu du

sous-graphe induit par l’ensemble tu, v, w, xu contient des sommets de composantes de L3

et de L4, on ne sélectionne donc pas de sommets de ce sous-graphe.

On considère ensuite la composante Cpyq. Le sous-graphe de la Figure 3.23 contient

un 2-extensible optimal (Figure 3.24) qui ne contient aucun sommet de L3 ou de L4. On

sélectionne donc les sommets de ce 2-extensible. Le 2-extensible optimal tx, yu du sous-

graphe induit par ty, z, a2, b2, c2, d2, e2, f2, g2, h2, i2, j2, k2, l2u contient des sommets de L3

et de L4, on ne sélectionne donc pas de sommets de ce sous-graphe.

On considère maintenant les composantes de L4. Pour chacune de ces composantes, on

considère les deux sous-graphes qui contiennent cette composante. La seule composante de

L4 contenu dans des sous-graphes dont on n’a pas encore sélectionné des sommets est Cpxq.

Mais chacun des deux sous-graphes qui contiennent Cpxq contient une composante de L3

en commun avec un autre sous-graphe dans lequel des sommets ont été sélectionnés donc on

ne peut sélectionner de sommet des composantes de L3 On retire donc les composantes de
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Algorithm 10 Algorithme permettant de déterminer un 2-extensible optimal d’un homard
dont les sommets sont libres

1: F “ H
2: for all C P L3 do
3: Déterminer les sous-graphes Hi qui contiennent C, tels que dans chaque Hi, il existe

un chemin entre tout couple de composantes de L5

4: for all Hi do
5: Déterminer s’il existe un 2-extensible optimal Fi qui ne contient pas de sommet

de C ni de sommet d’une composante de L4

6: if Fi existe then
7: F :“ F Y Fi

8: end if
9: end for

10: if Tous les 2-extensibles optimaux des Hi contiennent un sommet de C then
11: for all Hi do
12: Déterminer un 2-extensible optimal F̃i de Hi qui contient un sommet de C
13: F :“ F Y F̃i

14: end for
15: end if
16: end for
17: for all C P L4 do
18: Déterminer les Hi qui contiennent C et donc aucun sommet n’est dans F
19: for all Hi do
20: Déterminer s’il existe un 2-extensible optimal Fi qui ne contient pas de sommet

de C ni de sommet d’une composante de L3.
21: if Fi existe then
22: F :“ F Y Fi

23: end if
24: end for
25: if Si les sommets d’un des Hi sont dans F then
26: for all Hi dont les sommets ne sont pas encore dans F do
27: Soit F̂i un 2-extensible optimal de Hi auquel on a retiré les sommets des com-

posantes de L4 et de L3

28: F :“ F Y F̂i

29: end for
30: else
31: for all Hi do
32: Déterminer un 2-extensible optimal F̃i de Hi qui contient un sommet de C
33: F :“ F Y F̃i

34: end for
35: end if
36: end for
37: return F
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Figure 3.25 – 2-extensible optimal du homard de la Figure 3.19 par l’Algorithme 10

L3 de ces sous-graphes et on recherche des 2-extensibles qui contiennent un sommet de la

composante Cpxq. Puisque les sous-graphes ne contiennent plus que la composante Cpxq,

on sélectionne le sommet x. On obtient le 2-extensible td, k, i, g,m, e, t, x, b2, d2, f2, g2u,

indiqué dans la Figure 3.25. Ce 2-extensible est de cardinal supérieur à 4, il est donc

optimal.

Dans les trois propriétés suivantes, nous montrons que dans le cas d’un d-extensible

de homard pour d ą 2, certaines structures ne peuvent pas exister et que des structures

optimales impliquent l’existence d’autres structures optimales. Ainsi, on pourra par la

suite énumérer certaines structures en étant certains que l’une d’entre elles est optimale.

Propriété 3.6.9. Soit G “ pB,R,Eq un homard et soit F un d-extensible de G tel que

|F | ą 2d et d ą 2. Soient x,y et z trois sommets de F . Si Cpxq Ñ Cpyq et Cpyq Ñ Cpzq

alors soit yz P E, soit xy P E.

Démonstration. Supposons tout d’abord que xy R E.

D’après la Propriété 3.4.3 page 69, s’il existe deux sommets a P R X F et b P B X F

114



tels que Cpaq Ñ Cpbq alors |F | ď 2d. Or |F | ą 2d donc ce cas n’est pas possible.

Supposons par l’absurde qu’il existe trois sommets x, y et z tels que Cpxq Ñ Cpyq,

Cpyq Ñ Cpzq, xy R E et yz R E. Dans ce cas, la composante Cpyq a au moins un

prédécesseur et au moins un successeur. De plus il n’existe pas de sommet a P F X R tel

que ya P E et Cpaq Ñ Cpzq, sinon |F | ď 2d. Donc y est l’unique voisin dans F X B de

Γpyq XR.

Considérons le cas x P B, y P B, z P B. Tout stable S de GrF s de cardinal d qui

contient x doit contenir y et z.

Soit l’ensemble L “ pB X F q ´ tx, y, zu. L’ensemble tx, zu Y pΓpyq X F q Y L est un

stable donc |tx, zu Y pΓpyq X F q Y L| ă d sinon il existe un stable de GrF s qui n’est pas

extensible par rapport à F . Or |L| “ |F XB| ´ 3 donc |F XB| ă d` 1 ´ |Γpyq X F |.

Soit l’ensemble K “ pR X F q ´ pΓpyq X F q. L’ensemble tyu Y K est un stable donc

|K| ` 1 ă d sinon il existe un stable de GrF s de cardinal d qui n’est pas extensible par

rapport à F . Or |K| “ |R X F | ´ |Γpyq X F |. Donc |F X R| ă d ´ 1 ` |Γpyq X F |. Ainsi

|F | “ |F XR| ` |F XB| ă 2d. Contradiction.

Considérons le cas x P B, y P B, z P R. Tout stable S de GrF s de cardinal d qui

contient x doit contenir y et tout stable S de GrF s de cardinal d qui contient z ne peut

contenir ni x, ni y.

Soit L “ pF X Bq ´ tx, yu. L’ensemble txu Y pΓpyq Y F q X L est un stable. Donc

|txu Y pΓpyq X F q Y L| ă d sinon il existe un stable de GrF s de cardinal d qui n’est pas

extensible par rapport à F . Or, |L| “ |F XB| ´ 2. Donc |F XB| ă d´ |Γpyq X F | ` 1.

Soit K “ pR X F q ´ pΓpyq X F q ´ tzu. L’ensemble ty, zu Y K forme un stable donc

|ty, zu Y K| ă d sinon il existe un stable de GrF s de cardinal d qui n’est pas extensible

par rapport à F . Or |K| “ |R X F | ´ |Γpyq X F | ´ 1. Donc |R X F | ă d ` |Γpyq X F | ´ 1.

Ainsi |F | “ |F XR| ` |F XB| ă 2d. Contradiction.

Le cas x P B, y P R, z P R correspond au cas x P B, y P B, z P R après inversion de

l’orientation du graphe des composantes. De même, le cas x P R, y P R, z P R correspond

au cas x P B, y P B, z P B. Ces cas ne peuvent donc pas se présenter.

Supposons maintenant que yz R E. Par inversion de l’orientation du graphe des com-

115



posantes, on retrouve le cas précédent donc xy P E.

Propriété 3.6.10. Soit G “ pB,R,Eq un homard dont tous les sommets sont libres et

soit d ą 1. S’il existe un d-extensible optimal de G de cardinal strictement supérieur à 2d

tel qu’il n’existe aucun triplet de sommet x, y et z tels que Cpxq Ñ Cpyq et Cpyq Ñ Cpzq,

alors il existe un d-extensible optimal F qui ne contient aucun triplet de sommets x, y et

z tels que :

— Cpxq Ñ Cpyq, Cpxq Ñ Cpzq, Cpyq Û Cpzq et Cpzq Û Cpyq, xy R E, xz R E

— Cpxq Ñ Cpzq, Cpyq Ñ Cpzq, Cpyq Û Cpxq et Cpxq Û Cpyq, xz R E, yz R E

Démonstration. Soient x, y et z trois sommets de F tels que Cpxq Ñ Cpyq, Cpxq Ñ Cpzq,

Cpyq Û Cpzq et Cpzq Û Cpyq, xy R E, xz R E.

Puisque Cpyq Û Cpzq et Cpzq Û Cpyq, soit Cpyq P L1 et Cpzq P L5 YL3, soit Cpzq P L1

et Cpyq P L5 Y L3, soit Cpyq P L1 et Cpzq P L1. Supposons sans perte de généralités que

Cpyq P L1, ce qui implique Γpyq “ 2 si y P R et Γpyq “ 1 sinon.

1. Si x P R et y P B ou z P B alors d’après la Propriété 3.4.3 page 69, |F | ď 2d.

Contradiction.

2. Si x P R, y P R et z P R alors d’après la Propriété 3.4.3 page 69, αpGrF ´ ptxu Y

Γpyqqsq ă d. Donc |F X R| ď d et |F X B| ď d ´ 1 ` |Γpyq ´ 1|. Or Γpyq “ 2 donc

|F XB| ď d et |F | ď 2d. Contradiction.

3. Si x P B, y P R et z P R alors soit k P RXF tel que Cpxq Ñ Cpkq, V pCpkqqXF ‰ H

et le chemin entre Cpxq et Cpkq est le plus long possible. Soit p P B tel que Cpxq Ñ

Cppq, Cppq P L5 Y L3 et pk P E. Il n’est pas possible que Cpzq Ñ Cppq car sinon

Cpzq Ñ Cpyq. Soit s P R tel que Cpsq P L5, Cppq Ñ Cpsq et ps P E. Montrons que

pF ´ tx, zuq Y tp, su est un d-extensible. D’après la Propriété 3.6.9, il n’existe pas de

sommet a P BXF tel que Cppq Ñ Cpaq ou que Cpaq Ñ Cpxq. Supposons qu’il existe

un sommet a P B XR tel que Cpaq Ñ Cppq. Dans ce cas, Cpaq Ñ Cpkq et d’après la

Propriété 3.4.3 page 69, αpGrF ´pΓpaqYΓpkqqsq ă d donc |F XB| ă d`|Γpkq´1| et

|FXR| ă d`|Γpaq´1|. Or, puisque Cpaq Ñ Cpxq, Cpaq P L2 donc Γpaq “ 2. De plus,
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Γpkq “ 2 donc |F | ď 2d. Contradiction. Donc il n’existe pas de sommet a P B X F

tel que Cpaq Ñ Cppq. Par définition de k, il n’existe pas de sommet b P R X F tel

que Cppq Ñ Cpbq. Montrons maintenant qu’il n’existe pas de sommet b P R X F tel

que Cpbq Ñ Cppq. D’après la Propriété 3.4.3 page 69, αpGrF ´ ptbu Y Γpkqqsq ă d.

Donc |F X R| ď d et |F X B| ď d ´ 1 ` |Γpkq ´ 1|. Or Γpkq “ 2 donc |F | ď 2d.

Contradiction. Ainsi, il n’existe pas dans F de sommets a tels que Cpaq Ñ Cppq ou

Cppq Ñ Cpaq sans que pa P E. Donc pF ´ tx, zuq Y tp, su est un d-extensible.

4. Si x P B, y P B et z P R alors soit k P RXF tel que Cpxq Ñ Cpkq, V pCpkqqXF ‰ H

et le chemin entre Cpxq et Cpkq est le plus long possible. Soit p P B tel que Cpxq Ñ

Cppq, Cppq P L5 Y L3 et pk P E. Il n’est pas possible que Cpzq Ñ Cppq car sinon

Cpzq Ñ Cpyq. Soit s P R tel que Cpsq P L5, Cppq Ñ Cpsq et ps P E. On montre de

la même façon que le point précédent que pF ´ tx, zuq Y tp, su est un d-extensible.

5. Si x P B, y P R et z P B, la démonstration est identique au cas précédent.

6. Si x P B, y P B et z P B, la démonstration est identique au cas x P R, y P R et

z P R.

Soient x, y et z trois sommets de F tels que Cpxq Ñ Cpyq, Cpyq Ñ Cpzq, Cpyq Û Cpxq

et Cpxq Û Cpyq, xy R E, yz R E.

7. Si x P R et z P B ou y P R et z P B alors |F | ď 2d. Contradiction.

8. Si x P R, y P B, z P R, on retrouve le cas 5. après inversion de l’orientation du

graphe des composantes

Propriété 3.6.11. Soit G “ pB,R,Eq un homard dont tous les sommets sont libres et

soit d ą 2. S’il existe un d-extensible optimal F de G de cardinal strictement supérieur à

2d qui ne contient pas de sommets x, y et z tels que Cpxq Ñ Cpyq et Cpyq Ñ Cpzq alors

il existe un d-extensible de même cardinal que F tel que pour tout couple de sommets x et

y tels que Cpxq Ñ Cpyq, xy P E.

Démonstration. Soient deux sommets x et y de F tels que Cpxq Ñ Cpyq et xy R E. D’après
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la Propriété 3.6.10 page 114, il n’existe pas de sommets z P F tels que Cpzq Ñ Cpyq ou

Cpxq Ñ Cpzq.

Considérons les différents cas possibles :

— Si x P R et y P B alors d’après la propriété 3.4.3 page 69, |F | ď 2d. Contradiction.

— Si x P B et y P B alors il existe p P R tel que Cpxq Ñ Cppq et xp P E. Il n’existe pas

de sommet z P F distinct de y tel que Cpzq Ñ Cppq ou Cppq Ñ Cpzq donc d’après

la propriété 3.4.3, pF ´ tyuq Y tpu est un d-extensible.

— Si x P R et y P R alors on retrouve le cas précédent après inversion de l’orientation

du graphe des composantes.

— Si x P B et y P R alors il existe p P R tel que Cpxq Ñ Cppq et xp P E Il n’existe pas

de sommet z P F distinct de y tel que Cpzq Ñ Cppq ou Cppq Ñ Cpzq donc d’après

la propriété 3.4.3, pF ´ tyuq Y tpu est un d-extensible.

Les deux propriétés suivantes traitent le cas d’un d-extensible de homard pour d ą 2

d’une manière similaire à celle utilisée pour le cas du 2-extensible.

Propriété 3.6.12. Soit G “ pB,R,Eq un homard dont tous les sommets sont libres et

tel que pour tout couple de composantes C1 et C2 de L5, soit C1 Ñ C2, soit C2 Ñ C1. Un

d-extensible optimal de G peut être déterminé en temps polynomial pour d ě 3.

Démonstration. D’après la Propriété 3.6.11, s’il existe un d-extensible optimal qui ne

contient pas de sommets x, y et z tels que Cpxq Ñ Cpyq et Cpyq Ñ Cpzq alors s’il

existe deux sommets x et y tels que Cpxq Ñ Cpyq, xy P E. Ainsi, s’il existe un d-extensible

optimal qui ne contient pas de sommets x, y et z tels que Cpxq Ñ Cpyq et Cpyq Ñ Cpzq

alors c’est aussi un 2-extensible et d’après la Propriété 3.6.8 il peut être déterminé en

temps polynomial.

Considérons le cas où le d-extensible optimal de G n’est pas un 2-extensible. On sait

que si un d-extensible ne contient pas de sommets x, y et z tels que Cpxq Ñ Cpyq et Cpyq Ñ

Cpzq alors il existe un 2-extensible de même cardinal. Donc pour qu’un d-extensible de G

ne soit pas un 2-extensible, il doit contenir trois sommets x, y et z tels que Cpxq Ñ Cpyq
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et Cpyq Ñ Cpzq. Or, d’après la Propriété 3.6.9, il n’est pas possible que xy R E et yz R E.

Donc soit xy P E, soit yz P E.

Montrons que l’Algorithme 11 retourne un d-extensible optimal de G s’il existe un

d-extensible de cardinal supérieur à 2d. Cet algorithme commence par déterminer un 2-

extensible optimal. Il cherche ensuite à déterminer s’il existe un d-extensible qui contient

trois sommets x, y et z tels que Cpxq Ñ Cpyq et Cpyq Ñ Cpzq. Si yz P E alors y P B,

Cpyq P L5 et z P R. Donc x P B car si x P R, comme Cpxq Ñ Cpyq, d’après la Propriété

3.4.3 page 69, |F | ď 2d. De même, si xy P E alors x P B, y P R et z P R.

Considérons le cas yz P E. La composante Cpxq doit appartenir à L4 ou L5. En

effet, elle ne peut appartenir à L1 ou à L3 puisqu’elle doit avoir des successeurs et si elle

appartient L2, d’après la Propriété 3.4.3 page 69 αpGrF ´pΓpxqYtyuqsq ă d. Or |Γpxq| “ 1

donc |F X B| ď d et |F X R| ď d donc |F | ď 2d ce qui n’est pas possible. La composante

Cpyq doit appartenir à L5 ou L3 car yz P E et Cpxq Ñ Cpzq. Pour tous les sommets

de L4 Y L5, l’Algorithme 11 parcourt les sommets y de L5 Y L3 tels que Cpxq Ñ Cpyq,

sélectionne les voisins de y et détermine le d-extensible de plus grand cardinal possible

qui contient x, y et les voisins de y. En effet, d’après la Propriété 3.6.9, un d-extensible

F qui contient x, y et z ne peut pas contenir de sommets de composantes C telles que

C Ñ Cpyq ou que Cpyq Ñ C. De plus, d’après la Propriété 3.4.3 page 69, |F X B| ď d

et |F X R| ď d ` |Γpxq| ´ 1. Si on note L̂1 le sous-ensemble de L1 auquel on a retiré les

composantes C telles que Cpyq Ñ C et L̂2 le sous-ensemble de L2 auquel on a retiré les

composantes C telles que C Ñ Cpyq, on peut sélectionner un sommet par composante

de L̂1 Y L̂2 tant que |F X B| ď d et |F X R| ď d ` |Γpxq| ´ 1. Il reste à considérer les

composantes C de L1 telles que Cpxq Ñ C et Cpyq Û C. Dans ces composantes, on peut

à nouveau sélectionner un sommet tant que |F X B| ď d et |F X R| ď d ` |Γpxq| ´ 1.

L’algorithme 11 construit donc le plus grand d-extenisble possible qui contient x, y et z.

Le cas xy P E revient au cas yz P E après inversion de l’orientation du graphe des

composantes de G.

L’Algorithme 11 détermine un 2-extensible optimal et détermine pour tous les triplets

x, y et z un d-extensible de plus grand cardinal possible qui les contient, si c’est possible.

Il détermine donc un d-extensible optimal de G.
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Algorithm 11 Algorithme permettant de déterminer un 3-extensible optimal d’un homard
dans lequel il existe un chemin dans Gc entre tout couple de composantes de L5

1: F :“ 2-extensible retourné par l’algorithme 10
2: Fcur :“ H
3: for all C P L5 Y L4 do
4: Fcur :“ V pCq XB

5: for all C2 P L5 Y L3 tel que C Ñ C2 do
6: Fcur :“ Fcur Y pV pC2q XBq
7: for all C3 tel que C2 Ñ C3 et C2 et C3 sont voisins dans Gc do
8: Fcur :“ V pC3q XR

9: end for
10: Soit L̂1 l’ensemble des composantes Ci de L1 telles que Ci Û C2

11: Soit L̂2 l’ensemble des composantes Ci de L2 telles que C Û Ci

12: for all Ci P pL̂1 Y L̂2q do
13: if |Fcur XB| ă d then
14: Fcur :“ Fcur Y pV pCiq XBq
15: else if |pFcur XRq ´ V pΓpCqq| ă d then
16: Fcur :“ Fcur Y pV pCiq XRq
17: end if
18: end for
19: for all Ci P L2 tel que C Ñ Ci et C2 Û Ci do
20: if |Fcur XB| ă d then
21: Fcur :“ Fcur Y pV pCiq XBq
22: else if |pFcur XRq ´ V pΓpCqq| ă d then
23: Fcur :“ Fcur Y pV pCiq XRq
24: end if
25: end for
26: if |Fcur| ą |F | then
27: F :“ Fcur

28: end if
29: end for
30: end for
31: Inverser l’orientation du graphe des composantes de G et exécuter la boucle une nou-

velle fois
32: return F

Exemple 3.6.6. Considérons le homard de la Figure 3.20 et appliquons l’Algorithme 11

pour déterminer un 3-extensible optimal. L’algorithme commence par effectuer une boucle

sur les composantes de L4 YL5 puis détermine pour chacune des composantes le meilleur

3-extensible qui contient trois sommets x, y et z tels que Cpxq soit la composante examinée
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Figure 3.26 – 3-extensible optimal d’un homard

dans la boucle, Cpxq Ñ Cpyq, Cpyq Ñ Cpzq, xy R E et yz P E.

— Pour Cpbq le 3-extensible maximum déterminé est tb, d,mu.

— Pour Cpdq le 3-extensible maximum déterminé est td, n, o, k, i, g, eu.

— Pour Cpnq le 3-extensible maximum déterminé est tn, p, q, tu.

— Pour Cppq le 3-extensible maximum déterminé est tp, r, uu.

— Pour Cprq le 3-extensible maximum déterminé est tr, u, k, i, g, eu.

Le meilleur 3-extensible déterminé est td, n, o, k, i, g, eu, de cardinal 7. Le 2-extensible

optimal est de cardinal 7 donc td, n, o, k, i, g, eu est un 3-extensible optimal. Il est indiqué

dans la Figure 3.26.

Notons que si on retire du homard la composante Cptq, un 2-extensible optimal est

alors de cardinal 6 et dans ce cas, le 3-extensible déterminé est optimal.

Pour d “ 4, l’algorithme rechercherait un 4-extensible et retournerait l’ensemble td, n, o, k, i, g, e, tu

de cardinal 8. Il ne retournerait donc pas un meilleur 4-extensible que celui de par la Pro-

priété 3.6.1 page 85.

Propriété 3.6.13. Soit G “ pB,R,Eq un homard dont tous les sommets sont libres. Un

d-extensible optimal de G peut être déterminé en temps polynomial pour d ě 3.
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Démonstration. D’après la Proposition 3.6.1 page 85, il existe un d-extensible de G de

cardinal 2d. On cherche donc à déterminer s’il existe un d-extensible de cardinal supérieur

à 2d. De façon analogue à la preuve de la Propriété 3.6.8, on considère les sous-graphes de

G entre deux composantes de L3 et de L4. Dans ces sous-graphes, on peut déterminer un

d-extensible optimal d’après la Propriété 3.6.12.

Soient deux sous-graphes G1 et G2. Supposons qu’il existe un d-extensible F de G qui

contient deux sommets x1 P B et y1 P R de G1 tels que x1y1 R E1 et Cpx1q Ñ Cpy1q et deux

sommets x2 P B et y2 P R de G2 tels que x2y2 R E2 et Cpx2q Ñ Cpy2q. D’après la Propriété

3.4.3 page 69, αpGrF ´ pΓpx1q Y Γpy1qqsq ă d et αpGrF ´ pΓpx2q Y Γpy2qqsq ă d. Donc

|F XR| ď d´1`|Γpx1q|. Considérons le stable de GrF s qui contient x2, y2, Γpy1qXF et un

ensemble K de sommets de R autres que y1 et y2 tel que F XR “ K Y ty1, y2u. Ce stable

n’est pas extensible donc |Γpy1qXF |`|K|`2 ă d. Donc |Γpy1qXF |`|FXR|´2`2 ă d. Donc

|F XR| ă d´|Γpy1qXF |. Or |F XB| ă d`|pΓpy1qXF q| donc |F | “ |F XB|`|F XR| ă 2d.

Contradiction. Ainsi, un seul sous-graphe peut contenir deux sommets x et y tels que

Cpxq Ñ Cpyq et xy R E.

Montrons que pour chaque sous-graphe Gi de G entre deux composantes de L3 et de

L4, l’Algorithme 12 détermine le plus grand d-extensible de G qui contient trois sommets

de Gi x, y et z tels que Cpxq Ñ Cpyq et Cpyq Ñ Cpzq s’il existe un tel d-extensible de Gi

de cardinal supérieur à un 2-extensible de Gi.

Pour chaque sous-graphe Gi, l’Algorithme 12 commence par utiliser l’Algorithme 11

pour déterminer s’il existe un d-extensible Fi de Gi avec un cardinal supérieur à un 2-

extensible de Gi. Si c’est le cas, on considère Ĝ le sous-graphe de G qui contient tous les

sommets de G sauf ceux de Gi. Un d-extensible de G ne peut contenir de sommets x, y et z

tels que Cpxq Ñ Cpyq et Cpyq Ñ Cpzq dans deux sous-graphes entre deux composantes de

L3 et de L4. On détermine donc un 2-extensible F̂ de Ĝ. D’après la Propriété 3.4.3 page 69,

un d-extensible F qui contient Fi doit respecter |F XB| ď d et |F XR| ď d` |Γpxq X F |.

De plus, puisque F contient Fi, |F | ď |Fi Y F̂ |. Dans F̂ , pour tout sommet a tel que

Γpaq XF “ H, il n’existe pas de sommet b P F̂ tel que Cpaq Ñ Cpbq ou que Cpbq Ñ Cpaq.

Donc ces sommets a peuvent appartenir aussi bien à B qu’à R. Pour construire F , on

souhaite ajouter des sommets de F̂ à Fi. L’algorithme commence par ajouter les sommets
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de F̂ dont un de leur voisin est aussi dans F̂ . Puis tant que c’est possible, on considère les

sommets restants de F̂ et on ajoute à Fi des sommets de B et de R, tant que |F XB| ď d

et |F XR| ď d`|ΓpxqXF |. On construit ainsi le d-extensible qui contient Fi de plus grand

cardinal possible. En considérant tous les Fi possibles, l’Algorithme 12 détermine ainsi un

d-extensible optimal de G.

Exemple 3.6.7. Considérons le homard de la figure 3.19 pour déterminer un 3-extensible

optimal. L’algorithme 10 commence par déterminer un 2-extensible optimal. Comme indi-

qué dans l’exemple qui suit l’algorithme 10, il trouve un 2-extensible de cardinal 12.

L’algorithme considère ensuite le 3-extensible de la figure 3.26. On ne peut ajouter

aucun sommet de B car sinon on aurait un stable qui ne serait pas extensible avec d et o.

De même, on ne peut ajouter aucun sommet de R. Donc le 2-extensible optimal est aussi

un 3-extensible optimal.

Corollaire 3.6.1. D’après les Propriétés 3.6.3, 3.6.8 et 3.6.13, déterminer un d-extensible

d’un homard dont tous les sommets sont libres se fait en temps polynomial.

3.7 Perspectives

Dans ce chapitre, nous avons caractérisé les stables extensibles et les d-extensibles dans

les graphes bipartis. Nous avons proposé des bornes inférieures du cardinal maximal d’un

d-extensible dans le cas d’un graphe biparti quelconque et dans le cas d’un arbre. Des cas

particuliers ont été résolus, les grilles, les cycles et certaines classes d’arbres comme les

homards. Si le graphe biparti contient des sommets forcés, nous avons montré comment

déterminer un d-extensible optimal pour d ě φpGq
2

. Nous avons également montré que

pour les graphes bipartis dont le graphe des composantes est un arbre, déterminer un

1-extensible optimal est un problème polynomial.

Le problème reste ouvert dans de nombreux cas. Les d-extensibles tels que d ą 1 des

arbres arbitraires ne sont pas traités. La recherche d’un 1-extensible dans le cas où le graphe

des composantes est un arbre utilise la programmation mathématique et un algorithme
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Algorithm 12 Algorithme permettant de déterminer un d-extensible optimal d’un ho-
mard dont tous les sommets sont libres pour d ą 2

1: F :“ 2-extensible retourné par l’Algorithme 10
2: Fcur :“ H
3: for all Sous-graphe Gi entre deux composantes de L3 et de L4 do
4: Fcur :“ d-extensible retourné par l’utilisation de l’Algorithme 11 sur le sous-graphe

Gi

5: if Fcur contient deux sommets x et y tels que Cpxq Ñ Cpyq et xy R E then
6: Soit Ĝ le sous-graphe constitué des sommets de G qui n’appartiennent pas à Gi

7: Soit F̂ le 2-extensible optimal de Ĝ retourné par l’algorithme 10
8: Soit pX,Y, Zq la tri-partition de G telle que :

— X contient les sommets a P B X F̂ tel qu’il existe un sommet b P F tel que
ab P E

— Y contient les sommets a P R X F̂ tel qu’il existe un sommet b P F tel que
ab P E

— Z contient les sommets de F̂ qui ne sont ni dans X, ni dans Y

9: for all a P X do
10: if |F XB| ă d then
11: Fcur :“ Fcur Y tau
12: end if
13: end for
14: for all a P Y do
15: if |F XR| ă d` |Γpxq X F | then
16: Fcur :“ Fcur Y tau
17: end if
18: end for
19: for all a P Z do
20: if |F XB| ă d then
21: Fcur :“ Fcur Y pV pCpaqq XBq
22: else if |F XR| ă d` |Γpxq X F | then
23: Fcur :“ Fcur Y pV pCpaqq XBq
24: end if
25: end for
26: if |Fcur| ą |F | then
27: F :“ Fcur

28: end if
29: end if
30: end for
31: return F
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dédié reste encore à écrire. Dans le cas des graphes bipartis quelconques, il reste à traiter

les d-extensibles de cardinal strictement supérieur à 2d et les d-extensibles de cardinal 2d

qui contiennent plusieurs sommets d’une même composante.
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Chapitre 4

d-bloqueurs de coût minimal de
stables de cardinal maximal dans
les arbres

4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons considéré un système dans lequel nous tentions

de résister aux pannes. Les d-extensibles permettent ainsi de maintenir le système dans un

état de fonctionnement optimal jusqu’à un certain seuil de panne. Dans ce chapitre, nous

considérons cette fois le point de vue d’un attaquant qui veut s’en prendre au système.

Pour dégrader le fonctionnement optimal du système, un attaquant peut retirer des

éléments. On suppose ici que l’agresseur a un objectif précis et souhaite réduire la valeur

optimale du système d’un certain seuil. Un d-bloqueur est un ensemble d’éléments qui,

s’ils sont retirés, diminue la valeur optimale du système d’une valeur d. L’assaillant doit

donc rechercher un d-bloqueur pour atteindre son objectif. Mais chaque retrait a un coût,

l’attaquant a donc intérêt à déterminer un d-bloqueur de coût minimal pour accomplir son

but le plus facilement possible.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux d-bloqueurs de stables de coût minimal.

Après un rappel des travaux sur différents problèmes de d-bloqueurs, nous nous intéressons

aux arbres. Nous caractérisons les d-bloqueurs de stable dans les arbres puis nous montrons

que déterminer un d-bloqueur de coût minimal dans un arbre qui ne contient pas de

sommets exclus est polynomial.
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4.2 Définitions

Soit Π un problème d’optimisation combinatoire défini sur un ensemble fini M=(m1,

m2, ... , mn). Soit P une propriété sur cet ensemble telle que X Ă M satisfait P si

et seulement si X est une solution admissible de Π. Étant donné L Ď M , on définit

CL l’ensemble des sous-ensembles de L qui satisfont P . Ainsi, l’ensemble des solutions

admissibles de M , c’est à dire l’ensemble des sous-ensembles de M qui satisfont P , est

noté CM .

Á chaque élément m de M sont associées deux valeurs positives : un coût cpmq et un

poids wpmq. Le poids (respectivement le coût) d’un sous-ensemble de M est la somme des

poids (respectivement des coûts) des éléments de ce sous-ensemble. On note νwpCM q le

poids maximum d’un élément de CM et δwpCM q le cardinal maximum d’un élément de

CM de poids maximum. Autrement dit, νwpCM q “ maxtwpCjq|Cj P CM u et δwpCM q “

maxt|Cj ||Cj P CM , wpCjq “ νwpCM qu.

Soit un entier 1 ď d ď νwpCM q. Un d-bloqueur de Π est un sous-ensemble B Ă M

tel que, si on retire les éléments de B de V , on obtient νwpCM´Bq ď νwpCM q ´ d. On

s’intéresse au problème suivant :

— BLOCK_Π(w, c, d) :

— Instance : Un ensemble fini M=(m1, m2,..., mn), une fonction de coût c sur

M , une fonction de poids w sur M , un entier d, un entier positif k ď |M | ˚

max
i“1..n

cpmiq.

— Question Est-ce qu’il existe un ensemble B Ď M tel que νwpCM´Bq ď νwpCM q´

d et |B| ď k ? Autrement dit, existe-t-il un d-bloqueur de problème Π de coût

inférieur ou égal à k ?

4.3 État de l’art

Des d-bloqueurs appliqués à différents problèmes ont été étudiés. Dans [64], il est

montré que le problème des d-bloqueurs de cliques est NP-difficile. Un algorithme de

détermination des d-bloqueurs de cliques y est également proposé. Dans [81], il est montré
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que déterminer un d-bloqueur de couplage est NP-difficile dans un graphe biparti mais

polynomial dans le cas des grilles et des arbres [68]. Il existe une modélisation générale du

problème de recherche de d-bloqueur par la programmation biniveau [32]. Le problème du

d-bloqueur pour le p-centre et le p-médian ne sont pas 1.36-approximable [14]. Le problème

du d-bloqueur pour le nombre chromatique est NP-difficile, de même que le d-bloqueur

pour le nombre de stabilité [12]. L’ensemble des travaux sur les d-bloqueurs de stables est

résumé dans le tableau à la fin de la section.

Une variante du problème du d-bloqueur qui consiste à retirer exactement k éléments

en maximisant la dégradation du système a aussi été étudiée. Le cas où on cherche à retirer

exactement k éléments et à maximiser la dégradation est le problème des k éléments les

plus vulnérables. Le cas où on cherche à retirer au plus k éléments et à maximiser la

dégradation est un problème d’interdiction.

La majorité des problèmes d’interdiction étudiés porte sur l’interdiction de plus courts

chemins [79], [45], [47] et de flots [69], [2]. Ces problèmes sont NP-difficiles [6], [80]. Dans

[52], un algorithme, basé sur une décomposition de Benders, de résolution d’interdiction de

chemins est proposé. Dans [24], les auteurs étudient l’interdiction d’un projet de fabrication

d’armes nucléaires. Un modèle général des problèmes d’interdiction par un programme

mathématique biniveau a été proposée dans [38]. Ce modèle est ensuite appliqué à plusieurs

problèmes d’interdiction qui sont résolues par l’approche de [39].

Le problème des k éléments les plus vulnérables a été étudié dans [14] pour les pro-

blèmes de p-centre et du p-médian où il est démontré qu’il est NP-difficile d’approximer

ces problèmes avec un rapport respectivement de (4

3
´ ε) et (7

5
´ ε) pour tout ε ą 0. Le

problème des k éléments les plus vulnérables est NP-difficile pour les problèmes de l’arbre

couvrant minimal [44], du plus court chemin [7], du flot maximum [80], du stable de poids

maximal [13] mais est polynomial pour celui du stable de cardinal maximal.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au problème BLOCKST ABLEpw, c, dq. L’en-

semble des résultats de complexité concernant les d-bloqueurs de stables optimaux est

résumé dans le tableau suivant.
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Graphe w “ c “ 1 w “ 1, c w, c “ 1 w, c
Biparti P [32] ? NP-difficile [11] NP-difficile [31]
Arbre P [32] ? P [11] NP-difficile [31]

Largeur d’arbre bornée P [11] ? P [11] NP-difficile [31]
Cographe P [11] ? P [11] NP-difficile [31]
Cobiparti P [31] P [31] P [31] P [31]

Split NP-difficile [31] NP-difficile [31] NP-difficile [31] NP-difficile [31]

Table 4.1 – Complexité de BLOCKST ABLEpw, c, dq

On constate que la colonne ”w “ 1, c” contient encore des problèmes ouverts. Nous

allons donc dans la suite du chapitre nous intéresser à BLOCKST ABLEpw “ 1, c, dq lorsque

le graphe est un arbre.

4.4 d-bloqueurs de coût minimal de stables dans les arbres

Dans cette section, on considère le problème BLOCKST ABLEpw “ 1, c, dq. La caracté-

risation des stables optimaux dans les graphes bipartis décrite au chapitre 1 sera réutilisée.

Nous prouvons dans un premier temps une caractérisation des d-bloqueurs dans les arbres

puis nous montrons que, la recherche d’un d-bloqueur de coût minimal peut être réalisée

en temps polynomial lorsque le graphe est un arbre dont aucun sommet n’est exclus.

Orientons les arêtes du graphe G dans le sens du graphe des composantes Gc : soit ~G

le graphe orienté obtenu. On remarque que les extrémités des arcs pu, vq P R ˆ B de ~G

définissent les couples de sommets d’une même composante et que les arêtes correspon-

dantes forment un couplage parfait, noté M , du graphe G. Les arcs pv, uq P B ˆ R de ~G

correspondent aux arêtes de G exclues dans un couplage optimal.

Soient deux sommets u et v de G, on définit la relation suivante :

u ă v ô il existe un chemin de u à v dans ~G

Propriété 4.4.1. Soit G “ pB,R,Eq un arbre dont tous les sommets sont libres et ~G “

pB,R,Aq le graphe orienté associé. Tout d-bloqueur contient d couples pu, vq P R ˆ B

vérifiant u ă v, qui sont les extrémités de d chemins sommets-disjoints de ~G. De plus la

cardinalité minimale d’un d-bloqueur est 2d.
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Démonstration. Montrons que d couples définis comme dans la proposition forment un

d-bloqueur.

Tous les sommets de G sont libres donc µpGq “ |R| “ |B|. Puisque G est un arbre qui

admet un couplage parfait, M est unique. Rappelons que G est biparti donc αpGq`µpGq “

|R| ` |B| et finalement, αpGq “ µpGq “ |R| “ |B|.

Tout chemin de u à v, pu, vq P R ˆ B, dans ~G correspond à une chaîne de longueur

impaire de G. Les deux arêtes à l’extrémité de cette chaîne appartiennent à M (les deux

arêtes sont confondues si pu, vq P A). En retirant les deux sommets extrémités u et v

on obtient un couplage parfait M 1 du graphe G ´ tu, vu en conservant les arêtes de M

n’appartenant pas à la chaîne πru, vs et en prenant les arêtes qui ne sont pas dans M

dans cette chaîne. On a |M 1| “ |M | ´ 1. Les d chaînes sont disjointes donc en retirant

tous les couples pu, vq de G, le graphe résultant G1 a un couplage parfait de cardinalité

µpG1q “ µpGq ´ d pour |R| ` |B| ´ 2d sommets. Donc αpG1q “ µpG1q “ |R| ´ d et ainsi

αpG1q “ αpGq ´ d.

Montrons que tout d-bloqueur optimal Ld est constitué d’exactement d couples pu, vq P

R ˆB, u ă v qui sont les extrémités de d chemins sommets-disjoints de ~G.

Pour d “ αpGq un d-bloqueur optimal contient tous les sommets de G donc les αpGq

couples pu, vq tels que Cpuq “ Cpvq. Considérons d ă αpGq.

La preuve se fait par récurrence sur le nombre de sommets n du graphe.

Si n “ 2, Gc contient une composante unique, αpGq “ 1 et la propriété est vérifiée.

Supposons qu’elle est vérifiée pour tout arbre G1 de moins de n sommets, tous libres,

n pair, n ě 4 : cela signifie que pour un ensemble L de sommets qui contient k couples

pu, vq P R ˆB, u ă v, on a αpG1 ´ Lq “ αpG1q ´ k (même si |L| ą k).

Considérons un arbre de n sommets, tous libres, et un couple pa, bq P R ˆ B tel que

a n’a aucun prédécesseur dans ~G. Notons G1 le sous graphe obtenu en enlevant a et b de

G, et ~G1 le graphe orienté associé (notons que l’orientation des arcs dans ~G et ~G1 est la

même). Remarquons que αpGq “ αpG1q ` 1.

Soit k (resp. k1) le nombre de couples pu, vq P RˆB, u ă v, qui sont les extrémités de

chemins sommets-disjoints de ~G (resp. de ~G1) dans un d-bloqueur Ld de ~G. Notons L1
d la
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restriction de Ld à G1. Supposons que k ă d. Il y a quatre cas.

— ta, bu Ă Ld : on a k1 “ k ´ 1 et αpG´ Ldq “ αpG1 ´ L1
dq “ αpG1q ´ k1 “ αpGq ´ k ą

αpGq ´ d ;

— ta, bu X Ld “ H : on a k1 “ k et αpG ´ Ldq “ αpG1 ´ L1
dq ` 1 “ αpG1q ´ k1 “

αpGq ´ k ą αpGq ´ d ;

— ta, bu X Ld “ tbu : a R Ld donc les k couples de Ld sont dans G1. Ainsi, k1 “ k et

αpG´ Ldq “ αpG1 ´ L1
dq ` 1 “ αpG1q ´ k1 ` 1 “ αpGq ´ k ą αpGq ´ d ;

— ta, bu X Ld “ tau.

Si a n’est pas sommet de l’un des k couples de Ld alors tous les couples de Ld sont

dans G1 et k “ k1. Et on obtient : αpG´Ldq ě αpG1 ´Ldq “ αpG1q´k1 “ αpGq´k ą

αpGq ´ d.

Si pa, vq est l’un des k couples de Ld, v ‰ b, soit u le prédécesseur de v. Si u P Ld alors

on remplace pa, vq par pu, vq dans l’ensemble des k couples de Ld, et on est ramené

au cas ta, bu X Ld “ H. Supposons enfin que u R Ld : αpG1 ´ Ldq ď αpG ´ Ldq ď

αpGq ´ d “ αpG1q ´ pd ´ 1q ; donc les k1 “ k ´ 1 couples de Ld qui sont dans G1

forment un pd´ 1q-bloqueur de G1 et si on leur ajoute le couple pu, vq on obtient un

d-bloqueur de G1 qui a k ă d couples, ce qui contredit l’hypothèse de récurrence.

Nous venons de montrer que tout d-bloqueur optimal contient nécessairement d couples

pu, vq, u ă v, extrémités de d chemins sommets-disjoints du graphe des composantes Gc.

Nous avons montré que d tels couples forment un d-bloqueur. Un d-bloqueur optimal

est donc constitué uniquement de ces d couples et tout autre d-bloqueur contient d tels

couples.

Exemple 4.4.1. Considérons le graphe G de la figure 4.1 dont le cardinal maximal d’un

stable est αpGq “ 9. L’ensemble tc, d, g, lu est un 2-bloqueur : dans le graphe de la figure 4.2

où les sommets retirés sont en gris, il n’est pas possible de construire un stable de cardinal

supérieur à 7. Considérons maintenant l’ensemble ta, g, l, ru. Les chemins de a à r et de

g à l ne sont pas disjoints donc d’après la Propriété 4.4.1, ce n’est pas un 2-bloqueur. En

effet, dans le graphe de la figure 4.3 où les sommets retirés sont en gris, il existe un stable

de cardinal 8 : tb, d, f, h, k,m, o, qu.
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a b c d

e f g h

i j k l m n

o p q r

Figure 4.1 – Arbre G

a b c d

e f g h

i j k l m n

o p q r

Figure 4.2 – Les sommets en gris sont retirés de G et les sommets dont la bordure est
plus large forment un stable de cardinal 7

a b c d

e f g h

i j k l m n

o p q r

Figure 4.3 – Les sommets en gris sont retirés de G et les sommets dont la bordure est
plus large forment un stable de cardinal 8
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A l’aide de la caractérisation précédente, déterminer un d-bloqueur de coût minimal

est polynomial dans les arbres dont tous les sommets sont libres.

Propriété 4.4.2. Le problème du d-bloqueur de coût minimal de stables, BLOCK_STABLE(w “

1, c, d), se résout en temps polynomial si le graphe est un arbre dont tous les sommets

sont libres.

Démonstration. Pour trouver un d-bloqueur de coût minimal dans un arbre, if faut trouver

d couples respectant les conditions de la Propriété 4.4.1 et tels que la somme des coûts des

sommets des couples retenus soit minimale.

Soit G “ pR,B,Eq un arbre dont tous les sommets sont libres. Soit ~G le graphe obtenu

en orientant les arêtes de G dans le sens du graphe des composantes. Il s’agit de trouver d

chemins sommets-disjoints de ~G reliant des sommets u de R à des sommets v de B pour

un coût total minimal, le coût associé à un chemin de u à v dans ~G étant égal à cpuq`cpvq.

Nous allons montrer comment obtenir une solution en résolvant un problème de flot maxi-

mal de coût minimal dans un nouveau graphe orienté ~G1 que nous allons construire.

Appelons ui et vi les deux sommets de la composante Ci de Gc. Remarquons que, dans

~G, tout sommet ui P R (respectivement vi P B) a pour seul successeur (respectivement

prédécesseur) vi (resp. ui). Donc, tous les chemins allant de u P R à v P B et passant par

ui (ou par vi) contiennent obligatoirement l’arc pui, viq (et réciproquement évidemment).

Dans ~G, chercher des chemins sommets-disjoints est donc équivalent à chercher des che-

mins arcs-disjoints.

Ajoutons une source s et un puits t à G, et pour tout sommet u P R relions s à u par

un arc ps, uq de coût cpuq, et pour tout sommet v P B relions v à t par un arc pv, tq de

coût cpvq. Tous les autres arcs ont un coût nul. Tous les arcs ont une capacité égale à 1.

Soit ~G1 le graphe valué ainsi obtenu. Le problème revient maintenant à chercher un flot

de valeur d de coût minimal entre s et t. Pour obtenir un flot de valeur d, ajoutons à ~G1

un sommet s1 et un arc ps1, sq de capacité d et coût 0.

Il s’agit maintenant de chercher un flot maximal de coût minimal de s1 à t dans ~G1.
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C’est un problème polynomial [46].

Vérifions qu’il y a bien équivalence entre les solutions du problème de flot et celles

du problème du d-bloqueur BLOCK_STABLE(w “ 1, c, d), et que ces solutions ont

les mêmes coûts. Soit la solution du problème de flot obtenue : elle comporte d unités

routées de s1 à t et les capacités égales à 1 imposent que ces unités soient routées sur d

chemins disjoints à partir de s. On a donc obtenu d chemins arcs-disjoints de s à t, allant

de upjq P R à vpjq P B, j “ 1, ..., d : chaque chemin commence par un arc ps, upjqq et finit

par un arc pvpjq, tq qui sont les seuls arcs de coûts non nuls sur ce chemin. Le coût du flot

est donc égal à
ř

j“1,...,d cpupjqq`cpvpjqq. Les d chemins arcs-disjoints de ~G1 correspondent

à d chemins sommets-disjoints dans le graphe ~G : on a donc bien défini un d-bloqueur.

Prenons maintenant une solution du problème de d-bloqueur, elle est formée de d

couples pupjq, vpjqq P RˆB, j “ 1, ..., d, et a une valeur de
ř

j“1,...,d cpupjqq ` cpvpjqq. Ces

d couples définissent d chemins sommets-disjoints de ~G, donc d chemins arcs-disjoints de s

à t dans ~G1 : en routant une unité de flot sur chacun de ces chemins et d unités sur ps1, sq

on obtient un flot d ayant le même coût que le d-bloqueur.

Une solution optimale du problème de flot définit donc un d bloqueur optimal.

Propriété 4.4.3. Soit G “ pB,R,Eq un arbre qui ne contient pas de sommets exclus.

Déterminer un d-bloqueur de coût minimal de stables de G est un problème polynomial.

Démonstration. Puisque G ne contient pas de sommets exclus, tous les sommets forcés

sont isolés. Un d-bloqueur optimal de G contient au plus minp|Ξpgq|, dq sommets forcés.

Soit k un entier tel que 0 ď k ď minp|Ξpgq|, dq. Déterminer un d-bloqueur de coût minimal

de G qui contient k sommets forcés est un problème polynomial : on classe les sommets

forcés par coût croissant, on sélectionne les k premiers et on détermine un pd´kq-bloqueur

du graphe réduit aux sommets libres de G grâce à la propriété précédente.

Ainsi, si on construit pminp|Ξpgq|, dq ` 1q k-bloqueurs pour toutes les valeurs de k

possibles, cela peut être réalisé en temps polynomial. Et comme un d-bloqueur optimal
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de G contient au plus minp|Ξpgq|, dq sommets forcés, on est certain de déterminer un

d-bloqueur optimal de G.

4.5 Perspectives

Dans ce chapitre, nous avons caractérisé les d-bloqueurs de stables dans les arbres

et proposé un algorithme polynomial pour le problème BLOCKST ABLEpw “ 1, c, dq

dans le cas d’un arbre dont tous les sommets sont libres ou forcés. Mais le problème

BLOCKST ABLEpw “ 1, c, dq est encore ouvert dans les arbres qui contiennent des som-

mets exclus.
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Chapitre 5

d-transversaux de problèmes
modélisés par un programme
mathématique en variables
binaires

5.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons considéré un problème d’attaque-défense sur un

système avec un nombre fini d’éléments dans lequel le défenseur connaissait les éléments

attaqués par l’agresseur et pouvait adapter sa décision en conséquence. Pour s’assurer que

l’efficacité de la stratégie du défenseur était bien diminuée, l’attaquant devait considérer

les réponses possibles du défenseur après son attaque. Dans ce chapitre, nous considérons

cette fois que le défenseur ne sait pas qu’il est attaqué. L’attaquant souhaite toujours

réduire l’efficacité de la réponse du défenseur mais puisque son attaque n’est pas connue,

il sait que le défenseur choisira une stratégie optimale dans un système avec tous ses

éléments. Le but de l’attaquant est donc de déterminer un ensemble minimum d’éléments

dont l’intersection avec toute stratégie du défenseur contient un nombre fixe d’éléments. De

cette façon, l’attaquant peut interférer efficacement avec toutes les stratégies du défenseur.

Ce chapitre expose tout d’abord les définitions et travaux existants sur les d-transversaux.

Puis une section porte sur les d-transversaux pondérés de stables 1 dans les graphes bipartis.

1. On considère ici que les d-transversaux de stables sont des d-transversaux de stables de cardinal

maximal
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Enfin, dans une dernière partie, nous nous intéressons aux d-transversaux de problèmes

modélisés par des programmes mathématiques en variables binaires, proposons une ap-

proche de résolution et appliquons cette approche pour déterminer des d-transversaux de

cardinal minimal de stables et des d-transversaux de cardinal minimal de couplages.

5.2 Définitions

Soit Π un problème d’optimisation combinatoire défini sur un ensemble finiMtm1,m2, ...,mnu.

Soit P une propriété sur cet ensemble telle que X Ď M satisfait P si et seulement si X

est une solution admissible de Π. Étant donné L Ď M , on définit CL l’ensemble des

sous-ensembles de L qui satisfont P . Ainsi, l’ensemble des solutions admissibles de M ,

c’est-à-dire l’ensemble des sous-ensembles de M qui satisfont P , est noté CM .

À chaque élément mi de M sont associées deux valeurs positives : un coût cpmiq et

un poids wpmiq. Le poids (respectivement le coût) d’un sous-ensemble de M est la somme

des poids (respectivement des coûts) des éléments de ce sous-ensemble. On note νwpCM q

le poids maximum d’un élément de CM , c’est-à-dire que νwpCM q “ maxtwpCjq|Cj P CM u.

On note également δwpCM q le cardinal minimum d’un élément de CM de poids maximum,

c’est-à-dire que δwpCM q “ mint|Cj | |Cj P CM , wpCjq “ νwpCM qu.

Soit d ě 1 un entier.

— Pour d ď νwpCM q, on appelle d-transversal pondéré un sous-ensemble T Ď M tel

que pour tout C P CM vérifiant wpCq “ νwpCM q, on a wpC X T q ě d.

— Pour d ď δwpCM q, on appelle d-transversal un sous-ensemble T Ď M tel que pour

tout C P CM vérifiant wpCq “ νwpCM q, on a |C X T | ě d.

On considère les problèmes suivants :

— WTRANSΠpw, c, dq :

— Instance : Un ensemble fini Mtm1, m2, ..., mnu, une fonction de coût c sur

M , une fonction de poids w sur M , un entier d, un entier positif k ď |M | ˚

max
i“1..n

cpmiq.

— Question : Est-ce qu’il existe ensemble T Ď M tel que cpT q ď k et @C P CM
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vérifiant wpCq “ νwpCM q on a wpC X T q ě d ? Autrement dit, existe-t-il un

d-transversal pondéré du problème Π de coût inférieur ou égal à k ?

— TRANSΠpw, c, dq :

— Instance : Un ensemble fini M=(m1, m2, ..., mn), une fonction de coût c sur

M , une fonction de poids w sur M , un entier d, un entier positif k ď |M | ˚

max
i“1..n

cpmiq.

— Question : Est-ce qu’il existe un ensemble T Ď M tel que cpT q ď k et @C P CM

vérifiant wpCq “ νwpCM q, on a |C X T | ě d e ? Autrement dit, existe-t-il un

d-transversal du problème Π de coût inférieur ou égal à k ?

Le problème TRANSΠpw, c, dq peut être modélisé par le programme biniveau suivant

[32], dans lequel :

— Les variables xi valent 1 si l’élément i appartient au d-transversal et 0 sinon

— Les variables yi valent 1 si l’élément i est choisi dans le sous-problème et 0 sinon.

— CM désigne l’ensemble des solutions admissible du problème Π.

— νwpCM q désigne le poids d’une solution optimale de Pi

— wi désigne le poids de l’élément i

— ci désigne le poids de l’élément i

pPtransq

$
’’’’’’’’’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’’’’’’’’’%

min
x

nÿ

i“1

xici

nÿ

i“1

xiyi ě d

x P t0, 1un

$
’’’’’’’&
’’’’’’’%

min
y

nÿ

i“1

xiyi

nÿ

i“1

wiyi “ νwpCM q

C “ tvi s.t. yi “ 1u P CM

y P t0, 1un

La fonction économique de premier niveau minimise le coût des éléments sélectionnés

par le meneur. La fonction économique de deuxième niveau minimise le nombre d’éléments

en commun entre ceux choisis par le suiveur et ceux choisis par le meneur. La deuxième
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contrainte de deuxième niveau assure que les variables y fournissent une solution du pro-

blème Π et la première contrainte assure que cette solution est optimale. Le contrainte de

liaison impose que l’intersection entre les éléments choisis par le suiveur et ceux choisis par

le meneur est bien de d éléments donc que les variables x définissent bien un d-transversal.

Notons que le problème WTRANSΠpw, c, dq peut aussi être modélisé par un pro-

gramme mathématique biniveau. Il suffit pour cela de remplacer la contrainte
nÿ

i“1

xiyi ě d

par la contrainte
nÿ

i“1

wixiyi ě d dans le programme précédent.

Les trois propriétés suivantes concernent les liens entre les d-transversaux et les élé-

ments forcés et exclus du système. Elles ont été données dans [32] pour les d-transversaux

de stables, nous donnons ici des versions généralisées.

Propriété 5.2.1. [32] Un d-transversal optimal ne contient aucun élément exclu.

Propriété 5.2.2. [32] Si d ď ξpV q alors un d-transversal T tel que T Ă ΞpV q et |T | “ d

est une solution optimale de TRANSΠpw “ 1, c “ 1, dq.

Propriété 5.2.3. [32] Si d ě ξpV q alors il existe un d-transversal optimal qui contient

tous les éléments forcés.

Les d-transversaux ont été étudiés pour le problème du stable optimal. Le problème

TRANS_Stablepw, c, dq est polynomial dans les graphes bipartis [17]. Dans les splits

graphes, le problème TRANS_Stablepw “ 1, c, dq est polynomial [59] et le problème

TRANS_Stablepw, c “ 1, dq est APX-difficile [31].

En ce qui concerne les cliques de taille maximale, TRANS_Cliquepw “ 1, c “ 1, dq est

NP-difficile dans les graphes planaires, les graphes cordaux et les graphes sans triangles

[59].

Pour les couplages optimaux, le problème TRANS_Couplagepw, c, dq est NP-difficile

dans les graphes biparti [81] et TRANS_Couplagepw “ 1, c “ 1, dq polynomial dans les

arbres, les grilles, les cycles et les graphes complets [68].

Pour les plus courts chemins, TRANS_Cheminspw “ 1, c “ 1, dq est polynomial [56].

TRANS_V ertexCoverpw, c, dq est polynomial dans les graphes bipartis [17].
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Pour les d-transversaux pondérés, c’est à dire lorsque l’intersection entre le d-transversal

et toute solution optimale est de poids d et non de cardinal d, le problèmeWTRANS_Stablepw, c “

1, dq est APX-difficile dans les splits graphes et le problème WTRANS_Stablepw, c, dq est

NP-difficile dans les graphes qui ne contiennent que des sommets isolés [31]. Le problème

WTRANS_Stablepw, c “ 1, dq est encore ouvert dans les graphes bipartis. Dans la sec-

tion suivante, nous étudions quelques cas particuliers qui peuvent être résolus en temps

polynomial.

5.3 d-transversaux pondérés de stables optimaux dans les
graphes bipartis

Dans cette section, on s’intéresse au problème WTRANS_Stablepw, c “ 1, dq dans les

graphes bipartis dont tous les sommets sont libres. Nous réutiliserons la caractérisation

des stables optimaux dans les graphes bipartis rappelée dans le chapitre 1. Rappelons

que dans les graphes bipartis dont tous les sommets sont libres, les sommets peuvent

être partitionnés en composantes Ci, qui contiennent exactement deux stable optimaux :

V pCiq XR et V pCiq XB.

Nous étudions ici des cas particuliers pour lesquels le problèmeWTRANS_Stablepw, c “

1, dq peut être résolu en temps polynomial. Dans un premier temps nous déterminons des

d-transversaux pondérés pour des valeurs particulières de d. Puis, dans un deuxième temps,

nous considérons le cas des graphes bipartis dont le graphe des composantes du sous-graphe

induit par les sommets libres est un chemin.

5.3.1 Valeurs particulières de d

Dans cette sous-section, nous étudions des valeurs particulières de d pour lesquelles le

problème WTRANS_Stablepw, c “ 1, dq est résolu en temps polynomial dans un graphe

biparti G “ pB,R,Eq dont tous les sommets sont libres.

Soient les notations suivantes :

— Soit αwpGq le poids d’un stable de poids maximum de G

— Soit wR
1 le plus petit poids d’un sommet de R et wB

1 le plus petit poids d’un
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sommet de B. On supposera sans perte de généralité que minpwB
1 , w

R
1 q “ wR

1 et

maxpwB
1 , w

R
1 q “ wB

1 , donc que wB
1 ě wR

1 . Si ce n’est pas le cas, il suffit d’inverser

l’orientation du graphe des composantes car ainsi B devient R et inversement.

Si αwpGq ´ wR
1 ă d ď αwpGq, c’est à dire si αwpGq- poids minimum des sommets du

graphe ă d, un d-transversal pondéré optimal de G contient tous les sommets du graphe.

Supposons que wB
1 ‰ wR

1 et que αwpGq ´ wB
1 ă d ď αwpGq ´ wR

1 . Dans ce cas il est

trivial qu’un d-transversal pondéré contient tous les sommets de B, sinon l’intersection

avec le stable B n’a pas un poids de d. Pour construire un d-transversal pondéré optimal

T , on sélectionne tous les sommets de B et, tant que wpT X Rq ă d, on sélectionne les

sommets de R par ordre croissant de poids. En construisant T de cette façon, pour toute

composante Ci, on a wpT XRXV pCiqq ď wpT XBXV pCiqq. Ainsi, R est le stable optimal

de G tel que l’intersection avec T est de plus petit poids. Or, wpT X Rq ě d donc T est

bien un d-transversal pondéré. Il est aussi optimal car il contient le minimum de sommets

de R et il doit contenir tous les sommets de B.

Considérons le cas dans lequel d “ αwpGq ´wB
1 . Il faut aussi considérer deux cas : soit

il existe un d-transversal optimal T tel que wpT XBq “ wpBq ´wB
1 , soit il n’en existe pas.

— Considérons le premier cas. Soit x P B tel que wpxq “ wB
1 et Cpxq a le moins

de prédécesseurs possible. Si x R T alors T doit contenir tous les sommets y P R

tels que Cpyq Ñ Cpxq et Cpyq ‰ Cpxq sinon il existe un stable optimal de G dont

l’intersection avec T est de poids strictement inférieur à d. Pour déterminer le reste

de T XR, on commence par supposer que R Ă T . Puis on classe par ordre de poids

croissant les sommets y P R tels que Cpxq Ñ Cpyq. Enfin, on retire les sommets y

un par un tant que wppT ´ tyuq XRq ě d. Ainsi, T est un d-transversal pondéré qui

ne contient pas x et qui contient le moins de sommets possible.

— Dans le deuxième cas, on construit le d-transversal optimal du paragraphe précédent

où αwpGq ´ wB
1 ă d ď αwpGq ´ wR

1 . En effet, ce d-transversal pondéré est le plus

petit d-transversal pondéré T tel que T XB “ B.

On compare les cardinaux des deux d-transversaux pondérés déterminés. Celui de plus

petit cardinal est optimal.
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Si wB
1 ‰ wR

1 et d ą αwpGq ´ 2 ˆ wB
1 , on détermine un d-transversal pondéré optimal

de la même façon qu’au cas précédent.

Supposons que le graphe des composantes de G est une arborescence. Notons Cr la

racine de cette arborescence et wr le plus grand poids d’un sommet x de V pCrq X R. Si

d ď wr, alors pour construire un d-transversal pondéré optimal T , on sélectionne x et le

minimum de sommets de B tels que wpT XBq ě d. Pour déterminer T XB, on classe les

sommets de B par poids décroissant et on les sélectionne un par un tant que wpT XBq ă d.

Tout stable optimal qui contient x a bien une intersection de poids d avec T et le seul

stable optimal qui ne contient pas x est B, qui a aussi une intersection de poids d avec T .

Donc T est bien un d-transversal pondéré. Il est aussi optimal : il est évident qu’il ne peut

contenir moins de sommets de B ou de R.

5.3.2 Cas des graphes dont le graphe des composantes est un chemin

Dans cette section, on considère un graphe biparti pondéré G “ pB,R,Eq dont le

graphe des composantes du sous graphe induit par les sommets libres est un chemin.

Considérons tout d’abord un graphe dont tous les sommets sont libres. Les composantes

sont numérotées de 1 à k en partant de la composante sans prédécesseur. Ainsi, Ci désigne

la composante i.

Propriété 5.3.1. Si G “ pB,R,Eq est un graphe biparti dont le graphe des composantes

est un chemin, alors déterminer un d-transversal pondéré optimal de G peut être réalisé

en temps polynomial.

Démonstration. Nous avons vu précédemment que le problème de recherche d’un d-transversal

pouvait être modélisé par un programme mathématique biniveau. Nous proposons dans

la section 5.4.2 une modélisation par un programme avec un seul niveau mais avec un

nombre exponentiel de contraintes. Dans le cas des graphes bipartis dont le graphe des

composantes est un chemin, le nombre de contraintes est polynomial.

Considérons le programme suivant, dans lequel wi désigne le poids du sommet i, xi “ 1

si et seulement si le sommet i appartient au d-transversal et Sj désigne le stable optimal

du graphe tel que pour toute composante Ci telle que s’il existe i tel que i ą 0 et i ă j

143



on a V pCiq X Sj “ V pCiq XR et pour toute composante Ci telle qu’il existe i ď k tel que

i ě j on a V pCiq X Sj “ V pCiq XB.
$
’’’’’&
’’’’’%

min
x

nÿ

i“1

xi

ÿ

iPSj

wixi ě d @j P t1..k ` 1u

xi P t0, 1u @i P t1..nu

Dans ce modèle :

— On note n le nombre de sommets du graphe

— On numérote les sommets du graphe de 1 à n. On commence par numéroter les

sommets de B de 1 à |B| de façon à ce que le numéro d’un sommet x soit strictement

supérieur à ceux des sommets de B dans les composantes qui précèdent Cpxq. Puis

on numérote les sommets de R de |B| ` 1 à n de la même façon.

Le nombre de contraintes du programme est bien polynomial. En effet, il existe autant

de contraintes que de stable optimaux dans le graphe. Puisque le graphe des composantes

est un chemin, si pour un stable optimal S˚ et pour une composante i on a V pCiq X S˚ “

V pCiq X B, alors pour tout j tel que i ď j ď k, V pCjq X S˚ “ V pCjq X B. Il existe donc

k ` 1 stables optimaux du graphe.

La fonction économique du modèle minimise le nombre de sommets qui appartiennent

au d-transversal. La contrainte assure que tout stable optimal du graphe a une intersection

de poids supérieur ou égal à d avec le d-transversal. Autrement dit, pour un stable Si, la

composante Ci est la première composante du chemin dont l’intersection des sommets et du

stable est incluse dans B. La contrainte assure donc que l’intersection entre le d-transversal

et tout stable optimal du graphe est bien de poids d.

Soit A la matrice des contraintes. Elle contient k ` 1 lignes, autant que de stables

optimaux du graphe, et n colonnes, autant que de sommets dans le graphe. Dans cette

matrice, aji “ 1 si et seulement si le sommet i apparaît dans la contrainte liée au stable

Sj . Si 1 ď i ď |B| alors le sommet i appartient à B et sinon, |B| ` 1 ď i ď n et le sommet

i appartient à R.

Considérons un j quelconque. Le stable Sj contient les sommets de V pClqXB pour tout
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l tel que j ď l ă k. Soit mB le cardinal de l’ensemble des sommets de B qui appartiennent

à une composante qui précède Cj . Autrement dit, mB est le nombre de sommets de B qui

n’appartiennent pas au stable Sj . Pour tout i tel que 1 ď i ď mB, aji “ 0 et pour tout i

tel que mB ă i ď |B|, aji “ 1.

De même, le stable Sj contient les sommets de V pClq XR pour tout l tel que 0 ă l ă j.

Soit mR le nombre de sommets de R qui appartiennent à une composante qui précède

Cj , c’est-à-dire le nombre de sommets de R qui appartiennent au stable optimal Sj . Donc

pour tout i tel que |B| ă i ď |B| `mR, aji “ 1 et pour tout i ą |B| `mR, aji “ 0. Ainsi,

pour tout i tel que mB ă i ď |B| ` mR, aji “ 1 et sinon aji “ 0. Donc, à chaque ligne j

de la matrice A, les aji égaux à 1 sont consécutifs.

Puisque, dans la matrice des contraintes, sur chaque ligne, les 1 sont consécutifs elle est

totalement unimodulaire. La relaxation continue du programme fournit donc une solution

optimale entière. Ainsi, déterminer un d-transversal pondéré de G peut être réalisé en

temps polynomial.

Considérons maintenant un graphe biparti G “ pB,R,Eq qui contient des sommets

forcés et exclus et dont le graphe des composantes du sous-graphe réduit aux sommets

libres est un chemin.

Propriété 5.3.2. Déterminer un d-transversal pondéré optimal de G peut être réalisé en

temps polynomial.

Démonstration. Un d-transversal pondéré optimal T ne contient pas de sommets exclus.

Si T contient k sommets forcés avec 0 ď k ď minpd, |ΞpGq|q alors il contient un pd ´ kq-

transversal optimal du sous-graphe de G réduit aux sommets libres. De plus, puisque T

est optimal alors les k sommets forcés qu’il contient sont ceux de plus grand poids.

Ainsi, en construisantminpd, |ΞpGq|q`1 d-transversaux Tk pour tout 0 ď k ď minpd, |ΞpGq|q

tels que les Tk contiennent les k sommets forcés de plus grand poids et un pd´kq-transversal

optimal du sous-graphe de G réduit aux sommets libres, on obtient un d-transversal opti-

mal. En effet, un des Tk de plus petit cardinal sera un d-transversal optimal.
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5.4 d-transversaux de problèmes modélisés par des programmes
mathématiques en variables binaires

Dans cette section, nous nous intéressons au problème TRANSΠpw, c “ 1, dq dans

le cas où Π est un problème modélisé par un programme en variables binaires. Nous

souhaitons concevoir une approche générique de résolution de TRANSΠpw, c “ 1, dq quel

que soit le problème en variables binaires choisi. Dans un premier temps, nous chercherons

à résoudre le problème par la programmation mathématique biniveau. Dans un deuxième

temps, nous présenterons une approche de résolution par génération de contraintes que

nous appliquerons aux cas particuliers des d-transversaux de stables et aux d-transversaux

de couplages.

Notons que les méthodes de résolution du problème TRANSΠpw, c “ 1, dq présentées

dans ce chapitre peuvent facilement être adaptées pour résoudre le problème TRANSΠpw, c, dq

en remplaçant le terme
nÿ

i“1

xi par
nÿ

i“1

cixi dans les fonctions économiques des programmes

mathématiques.

5.4.1 Résolution du programme biniveau

Comme indiqué dans l’état de l’art, une modélisation de TRANSΠpw, c “ 1, dq par

un programme mathématique biniveau est proposée dans [32]. Ce programme est détaillé

dans la section de Définitions ce ce chapitre.

Ce programme est un programme biniveau avec des variables discrètes aux deux ni-

veaux. Il contient également une contrainte de liaison. Comme indiqué dans le chapitre

2, les approches existantes de résolution des programmes biniveaux entiers ne considèrent

que des programmes biniveaux simplifiés. Á notre connaissance, il n’existe actuellement

pas d’approches pour résoudre directement ce programme dans la littérature.

Le chapitre 2 propose une extension de l’algorithme présenté dans [10] pour résoudre ce

programme. Mais comme indiqué dans le chapitre, il n’est pas efficace. De plus, l’exemple

utilisé pour illustrer les inconvénients de cette approche correspond à la recherche d’un

2-transversal dans le petit graphe de la Figure 5.1. Ainsi, l’approche de détermination de

d-transversal par la programmation biniveau n’est pas efficace. Nous allons donc chercher
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Figure 5.1 – Exemple de Graphe dont le cardinal maximal d’un stable est 3

une approche plus efficace pour déterminer des d-transversaux.

5.4.2 Résolution par génération de contraintes

Puisque l’algorithme de la section précédente est inefficace, nous proposons ici une

autre approche, fondée sur la génération de contraintes. Nous proposons deux variantes

de cette approches et nous les appliquons pour déterminer des d-transversaux optimaux

de stables et des d-transversaux optimaux de couplages.

Plutôt que de modéliser le problème TRANSΠpw, c “ 1, dq par un programme biniveau,

nous proposons ici une approche avec un seul niveau. Dans le programme suivant, on

note C˚
M l’ensemble des solutions optimales du problème Π. Autrement dit, C˚

M “ tC P

CM |wpCq “ νwpCM qu. Comme dans le modèle biniveau, les variables xi valent 1 si l’élément

i appartient au d-transversal et 0 sinon. Les variables yk
i valent 1 si l’élément i appartient

à la solution optimale Sk P C˚
M avec i P t1, .., nu et k P t1, .., |C˚

M |u, et 0 sinon.

pPtransq

$
’’’’’&
’’’’’%

min
x

nÿ

i“1

xi

nÿ

i“1

xiy
k
i ě d @k tel que tmi tel que y

k
i “ 1u P C˚

M p1q

x P t0, 1un

Les contraintes principales assurent que pour chaque solution optimale du problème,

l’intersection avec le d-transversal est bien d’au moins d éléments. La fonction économique

minimise le nombre d’éléments choisis dans le d-transversal.

Puisque le programme pPtransq n’a qu’un niveau, il pourrait être résolu directement

par un solveur de programmation linéaire. Mais le nombre de contraintes du programme

peut être exponentiel car il y a autant de contraintes que de solutions optimales au pro-
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blème Π.

Une autre difficulté de la résolution du programme pPtransq est qu’il peut être vu

comme une modélisation du problème suivant :

— Instance : Un ensemble fini M=(m1, m2...mn), un ensemble CM de sous-ensembles

de M , un entier k, un entier d

— Question : Est-ce qu’il existe un ensemble T Ď M tel que |T | ď k et pour tout

C P CM , |C X T | ě d ?

Ce problème est une généralisation du problème Hitting Set dans lequel d “ 1. Résoudre

le problème Hitting Set est un problème NP-difficile [46].

Pour résoudre le programme pPtransq nous utiliserons une approche de génération de

contraintes. Des approches similaires ont été utilisées par [52] pour résoudre un problème

d’interdiction de chemins et par [64] pour déterminer des d-bloqueurs de cliques.

L’approche de résolution par génération de contraintes consiste à générer le moins de

contraintes possibles du problème. On considère la relaxation du modèle en relâchant une

partie des contraintes p1q et on tente de déterminer une solution optimale du problème qui

a moins de d éléments communs avec l’ensemble construit. Si on peut générer une solution

optimale de ce type, alors l’ensemble n’est pas un d-transversal et on ajoute à la relaxation

la contrainte liée à cette solution, puis on résout à nouveau la relaxation jusqu’à ce qu’on

ne puisse plus trouver de solution.

Nous proposons deux variantes de cette approche. La première variante résout deux

programmes mathématiques en nombres entiers à chaque itération alors que la deuxième

variante n’en résout qu’un.

Variante 1

Dans cette variante de l’approche de résolution par génération de contraintes, deux

programmes linéaires en nombres entiers sont résolus à chaque itération.

Considérons le problème maître suivant, qui est une relaxation du modèle précédent.

Plutôt que de considérer l’ensemble des solutions optimales du problème, on considère un

sous-ensemble Y de ces solutions.
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pPtransMasterq

$
’’’’’&
’’’’’%

min
x

nÿ

i“1

xi

nÿ

i“1

xiy
k
i ě d @k tel que tmi tel que y

k
i “ 1u P Y

x P t0, 1un

On commence par déterminer une solution optimale du problème Π. Ainsi, on connaît

νwpCM q et on peut initialiser Y au singleton constitué de la solution optimale de Π dé-

terminée. On génère ensuite un ensemble T de taille minimum qui a au moins d éléments

en commun avec chaque solution dans Y . Puis on recherche une solution optimale du pro-

blème qui a moins de d éléments en communs avec T . Si une telle solution n’existe pas,

alors on a bien construit un d-transversal. Sinon, on ajoute la solution trouvée à l’ensemble

Y et on commence une nouvelle itération.

Pour trouver à chaque itération une solution optimale du problème avec moins de d

éléments en commun avec T , on considère le programme suivant. Dans ce programme, les

variables yi valent 1 si et seulement si l’élément i est dans la solution et 0 si ce n’est pas le

cas. Le vecteur x est un paramètre où xi “ 1 si et seulement si l’élément i appartient à T .

pPoptΠpxqq

$
’’’’’’’&
’’’’’’’%

min
y

nÿ

i“1

xiyi

s.c

nÿ

i“1

wpyiq “ νwpCM q

C “ tvi s.t. yi “ 1u P CM

y P t0, 1un

Les contraintes assurent que l’ensemble construit est bien une solution optimale du

problème. La fonction économique minimise le nombre d’éléments en commun entre la

solution optimale du problème et le transversal. Si la valeur de la fonction économique est

supérieure ou égale à d alors l’ensemble T est bien un d-transversal.

L’algorithme de génération de contraintes est résumée dans l’Algorithme 13.

Variante 2

Dans cette variante de l’approche de résolution par génération de contraintes, un seul

programme en nombres entiers est résolu à chaque itération. Ce programme permet de

déterminer à la fois un d-transversal et une solution optimale qui a le moins d’éléments
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Algorithm 13 Algorithme de résolution de TransΠpw, c “ 1, dq

1: Déterminer une solution optimale au problème Π pour déterminer νwpCM q et initialiser
Y au singleton correspondant à la solution optimale trouvée.

2: Soit x une solution de pPtransMasterq
3: Soit y une solution de pPoptΠpxqq

4: while
nÿ

i“1

xiyi ă d do

5: ajouter à Y la contrainte
nÿ

i“1

xiyi ě d qui correspond à y

6: résoudre pPtransMasterq pour obtenir x
7: résoudre pPoptΠpxqq pour obtenir y
8: end while
9:

10: return x

possible en commun avec l’ensemble T .

Considérons le programme pPtrans2q dans lequel les variables xi valent 1 si et seule-

ment si l’élément i appartient à T comme dans la variante précédente. De même les va-

riables yi valent 1 si et seulement si l’élément i appartient à la solution optimale de Π qui a

le moins d’éléments en commun avec T . Les variables hk
i valent 1 si l’élément i appartient

à la solution optimale Sk P Y avec i P t1, .., nu et k P t1, .., |C˚
M |u, et 0 sinon.

pPtrans2q

$
’’’’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’’’’%

min
x,y

nÿ

i“1

xi ` ε

nÿ

i“1

xiyi

s.c.

nÿ

i“1

xih
k
i ě d @k tel que tmi tel que h

k
i “ 1u P Y

nÿ

i“1

wpyiq “ νwpCM q

C “ tmi s.t. yi “ 1u P CM

x P t0, 1un

y P t0, 1un

Ce programme détermine à la fois un ensemble x d’éléments avec d éléments en commun

avec les solutions optimales dans Y , et une solution optimale dont l’intersection avec x est

aussi petite que possible.

La première contrainte assure que l’intersection entre l’ensemble x et chaque solution

optimale de l’ensemble Y contient bien au moins d éléments. Les deuxième et troisième

contraintes assurent que y est bien une solution optimale du problème Π. La fonction
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économique minimise le nombre d’éléments sélectionnés dans x et la taille de l’intersection

entre x et y. Une pénalité ε ą 0 est appliquée dans la fonction économique à l’intersection

entre x et y. Elle doit être suffisamment petite de manière à ce qu’il n’existe pas de solution

optimale du problème telle que x contienne plus que le minimum d’éléments nécessaires

pour que les premières contraintes soient respectées.

Cette variante de l’approche de résolution est très proche de la précédente. La seule

différence est que le d-transversal et la solution optimale avec le minimum d’éléments en

commun avec le d-transversal sont déterminés par un seul programme mathématique au

lieu de deux. L’Algorithme 14 décrit cette approche.

Algorithm 14 Algorithme de résolution de TransΠpw, c “ 1, dq

1: Déterminer une solution optimale au problème Π pour déterminer νwpCM q et initialiser
Y au singleton correspondant à la solution optimale trouvée.

2: Soit px, yq une solution de pPtrans2q

3: while
nÿ

i“1

xiyi ă d do

4: ajouter à Y la contrainte
nÿ

i“1

xiyi ě d qui correspond à y

5: résoudre pPtrans2q pour obtenir les nouvelles valeurs de px, yq
6: end while
7: return x

5.4.3 d-transversaux de cardinal maximal de stables

Dans cette section, nous testons les deux variantes de l’approche de résolution en re-

cherchant des d-transversaux de stables. Dans une section suivante, nous nous intéresserons

aux d-transversaux de couplages. Les instances de graphes testées ont été générées aléa-

toirement, la probabilité que deux sommets soient voisins suivant une loi uniforme. La

taille va de 20 sommets à 200 sommets, avec un pas de 20 sommets. Pour chaque taille

trois densités de graphe ont été testées : 25 %, 50 % et 75 %. Pour chaque couple taille-

densité, cinq instances ont été générées. Les valeurs de d testées correspondent à 1, 2, 3,

le quart de la valeur d’une solution optimale du problème, la moitié de la valeur d’une

solution optimale du problème, et les trois quarts de la valeur d’une solution optimale du

problème. Le temps de calcul a été limité à une heure par instance. Tous les programmes
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mathématiques ont été résolus avec CPLEX 12.

Variante 1

Dans cette section, nous recherchons des d-transversaux optimaux de stables. Le pro-

blème maître de l’algorithme est toujours le même et le sous-problème devient le problème

suivant, dans lequel les variables yi valent 1 si et seulement si le sommet i appartient au

stable optimal du graphe qui a le moins d’éléments en commun avec le paramètre x.

pPoptstablepxqq

$
’’’’’’’&
’’’’’’’%

min
y

nÿ

i“1

yixi

s.c yi ` yj ď 1 @ij P E
nÿ

i“1

yi “ αpGq

y P t0, 1un

La première contrainte assure que la solution est bien un stable et la deuxième contrainte

assure que le stable est optimal en imposant que son cardinal soit égal au cardinal maximal

d’un stable du graphe.

La section suivante présente les résultats des tests de détermination de d-transversaux

optimaux de stables sur les instances générées. Les tests sur les instances de 20 à 80

sommets ne sont pas présentés car elles ont été résolues en moins d’une minute et les

résultats sont presque identiques à ceux des instances de 100 sommets.

Les résultats des tests sur les instances de 100 à 200 sommets sont présentés sous la

forme de six histogrammes. Le premier indique le nombre d’instances résolues. Le deuxième

indique le cardinal du d-transversal déterminé. Le troisième indique le nombre d’itérations.

Le quatrième indique le temps de calcul total en secondes et est détaillé dans les cinquième

et sixième histogrammes qui indiquent respectivement le temps de calcul du problème

maître pPtransMasterq et le temps de calcul du sous-problème pPoptstablepxqq.

Pour chaque histogramme, l’axe horizontal indique la valeur de d, l’axe vertical indique

ce qui est mesuré et le troisième axe indique la densité des instances. Pour une meilleure

visibilité, sur les trois premiers histogrammes, la densité est indiquée de façon croissante

et dans les trois derniers histogrammes, l’ordre des densités indiquées est décroissant.
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Tests variante 1
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Instances de 120 sommets
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Instances de 140 sommets
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Instances de 160 sommets
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Instances de 180 sommets
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Instances de 200 sommets
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Résultats variante 1

Comme indiqué plus haut, les instances de 20 à 80 sommets ont toutes été résolues

en moins d’une minute. Les résultats des instances de 100 à 200 sommets sont présentées

sous la forme de six histogrammes. Le premier indique le nombre d’instances résolues. Le

deuxième indique le cardinal du d-transversal déterminé. Le troisième indique le nombre

d’itérations. Le quatrième indique le temps de calcul total en secondes et est détaillé dans

les cinquièmes et sixièmes histogrammes qui indiquent respectivement le temps de calcul

de problème maître et le temps de calcul du sous-problème.

On constate dans les résultats que toutes les instances de 160 sommets ou moins ont

été résolues. Le temps de calcul du problème maître est instantané, c’est le calcul d’un

stable optimal à chaque itération qui prend du temps. Les cardinaux des d-transversaux

augmentent avec la valeur de d. Le nombre d’itérations augmente avec la densité du graphe

mais les itérations sont plus rapides pour les instances denses que pour les instances peu

denses. Jusqu’à 140 sommets, toutes les instances sont résolues en moins de trois minutes.

Les temps de calcul sont inversement proportionnels à la densité et si les instances peu

denses nécessitent plus d’itérations, celles-ci sont plus rapides que pour les instances plus

denses. Les temps de calcul augmentent ensuite rapidement et les première instances non

résolues apparaissent à 180 sommets pour les instances peu denses. Toutes les instances

de densité 50 et 75 % ont été résolues. Pour les instances de 200 sommets, une analyse

des instances de densité 25 % résolues révèle que ces instances ne contiennent aucun

sommet libre donc qu’un d-transversal est déterminé en deux itérations. Les instances de

200 sommets de densité 25 % qui ne contenaient pas de sommets forcés n’ont pas été

résolues.

Variante 2

Nous allons maintenant tester la deuxième variante de l’approche et comparer son

efficacité avec la première variante. Le programme mathématique résolu à chaque itération

est le suivant. Les variables xi valent 1 si et seulement si le sommet i est sélectionné dans

T et les variables yi valent 1 si et seulement si le sommet i appartient à un stable optimal

dont l’intersection avec T est la plus petite possible.
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pPtrans2Stableq

$
’’’’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’’’’%

min
x,y

nÿ

i“1

xi `
1
n2

nÿ

i“1

xiyi

s.c.

nÿ

i“1

xih
k
i ě d @k tel que tmi tel que h

k
i “ 1u P Y

yi ` yj ď 1 @ij P E
nÿ

i“1

yi “ αpGq

x P t0, 1un

y P t0, 1un

On retrouve les contraintes qui imposent que y est un stable optimal du graphe. La

pénalité affectée à l’intersection de x et de y a été fixée à ε “ 1

n2 . Ainsi, on est certain que

1

n2

nÿ

i“1

xiyi ă 1, donc que x sera toujours de plus petite taille possible.

Les tests ont été effectués sur les mêmes instances qu’à la section précédente. Les

histogrammes qui indiquaient le nombre de sommets retirés sont identiques à ceux de la

section précédente. Ils n’apparaissent donc pas. Puisque un seul programme est résolu à

chaque itération, il n’y a plus d’histogrammes détaillant le temps de calcul.
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Tests variante 2

Instances de 100 sommets
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Instances de 120 sommets
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Instances de 140 sommets
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Instances de 160 sommets
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Instances de 180 sommets
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Instances de 200 sommets
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Résultats variante 2

On constate que contrairement aux tests de la première variante, le nombre d’itérations

est cette fois stable si d varie. Une instance de 120 sommets n’a pas été résolue dans le

temps imparti pour plusieurs valeurs de d. Par contre, on observe que certaines instances de

200 sommets sont résolues alors que la première variante ne parvenait pas à les résoudre. Le

temps de résolution de la deuxième variante de l’approche est généralement plus important

que le temps de résolution de la première variante de l’approche

En étudiant les instances, on observe que dans les quelques cas où la deuxième variante
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est plus performante que la première, les instances étaient principalement composées de

sommets forcés et étaient résolus en peu d’itérations. Par contre, l’instance de 120 sommets

non résolue par la deuxième approche ne contenait pas de sommets forcés, et la recherche

s’est arrêtée après plus de 40 itérations. Pour confirmer ou non cette corrélation entre

l’efficacité de la deuxième variante et le nombre d’itérations nécessaires à la résolution, il

faudrait effectuer plus de tests sur des instances pour lesquels le nombre de sommets forcés

et le nombre de solutions optimales sont fixes. Mais générer de telles instances peut être

difficile. Cela peut constituer une piste pour de futurs travaux.

Tentatives d’amélioration des approches

Dans cette section, nous évoquons plusieurs modifications de l’approche de résolution

qui ont été testées pour augmenter la vitesse de résolution. Toutes ces tentatives ont été

infructueuses.

Recherche préliminaire de sommets forcés D’après les Propriétés 5.2.2, 5.2.1 et

5.2.3 page 138, un d-transversal ne contient pas de sommets exclus, mais contient tous les

sommets forcés si d ą |ΞpGq| et est inclus dans ΞpGq sinon. Un pré-traitement possible à

l’approche de générations de contraintes présentée est donc de déterminer tous les éléments

forcés du graphe. Si d ď |ΞpGq| alors il est possible de construire un d-transversal. Sinon, on

applique la procédure précédente sur le sous-graphe de G qui ne contient que ses sommets

libres pour trouver un pd´ |ΞpGq|q-transversal.

Pour déterminer tous les sommets forcés, une méthode possible consiste à déterminer

un stable optimal du graphe, à considérer l’ensemble X des sommets de ce stable, dont

le vecteur caractéristique est x puis à résoudre pPoptstablepxqq. Puis on retire de X les

sommets qui n’appartiennent pas à la solution optimale de pPoptstablepxqq. On réitère

ensuite l’opération jusqu’à ce qu’on ne puisse plus retirer de sommets de x, c’est-à-dire

qu’on ne puisse plus trouver de stable optimal qui ne contienne pas les sommets de X.

Ainsi, X contient les sommets forcés du graphe.

Cette méthode a été implémentée comme pré-traitement avant l’exécution de la pre-

mière variante de l’approche. Les tests effectués augmentent le temps de calcul par rapport

167



aux tests obtenus avec la première variante seule. Ce pré-traitement n’est donc pas efficace.

Une autre méthode pour déterminer les sommets forcés d’un graphe G “ pV,Eq est de

déterminer un stable optimal S et, pour tout sommet x P S, déterminer un stable optimal

S2 du graphe GrV ´ txus. Si S2 a un cardinal inférieur à S alors x est un sommet forcé

et sinon on retire de l’ensemble des sommets forcés potentiels ceux qui n’appartiennent

pas S X S2. Cette méthode s’exécute en au plus αpGq itérations mais est moins efficace

que la précédente lorsque de nombreux sommets sont forcés. En effet, si tous les sommets

de S sont forcés, la méthode présentée plus haut le détermine en deux itérations, et cette

méthode en αpGq itérations. Cette méthode n’a donc pas été implémentée.

Formulation plus efficace du sous-problème Une autre piste envisagée est l’utili-

sation d’une formulation plus efficace pour le problème du stable. Plusieurs formulations

sont présentées dans [41]. Nous avons testé la formulation la plus efficace. Les tests ont

été effectués pour la première variante de l’approche. Le sous-problème pPoptstablepxqq de-

vient le programme suivant, dans lequel les variables et données sont les mêmes que dans

le programme original.

pPoptstablepxqq

$
’’’’’’’’&
’’’’’’’’%

min
y

nÿ

i“1

yixi

s.c yi ` yj `
ÿ

lPLij

yl ď 1 @ij P E

nÿ

i“1

yi “ αpGq

Dans ce modèle, Lij désigne les sommets d’une clique à laquelle appartient i et j. Cette

clique est obtenue par l’Algorithme 15.

Lors des tests, la modification du sous-problème de la première variante n’a pas changé

les temps de calcul. Ce changement est donc inutile.

Linéarisation Le programme mathématique résolu à chaque itération de la deuxième

variante de l’approche est quadratique. Il est possible de le linéariser en introduisant des

variables zi telles que zi “ xiyi. Le programme pPtrans2stableq peut se reformuler de la

façon suivante avec les mêmes variables et de nouvelles variables zi qui valent 1 si et

seulement si les varaibles xi et yi valent 1.
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Algorithm 15 Algorithme déterminant une clique qui contient deux sommets i et j, s’il
en existe une

1: Arguments : deux sommets i et j
2: Soit N l’ensemble des sommets voisins communs à i et à j
3: for k P N do
4: for l P N , l ą k do
5: if k et l ne sont pas voisins then
6: N :“ N ´ tlu
7: end if
8: end for
9: end for

10: return N

pPtrans2Stableq

$
’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’%

min
x,y

nÿ

i“1

xi `
1
n2

nÿ

i“1

zi

nÿ

i“1

xihi ě d @C “ tvi tel que hi “ 1u P Y

yi ` yj ď 1 @ij P E
nÿ

i“1

yi “ αpGq

zi ď xi @i P t1..nu
zi ď yi @i P t1..nu
zi ě xi ` yi ´ 1 @i P t1..nu
x P t0, 1un

y P t0, 1un

z P t0, 1un

Les temps de calcul des tests effectués en résolvant ce programme dans la deuxième

variante augmentent ou restent les mêmes. Ce changement est donc inefficace.

5.4.4 d-transversaux optimaux de couplages

Dans cette section, nous testons les deux variantes de l’approche de résolution de d-

transversaux par génération de contraintes en cherchant à déterminer des d-transversaux

de couplage. La structure de cette section est identique à celle de la section précédente.

Les instances testées sont les mêmes qu’à la section précédente.

Variante 1

Le sous-problème adapté pPoptΠpxqq au problème du couplage maximum est le suivant.

Les variables yi valent 1 si et seulement si l’arête i appartient à un couplage optimal du
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graphe qui a le moins d’éléments en commun avec T .

pPoptcouplagepxqq

$
’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’%

min
y

nÿ

i“1

yixi

s.c
ÿ

j incident à i

yj ď 1 @i P V

nÿ

i“1

yi “ µpGq

y P t0, 1un

La première contrainte assure que la solution générée est bien un couplage et la

deuxième contrainte assure que le couplage est optimal.
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Instances de 40 sommets
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Résultats variante 1

Aucun d-transversal n’a été déterminé pour les instances de 60 sommets ou plus, pour

d ą 1 dans le temps de calcul imparti. On constate que, contrairement aux d-transversaux

optimaux de stables, le temps de calcul est principalement consacré au problème maître. En

effet, contrairement au problème du stable de cardinal maximal, le problème du couplage

de cardinal maximal est polynomial et est résolu rapidement. On constate également que

le nombre d’itérations est plus important que pour les d-transversaux de stables, ce qui

peut expliquer le temps de calcul du problème maître qui a une contrainte en plus à chaque

itération.

Pour les instances de 40 sommets de densité 50 % et 75 %, on remarque que le nombre

d’itérations baisse lorsque d augmente. Cela vient du fait que ces instances ne sont pas

résolues en une heure donc si d augmente, la résolution du problème maître devient plus

longue.

Variante 2

Le programme pPtrans2Πq adapté aux couplages donne le programme suivant. Les

variables xi sont égales à 1 si et seulement si l’arête i appartient à T et les variables yi

valent 1 si et seulement si l’arête i appartient à un couplage optimal du graphe qui a le

moins d’arêtes en commun avec T .

pPtrans2Couplageq

$
’’’’’’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’’’’’’%

min
x,y

nÿ

i“1

xi `
1
n2

nÿ

i“1

xiyi

nÿ

i“1

xih
k
i ě d @k tel que tmi tel que h

k
i “ 1u P Y

ÿ

j incident à i

yj ď 1 @i P V

nÿ

i“1

yi “ µpGq

x P t0, 1un

y P t0, 1un

La première contrainte assure toujours que l’intersection entre le d-transversal et les

solutions optimales déjà trouvées est bien de d éléments. La deuxième contrainte assure

que y est un couplage et la troisième contrainte assure que y est un couplage optimal.
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Tests variante 2

Instances de 20 sommets
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Instances de 40 sommets
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Résultats variante 2

On peut constater que pour toutes les instances, la deuxième variante de l’approche

est moins performante que la première. Les temps de calculs sont plus importants et moins

d’instances sont résolues. Le nombre d’itérations est important pour la résolution de toutes

les instances. On pourrait donc observer que la première variante, comme dans le cas des d-

transversaux optimaux de stables, est plus efficace que la deuxième si la résolution nécessite

beaucoup d’itérations, mais il faudrait pouvoir effectuer des comparaisons sur des instances

où la résolution peut s’effectuer en peu d’itérations.
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Notons qu’il n’existe aucune arête forcée dans les instances générées. On ne peut donc

pas observer de lien entre l’efficacité de la deuxième formulation et le nombre d’arêtes

forcées comme dans les d-transversaux optimaux de stables. Des tests supplémentaires sur

des instances avec un nombre fixe d’arêtes forcées seraient nécessaires.

5.5 Perspectives

Dans ce chapitre, nous avons étudié quelques cas particuliers de d-transversaux pon-

dérés dans les graphes bipartis. Puis nous avons proposé une approche pour déterminer

des d-transversaux de problèmes modélisé par un programme en variables binaires par

la génération de contraintes. Nous avons implémenté deux variantes de cette approche

que nous avons testées pour déterminer des d-transversaux optimaux de stables et des

d-transversaux optimaux de couplages. La première variante semble plus performante que

la deuxième dans la plupart des cas. Des tests supplémentaires sur des instances dont le

nombre d’éléments forcés est fixe pourraient être envisagés pour le confirmer. Si la majo-

rité des instances ont été résolues pour les d-transversaux optimaux des stables, ce n’est

pas le cas pour les d-transversaux optimaux de couplages où très peu d’instances ont été

résolues. L’approche de résolution montre donc rapidement des limites.

Il reste plusieurs pistes d’amélioration de l’approche de résolution. Lors de la génération

de contraintes, plusieurs séquences de contraintes peuvent aboutir à un d-transversal. Il

serait donc intéressant de générer le minimum de contraintes et ainsi de réduire le nombre

d’itérations de l’algorithme. Une autre piste pourrait être de résoudre le programme bini-

veau en améliorant l’algorithme proposé dans le chapitre 2.
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Conclusion

Dans cette thèse, nous avons étudiés trois catégories de problèmes : les d-extensibles,

les d-bloqueurs et les d-transversaux.

Dans un premier temps, après avoir rappelé des notions générales de théorie des graphes

et une caractérisation des stables optimaux dans les graphes bipartis, nous avons donné

les définitions des problèmes étudiés. Puis nous avons évoqué des généralités de la pro-

grammation mathématique biniveau.

Le chapitre 3, portait sur l’étude des d-extensibles optimaux de stables dans les graphes

bipartis. Nous avons tout d’abord donné des propriétés structurelles des stables extensibles

par rapport à un ensemble de sommets et des d-extensibles de stables dans les graphes

bipartis. Puis nous avons proposé une modélisation de la recherche d’un d-extensible de

cardinal maximal de stables par un programme mathématique à trois niveaux en variables

binaires. Nous avons ensuite déterminé une borne inférieure du cardinal maximal d’un

d-extensible maximum de stables. Nous avons également montré que déterminer un 1-

extensible optimal dans un graphe biparti dont tous les sommets sont libres dont le graphe

des composantes est une arborescence et que déterminer un d-extensible optimal dans une

grille, un cycle peut se faire en temps polynomial. En ce qui concerne les graphes bipartis

qui contiennent des sommets forcés, nous avons montré que pour d ą ΦpGq
2

, déterminer

un d-extensible optimal pouvait se faire en temps polynomial. Nous nous sommes ensuite

intéressés aux d-extensibles optimaux de stables lorsque le graphe est un arbre dont tous

les sommets sont libres pour lesquels avons démontré d’autres propriétés structurelles et

déterminé une borne du cardinal maximal. Nous avons enfin démontré que déterminer un

d-extensible optimal lorsque le graphe est un arbre dont le graphe des composante est une

arborescence, une chenille, ou un homard pouvait être fait en temps polynomial. Il reste
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encore de nombreuses pistes à explorer. En effet, si nous avons démontré que déterminer

un 1-extensible optimal lorsque le graphe est un arbre se fait en temps polynomial, le cas

des d-extensibles optimaux pour d ą 1 reste à traiter. Pour ce qui est des graphes bipartis

arbitraires, déterminer s’il existe un d-extensible de cardinal 2d ou un d-extensible de

cardinal strictement supérieur à 2d est encore un problème dont le statut de la complexité

est ouvert.

Dans le chapitre 4, nous avons étudié les d-bloqueurs de coût minimal de stables de

cardinal maximal lorsque le graphe est un arbre. Après avoir caractérisé les d-bloqueurs,

nous avons démontré que déterminer un d-bloqueur de coût minimal pouvait être réalisé

en temps polynomial pour les arbres qui ne contiennent pas de sommets exclus. Mais la

recherche de d-bloqueurs de coût minimal de stables lorsque le graphe est un arbre qui

contient des sommets exclus reste un problème de complexité ouverte.

Dans le chapitre 5, nous nous sommes intéressés aux d-transversaux de cardinal maxi-

mal de problèmes modélisés par des programmes mathématiques en variables binaires.

Nous avons étudié quelques cas particuliers des d-transversaux pondérés de stables opti-

maux dans les graphes bipartis dont tous les sommets sont libres. Le statu de la com-

plexité du problème reste ouvert dans le cas d’un graphe biparti quelconque. De futurs

travaux pourront s’intéresser à d’autres classes de graphes particulières comme les arbres.

Puis, nous avons considéré la modélisation de la recherche des d-transversaux par un pro-

gramme mathématique biniveau. Pour le résoudre, dans le chapitre 2, nous avons modifié

un algorithme de la littérature et constaté que cette approche de résolution n’est pas per-

formante. Nous avons ensuite proposé une approche pour déterminer des d-transversaux

optimaux de problèmes modélisés par des programmes en variables binaires, par une mé-

thode de génération de contraintes. Deux variantes de cette approche ont été proposées.

Leur efficacité a été comparée sur des instances générées aléatoirement en cherchant des

d-transversaux optimaux de stables de cardinal maximal et des d-transversaux optimaux

de couplages de cardinal maximal. L’approche de génération de contraintes pour déter-

miner des d-transversaux de problèmes modélisés par les programmes mathématiques en

variables binaires montre ses limites, particulièrement dans le cas des d-transversaux op-

timaux de couplages. Des perspectives d’amélioration comme une résolution plus efficace
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du problème maître, ou une résolution du programme biniveau par une autre méthode que

celle présentée, restent à explorer. Il serait aussi d’intéressant d’appliquer cette approche

pour la recherche de d-transversaux pondérés optimaux de problèmes faisant intervenir

des variables binaires.

En conclusion, dans cette thèse, nous avons démontré quelques propriétés structurelles

et étudié des cas particuliers pour des problèmes de d-extensibles de cardinal maximal, de

d-bloqueurs de coût minimal et de d-transversaux pondérés de cardinal maximal. Toutefois,

il reste encore des problèmes pour lesquels le statut de la complexité est ouvert. Nous avons

également proposé et testé une approche de génération de contraintes pour déterminer des

d-transversaux de problèmes modélisés par des programmes mathématiques en variables

binaires. Cette approche fonctionne jusqu’à une certaine taille d’instance, qui dépend des

problèmes. A nouveau, il reste des pistes d’améliorations qui pourraient être étudiés dans

de futurs travaux.
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Grégoire COTTÉ
d-extensibles, d-bloqueurs et
d-transversaux de problèmes
d’optimisation combinatoire

Résumé :
Dans cette thèse, nous étudions trois catégories de problèmes : les d-extensibles, les d-bloqueurs et les d-transversaux.

Les d-extensibles de stables optimaux sont des ensembles de sommets d’un graphe G tels que tout stable de cardinal d du

sous-graphe induit par un d-extensible peut être étendu à un stable optimal de G à l’aide de sommets qui n’appartiennent

pas au d-extensible. Nous étudions les d-extensibles de cardinal maximal de stables dans les graphes bipartis. Nous démon-

trons quelques propriétés structurelles puis nous déterminons une borne inférieure du cardinal maximal d’un d-extensible.

Nous étudions quelques classes de graphes dans lesquelles déterminer un d-extensible optimal de stables est un problème

polynomial. Nous nous intéressons ensuite aux d-extensibles de stables dans les arbres. Nous prouvons plusieurs propriétés

structurelles, déterminons une autre borne inférieure du cardinal maximal d’un d-extensible et étudions quelques classes

d’arbres dans lesquelles déterminer un d-extensible optimal de stables est un problème polynomial.

Les d-bloqueurs de stables sont des ensembles de sommets d’un graphe G tels que, si on retire les sommets d’un d-bloqueur,

le cardinal maximal d’un stable du graphe induit par les sommets restants est inférieur d’au moins d au cardinal maximal

d’un stable du graphe initial. Nous nous intéressons ici aux d-bloqueurs de coût minimal de stables dans les arbres. Après

avoir prouvé une caractérisation des d-bloqueurs de stables dans les arbres, nous démontrons que déterminer un d-bloqueur

de coût minimal de stable est un problème polynomial dans une classe d’arbres particulière.

Soit Π un problème d’optimisation sur un ensemble d’éléments fini. Un d-transversal de Π est un ensembles d’éléments

tel que l’intersection entre le d-transversal et toute solution optimale au problème Π est de cardinal supérieur égal à d.

Nous proposons ici une approche de génération de contraintes pour déterminer des d-transversaux de cardinal maximal

de problèmes modélisés par des programmes mathématiques en variables binaires. Nous étudions deux variantes de cette

approche que nous testons sur des instances de graphes générés aléatoirement pour déterminer des d-transversaux de stables

optimaux et des d-transversaux de couplages optimaux

Mots clés :
d-extensibles, d-bloqueurs, d-transversaux, graphe, biparti, stable maximum

Abstract :
In this thesis, we study three types of problems : the d-extensibles sets, the d-blockers and the d-transversals.

In a graph G, a d-extensible set of maximum independent sets is a subset of vertices of G such that every stable set of

cardinality d in the subgraph restricted to the d-extensible set can be extented to a maximum stable set of G using only

vertices that do not belong to the d-extensible set. We study d-extensible sets of mxaimum cardinality of stable sets in

bipartite graphs. We show some structural properties and we determine a lower bound of the maximum cardinality of a

d-extensible set. We consider some classes of graph where finding an optimum d-extensible set can be done in polynomial

time. Then, we study the d-extensibles sets of stable sets in trees. We prove some properties on the structures of the d-

extensibles sets and we determine another lower bound of the maximum cardinality of a d-extensible set. Finaly, we study

somme classes of tree where a d-extensible sets of maximum cardinality can be done in polynomial time.

In a graph G, a d-blocker is a subset of vertices such that, if removed, a maximum stable set of the resulting subgraph is of

cardinality at most the cardinality of a maximum stable set of G minus d. We study d-blocker of minimal cost of stable sets

in tree.We prove a caracterisation of d-blockers in tree and we study a particular classe of trees where computing a d-blocker

of minimal cost of stable sets can be done in polynomial time.

Let Π be an optimisation problem on a finite set of elements. A d-transversal of Π is a subset of elements such that the

intersection between the d-transversal and every optimal solution of Π contains at lest d elements. We propose an approach

to compute d-transversal of any optimisation problem modelised by mathematical program with binary variables. We use a

contraints generation approach. We compare two variations of this approach on randomly generated graph by computing

d-transversals of stables sets and d-transversals of matching.

Keywords :
d-extensibles, d-blockers, d-transversal, graph, bipartite, maximum stable set


