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Chapitre 1

Introduction

Nous étudions dans ce travail les formes différentielles logarithmiques d’un espace singulier
réduit de codimension quelconque plongé dans une variété lisse, et nous développons une notion
de singularités libres qui étend aux codimensions supérieures la notion de diviseurs libres intro-
duite par K. Saito. Les résidus des formes différentielles logarithmiques d’une hypersurface ainsi
que leur généralisation aux espaces de codimension supérieure interviennent de façon cruciale
dans ce travail de thèse. Notre premier objectif est de donner des caractérisations de la liberté
pour les intersections complètes et les espaces de Cohen-Macaulay qui généralisent le cas des
hypersurfaces. Nous accordons ensuite une attention particulière à une famille de singularités
libres, à savoir les courbes, pour lesquelles nous décrivons le module des résidus logarithmiques
en termes de multi-valuations.

1.1 Motivations et contexte
Soit D une hypersurface à croisements normaux d’une variété complexe lisse S, c’est-à-

dire une hypersurface localement définie par un produit de fonctions coordonnées de S. Dans
[Del70] et [Del71], P. Deligne étudie la théorie de Hodge mixte du complémentaire de D, et
met en évidence un complexe de faisceaux constitués de formes différentielles méromorphes à
pôles simples le long de D dont la différentielle est aussi à pôles simples. Ces formes différen-
tielles sont appelées formes différentielles logarithmiques. Il montre en particulier un résultat de
comparaison logarithmique, c’est-à-dire que le complexe des formes logarithmiques le long de D
permet de calculer la cohomologie du complémentaire de D. La notion de formes différentielles
logarithmiques est généralisée aux hypersurfaces réduites singulières quelconques par K. Saito
dans [Sai75] et [Sai80]. Cette notion est apparue dans l’étude de la connexion de Gauss-Manin
de certaines familles de singularités et de leur déploiement semi-universel. Certaines propriétés
des faisceaux de formes logarithmiques d’un diviseur à croisements normaux sont conservées,
comme la cohérence ou la stabilité par différentiation. Il est à noter cependant que la propriété
de comparaison logarithmique ne s’étend pas toujours.

Une propriété remarquable du faisceau des formes différentielles logarithmiques de degré un
montrée dans [Sai80] est qu’il est réflexif, et son dual est le faisceau des champs de vecteurs
logarithmiques le long de D. Un champ de vecteurs holomorphe de S est dit logarithmique s’il
est tangent à D en ses points lisses. En particulier, dans le cas des courbes planes, cette propriété
de réflexivité entraîne que les faisceaux de 1-formes différentielles logarithmiques et de champs
de vecteurs logarithmiques sont localement libres.

En revanche, pour des hypersurfaces en dimension supérieure, les faisceaux de formes différen-
tielles logarithmiques ne sont pas forcément localement libres. Les hypersurfaces pour lesquelles
ils le sont portent le nom de diviseurs libres. C’est le cas par exemple des diviseurs à croise-
ments normaux évoqués précédemment. D’autres exemples fondamentaux de diviseurs libres
sont le discriminant de la déformation semi-universelle d’une singularité isolée d’hypersurface
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(voir [Sai80]), d’une intersection complète (voir [Loo84]) ou d’une courbe gauche (voir [vS95]),
ainsi que les discriminants d’actions de groupes de réflexions unitaires ou de groupes de Coxeter
(voir [Ter80b] et [Sai80, (3.19)]). Plus récemment, d’autres familles de diviseurs libres venant de
la théorie des carquois (voir [BM06]) et des espaces préhomogènes (voir [GMS11]) ont été mises
en évidence.

La liberté d’une hypersurface peut être caractérisée de plusieurs façons. Le critère de Saito
donné dans [Sai80] permet de déterminer si une famille donnée de 1-formes logarithmiques
(respectivement de champs de vecteurs logarithmiques) constitue une base du module des 1-
formes différentielles logarithmiques (respectivement du module des champs de vecteurs loga-
rithmiques). Une autre caractérisation donnée par H. Terao dans [Ter80a] pour le cas quasi-
homogène et par A. G. Aleksandrov dans [Ale88] pour le cas général fait intervenir le lieu
singulier et l’idéal jacobien de l’hypersurface : un diviseur singulier D d’anneau OD est libre si
et seulement si l’idéal jacobien JD ⊆ OD est Cohen-Macaulay, ce qui est équivalent au fait que
le lieu singulier muni de la structure donnée par OD/JD est Cohen-Macaulay de codimension
un dans D. En particulier, les seuls diviseurs libres à singularités isolées sont les courbes planes.

Généralisant la notion de résidus de Leray des formes méromorphes fermées à pôles simples
le long d’un diviseur lisse, K. Saito introduit les résidus des formes différentielles logarithmiques
d’une hypersurface singulière quelconque, dont on trouvera la définition un peu plus loin. Le
module des résidus RD des formes logarithmiques de degré un est en particulier constitué de
fonctions méromorphes sur D. Il contient toujours l’anneau des fonctions holomorphes sur la
normalisée D̃ de D, qui est canoniquement isomorphe à l’anneau des fonctions faiblement holo-
morphes sur D.

Lorsque les groupes fondamentaux locaux du complémentaire de D sont abéliens, K. Saito
montre dans [Sai80] que le diviseur D est à croisements normaux en dehors d’un espace analy-
tique de codimension trois dans S, ce qui implique encore que le module des résidus logarith-
miques RD est égal à l’anneau de la normalisée. Les réciproques sont vraies et ont été montrées
en deux temps : d’abord K. Saito et D. T. Lê prouvent dans [LS84] que la deuxième propriété
implique la première, puis M. Granger et M. Schulze démontrent dans [GS14] l’implication man-
quante, à savoir, si le module des résidus est égal à l’anneau de la normalisée, alors le diviseur
est à croisements normaux en codimension un.

La question naturelle qui se pose alors est de décrire le module des résidus dans le cas général.

Nous apportons dans cette thèse une réponse dans le cas des courbes en donnant une descrip-
tion de l’ensemble des multi-valuations du module des résidus, qui fait l’objet des chapitres 5
et 6. Nous relions le module des résidus au module des différentielles de Kähler, qui sont un
ingrédient clef de la classification analytique des branches planes proposée dans [HH11]. Nous
proposons un algorithme complet de calcul des multi-valuations du module des résidus pour
deux branches, qui repose sur des bases de Gröbner valuatives.

Les faisceaux de résidus logarithmiques présentent aussi un autre intérêt, que nous détaillons
ci-dessous.

D. Barlet introduit dans [Bar78] les faisceaux de formes régulières méromorphes ω•X d’une
sous-variété X de dimension pure d’une variété complexe lisse. En particulier, si n est la dimen-
sion de X, le faisceau ωnX est isomorphe au module dualisant de Grothendieck. D’un point de vue
analytique, les formes régulières méromorphes peuvent être vues comme des courants ∂-fermés
(voir [HP99]).

A. G. Aleksandrov montre dans [Ale90] que les faisceaux de résidus des formes différentielles
logarithmiques d’une hypersurface D sont isomorphes aux faisceaux de formes régulières méro-
morphes. Dans le but de généraliser ces résultats à des espaces de codimension plus grande, A.
G. Aleksandrov et A. Tsikh développent la théorie des formes différentielles logarithmiques le
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long des intersections complètes réduites dans [AT01], puis le long d’espaces de Cohen-Macaulay
dans [Ale14]. Ces constructions permettent de donner des formes régulières méromorphes une
interprétation en termes de résidus de formes logarithmiques.

Dans [Sch16], M. Schulze s’intéresse à la condition de croisements normaux de Saito. Un es-
pace réduit équidimensionnel satisfait la condition de croisements normaux de Saito si le module
des formes régulières méromorphes de degré zéro est égal au module des fonctions faiblement
holomorphes. M. Schulze montre que cette condition caractérise sous certaines hypothèses les
diviseurs à croisements normaux en codimension un, généralisant le résultat de [Sai80] et [GS14]
que nous avons mentionné précédemment. Il introduit notamment une notion de liberté pour les
espaces Gorenstein inspirée par la caractérisation des hypersurfaces libres donnée dans [Ale88].
La définition de la liberté pour les intersections complètes apparaît aussi dans [GS12].

L’un des objectif principaux de ce travail est d’approfondir la notion de liberté pour les
intersections complètes, et de l’étendre aux espaces de Cohen-Macaulay. Nous nous intéressons en
particulier aux caractérisations de la liberté qui font l’objet des chapitres 3 et 4. Une hypersurface
est libre si et seulement si les modules de 1-formes logarithmiques et de champs de vecteurs
logarithmiques sont libres. Nous montrons que la liberté des singularités Cohen-Macaulay de
codimension k est caractérisée par le fait que les généralisations de ces modules sont de dimension
projective minimale, à savoir k − 1. De tels espaces conservent de bonnes propriétés de dualité,
notamment entre le module des résidus et l’idéal jacobien.

1.2 Définitions et notations préliminaires

Nous commençons par rappeler les définitions et résultats fondamentaux de [Sai80] concer-
nant les formes différentielles logarithmiques et les champs de vecteurs logarithmiques des hy-
persurfaces, ainsi que les définitions de leur généralisation au cas des intersections complètes
données dans [Ale12] et [GS12]. Plus de détails seront donnés dans les chapitres 2 et 3. Nous
énoncerons ensuite dans la partie 1.3 les résultats principaux de ce travail.

Soit D une hypersurface d’une variété complexe lisse S de dimension m. Pour q ∈ N, on note
Ωq
S le faisceau des formes différentielles holomorphes sur S. Il s’agit d’un faisceau localement

libre de OS-modules, où OS désigne le faisceau des fonctions holomorphes sur S. On note ΘS le
faisceau des champs de vecteurs holomorphes sur S, qui est un faisceau localement libre de rang
m, dont le dual est le faisceau des 1-formes holomorphes.

Une forme différentielle méromorphe ω est dite logarithmique le long de D si ω et dω sont
toutes les deux à pôles simples le long de D. Si h est une équation locale réduite de D au
voisinage d’un point p de S, comme d(hω) = dh∧ω+hdω, le faisceau Ωq(logD) est aussi donné
au voisinage de p par :

Ωq(logD) =
{
ω ∈ 1

h
Ωq
S ; dh ∧ ω ∈ Ωq+1

S

}
. (1.1)

Le faisceau Ω1(logD) est réflexif, et son dual est le faisceau des champs de vecteurs logarith-
miques :

Der(− logD) = {δ ∈ ΘS ; δ(h) ∈ hOS} . (1.2)

Lorsque la fibre du faisceau Der(− logD) est libre en un point p ∈ D, on dit que D est un
diviseur libre en p. Comme les faisceaux Ω1(logD) et Der(− logD) sont duaux l’un de l’autre,
on voit immédiatement que l’un des modules est libre si et seulement si l’autre l’est aussi.

La notion de formes logarithmiques est généralisée aux intersections complètes réduites
dans [AT01] et [Ale12]. Si C est une intersection complète de S définie par un idéal radical IC en-
gendré par une suite régulière (h1, . . . , hk), on définit le faisceau des formes multi-logarithmiques
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le long de C par :

Ωq(logC) =
{
ω ∈ 1

h1 · · ·hk
Ωq
S ; ∀i ∈ {1, . . . , k} ,dhi ∧ ω ∈

1
h1 · · ·hk

ICΩq+1
S

}
. (1.3)

En particulier, on remarque que 1
h1···hk

ICΩq
S ⊆ Ωq(logC), et si q 6 k − 1, on a Ωq(logC) =

1
h1···hk

ICΩq
S (voir corollaire 3.1.16). De plus, les faisceaux h1 · · ·hkΩq(logC) ne dépendent que

de C, et pas du choix des équations (h1, . . . , hk).

La caractérisation suivante des formes différentielles multi-logarithmiques est établie dans
[Sai80] pour les hypersurfaces, et dans [AT08] pour les intersections complètes : une forme
ω ∈ 1

h1 · · ·hk
Ωq
S est multi-logarithmique si et seulement s’il existe g ∈ OS induisant un non

diviseur de zéro dans OC = OS/IC , une forme holomorphe ξ ∈ Ωq−k
S et une forme méromorphe

η ∈ 1
h1 · · ·hk

ICΩq
S tels que

gω = dh1 ∧ · · · ∧ dhk
h1 · · ·hk

∧ ξ + η. (1.4)

On définit alors le multi-résidu de ω par resC(ω) = ξ

g C

. On note RC le module des multi-
résidus des k-formes multi-logarithmiques, qui ne dépend pas du choix de la suite régulière
(h1, . . . , hk) engendrant IC .

En suivant [GS12], on définit le faisceau des k-champs de vecteurs multi-logarithmiques le
long de C de la façon suivante :

Derk(− logC) =
{
δ ∈

k∧
ΘS ; dh1 ∧ · · · ∧ dhk(δ) ∈ IC

}
. (1.5)

On remarque que l’inclusion
∑k
i=1

(
hi ·

∧k ΘS

)
⊆ Derk(− logC) est satisfaite quelle que soit

l’intersection complète C.
Une notion de liberté pour les intersections complètes est suggérée dans [GS12]. On dit qu’une

intersection complète singulière est libre en un point p ∈ C si l’idéal jacobien JC,p, c’est-à-dire
l’idéal de OC,p engendré par les mineurs maximaux de la matrice jacobienne de (h1, . . . , hk), est
Cohen-Macaulay. Cette définition est clairement inspirée par la caractérisation de la liberté de
[Ale88] que nous avons déjà mentionnée dans le paragraphe précédent.

1.3 Résultats principaux

Nous présentons ci-dessous les principaux résultats obtenus dans cette thèse.

1.3.1 Singularités libres

Considérons un germe d’intersection complète réduite C de codimension k dans la variété
complexe lisse S de dimension m. Nous notons OS l’anneau des germes de fonctions holo-
morphes de S, et IC l’idéal radical qui définit C. Soit (h1, . . . , hk) ⊆ IC une suite régulière qui
engendre IC .

Le résultat principal du chapitre 3 est le théorème 3.3.7 :

Théorème. L’intersection complète réduite C est libre si et seulement si le OS-module Ωk(logC)
est de dimension projective au plus k − 1, ce qui équivaut au fait que la dimension projective est
exactement k − 1.
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La dimension projective d’un OS-module M est la longueur minimale d’une résolution de M
par des modules projectifs, ou libres vu que l’anneau OS est local.

En particulier, dans le cas k = 1, on retrouve la définition de K. Saito : une hypersurface est
libre si et seulement si son module des 1-formes logarithmiques est libre, c’est-à-dire de dimension
projective zéro. Le module des k-formes différentielles multi-logarithmiques d’une intersection
complète libre n’est pas libre, en revanche, il est de dimension projective minimale. Cette pro-
priété ainsi que notre volonté de conserver la terminologie habituelle du cas des hypersurfaces
expliquent notre choix de qualifier de "libres" de telles intersections complètes.

Dans [GS12], une caractérisation par le module Derk(− logC) est donnée : une intersection
complète est libre si et seulement si la dimension projective de Derk(− logC) est inférieure ou
égale à k − 1.

Nous donnons une preuve plus précise de ce résultat et nous montrons que cela équivaut au
fait que la dimension projective de Derk(− logC) est exactement k − 1 (voir propostion 3.3.5)

Comme nous le verrons dans le chapitre 3, la démonstration du théorème 1.3.1 pour les
intersections complètes est bien plus délicate que dans le cas des hypersurfaces. En effet, rappe-
lons que pour une hypersurface D, la liberté de Ω1(logD) est clairement équivalente à la liberté
de Der(− logD) par la dualité entre ces deux modules. Si C est une intersection complète ré-
duite de codimension au moins deux, cette dualité n’a plus lieu. En effet, comme nous l’avons
mentionné dans le paragraphe précédent, la forme ω = 1

h1
dx1 ∧ · · · ∧ dxk est une k-forme multi-

logarithmique et δ = h2∂x1 ∧ · · · ∧ ∂xk
est un k-champ de vecteurs logarithmiques. On remarque

que ω(δ) = h2
h1

/∈ OS .
Les modules Ωk(logC) et Derk(− logC) satisfont une "pseudo-dualité" ("perfect pairing") qui

prend la forme suivante :

Derk(− logC)× Ωk(logC)→ 1
h1 · · ·hk

IC . (1.6)

On remarque que cette propriété ne permet pas de relier directement les dimensions projec-
tives de Derk(− logC) et Ωk(logC). Cependant, outre le fait qu’elle donne le lien précis entre
ces deux modules, elle est cruciale pour la preuve que nous proposons du résultat suivant (voir
proposition 3.2.17) :

HomOC
(JC ,OC) = RC . (1.7)

Cette proposition est une conséquence de [Sch16] et [AT01]. Nous proposons ici une preuve
directe qui n’utilise pas l’isomorphisme entre multi-résidus logarithmiques et formes régulières
méromorphes, et qui s’inspire de la preuve de la dualité entre jacobien et résidus proposée dans
[GS14]. La dualité 1.7 est fondamentale pour la preuve du théorème 1.3.1.

La notion de formes multi-logarithmiques est généralisée aux espaces de Cohen-Macaulay
dans [Ale14]. La définition proposée par l’auteur se généralise sans changement à tout espace
réduit équidimensionnel X. Notons IX l’idéal radical définissant X. Il existe une suite régulière
(f1, . . . , fk) ⊆ IX telle que l’intersection complète qu’elle définit est au moins réduite le long de
X (voir lemme 4.1.1). On note IC l’idéal engendré par (f1, . . . , fk) et f = f1 · · · fk. Le module
des q-formes différentielles multi-logarithmiques de la paire (X,C) est défini par :

Ωq(logX/C) =
{
ω ∈ 1

f
Ωq
S ; IXω ⊆

1
f

ICΩq
S et dIX ∧ ω ⊆

1
f

ICΩq+1
S

}
. (1.8)

Tout espace réduit équidimensionnel X peut être inclus dans une intersection complète ré-
duite C définie par un idéal radical IC engendré par une suite régulière (f1, . . . , fk) (voir pro-
position 4.2.1). Soit βf ∈ O

C̃
l’élément défini par βf |X = 1 et βf |Y = 0, où C = X ∪ Y est une

décomposition de C non redondante.
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Nous proposons la définition suivante de k-champs de vecteurs multi-logarithmiques de la
paire (X,C) :

Derk(− logX/C) =
{
δ ∈

k∧
ΘS ; δ(βfdf1 ∧ · · · ∧ dfk) ∈ IX

}
. (1.9)

Nous montrons ensuite l’existence d’une forme de dualité analogue à (1.6) (voir proposi-
tion 4.2.12) :

Ωk(logX/C)×Derk(− logX/C)→ 1
f1 · · · fk

IC . (1.10)

On notera en particulier que l’idéal qui apparaît est celui de l’intersection complète.
On pose JX/C l’idéal jacobien de C restreint à X, qui ne dépend pas de C à isomorphisme

près (voir proposition 4.2.21). Il est relié à Derk(− logX/C) par la suite exacte suivante :

0→ Derk(− logX/C)→
k∧

ΘS →JX/C → 0. (1.11)

Nous généralisons dans la proposition 4.2.17 la dualité (1.7) de la façon suivante, où RX/C

désigne le module des multi-résidus de la paire (X,C) (voir (1.18)), et ωX est le module dualisant
de X :

HomOC

(
JX/C ,OC

)
= HomOX

(
JX/C , ωX

)
= RX/C (1.12)

Pour définir la liberté en s’inspirant de la caractérisation par l’idéal jacobien de [Ale88], nous
devons d’abord choisir un des idéaux jacobiens associés à un espace réduit X de codimension k,
que nous supposons dorénavant Cohen-Macaulay. En effet, plusieurs notions d’idéaux jacobiens
apparaissent : si (h1, . . . , hr) engendre IX , nous pouvons considérer l’idéal jacobien JX ⊆ OX

engendré par les mineurs k× k de la matrice jacobienne de (h1, . . . , hr), ou bien l’idéal jacobien
restreint JX/C que nous venons de définir, ou encore le ω-jacobien J ω

X dont on trouvera la
définition en 4.2.32. Ces trois notions ne coïncident pas forcément, même à isomorphisme près,
comme le montre l’exemple 4.2.35. Si X est Gorenstein, les idéaux JX/C et J ω

X sont isomorphes
(voir proposition 4.2.34).

Dans la mesure où l’idéal jacobien restreint JX/C est naturellement relié à Derk(− logX/C),
nous proposons la définition de liberté suivante (voir définition 4.2.19 et proposition 4.2.21) :

Définition. Soit X un espace réduit de Cohen-Macaulay. Soit C une intersection complète ré-
duite qui le contient, et JX/C l’idéal jacobien de C restreint à X. On dit que X est libre si l’idéal
JX/C est Cohen-Macaulay. Cette notion ne dépend pas du choix de l’intersection complète C
contenant X.

Nous montrons dans ce travail que les caractérisations de la liberté dont nous disposons
dans le cas intersection complète se généralisent aux espaces de Cohen-Macaulay (voir théo-
rème 4.2.22).

Un exemple fondamental de singularités libres est donné par les courbes réduites, qui font
l’objet du second axe d’étude de ce travail.

1.3.2 Cas des courbes

Soit C une courbe réduite de normalisation C̃. Grâce à [Sch16, Proposition 4.11], si l’inclusion
O
C̃
⊆ RC est une égalité, cela implique que la courbe est à croisements normaux. La question

qui se pose est de décrire le module des résidus pour des courbes plus générales.

Le calcul des formes différentielles multi-logarithmiques le long d’une intersection complète
ou d’un espace de Cohen-Macaulay n’est pas simple. On peut les calculer par exemple à l’aide
de Singular ([DGPS15]), pour lequel nous proposons des algorithmes dans l’annexe A.
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Nous donnons un moyen explicite de déterminer les multi-valuations du module des résidus
d’une courbe Gorenstein réduite (éventuellement réductible) à partir des multi-valuations de
l’idéal jacobien, qui généralise la symétrie du semigroupe des courbes Gorenstein.

L’énoncé de ce théorème demande quelques notations. Si I est un idéal fractionnaire, on note
I∨ = HomOC

(I,OC). On note val(I) l’ensemble des multi-valuations de I (voir définition 5.1.1).
Pour i ∈ {1, . . . , p}, on pose ∆i(v, I) = {α ∈ val(I) ; αi = vi et ∀j 6= i, αj > vj}. Notre théo-
rème, qui généralise le théorème de symétrie de [DdlM88], s’énonce de la façon suivante (voir
théorème 5.2.1) :

Théorème. Soit C une courbe Gorenstein réduite à p branches de conducteur γ, et I un idéal
fractionnaire. Alors pour tout v ∈ Zp, on a :

v ∈ val(I∨) ⇐⇒
p⋃
i=1

∆i(γ − v − 1, I) = ∅. (1.13)

Grâce à la dualité (1.7), ce théorème permet de relier les multi-valuations du module des
résidus et celles de l’idéal jacobien pour les courbes Gorenstein. Ce théorème a inspiré une
généralisation que l’on peut trouver dans [KTS15] et qui assure en particulier que si la courbe
n’est pas Gorenstein, une propriété de symétrie analogue s’observe entre les multi-valuations
d’un idéal fractionnaire et son dual au sens des espaces de Cohen-Macaulay, qui implique le
module dualisant (voir théorème 5.2.22).

Dans le cas où C est une intersection complète, nous montrons par l’intermédiaire de notre
théorème 5.2.1 que les multi-valuations du module des résidus RC et celles des différentielles de
Kähler Ω1

C (voir définition 6.1.1) se déterminent mutuellement (voir corollaire 6.1.4) :

Proposition. Soit C une courbe intersection complète réduite à p branches de conducteur γ.
Alors pour tout v ∈ Zp on a :

v ∈ val(RC) ⇐⇒
p⋃
i=1

∆i(−v,Ω1
C) = ∅. (1.14)

En utilisant entre autres (1.13) et (1.14), nous déterminons explicitement une résolution
libre de Ωm−1(logC) pour les courbes intersection complète quasi-homogènes de Cm (voir théo-
rème 6.1.33 et corollaire 6.1.34) :

Théorème. Soit C une courbe intersection complète réduite de Cm. On suppose que C est
quasi-homogène et que m est la dimension de plongement de C. Alors les nombres de Betti de
Ωm−1(logC) sont :

∀j ∈ {0, . . . ,m− 3} , bj =
(
m− 1
j + 1

)(
m

m− 1

)
+
(
m− 1
j

)
+
(
m

j

)
et bm−2 =

(
m− 1
m− 2

)
+
(

m

m− 2

)
.

Cette propriété des courbes intersections complètes quasi-homogènes ne se généralise pas
aux courbes Cohen-Macaulay, comme le montre l’exemple de la courbe gauche irréductible de
paramétrage (t3, t4, t5) (voir exemple 5.2.20). De plus, le nombre de générateurs de Ωm−1(logC)
pour des courbes non quasi-homogènes semble expérimentalement augmenter par rapport au cas
quasi-homogène (voir exemple 6.1.36).

Intéressons-nous maintenant aux courbes planes, qui sont, rappelons-le, des diviseurs libres.
Cela signifie en particulier que deux résidus suffisent à engendrer le module des résidus.

Pour une courbe irréductible, le calcul des valuations du module des résidus utilise des al-
gorithmes de base standard valuatives (voir [HH07]). Nous proposons un algorithme pour les
courbes à deux branches qui repose en partie sur l’algorithme pour une branche. Cet algorithme
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est assez technique, la difficulté venant du fait que les multi-valuations ne forment pas un en-
semble totalement ordonné pour les courbes à au moins deux branches. Par ailleurs, l’algorithme
que nous proposons pour deux branches ne semble pas pouvoir se généraliser à trois branches
ou plus, la structure de l’ensemble des multi-valuations semblant alors plus complexe.

Une question naturelle est de déterminer le comportement du module des résidus lorsqu’on
déforme une courbe plane.

Dans la mesure où nous nous intéressons en particulier aux multi-valuations de ce module,
il est naturel de regarder des déformations équisingulières, pour lesquelles on dispose d’une
déformation du paramétrage. Cela nous amène à considérer la stratification de la base d’une
déformation équisingulière par les multi-valuations du module des résidus (voir définition 6.3.17).
Nous montrons qu’elle est finie, constructible et qu’elle raffine la stratification par le nombre de
Tjurina (voir propositions 6.3.18 et 6.3.20).

Par le corollaire 6.1.4, la stratification par les multi-valuations du module des résidus coïncide
avec la stratification par les différentielles de Kähler. Les valuations des différentielles de Kähler
interviennent pour déterminer si deux branches planes avec un paramétrage "normal" sont ana-
lytiquement équivalentes (voir [HH11] pour une branche et [HHH15] pour deux branches). En
particulier, cela montre que pour les courbes planes, le module des résidus est relié à un module
présentant un véritable intérêt en théorie des déformations.

1.4 Contenu détaillé de la thèse
Nous présentons ci-dessous les principaux objectifs des différents chapitres de cette thèse.

1.4.1 Chapitre 2

Nous commençons par rappeler les définitions et propriétés des formes différentielles logarith-
miques de [Sai80] que nous utilisons ou généralisons dans les chapitres suivants. On s’intéresse
en particulier à la notion de liberté et aux différentes caractérisations dont on dispose. En plus
des caractérisations que nous avons déjà mentionnées dans les paragraphes précédents, signa-
lons la caractérisation de [BC13] : un diviseur D défini par une équation réduite h est libre si
et seulement si l’idéal engendré par h et ses dérivées partielles est parfait (voir définition 2.2.18
et proposition 2.2.20). Dans le cas particulier des surfaces, la liberté se caractérise par la sa-
turation de l’idéal engendré par l’équation h et ses dérivée partielles (voir définition 2.2.21 et
proposition 2.2.23). Cette caractérisation de la liberté intervient dans [DS14] pour l’étude des
courbes projectives planes.

Les résidus logarithmiques sont au cœur de la caractérisation des diviseurs à croisements
normaux donnée dans [GS14] : le module des résidus des 1-formes logarithmiques de D est égal
à l’anneau de la normalisée de D si et seulement si D est à croisements normaux en codimension
1. Nous rappelons quelques ingrédients de la preuve de ce résultat qui nous serons utiles dans
les chapitres suivants.

Nous terminons ce chapitre en décrivant une autre interprétation des modules de résidus
logarithmiques : ils sont isomorphes aux modules des formes régulières méromorphes définis
dans [Bar78]. Cet isomorphisme fait l’objet d’un théorème de [Ale90]. Nous reviendrons sur les
formes régulières méromorphes dans le chapitre 4.

1.4.2 Chapitre 3

Ce chapitre est consacré à l’étude des formes différentielles multi-logarithmiques d’une in-
tersection complète.

Nous commençons par donner les définitions des formes différentielles multi-logarithmiques
et de leurs résidus proposées dans [Ale12]. On précise la dépendance de ces définitions quant au
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choix des équations (h1, . . . , hk) définissant l’intersection complète C (voir propositions 3.1.10
et 3.1.21), et nous montrons que l’on peut supposer que m est la dimension de plongement de
C sans changer les modules des multi-résidus Rq

C (voir corollaire 3.1.26).
Les modules des multi-résidus Rq

C ne dépendent que de l’intersection complète C, et pas du
choix des équations (voir proposition 3.1.21). En particulier, il est prouvé dans [AT01] que les
modules de multi-résidus Rq

C sont isomorphes aux modules des formes régulières méromorphes
ωqC (voir définition 2.3.25 et théorème 3.1.40).

La propriété suivante est une conséquence de [Sch16, Proposition 2.1] et de l’isomorphisme
entre RC et le module ω0

C . On note C̃ la normalisation de C. On a (voir proposition 3.1.28) :

O
C̃
⊆ RC .

Nous en proposons une preuve directe qui s’inspire de la preuve de [Sai80] pour les hyper-
surfaces.

Dans les articles [AT01] et [AT08], une variante de la définition donnée par (1.3) est proposée.
Au lieu de considérer des formes différentielles à pôles simples le long de l’hypersurface définie
par h1 · · ·hk, les auteurs autorisent des pôles d’ordre arbitraire. Notons Ωq(?D̂i) le faisceau
des q-formes méromorphes à pôles d’ordre arbitraire le long du diviseur défini par

∏
j 6=i hj . La

définition proposée dans [AT01] est :

Ωq(logC) =
{
ω ∈ Ωq(?D) ; ∀i ∈ {1, . . . , k} ,dhi ∧ ω ∈

k∑
i=1

Ωq+1(?D̂i)
}

(1.15)

où D est le diviseur défini par h =
∏k
i=1 hi.

Le lien entre les modules Ωq(logC) et Ωq(logC) est le suivant (voir proposition 3.1.33) :

Ωq(logC) = Ωq(logC) +
k∑
i=1

Ωq
S(?D̂i).

Chacune des deux définitions a des avantages et des inconvénients. La définition donnée
par (1.3) a l’avantage de fournir des modules de type fini, mais il n’y a pas de stabilité par
différentiation, contrairement aux modules introduits par (1.15), mais ces derniers ne sont pas
de type fini.

Nous montrons que lorsqu’une suite régulière (h1, . . . , hk) engendre un idéal radical, le module
des 1-formes différentielles logarithmiques satisfait la propriété de décomposition suivante, où
Di est l’hypersurface définie par hi (voir proposition 3.1.45) :

Ω1(logD) = Ω1(logD1) + · · ·+ Ω1(logDk).

En particulier, dans le cas k = 2 et D libre, cela implique par [AF13, Theorem 2.12] que le
diviseur est splayed (voir définition 3.1.47).

Nous nous intéressons ensuite au module des k-champs de vecteurs multi-logarithmiques
défini en (1.5). Nous comparons ce module au module Der(− logC)∧

∧k−1 ΘS , où Der(− logC)
est le module des champs de vecteurs tangents à C en ses points lisses (voir définition 3.2.5).
Nous montrons que :

Der(− logC) ∧
k−1∧

ΘS ⊆ Derk(− logC) (1.16)

et que de plus, cette inclusion peut être stricte (voir proposition 3.2.6 et exemple 3.2.10).
Nous montrons ensuite la proposition 3.2.13 qui relie les modules Ωk(logC) et Derk(− logC),

dont la preuve s’inspire de la preuve de [Sai80, (1.6, ii)], puis nous utilisons ce résultat pour
proposer une preuve de la dualité (1.7) entre les multi-résidus logarithmiques et l’idéal jacobien
qui généralise la preuve de [GS12, Proposition 3.4].
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Le reste de ce chapitre est consacré à la démonstration des différentes caractérisations de la
liberté (voir propositions 3.3.2, 3.3.4, 3.3.5 et théorème 3.3.7). Soit J(h) l’idéal de OS engendré
par h1, . . . , hk et les mineurs maximaux de la matrice jacobienne de (h1, . . . , hk). Les proposi-
tions 3.3.2 et 3.3.4 donnent respectivement une caractérisation de la liberté par la perfection de
J(h), et pour les surfaces par la saturation de l’idéal J(h). Les preuves sont essentiellement les
mêmes que dans le cas des hypersurfaces.

La preuve de la proposition 3.3.5 repose sur le lemme de la profondeur qui relie les pro-
fondeurs des modules d’une suite exacte courte, et la formule d’Auslander-Buchsbaum qui relie
profondeur et dimension projective. La preuve du résultat principal de ce chapitre, à savoir le
théorème 3.3.7, est plus longue et plus complexe que la preuve de la proposition 3.3.5. La preuve
du théorème 3.3.7 fait intervenir des suites spectrales et des complexes de Koszul qui permettent
d’étudier précisément la suite exacte longue obtenue en appliquant le foncteur HomOS

(−,OS)
à la suite exacte courte

0→ 1
h1 · · ·hk

ICΩk
S → Ωk(logC)→ RC → 0. (1.17)

1.4.3 Chapitre 4

Nous généralisons ici les résultats du chapitre 3 aux espaces de Cohen-Macaulay.

Nous commençons par rappeler que tout espace réduit équidimensionnel X est inclus dans
une intersection complète de même dimension qui est réduite au moins le long de X (voir
lemme 4.1.1). Une version plus forte de cet énoncé est donnée dans la proposition 4.2.1, dans
laquelle l’intersection complète est cette fois-ci réduite, et pas seulement le long de X.

Soit une suite régulière (f1, . . . , fk) ⊆ IX telle que l’intersection complète C définie par
l’idéal IC engendré par f1, . . . , fk est réduite au moins le long de X.

Si ω ∈ Ωq(logX/C) (voir définition donnée par (1.8)), il existe g ∈ OS induisant un non
diviseur de zéro de OX = OS/IX , ξ ∈ Ωq−k

S et η ∈ 1
f

ICΩq
S tels que :

gω = df1 ∧ · · · ∧ dfk
f

∧ ξ + η. (1.18)

On définit alors le multi-résidu de ω par resX/C(ω) = ξ

g X

. On note Rq
X/C le module des

multi-résidus des (k + q)-formes multi-logarithmiques de (X,C). Les modules Rq
X/C sont iso-

morphes aux formes régulières méromorphes ωqX , et en particulier, ils ne dépendent que de X.
Une preuve de ce résultat est esquissée dans [Ale14, Theorem 10.2]. Nous en détaillons ici la
preuve, qui utilise la caractérisation de ωqX par des symboles résidus proposée dans [Ker84, (1.2)],
et le théorème de Wiebe que l’on peut trouver par exemple dans [Kun86].

Considérons maintenant une intersection complète réduite C contenant X. La forme fonda-
mentale α0 de X (voir notation 4.2.4) nous permet de donner une caractérisation des formes
multi-logarithmiques de la paire (X,C) qui généralise la caractérisation (1.4) du cas intersection
complète (voir proposition 4.2.6) :

Proposition. Soit ω ∈ 1
f1···fk

Ωq
S. Alors ω ∈ Ωq(logX/C) si et seulement s’il existe g ∈ OS

induisant un non diviseur de zéro de OC , ξ ∈ Ωq−k
S , et η ∈ Ω̃q

f tels que

gω = α0
f
∧ ξ + η. (1.19)

De plus, avec cette écriture, resX/C(ω) = ξ

g X

.
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Nous montrons ensuite la proposition 4.2.12 qui relie les k-formes multi-logarithmiques aux
k-champs de vecteurs multi-logarithmiques, ainsi que la proposition 4.2.17 qui donne la dualité
entre l’idéal jacobien restreint et le module des multi-résidus. Nous nous intéressons ensuite
aux caractérisations de la liberté (voir définition 4.2.19), qui nous donnent finalement le théo-
rème 4.2.22 :

Théorème. Soit X un espace réduit Cohen-Macaulay de dimension n dans une variété ana-
lytique complexe lisse S de dimension m. On note IX = (h1, . . . , hr) l’idéal radical qui définit
X. On note k = m − n la codimension de X dans S. Soit C une intersection complète réduite
définie par (f1, . . . , fk) qui contient X. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. X est libre (c’est-à-dire JX/C est Cohen-Macaulay),

2. OX/JX/C est Cohen-Macaulay de dimension n− 1,

3. l’idéal J(f, h) engendré par les mineurs k × k de la matrice jacobienne de (f1, . . . , fk) et
les équations (h1, . . . , hr) est un idéal parfait de codimension k + 1 dans OS,

4. dimproj
(
Derk(− logX/C)

)
6 k − 1,

5. dimproj
(
Derk(− logX/C)

)
= k − 1,

6. dimproj
(
Ωk(logX/C)

)
6 k − 1,

7. dimproj
(
Ωk(logX/C)

)
= k − 1,

8. dimproj
(
Ωk(logX/C)

)
6= dimproj

(
RX/C

)
,

9. RX/C est Cohen-Macaulay et HomOX

(
RX/C , ωX

)
= JX/C .

Si X est une surface, on peut ajouter :

10. J(f, h) est saturé.

Nous montrons dans la proposition 4.2.29 que Extk−1
OS

(
Ωk(logX/C),OS

)
est isomorphe à

Derk(− logX/C)/
(∑k

i=1 fiΘk
S

)
, et que Extk−1

OS

(
Derk(− logX/C),OS

)
est isomorphe à RX .

Nous terminons ce paragraphe en comparant les différentes notions d’idéal jacobien dont
on dispose. Dans le cas d’un espace X Gorenstein, nous montrons que l’idéal jacobien restreint
JX/C est isomorphe au ω-jacobien (voir définition 4.2.32 et proposition 4.2.34). On donne un
exemple de courbe Cohen-Macaulay non Gorenstein pour laquelle le ω-jacobien, l’idéal jacobien
restreint JX/C et l’idéal engendré par les mineurs k×k de la matrice jacobienne de (h1, . . . , hr)
sont deux à deux distincts (voir exemple 4.2.35).

1.4.4 Chapitre 5

Nous nous intéressons à présent aux multi-valuations des idéaux fractionnaires des courbes.

Soit C = C1∪· · ·∪Cp une courbe réduite avec p composantes irréductibles. La normalisation
de cette courbe fournit une désingularisation de C, d’anneau

O
C̃

= C {t1} ⊕ · · · ⊕ C {tp} .

On en déduit une application de valuation le long de chacune des branches : si g ∈ OC et
i ∈ {1, . . . , p}, la valuation vali(g) de g le long de la branche Ci est l’ordre en ti de l’image de g
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dans C {ti} obtenue à partir de l’inclusion OC ↪→ O
C̃
. Dans le cas où la restriction de g à Ci est

nulle, on pose vali(g) =∞. La multi-valuation de g est alors le p-uplet

val(g) = (val1(g), . . . , valp(g)) ∈ (Z ∪ {∞})p .

On étend la définition de multi-valuations à l’anneau total des fractions MC de OC en
posant pour a

b ∈MC , val
(
a
b

)
= val(a)−val(b). Soit I un idéal fractionnaire de C, c’est-à-dire un

sous OC-module de type fini de MC qui contient un non diviseur de zéro. Les multi-valuations
des non diviseurs de zéro de I suffisent à déterminer toutes les multi-valuations de I (voir
proposition 5.1.15). On note val(I) l’ensemble des multi-valuations des non diviseurs de zéro
de I.

Notre objectif est de relier les multi-valuations d’un idéal I avec celle de son dual I∨.

Dans le cas d’une courbe irréductible, on montre facilement que pour tout idéal fractionnaire
I d’une courbe Gorenstein C de conducteur γ, la propriété de symétrie suivante est satisfaite :

v ∈ val(I∨) ⇐⇒ γ − v − 1 /∈ val(I). (1.20)

En particulier, pour I = OC , comme O∨C = OC , on retrouve la symétrie du théorème de
Kunz 5.1.23. Ce dernier assure que cette symétrie est vérifiée par OC si et seulement si la courbe
C est Gorenstein.

Dans le cas d’une courbe réductible, on dispose aussi d’une caractérisation des courbes
Gorenstein par l’intermédiaire du semigroupe val(OC) de la courbe. Le théorème de Delgado
assure qu’une courbe C est Gorenstein si et seulement si la symétrie (1.13) est satisfaite par OC

(voir théorème 5.1.28).
L’objectif de ce chapitre est de montrer que pour les courbes Gorenstein, la symétrie (1.13)

est satisfaite pour tout idéal fractionnaire I de C, ce qui nous donne le théorème 5.2.1.
Pour v ∈ Z et I un idéal fractionnaire de C, on pose ∆(v, I) =

⋃p
i=1 ∆i(v, I). L’implication

v ∈ val(I∨) ⇒ ∆(γ − v − 1, I) = ∅ se montre facilement pour toute courbe réduite non néces-
sairement Gorenstein, en utilisant l’inclusion I · I∨ ⊆ OC et le fait que ∆(γ − 1,OC) = ∅ (voir
proposition 5.2.7).

La réciproque est quant à elle plus difficile. On pose

V = {v ∈ Zp ; ∆(γ − v − 1, I) = ∅} . (1.21)

Grâce à l’implication⇒, nous savons que cet ensemble V contient les multi-valuations de I∨.
Notre objectif est donc de montrer qu’il ne contient pas d’autres éléments. L’ingrédient essentiel
de notre preuve est un comptage de la dimension de certains quotients d’idéaux fractionnaires
à partir des multi-valuations (voir corollaire 5.2.12). Grâce à ce comptage combinatoire, nous
montrons que l’existence d’un élément w(0) ∈ V \val(I∨) entraîne des conséquences numériques
(voir lemme 5.2.14 et proposition 5.2.15) qui sont incompatibles si la courbe est Gorenstein.

Cette symétrie est illustrée par l’exemple 5.2.19, où nous comparons les multi-valuations
de l’idéal jacobien JC et du module des résidus RC d’une courbe plane. Rappelons que par la
proposition 3.2.17, J ∨

C = RC . Nous donnons ensuite un exemple de courbe non Gorenstein pour
laquelle le module des multi-résidus défini dans le chapitre 4 vérifie une propriété de symétrie avec
son dual, ce qui montre que la symétrie pour le module des résidus ne permet pas de caractériser
les courbes Gorenstein. Dans le paragraphe 5.2.7, nous donnons l’énoncé de symétrie de [KTS15]
qui fait intervenir le module dualisant et des anneaux dits "admissibles".

Nous terminons ce paragraphe par une conséquence de notre théorème 5.2.1 sur les coeffi-
cients de séries de Poincaré. Soit C une courbe réduite Gorenstein, et I un idéal fractionnaire.
On pose pour v ∈ Zp cI(v) = dimC Iv/Iv+1 où Iv = {g ∈ I ; val(g) > v}. La série de Poincaré
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de I est alors l’élément de l’ensemble des séries de Laurent formelles Z[[t−1
1 , . . . , t−1

p , t1, . . . , tp]]
défini par :

LI(t1, . . . , tp) =
∑
v∈Zp

cI(v)tv. (1.22)

On considère PI(t) = LI(t)
∏p
i=1(ti − 1). On montre que PI est un polynôme (voir propo-

sition 5.2.26). Nous montrons que le théorème de symétrie 5.2.1 implique la propriété suivante
(voir proposition 5.2.28) :

PI∨(t) = (−1)p+1tγPI

(
1
t1
, . . . ,

1
tp

)
.

Nous terminons par un exemple pour lequel nous détaillons le calcul du polynôme PJC
(voir

exemple 5.2.29).

1.4.5 Chapitre 6

Nous étudions en détails le module des multi-résidus des courbes dans ce chapitre.

Dans le paragraphe 6.1, nous montrons la proposition 6.1.3 et le corollaire 6.1.4 qui relient
multi-résidus, idéal jacobien et différentielles de Kähler pour les intersections complètes, et nous
déterminons explicitement une résolution libre de RC et Ωm−1(logC) pour les courbes intersec-
tions complètes quasi-homogènes (voir théorèmes 6.1.29 et 6.1.33). Nous en déduisons un exemple
d’intersection complète pour laquelle les formes différentielles logarithmique du diviseur associé
à la suite régulière considérée ne suffisent pas à obtenir tous les multi-résidus de l’intersection
complète (voir proposition 6.1.38). Nous donnons ensuite une caractérisation des arrangements
de droites plans qui fait intervenir le module des multi-résidus (voir proposition 6.1.40).

Dans les paragraphes suivants, on s’intéresse au module des résidus des courbes planes. Soit
C une courbe plane, et p le nombre de composantes irréductibles de C. Nous déterminons le
"conducteur" du module des résidus, qui est lié aux multiplicités m(j) des composantes irréduc-
tibles Cj de la courbe C (voir proposition 6.2.3) :

νRC
= −

(
m(1), . . . ,m(p)

)
+ 1. (1.23)

Nous caractérisons ensuite les diviseurs de zéro des idéaux fractionnaires RC et JC (voir
proposition 6.2.4 et 6.2.7).

La dimension de la torsion du module Ω1
C est τ , le nombre de Tjurina. Ce résultat est dû à

O. Zariski (voir [Zar66]). Nous proposons ici une preuve de ce résultat qui utilise le module des
résidus logarithmiques (voir paragraphe 6.2.3).

Dans le paragraphe 6.2.4, nous proposons des algorithmes pour calculer les valuations du
module des résidus pour certaines courbes planes. Le premier vient de [BGM88], et concerne la
déformation équisingulière de xa − yb pour a et b premiers entre eux. Plus généralement, pour
les courbes irréductibles, on peut utiliser l’algorithme proposé dans [HH07]. Nous proposons un
algorithme de calcul des multi-valuations pour deux branches, qui utilise l’algorithme du cas
irréductible. Nous illustrons ensuite le fonctionnement de cet algorithme sur un exemple (voir
exemple 6.2.4).

Le dernier paragraphe 6.3 est quant à lui consacré à l’étude du comportement des multi-
valuations du module des résidus dans une déformation équisingulière de courbes planes.

L’hypothèse d’équisingularité ne suffit pas à avoir une déformation d’une famille génératrice
du module des résidus. Ce problème est résolu en considérant une déformation admissible de la
courbe plane. Le foncteur de déformation admissible est introduit dans [Tor13] comme le foncteur
approprié à l’étude de déformations de diviseurs libres, et dans le cas des courbes planes, les
déformations admissibles se caractérisent à l’aide du nombre de Tjurina (voir proposition 6.3.14).
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Dans le reste de ce chapitre, nous donnons des propriétés de la stratification par les ré-
sidus (voir propositions 6.3.14 et 6.3.20) et nous la comparons à d’autres stratifications. Par
l’intermédiaire d’exemples, nous montrons qu’elle ne satisfait pas forcément la condition de
frontière (voir exemple 6.3.22), et qu’elle ne semble pas avoir un lien clair avec la b-fonction
(voir exemple 6.3.24).

1.4.6 Annexe

Nous proposons des algorithmes à utiliser sous Singular, ainsi que des exemples d’utilisa-
tions de ces algorithmes.

L’algorithme A.1.1 permet de déterminer si une suite de fonctions (h1, . . . , hk) définit une
intersection complète libre, et si tel n’est pas le cas, l’algorithme indique quelle hypothèse n’est
pas vérifiée. Les algorithmes A.1.2 et A.1.3 permettent de calculer une résolution projective du
module respectivement des (m − 1)-formes multi-logarithmiques et des (m − 2)-formes multi-
logarithmiques. En particulier, ils fournissent une famille génératrice de ces modules. Nous en
proposons ensuite une variante pour le cas non intersection complète.

Ces algorithmes fonctionnent bien sur des fonctions assez simples, mais les calculs sont
rapidement plus difficiles à gérer lorsque les exemples se compliquent.

Nous donnons ensuite quelques exemples, qui soulèvent des questions. On se demande si le
lieu singulier d’un diviseur à croisements normaux défini par h = x1 · · ·xm est libre au sens des
espaces de Cohen-Macaulay. Cette propriété se vérifie expérimentalement pour m allant de 2
à 8.

Nous nous intéressons ensuite à des exemples de surfaces. Nous donnons des exemples de
surfaces intersections complètes libres quasi-homogènes de C4 pour lesquels les nombres de
Betti sont différents. De plus, dans le cas où les équations sont toutes quasi-homogènes, de
poids éventuellement différents, on remarque sur tous les exemples considérés que la forme
fondamentale fait partie d’une famille génératrice minimale du module des formes différentielles
multi-logarithmiques.



Conventions et notations

Nous regroupons ici quelques notations générales dont nous ferons usage dans la suite. Toutes
les variétés que nous considérons dans cette thèse sont des variétés complexes.

S variété complexe lisse de dimension m > 1
D hypersurface (diviseur) de S
C intersection complète de S de codimension k, ou courbe
X espace réduit équidimensionnel de dimension n de S
OX anneau des fonctions holomorphes d’un espace X
IX idéal des fonctions qui s’annulent le long de X
MX faisceau des fonctions méromorphes sur X
Ωq
S faisceau des q-formes différentielles holomorphes sur S

Ωq(?D) faisceau des q-formes différentielles à pôles d’ordre arbitraires le long de D
Ωq(D) faisceau des q-formes différentielles à pôles simples le long de D
∧ produit extérieur des formes différentielles
d différentielle de de Rham des formes différentielles

ΘS faisceau des champs de vecteurs holomorphes sur S
iδ(ω) produit intérieur d’une forme différentielle ω par un champ de vecteur δ

ω(δ), δ(ω) évaluation d’une k-forme différentielle ω sur un k-champ de vecteur δ
X̃ normalisation de X
CX idéal conducteur de O

X̃
sur OX

profI(M) profondeur du module M dans l’idéal I
prof(M) profondeur du module M dans l’idéal maximal m

dimproj(M) dimension projective de M
|I| cardinal de l’ensemble I
At transposée de la matrice A

det(A) déterminant de la matrice A
Hq(I •) q-ième groupe de cohomologie du complexe (I •)
(I : J)A transporteur de J dans I relativement à l’anneau A

sgn(i− j) signe de la différence i− j
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Chapitre 2

Préliminaires sur les diviseurs libres

L’objectif de ce chapitre est de présenter les définitions et résultats concernant les formes
différentielles logarithmiques et leurs résidus qui seront utilisés ou généralisés dans les chapitres
suivants. On renvoie à [Sai80] pour plus de détails.

Les aspects de la théorie qui nous intéressent sont surtout les caractérisations de la liberté,
que nous généralisons pour la plupart dans les chapitres 3 et 4, et les résidus logarithmiques,
qui font l’objet du chapitre 6.

Nous donnons aussi le théorème de caractérisation des diviseurs à croisements normaux en
codimension un (voir théorème 2.3.14), et nous rappelons quelques éléments de preuve de [GS14]
qui nous seront utiles dans la suite. Plusieurs résultats d’algèbre commutative sont rappelés dans
ce chapitre.

2.1 Champs de vecteurs logarithmiques et formes logarithmiques

2.1.1 Formes différentielles logarithmiques

Définition 2.1.1. Soit U un domaine de Cm, et D ⊆ U une hypersurface réduite1 définie par
une équation h(x) = 0 avec h holomorphe sur U . Soit ω une q-forme méromorphe sur U à pôles
au plus le long de D. On dit que ω est logarithmique si hω et hdw sont holomorphes sur U .

Exemple 2.1.2. Considérons par exemple la courbe plane D de C2 définie par h(x, y) = x3−y7.
Cette courbe est quasi-homogène2 de degré 21 pour les poids (7, 3). La forme différentielle dh

h =
3x2dx−7y6dy

h est à pôles simples le long de D, et d
(

dh
h

)
= 0, donc d

(
dh
h

)
est à pôles simples le

long de D. On en déduit que dh
h est logarithmique le long de D.

Considérons à présent la forme ω0 = 7xdy−3ydx
h . On remarque que la forme ω0 s’obtient en

considérant le produit intérieur de dx∧dy par le champ de vecteurs χ = 7x∂x+3y∂y. Ce champ
de vecteur est appelé champ d’Euler de D (voir remarque 2.1.17).

On vérifie que

dω0 = 10dx ∧ dy
h

− 21(x3 − y7)dx ∧ dy
h2 = −11dx ∧ dy

h
.

La forme ω0 est donc logarithmique. Nous reviendrons sur cet exemple dans la suite.

Remarque 2.1.3. On vérifie que quel que soit le diviseur D, les formes différentielles holo-
morphes et dh

h
sont logarithmiques.

1Dans toute la suite, on dit que X est un espace réduit défini par (h1, . . . , hr) si l’idéal engendré par h1, . . . , hr

est l’idéal radical qui définit X.
2Une équation polynomiale h(x1, . . . , xm) =

∑
ai1,...,imx

i1
1 · · ·x

im
m est dite quasi-homogène de degré d pour les

poids (w1, . . . , wm) si pour tout (i1, . . . , im) tel que ai1,...,im 6= 0,
∑m

j=1 ijwj = d.

27
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Remarque 2.1.4. La définition 2.1.1 ne dépend pas du choix de l’équation h. En effet, si f
est une autre fonction holomorphe réduite sur U définissant D, alors il existe une fonction
holomorphe inversible u sur U telle que f = uh, et donc hω et hdω sont holomorphes si et
seulement si fω et fdω sont holomorphes.

La proposition suivante montre que toute forme différentielle logarithmique peut se ramener
aux exemples de la remarque 2.1.3 par multiplication par une fonction holomorphe g telle que
dimD ∩ g−1(0) 6 m− 2.

Proposition 2.1.5 ([Sai80, (1.1)]). Soit U un domaine de Cm, et D ⊆ U une hypersurface
définie par une équation h(x) = 0 avec h holomorphe sur U et réduite. Soit ω une q-forme
méromorphe sur U à pôles au plus le long de D. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. ω est logarithmique,

2. hω et dh ∧ ω sont holomorphes sur U ,

3. il existe une fonction holomorphe g, une (q − 1)-forme différentielle holomorphe ξ et une
q-forme différentielle holomorphe η sur U telles que dimD ∩ g−1(0) 6 m− 2 et

gω = dh
h
∧ ξ + η (2.1)

4. il existe un sous ensemble analytique A ⊆ D de dimension m−2 tel que pour tout p ∈ D\A,
il existe un germe de (q− 1)-forme holomorphe ξ et un germe de q-forme holomorphe η en

p tels que le germe de ω en p soit égal à
dh
h
∧ ξ + η.

Remarque 2.1.6. L’élément g apparaissant dans le troisième point de la proposition 2.1.5 peut
être choisi dans l’idéal engendré par les dérivées partielles de h (voir [Sai80, Preuve de (1.1)]).

Exemple 2.1.7. Afin d’illustrer le quatrième point de la proposition précédente, nous reprenons
l’exemple de la courbe D définie par h(x, y) = x3 − y7. Nous avons vu dans l’exemple 2.1.2 que
les formes dh

h et ω0 = 7xdy−3ydx
h sont logarithmiques.

Il est clair que la forme dh
h s’écrit sous la forme (2.1), pour g = 1, ξ = 1 et η = 0.

Concernant ω0, remarquons que :

3x2ω0 = −3y3x2dx− 7y6dy
h

+ −21y7 + 21x3dy
h

= −3ydh
h

+ 21dy.

La forme ω0 satisfait donc (2.1) pour g = 3x2, ξ = −3y et η = 21dy.

Considérons à présent une variété complexe lisse S de dimension m. On note OS le faisceau
des germes de fonctions holomorphes sur S. Comme la variété S est lisse, pour tout point p ∈ S,
il existe un voisinage ouvert U de p dans S et un système de coordonnées locales (x1, . . . , xm)
sur U centré en p. Cela permet alors d’identifier U à un ouvert de Cm, et OS,p à C {x1, . . . , xm}.

Notations 2.1.8. Soit D une hypersurface de S. Pour tout p ∈ S, on note hp ∈ OS,p une
équation réduite de D au voisinage de p.

• Pour q ∈ N, on note Ωq
S le faisceau des germes de formes holomorphes sur S de degré q.

C’est un faisceau de OS-modules localement libre de rang
(m
q

)
.

• On désigne par Ωq
S(?D) le faisceau des germes de formes méromorphes de degré q sur S à

pôles d’ordre arbitraire le long deD. Cela signifie que pour tout p ∈ S et tout ω ∈ Ωq
S,p(?D),

il existe k ∈ N tel que hkp · ω ∈ Ωq
S,p.
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• On note Ωq
S(D) le sous-faisceau de Ωq

S(?D) constitué des formes différentielles méro-
morphes à pôles simples le long deD. Cela signifie que pour tout p ∈ S et tout ω ∈ Ωq

S,p(D),
hp · ω ∈ Ωq

S,p.

Définition 2.1.9. Soit q ∈ N. Le faisceau des germes de q-formes différentielles logarithmiques
le long de D est le faisceau sur S noté Ωq

S(logD) ou Ωq(logD) dont la fibre en un point p ∈ S
est :

Ωq
S,p(logD) =

{
ω ∈ Ωq

S,p(D) ; dω ∈ Ωq+1
S,p (D)

}
.

Proposition 2.1.10 ([Sai80, (1.3)]).

1. Pour tout q ∈ N, Ωq(logD) est un faisceau de OS-modules cohérent.

2. Soit q1, q2 ∈ N, p ∈ S et ω1 ∈ Ωq1
S,p(logD), ω2 ∈ Ωq2

S,p(logD). Alors ω1∧ω2 ∈ Ωq1+q2
S,p (logD).

Autrement dit,
⊕
q∈N Ωq(logD) est une algèbre extérieure sur OS.

3. Pour tout q ∈ N et tout ω ∈ Ωq(logD), dω ∈ Ωq+1(logD). Autrement dit, la OS-algèbre⊕
q∈N Ωq(logD) est stable par différentiation.

Preuve.

1. Le faisceau Ωq(logD) est le noyau du morphisme de faisceau

dh∧ : Ωq
S(D)→ Ωq+1

S (D)/Ωq+1
S .

Comme les faisceaux Ωq
S(D) et Ωq+1

S (D)/Ωq+1
S sont cohérents, le faisceau Ωq(logD) est

aussi cohérent par [Ser55, §13 Théorème 1].

2. Soit h une équation réduite de D au voisinage de p. Soit d’après la proposition 2.1.5 pour
i = 1, 2 gi ∈ OS,p, ξi ∈ Ωq−1

S,p et ηi ∈ Ωq
S,p tels que

giωi = dh
h
∧ ξi + ηi

et g1, g2 induisent des non diviseurs de zéro3 dans OD,p = OS,p/(h). Alors

g1g2ω1 ∧ ω2 = dh
h
∧ (ξ1 ∧ η2 − η1 ∧ ξ2) + η1 ∧ η2

et donc ω1 ∧ ω2 est logarithmique.

3. Si ω est logarithmique, alors par définition hdω est holomorphe, et de plus ddω = 0 donc
dω est logarithmique. �

Remarque 2.1.11. On a toujours Ω0(logD) = OS et Ωm(logD) = Ωm
S (D).

Remarque 2.1.12. Soit ω1, . . . , ωm ∈ Ω1
S,p(logD) et (x1, . . . , xm) un système de coordonnées

locales centré en p.
La propriété (2) de la proposition 2.1.10 et la remarque précédente impliquent qu’il existe

a ∈ OS tel que

ω1 ∧ · · · ∧ ωm = a
dx1 ∧ · · · ∧ dxm

h
.

3Cette condition est équivalente à dimp D ∩ g−1
i (0) 6 m− 2
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2.1.2 Champs de vecteurs logarithmiques

Notation 2.1.13. On note ΘS le faisceau des germes de champs de vecteurs holomorphes sur
S. C’est un faisceau de OS-modules localement libre de rang m.

Définition 2.1.14 ([Sai80, (1.4)]). Soit U ⊆ S un ouvert. Un champ de vecteurs δ ∈ ΘS(U)
est dit logarithmique le long de D s’il vérifie l’une des deux propriétés équivalentes suivantes :

1. pour tout point lisse p de D, δ(p) est tangent à D,

2. pour tout point p ∈ U et toute équation réduite hp de D au voisinage de p, la dérivée δ(hp)
de hp selon δ appartient à l’idéal de OS engendré par (hp).

Notation 2.1.15. On note Der(− logD) le faisceau des germes de champs de vecteurs logarith-
miques le long de D. En particulier, pour tout p ∈ S,

Derp(− logD) = {δ ∈ ΘS,p ; δ(hp) ∈ (hp)} .

Exemple 2.1.16. Reprenons la courbe plane D de l’exemple 2.1.2. Une équation réduite de D
est h = x3 − y7. Soit χ = 7x∂x + 3y∂y. On a χ(h) = 21h, donc χ ∈ Der(− logD).

Remarque 2.1.17. Plus généralement, si h ∈ C {x1, . . . , xm} est quasi-homogène pour les poids
(w1, . . . , wm), le champ de vecteur χ =

∑m
i=1wixi∂xi est logarithmique. Ce champ de vecteur

est appelé champ d’Euler.

Plusieurs propriétés du faisceau Der(− logD) s’obtiennent à partir de la définition :

Proposition 2.1.18 ([Sai80, (1.5)]).

1. Le faisceau Der(− logD) est un faisceau de OS-modules cohérent.

2. Der(− logD) est stable par le crochet de Lie [·, ·] des champs de vecteurs.

3. Soit (x1, . . . , xm) un système de coordonnées locales de S au voisinage de p ∈ S. Si pour
tout i ∈ {1, . . . ,m}, le champ de vecteurs δi =

∑m
j=1 aij∂xj est logarithmique, alors le

déterminant det
(
(aij)16i,j6m

)
appartient à l’idéal de OS engendré par h, où h est une

équation de D au voisinage de p.

Preuve.

1. Quitte à restreindre S à un ouvert, on peut supposer que h est une équation globale de D.
On a la suite exacte de OS-modules :

0→ Der(− logD) α−→ Om+1
S

β−→ hOS +
m∑
i=1

∂h

∂xi
OS .

où pour δ =
∑m
j=1 aj∂xj ∈ Der(− logD), α (δ) =

(
a1, . . . , am,−

δ(h)
h

)
et β(b1, . . . , bm+1) =

bm+1h+
∑m
j=1 bj

∂h

∂xj
. Comme les faisceaux Om+1

S et hOS +
∑m
i=1

∂h

∂xi
OS sont cohérents, le

faisceau Der(− logD) est cohérent par [Ser55, §13 Théorème 1].

2. Soit δ1, δ2 ∈ Derp(− logD). Alors δ1(h) ∈ (h) et δ2(h) ∈ (h) donc [δ1, δ2](h) ∈ (h).

3. Pour tout point lisse p de D, les champs de vecteurs δ1(p), . . . , δm(p) sont tangents à
D. Comme D est de dimension m − 1, on en déduit que det ((aij)16i,j6m) s’annule en
p. De plus, D est réduit donc le lieu régulier de D est dense dans D. Cela entraîne que
det ((aij)16i,j6m) est nul sur D, et est donc dans l’idéal engendré par h. �
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Terminons ce paragraphe par la suite exacte suivante, qui relie champs de vecteurs logarith-
miques et idéal jacobien.

Notation 2.1.19. Soit p ∈ D et h une équation locale réduite de D. On note JD,p ⊆ OD,p =
OS,p/hOS,p l’idéal jacobien de D en p. Il s’agit de l’idéal de OD,p engendré par les dérivées

partielles
(
∂h

∂xi

)
16i6m

.

Proposition 2.1.20. Quitte à restreindre S à un ouvert, on suppose que h est une équation de
D sur S. On a la suite exacte de faisceaux de OS-modules :

0→ Der(− logD)→ ΘS
α−→JD → 0

où pour δ ∈ ΘS, α(δ) = δ(h).

2.1.3 Dualité

Notation 2.1.21. Soit ω une q-forme différentielle et δ un champ de vecteurs. On note iδ(ω)
le produit intérieur de ω par δ, qui est une (q − 1)-forme différentielle. Si ω est une 1-forme, on
notera ω(δ) = δ(ω) = iδ(ω).

Lemme 2.1.22 ([Sai80, (1.6, i)]). Soit p ∈ S et ω ∈ Ωq
S,p(logD) et δ ∈ DerS,p(− logD).

Alors iδ(ω) ∈ Ωp−1
S,p (logD). En particulier, pour ω ∈ Ω1

S,p(logD), ω(δ) ∈ OS,p.

Proposition 2.1.23 ([Sai80, (1.6, ii)]). Soit p ∈ S. Les modules DerS,p(− logD) et Ω1
S,p(logD)

sont en dualité sur OS,p par l’application :

DerS,p(− logD)× Ω1
S,p(logD)→ OS,p

(δ, ω) 7→ ω(δ)

En particulier, la proposition précédente assure que les modules Ω1
S,p(logD) et DerS,p(− logD)

sont réflexifs. Cela a la conséquence suivante dans le cas des courbes planes :

Corollaire 2.1.24 ([Sai80, (1.7)]). Si D est une courbe plane alors Ω1(logD) et Der(− logD)
sont des faisceaux localement libres de OS-modules.

Preuve. D’après la proposition 2.1.23, DerS,p(− logD) = HomOS,p

(
Ω1(logD),OS,p

)
6= 0. On a

donc (voir par exemple [Mon12, Lemma 4.1] ou [BH93, Exercise 1.4.18])

prof(DerS,p(− logD)) > 2.

Comme prof(OS,p) = 2, la profondeur de DerS,p(− logD) est 2. Par la formule d’Auslander
Buchsbaum 2.2.14, le module DerS,p(− logD) est un OS,p-module libre. Par dualité, Ω1

S,p(logD)
est aussi un OS,p-module libre. �

2.2 Diviseurs libres

2.2.1 Définition

Le corollaire 2.1.24 assure que dans le cas des courbes planes, les faisceaux Ω1(logD) et
Der(− logD) sont localement libres de rang 2. La proposition suivante montre que si le faisceau
cohérent Ω1(logD) (ou le faisceau cohérent Der(− logD)) est localement libre, alors il est de
rang m :



32 CHAPITRE 2. PRÉLIMINAIRES SUR LES DIVISEURS LIBRES

Proposition 2.2.1. Soit D une hypersurface réduite de S. Soit p ∈ S. Si p /∈ D ou si p est un
point lisse de D, les modules Derp(− logD) et Ω1(logD) sont libres de rang m.

Preuve. Soit h une équation locale de D au voisinage de p. Si p /∈ D, h est inversible donc
Derp(− logD) = ΘS,p et Ω1

S,p(logD) = Ω1
S,p. Si p est un point lisse de D, on peut considérer un

système de coordonnées locales (x1, . . . , xm) de S centré en p tel que x1 est une équation locale
de D. Les champs de vecteurs x1∂x1 , ∂x2 , . . . , ∂xm sont alors tangents à D en p, et constituent
une base de Derp(− logD). De plus, ω = 1

x1

∑m
i=1 aidxi est logarithmique si et seulement si

dx1 ∧ ω ∈ Ω2
S,p, et donc dx1

x1
, dx2, . . . ,dxm est une base de Ω1

S,p(logD). �

En revanche, les faisceaux Ω1(logD) et Der(− logD) peuvent ne pas être localement libres
au voisinage des points singuliers, comme le montre l’exemple suivant :

Exemple 2.2.2. On considère le parapluie de Whitney D ⊆ C3 dont une équation est h = x2−
y2z. Un calcul montre que le module Ω1

D,0(logD) est engendré par dh
h
, 2yzdx− 2xzdy − xydz

h
,

dy et dz, et cette famille est minimale. Le module Ω1
S,0(logD) n’est donc pas libre de rang 3, et

donc Ω1(logD) n’est pas localement libre.
De même, un calcul montre que Der0(− logD) est engendré par x∂x + 2z∂z, y2∂x + 2x∂z,

yz∂x + x∂y et y∂y − 2z∂z, et cette famille génératrice est minimale. Le faisceau Der(− logD)
n’est donc pas localement libre.

Les exemples précédents nous amènent à considérer la définition suivante :

Définition 2.2.3. Soit p ∈ S. On dit que D est un diviseur libre en p si DerS,p(− logD) est un
OS,p-module libre. On dit que D est un diviseur libre si D est libre en tout point p ∈ S.

Remarque 2.2.4. Une conséquence de la proposition 2.2.1 est que l’ensemble des points en
lesquels D n’est pas libre est inclus dans le lieu singulier de D.

Exemple 2.2.5. Le corollaire 2.1.24 assure que toutes les courbes planes sont libres.

Exemple 2.2.6. Soit ` ∈ {1, . . . ,m} et D le diviseur de Cm défini par h = x1 · · ·x`. Ce diviseur
est appelé diviseur à croisements normaux. Il s’agit de l’exemple fondamental étudié par P.
Deligne dans [Del70, II §3]. En particulier, il est montré dans [Del70, Lemme 3.2.1] que Ω1(logD)
est libre de base les

(dxi
xi

)
16i6`

et les (dxj)`+16j6m.

L’exemple suivant est dû à K. Saito pour les hypersurfaces (voir [Sai80, (3.19)]), et une
généralisation aux intersections complètes est donnée dans [Loo84, Corollary 6.13].

Proposition 2.2.7. Le discriminant de la déformation semi-universelle d’une singularité isolée
d’intersection complète est un diviseur libre.

2.2.2 Caractérisations de la liberté

L’objectif de ce paragraphe est de donner des caractérisations de la liberté d’un diviseur.

Nous avons déjà vu dans la proposition 2.1.18 que pour toute famille (δ1, . . . , δm) de champs
de vecteurs logarithmiques, le déterminant det(δ1, . . . , δm) est un multiple de l’équation h de D.

La remarque 2.1.12 assure aussi que le produit extérieur dem formes logarithmiques de degré
un donne un multiple de dx1 ∧ · · · ∧ dxm

h
.

Le critère suivant, connu sous le nom de critère de Saito, permet de décider si une famille
donnée de champs de vecteurs logarithmiques ou de 1-formes logarithmiques est une base du
module correspondant.
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Théorème 2.2.8 (Critère de Saito, [Sai80, (1.8)]). Soit h une équation réduite de l’hy-
persurface D au voisinage d’un point p ∈ S.

1. D est libre en p si et seulement s’il existe une famille
(
δi =

∑m
j=1 aij∂xj

)
16i6m

de champs
de vecteurs logarithmiques telle qu’il existe une unité u ∈ OS,p vérifiant

det
(
(aij)16i,j6m

)
= uh.

Dans ce cas, (δ1, . . . , δm) est une base de DerS,p(− logD).

2. D est libre en p si et seulement s’il existe une famille ω1, . . . , ωm de 1-formes différentielles
logarithmiques et une unité u ∈ OS,p telles que

ω1 ∧ · · · ∧ ωm = u
dx1 ∧ · · · ∧ dxm

h
.

Dans ce cas, (ω1, . . . , ωm) est une base de Ω1
S,p(logD). Autrement dit, D est libre en p si et

seulement si
∧m Ω1

S,p(logD) = Ωm
S,p(logD). De plus, dans ce cas, pour tout q ∈ {1, . . . ,m},

Ωq
S,p(logD) =

q∧
Ω1
S,p(logD).

Exemple 2.2.9. Reprenons l’exemple 2.1.2 de la courbe plane D définie par h = x3 − y7. On
sait que D est libre par le corollaire 2.1.24. On vérifie que le champ d’Euler χ = 7x∂x + 3y∂y et
δ = 7y6∂x+3x2∂y sont des champs de vecteurs logarithmiques. On a alors det(χ, δ) = 21(x3−y7),
et donc le critère de Saito assure que (χ, δ) est une base de Der(− logD).

Les formes différentielles dh
h = 3x2dx− 7y6dy

h
et ω0 = −3ydx+ 7xdy

h
sont logarithmiques,

et dh
h ∧ ω0 = 21dx ∧ dy

h
. Le critère de Saito assure donc que (ω1, ω2) est une base de Ω1(logD).

Le théorème suivant a d’abord été montré par H. Terao dans le cas quasi-homogène, puis par
A.G. Aleksandrov dans le cas général, et montre en particulier que le lieu singulier d’un diviseur
libre est de dimension maximale4.

On rappelle que JD ⊆ OD désigne l’idéal jacobien de D (voir notation 2.1.19).

Théorème 2.2.10 ([Ale88, §1] et [Ter80a, Proposition 2.4]). Soit p un point singulier
de l’hypersurface D. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. D est un diviseur libre en p,

2. JD,p est un OD,p-module de Cohen-Macaulay,

3. l’anneau OD,p/JD,p est Cohen-Macaulay de dimension m− 2.

La preuve que nous proposons ici utilise les résultats suivants, qui sont essentiels dans la suite.
Ils sont par exemple énoncés et démontrés dans [dJP00, §6.5].

Notation 2.2.11. SoitA un anneau local noethérien etM unA-module. On note dimprojA(M),
ou dimproj(M), la longueur minimale d’une résolution de M par des modules projectifs5.

Soit I un idéal de A. On pose profI(M) la profondeur de M dans I, qui est la longueur
maximale d’une suite régulière de M contenue dans l’idéal I. Dans le cas où I = m est l’idéal
maximal de A, on note prof(M) au lieu de profm(M).

4Rappelons que D est réduit, et donc le lieu singulier est de dimension au plus dimD − 1
5Comme A est local, un module est projectif si et seulement s’il est libre.
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Théorème 2.2.12 (Théorème des Syzygies de Hilbert). Soit A un anneau local noethé-
rien de dimension m. On suppose A régulier. Alors tout A-moduleM de type fini est de dimension
projective finie, et vérifie dimprojA(M) 6 m.

Lemme 2.2.13 (Lemme de la profondeur). Soit A un anneau local noetherien, et M1, M2
et M3 trois A-modules tels que la suite suivante est une suite exacte de A-modules :

0→M1 →M2 →M3 → 0.

Alors
prof(M2) > min (prof(M1),prof(M3)) .

Si de plus cette inégalité est stricte alors prof(M1) = prof(M3) + 1.

Théorème 2.2.14 (Formule d’Auslander Buchsbaum). Soit A un anneau local noethé-
rien et M un A-module de type fini et de dimension projective finie. Alors :

prof(M) + dimprojA(M) = prof(A).

Remarque 2.2.15. En particulier, si A est un anneau local régulier, la formule d’Auslander
Buchsbaum s’applique à tout A-module de type fini.

Preuve (du théorème 2.2.10). Montrons l’équivalence entre 2. et 3. On considère la suite
exacte de OD,p-modules :

0→JD,p → OD,p → OD,p/JD,p → 0.

Comme D est une hypersurface, OD,p est un anneau de Cohen-Macaulay de dimension m−1,
donc en particulier de profondeur m− 1. Comme D est réduit, la dimension de OD,p/JD,p est
au plus m − 2 et donc sa profondeur est aussi majorée par m − 2. On a donc par le lemme de
la profondeur 2.2.13,

prof(JD,p) = m− 1 ⇐⇒ prof(OD,p/JD,p) = m− 2.

Montrons à présent l’équivalence 1. ⇐⇒ 2. On considère la suite exacte de la proposi-
tion 2.1.20 :

0→ DerS,p(− logD)→ ΘS,p →JD,p → 0.

Comme ΘS,p est un OS,p-module libre, et OS,p est de profondeur m, la profondeur de ΘS,p

est m. Comme la dimension de JD,p est de dimension m− 1, on déduit du lemme 2.2.13 que

prof(DerS,p(− logD)) = m ⇐⇒ prof(JD,p) = m− 1.

On conclut en remarquant que par la formule d’Auslander-Buchsbaum, DerS,p(− logD) est libre
si et seulement s’il est de profondeur m. �

Remarque 2.2.16. L’idéal JD,p est un OD,p-module de dimension dimD = m − 1, donc la
propriété 2 du théorème 2.2.10 équivaut à dire que JD,p est un OD,p-module de Cohen-Macaulay
maximal.

Remarque 2.2.17. Une conséquence immédiate de ce théorème est que les seuls diviseurs libres
à singularités isolées sont les courbes planes.

La caractérisation suivante de la liberté est une conséquence directe de la caractérisa-
tion 2.2.10. Elle repose sur la notion d’idéal parfait.
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Définition 2.2.18 ([Mat86, Exercise 16.3]). Un idéal propre I d’un anneau noethérien A
est dit parfait si

dimprojA(A/I) = inf
{
i ∈ N ; ExtiA (A/I,A)

}
.

Remarque 2.2.19 ([Mat86, Theorem 17.4]). Le nombre inf
{
i ∈ N ; ExtiA (A/I,A)

}
est ap-

pelé le grade de I (ou de A/I). En particulier, si A est un anneau local Cohen-Macaulay, on a
ht(I) = profI(A) = grade(I) où I est la hauteur6 de I.

La caractérisation suivante de la liberté est prise comme définition dans [BC13] :

Proposition 2.2.20 ([BC13, Definition 2.2]). Un diviseur D défini par h est libre en p si

et seulement si l’idéal J(h) =
(
∂h

∂x1
, . . . ,

∂h

∂xm
, h

)
⊆ OS,p est parfait de codimension deux dans

OS,p.

Preuve. Comme OS,p est régulier, il est de Cohen-Macaulay et donc grade(J(h)) = ht(J(h)) =
m−dim(OS,p/J(h)). D’après la formule d’Auslander-Buchsbaum 2.2.14, on a dimproj(OS,p/J(h)) =
m−prof(OS,p/J(h)). Par conséquent, J(h) est parfait de codimension deux dans OS,p si et seule-
ment si dim(OS,p/J(h)) = prof(OS,p/J(h)) = m−2, c’est-à-dire si et seulement si OS,p/J(h) est
Cohen-Macaulay de dimension m−2, ce qui équivaut à la liberté de D par le théorème 2.2.10.�

La caractérisation de [DS14, Remark 4.7] est donnée pour les courbes projectives planes, et
fait appel à la notion de saturé d’un idéal. Après avoir rappelé cette définition, nous donnerons
une caractérisation de la liberté qui s’en inspire et qui du point de vue de la géométrie analy-
tique locale correspond à un énoncé sur les germes de surfaces de C3. Nous généralisons cette
caractérisation aux surfaces intersections complètes dans le chapitre 3 (voir proposition 3.3.4)
et aux surfaces Cohen-Macaulay (voir proposition 4.2.28).

Définition 2.2.21. Soit (A,m) un anneau local noethérien et I ⊆ A un idéal. Le saturé Î de
l’idéal I est :

Î =
{
g ∈ A ; ∃N ∈ N,mNg ⊆ I

}
.

Lemme 2.2.22. Soit I ⊆ A un idéal propre de A. Alors prof(A/I) = 0 si et seulement si Î 6= I.

Preuve. On note Ass(I) les idéaux premiers associés de I. En particulier,
⋃

p∈Ass(I) p est égal
à l’ensemble des diviseurs de zéro de A/I. On a, en utilisant le lemme d’évitement (voir par
exemple [dJP00, Lemma 1.1.13]) pour passer de la première à la deuxième ligne :

prof(A/I) = 0 ⇐⇒ m/I ⊆
⋃

p∈Ass(I)
p

⇐⇒ m/I ∈ Ass(I)
⇐⇒ ∃u ∈ A/I,AnnA/I(u) = m/I

=⇒∃u ∈ Î\I.

Supposons qu’il existe v ∈ Î\I. Alors par définition il existe N ∈ N∗ tel que mNv ⊆ I. Par
conséquent, m/I est constitué de diviseurs de zéro de A/I, ce qui nous donne la réciproque :
Î 6= I ⇒ prof(A/I) = 0. �

Proposition 2.2.23. Soit D ⊆ S = (C3, 0) un germe de surface singulière réduite définie par
h. Alors D est libre en 0 si et seulement si l’idéal J(h) engendré par h et les dérivées partielles
de h est saturé.

6La hauteur d’un idéal premier p est la longueur maximale d’une chaîne d’idéaux premiers inclus dans p. La
hauteur d’un idéal I est ht(I) = min {ht(p) ; p premier associé à I}.
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Preuve. On rappelle que d’après le théorème 2.2.10, D est libre si et seulement si OS/J(h) est
Cohen-Macaulay de dimension 1. Comme D est réduit, la dimension de OS,p/J(h) est au plus
1. Or, d’après le lemme 2.2.22, prof(OS,p/J(h)) = 0 si et seulement si Ĵ(h) 6= J(h), ce qui nous
donne le résultat. �

2.3 Résidus logarithmiques

2.3.1 Définition et premières propriétés

Soit π : D̃ → D la normalisation7 de l’hypersurface réduite D. On note MD (respectivement
M

D̃
) le faisceau des germes de fonctions méromorphes sur D (respectivement sur D̃).

Définition 2.3.1. Soit q ∈ N. Le faisceau des germes de q-formes différentielles sur D, ou
faisceau des germes de q-formes différentielles de Kähler, est le faisceau sur D dont la fibre en
un point p ∈ D est :

Ωq
D,p =

Ωq
S,p

hΩq
S,p + dh ∧ Ωq−1

S,p D

.

Remarque 2.3.2. En particulier, Ωq
D ⊗OD

MD = π∗
(
Ωq

D̃
⊗O

D̃
M

D̃

)
, où Ωq

D̃
est le faisceau des

germes de formes différentielles sur D̃.

Définition 2.3.3 ([Sai80, (2.2)]). Soit q ∈ N. L’application résidu

resD : Ωq(logD)→ Ωq−1
D ⊗OD

MD

est définie de la façon suivante. Soit ω ∈ Ωq(logD), et g, ξ, η satisfaisant les hypothèses du point

3. de la proposition 2.1.5, de sorte que gω = dh
h
∧ ξ + η. Alors resD(ω) = ξ

g D

.

Le résultat suivant montre que l’application résidu est bien définie.

Proposition 2.3.4 ([Sai80, (2.4)]). Soit q ∈ N et ω ∈ Ωq(logD). Soit pour j = 1, 2 des
éléments gj , ξj , ηj vérifiant (2.1). Alors

ξ1
g1 D

= ξ2
g2 D

.

Preuve. La preuve repose sur le lemme de De Rham généralisé, qui est aussi utilisé dans le cas
des intersections complètes étudiées dans le chapitre suivant.

Lemme 2.3.5 (Lemme de De Rham généralisé, [Sai76]). Soit h1, . . . , hk des germes de
fonctions holomorphes en p. On pose J(h) ⊆ OS,p l’idéal engendré par les mineurs de taille
k × k de la matrice jacobienne de (h1, . . . , hk). Il existe un entier e ∈ N tel que pour tout q ∈ N
et tout ω ∈ Ωq

S,p vérifiant ω ∧ dh1 ∧ · · · ∧ dhk = 0 on a pour tout ∆ ∈ J(h),

(∆)e ω ∈
k∑
i=1

dhi ∧ Ωq−1
S,p .

7On rappelle que la normalisation Ã d’un anneau commutatif réduit A est l’ensemble des éléments de l’anneau
total des fractions MA qui sont entiers sur A.
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Revenons à k = 1. Avec les hypothèses et notations de l’énoncé de la proposition 2.3.4, on a

dh
h
∧ (g2ξ1 − g1ξ2) = g1η2 − g2η1.

On en déduit que (g1η2 − g2η1)∧ dh = 0 et donc par le lemme 2.3.5, il existe e ∈ N tel que pour

tout i ∈ {1, . . . ,m}, il existe ζi ∈ Ωq−1
S,p tel que

(
∂h

∂xi

)e
(g1η2 − g2η1) = dh ∧ ζi. On a donc

dh ∧
((

∂h

∂xi

)e
(g2ξ1 − g1ξ2)− hζi

)
= 0.

On peut donc de nouveau appliquer le lemme 2.3.5, qui donne l’existence d’un élément σi ∈ Ωq−2
S,p

tel que (
∂h

∂xi

)2e
(g2ξ1 − g1ξ2) =

(
∂h

∂xi

)e
hζi + dh ∧ σi.

Par conséquent,
(
∂h

∂xi

)2e
(g2ξ1 − g1ξ2) = 0 ∈ Ωq−1

D,p . Comme D est réduit, il existe une combi-

naison linéaire des ∂h

∂xi
qui n’est pas un diviseur de zéro dans OD,p. Quitte à changer le système

coordonnées, on peut supposer que ∂h

∂x1
induit un non diviseur de zéro de OD,p. On en déduit

que ξ1
g1

et ξ2
g2

induisent le même élément de Ωq−1
D,p ⊗OD,p

MD,p. �

On remarque en particulier que le module des résidus de Ω0(logD) est nul.

Notation 2.3.6. Pour q ∈ N, on note Rq
D = resD

(
Ωq+1(logD)

)
le faisceau image de l’applica-

tion resD. On note RD le faisceau R0
D.

On a alors immédiatement le résultat suivant :

Proposition 2.3.7 ([Sai80, (2.5), (2.6)]). Pour tout q ∈ N on obtient la suite exacte de OS-
modules suivante :

0→ Ωq+1
S → Ωq+1(logD) resD−−−→ Rq

D → 0.

En particulier, Rq
D est un faisceau de OS-modules cohérents.

De plus, un calcul direct en utilisant (2.1) montre la propostion suivante :

Proposition 2.3.8. Les modules des résidus forment un complexe (R•D,d) pour la différentielle
extérieure. Plus précisément, pour tout q ∈ N∗ et tout ω ∈ Ωq(logD),

d (resD(ω)) = −resD(dω).

La propriété suivante est satisfaite :

Proposition 2.3.9 ([Sai80, Lemma 2.8]). Soit D un diviseur. On a l’inclusion :

π∗(OD̃
) ⊆ RD.

La preuve de la proposition 3.1.28 que nous proposons s’inspire de la preuve de ce ce résultat,
qui utilise les notions et résultats suivants.

Notation 2.3.10. Soit A un anneau réduit d’anneau total des fractions MA, et de normalisation
Ã. On pose CA =

{
g ∈MA ; g · Ã ⊆ A

}
. L’idéal CA est appelé l’idéal conducteur de Ã sur A.
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Proposition 2.3.11 ([GLS10, Lemma 4.1]). Soit IX = (h1, . . . , hr) un idéal définissant un
espace réduit équidimensionnel X de dimension n contenu dans une variété lisse de dimension
m. Soit JX l’idéal de OX engendré par les mineurs (m− n)× (m− n) de la matrice jacobienne
de (h1, . . . , hr). Alors JX est contenu dans l’idéal conducteur de X et de plus, JX contient un
non diviseur de zéro de OX .

Terminons ce paragraphe par une caractérisation des diviseurs libres Euler homogènes par
le module des résidus. Nous reviendrons sur ce résultat dans le chapitre 6 (voir remarque 6.1.28
et proposition 6.2.24).

Définition 2.3.12. Un diviseur D est dit Euler homogène en un point p ∈ D s’il existe un
germe de champ de vecteurs χ ∈ mpΘS,p et une équation locale réduite h ∈ OS,p de D en p tels
que χ(h) = h. On dit alors que χ est un champ d’Euler pour D en p.

Proposition 2.3.13 ([GS14, Proposition 5.2]). Soit p ∈ D. On suppose que D est un divi-
seur libre en p, et on note h une équation réduite de D en p. Alors :

• dh
h fait partie d’une base de Ω1

S,p(logD) si et seulement si D est Euler homogène en p,

• dh
h fait partie d’une base de Ω1

S,p(logD) si et seulement si 1 fait partie d’une famille géné-
ratrice minimale de RD,p,

• RD,p est un OD,p-module cyclique si et seulement si D est lisse en p.

2.3.2 Caractérisation des croisements normaux

Le théorème suivant est une caractérisation des hypersurfaces à croisements normaux en
codimension 1 via des propriétés des groupes fondamentaux ou du module des résidus.

Théorème 2.3.14 ([Sai80, (2.13)], [LS84], [GS14, Theorem 1.3]). Soit D une hypersur-
face réduite de S. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. les groupes fondamentaux locaux de S\D sont abéliens,

2. il existe un ensemble analytique A ⊆ D de codimension au moins 2 dans D tel que pour
tout p ∈ D\A, D est à croisements normaux au voisinage de p,

3. RD = O
D̃
.

Ce théorème a été montré en plusieurs étapes. En 1980, K. Saito montre les implications
1.⇒ 2.⇒ 3., et s’interroge sur les autres implications (voir [Sai80, (2.13)]). Il montre que dans le
cas des courbes planes, l’implication 3.⇒ 2. est vérifiée. En 1984, D.T. Lê et K. Saito montrent
l’implication 2. ⇒ 1. dans [LS84]. L’implication manquante, à savoir 3. ⇒ 2., a été démontrée
en 2012 par M. Granger et M. Schulze dans [GS14, Theorem 1.3].

Nous donnons ici quelques ingrédients de la preuve de M. Granger et M. Schulze qui nous
seront utiles dans la suite.

Commençons par un rappel sur les idéaux fractionnaires, qui sera utile dans les paragraphes
suivants.

Définition 2.3.15. Soit A un anneau commutatif de corps des fractions MA. Un idéal frac-
tionnaire de A est un sous A-module I de MA de type fini qui contient un non diviseur de
zéro.

Lemme 2.3.16 ([dJvS90, Lemma 1.6]). Soit I un idéal fractionnaire de A. Le dual de I est
par définition I∨ = HomA (I, A). Alors I∨ est un idéal fractionnaire de A et

I∨ = {f ∈MA ; f · I ⊆ A} .
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On rappelle que CA désigne l’idéal conducteur de Ã dans A. En particulier, CA = Ã∨.
La preuve de M. Granger et M. Schulze utilise en particulier la proposition suivante, que

nous généralisons dans le chapitre 3. Ce résultat est fondamental dans le chapitre 6. Notons que
RD est un idéal fractionnaire.
Proposition 2.3.17 ([GS14, Proposition 3.4]). On a la suite exacte de OS-modules :

0→ Der(− logD)→ ΘS
σD−−→ R∨D → Ext1

OS

(
Ω1(logD),OS

)
→ 0.

De plus, pour tout δ ∈ ΘS, et tout ρ ∈ RD, on a σD(δ)(ρ) = dh(δ) · ρ. En particulier, σD(ΘS) =
JD.

De plus, J ∨
D = RD.

La preuve est fondée sur l’étude du complexe double HomOS

(
Ω1
S ↪→ Ω1(logD), h : OS → OS

)
d’une part, et du complexe double HomOS

(Der(− logD) ↪→ ΘS , h : OS → OS) d’autre part. Une
chasse au diagramme permet ensuite de calculer explicitement le connectant dans chacun des
cas. Une chasse au diagramme analogue dans le cas des intersections complètes est développée
dans la preuve de la proposition 3.2.17.

On obtient alors les corollaires suivants, qui seront utiles dans le chapitre 6 :
Corollaire 2.3.18 ([GS14, Corollary 3.5]). On a la suite d’inclusions suivante :

JD ⊆ R∨D ⊆ CD ⊆ OD ⊆ O
D̃
⊆ RD.

ainsi que
Corollaire 2.3.19. Si D est libre, R∨D = JD.

Preuve. Si D est libre, Ω1(logD) est libre par définition et donc l’application σD de la propo-
sition 2.3.17 est surjective. �

La preuve précédente ne se généralise pas au cas des intersections complètes étudié dans le
chapitre 3. On propose ici une preuve alternative du corollaire, qui utilise le théorème suivant :
Théorème 2.3.20 ([dJvS90, Proposition 1.7]). Soit A un anneau local Gorenstein8. Alors
pour tout module M Cohen-Macaulay maximal, M∨ = HomA (M,A) est un module de Cohen-
Macaulay maximal. De plus, le foncteur −∨ renverse les inclusions et est une involution sur les
modules de Cohen-Macaulay maximaux.

Par le théorème 2.2.10, si D est libre alors JD est Cohen-Macaulay maximal, et de plus par
la proposition 2.3.17, J ∨

D = RD. Par le théorème 2.3.20, on a donc R∨D = (J ∨
D )∨ = JD.

La preuve de l’implication 3. ⇒ 2. du théorème 2.3.14 utilise aussi le résultat de R. Piene
suivant, que nous utiliserons dans le chapitre 6 pour des intersections complètes.
Définition 2.3.21. Soit C une intersection complète et π : C̃ → C la normalisation. L’ idéal de
ramification ΠC ⊆ O

C̃
de π est le 0ième idéal de Fitting du faisceau des formes différentielles

relatives Ω1
C̃/C

:

ΠC = F 0
O

C̃

(
Ω1
C̃/C

)
.

Dans le cas d’une intersection complète C de S définie par une suite régulière (h1, . . . , hk),
l’idéal jacobien JC est l’idéal de OC = OS/(h1, . . . , hk) engendré par les mineurs de taille (k×k)
de la matrice jacobienne de (h1, . . . , hk). On a alors la relation suivante :
Proposition 2.3.22 ([Pie79, Corollary 1, Proposition 1]). Soit C une intersection com-
plète. On a

JCO
C̃

= CCΠC .

8Un anneau A est dit Gorenstein si le module dualisant ωA est un A-module libre de rang 1. (voir corol-
laire 2.3.27 pour la notion de module dualisant).
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2.3.3 Autres interprétations du module des résidus

Nous terminons ce chapitre en donnant la relation entre les modules des résidus et les formes
régulières méromorphes. Dans la mesure où cette relation apparaît aussi dans le cas non hyper-
surface, on donne directement les définitions générales.

On suit la présentation des formes régulières méromorphes de [Bar78] proposée dans [Ale90].
Soit X un sous-espace analytique réduit équidimensionnel de dimension n de la variété

complexe lisse S. On note m la dimension de S, et k la codimension de X.
Soit Z ⊆ X le lieu singulier9 de X. On note H•Z(−) le foncteur de cohomologie locale à

support dans Z (voir par exemple [Har67]), et j : X\Z ↪→ Z l’inclusion naturelle. On a alors
pour tout q ∈ N une suite exacte de OX -modules :

0→ H0
Z(Ωq

X)→ Ωq
X → j∗j

∗Ωq
X

∂−→ H1
Z(Ωq

X)→ 0. (2.2)

Définition 2.3.23. Soit C une intersection complète définie sur un ouvert U de S par une suite
régulière (h1, . . . , hk). On considère le morphisme

cSC : Ωq
C → ExtkOS

(
OC ,Ωq+k

S

)
= Ȟk−1

(
U\C,Ωq+k

S

)
tel que pour ν ∈ Ωq

C , c
S
C est le cocycle de Čech de la forme

ν ∧ dh1
h1
∧ · · · ∧ dhk

hk
.

Alors cSC est appelé la classe fondamentale de C dans S.

Remarque 2.3.24. On peut en fait définir une classe fondamentale pour tout espace équidi-
mensionnel X de S. On la note cSX . (voir chapitre 4).

En particulier, ce morphisme induit un morphisme

H1
Z(cSC) : H1

Z(Ωq
C)→ H1

Z

(
ExtkOS

(
OC ,Ωq+k

S

))
.

Définition 2.3.25 ([Bar78, Définition fondamentale]). Soit X un sous-espace analytique
réduit équidimensionnel de S. Soit q ∈ N. Le faisceau des q-formes régulières méromorphes sur
X est le faisceau ωqX défini par :

ωqX = Ker
(
H1
Z(cZX) ◦ ∂ : j∗j∗Ωq

X → H1
Z

(
ExtkOS

(
OX ,Ωq+k

S

)))
. (2.3)

Lemme 2.3.26 ([Bar78, Lemme 4]). Soit C une intersection complète définie par une suite
régulière (h1, . . . , hk). On a alors la suite exacte suivante :

0→ ωqC
cS

C−→→ ExtkOS

(
OC ,Ωq+k

S

)
E−→
(
ExtkOS

(
OC ,Ωq+k+1

))k
(2.4)

où E (ζ) = (ζ ∧ dh1, . . . , ζ ∧ dhk).

Corollaire 2.3.27. Le morphisme cSC induit un isomorphisme de ωm−kC sur le module dualisant
de Grothendieck ωC = ExtkOS

(OC ,Ωm
S ).

Proposition 2.3.28 ([Bar78, Proposition 3]). Soit X un espace réduit équidimensionnel de
dimension n. Pour tout q ∈ N on a un isomorphisme de faisceaux cohérents sur X :

Aq : ωqX → HomOX

(
Ωm−k−q
X , ωnX

)
où pour ω ∈ ωqX et η ∈ Ωm−k−q

X on a Aq(ω)(η) = η ∧ ω.
9ou un espace analytique contenant le lieu singulier et inclus dans X, voir [Bar78, §1, Remarque].
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Revenons enfin au cas d’un diviseur de S.

Théorème 2.3.29 ([Ale90, §4, Theorem]). Soit D une hypersurface réduite de S. Alors
pour tout q ∈ N, les modules Rq

D et ωqD sont isomorphes.

Remarque 2.3.30. Une autre façon de voir les modules ωqX consiste à utiliser les symboles
résidus définis dans [Ker83]. Cette description est détaillée dans le chapitre 4.





Chapitre 3

Formes multi-logarithmiques d’une
intersection complète et liberté

Considérons une intersection complète réduite C de codimension k dans une variété lisse S.
Soit (h1, . . . , hk) une suite régulière définissant C telle que IC =

∑k
i=1 hiOS est radical. Des

généralisations des notions de formes différentielles logarithmiques (voir définition 3.1.4), champs
de vecteurs logarithmiques (voir définition 3.2.1) et liberté (voir définition 3.3.1) du chapitre 2
sont proposées dans [Ale12] et [GS12].

Le résultat principal de ce chapitre est la caractérisation de la liberté de C grâce à la
dimension projective du module des k-formes différentielles multi-logarithmiques (voir théo-
rème 3.1.15) : C est libre si et seulement si la dimension projective du module des k-formes
multi-logarithmiques est k− 1, ce qui équivaut au fait que la dimension projective de Ωk(logC)
est inférieure ou égale à k − 1.

Au début de ce chapitre, nous rappelons les définitions des objets considérés et éclaircis-
sons les dépendances de ces objets quant au choix des équations (h1, . . . , hk) (voir proposi-
tions 3.1.10, 3.1.24 et 3.1.21). Nous comparons les deux variantes de la définition de formes
multi-logarithmiques proposées dans [AT01] et [Ale12] (voir proposition 3.1.33). Nous montrons
ensuite que le module des formes différentielles de degré un le long du diviseur D défini par le
produit h = h1 · · ·hk satisfait une propriété de décomposition (voir proposition 3.1.45). Dans le
cas où D est libre et k = 2, cela implique en particulier que D est splayed (voir définition 3.1.47
et proposition 3.1.49).

Nous rappelons la définition de champs de vecteurs multi-logarithmiques proposée dans
[GS12] (voir définition 3.2.5). Nous montrons que les champs de vecteurs logarithmiques de C
permettent de construire des champs de vecteurs multi-logarithmiques (voir proposition 3.2.6).
En revanche, comme le montre l’exemple 3.2.10, on n’obtient pas nécessairement tous les champs
de vecteurs multi-logarithmiques de cette façon.

Nous montrons que les modules de k-champs de vecteurs multi-logarithmiques et de k-formes
différentielles multi-logarithmiques vérifient une forme de dualité (voir proposition 3.2.13) qui
généralise la dualité entre Ω1(logD) et Der(− logD) que nous avons rappelée dans la propo-
sition 2.1.23. Nous proposons ensuite une preuve de la OC-dualité entre l’idéal jacobien et le
module des résidus qui reprend le principe de la preuve de [GS14, Proposition 3.4] (voir propo-
sition 3.2.17).

Nous nous intéressons ensuite aux caractérisations de la liberté. La définition que nous don-
nons est celle proposée dans [GS12] : une intersection complète singulière C est libre si le lieu
singulier muni de la structure donnée par OC/JC , avec JC l’idéal jacobien, est Cohen-Macaulay
de codimension un dans C.

43
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Nous montrons que la liberté de C se caractérise par le fait que la dimension projective du
module des k-champs de vecteurs multi-logarithmiques est minimale (voir proposition 3.3.5).
Nous généralisons aussi la caractérisation de [BC13] que nous avons déjà mentionnée dans le
chapitre précédent (voir proposition 3.3.2).

Le reste du chapitre est consacré à la preuve du résultat principal.

Dans le cas d’une intersection complète libre, nous montrons que les ExtqOS

(
Ωk(logC),OS

)
et ExtqOS

(
Derk(− logC),OS

)
sont concentrés en degrés 0 et k − 1. Nous montrons de plus

que Extk−1
OS

(
Ωk(logC),OS

)
est isomorphe au module Derk(− logC)/ICDerk(− logC), et que

Extk−1
OS

(
Derk(− logC),OS

)
= RC (voir corollaire 3.3.21 et proposition 3.3.23).

Ce chapitre suit en grande partie les paragraphes 2, 3 et 4 et l’annexe de l’article [Pol16].

3.1 Formes multi-logarithmiques et multi-résidus

3.1.1 Définition

Soit S une variété complexe lisse de dimension m > 2 et OS le faisceau des germes de
fonctions holomorphes sur S. On fixe k ∈ {1, . . . ,m− 1}.

Soit p ∈ S et h = (h1, . . . , hk) ∈ OS,p. Dans la suite, nous supposons que la suite (h1, . . . , hk)
satisfait les conditions :

Conditions 3.1.1.

1) (h1, . . . , hk) est une suite régulière de OS,p,

2) l’idéal IC :=
∑k
i=1 hiOS,p est radical.

Pour les énoncés portant sur les faisceaux, on pourra considérer un ouvert U de S pour lequel
les équations (h1, . . . , hk) convergent et définissent une intersection complète réduite.

Les notations suivantes sont fixées pour le reste du chapitre.

Notation 3.1.2. Pour tout i ∈ {1, . . . , k}, on note Di l’hypersurface de S définie par hi, et
D = D1∪· · ·∪Dk l’hypersurface de S définie par h := h1 · · ·hk. Pour tout j ∈ {1, . . . , k}, on note
D̂j l’hypersurface définie par ĥj := h1 · · ·hj−1hj · · ·hk. On pose aussi pour I = {i1, . . . , i`} ⊆
{1, . . . ,m}, dxI = dxi1 ∧ · · · ∧ dxi` .

Notation 3.1.3. On note C = D1∩· · ·∩Dk ⊆ S l’intersection complète définie par (h1, . . . , hk).
On note OC := OS/IC le faisceau des germes de fonctions sur C. On pose n := dimC = m− k.

Définition 3.1.4. Soit p ∈ S, q ∈ N et ω ∈ Ωq
S,p(D). On dit que ω est une forme différentielle

multi-logarithmique le long de C pour les équations (h1, . . . , hk) si

∀j ∈ {1, . . . , k} ,dhj ∧ ω ∈
k∑
i=1

Ωq+1
S,p

(
D̂i

)
= 1
h

ICΩq+1
S . (3.1)

On note Ωq(logC, h) le faisceau des germes de formes différentielles multi-logarithmiques le long
de C pour les équations (h1, . . . , hk).

Exemple 3.1.5. Quelle que soit l’intersection complète C, on a dh1 ∧ · · · ∧ dhk
h

∈ Ωk(logC, h)

et pour tout q ∈ N,
∑k
i=1 Ωq

S

(
D̂i

)
⊆ Ωq(logC, h).
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Remarque 3.1.6. Si k = 1, on a pour tout q ∈ N, 1
hICΩq

S = Ωq
S et donc en particulier, le

faisceau des formes différentielles multi-logarithmiques de la définition 3.1.4 coïncide avec le
faisceau des formes différentielles logarithmiques de la définition 2.1.1.

Exemple 3.1.7. Considérons S = (C3, 0) et la courbe quasi-homogène C de paramétrage
(t4, t6, t7). On peut vérifier que l’idéal radical de C est engendré par la suite régulière (h1, h2)
où h1 = x3 − y2 et h2 = x2y − z2. En particulier, C est une intersection complète réduite.
On a dh1 = 3x2dx − 2ydy et dh2 = 2xydx + x2dy − 2zdz. Considérons la forme différentielle
méromorphe

ω0 = 4xdy ∧ dz − 6ydx ∧ dz + 7zdx ∧ dy
h1h2

.

Cette forme différentielle s’obtient à partir du champ d’Euler χ = 4x∂x + 6y∂y + 7z∂z en
considérant le produit intérieur 1

h iχ(dx ∧ dy ∧ dz).

On vérifie que dh1 ∧ ω0 = 12dx ∧ dy ∧ dz
h2

et dh2 ∧ ω0 = 14dx ∧ dy ∧ dz
h1

. Donc ω0 ∈

Ω2(logC, h).
Nous reviendrons sur cet exemple dans la suite de ce chapitre.

Remarque 3.1.8. Dans le cas des courbes quasi-homogènes, on déterminera explicitement dans
la partie 6.1 une résolution libre du module Ωm−1(logC, h), et donc en particulier une famille
génératrice.

Remarque 3.1.9. Pour toute intersection complète réduite C on a Ωm(logC, h) = 1
h

Ωm
S .

Proposition 3.1.10. Pour tout q ∈ N, le faisceau Ωq(logC, h) est cohérent. De plus, le fais-
ceau h · Ωq(logC, h) ne dépend pas du choix des équations (h1, . . . , hk) définissant l’intersection
complète C.

Preuve. Le faisceau h · Ωq(logC, h) est le noyau du morphisme de faisceaux cohérents :

Ωq
S →

(
Ωq+1
S

ICΩq+1
S

)k
ω 7→ (dh1 ∧ ω, . . . , dhk ∧ ω) .

De plus, le noyau de cette application ne dépend pas du choix d’équations. En effet, si
(f1, . . . , fk) est une suite régulière définissant la même intersection complète réduite C, les
idéaux

∑k
i=1 hiOS et

∑k
i=1 fiOS sont égaux. Il existe donc A = (aij) ∈ Mk(OS) telle que

(f1, . . . , fk)t = A(h1, . . . , hk)t. Alors pour tout j ∈ {1, . . . , k}, dfj =
∑k
i=1 (hidaji + ajidhi),

donc h ·Ωq(logC, h) ⊆ f ·Ωq(logC, f). On obtient l’égalité en échangeant les rôles de (h1, . . . , hk)
et (f1, . . . , fk). �

Remarque 3.1.11. Les faisceaux Ωq(logC, h) dépendent du choix des équations de C. Par
exemple, considérons S = C3 et h1 = x1, h2 = x2. Alors f1 = x1, f2 = x1 + x2 définissent la
même intersection complète C. On a 1

x1+x2
∈ Ω0(logC, f) mais 1

x1+x2
/∈ Ω0(logC, h).

Remarque 3.1.12. Contrairement au cas des hypersurfaces (voir proposition 2.1.10), les mo-
dules Ωq(logC, h) ne sont pas stables par différentiation dès que k > 2. En effet, on a 1

h1
∈

Ω0(logC, h), mais d
( 1
h1

)
= − 1

h2
1
dh1 n’est pas à pôles simples le long de D, et donc d

( 1
h1

)
/∈

Ω1(logC, h).
Une variante des modules Ωq(logC, h) qui autorise des pôles d’ordre arbitraire (voir défini-

tion 3.1.29) permet d’avoir la stabilité par différentiation, mais les modules considérés ne sont
plus de type fini. Les deux définitions sont en fait liées (voir proposition 3.1.33), et en particulier
définissent les mêmes modules de résidus (voir définition 3.1.17 et lemme 3.1.38).
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Remarque 3.1.13. Les modules de formes différentielles multi-logarithmiques, que ce soit avec
la définition 3.1.4 ou la variante 3.1.29, ne sont pas stables par produits extérieurs. Le problème
vient du fait que 1

hIC et
∑

OS(?D̂i) ne sont pas stables par produit.

Notation 3.1.14. Pour simplifier les notations, on pose pour tout q ∈ N,

Ω̃q
h :=

k∑
i=1

Ωq
S

(
D̂i

)
= 1
h

ICΩq
S .

On pose aussi Σh = Ω̃0
h =

k∑
i=1

1
ĥi

OS = 1
h

IC .

Le théorème suivant généralise la caractérisation 3. de la proposition 2.1.5.

Théorème 3.1.15 ([Ale12, §3, Theorem 1]). Soit q ∈ N, p ∈ S et ω ∈ Ωq
S,p(D). Alors

ω ∈ Ωq
S,p(logC, h) si et seulement s’il existe une fonction holomorphe g ∈ OS,p n’induisant pas

un diviseur de zéro dans OC,p, une (q − k)-forme différentielle holomorphe ξ et une q-forme
différentielle méromorphe η ∈ Ω̃q

h telles que :

gω = dh1 ∧ · · · ∧ dhk
h

∧ ξ + η. (3.2)

Corollaire 3.1.16. Pour q < k, Ωq(logC, h) = Ω̃q
h.

3.1.2 Multi-résidus

De même que dans le cas des hypersurfaces, le théorème 3.1.15 permet de définir la notion
de multi-résidu.

Pour q ∈ N, on note Ωq
C,p le module des différentielles de Kähler le long de C, qui vérifie :

Ωq
C,p =

Ωq
S,p

(h1, . . . , hk)Ωq
S,p + dh1 ∧ Ωq−1

S,p + · · ·+ dhk ∧ Ωq−1
S,p C

=
Ωq
S,p

dIC,p ∧ Ωq−1
S,p C

.

On désigne par C̃ la normalisation de C, et par MC,p l’anneau total des fractions de OC,p.

Définition 3.1.17. Soit q ∈ N, p ∈ S et ω ∈ Ωq
S,p(logC). Soit g ∈ OS,p, ξ ∈ Ωq−k

S,p et η ∈ Ω̃q
h

satisfaisant les propriétés du théorème 3.1.15. Le multi-résidu de ω est défini par :

resC,h(ω) = ξ

g C

∈MC,p ⊗OS,p
Ωq−k
C,p =

(
π∗
(
M

C̃
⊗O

C̃
Ωq−k
C̃

))
p
.

Le résultat suivant se montre de façon tout à fait analogue à la proposition 2.3.4 en utilisant
le lemme de de Rham 2.3.5.

Proposition 3.1.18 ([Ale12, §4, Proposition 2]). Le multi-résidu de ω ∈ Ωq
S,p(logC, h) ne

dépend pas du choix de g, ξ, η.

Notation 3.1.19. On pose Rq−k
C,h := resC,h

(
Ωq
S,p(logC, h)

)
. Dans le cas q = k, on note RC,h :=

R0
C,h. En particulier, pour q < k, Rq−k

C,h = 0.

Proposition 3.1.20 ([Ale12, §4 Lemma 1]). Soit q ∈ N. La suite suivante est une suite
exacte de OS-modules :

0→ Ω̃q
h → Ωq(logC, h)

resC,h−−−−→ Rq−k
C,h → 0. (3.3)

En particulier, le faisceau Rq−k
C,h est cohérent.
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Preuve. Il suffit de montrer que le noyau de l’application resC,h est Ω̃q
h. Soit ω ∈ Ωq(logC, h)

et g, ξ, η vérifiant les conditions du théorème 3.1.15. Si resC,h(ω) = 0, cela implique que ξ ∈∑k
i=1 hiΩ

q−k
S , et donc gω ∈ Ω̃q

h, ou encore ghω ∈ ICΩq
S . Comme g est un non diviseur de zéro

de OC , on a hω ∈ ICΩq
S , et donc ω ∈ Ω̃q

h. �

Nous avons déjà signalé dans la proposition 3.1.10 que les modules h · Ωq
S,p(logC, h) pour

q ∈ N ne dépendent pas du choix des équations définissant C. Concernant les modules des
multi-résidus, nous avons la proposition suivante :

Proposition 3.1.21. Soit q > k. Le module des multi-résidus Rq−k
C,h ne dépend pas du choix

des équations (h1, . . . , hk) définissant le germe d’intersection complète C. Plus précisément, si
(f1, . . . , fk) est une autre suite régulière définissant C, et A = (aij)16i,j6k ∈Mk(OS,p) telle que
(f1, . . . , fk)t = A(h1, . . . , hk)t on a pour tout α ∈ f · Ωq(logC, f),

resC,h
(
α

h

)
= det(A)resC,f

(
α

f

)
.

Preuve. Pour tout j ∈ {1, . . . , k} on a dfj =
∑k
i=1 (hidaji + ajidhi). Il existe donc ν ∈ ICΩk

S

tel que
df1 ∧ · · · ∧ dfk = det(A) · dh1 ∧ · · · ∧ dhk + ν.

Soit α ∈ f ·Ωq(logC, f) et g, ξ, η satisfaisant les conditions du théorème 3.1.15 pour la suite
régulière (f1, . . . , fk). On a donc :

gα = df1 ∧ · · · ∧ dfk ∧ ξ + fη

= dh1 ∧ · · · ∧ dhk ∧ (det(A)ξ) + ν ∧ ξ + fη.

De plus, vu que fη ∈ ICΩq
S et ν ∈ ICΩk

S , on a ν ∧ ξ + fη

h
∈ Ω̃q

h = 1
hICΩq

S . Par conséquent,

on en déduit que resC,h
(
α

h

)
= det(A)ξ

g
= det(A)resC,f

(
α

f

)
. �

Remarque 3.1.22. Une conséquence de la proposition 3.1.21 est qu’on ne peut pas définir de
façon intrinsèque une application "multi-résidu" entre les modules intrinsèques h · Ωq(logC, h)
et RC,h.

Notation 3.1.23. Au vu des propositions 3.1.10 et 3.1.21, nous utilisons dorénavant les nota-
tions Ωq(logC), Ω̃q, Rq−k

C et resC où la suite régulière est implicitement (h1, . . . , hk).

La proposition suivante montre que l’on peut supposer quem est la dimension de plongement
de C.

Proposition 3.1.24. Soit ` ∈ {1, . . . , k}. On suppose que pour tout i ∈ {1, . . . , `} on a hi = xi,
et que pour i > ` + 1, hi ∈ C{x`+1, . . . , xm}. On pose C ′ = D`+1 ∩ . . . ∩ Dk ⊆ Cm−`, de sorte
que C = {0} × C ′. Alors pour tout q > ` :

Ωq(logC) = 1
x1 · · ·x`

Ωq−`(logC ′) ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dx` + Ω̃q
(h1,...,hk).

Remarque 3.1.25. Notons que si (h1, . . . , hk) est une suite régulière dans laquelle h1 définit
une hypersurface lisse, il existe un système de coordonnées (x′1, . . . , x′m) dans lequel l’équa-
tion h1 devient h′1 = x′1, et on peut remplacer les équations h′2, . . . , h′k par les équations
h′2(0, x′2, . . . , x′m), . . . , h′k(0, x′2, . . . , x′m). En recommençant éventuellement si certaines équations
définissent encore une hypersurface lisse, on obtient dans un système de coordonnées convenable
une suite régulière satisfaisant les hypothèses de la proposition 3.1.24, avec ` = rang(dhi(0)).
En particulier, m− ` est la dimension de plongement de C.
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Preuve (de la proposition 3.1.24). Soit ω = 1
h

∑
aIdxI . Alors par définition ω ∈ Ωq(logC)

si et seulement si pour tout i ∈ {1, . . . , k}, dhi ∧ ω ∈ Ω̃q+1
h1,...,hk

. En particulier, pour tout i ∈
{1, . . . , `}, on a dxi ∧ ω ∈ Ω̃q+1

(h1,...,hk). Cela implique que pour tout I tel que {1, . . . , `} 6⊆ I,
aI ∈ (h1, . . . , hk). Les termes de la forme a{1,...,`}∪I′ avec |I ′| = q − ` et I ′ ⊆ {`+ 1, . . . , k}
peuvent se décomposer en a{1,...,`}∪I′ = bI′ +

∑`
j=1 xjcI,j avec bI′ ∈ C {x`+1, . . . , xm} et cI,j ∈

C {x1, . . . , xm}. On peut donc écrire

ω = 1
x1 · · ·x`

ω′ ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dx` + η

avec η ∈ Ω̃q
(h1,...,hk) et ω′ = 1

h`+1 · · ·hk

∑
I′⊆{`+1,...,k}
|I′|=q−`

bI′dxI′ .

Comme h`+1, . . . , hk ∈ C{x`+1, . . . , xm}, pour tout i ∈ {1, . . . , k}, la condition

dhi ∧
1

x1 · · ·xk
ω′ ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dx` ∈ Ω̃q+1

(h1,...,hk)

est équivalente à la condition dhi ∧ ω′ ∈ Ω̃q−`+1
(h`+1,...,hk). Par conséquent, ω ∈ Ωq(logC) si et

seulement si ω′ ∈ Ωq−`(logC ′). D’où le résultat. �

Corollaire 3.1.26. En conservant les mêmes hypothèses et notations, pour tout q > k, le module
Rq−k
C est égal au OC-module Rq−k

C′ .

La proposition suivante généralise la proposition 2.3.9. C’est une conséquence de [Sch16,
Proposition 2.1] et du théorème 3.1.40. Nous en proposons ici une preuve directe qui se rapproche
de celle de K. Saito dans le cas des hypersurfaces, et qui ne fait pas appel au théorème 3.1.40.

Notation 3.1.27. Soit p ∈ S. On note JC,p l’idéal jacobien de C en p, qui est l’idéal de
OC,p engendré par les mineurs maximaux de la matrice jacobienne de (h1, . . . , hk). Cet idéal est
indépendant du choix des équations de C.

Proposition 3.1.28. Soit p ∈ S. On a :(
π∗OC̃

)
p
⊆ RC,p.

Preuve. Pour simplifier les notations, on note O
C̃
au lieu de (π∗(OC̃

)p, OC pour OC,p, etc...
Soit α ∈ O

C̃
. D’après la proposition 2.3.11, pour tout g ∈JC , on a gα ∈ OC .

Pour tout sous-ensemble J ⊆ {1, . . . ,m} de cardinal k, on note ∆J ∈ OS le mineur maximal
de la matrice jacobienne de (h1, . . . , hk) relatif à J . Alors il existe aJ ∈ OS tel que sa classe dans
OC vérifie ∆Jα = aJ . Soit I, J deux sous-ensembles de cardinal k de {1, . . . ,m}. Alors l’égalité
∆I∆Jα−∆J∆Iα = 0 dans OC se relève en une égalité :

∆IaJ −∆JaI = h1b
IJ
1 + · · ·+ hkb

IJ
k ∈ OS .

On pose ω =
∑
|J |=k aJdxJ

h
∈ Ωk

S(D). L’égalité précédente donne :

∆Iω =
∑
J ∆IaJdxJ

h
= aI

h

∑
J

∆JdxJ + η avec η ∈ Ω̃k

= aI
dh1 ∧ · · · ∧ dhk

h
+ η.

La proposition 2.3.11 assure l’existence d’une combinaison linéaire
∑
cI∆I qui induit un non

diviseur de zéro dans OC . On a alors resC,h(ω) =
∑
cIaI∑
cI∆I

= α ∈ RC . �
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3.1.3 Pôles arbitraires

La définition de Ω•(logC) que nous avons adoptée est celle proposée par A.G. Aleksandrov
dans [Ale12]. Dans les travaux antérieurs de A. Tsikh et A.G. Aleksandrov (voir [AT01], [AT08]),
une variante de la définition faisant apparaître des pôles d’ordre arbitraire le long de D est
proposée.

Notre choix permet de considérer des OS-modules de type fini, ce qui est essentiel pour notre
théorème 3.3.7. Cependant, la remarque 3.1.12 montre que les modules Ω•(logC) ne forment
pas un complexe pour la différentielle d.

Pourtant, l’isomorphisme 3.1.40 montre que les modules des résidus R•C forment un complexe
pour la différentielle d.

L’objectif de ce paragraphe est d’éclaircir le lien entre les deux définitions de formes multi-
logarithmiques, et d’en déduire directement que (R•C , d) est un complexe, sans utiliser l’isomor-
phisme 3.1.40.

Rappelons que pour q ∈ N, Ωq(?D) désigne le module des q-formes méromorphes à pôles
d’ordre arbitraire le long de D.

Définition 3.1.29 ([AT01], [AT08]). Soit q ∈ N et ω ∈ Ωq(?D). On dit que ω est une forme
différentielle multi-logarithmique le long de C à pôles d’ordre arbitraire le long de D, ou forme
multi-logarithmique à pôles arbitraires, si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. pour tout j ∈ {1, . . . , k}, hjω ∈
∑k
i=1 Ωq

(
?D̂i

)
,

2. pour tout j ∈ {1, . . . , k}, dhj ∧ ω ∈
∑k
i=1 Ωq+1

(
?D̂i

)
.

On note Ωq(logC) le faisceau des formes multi-logarithmiques à pôles arbitraires.

Pour simplifier les notations, on pose Ω̃q =
∑k
i=1 Ωq

(
?D̂i

)
.

Remarque 3.1.30. La définition ci-dessus donne un module différent de Ω•(logC) dès que
k > 2. En effet, on vérifie par exemple que 1

h2
1
∈ Ω0(logC) mais 1

h2
1
/∈ Ω0(logC).

Avec la définition ci-dessus, on retrouve une propriété proche de la définition 2.1.1 du cas
hypersurface, qui de plus permet de montrer la stabilité par d de

⊕
q∈N Ωq(logC).

Proposition 3.1.31 ([AT08, Proposition 1.1]). Soit q ∈ N et ω ∈ Ωq(?D). Alors ω ∈
Ωq(logC) si et seulement si pour tout j ∈ {1, . . . , k}, hjω ∈ Ω̃q et hjdω ∈ Ω̃q+1.

Preuve. En remarquant que pour tout q ∈ N, Ω̃q est stable par d, la proposition est une
conséquence directe de la règle de Leibniz d(hjω) = dhj ∧ ω + hjdω. �

Corollaire 3.1.32. Soit q ∈ N. Si ω ∈ Ωq(logC), alors dω ∈ Ωq+1(logC).

Preuve. Par la proposition 3.1.31 on a pour tout j ∈ {1, . . . , k}, hjdω ∈ Ω̃q+1 et d(dω) = 0. �

Notre objectif est maintenant de déterminer le lien entre les deux définitions de formes
multi-logarithmiques. Nous avons déjà vu que les définitions ne sont pas équivalentes (voir
remarque 3.1.30). Le résultat suivant donne une relation simple entre les modules Ωq(logC) et
Ωq(logC) :

Proposition 3.1.33. Pour tout q ∈ N on a l’égalité :

Ωq(logC) = Ωq(logC) + Ω̃q.
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Établissons d’abord le lemme suivant :

Lemme 3.1.34 ([CMNM02, Lemma 2.3]). Soit A un anneau local et (a1, . . . , ak) une suite
régulière de A. Pour p ∈ {1, . . . , k}, s’il existe α ∈ A, (s1, . . . , sk) ∈ Nk et (n1, . . . , np) ∈ Np tels
que αas1

1 · · · a
sk
k ∈

∑p
i=1 a

si+ni
i A alors α ∈

∑p
i=1 a

ni
i A.

Preuve. On montre le cas p = k, qui est celui qui nous intéresse dans la suite. Il existe donc
c1, . . . , ck ∈ A tels que :

as1
1 · · · a

sk
k α = c1a

s1+n1
1 + · · ·+ cka

sk+nk
k .

On a donc :
as1

1
(
as2

2 · · · a
sk
k α− a

n1
1 c1

)
∈
(
as2+n2

2 , . . . , ask+nk
k

)
.

Comme l’anneau A est local, la suite
(
as2+n2

2 , . . . , ask+nk
k , as1

1

)
est une suite régulière, et donc

as2
2 · · · a

sk
k α ∈

(
an1

1 , as2+n2
2 , . . . , ask+nk

k

)
.

En itérant cette méthode en permutant l’ordre des éléments de la suite régulière à chaque
fois, on obtient le résultat attendu. �

Preuve (de la proposition 3.1.33). L’inclusion Ωq(logC) + Ω̃q ⊆ Ωq(logC) est claire. Pour
l’autre inclusion, nous fixons un point p ∈ D et on montre l’égalité des fibres des faisceaux. Pour
ne pas alourdir les notations, on n’écrit pas l’indice p dans les différents modules impliqués.

Soit ω ∈ Ωq(logC). Pour tout I ⊆ {1, . . . ,m} tel que |I| = q, il existe aI ∈ OS et nI ∈ Nk

qui vérifient1 d’une part la condition aI /∈ (hn
I
1

1 , . . . , h
nI

k
k ) et d’autre part la condition pour tout

j ∈ {1, . . . , k}, aI /∈ (hj) et tels qu’il existe η ∈ Ω̃q vérifiant :

ω =
∑
I

aIdxI
h
nI

1
1 · · ·h

nI
k
k

+ η.

On notera que l’on n’impose pas aI /∈ (h1, . . . , hk).
Montrons que l’on peut prendre pour tout I, nI = (1, . . . , 1).
Comme ω ∈ Ωq(logC), on a h1ω ∈ Ω̃q. Fixons I ⊆ {1, . . . ,m} tel que |I| = q. Il existe

(b1, . . . , bk) ∈ Ok
S et pour tout j ∈ {1, . . . , k}, m(j) = (m(j)

1 , . . . ,m
(j)
k ) ∈ Nk avec m(j)

j = 0, tels
que

aI

h
nI

1−1
1 h

nI
2

2 · · ·h
nI

k
k

=
k∑
j=1

bj

hm
(j) ∈ Ω̃q.

où hm(j) = h
m

(j)
1

1 · · ·hm
(j)
k

k . Pour simplifier les notations, on pose pour tout j ∈ {1, . . . , k} nj = nIj ,
et n′ = (n1 − 1, n2, . . . , nk). On pose pour tout i ∈ {1, . . . , k}, pi = maxj∈{1,...,k}m

(j)
i . On a :

aI

hn
′ = hp−m

(1)
b1 + · · ·+ hp−m

(k)
bk

hp
.

En particulier, aIhp−n
′ est holomorphe. De plus, par hypothèse, pour tout i ∈ {1, . . . , k},

aI /∈ (hi), et la suite (h1, . . . , hk) est régulière, donc pour tout i ∈ {1, . . . , k}, pi > n′i. Puisque

1Si aI ∈ (hnI
1

1 , . . . , h
nI

k
k ), alors aI dxI

h
nI

1
1 ···h

nI
k

k

∈ Ω̃q et on remplace η par η+ aI dxI

h
nI

1
1 ···h

nI
k

k

. Si aI ∈ (hi) on peut simplifier

par hi, ce qui diminue l’exposant de hi au dénominateur de 1. On recommence si nécessaire pour que les conditions
soient satisfaites.



3.1. FORMES MULTI-LOGARITHMIQUES ET MULTI-RÉSIDUS 51

pour tout j ∈ {1, . . . , k}, m(j)
j = 0, on a hp−n′aI ∈

(
hp1

1 , . . . , h
pk
k

)
. Le lemme 3.1.34 donne alors

aI ∈
(
hn1−1

1 , hn2
2 , . . . , hnk

k

)
, de sorte que

aIdxI
hn

= cIdxI
h1h

n2
2 · · ·h

nk
k

+ η′

avec η′ ∈ Ω̃q et cI ∈ OS . En itérant le processus, on peut montrer qu’il existe une q-forme
ω′ ∈ 1

hΩq
S à pôles simples le long de D et η′′ ∈ Ω̃q tels que

ω = ω′ + η′′.

Pour tout j ∈ {1, . . . , k}, dhj ∧ ω ∈ Ω̃q+1, donc dhj ∧ ω′ ∈ Ω̃q+1. Comme ω′ est à pôles
simples, il existe (bK)|K|=k tels que dhj ∧ ω′ =

∑
|K|=q+1

bKdxK
h1···hk

. Alors pour tout K et tout
j ∈ {1, . . . , k}, comme dhj ∧ ω′ appartient au module à pôles d’ordre arbitraire Ω̃q+1, il existe
des exposants m(j) vérifiant m(j)

j = 0 et des éléments βKj ∈ OS tels que :

bK
h1 · · ·hk

= βK1

h
m1

2
2 · · ·h

m1
k

k

+ · · ·+ βKk

h
mk

1
1 · · ·h

mk
k−1

k−1

=
k∑
j=1

βKj

hm
(j) .

Le lemme 3.1.34 peut être utilisé dans une preuve semblable à la preuve précédente pour
montrer que dhj ∧ ω′ ∈ Ω̃q, et donc ω′ ∈ Ωq(logC). Cela termine la preuve de la proposi-
tion 3.1.33. �

Le résultat suivant est alors une conséquence directe de la proposition 3.1.33 et du théo-
rème 3.1.15 :

Corollaire 3.1.35 ([AT08, Proposition 1.1]). Soit ω ∈ Ωq(logC). Il existe g ∈ OS induisant
un non diviseur de zéro dans OC , une (q − k)-forme holomorphe ξ ∈ Ωq−k

S , et η ∈ Ω̃q tels que

gω = dh1 ∧ · · · ∧ dhk
h1 · · ·hk

∧ ξ + η.

Remarque 3.1.36. La preuve de [AT08, Proposition 1.1] traite le cas des formes à pôles
simples, mais il manque le cas des formes différentielles à pôles d’ordre arbitraire.

Définition 3.1.37. Le multi-résidu de ω ∈ Ωq(logC) est resC(ω) = ξ

g C

∈ Ωq−k
C ⊗OC

MC .

De même que pour resC , l’application resC est bien définie (see [AT08, Proposition 1.2]).
D’après la proposition 3.1.33, on a l’égalité suivante :

Lemme 3.1.38.
resC(Ωq(logC)) = resC(Ωq(logC)). (3.4)

Nous pouvons à présent donner le résultat annoncé :

Corollaire 3.1.39. Le diagramme suivant est commutatif :

Ωq(logC) Ωq+1(logC)

Rq−k
C Rq+1−k

C

d

(−1)kd
resC resC

En particulier, R•C est stable par la différentielle d.
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Preuve. C’est une conséquence du corollaire 3.1.35. �

Un des objectifs des articles [AT01] et [AT08] est de donner une interprétation des formes
régulières méromorphes en termes de résidus logarithmiques.

De même que dans le cas des hypersurfaces, on a l’isomorphisme suivant (voir définition 2.3.25
et théorème 2.3.29) :

Théorème 3.1.40 ([AT08, Theorem 3.1]). Soit C une intersection complète réduite de S.
Alors pour tout q ∈ N, les modules Rq

C et ωqC sont isomorphes.

Ce théorème est a priori prouvé dans [AT08] avec la définition 3.1.29, et le lemme 3.1.38
assure que les modules de multi-résidus de Ωq(logC) et Ωq(logC) sont égaux.

3.1.4 Une condition sur les formes différentielles logarithmiques du diviseur
associé à une suite régulière

Dans ce paragraphe, nous montrons que la condition que C est une intersection complète
réduite implique une propriété de décomposition du module des 1-formes différentielles logarith-
miques du diviseur D associé à la suite régulière considérée (voir proposition 3.1.45).

Nous avons d’abord besoin de ce lemme d’algèbre commutative, que nous prouvons faute de
référence.

Lemme 3.1.41. Soit C ⊂ S un germe d’intersection complète réduite défini par une suite régu-
lière (h1, . . . , hk). Alors l’intersection complète définie par (h1, . . . , hk−1) est aussi réduite.

Preuve. Soit g ∈
√

(h1, . . . , hk−1). Comme
√

(h1, . . . , hk−1) ⊆
√

(h1, . . . , hk) = (h1, . . . , hk), il
existe f1 ∈ (h1, . . . , hk−1) et α1 ∈ OS tels que g = f1 +α1hk. On a donc α1hk ∈

√
(h1, . . . , hk−1).

La suite (h1, . . . , hk) étant régulière on a α1 ∈
√

(h1, . . . , hk−1). Le même raisonnement appliqué
à α1 donne l’existence d’éléments f2 ∈ (h1, . . . , hk−1) et α2 ∈ OS tels que g = f2 + α2h

2
k. Par

récurrence, on montre que pour tout i ∈ N∗, il existe fi ∈ (h1, . . . , hk−1) et αi ∈ OS tels que
g = fi + αih

i
k. Par conséquent, la classe g de g dans l’anneau OS/(h1, . . . , hk−1) satisfait

g ∈
⋂
i>1

(hik) ⊆
⋂
i>1

(mi) ⊂ OS/(h1, . . . , hk−1).

D’après le théorème d’intersection de Krull (voir par exemple [dJP00, corollaire 1.3.5]),
cela implique que g = 0, c’est-à-dire que g ∈ (h1, . . . , hk−1). On a donc

√
(h1, . . . , hk−1) =

(h1, . . . , hk−1). �

Corollaire 3.1.42. On conserve les mêmes hypothèses que dans le lemme 3.1.41. Alors pour
tout i ∈ {1, . . . , k − 1} l’intersection complète définie par (h1, . . . , hi−1,

∏k
j=i hj) est réduite. En

particulier, l’hypersurface D définie par h =
∏k
j=1 hj est réduite.

Preuve. Il est suffisant de montrer le résultat pour i = k − 1, la propriété se déduisant de ce
cas par récurrence.

Soit g ∈
√

(h1, . . . , hk−2, hk−1hk). Alors g ∈ (h1, . . . , hk). Pour tout j ∈ {1, . . . , k}, il existe
donc αj ∈ OS tel que g =

∑k
j=1 αjhj . On a donc :

αk−1hk−1 + αkhk ∈
√

(h1, . . . , hk−2, hk−1hk).

Soit q ∈ N∗ tel que (αk−1hk−1 +αkhk)q ∈ (h1, . . . , hk−2, hk−1hk). Comme (h1, . . . , hk) est une
suite régulière, on a αqk−1 ∈ (h1, . . . , hk−2, hk) et αqk ∈ (h1, . . . , hk−1). D’après le lemme 3.1.41, ces
idéaux sont radicaux et donc αk−1 ∈ (h1, . . . , hk−2, hk) et αk ∈ (h1, . . . , hk−1). Par conséquent,
g =

∑k
j=1 αjhj ∈ (h1, . . . , hk−2, hk−1hk). �
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La proposition suivante donne le lien entre les formes différentielles logarithmiques du divi-
seur D défini par h = h1 · · ·hk et celle de l’intersection complète C définie par (h1, . . . , hk).

Proposition 3.1.43. Pour tout q ∈ N, on a

Ωq(logD) ⊆ Ωq(logC).

Par conséquent, resC(Ωq(logD)) ⊆ resC(Ωq(logC)), où resC est l’application résidu de l’inter-
section complète C.

Preuve. Soit ω = α

h
∈ Ωq(logD). Alors dh ∧ ω ∈ Ωq+1

S donc il existe θ ∈ Ωq+1
S tel que

k∑
i=1

ĥidhi ∧ α = h1 · · ·hkθ.

Par conséquent, pour tout j ∈ {1, . . . , k},

ĥjdhj ∧ α = hj ·

ĥjθ −∑
i 6=j

ĥihjdhi ∧ α


où ĥihk =

∏
`/∈{i,j} h`. On en déduit que hj divise ĥjdhj ∧ α. Comme la suite (h1, . . . , hk) est

régulière, hj divise dhj ∧ α, et donc dhj ∧ ω ∈ Ωq+1(D̂j). �

La proposition 3.1.43 s’obtient aussi directement à partir du résultat plus fort suivant, dont
la preuve est plus complexe que la preuve que nous venons de présenter.

Proposition 3.1.44 ([Ale12, §2, Proposition 1]). Soit ω ∈ Ωq(logD) et i ∈ {1, . . . , k}.
Alors

hiω ∈ Ωq(log D̂i) et dhi ∧ ω ∈ Ωq+1(log D̂i).

Nous pouvons à présent énoncer et démontrer le résultat annoncé au début du paragraphe :

Proposition 3.1.45. Soit C une intersection complète réduite. On conserve les notations 3.1.2.
Le module des 1-formes logarithmiques le long de l’hypersurface D vérifie :

Ω1(logD) = Ω1(logD1) + · · ·+ Ω1(logDk).

Preuve. On considère d’abord le cas k = 2. Soit ω ∈ Ω1(logD). Par le corollaire 3.1.16, il existe
η1, η2 ∈ Ω1

S tels que ω = η1
h1

+ η2
h2

. Alors :

dh ∧ ω = dh1 ∧ η2 + dh2 ∧ η1 + h2dh1 ∧ η1
h1

+ h1dh2 ∧ η2
h2

∈ Ω2
S .

Il existe donc θ ∈ Ω2
S tel que

h2
2dh1 ∧ η1 + h2

1dh2 ∧ η2 = h1h2θ.

Comme la suite (h1, h2) est régulière, h2 divise dh2∧η2 et h1 divise dh1∧η1. Par conséquent,
pour i = 1, 2, on a ηi

hi
∈ Ω1(logDi).

Le cas général s’obtient par récurrence à partir du cas k = 2. En effet, si pour un i ∈
{1, . . . , k − 1} on a Ω1(logD) = Ω1(logD1) + · · · + Ω1(logDi) + Ω1(logDi+1 ∪ · · · ∪Dk), alors
par le lemme 3.1.41, (hi+1, . . . , hk) est une suite régulière qui engendre un idéal radical, et par
le corollaire 3.1.42, l’idéal (hi+1, hi+2 · · ·hk) est radical et la suite est régulière. En utilisant le
résultat pour k = 2, on en déduit que

Ω1(logDi+1 ∪ · · · ∪Dk) = Ω1(logDi+1) + Ω1(logDi+2 ∪ · · · ∪Dk).

D’où le résultat par récurrence. �
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Remarque 3.1.46. La proposition précédente donne en particulier une condition nécessaire
sur Ω1(logD) pour que C soit une intersection complète réduite.

La propriété de décomposition de la proposition 3.1.45 est liée dans le cas k = 2 à des
conditions de diviseurs splayed.

Définition 3.1.47 ([Fab13, Definition 2.3]). Soit p ∈ S. On dit que le diviseur D est splayed
en p (selon (D1, D2)) s’il existe un système de coordonnées (x1, . . . , xm) centré en p tel qu’il
existe une équation h de D en p, un entier ` ∈ {1, . . . ,m− 1} et des fonctions holomorphes non
constantes h1 ∈ C {x1, . . . , x`} et h2 ∈ C {x`+1, . . . , xm} vérifiant :

h(x1, . . . , xm) = h1(x1, . . . , x`) · h2(x`+1, . . . , xm)

et h1 est une équation de D1 et h2 est une équation de D2.

La condition d’être splayed est liée aux formes différentielles logarithmiques de la façon
suivante :

Théorème 3.1.48 ([AF13, Theorem 2.12]). Soit D1 et D2 deux germes de diviseurs ré-
duits de S sans composante commune, et D = D1 ∪D2. On a alors une injection

Ω1(logD1) + Ω1(logD2) ↪→ Ω1(logD).

Si D est splayed selon (D1, D2) alors cette inclusion est un isomorphisme.
Si de plus Ext1

OS

(
Ω1(logD),OS

)
= 0, donc en particulier, si D est libre, alors la réciproque

est vraie.

On déduit donc de ce théorème et de notre proposition 3.1.45 le corollaire suivant :

Corollaire 3.1.49. Si C est une intersection complète réduite de codimension 2 et si D vérifie
Ext1

OS

(
Ω1(logD),OS

)
= 0 alors D est un diviseur splayed.

3.2 Champs de vecteurs multi-logarithmiques

La proposition 2.1.23 montre que dans le cas des hypersurfaces considérées dans la théorie de
K. Saito dans [Sai80], le module des 1-formes logarithmiques est en dualité avec le module des
champs de vecteurs logarithmiques. Le résultat principal que nous prouvons dans ce paragraphe
est qu’une sorte de dualité ("perfect pairing") à valeur dans 1

hIC s’observe encore dans le cas
des intersections complètes entre le module des k-formes multi-logarithmiques et le module des
k-champs de vecteurs multi-logarithmiques (voir définition 3.2.1 et proposition 3.2.13).

Nous utilisons ensuite cette dualité pour montrer que le dual sur OC de l’idéal jacobien est
le module des multi-résidus RC .

3.2.1 Définition

La définition des k-champs de vecteurs multi-logarithmiques est suggérée dans [GS12].

Définition 3.2.1 ([GS12, (5.1)]). On pose Θk
S :=

∧k ΘS le produit extérieur d’ordre k du
module des champs de vecteurs holomorphes ΘS. Un k-champ de vecteurs δ ∈ Θk

S est dit multi-
logarithmique le long de C s’il vérifie :

dh1 ∧ · · · ∧ dhk(δ) ∈ IC .

On note Derk(− logC) le faisceau des k-champs de vecteurs multi-logarithmiques le long de C.
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Exemple 3.2.2. Reprenons la courbe de l’exemple 3.1.7. On a h1 = x3 − y2 et h2 = x2y − z2

et dh1 ∧ dh2 = 4yzdy ∧ dz − 6x2zdx ∧ dz + (3x4 + 4xy2)dx ∧ dy. Soit

δ = 2xy∂y ∧ ∂z − x2∂x ∧ ∂z − 2z∂x ∧ ∂y.

Alors dh1 ∧ dh2(δ) = 8xy2z + 6x4z − 2z(3x4 + 4xy2) = 0. Par conséquent, δ ∈ Der2(− logC).

Proposition 3.2.3. Le faisceau Derk(− logC) ne dépend pas du choix des équations (h1, . . . , hk).

Preuve. On reprend les notations de l’énoncé et de la preuve de la proposition 3.1.21, en
particulier, ν ∈ ICΘk

S . Supposons que δ ∈ Θk
S vérifie dh1 ∧ · · · ∧ dhk(δ) ∈ IC . Alors

df1 ∧ · · · ∧ dfk(δ) = ν(δ) + det(A) · dh1 ∧ · · · ∧ dhk(δ) ∈ IC .

D’où le résultat. �

La proposition suivante est une conséquence directe de la définition 3.2.1, où JC est l’idéal
jacobien défini dans la notation 3.1.27.

Proposition 3.2.4. La suite suivante est une suite exacte de faisceaux de OS-modules :

0→ Derk(− logC)→ Θk
S →

dh1∧···∧dhk−−−−−−−→JC → 0. (3.5)

En particulier, Derk(− logC) est cohérent.

3.2.2 Comparaison avec les champs de vecteurs logarithmiques

Dans [Pik14] est définie la notion de champ de vecteurs logarithmiques d’un espace réduit
analytique quelconque. Nous comparons dans ce chapitre ce module avec le module des k-
champs de vecteurs multi-logarithmiques que nous venons de définir dans le cas des intersections
complètes.

Définition 3.2.5 ([Pik14]). Le module des champs de vecteurs logarithmiques le long d’un
espace réduit analytique X est

Der(− logX) = {η ∈ ΘS ; η(IX) ⊆ IX}

où IX est l’idéal radical définissant X.

Un champ de vecteur η ∈ ΘS vérifie η ∈ Der(− logX) si et seulement si η est tangent à X
en ses points lisses.

Revenons au cas d’une intersection complète C définie par un idéal radical IC = (h1, . . . , hk).
On peut construire des k-champs de vecteurs multi-logarithmiques à partir des champs de vec-
teurs logarithmiques, comme le montre la propriété suivante :

Proposition 3.2.6. On a l’inclusion suivante :

Der(− logC) ∧Θk−1
S ⊆ Derk(− logC).

Preuve. Soit η ∈ Der(− logC), et δ2, . . . , δk ∈ ΘS . Étant donné que pour tout i ∈ {1, . . . , k},
dhi(η) ∈ IC , on a

dh1 ∧ · · · ∧ dhk (η ∧ δ2 ∧ · · · ∧ δk) ∈ IC .

On a donc par définition η ∧ δ2 ∧ · · · ∧ δk ∈ Derk(− logC). �
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Remarque 3.2.7. Soit η ∈ Der(− logD). Alors dh(η) =
∑k
i=1 ĥidhi(η) ∈ (h). Comme la suite

(h1, . . . , hk) est une suite régulière, cela implique que pour tout i ∈ {1, . . . , k}, dhi(η) ∈ (hi) de
sorte que Der(− logD) ⊆ Der(− logC). En particulier, on a (voir [GS12, (5.3)]) :

Der(− logD) ∧Θk−1
S ⊆ Derk(− logC). (3.6)

Lemme 3.2.8. Si C est l’intersection complète lisse définie par (x1, . . . , xk) dans Cm alors :

Der(− logC) ∧Θk−1
S = Derk(− logC).

Preuve. Une famille génératrice de Der(− logC) est (voir [Pik14, Example 2.1])
(
xi∂xj

)
16i,j6k

et (∂xi)k+16i6m .

On pose pour I = i1, . . . , ik ⊆ {1, . . . ,m}, ∂xI = ∂xi1∧· · ·∧∂xik . Déterminons Derk(− logC).
Soit δ =

∑
|I|=k aI∂xI ∈ Θk

S . Alors δ(dx1∧· · ·∧dxk) = a1,...,k. Par conséquent, δ ∈ Derk(− logC)
si et seulement si a1,...,k ∈ (x1, . . . , xk), c’est-à-dire si et seulement si δ ∈ Der(− logC)∧Θk−1

S .�

La question qui se pose alors est de savoir si l’inclusion de la proposition 3.2.6 est toujours
une égalité. Avant d’y répondre, nous montrons la proposition suivante.

Proposition 3.2.9. Soit C une intersection complète réduite. L’application suivante est un iso-
morphisme :

Υ : Der(− logC)→ Ωm−1(logC)

η =
m∑
i=1

αi∂xi 7→
1
h
iη(dx1 ∧ · · · ∧ dxm) = 1

h

m∑
i=1

(−1)i−1αid̂xi.

Preuve. L’application Ψ : ΘS → Ωm−1
S , η 7→ iη(dx1 ∧ · · · ∧ dxm) est un isomorphisme. Soit

η =
∑m
i=1 αi∂xi . On vérifie facilement que pour tout j ∈ {1, . . . , k} :

η(hj)dx1 ∧ · · · ∧ dxm = dhj ∧ iη(dx1 ∧ · · · ∧ dxm).

Par conséquent, η ∈ Der(− logC) si et seulement si iη(dx1∧· · ·∧dxm) ∈ hΩm−1(logC). Comme
Der(− logC) ⊆ ΘS et hΩm−1(logC) ⊆ Ωm−1

S , on en déduit que Ψ induit un isomorphisme de
Der(− logC) sur hΩm−1(logC), et donc Υ est un isomorphisme. �

L’exemple suivant montre que l’inclusion de la proposition 3.2.6 peut être stricte dans le cas
où C est singulière, ce qui répond à une question de Luis Narváez-Macarro.

Exemple 3.2.10. Considérons de nouveau la courbe définie par h1 = x3− y2 et h2 = x2y− z2.
Cette courbe est quasi-homogène pour les poids (4, 6, 7). Par la proposition 3.2.9 et le co-
rollaire 6.1.25, le module Der(− logC) est engendré par η1 = 4x∂x + 6y∂y + 7z∂z, η2 =
4yz∂x+ 6x2z∂y + (4xy2 + 3x4)∂z, et les champs de vecteurs hi∂x, hi∂y, hi∂z pour i = 1, 2.

D’autre part, par [GS12, Proposition 5.5], une famille génératrice de Der2(− logC) dans la
base ∂y∧∂z, ∂x∧∂z, ∂x∧∂y est (24xy,−12x2,−24z), (−42x2,−28y, 0), (0,−7z,−6y), (−7z, 0, 4x),
(6y, 4x, 0). En calculant explicitement Der(− logC)∧ΘS , on remarque directement que les deux
premiers générateurs de Der2(− logC) ne sont pas dans Der(− logC) ∧ΘS .
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3.2.3 Pseudo-dualité avec les formes différentielles multi-logarithmiques

Dans le cas d’une hypersurface D, l’évaluation d’une 1-forme logarithmique sur un champ
de vecteur logarithmique est une fonction holomorphe. Cette propriété n’est pas vérifiée par
les intersections complètes de codimension au moins deux. On rappelle que pour q ∈ N, on a
Ω̃q = 1

hICΩq
S .

Lemme 3.2.11. Soit ω ∈ Ωk(logC) et δ ∈ Derk(− logC). Alors ω(δ) ∈ Σ = 1
h

IC .

Preuve. Soit g, ξ, η vérifiant les conditions du théorème 3.1.15. On a donc gω = ξ dh1∧···∧dhk
h +η.

Alors, puisque δ ∈ Derk(− logC), par définition dh1∧···∧dhk
h (δ) ∈ Σ et donc gω(δ) ∈ Σ. Comme

g induit un non diviseur de zéro dans OC , on a ω(δ) ∈ Σ. �

Remarque 3.2.12. Pour k = 1, comme Σ = OS , on retrouve le lemme 2.1.22.

Grâce au lemme 3.2.11, on obtient une application ("pairing")

Derk(− logC)× Ωk(logC)→ Σ.

Cela nous amène à considérer le foncteur exact à gauche HomOS
(−,Σ) au lieu du foncteur

HomOS
(−,OS) considéré dans le cas des hypersurfaces. Nous généralisons la proposition 2.1.23

de la façon suivante.

Proposition 3.2.13. Supposons k > 2. Pour k = 1, on renvoie à la proposition 2.1.23. Consi-
dérons les suites d’inclusions suivantes :

Ωk
S ⊆ Ω̃k ⊆ Ωk(logC) ⊆ 1

h
Ωk
S ⊆ Σ⊗OS

Ωk
S

h
, (3.7)

Σ⊗OS
Θk
S ⊇ Θk

S ⊇ Derk(− logC) ⊇
∑

hiΘk
S ⊇ hΘk

S . (3.8)

a) Le foncteur HomOS
(−,Σ) envoie la suite d’inclusions (3.7) sur la suite d’inclusions (3.8).

b) Réciproquement, le foncteur HomOS
(−,Σ) appliqué à la suite d’inclusions (3.8) donne la suite

d’inclusions (3.7).

Remarque 3.2.14. On déduit de la proposition 3.2.13 une pseudo-dualité impliquant le fonc-
teur HomOS

(−,IC) qui envoie la suite d’inclusions h · Ω̃k ⊆ h · Ωk(logC) ⊆ Ωk
S sur la suite

d’inclusions Θk
S ⊇ Derk(− logC) ⊇ ICΘk

S . Cette pseudo-dualité ne fait intervenir que des mo-
dules intrinsèques, contrairement à la pseudo-dualité de la proposition 3.2.13.

Cependant, la notion de résidu d’une forme ω ∈ h · Ωk(logC) n’est pas bien définie (voir
remarque 3.1.22), la présentation de la proposition 3.2.13 est donc plus pertinente en ce qui
concerne les multi-résidus.

Preuve. On considère des germes en un point p ∈ S, mais on ne le précise pas dans les notations.
Remarquons que le module Σ est sans torsion et que pour toute inclusion M1 ⊆ M2 avec

M1,M2 tous les deux soit dans la suite (3.7) soit dans la suite (3.8), le module M2/M1 est un
module de torsion de sorte que l’on a HomOS

(M1,Σ) ⊇ HomOS
(M2,Σ).

a) Soit ϕ ∈ HomOS

(
Ωk
S ,Σ

)
. Comme Ωk

S est libre et HomOS

(
Ωk
S ,OS

)
= Θk

S , on a l’isomorphisme
suivant de OS-modules :

ξ : HomOS

(
Ωk
S ,Σ

) ∼−→ Σ⊗OS
Θk
S

ϕ 7→ ξϕ =
∑
|I|=k

ϕ(dxI)∂xI
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Grâce à l’isomorphisme ξ, on peut voir chacun des modules HomOS
(M,Σ) pourM dans (3.7)

comme un sous-module de Θ̃k
S := Σ⊗OS

Θk
S . De plus, cela donne aussi :

HomOS

(1
h

Ωk
S ,Σ

)
= h ·HomOS

(
Ωk
S ,Σ

)
= h.

(
Σ⊗OS

Θk
S

)
=

k∑
i=1

hiΘk
S

On a clairement l’inclusion Θk
S ⊆ HomOS

(
Ω̃k,Σ

)
⊆ Θ̃k

S . Soit δ ∈ Θ̃k
S , δ =

∑
I δI∂xI avec

δI ∈ Σ. Supposons2 qu’il existe I tel que δI /∈ OS . Par exemple δI possède des pôles au moins
le long de D1. Alors dxI

h1
(δ) = δI

h1
possède un pôle d’ordre au moins deux le long de D1 et

donc δ /∈ HomOS

(
Ω̃k,Σ

)
. Par conséquent, HomOS

(
Ω̃k,Σ

)
' Θk

S . Comme Ω̃k = Ωk
S ⊗OS

Σ,

cela donne aussi HomOS

(
1
hΩk

S ⊗ Σ,Σ
)

= hΘk
S .

On a HomOS

(
Ωk(logC),Σ

)
⊆ Θk

S . Grâce au lemme 3.2.11, on a l’inclusion Derk(− logC) ⊆

HomOS

(
Ωk(logC),Σ

)
. Réciproquement, soit δ ∈ Θk

S . Si δ ∈ HomOS

(
Ωk(logC),Σ

)
, alors en

particulier dh1 ∧ · · · ∧ dhk
h

(δ) ∈ Σ, et donc δ ∈ Derk(− logC). D’où HomOS

(
Ωk(logC),Σ

)
=

Derk(− logC).

b) Soit ψ ∈ HomOS

(
hΘk

S ,Σ
)
. Comme hΘk

S est libre et HomOS

(
hΘk

S ,OS

)
= 1

hΩk
S , on a l’iso-

morphisme de OS-modules suivant :

β : HomOS

(
hΘk

S ,Σ
)
→ 1

h
Ωk
S ⊗ Σ

ψ 7→ ωψ = 1
h

∑
|I|=k

ψ(h∂xI)dxI

En particulier ψ(h∂xI) = ωψ(h∂xI). L’isomorphisme β nous permet de voir chaque module
HomOS

(M,Σ) pour M dans la suite (3.8) comme un sous-module de 1
h

Ω̃k. On obtient aussi

HomOS

(
Θk
S ,Σ

)
= Ω̃k.

Il est facile de voir que 1
hΩk

S ⊆ HomOS

(∑
hiΘk

S ,Σ
)
⊆ 1

h Ω̃k. Soit ω ∈ HomOS

(∑
hiΘk

S ,Σ
)
,

ω =
∑ 1

hωIdxI avec ωI ∈ Σ. Soit I ⊂ {1, . . . ,m} avec |I| = k. Pour tout i ∈ {1, . . . , k}, on
a ω(hi∂xI) = 1

ĥi

ωI ∈ Σ. Par conséquent, ωI ∈ OS et HomOS

(∑
hiΘk

S ,Σ
)

= 1
hΩk

S . Comme

Θk
S ⊗OS

Σ = 1
h

∑
hiΘk

S , on a aussi : HomOS

(
Θk
S ⊗OS

Σ,Σ
)

= Ωk
S .

Comme Derk(− logC) contient
∑
hiΘk

S , on a HomOS

(
Derk(− logC),Σ

)
⊆ 1

hΩk
S . Grâce au

lemme 3.2.11, on a Ωk(logC) ⊆ HomOS

(
Derk(− logC),Σ

)
. Par analogie avec la proposi-

tion 2.1.23, nous introduisons des k-champs de vecteurs particuliers dans le but de montrer
l’inclusion manquante. Remarquons d’abord que si ω = 1

h

∑
|I|=k aIdxI avec aI ∈ OS , alors

pour tout i ∈ {1, . . . , k} on a :

dhi ∧ ω =
∑
j

∑
I

1
h

∂hi
∂xj

aIdxj ∧ dxI =
∑

|J |=k+1

1
h

k+1∑
`=1

(−1)`−1 ∂hi
∂xj`

aJ\{j`}dxJ . (3.9)

On pose pour tout J = {j1, . . . , jk+1} ⊆ {1, . . . ,m} et i ∈ {1, . . . , k} :
2C’est ici que nous utilisons l’hypothèse k > 2
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δiJ =
k+1∑
`=1

(−1)`−1 ∂hi
∂xj`

∂xj1 ∧ · · · ∧ ∂̂xj` ∧ · · · ∧ ∂xjk+1 .

Commençons par montrer que δiJ ∈ Derk(− logC). Pour I ⊆ {1, . . . ,m} avec |I| = k on note
∆I le mineur k × k de la matrice jacobienne de (h1, . . . , hk) relativement à l’ensemble I. On
a alors dh1 ∧ · · · ∧ dhk =

∑
∆IdxI . D’où :

dh1 ∧ · · · ∧ dhk(δiJ) =
k+1∑
`=1

(−1)`−1 ∂hi
∂xj`

∆
j1...ĵ`...jk+1

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂hi
∂xj1

. . . ∂hi
∂xjk+1

∂h1
∂xj1

. . . ∂h1
∂xjk+1

...
...

∂hk
∂xj1

. . . ∂hk
∂xjk+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Par conséquent, δiJ ∈ Derk(− logC). Soit ω =
∑ 1

haIdxI ∈ HomOS

(
Derk(− logC),Σ

)
, avec

aI ∈ OS . Alors pour tout J ⊆ {1, . . . ,m} et i ∈ {1, . . . , k} on a :

ω(δiJ) =
∑
I

1
h
aIdxI(δiJ) = 1

h

k+1∑
`=1

(−1)`−1 ∂hi
∂xj`

aJ\{j`} ∈ Σ.

Par (3.9), pour tout i ∈ {1, . . . , k}, on a dhi ∧ ω =
∑
|J |=k+1 ω(δiJ)dxJ ∈ Ω̃k+1, et donc

ω ∈ Ωk(logC). D’où le résultat : HomOS

(
Derk(− logC),Σ

)
= Ωk(logC). �

3.2.4 Dualité entre l’idéal jacobien et les multi-résidus

Le lemme 5.4 de [Sch16] et le théorème 3.1.40 assurent que le dual de l’idéal jacobien JC est
le module des multi-résidus RC . Nous proposons ici une autre preuve de ce résultat, qui n’utilise
pas l’isomorphisme du théorème 3.1.40. La preuve que nous développons est la généralisation
d’une partie de la preuve de la proposition 3.4 de [GS14] au cas des intersections complètes.

Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2.15 (Lemme d’Ischebeck, [Mat80, (15.E) Lemma 2]). Soit A un anneau lo-
cal noethérien et M 6= 0, N 6= 0 deux A-modules de type fini. Alors pour tout i < prof(M) −
dim(N), on a :

ExtiA (N,M) = 0.

On peut à présent montrer le résultat suivant :

Lemme 3.2.16. Supposons k > 2. Alors Ext1
OS

(JC ,OS) = 0 et :

Ext1
OS

(JC ,Σ) = HomOC
(JC ,OC) .

Preuve. On applique le foncteur HomOS
(JC ,−) à la suite exacte :

0→ Σ ×h−−→ OS → OC → 0. (3.10)

On obtient :

0→ HomOS
(JC ,OC)→ Ext1

OS
(JC ,Σ)→ Ext1

OS
(JC ,OS)→ . . .

La profondeur de OS est m et comme JC est un idéal fractionnaire (voir définition 2.3.15), la
dimension de JC est m− k = dim OC . D’après le lemme d’Ischebeck (voir lemme 3.2.15), on a
Ext1

OS
(JC ,OS) = 0. D’où le résultat. �
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Soit I ⊂MC un idéal fractionnaire. On rappelle que le dual de I vérifie (voir lemme 2.3.16) :

I∨ = HomOC
(I,OC) = {f ∈MC ; f · I ⊆ OC} .

Proposition 3.2.17. Le dual de l’idéal jacobien est J ∨
C = RC .

Preuve. On suppose k > 2. Pour k = 1, on renvoie à [GS14, Proposition 3.4].
Considérons le complexe double HomOS

(
Derk(− logC) ↪→ Θk

S , h : Σ→ OS

)
. On obtient un

diagramme semblable au dual du diagramme (3.8) de [GS14]. De plus, par le lemme 3.2.16,
Ext1

OS
(JC ,OS) = 0, et donc on obtient le diagramme commutatif suivant qui est basé sur les

suites exactes (3.5) et (3.10) :

0 0

0 HomOS

(
Θk
S ,Σ

)
HomOS

(
Derk(− logC),Σ

)
Ext1

OS
(JC ,Σ) 0

0 HomOS

(
Θk
S ,OS

)
HomOS

(
Derk(− logC),OS

)
0

0 HomOS
(JC ,OC) HomOS

(
Θk
S ,OC

)
HomOS

(
Derk(− logC),OC

)
Ext1

OS
(JC ,OC) 0

Ext1
OS

(JC ,Σ) 0 Ext1
OS

(
Derk(− logC),Σ

)
Ext2

OS
(JC ,Σ) 0

0

λ

σ µ

·h

π π′

Montrons à l’aide de ce diagramme que J ∨
C = RC .

Soit ϕ : Derk(− logC) → Σ. Par une chasse au diagramme, nous allons lui associer une
application ψ : JC → OC . Par l’isomorphisme β de la preuve de la proposition 3.2.13, ϕ
correspond à ωϕ = 1

h

∑
I ϕ(h∂xI)dxI ∈ Ωk(logC). Alors ϕ(δ) = ωϕ(δ).

Par l’application verticale, ϕ est envoyée sur hϕ : Derk(− logC)→ OS , δ 7→ hωϕ(δ). Comme
l’application horizontale λ est un isomorphisme, il existe Φ : Θk

S → OS tel que Φ|Derk(− logC) =
hϕ. Pour tout i ∈ {1, . . . , k}, hi∂xI ∈ Derk(− logC) donc hiΦ(∂xI) = hϕ(hi∂xI) = hiϕ(h∂xI)
et donc Φ(∂xI) = ϕ(h∂xI) = hωϕ(∂xI).

Notons Φ : Θk
S → OC l’image de Φ par l’application verticale π. L’image de Φ par l’appli-

cation horizontale µ est zéro donc Φ est l’image par σ d’un élément ψ de HomOS
(JC ,OC).

Calculons-le. Comme ωϕ ∈ Ωk(logC), on a d’après le théorème 3.1.15, gωϕ = ξ dh1∧···∧dhk
h + η

avec g ∈ OS qui induit un non diviseur de zéro de OC , ξ ∈ OS et η ∈ Ω̃k. Alors :

gΦ(∂xI) = ghωϕ(∂xI) = ξ∂xI(dh1 ∧ · · · ∧ dhk) ∈ OC .

Comme g est un non diviseur de zéro de OC , on a

Φ(∂xI) = σ(ψ)(∂xI) = ψ(∂xI(dh1 ∧ · · · ∧ dhk)) = resC(ωϕ)∂xI(dh1 ∧ · · · ∧ dhk).

L’application ψ s’identifie donc à resC(ωϕ) dans J ∨
C .

En identifiant les modules HomOS

(
Derk(− logC),Σ

)
et Ωk(logC), on obtient donc l’appli-

cation
resC : Ωk(logC)→J ∨

C

ω 7→ resC(ω)

Réciproquement, soit ψ : JC → OC . Son image par σ est une application Φ : Θk
S → OC

définie par Φ(δ) = ψ(δ(dh1 ∧ · · · ∧ dhk)). La surjectivité de π assure l’existence d’un antécédent
Φ : Θk

S → OS de Φ. Par l’isomorphisme λ, on lui associe une application ϕ̃ : Derk(− logC)→ OS .
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Comme l’image de ϕ̃ par π′ est nulle, elle provient d’une application ϕ : Derk(− logC) → Σ
qui vérifie hϕ = ϕ̃. On identifie ϕ à une forme ωϕ ∈ Ωk(logC). Le raisonnement précédent
montre que l’application ψ est donnée pour a ∈ JC par ψ(a) = resC(ωϕ)a. Par conséquent,
resC : Ωk(logC)→J ∨

C est surjective et donc J ∨
C = RC . �

Remarque 3.2.18. De la même façon que dans [GS14, (3.8)], on peut considérer le complexe
double associé à

HomOS

(
Ω̃k ↪→ Ωk(logC), h : Σ→ OS

)
.

On obtient alors la suite exacte longue :

0→ Derk(− logC)→ Θk
S

σ−→ Ext1
OS

(RC ,Σ)→ Ext1
OS

(
Ωk(logC),Σ

)
→ Ext1

OS

(
Ω̃k,Σ

)
→ · · ·
(3.11)

Par une preuve semblable à la preuve du lemme 3.2.16 et de [GS14, Proposition 3.4] on
obtient Ext1

OS
(RC ,Σ) = R∨C et σ(δ) = dh1 ∧ · · · ∧ dhk(δ).

3.3 Caractérisations de la liberté
Nous montrons dans ce paragraphe le résultat principal de ce chapitre, à savoir le théo-

rème 3.3.7.

Nous avons rappelé dans le Chapitre 2 plusieurs caractérisations de la liberté des diviseurs.
Nous commençons par donner la définition de liberté proposée par M. Granger et M. Schulze
dans [GS12], qui s’inspire clairement du théorème 2.2.10 (voir définition 3.3.1). On montre sans
difficultés que cette notion de liberté conduit à une condition sur la dimension projective du
module des k-champs de vecteurs multi-logarithmiques qui est alors k−1 (voir proposition 3.3.5).

Dans le cas des hypersurfaces, la liberté du module Der(− logD) est clairement équivalente
à la liberté de Ω1(logD) grâce à la proposition 2.1.23. La situation dans le cas d’une intersection
complète se complique, et le fait que la dimension projective de Derk(− logC) est k−1 n’indique
a priori rien sur la dimension projective de Ωk(logC).

L’objectif de ce paragraphe est de montrer que la liberté d’une intersection complète est
équivalente au fait que la dimension projective de Ωk(logC) est k − 1. Pour obtenir ce résultat,
nous étudions en détails la suite exacte longue obtenue en appliquant le foncteur HomOS

(−,OS)
à la suite exacte courte 0→ Ω̃k → Ωk(logC)→ RC → 0.

Commençons par définir la notion de liberté pour une intersection complète. Dans tout ce
paragraphe, nous ne considérons que des germes d’espaces et de fonctions en un point p ∈ D,
que nous ne mentionnons pas.

Définition 3.3.1 ([GS12, Definition 5.1]). Une intersection complète réduite C est dite libre
si elle est lisse ou si le lieu singulier muni de l’anneau OC/JC est un OC-module de Cohen-
Macaulay de dimension m− k − 1.

Proposition 3.3.2. Une intersection complète réduite C est libre si et seulement si l’idéal J(h)
de OS engendré par les mineurs k × k de la matrice jacobienne et h1, . . . , hk est un idéal parfait
de codimension k + 1 dans OS.

Preuve. La preuve est essentiellement la même que la preuve de la proposition 2.2.20. Comme
OS est régulier, il est Cohen-Macaulay et donc grade(J(h)) = ht(J(h)) = m − dim(OS/J(h)).
D’après la formule d’Auslander-Buchsbaum 2.2.14, on a dimproj(OS/J(h)) = m−prof(OS/J(h)).
Par conséquent, J(h) est parfait de codimension k+1 dans OS si et seulement si dim(OS/J(h)) =
prof(OS/J(h)) = m− k − 1, c’est-à-dire si et seulement si OS/J(h) est Cohen-Macaulay de di-
mension m− k − 1. �
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Exemple 3.3.3. Soit C une courbe intersection complète réduite. Alors C est libre. En effet,
si C est lisse, elle est libre par définition, et dans le cas contraire, comme C est réduite et de
dimension 1, son lieu singulier est de dimension 0 et est donc Cohen-Macaulay.

La caractérisation des surfaces libres de C3 de la proposition 2.2.23 se généralise aux in-
tersections complètes réduites de dimension deux avec une preuve essentiellement identique.

Proposition 3.3.4. Soit C ⊆ S un germe de surface intersection complète réduite. Soit J(h)
l’idéal de OS engendré par les équations h1, . . . , hm−2 et par les mineurs maximaux de la matrice
jacobienne de (h1, . . . , hm−2). Alors C est libre si et seulement si J(h) est saturé.

Preuve. Par définition, C est libre si et seulement si OS/J(h) est Cohen-Macaulay de dimension
1. Comme C est réduite, la dimension de OS/J(h) est au plus 1. Le lemme 2.2.22 nous donne
alors le résultat. �

Les trois premiers points de la proposition suivante sont mentionnés dans [GS12]. On rappelle
que dimproj(M) désigne la dimension projective d’un OS-module M .

Proposition 3.3.5. Soit C une intersection complète réduite singulière. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. C est libre,

2. l’idéal jacobien JC est un OC-module de Cohen-Macaulay,

3. dimproj
(
Derk(− logC)

)
6 k − 1,

4. dimproj
(
Derk(− logC)

)
= k − 1.

Remarque 3.3.6. Comme JC est un idéal fractionnaire de OC , il est de dimension m − k et
donc la condition 2. est équivalente à JC est un OC-module de Cohen-Macaulay maximal.

Nous ajoutons à la liste précédente les caractérisations suivantes, ce qui nous amène au
résultat principal de ce chapitre :

Théorème 3.3.7. On peut ajouter les assertions suivantes à la liste d’équivalences de la pro-
position 3.3.5 :

5. dimproj
(
Ωk(logC)

)
6 k − 1,

6. dimproj
(
Ωk(logC)

)
= k − 1.

En particulier, pour k = 1, on reconnaît plusieurs des caractérisations de la liberté des
hypersurfaces mentionnées dans le Chapitre 2, à savoir la définition 2.2.3 et le théorème 2.2.10.

Nous verrons sur des exemples dans la partie 6.1 que le nombre de générateurs du module
Ωk(logC) dépend de l’intersection complète considérée et pas seulement de k etm. En particulier,
cela indique qu’il semble plus difficile d’obtenir une généralisation du Critère de Saito 2.2.8.
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3.3.1 Preuve de la proposition 3.3.5

La preuve de la proposition 3.3.5 repose essentiellement sur le lemme de la profondeur 2.2.13
et sur la formule d’Auslander-Buchsbaum 2.2.14.
Preuve (de la proposition 3.3.5). L’équivalence 1. ⇐⇒ 2. est prouvée dans [Sch16, Pro-
position 5.6]. Rappelons cette démonstration, qui est tout à fait analogue à la preuve de l’équi-
valence 2. ⇐⇒ 3. du théorème 2.2.10.

On considère la suite exacte de OC-modules :

0→JC → OC → OC/JC → 0. (3.12)

On pose n = m − k la dimension de C. Comme C est une intersection complète, OC est un
anneau de Cohen-Macaulay de dimension n. De plus, étant donné que C est réduite, le lieu
singulier de C est de dimension au plus n − 1, et donc la profondeur de OC/JC est au plus
n− 1. Par le lemme de la Profondeur, on a

prof(JC) = prof(OC/JC) + 1.

Par conséquent, prof(JC) = n ⇐⇒ prof(OC/JC) = n− 1, d’où 1. ⇐⇒ 2.
Montrons 2.⇒ 4. On rappelle la suite exacte suivante :

0→ Derk(− logC)→ Θk
S →JC → 0. (3.13)

Par le lemme de la profondeur, comme la profondeur de JC est m− k et la profondeur de
Θk
S est m, on a prof(Derk(− logC)) = m − k + 1. La formule d’Auslander-Buchsbaum donne

dimproj(Derk(− logC)) = k − 1.
L’implication 4⇒ 3. est triviale.
Montrons 3. ⇒ 2. Cette implication est mentionnée dans [GS12], et nous en donnons ici

une preuve. Par la formule d’Auslander-Buchsbaum, prof(Derk(− logC)) > m− k+ 1. De plus,
comme Θk

S est libre, prof(Θk
S) = m, et prof(JC) 6 m−k. Par conséquent, la suite exacte (3.13)

et le lemme de la profondeur assurent que prof(Derk(− logC)) = m−k+1 et prof(JC) = m−k,
et donc JC est Cohen-Macaulay. �

3.3.2 Préliminaires à la preuve du théorème 3.3.7

Les méthodes utilisées pour démontrer la proposition 3.3.5 ne sont pas suffisantes pour
obtenir le théorème 3.3.7. En effet, si on considère la suite exacte courte

0→ Ω̃k → Ωk(logC)→ RC → 0 (3.14)

on obtient avec le lemme de la profondeur et la formule d’Auslander-Buchsbaum la proposi-
tion 3.3.19, dont l’énoncé est plus faible mais qui nous sera tout de même utile pour terminer la
preuve du théorème 3.3.7.

La preuve du théorème 3.3.7 est fondée sur le calcul explicite de certains modules et mor-
phismes de la suite exacte longue obtenue en appliquant le foncteur HomOS

(−,OS) à la suite
exacte courte (3.14) :

0→ HomOS
(RC ,OS)→ HomOS

(Ωk(logC),OS)→ HomOS
(Ω̃k,OS)→ Ext1

OS
(RC ,OS)→ . . .

(3.15)
Le plan de la preuve est le suivant. Nous commençons par calculer à l’aide du complexe

de Koszul les modules ExtqOS

(
Ω̃k,OS

)
. Nous déterminons ensuite grâce à la suite spectrale de

changement d’anneaux les modules ExtqOS
(RC ,OS) pour q 6 k. La partie la plus technique est

le calcul explicite du morphisme connectant

α′ : Extk−1
OS

(
Ω̃k,OS

)
→ ExtkOS

(RC ,OS) .

Ce calcul est nécessaire afin d’identifier le noyau et l’image de α′, qui sont tous deux utilisés
dans la fin de la preuve.
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Calcul des ExtqOS

(
Ω̃k,OS

)
Commençons par calculer les termes de la suite (3.15) impliquant Ω̃k = 1

hICΩk
S . Nous

utilisons le complexe de Koszul associé à la suite régulière (h1, . . . , hk).

Notation 3.3.8. On note K(h) le complexe de Koszul associé à (h1, . . . , hk) dans OS :

K(h) : 0→
k∧

Ok
S

dk−→ · · · d2−→
1∧

Ok
S

d1−→ OS → 0 (3.16)

où pour I ⊆ {1, . . . , k} de cardinal p ∈ {2, . . . , k}, di(eI) =
∑p
`=1(−1)`−1hi`ei1∧· · ·∧ êi`∧· · ·∧eip

et d1(ei) = hi pour i ∈ {1, . . . , k}. On pose K̃(h) : 0→
∧k Ok

S
dk−→ · · · d2−→

∧1 Ok
S → 0 le complexe

obtenu à partir de K(h) en enlevant le dernier OS .

Remarque 3.3.9. D’après [Eis95, Corollary 17.5, Proposition 17.15], étant donné que la suite
(h1, . . . , hk) est régulière, le complexe K(h) est une résolution libre de OC , et le complexe dual
HomOS

(K(h),OS) est aussi une résolution libre de OC .

Lemme 3.3.10. Le complexe K̃(h) fournit une résolution libre de Σ = 1
h

∑k
i=1 hiOS = 1

hIC .
En particulier, la dimension projective de Σ est k − 1.

Preuve. On remarque que Σ '
∑k
i=1 hiOS . Ce dernier est l’image de l’application d1 du com-

plexe de Koszul, qui est exact par la proposition 3.3.9. �

Nous pouvons donc utiliser le complexe K̃(h) pour calculer les Ext•OS

(
Ω̃k,OS

)
:

Lemme 3.3.11. La dimension projective de Ω̃k est k − 1. De plus, on a :

HomOS

(
Ω̃k,OS

)
= hΘk

S ,

Extk−1
OS

(
Ω̃k,OS

)
= Θk

S ⊗OS
OC ,

et pour tout j /∈ {0, k − 1}, ExtjOS

(
Ω̃k,OS

)
= 0.

Preuve. On a Ω̃k = Ωk
S ⊗OS

Σ. On rappelle que le complexe K̃(h) fournit une résolution libre
de Σ, on en déduit donc que Ωk

S ⊗OS
K̃(h) fournit une résolution libre de Ω̃k. En particulier,

dimproj(Ω̃k) = k − 1.
De plus, on a HomOS

(
Ωk
S ⊗OS

Σ,OS

)
= Θk

S ⊗OS
HomOS

(Σ,OS). Soit ψ ∈ HomOS
(Σ,OS).

Alors ψ est entièrement déterminée par ψ(1). Comme pour tout i ∈ {1, . . . , k}, ψ
(

1
ĥi

)
=

1
ĥi

ψ(1) ∈ OS , on a ψ(1) ∈ hOS . Réciproquement, il est clair qu’un élément α ∈ hOS définit une
application ψ ∈ HomOS

(Σ,OS) en posant ψ(1) = α, ce qui nous donne la première égalité.
La deuxième égalité se déduit de la remarque 3.3.9, qui assure que Extk−1

OS
(Σ,OS) = OC . �

Calcul des ExtqOS
(RC ,OS)

Contrairement au cas de Ω̃k, nous ne calculerons que les ExtqOS
(RC ,OS) pour q 6 k.

Nous utilisons la suite spectrale de changement d’anneaux (voir par exemple [CE56, Chapter
XV, XVI]). Nous l’énonçons pour un OC-moduleM quelconque, car nous en aurons besoin pour
un autre module dans la suite.

Epq2 = ExtpOC

(
M,ExtqOS

(OC ,OS)
)
⇒ Extp+qOS

(M,OS) . (3.17)

Nous avons besoin du lemme suivant, qui nous permet dans le cas M = RC de déterminer
les modules recherchés.
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Lemme 3.3.12. Soit C une intersection complète et M un OC-module de type fini. Pour tout
q < k, ExtqOS

(M,OS) = 0 et

ExtkOS
(M,OS) = HomOC

(M,OC) .

Preuve. Comme (h1, . . . , hk) est une suite régulière, on a grâce au complexe de Koszul 3.3.8
pour tout q 6= k, ExtqOS

(OC ,OS) = 0 et ExtkOS
(OC ,OS) = OC . Par conséquent, les seuls termes

éventuellement non nuls de la deuxième feuille de la suite spectrale (3.17) sont les Epk2 pour
p ∈ N, et donc la suite spectrale dégénère au rang 2. En particulier, ExtqOS

(M,OS) ' Eq−k,k2 ,
ce qui nous donne le résultat. �

On déduit des calculs précédents la suite exacte suivante :

Corollaire 3.3.13. La suite exacte longue (3.15) donne :

· · · → 0→ Extk−1
OS

(
Ωk(logC),OS

)
→ Θk

S ⊗OS
OC

α−→ R∨C → ExtkOS

(
Ωk(logC),OS

)
→ 0→ . . .

(3.18)

Calcul du morphisme connectant α

En résumé, on dispose d’isomorphismes β et β′ tels que le diagramme suivant commute :

Θk
S ⊗OS

OC R∨C

Extk−1
OS

(
Ω̃k,OS

)
ExtkOS

(RC ,OS)

β′ β

α

α′

L’objectif de ce paragraphe est de montrer la proposition suivante :

Proposition 3.3.14. Le morphisme connectant α de la suite exacte du corollaire 3.3.13 est :

α : Θk
S ⊗OS

OC → R∨C
δ ⊗ a 7→ a · δ(dh1 ∧ · · · ∧ dhk)

En particulier, l’image de α est JC .

Cette proposition permet de comparer JC et R∨C , ce qui est utilisé dans la fin de la preuve
du théorème 3.3.7.

Le calcul de α est assez technique. Nous déterminons explicitement les isomorphismes β et
β′, ainsi que le morphisme connectant α′.

Nous fixons dans tout ce paragraphe une résolution injective (I •, ε•) de OS .

Lemme 3.3.15. Soit M un OC-module de type fini. L’isomorphisme du lemme 3.3.12 est :

β : ExtkOS
(M,OS) = Hk (HomOS

(M,I •))→ HomOC

(
M,Hk (HomOS

(OC ,I •))
)

= HomOC
(M,OC)

[ψ] 7→
(
ψ̃ : ρ 7→ [ψ̃ρ : a 7→ a.ψ(ρ)]

)

Preuve. Soit (P•, δ•) une résolution projective du OC-module M . On obtient ainsi le complexe
double Apq = HomOC

(Pp,HomOS
(OC ,I

q)). Deux suites spectrales ayant le même aboutisse-
ment y sont associées :

′Epq2 = Hp (HomOC
(P∗, Hq(HomOS

(OC ,I
•))) = ExtpOC

(
M,ExtqOS

(OC ,OS)
)
⇒ Extp+qOS

(M,OS) ,
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′′Epq2 = Hq(HomOC
(Hp(P∗),HomOS

(OC ,I
•)))⇒ Extp+qOS

(M,OS) .

Les seuls termes éventuellement non nuls de la première suite spectrale sont les ′Epk2 et pour
la seconde, ce sont les ′′E0q

2 . En particulier, les deux suites spectrales dégénèrent au rang deux,
et pour tout j > 1, ′′Ej,k−j∞ et ′Ej,k−j∞ sont nuls. On a donc :

ExtkOS
(M,OS) = ′E0k

2 = ′E
0k
∞ = ′′E0k

∞ = ′′E0k
2 .

À partir des définitions des suites spectrales (voir [CE56, Chapter XV,XVI]) on voit qu’un
élément dans ′E0k

∞ peut être représenté par un élément ψ ∈ HomOC

(
P0,HomOS

(
OC ,I

k
))

qui
définit la même classe dans ′′E0k

∞ . Dans ′′E0k
2 , ψ définit un élément [ψ] ∈ Hk (HomOS

(M,I •)),
et dans ′E0k

2 , il définit ψ̃ : ρ 7→ [ψ̃ρ : a 7→ a.ψ(ρ)] ∈ HomOC

(
M,Hk (HomOS

(OC ,I
•))
)
. Cela

nous donne l’isomorphisme annoncé. �

Le lemme suivant permet d’exprimer précisément l’isomorphisme du lemme 3.3.11 par l’in-
termédiaire de la résolution injective (I •, ε•) de OS .

Lemme 3.3.16. Le deuxième isomorphisme du lemme 3.3.11 est :

β′ : Hk−1
(
HomOS

(
Ω̃k,I •

))
︸ ︷︷ ︸

=Extk−1
OS

(
Ω̃k,OS

) → Θk
S ⊗OS

Hk−1 (I •/AnnI •(h1, . . . , hk))︸ ︷︷ ︸
=OC

[ϕ] 7→
∑
I

∂xI ⊗ [mI ]

où mI ∈ I k−1 vérifie h ·mI = ϕ(dxI).

Preuve. Pour tout j ∈ N on a un isomorphisme ζ : HomOS

(
Ω̃k,I j

)
→ Θk

S⊗OS
HomOS

(
Σ,I j

)
donné par ζ(ϕ) =

∑
I ∂xI ⊗ (a 7→ ϕ(adxI)).

Intéressons-nous maintenant à HomOS

(
Σ,I j

)
. Comme pour tout j ∈ N, I j est un module

injectif, le foncteur HomOS

(
−,I j

)
est exact. De plus

0→ Σ h−→ OS → OC → 0

est exacte donc on en déduit l’isomorphisme :

HomOS

(
OS ,I

j
)
/HomOS

(
OC ,I

j
)
→ HomOS

(
Σ,I j

)
[
ϕ : OS → I j

]
7→ (a 7→ ϕ(h · a))

De plus,

HomOS

(
OS ,I

j
) ∼−→ I j

ϕ 7→ ϕ(1)
et

HomOS

(
OC ,I

j
) ∼−→ AnnI j (h1, . . . , hk)

ϕ 7→ ϕ(1)
sont des

isomorphismes. Par conséquent on a l’isomorphisme :

ξ : I j/AnnI j (h1, . . . , hk)→ HomOS

(
Σ,I j

)
[m] 7→ (a 7→ a · hm)

En utilisant les isomorphismes ζ et ξ−1, on en déduit l’isomorphisme β′. �

Comme nous l’avons déjà remarqué dans la preuve du lemme 3.3.11 en utilisant le complexe de
Koszul, Hk−1 (HomOS

(Σ,OS)) = OC , et donc il existe un isomorphisme

γ1 : Hk−1 (I •/AnnI •(h1, . . . , hk))→ OC .
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De plus, comme pour tout j ∈ N, AnnI j (h1, . . . , hk) est isomorphe à HomOS

(
OC ,I

j
)
, en

utilisant la remarque 3.3.9 on en déduit un isomorphisme

γ2 : Hk (AnnI •(h1, . . . , hk))→ OC .

Le lemme suivant explicite l’isomorphisme entre les modules Hk−1 (I •/AnnI •(h1, . . . , hk))
et Hk (AnnI •(h1, . . . , hk)).

Lemme 3.3.17. On a un isomorphisme :

γ : Hk−1 (I •/AnnI •(h1, . . . , hk))→ Hk (AnnI •(h1, . . . , hk))
[m] 7→ [εk−1(m)]

Preuve. On note εk−1 : I k−1/AnnI k−1(h1, . . . , hk)→ I k/AnnI k(h1, . . . , hk). Montrons d’abord
que γ est bien définie.

Si m ∈ Ker(εk−1) alors εk−1(m) ∈ AnnI k(h1, . . . , hk). Si m = εk−2(m′) pour un m′ ∈
I k−2/AnnI k−2(h1, . . . , hk), alors [εk−1(εk−2(m′))] = 0 et donc l’application γ est bien définie.

Supposons que [εk−1(m)] = 0. Alors il existe m′ ∈ AnnI k−1(h1, . . . , hk) tel que εk−1(m) =
εk−1(m′), et donc m−m′ ∈ Ker(εk−1) = Im(εk−2). D’où [m] = 0, et donc γ est injective.

Considérons [m] ∈ Hk (AnnI •(h1, . . . , hk)). Alors εk(m) = 0 donc il existe m′ ∈ I k−1 tel
que εk−1(m′) = m. Alors [m] = γ([m′]), et donc γ est surjective. �

Nous disposons à présent de toutes les identifications nécessaires au calcul de α.

Preuve (de la proposition 3.3.14). Nous voulons construire le morphisme connectant :

α′ : Hk−1
(
HomOS

(
Ω̃k,I •

))
→ Hk (HomOS

(RC ,I
•)) .

On procède par une chasse au diagramme fondée sur le diagramme commutatif suivant :

0 HomOS

(
Ω̃k,I k−1

)
HomOS

(
Ωk(logC),I k−1

)
HomOS

(
RC ,I

k−1
)

0

0 HomOS

(
Ω̃k,I k

)
HomOS

(
Ωk(logC),I k

)
HomOS

(
RC ,I

k
)

0

i∗ res∗C

i∗ res∗C
εk−1 εk−1 εk−1

Soit δ ⊗ [m] ∈ Θk
S ⊗Hk−1 (I •/AnnI •(h1, . . . , hk)). Comme β′ est un isomorphisme, il existe

ϕ : Ω̃k → I k−1

η 7→ δ(hη) ·m

vérifiant la condition εk−1(ϕ) = 0 et dont la classe dans Extk−1
OS

(
Ω̃k,OS

)
est un antécédent de

δ ⊗ [m] par β′.
Il existe Φ : Ωk(logC)→ I k−1 tel que Φ◦ i = ϕ. Soit ω ∈ Ωk(logC). Par le théorème 3.1.15,

il existe g, ξ, η tels que gω = ξ dh1∧···∧dhk
h1···hk

+ η. Alors

gΦ(ω) = ξΦ
(dh1 ∧ · · · ∧ dhk

h1 · · ·hk

)
+ ϕ(η).

De plus, pour tout i ∈ {1, . . . , k},

hiΦ
(dh1 ∧ · · · ∧ dhk

h1 · · ·hk

)
= ϕ

(
hi

dh1 ∧ · · · ∧ dhk
h1 · · ·hk

)
= hiδ(dh1 ∧ · · · ∧ dhk) ·m.

Par conséquent,

Φ
(dh1 ∧ · · · ∧ dhk

h1 · · ·hk

)
= δ(dh1 ∧ · · · ∧ dhk) ·m+m′
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avec m′ ∈ AnnI k−1(h1, . . . , hk).
L’image par εk−1 de Φ vérifie :

g · εk−1(Φ)(ω) = ξ
(
δ(dh1 ∧ · · · ∧ dhk) · εk−1(m) + εk−1(m′)

)
.

Comme i∗εk−1(Φ) = 0, il existe Ψ : RC → I k tel que εk−1(Φ) = res∗C(Ψ). En particulier,
pour tout ρ ∈ RC , on a3 :

gΨ(ρ) = gρ
(
δ(dh1 ∧ · · · ∧ dhk) · εk−1(m) + εk−1(m′)

)
Cela nous donne alors l’expression de gα′

(
β′−1(δ ⊗ [m])

)
∈ ExtkOS

(RC ,OS). Nous allons en
déduire l’expression de α(δ ⊗ [m]) ∈ R∨C .

Par l’isomorphisme β du lemme 3.3.15, et en utilisant l’identification de HomOS
(OC ,I

•)
avec AnnI •(h1, . . . , hk), la classe [gΨ] ∈ Hk(HomOS

(RC ,I
•)) correspond à l’application

RC → Hk (AnnI •(h1, . . . , hk))
ρ 7→ [gρ ·

(
δ(dh1 ∧ · · · ∧ dhk) · εk−1(m) + εk−1(m′)

)
]

De plus, comme m′ ∈ AnnI k−1(h1, . . . , hk), on a pour tout ρ ∈ RC :

[gρ ·
(
δ(dh1 ∧ · · · ∧ dhk) · εk−1(m) + εk−1(m′)

)
] = [gρ · (δ(dh1 ∧ · · · ∧ dhk) · εk−1(m))].

On a des isomorphismes :

OC
γ1←− Hk−1 (I •/AnnI •(h1, . . . , hk))

γ−→ Hk (AnnI •(h1, . . . , hk))
γ2−→ OC .

Soit a = γ1([m]) ∈ OC . Comme γ, γ1, γ2 sont des isomorphismes, on peut supposer4 que
γ2 ◦ γ ◦ γ−1(1) = 1, et donc γ2([εk−1(m)]) = a ∈ OC .

Par conséquent, [gΨ] s’identifie à l’application
{

RC → OC

ρ 7→ ρgδ(dh1 ∧ · · · ∧ dhk)a
et comme g

est un non diviseur de zéro dans OC , on en déduit que [Ψ] s’identifie à

RC → OC

ρ 7→ ρδ(dh1 ∧ · · · ∧ dhk)a

D’où le résultat : si δ ⊗ a ∈ ΘS ⊗OS
OC , alors α(δ ⊗ a) = a · δ(dh1 ∧ · · · ∧ dhk). �

3.3.3 Fin de la preuve du théorème 3.3.7

Nous avons besoin des résultats suivants, qui s’obtiennent à partir de la suite exacte courte

0→ Ω̃k → Ωk(logC)→ RC → 0 (3.19)

en utilisant des techniques analogues à celles de la preuve de la proposition 3.3.5.

On remarque d’abord la propriété suivante :

Lemme 3.3.18. Si C est une intersection complète singulière libre alors RC est un module de
Cohen-Macaulay maximal et R∨C = JC .

Preuve. Par définition, comme C est libre, JC est un module de Cohen-Macaulay maximal.
Par le théorème 2.3.20, on a que J ∨

C est aussi un module de Cohen-Macaulay maximal, et
J ∨∨

C = JC . De plus, par la proposition 3.2.17, J ∨
C = RC , ce qui nous donne le résultat. �

3On remarque que εk−1(m) et εk−1(m′) sont annulés par (h1, . . . , hk), et donc les multiplier par gρ ∈ OC a du
sens.

4L’image γ2 ◦ γ ◦ γ−1(1) est un élément inversible de OC , et donc on peut composer avec un isomorphisme
supplémentaire γ̃ : OC → OC pour que l’image soit 1.
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Proposition 3.3.19. Si dimproj(Ωk(logC)) 6 k − 1 alors RC est un OC-module de Cohen-
Macaulay maximal.

Si C est libre, alors dimproj(Ωk(logC)) 6 k.

Preuve. Supposons que dimproj(Ωk(logC)) 6 k − 1. Par la formule d’Auslander-Buchsbaum
on a prof(Ωk(logC)) > m−k+ 1. Par la formule d’Auslander-Buchsbaum et le lemme 3.3.11 on
a prof(Ω̃k) = m−k+1. De plus, prof(RC) 6 m−k, donc par le lemme de la profondeur appliqué
à la suite exacte (3.19) on a prof(RC) = m− k = dim(RC), et donc RC est Cohen-Macaulay.

Supposons que C est libre. Par le lemme 3.3.18, on a prof(RC) = m−k. De plus, prof(Ω̃k) =
m−k+1 donc le lemme de la profondeur appliqué à la suite exacte (3.19) donne prof(Ωk(logC)) >
m− k. Par la formule d’Auslander Buchsbaum on obtient dimproj(Ωk(logC)) 6 k. �

Grâce au calcul explicite du morphisme connectant α de la proposition 3.3.14, nous pouvons
comparer Im(α) = JC et R∨C , ce qui nous permet de finir la preuve du théorème 3.3.7, en
utilisant la proposition 3.3.19.

Preuve (Fin de la preuve du théorème 3.3.7). Commençons par l’implication 2.⇒ 6. Par
la proposition 3.3.19, on a dimproj(Ωk(logC)) 6 k et par le lemme 3.3.18, R∨C = JC . L’appli-
cation α de la proposition 3.3.13 est donc surjective et ExtkOS

(
Ωk(logC),OS

)
= 0.

Soit
0→ O`k

S
dk−→ O

`k−1
S → · · · → O`0

S → Ωk(logC)→ 0 (3.20)

une résolution libre minimale de Ωk(logC). En particulier, cela signifie que les coefficients de
dk sont dans l’idéal maximal m de OS . On applique le foncteur HomOS

(−,OS) à cette ré-
solution, et on identifie HomOS

(
O
`j
S ,OS

)
avec O

`j
S . Alors ExtkOS

(
Ωk(logC),OS

)
est égal à

O`k
S /Im(tdk). Comme ce module est nul, on a par le lemme de Nakayama, O`k

S = 0 et donc
dimproj(Ωk(logC)) 6 k − 1.

De plus, comme il y a des relations entre les mineurs maximaux de la matrice jacobienne,
l’application α a un noyau non nul.

Par conséquent, Extk−1
OS

(
Ωk(logC),OS

)
6= 0 et dimproj(Ωk(logC)) = k − 1.

L’implication 6.⇒ 5. est triviale.
Montrons 5.⇒ 2.
Supposons que dimproj

(
Ωk(logC)

)
6 k − 1. La suite exacte (3.18) devient :

0→ Extk−1
OS

(
Ωk(logC),OS

)
→ Θk

S ⊗OS
OC

α−→ R∨C → 0

Comme par la proposition 3.3.14 l’image de α est JC , on a R∨C = JC . Par la propo-
sition 3.3.19, RC est un OC-module de Cohen-Macaulay maximal. On a donc par le théo-
rème 2.3.20 que JC est aussi Cohen-Macaulay maximal. �

Remarque 3.3.20. Toutes les caractérisations de la liberté que nous avons mentionnées dans le
chapitre 2 se généralisent aux intersections complètes, sauf une : le critère de Saito 2.2.8. On rap-
pelle que contrairement au cas des hypersurfaces, les formes différentielles multi-logarithmiques
d’une intersection complète de codimension au moins deux ne sont pas stables par produit
extérieur. Nous donnons de plus dans le chapitre 6 des exemples de courbes gauches pour les-
quelles le nombre de générateurs du module des formes multi-logarithmiques est différent (voir
proposition 6.1.26 et exemple 6.1.36).
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3.3.4 Conséquences de la liberté

Grâce au corollaire 3.3.13 et au théorème 3.3.7, on peut calculer pour les intersections com-
plètes libres les modules ExtqOS

(
Ωk(logC),OS

)
pour q ∈ N, en particulier, on relie le module

Extk−1
OS

(
Ωk(logC),OS

)
au module Derk(− logC).

Corollaire 3.3.21. Soit C une intersection complète libre de codimension au moins deux. Alors :

HomOS

(
Ωk(logC),OS

)
= hΘk

S ,

Extk−1
OS

(
Ωk(logC),OS

)
= Derk(− logC)(∑k

i=1 hiΘk
S

) ,
et pour tout q /∈ {0, k − 1} ,ExtqOS

(
Ωk(logC),OS

)
= 0.

Preuve. Le début de la suite exacte longue 3.15 donne

HomOS

(
Ωk(logC),OS

)
' HomOS

(
Ω̃k,OS

)
= hΘk

S .

Pour tout q 6 k − 1, ExtqOS
(RC ,OS) = 0 et pour tout 1 6 q 6 k − 2, ExtqOS

(
Ω̃k,OS

)
= 0

de sorte que pour tout 1 6 q 6 k − 2, ExtqOS

(
Ωk(logC),OS

)
= 0. De plus, comme C est libre,

dimproj(Ωk(logC)) = k−1 ce qui implique que pour tout q > k−1, ExtqOS

(
Ωk(logC),OS

)
= 0.

Pour le terme restant, la suite exacte longue (3.15) nous donne que Extk−1
OS

(
Ωk(logC),OS

)
est

le noyau de l’application α : Θk
S ⊗OS

OC → JC calculée dans la proposition 3.3.14. D’où le
résultat. �

Remarque 3.3.22. Si C n’est pas libre, les résultats du corollaire précédent portant sur les
modules ExtqOS

(
Ωk(logC),OS

)
pour q 6 k − 1 restent vrais. De plus, ExtkOS

(
Ωk(logC),OS

)
est isomorphe à R∨C/JC .

Nous verrons dans le paragraphe 6.1 le calcul explicite d’une résolution projective du mo-
dule Ωm−1(logC) dans le cas d’une courbe intersection complète quasi-homogène (voir théo-
rème 6.1.33).

Proposition 3.3.23. Soit C une intersection complète réduite de codimension au moins 2. Alors

HomOS

(
Derk(− logC),OS

)
= Ωk

S ,

Extk−1
OS

(
Derk(− logC),OS

)
' RC .

Et pour tout 1 6 q 6 k − 2, ExtqOS

(
Derk(− logC),OS

)
= 0.

Si de plus C est libre, alors pour tout q /∈ {0, k − 1}, ExtqOS

(
Derk(− logC),OS

)
= 0.

Preuve. On applique le foncteur HomOS
(−,OS) à la suite exacte courte

0→ Derk(− logC)→ Θk
S →JC → 0.

Comme Θk
S est libre, pour tout q > 1, ExtqOS

(
Θk
S ,OS

)
= 0. De plus, par le lemme 3.3.12,

pour tout q < k, ExtqOS
(JC ,OS) = 0, et ExtkOS

(JC ,OS) ' HomOS
(JC ,OC) = RC . Cela nous

donne les résultats annoncés.
Si C est libre, d’après la proposition 3.3.5, dimproj(Derk(− logC)) = k−1 et donc pour tout

q > k on a ExtqOS

(
Derk(− logC),OS

)
= 0. �



Chapitre 4

Formes multi-logarithmiques d’un
espace réduit équidimensionnel et
liberté des espaces de
Cohen-Macaulay

Dans ce chapitre nous généralisons certains des résultats du paragraphe précédent à un espace
réduit équidimensionnel X, que nous supposerons pour certains énoncés Cohen-Macaulay. Nous
avons choisi de traiter d’abord et séparément le cas des intersections complètes car il présente
moins de technicité, et le cas équidimensionnel repose en grande partie sur le cas intersection
complète.

Pour définir un module de formes différentielles multi-logarithmiques le long de X à la façon
d’A.G. Aleksandrov dans [Ale14, §10], nous devons d’abord inclure l’espace X dans une intersec-
tion complète C, qui doit être réduite au moins le long de X. Nous montrons d’abord l’existence
d’une telle intersection complète (voir lemme 4.1.1). Dans la section 4.1 nous écrivons en détails
les preuves des résultats annoncés dans [Ale14, §10], en particulier, on montre que le module des
multi-résidus de X défini en 4.1.7 ne dépend pas du choix de l’intersection complète C, et nous
détaillons la preuve du théorème 10.2 de [Ale14] qui relie les multi-résidus logarithmiques aux
formes régulières méromorphes par l’intermédiaire des symboles résidus introduits dans [Ker83],
et qui apparaissent aussi dans [Sch16].

Dans le paragraphe 4.2.1, nous montrons que tout espace réduit équidimensionnel peut être
vu comme une union de composantes irréductibles d’une intersection complète réduite (voir pro-
position 4.2.1). Nous donnons ensuite quelques propriétés de la forme fondamentale de X, en
particulier, nous généralisons la caractérisation 3.1.15 grâce à cette forme fondamentale (voir pro-
position 4.2.6). Nous proposons ensuite une définition des k-champs de vecteurs logarithmiques
le long de X, et nous montrons dans la proposition 4.2.12 que les k-formes multi-logarithmiques
et les k-champs de vecteurs multi-logarithmiques de X vérifient encore une sorte de dualité im-
pliquant l’idéal de l’intersection complète C contenant X. Nous montrons ensuite que le dual
sur OC de l’idéal jacobien de C restreint à X est le module des multi-résidus de X.

Nous proposons comme définition de la liberté pour un espace Cohen-Macaulay réduit X le
fait que l’idéal jacobien restreint d’une intersection complète C réduite contenant X à X est
Cohen-Macaulay. Nous généralisons les caractérisations de la liberté de la proposition 3.3.5 et
du théorème 3.3.7 au cas d’un espace Cohen-Macaulay réduit X (voir théorème 4.2.22). Nous
terminons ce chapitre en comparant les différentes notions d’idéaux jacobiens dont on dispose.

71
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4.1 Formes différentielles logarithmiques d’un espace réduit équi-
dimensionnel

Dans cette partie, nous donnons la définition de formes différentielles multi-logarithmiques
le long d’un espace réduit équidimensionnel telle qu’elle est proposée par A.G. Aleksandrov dans
[Ale14, §10], ainsi que la notion de multi-résidus qui en résulte. Nous donnons une preuve détaillée
de l’isomorphisme entre les modules des multi-résidus et les formes régulières méromorphes
décrites par l’intermédiaire de symboles résidus (voir proposition 4.1.20 et théorème 4.1.22).

4.1.1 Définition

Dans tout ce chapitre, S désigne le germe en un point p d’une variété analytique lisse de
dimension m, munie d’un système de coordonnées (x1, . . . , xm).

Soit X ⊂ S un germe d’espace analytique réduit équidimensionnel. On note IX l’idéal
radical de OS définissant X. On note (h1, . . . , hr) une famille génératrice de IX .

Soit IX = p1 ∩ · · · ∩ pp une décomposition primaire minimale de l’idéal IX . Étant donné
que X est réduit, pour tout i ∈ {1, . . . , p}, pi est un idéal premier (voir [Eis95, Corollary 2.12]).
Pour i ∈ {1, . . . , p} on note Xi la composante irréductible de X définie par pi.

Dans le cas d’une hypersurface, le module des formes différentielles logarithmiques ne dépend
que de l’hypersurface. Le module des formes différentielles multi-logarithmiques le long d’une
intersection complète dépend quant à lui du choix de la suite régulière la définissant.

Pour un espace réduit équidimensionnel, la définition proposée par A.G. Aleksandrov dans
[Ale14, §10] dépend en plus du choix d’une intersection complète contenant X. Avant de donner
cette définition, nous introduisons le lemme suivant :

Lemme 4.1.1. Il existe une suite régulière (f1, . . . , fk) ⊆ IX telle qu’une décomposition pri-
maire de l’idéal IC :=

∑k
i=1 fiOS soit de la forme IC = p1 ∩ · · · ∩ pp ∩ qp+1 ∩ qr. Autrement dit,

X est réduit dans C.

Preuve. Comme la codimension de X dans S est k, on a profIX
(OS) = k (voir par exemple

[GP02, Corollary 7.7.10]). Il existe donc une suite régulière (f1, . . . , fk) ⊆ IX . Notons IC l’idéal
de OS engendré par (f1, . . . , fk). Une décomposition primaire de IC est de la forme

IC = q1 ∩ · · · ∩ qp ∩ qp+1 ∩ · · · ∩ q`

où √qi = pi pour tout i ∈ {1, . . . , p}. Pour i ∈ {1, . . . , p}, on note κi = OX,pi/piOX,pi le corps
résiduel de OX en pi. Pour h ∈ IX , on définit le vecteur

∂h :=
(
∂h

∂x1
, . . . ,

∂h

∂xm

)t
∈ (OX,pi/piOX,pi)

m .

Supposons qu’il existe i ∈ {1, . . . , p} tel que qi 6= pi. Cela signifie que C n’est pas réduite le
long de Xi, et en particulier, Xi est contenu dans le lieu singulier de C donc

dimκi(∂f1, . . . , ∂fk) = d < k.

Par exemple, ∂fk ∈ (∂f1, . . . , ∂fk−1)κi . Comme Xi n’est pas contenu dans le lieu singulier de X,
la dimension du κi-espace vectoriel (∂h1, . . . , ∂hr) est k. Il existe donc h ∈ IX tel que :

dimκi(∂f1, . . . , ∂fk−1, ∂h) = d+ 1.

Pour tout λ ∈ C∗ on a :
dimκi(∂f1, . . . , ∂fk + λ∂h) = d+ 1. (4.1)
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Comme fk est un non diviseur de zéro de OS/(f1, . . . , fk−1)OS , pour un λ ∈ C suffisamment
général, fk + λh est aussi un non diviseur de zéro de OS/(f1, . . . , fk−1)OS . En effet, si s est le
nombre d’idéaux premiers associés à l’idéal (f1, . . . , fk), alors fk + λh est un diviseur de zéro
pour au plus s valeurs distinctes1 de λ.

De plus, si j ∈ {1, . . . , p} est différent de i et si λ ∈ C est assez général2, on a :

dimκj (∂f1, . . . , ∂fk + λ∂h) > dimκj (∂f1, . . . , ∂fk). (4.2)

Par conséquent, il existe λ ∈ C tel que les conditions (4.1) et (4.2) sont vérifiées, et de
plus (f1, . . . , fk + λh) ⊆ IX est une suite régulière. Par récurrence, on construit une suite
régulière (F1, . . . , Fk) ⊆ IX telle que pour tout i ∈ {1, . . . , p}, dimκi(∂F1, . . . , ∂Fk) = k, et donc
(F1, . . . , Fk) = p1 ∩ · · · ∩ pp ∩ q′p+1 ∩ · · · ∩ q′`′ . �

Remarque 4.1.2. On ne demande pas dans l’énoncé du lemme 4.1.1 que les composantes ad-
ditionnelles de l’intersection complète définie par (f1, . . . , fk) soient réduites. Nous montrons
dans la proposition 4.2.1 qu’on peut trouver une intersection complète réduite contenant X.
Néanmoins, pour les résultats de cette partie, nous n’avons pas besoin de ce résultat plus fort.

Nous sommes maintenant en mesure de définir les formes différentielles multi-logarithmiques
le long de X relativement à une intersection complète C vérifiant le lemme 4.1.1 et définie par
une suite régulière (f1, . . . , fk). On pose f = f1 · · · fk.

On rappelle que pour tout q ∈ N, Ω̃q
f =

∑k
i=1

1
f̂i

Ωq
S = 1

f
ICΩq

S (voir notation 3.1.14).

Définition 4.1.3 ([Ale14, Definition 10.1]). Soit (f1, . . . , fk) ⊆ IX une suite régulière vé-
rifiant le lemme 4.1.1. On note C l’intersection complète définie par IC = (f1, . . . , fk). Soit
q ∈ N. On définit le module des q-formes différentielles multi-logarithmiques relativement à la
paire (X,C) par :

Ωq(logX/C) =
{
ω ∈ 1

f1 · · · fk
Ωq
S ; ∀i ∈ {1, . . . , r} , hiω ∈ Ω̃q

f et dhi ∧ ω ∈ Ω̃q+1
f

}
=
{
ω ∈ 1

f1 · · · fk
Ωq
S ; IXω ⊆ Ω̃q

f et dIX ∧ ω ∈ Ω̃q+1
f

}
Remarque 4.1.4. Si C est réduit, on a Ωq(logC/C) = Ωq(logC), où Ωq(logC) est donné dans
la définition 3.1.4. De plus, pour tout q ∈ N, on a la suite d’inclusions suivante :

Ω̃q
f ⊆ Ωq(logX/C) ⊆ Ωq(logC).

Proposition 4.1.5. Pour tout q ∈ N, le faisceau Ωq(logX/C) est cohérent. De plus, le fais-
ceau f · Ωq(logX/C) ne dépend pas du choix des équations (f1, . . . , fk) définissant l’intersection
complète C, mais dépendent du choix de l’intersection complète C contenant X.

Preuve. Soit q ∈ N et (h1, . . . , hr) une famille génératrice de IX . Le module f · Ωq(logX/C)
est le noyau du morphisme de faisceaux cohérents :

Ωq
S

β−→ (Ωq
S/ICΩq

S)r ⊕
(
Ωq+1
S /ICΩq+1

S

)r
défini pour ω ∈ Ωq

S par β(ω) = (h1ω, . . . , hrω,dh1∧ω, . . . , dhr∧ω). On en déduit que Ωq(logX/C)
est cohérent et que f · Ωq(logX/C) ne dépend pas du choix des équations définissant C.

Supposons que C ′ est une intersection complète vérifiant le lemme 4.1.1 telle que IC ⊆ IC′ .
On vérifie que Ωq(logX/C) ⊆ Ωq(logX/C ′). On remarque que IC′Ωq

S ⊆ Ωq(logX/C ′). Si IC 6=
IC′ , on a donc Ωq(logX/C) 6= Ωq(logX/C ′). �

1En effet, si fk + λ1h et fk + λ2h sont dans un même idéal premier associé p̃, alors (λ2 − λ1)fk ∈ p̃ et donc
λ1 = λ2 vu que fk n’est pas un diviseur de zéro.

2Seulement un nombre fini de valeurs de λ peuvent faire baisser la dimension.
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4.1.2 Multi-résidus logarithmiques

Nous fixons désormais une suite régulière (f1, . . . , fk) ⊆ IX vérifiant le lemme 4.1.1. On note
C l’intersection complète ainsi définie, munie de la structure peut-être non réduite donnée par
IC = (f1, . . . , fk). On pose f = f1 · · · fk et IC = p1∩· · ·∩pp∩qp+1∩· · ·∩q` une décomposition
primaire de IC .

Proposition 4.1.6. Soit q ∈ N et ω ∈ Ωq(logX/C). Alors il existe g ∈ OS qui induit un non
diviseur de zéro de OX , ξ ∈ Ωq−k

S et η ∈ Ω̃q
f tels que :

gω = df1 ∧ · · · ∧ dfk
f1 · · · fk

∧ ξ + η. (4.3)

Preuve. Il est démontré dans la preuve de [Ale12, §3, Theorem 1] que pour tout g dans l’idéal
JC ⊆ OS engendré par les mineurs maximaux de la matrice jacobienne de (f1, . . . , fk), la forme
différentielle gω peut s’écrire sous la forme 4.3. L’hypothèse que C est réduite n’est utilisée qu’à
la fin de la preuve de [Ale12, §3, Theorem 1] pour assurer l’existence d’un élément g ∈ JC qui
induit un non diviseur de zéro dans OC .

Comme X est réduit dans C, il existe g ∈ JC qui induit un non diviseur de zéro dans OX ,
ce qui achève la preuve. �

On pose Ωq
X = Ωq

S

IXΩq
S + dIX ∧ Ωq−1

S

.

Définition 4.1.7. On conserve les notations de la proposition 4.1.6. Le multi-résidu de ω rela-
tivement à la paire (X,C) est défini par :

resX/C(ω) = ξ

g X

∈ Ωq−k
X ⊗OX

MX .

Proposition 4.1.8. L’application resX/C est bien définie.

Preuve. On suppose que pour i ∈ {1, 2} on a

giω = df1 ∧ · · · ∧ dfk
f1 · · · fk

∧ ξi + ηi

où gi, ξi, ηi vérifient les hypothèses de la proposition 4.1.6. De même que dans la preuve de
[Ale12, §4, Proposition 2] qui utilise le lemme de De Rham généralisé (voir lemme 2.3.5), il
existe e ∈ N tel que

JeC(g1ξ2 − g2ξ1) ⊆
k∑
i=1

dfi ∧ Ωq−k−1
S + (f1, . . . , fk)Ωq−k

S .

Comme X est réduit dans C, on peut choisir g ∈ JC tel que g induise un non diviseur de zéro de
OX . Comme IC ⊆ IX , la classe de ge(g1ξ2− g2ξ1) dans Ωq−k

X est nulle, et donc ξ1
g1 X

= ξ2
g2 X

.�

Corollaire 4.1.9. Le noyau de l’application resX/C est Ω̃q
f .

Preuve. Soit ω ∈ Ωq(logX/C) telle que resX/C(ω) = 0. Montrons que α := fω ∈ ICΩq
S . La

condition resX/C(ω) = 0 et l’écriture (4.3) assurent que α ∈ IXΩq
S = (p1 ∩ · · · ∩ pp)Ωq

S , vu que
g est un non diviseur de zéro de OX et IC ⊆ IX . Soit i ∈ {p+ 1, . . . , `}. Comme C est une
intersection complète, IC n’a pas d’idéal premier immergé. Il existe donc h ∈ p1∩· · ·∩pp tel que
h /∈ √qi. De plus, hα ∈ ICΩq

S . Par conséquent, α ∈ qiΩq
S . On obtient ainsi le résultat voulu :

α ∈ ICΩq
S . �



4.1. FORMES LOGARITHMIQUES D’UN ESPACE ÉQUIDIMENSIONNEL 75

Notation 4.1.10. On pose pour q ∈ N, Rq
X/C := resX/C

(
Ωq+k(logX/C)

)
.

Nous allons montrer que les modules Rq
X/C ne dépendent pas du choix de l’intersection

complète C. Pour cela, les deux résultats suivants sont fondamentaux :

Proposition 4.1.11 ([Kun86, (E.20)]). Soit (a1, . . . , ak) ⊆ (b1, . . . , bk) deux suites régulières
de OS. Soit une matrice A ∈ Mk(OS) telle que (a1, . . . , ak)t = A(b1, . . . , bk)t, et ∆ = det(A).
Alors ∆(b1, . . . , bk) ⊆ (a1, . . . , ak) et de plus l’application

µ∆ :
{

OS/(b1, . . . , bk)OS −→ OS/(a1, . . . , ak)OS

m 7−→ ∆m

est injective, et

Im(µ∆) =
{
m ∈ OS/(a1, . . . , ak)OS ; (b1, . . . , bk)m = 0

}
.

Proposition 4.1.12 (Théorème de Wiebe, [Kun86, (E.21)]). Avec les mêmes notations,
en notant ∆ l’image de ∆ dans A = OS/(a1, . . . , ak)OS, on a :

AnnA(∆) = (b1, . . . , bk)/(a1, . . . , ak) et AnnA((b1, . . . , bk)/(a1, . . . , ak)) = (∆).

Nous pouvons à présent montrer la proposition suivante :

Proposition 4.1.13. Pour tout q ∈ N, le module Rq
X/C := resX/C(Ωq+k(logX/C)) ne dépend

pas du choix de (f1, . . . , fk).

Preuve. On commence par considérer le cas d’une suite régulière (f ′1, . . . , f ′k) ⊆ (f1, . . . , fk)
vérifiant le lemme 4.1.1. On note IC′ = (f ′1, . . . , f ′k). Il existe une matrice A ∈ Mk(OS) telle
que (f ′1, . . . , f ′k)t = A(f1, . . . , fk)t. On note ∆ le déterminant de A. D’après la preuve de la
proposition 3.1.21, on a :

df ′1 ∧ · · · ∧ df ′k = ∆df1 ∧ · · · ∧ dfk + ν (4.4)

avec ν ∈ ICΩk
S .

Soit α ∈ f1 · · · fkΩk+q(logX/C). Montrons que

resX/C
(

α

f1 · · · fk

)
= resX/C′

(
∆α

f ′1 · · · f ′k

)
∈ Ωq

X ⊗OX
MX .

Soit g, ξ, η vérifiant les conditions de la proposition 4.1.6 tels que

gα = df1 ∧ · · · ∧ dfk ∧ ξ + η′

avec η′ = fη. La relation (4.4) assure que

g∆α = df ′1 ∧ · · · ∧ df ′k ∧ ξ − ν ∧ ξ + ∆η′.

Comme η′ ∈ ICΩq+k
S , d’après la proposition 4.1.11, ∆η′ ∈ IC′Ωq+k

S . Par conséquent,

resX/C′
(
g

∆α
f ′

)
= resX/C′

(df ′1 ∧ · · · ∧ df ′k
f ′

∧ ξ − ν ∧ ξ
f ′

)
.

On écrit C ′ = X ∪ Y ′, où Y ′ peut ne pas être réduit, mais ne contient pas de composante
irréductible de X. Par le lemme d’évitement, comme Y ′ ne contient pas de composante irréduc-
tible de X, il existe F ∈ IY ′ tel que F /∈

⋃p
i=1 pi, et donc F est un non diviseur de zéro de OX .

Alors Fν ∧ ξ ∈ IC′Ωq
S = IX ∩IY ′Ωq

S . On a donc :

resX/C′
(
gF

∆α
f ′

)
= resX/C′

(df ′1 ∧ · · · ∧ df ′k
f ′

∧ Fξ − F ν ∧ ξ
f ′

)
= resX/C′

(df ′1 ∧ · · · ∧ df ′k
f ′

∧ Fξ
)
.
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Et donc resX/C′
(
gF ∆α

f ′

)
= Fξ X . Comme F est un non diviseur de zéro de OX , on a donc

resX/C′
(∆α
f ′

)
= ξ

g X

= resX/C
(
α

f

)
. (4.5)

Par conséquent, Rq
X/C ⊆ Rq

X/C′ .
Considérons à présent α′ ∈ f ′Ωk+q(logX/C ′). Comme IXα

′ ⊆ IC′Ωq+k et IC ⊆ IX , on a
ICα′ = 0 ∈ Ωq+k

S /IC′Ωq+k
S . D’après la proposition 4.1.11, il existe α ∈ Ωq+k

S et β ∈ IC′Ωq+k
S

tels que
∆α = α′ + β.

Montrons que α
f ∈ Ωq+k(logX/C). Soit h ∈ IX . On a ∆hα = hα′ − hβ ∈ IC′Ωq+k

S et
∆dh∧α ∈ IC′Ωq+k+1

S . D’après la proposition 4.1.12, on a hα ∈ ICΩq+k
S et dh∧α ∈ ICΩq+k+1

S ,
et donc α

f ∈ Ωq+k(logX/C). De plus, par (4.5), resX/C
(
α
f

)
= resX/C′

(
∆α
f ′

)
, ce qui nous donne

l’égalité voulue : Rq
X/C = Rq

X/C′ .
Considérons à présent le cas général. Soit (f ′′1 , . . . , f ′′k ) ⊆ IX une autre suite régulière vérifiant

le lemme 4.1.1. Il existe une suite régulière (f ′1, . . . , f ′k) ⊆ (f1, . . . , fk) ∩ (f ′′1 , . . . , f ′′k ) vérifiant le
lemme 4.1.1. Grâce au cas précédent, on a Rq

X/C = Rq
X/C′ = Rq

X/C′′ . �

Notation 4.1.14. On pose donc pour tout q ∈ N, Rq
X = Rq

X/C .

4.1.3 Lien avec les formes régulières méromorphes

Comme dans le cas des hypersurfaces ou des intersections complètes, les modules des résidus
Rq
X pour q ∈ N sont isomorphes aux modules ωqX des formes régulières méromorphes le long de

X. Ce résultat fait l’objet du théorème 10.2 de [Ale14]. Nous nous proposons ici d’en donner une
preuve détaillée, qui utilise la description des formes régulières méromorphes en termes de sym-
boles résidus proposée dans [Ker84], qui était déjà utilisée dans un exposé de M. Schulze donné
à Oberwolfach en 2012, puis dans [Sch16], dans le but de généraliser les résidus logarithmiques
aux espaces réduits équidimensionnels.

Commençons par donner une définition des symboles résidus dans le cas qui nous intéresse, à
savoir pour des suites régulières. On renvoie à [Ker83] pour plus de détails, et pour des définitions
plus générales faisant intervenir des systèmes de dénominateurs3.

Notation 4.1.15 ([Ker83, §2]). On note S l’ensemble des suites régulières de OS . On pose
S q l’ensemble des suites régulières de OS de longueur q.

Soit (f1, . . . , fk) ∈ S k telle que (f1, . . . , fk) ⊆ IX . On note S(f) l’ensemble des non diviseurs
de zéro de OS/(f1, . . . , fk). On pose pour q ∈ N

C
(
S k,Ωq

S/IXΩq
S

)
= (Ωq

S/IXΩq
S)S(f) .

Ce module ne dépend pas du choix de la suite régulière (f1, . . . , fk) ⊆ IX (voir [Ker83,
Lemma 2.1]).

Définition 4.1.16. On note Ck (S ,Ωq
S/IXΩq

S) le quotient de l’ensemble{(
α/s, (f1, . . . , fk)

)
; α/s ∈ (Ωq

S/(f1, . . . , fk)Ωq
S)S(f) , (f1, . . . , fk) ⊆ IX suite régulière

}
par la relation d’équivalence(

α/s, (f1, . . . , fk)
)
∼
(
α′/s′, (f ′1, . . . , f ′k)

)
3En particulier, si A est un anneau noethérien et M est un A-module de type fini, l’ensemble des M -suites

régulières est un système de dénominateurs (voir [Ker83, (1.7)]).
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si et seulement si pour toute suite régulière (f ′′1 , . . . , f ′′k ) ⊆ (f ′1, . . . , f ′k) ∩ (f1, . . . , fk) on a

∆α/s = ∆′α′/s′ ∈
(
Ωq
S/(f

′′
1 , . . . , f

′′
k )Ωq

S

)
S(f ′′)

où ∆ (respectivement ∆′) est le déterminant d’une matrice de transition4 de (f1, . . . , fk) vers
(f ′′1 , . . . , f ′′k ) (respectivement de (f ′1, . . . , f ′k) vers (f ′′1 , . . . , f ′′k )).

Remarque 4.1.17. Dans [Ker83] sont définis par récurrence des modules Cp (S ,Ωq
S/IXΩq

S)
de sorte qu’ils forment un complexe satisfaisant certaines propriétés (voir [Ker83, Proposition
2.4]). La définition que nous venons de donner est en fait une conséquence de [Ker83, Proposition
2.5].

Définition 4.1.18. La classe d’un élément
(
α/s, (f1, . . . , fk)

)
dans Ck (S ,Ωq

S/IXΩq
S) est ap-

pelée symbole résidu. On le note : [
α/s

f1, . . . , fk

]
.

Remarquons la propriété suivante :

Lemme 4.1.19 ([Sch16, (1.14)]). Le symbole résidu

[
α/s

f1, . . . , fk

]
est nul si et seulement si

α ∈ (f1, . . . , fk)Ωq
S.

Preuve. Par [Ker83, Proposition 2.6],
[

α/s
f1, . . . , fk

]
= 0 si et seulement s’il existe (f ′1, . . . , f ′k) ⊆

(f1, . . . , fk) telle que ∆α/s = 0 dans (Ωq
S/(f ′1, . . . , f ′k)Ω

q
S)S(f ′), avec ∆ le déterminant d’une

matrice de transition de (f1, . . . , fk) vers (f ′1, . . . , f ′k). Cela équivaut à ∆α ∈ (f ′1, . . . , f ′k)Ω
q
S . On

conclut en utilisant la proposition 4.1.12, qui assure que ∆α ∈ (f ′1, . . . , f ′k)Ω
q
S si et seulement si

α ∈ (f1, . . . , fk)Ωq
S . �

Proposition 4.1.20 ([Ker84, (1.2)]). Soit q ∈ N. Le module des formes régulières méro-
morphes ωqX satisfait :

ωqX =
{[

α
f1, . . . , fk

]
;α ∈ Ωq+k

S , (f1, . . . , fk) ⊆ IX une suite régulière,

IXα ⊆ (f1, . . . , fk)Ωk+q
S ,dIX ∧ α ⊆ (f1, . . . , fk)Ωq+k+1

S

}
Le résultat suivant apparaît dans la preuve de [Sch16, Proposition 1.3] :

Proposition 4.1.21. Soit (f1, . . . , fk) ⊆ IX une suite régulière. Alors pour tout

[
β

f ′1, . . . , f
′
k

]
∈

ωqX avec (f ′1, . . . , f ′k) ⊆ IX une suite régulière, il existe

[
α

f1, . . . , fk

]
tel que

[
α

f1, . . . , fk

]
=
[

β
f ′1, . . . , f

′
k

]
.

Autrement dit, une seule suite régulière (f1, . . . , fk) suffit à décrire ωqX .

4c’est-à-dire d’une matrice A telle que (f ′′1 , . . . , f ′′k )t = A(f1, . . . , fk)t
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Preuve. Soit une suite régulière (f ′′1 , . . . , f ′′k ) ⊆ (f1, . . . , fk) ∩ (f ′1, . . . , f ′k). On note ∆ (res-
pectivement ∆′) le déterminant d’une matrice de transition de (f1, . . . , fk) vers (f ′′1 , . . . , f ′′k )
(respectivement de (f ′1, . . . , f ′k) vers (f ′′1 , . . . , f ′′k )). Alors[

β
f ′1, . . . , f

′
k

]
=
[

∆′β
f ′′1 , . . . , f

′′
k

]
.

Par la proposition 4.1.11, on a bien IX∆′β ⊆ IC′′ et dIX ∧ ∆′β ⊆ IC′′ . En particu-
lier, IC∆′β ⊆ IC′′ donc par la proposition 4.1.11, il existe α ∈ Ωq+k

S telle que ∆α = ∆′β
mod (f ′′1 , . . . , f ′′k ). Par conséquent,[

β
f ′1, . . . , f

′
k

]
=
[

∆′β
f ′′1 , . . . , f

′′
k

]
=
[

∆α
f ′′1 , . . . , f

′′
k

]
=
[

α
f1, . . . , fk

]
.

On vérifie grâce à la proposition 4.1.12 que IXα ⊆ IC et dIX ∧ α ⊆ IC , ce qui achève la
preuve de la proposition. �

Donnons à présent la preuve du théorème suivant :

Théorème 4.1.22 ([Ale14, Theorem 10.2]). Soit q ∈ N. Le module Rq
X est isomorphe au

module des formes régulières méromorphes ωqX .

Preuve. On pose
ψ : Rq

X → ωqX

ρ = resX/C
(
α

f

)
7→
[

α
f1, . . . , fk

]
.

Montrons que cette application est bien définie, et est un isomorphisme. On commence par
remarquer que par définition, si αf ∈ Ωq+k(logX/C), alors IXα ⊆ (f1, . . . , fk)Ωq+k

S et dIX∧α ⊆
ICΩq+k+1

S .
Soit (f ′1, . . . , f ′k) ⊆ IX une autre suite régulière vérifiant le lemme 4.1.1, et α′f ′ ∈ Ωq(logX/C ′)

telle que resX/C′
(
α
f ′

)
= resX/C

(
α
f

)
.

Les considérations de la preuve de la proposition 4.1.13 nous permettent de supposer de plus
que (f ′1, . . . , f ′k) ⊆ (f1, . . . , fk). On a :

resX/C
(
α

f

)
= resX/C′

(∆α
f ′

)
= resX/C′

(
α′

f ′

)
où ∆ est le déterminant de la matrice de transition de (f1, . . . , fk) vers (f ′1, . . . , f ′k). Par consé-
quent, α′ = ∆α+ η avec η ∈ IC′Ωq+k, et donc on a bien[

α
f1, . . . , fk

]
=
[

∆α
f ′1, . . . , f

′
k

]
=
[

α′

f ′1, . . . , f
′
k

]
.

Ainsi l’application ψ est-elle bien définie.
L’injectivité de ψ est une conséquence directe du lemme 4.1.19 et la surjectivité vient de la

proposition 4.1.21. �

4.2 Liberté d’un espace réduit de Cohen-Macaulay
Nous commençons par introduire la forme fondamentale, ou forme trace, de X. Dans le cas

d’une intersection complète C définie par une suite régulière (h1, . . . , hk), cette forme fonda-
mentale n’est autre que dh1∧···∧dhk

h1···hk
(voir définition 2.3.23). Nous avons vu dans le lemme 4.1.1



4.2. LIBERTÉ D’UN ESPACE RÉDUIT DE COHEN-MACAULAY 79

que l’on peut inclure X dans une intersection complète réduite au moins le long de X. Nous
montrons dans ce paragraphe un résultat plus fort, à savoir qu’on peut trouver une intersection
complète réduite qui contient X.

L’objectif de cette partie est de généraliser les résultats du chapitre précédent aux espaces
réduits équidimensionnels, en particulier, on relie de nouveau les k-formes différentielles multi-
logarithmiques à un module de k-champs de vecteurs multi-logarithmiques (voir voir défini-
tion 4.2.8 et proposition 4.2.12), et nous montrons que le dual de l’idéal jacobien de C restreint
à X est le module des multi-résidus des k-formes logarithmiques (Proposition 4.2.17). Pour le
dernier paragraphe, nous supposons de plus que X est un espace de Cohen-Macaulay. Nous pro-
posons une définition de la liberté qui généralise la notion de liberté des chapitres précédents.
Nous donnons ensuite plusieurs caractérisations de la liberté, puis nous comparons différentes
notions d’idéaux jacobiens.

4.2.1 Forme fondamentale

Nous aurons besoin de la proposition suivante, qui est une version plus forte du lemme 4.1.1.

Proposition 4.2.1. Soit X un espace réduit équidimensionnel de codimension k dans S. Il existe
une suite régulière (f1, . . . , fk) ⊆ IX = (h1, . . . , hr) telle que l’idéal (f1, . . . , fk) est radical.
Autrement dit, il existe une intersection complète réduite C contenant X.

Preuve. On considère un ouvert U de S contenant le point p sur lequel h1, . . . , hr sont conver-
gentes. Comme l’idéal IX est radical, il existe f1 ∈ IX non nulle et réduite, telle que de plus
pour tout i ∈ {1, . . . , p}, Xi n’est pas contenu dans le lieu singulier de la variété définie par f1.
Notons IX = p1 ∩ · · · ∩ pp une décomposition primaire irréductible de IX .

Soit j ∈ {1, . . . , k − 1}. Nous allons procéder par récurrence sur j. L’hypothèse de récurrence
est la suivante : on suppose qu’il existe une suite régulière (f1, . . . , fj) dans IX telle que l’idéal
(f1, . . . , fj)OS est radical et telle qu’aucune composante irréductible de X n’est contenue dans
le lieu singulier de la variété Y définie par (f1, . . . , fj). Soit Y = Y1 ∪ · · · ∪Yt une décomposition
de Y en composantes irréductibles. La variété Y est de dimension pure m− j.

On considère une décomposition primaire IY = q1 ∩ · · · ∩ qt. En particulier, comme IY est
radical, pour tout i ∈ {1, . . . , t}, qi est premier.

On pose

V =
{
µ ∈ Cr ; ∀i ∈ {1, . . . , t} ,

r∑
`=1

µ`h` /∈ qi

}
.

Si µ ∈ V alors
∑r
`=1 µ`h` est un non diviseur de zéro de OS/(f1, . . . , fj). En particulier,

V 6= ∅ vu que profIX
(OS) = k.

On considère le lieu singulier Sing(Y ) de Y , qui est défini par l’annulation des mineurs j×j de
la matrice jacobienne de (f1, . . . , fj). Soit q′1 ∩ · · · ∩ q′a une décomposition primaire de ISing(Y ).
On pose P l’ensemble des idéaux premiers associés à ISing(Y ) qui définissent une variété de
dimension5 m− j − 1. On pose :

V ′ =
{
µ ∈ Cr ; ∀p ∈P,

r∑
`=1

µ`h` /∈ p

}
.

Si µ ∈ V ′, alors aucune composante du lieu des zéros de (f1, . . . , fj ,
∑r
`=1 µ`h`) n’est contenue

dans le lieu singulier de Y . De plus, V ′ 6= ∅. En effet, si j 6= k − 1, comme dimX = m − k <
m − j − 1, il existe clairement ` ∈ {1, . . . , r} tel que h` /∈ p. Dans le cas j = k − 1, notons que
si p ∈P vérifie pour tout ` ∈ {1, . . . , r}, h` ∈ p alors IX ⊆ p. Il existe donc `′ ∈ {1, . . . , p} tel

5Comme Y est réduite, le lieu singulier de Y est de dimension au plus m− j − 1. En particulier, P peut être
vide.



80 CHAPITRE 4. LIBERTÉ D’UN ESPACE DE COHEN-MACAULAY

que p`′ ⊆ p, et comme les deux idéaux premiers p`′ et p sont de même hauteur, p`′ = p. Cela
contredit l’hypothèse X`′ 6⊆ Sing(Y ).

Pour i ∈ {1, . . . , p} on note κi = OX,pi/piOX,pi le corps résiduel de OX en pi. Pour h ∈ IX ,
on pose le vecteur

∂h :=
(
∂h

∂x1
, . . . ,

∂h

∂xm

)t
∈ (OX,pi/piOX,pi)

m .

On pose

V ′′ =
{
µ ∈ Cr ; ∀i ∈ {1, . . . , r} ,dimκi

(
∂f1, . . . , ∂fj ,

r∑
`=1

µ`∂h`

)
> j + 1

}
.

CommeX est de codimension k > j+1 et réduite, pour tout i ∈ {1, . . . , p}, il existe un mineur
(j+1)×(j+1) de la matrice jacobienne de (h1, . . . , hk) qui n’est pas contenu dans pi. Comme de
plus dimκi

(
∂f1, . . . , ∂fj

)
= j, il existe h ∈ IX tel que dimκi

(
∂f1, . . . , ∂fj ,

∑r
`=1 µ`∂h`

)
> j+1,

et donc V ′′ est un ouvert de Zariski non vide. Si µ ∈ V ′′, aucune composante irréductible de X
n’est contenue dans le lieu singulier de la variété définie par (f1, . . . , fj ,

∑r
i=1 µihi).

On considère la sous-variété lisse Y ′ de Y définie par Y ′ = Y \ {Sing(Y ) ∪X}. On pose
V0 = V ∩ V ′ ∩ V ′′. Alors V0 est un ouvert de Zariski non vide de Cr.

Soit
Z =

{
(x, µ) ∈ Y ′ × V0 ;

r∑
i=1

µihi(x) = 0
}
.

Alors Z est une hypersurface lisse de Y ′×V0. En effet, comme X∩Y ′ = ∅, pour tout x ∈ Y ′,

il existe i ∈ {1, . . . , p} tel que hi(x) 6= 0, et donc ∂

∂µi

(
r∑
i=1

µihi(x)
)

= hi(x) 6= 0. On considère

l’application ψ : Z → V0 définie par ψ(x, µ) = µ. Par le théorème de Bertini-Sard, l’ensemble
des points critiques de ψ est de mesure nulle dans V0. Cela implique en particulier qu’il existe
µ(0) ∈ V0 tel que ψ−1(µ(0)) est une variété lisse, et donc réduite. On pose fj+1 =

∑r
i=1 µ

(0)
i hi. Les

conditions sur V0 assurent que la suite (f1, . . . , fj+1) définit une intersection complète réduite
dont le lieu singulier ne contient aucune composante irréductible de X.

On obtient donc ainsi par récurrence une suite régulière (f1, . . . , fk) de IX définissant une
intersection complète réduite contenant X. �

On fixe donc une suite régulière (f1, . . . , fk) ⊆ IX telle que IC = (f1, . . . , fk) est un
idéal radical de OS . On note C l’intersection complète réduite définie par (f1, . . . , fk). On note
C = X1 ∪ · · · ∪ Xp ∪ Y1 ∪ · · · ∪ Y` une décomposition de C en composantes irréductibles, où
X = X1 ∪ · · · ∪Xp, et Y = Y1 ∪ · · · ∪ Y`.

La forme différentielle df1 ∧ · · · ∧ dfk
f1 · · · fk

joue un rôle fondamental pour l’intersection com-
plète C. Cette forme différentielle n’est en revanche pas logarithmique relativement à la paire
(X,C). Dans ce paragraphe, nous introduisons la "forme trace", ou forme fondamentale (voir
notation 4.2.4), dont on peut trouver une définition dans [Ker84, (1.3)].

Notation 4.2.2. On note βf l’élément de O
C̃

=
p⊕
i=1

O
X̃i
⊕
⊕̀
j=1

O
Ỹj

défini par

 ∀i ∈ {1, . . . , p}, βf |X̃i
= 1 ∈ O

X̃i

∀j ∈ {1, . . . , `}, βf |Ỹj
= 0 ∈ O

Ỹj

Lemme 4.2.3. La forme différentielle βfdf1 ∧ · · · ∧ dfk ∈ Ωk
S ⊗OS

MC vérifie

βfdf1 ∧ · · · ∧ dfk ∈ Ωk
S ⊗OS

OC .
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Preuve. On a df1 ∧ · · · ∧ dfk =
∑
|I|=k JIdxI où JI est le mineur de la matrice jacobienne de

(f1, . . . , fk) relatif à l’ensemble I. D’après la proposition 2.3.11, pour tout I ⊆ {1, . . . ,m} tel
que |I| = k, on a JIOC̃

⊆ OC . D’où le résultat. �

Notation 4.2.4. On fixe donc α0 ∈ Ωk
S telle que α0 = βfdf1 ∧ · · · ∧ dfk ∈ Ωk

S ⊗OS
MC . Cette

forme est la forme fondamentale de X dans S. L’application :

cX : Ωq
X → ωqX

β 7→
[
β ∧ α0
f1, . . . , fk

]

est la classe fondamentale de X dans S (voir définition 2.3.23 pour le cas intersection complète).

La propriété suivante est une conséquence de la définition de α0 et de [Ker84, (1.3)].

Proposition 4.2.5. On a :
α0
f
∈ Ωk(logX/C).

De plus, resX/C
(
α0
f

)
= 1 ∈MX . En particulier, α0 ∈ IY Ωk

S.

Preuve. Soit h ∈ IX . Alors comme βf est nul sur Y , on a :

hα0 = hβfdf1 ∧ · · · ∧ dfk = 0 ∈ Ωk
S ⊗OS

MC .

Par conséquent on a hα0 ∈ ICΩk
S . De plus, pour tout i ∈ {1, . . . , p}, la forme différentielle

dh ∧ df1 ∧ · · · ∧ dfk est nulle en restriction à Xi, étant donné que (h, f1, . . . , fk) ⊆ IX et X est
de codimension k dans S. Comme βf est nul en restriction à Y , on en déduit que

dh ∧ βfdf1 ∧ · · · ∧ dfk = 0 ∈ Ωk+1
S ⊗OS

MC .

Par conséquent, dh ∧ α0 ∈ ICΩk+1
S , et donc α0

f ∈ Ωk(logX/C).
Soit a, g ∈ OC tels que βf = a

g ∈MC . En particulier, g est un non diviseur de zéro de OC .
On a

gresX/C
(
α0
f

)
= resX/C

(
adf1 ∧ · · · ∧ dfk

f

)
= a ∈MX .

Comme g est un non diviseur de zéro de OC , il induit un non diviseur de zéro de OX , et donc

resX/C
(
α0
f

)
= βf = 1 ∈MX .

Etant donné que βfdf1 ∧ · · · ∧ dfk = α0 = 0 ∈ Ωk
S ⊗OS

MY , on en déduit que α0 ∈ IY Ωk
S .�

Proposition 4.2.6. Soit ω ∈ 1
fΩq

S. Alors ω ∈ Ωq(logX/C) si et seulement s’il existe g ∈ OS

induisant un non diviseur de zéro de OC , ξ ∈ Ωq−k
S , et η ∈ Ω̃q

f tels que

gω = α0
f
∧ ξ + η. (4.6)

De plus, avec cette écriture, resX/C(ω) = ξ

g X

.
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Preuve. Soit ω ∈ Ωq(logX/C). Alors ω ∈ Ωq(logC). Soit g, ξ, η satisfaisant les hypothèses du
théorème 3.1.15 tels que

gω = df1 ∧ · · · ∧ dfk
f

∧ ξ + η.

Alors gresX/C(ω) = ξ = resX/C
(
α0
f ∧ ξ

)
donc d’après le corollaire 4.1.9 il existe η′ ∈ Ω̃q

f tel que

gω = α0
f
∧ ξ + η′.

Réciproquement, soit ω ∈ 1
fΩq

S tel qu’il existe g, ξ, η vérifiant les conditions de la proposi-
tion 4.2.6 et

gω = α0
f
∧ ξ + η.

Soit h ∈ IX . Comme α0
f ∈ Ωk(logX/C), on a hα0 ∧ ξ ∈ ICΩq

S et dh ∧ α0 ∧ ξ ∈ ICΩq+1
S .

Comme fη ∈ ICΩq
S , et comme g induit un non diviseur de zéro de OC , on en déduit que hω ∈ Ω̃q

f

et dh ∧ ω ∈ Ω̃q+1
f . Par conséquent, ω ∈ Ωq(logX/C). �

On déduit de [Sch16, (2.14)] l’égalité suivante :

RX = {ρ|X ; ρ ∈ RC tel que ρ|Y = 0} . (4.7)

On a donc :

Proposition 4.2.7. Soit ω ∈ Ωk(logC). Alors :

ω ∈ Ωk(logX/C) ⇐⇒ resC(ω)|Y = 0.

En particulier, cela implique que O
X̃
⊆ RX .

Preuve. Soit ω ∈ Ωk(logX/C). On a :

ρ Y = 0 ⇐⇒ ∃ω′ ∈ Ωk(logX/C), ρ X = resX/C(ω′)
⇐⇒ ∃w′ ∈ Ωq(logX/C),∃η ∈ Ω̃q

f , ω = ω′ + η ∈ Ωq(logX/C).

Comme Ω̃k
f ⊆ Ωk(logX/C), on en déduit le résultat. �

4.2.2 Champs de vecteurs multi-logarithmiques

Nous conservons les notations du paragraphe précédent, en particulier, α0 désigne la forme
fondamentale de X (voir notation 4.2.4).

Nous proposons la définition suivante :

Définition 4.2.8. Soit δ ∈ Θk
S un k-champ de vecteurs holomorphe. On dit que δ est multi-

logarithmique le long de X relativement à C si

δ(α0) ∈ IX .

On note Derk(− logX/C) le OS-module des k-champs de vecteurs multi-logarithmiques le long
de X relativement à C.

Remarque 4.2.9. Etant donné que α0 ∈ IY Ωk
S , on en déduit que pour tout δ ∈ Θk

S , δ(α0) ∈
IY . On a donc

Derk(− logX/C) =
{
δ ∈ Θk

S ; δ(α0) ∈ IC

}
.
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Lemme 4.2.10. On a l’inclusion suivante :

Derk(− logC) ⊆ Derk(− logX/C). (4.8)

Preuve. Soit a, g ∈ OS tel que βf = a
g ∈MC . En particulier, g induit un non diviseur de zéro

dans OC . Soit δ ∈ Derk(− logC). Alors δ (adf1 ∧ · · · ∧ dfk) ∈ IC . Comme g est un non diviseur
de zéro de OC , on en déduit que δ(βfdf1 ∧ · · · ∧ dfk) = δ(α0) = 0 ∈ MC . Par conséquent,
δ(α0) ∈ IC , donc δ ∈ Derk(− logX/C). �

Lemme 4.2.11. Soit δ ∈ Derk(− logX/C) et ω ∈ Ωk(logX/C). Alors

δ(ω) ∈ Σ =
k∑
i=1

1
f̂i

OS = 1
f

IC .

Preuve. D’après la proposition 4.2.6, on a gω = ξ α0
f + η.

On a donc gδ(ω) = ξ 1
f δ(α0) + δ(η) ∈ 1

f
IC . Comme g induit un non diviseur de zéro de OC ,

on a δ(ω) ∈ 1
f

IC . �

Proposition 4.2.12. On suppose k > 2. Le foncteur HomOS
(−,Σ) appliqué à la suite d’inclu-

sions
Ω̃k
f ⊆ Ωk(logX/C) ⊆ Ωk(logC) (4.9)

donne la suite d’inclusions

Θk
S ⊇ Derk(− logX/C) ⊇ Derk(− logC). (4.10)

Réciproquement, si on applique le foncteur HomOS
(−,Σ) à la suite d’inclusions (4.10), on obtient

la suite d’inclusions (4.9).

Preuve. Les seules égalités à prouver sont HomOS

(
Ωk(logX/C),Σ

)
= Derk(− logX/C) ainsi

que HomOS

(
Derk(− logX/C),Σ

)
= Ωk(logX/C), les autres étant données par la proposi-

tion 3.2.13.
On a :

Θk
S ⊇ HomOS

(
Ωk(logX/C),Σ

)
⊇ Derk(− logC).

Le lemme 4.2.11 nous assure que Derk(− logX/C) ⊆ HomOS

(
Ωk(logX/C),Σ

)
.

Soit δ ∈ HomOS

(
Ωk(logX/C),Σ

)
. Comme α0

f ∈ Ωk(logX/C), on a en particulier δ(α0) ∈
IC , donc δ ∈ Derk(− logX/C). On a donc

HomOS

(
Ωk(logX/C),Σ

)
= Derk(− logX/C).

Réciproquement, on a

Ω̃k
f ⊆ HomOS

(
Derk(− logX/C),Σ

)
⊆ Ωk(logC).

Le lemme 4.2.11 nous assure que Ωk(logX/C) ⊆ HomOS

(
Derk(− logX/C),Σ

)
.

Soit ω ∈ HomOS

(
Derk(− logX/C),Σ

)
. Montrons que ω ∈ Ωk(logX/C). Nous devons donc

montrer que IXω ∈ Ω̃k
f et dIX ∧ ω ∈ Ω̃k+1

f . On écrit ω =
∑
|I|=k

1
f ωIdxI .

Soit h ∈ IX . Pour tout I ⊆ {1, . . . ,m} tel que |I| = k, on a h∂xI ∈ Derk(− logX/C), vu
que h∂xI(α0) ∈ IX . Cela implique que h∂xI(ω) = h 1

f ωI ∈ Σ, et donc finalement hω ∈ Ω̃k
f .
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Comme dans la preuve de la proposition 3.2.13, on remarque que

dh ∧ ω = 1
f

∑
|J |=k+1

k+1∑
`=1

(−1)`−1 ∂h

∂xj`
ωJ\j`dxJ .

On pose pour J ⊆ {1, . . . ,m} avec |J | = k + 1 :

δJ =
k+1∑
`=1

(−1)`−1 ∂h

∂xj`
∂xj1 ∧ · · · ∧ ∂̂xj` ∧ · · · ∧ ∂xjk+1 .

On a donc
δJ(ω) = ∂xJ(dh ∧ ω). (4.11)

Montrons que δJ ∈ Derk(− logX/C). Montrer que δJ(α0) ∈ IC revient à prouver que

δJ(βfdf1 ∧ · · · ∧ dfk) = 0 ∈MC .

On a :

δJ (βfdf1 ∧ · · · ∧ dfk) = βf

k+1∑
`=1

(−1)`−1 ∂h

∂xj`
∆
j1...ĵ`...jk+1

= βf

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂h
∂xj1

. . . ∂h
∂xjk+1

∂f1
∂xj1

. . . ∂f1
∂xjk+1

...
...

∂fk
∂xj1

. . . ∂fk
∂xjk+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

On obtient donc un mineur (k + 1) × (k + 1) d’une matrice jacobienne associée à X. Or, X
est de de codimension k dans S donc ce mineur est nul le long de chacune des composantes
irréductibles de X. Comme de plus βf est nul le long de Y , on en déduit que

βfdf1 ∧ · · · ∧ dfk(δJ) = 0 ∈MC .

Par conséquent, δJ ∈ Derk(− logX/C). D’après (4.11), cela implique que dh∧ω ∈ Ω̃k+1
f , et donc

HomOS

(
Derk(− logX/C),Σ

)
= Ωk(logX/C). �

De même que dans le cas intersection complète, les champs de vecteurs logarithmiques de la
définition 3.2.5 permettent de construire des k-champs de vecteurs multi-logarithmiques le long
de X :

Proposition 4.2.13. On a l’inclusion

Der(− logX) ∧Θk−1
S ⊆ Derk(− logX/C).

Preuve. Soit η ∈ Der(− logX) et δ2, . . . , δk ∈ ΘS . Alors par définition η(IX) ⊆ IX , donc en
particulier, η(IC) ⊆ IX . On a donc :

βfdf1 ∧ · · · ∧ dfk(η ∧ δ2 ∧ · · · ∧ δk) ∈ IX .

et donc η ∧ δ2 ∧ · · · ∧ δk ∈ Derk(− logX/C). �
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4.2.3 Dualité entre les résidus et l’idéal jacobien restreint

Notation 4.2.14. On note JX/C =
{
δ(α0) ∈ OX ; δ ∈ Θk

S

}
⊆ OX .

Remarque 4.2.15. Etant donné que la restriction de βf à X est identiquement égal à 1, l’idéal
JX/C est en fait l’image de l’idéal jacobien JC de C par l’application de passage au quotient
OC → OX , c’est-à-dire l’idéal jacobien de C restreint à X.

Proposition 4.2.16. On a la suite exacte de OS-modules :

0→ Derk(− logX/C)→ Θk
S →JX/C → 0.

Preuve. La surjectivité vient de la définition de JX/C . De plus, δ(α0) = 0 équivaut à δ(α0) ∈
IX , ce qui est la définition de Derk(− logX/C). �

Nous allons montrer l’analogue de la proposition 3.2.17 :

Proposition 4.2.17. On a HomOC

(
JX/C ,OC

)
= RX .

Preuve. On suppose k > 2. D’après le lemme 3.3.10, la dimension projective de Σ est k− 1, et
donc sa profondeur est m− k + 1 par la formule d’Auslander-Buchsbaum.

D’après le lemme d’Ischebeck 3.2.15 on a HomOS

(
JX/C ,OS

)
= 0, HomOS

(
JX/C ,Σ

)
= 0

et Ext1
OS

(
JX/C ,OS

)
= 0.

On considère le complexe double HomOS

(
Derk(− logX/C) ↪→ Θk

S , f : Σ→ OS

)
. On obtient

le diagramme suivant :

0 0

0 HomOS

(
Θk
S ,Σ

)
HomOS

(
Derk(− logX/C),Σ

)
Ext1

OS

(
JX/C ,Σ

)
0

0 HomOS

(
Θk
S ,OS

)
HomOS

(
Derk(− logX/C),OS

)
0

0 HomOS

(
JX/C ,OC

)
HomOS

(
Θk
S ,OC

)
HomOS

(
Derk(− logX/C),OC

)
Ext1

OS

(
JX/C ,OC

)
0

Ext1
OS

(
JX/C ,Σ

)
0 Ext1

OS

(
Derk(− logX/C),Σ

)
Ext2

OS

(
JX/C ,Σ

)
0

0

Par une chasse au diagramme tout à fait semblable à celle de la preuve de la proposi-
tion 3.2.17, on associe à un morphisme ϕ : Derk(− logX/C)→ Σ une application Φ : Θk

S → OC

qui provient d’une application ψ : JX/C → OC . Déterminons-la explicitement. Par l’iso-
morphisme de la proposition 4.2.12, ϕ correspond à ωϕ = 1

f

∑
I ϕ(f∂xI)dxI . Comme ωϕ ∈

Ωk(logX/C), on a d’après la proposition 4.2.6

gωϕ = ξ
α0
f

+ η

avec g ∈ OS qui induit un non diviseur de zéro de OC , ξ ∈ OS et η ∈ Ω̃k
f . Alors :

gΦ(∂xI) = gfωϕ(∂xI) = ξ∂xI(α0) ∈ OC .
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Comme de plus g est un non diviseur de zéro de OC , on a Φ(∂xI) = resC(ωϕ)∂xI(α0). On obtient
donc, en identifiant HomOS

(
Derk(− logX/C),Σ

)
avec Ωk(logX/C), l’application

Ωk(logX/C)→ HomOS

(
JX/C ,OC

)
ω 7→

(
a 7→ resC(ω)a

)
On remarque que l’application a 7→ resC(ω)a ∈ OC est bien définie vu que resC(ω) Y = 0 par la
proposition 4.2.7, donc si a+ b est un autre représentant de a avec b ∈ IX , resC(ω)b = 0 ∈MC .

Réciproquement, par une chasse au diagramme analogue à celle de la preuve de la proposi-
tion 3.2.17 on montre que :

HomOS

(
JX/C ,OC

)
=
{
a ∈JX/C 7→ ρa; ρ ∈ resC(Ωk(logX/C))

}
.

Soit

θ :


RX → HomOS

(
JX/C ,OC

)
ρ = resX/C(ω) 7→ θρ :

(
a 7→ resC(ω)a

)
Vérifions que θ est bien définie et est un isomorphisme de OC-modules. Si ω′ ∈ Ωk(logX/C)

vérifie resX/C(ω′) = resX/C(ω) alors ω′ = ω + η avec η ∈ Ω̃k
f et donc resC(ω) = resC(ω′). L’ap-

plication θ est donc bien définie. Si θρ = 0, comme JX/C est un idéal fractionnaire de OX , cela
implique que resC(ω) X = 0 ∈MX , donc resX/C(ω) = 0. D’où l’injectivité de θ. La surjectivité
est claire. On a donc bien un isomorphisme entre HomOS

(
JX/C ,OC

)
= HomOC

(
JX/C ,OC

)
et RX . �

La proposition 4.2.17 met en évidence une dualité entre RX et JX/C à valeurs dans OC .
Le lemme suivant montre qu’en fait cette dualité est aussi à valeur dans le module dualisant
ωX = ωnX de X.

Lemme 4.2.18. Soit I un idéal fractionnaire de OX . Alors HomOC
(I,OC) = HomOX

(I, ωX).

Preuve. On rappelle que ωX est isomorphe à IY /IC . Soit ϕ ∈ HomOC
(I,OC), et g ∈ I. Alors

IX · ϕ(g) = 0 ∈ OC donc ϕ(g) ∈ (IC : IX)OC
, donc ϕ(g) ∈ IY /IC . �

4.2.4 Caractérisations de la liberté

Nous proposons dans ce paragraphe une notion de liberté pour les espaces de Cohen-Macaulay :
on dit que X est libre si l’idéal jacobien restreint JX/C est Cohen-Macaulay. Cette notion ne
dépend pas du choix de l’intersection complète réduite contenant X (voir proposition 4.2.21).
Nous généralisons ensuite les différentes caractérisations de la liberté données dans le chapitre 3
aux espaces de Cohen-Macaulay (voir proposition 4.2.6 et théorème 4.2.22).

Grâce aux précédents résultats de ce chapitre, les preuves des énoncés de ce paragraphe sont
analogues aux preuves du paragraphe 3.3.3.

On suppose dorénavant que OX est un anneau de Cohen-Macaulay. Cette hypothèse est
nécessaire pour la proposition 4.2.6. On fixe une suite régulière (f1, . . . , fk) ⊆ IX telle que
l’idéal IC = (f1, . . . , fk) est radical. On note C l’intersection complète correspondante.

Définition 4.2.19. On dit que X est libre si JX/C est un OX-module de Cohen-Macaulay. Il
est alors Cohen-Macaulay maximal.
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Remarque 4.2.20. On rappelle que JX/C est un idéal fractionnaire de OX , donc de dimension
m− k. Vu que la profondeur (respectivement la dimension) de JX/C vu comme OX -module est
égale à sa profondeur (respectivement sa dimension) comme OC-module, on en déduit que X
est libre dans C si et seulement si JX/C est Cohen-Macaulay maximal vu comme OC-module
ou comme OX -module.

Proposition 4.2.21. La notion de liberté de la définition 4.2.19 ne dépend pas du choix de
l’intersection complète contenant X. Autrement dit, s’il existe une intersection complète réduite
réduite C contenant X telle que JX/C est Cohen-Macaulay, alors pour toute intersection com-
plète réduite C ′ contenant X, JX/C′ est aussi Cohen-Macaulay.

Preuve. Soit C et C ′ deux intersections complètes réduites contenant X. Par le lemme 4.2.1
appliqué à l’espace équidimensionnel réduit défini par C ∪C ′, il existe une intersection complète
réduite C ′′ contenant C et C ′. On peut donc se ramener au cas C ⊆ C ′.

Soit A une matrice de passage de (f1, . . . , fk) vers (f ′1, . . . , f ′k). Alors il existe ν ∈ ICΩk
S tel

que
df ′1 ∧ · · · ∧ df ′k = det(A)df1 ∧ · · · ∧ dfk + ν.

Par conséquent, on a : JX/C′ = det(A)JX/C ⊆ OX . De plus, det(A) est un non diviseur de
zéro de OX , vu que X est contenu dans C et C ′ et qu’aucune composante irréductible de X
n’est contenue dans le lieu singulier de C ou C ′. On en déduit que les OX -modules JX/C′ et
JX/C sont isomorphes, d’où le résultat. �

Théorème 4.2.22. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. X est libre.

2. le OX-module OX/JX/C est Cohen-Macaulay de dimension m− k − 1.

3. l’idéal J(f, h) engendré par les mineurs k × k de la matrice jacobienne de (f1, . . . , fk) et
par les équations (h1, . . . , hr) est un idéal parfait de codimension k + 1 dans OS.

4. dimproj(Derk(− logX/C)) 6 k − 1

5. dimproj(Derk(− logX/C)) = k − 1

6. dimproj(Ωk(logX/C)) 6 k − 1

7. dimproj(Ωk(logX/C)) = k − 1

Preuve des équivalences 1. à 5. Les preuves sont essentiellement les mêmes que les preuves
des propositions 3.3.5 et 3.3.2.

L’équivalence 1. ⇐⇒ 2. vient de la suite exacte

0→JX/C → OX → OX/JX/C → 0.

Comme on suppose que X est Cohen-Macaulay, la profondeur de OX est n. Comme JX/C

contient des non diviseurs de zéro de OX , dim(OX/JX/C) 6 n − 1. Le lemme de la profon-
deur 2.2.13 donne alors l’équivalence voulue.

L’équivalence 2. ⇐⇒ 3. se montre de la même façon que la proposition 3.3.2.
Pour les équivalences restantes, on considère la suite exacte

0→ Derk(− logX/C)→ Θk
S →JX/C → 0.

La profondeur de Θk
S est m > n > prof(JX/C), donc prof(Derk(− logX/C)) = prof(JX/C)+1.

On conclut en utilisant la formule d’Auslander-Buchsbaum pour relier la dimension projective
de Derk(− logX/C) à sa profondeur.
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La preuve des équivalences 1. ⇐⇒ 6. ⇐⇒ 7. est analogue à la preuve du théorème 3.3.7,
comme nous allons le voir.

Le lemme suivant généralise la proposition 3.3.19.

Lemme 4.2.23. Si dimproj(Ωk(logX/C)) 6 k−1 alors RX est un OX-module (et OC-module)
de Cohen-Macaulay maximal. Si X est libre, alors dimproj(Ωk(logX/C)) 6 k.

Preuve. On considère la suite exacte 0→ Ω̃k
f → Ωk(logX/C)→ RX → 0.

On montre de même que dans la preuve de la proposition 3.3.19 que si dimproj(Ωk(logX/C)) 6
k − 1 alors prof(RX) = m− k, et donc RX est Cohen-Macaulay maximal.

Si X est libre, alors JX/C est un OC-module de Cohen-Macaulay maximal. On déduit du
théorème 2.3.20 et de la proposition 4.2.17 que prof(RX) = m − k. La fin de la preuve est
identique à la preuve de la proposition 3.3.19. �

On applique le foncteur HomOS
(−,OS) à la suite exacte courte

0→ Ω̃k
f → Ωk(logX/C)→ RX → 0.

On obtient une suite exacte longue dans laquelle les termes impliquant Ω̃k
f ont déjà été calculés

dans le lemme 3.3.11. De plus, le lemme 3.3.12 est valable pour tout OC-module, donc en
particulier pour RX .

Remarque 4.2.24. On rappelle que le module dualisant deX est ωX = ωm−kX = ExtkOS
(OX ,Ωm

S )
(voir corollaire 2.3.27). Dans le cas d’un espaceX de Cohen-Macaulay, le foncteur HomOX

(−, ωX)
est dualisant sur les OX -modules Cohen-Macaulay maximaux (voir [Eis95, Theorem 21.21]).

Nous avons déjà vu dans le lemme 4.2.18 que pour les idéaux fractionnaires I deX, HomOC
(I,OC) =

HomOX
(I, ωX). En particulier, vu que ExtkOS

(I,OS) = HomOC
(I,OC), on a aussi ExtkOS

(I,OS) =
HomOX

(I, ωX).

Proposition 4.2.25. On obtient la suite exacte de OS-modules :

· · · → 0→ Extk−1
OS

(
Ωk(logX/C),OS

)
→ Θk

S⊗OS
OC

α−→ HomOC
(RX ,OC)→ ExtkOS

(
Ωk(logX/C),OS

)
→ 0→ . . .

De plus, le morphisme α est défini pour δ ⊗ a ∈ Θk
S ⊗OS

OC par

α(δ ⊗ a) =
(
ρ 7→ aδ(α0)ρ

)
.

Preuve. Le seul point à montrer est l’expression de α, qui se montre exactement de la même
manière que la proposition 3.3.14, en remplaçant Ωk(logC) par Ωk(logX/C) et RC par RX et
en utilisant la caractérisation 4.2.6 des formes multi-logarithmiques, c’est-à-dire que α0 remplace
dh1 ∧ · · · ∧ dhk. �

Nous sommes maintenant en mesure de terminer la preuve du théorème 4.2.22.

Preuve (des équivalences 1. ⇐⇒ 6. ⇐⇒ 7.). Supposons que dimproj(Ωk(logX/C)) 6
k−1. Cela implique que l’application α de la proposition 4.2.25 est surjective, et donc le module
HomOC

(RX ,OC) est isomorphe à JX/C . D’après le lemme 4.2.23, RX est un OC-module de
Cohen-Macaulay maximal. On déduit du théorème 2.3.20 que JX/C est un OC-module de
Cohen-Macaulay maximal, et donc X est libre dans C.

Supposons maintenant que X est libre dans C. Alors d’après le théorème 2.3.20 et la propo-
sition 4.2.17 on a HomOC

(RX ,OC) = JX/C . Par conséquent, l’application α est surjective, et
donc ExtkOS

(
Ωk(logX/C),OS

)
= 0. Comme d’après le lemme 4.2.23, dimproj(Ωk(logX/C)) 6

k, on en déduit de même que dans le paragraphe 3.3.3 que dimproj(Ωk(logX/C)) = k − 1. �
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Le corollaire suivant donne d’autres caractérisations de la liberté faisant intervenir le module
des résidus.

Corollaire 4.2.26. Soit X un espace réduit de Cohen-Macaulay. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. X est libre.

2. dimproj(RX) 6= dimproj(Ωk(logX/C)).

3. RX est Cohen-Macaulay et HomOC
(RX ,OC) = JX/C .

Preuve. On considère la suite exacte 0 → Ω̃k
f → Ωk(logX/C) → RX → 0. La profondeur

de Ω̃k
f est m − k + 1. Comme prof(RX) 6 m − k, le lemme de la profondeur assure que

prof(Ωk(logX/C)) 6= prof(RX) si et seulement si RX est de profondeurm−k et Ωk(logX/C) est
de profondeur au moins m−k+1, ce qui équivaut à la liberté de X par la Formule d’Auslander-
Buchsbaum et le théorème 4.2.22.

L’implication 1.⇒ 3. est donnée par le théorème 2.3.20 et le lemme 4.2.23. Réciproquement,
si HomOC

(RX ,OC) = JX/C , et RX est Cohen-Macaulay, alors par le théorème 2.3.20, JX/C

est Cohen-Macaulay et donc X est libre. �

Remarque 4.2.27. La condition que RX est Cohen-Macaulay n’est pas forcément vérifiée.
Un exemple d’hypersurface est donné dans [OT95, Example 5.6]. Il s’agit de la réunion D de
15 hyperplans de C4, définie par le produit des 15 formes linéaires a1x + a2y + a3z + a4t où
ai ∈ {0, 1}, et tous les ai ne sont pas simultanément nuls. Un calcul avec Singular donne
comme résolution projective minimale de Ω1(logD)

0→ O1
S → O4

S → O7
S → Ω1(logD)→ 0.

En particulier, on en déduit que prof(Ω1(logD)) = 2, et donc prof(RD) = 2.

La proposition 2.2.23 se généralise de la façon suivante :

Proposition 4.2.28. Soit X ⊆ S un germe de surface Cohen-Macaulay réduite défini par des
équations (h1, . . . , hr), et C une surface intersection complète réduite contenant X définie par
des équations (f1, . . . , fm−2).

Soit J(f, h) l’idéal de OS engendré par les les mineurs maximaux de la matrice jacobienne
de (f1, . . . , fm−2) et h1, . . . , hr. Alors X est libre si et seulement si J(f, h) est saturé.

Preuve. Par le théorème 4.2.22, C est libre si et seulement si OS/J(f, h) est Cohen-Macaulay
de dimension 1. Comme C est réduite, la dimension de OS/J(f, h) est au plus 1. Le lemme 2.2.22
nous donne alors le résultat. �

Les conséquences de la liberté que nous avons indiquées dans le chapitre 3 s’étendent aux
espaces de Cohen-Macaulay libres, avec une preuve analogue.

Proposition 4.2.29. Soit X un espace de Cohen-Macaulay libre de codimension au moins deux.
Alors :

HomOS

(
Ωk(logX/C),OS

)
= fΘk

S ,

Extk−1
OS

(
Ωk(logX/C),OS

)
= Derk(− logX/C)(∑k

i=1 fiΘk
S

) ,

et pour tout q /∈ {0, k − 1} ,ExtqOS

(
Ωk(logX/C),OS

)
= 0.
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De plus,
HomOS

(
Derk(− logX/C),OS

)
= Ωk

S ,

Extk−1
OS

(
Derk(− logX/C),OS

)
' RX ,

et pour tout q /∈ {0, k − 1}, ExtqOS

(
Derk(− logX/C),OS

)
= 0.

Remarque 4.2.30. De même que dans le cas des intersections complètes, si X n’est pas libre,
les énoncés portant sur les modules ExtqOS

(
Ωk(logX/C),OS

)
et ExtqOS

(
Derk(− logX/C),OS

)
pour q 6 k − 1 restent vrais.

4.2.5 Comparaison des idéaux jacobiens

Nous avons choisi comme définition de la liberté de X le fait que l’idéal jacobien restreint
JX/C est Cohen-Macaulay. D’autres idéaux jacobiens sont liés à un espace de Cohen-Macaulay
X : on peut considérer l’idéal JX ⊆ OX engendré par les mineurs k×k de la matrice jacobienne
de (h1, . . . , hr), où IX =

∑r
i=1 hiOS , ou encore le ω-jacobien J ω

X (voir définition 4.2.32). La
définition de la liberté pour les espaces Gorenstein proposée par M. Schulze dans [Sch16] est
que l’idéal J ω

X est Cohen-Macaulay. Nous montrons que cette définition coïncide avec celle que
nous proposons pour les espaces Gorenstein.

On termine en donnant un exemple montrant que l’idéal JX/C peut ne pas être isomorphe
au ω-jacobien J ω

X si X n’est pas Gorenstein (voir définition 4.2.32), ni à l’idéal jacobien JX

de X.
On commence par remarquer le résultat suivant, qui est une conséquence de la proposi-

tion 4.1.20 :

Lemme 4.2.31. On a l’isomorphisme suivant :

ωnX ' IY

où IY désigne l’image de IY dans OX .

Preuve. On remarque que ωnX =
{[

α
f1, . . . , fk

]
;α ∈ Ωm

S ,IXα ⊆ (f1, . . . , fk)Ωm
S

}
. Grâce à la

proposition 4.1.21, une seule suite régulière suffit pour décrire ωnX .
Par conséquent, on a un isomorphisme :

(IC : IX)OS
/IC → ωnX

a 7→
[
adx1 ∧ · · · ∧ dxm

f1, . . . , fk

]

De plus, (IC : IX)OS
= IY . On a donc un isomorphisme entre ωnX et IY /IC ' IY . �

On considère la classe fondamentale de X :

cX : Ωn
X → ωnX

β 7→
[
β ∧ α0
f1, . . . , fk

]

Définition 4.2.32. Le ω-jacobien de X est J ω
X = AnnOX

(Coker(cX)).
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Déterminons l’image de cX . On note α0 =
∑
|I|=k aIdxI . On rappelle que dans Ωk

S ⊗OS
MC ,∑

|I|=k βfJIdxI = α0, où JI est le mineur de la matrice jacobienne de (f1, . . . , fk) relatif à I.
Comme βf X = 1 et βf Y = 0, on en déduit que aI = JI + bI avec bI ∈ IX . L’image de
cX s’identifie donc à l’idéal de OX engendré par les (JI + bI), c’est-à-dire l’idéal JX/C . D’où
finalement :

Proposition 4.2.33.

J ω
X = AnnOX

(
IY

JX/C

)
= (JX/C : IY )OX

.

En particulier, JX/C ⊆J ω
X .

La question qui se pose est de déterminer s’ils sont isomorphes.

Proposition 4.2.34. Si X est Gorenstein, alors J ω
X est isomorphe à JX/C .

Preuve. Comme X est Gorenstein, ωnX = IY X est libre de rang 1. Soit a ∈ OX tel que
IY X = aOX . En particulier, a est un non diviseur de zéro de OX . On a donc J ω

X = 1
aJX/C ,

et donc J ω
X et JX/C sont isomorphes. �

Si X n’est pas Gorenstein, l’idéal JX/C n’est pas forcément isomorphe à l’idéal J ω
X , comme

le montre l’exemple suivant.

Exemple 4.2.35. On considère la courbe irréductible X de C3 définie par h1 = y3 − x2z,
h2 = x3y − z2 et h3 = x5 − y2z. Cette courbe est paramétrée par x = t5, y = t7, z = t11. Cette
courbe n’est pas Gorenstein6.

La courbe C définie par f1 = x7 − y5 et f2 = x3y − z2 est une intersection complète
réduite dont une composante est X. L’autre composante Y de C est la courbe irréductible de
paramétrage x = s5, y = s7 et z = −s11. La courbe Y est définie par IY = (x3y − z2, x2z +
y3, y2z + x5).

L’idéal jacobien de C est engendré par J1 = 7x9 + 15x2y5, J2 = 10y4z, J3 = −14x6z. En
restriction à X, on obtient donc le sous-C

{
t5, t7, t11}-module de C {t} engendré par t45, t39, t41.

Si on représente sur un axe l’ensemble des valuations de JX/C on obtient :

35 40 45 50 55

Figure 4.1 – Valuations de JX/C

Par le lemme 4.2.31, le module ωnX s’identifie à l’idéal IY restreint à X, c’est-à-dire au
sous-C

{
t5, t7, t11}-module de C {t} engendré par t21 et t25. Ses valuations sont donc :

20 25 30 35 40

Figure 4.2 – Valuations de IY X

On rappelle que J ω
X = AnnOX

(
ωnX/cX(Ωn

X)
)
, que l’on peut identifier à AnnOX

(
IY X/JX/C

)
.

On vérifie que J ω
X est l’idéal de OX engendré par x4, xyz et x2y2, de valuations respectives 20,

23 et 24. Les valuations de J ω
X sont :

6On peut le voir par exemple en utilisant la caractérisation du théorème 5.1.23.
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20 25 30 35 40

Figure 4.3 – Valuations de J ω
X

Les valuations de J ω
X ne se déduisent pas par translation des valuations de JX/C , ces deux

OX -modules ne sont donc pas isomorphes.
On remarque que l’idéal jacobien JX de X, c’est-à-dire l’idéal de OX engendré par les

valuations des mineurs 2×2 de la matrice jacobienne de (h1, h2, h3) a pour ensemble de valuations
27 + N et n’est donc isomorphe ni à JX/C ni à J ω

X . On dispose donc de trois notions d’idéaux
jacobiens différentes pour X.



Chapitre 5

Courbes et multi-valuations

Le résultat principal de ce chapitre est le théorème 5.2.1, qui permet de relier les multi-
valuations d’un idéal fractionnaire et de son dual.

On considère une courbe réduite C = C1 ∪ · · · ∪ Cp où les Ci sont irréductibles. La norma-
lisation de C induit une application de multi-valuation qui associe à une fraction le p-uplet des
valuations le long de chaque branche.

Dans la première partie, nous donnons quelques propriétés des multi-valuations, et nous nous
intéressons à l’ensemble des multi-valuations des non diviseurs de zéro d’un idéal fractionnaire.
Nous montrons dans le paragraphe 5.1.2 que les multi-valuations des non diviseurs de zéro d’un
idéal déterminent aussi les multi-valuations des diviseurs de zéro.

Dans le paragraphe 5.1.3 nous rappelons les énoncés de symétrie du semigroupe de la courbe,
qui est l’ensemble val(OC) des multi-valuations des non diviseurs de zéro de OC . Dans le cas
d’une courbe irréductible, la symétrie s’énonce facilement (voir le théorème de Kunz 5.1.23) :
une courbe irréductible C est Gorenstein si et seulement si pour tout v ∈ Z, v ∈ val(OC) si et
seulement si γ − v − 1 /∈ val(OC), où γ est le conducteur de la courbe. F. Delgado généralise
cette symétrie au cas des courbes réductibles (voir théorème 5.1.28).

La partie 5.2 est consacrée au théorème 5.2.1 qui généralise le théorème de Delgado, et à sa
preuve, qui se fait en plusieurs étapes. Elle repose en partie sur la détermination de la dimension
de certains quotients d’idéaux fractionnaires à partir des multi-valuations.

Nous terminons ce chapitre avec une conséquence de notre théorème de symétrie sur les
coefficients de la série de Poincaré PI associée à un idéal fractionnaire I (voir proposition 5.2.28).

Ce chapitre suit [Pol14, §4], [Pol15b, §2] ainsi que [Pol15a]. Il est indépendant des précédents.

5.1 Généralités sur les courbes

5.1.1 Multi-valuations

Soit C un germe de courbe analytique réduit, et OC son anneau des fonctions. Comme
C est réduit et de dimension 1, l’anneau OC est de Cohen-Macaulay. On note C1, . . . , Cp les
composantes irréductibles de C. Comme C est de dimension un, la normalisation C̃ de C est en
fait une désingularisation de C et on a :

OC ↪→ O
C̃

= C {t1} ⊕ · · · ⊕ C {tp}
g 7→ (g1(t1), . . . , gp(tp))

Définition 5.1.1. Soit g ∈ OC d’image (g1, . . . , gp) dans O
C̃
et i ∈ {1, . . . , p}. La valuation de

g le long de Ci est l’ordre en ti de gi(ti). On la note vali(g). Si g est identiquement nulle le long
de Ci on pose vali(g) =∞.

93
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La multi-valuation1 de g est

val(g) = (val1(g), . . . , valp(g)) ∈ (N ∪ {∞})p .

De plus, MC = M
C̃
. On pose pour g = a

b
∈MC , val(g) = val(a)− val(b) ∈ (Z ∪ {∞})p.

Exemple 5.1.2. Soit h(x, y) = (x3 − y2)(x6 − y7). Un paramétrage de cette courbe est donné
par x1(t1) = t21, y1(t1) = t31 pour la première branche, et x2(t2) = t72, y2(t2) = t62 pour la deuxième
branche. On le note aussi :

x = (t21, t72), y = (t31, t62).

La multi-valuation de xiyj pour i, j ∈ N est donc val(xiyj) = (2i + 3j, 7i + 6j). Par ailleurs, la
multi-valuation de x3 − y2 est val(x3 − y2) = (∞, 12).

Notation 5.1.3. Soit I ⊆MC un idéal fractionnaire. On pose

val(I) = {val(g) ; g ∈ I non diviseur de zéro } ⊆ Zp,

val(I) = {val(g) ; g ∈ I} ⊆ (Z ∪ {∞})p .

Remarque 5.1.4. Nous verrons dans le paragraphe 5.1.2 que l’ensemble val(I) détermine l’en-
semble val(I). De plus, on a val(I) = val(I) ∩ Zp.

Exemple 5.1.5. Considérons la courbe plane C définie par h(x, y) = (x3 − y2)(x3 − y4). Un
paramétrage est donné par x = (t21, t42) et y = (t31, t32) La figure 5.1 représente l’ensemble val(OC).
Nous ferons dans la suite plusieurs fois référence à cet exemple. Comme il s’agit d’un exemple
simple, on peut déterminer facilement val(OC) de la façon suivante. On commence par indiquer
les croix correspondant aux éléments de la forme xiyj pour i, j ∈ N. On complète ensuite en
utilisant la proposition 5.1.12. On remarque que x3−y2 = (0, t12

2 −t62) et x3−y4 = (t61−t12
1 , 0). En

utilisant de nouveau la proposition 5.1.12, on en déduit respectivement les points dont l’ordonnée
est 6, respectivement les points dont l’abscisse est 6. On peut alors compléter en suivant le même
principe en considérant les xiyj(x3 − y2) et xiyj(x3 − y4).

Un algorithme de calcul basé sur l’article [CDGZ99] est implémenté sous Singular qui
permet le calcul de val(OC) pour les courbes planes. Il s’agit de la procédure semigroup de la
librairie alexpoly.lib, développée par Fernando Hernando Carrillo et Thomas Keilen.

Définition 5.1.6. On définit l’ idéal conducteur de OC par CC = O∨
C̃
, où −∨ désigne le foncteur

HomOC
(−,OC).

Pour α ∈ Zp on pose tα = (tα1
1 , . . . , t

αp
p ) ∈MC .

Lemme 5.1.7. L’idéal conducteur CC est aussi un idéal de O
C̃
. Il existe donc γ ∈ Np tel que

CC = tγO
C̃
. On appelle γ le conducteur de la courbe C.

Preuve. On a par la proposition 2.3.16 CC =
{
f ∈MC ; fO

C̃
⊆ OC

}
. Par conséquent, si

f ∈ CC , pour tout g ∈ O
C̃
, fgO

C̃
⊆ fO

C̃
⊆ OC donc fg ∈ CC . Nous pouvons en conclure que

CC est un idéal de O
C̃
. Comme de plus O

C̃
=
⊕p

i=1 C {ti} et chacun des C {ti} est principal, on
en déduit l’existence d’un élément γ ∈ Np tel que CC = tγO

C̃
. �

On considère l’ordre produit2 sur Zp, c’est-à-dire que pour α, β ∈ Zp, α 6 β signifie pour
tout i ∈ {1, . . . , p}, αi 6 βi. On définit inf(α, β) = (min(α1, β1), . . . ,min(αp, βp)).

On a donc :
γ = inf {α ∈ Np ; α+ Np ⊆ val(OC)} . (5.1)

1"value" en anglais
2qui est un ordre partiel
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val1

val2

γ

0 5

5

10

10

15

15

Figure 5.1 – Multi-valuations de OC

Exemple 5.1.8. Revenons à l’exemple 5.1.5. La figure 5.1 permet de déterminer le conducteur
de C, qui est γ = (8, 12).

Le lemme suivant nous sera utile dans le paragraphe 5.2, et vient directement de la définition
d’idéal fractionnaire.

Lemme 5.1.9. Soit I un idéal fractionnaire. Alors il existe ν et λ dans Zp tels que

tνO
C̃
⊆ I ⊆ tλO

C̃
. (5.2)

En particulier, cela implique que ν +Np ⊆ val(I) ⊆ λ+Np. De plus, si λ′ 6 λ et ν ′ > ν, on peut
remplacer λ par λ′ et ν par ν ′ dans la suite d’inclusion (5.2).

Preuve. Pour la première inclusion, il suffit de remarquer que si v ∈ val(I), v+γ+Np ⊆ val(I)
puisque I est un sous-OC-module de MC et γ + Np ⊆ val(OC). Pour la deuxième inclusion,
comme I est de type fini, il suffit de prendre le minimum des multi-valuations d’une famille
génératrice de I. �

Définition 5.1.10. Soit I un idéal fractionnaire. On appelle

νI = inf {α ∈ Zp ; α+ Np ⊆ val(I)}

le conducteur de l’idéal I. On appelle l’idéal tνI O
C̃
l’idéal conducteur de I.

Remarque 5.1.11. Un idéal fractionnaire I d’une courbe est Cohen-Macaulay maximal3, donc
le théorème 2.3.20 s’applique, et les inclusions sont renversées par dualité.

3car il est de même dimension que OC , c’est-à-dire 1, et de plus un non diviseur de zéro de OC est aussi un
non diviseur de zéro de I
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val1

val2

α

β
inf(α, β)

val1

val2

α β

v

Figure 5.2 – Illustration des propositions 5.1.12 et 5.1.13

En dualisant la suite d’inclusions du lemme 5.1.9, on obtient donc, vu que O∨
C̃

= CC = tγO
C̃
,

tγ−λO
C̃
⊆ I∨ ⊆ tγ−νO

C̃
.

Nous aurons par ailleurs besoin des propriétés suivantes, qui généralisent [DdlM88, 1.1.2,
1.1.3] à un idéal fractionnaire quelconque I. Elles sont illustrées par la figure 5.2.

Proposition 5.1.12. Soit I un idéal fractionnaire de C. Si α, β ∈ val(I) alors inf(α, β) ∈ val(I).
De plus, si par exemple α ∈ val(I), alors inf(α, β) ∈ val(I).

Preuve. Soit α ∈ val(I) et β ∈ val(I), et f, g ∈ I tels que val(f) = α et val(g) = β. Alors pour
une combinaison linéaire c1f + c2g générale, la multi-valuation est val(c1f + c2g) = inf(α, β) ∈
val(I). Si de plus α ∈ val(I) alors le minimum est clairement dans Zp. �

Proposition 5.1.13. Soit α 6= β ∈ val(I). S’il existe i ∈ {1, . . . , p} tel que αi = βi alors il existe
v ∈ val(I) tel que :

1. vi > αi

2. ∀j ∈ {1, . . . , p} , j 6= i, vj > min(αj , βj)

3. Si de plus αj 6= βj, alors vj = min(αj , βj).

Preuve. Soit f1, f2 des éléments de I de multi-valuations respectives α, β. Pour ` ∈ {1, 2},
l’image de f` dans O

C̃
est de la forme f` =

(∑
j>valk(f`) akj`t

j
k

)
k∈{1,...,p}

, avec pour tout k ∈
{1, . . . , p} et ` ∈ {1, 2}, ak,valk(f`),` 6= 0, et vali(f1) = vali(f2) = αi. Soit

g = ai,vali(f1),1f2 − ai,vali(f2),2f1.

Alors val(g) vérifie les trois propriétés. Si val(g) /∈ Np, ce qui pourrait arriver si les restrictions
de f1 et f2 à une ou plusieurs branches sont égales, il suffit d’utiliser la proposition 5.1.12 avec
val(g) et un élément w > νI assez grand, où νI est le conducteur de I. �

Proposition 5.1.14. Soit I ⊆ J deux idéaux fractionnaires. Si val(I) = val(J) alors I = J .

Preuve. Supposons que I 6= J et val(I) = val(J). On note νI le conducteur de I. Soit alors
g ∈ J\I. Alors g /∈ tνI O

C̃
vu que tνI O

C̃
⊆ I. Il existe donc i ∈ {1, . . . , p} tel que vali(g) < νI,i.

Comme val(g) ∈ val(I), il existe f1 ∈ I tel que val(f1) = val(g). Par conséquent, une combinaison
linéaire convenable g+λf1 avec λ ∈ C vérifie4 val(g+λf1) ∈ val(I) = val(J), val(g+λf1) > val(g)
et vali(g + λf1) > vali(g). En recommençant autant de fois que nécessaire, on obtient de cette
façon un élément g − f avec f ∈ I et val(g − f) > ν. Par conséquent, g − f ∈ I et donc g ∈ I,
ce qui est contradictoire. D’où le résultat. �

4En ajoutant éventuellement un élément de l’idéal conducteur de I de multi-valuation assez grande si g + λf1
est un diviseur de zéro
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5.1.2 Diviseurs de zéros et multi-valuations

Soit I un idéal fractionnaire. La proposition suivante montre que la donnée de val(I) est
équivalente à la donnée de val(I).

Proposition 5.1.15. Soit ν ∈ Zp tel que tνO
C̃
⊆ I. Soit α ∈ (Z ∪ {∞})p. Alors α ∈ val(I) si

et seulement si ou bien α ∈ val(I), ou bien l’élément w défini par wi = αi si αi ∈ N et wi = νi
si αi =∞ est dans val(I).

Preuve. Soit α ∈ val(I) tel que α /∈ val(I). Soit α′ ∈ ν + Np ⊆ val(I) tel que si αi ∈ N, alors
α′i > αi, et si αi = ∞, α′i = νi. Alors par la proposition 5.1.12, inf(α, α′) = w ∈ val(I) avec
wi = αi si αi ∈ N et wi = νi si αi =∞.

Réciproquement, soit w ∈ val(I). Supposons qu’il existe j ∈ {1, . . . , p} tel que wj = νj . Soit
J un ensemble d’indices5 tel que pour tout j ∈ J , wj = νj . Montrons qu’alors le p-uplet α tel
que αi = wi si i /∈ J et αi =∞ si i ∈ J vérifie α ∈ val(I). Soit f ∈ I tel que val(f) = w. Comme
tνO

C̃
⊆ I, il existe g ∈ I tel que pour tout j ∈ J , g|Cj = f |Cj et pour tout j /∈ J , valj(g) > wj .

Alors f−g est un diviseur de zéro de I dont la multi-valuation α vérifie pour tout j ∈ J , αj =∞
et pour tout j /∈ J , αj = wj . �

Remarque 5.1.16. On conserve les hypothèses de la proposition 5.1.15. Soit α ∈ val(I), et
J l’ensemble des indices i ∈ {1, . . . , p} tel que αi = νi. Cet ensemble peut être vide. On pose
(e1, . . . , ep) la base canonique de Zp. Comme pour tout ν ′ > ν, on a ν ′ + Np ⊆ val(I), la
proposition précédente implique que :α+

∑
j∈J

N · ej

 ⊆ val(I).

Corollaire 5.1.17. Soit I un idéal fractionnaire et ν ∈ Zp tel que ν+Np ⊆ val(I). Soit w ∈ Zp.
Alors :

w ∈ val(I) ⇐⇒ inf(w, ν) ∈ val(I).

En particulier, cela signifie que l’ensemble

val(I) ∩ {w ∈ Zp ; w 6 ν}

détermine l’ensemble val(I).

Preuve. L’implication ⇒ vient de la proposition 5.1.12. Pour l’implication ⇐, considérons
w ∈ Zp tel que inf(w, ν) ∈ val(I). Si w 6 ν, alors w = inf(w, ν) ∈ val(I). Supposons qu’il existe
j ∈ {1, . . . , p} tel que wj > νj . Alors par la proposition 5.1.15, il existe α ∈ val(I) tel que pour
i ∈ {1, . . . , p} tel que νi 6 wi, αi = ∞ et pour i ∈ {1, . . . , p} tel que wi < νi, αi = wi. On
pose α′ = max(w, ν) > ν. Comme tνO

C̃
⊆ I, on a α′ ∈ val(I) et par la proposition 5.1.12,

w = inf(α′, α) ∈ val(I). �

Remarque 5.1.18. La proposition 5.1.15 et le corollaire 5.1.17 assurent aussi que l’ensemble
val(I) ∩ {w ∈ Zp ; w 6 ν} détermine aussi val(I).

5.1.3 Symétrie du semigroupe

Nous nous intéressons dans ce paragraphe à la caractérisation des courbes Gorenstein par la
propriété de symétrie de l’ensemble des multi-valuations de l’anneau OC (voir théorèmes 5.1.23
et 5.1.28).

5On notera que pour j /∈ J , wj peut être aussi égal à νj
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Définition 5.1.19. On appelle semigroupe de la courbe C l’ensemble val(OC) ⊆ Np.

Remarque 5.1.20. L’ensemble val(OC) est un semigroupe pour la loi d’addition. En effet, pour
tout f1, f2 ∈ OC non diviseurs de zéro, on a val(f1 · f2) = val(f1) + val(f2). On remarque aussi
que 0 ∈ val(OC) car 0 = val(1).

La propriété suivante est satisfaite par les courbes Gorenstein.

Proposition 5.1.21 ([dJP00, Lemma 5.2.8]). Soit J ⊆ I deux idéaux fractionnaires d’une
courbe Gorenstein C. Alors :

dimC I/J = dimC J
∨/I∨.

Cas irréductible

Commençons par considérer une courbe irréductible C. On dit aussi que C est une branche.
Dans ce cas, le semigroupe val(OC) de la courbe est un semigroupe numérique, c’est-à-dire un
sous-ensemble de N stable par addition, contenant 0 et possédant un conducteur c.

Définition 5.1.22. Un semigroupe numérique Γ de conducteur c est dit symétrique si pour tout
v ∈ N, on a

v ∈ Γ ⇐⇒ c− v − 1 /∈ Γ.

La propriété suivante caractérise les courbes dont le semigroupe est symétrique :

Théorème 5.1.23 ([Kun70]). Soit C une courbe réduite irréductible d’anneau local OC . La
courbe C est Gorenstein si et seulement si le semigroupe val(OC) est symétrique.

La preuve de ce théorème utilise le lemme suivant qui permet de déterminer des dimensions
à partir des valuations pour les courbes irréductibles. Il sera utilisé dans la suite dans la preuve
d’un énoncé plus général (voir proposition 5.2.4).

Lemme 5.1.24. Soit C une courbe irréductible, et I ⊆ J deux idéaux fractionnaires. On a alors :

dimC J/I = Card {v ∈ val(J) ; v /∈ val(I)} .

Preuve. Le lemme 5.1.9 assure que l’ensemble {v ∈ val(J) ; v /∈ val(I)} est fini, vu qu’il existe
λ, ν ∈ Z tels que ν + N ⊆ val(I) ⊆ λ+ N.

Soit v1, . . . , vq = {v ∈ val(J) ; v /∈ val(I)}. Il existe donc g1, . . . , gq ∈ I tels que pour tout
i ∈ {1, . . . , q}, val(gi) = vi. Notons gi la classe de gi dans J/I. La famille (gi)16i6q est clairement
libre sur C vu que les valuations sont deux à deux distinctes. Par conséquent, dimC J/I > q.
Soit g ∈ J/I. Comme val(g) ∈ val(J), par des combinaisons linéaires à coefficients complexes
convenables de g, des gi et des éléments de I on obtient un élément g′ ∈ J tel que val(g′) > ν,
et donc g′ ∈ I induit zéro dans J/I. Par conséquent, on en déduit que g est dans le sous-espace
vectoriel de J/I engendré par g1, . . . , gq, ce qui montre que dimC J/I = q. �

Exemple 5.1.25. Considérons la courbe plane C d’équation h(x, y) = x3 − y7. Comme C est
une courbe plane, elle est Gorenstein. La symétrie du théorème 5.1.23 s’observe sur le dessin
suivant, où les croix représentent les valuations de OC . On remarque que "regarder" les croix de
la gauche vers la droite revient au même que de regarder les "trous" (en anglais "gaps") de la
droite vers la gauche. On vérifie aussi qu’on a

dimC OC/CC = dimC O
C̃
/OC = 6.

val(OC)

0 5 10 15
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Cas réductible

Dans le cas des courbes réductibles, la symétrie v ∈ val(OC) ⇐⇒ γ − v− 1 /∈ val(OC) n’est
clairement pas vérifiée (voir figure 5.1). Néanmoins, une symétrie qui généralise la symétrie du
théorème 5.1.23 a été mise en évidence et démontrée par Félix Delgado de la Mata (voir [DdlM88,
Theorem 2.8]).

Afin de l’énoncer, nous introduisons un certain nombre de notations, inspirées par les nota-
tions de F. Delgado.

Notation 5.1.26. Soit E ⊆ Zp un ensemble, et v ∈ Zp. Pour i ∈ {1, . . . , p}, on pose

∆i(v,E ) = {α ∈ E ; αi = vi et ∀j 6= i, αj > vj}

et ∆(v,E ) =
⋃p
i=1 ∆i(v,E ).

Afin d’alléger les notations, dans le cas d’un idéal fractionnaire I, on note ∆(v, I) au lieu de
∆(v, val(I)).

Décrivons ces ensembles dans le cas des courbes avec une, deux ou trois branches.

• Une branche : ∆(v,M ) =
{
{v} si v ∈M

∅ si v /∈M

• Deux branches : les croix rouges représentent les éléments de ∆(v,M ) :

val1

val2

v

Figure 5.3 – ∆(v,M ) pour p = 2

• Trois branches : l’ensemble ∆(v,M ) est l’intersection de M avec la partie grisée sur le
dessin suivant :

v
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val1

val2

γ

0 5

5

10

10

15

15

Figure 5.4 – Symétrie du semigroupe de C

Notation 5.1.27. On note 1 = (1, . . . , 1).

Nous sommes à présent en mesure d’énoncer le théorème de Delgado :

Théorème 5.1.28. Une courbe réduite C avec p composantes irréductible est Gorenstein si et
seulement si

∀v ∈ Zp, v ∈ val(OC) ⇐⇒ ∆(γ − v − 1,OC) = ∅. (5.3)

En particulier, pour p = 1, on retrouve le théorème 5.1.23.
Si val(OC) vérifie (5.3), on dit que le semigroupe val(OC) est symétrique.

Exemple 5.1.29. Reprenons l’exemple 5.1 de la courbe plane définie par l’équation h(x, y) =
(x3 − y2)(x3 − y4). On entoure les points v vérifiant ∆(v,OC) = ∅. La symétrie de Delgado
s’observe alors sur la figure 5.4.

5.2 Symétrie des multi-valuations
L’objectif de cette partie est d’étendre la symétrie du semigroupe à tous les idéaux fraction-

naires de MC . Nous l’appliquerons ensuite dans le chapitre 6 au cas qui nous intéresse, à savoir
le module des résidus, et son dual, l’idéal jacobien.

5.2.1 Enoncé du théorème et commentaires

Nous généralisons le théorème de Delgado dans [Pol14] et [Pol15a] de la façon suivante :

Théorème 5.2.1. Soit C un germe de courbe réduite avec p composantes irréductibles. Alors
C est Gorenstein si et seulement si pour tout idéal fractionnaire I ⊂MC , on a

∀v ∈ Zp, v ∈ val(I∨) ⇐⇒ ∆(γ − v − 1, I) = ∅. (5.4)
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Ce résultat est bien une généralisation du théorème de Delgado 5.1.28 dans la mesure où
O∨C = OC . Une des implications du théorème 5.2.1 est d’ailleurs une conséquence immédiate du
théorème 5.1.28 :

Lemme 5.2.2. Soit C une courbe réduite. Si la propriété (5.4) est satisfaite pour tout idéal
fractionnaire I ⊂MC , alors C est Gorenstein.

Preuve. Puisque la symétrie (5.4) est satisfaite pour tout idéal fractionnaire, elle l’est en par-
ticulier pour OC , et d’après le théorème 5.1.28, C est Gorenstein. �

Remarque 5.2.3. Il n’est pas suffisant de vérifier que la propriété (5.4) est satisfaite par un
idéal fractionnaire I pour montrer qu’une courbe est Gorenstein. En effet, par définition, quelle
que soit la courbe C, la symétrie (5.4) est satisfaite pour I = O

C̃
et I∨ = CC . Nous verrons un

autre exemple pour lequel la symétrie est vérifiée par le module des multi-résidus et son dual
alors que la courbe n’est pas Gorenstein (voir exemple 5.2.20).

Dans le cas d’une courbe irréductible, on peut reformuler la symétrie de la façon suivante :

Proposition 5.2.4 (Cas irréductible). Soit C une courbe réduite irréductible, de conducteur c.
La courbe C est Gorenstein si et seulement si on a :

∀v ∈ Z, v ∈ val(I∨) ⇐⇒ c− v − 1 /∈ val(I).

La symétrie dans le cas d’une courbe irréductible se montre de la même façon que pour
le semigroupe. Le point clef est le lemme 5.1.24, qui permet de déterminer des dimensions
directement à partir des valuations.

Preuve (Cas d’une courbe irréductible). Soit C une courbe Gorenstein irréductible, et I
un idéal fractionnaire. Soit v ∈ val(I∨), et f ∈ I∨ tel que val(f) = v. Supposons que c− v− 1 ∈
val(I). Soit alors g ∈ I tel que val(g) = c − v − 1. Alors fg ∈ OC donc c − 1 ∈ val(OC) ce qui
contredit la définition du conducteur. D’où

v ∈ val(I∨)⇒ c− v − 1 /∈ val(I). (5.5)

Intéressons-nous maintenant à la réciproque. Par le lemme 5.1.9, il existe λ ∈ Z tel que
I ⊆ tλC{t}. Alors par dualité, t−λCC ⊆ I∨. Notons que val(t−λCC) = −λ+c+N et val(tλC{t}) =
λ+ N. Nous allons se faire correspondre les décompositions suivantes de val(I∨) et (val(I))c :

val(I∨) =
{
v ∈ val(I∨) ; v < −λ+ c

}
t {v ∈ N ; v > −λ+ c}

(val(I))c = {v /∈ val(I) ; v > λ} t {v ∈ N ; v < λ}

L’équivalence suivante est claire :

w ∈ {v ∈ N ; v > −λ+ c} ⇐⇒ c− w − 1 ∈ {v ∈ N ; v < λ} .

De plus, par l’implication (5.5) :

w ∈
{
v ∈ val(I∨) ; v < −λ+ c

}
⇒ c− w − 1 ∈ {v /∈ val(I) ; v > λ} . (5.6)

La proposition 5.1.21 donne : dimC t
αC{t}/I = dimC I

∨/t−αCD. Comme la courbe considérée
est irréductible, ces dimensions sont égales par le lemme 5.1.24 respectivement aux cardinaux
des ensembles {v ∈ val(I∨) ; v < −λ+ c} et {v /∈ val(I) ; v > λ}, qui sont donc égaux. Par
conséquent, l’implication (5.6) est en fait une équivalence, ce qui nous donne le résultat attendu.�

Dans le cas des courbes réductibles, on peut encore déterminer des dimensions à partir des
multi-valuations, mais d’une façon un peu plus technique. Néanmoins, la preuve suit le même
principe que dans le cas irréductible.



102 CHAPITRE 5. COURBES ET MULTI-VALUATIONS

5.2.2 Une implication

Considérons une courbe réduite C, pas forcément Gorenstein. On fixe un idéal fractionnaire I.
On a besoin du résultat suivant pour montrer l’implication ⇒ de l’équivalence (5.4).

Proposition 5.2.5 ([DdlM88, Corollary 1.9]). On a ∆(γ − 1,OC) = ∅.

Preuve. Supposons que ∆(γ−1,OC) 6= ∅. Alors par exemple il existe w ∈ ∆1(γ−1,OC). Alors
par la proposition 5.1.12, (γ1 − 1, γ2, . . . , γp) ∈ val(OC). En utilisant ensuite conjointement les
propositions 5.1.13 et 5.1.12 et l’inclusion γ+Np ⊆ val(OC), on montre que pour tout w ∈ Np tel
que w1 = γ1−1 et pour tout j 6= 1, wj > γj , on a w ∈ val(OC), et donc (γ1−1, γ2, . . . , γp)+Np ⊆
val(OC), ce qui contredit la propriété (5.1) satisfaite par le conducteur. �

Remarque 5.2.6. Nous n’utilisons pas le théorème 5.1.28 pour montrer la proposition 5.2.5
pour deux raisons. La première est que le théorème 5.1.28 s’applique à des courbes Gorenstein,
or, la proposition 5.2.5 est satisfaite par toutes les courbes réduites. La seconde raison est que la
proposition 5.2.5 est utilisée dans la preuve du théorème 5.1.28. En particulier, nous n’utilisons
pas le théorème 5.1.28 pour montrer notre théorème 5.2.1.

Proposition 5.2.7. Soit I un idéal fractionnaire de C et v ∈ Zp. Alors :

v ∈ val(I∨)⇒ ∆(γ − v − 1, I) = ∅.

Remarque 5.2.8. La proposition 5.2.7 est vraie pour toutes les courbes réduites et pas seule-
ment les courbes Gorenstein.

Preuve. Soit (v1, . . . , vp) ∈ val(I∨). Supposons que ∆(γ − v − 1, I) 6= ∅. Quitte à changer la
numérotation, on peut supposer que ∆1(γ − v − 1, I) 6= ∅, ce qui signifie qu’il existe un élément
de la forme (γ1 − v1 − 1, w2, . . . , wp) ∈ val(I), avec wj > γj − vj − 1 pour j > 2. Par dualité, on
a val(I) + val(I∨) ⊆ val(OC), donc (γ1 − 1, w2 + v2, . . . , wp + vp) ∈ val(OC). Comme pour tout
j ∈ {2, . . . , p}, wj + vj > γj , on a (γ1 − 1, w2 + v2, . . . , wp + vp) ∈ ∆1(γ − 1,OC).

Or, d’après la proposition 5.2.5, pour tout i ∈ {1, . . . , p}, ∆i(γ − 1,OC) = ∅, ce qui nous
donne une contradiction, et donc ∆(γ − v − 1, I) = ∅. �

Notation 5.2.9. On pose V = {v ∈ Zp ; ∆(γ − v − 1, I) = ∅} ⊆ Zp.

L’ensemble V contient les multi-valuations de I∨, mais pourrait a priori être plus gros. En
particulier, il n’est pas clair que V soit l’ensemble des multi-valuations d’un module. Dans la
suite, nous allons montrer qu’aucun "intrus" (i.e. élément de V \val(I∨)) ne peut se glisser parmi
les p-uplets de V dans le cas d’une courbe Gorenstein.

5.2.3 Multi-valuations et dimension

L’objectif de ce paragraphe est de donner une méthode combinatoire pour déterminer la
dimension de certains quotients à partir des multi-valuations.

Notation 5.2.10. Soit v ∈ Zp. On pose Iv = {g ∈ I ; val(g) > v} et `(v, I) = dimC I/Iv.
Comme OC est de dimension 1, on a `(v, I) <∞.

On note (e1, . . . , ep) la base canonique de Zp. Pour E ⊆ Zp et v ∈ Zp on pose :

∀i ∈ {1, . . . , p} ,Λi(v,E ) = {α ∈ E ; αi = vi et α > v} .

On a alors (voir [DdlM88, Proposition 1.11] où le cas I = OC est traité) :
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Proposition 5.2.11. Pour tout v ∈ Zp et tout i ∈ {1, . . . , p} on a

`(v + ei, I)− `(v, I) = dimC Iv/Iv+ei ∈ {0, 1} .

De plus, `(v + ei, I) = `(v, I) + 1 si et seulement si Λi(v, val(I)) 6= ∅.

Preuve. Le cas d’un idéal fractionnaire quelconque I se traite de la même manière que le cas
de OC . On a Iv+ei ⊆ Iv et donc

dimC I/Iv + dimC Iv/Iv+ei = dimC I/Iv+ei .

On a donc bien `(v + ei, I)− `(v, I) = dimC Iv/Iv+ei . Montrons que cette dimension est au plus
1. Supposons qu’il existe f, g ∈ Iv\Iv+ei . Alors vali(f) = vali(g) = vi. Il existe donc λ ∈ C tel
que vali(f + λg) > vi et val(f + λg) > v. Par conséquent, f + λg ∈ Iv+ei et donc f et g sont
liés dans le quotient Iv/Iv+ei . Par conséquent, dimC Iv/Iv+ei 6 1. Pour que dimC Iv/Iv+ei = 1
il faut et il suffit que Iv 6= Iv+ei , ce qui équivaut d’après la proposition 5.1.14 à l’existence d’un
élément w ∈ val(Iv) tel que w /∈ val(Iv+ei), c’est-à-dire w ∈ Λi(v, I). �

La proposition précédente nous permet de déterminer la dimension de certains quotients à
partir des multi-valuations d’un idéal :

Corollaire 5.2.12. Soit ν, λ ∈ Zp tels que ν + Np ⊆ val(I) ⊆ λ + Np (voir lemme 5.1.9). Soit
(α(j))06j6M+1 une suite finie d’élément de Zp vérifiant :

• α(0) = λ et α(M+1) = ν

• Pour tout j ∈ {0, . . . ,M}, il existe i(j) ∈ {1, . . . , p} tel que α(j+1) = α(j) + ei(j)

Alors :
dimC I/t

νO
C̃

= `(ν, I) = Card
{
j ∈ {0, . . . ,M}; Λi(j)(α(j), val(I)) 6= ∅

}
. (5.7)

Le dessin suivant illustre le corollaire 5.2.12 pour p = 2. On représente par des croix
les éléments de val(I) et par des cercles rouges les éléments de la suite α. Les ensembles
Λi(j)(α(j), val(I)) correspondent aux croix qui se trouvent sur les lignes rouges.

val1

val2

ν

λ

Figure 5.5 – Illustration du corollaire 5.2.12

Sur cet exemple, le corollaire 5.2.12 donne dimC I/t
νO

C̃
= 7.
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5.2.4 Etapes préliminaires

On rappelle que V = {v ∈ Zp ; ∆(γ − v − 1, I) = ∅}, et que cet ensemble contient val(I∨).
L’objectif de cette partie est de montrer que si on suppose l’inclusion val(I∨) ⊆ V stricte,
cela entraîne certaines propriétés combinatoires et numériques (voir lemme 5.2.14 et proposi-
tion 5.2.15). On prouve ensuite dans le paragraphe 5.2.5 que cela conduit à une contradiction
dans le cas d’une courbe Gorenstein, ce qui achève la preuve du théorème 5.2.1.

Première étape
On commence par montrer que si V 6= val(I∨), alors il existe un élément w ∈ V \val(I∨) qui

satisfait certaines propriétés qui seront utiles dans la suite.
On suppose donc dorénavant que V 6= val(I∨). Il existe donc un "intrus" w(0) ∈ V \val(I∨).

Le lemme 5.1.9 assure l’existence d’éléments λ, ν ∈ Zp tels que ν + Np ⊆ val(I) ⊆ λ + Np et
γ − ν 6 w(0) 6 γ − λ. Nous fixons désormais de tels éléments λ et ν.

La proposition suivante nous donne une propriété essentielle de w(0) :

Proposition 5.2.13. Il existe j ∈ {1, . . . , p} tel que Λj(w(0), val(I∨)) = ∅. De plus, la coordon-
née correspondante satisfait w(0)

j < γj − λj.

Preuve. Si pour tout i ∈ {1, . . . , p}, Λi(w(0), val(I∨)) 6= ∅, alors pour tout i ∈ {1, . . . , p} il
existe α(i) ∈ val(I∨) tel que α(i)

i = w
(0)
i et α(i) > w(0). Par conséquent, par la proposition 5.1.12,

inf
(
α(1), . . . , α(p)

)
= w(0) ∈ val(I∨), ce qui contredit l’hypothèse sur w(0).

Il existe donc j ∈ {1, . . . , p} tel que Λj(w(0), val(I∨)) = ∅. Si w(0)
j = γj − λj alors γ − λ ∈

Λj(w(0), val(I∨)), ce qui est contradictoire. Donc w(0)
j < γj − λj . �

Deuxième étape
Sans nuire à la généralité, on peut supposer que Λp(w(0), val(I∨)) = ∅. Nous allons utiliser

le corollaire 5.2.12 avec une suite α bien choisie pour déterminer la dimension de I∨/tγ−λO
C̃
.

Nous comparerons cette dimension avec le nombre `′ défini en (5.9), qui peut a priori dépendre
de la suite α choisie.

Afin de déterminer dimC I
∨/tγ−λO

D̃
, on fixe une suite (α(j))06j6n0 où n0 =

∑p
i=1 νi−λi qui

satisfait :

• α(0) = γ − ν et α(n0) = γ − λ

• pour tout j ∈ {0, . . . n0 − 1}, il existe i(j) ∈ {1, . . . , p} tel que α(j+1) = α(j) + ei(j)

• il existe j0 ∈ {0, . . . , n0 − 1} tel que α(j0) = w(0) et α(j0+1) = w(0) + ep

L’existence d’une telle suite vient de la proposition 5.2.13, et cette suite satisfait les hypo-
thèses requises par le corollaire 5.2.12.

Par exemple, pour p = 2, on peut choisir la suite α représentée par les cercles sur la figure sui-
vante, où les croix représentent V . En particulier, comme w(0) /∈ val(I∨), on a Λ2(w(0), val(I∨)) = ∅.
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val1

val2

w(0)

γ − ν

γ − λ

Λ2(w(0), val(I∨)) = ∅

Figure 5.6

D’après le corollaire 5.2.12, on a :

dimC I
∨/tγ−λO

C̃
= Card

{
j ∈ {0, . . . , n0 − 1} ; Λi(j)(α(j), val(I∨)) 6= ∅

}
. (5.8)

Nous allons comparer ce nombre avec :

`′ = Card
{
j ∈ {0, . . . , n0 − 1} ; Λi(j)(α(j),V ) 6= ∅

}
. (5.9)

Sur l’exemple de la figure 5.6, on a `′ = 6.
Les hypothèses faites sur la suite α permettent d’obtenir le lemme suivant :

Lemme 5.2.14. On a :

`′ > 1 + dimC I
∨/tγ−λO

C̃
. (5.10)

Preuve. Il est clair que Λi(j)(α(j), val(I∨)) 6= ∅ ⇒ Λi(j)(α(j),V ) 6= ∅. De plus, comme il existe
j0 tel que α(j0) = w(0) et α(j0+1) = α(j0) + ep, on a Λp(α(j0),V ) 6= ∅. Les hypothèses sur w(0)

impliquent que Λp(α(j0), val(I∨)) = ∅. D’où l’inégalité. �

Troisième étape
L’objectif de cette étape est de comparer ce nombre `′ avec dimC I/t

νO
C̃
.

Pour i ∈ {0, . . . , n0} on pose β(i) = γ − α(n0−i). La suite β satisfait les conditions du
corollaire 5.2.12 et peut donc être utilisée pour déterminer dimC I/t

νO
C̃
.

On représente sur le dessin ci-dessous la suite β correspondant à la suite α de la figure 5.6 :
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val1

val2

λ

ν

Figure 5.7

La proposition suivante donne la relation entre `′ et dimC I/t
νO

C̃
:

Proposition 5.2.15. On a :

dimC I/t
νO

C̃
6

p∑
i=1

(νi − λi) − `′.

Afin de démontrer cette proposition, nous introduisons le lemme suivant, qui ne dépend pas
de l’hypothèse V 6= val(I∨) :

Lemme 5.2.16. Soit w ∈ Zp et i ∈ {1, . . . , p}. Alors :

Λi(w,V ) 6= ∅ ⇒ Λi(γ − w − ei, val(I)) = ∅.

Preuve. Soit w′ ∈ Λi(w,V ). Par définition, on a ∆(γ − w′ − 1, val(I)) = ∅. De plus, (γ −
w′ − 1)i = γi − wi − 1 et pour j 6= i, (γ − w′ − 1)j = γj − w′j − 1 < γj − wj . On a donc
Λi(γ − w − ei, val(I)) = ∆i(γ − w′ − 1, val(I)) = ∅, vu que w′ ∈ V . �

Preuve (de la proposition 5.2.15). On commence par remarquer que les suites α et β ont
le même nombre de termes, à savoir n0 + 1 = 1 +

∑p
i=1 (νi − λi).

Le corollaire 5.2.12 assure que :

dimC I/t
νO

D̃
= Card

{
j ∈ {0, . . . , n0 − 1} ; Λi(j)(β(n0−j−1), val(I)) 6= ∅

}
. (5.11)

On remarque que pour tout j ∈ {0, . . . , n0 − 1}, γ−α(j)−ei(j) = γ−α(j+1) = β(n0−(j+1)). Par
conséquent, d’après le lemme 5.2.16, si Λi(j)(α(j),V ) 6= ∅ alors Λi(j)

(
β(n0−(j+1)), val(I)

)
= ∅.

On obtient ensuite le résultat en comparant (5.11) et (5.9). �

5.2.5 Fin de la preuve

Nous pouvons à présent terminer la preuve du théorème 5.2.1.
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Preuve (Fin de la preuve du théorème 5.2.1). On suppose dorénavant que la courbe C
est Gorenstein. L’inclusion val(I∨) ⊆ V est donnée par la proposition 5.2.7. Il nous reste donc
à prouver que cette inclusion ne peut pas être stricte.

Comme
∑p
i=1 (νi − λi) = dimC t

λO
D̃
/tνO

D̃
= dimC t

λO
D̃
/I + dimC I/t

νO
D̃
, on a par le

théorème 2.3.20 :
dimC I

∨/tγ−λO
D̃

=
p∑
i=1

(νi − λi) − dimC I/t
νO

D̃
.

D’après la proposition 5.2.15, on a :

`′ 6 dimC I
∨/tγ−λO

D̃
. (5.12)

Cependant, par le lemme 5.2.14, si V 6= val(I∨), alors `′ > 1 + dimC I
∨/tγ−λO

D̃
, ce qui contre-

dit (5.12). Par conséquent, on a V = val(I∨). �

Une autre conséquence de l’égalité V = val(I∨) est que le nombre `′ est égal à la dimension
de I∨/tγ−λO

C̃
. En particulier, l’inégalité de la proposition 5.2.15 est en fait une égalité. De plus,

comme pour tout w ∈ Zp il existe λ′, ν ′ ∈ Zp tels que γ − λ′ + Np ⊆ val(I∨) ⊆ γ − ν ′ + Np et
γ − ν ′ 6 w 6 γ − λ′, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 5.2.17. Soit C une courbe Gorenstein réduite, I ⊂ MC un idéal fractionnaire et
w ∈ Zp. Alors :

Λi(w, val(I∨)) 6= ∅ ⇐⇒ Λi(γ − w − ei, val(I)) = ∅. (5.13)

Preuve. Soit w ∈ Zp and i ∈ {1, . . . , p}. Soit λ′, ν ′ ∈ Zp tels que γ − λ′ + Np ⊆ val(I∨) ⊆
γ − ν ′ + Np et γ − ν ′ 6 w 6 γ − λ′.

On choisit une suite α vérifiant les conditions de la proposition 5.2.12 telle qu’il existe
j0 ∈ {1, . . . , p} tel que α(j0) = w et α(j0+1) = w + ei. On pose β(j) = γ − α(n0−j). Comme C est
Gorenstein, V = val(I∨) et donc on a par le lemme 5.2.16

Λi(j)(w, val(I∨)) 6= ∅ ⇒ Λi(j)(β(n0−j−1), val(I)) = ∅. (5.14)

De plus, on a :

dimC t
λO

D̃
/tνO

D̃
=
∑

(νi − λi) = n0

= dimC t
λO

D̃
/I + dimC I/t

νO
D̃

= dimC I
∨/tγ−λO

D̃
+ dimC I/t

νO
D̃

Les dimensions qui apparaissent peuvent être calculées à l’aide du corollaire 5.2.12 :

dimC I
∨/tγ−λO

D̃
= Card

{
j ; Λi(j)(w, val(I∨)) 6= ∅

}
dimC I/t

νO
D̃

= n0 − Card
{
j ; Λi(j)(β(n0−j−1), val(I)) = ∅

}
En utilisant l’implication (5.14) et en comparant les cardinaux, on obtient le résultat. �

Nous avons déjà vu dans la proposition 5.1.14 que si deux idéaux fractionnaires emboîtés
ont mêmes ensembles de multi-valuations, alors ils sont égaux. Le lemme suivant donne une
condition pour l’égalité des ensembles de multi-valuations.

Lemme 5.2.18. Soit I, J deux idéaux fractionnaires et ν ∈ Np tels que ν + Np ⊆ val(J). On
suppose que val(J) ⊆ val(I). Si dimC I/t

νO
D̃

= dimC J/t
νO

D̃
alors val(J) = val(I).

Preuve. Supposons que val(I) 6= val(J). Soit w ∈ val(I)\val(J). Comme dans la proposi-
tion 5.2.13, il existe j ∈ {1, . . . , p} vérifiant Λj(w, val(J)) = ∅. Le même argument que dans la
deuxième étape de la preuve du théorème 5.2.1 montre que dimC I/t

νO
D̃
> dimC J/t

νO
D̃
. D’où

le résultat. �



108 CHAPITRE 5. COURBES ET MULTI-VALUATIONS

5.2.6 Exemples

Commençons par un exemple de courbe plane à deux branches.

Exemple 5.2.19. On considère de nouveau la courbe plane définie par h = (x3 − y2)(x3 − y4).
On rappelle qu’un paramétrage est donné par x = (t21, t42) et y = (t31, t32). L’idéal jacobien est
l’idéal de OC engendré par

∂h

∂x
= 3x2(x3 − y4) + 3x2(x3 − y2) = (3t10

1 − 3t16
1 , 3t20

2 − 3t14
2 )

∂h

∂y
= −2y(x3 − y4)− 4y3(x3 − y2) = (−2t91 − 2t15

1 ,−4t21
2 − 4t15

2 )

On représente sur la figure 5.8 les multi-valuations de JC , que l’on calcule de façon analogue
à l’exemple 5.1.5 vu que la courbe est assez simple. Les cercles rouges représentant les éléments
v ∈ Zp tel que ∆(v,JC) = ∅. On rappelle que d’après la proposition 2.3.17, le dual de l’idéal
jacobien est le module des résidus RC . Le théorème de symétrie 5.2.1 permet donc de déterminer
les multi-valuations de RC sans calculer explicitement le module RC . La figure 5.9 représente
les multi-valuations de RC .

val1

val2

10 15

15

20

γ

Figure 5.8 – Multi-valuations de JC

val1

val2−5

−5

−10

0

Figure 5.9 – Multi-valuations de RC

L’exemple suivant montre que le fait que la propriété de symétrie soit satisfaite par le module
des résidus ne caractérise pas les courbes Gorenstein, ce qui répond à une question de Philippe
Gimenez.

Exemple 5.2.20. Soit la courbe X de C3 définie par l’idéal (h1, h2, h3) où h1 = xz − y2,
h2 = x3 − yz et h3 = x2y − z2. Il s’agit d’une courbe irréductible que l’on peut paramétrer par
x = t3, y = t4, z = t5. Pour vérifier que cette courbe n’est pas Gorenstein, on peut par exemple
vérifier que son semigroupe n’est pas symétrique :

val(OX)

0 5 10
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Intéressons-nous maintenant au module des multi-résidus RX . Pour le définir, considérons
l’intersection complète réduite définie par (h1, h2). Cette intersection complète a deux compo-
santes, X et Y = {(0, 0, z) ; z ∈ C}. Un calcul réalisé sous Singular donne comme famille
génératrice de Ω2(logX/C) une famille génératrice de Ω̃2

(h1,h2) et les formes :

ω1 = 3x2dy ∧ dz − 4xydx ∧ dz + 5xzdx ∧ dy
h1h2

ω2 = 3xydy ∧ dz − 4xzdx ∧ dz + 5yzdx ∧ dy
h1h2

ω3 = 3xzdy ∧ dz − 4x3dx ∧ dz + 5x2ydx ∧ dy
h1h2

On vérifie que J = 6x2y − z2 ∈ JC est un non diviseur de zéro de OC et que le module des
résidus RX est engendré par

( 1
t2
,
1
t
, 1
)
. Son ensemble des multi-valuations est donc :

val(RX)

−5 0 5

On en déduit que HomOX
(RX ,OX) = t5C {t}. En particulier, la condition v ∈ val(RX) ⇐⇒

c−v−1 /∈ val(R∨X) est vérifiée, bien que la courbe C ne soit pas Gorenstein. On ne peut donc pas
caractériser les courbes Gorenstein grâce à la symétrie des multi-valuations de l’idéal jacobien
ou du module des résidus.

5.2.7 Généralisation

Une généralisation de notre théorème 5.2.1 est proposée dans [KTS15]. Les auteurs se placent
dans un cadre plus large : ils considèrent un anneau R semi-local, Cohen-Macaulay de dimension
un et de normalisation R̃ tel que :

1. pour tout idéaux maximaux m de R et n de R̃ tel que n ∩ R̃ = m on a R/m = R/n

2. pour tout idéal maximal m de R, le cardinal de R/m est supérieur ou égal au cardinal
de l’ensemble des anneaux de valuations6 de l’anneau total des fractions MR sur R (voir
[KTS15, Definition 2.2.1]).

Un tel anneau R est dit admissible.

Définition 5.2.21. Un idéal canonique d’un anneau admissible R est un idéal fractionnaire K
tel que pour tout idéal fractionnaire I, HomR (HomR (I,K) ,K) = I.

Théorème 5.2.22 ([KTS15, Theorem 5.3.5, Lemma 5.2.11]). Soit K0 un idéal canonique
d’un anneau admissible R tel que val(K0) = {v ∈ Zp ; ∆(v,R) = ∅}. Alors

val
(
HomR

(
I,K0

))
= {v ∈ Zp ; ∆(γ − v − 1, I) = ∅} .

La preuve proposée par les auteurs de [KTS15] utilise aussi un argument de dimension,
basé sur la notion de distance entre deux semigroupes emboîtés Γ1 ⊆ Γ2, généralisant le corol-
laire 5.2.12.

6Un anneau de valuation de MR est un sous-anneau V tel que R ⊆ V ⊂ MR tel que MR\V est fermé
multiplicativement
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5.2.8 Série de Poincaré

Ce paragraphe fait suite à une suggestion d’Antonio Campillo. Soit C = C1 ∪ · · · ∪ Cp un
germe de courbe réduite Gorenstein, et I ⊂MC un idéal fractionnaire.

La définition suivante est inspirée par [CDGZ03]. On rappelle que Iv = {g ∈ I; val(g) > v}.
On considère l’ensemble des séries de Laurent formelles L = Z[[t−1

1 , . . . , t−1
p , t1, . . . , tp]]. Cet

ensemble n’est pas un anneau, mais il s’agit d’un Z[t−1
1 , . . . , t−1

p , t1, . . . , tp]-module.
On pose :

LI(t1, . . . , tp) =
∑
v∈Zp

cI(v)tv (5.15)

avec cI(v) = dimC Iv/Iv+1 et on définit

PI(t) = LI(t)
p∏
i=1

(ti − 1). (5.16)

Remarque 5.2.23. Le cas I = OC pour C une courbe plane est étudié dans [CDGZ03]. Les
auteurs montrent que POC

est en fait un polynôme, et que pour les courbes planes à au moins

deux composantes, le polynôme POC
(t)

t1 · · · tp − 1 est le polynôme d’Alexander de la courbe (voir

[CDGZ03, Theorem 1]).

Remarque 5.2.24. Par la proposition 5.2.11 on a pour tout idéal fractionnaire I et tout v ∈ Zp,
cI(v) ∈ {0, . . . , p}.

Notre objectif ici est de déduire du théorème 5.2.1 une relation entre PI(t) et PI∨(t).
Le lemme suivant est une conséquence directe de la définition (5.16) de PI :

Lemme 5.2.25. On pose pour v ∈ Zp,

aI(v) =
∑

J⊆{1,...,p}
(−1)Card(Jc)cI(v − eJ) (5.17)

où on pose pour J = {j1, · · · , jk}, eJ = ej1 + · · ·+ ejk . Alors

PI(t) =
∑
v∈Zp

aI(v)tv.

On utilise le lemme précédent pour montrer la propriété suivante :

Lemme 5.2.26. La série de Laurent formelle PI(t) est un polynôme.

Preuve. Soit λ, ν ∈ Zp tels que ν+Np ⊆ val(I) ⊆ λ+Np. Les seules valeurs aI(v) éventuellement
non nulles sont celles pour lesquelles λ 6 v 6 ν. En effet, supposons par exemple que vp < λp
ou vp > νp. On peut ensuite montrer grâce au corollaire 5.2.12, et à la proposition 5.1.13 dans
le cas vp > νp, que pour tout J ⊂ {1, . . . , p} tel que p /∈ J , cI(v − eJ∪{p}) = cI(v − eJ). Par la
définition donnée par (5.17), cela nous donne le résultat. �

Lemme 5.2.27. Soit v ∈ Zp. On a

cI(v) = Card
(
i ∈ {1, . . . , p} ; Λi

(
v + e1 + · · ·+ ei−1, val(I∨)

)
6= ∅

)
.

Preuve. Par définition, cI(v) = dimC Iv/Iv+1. On a donc

cI(v) = dimC Iv/Iv+e1 + dimC Iv+e1/Iv+e1+e2 + · · ·+ dimC Iv+e1+···+ep−1/Iv+1.

On utilise la proposition 5.2.11 pour conclure. �
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La symétrie du théorème 5.2.1 a la conséquence suivante :

Proposition 5.2.28. Avec les mêmes notations,

PI∨(t) = (−1)p+1 tγ PI

(
1
t1
, . . . ,

1
tp

)
. (5.18)

Preuve. Il suffit de comparer les coefficients de PI∨ et PI . Soit v ∈ Z. Le coefficient de tv dans
PI
(

1
t1
, . . . , 1

tp

)
est aI(−v). Nous allons donc montrer que

∀v ∈ Zp, aI∨(v) = (−1)p+1aI(γ − v). (5.19)

Soit v ∈ Zp. On a par définition

aI∨(v) =
∑

J⊆{1,...,p}
(−1)p+Card(J)cI∨(v − eJ).

Montrons que cI∨(v) = p− cI(γ − v − 1).
Par le lemme 5.2.27 on a :

cI∨(v) = Card
{
i ∈ {1, . . . , p} ; Λi(v + e1 + · · ·+ ei−1, val(I∨)) 6= ∅

}
cI(γ − v − 1) = Card {i ∈ {1, . . . , p} ; Λi(γ − v − e1 − · · · − ei, val(I)) 6= ∅}

Or, par l’équivalence (5.13),

Λi(v + e1 + · · ·+ ei−1, val(I∨)) 6= ∅ ⇐⇒ Λi(γ − v − e1 − · · · − ei, val(I)) = ∅.

Cela nous donne donc cI∨(v) = p− cI(γ − v − 1). On a donc

aI∨(v) =
∑

J⊆{1,...,p}
(−1)p+Card(J)(p− cI(γ − (v − eJ)− 1).

En remarquant que
∑
J⊆{1,...,p}(−1)Card(J) = 0 on obtient :

aI∨(v) = (−1)p+1 ∑
J⊆{1,...,p}

(−1)Card(J)cI(γ − v − eJc)

= (−1)p+1aI(γ − v)

Cela achève la preuve de la proposition 5.2.28. �

Exemple 5.2.29. Déterminons explicitement le polynôme PJC
pour la courbe de l’exemple 5.2.19.

On indique sur la figure 5.10 les valeurs des cJC
(v). Pour un point v ∈ Z2, on lit sur le des-

sin la valeur de cI(v) dans la case dont le sommet en bas à gauche est v. Les cases en bleu
correspondent à la valeur 0, en vert à la valeur 1 et en mauve à la valeur 2.

On commence par remarquer que pour tout idéal fractionnaire I d’une courbe à deux
branches,

aI(v) = cI(v)− cI(v − e1)− cI(v − e2) + cI(v − 1).

On représente les signes de la formule précédente sur le dessin suivant :

v
+

+ −

−
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val1

val2

10 15

15

20

0

1 2
1

1

0

2

2

Figure 5.10 – Valeurs des cJC
(v)

Lemme 5.2.30. Soit C = C1 ∪ C2 une courbe à deux branches, et I un idéal fractionnaire
de C. Alors pour tout v ∈ Z2, aI(v) ∈ {−1, 0, 1}. De plus, si aI(v) 6= 0, alors les valeurs de
cI(v), cI(v − e1), cI(v − e2) et cI(v − 1) sont toutes égales sauf exactement une7.

Preuve. Soit v ∈ Z2. Montrons que cI(v)− cI(v − e1) ∈ {−1, 0, 1}. On a

cI(v)− cI(v − e1) =
(
dimC Iv/Iv+e2 + dimC Iv+e2/Iv+1

)
− (dimC Iv−e1/Iv + dimC Iv/Iv+e2)

(5.20)
= dimC Iv+e2/Iv+1 − dimC Iv−e1/Iv (5.21)

Comme par la proposition 5.2.11 dimC Iv+e2/Iv+1 ∈ {0, 1} et dimC Iv−e1/Iv ∈ {0, 1}, on a
cI(v)− cI(v − e1) ∈ {−1, 0, 1}.

Par conséquent, aI(v) ∈ {−2,−1, 0, 1, 2}. Il reste donc à montrer que cI(v) − cI(v − e1) et
cI(v − 1)− cI(v − e2) ne peuvent pas être simultanément égaux à 1 ou simultanément égaux à
−1. Supposons par exemple que cI(v)− cI(v− e1) = cI(v− 1)− cI(v− e2) = 1. Posons cI(v) = b
et cI(v − 1) = b′. Alors cI(v − e1) = b − 1. et cI(v − e2) = b′ − 1. Comme pour tout v ∈ Z2,
cI(v)− cI(v − ei) ∈ {−1, 0, 1} alors on a b′ ∈ {b− 2, b− 1, b} ∩ {b, b+ 1, b+ 2} et donc b′ = b. Il
y a donc deux cas possibles :

v
1

1 0

0
v
2

2 1

1

Dans chacun des deux cas, on aboutit à une contradiction. En effet, si cI(v) = 1, cela signifie
que Λ1(v, val(I)) 6= ∅ ou Λ2(v, val(I)) 6= ∅, et donc ou bien cI(v− e2) > 1 ou bien cI(v− e1) > 1,
et donc le premier cas ne peut pas être réalisé. On vérifie de même que si cI(v) = cI(v − 1) = 2
alors cI(v − e1) = cI(v − e2) = 2, et donc le deuxième cas ne peut pas être réalisé non plus, et
donc aI(v) 6= 2. Une preuve analogue montre que aI(v) 6= −2, ce qui nous donne le résultat.

La deuxième assertion se montre en regardant les différents cas possibles. �

7Sur la figure 5.10 cela correspond aux "coins"de la figure formée des lignes noires
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Nous pouvons déterminer PJC
à l’aide de la figure 5.10.

On trouve :

PJC
(t1, t2) = t91t

14
2

(
−t2 − t1 + t1t

2
2 + t21t2 − t21t52 + t31t

6
2

)
.

Par la symétrie de la proposition 5.2.28, on a, vu que γ = (8, 12),

PRC
(t1, t2) = −t−1

1 t−2
2

(
−t−1

2 − t
−1
1 + t−1

1 t−2
2 + t−2

1 t−1
2 − t

−2
1 t−5

2 + t−3
1 t−6

2

)
= −t−4

1 t−8
2

(
−t52 − t21 + t21t

4
2 + t1t

5
2 − t1t2 + 1

)
.





Chapitre 6

Résidus logarithmiques le long des
courbes

Nous nous intéressons dans ce chapitre à une famille de singularités libres : les courbes. Dans
le paragraphe 6.1, nous considérons des courbes intersections complètes. Nous relions l’idéal
jacobien JC au module des différentielles de Kähler (voir proposition 6.1.3), puis, en utilisant
les résultats des chapitres précédents, nous déduisons la relation précise entre les multi-résidus
et les différentielles de Kähler.

Les courbes étant libres, par le théorème 3.3.7, la dimension projective comme OS-module du
module Ωm−1(logC) est m−2 et celle du module RC est m−1. Nous donnons ici une résolution
libre explicite de ces modules pour les courbes intersections complètes quasi-homogènes (voir
théorèmes 6.1.29 et 6.1.33). Nous donnons ensuite une caractérisation des arrangements de
droites plan qui utilise les multi-valuations du module des multi-résidus (voir proposition 6.1.40).

Le reste du chapitre est consacré aux courbes planes. Nous calculons le conducteur du module
des résidus (voir proposition 6.2.3), et montrons comment retrouver les multi-valuations des
branches ou d’une union de branches de C à partir des multi-valuations de RC . Nous déduisons de
[BGM88] et [HH07] des algorithmes pour une branche (voir paragraphe 6.2.4) et nous proposons
un algorithme de calcul des multi-valuations de RC pour une courbe à deux branches.

Dans le dernier paragraphe 6.3, nous étudions le comportement du module des résidus dans
une déformation équisingulière de courbe plane. En particulier, nous la comparons à d’autres
stratifications. On termine en présentant le lien entre le module des résidus et le résultat de
[HH11] et [HHH15] sur la classification analytique des courbes planes à une ou deux branches.

Ce chapitre suit en grande partie [Pol14], [Pol15a], [Pol15b] et [Pol16].

6.1 Courbes intersections complètes

Dans cette partie, nous commençons par relier le module des multi-résidus d’une courbe in-
tersection complète au module des différentielles de Kähler. Nous donnons ensuite une résolution
libre explicite du module des multi-résidus et du module des formes multi-logarithmiques dans
le cas d’une courbe intersection complète quasi-homogène.

6.1.1 Lien avec les différentielles de Kähler

Soit C = C1 ∪ · · · ∪Cp une courbe réduite intersection complète avec p composantes irréduc-
tibles, définie par une suite régulière (h1, . . . , hm−1).

On note ϕi(ti) = (xi,1(ti), . . . , xi,m(ti)) un paramétrage de la branche Ci.

115
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Définition 6.1.1. Soit ω =
[∑m

j=1 ajdxj
]
∈ Ω1

C . Soit i ∈ {1, . . . , p}. On considère la forme

ϕ∗i (ω) =
(∑m

j=1 aj ◦ ϕi(ti)x′i,j(ti)
)

dti. On définit la valuation de ω le long de Ci par

vali(ω) = vali(ϕ∗i (ω)) = 1 + vali

 m∑
j=1

(aj ◦ ϕi)(ti) · x′i,j(ti))

 .
On rappelle que CC désigne l’idéal conducteur de C. On pose ϕ

∗(Ω1
C)

dt ⊂ O
C̃

=
⊕p

i=1 C {ti}

l’idéal fractionnaire1 engendré par
((
x′i,1, . . . , x

′
p,1
)
, . . . ,

(
x′1,m, . . . , x

′
p,m

))
. On a alors

val(Ω1
C) = val

(
ϕ∗(Ω1

C)
dt

)
+ 1.

Notation 6.1.2. Soit i ∈ {1, . . . , p}. On note Ji le mineur de taille (m − 1) × (m − 1) de la
matrice jacobienne Jac(h1, . . . , hm−1) obtenu en enlevant la colonne i.

Proposition 6.1.3. Soit C = C1 ∪ · · · ∪ Cp ⊂ Cm une courbe intersection complète réduite
définie par une suite régulière (h1, . . . , hm−1). Alors il existe g ∈ CC tel que val(g) = γ vérifiant
JC = g · ϕ

∗(Ω1
C)

dt . En particulier,

val(JC) = γ + val(Ω1
C)− 1. (6.1)

De plus, pour tout i ∈ {1, . . . ,m},

val(Ji) = γ + val(xi)− 1. (6.2)

Preuve. Pour tout j ∈ {1, . . . ,m− 1} on a hj ◦ ϕi(ti) = 0. D’où :(
Jac(h1, . . . , hk) ◦ ϕi(ti)

)(
x′i,1(ti), . . . , x′i,m(ti)

)t =
(
0, . . . , 0

)t
.

On multiplie à gauche par la matrice adjointe à la matrice obtenue en enlevant la dernière
colonne de Jac(h1, . . . , hk) ◦ ϕi(ti). On obtient pour tout j ∈ {1, . . . ,m− 1},(

Jm ◦ ϕi(ti)
)
· x′i,j(ti) + (−1)m−(j−1)(Jj ◦ ϕi(ti)) · x′i,m(ti)) = 0.

Supposons par exemple que x′i,m(ti)) 6= 0.

En posant gi(ti) = Jm ◦ ϕi(ti)
x′i,m(ti))

on obtient pour tout ` ∈ {1, . . . ,m},

gi(ti) · x′i,`(ti)) = (−1)m−`J` ◦ ϕi(ti). (6.3)

Il reste à prouver que vali(g) = γi.
Par la proposition 2.3.22 on a :

CCΠC = JCO
C̃
. (6.4)

L’idéal de ramification ΠC de C est le O
C̃
-module engendré par

(
x′1,j(t1), . . . , x′p,j(tp)

)
16j6m

.
La relation (6.4) donne l’égalité inf(val(ΠC)) + γ = inf(val(JC)).
Les égalités (6.3) impliquent que pour tout i ∈ {1, . . . , p}, et j ∈ {1, . . . ,m} on a vali(Jj) =

inf(vali(JC)) si et seulement si vali(x′i,j(ti)) = inf(vali(ΠC)).
Par conséquent, pour tout i ∈ {1, . . . , p}, si j(i) est tel que vali(Jj(i)) = inf(vali(JC)), alors

vali(Jj(i)) = γi + vali(x′i,j(i)(ti))), ce qui nous donne vali(gi) = γi. �

1Cet idéal est l’idéal de ramification ΠC de la courbe C.
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Corollaire 6.1.4. Soit C ⊂ Cm une courbe intersection complète réduite. Avec les notations du
chapitre 5, on a pour tout v ∈ Zp l’équivalence suivante :

v ∈ val(RC) ⇐⇒ ∆(−v, val(Ω1
C)) = ∅

et RC = 1
g
·
(
ϕ∗(Ω1

C)
dt

)∨
, où g est donné par la proposition 6.1.3.

Preuve. C’est une conséquence immédiate du théorème de symétrie 5.2.1 et des proposi-
tions 3.2.17 et 6.1.3 �

Remarque 6.1.5. Ce dernier corollaire donne aussi la relation entre les formes régulières mé-
romorphes définies en 2.3.25 et les différentielles de Kähler. En effet, par le théorème 3.1.40, le

module RC est isomorphe au module ω0
C , et on a donc ω0

C '
1
g
·
(
ϕ∗(Ω1

C)
dt

)∨
.

Remarque 6.1.6. Une autre conséquence de la proposition 6.1.3 est l’inclusion suivante :

γ +
(
val(OC)\{0}

)
− 1 ⊆ val(JC).

En effet, si h ∈ m, avec m l’idéal maximal de OC , alors val(dh) = val(h), ce qui nous donne
l’inclusion val(OC)\ {0} ⊆ val(Ω1

C).

Remarque 6.1.7. Dans le cas d’une courbe plane à une ou deux branches, l’ensemble des
multi-valuations des différentielles de Kähler est un ingrédient clef utilisé par A. Hefez, M.E.
Hernandes et M.E.R. Hernandes dans leur étude du problème de la classification analytique des
courbes planes. (voir théorème 6.3.26 pour plus de détails)

6.1.2 Dimensions

Nous relions dans ce paragraphe le module des multi-résidus d’une courbe intersection com-
plète à certains invariants classiques des courbes. Ces invariants seront de nouveau utilisés dans
le paragraphe 6.3.

On commence par rappeler leur définition, que l’on peut trouver dans [BG80].

Définition 6.1.8 ([BG80, Definitions 1.1.1, 6.1.1]). Soit C ⊆ (Cm, 0) un germe de courbe
réduite. On considère l’application :

D : OC
d−→ Ω1

C
cC−→ ω1

C

où cC est la classe fondamentale de C (voir définition 2.3.23).
Le nombre de Milnor de C est :

µ = dimC
(
ω1
C/D(OC)

)
.

Le nombre de Tjurina de C est :

τ = dimC Tors
(
Ω1
C

)
.

Remarque 6.1.9. Dans le cas des courbes planes, on définit le nombre de Tjurina de h par
τ = dimCC{x, y}/(h′x, h′y, h). Nous verrons que les deux définitions coïncident. En particulier,
l’égalité entre dimC C{x, y}/(h′x, h′y, h) et dimC Tors

(
Ω1
C

)
est un résultat de O. Zariski sur lequel

nous reviendrons dans le paragraphe 6.2.3.
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Proposition 6.1.10 ([BG80, Lemma 1.1.2]). On suppose que C est une courbe intersection
complète. Alors :

µ = dimC Ω1
C/dOC .

Proposition 6.1.11 ([BG80, Fin de la preuve du lemme 1.1.2]). Soit C une courbe in-
tersection complète réduite définie par (h1, . . . , hm−1). Alors :

τ = dimC
(
Ωm
Cm ⊗C{x} OC

)
/dh1 ∧ · · · ∧ dhm−1 ∧ Ω1

C .

Cette proposition montre que le nombre de Tjurina est bien le nombre auquel on s’attend :

Corollaire 6.1.12. Soit C une courbe intersection complète réduite définie par (h1, . . . , hm−1).
Alors :

τ = dimC OC/JC .

Introduisons encore un autre invariant classique des courbes :

Définition 6.1.13. Le delta-invariant d’un germe réduit de courbe C est :

δ = dimC O
C̃
/OC .

La proposition suivante relie δ et µ. Elle généralise le résultat de J. Milnor qui porte sur les
courbes planes (voir [Mil68]).

Proposition 6.1.14 ([BG80, Proposition 1.2.1]). On pose p le nombre de branches de C.
Alors

µ = 2δ − p+ 1.

Nous pouvons à présent relier la dimension de RC/OC̃
à ces invariants pour les courbes

intersections complètes.

Proposition 6.1.15. Soit C une courbe intersection complète réduite. Alors

dimC RC/OC̃
= τ − δ.

Preuve. Comme C est une intersection complète, elle est en particulier Gorenstein. Rappelons
que l’on a les inclusions suivantes :

JC ⊆ CC ⊆ OC ⊆ O
C̃
⊆ RC .

Les propositions 3.2.17 et 5.1.21 assurent que :

dimC RC/OC̃
= dimC RC/OC − dimC O

C̃
/OC = dimC O∨C/R

∨
C − δ = dimC OC/JC − δ.

Ce qui nous donne donc dimC RC/OC̃
= τ − δ. �

6.1.3 Familles génératrices pour les courbes quasi-homogènes

Soit C = C1 ∪ · · · ∪Cp une courbe réduite intersection complète avec p composantes irréduc-
tibles définie par une suite régulière (h1, . . . , hm−1).

On rappelle qu’une telle courbe est libre (voir exemple 3.3.3). Par conséquent, le théo-
rème 3.3.7 assure que la dimension projective de Ωm−1(logC) est m − 2. Notre objectif est
de décrire entièrement la résolution projective de RC et Ωm−1(logC) dans le cas d’une courbe
intersection complète quasi-homogène, ce qui nous donne les théorèmes 6.1.29 et 6.1.33.

Nous commençons par déterminer une famille génératrice minimale de RC et Ωk(logC).
Nous calculons ensuite toutes les syzygies dans le paragraphe 6.1.4.
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Conditions 6.1.16. On considère les conditions suivantes :

a) Il existe (w1, . . . , wm) ∈ (N∗)m tel que pour tout i ∈ {1, . . . ,m− 1}, hi est quasi-homogène
de degré di pour les poids (w1, . . . , wm).

b) m > 3

c) m est la dimension de plongement. Autrement dit, pour tout i ∈ {1, . . . ,m− 1}, hi ∈ m2 où
m est l’idéal maximal de OS (voir proposition 3.1.24 et remarque 3.1.25).

Lemme 6.1.17. Soit C une courbe intersection complète satisfaisant la condition a). Alors

ω0 =
∑m
i=1(−1)i−1wixid̂xi

h
∈ Ωm−1(logD).

Preuve. Soit i ∈ {1, . . . ,m− 1}. On a
∑m
i=1wixi

∂hi
∂xi

= dihi et donc dhi ∧ ω0 = di

ĥi
dx. Comme

dh =
∑m−1
i=1 ĥidhi, on a dh ∧ ω0 ∈ Ωm

S . Donc ω0 ∈ Ωm−1(logD). �

Remarque 6.1.18. Par la proposition 3.1.43, on a aussi ω0 ∈ Ωm−1(logC).

Notation 6.1.19. On fixe p ∈ {1, . . . ,m}. Soit {i1, . . . , ip} ⊆ {1, . . . ,m} et {j1, . . . , jp−1} ⊆
{1, . . . ,m− 1}. On note J j1,...,jp−1

i1,...,ip
le mineur (m − p) × (m − p) de la matrice jacobienne de

(h1, . . . , hm−1) obtenu en enlevant les lignes j1, . . . , jp−1 et les colonnes i1, . . . , ip. Par convention,
le déterminant vide est égal à 1. De plus, on ne prend pas en compte l’ordre des éléments i1, . . . , ip
et j1, . . . , jp−1, c’est-à-dire par exemple que J j1i1,i2 = J j1i2,i1 .

Nous aurons besoin à plusieurs reprises du lemme suivant dans les preuves du lemme 6.1.21
et des théorèmes 6.1.29 et 6.1.33. Pour i 6= j ∈ N on pose sgn(i − j) le signe de la différence
i− j.

Lemme 6.1.20. On fixe p ∈ {2, . . . ,m}. Soit {i1, . . . , ip} ⊆ {1, . . . ,m} et {j1, . . . , jp−2} ⊆
{1, . . . ,m− 1}. Pour tout r /∈ {i1, . . . , ip}, on a :

m−1∑
q=1

q /∈{j1,...,jp−2}

(−1)q−1sgn(j1 − q) · · · sgn(jp−2 − q)
∂hq
∂xr

J
j1,...,jp−2,q
i1,...,ip

= 0. (6.5)

Preuve. L’expression (6.5) est obtenue en développant le déterminant de taille (m − p + 1) ×
(m−p+1) dont la première colonne est

(
∂hq

∂xr

)
q /∈{j1,...,jp−2}

et les autres colonnes sont constituées
de la matrice jacobienne de (h1, . . . , hm−1) privée des colonnes relatives à (xi1 , . . . , xip) et des
lignes relatives à

(
hj1 , . . . , hjp−2

)
. La colonne

(
∂hq

∂xr

)
q /∈{j1,...,jp−2}

apparaît donc deux fois dans ce
déterminant. �

Lemme 6.1.21. Soit g =
∑m
i=1 ciJi avec c1, . . . , cm ∈ C tels que g induit un non diviseur de

zéro de OC . On a

resC(ω0) =
∑m
i=1(−1)i−1ciwixi∑m

i=1 ciJi
.

Preuve. Soit i0 ∈ {1, . . . ,m}. Calculons Ji0ω0. On rappelle que dh1∧· · ·∧dhm−1 =
∑m
i=1 Jid̂xi.

On a :

Ji0ω0 = (−1)i0−1wi0xi0
dh1 ∧ · · · ∧ dhm−1

h
+

m∑
i=1
i 6=i0

(
(−1)i−1wixiJi0 − (−1)i0−1wi0xi0Ji

)
︸ ︷︷ ︸

=:λi

d̂xi
h
.

(6.6)
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Soit i ∈ {1, . . . ,m}, i 6= i0. On développe Ji par rapport à la colonne i0, et Ji0 par rapport
à la colonne i. On pose sgn(i0 − i) le signe de i0 − i. On obtient :

λi =(−1)i−1wixisgn(i0 − i)(−1)i−1

(
m−1∑
`=1

(−1)`−1 ∂h`
∂xi

J`i0,i

)

− (−1)i0−1wi0xi0sgn(i− i0)(−1)i0−1

(
m−1∑
`=1

(−1)`−1 ∂h`
∂xi0

J`i0,i

)

=sgn(i0 − i)
m−1∑
`=1

(−1)`−1
(
wixi

∂h`
∂xi

+ wi0xi0
∂h`
∂xi0

)
· J`i0,i

De plus, le lemme 6.1.20 assure que pour tout p ∈ {1, . . . ,m} \ {i, i0} :

wpxp

m−1∑
`=1

(−1)`−1 ∂h`
∂xp

J `i0,i = 0. (6.7)

On obtient donc :

λi = sgn(i0 − i)
m−1∑
`=1

(−1)`−1

 m∑
p=1

wpxp
∂h`
∂xp

 J `i0,i = sgn(i0 − i)
m−1∑
`=1

(−1)`−1d`h`J
`
i0,i.

Il existe donc η ∈ Ω̃m−1 tel que

Ji0ω0 = (−1)i0−1wi0xi0
dh1 ∧ · · · ∧ dhk

h1 · · ·hk
+ η. (6.8)

En considérant la combinaison linéaire
∑m
i=1 ciJiω0, on trouve l’expression du multi-résidu

de ω0 annoncé dans le lemme. �

Montrons le lemme suivant :

Lemme 6.1.22. Avec les notations du lemme 6.1.17, on a :

inf(val(RC)) = val(resC(ω0)) = −γ + 1.

Preuve. D’après l’égalité (6.2), val(Ji) = γ+val(xi)−1. De plus, par le lemme 6.1.21, resC(ω0) =∑m
i=1(−1)i−1ciwixi∑m

i=1 ciJi
. On a donc val(res(ω0)) = −γ + 1.

Montrons que inf(val(RC)) = val(resC(ω0)).
Par la remarque 6.1.6,

γ + (val(OC)\ {0})− 1 ⊆ val(JC). (6.9)

Étant donné que γ + Np ⊆ val(OC), on a 2γ − 1 + Np ⊆ val(JC). D’où :

max {v ∈ Zp ; ∆(v,JC) = ∅} 6 2γ − 2.

Le théorème 5.2.1 implique que inf(val(RC)) > γ − (2γ − 2)− 1 = −γ + 1.
D’où le résultat : inf(val(RC)) = val(resC(ω0)). �

Nous aurons aussi besoin du résultat suivant :

Lemme 6.1.23. Soit g ∈ OC . S’il existe i ∈ {1, . . . , p} tel que vali(g) = 0 alors val(g) = 0. En
particulier, g est inversible.
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Proposition 6.1.24. Soit C une courbe intersection complète réduite satisfaisant la condition a).
Alors RC est engendré par resC

(
dh1∧···∧dhk

h

)
= 1 et resC(ω0), où ω0 est défini dans le lemme 6.1.17.

Si de plus C n’est pas lisse, cette famille génératrice est minimale.

Preuve. On pose Z = Sing(C) le lieu singulier de C. Il est de dimension 0 donc OZ est de
Cohen-Macaulay. Par [Eis95, Theorem 21.15], comme ωC = OC , le module dualisant de Z est
ωZ = Ext1

OC
(OZ ,OC). En dualisant sur OC la suite exacte

0→JC → OC → OZ → 0

on obtient :
0→ OC → RC → ωZ → 0. (6.10)

De plus, le lieu singulier d’une courbe quasi-homogène est Gorenstein (voir [KW84, Satz 2]),
de sorte que ωZ = OZ . La suite exacte (6.10) implique que RC est engendré par deux éléments,
l’image de 1 ∈ OC , qui est 1 ∈ RC , et un antécédent de 1 ∈ OZ . Il existe donc ρ0 ∈ RC tel que
(1, ρ0) engendre RC .

Il reste à prouver qu’on peut prendre ρ0 = resC(ω0).
Par le lemme 6.1.22, on a val(resC(ω0)) = −γ + 1.
Supposons d’abord que −γ + 1 /∈ Np. Par exemple, −γ1 + 1 < 0. Il existe α0, α1 ∈ OC

tel que resC(ω0) = α0ρ0 + α1. Comme val(α1) > 0, et inf(val(RC)) = val(resC(ω0)), on a
val1(ρ0) = val1(ω0) et donc val1(α0) = 0. Par le lemme 6.1.23, cela implique que val(α0) = 0 et
donc α0 est inversible. Par conséquent, (resC(ω0), 1) engendre RC .

Supposons maintenant que −γ+1 ∈ Np. Comme γ > 0, par le lemme 6.1.23, on a nécessaire-
ment γ = 1 ou γ = 0. Cependant, si γ = 0, on a OC = O

C̃
et donc C est lisse, et RC = O

C̃
= OC .

Supposons que γ = 1, c’est-à-dire que val(OC) = {0} ∪ {1 + Np}. D’après la remarque 6.1.6, on
a donc 1 + Np ⊆ val(JC) et comme JC ⊆ CC on a l’égalité

val(JC) = val(CC) = 1 + Np.

Cela implique que JC = CC , et par la dualité de la proposition 3.2.17, RC = C ∨C = O
C̃
.

Par [Sch16, Propositions 4.11], cela implique que C est une courbe à croisements normaux.
Vu que C est Gorenstein, par [Sch16, Proposition 4.4], elle est même plane. Par le critère de
Saito 2.2.8, si h = xy définit une courbe plane C, alors (ω0 = xdy−ydx

h , dh
h ) est une base de

Ω1(logC), dont les résidus engendrent RC . �

Comme la famille
{
hid̂xj

h ; i ∈ {1, . . . ,m− 1} , j ∈ {1, . . . ,m}
}

engendrent Ω̃m−1, la proposi-
tion 6.1.24 donne :

Corollaire 6.1.25. Soit C une courbe intersection complète singulière satisfaisant la condi-

tion a). Alors Ωm−1(logC) est engendré par la forme ω0 du lemme 6.1.17,
dh1 ∧ · · · ∧ dhk

h
,

et la famille
{
hid̂xj

h ; i ∈ {1, . . . ,m− 1} , j ∈ {1, . . . ,m}
}
.

Avec des hypothèses supplémentaires, la famille génératrice du corollaire 6.1.25 est minimale :

Proposition 6.1.26. Soit C une courbe intersection complète singulière vérifiant les conditions
a), b), c). La famille génératrice du corollaire 6.1.25 est une famille génératrice minimale de
Ωm−1(logC).

Preuve. Soit α0, α1, (βij) 16i6m
16j6m−1

tels que :

α0ω0 = α1
dh1 ∧ · · · ∧ dhm−1

h
+

m∑
i=1

m−1∑
j=1

βijhj
d̂xi
h
. (6.11)
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Comme (resC(ω0), 1) est une famille génératrice minimale de RC , on a α0 ∈ m et α1 ∈ m,
où m l’idéal maximal de OS .

Montrons que pour tout i ∈ {1, . . . ,m} et j ∈ {1, . . . ,m− 1}, βij ∈ m.
On remarque que la classe α0 ∈ OC vérifie α0 · resC(ω0) = α1 ∈ OC et α0 ∈ OC . Par

conséquent, α0 ∈ R∨C . Comme C est libre, R∨C = JC . Alors α0 ∈ (J1, . . . , Jm, h1, . . . , hm−1) ⊆
OS . Soit i0 ∈ {1, . . . ,m}. D’après la preuve du lemme 6.1.21, on a :

Ji0ω0 − (−1)i0−1wi0xi0
dh1 ∧ · · · ∧ dhm−1

h
=

m∑
i=1
i 6=i0

sgn(i0 − i)
(
m−1∑
`=1

(−1)`−1d`h`J
`
i0,i

)
d̂xi
h

=: η.

La condition c) assure que J `i0,i ∈ m, et donc η ∈ mIC
1
hΩm−1

S .
De plus, pour tout j ∈ {1, . . . ,m− 1}, hjω0 ∈ m(h1, . . . , hm−1) · 1

hΩm−1
S .

Si Ji0ω0 = α1,i0
dh1∧···∧dhm−1

h + η′ avec η′ ∈ Ω̃m−1
S , alors α1,i0 = (−1)i0−1wi0xi0 + α′, avec

α′ ∈ (h1, . . . , hm−1). D’où, vu que pour tout i ∈ {1, . . . ,m}, Ji ∈ m :

η′ = η − α′
m∑
i=1

Ji
d̂xi
h
∈ m(h1, . . . , hm−1) · 1

h
Ωm−1
S .

On rappelle que α0 est une combinaison linéaire de J1, . . . , Jm, h1, . . . , hm−1. On a donc

m∑
i=1

m−1∑
j=1

βijhj
d̂xi
h
∈ m(h1, . . . , hm−1) · 1

h
Ωm−1.

Comme la suite (h1, . . . , hm−1) est régulière, toute relation
∑
j µjhj = 0 vérifie pour tout

j ∈ {1, . . . ,m− 1}, µj ∈ (h1, . . . , hm−1) ⊆ m. Par conséquent, pour tout i ∈ {1, . . . ,m} et
j ∈ {1, . . . ,m− 1}, βij ∈ m. �

Remarque 6.1.27. Pour les courbes planes quasi-homogènes, l’énoncé de la proposition 6.1.26
n’est pas vérifié. En effet, une courbe plane C définie par une équation réduite h est toujours un
diviseur libre (voir exemple 2.2.5) et donc le module Ω1(logC) est libre de rang 2. Une base de
Ω1(logC) est donnée par ω0 et dh

h
. En particulier, dx et dy sont dans le module engendré par

ω0 et dh
h
.

L’énoncé de la proposition 6.1.26 reste vrai si on affaiblit la condition c) de la façon suivante :
au moins deux équations sont dans m2.

Remarque 6.1.28. Si C est une courbe intersection complète quasi-homogène, on a donc en
particulier que 1 et dh1∧···∧dhm−1

h font partie respectivement d’une famille génératrice minimale
de RC et de Ωm−1(logC).

6.1.4 Résolution libre

Comme RC est un idéal fractionnaire de la courbe C, on a prof(RC) = 1. Par la formule
d’Auslander-Buchsbaum, la dimension projective du OS-module RC est m − 1. De plus, par le
théorème 3.3.7, la dimension projective de Ωm−1(logC) est m− 2.

La proposition 6.1.26 donne une famille génératrice minimale de Ωm−1(logC). Des méthodes
similaires permettent d’aller plus loin et de calculer explicitement une résolution libre des OS-
modules RC et Ωm−1(logC) pour les courbes quasi-homogènes.
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Théorème 6.1.29. Soit C une courbe intersection complète satisfaisant les conditions 6.1.16.
On pose pour p ∈ {0, . . . ,m− 2}

Fp =
p∧

Om−1
S ⊕

p∧
Om
S

et Fm−1 =
∧m−1 Om

S . Alors il existe2 δ• : F• → F•−1 tels que (F•, δ•) est une résolution libre
minimale de RC comme OS-module.

Corollaire 6.1.30. En particulier, les nombres de Betti de RC vu comme OS-module sont :

∀p ∈ {0, . . . ,m− 2} , bj(RC) =
(
m− 1
p

)
+
(
m

p

)
et bm−1 = m.

Remarque 6.1.31. Afin de ne pas alourdir les notations3, on suppose que x1 est un non diviseur
de zéro de OC . Par la relation 6.2, J1 est aussi un non diviseur de zéro de OC . Vu que C est
quasi-homogène, la proposition 6.1.24 assure que RC est engendré par resC(ω0) = w1x1

J1
et

1 = J1
J1

. Une résolution libre de (x1, J1)OC fournit une résolution libre de RC vu que ces deux
modules sont isomorphes par division par le non diviseur de zéro J1.

Afin de montrer le théorème, on introduit la suite exacte suivante, dont le terme du milieu
est isomorphe à RC et pour laquelle une résolution libre des termes de gauche et de droite est
fournie par des complexes de Koszul.

Lemme 6.1.32. On conserve les hypothèses du théorème 6.1.29 et de la remarque 6.1.31. La
suite suivante est exacte :

0→ OC
w1x1−−−→ w1x1OC + J1OC →

(
J1OS + w1x1OS +

∑m−1
i=1 hiOS

)
w1x1OS +

∑m−1
i=1 hiOS

→ 0. (6.12)

De plus, une résolution libre de
(
J1OS+w1x1OS+

∑m−1
i=1 hiOS

)
w1x1OS+

∑m−1
i=1 hiOS

est fournie par le complexe de

Koszul associé à la suite régulière (w1x1, . . . , wmxm).

Preuve. Comme x1 est un non diviseur de zéro de OC , l’application OC
w1x1−−−→ w1x1OC + J1OC

est injective. Le module
(
J1OS+w1x1OS+

∑m−1
i=1 hiOS

)
w1x1OS+

∑m−1
i=1 hiOS

est alors le conoyau de cette application.

Déterminons une résolution libre de
(
J1OS+w1x1OS+

∑m−1
i=1 hiOS

)
w1x1OS+

∑m−1
i=1 hiOS

. On a4 :

0→ ((w1x1, h1, . . . , hm−1) : J1)OS
→ OS

J1−→

(
J1OS + w1x1OS +

∑m−1
i=1 hiOS

)
w1x1OS +

∑m−1
i=1 hiOS

→ 0.

D’après (6.8), J1ω0 = w1x1
dh1 ∧ · · · ∧ dhm−1

h1 · · ·hk
+ η avec η ∈ Ω̃m−1. Par conséquent, comme

ω0 =
∑m
i=1(−1)i−1wixid̂xi

h
et dh1 ∧ · · · ∧ dhm−1

h
=
∑m
i=1 Jid̂xi
h

on a pour tout i ∈ {2, . . . ,m} :

(−1)i−1wixiJ1 = w1x1Ji mod (h1, . . . , hm−1). (6.13)
2Voir (6.14) pour l’expression de δ•.
3Si x1 est un diviseur de zéro, il suffit de considérer une somme y =

∑
(−1)i−1cixi telle que y est un non

diviseur de zéro dans OC à la place de x1, et J =
∑

ciJi à la place de J1.
4Soit A un anneau et I, J ⊆ A. On note (I : J)A = {a ∈ A ; aJ ⊆ I}.
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On en déduit que pour tout i ∈ {1, . . . ,m} , wixiJ1 = 0 mod (w1x1, h1, . . . , hm), et donc
(w1x1, . . . , wmxm) ⊆ ((w1x1, h1, . . . , hm−2) : J1)OS

. De plus, d’après la proposition 6.1.24, (1, w1x1
J1

)
est une famille génératrice minimale de RC , donc J1 /∈ (w1x1, h1, . . . , hm−1), et donc

m = (w1x1, . . . , wmxm) = ((w1x1, h1, . . . , hm−2) : J1)OS
.

Étant donné que la suite (w1x1, . . . , wmxm) est une suite régulière, le complexe de Koszul
associé fournit une résolution libre minimale, et on en déduit une résolution libre du module
(w1x1OS + J1OS) /(w1x1, h1, . . . , hm−1). �

Preuve (du théorème 6.1.29). On considère la suite exacte (6.12). Une résolution libre mi-
nimale de OC est fournie par le complexe de Koszul associé à (h1, . . . , hm−1) et une résolution

libre minimale de
(
J1OS+w1x1OS+

∑m−1
i=1 hiOS

)
w1x1OS+

∑m−1
i=1 hiOS

est fournie par le complexe de Koszul associé à

(w1x1, . . . , wmxm). On déduit de ces deux résolutions libres une résolution libre du terme du
milieu, à savoir w1x1OC + J1OC . La résolution libre qu’on obtient est de longueur m, or, on a
vu que la dimension projective de RC est m− 1.

Afin de de déduire de cette résolution une résolution libre minimale, on calcule explicitement
les différentielles de la résolution libre de RC obtenue.

Une résolution libre de OC est fournie par le complexe de Koszul associé à la suite régulière
(h1, . . . , hm−1). On pose (e1, . . . , em−1) la base canonique de Om−1

S . Pour tout p ∈ {2, . . . ,m− 1},
la différentielle dp :

∧p Om−1
S →

∧p−1 Om−1
S du complexe de Koszul est

dp(ei1 ∧ · · · ∧ eip) =
p∑
`=1

(−1)`−1hi`ei1 ∧ · · · ∧ êi` ∧ · · · ∧ eip

et on a d1(ei) = hi, et d0 : OS → OC est l’application de passage au quotient.

Concernant
(
J1OS+w1x1OS+

∑m−1
i=1 hiOS

)
w1x1OS+

∑m−1
i=1 hiOS

, d’après le lemme 6.1.32, une résolution libre de ce

module est fournie par le complexe de Koszul associé à (w1x1, . . . , wmxm). On pose (ε1, . . . , εm)
la base canonique de Om

S . Pour tout p ∈ {2, . . . ,m}, la différentielle d′p :
∧p Om

S →
∧p−1 Om

S du
complexe de Koszul est

d′p(εi1 ∧ · · · ∧ εip) =
p∑
`=1

(−1)`−1wi`xi`εi1 ∧ · · · ∧ ε̂i` ∧ · · · ∧ εip

et on a d′1(εi) = wixi, et d′0 : OS → (w1x1OS + J1OS) /(w1x1, h1, . . . , hm−1) est la composée de
la multiplication par J1 et du passage au quotient.

Nous déduisons de ces deux résolutions libres une résolution libre de J1OC + w1x1OC :

0→
m∧

Om
S

δm−−→
m−1∧

Om−1
S ⊕

m−1∧
Om
S

δm−1−−−→→ . . .
δ1−→

0∧
Om−1
S ⊕

0∧
Om
S

δ0−→ (J1OC + w1x1OC)→ 0.

Cette résolution est de longueur m, mais on sait que la dimension projective de RC est m−1.
Déterminons les expresssions des différentielles δ•.

Pour (a, b) ∈
∧0 Om−1

S ⊕
∧0 Om

S , on a

δ0(a, b) = aw1x1 + bJ1 ∈ OC .

Pour tout p ∈ {1, . . . ,m− 1}, on a δp(ei1 ∧ · · · ∧ eip) = dp(ei1 ∧ · · · ∧ eip). De plus, pour tout
p ∈ {1, . . . ,m}, pour tout I ⊆ {1, . . . ,m} tel que |I| = p, il existe5 AI ∈

∧p−1 Om−1
S tel que

δp(εi1 ∧ · · · ∧ εip) = AI + d′p(εi1 ∧ · · · ∧ εip).
5L’élément AI n’est pas unique.
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Déterminons δp par récurrence sur p.
Pour tout i ∈ {1, . . . ,m}, δ1(εi) = (Ai, wixi). De plus, δ0 ◦ δ1 = 0 donc Aiw1x1 + J1wixi =

0 ∈ OC . Par (6.13), on peut donc prendre Ai = (−1)iJi.
Soit p ∈ {2, . . . ,m}. Supposons que pour tout {i1, . . . , ip−1} ⊆ {1, . . . ,m} :

δp−1(εi1 ∧ · · · ∧ εip−1) =(−1)i1+···+ip−1(−1)p−2
∑

j1<···<jp−2

(−1)j1+···+jp−2dj1 · · · djp−2J
j1...jp−2
i1...ip−1

ej1 ∧ · · · ∧ ejp−2

+
p−1∑
`=1

(−1)`−1wi`xi`εi1 ∧ · · · ∧ ε̂i` ∧ · · · ∧ εip−1 .

(6.14)

Soit {i1, . . . , ip} ⊆ {1, . . . ,m}. On cherche à déterminer un élément AI ∈
∧p−1 Om−1

S tel que
δp(εI) = AI + d′p(εI), où εI = εi1 ∧ · · · ∧ εip .

On sait que δp−1 ◦ δp(εI) = 0.
Après calculs, en développant les termes de la forme J j1...jp−2

i1...î`...ip
selon la colonne i` pour ` ∈

{1, . . . , p} on obtient :

δp−1(AI)+
( p∑
`=1

(−1)`−1wi`xi`(−1)i1+···+ip(−1)i`(−1)p−2 ∑
{j1<···<jp−2}

(−1)j1+···+jp−2dj1 · · · djp−2

×
∑

q /∈{j1,...,jp−2}
(−1)i`−1(−1)`−1sgn(j1 − q) · · · sgn(jp−2 − q)

∂hq
∂xi`

J
j1,...,jp−2,q
i1,...,ip

ej1 ∧ · · · ∧ ejp−2

)
= 0

Par le lemme 6.1.20, pour tout r /∈ {i1, . . . , ip},

dj1 · · · djp−2wrxr
∑

q /∈{j1,...,jp−2}
sgn(j1 − q) · · · sgn(jp−2 − q)

∂hq
∂xr

J
j1,...,jp−2,q
i1,...,ip

ej1 ∧ · · · ∧ ejp−2 = 0.

On a donc, en utilisant cette égalité et en réordonnant les termes j1, . . . , jp−2, q :

δp−1(AI) =
∑

{j1<···<jp−1}⊆{1,...,m−1}
(−1)i1+···+ip(−1)p−1(−1)j1+···+jp−1

× dj1 · · · djp−1J
j1...jp−1
i1...ip

p−1∑
q=1

(−1)q−1hjq ej1 ∧ · · · ∧ êjq ∧ · · · ∧ ejp−1

Et donc AI =
∑
j1<···<jp−1(−1)i1+···+ip(−1)p−1(−1)j1+···+jp−1dj1 · · · djp−1J

j1...jp−1
i1...ip

ej1 ∧ · · · ∧ ejp−1

convient.
On remarque que

δm(ε1 ∧ · · · ∧ εm) = −d1 · · · dm−1e1 ∧ · · · ∧ em−1

+
m∑
`=1

w`x`ε1 ∧ · · · ∧ ε̂` ∧ · · · ∧ εm

Grâce à la condition c), le seul coefficient inversible de la résolution qui apparaît dans les δp
est le coefficient de e1 ∧ · · · ∧ em−1 dans δm. On en déduit la résolution minimale annoncée dans
le théorème. �

Théorème 6.1.33. On conserve les hypothèses et notations du théorème 6.1.29. On pose pour
j ∈ {0, . . . ,m− 3},

Pj =

j+1∧
Om−1
S ⊗ Ωm−1

S

⊕ Fj
et Pm−2 = Fm−2. Alors il existe6 α• : P• → P•−1 tels que (P•, α•) est une résolution libre

6Voir (6.15) pour l’expression de α•.
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minimale de Ωm−1(logC).

Corollaire 6.1.34. En particulier, les nombres de Betti de Ωm−1(logC) sont :

∀j ∈ {0, . . . ,m− 3} , bj =
(
m− 1
j + 1

)(
m

m− 1

)
+
(
m− 1
j

)
+
(
m

j

)
et bm−2 =

(
m− 1
m− 2

)
+
(

m

m− 2

)
.

Preuve (du théorème 6.1.33). On note (vi1 ∧ · · · ∧ vij+1 d̂x`)(i1<...<ij+1)⊆{1,...,m−1},16j6m une
base du module

∧j+1 Om−1
S ⊗ Ωm−1

S . On considère la suite exacte

0→ Ω̃m−1 → Ωm−1(logC)→ RC → 0.

Les résolutions libres de Ω̃m−1 et de RC déterminées précédemment (voir lemme 3.3.10 et
théorème 6.1.29) permettent de même de calculer explicitement une résolution libre (P ′•, α•) du
module Ωm−1(logC) telle que pour tout p ∈ {1, . . . ,m− 3}, P ′p = Pp,

P ′m−2 =
(
m−1∧

Om−1
S ⊗ Ωm−1

S

)
⊕ Fm−2

et P ′m−1 =
∧m−1 Om

S . D’après le théorème 3.3.7, comme C est libre, la dimension projective de
Ωm−1(logC) est m− 2, donc la résolution précédente n’est pas minimale.

On a α0(vid̂xj , a, b) = hid̂xj

h + aω0 + bdh1∧···∧dhk
h .

De la même façon que dans la preuve du théorème 6.1.29, en utilisant le lemme 6.1.20, on
montre que les différentielles sont données pour p ∈ {1, . . . ,m− 2} par

αp(vi1 ∧ · · · ∧ vip+1 d̂xj) =

p+1∑
`=1

(−1)`−1hi`vi1 ∧ · · · ∧ v̂i` ∧ · · · ∧ vip+1

 d̂xj

αp(ei1 ∧ · · · ∧ eip) = (−1)p
m∑
`=1

(−1)`−1w`x`vi1 ∧ · · · ∧ vip d̂x` + δp(ei1 ∧ · · · ∧ eip)

αp(εi1 ∧ · · · ∧ εip) =
m∑
`=1

`/∈{i1,...,ip}

∑
j1<···<jp

(−1)i1+···+ip(−1)j1+···+jpdj1 · · · djp

× sgn(i1 − `) · · · sgn(ip − `)J
j1...jp
i1...ip,`

vj1 ∧ · · · ∧ vjp d̂x`
+ δp(εi1 ∧ · · · ∧ εip).

(6.15)

et pour tout u ∈ {1, . . . ,m},

αm−1(ε1∧· · ·∧ε̂u∧· · ·∧εm) = (−1)m−1d1 · · · dm−1v1∧· · ·∧vm−1d̂xu+δm−1(ε1∧· · ·∧ε̂u∧· · ·∧εm).

Le seul coefficient inversible qui apparaît est le coefficient (−1)m−1d1 · · · dm−1 de αm−1. On
obtient donc le résultat attendu. �

Remarque 6.1.35. Soit C ⊆ C3 une courbe gauche intersection complète quasi-homogène de
poids (w1, w2, w3) définie par une suite régulière (h1, h2). On pose di le degré de hi. Par le
théorème 6.1.33, une résolution libre de Ω2(logC) est

0→ O5
S → O8

S → Ω2(logC)→ 0.

Une résolution libre de Der2(− logC) est aussi connue (voir [GS12, Proposition 5.5]) :

0→ O2
S

ψ−→ O5
S

φ−→ Der2(− logC)→ 0. (6.16)
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On considère la base (∂y ∧ ∂z, ∂z ∧ ∂x, ∂x ∧ ∂y) de Θ3
C3 . Les matrices des applications sont :

φ =


d1
∂h2
∂x

−d2
∂h1
∂x

0 −w3z w2y

d1
∂h2
∂y

−d2
∂h1
∂y

w3z 0 −w1x

d1
∂h2
∂z

−d2
∂h1
∂z

−w2y w1x 0



ψ =

h1 h2

∣∣∣∣∣∂h1
∂y

∂h2
∂y

∂h1
∂z

∂h2
∂z

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂h1
∂z

∂h2
∂z

∂h1
∂x

∂h2
∂x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂h1
∂x

∂h2
∂x

∂h1
∂y

∂h2
∂y

∣∣∣∣∣
0 0 w1x w2y w3z


t

6.1.5 Exemples

Si la courbe n’est pas quasi-homogène, le nombre de générateurs peut être strictement plus
grand. Donnons un exemple.

Exemple 6.1.36. Soit h1 = x7 − y5 + x5y3 et h2 = x3y − z2. La suite (h1, h2) définit une
courbe gauche intersection complète. En utilisant l’algorithme A.1.2 avec Singular on calcule
une résolution libre minimale de Ω2(logC) :

0→ O6
S → O9

S → Ω2(logC)→ 0.

Le nombre minimal de générateurs de Ω2(logC) est donc 9. De plus, parmi ces neufs géné-
rateurs, on a besoin des multi-résidus de cinq d’entre eux pour engendrer RC .

Le théorème 6.1.33 ne peut pas se généraliser aux courbes quasi-homogènes Cohen-Macaulay
comme le montre l’exemple suivant, pour lequel RC est engendré de façon minimale par trois
éléments.

Exemple 6.1.37. On considère la courbe X de C3 paramétrée par (t3, t4, t5). Cette courbe est
Cohen-Macaulay mais pas Gorenstein. Elle est définie par les équations h1 = xz−y2, h2 = x3−yz
et h3 = x2y−z2. On pose C l’intersection complète définie par (xz−y2, x3−yz). Cette intersection
complète est réduite. Un calcul avec Singular donne pour résolution projective de Ω2(logX/C) :

0→ O6
S → O9

S → Ω2(logX/C)→ 0.

En particulier, le nombre de générateurs de RX est 3, il s’agit de 1
t2 ,

1
t et 1.

On termine cette partie avec la propriété suivante, qui donne un contre-exemple à la surjec-
tivité de l’application de [Ale12, §6, Theorem 2].

On note w-deg(f) le degré pondéré d’un élément quasi-homogène f ∈ OC par rapport aux
poids (w1, . . . , wm).

Proposition 6.1.38. Soit C une courbe réduite intersection complète définie par une suite ré-
gulière (h1, . . . , hm−1) satisfaisant les conditions a),b),c) de 6.1.16.

Soit A = (aij)16i,j6m−1 ∈Mm−1(C) une matrice inversible à coefficients constants. On pose
(f1, . . . , fm−1)t = A · (h1, . . . , hm−1)t. En particulier, (f1, . . . , fm−1) définit la même intersection
complète C. Soit Df l’hypersurface définie par f = f1 · · · fm−1.

S’il existe `, i, j ∈ {1, . . . ,m− 1} tels que f` =
∑m−1
q=1 a`,qhq avec w-deg(hi) 6= w-deg(hj) et

a`,ia`,j 6= 0 alors :
resC(Ωm−1(logDf )) 6= resC(Ωm−1(logC)).
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Preuve. Pour ne pas alourdir les notations, on suppose que a11 · a12 6= 0 et w-deg(h1) 6=
w-deg(h2).

Par le lemme 6.1.17 et le corollaire 3.1.10, ω =
∑m
i=1(−1)i−1wixid̂xi
f1 . . . fm−1

∈ Ωm−1(logC, f).

Montrons que resC(ω) /∈ resC
(
Ωm−1(logDf )

)
. Étant donné que le noyau de l’application résidu

resC est Ω̃m−1
f , on doit montrer que pour tout η ∈ Ω̃m−1

f , on a ω + η /∈ Ωm−1(logDf ).

Soit η ∈ Ω̃m−1
f . Alors η =

∑m−1
j=1

fjηj
f

avec ηi ∈ Ωm−1
S . On a dfi =

∑m−1
j=1 aijdhj et :

df ∧ (ω + η) =
m−1∑
i=1

f̂i ·

m−1∑
j=1

(aijdjhj)
dx
f

+
m−1∑
j=1

(dfi ∧ fjηj
f

) .
Si ω + η ∈ Ωm−1(logDf ) alors df ∧ (ω + η) est holomorphe. Comme la suite (f1, . . . , fm−1)

est régulière, cela implique que f1 divise
∑m−1
j=1 (a1jdjhj + fjθ1,j), où θ1,jdx = df1 ∧ ηj . En

particulier, comme pour tout i ∈ {1, . . . ,m− 1}, hi ∈ m2, on a aussi fi ∈ m2 et donc θ1,j ∈ m.
Il existe q ∈ OS tel que, en remplaçant fj par

∑
` aj`h` :

m−1∑
`=1

a1`d` +
m−1∑
j=1

(aj,`θ1,j)− qa1,`

 · h` = 0.

Comme (h1, . . . , hm−1) est une suite régulière, on a pour tout ` ∈ {1, . . . ,m− 1},

a1`d` +
m−1∑
j=1

(aj,`θ1,j)− qa1,` ∈ (h1, . . . , hm−1).

Étant donné que pour tout j ∈ {1, . . . ,m− 1}, θ1,j ∈ m, et hi ∈ m cela implique que pour
tout ` ∈ {1, . . . ,m− 1}, a1`(d` − q(0, · · · , 0)) = 0. En particulier, comme par hypothèse a11 6= 0
et a12 6= 0, on a d1 − q(0, . . . , 0) = d2 − q(0, . . . , 0) = 0. Or, par hypothèse, d1 6= d2 donc on
arrive à une contradiction. Par conséquent df ∧ (ω + η) /∈ Ωm

S et ω + η /∈ Ωm−1(logDf ). �

6.1.6 Une caractérisation des arrangements de droites plan

On commence par décrire l’ensemble des multi-valuations d’un arrangement de droites du
plan.

Proposition 6.1.39. Soit C ⊆ (C2, 0) une courbe plane définie par une équation homogène
réduite h de degré p > 2. Alors C est la réunion de p droites et

inf(val(RC)) = (−p+ 2, . . . ,−p+ 2).

De plus, val(RC) = ((−p+ 2, . . . ,−p+ 2) + val(OC)) ∪ Np.

Preuve. Une base de Ω1(logC) est donnée par ω1 = dh
h et ω2 = −ydx+xdy

h . Une famille généra-
trice de RC est donc resC(ω1) = 1 et resC(ω2) = −ay+bx

ah′x+bh′y
avec a, b ∈ C tels que ah′x + bh′y est un

non diviseur de zéro dans OC . Le dénominateur est homogène de degré p− 1, ce qui nous donne
le résultat. �

La proposition suivante caractérise les arrangements de droites plans.

Proposition 6.1.40. Soit (h1, . . . , hm−1) une suite régulière définissant une intersection com-
plète réduite C telle que pour tout i ∈ {1, . . . ,m− 1}, hi est homogène de degré di. On pose
C = C1∪ . . .∪Cp la décomposition en composantes irréductibles de l’intersection complète définie
par (h1, . . . , hm−1). En particulier, chaque Ci est une droite
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On suppose p > 2. Alors

inf(val(RC)) = (−p+ 2, . . . ,−p+ 2) ⇐⇒ C est plane. 7

Preuve. L’implication ⇐ est donnée par la proposition précédente.
Le lemme 6.1.17 donne un élément ω0 de Ωm−1(logC) tel que val(resC(ω0)) = 1−

∑m−1
i=1 (di−

1). De plus, par le lemme 6.1.22, ce multi-résidu vérifie inf(val(RC)) = val(resC(ω0)).
Comme la courbe C est réduite, et les hi sont homogènes de degré di, par le théorème de

Bezout, le nombre de lignes est égal au produit des degrés : p = d1 · · · dm−1.
S’il existe i ∈ {1, . . . ,m− 1} tel que di = 1, cette équation peut être enlevée, et on consi-

dère l’intersection complète correspondante dans Cm−1 au lieu de Cm (voir remarque 3.1.25 et
proposition 3.1.24). On peut donc supposer que pour tout i ∈ {1, . . . ,m− 1}, di > 2.

Supposons que inf(val(RC)) = (−p+ 2, . . . ,−p+ 2) et m > 3. Cela signifie que

1−
m−1∑
i=1

(di − 1) = −d1 · · · dm−1 + 2

ce qui équivaut à d1 · · · dm−1 =
(∑m−1

i=1 di
)
− m + 2. Quitte à changer la numérotation, on

suppose que d1 = max(di). Alors d1 · · · dm−1 > 2m−2d1, et
(∑m−1

i=1 di
)
−m+ 2 < (m− 1)d1. Par

conséquent, l’égalité ne peut pas être vérifiée si m > 3, ce qui nous donne le résultat. �

6.2 Propriétés du module des résidus des courbes planes

On suppose que C est une courbe plane définie par une équation réduite h ∈ C{x, y}. Nous
commençons par déterminer le conducteur de RC , puis nous décrivons explicitement les diviseurs
de zéro de RC et de JC . Nous retrouvons le résultat de O. Zariski montrant que la dimension
du module de torsion de Ω1

C est égale au nombre de Tjurina τ , par une méthode impliquant
le module des résidus. On termine ce paragraphe en donnant des algorithmes permettant de
déterminer les multi-valuations du module des résidus des courbes planes à une ou deux branches.

6.2.1 Conducteur

Déterminons le conducteur de RC , c’est-à-dire l’élément ν ∈ Zp minimal tel que ν + Np ⊆
val(RC).

On a besoin des résultats suivants :

Proposition 6.2.1 ([DdlM87, Theorem 2.7]). Soit h = h1 · · ·hp une équation réduite du
germe de courbe plane C. On suppose que pour tout i ∈ {1, . . . , p}, hi est irréductible. On note
ci le conducteur de la branche définie par fi. Alors le conducteur de C est donné par

γ =

c1 +
p∑
i=2

val1(hi), . . . , cp +
p−1∑
i=1

valp(hi)

 .
On a alors :

Lemme 6.2.2. Soit h ∈ C{x, y} une équation réduite d’un germe de courbe plane. Alors :

val(h′x) = γ + val(y)− 1
val(h′y) = γ + val(x)− 1

7éventuellement après avoir simplifié la suite (h1, . . . , hm−1) comme dans la remarque 3.1.25 pour que m − 1
soit la dimension de plongement.
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Preuve. Le cas h irréductible est donné par le lemme de Teissier (voir [CNP11, Lemma 2.3]).
Si h est réductible, on montre le résultat pour h′x. On a l’égalité suivante :

valj
(
h′x
)

=
∑
i 6=j

valj(hi) + valj
(
∂hj
∂x

)
.

Par le lemme de Teissier, valj
(
∂hj

∂x

)
= cj + valj(y) − 1. La proposition 6.2.1 donne alors le

résultat. �

Proposition 6.2.3. Le conducteur de RC est

νRC
= −(m(1), . . . ,m(p)) + 1

où m(j) = inf(valj(x), valj(y)) est la multiplicité de la composant Cj de C.

Preuve. Par le théorème 5.2.1,

v ∈ val(RC) ⇐⇒ ∆(γ − v − 1,JC) = ∅.

Par conséquent, ν + Np ⊆ val(RC) ⇐⇒ ∀β 6 γ − ν − 1,∆(β,JC) = ∅.
Or, par le lemme 6.2.2, inf(val(JC)) = γ + inf(val(x), val(y))− 1. Par conséquent,

sup {α ∈ Zp ; ∀β 6 α,∆(β,JC) = ∅} = γ + inf(val(x), val(y))− 2.

On en déduit que le conducteur de RC est νRC
= − inf(val(x), val(y)) + 1. �

6.2.2 Diviseurs de zéro

Nous décrivons dans ce paragraphe les diviseurs de zéro de RC et JC .

Proposition 6.2.4. Soit ∅ 6= J ⊆ (1, . . . , p) et C ′ =
⋃
j∈J Cj. Alors

Ω1(logC ′) ⊆ Ω1(logC).

Quitte à changer la numérotation des branches, on suppose que J = {1, . . . , q}. Alors

RC ∩
(
MC1 ⊕ · · · ⊕MCq ⊕ {0}

p−q
)

= RC′ .

Preuve. Soit f une équation réduite de C ′ et ω ∈ Ω1(logC ′). En particulier, f divise l’équation h
de C. Alors fω et fdω sont holomorphes, donc hω et hdω sont holomorphes, donc ω ∈ Ω1(logC).

Remarquons la propriété suivante. Soit ω ∈ Ω1(logC). Alors ω ∈ Ω1(logC ′) si et seulement
si pour tout j /∈ J , hj divise ω, ce qui équivaut à resCj (ω) = 0. �

On a en particulier la propriété suivante :

Corollaire 6.2.5. On a l’inclusion suivante :

RC1 ⊕ · · · ⊕RCp ↪→ RC .

Par conséquent, val1(RC1)× · · · × valp(RCp) ⊆ val(RC).

Remarque 6.2.6. Si C = C1 ∪ C2 est une courbe plane à deux branches telle que RC =
RC1 ⊕RC2 alors par [Sch16, Proposition 6.6] C est un diviseur splayed (voir définition 3.1.47),
et même une courbe à croisements normaux.
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Proposition 6.2.7. Soit ∅ 6= J ⊆ (1, . . . , p) et C ′ =
⋃
j∈J Cj. Quitte à changer la numérotation

des branches, on suppose que J = {1, . . . , q}. Alors :

JC ∩ ({0}q ⊕ C {tq+1} ⊕ · · · ⊕ C {tp}) =
{
δ(h) ; δ ∈ Der(− logC ′)

}
.

Preuve. On vérifie que Der(− logC ′) =
⋂
j∈J Der(− logCj) ⊆ Der(− logD) (voir [Ale12, §2

Claim 1]). Remarquons que pour tout g ∈ JC il existe δ ∈ ΘS tel que δ(h) = g dans OC . De
plus, δ(h) induit dans O

C̃
=
⊕p

i=1 O
C̃i

l’élément

δ(h) = (h2 · · ·hpδ(h1), . . . , h1 · · ·hp−1δ(hp)) .
De plus, δ ∈ Der(− logC ′) si et seulement si pour tout j ∈ J , δ(hj) = 0, ce qui nous donne

le résultat annoncé. �

6.2.3 Torsion des différentielles de Kähler des courbes planes

Soit D ⊆ (Cm, 0) un germe d’hypersurface défini par une équation réduite h.
On s’intéresse au module de torsion Tors(Ωm−1

D ). On se propose ici de donner le lien entre les
formes logarithmiques et la torsion, afin de retrouver dans le cas des courbes planes le résultat
de O. Zariski sur la dimension de Tors(Ω1

D) (voir [Zar66]), par une méthode différente de celle
proposée par R. Michler (voir [Mic95]). La propriété suivante est prouvée par A.G. Aleksandrov :
Proposition 6.2.8 ([Ale05, Proposition 3.1]). Pour tout 1 6 q 6 m, on a l’isomorphisme
de OD-modules suivant :

Ωq(logD)
df
f ∧ Ωq−1

Cn + Ωq
Cn

' Tors(Ωq
D)

donné par [ω] 7→ [hω].

Preuve. C’est une conséquence de la caractérisation 3. de la proposition 2.1.5. �

Corollaire 6.2.9. L’application resD induit un isomorphisme de OD-modules :

Rq−1
D

Ωq−1
D

' Tors(Ωq
D).

Preuve. C’est une conséquence de l’isomorphisme Ωq(logD)
Ωq

Cn
' Rq−1

D . �

Corollaire 6.2.10. Soit C ⊆ (C2, 0) un germe de courbe plane. Alors RC
OC
' Tors(Ω1

C), et donc
dimC Tors(Ω1

C) = τ , où τ est le nombre de Tjurina.

Preuve. Par la dualité 2.3.17 et la proposition 5.1.21 on a dimC RC/OC = dimC OC/JC = τ .�

6.2.4 Calcul des multi-valuations du module des résidus

Nous suggérons dans cette partie différentes méthodes pour déterminer les multi-valuations
du module des résidus d’une courbe plane.

Escaliers et valuations

Ce paragraphe reprend le paragraphe 5.2 de [Pol14].
La première méthode que nous proposons est inspirée par [BGM88]. On s’intéresse à la

déformation équisingulière d’une courbe plane définie par h = xa− yb avec a et b premiers entre
eux. Par la symétrie du théorème 5.2.1, déterminer les valuations de RC revient à déterminer
les valuations de JC .

Le semigroupe de C est Γ = Na+ Nb, et son conducteur est γ = µ = (a− 1)(b− 1).
Considérons la fonction8 H définie ci-dessous, où les sij sont des constantes complexes.

8Il s’agit d’une déformation équisingulière de h, voir définition 6.3.5
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Hs(x, y) = xa − yb +
∑

16i<a−1
16j<b−1
ib+ja>ab

sijx
iyj . (6.17)

Pour tout s, le semigroupe de la courbe Cs définie par Hs est encore Γ (voir théorème 6.3.7).

Remarque 6.2.11. On pose Js = JCs . On rappelle que d’après la proposition 6.1.3, on a
pour tout s ∈ B, γ + (val(OC)\ {0}) − 1 ⊆ Js. En particulier, le conducteur νs de Js vérifie
νs 6 2γ − 1.

Cette partie utilise les résultats de [BGM88].

Notation 6.2.12. Le poids de (i, j) ∈ N2 est ρ(i, j) = ib + ja. On définit un ordre monomial
sur N2 en posant (i, j) < (i′, j′) si et seulement si ρ(i, j) < ρ(i′, j′) ou (ρ(i, j) = ρ(i′, j′) et i < i′).
De plus, si F =

∑
i,j ai,jx

iyj ∈ C{x, y} est non nulle, on note exp(F ) = min ((i, j), ai,j 6= 0) son
exposant privilégié, et ρ(F ) := ρ(exp(F )).

Définition 6.2.13. On définit pour tout s ∈ S l’ensemble

E(s) =
{

exp(g), g ∈
(
Hs,

∂Hs

∂x
,
∂Hs

∂y

)
⊆ C{x, y}

}

des exposants privilégiés pour l’ordre défini ci-dessus. L’escalier de Is :=
(
Hs,

∂Hs
∂x ,

∂Hs
∂y

)
est alors

∆(s) = N2\E(s).

On pose As−1 = (0, b − 1) et As0 = (a − 1, 0). On renvoie à [BGM88] pour les détails de
l’algorithme qui permet d’obtenir une suite finie de points

(
Asj

)
−16j6Ks

telle que les Asj soient
les "sommets" de l’escalier, c’est-à-dire que E =

⋃
Asj +N2, et aucun des Asj ne peut être enlevé.

En particulier, Asj ∈ {1, . . . , a− 1} × {1, . . . , b− 1} pour tout j ∈ {1, . . . ,Ks}.
On définit ∆s

j = N2\
(
∪ji=−1A

s
j + N2

)
, et Esj = ∆s

j−1\∆s
j . On représente ces ensembles sur le

dessin suivant :

As−1

As1
As2

As0

Es1
Es2

Es−1

Es0

Figure 6.1 – Escalier

Dans [BGM88] est donné explicitement l’escalier générique d’une telle fonction Hs(x, y). La
figure 6.1 est en fait l’escalier générique de la déformation à µ constant de x7 − y8.

Pour déterminer les valuations de l’idéal jacobien à partir de l’escalier, nous allons avoir
besoin du lemme suivant :
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Lemme 6.2.14. Soient 0 6 i 6 a− 1 et 0 6 j 6 b− 1 et (i′, j′) ∈ N2 tels que ρ(i, j) = ρ(i′, j′).
Alors (i, j) = (i′, j′).

Preuve. On a :
ib+ ja = i′b+ j′a ⇐⇒ (i− i′)b = (j′ − j)a.

Et comme pgcd(a, b) = 1, et 0 6 i 6 a− 1 et 0 6 j 6 b− 1, on vérifie qu’on a bien l’égalité. �

Pour une fonction de la forme (6.17), ce lemme va nous permettre de déterminer entièrement
les valuations de Js, et donc par symétrie celles du module des résidus.

Proposition 6.2.15. On a l’égalité suivante :

val(Js) =
Ks⋃
i=−1

(
ρ(Asj) + Γ

)
.

Preuve. Commençons par l’inclusion
⋃Ks
i=−1

(
ρ(Asj) + Γ

)
⊆ val(Js).

Il suffit de montrer que ρ(Asj) ∈ val(Js). Par définition des Asj , il existe Fj ∈ Is, Fj =
a1H(s) + a2H

′
x(s) + a3H

′
y(s) tel que exp(Fj) = Asj . Le lemme précédent assure que val(Fj) =

ρ(Asj), où Fj est l’image de Fj dans OC . On a donc ρ(Asj) ∈ val(Js).
Réciproquement, soit F ∈ Is non nulle et F ∈Js sa classe dans OC . Montrons que val(F ) ∈⋃Ks

i=−1

(
ρ(Asj) + Γ

)
.

Si val(F ) = ρ(exp(F )), alors comme par définition exp(F ) ∈ E et E = ∪Asj + N2, on a
val(F ) ∈

⋃Ks
i=−1

(
ρ(Asj) + Γ

)
.

Supposons que val(F ) > ρ(exp(F )). Alors il existe (i, j) ∈ N2 et (i′, j′) ∈ N2 tels que les
monômes xiyj et xi′yj′ apparaissent dans F et ont pour poids ρ(exp(F )).

Notons que (ρ(As−1) + Γ) ∪ (ρ(As0) + Γ) = γ + Γ∗ − 1, donc si val(F ) > 2γ − 1, val(F ) ∈
(ρ(As−1) + Γ) ∪ (ρ(As0) + Γ). On suppose donc de plus que ρ(F ) < 2γ − 1 < 2ab.

Si ib + ja = i′b + j′a < 2ab avec i > i′ alors en particulier i, i′ < 2a et j, j′ < 2b. On a
i = i′ +ma et j +mb = j′ pour un m ∈ Z. La condition que l’on vient d’énoncer implique que
0 6 m < 2. Si m = 0 cela signifie que (i, j) = (i′, j′), et si m = 1, i = i′ + a et j′ = j + b, et ce
sont les deux seuls monômes de poids ρ(H).

Si ces monômes se compensent dans F , on voit apparaître λ(xi′yjxa − xi′yjyb) avec λ ∈ C.
Alors :

F = λxi
′
yjH + F (1)

où ρ(exp(F (1))) > ρ(exp(F )) et F (1) ∈ Is, val(F ) = val
(
F (1)

)
.

On continue jusqu’à trouver ou bien un F (k) tel que ρ
(
F (k)

)
= val

(
F (k)

)
ou ρ

(
F (k)

)
>

2γ − 1.
Ce qui prouve que val(F ) = ρ(g) pour un g ∈ Is et donc val(F ) ∈

⋃Ks
i=−1

(
ρ(Asj) + Γ

)
. �

Cette propriété combinée à l’algorithme décrit dans [BGM88] permet de calculer les va-
luations de l’idéal jacobien d’une telle courbe, et par symétrie, les valuations du module des
résidus.

Courbe irréductible

On suppose que C est une courbe plane irréductible. Par le théorème 5.2.1 et le corol-
laire 6.1.4, déterminer les valuations de RC revient à déterminer les valuations de JC ou de
Ω1
C .
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L’algorithme [HH07, Algorithm 4.10] permet de calculer une base standard du module des
différentielles de Kähler de C. Nous nous intéressons au calcul d’une base standard d’un idéal,
qui peut être réalisé grâce à l’algorithme de [HH07, Theorem 2.4].

Rappelons le fonctionnement de cet algorithme, que nous utiliserons dans le calcul 6.2.29 des
multi-valuations pour deux branches.

On commence par donner quelques définitions.

Définition 6.2.16. Soit G ⊆ O
C̃
. Un G-produit est un élément de la forme

∏s
i=1 g

αi
i avec s ∈ N,

αj ∈ N et gi ∈ G.

Définition 6.2.17. Soit G = {g1, . . . , gs} ⊆ OC . On dit que G est une base standard de OC si
pour tout f ∈ OC , il existe un G-produit g = gα1

1 · · · gαs
s tel que val(f) = val(g).

Autrement dit, G est une base standard de OC si et seulement si

val(g1)N + · · ·+ val(gs)N = val(OC).

Cette notion se généralise à un idéal fractionnaire I ⊆ OC :

Définition 6.2.18. Soit H ⊆ I, et G ⊆ OC . On dit que (H,G) est une base standard de I si
G est une base standard de OC et si pour tout f ∈ I, il existe λ ∈ H et un G-produit g tels que
val(f) = val(g) + val(λ).

L’algorithme de calcul d’une base standard repose sur les notions suivantes :

Définition 6.2.19 ([HH07, Definition 2.2]). Soit G ⊆ O
C̃
. Un S-processus d’un couple f, f ′ ∈

O
C̃
au-dessus de G est un élément de la forme aPf + bQf ′ avec a, b ∈ C, P et Q des G-produits

et si aPf + bQf ′ 6= 0,

val(aPf + bQf ′) > min(val(aPf), val(bQf ′)).

Remarque 6.2.20. On suppose que G = {g1, . . . , gs}. Déterminer un S-processus au-dessus de
G de f et f ′ revient à résoudre l’équation diophantienne

s∑
i=1

val(gi) + val(f) =
s∑
i=1

val(gi) + val(f ′). (6.18)

Un S-processus est dit minimal si (α, β) est une solution minimale de l’équation homogène
associée à (6.18).

Définition 6.2.21. Soit f ∈ O
C̃
, G une base standard de OC , et H ⊆ O

C̃
. Une réduction de f

modulo (H,G) est un élément r ∈ O
C̃

tel qu’il existe a ∈ C, un G-produit g et λ ∈ H tels que
r = f − agλ et tel que val(r) > val(f) ou r = 0.

La réduction est dite finale si la réduction de r modulo (H,G) donne r.
Une réduction finale de f ∈ O

C̃
modulo (H,G) s’obtient en réduisant successivement les

réductions que l’on obtient. Il peut y avoir un nombre infini de réductions.

Soit maintenant I un idéal fractionnaire. L’algorithme de [HH07, Theorem 2.4] fonctionne
sous des hypothèses plus générales, mais le cas des idéaux fractionnaires nous suffit. De plus, si c
est un majorant du conducteur de I, seuls les S-processus de valuation inférieure sont pertinents
(voir [HH01, Section 5.2]). L’algorithme fonctionne de la façon suivante :

Algorithme 6.2.22.

• Soit G une base standard de OC , et H0 une famille génératrice de I. On pose H−1 = ∅.
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• Tant que Hi 6= Hi−1

– Soit ci un majorant de
⋃
λ∈Hi

val(λ) + val(OC).
– Soit S l’ensemble des S-processus s minimaux de Hi au-dessus de G non calculés

à létape précédente, et ne faisant intervenir que des éléments de Hi de valuations
inférieures ou égales à ci − 2.

– Soit R l’ensemble des réductions finales non nulles modulo (G,Hi) des éléments de
S.

– On pose Hi+1 = Hi ∪R et i = i+ 1.

On obtient en sortie une base standard (H,G) de I.

Remarque 6.2.23. Le calcul d’une base standard de OC repose sur le même principe (voir
[HH07, Algorithm 3.2] ou [HH01, Section 5.2]).

Dans le cas d’une courbe plane irréductible, on peut choisir une famille génératrice particu-
lière de RC :

Proposition 6.2.24. Soit C une courbe plane singulière. On pose v1 = inf(val(RC)) et v2 =
inf
(
val(RC\(v1 + val(OC))

)
. Il existe une famille génératrice minimale (ρ1, ρ2) de RC telle que

pour i = 1, 2 :
ρi = tvi +

∑
j>vi

j /∈val(RC
)

a
(i)
j t

j a
(i)
j ∈ C.

Preuve. Comme C est singulière, par la proposition 2.3.13, le nombre minimal de générateurs
est au moins deux. Comme C est plane, Ω1(logC) est libre de rang deux donc une famille
génératrice minimale de RC a deux éléments ρ̃1, ρ̃2. Comme v1 = inf(val(RC)), il s’agit de la
valuation de ρ̃1 ou de ρ̃2. On suppose par exemple que val(ρ̃1) = v1. Quitte à remplacer ρ̃2
par un élément de la forme ρ̃2 − αρ2, on peut supposer que val(ρ̃2) /∈ v1 + val(OC), ce qui
implique val(ρ̃2) = v2. Grâce à des combinaisons linéaires convenables de ρ̃1 et ρ̃2, et en utilisant
l’inclusion O

C̃
⊆ RC , on construit une famille génératrice de la forme voulue. �

Courbe à deux branches

Soit C = C1∪C2 une courbe plane à deux branches définie par une équation réduite h = h1h2.
L’algorithme de [HH07] fonctionne pour les courbes irréductibles, pour lesquelles les ensembles
de valuations sont totalement ordonnés. Il ne se généralise pas tel quel aux courbes réductibles,
pour lesquelles les multi-valuations ne sont pas totalement ordonnées.

Notation 6.2.25. On note Z− = {v ∈ Z ; v 6 0}, et Z2
− =

{
v ∈ Z2 ; v 6 0

}
.

On propose un algorithme qui permet de déterminer les multi-valuations du module des
résidus d’une courbe plane à deux branches, et qui est nettement plus technique que dans le cas
irréductible. De plus, cet algorithme ne semble pas pouvoir se généraliser à des courbes à trois
branches ou plus.

Un exemple illustrant cet algorithme est développé dans le paragraphe 6.2.4. La proposi-
tion 5.1.15 et l’inclusion OC̃ ⊆ RC nous assurent que l’ensemble des multi-valuations de RC est
déterminé par val(RC) ∩ Z2

−.
Le but de notre algorithme est de calculer val(RC) ∩ Z2

−.

On note ϕi = (xi(ti), yi(ti)) un paramétrage de la branche Ci.
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Remarque 6.2.26. Soit I = (g1, . . . , gq) est un idéal de OC . On lui associe le C {x1(t1), y1(t1)}-
module I = (g1, . . . , gq) ⊆ C {t1}, où gi = gi ◦ ϕ1. L’algorithme 6.2.22 appliqué à I donne
une base standard (H1, G1) de I. Cet algorithme est basé sur la notion de S-processus (voir
définition 6.2.19), de sorte que l’on peut simultanément calculer une famille (H1, G1) dans OC

telle que l’image de G1 (respectivement H1) dans C {t1} est G1 (respectivement H1).

Notation 6.2.27. On note Z− = {v ∈ Z ; v 6 0}, et Z2
− =

{
v ∈ Z2 ; v 6 0

}
.

Remarque 6.2.28. Pour les calculs nécessitant de considérer un idéal de OC , on peut multiplier
l’ensemble des résidus de C1, C2 et C par le même élément g ∈ (h′x, h′y) induisant un non diviseur
de zéro de OC .

Algorithme 6.2.29.
Première étape
Pour cette première étape, on utilise plusieurs fois l’algorithme 6.2.22 et la remarque 6.2.26

qui permettent de réaliser les calculs le long d’une branche, tout en considérant des éléments de
MC .

• On détermine des familles G1, R1 ⊆MC telles que (R1, G1) est une base standard de RC1 .

• On détermine des familles G2, R2 ⊆MC telles que (R2, G2) est une base standard de RC2 .

• On détermine une famille R ⊆ RC telle que (R,G1) est une base standard de RC C1 .

• On pose q = inf(val1(RC)).

Deuxième étape
Initialisation : On définit E0 = {(0, v2) ; v2 ∈ val2(RC2) ∩ Z−}, H0 = R2 et k = 0.
Récurrence : Tant que k 6 q :

• si −k /∈ val1(RC) on définit :

– Ek = Ek−1

– Hk = Hk−1

• si −k ∈ val1(RC) ∩ val1(RC1), on définit :

– Ek = Ek−1 ∪ {(−k, v2) ; v2 ∈ val2(Ek−1)}
– Hk = Hk−1

• si −k ∈ val1(RC) mais −k /∈ val1(RC1), il existe un G1-produit g1 et ρ ∈ R tels que
val1(g1ρ) = −k. On pose w2 = val2(g1ρ).

– si w2 /∈ val2(Ek−1), on définit :
∗ Ek = Ek−1 ∪ {(−k,w2)} ∪ {(−k, v2) ; v2 ∈ val2(Ek−1) et v2 6 w2}
∗ Hk = Hk−1 ∪ {g1ρ}

– si w2 ∈ val2(Ek−1), on considère un G2-produit g2 et ρ′ ∈ Hk−1 tels que val2(g1ρ −
g2ρ
′) = (−k,w′2) avec w′2 /∈ val2(Ek−1).
∗ Ek = Ek−1 ∪ {(−k,w′2)} ∪ {(−k, v2) ; v2 ∈ val2(Ek−1) et v2 6 w′2}
∗ Hk = Hk−1 ∪ {g1ρ− g2ρ

′}

Alors val(RC) = Eq ∪
{
v ∈ Z2 ; inf(v, 0) ∈ Eq

}
et pour tout v ∈ Eq, il existe un G1-produit

g1, ρ1 ∈ R, un G2-produit g2 et ρ2 ∈ Hq tels que val(g1ρ1 + g2ρ2) = v.
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Preuve. On commence par remarquer qu’étant donné que (R,G1) est une base standard de
RC C1 , pour tout v1 ∈ val1(RC), il existe un G1-produit g1 et un élément ρ ∈ R tels que
val1(g1ρ) = v1.

D’après le corollaire 6.2.5, E0 = val(RC) ∩ ({0} × Z−).
Supposons que pour k ∈ N∗ on a construit des ensembles Ek−1 et Hk−1 ⊆ RC tels que

Ek−1 = {(v1, v2) ∈ val(RC) ; −k + 1 6 v1 6 0 et v2 6 0}

et tels que pour tout v ∈ Ek−1, il existe un G1-produit g1, ρ1 ∈ R, un G2-produit g2 et ρ2 ∈ Hk−1
tels que v = val(g1ρ1 + g2ρ2).

• Si −k /∈ val1(RC), {v ∈ val(RC) ; v1 = −k} = ∅

• Si −k ∈ val1(RC) ∩ val1(RC1), cela signifie que (−k,∞) ∈ val(RC), ce qui est équivalent
à (−k, 0) ∈ val(RC) par la proposition 5.1.15. Par la proposition 5.1.12, on a

Ek ⊇ Ek−1 ∪ {(−k, v2) ; v2 ∈ val2(Ek−1)} . (6.19)

De plus, par la proposition 5.1.13, si (−k, v2) ∈ val(RC) avec v2 < 0, alors il existe v1 > −k
tel que (v1, v2) ∈ val(RC). Grâce à la proposition 5.1.12, comme (0, 0) ∈ val(RC), on peut
de plus supposer que v1 6 0. On a donc v2 ∈ val2(Ek−1). Par conséquent, l’inclusion (6.19)
est une égalité.

• Supposons que −k ∈ val1(RC) mais −k /∈ val1(RC1). Cela signifie qu’il existe un élément
ρ dans RC tel que val1(ρ) = −k. De plus, d’après la proposition 6.2.4, val2(ρ) < 0. Vu
que (R,G1) est une base standard de RC C1 , il existe un G1-produit g1 et ρ1 tels que
val(g1ρ1) = val(ρ) = (−k,w2).

– Supposons que w2 /∈ val2(Ek−1). Alors

Ek ⊇ Ek−1 ∪ {(−k,w2)} ∪ {(−k, v2) ; v2 ∈ val2(Ek−1) et v2 6 w2} . (6.20)

Supposons qu’il existe w′2 < 0 tel que (−k,w′2) ∈ val(RC) et w2 6= w′2. Alors par la
proposition 5.1.13, il existe un élément α ∈ val(RC) avec α1 > −k et α2 = inf(w2, w

′
2).

Par conséquent, α2 ∈ val2(Ek−1), et donc inf(w2, w
′
2) = w′2 ∈ val2(Ek−1). On en déduit

que l’inclusion (6.20) est une égalité.

– Supposons que w2 ∈ val2(Ek−1). Il existe donc α ∈ val(RC) avec α1 > −k et α2 = w2.
Comme −k /∈ val1(RC1), cela implique par la proposition 6.2.4 que pour tout w′ > 0,
(−k,w′) /∈ val(RC). Par la proposition 5.1.13 appliquée à α et (−k,w2), on en déduit
l’existence d’un élément (−k,w) avec 0 > w > w2. Si w ∈ val2(Ek−1), on utilise de
nouveau et autant de fois que nécessaire la proposition 5.1.13, jusqu’à obtenir un
élément (−k,w′2) ∈ val(RC) tel que w′2 /∈ Ek−1, et w′2 < 0. On se ramène alors au cas
précédent.

La conclusion finale sur val(RC) vient de la proposition 5.1.15. �

Exemple

On considère la courbe plane à deux branches définie par h(x, y) = (ya − xb)(yb − xa) avec
a et b premiers entre eux, et b > a. On vérifie à l’aide du critère de Saito 2.2.8 qu’une base de
Ω1(logC) est :
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ω1 =

(
−a2ya + b2xb−ayb − (b2 − a2)xb

)
dx−

(
ab(xb−a+1yb−1 − xya−1

)
dy

h

ω2 =
−
(
ab(xb−1yb−a+1 − xa−1y

)
dx+

(
−a2xa + b2xbyb−a − (b2 − a2)yb

)
dy

h

On remarque que h′y = aya−1(yb − xa) + byb−1(ya − xb) est un non diviseur de zéro de OC .
Une famille génératrice du module des résidus est donc :

ρ1 = resC(ω1) = −ab(x
b−a+1yb−1 − xya−1)

h′y

ρ2 = resC(ω2) = −a
2xa + b2xbyb−a − (b2 − a2)yb

h′y

Un paramétrage de la courbe est donné par x = (ta1, tb2), y = (tb1, ta2), le conducteur de chacune
des branches est c1 = c2 = (a− 1)(b− 1).

Afin d’utiliser l’algorithme 6.2.29, nous fixons a = 3 et b = 5. On pose h1 = y3 − x5 et
h2 = y5 − x3.

Première étape

• Comme h′y C1
= h2

∂h1
∂y

, on vérifie que RC1 est engendré par ρ11 = 1 et ρ12 = h2(−3x)
h′y

. On

vérifie que ((ρ11, ρ12), (x, y)) est une base standard de RC1 . En particulier, val1(RC1) =
{−7,−4,−2,−1} ∪ N.

• De même, en posant ρ21 = 1 et ρ22 = h1(−5x)
h′y

, on vérifie que ((ρ21, ρ22), (x, y)) est une

base standard de RC2 . En particulier, val2(RC2) = {−7,−4,−2,−1} ∪ N.

• Les restrictions de ρ1 et ρ2 à la première branche donnent :

ρ1|C1 = −15t13
1 (t16

1 − 1)
3t10

1 (t25
1 − t91)

= − 5
t61

ρ2|C2 = 9(t25
1 − t91)

3t10
1 (t25

1 − t91)
= 3
t10
1

Comme (x = t3, y = t5) est une base standard de OC1 , on en déduit que

val1(RC) = {−10,−7,−6,−5,−4,−3,−2,−1} ∪ N.

En particulier, ((x, y), (ρ1, ρ2)) est une base standard de RC C1 .

Remarque 6.2.30. Nous aurons aussi besoin des restrictions de ρ1 et ρ2 le long de la deuxième
branche. Dans MC = MC1 ⊕MC2 , on a : ρ1 =

(
−5
t61
, 3
t10
2

)
et ρ2 =

(
3
t10
1
, −5
t62

)
.

Deuxième étape

On pose E0 = {(0,−7), (0,−4), (0,−2), (0,−1), (0, 0)} et H0 = (ρ21, ρ22).

• Comme −1 ∈ val1(RC1), on a E1 = E0 ∪ {(−1, v) ; v ∈ val2(E0)} et H1 = H0.

• De même, E2 = E1 ∪ {(−2, v) ; v ∈ val2(E1)} et H2 = H1.
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val1

val2−10 −5

−5

−10

0

Figure 6.2 – Multi-valuations de RC

• On a −3 ∈ val1(RC) mais −3 /∈ val1(RC1). On a val(xρ1) = (−3,−5). Comme −5 /∈
val2(E2), on a : E3 = E−2 ∪ {(−3,−5)} ∪ {(−3,−7)} et H3 = H2 ∪ {xρ1}.
En continuant de la même manière, on obtient :

• E−4 = E−3 ∪ {(−4, v2) ; v2 ∈ val2(E−3)} et H4 = H3

• E−5 = E−4 ∪ {(−5,−3)} ∪ {(−5,−4)} ∪ {(−5,−5)} ∪ {(−5,−7)} et H5 = H4 ∪ {yρ2}

• E−6 = E−5 ∪ {(−6,−10)} et H6 = H5 ∪ {ρ1}

• E−7 = E−6 ∪ {(−7, v2) ; v2 ∈ val2(E−6)} et H7 = H6

• E−8 = E−7 et H8 = H7

• E−9 = E−8 et H9 = H8

• E−10 = E−9 ∪ {(−10,−6)} ∪ {(−10,−7)} ∪ {(−10,−10)} et H10 = H9 ∪ {ρ2}.

Cela nous donne la figure 6.2.

6.3 Résidus logarithmiques des courbes planes et déformations
équisingulières

Notre objectif est d’étudier le comportement des multi-valuations du module des résidus
logarithmiques dans le cadre d’une déformation équisingulière de courbe plane. On commence
par rappeler des résultats concernant les déformations équisingulières et les déformations "ad-
missibles". Ce paragraphe reprend les résultats de [Pol15b, §4].

Définition 6.3.1 ([dJP00, Definition 10.1.1]). Soit C une courbe plane définie dans un voi-
sinage U de l’origine de C2 par une équation réduite h ∈ OC2(U). Soit q ∈ N et (B, 0) =
(Cq, 0). Une déformation H de h de base B est une fonction H(x, y, s) ∈ OC2⊗̂OB qui satisfait
H(x, y, 0) = h(x, y).

Notation 6.3.2. Soit X = U × B, OX = OC2⊗̂OB, W = H−1(0) ⊆ U × B. On suppose que
pour tout s ∈ B, H(0, 0, s) = 0. Pour s ∈ B, on pose Cs = W ∩

(
C2 × {s}

)
and mB,s l’idéal

maximal de OB,s, et Hs = H(., s). En particulier, C0 = C et H0 = h.
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6.3.1 Déformations équisingulières de courbes planes

Les invariants du paragraphe 6.1.2 s’expriment de la façon suivante dans le cas des courbes
planes.

Définition 6.3.3. Soit C une courbe plane définie par une équation réduite h ∈ C{x, y}.

• Le nombre de Milnor de h est µ(h) = dimCC{x, y}/(h′x, h′y).

• Le nombre de Tjurina de h est τ(h) = dimCC{x, y}/(h′x, h′y, h).

• Le delta-invariant de h est δ(h) = dimC O
C̃
/OC .

L’égalité entre dimCC{x, y}/(h′x, h′y) et dimC Ω1
C/dOC est prouvée dans [Gre75, Proposition

5.1], en utilisant le fait que µ = dimCH
1(Ct,C) où Ct est la fibre de Milnor de C (voir [Mil68]).

Remarque 6.3.4. Les inégalités τ(h) 6 µ(h) et δ(h) 6 µ(h) sont toujours satisfaites. De plus,
l’égalité τ(h) = µ(h) caractérise les courbes quasi-homogènes. En effet, si τ(h) = µ(h), cela
signifie que h ∈ (h′x, h′y), et donc par [Sai71], cela implique que C est quasi-homogène.

Définition 6.3.5. Soit H une déformation de h de base B. On dit que H est une déformation
équisingulière de h si pour tout s ∈ B, les courbes Cs et C sont homéomorphes.

Notation 6.3.6. Si C1 et C2 sont deux courbes irréductibles de C2, on note (C1.C2) la multi-
plicité d’intersection de C1 avec C2. Si val1 désigne la valuation le long de C1 et si h2 est une
équation réduite de C2, on a (C1.C2) = val1(h2) (voir [dJP00, Lemma 5.1.5]).

On rappelle ici quelques résultats concernant les déformations équisingulières.

Théorème 6.3.7 (Théorème d’équisingularité pour les courbes planes, [Tei77, §3.7]).
On conserve les notations de la définition 6.3.1 et de la notation 6.3.2. Les propositions suivantes
sont équivalentes :

1. La déformation H est équisingulière.

2. Toutes les fibres (Cs, 0) ont le même nombre de Milnor.

3. Le delta-invariant de (Cs, 0) est égal au delta-invariant de (C, 0), et le nombre de branches
de Cs est indépendant de s.

4. Soit n : W̃ → W une normalisation de W . La composée q : W̃ n−→ W → B est une
submersion d’espaces non singuliers dans un voisinage de n−1(0), n induit la normalisation
W̃s = C̃s → Cs pour tout s, et q : (n−1(0×B))red → B est un revêtement de degré p de B.

5. Pour tout s1, s2 dans un voisinage de zéro, il existe une bijection b entre l’ensemble des
branches de Cs1 et celles de Cs2 telle que si Cs1,i est une branche de Cs1 alors b(Cs1,i) a
le même semigroupe que Cs1,i, et les multiplicités d’intersection en 0 (b(Cs1,i).b(Cs1,j)) et
(Cs1,i.Cs1,j) sont égales.

En particulier, pour une déformation à µ constant, le troisième point du Théorème 6.3.7
assure que le paramétrage se déforme, ce qui nous permet de regarder comment évoluent les
multi-valuations de l’idéal jacobien dans la déformation, et par symétrie, l’évolution des multi-
valuations du module des résidus. On note valCs(g) la multi-valuation d’un élément g ∈MCs le
long de Cs, ou simplement val(g) s’il n’y a pas d’ambiguïté.

Une caractérisation de l’équivalence topologique est aussi donnée par l’intermédiaire du se-
migroupe de la courbe.
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Théorème 6.3.8 ([Zar86] et [Wal72]). Deux courbes planes réduites et éventuellement ré-
ductibles sont homéomorphes si et seulement si elles ont même semigroupe.

Ce théorème a en particulier les conséquences suivantes :

Corollaire 6.3.9. Si Hs est une déformation équisingulière de h, alors toutes les fibres Cs ont
même conducteur.

Soit x(t, s) = (x1(t1, s), . . . , xp(tp, s)), y(t, s) = (y1(t1, s), . . . , yp(tp, s)) un paramétrage de Cs.
On rappelle que pour v, w ∈ Zp, on note inf(v, w) = (min(v1, w1), . . . ,min(vp, wp)).

Pour tout s ∈ B,

inf
(
valCs(x(t, s)), valCs(y(t, s))

)
= inf

(
valC(x(t, 0)), valC(y(t, 0))

)
= (m(1), . . . ,m(p))

où m(j) est la multiplicité de la composante Cj de C.

La proposition suivante nous fournit un dénominateur pour les résidus dont la multi-valuation
ne dépend pas de s, ce qui nous sera utile dans la suite.

Proposition 6.3.10. Il existe des constantes α, β ∈ C telles que pour tout s dans un voisinage
de 0, val(αH ′x(s) + βH ′y(s)) = γ + (m(1), . . . ,m(p))− 1. En particulier, αH ′x(s) + βH ′y(s) est un
non diviseur de zéro de OCs dont la multi-valuation ne dépend pas de s.

Preuve. Soit (L, 0) ⊆ (C2, 0) une droite tangente à aucune des composantes de C.
On considère le changement de coordonnées suivant, où αi, βi, i = 1, 2 sont des constantes

complexes telles que α1β2 − α2β1 6= 0 :{
x = α1u+ α2v

y = β1u+ β2v

et tel que de plus L soit définie par u = 0 dans le système de coordonnées (u, v). Comme L est
transverse à chacune des composantes de C, la multiplicitém(j) de la courbe Cj est donnée par la
multiplicité d’intersection (Cj .L). De plus, la déformation étant à µ constant, le corollaire 6.3.9
implique que la multiplicité de Cs,j pour s voisin de 0 est indépendante de s. Alors pour s voisin
de 0, la droite L reste transverse à Cs,j . En effet, comme u = 0 est transverse à toutes les
composantes de C0, par le Théorème de préparation de Weierstrass, il existe une unité g(u, v, s)
telle que H(u, v, s) = g(u, v, s)

(
vn + a1(u, s)vn−1 + . . . + an(u, s)

)
avec ai(0, 0) = 0 pour tout

i, et n = m(1) + · · · + m(p). Par conséquent, pour s assez petit, la valuation en v de H(0, v, s)
est inférieure ou égale à n, mais comme les multiplicités des branches restent inchangées, elle ne
peut pas diminuer, et est donc égale à n.

En particulier, la multiplicité d’intersection de Cs,j avec L donne m(j). On en déduit que
pour tout s, valCs(u) = (m(1), . . . ,m(p)). De plus, d’après le corollaire 6.3.9, le conducteur
de Cs ne dépend pas de s et donc par le lemme 6.2.2, la multi-valuation de ∂Hs

∂v est γ +
(m(1), . . . ,m(p))− 1 qui ne dépend pas de s. En revenant aux coordonnées initiales cela signifie
que val

(
α2

∂Hs
∂x + β2

∂Hs
∂y

)
= γ + (m(1), . . . ,m(p))− 1 est indépendante de s, et en particulier ce

n’est pas un diviseur de zéro de OCs pour tout s. �

6.3.2 Déformations admissibles de courbes planes

La condition d’équisingularité permet d’avoir une déformation du paramétrage de la courbe
par le théorème 6.3.7, mais elle ne suffit pas à obtenir une déformation (ρ1(s), ρ2(s)) d’une
famille génératrice de RC telle que pour tout s ∈ B, (ρ1(s), ρ2(s)) engendre RCs . Cela traduit
le fait que l’équisingularité n’est pas le "bon" foncteur de déformation pour les diviseurs libres.
Un foncteur de déformation adapté aux diviseurs libres est proposé par M. Torielli dans [Tor13].

Avant de donner la définition de M. Torielli, on introduit la notation suivante :
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Notation 6.3.11 ([Tor13, Definitions 2.21, 2.22]). Soit B un espace analytique complexe.
On note ΘCm×B/B le module des champs de vecteurs holomorphes sur Cm × B qui n’ont pas
de composantes dans la direction de B. Autrement dit, un élément δ ∈ ΘCm×B/B s’écrit sous la
forme δ =

∑m
i=1 ai(x, s)∂xi , avec x ∈ Cm et s ∈ B.

Soit D ⊂ Cm ×B une hypersurface. On pose :

Der(− logD/B) =
{
δ ∈ Der(− logD) ; δ ∈ ΘCm×B/B

}
.

Définition 6.3.12 ([Tor13, Definition 3.1]). Soit D ⊆ (Cm, 0) un germe de diviseur libre, et
(B, s0) un germe d’espace complexe. Une déformation admissible de D est la donnée d’un espace
complexe (W,x0) ⊆ (Cm ×B, (0, s0)), d’un morphisme plat ϕ : (W,x0)→ (B, s0) tels que D est
isomorphe à Ws0 = ϕ−1(s0), et

Der(− logW/B)/mB,s0Der(− logW/B) = Der(− logD)

où mB,s0 est l’idéal maximal de OB,s0.

Proposition 6.3.13. Soit D ⊆ (Cm, 0) un diviseur libre d’équation réduite h. Une déformation
H de h de base (B, s0) est une déformation admissible de D si et seulement si le OB,s0-module
OCm×B,(0,s0) est plat.

Preuve. D’après [Tor13, Proposition 3.7], une déformation admissible induit une déformation
plate du lieu singulier, ce qui nous donne un des sens de l’équivalence. Il reste donc à montrer
que si on a une déformation plate du lieu singulier, alors cette déformation est admissible. On
utilise le théorème 1.91 de [GLS07], qui assure que les relations entre h, h′x, h′y se relèvent en des
relations entre H,H ′x, H ′y. �

La proposition suivante donne une déformation admissible en terme de nombre de Tjurina
pour les courbes planes. On reprend les notations de la définition 6.3.1 et de la notation 6.3.2.
Pour un point p = (q, s) ∈ Ws on note τp le nombre de Tjurina de la courbe Cs définie par Hs

au point p. On pose τ0 le nombre de Tjurina de C à l’origine.

Proposition 6.3.14. Soit H une déformation de h ∈ OC2(U) de base B telle que pour tout
s ∈ B,

∑
p∈Sing(Cs) τp = τ0. Alors H est une déformation admissible de h.

Preuve. On pose π la restriction de la surjection canonique C2 × B → B au lieu singulier
relatif9 de W sur B, qui est un morphisme fini. On pose F = π∗

(
OC2×S/(H,H ′x, H ′y)

)
. Alors

Fs/mB,sFs = OC2/
(
Hs,

∂Hs
∂x ,

∂Hs
∂y

)
, qui est par hypothèse un espace vectoriel de dimension τ0.

La proposition est alors une conséquence directe de [GLS07, Theorem 1.81]. �

Proposition 6.3.15 ([Tor13, Lemma 3.22]). Soit H(x, y, s) une déformation équisingulière
et admissible de base B de la courbe plane C définie par h. Soit (δ1, δ2) une base du module
des champs de vecteurs logarithmiques le long de C. Alors on peut les étendre en des champs de
vecteurs logarithmiques relatifs δ̃1, δ̃2 ∈

(
ΘU×B/B

)
/
(
mBΘU×B/B

)
de H. Alors pour s dans un

voisinage de s0 ∈ B,
(
δ̃1(s), δ̃2(s)

)
est une base de Der(− logCs).

Preuve. Les champs de vecteur δ1, δ2 induisent des relations entre h, h′x et h′y. On les relève
donc par platitude en des relations entre H,H ′x et H ′y.

Comme δ̃1, δ̃2 sont des champs de vecteurs logarithmiques relatifs, ils sont tangents aux fibres
Cs et donc leur déterminant relatif s’annule sur Cs. Par conséquent, H divise det(δ̃1(s), δ̃2(s)),
vue comme fonction de (x, y, s). Il existe donc une fonction U(x, y, s) tel que sur un voisinage
de (s0, 0, 0) ∈ B × C2, det(δ̃1(s), δ̃2(s)) = U(x, y, s)H(x, y, s) et U(x, y, s0) est inversible. Donc
U est inversible sur un voisinage de (s0, 0, 0), ce qui donne le résultat. �

9Il s’agit des points pour lesquels les dérivées H ′x et H ′y sont nuls.
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Corollaire 6.3.16. Soit pour i ∈ {1, 2}, δ̃i = Ai(x, y, s)∂x +Bi(x, y, s)∂y comme dans la propo-
sition 6.3.15. Grâce à la dualité entre Der(− logCs) et Ω1(logCs), on en déduit que les résidus :

res(ω̃1)(s) = −βA2(s) + αB2(s)
αF ′x(s) + βF ′y(s)

res(ω̃2)(s) = βA1(s)− αB1(s)
αF ′x(s) + βF ′y(s)

engendrent le module des résidus RCs pour tout s au voisinage de 0, où α, β ∈ C sont données
par la proposition 6.3.10.

6.3.3 Lien avec d’autres stratifications

Considérons une déformation équisingulière H de h de base (B, 0) ' (Ck, 0) pour un k ∈ N.
On note Rs le module des résidus de Cs. L’objectif de ce paragraphe est d’étudier les pro-
priétés la stratification de B par les multi-valuations du module des résidus donnée dans la
définition 6.3.17, et de la comparer avec d’autres stratifications, à savoir les stratifications par
le nombre de Tjurina τ , par les multi-valuations de l’idéal jacobien, les différentielles de Kähler
et par la b-fonction.

Nous montrons dans ce paragraphe que la stratification par le module des résidus raffine
la stratification par τ et peut être différente de cette dernière (voir exemple 6.3.19). De plus,
la stratification par les résidus est finie et constructible (voir propositions 6.3.18 et 6.3.20).
En revanche, elle peut ne pas satisfaire la condition de frontière (voir exemple 6.3.22). Dans
l’exemple 6.3.24, on compare la stratification par le module des résidus avec la stratification par
la b-fonction. On termine avec le lien entre la stratification par les résidus et la stratification
par les différentielles de Kähler, cette dernière intervenant dans le problème de la classification
analytique des branches planes.

Définition 6.3.17. Soit H(x, y, s) une déformation équisingulière de base B d’une courbe plane
C définie par h ∈ C{x, y}. Soit pour tout s ∈ B un idéal fractionnaire Is ⊆MCs. La stratification
par les multi-valuations de (Is) est la partition

B =
⋃

V ⊆Zp

S
(Is)
V

où s ∈ S(Is)
V si et seulement si val(Is) = V .

Nous allons comparer la stratification S(Rs) avec la stratification Sτ par le nombre de Tjurina.
La stratification par le nombre de Tjurina est la partition Sτ =

⋃
n∈N S

τ
n où s ∈ Sτn si et seulement

si le nombre de Tjurina en (s, 0, 0) de la fibre en s est τ(Hs) = n. Cette stratification est finie
puisque le nombre de Tjurina est majoré par le nombre de Milnor, qui est constant par la
condition d’équisingularité.

Proposition 6.3.18. On a les propriétés suivantes :

1. La stratification par le module des résidus est plus fine que la stratification par le nombre
de Tjurina.

2. La stratification par le module des résidus est finie.

Preuve. La première propriété est une conséquence directe de la proposition 6.1.15. En effet,
la condition d’équisingularité assure que δ(Hs) ne dépend pas de s ∈ B, et la dimension du
quotient Rs/OC̃s

se lit sur les multi-valuations de Rs grâce au corollaire 5.2.12.
Pour la deuxième propriété, comme pour tout s ∈ B, O

C̃s
⊆ Rs, le corollaire 5.1.17 assure que

pour tout s ∈ B, les multi-valuations de Rs sont entièrement déterminées par les multi-valuations
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du cadran {v ∈ Zp, v 6 0}. De plus, par la proposition 6.3.10, il existe des constantes α, β ∈ C
telles que pour tout s dans un voisinage de 0, la multi-valuation de αH ′x(s) +βH ′y(s) ne dépend
pas de s et est dans Np. L’élément αH ′x(s) +βH ′y(s) peut donc être choisi comme dénominateur
pour tous les résidus de Rs, et donc pour tout ρ ∈ Rs, val(ρ) > val(αH ′x(s) + βH ′y(s)). Cela
signifie que les multi-valuations du module des multi-résidus sont entièrement déterminées par le
pavé

{
v ∈ Zp ; val(αH ′x(s) + βH ′y(s)) 6 v 6 0

}
, ce qui nous donne un nombre fini d’ensembles

de multi-valuations possibles10 pour Rs. �

L’exemple suivant montre que la stratification par les résidus peut être strictement plus fine
que la stratification par τ .

Exemple 6.3.19. On considère h(x, y) = x5 − y6 et la déformation équisingulière de h donnée
par

H(x, y, s1, s2, s3) = x5 − y6 + s1x
2y4 + s2x

3y3 + s3x
3y4.

La stratification par τ est constituée de trois strates, S20 = {0}, S19 = {(0, 0, s3), s3 6= 0}
and S18 = {(s1, s2, s3), (s1, s2) 6= (0, 0)}. Le calcul des valuations de Js est facile dans ce
cas et fait apparaître quatre strates. On obtient grâce au théorème 5.2.1, en posant S′18 =
{(s1, s2, s3), s1 6= 0} and S′′18 = {(0, s2, s3), s2 6= 0} :

Strate dimC Rs/OC̃s
valuations négatives de Rs

S20 10 −1,−2,−3,−4, −7,−8,−9, −13,−14, −19
S19 9 −1,−2,−3,−4, −7,−8,−9, −13,−14
S′18 8 −1,−2,−3,−4, −7,−8,−9, −14
S′′18 8 −1,−2,−3,−4, −7,−8,−9, −13

La strate S18 se divise en deux strates pour les valuations de Rs. Cela montre que dans ce
cas la stratification par le module des résidus est strictement plus fine que la stratification par τ .

Proposition 6.3.20. Chacune des strates S(Rs)
V de la stratification par les résidus est construc-

tible. Si de plus C est irréductible alors chaque strate est localement fermée.

Preuve. Faute de référence, on suggère ici une preuve. Par [Zar86, Annexe de B. Teissier], les
strates de la stratification par le nombre de Tjurina sont localement analytiques et localement
fermées. Il est donc suffisant de regarder le comportement de la stratification par les résidus dans
une strate à τ constant Sτn, ce qui assure par la proposition 6.3.14 que la déformation au-dessus
de Sτn est admissible. Pour ne pas alourdir les notations, on note B = Sτn.

Par le corollaire 6.3.16, le module Rs est engendré sur OCs par
ρ1(s) = −βA2(s) + αB2(s)

αF ′x(s) + βF ′y(s)

ρ2(s) = βA1(s)− αB1(s)
αF ′x(s) + βF ′y(s)

où α et β sont donnés par la proposition 6.3.10. Comme la multi-valuation u du dénominateur
ne dépend pas de s, il est suffisant de considérer les multi-valuations des numérateurs.

On pose N1 et N2 les numérateurs de ρ1(s) et ρ2(s). On rappelle que les multi-valuations v
de Rs vérifiant v 6 0 suffisent à déterminer val(Rs). On considère donc l’ensemble fini

{X1, . . . , Xq} :=
{
xiyjNk ; val(xiyjNk) 6 u

}
.

10Toutes ces possibilités ne sont pas réalisées
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Pour tout i ∈ {1, . . . , q}, pour tout j ∈ N, pour tout k ∈ {1, . . . , p}, il existe ai,j,k ∈ OB tel
que Xi =

(∑
j>0 ai,j,1(s)tj1, . . . ,

∑
j>0 ai,j,p(s)tjp

)
∈ O

C̃s
.

Pour v ∈ Zp et k ∈ {1, . . . , p}, on pose Xv
i,k(s) = (ai,0,k(s), . . . , ai,vk,k(s)) ∈ Ovk+1

B . Pour
v ∈ Zp on définit la matrice Av(s) ∈Mq,`v (OB) où `v =

∑p
j=1(vj + 1) :

Av(s) =


(Xv

1,1(s)) . . . (Xv
1,p(s))

...
...

(Xv
q,1(s)) . . . (Xv

q,p(s))


La ième ligne de cette matrice correspond au développement de Taylor de Xi le long de la

branche Ck pour k = 1, . . . , p jusqu’à l’ordre vk.
On utilise le rang des matrices Av(s) pour caractériser la propriété v ∈ val(Rs) pour s ∈ B :

v ∈ val(Rs) ⇐⇒ ∀k ∈ {1, . . . , p} , rang
(
Av−1(s)

)
< rang

(
Av−1+ek

(s)
)
.

En effet, si les conditions ∀k ∈ {1, . . . , p} , rang
(
Av−1(s)

)
< rang

(
Av−1+ek

(s)
)
sont vérifiées,

alors pour tout k ∈ {1, . . . , p}, il existe une combinaison linéaire Mk =
∑q
i=1 λi,kXi(s) avec

λi,k ∈ C telle que val(Mk) > v et valk(Mk) = vk. On utilise la proposition 5.1.12 pour conclure.
Par conséquent, pour un ensemble V ⊆ Zp tel que S(Rs)

V ∩B 6= ∅ et

V := (V + u) ∩ {w ∈ Zp; 0 6 w 6 u}

on a :

s ∈ S(Rs)
V ⇐⇒ s ∈

⋂
v∈V

 ⋃
16r6M

V (Fr
(
Av−1(s)

))
∩

⋂
16k6p

(
V
(
Fr(Av−1+ek

(s)
)c)

où Fr(A) désigne l’idéal engendré par les mineurs r × r de la matrice A et M = min(q, `v + 1)
et pour tout idéal I, V (I) désigne le lieu des zéro de I. On remarque11 que les éléments v /∈ V
ne peuvent pas être atteints car autrement, par le lemme 5.2.18, la dimension de Rs/OC̃s

serait
strictement plus grande que τ − δ. Cela nous donne le résultat pour les courbes réductibles.

Supposons maintenant que C est irréductible. Dans ce cas, le rang de la matrice Av(s)
augmente exactement de 1 quand une valuation est atteinte. On pose V = {v1 < . . . < vL} =
(V + u) ∩ {0, . . . , u}. Alors :

s ∈ S(Rs)
V ⇐⇒ s ∈

L−1⋂
`=1

v`+1−1⋂
j=v`+1

(
V (F`(Aj(s)) ∩ (V (F`(Av`

)c
)
.

Cela montre que S(Rs)
V est localement fermée. �

Intéressons-nous maintenant à la condition de frontière.

Définition 6.3.21. Une stratification B =
⋃
α Sα satisfait la condition de frontière si pour

α 6= β, la condition Sα ∩ Sβ 6= ∅ implique que Sα ⊆ Sβ, où Sβ est l’adhérence de Sβ.

Exemple 6.3.22. Considérons la déformation de h(x, y) = x10 + y8 donnée par :

H(x, y, s1, s2) = x10 + y8 + s1x
5y4 + s2x

3y6

for s1, s2 pour s1, s2 dans un voisinage de 0 de sorte que la déformation est équisingulière.
Cet exemple est donné dans [BGM92] comme un exemple dans lequel la stratification par la
b-fonction ne satisfait pas la condition de frontière.

Contrairement à l’exemple 6.3.19, cette courbe n’est pas irréductible. Commençons par don-
ner une propriété générale des courbes quasi-homogènes :

11En utilisant la condition S(Rs)
V ∩ B 6= ∅ qui assure que V est bien l’ensemble des multi-valuations de Rs en

un point s ∈ B.



146 CHAPITRE 6. RÉSIDUS LOGARITHMIQUES LE LONG DES COURBES

Lemme 6.3.23. Soit C une courbe plane quasi-homogène. Alors

γ − 1 + (val(OC)\ {0}) = val(JC).

Preuve. Soit p le nombre de branches de C. L’inclusion ⊆ est donnée par la remarque 6.1.6.
Cette remarque implique aussi que t2γ−1O

C̃
⊆JC ⊆ CC . On a l’égalité suivante :

dimC CC/t
2γ−1O

C̃
= dimC CC/JC + dimC JC/t

2γ−1O
C̃
.

Par les propositions 6.1.15 et 2.3.17 on a dimC CC/JC = τ − δ. Comme C est quasi-
homogène, d’après la remarque 6.3.4, on a τ = µ et donc par la proposition 6.1.14 on a
dimC CC/JC = δ − p + 1. De plus, comme δ = dimC O

C̃
/OC , on a dimC O

C̃
/CC = 2δ. On

a donc dimC CC/t
2γ−1O

C̃
= 2δ − p. Par conséquent,

dimC JC/t
2γ−1O

C̃
= δ − 1.

Soit m l’idéal maximal de OC . Alors val(m) = val(OC)\ {0} et le quotient m/CC est de dimension
δ − 1. Par conséquent, dimC t

γ−1m/t2γ−1O
D̃

= δ − 1. Comme val(tγ−1m) ⊆ val(JC), l’égalité
vient du lemme 5.2.18. �

Revenons à notre exemple. On remarque que H(x, y, s1, 0) est quasi-homogène. Par consé-
quent, le lemme précédent nous assure que les multi-valuations de l’idéal jacobien le long de
la strate quasi-homogène ne changent pas. La strate quasi-homogène est donc une strate de la
stratification par les résidus.

De plus, on peut vérifier que la stratification par le nombre de Tjurina est constituée de trois
strates : la strate quasi-homogène S1 définie par s2 = 0 pour laquelle τ = 63, la strate S2 définie
par s1 = 0 ets2 6= 0 pour laquelle τ = 54 et la strate S3 définie par s1s2 6= 0 pour laquelle
τ = 53. Par conséquent, comme la stratification par les résidus raffine la stratification par τ , elle
ne vérifie pas la condition de frontière. En effet, il existe une strate S ⊆ S2 qui contient l’origine
dans son adhérence, mais pas toute la strate quasi-homogène.

On termine ce paragraphe par la comparaison entre la stratification par le module des ré-
sidus et d’autres stratifications, à savoir la stratification par la b-fonction, l’idéal jacobien, les
différentielles de Kähler.

L’exemple suivant compare la stratification par les résidus avec la stratification par la b-
fonction.

Exemple 6.3.24. On reprend l’exemple suivant, développé par P. Cassou-Noguès dans [CN87] :
H(x, y, s1, s2, s3, s4, s5, s6) = x6 + y7 + s1x

2y5 + s2x
3y4 + s3x

4y3 + s4x
3y5 + s5x

4y4 + s6x
4y5

On représente dans le tableau ci-dessous les valuations négatives non communes à toutes
les strates de la stratification par le module des résidus, calculées avec l’algorithme basé sur
[BGM88] (voir paragraphe 6.2.4).

S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8
−15 × × × × × ×
−16 × × × × × × ×
−17 × × × × × × ×
−22 × × × ×
−23 × × × ×
−29 ×
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Où les strates sont définies comme suit :
S1 = {s1 6= 0, 56s1s3 − 20s3

1 − 63s2
2 6= 0} ; S2 = {u1 6= 0, 56s1s3 − 20s3

1 − 63s2
2 6= 0 = 0} ;

S3 = {s1 = 0, s2 6= 0} ; S4 = {s1 = s2 = 0, s3 6= 0} ; S5 = {s1 = s2 = s3 = 0, s4 6= 0} ;
S6 = {s1 = · · · = s4 = 0, s5 6= 0} ; S7 = {s1 = · · · = s5 = 0, s6 6= 0} ;
S8 = {s1 = · · · = s6 = 0}

En comparant avec les strates données par P. Cassou-Noguès, on remarque que la strate
générique pour le polynôme de Bernstein E0 = {s1 6= 0} ∩ {s2 6= 0} ∩ {s3 6= 2

7s
2
1}, ainsi que la

strate E1 = {s1 6= 0, s2 6= 0, s3 = 2
7s

2
1} intersectent les strates S1 et S2 de la stratification par les

résidus. Les autres strates de la stratification par le polynôme de Bernstein sont égales ou incluses
dans une des strates ci-dessus. En particulier, cela signifie qu’aucune des deux stratifications ne
raffine l’autre.

Proposition 6.3.25. Les stratifications S(Rs), S(JCs ) et S(Ω1
C) coïncident.

Preuve. Il s’agit d’une conséquence immédiate du théorème 5.2.1 et de la proposition 6.1.3.�

L’ensemble des multi-valuations des différentielles de Kähler est un ingrédient clef de la
classification analytique des courbes planes à une ou deux branches étudiée dans [HH11] et
[HHH15]. Le problème de la classification topologique des courbes planes se traduit en termes
de semigroupe de la courbe, comme nous l’avons vu avec le théorème 6.3.8.

En revanche, le problème de la classification analytique des courbes posé par O. Zariski
dans [Zar86] est bien plus difficile. Il est clair que pour que deux courbes soient analytique-
ment équivalentes elles doivent avoir même semigroupe et même ensemble de multi-valuations
des différentielles de Kähler, mais cela ne suffit pas. Néanmoins, ces deux ensembles de multi-
valuations sont essentiels dans la réponse au problème de la classification analytique des courbes
planes irréductibles à une ou deux branches proposée par A. Hefez, M.E. Hernandes et M.E.R.
Hernandes dans [HH11] et [HHH15].

En effet, dans le cas irréductible, ils montrent le théorème suivant :

Théorème 6.3.26 ([HH11, Theorem 2.1]). Soit C une courbe plane irréductible de para-
métrage ϕ et de semigroupe val(OC) engendré sur N par (v0, . . . , vq). Alors ou bien ϕ est analy-
tiquement équivalente au paramétrage (tv0 , tv1), ou bien elle est analytiquement équivalente à un
paramétrage tv0 , tv1 + tλ +

∑
j>λ

j−a/∈val(Ω1
C)

aijt
j

 (6.21)

où λ = min
{

val(Ω1
Ci

)\val(OCi)
}
est l’ invariant de Zariski.

De plus, si C et C ′ sont deux courbes dont les paramétrages sont de la forme (6.21) (avec a′i
à la place de ai pour C ′) et telles que val(OC1) = val(OC2) et val(Ω1

C1
) = val(Ω1

C2
) alors elles

sont analytiquement équivalentes si et seulement s’il existe r ∈ C∗ tel que pour tout i, rλ−v1 = 1
et ai = ri−v1a′i.

Par conséquent, par la proposition 6.3.25, les multi-valuations du module des résidus RC

fournit la même information que les multi-valuations des différentielles de Kähler, et sont donc
liées au problème de la classification analytique des courbes planes.





Annexe A

Algorithmes et exemples

Nous regroupons dans cette annexe les algorithmes utilisés sous Singular pour certains des
exemples étudiés. Le premier algorithme proposé permet de tester si une suite donnée définit une
intersection complète réduite libre. Les algorithmes suivants permettent de calculer le module des
formes différentielles multi-logarithmiques, ainsi que les formes dont les multi-résidus engendrent
le module des multi-résidus.

Ces algorithmes sont disponibles à l’adresse http://www.math.univ-angers.fr/~pol/

A.1 Algorithmes

Les librairies utilisées sont :

LIB "sing.lib";
LIB "homolog.lib";
LIB "primdec.lib";
LIB "general.lib";

A.1.1 Intersection complète libre

La procédure suivante permet de tester si une suite donnée définit une intersection complète
libre. Si ce n’est pas le cas, l’algorithme précise quelle condition n’est pas vérifiée. Avant de lancer
la procédure, on définit l’anneau R dans lequel on travaille, les polynômes h1, . . . , hk, et l’idéal
I qu’ils engendrent. Cet algorithme fonctionne pour des intersections complètes singulières, si
I définit une intersection complète réduite lisse, l’algorithme renvoie "It is a reduced complete
intersection with a non Cohen-Macaulay singular locus".

Algorithme A.1.1.

proc is_freeci (ideal I)
{
int m=dim(std(0));
intvec ci=is_ci(I);
int k=size(I);
int q=size(ci);
int n=ci[q];
int p=(m-k)-n;
if (p<>0)
{"//not a regular sequence";};

if (p==0)

149

http://www.math.univ-angers.fr/~pol/


150 ANNEXE A. ALGORITHMES ET EXEMPLES

{
ideal pr=radical(I);
int q=size(pr);
int pp=0;
for (int i=1; i<=q; i=i+1)
{
list S(i)=division(pr[i],I);
poly R(i)=S(i)[2][1];
if (R(i)<>0)
{pp=1;};

};
if (pp<>0)
{"//non reduced complete intersection";};

if (pp==0)
{
matrix Jac=jacob(I);
ideal mi=minor(Jac,k);
ideal J=I,mi;
int u=isCM(J);
if (u==0)
{"// It is a reduced complete intersection

with a non Cohen-Macaulay singular locus";};
if (u==1)
{
int ss=dim(std(J))+1;
if (ss<>n)
{"// It is a reduced complete intersection

with a Cohen-Macaulay singular locus
of codimension at least 2"};

if (ss==n)
{"//It is a free complete intersection";};

};
};

};
}

A.1.2 Calcul des formes multi-logarithmiques d’une intersection complète

Nous proposons dans ce chapitre des algorithmes qui permettent de déterminer une résolution
libre de Ωm−1(logC) et de Ωm−2(logC) pour une intersection complète réduite.

L’idéal I est l’idéal engendré par les équations (h1, . . . , hk). On suppose que I définit une in-
tersection complète réduite C, ce que l’algorithme ne vérifie pas. On considère la base

(
d̂xi
)

16i6m
de Ωm−1

S , et la base dx1 ∧ · · · ∧ dxm de Ωm
S .

Au lieu de déterminer Ωm−1(logC), on détermine hΩm−1(logC) dans la base de Ωm−1
S men-

tionnée précédemment. Soit ω ∈ Ωm−1
S , ω =

∑m
i=1 aid̂xi. Alors ω ∈ hΩm−1(logC) si et seulement

si pour tout j ∈ {1, . . . , k}, il existe b1, . . . , bk ∈ OS tels que

m∑
i=1

(−1)i−1ai
∂hj
∂xi

+
m−1∑
i=1

bihi = 0.

On commence dans l’algorithme suivant par construire la matrice A correspondante, on déter-
mine son noyau (qui est dans Ωm−1

S ⊕Ok
S) puis la projection de ce noyau sur Ωm−1

S , ce qui nous
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donne une famille génératrice de Ωm−1(logC).
Selon la valeur de l’entier a, le programme calcule :

• a = −1 on détermine une famille génératrice pas forcément minimale de Ωm−1(logC)

• a = 0 on détermine une résolution libre de Ωm−1(logC).

• a ∈ N∗ on détermine le début d’une résolution libre de Ωm−1(logC), jusqu’à l’ordre a.

Le calcul d’une résolution libre peut prendre un temps assez long.

Algorithme A.1.2.

proc log_forms_ci_m-1 (ideal I, int a)
{
int m=dim(std(0));
int k=size(I);
for (int i=1; i<=k; i=i+1)
{ideal J(i)=jacob(I[i]);};

int q=m+k*k;
matrix A[k][q];
for (int i=1; i<=k; i=i+1)
{
for (int j=1; j<=m; j=j+1)
{A[i,j]=(-1)^(j-1)*J(i)[j];};

for (int j=1; j<=k; j=j+1)
{A[i,m+k*(i-1)+j]=I[j];};

};
module K=syz(A);
int qK=size(K);
for (int i=1; i<=qK; i=i+1)
{

for (int j=1; j<=m; j=j+1)
{ vector kk(j)=K[i][j]*gen(j);};

vector v(i)=sum(kk(1..m));
};

module om=v(1..qK);
if (a==-1)
{return(om);};

if (a>-1)
{
list L=mres(om,a);
return(L);

};
}

L’algorithme ci-dessous fonctionne sur le même principe que l’algorithme A.1.2. Selon la
valeur du paramètre a, il calcule une famille génératrice de hΩm−2(logC) (pour a = −1), ou
une résolution libre minimale jusqu’à l’ordre a (pour a ∈ N∗), ou une résolution libre minimale
(pour a = 0). On pose pour 1 6 i < j 6 m :

̂dxi ∧ dxj = dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxj−1 ∧ dxj+1 ∧ · · · ∧ dxm.

On considère la base ̂dx1 ∧ dx2, ̂dx1 ∧ dx3, . . ., ̂dx1 ∧ dxm, ̂dx2 ∧ dx3, . . ., ̂dxm−1 ∧ dxm de
Ωm−2
S , et la base d̂x1, . . . , d̂xm de Ωm−1

S .
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Soit ω =
∑
i<j aij ̂dxi ∧ dxj . Alors pour tout ` ∈ {1, . . . , k},

dh` ∧ ω =
∑
i<j

(
aij

∂h`
∂xi

(−1)i−1d̂xj + aij
∂h`
∂xj

(−1)j d̂xi

)
.

Alors ω ∈ hΩm−2(logC) si et seulement si pour tout ` ∈ {1, . . . , k}, pour tout i ∈ {1, . . . ,m},
il existe b1, . . . , bk ∈ OS tels que :

i−1∑
j=1

(−1)j−1 ∂h`
∂xj

aji +
m∑

j=i+1
(−1)j ∂h`

∂xj
aij +

k∑
j=1

bjhj = 0.

On commence dans l’algorithme suivant par écrire la matrice A correspondant à ce système
d’équations, relativement aux bases données précédemment. On détermine ensuite le noyau de
la matrice A, et la projection sur les coordonnées qui nous intéressent.

Algorithme A.1.3. proc log_forms_ci_m-2 (ideal I, int a)
{
int m=dim(std(0));
int k=size(I);
for (int i=1; i<=k; i=i+1) {ideal J(i)=jacob(I[i]);};

int p=m*(m-1) div 2;
matrix A[k*m][p+k*k*m];
int c(0)=0;
for (int l=1; l<=m; l=l+1) {int c(l)=c(l-1)+(m-l);};
for (int j=1; j<=k; j=j+1)
{
for (int l=1; l<=m-1; l=l+1)
{
for (int i=l+1; i<=m; i=i+1)
{
A[(j-1)*m+i, c(l-1)+i-l]=(-1)^{l-1}*J(j)[l];
A[(j-1)*m+l, c(l-1)+i-l]=(-1)^i*J(j)[i];

};
};

};
for (int l=1; l<=k*m; l=l+1)
{
for (int j=1; j<=k; j=j+1) {A[l,p+(l-1)*k+j]=I[j];};

};
module K=syz(A);
int q=size(K);
for (int i=1; i<=q; i=i+1)
{
for (int jj=1; jj<=p; jj=jj+1)
{
vector k(jj)=K[i][jj]*gen(jj);

};
vector w(i)=sum(k(1..p));

};
module om=w(1..q);
if (a==-1){return(om);};
if (a>-1)
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{
list L=mres(om,a);
return(L);

};
}

A.1.3 Calcul des champs de vecteurs multi-logarithmiques d’une courbe

La procédure suivante permet de calculer les (m−1)-champs de vecteurs multi-logarithmiques
le long d’une courbe intersection complète. La base de Θm−1

S considérée est la base (∂̂xm , . . . , ∂̂x1).
Il s’agit de déterminer (a1, . . . , am) ∈ Om

S tels que δ =
∑m
i=1 ai∂̂xi est multi-logarithmique, c’est-

à-dire tel qu’il existe b1, . . . , bk tels que :

m∑
i=1

Jiai +
k∑
i=1

bihi = 0.

Algorithme A.1.4. proc champs_curves (ideal I, int a)
{
int m=dim(std(0));
int k=size(I);
if (m-k<>1)
{"//not a curve";};

if (m-k==1)
{
matrix Jac=jacob(I);
ideal mi=minor(Jac,k,-m);
ideal A=mi,I;
module K=syz(A);
int qK=size(K);
for (int i=1; i<=qK; i=i+1)
{
for (int j=1; j<=m; j=j+1)
{ vector kk(j)=K[i][j]*gen(j);};

vector v(i)=sum(kk(1..m));
};

module derk=v(1..qK);
if (a==-1) {return(derk);};
if (a>-1)
{
list L=mres(derk,a);
return(L);

};
}

A.1.4 Variantes pour les espaces équidimensionnels

Cet algorithme est une variante de l’algorithme A.1.2 qui calcule Ωm−1(logX/C) pour une
variété générale non nécessairement intersection complète. L’idéal I est l’idéal radical de X,
et l’idéal J est l’idéal d’une intersection complète C réduite contenant X. L’entier a joue le
même rôle que dans l’algorithme A.1.2. La matrice A est plus compliquée car la condition
I ·ω ⊆ JΩm−1

S n’est plus nécessairement satisfaite. On peut adapter de même l’algorithme A.1.3
au cas des espaces de Cohen-Macaulay.
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Algorithme A.1.5. proc log_forms_cur (ideal I, ideal J, int a)
{
int m=dim(std(0)); int k=size(J); int r=size(I);
for (int i=1; i<=r; i=i+1)
{ideal J(i)=jacob(I[i]);};

matrix A[r*(m+1)][m+k*r*(m+1)];
for (int i=1; i<=r; i=i+1)
{
for (int j=1; j<=m; j=j+1)
{A[i,j]=(-1)^(j-1)*J(i)[j];};

for (int j=1; j<=k; j=j+1)
{A[i,m+k*(i-1)+j]=J[j];};

};
for (int i=1; i<=r; i=i+1)
{
for (int j=1; j<=m; j=j+1)
{
A[r+j+(i-1)*m,j]=I[i];
for (int u=1; u<=k; u=u+1)
{A[r+j+(i-1)*m, k*r+m+u+(j+(i-1)*m-1)*k]=J[u];};

};
};

module K=syz(A);
int qK=size(K);
for (int i=1; i<=qK; i=i+1)
{
for (int j=1; j<=m; j=j+1)
{ vector kk(j)=K[i][j]*gen(j);};

vector v(i)=sum(kk(1..m));
};

module om=v(1..qK);
if (a==-1)
{return(om);};

if (a>-1)
{
list L=mres(om,a);
return(L);

};
}

A.2 Exemples et conjectures

Nous regroupons dans cette partie plusieurs exemples obtenus à l’aide des algorithmes pré-
cédents. Tous les calculs ont été réalisés avec Singular.

A.2.1 Lieu singulier d’un diviseur à croisements normaux

Question 1 Soit m > 2 et D le diviseur à croisements normaux défini par h = x1 · · ·xm.
Comme D est libre, le lieu singulier X est Cohen-Macaulay et de dimension m − 2, défini par
l’idéal IX =

∑m
i=1 hiOCm où hi = x̂i.

L’espace X est-il toujours libre ?
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Pour m ∈ {2, . . . , 8}, on vérifie avec Singular que f1 =
∑m−1
i=1 hi et f2 =

∑m−1
i=1 ihm−i+1

forment une suite régulière telle que l’idéal IC = (f1, f2) est radical. Notons J(f, h) l’idéal
engendré par les mineurs maximaux de la matrice jacobienne de (f1, f2) et par h1, . . . , hm.

On vérifie alors que le module C {x1, . . . , xm} /J(f, h) est Cohen-Macaulay de dimension
m− 3, et donc X est libre.

A.2.2 Surfaces libres

Nous commençons par des exemples de surfaces quasi-homogènes. Les calculs sont réalisés
avec l’algorithme A.1.3.

Exemple A.2.1. Soit h1 = xz(x + z) et h2 = y(x + t). L’intersection complète définie par
(h1, h2) est libre. Une résolution projective de Ω2(logC) est :

0→ O10
S → O16

S → Ω2(logC)→ 0.

De plus, une résolution projective de Ω3(logC) est :

0→ O4
S → O8

S → Ω3(logC)→ 0.

Exemple A.2.2. Soit h1 = y(x+ z + t) et h2 = x(y + t). Cette intersection complète est libre
et les modules de formes différentielles multi-logarithmiques présentent les mêmes nombres de
Betti que dans le cas précédent.

Exemple A.2.3. Soit h1 = (x2 + z)t et h2 = y(t2 + z). Cette intersection complète est libre et
quasi-homogène. Des résolutions projectives des modules de formes logarithmiques sont :

0→ O10
S → O16

S → Ω2(logC)→ 0,

0→ O5
S → O9

S → Ω3(logC)→ 0.

Remarque A.2.4. On pourrait se demander si les nombres de Betti d’une surface intersection
complète quasi-homogène libre de C4 sont toujours b0 = 16 et b1 = 10. La réponse est non,
comme le montre l’exemple suivant.

Exemple A.2.5. Soit h1 = (x+ 2t+ z)(y− z)(y+ t) et h2 = t(z+ 3t)(x+ t). Cette intersection
complète est libre et homogène. Des résolutions projectives des modules de formes logarithmiques
sont :

0→ O11
S → O17

S → Ω2(logC)→ 0,

0→ O7
S → O11

S → Ω3(logC)→ 0.

Remarque A.2.6. Pour chacun des trois exemples précédents, on vérifie que dh1∧dh2
h1h2

fait partie
d’une famille génératrice minimale de Ω2(logC).

Donnons encore deux autres exemples de surfaces libres, qui ne sont pas quasi-homogènes1.

Exemple A.2.7. Soit h1 = (x2 + z)t et h2 = y(x + z). Cette intersection complète est libre.
Des résolutions projectives des modules de formes logarithmiques sont :

0→ O10
S → O16

S → Ω2(logC)→ 0,

0→ O4
S → O8

S → Ω3(logC)→ 0.

En particulier, on vérifie que dh1∧dh2
h fait partie d’une famille génératrice minimale de

Ω2(logC).
1c’est-à-dire qu’il n’existe pas (w1, . . . , wm) ∈ Nm tels que pour tout j ∈ {1, . . . , k}, hj est quasi-homogène de

poids (w1, . . . , wm).
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Exemple A.2.8. Soit h1 = x(y2 + z3) et h2 = t(x2 + yz). Cette intersection complète est libre.
Des résolutions projectives des modules de formes logarithmiques sont :

0→ O11
S → O17

S → Ω2(logC)→ 0,

0→ O8
S → O12

S → Ω3(logC)→ 0.
De nouveau, dh1∧dh2

h1h2
fait partie d’une famille génératrice minimale. On remarque que pour

cet exemple, les nombres de Betti qui apparaissent sont différents des précédents.

Exemple A.2.9. Reprenons l’exemple 6.1.36. Alors h1 = x7 − y5 + x5y3 n’est pas quasi-
homogène. On vérifie que dans ce cas, la forme dh1∧dh2

h1h2
ne fait pas partie d’une famille génératrice

minimale.

On rappelle que d’après la proposition 2.3.13, si D est un diviseur libre, dh
h fait partie d’une

base de Ω1(logD) si et seulement si D est Euler homogène.

Question 2 Soit C une intersection complète réduite2. La forme différentielle dh1∧···∧dhk
h1···hk

fait-elle
partie d’une famille génératrice minimale si et seulement si chaque équation est quasi-homogène,
pour des poids éventuellement différents d’une équation à l’autre ?

Nous terminons ce paragraphe avec une question sur la dimension projective des modules
Ωq(logC) lorsque C est une intersection complète libre.

Soit D un diviseur libre. Alors pour tout q ∈ N, le module Ωq(logD) est libre (voir théo-
rème 2.2.8). La question qui se pose est de déterminer si ce résultat possède une généralisation
dans le cas des intersections complètes libres.

L’égalité dimproj(Ωq(logC)) = k − 1 pour q ∈ {0, . . . , k − 1} est vérifiée par toutes les
intersections complètes réduites, vu que Ωq(logC) = Ω̃q = Ωq

S ⊗OS
Σ pour q 6 k − 1 par le

corollaire 3.1.16, et dimproj(Σ) = k − 1 par le lemme 3.3.10. De plus, par le théorème 3.3.7, C
est libre si et seulement si dimproj(Ωk(logC)) = k − 1.

Les exemples précédents soulèvent la question suivante :

Question 3 Si C est une intersection complète libre, l’égalité dimproj(Ωq(logC)) = k−1 est-elle
vérifiée pour tout q ∈ {0, . . . ,m− 1} ?

Remarque A.2.10. Quelle que soit l’intersection complète C considérée, on a Ωm(logC) =
1
hΩm

S , qui est donc libre.

A.2.3 Autres surfaces

Nous regroupons ici quelques exemples de surfaces qui ne sont pas libres.

Exemple A.2.11. Soit h1 = xyzt et h2 = (x+ y+ z+ t)(x− y+ z− t). L’intersection complète
définie par (h1, h2) n’est pas libre. Des résolutions projectives de Ω2(logC) et Ω3(logC) sont :

0→ OS → O11
S → O16

S → Ω2(logC)→ 0,

0→ OS → O7
S → O10

S → Ω3(logC)→ 0.

Exemple A.2.12. Soit h1 = x3t + y3 + t2 et h2 = x2 + z3. Cette intersection complète n’est
pas libre. On a :

0→ O2
S → O10

S → O14
S → Ω2(logC)→ 0,

0→ O2
S → O10

S → O12
S → Ω3(logC)→ 0.

Remarque A.2.13. Pour chacun des deux exemples précédents, la forme différentielle dh1∧dh2
h1h2

fait partie d’une famille génératrice minimale de Ω2(logC).
2Les exemples du paragraphe A.2.3 laissent à penser que l’hypothèse de liberté n’est pas nécessaire.
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A.2.4 Champs de vecteurs multi-logarithmiques des courbes quasi-homogènes

Nous avons déjà vu que si C ⊆ (C3, 0) est une courbe intersection complète quasi-homogène,
le module Der2(− logC) est engendré par les 2-champs de vecteurs

(∑3
i=1

∂hj

∂xi
∂̂xi

)
j=1,2

et par la

famille
(
wixi∂̂xj − wjxj ∂̂xi

)
16i<j63

.

Question 4 Soit C ⊆ (Cm, 0) une courbe intersection complète quasi-homogène. Le module des
(m−1)-champs de vecteurs multi-logarithmiques de C est-il engendré par

(∑m
i=1

∂hj

∂xi
∂̂xi

)
16j6m−1

et
(
wixi∂̂xj − wjxj ∂̂xi

)
16i<j6m

?

Exemple A.2.14. En utilisant l’algorithme A.1.4, on vérifie que cette propriété est vérifiée par
les courbes intersections complètes réduites suivantes :

• h1 = x3 − z2, h2 = y3 − t2, h3 = x2z − yt

• h1 = (x+ y)(t+ z), h2 = y(x+ t), h3 = (x+ y + z)(x− y + z − t)

Remarque A.2.15. Par le corollaire 3.3.21 et le théorème 6.1.33, le nombre minimal de gé-
nérateurs de Derm−1(logC) pour une courbe intersection complète quasi-homogène C est bien
m+ m(m−1)

2 .
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Delphine POL

Singularités libres, formes et résidus logarithmiques

Free singularities, logarithmic forms and residues

Résumé
La théorie des champs de vecteurs logarithmiques et
des formes différentielles logarithmiques d’une
hypersurface singulière réduite est développée par K.
Saito. Ces notions apparaissent dans l’étude de la
connexion de Gauss-Manin de certaines familles de
singularités et de leur déploiement semi-universel.
Lorsque le module des champs de vecteurs
logarithmiques est libre, l’hypersurface est appelée
diviseur libre. A.G. Aleksandrov et A. Tsikh
généralisent les notions de formes différentielles
logarithmiques et de résidus logarithmiques aux
intersections complètes et aux espaces de
Cohen-Macaulay réduits.
Nous étudions dans ce travail les formes différentielles
logarithmiques d’un espace singulier réduit de
codimension quelconque plongé dans une variété
lisse, et nous développons une notion de singularités
libres qui étend la notion de diviseurs libres. Les
résidus des formes différentielles logarithmiques
d’une hypersurface ainsi que leur généralisation aux
espaces de codimension supérieure interviennent de
façon cruciale dans ce travail de thèse. Notre premier
objectif est de donner des caractérisations de la
liberté pour les intersections complètes et les espaces
de Cohen-Macaulay qui généralisent le cas des
hypersurfaces. Nous accordons ensuite une attention
particulière à une famille de singularités libres, à
savoir les courbes, pour lesquelles nous décrivons le
module des résidus logarithmiques en termes de
multi-valuations.

Abstract
The theory of logarithmic vector fields and
logarithmic differential forms along a reduced
singular hypersurface is developed by K. Saito.
These notions appear in the study of the
Gauss-Manin connection of some families of
singularities and their semi-universal unfolding. If
the module of logarithmic vector fields is free, the
hypersurface is called a free divisor. A.G.
Aleksandrov and A. Tsikh generalize the notions
of logarithmic differential forms and logarithmic
residues to reduced complete intersections and
Cohen-Macaulay spaces.
In this work, we study the logarithmic differential
forms of a reduced singular space of any
codimension embedded in a smooth manifold,
and we develop a notion of free singularity which
extend the notion of free divisor. The residues of
logarithmic differential forms as well as their
generalization to higher codimension spaces are
crucial in this thesis. Our first purpose is to give
characterizations of freeness for complete
intersections and Cohen-Macaulay spaces which
generalize the case of hypersurfaces. We then
give a particular attention to a family of free
singularities, namely the curves, for which we
describe the module of logarithmic residues
thanks to their set of values.

Mots clés
formes logarithmiques, résidus logarithmiques,
liberté, dualité, intersections complètes, espaces
de Cohen-Macaulay, courbes.

Key Words
logarithmic forms, logarithmic residues, freeness,
duality, complete intersections, Cohen-Macaulay
spaces, curves.
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