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Chapitre 1

Introduction

Nous étudions dans ce travail les formes différentielles logarithmiques d’un espace singulier
réduit de codimension quelconque plongé dans une variété lisse, et nous développons une notion
de singularités libres qui étend aux codimensions supérieures la notion de diviseurs libres intro-
duite par K. Saito. Les résidus des formes différentielles logarithmiques d’une hypersurface ainsi
que leur généralisation aux espaces de codimension supérieure interviennent de fagon cruciale
dans ce travail de these. Notre premier objectif est de donner des caractérisations de la liberté
pour les intersections completes et les espaces de Cohen-Macaulay qui généralisent le cas des
hypersurfaces. Nous accordons ensuite une attention particuliere & une famille de singularités
libres, a savoir les courbes, pour lesquelles nous décrivons le module des résidus logarithmiques
en termes de multi-valuations.

1.1 Motivations et contexte

Soit D une hypersurface a croisements normaux d’une variété complexe lisse S, c’est-a-
dire une hypersurface localement définie par un produit de fonctions coordonnées de S. Dans
[Del70] et [Del71], P. Deligne étudie la théorie de Hodge mixte du complémentaire de D, et
met en évidence un complexe de faisceaux constitués de formes différentielles méromorphes a
poles simples le long de D dont la différentielle est aussi a poles simples. Ces formes différen-
tielles sont appelées formes différentielles logarithmiques. I1 montre en particulier un résultat de
comparaison logarithmique, c’est-a-dire que le complexe des formes logarithmiques le long de D
permet de calculer la cohomologie du complémentaire de D. La notion de formes différentielles
logarithmiques est généralisée aux hypersurfaces réduites singuliéres quelconques par K. Saito
dans [Sai75] et [Sai80]. Cette notion est apparue dans ’étude de la connexion de Gauss-Manin
de certaines familles de singularités et de leur déploiement semi-universel. Certaines propriétés
des faisceaux de formes logarithmiques d’un diviseur & croisements normaux sont conservées,
comme la cohérence ou la stabilité par différentiation. Il est & noter cependant que la propriété
de comparaison logarithmique ne s’étend pas toujours.

Une propriété remarquable du faisceau des formes différentielles logarithmiques de degré un
montrée dans [Sai80] est qu'il est réflexif, et son dual est le faisceau des champs de vecteurs
logarithmiques le long de D. Un champ de vecteurs holomorphe de S est dit logarithmique s’il
est tangent a D en ses points lisses. En particulier, dans le cas des courbes planes, cette propriété
de réflexivité entraine que les faisceaux de 1-formes différentielles logarithmiques et de champs
de vecteurs logarithmiques sont localement libres.

En revanche, pour des hypersurfaces en dimension supérieure, les faisceaux de formes différen-
tielles logarithmiques ne sont pas forcément localement libres. Les hypersurfaces pour lesquelles
ils le sont portent le nom de diviseurs libres. C’est le cas par exemple des diviseurs a croise-
ments normaux évoqués précédemment. D’autres exemples fondamentaux de diviseurs libres
sont le discriminant de la déformation semi-universelle d’une singularité isolée d’hypersurface

11



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

(voir [Sai80]), d’une intersection complete (voir [Loo84]) ou d’une courbe gauche (voir [vS95]),
ainsi que les discriminants d’actions de groupes de réflexions unitaires ou de groupes de Coxeter
(voir [Ter80b] et [Sai80, (3.19)]). Plus récemment, d’autres familles de diviseurs libres venant de
la théorie des carquois (voir [BMO06]) et des espaces préhomogenes (voir [GMS11]) ont été mises
en évidence.

La liberté d’une hypersurface peut étre caractérisée de plusieurs facons. Le critére de Saito
donné dans [Sai80] permet de déterminer si une famille donnée de 1-formes logarithmiques
(respectivement de champs de vecteurs logarithmiques) constitue une base du module des 1-
formes différentielles logarithmiques (respectivement du module des champs de vecteurs loga-
rithmiques). Une autre caractérisation donnée par H. Terao dans [Ter80a] pour le cas quasi-
homogene et par A. G. Aleksandrov dans [Ale88] pour le cas général fait intervenir le lieu
singulier et 1idéal jacobien de I’hypersurface : un diviseur singulier D d’anneau &p est libre si
et seulement si I'idéal jacobien #p C Op est Cohen-Macaulay, ce qui est équivalent au fait que
le lieu singulier muni de la structure donnée par 0p/ #p est Cohen-Macaulay de codimension
un dans D. En particulier, les seuls diviseurs libres a singularités isolées sont les courbes planes.

Généralisant la notion de résidus de Leray des formes méromorphes fermées a poles simples
le long d’un diviseur lisse, K. Saito introduit les résidus des formes différentielles logarithmiques
d’une hypersurface singuliere quelconque, dont on trouvera la définition un peu plus loin. Le
module des résidus Zp des formes logarithmiques de degré un est en particulier constitué de
fonctions méromorphes sur D. Il contient toujours ’anneau des fonctions holomorphes sur la
normalisée D de D, qui est canoniquement isomorphe a ’anneau des fonctions faiblement holo-
morphes sur D.

Lorsque les groupes fondamentaux locaux du complémentaire de D sont abéliens, K. Saito
montre dans [Sai80] que le diviseur D est a croisements normaux en dehors d’un espace analy-
tique de codimension trois dans S, ce qui implique encore que le module des résidus logarith-
miques Zp est égal & 'anneau de la normalisée. Les réciproques sont vraies et ont été montrées
en deux temps : d’abord K. Saito et D. T. Lé prouvent dans [LS84] que la deuxieéme propriété
implique la premiére, puis M. Granger et M. Schulze démontrent dans [GS14] I'implication man-
quante, & savoir, si le module des résidus est égal a ’anneau de la normalisée, alors le diviseur
est a croisements normaux en codimension un.

La question naturelle qui se pose alors est de décrire le module des résidus dans le cas général.

Nous apportons dans cette these une réponse dans le cas des courbes en donnant une descrip-
tion de I’ensemble des multi-valuations du module des résidus, qui fait I’'objet des chapitres 5
et 6. Nous relions le module des résidus au module des différentielles de Kéhler, qui sont un
ingrédient clef de la classification analytique des branches planes proposée dans [HH11]. Nous
proposons un algorithme complet de calcul des multi-valuations du module des résidus pour
deux branches, qui repose sur des bases de Grébner valuatives.

Les faisceaux de résidus logarithmiques présentent aussi un autre intérét, que nous détaillons
ci-dessous.

D. Barlet introduit dans [Bar78] les faisceaux de formes réguliéres méromorphes w% d’une
sous-variété X de dimension pure d’une variété complexe lisse. En particulier, si n est la dimen-
sion de X, le faisceau w'y est isomorphe au module dualisant de Grothendieck. D™un point de vue
analytique, les formes régulieres méromorphes peuvent étre vues comme des courants O-fermés
(voir [HP99]).

A. G. Aleksandrov montre dans [Ale90] que les faisceaux de résidus des formes différentielles
logarithmiques d’une hypersurface D sont isomorphes aux faisceaux de formes régulieres méro-
morphes. Dans le but de généraliser ces résultats a des espaces de codimension plus grande, A.
G. Aleksandrov et A. Tsikh développent la théorie des formes différentielles logarithmiques le
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long des intersections complétes réduites dans [AT01], puis le long d’espaces de Cohen-Macaulay
dans [Alel4]. Ces constructions permettent de donner des formes régulieres méromorphes une
interprétation en termes de résidus de formes logarithmiques.

Dans [Sch16], M. Schulze s’intéresse a la condition de croisements normauz de Saito. Un es-
pace réduit équidimensionnel satisfait la condition de croisements normaux de Saito si le module
des formes régulieres méromorphes de degré zéro est égal au module des fonctions faiblement
holomorphes. M. Schulze montre que cette condition caractérise sous certaines hypotheses les
diviseurs & croisements normaux en codimension un, généralisant le résultat de [Sai80] et [GS14]
que nous avons mentionné précédemment. Il introduit notamment une notion de liberté pour les
espaces Gorenstein inspirée par la caractérisation des hypersurfaces libres donnée dans [Ale88].
La définition de la liberté pour les intersections complétes apparait aussi dans [GS12].

L’un des objectif principaux de ce travail est d’approfondir la notion de liberté pour les
intersections complétes, et de I’étendre aux espaces de Cohen-Macaulay. Nous nous intéressons en
particulier aux caractérisations de la liberté qui font ’objet des chapitres 3 et 4. Une hypersurface
est libre si et seulement si les modules de 1-formes logarithmiques et de champs de vecteurs
logarithmiques sont libres. Nous montrons que la liberté des singularités Cohen-Macaulay de
codimension k est caractérisée par le fait que les généralisations de ces modules sont de dimension
projective minimale, a savoir k — 1. De tels espaces conservent de bonnes propriétés de dualité,
notamment entre le module des résidus et 1’idéal jacobien.

1.2 Définitions et notations préliminaires

Nous commengons par rappeler les définitions et résultats fondamentaux de [Sai80] concer-
nant les formes différentielles logarithmiques et les champs de vecteurs logarithmiques des hy-
persurfaces, ainsi que les définitions de leur généralisation au cas des intersections completes
données dans [Alel2] et [GS12]. Plus de détails seront donnés dans les chapitres 2 et 3. Nous
énoncerons ensuite dans la partie 1.3 les résultats principaux de ce travail.

Soit D une hypersurface d’une variété complexe lisse S de dimension m. Pour ¢ € N, on note
Q% le faisceau des formes différentielles holomorphes sur S. Il s’agit d’un faisceau localement
libre de 0's-modules, ou Og désigne le faisceau des fonctions holomorphes sur S. On note Gg le
faisceau des champs de vecteurs holomorphes sur S, qui est un faisceau localement libre de rang
m, dont le dual est le faisceau des 1-formes holomorphes.

Une forme différentielle méromorphe w est dite logarithmique le long de D si w et dw sont
toutes les deux a poles simples le long de D. Si h est une équation locale réduite de D au
voisinage d’un point p de S, comme d(hw) = dh Aw+ hdw, le faisceau Q9(log D) est aussi donné
au voisinage de p par :

1

Q(log D) = {w € N

0% dhAwe Qg“}. (1.1)

Le faisceau ! (log D) est réflexif, et son dual est le faisceau des champs de vecteurs logarith-
miques :

Der(—log D) ={6 € ©g ; 6(h) € hOs} . (1.2)

Lorsque la fibre du faisceau Der(—log D) est libre en un point p € D, on dit que D est un
diviseur libre en p. Comme les faisceaux Q!(log D) et Der(—log D) sont duaux 1'un de l'autre,
on voit immédiatement que I'un des modules est libre si et seulement si ’autre ’est aussi.

La notion de formes logarithmiques est généralisée aux intersections complétes réduites
dans [ATO01] et [Ale12]. Si C' est une intersection complete de S définie par un idéal radical ¢ en-
gendré par une suite réguliere (hi, ..., hx), on définit le faisceau des formes multi-logarithmiques
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le long de C par :

1
Q(log C) = {w € ——Q%:Vie{l,... ,k},dhAwe JCQg“}. (1.3)
hi -y Iy I

En particulier, on remarque que ﬁﬂcﬂg CQilogC), et sig<k—1,onaN(logC) =

ﬁch% (voir corollaire 3.1.16). De plus, les faisceaux hq - - - hxQ9(log C') ne dépendent que
de C, et pas du choix des équations (hi,...,hg).

La caractérisation suivante des formes différentielles multi-logarithmiques est établie dans
[Sai80] pour les hypersurfaces, et dans [ATO08] pour les intersections complétes : une forme

w € ﬁQqS est multi-logarithmique si et seulement s’il existe ¢ € Og induisant un non
L hy

diviseur de zéro dans Oc = Og/.9¢, une forme holomorphe £ € Qqsfk et une forme méromorphe

1
n e mﬂgﬂ% tels que

dhi A---ANdh
oo dm A Adhg

P E4. (1.4)

On définit alors le multi-résidu de w par resg(w) = ¢ . On note Z¢ le module des multi-
C
résidus des k-formes multi-logarithmiques, qui ne dépend pas du choix de la suite réguliere
(hi,...,hy) engendrant ..

En suivant [GS12], on définit le faisceau des k-champs de vecteurs multi-logarithmiques le
long de C' de la fagon suivante :

k
Derf(—log C) = {(5 € /\@5 ; dhy A+ Adhg(0) € ﬂc}. (1.5)

On remarque que l'inclusion 3%, (hi AP @S) C Der®(—log C) est satisfaite quelle que soit
I'intersection complete C.

Une notion de liberté pour les intersections complétes est suggérée dans [GS12]. On dit qu’une
intersection complete singuliere est libre en un point p € C' si Iidéal jacobien fZ¢,,, c’est-a-dire
'idéal de O, engendré par les mineurs maximaux de la matrice jacobienne de (hy, ..., hy), est
Cohen-Macaulay. Cette définition est clairement inspirée par la caractérisation de la liberté de
[Ale88] que nous avons déja mentionnée dans le paragraphe précédent.

1.3 Résultats principaux

Nous présentons ci-dessous les principaux résultats obtenus dans cette these.

1.3.1 Singularités libres

Considérons un germe d’intersection complete réduite C' de codimension k£ dans la variété
complexe lisse S de dimension m. Nous notons Og 'anneau des germes de fonctions holo-
morphes de S, et .Zo I'idéal radical qui définit C. Soit (hy,...,hi) C Fc une suite réguliere qui
engendre Z¢.

Le résultat principal du chapitre 3 est le théoreme 3.3.7 :

THEOREME. L intersection compléte réduite C' est libre si et seulement si le Og-module Q¥ (log C)
est de dimension projective au plus k — 1, ce qui équivaut au fait que la dimension projective est
exactement k — 1.
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La dimension projective d’'un &'s-module M est la longueur minimale d’une résolution de M
par des modules projectifs, ou libres vu que 'anneau Og est local.

En particulier, dans le cas k£ = 1, on retrouve la définition de K. Saito : une hypersurface est
libre si et seulement si son module des 1-formes logarithmiques est libre, c’est-a-dire de dimension
projective zéro. Le module des k-formes différentielles multi-logarithmiques d’une intersection
complete libre n’est pas libre, en revanche, il est de dimension projective minimale. Cette pro-
priété ainsi que notre volonté de conserver la terminologie habituelle du cas des hypersurfaces
expliquent notre choix de qualifier de "libres" de telles intersections completes.

Dans [GS12], une caractérisation par le module Der®(—log C') est donnée : une intersection
complete est libre si et seulement si la dimension projective de Derk(— log C') est inférieure ou
égale a k — 1.

Nous donnons une preuve plus précise de ce résultat et nous montrons que cela équivaut au
fait que la dimension projective de Der*(—log C') est exactement k — 1 (voir propostion 3.3.5)

Comme nous le verrons dans le chapitre 3, la démonstration du théoreme 1.3.1 pour les
intersections complétes est bien plus délicate que dans le cas des hypersurfaces. En effet, rappe-
lons que pour une hypersurface D, la liberté de Q' (log D) est clairement équivalente & la liberté
de Der(—log D) par la dualité entre ces deux modules. Si C est une intersection compleéte ré-
duite de codimension au moins deux, cette dualité n’a plus lieu. En effet, comme nous ’avons
mentionné dans le paragraphe précédent, la forme w = %dxl A -+« Adxy est une k-forme multi-
logarithmique et § = ho0y;, A+ - A Oy, est un k-champ de vecteurs logarithmiques. On remarque
que w(d) = Z—f ¢ Os.

Les modules Q¥ (log C') et Der®(— log C') satisfont une "pseudo-dualité" ("perfect pairing") qui
prend la forme suivante :

Der®(—1log C) x QF(log C) - ——— 7¢. (1.6)
hy - hy

On remarque que cette propriété ne permet pas de relier directement les dimensions projec-
tives de Der®(—log C) et QF(log C). Cependant, outre le fait qu’elle donne le lien précis entre
ces deux modules, elle est cruciale pour la preuve que nous proposons du résultat suivant (voir
proposition 3.2.17) :

Homg,, ( fc,Oc) = Zc. (1.7)

Cette proposition est une conséquence de [Sch16] et [AT01]. Nous proposons ici une preuve
directe qui n’utilise pas 'isomorphisme entre multi-résidus logarithmiques et formes régulieres
méromorphes, et qui s’inspire de la preuve de la dualité entre jacobien et résidus proposée dans
[GS14]. La dualité 1.7 est fondamentale pour la preuve du théoréme 1.3.1.

La notion de formes multi-logarithmiques est généralisée aux espaces de Cohen-Macaulay
dans [Alel4]. La définition proposée par l'auteur se généralise sans changement a tout espace
réduit équidimensionnel X. Notons .#x 'idéal radical définissant X. Il existe une suite réguliere
(fis---y fx) € Fx telle que l'intersection compléte qu’elle définit est au moins réduite le long de
X (voir lemme 4.1.1). On note .#o l'idéal engendré par (fi,..., fx) et f = f1--- fxr. Le module
des g-formes différentielles multi-logarithmiques de la paire (X, C) est défini par :

1
f

1
f

1
f

Q(log X/C) = {w € -0%L; IxwC I et dIx ANw C JCQqSH}. (1.8)

Tout espace réduit équidimensionnel X peut étre inclus dans une intersection compléte ré-
duite C' définie par un idéal radical # engendré par une suite réguliere (fi,..., fx) (voir pro-
position 4.2.1). Soit By € O I'élément défini par Bflx =1et Bfly =0,0u C = X UY est une
décomposition de C' non redondante.
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Nous proposons la définition suivante de k-champs de vecteurs multi-logarithmiques de la
paire (X,C) :

k
Der(—log X/C) = {5 € NOs; 8(Bpdfr A+ Adfy) € JX}. (1.9)

Nous montrons ensuite 'existence d’une forme de dualité analogue a (1.6) (voir proposi-

tion 4.2.12) :
1

fl"'kaC.

On notera en particulier que I’idéal qui apparait est celui de 'intersection complete.
On pose Zx,c l'idéal jacobien de C restreint a X, qui ne dépend pas de C a isomorphisme

0F(log X/C) x Der(—1log X/C) — (1.10)

prés (voir proposition 4.2.21). Il est relié & Der*(—log X/C) par la suite exacte suivante :

k
0 — Der®(—log X/C) —>/\@5—> Ixc— 0. (1.11)

Nous généralisons dans la proposition 4.2.17 la dualité (1.7) de la fagon suivante, ou Ex)c
désigne le module des multi-résidus de la paire (X, C') (voir (1.18)), et wx est le module dualisant
de X :

HOII]/;C (/X/Ca ﬁc) = Homﬁx (/X/C,wx) = %X/C (1.12)

Pour définir la liberté en s’inspirant de la caractérisation par 1'idéal jacobien de [Ale88], nous
devons d’abord choisir un des idéaux jacobiens associés a un espace réduit X de codimension k,
que nous supposons dorénavant Cohen-Macaulay. En effet, plusieurs notions d’idéaux jacobiens
apparaissent : si (h1,...,h,) engendre .#x, nous pouvons considérer l'idéal jacobien #x C Ox
engendré par les mineurs k X k de la matrice jacobienne de (hi,...,h,), ou bien I'idéal jacobien
restreint _#Zy,c que nous venons de définir, ou encore le w-jacobien #§ dont on trouvera la
définition en 4.2.32. Ces trois notions ne coincident pas forcément, méme a isomorphisme pres,
comme le montre 'exemple 4.2.35. Si X est Gorenstein, les idéaux #x,c et Z¥ sont isomorphes
(voir proposition 4.2.34).

Dans la mesure ou Iidéal jacobien restreint #x,c est naturellement relié a Derk(— log X/C),
nous proposons la définition de liberté suivante (voir définition 4.2.19 et proposition 4.2.21) :

Définition. Soit X un espace réduit de Cohen-Macaulay. Soit C' une intersection compléte ré-
duite qui le contient, el Zx,c lidéal jacobien de C restreint a X. On dit que X est libre si l'idéal
Ix/c est Cohen-Macaulay. Cette notion ne dépend pas du choiz de l'intersection compléte C
contenant X.

Nous montrons dans ce travail que les caractérisations de la liberté dont nous disposons
dans le cas intersection compléte se généralisent aux espaces de Cohen-Macaulay (voir théo-
reme 4.2.22).

Un exemple fondamental de singularités libres est donné par les courbes réduites, qui font
I’objet du second axe d’étude de ce travail.

1.3.2 Cas des courbes

Soit C une courbe réduite de normalisation C. Grace & [Sch16, Proposition 4.11], si I'inclusion
ﬁa C Zc est une égalité, cela implique que la courbe est a croisements normaux. La question
qui se pose est de décrire le module des résidus pour des courbes plus générales.

Le calcul des formes différentielles multi-logarithmiques le long d’une intersection complete
ou d’un espace de Cohen-Macaulay n’est pas simple. On peut les calculer par exemple & ’aide
de SINGULAR ([DGPS15]), pour lequel nous proposons des algorithmes dans I’annexe A.
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Nous donnons un moyen explicite de déterminer les multi-valuations du module des résidus
d’une courbe Gorenstein réduite (éventuellement réductible) a partir des multi-valuations de
I’idéal jacobien, qui généralise la symétrie du semigroupe des courbes Gorenstein.

L’énoncé de ce théoreme demande quelques notations. Si I est un idéal fractionnaire, on note
IV = Homyg,, (I, Oc). On note val(I) I'ensemble des multi-valuations de I (voir définition 5.1.1).
Pour i € {1,...,p}, on pose A;(v,I) = {a €val({) ; o; =v; et Vj # 1,05 > v;}. Notre théo-
réme, qui généralise le théoreme de symétrie de [DAIM88], s’énonce de la fagon suivante (voir
théoreme 5.2.1) :

THEOREME. Soit C' une courbe Gorenstein réduite a p branches de conducteur -y, et I un idéal
fractionnaire. Alors pour tout v € ZP, on a :

P
veval(lV) < (JAily—v-1,1)=0. (1.13)
i=1

Grace a la dualité (1.7), ce théoréme permet de relier les multi-valuations du module des
résidus et celles de 1'idéal jacobien pour les courbes Gorenstein. Ce théoréme a inspiré une
généralisation que 'on peut trouver dans [KTS15] et qui assure en particulier que si la courbe
n’est pas Gorenstein, une propriété de symétrie analogue s’observe entre les multi-valuations
d’un idéal fractionnaire et son dual au sens des espaces de Cohen-Macaulay, qui implique le
module dualisant (voir théoreme 5.2.22).

Dans le cas ou C est une intersection compléte, nous montrons par l'intermédiaire de notre
théoreme 5.2.1 que les multi-valuations du module des résidus Z¢ et celles des différentielles de
Kiéhler QF (voir définition 6.1.1) se déterminent mutuellement (voir corollaire 6.1.4) :

Proposition. Soit C' une courbe intersection compléte réduite a p branches de conducteur .
Alors pour tout v € ZP on a :

veval(Zo) = LPJ Ai(—v,Q8) = 0. (1.14)

i=1

En utilisant entre autres (1.13) et (1.14), nous déterminons explicitement une résolution
libre de Q™ 1(log C) pour les courbes intersection compléte quasi-homogenes de C™ (voir théo-
reme 6.1.33 et corollaire 6.1.34) :

THEOREME. Soit C' une courbe intersection compléte réduite de C™. On suppose que C est

quasi-homogéne et que m est la dimension de plongement de C. Alors les nombres de Betti de
Om=l(log C) sont :

N (o1 ) L v RN e R

Cette propriété des courbes intersections complétes quasi-homogenes ne se généralise pas
aux courbes Cohen-Macaulay, comme le montre ’exemple de la courbe gauche irréductible de
paramétrage (t3,t4,t5) (voir exemple 5.2.20). De plus, le nombre de générateurs de Q™! (log C)
pour des courbes non quasi-homogenes semble expérimentalement augmenter par rapport au cas
quasi-homogene (voir exemple 6.1.36).

Intéressons-nous maintenant aux courbes planes, qui sont, rappelons-le, des diviseurs libres.
Cela signifie en particulier que deux résidus suffisent a engendrer le module des résidus.
Pour une courbe irréductible, le calcul des valuations du module des résidus utilise des al-

gorithmes de base standard valuatives (voir [HHO7]). Nous proposons un algorithme pour les
courbes a deux branches qui repose en partie sur ’algorithme pour une branche. Cet algorithme
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est assez technique, la difficulté venant du fait que les multi-valuations ne forment pas un en-
semble totalement ordonné pour les courbes a au moins deux branches. Par ailleurs, I’algorithme
que nous proposons pour deux branches ne semble pas pouvoir se généraliser a trois branches
ou plus, la structure de I’ensemble des multi-valuations semblant alors plus complexe.

Une question naturelle est de déterminer le comportement du module des résidus lorsqu’on
déforme une courbe plane.

Dans la mesure ot nous nous intéressons en particulier aux multi-valuations de ce module,
il est naturel de regarder des déformations équisinguliéres, pour lesquelles on dispose d’une
déformation du paramétrage. Cela nous amene a considérer la stratification de la base d’une
déformation équisinguliére par les multi-valuations du module des résidus (voir définition 6.3.17).
Nous montrons qu’elle est finie, constructible et qu’elle raffine la stratification par le nombre de
Tjurina (voir propositions 6.3.18 et 6.3.20).

Par le corollaire 6.1.4, la stratification par les multi-valuations du module des résidus coincide
avec la stratification par les différentielles de Kéhler. Les valuations des différentielles de Kéhler
interviennent pour déterminer si deux branches planes avec un paramétrage "normal" sont ana-
lytiquement équivalentes (voir [HH11] pour une branche et [HHH15] pour deux branches). En
particulier, cela montre que pour les courbes planes, le module des résidus est relié & un module
présentant un véritable intérét en théorie des déformations.

1.4 Contenu détaillé de la theése

Nous présentons ci-dessous les principaux objectifs des différents chapitres de cette thése.

1.4.1 Chapitre 2

Nous commencons par rappeler les définitions et propriétés des formes différentielles logarith-
miques de [Sai80] que nous utilisons ou généralisons dans les chapitres suivants. On s’intéresse
en particulier & la notion de liberté et aux différentes caractérisations dont on dispose. En plus
des caractérisations que nous avons déja mentionnées dans les paragraphes précédents, signa-
lons la caractérisation de [BC13] : un diviseur D défini par une équation réduite h est libre si
et seulement si I'idéal engendré par h et ses dérivées partielles est parfait (voir définition 2.2.18
et proposition 2.2.20). Dans le cas particulier des surfaces, la liberté se caractérise par la sa-
turation de 'idéal engendré par I’équation h et ses dérivée partielles (voir définition 2.2.21 et
proposition 2.2.23). Cette caractérisation de la liberté intervient dans [DS14] pour I’étude des
courbes projectives planes.

Les résidus logarithmiques sont au cceur de la caractérisation des diviseurs a croisements
normaux donnée dans [GS14] : le module des résidus des 1-formes logarithmiques de D est égal
a ’anneau de la normalisée de D si et seulement si D est a croisements normaux en codimension
1. Nous rappelons quelques ingrédients de la preuve de ce résultat qui nous serons utiles dans
les chapitres suivants.

Nous terminons ce chapitre en décrivant une autre interprétation des modules de résidus
logarithmiques : ils sont isomorphes aux modules des formes régulieres méromorphes définis
dans [Bar78]. Cet isomorphisme fait ’objet d’un théoréme de [Ale90]. Nous reviendrons sur les
formes régulieres méromorphes dans le chapitre 4.

1.4.2 Chapitre 3

Ce chapitre est consacré a 1’étude des formes différentielles multi-logarithmiques d’une in-
tersection compléte.

Nous commencgons par donner les définitions des formes différentielles multi-logarithmiques
et de leurs résidus proposées dans [Ale12]. On précise la dépendance de ces définitions quant au
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choix des équations (hq,...,hy) définissant l'intersection compléte C (voir propositions 3.1.10
et 3.1.21), et nous montrons que 'on peut supposer que m est la dimension de plongement de
C sans changer les modules des multi-résidus Z¢, (voir corollaire 3.1.26).

Les modules des multi-résidus %}, ne dépendent que de P'intersection complete C, et pas du
choix des équations (voir proposition 3.1.21). En particulier, il est prouvé dans [ATO01] que les
modules de multi-résidus ¢, sont isomorphes aux modules des formes réguliéres méromorphes
w¢ (voir définition 2.3.25 et théoréme 3.1.40).

La propriété suivante est une conséquence de [Sch16, Proposition 2.1] et de 'isomorphisme
entre Z¢ et le module w?. On note C' la normalisation de C. On a (voir proposition 3.1.28) :

ﬁa C Zc.

Nous en proposons une preuve directe qui s’inspire de la preuve de [Sai80] pour les hyper-
surfaces.

Dans les articles [AT01] et [AT08], une variante de la définition donnée par (1.3) est proposée.
Au lieu de considérer des formes différentielles a poles simples le long de 'hypersurface définie
par hj---hg, les auteurs autorisent des pdles d’ordre arbitraire. Notons Q94(xD;) le faisceau
des g-formes méromorphes a poles d’ordre arbitraire le long du diviseur défini par [, h;. La
définition proposée dans [ATO01] est :

k
Q9(log C) = {w € QD) ; Vie{l,... k},dhAwe ZQW(*E)} (1.15)
i=1

ot D est le diviseur défini par h = [T, h;.
Le lien entre les modules Q4(log C') et Q%(log C) est le suivant (voir proposition 3.1.33) :

k
Qi(log C) = N¥(log C) + ZQ%(*Z/)\@)
i=1

Chacune des deux définitions a des avantages et des inconvénients. La définition donnée
par (1.3) a 'avantage de fournir des modules de type fini, mais il n’y a pas de stabilité par
différentiation, contrairement aux modules introduits par (1.15), mais ces derniers ne sont pas
de type fini.

Nous montrons que lorsqu’une suite réguliére (hq, ..., h) engendre un idéal radical, le module
des 1-formes différentielles logarithmiques satisfait la propriété de décomposition suivante, ou
D; est 'hypersurface définie par h; (voir proposition 3.1.45) :

Q'(log D) = Q' (log D1) + - - - + Q' (log Dy,).

En particulier, dans le cas k = 2 et D libre, cela implique par [AF13, Theorem 2.12] que le
diviseur est splayed (voir définition 3.1.47).

Nous nous intéressons ensuite au module des k-champs de vecteurs multi-logarithmiques
défini en (1.5). Nous comparons ce module au module Der(—log C) A A¥~1 ©g, ot Der(—log C)
est le module des champs de vecteurs tangents a C' en ses points lisses (voir définition 3.2.5).

Nous montrons que :
k—1

Der(—1log C) A /\ Og C Derf(—1log C) (1.16)
et que de plus, cette inclusion peut étre stricte (voir proposition 3.2.6 et exemple 3.2.10).

Nous montrons ensuite la proposition 3.2.13 qui relie les modules Q¥ (log C) et Der*(—log C),
dont la preuve s’inspire de la preuve de [Sai80, (1.6, ii)], puis nous utilisons ce résultat pour
proposer une preuve de la dualité (1.7) entre les multi-résidus logarithmiques et 'idéal jacobien
qui généralise la preuve de [GS12, Proposition 3.4].
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Le reste de ce chapitre est consacré a la démonstration des différentes caractérisations de la
liberté (voir propositions 3.3.2, 3.3.4, 3.3.5 et théoreme 3.3.7). Soit J(h) 'idéal de s engendré
par hi,...,h; et les mineurs maximaux de la matrice jacobienne de (hq,...,hy). Les proposi-
tions 3.3.2 et 3.3.4 donnent respectivement une caractérisation de la liberté par la perfection de
J(h), et pour les surfaces par la saturation de 'idéal J(h). Les preuves sont essentiellement les
mémes que dans le cas des hypersurfaces.

La preuve de la proposition 3.3.5 repose sur le lemme de la profondeur qui relie les pro-
fondeurs des modules d’une suite exacte courte, et la formule d’Auslander-Buchsbaum qui relie
profondeur et dimension projective. La preuve du résultat principal de ce chapitre, a savoir le
théoreme 3.3.7, est plus longue et plus complexe que la preuve de la proposition 3.3.5. La preuve
du théoreme 3.3.7 fait intervenir des suites spectrales et des complexes de Koszul qui permettent
d’étudier précisément la suite exacte longue obtenue en appliquant le foncteur Homg, (—, Os)
a la suite exacte courte

1
0= I = QH(log ) = % — 0. (1.17)
o

1.4.3 Chapitre 4

Nous généralisons ici les résultats du chapitre 3 aux espaces de Cohen-Macaulay.

Nous commengons par rappeler que tout espace réduit équidimensionnel X est inclus dans
une intersection compléte de méme dimension qui est réduite au moins le long de X (voir
lemme 4.1.1). Une version plus forte de cet énoncé est donnée dans la proposition 4.2.1, dans
laquelle l'intersection complete est cette fois-ci réduite, et pas seulement le long de X.

Soit une suite réguliere (f1,...,fr) € Fx telle que l'intersection complete C' définie par
I'idéal Zo engendré par fi,..., fr est réduite au moins le long de X.

Siw € Q9(log X/C') (voir définition donnée par (1.8)), il existe g € g induisant un non

diviseur de zéro de Ox = Os/ Ix, £ € Q%_k et n e ?JCQ% tels que :
dfi A---Ad
w:flffk/\ern. (1.18)

On définit alors le multi-résidu de w par resy/c(w) = ¢ . On note #% e le module des
9lx
multi-résidus des (k + ¢)-formes multi-logarithmiques de (X,C). Les modules %% Jc sont iso-

morphes aux formes réguliéres méromorphes w¥%, et en particulier, ils ne dépendent que de X.
Une preuve de ce résultat est esquissée dans [Alel4, Theorem 10.2]. Nous en détaillons ici la
preuve, qui utilise la caractérisation de w% par des symboles résidus proposée dans [Ker84, (1.2)],
et le théoreme de Wiebe que 1'on peut trouver par exemple dans [Kun86].

Considérons maintenant une intersection complete réduite C' contenant X. La forme fonda-
mentale g de X (voir notation 4.2.4) nous permet de donner une caractérisation des formes
multi-logarithmiques de la paire (X, C') qui généralise la caractérisation (1.4) du cas intersection
compleéte (voir proposition 4.2.6) :

Proposition. Soit w € ﬁ(l% Alors w € Qi(log X/C) si et seulement s’il existe g € Og
mduisant un non diwviseur de zéro de O¢, & € Qgﬁk, etn e ﬁ? tels que

gw = %/\54—77. (1.19)

De plus, avec cette écriture, resx/c(w) = =
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Nous montrons ensuite la proposition 4.2.12 qui relie les k-formes multi-logarithmiques aux
k-champs de vecteurs multi-logarithmiques, ainsi que la proposition 4.2.17 qui donne la dualité
entre l’idéal jacobien restreint et le module des multi-résidus. Nous nous intéressons ensuite
aux caractérisations de la liberté (voir définition 4.2.19), qui nous donnent finalement le théo-
reme 4.2.22 :

THEOREME. Soit X un espace réduit Cohen-Macaulay de dimension n dans une variété ana-
lytique complexe lisse S de dimension m. On note Ix = (hy,...,h,) lidéal radical qui définit
X. On note k = m — n la codimension de X dans S. Soit C une intersection compléte réduite
définie par (fi,..., fr) qui contient X. Les propositions suivantes sont équivalentes :

~

. X est libre (c’est-a-dire Zxc est Cohen-Macaulay),
2. Ox| Ixjc est Cohen-Macaulay de dimension n — 1,

3. lidéal J(f,h) engendré par les mineurs k x k de la matrice jacobienne de (fi,..., fi) et
les équations (hi,...,h,) est un idéal parfait de codimension k + 1 dans Ofg,

4. dimproj (Derk(—logX/C)) <k-—-1,

5. dimproj (Derk(— log X/C’)) =k—-1,

6. dimproj (Qk(logX/C’)> <k-1,

7. dimproj (Qk(log X/C')) =k—1,

8. dimproj (Qk(log X/C)) = dimproj (%X/C>;

9. Zx,c est Cohen-Macaulay et Homg (%X/C,wx) = Ix/c-

St X est une surface, on peut ajouter :

10. J(f,h) est saturé.

Nous montrons dans la proposition 4.2.29 que Extlggl (Qk(log X/C), ﬁg) est isomorphe a

Der®(— log X/C’)/(Zle fi@g), et que Ext%gl <Derk(— log X/C), ﬁg) est isomorphe & Zx.

Nous terminons ce paragraphe en comparant les différentes notions d’idéal jacobien dont
on dispose. Dans le cas d'un espace X Gorenstein, nous montrons que 1’idéal jacobien restreint
x/c est isomorphe au w-jacobien (voir définition 4.2.32 et proposition 4.2.34). On donne un
exemple de courbe Cohen-Macaulay non Gorenstein pour laquelle le w-jacobien, I’idéal jacobien
restreint _Zx,c et I'idéal engendré par les mineurs k x k de la matrice jacobienne de (h1,...,hy)
sont deux a deux distincts (voir exemple 4.2.35).

1.4.4 Chapitre 5

Nous nous intéressons a présent aux multi-valuations des idéaux fractionnaires des courbes.

Soit C' = C1U---UC), une courbe réduite avec p composantes irréductibles. La normalisation
de cette courbe fournit une désingularisation de C, d’anneau

Oz=C{t1} & - & C{t,}.

On en déduit une application de valuation le long de chacune des branches : si g € O¢ et
i €{1,...,p}, la valuation val;(g) de g le long de la branche C; est 'ordre en ¢; de I'image de g
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dans C{t;} obtenue a partir de 'inclusion O¢ — O - Dans le cas ou la restriction de g & Cj est
nulle, on pose val;(g) = co. La multi-valuation de g est alors le p-uplet

val(g) = (vali(g),...,valp(g)) € (ZU {oo})’.

On étend la définition de multi-valuations & 'anneau total des fractions .#¢ de O¢ en
posant pour ¢ € .#¢, val (¢) = val(a) — val(b). Soit I un idéal fractionnaire de C, c’est-a-dire un
sous Og-module de type fini de .#Z¢- qui contient un non diviseur de zéro. Les multi-valuations
des non diviseurs de zéro de I suffisent a déterminer toutes les multi-valuations de I (voir
proposition 5.1.15). On note val(I) I'ensemble des multi-valuations des non diviseurs de zéro
de I.

Notre objectif est de relier les multi-valuations d’un idéal I avec celle de son dual V.

Dans le cas d’une courbe irréductible, on montre facilement que pour tout idéal fractionnaire
I d’une courbe Gorenstein C de conducteur , la propriété de symétrie suivante est satisfaite :

veval(lV) <= v—v—1¢val(l). (1.20)

En particulier, pour I = O¢, comme 0% = O¢, on retrouve la symétrie du théoréme de
Kunz 5.1.23. Ce dernier assure que cette symétrie est vérifiée par O¢ si et seulement si la courbe
C' est Gorenstein.

Dans le cas d’une courbe réductible, on dispose aussi d’une caractérisation des courbes
Gorenstein par 'intermédiaire du semigroupe val(0¢) de la courbe. Le théoréeme de Delgado
assure qu’une courbe C est Gorenstein si et seulement si la symétrie (1.13) est satisfaite par ¢
(voir théoreme 5.1.28).

L’objectif de ce chapitre est de montrer que pour les courbes Gorenstein, la symétrie (1.13)
est satisfaite pour tout idéal fractionnaire I de C, ce qui nous donne le théoreme 5.2.1.

Pour v € Z et I un idéal fractionnaire de C, on pose A(v,I) = J_; A;(v,I). L’implication
v eval(lV) = A(y —v—1,I) = () se montre facilement pour toute courbe réduite non néces-
sairement Gorenstein, en utilisant l'inclusion I - IV C O¢ et le fait que A(y — 1, 0¢) = 0 (voir
proposition 5.2.7).

La réciproque est quant a elle plus difficile. On pose
V={velZl; A(y—v-11)=0}. (1.21)

Grace a 'implication =, nous savons que cet ensemble ¥ contient les multi-valuations de IV.
Notre objectif est donc de montrer qu’il ne contient pas d’autres éléments. L’ingrédient essentiel
de notre preuve est un comptage de la dimension de certains quotients d’idéaux fractionnaires
a partir des multi-valuations (voir corollaire 5.2.12). Grace a ce comptage combinatoire, nous
montrons que l'existence d’un élément w(® € ¥\val(I V) entraine des conséquences numériques
(voir lemme 5.2.14 et proposition 5.2.15) qui sont incompatibles si la courbe est Gorenstein.

Cette symétrie est illustrée par ’exemple 5.2.19, ol nous comparons les multi-valuations
de l'idéal jacobien Zc et du module des résidus Z¢ d’une courbe plane. Rappelons que par la
proposition 3.2.17, # = Zc¢. Nous donnons ensuite un exemple de courbe non Gorenstein pour
laquelle le module des multi-résidus défini dans le chapitre 4 vérifie une propriété de symétrie avec
son dual, ce qui montre que la symétrie pour le module des résidus ne permet pas de caractériser
les courbes Gorenstein. Dans le paragraphe 5.2.7, nous donnons 1’énoncé de symétrie de [KTS15]
qui fait intervenir le module dualisant et des anneaux dits "admissibles".

Nous terminons ce paragraphe par une conséquence de notre théoréeme 5.2.1 sur les coeffi-
cients de séries de Poincaré. Soit C' une courbe réduite Gorenstein, et I un idéal fractionnaire.
On pose pour v € ZP ¢r(v) = dimg I, /Iy41 ou I, = {g € I ; val(g) > v}. La série de Poincaré
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de I est alors ’élément de 1’ensemble des séries de Laurent formelles Z[[t !, . .. ,t;l, t, ..y tpl]
défini par :

Li(ty, ... tp) =Y cr(v)t’. (1.22)

VELP

On consideére Pr(t) = L(¢) [[Y_;(t; — 1). On montre que P; est un polynéme (voir propo-
sition 5.2.26). Nous montrons que le théoréme de symétrie 5.2.1 implique la propriété suivante
(voir proposition 5.2.28) :

1 1
Pp(t)y=(-D)P0pP | =, .
t t
Nous terminons par un exemple pour lequel nous détaillons le calcul du polynome P 4. (voir
exemple 5.2.29).

1.4.5 Chapitre 6

Nous étudions en détails le module des multi-résidus des courbes dans ce chapitre.

Dans le paragraphe 6.1, nous montrons la proposition 6.1.3 et le corollaire 6.1.4 qui relient
multi-résidus, idéal jacobien et différentielles de Kéhler pour les intersections complétes, et nous
déterminons explicitement une résolution libre de Z¢ et Q™ !(log C') pour les courbes intersec-
tions compleétes quasi-homogenes (voir théoremes 6.1.29 et 6.1.33). Nous en déduisons un exemple
d’intersection complete pour laquelle les formes différentielles logarithmique du diviseur associé
a la suite réguliere considérée ne suffisent pas a obtenir tous les multi-résidus de l'intersection
complete (voir proposition 6.1.38). Nous donnons ensuite une caractérisation des arrangements
de droites plans qui fait intervenir le module des multi-résidus (voir proposition 6.1.40).

Dans les paragraphes suivants, on s’intéresse au module des résidus des courbes planes. Soit
C une courbe plane, et p le nombre de composantes irréductibles de C. Nous déterminons le
"conducteur” du module des résidus, qui est 1ié aux multiplicités mU) des composantes irréduc-
tibles C; de la courbe C' (voir proposition 6.2.3) :

Ve = — (m<1>, y .,m(P>) +1. (1.23)

Nous caractérisons ensuite les diviseurs de zéro des idéaux fractionnaires Zc et Z¢ (voir
proposition 6.2.4 et 6.2.7).

La dimension de la torsion du module Qlc est 7, le nombre de Tjurina. Ce résultat est di a
O. Zariski (voir [Zar66]). Nous proposons ici une preuve de ce résultat qui utilise le module des
résidus logarithmiques (voir paragraphe 6.2.3).

Dans le paragraphe 6.2.4, nous proposons des algorithmes pour calculer les valuations du
module des résidus pour certaines courbes planes. Le premier vient de [BGMS88], et concerne la
déformation équisinguliere de 2% — 4 pour a et b premiers entre eux. Plus généralement, pour
les courbes irréductibles, on peut utiliser I’algorithme proposé dans [HHO7]. Nous proposons un
algorithme de calcul des multi-valuations pour deux branches, qui utilise ’algorithme du cas
irréductible. Nous illustrons ensuite le fonctionnement de cet algorithme sur un exemple (voir
exemple 6.2.4).

Le dernier paragraphe 6.3 est quant a lui consacré a ’étude du comportement des multi-
valuations du module des résidus dans une déformation équisinguliéere de courbes planes.

L’hypothese d’équisingularité ne suffit pas a avoir une déformation d’une famille génératrice
du module des résidus. Ce probleme est résolu en considérant une déformation admissible de la
courbe plane. Le foncteur de déformation admissible est introduit dans [Tor13] comme le foncteur
approprié a I’étude de déformations de diviseurs libres, et dans le cas des courbes planes, les
déformations admissibles se caractérisent a I’aide du nombre de Tjurina (voir proposition 6.3.14).
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Dans le reste de ce chapitre, nous donnons des propriétés de la stratification par les ré-
sidus (voir propositions 6.3.14 et 6.3.20) et nous la comparons a d’autres stratifications. Par
I'intermédiaire d’exemples, nous montrons qu’elle ne satisfait pas forcément la condition de
frontiére (voir exemple 6.3.22), et qu’elle ne semble pas avoir un lien clair avec la b-fonction
(voir exemple 6.3.24).

1.4.6 Annexe

Nous proposons des algorithmes a utiliser sous SINGULAR, ainsi que des exemples d’utilisa-
tions de ces algorithmes.

L’algorithme A.1.1 permet de déterminer si une suite de fonctions (hq, ..., hy) définit une
intersection complete libre, et si tel n’est pas le cas, I’algorithme indique quelle hypothése n’est
pas vérifiée. Les algorithmes A.1.2 et A.1.3 permettent de calculer une résolution projective du
module respectivement des (m — 1)-formes multi-logarithmiques et des (m — 2)-formes multi-
logarithmiques. En particulier, ils fournissent une famille génératrice de ces modules. Nous en
proposons ensuite une variante pour le cas non intersection compléte.

Ces algorithmes fonctionnent bien sur des fonctions assez simples, mais les calculs sont
rapidement plus difficiles & gérer lorsque les exemples se compliquent.

Nous donnons ensuite quelques exemples, qui soulevent des questions. On se demande si le
lieu singulier d’un diviseur a croisements normaux défini par h = x1 - - - z,, est libre au sens des
espaces de Cohen-Macaulay. Cette propriété se vérifie expérimentalement pour m allant de 2
a 8.

Nous nous intéressons ensuite a des exemples de surfaces. Nous donnons des exemples de
surfaces intersections complétes libres quasi-homogenes de C* pour lesquels les nombres de
Betti sont différents. De plus, dans le cas ou les équations sont toutes quasi-homogénes, de
poids éventuellement différents, on remarque sur tous les exemples considérés que la forme
fondamentale fait partie d’une famille génératrice minimale du module des formes différentielles
multi-logarithmiques.



Conventions et notations

Nous regroupons ici quelques notations générales dont nous ferons usage dans la suite. Toutes
les variétés que nous considérons dans cette thése sont des variétés complexes.

S variété complexe lisse de dimension m > 1
D hypersurface (diviseur) de S
C intersection complete de S de codimension k, ou courbe
X espace réduit équidimensionnel de dimension n de S
Ox anneau des fonctions holomorphes d’un espace X
Ix idéal des fonctions qui s’annulent le long de X
M faisceau des fonctions méromorphes sur X
Ol faisceau des g-formes différentielles holomorphes sur S
Q4(xD) faisceau des ¢-formes différentielles a poles d’ordre arbitraires le long de D
QD) faisceau des g-formes différentielles a poles simples le long de D
A produit extérieur des formes différentielles
d différentielle de de Rham des formes différentielles
Og faisceau des champs de vecteurs holomorphes sur S
is(w) produit intérieur d’une forme différentielle w par un champ de vecteur &
w(d),6(w)  évaluation d’'une k-forme différentielle w sur un k-champ de vecteur §
X normalisation de X
Cx idéal conducteur de & 5 sur Ox
prof;(M)  profondeur du module M dans l'idéal I
prof (M)  profondeur du module M dans I'idéal maximal m
dimproj(M) dimension projective de M
7] cardinal de I’ensemble I
Al transposée de la matrice A

det(A) déterminant de la matrice A
Hi(7°*) g-iéme groupe de cohomologie du complexe (.#*)
(I:J)a transporteur de J dans I relativement a I’anneau A
sgn(i —j)  signe de la différence i — j
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Chapitre 2

Préliminaires sur les diviseurs libres

L’objectif de ce chapitre est de présenter les définitions et résultats concernant les formes
différentielles logarithmiques et leurs résidus qui seront utilisés ou généralisés dans les chapitres
suivants. On renvoie a [Sai80] pour plus de détails.

Les aspects de la théorie qui nous intéressent sont surtout les caractérisations de la liberté,
que nous généralisons pour la plupart dans les chapitres 3 et 4, et les résidus logarithmiques,
qui font ’objet du chapitre 6.

Nous donnons aussi le théoreme de caractérisation des diviseurs a croisements normaux en
codimension un (voir théoréme 2.3.14), et nous rappelons quelques éléments de preuve de [GS14]
qui nous seront utiles dans la suite. Plusieurs résultats d’algebre commutative sont rappelés dans
ce chapitre.

2.1 Champs de vecteurs logarithmiques et formes logarithmiques

2.1.1 Formes différentielles logarithmiques

Définition 2.1.1. Soit U un domaine de C™, et D C U une hypersurface réduite' définie par
une équation h(x) = 0 avec h holomorphe sur U. Soit w une q-forme méromorphe sur U a poles
au plus le long de D. On dit que w est logarithmique si hw et hdw sont holomorphes sur U.

Exemple 2.1.2. Considérons par exemple la courbe plane D de C? définie par h(z,y) = 2> —y".
Cette courbe est quasi-homogéne? de degré 21 pour les poids (7, 3). La forme différentielle % =
M est a poles simples le long de D, et d (%) =0, donc d (%) est & podles simples le
long de D. On en déduit que % est logarithmique le long de D.

Considérons a présent la forme wy = M. On remarque que la forme wy s’obtient en
considérant le produit intérieur de dx A dy par le champ de vecteurs x = 7z0, + 3yd,. Ce champ

de vecteur est appelé champ d’Euler de D (voir remarque 2.1.17).
On vérifie que

10dz Ady 21(z3 — yT)dz A dy ~ —1ldz Ady
h h? N h '

La forme wy est donc logarithmique. Nous reviendrons sur cet exemple dans la suite.

dwo =

Remarque 2.1.3. On vérifie que quel que soit le diviseur D, les formes différentielles holo-

morphes et o sont logarithmiques.

!Dans toute la suite, on dit que X est un espace réduit défini par (h1,...,hr) silidéal engendré par hi,..., hy
est 'idéal radical qui définit X.

2Une équation polynomiale h(z1,....2m) = ai,..., Z-mx? - xlm est dite quasi-homogéne de degré d pour les
poids (w1, ..., wm) si pour tout (i1,...,im) tel que as;,...4,, # 0, Z;’;l i;w; = d.

27



28 CHAPITRE 2. PRELIMINAIRES SUR LES DIVISEURS LIBRES

Remarque 2.1.4. La définition 2.1.1 ne dépend pas du choix de I’équation h. En effet, si f
est une autre fonction holomorphe réduite sur U définissant D, alors il existe une fonction
holomorphe inversible u sur U telle que f = wuh, et donc hw et hdw sont holomorphes si et
seulement si fw et fdw sont holomorphes.

La proposition suivante montre que toute forme différentielle logarithmique peut se ramener
aux exemples de la remarque 2.1.3 par multiplication par une fonction holomorphe g telle que
dim DN g1 (0) < m — 2.

Proposition 2.1.5 ([Sai80, (1.1)]). Soit U un domaine de C™, et D C U une hypersurface
définie par une équation h(x) = 0 avec h holomorphe sur U et réduite. Soit w une q-forme
méromorphe sur U a poles au plus le long de D. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. w est logarithmique,
2. hw et dh A w sont holomorphes sur U,

3. il existe une fonction holomorphe g, une (q — 1)-forme différentielle holomorphe & et une
q-forme différentielle holomorphe 1 sur U telles que dim D N g~ *(0) < m — 2 et

dh
ngﬁ/\f—f—n (2.1)

4. il existe un sous ensemble analytique A C D de dimension m—2 tel que pour tout p € D\ A,
il existe un germe de (q — 1)-forme holomorphe & et un germe de q-forme holomorphe n en

P )
p tels que le germe de w en p soit égal a o ANE+.
Remarque 2.1.6. L’élément g apparaissant dans le troisieme point de la proposition 2.1.5 peut
étre choisi dans 'idéal engendré par les dérivées partielles de h (voir [Sai80, Preuve de (1.1)]).

Exemple 2.1.7. Afin d’illustrer le quatriéme point de la proposition précédente, nous reprenons
I'exemple de la courbe D définie par h(z,y) = 2> — y”. Nous avons vu dans I'exemple 2.1.2 que
les formes % et wg = M sont logarithmiques.

Il est clair que la forme d—,f s’écrit sous la forme (2.1), pour g =1, =1et n=0.

Concernant wy, remarquons que :

3x2dx — Ty8d —21y7 4+ 2123d dh
: xh LA y; ‘ y:—3y7+21dy.

La forme wy satisfait donc (2.1) pour g = 322, £ = —3y et n = 21dy.

3x2w0 = -3y

Considérons a présent une variété complexe lisse S de dimension m. On note g le faisceau
des germes de fonctions holomorphes sur S. Comme la variété S est lisse, pour tout point p € S,
il existe un voisinage ouvert U de p dans S et un systéme de coordonnées locales (x1,...,2.,)
sur U centré en p. Cela permet alors d’identifier U & un ouvert de C™, et Og, a C{x1,...,zn}.

Notations 2.1.8. Soit D une hypersurface de S. Pour tout p € S, on note h, € Og, une
équation réduite de D au voisinage de p.

e Pour ¢ € N, on note Qqs le faisceau des germes de formes holomorphes sur S de degré q.
C’est un faisceau de &g-modules localement libre de rang (’;)

e On désigne par Q% (xD) le faisceau des germes de formes méromorphes de degré ¢ sur S a
poles d’ordre arbitraire le long de D. Cela signifie que pour tout p € S et tout w € QF p(*D),
il existe k € N tel que h]; ‘w € Q%p.
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e On note Q%(D) le sous-faisceau de Q%(xD) constitué des formes différentielles méro-
morphes a poles simples le long de D. Cela signifie que pour tout p € S et tout w € Q%’p(D),
hy-we QY.

Définition 2.1.9. Soit ¢ € N. Le faisceau des germes de g-formes différentielles logarithmiques
le long de D est le faisceau sur S noté Q%(log D) ou Q%(log D) dont la fibre en un point p € S
est :

Q4 ,(log D) = {w e 0 (D) ; dwe QL' (D)}.
Proposition 2.1.10 ([Sai80, (1.3)]).

1. Pour tout ¢ € N, Q4(log D) est un faisceau de Os-modules cohérent.

2. Soitqi,qg2 € N,pe S etwy € Q%{p(log D), wy € Qqsfp(log D). Alors wi Aws € Q%{;‘D (log D).
Autrement dit, @ ey 2(log D) est une algebre extérieure sur Os.

3. Pour tout ¢ € N et tout w € Q9(log D), dw € Q9T (log D). Autrement dit, la Os-algébre
Dyen Q(log D) est stable par différentiation.

Preuve.

1. Le faisceau Q9(log D) est le noyau du morphisme de faisceau
dhA : Q%(D) — QLT (D) /&

Comme les faisceaux Q4(D) et Q& (D)/Q% sont cohérents, le faisceau Q4(log D) est
aussi cohérent par [Serb5, §13 Théoréme 1].

2. Soit h une équation réduite de D au voisinage de p. Soit d’apres la proposition 2.1.5 pour
i=1,2g,€ Osy, & € Q%;l et n; € Qqs,p tels que

dh
giwi = =~ N& +mn;

et g1, g» induisent des non diviseurs de zéro® dans Opp = Osp/(h). Alors

dh
9192uJ1/\w227/\(51/\772—771/\52)+771A772

et donc w; A wy est logarithmique.

3. Si w est logarithmique, alors par définition hdw est holomorphe, et de plus ddw = 0 donc
dw est logarithmique. O

Remarque 2.1.11. On a toujours Q%(log D) = Og et Q" (log D) = QZ(D).

Remarque 2.1.12. Soit wy,...,wy, € ngp(log D) et (z1,...,%m) un systeme de coordonnées
locales centré en p.

La propriété (2) de la proposition 2.1.10 et la remarque précédente impliquent qu’il existe
a € Og tel que
dri A -+ Adzy,

h

WA ANwp =a

3Cette condition est équivalente & dim, D N g;'(0) < m — 2
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2.1.2 Champs de vecteurs logarithmiques

Notation 2.1.13. On note Og le faisceau des germes de champs de vecteurs holomorphes sur
S. C’est un faisceau de 0g-modules localement libre de rang m.

Définition 2.1.14 ([Sai80, (1.4)]). Soit U C S un ouvert. Un champ de vecteurs § € Og(U)
est dit logarithmique le long de D s’il vérifie [’'une des deux propriétés équivalentes suivantes :

1. pour tout point lisse p de D, §(p) est tangent a D,

2. pour tout point p € U et toute équation réduite hy, de D au voisinage de p, la dérivée 6(hy)
de hy, selon 0 appartient a l'idéal de Og engendré par (hy).

Notation 2.1.15. On note Der(— log D) le faisceau des germes de champs de vecteurs logarith-
miques le long de D. En particulier, pour tout p € .S,

Der,(—logD) = {6 € Og, ; 0(hp) € (hp)}.

Exemple 2.1.16. Reprenons la courbe plane D de I’exemple 2.1.2. Une équation réduite de D
est h =23 — y7. Soit x = 720, + 3yd,. On a x(h) = 21h, donc x € Der(—log D).

Remarque 2.1.17. Plus généralement, si h € C{x1,..., 2, } est quasi-homogene pour les poids
(w1, ..., wy), le champ de vecteur x = > ;" w;x;0x; est logarithmique. Ce champ de vecteur
est appelé champ d’Euler.

Plusieurs propriétés du faisceau Der(— log D) s’obtiennent a partir de la définition :
Proposition 2.1.18 ([Sai80, (1.5)]).

1. Le faisceau Der(—log D) est un faisceau de €g-modules cohérent.

2. Der(—log D) est stable par le crochet de Lie [-,-] des champs de vecteurs.

3. Soit (x1,...,2Tm) un systéme de coordonnées locales de S au voisinage de p € S. Si pour
tout i € {1,...,m}, le champ de vecteurs §; = Z;n:l aijﬁxj est logarithmique, alors le
déterminant det ((a,-j)lgi,jgm) appartient a l'idéal de Og engendré par h, ot h est une
équation de D au voisinage de p.

Preuve.

1. Quitte a restreindre S a un ouvert, on peut supposer que h est une équation globale de D.
On a la suite exacte de Og-modules :

" Oh
0 — Der(—log D) % 0+ % ho Os.
— Der(—log D) = 05" — S+;8wi S
s m o(h)
ot pour § = 7 a;0,; € Der(—log D), a(d) = a1, - Gy = et B(b1,...,bmy1) =

T
bm1h+ 2 521 bjp —
J

faisceau Der(—log D) est cohérent par [Ser55, §13 Théoréme 1].

. Comme les faisceaux 0a""! et hOs + 37, Us sont cohérents, le

8xi

2. Soit 61, d2 € Derp(—log D). Alors 61(h) € (h) et d2(h) € (h) donc [d1, d2](h) € (h).

3. Pour tout point lisse p de D, les champs de vecteurs d1(p),...,0n(p) sont tangents a
D. Comme D est de dimension m — 1, on en déduit que det ((ai;)1<ij<m) s’annule en
p. De plus, D est réduit donc le lieu régulier de D est dense dans D. Cela entraine que
det ((@ij)1<ij<m) est nul sur D, et est donc dans 'idéal engendré par h. O
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Terminons ce paragraphe par la suite exacte suivante, qui relie champs de vecteurs logarith-
miques et idéal jacobien.

Notation 2.1.19. Soit p € D et h une équation locale réduite de D. On note #p, C Op, =
Osp/hOsp Vidéal jacobien de D en p. Il s’agit de 'idéal de Op, engendré par les dérivées

partielles ( > .
Ti/ 1<i<m

Proposition 2.1.20. Quitte a restreindre S & un ouvert, on suppose que h est une équation de
D sur S. On a la suite exacte de faisceaur de Og-modules :

0 — Der(—log D) = ©5 = #p — 0

ot pour 6 € Og, a(d) =d(h).

2.1.3 Dualité

Notation 2.1.21. Soit w une g-forme différentielle et § un champ de vecteurs. On note is(w)
le produit intérieur de w par 0, qui est une (¢ — 1)-forme différentielle. Si w est une 1-forme, on
notera w(d) = d(w) = ig(w).

Lemme 2.1.22 ([Sai80, (1.6, i)]). Soit p € S et w € Qf (logD) et § € Derg,(—log D).
Alors is(w) € Q*g;l(log D). En particulier, pour w € Qap(log D), w(d) € Osy.

Proposition 2.1.23 ([Sai80, (1.6, ii)]). Soitp € S. Les modules Derg ,(—log D) et Q};?p(log D)
sont en dualité sur Os, par application :
Derg,(—log D) x Q}gyp(log D) — Os,y,
(6,w) — w(9)

En particulier, la proposition précédente assure que les modules Q§7p(log D) et Derg p(—log D)
sont réflexifs. Cela a la conséquence suivante dans le cas des courbes planes :

Corollaire 2.1.24 ([Sai80, (1.7)]). Si D est une courbe plane alors Q! (log D) et Der(—log D)
sont des faisceauz localement libres de Og-modules.

Preuve. D’aprés la proposition 2.1.23, Derg,(—log D) = Homg, (@' (log D), Os,) # 0. On a
donc (voir par exemple [Mon12, Lemma 4.1] ou [BH93, Exercise 1.4.18])

prof (Derg,(—1log D)) > 2.

Comme prof(0s,;) = 2, la profondeur de Derg,(—log D) est 2. Par la formule d’Auslander
Buchsbaum 2.2.14, le module Derg ,(—log D) est un &g ,-module libre. Par dualité, Q}g7p(log D)
est aussi un Og p-module libre. O

2.2 Diviseurs libres

2.2.1 Définition

Le corollaire 2.1.24 assure que dans le cas des courbes planes, les faisceaux Q'(log D) et
Der(—log D) sont localement libres de rang 2. La proposition suivante montre que si le faisceau
cohérent Q'(log D) (ou le faisceau cohérent Der(—log D)) est localement libre, alors il est de
rang m :
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Proposition 2.2.1. Soit D une hypersurface réduite de S. Soit p € S. Sip ¢ D ou si p est un
point lisse de D, les modules Dery,(—log D) et Q' (log D) sont libres de rang m.

Preuve. Soit h une équation locale de D au voisinage de p. Si p ¢ D, h est inversible donc
Der,(—log D) = Og,, et Qg’p(log D)= Qép. Si p est un point lisse de D, on peut considérer un
systéeme de coordonnées locales (x1, ..., %) de S centré en p tel que 1 est une équation locale
de D. Les champs de vecteurs x10y,,0y,, - - ., 0, sont alors tangents a D en p, et constituent

une base de Dery(—log D). De plus, w = :?11 Yoty aidx; est logarithmique si et seulement si
dry ANw € Q%’p, et donc %, dxo, ..., dz,, est une base de Q}q’p(log D). O
En revanche, les faisceaux Q!(log D) et Der(—log D) peuvent ne pas étre localement libres

au voisinage des points singuliers, comme le montre I’exemple suivant :

Exemple 2.2.2. On considére le parapluie de Whitney D C C? dont une équation est h = 2% —

dh 2yzdz — 2zxzdy — xyd
y%z. Un calcul montre que le module Q}j’o(log D) est engendré par 5 y=ee :L‘hz y— 1y Z,

dy et dz, et cette famille est minimale. Le module Q}g,o(log D) n’est donc pas libre de rang 3, et

donc Q!(log D) n’est pas localement libre.

De méme, un calcul montre que Derg(—log D) est engendré par z0, + 220, y20, + 220,
Y20, + x0y et yOy — 220, et cette famille génératrice est minimale. Le faisceau Der(—log D)
n’est donc pas localement libre.

Les exemples précédents nous amenent a considérer la définition suivante :

Définition 2.2.3. Soit p € S. On dit que D est un diviseur libre en p si Derg,(—log D) est un
Os p-module libre. On dit que D est un diviseur libre si D est libre en tout point p € S.

Remarque 2.2.4. Une conséquence de la proposition 2.2.1 est que ’ensemble des points en
lesquels D n’est pas libre est inclus dans le lieu singulier de D.

Exemple 2.2.5. Le corollaire 2.1.24 assure que toutes les courbes planes sont libres.

Exemple 2.2.6. Soit ¢ € {1,...,m} et D le diviseur de C" défini par h = z; - - - xy. Ce diviseur

est appelé diviseur a croisements normauz. Il s’agit de I'exemple fondamental étudié par P.
Deligne dans [Del70, II §3]. En particulier, il est montré dans [Del70, Lemme 3.2.1] que Q!(log D)

Z
) et les (dzj) oy 1< jcm:
1<i<t

est libre de base les
T

L’exemple suivant est dii a K. Saito pour les hypersurfaces (voir [Sai80, (3.19)]), et une
généralisation aux intersections complétes est donnée dans [Loo84, Corollary 6.13].

Proposition 2.2.7. Le discriminant de la déformation semi-universelle d’une singularité isolée
d’intersection compléte est un diviseur libre.

2.2.2 Caractérisations de la liberté

L’objectif de ce paragraphe est de donner des caractérisations de la liberté d’un diviseur.

Nous avons déja vu dans la proposition 2.1.18 que pour toute famille (41, ..., d,,) de champs
de vecteurs logarithmiques, le déterminant det(dy, . .., ;) est un multiple de I’équation h de D.

La remarque 2.1.12 assure aussi que le produit extérieur de m formes logarithmiques de degré
dxi A - ANdzy,

un donne un multiple de

Le critére suivant, connu sous le nom de critére de Saito, permet de décider si une famille
donnée de champs de vecteurs logarithmiques ou de 1-formes logarithmiques est une base du
module correspondant.
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THEOREME 2.2.8 (Critére de Saito, [Sai80, (1.8)]). Soit h une équation réduite de l’hy-

persurface D au voisinage d’un point p € S.

1. D est libre en p si et seulement s’il existe une famille <5¢ = Z?:l aijﬁa:j) de champs
m

1<i<
de vecteurs logarithmiques telle qu’il existe une unité u € Os ) vérifiant

det ((ai]’)lgi,jgm) = uh

Dans ce cas, (61,...,60m) est une base de Derg ,(—log D).

2. D est libre en p si et seulement s’il existe une famille wy,...,wn de 1-formes différentielles
logarithmiques et une unité u € Og ), telles que

dzi A - Adxy,

WA ANwyp =1u A

Dans ce cas, (w1,...,wn) est une base de Q}ap(log D). Autrement dit, D est libre en p si et
seulement si \™ Qgp(log D) = Q¥ ,(log D). De plus, dans ce cas, pour tout g € {1,...,m},

q
Q§,(log D) = /\ Q5,(log D).

Exemple 2.2.9. Reprenons I'exemple 2.1.2 de la courbe plane D définie par h = 23 — 7. On

sait que D est libre par le corollaire 2.1.24. On vérifie que le champ d’Euler x = 720, + 3y09, et

§ = 7Y%, +3220, sont des champs de vecteurs logarithmiques. On a alors det(y, §) = 21(23—y7),
et donc le critére de Saito assure que (x, d) est une base de Der(—log D).
2dx — 7y8d —3yd d

Les formes différentielles % = w et wy = w

dz And
SR Le critére de Saito assure donc que (w1, ws) est une base de Q! (log D).

sont logarithmiques,

et %/\OJD:21

Le théoreme suivant a d’abord été montré par H. Terao dans le cas quasi-homogene, puis par
A.G. Aleksandrov dans le cas général, et montre en particulier que le lieu singulier d’un diviseur
libre est de dimension maximale®.

On rappelle que #p C Op désigne I'idéal jacobien de D (voir notation 2.1.19).

THEOREME 2.2.10 ([Ale88, §1] et [Ter80a, Proposition 2.4]). Soit p un point singulier
de Uhypersurface D. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. D est un diviseur libre en p,
2. Zpyp est un Op ,-module de Cohen-Macaulay,

3. Uanneau Op /) Zpp est Cohen-Macaulay de dimension m — 2.

La preuve que nous proposons ici utilise les résultats suivants, qui sont essentiels dans la suite.
Ils sont par exemple énoncés et démontrés dans [dJP00, §6.5].

Notation 2.2.11. Soit A un anneau local noethérien et M un A-module. On note dimproj 4 (M),
ou dimproj(M), la longueur minimale d’une résolution de M par des modules projectifs’.

Soit I un idéal de A. On pose prof;(M) la profondeur de M dans I, qui est la longueur
maximale d’'une suite réguliere de M contenue dans I'idéal I. Dans le cas ou I = m est 'idéal
maximal de A, on note prof(M) au lieu de prof,, (M).

4Rappelons que D est réduit, et donc le lieu singulier est de dimension au plus dim D — 1
5Comme A est local, un module est projectif si et seulement s'il est libre.
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THEOREME 2.2.12 (Théoréme des Syzygies de Hilbert). Soit A un anneau local noethé-
rien de dimension m. On suppose A régulier. Alors tout A-module M de type fini est de dimension
projective finie, et vérifie dimproj (M) < m.

Lemme 2.2.13 (Lemme de la profondeur). Soit A un anneau local noetherien, et My, Mo
et M3 trois A-modules tels que la suite suivante est une suite exacte de A-modules :

0— My — My — M3 — 0.

Alors
prof(Mz) > min (prof (M), prof (Ms)) .
Si de plus cette inégalité est stricte alors prof(M;) = prof(Msz) + 1.

THEOREME 2.2.14 (Formule d’Auslander Buchsbaum). Soit A un anneau local noethé-
rien et M un A-module de type fini et de dimension projective finie. Alors :

prof (M) 4+ dimproj 4 (M) = prof(A).

Remarque 2.2.15. En particulier, si A est un anneau local régulier, la formule d’Auslander
Buchsbaum s’applique a tout A-module de type fini.

Preuve (du théoréme 2.2.10). Montrons 1’équivalence entre 2. et 3. On considére la suite
exacte de Op ,-modules :

0— fD,p — ﬁpjp — ﬁD,p/jD,p — 0.

Comme D est une hypersurface, Op j est un anneau de Cohen-Macaulay de dimension m —1,
donc en particulier de profondeur m — 1. Comme D est réduit, la dimension de &p,/ _#pp est
au plus m — 2 et donc sa profondeur est aussi majorée par m — 2. On a donc par le lemme de
la profondeur 2.2.13,

prof(_ Zp,) =m—1 < prof(Op,/ Ipp) =m — 2.

Montrons a présent ’équivalence 1. <= 2. On consideére la suite exacte de la proposi-
tion 2.1.20 :
0 — Derg,(—logD) = ©g, = Zpp — 0.

Comme Og,, est un g ,-module libre, et Og,, est de profondeur m, la profondeur de Og,,
est m. Comme la dimension de #p , est de dimension m — 1, on déduit du lemme 2.2.13 que

prof (Derg,(—log D)) = m <= prof(_#p,) =m — 1.

On conclut en remarquant que par la formule d’Auslander-Buchsbaum, Derg ,(—log D) est libre
si et seulement s’il est de profondeur m. O

Remarque 2.2.16. L’idéal #p, est un Op p-module de dimension dim D = m — 1, donc la
propriété 2 du théoreme 2.2.10 équivaut a dire que _Zp , est un Op ,-module de Cohen-Macaulay
mazximal.

Remarque 2.2.17. Une conséquence immédiate de ce théoreme est que les seuls diviseurs libres
a singularités isolées sont les courbes planes.

La caractérisation suivante de la liberté est une conséquence directe de la caractérisa-
tion 2.2.10. Elle repose sur la notion d’idéal parfait.
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Définition 2.2.18 ([Mat86, Exercise 16.3]). Un idéal propre I d’un anneau noethérien A
est dit parfait si

dimproj4(A/I) = inf {Z € N ; Exty (A/I, A)}

Remarque 2.2.19 ([Mat86, Theorem 17.4]). Le nombre inf {z € N; Exty (A/I, A)} est ap-

pelé le grade de I (ou de A/I). En particulier, si A est un anneau local Cohen-Macaulay, on a
ht(I) = prof ;(A) = grade(I) ot I est la hauteur® de I.

La caractérisation suivante de la liberté est prise comme définition dans [BC13] :

Proposition 2.2.20 ([BC13, Definition 2.2]). Un diviseur D défini par h est libre en p si

h h
et seulement si lidéal J(h) = (8 78

e ,h) C Og,, est parfait de codimension deux dans
ory O0xm ’
Os.p.

Preuve. Comme Og,, est régulier, il est de Cohen-Macaulay et donc grade(.J(h)) = ht(J(h)) =
m—dim(&s,/J(h)). D’apres la formule d’Auslander-Buchsbaum 2.2.14, on a dimproj(&s,/J(h)) =
m—rprof(0s,/J(h)). Par conséquent, J(h) est parfait de codimension deux dans Og, si et seule-
ment si dim(&s/J(h)) = prof(Osp/J(h)) = m —2, c’est-a-dire si et seulement si Ogp/J(h) est
Cohen-Macaulay de dimension m — 2, ce qui équivaut a la liberté de D par le théoréme 2.2.10.0J

La caractérisation de [DS14, Remark 4.7] est donnée pour les courbes projectives planes, et
fait appel a la notion de saturé d’un idéal. Apres avoir rappelé cette définition, nous donnerons
une caractérisation de la liberté qui s’en inspire et qui du point de vue de la géométrie analy-
tique locale correspond & un énoncé sur les germes de surfaces de C3. Nous généralisons cette
caractérisation aux surfaces intersections complétes dans le chapitre 3 (voir proposition 3.3.4)
et aux surfaces Cohen-Macaulay (voir proposition 4.2.28).

Définition 2.2.21. Soit (A, m) un anneau local noethérien et I C A un idéal. Le saturé T de
lidéal I est : R
I:{geA; ElNGN,mNggl}.

Lemme 2.2.22. Soit I C A un idéal propre de A. Alors prof(A/I) =0 si et seulement si I # 1.

Preuve. On note Ass() les idéaux premiers associés de I. En particulier, Uycass(r) P est égal
a I'ensemble des diviseurs de zéro de A/I. On a, en utilisant le lemme d’évitement (voir par
exemple [dJP00, Lemma 1.1.13]) pour passer de la premiére & la deuxiéme ligne :

prof(A/I) =0 <= m/I C U p
peAss(I)
< m/I € Ass(I)
<= Jue A/I,Anny (W) = m/I
—3u e I\I.

Supposons qu’il existe v € T \I. Alors par définition il existe N € N* tel que m"v C I. Par
conséquent, m/I est constitué de diviseurs de zéro de A/I, ce qui nous donne la réciproque :
I #1 = prof(A/I)=0. O

Proposition 2.2.23. Soit D C S = (C3,0) un germe de surface singulicre réduite définie par
h. Alors D est libre en 0 si et seulement si l'idéal J(h) engendré par h et les dérivées partielles
de h est saturé.

5La hauteur d’un idéal premier p est la longueur maximale d’une chaine d’idéaux premiers inclus dans p. La
hauteur d’un idéal I est ht(I) = min {ht(p) ; p premier associé a I}.
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Preuve. On rappelle que d’apres le théoréme 2.2.10, D est libre si et seulement si Og/J(h) est
Cohen-Macaulay de dimension 1. Comme D est réduit, la dimension de Og,/J(h) est au plus

1. Or, d’apres le lemme 2.2.22, prof(&0s,/J(h)) = 0 si et seulement si J(h) # J(h), ce qui nous
donne le résultat. U

2.3 Résidus logarithmiques

2.3.1 Définition et premieéres propriétés

Soit 7 : D — D la normalisation” de hypersurface réduite D. On note .#p (respectivement
M) le faisceau des germes de fonctions méromorphes sur D (respectivement sur D).

Définition 2.3.1. Soit ¢ € N. Le faisceau des germes de q-formes différentielles sur D, ou
faisceau des germes de g-formes différentielles de Kéahler, est le faisceau sur D dont la fibre en
un point p € D est :
q
q QS,p

Pe T 0l dh A Q%]

D

Remarque 2.3.2. En particulier, Q, ® 4, #4p = 7. (Q% R0 //15), ol Qqu est le faisceau des

germes de formes différentielles sur D.

Définition 2.3.3 ([Sai80, (2.2)]). Soit g € N. L’application résidu
resp : Q1(log D) — QL @4, Mp

est définie de la fagon suivante. Soit w € Q4(log D), et g,&,n satisfaisant les hypothéses du point

dh
3. de la proposition 2.1.5, de sorte que gw = T NE+mn. Alors resp(w) = §
9D

Le résultat suivant montre que ’application résidu est bien définie.

Proposition 2.3.4 ([Sai80, (2.4)]). Soit ¢ € N et w € Q9(log D). Soit pour j = 1,2 des
éléments g;,&;,n; vérifiant (2.1). Alors

q) _&

QI‘D QQ‘D.

Preuve. La preuve repose sur le lemme de De Rham généralisé, qui est aussi utilisé dans le cas
des intersections completes étudiées dans le chapitre suivant.

Lemme 2.3.5 (Lemme de De Rham généralisé, [Sai76]). Soit hi,...,hy des germes de
fonctions holomorphes en p. On pose J(h) C Os, Uidéal engendré par les mineurs de taille
k x k de la matrice jacobienne de (hi,...,hy). Il existe un entier e € N tel que pour tout ¢ € N
et tout w € Q%’p vérifiant w A dhy A--- Adhg, =0 on a pour tout A € J(h),

k
(A)fwed dhAQL .
=1

"On rappelle que la normalisation A d’un anneau commutatif réduit A est I'ensemble des éléments de Panneau
total des fractions .#Z4 qui sont entiers sur A.
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Revenons a k = 1. Avec les hypothéses et notations de ’énoncé de la proposition 2.3.4, on a

dh
A (9261 — g1&2) = g1m2 — gomn.-
On en déduit que (g1m2 — g2 ) Adh = 0 et donc par le lemme 2.3.5, il existe e € N tel que pour
_ Oh\ €
tout i € {1,...,m}, il existe (; € Qqspl tel que (8 ) (g1m2 — g2m) = dh A ¢;. On a donc
). x

2

dh A <(§Z>6(92§1 —q1&2) — hCi) = 0.

On peut donc de nouveau appliquer le lemme 2.3.5, qui donne 'existence d’un élément o; € Q%’_;
tel que

Oh \ % Oh \ €
(axi) (9261 — 1&2) = (8%) h¢; + dh A o;.

Oh\** -
Par conséquent, <8> (9261 — g1&2) = 0 € QF ;. Comme D est réduit, il existe une combi-
Z; ’

naison linéaire des qui n’est pas un diviseur de zéro dans Op ;. Quitte a changer le systéme

695,-
h
coordonnées, on peut supposer que e induit un non diviseur de zéro de &p,. On en déduit
1
&1, & . . o g—1
que — et = induisent le méme élément de Qp, , ®g, , A p. O
g1 92 ’ ’

On remarque en particulier que le module des résidus de °(log D) est nul.

Notation 2.3.6. Pour ¢ € N, on note Z%, = resp (291 (log D)) le faisceau image de I'applica-
tion resp. On note #Zp le faisceau %%.

On a alors immédiatement le résultat suivant :

Proposition 2.3.7 ([Sai80, (2.5), (2.6)]). Pour tout ¢ € N on obtient la suite exacte de Os-

modules sutvante :
resp

0 — Q%L — Q1 (log D) 222 29 — 0.
En particulier, Z%, est un faisceau de Os-modules cohérents.
De plus, un calcul direct en utilisant (2.1) montre la propostion suivante :

Proposition 2.3.8. Les modules des résidus forment un complexe (%£7,,d) pour la différentielle
extérieure. Plus précisément, pour tout ¢ € N* et tout w € Q4(log D),

d(resp(w)) = —resp(dw).
La propriété suivante est satisfaite :
Proposition 2.3.9 ([Sai80, Lemma 2.8]). Soit D un diviseur. On a l'inclusion :
w*(ﬁﬁ) C %p.

La preuve de la proposition 3.1.28 que nous proposons s’inspire de la preuve de ce ce résultat,
qui utilise les notions et résultats suivants.

Notation 2.3.10. Soit A un anneau réduit d’anneau total des fractions .# 4, et de normalisation
A. On pose €4 = {g EMy; g-AC A}. L’idéal €4 est appelé l'idéal conducteur de A sur A.
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Proposition 2.3.11 ([GLS10, Lemma 4.1]). Soit Ix = (hy,...,hy) un idéal définissant un
espace réduit équidimensionnel X de dimension n contenu dans une variété lisse de dimension
m. Soit _fx lidéal de Ox engendré par les mineurs (m —n) x (m —n) de la matrice jacobienne
de (hi,...,hy). Alors Zx est contenu dans l'idéal conducteur de X et de plus, Zx contient un
non diwiseur de zéro de Ox.

Terminons ce paragraphe par une caractérisation des diviseurs libres Euler homogenes par
le module des résidus. Nous reviendrons sur ce résultat dans le chapitre 6 (voir remarque 6.1.28
et proposition 6.2.24).

Définition 2.3.12. Un diviseur D est dit Euler homogéne en un point p € D s’il existe un
germe de champ de vecteurs x € m,0Og, et une équation locale réduite h € Os, de D en p tels
que x(h) = h. On dit alors que x est un champ d’Euler pour D en p.

Proposition 2.3.13 ([GS14, Proposition 5.2]). Soit p € D. On suppose que D est un divi-
seur libre en p, et on note h une équation réduite de D en p. Alors :

° d—hh fait partie d’une base de Q}ip(log D) si et seulement si D est Euler homogéne en p,

. d—}f fait partie d’une base de Q§7p(log D) si et seulement si 1 fait partie d’une famille géné-
ratrice minimale de £p p,

o Zpp est un Op ,-module cyclique si et seulement si D est lisse en p.

2.3.2 Caractérisation des croisements normaux

Le théoreme suivant est une caractérisation des hypersurfaces & croisements normaux en
codimension 1 via des propriétés des groupes fondamentaux ou du module des résidus.

THEOREME 2.3.14 ([Sai80, (2.13)], [LS84], [GS14, Theorem 1.3]). Soit D une hypersur-
face réduite de S. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. les groupes fondamentauz locaux de S\D sont abéliens,

2. il existe un ensemble analytique A C D de codimension au moins 2 dans D tel que pour
tout p € D\ A, D est a croisements normauz au voisinage de p,

3. %p = 0.

Ce théoréme a été montré en plusieurs étapes. En 1980, K. Saito montre les implications
1. = 2. = 3., et s’interroge sur les autres implications (voir [Sai80, (2.13)]). Il montre que dans le
cas des courbes planes, 'implication 3. = 2. est vérifiée. En 1984, D.T. Lé et K. Saito montrent
I'implication 2. = 1. dans [LS84]. L’implication manquante, a savoir 3. = 2., a été démontrée
en 2012 par M. Granger et M. Schulze dans [GS14, Theorem 1.3].

Nous donnons ici quelques ingrédients de la preuve de M. Granger et M. Schulze qui nous
seront utiles dans la suite.

Commencons par un rappel sur les idéaux fractionnaires, qui sera utile dans les paragraphes
suivants.

Définition 2.3.15. Soit A un anneau commutatif de corps des fractions .# 4. Un idéal frac-
tionnaire de A est un sous A-module I de M4 de type fini qui contient un non diviseur de
Z€70.

Lemme 2.3.16 ([dJvS90, Lemma 1.6]). Soit I un idéal fractionnaire de A. Le dual de I est
par définition IV = Homa (I, A). Alors IV est un idéal fractionnaire de A et

IY={fesy; f-1CA}.
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On rappelle que €4 désigne I'idéal conducteur de A dans A. En particulier, €4 = AV.

La preuve de M. Granger et M. Schulze utilise en particulier la proposition suivante, que
nous généralisons dans le chapitre 3. Ce résultat est fondamental dans le chapitre 6. Notons que
Zp est un idéal fractionnaire.

Proposition 2.3.17 ([GS14, Proposition 3.4]). On a la suite exacte de Og-modules :
0 — Der(—log D) — ©g 22 %), — Extlﬁs (Ql(log D), ﬁg) — 0.

De plus, pour tout 6 € Og, et tout p € Zp, on a op(0)(p) = dh(d) - p. En particulier, cp(Og) =

-
De plus, 715 = %p.

La preuve est fondée sur I’étude du complexe double Hom, (Q}g — Ql(log D), h: Og — Os)
d’une part, et du complexe double Homg, (Der(—log D) — ©g,h : Os — Os) d’autre part. Une
chasse au diagramme permet ensuite de calculer explicitement le connectant dans chacun des
cas. Une chasse au diagramme analogue dans le cas des intersections completes est développée
dans la preuve de la proposition 3.2.17.

On obtient alors les corollaires suivants, qui seront utiles dans le chapitre 6 :
Corollaire 2.3.18 ([GS14, Corollary 3.5]). On a la suite d’inclusions suivante :
Ip SR C6pC OpC O5C Ap.
ainsi que
Corollaire 2.3.19. Si D est libre, Z), = #p.

Preuve. Si D est libre, Q!(log D) est libre par définition et donc 'application op de la propo-
sition 2.3.17 est surjective. U

La preuve précédente ne se généralise pas au cas des intersections completes étudié dans le
chapitre 3. On propose ici une preuve alternative du corollaire, qui utilise le théoréeme suivant :

THEOREME 2.3.20 ([dJvS90, Proposition 1.7]). Soit A un anneau local Gorenstein®. Alors
pour tout module M Cohen-Macaulay mazimal, MY = Homy (M, A) est un module de Cohen-
Macaulay mazimal. De plus, le foncteur —V
modules de Cohen-Macaulay maximauz.

renverse les inclusions et est une involution sur les

Par le théoreme 2.2.10, si D est libre alors ¢p est Cohen-Macaulay maximal, et de plus par
la proposition 2.3.17, ¢ = %p. Par le théoreme 2.3.20, on a donc ZY, = (7)) = #p.

La preuve de I'implication 3. = 2. du théoréme 2.3.14 utilise aussi le résultat de R. Piene
suivant, que nous utiliserons dans le chapitre 6 pour des intersections complétes.

Définition 2.3.21. Soit C' une intersection compleéte et 7 : C — C la normalisation. L’idéal de
ramification e C 05 de m est le Oieme idéal de Fitting du faisceau des formes différentielles

relatives QL
c/c

He = ‘gga <915/c> :

Dans le cas d’une intersection compléte C' de S définie par une suite réguliere (hq, ..., hg),
'idéal jacobien fZ¢ estl'idéalde Oc = Og/(h1, ..., hi) engendré par les mineurs de taille (k x k)
de la matrice jacobienne de (hq,...,h;). On a alors la relation suivante :

Proposition 2.3.22 ([Pie79, Corollary 1, Proposition 1]). Soit C' une intersection com-
pléte. On a

JcOs =clle.

8Un anneau A est dit Gorenstein si le module dualisant w4 est un A-module libre de rang 1. (voir corol-
laire 2.3.27 pour la notion de module dualisant).
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2.3.3 Autres interprétations du module des résidus

Nous terminons ce chapitre en donnant la relation entre les modules des résidus et les formes
régulieres méromorphes. Dans la mesure ot cette relation apparalt aussi dans le cas non hyper-
surface, on donne directement les définitions générales.

On suit la présentation des formes réguliéres méromorphes de [Bar78] proposée dans [Ale90].

Soit X un sous-espace analytique réduit équidimensionnel de dimension n de la variété
complexe lisse S. On note m la dimension de S, et k la codimension de X.

Soit Z C X le lieu singulier’ de X. On note Hy(—) le foncteur de cohomologie locale &
support dans Z (voir par exemple [Har67]), et j : X\Z < Z l'inclusion naturelle. On a alors
pour tout ¢ € N une suite exacte de &x-modules :

0= HY(Q%) - Q% = 4" 0% S HL(QL) — 0. (2.2)

Définition 2.3.23. Soit C' une intersection compléte définie sur un ouvert U de S par une suite
réguliére (hq,. .., h;). On considére le morphisme

c&: O — Bxtly, (00, 08™) = B! (U\C, 08™)
tel que pour v € QF,, cg est le cocycle de Cech de la forme

o
v I e

Alors cg est appelé la classe fondamentale de C' dans S.

Remarque 2.3.24. On peut en fait définir une classe fondamentale pour tout espace équidi-
mensionnel X de S. On la note c3. (voir chapitre 4).

En particulier, ce morphisme induit un morphisme
1/.8 1 1 k +k
Hz(Cc) Hz(Q(é«) —)HZ (EXtﬁS (ﬁC,Q% )) .

Définition 2.3.25 ([Bar78, Définition fondamentale]). Soit X un sous-espace analytique
réduit équidimensionnel de S. Soit ¢ € N. Le faisceau des g-formes réguliéres méromorphes sur
X est le faisceau W% défini par :

.o k
wi = Ker (Hé(c)z() 00 : juj* Q% — H) (Ext%s (ﬁX,Q?_ ))) . (2.3)
Lemme 2.3.26 ([Bar78, Lemme 4]). Soit C' une intersection compléte définie par une suite
réguliere (hy,...,hg). On a alors la suite exacte suivante :
S . k
0 — wh S Exth (ﬁc, Qg““) 4 (Ext’gs (ﬁc, Qq+k+1)) (2.4)

ot E(C) = (C Adha,....C Adhy).

Corollaire 2.3.27. Le morphisme cg induit un isomorphisme de w(’?—k sur le module dualisant

de Grothendieck wo = Ext%s (Oc, T).

Proposition 2.3.28 ([Bar78, Proposition 3]). Soit X un espace réduit équidimensionnel de
dimension n. Pour tout ¢ € N on a un isomorphisme de faisceaux cohérents sur X :

A, wh — Homg,, (Q;?_k_q,u&)

ot pour w € wh etn e Q?fqu on a Ag(w)(n) =nAw.

9ou un espace analytique contenant le lieu singulier et inclus dans X, voir [Bar78, §1, Remarque].
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Revenons enfin au cas d’un diviseur de S.

THEOREME 2.3.29 ([Ale90, §4, Theorem)]). Soit D une hypersurface réduite de S. Alors
pour tout ¢ € N, les modules %qD et wg) sont isomorphes.

Remarque 2.3.30. Une autre fagon de voir les modules w% consiste a utiliser les symboles
résidus définis dans [Ker83]. Cette description est détaillée dans le chapitre 4.






Chapitre 3

Formes multi-logarithmiques d’une
intersection complete et liberté

Considérons une intersection compléete réduite C' de codimension k£ dans une variété lisse S.
Soit (hi,...,hi) une suite réguliere définissant C telle que o = Zi-“:l h;Os est radical. Des
généralisations des notions de formes différentielles logarithmiques (voir définition 3.1.4), champs
de vecteurs logarithmiques (voir définition 3.2.1) et liberté (voir définition 3.3.1) du chapitre 2
sont proposées dans [Alel2] et [GS12].

Le résultat principal de ce chapitre est la caractérisation de la liberté de C' grace a la
dimension projective du module des k-formes différentielles multi-logarithmiques (voir théo-
reme 3.1.15) : C est libre si et seulement si la dimension projective du module des k-formes
multi-logarithmiques est k — 1, ce qui équivaut au fait que la dimension projective de Q¥ (log )
est inférieure ou égale a k — 1.

Au début de ce chapitre, nous rappelons les définitions des objets considérés et éclaircis-
sons les dépendances de ces objets quant au choix des équations (hq,...,hy) (voir proposi-
tions 3.1.10, 3.1.24 et 3.1.21). Nous comparons les deux variantes de la définition de formes
multi-logarithmiques proposées dans [AT01] et [Ale12] (voir proposition 3.1.33). Nous montrons
ensuite que le module des formes différentielles de degré un le long du diviseur D défini par le
produit h = hy - - - hy satisfait une propriété de décomposition (voir proposition 3.1.45). Dans le
cas ou D est libre et k = 2, cela implique en particulier que D est splayed (voir définition 3.1.47
et proposition 3.1.49).

Nous rappelons la définition de champs de vecteurs multi-logarithmiques proposée dans
[GS12] (voir définition 3.2.5). Nous montrons que les champs de vecteurs logarithmiques de C
permettent de construire des champs de vecteurs multi-logarithmiques (voir proposition 3.2.6).
En revanche, comme le montre ’exemple 3.2.10, on n’obtient pas nécessairement tous les champs
de vecteurs multi-logarithmiques de cette facon.

Nous montrons que les modules de k-champs de vecteurs multi-logarithmiques et de k-formes
différentielles multi-logarithmiques vérifient une forme de dualité (voir proposition 3.2.13) qui
généralise la dualité entre Q' (log D) et Der(—log D) que nous avons rappelée dans la propo-
sition 2.1.23. Nous proposons ensuite une preuve de la Oc-dualité entre I'idéal jacobien et le
module des résidus qui reprend le principe de la preuve de [GS14, Proposition 3.4] (voir propo-
sition 3.2.17).

Nous nous intéressons ensuite aux caractérisations de la liberté. La définition que nous don-
nons est celle proposée dans [GS12] : une intersection complete singuliere C' est libre si le lieu
singulier muni de la structure donnée par Oc/_Zc, avec _Z¢ I'idéal jacobien, est Cohen-Macaulay
de codimension un dans C.

43
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Nous montrons que la liberté de C' se caractérise par le fait que la dimension projective du
module des k-champs de vecteurs multi-logarithmiques est minimale (voir proposition 3.3.5).
Nous généralisons aussi la caractérisation de [BC13] que nous avons déja mentionnée dans le
chapitre précédent (voir proposition 3.3.2).

Le reste du chapitre est consacré a la preuve du résultat principal.

Dans le cas d’une intersection compleéte libre, nous montrons que les Extqﬁs (Qk (log C), ﬁs)
et Extqﬁs (Derk(—log ), 6’5) sont concentrés en degrés 0 et £ — 1. Nous montrons de plus
que Extl%;l (Qk(log ), ﬁg) est isomorphe au module Der®(—log C)/.#cDer*(—1log C), et que
Ext’%;l (Der (—logC), 0 ) Zc¢ (voir corollaire 3.3.21 et proposition 3.3.23).

Ce chapitre suit en grande partie les paragraphes 2, 3 et 4 et 'annexe de I'article [Pol16].

3.1 Formes multi-logarithmiques et multi-résidus

3.1.1 Définition

Soit S une variété complexe lisse de dimension m > 2 et Og le faisceau des germes de
fonctions holomorphes sur S. On fixe k € {1,...,m — 1}.

Soit p e Set h = (hi,...,h) € Os,. Dans la suite, nous supposons que la suite (h1, ..., hg)
satisfait les conditions :

Conditions 3.1.1.
1) (ha,...,hy) est une suite réguliere de Oy,

2) lidéal Sc = Zle hiOs,p est radical.

Pour les énoncés portant sur les faisceaux, on pourra considérer un ouvert U de S pour lequel
les équations (hi, ..., hx) convergent et définissent une intersection compléte réduite.
Les notations suivantes sont fixées pour le reste du chapitre.

Notation 3.1.2. Pour tout i € {1,...,k}, on note D; 'hypersurface de S définie par h;, et
D =DyU---UDg I’ hypersurface de S deﬁme par h := hy - - hy. Pour tout j € {1,...,k}, on note
D I’hypersurface définie par h = hi---hj_1h;---hi. On pose aussi pour I = {iy,..., i} C
{1 omp,dep =dzg, Ao A da:u

Notation 3.1.3. Onnote C' = D1N---NDj C S lintersection complete définie par (hy, ..., hg).
On note O¢ := Os/ I le faisceau des germes de fonctions sur C'. On pose n := dim C = m — k.

Définition 3.1.4. Soitpe S, ge N etw € Q%’p(D). On dit que w est une forme différentielle
multi-logarithmique le long de C' pour les équations (hi, ..., hg) s

vie{l,...,k},dhy /\wEZQqH( )= Eﬂ IoraRS (3.1)

On note Q4(log C, h) le faisceau des germes de formes différentielles multi-logarithmiques le long
de C pour les équations (hy, ..., hy).

dhy A -+ A dhy,

. c 0¥ (log C, )

Exemple 3.1.5. Quelle que soit I'intersection compléte C, on a

et pour tout ¢ € N, 3% | 0 (D\Z) C Q%(log C, h).
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Remarque 3.1.6. Si £ = 1, on a pour tout ¢ € N, %ch% = Q% et donc en particulier, le
faisceau des formes différentielles multi-logarithmiques de la définition 3.1.4 coincide avec le
faisceau des formes différentielles logarithmiques de la définition 2.1.1.

Exemple 3.1.7. Considérons S = (C3,0) et la courbe quasi-homogéne C de paramétrage
(t*,45,¢7). On peut vérifier que I'idéal radical de C' est engendré par la suite réguliere (hy, ho)
ol hy = 2% — y? et hy = x%y — 2. En particulier, C' est une intersection compléte réduite.
On a dhy = 322dz — 2ydy et dhy = 2zydx + z2dy — 22dz. Considérons la forme différentielle

méromorphe
_dxdy Adz — 6ydr Adz + Tzdz A dy

hihs
Cette forme différentielle s’obtient a partir du champ d’Euler x = 420, + 6y0, + 720, en

considérant le produit intérieur +i,(dz A dy A dz).

12dz Ady Ad l4dz Ady A d
On vérifie que dh1 A wy = Ty Rz et dho A wg = M. Donc wy €

hQ hl
Q2 (lOg Cv h) .
Nous reviendrons sur cet exemple dans la suite de ce chapitre.

wo

Remarque 3.1.8. Dans le cas des courbes quasi-homogenes, on déterminera explicitement dans
la partie 6.1 une résolution libre du module Q™ !(log C, h), et donc en particulier une famille
génératrice.

1
h
Proposition 3.1.10. Pour tout ¢ € N, le faisceau Q%(log C,h) est cohérent. De plus, le fais-

ceau h - Q1(log C, h) ne dépend pas du choix des équations (hy,...,hy) définissant l’intersection
complete C.

Remarque 3.1.9. Pour toute intersection complete réduite C' on a Q™ (logC, h) = —QF.

Preuve. Le faisceau h - Q9(log C, h) est le noyau du morphisme de faisceaux cohérents :

g+1 \ K
QL — <&)Sq+1>

wi (dhi Aw, ..., dhg Aw).

De plus, le noyau de cette application ne dépend pas du choix d’équations. En effet, si
(fi,--., fx) est une suite réguliere définissant la méme intersection complete réduite C, les
idéaux ¥ | h;Os et Y| ;05 sont égaux. 1l existe donc A = (ay;) € M(Os) telle que
(fis- s f1)b = A(hy,..., ;). Alors pour tout j € {1,....k}, df; = 28, (hidaj; + ajidh;),
donc h-Q9(logC, h) C f-Q9(log C, f). On obtient 'égalité en échangeant les roles de (hy, ..., hy)
et (f1,...,fx) [l

Remarque 3.1.11. Les faisceaux Q%(log C,h) dépendent du choix des équations de C. Par
exemple, considérons S = C3 et hy = x1, hy = xo. Alors f1 = x1, fo = x1 + xo définissent la
méme intersection compléte C. On a —— € Q%(log C, f) mais —— ¢ Q%(log C, h).

r1+T2 T1+T2

Remarque 3.1.12. Contrairement au cas des hypersurfaces (voir proposition 2.1.10), les mo-

1
dules Q9(log C, h) ne sont pas stables par différentiation des que k > 2. En effet, on a e €
1

1 1 1
02%(log C, h), mais d <h) = —ﬁdhl n’est pas a podles simples le long de D, et donc d (h> ¢
1 1 1

Ql(log C, h).

Une variante des modules Q%(log C, h) qui autorise des poles d’ordre arbitraire (voir défini-
tion 3.1.29) permet d’avoir la stabilité par différentiation, mais les modules considérés ne sont
plus de type fini. Les deux définitions sont en fait liées (voir proposition 3.1.33), et en particulier
définissent les mémes modules de résidus (voir définition 3.1.17 et lemme 3.1.38).
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Remarque 3.1.13. Les modules de formes différentielles multi-logarithmiques, que ce soit avec
la définition 3.1.4 ou la variante 3.1.29, ne sont pas stables par produits extérieurs. Le probleme
vient du fait que %JC et > Os(xD;) ne sont pas stables par produit.

Notation 3.1.14. Pour simplifier les notations, on pose pour tout g € N,

af = zkj % (D;) = %fcag.
i=1

k
~ 1 1
On pose aussi Xj, = QE = E =0g = Eeﬂ(}

i=1 "%
Le théoreme suivant généralise la caractérisation 3. de la proposition 2.1.5.

THEOREME 3.1.15 ([Alel2, §3, Theorem 1]). Soit ¢ € N, p € S et w € Qf (D). Alors
w € Qqsyp(log C,h) si et seulement s’il existe une fonction holomorphe g € Os), n’induisant pas
un diviseur de zéro dans Ocp, une (q — k)-forme différentielle holomorphe & et une q-forme
différentielle méromorphe n € Q% telles que :

dhi A - Adhy
WZT/\

Corollaire 3.1.16. Pour q¢ < k, Qi(logC,h) = ﬁé

§+n. (3.2)

3.1.2 Multi-résidus

De méme que dans le cas des hypersurfaces, le théoreme 3.1.15 permet de définir la notion
de multi-résidu.
Pour ¢ € N, on note Q, » le module des différentielles de Kéhler le long de C', qui vérifie :

q
q QS,p

0%,
o (h1,..., hk)Qqs,p +dhi A Qqs;l + oo+ dhy A Q%;l

= 1

C c

On désigne par C' la normalisation de C , et par .#c, I'anneau total des fractions de Oc,.

Définition 3.1.17. Soit g € N, p € S et w € Q% (logC). Soit g € sy, £ € QL ety € Qf
satisfaisant les propriétés du théoréeme 3.1.15. Le multi-résidu de w est défini par :

resop(w) = f] . € Mcp®os, Qgpk = (7r* (//15 R0 Q(gk))p.

Le résultat suivant se montre de fagon tout a fait analogue a la proposition 2.3.4 en utilisant
le lemme de de Rham 2.3.5.

Proposition 3.1.18 ([Alel2, §4, Proposition 2]). Le multi-résidu de w € Q% (log C, h) ne
dépend pas du choix de g,&,n.

Notation 3.1.19. On pose %%T; = Trescp (Qqsyp(log C, ﬁ)) Dans le cas ¢ = k, on note Zcp, :=
%8@ . En particulier, pour ¢ < k, %%_hk =0.

Proposition 3.1.20 ([Alel2, §4 Lemma 1]). Soit ¢ € N. La suite suivante est une suite
exacte de Og-modules :

res

0= Qf — QUlog C,h) — Zg,F — 0. (3.3)

En particulier, le faisceau %gfhk est cohérent.
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Preuve. Il suffit de montrer que le noyau de I'application resc, est Q?L Soit w € Q9(log C, h)
et g,&,n vérifiant les conditions du théoréme 3.1.15. Si rescp(w) = 0, cela implique que ¢ €

Sk hiQ%_k, et donc gw € Qz, ou encore ghw € JcQf. Comme g est un non diviseur de zéro
de O¢, on a hw € QY et donc w € SNIZ O

Nous avons déja signalé dans la proposition 3.1.10 que les modules A - Q%,p(log C,h) pour
qg € N ne dépendent pas du choix des équations définissant C'. Concernant les modules des
multi-résidus, nous avons la proposition suivante :

Proposition 3.1.21. Soit ¢ > k. Le module des multi-résidus %gjhk ne dépend pas du choix
des équations (hi,...,hy) définissant le germe d’intersection compléte C. Plus précisément, si
(f1,---, fx) est une autre suite réqulicre définissant C, et A = (aij)i<ij<k € Mx(Osyp) telle que
(i, fo)t = A(ha, ..., hy)t on a pour tout o € f-Q%(logC, f),

rescp (z) = det(A)resCi (jﬁ) )

Preuve. Pour tout j € {1,...,k} on a df; = X8 | (hidaj; + ajidh;). 1l existe donc v € F0%
tel que
dfi A ANdfy :det(A) -dhi Ao Adhyg + 0.

Soit o € f-Q9(log C, f) et g,&, n satisfaisant les conditions du théoreme 3.1.15 pour la suite
réguliere (fi,..., fx). On a donc :

gao=dfi A---Ndfk NEF+ S
=dhy A+ Adhy A (det(A)E) + v AEF f.

A -
De plus, vu que fn € FcQL et v € IcQk, on a VAL S el = %JCQ%. Par conséquent,
det(A
on en déduit que resc <(}):> = M = det(A)resc ¢ (jﬁ) O
h g !

Remarque 3.1.22. Une conséquence de la proposition 3.1.21 est qu’on ne peut pas définir de
fagon intrinseque une application "multi-résidu" entre les modules intrinseques h - Q94(log C, h)
et %C h-

Notation 3.1.23. Au vu des propositions 3.1.10 et 3.1.21, nous utilisons dorénavant les nota-
tions Q4(log C), 9, %gﬁk et resc ou la suite réguliére est implicitement (hi, ..., hg).

La proposition suivante montre que I’on peut supposer que m est la dimension de plongement

de C.

Proposition 3.1.24. Soit ¢ € {1,...,k}. On suppose que pour touti € {1,...,0} on a h; = x;,
et que pour i =0+ 1, hy € C{xpr1,...,2m}. On pose C' = Dypy N ...N Dy C C™ ¢, de sorte
que C' = {0} x C'. Alors pour tout ¢ > ¢ :

1 -0 ! 04

N(log C) = qu (log C") Adzy A- - Adag + 85, -

Remarque 3.1.25. Notons que si (hy,...,h;) est une suite réguliere dans laquelle h; définit

une hypersurface lisse, il existe un systéme de coordonnées (x},...,x],) dans lequel I"équa-

tion h; devient h} = 2/, et on peut remplacer les équations hj,...,h) par les équations

h5(0, 2, ... x),), ..., b, (0,25, ..., 2,,). En recommencant éventuellement si certaines équations

définissent encore une hypersurface lisse, on obtient dans un systéme de coordonnées convenable

une suite réguliere satisfaisant les hypothéses de la proposition 3.1.24, avec ¢ = rang(dh;(0)).
En particulier, m — £ est la dimension de plongement de C.
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1
Preuve (de la proposition 3.1.24). Soit w = 7 Y- ardxy. Alors par définition w € Q9(log C)

si et seulement si pour tout i € {1,...,k}, dhj Aw € Qzﬂ n,.- En particulier, pour tout i €
- 1yl
{1,...,0}, on a dz; Nw € Q‘(];;llm he)’ Cela implique que pour tout I tel que {1,...,¢} < I,
ar € (hi,...,hg). Les termes de la forme agy  pnup avec |I'| = g —Let I' C {{+1,... k}
peuvent se décomposer en agy pur = by + Z§:1 xjcrj avec by € C{xpy1,...,xm} et crj €
C{zx1,...,zm}. On peut donc écrire
1
w=———W Adzi A---Adxp+ 7
"1:‘1 ... "BZ
avec n € QY et w' = _ Z bpdxp
,,7 (hl,..‘,hk) - hg 1- h,k; I I
+ I'C{l+1,...k}
[I'|=q—¢
Comme hyiq,...,h, € C{xpy1,...,2m}, pour tout i € {1,...,k}, la condition
1 / q+1
dh; A pra— 'ka ANdxy A---ANday € Q(hl,...,hk)
est équivalente a la condition dh; A W' € Q‘(Ih_e e:;lm hi)’ Par conséquent, w € Q4(logC) si et
seulement si w’ € Q9 *(log C’). Dol le résultat. O

Corollaire 3.1.26. En conservant les mémes hypothéses et notations, pour tout ¢ > k, le module
%%_k est égal au Oc-module BL .

La proposition suivante généralise la proposition 2.3.9. C’est une conséquence de [Schl6,
Proposition 2.1] et du théoréme 3.1.40. Nous en proposons ici une preuve directe qui se rapproche
de celle de K. Saito dans le cas des hypersurfaces, et qui ne fait pas appel au théoréme 3.1.40.

Notation 3.1.27. Soit p € S. On note Z¢, lidéal jacobien de C' en p, qui est I'idéal de
Oc p engendré par les mineurs maximaux de la matrice jacobienne de (hy, ..., hy). Cet idéal est
indépendant du choix des équations de C.

Proposition 3.1.28. Soitpe S. On a :
(. ﬁ’5>p C Zeyp.

Preuve. Pour simplifier les notations, on note & au lieu de (7.(05)p, Oc pour Oc,p, ete...

Soit o € ﬁg. D’apres la proposition 2.3.11, pour tout g € ¢, on a ga € O¢.

Pour tout sous-ensemble J C {1,...,m} de cardinal k, on note A; € Og le mineur maximal
de la matrice jacobienne de (hi, ..., hy) relatif & J. Alors il existe ay € Og tel que sa classe dans
Oc vérifie A ja = ay. Soit I, J deux sous-ensembles de cardinal k de {1,...,m}. Alors I’égalité
ArAja— AjAra =0 dans O¢ se releve en une égalité :

Aray — Ajar = hbl? + -+ bl € 0s.

Z\J\:k aydz.

On pose w = N € Qk(D). Légalité précédente donne :
Ajw = M: QZAJd$J+T]aV6C77€Qk
h h -
:aldhl/\"‘/\dhk
h
La proposition 2.3.11 assure ’existence d’une combinaison linéaire > c;A; qui induit un non

_ ZCICLI
ZCIAI

diviseur de zéro dans O¢. On a alors resc p(w) =o€ Zc. O
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3.1.3 Poles arbitraires

La définition de £2°(log C') que nous avons adoptée est celle proposée par A.G. Aleksandrov
dans [Ale12]. Dans les travaux antérieurs de A. Tsikh et A.G. Aleksandrov (voir [AT01], [AT08]),
une variante de la définition faisant apparaitre des poles d’ordre arbitraire le long de D est
proposée.

Notre choix permet de considérer des &'s-modules de type fini, ce qui est essentiel pour notre
théoréme 3.3.7. Cependant, la remarque 3.1.12 montre que les modules Q°*(log C') ne forment
pas un complexe pour la différentielle d.

Pourtant, I'isomorphisme 3.1.40 montre que les modules des résidus %¢. forment un complexe
pour la différentielle d.

L’objectif de ce paragraphe est d’éclaircir le lien entre les deux définitions de formes multi-
logarithmiques, et d’en déduire directement que (%, d) est un complexe, sans utiliser 'isomor-
phisme 3.1.40.

Rappelons que pour ¢ € N, Q4(xD) désigne le module des g-formes méromorphes a poles
d’ordre arbitraire le long de D.

Définition 3.1.29 ([ATO01], [ATO08]). Soit ¢ € N et w € QI(xD). On dit que w est une forme
différentielle multi-logarithmique le long de C' & poles d’ordre arbitraire le long de D, ou forme
multi-logarithmique & poles arbitraires, si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. pour tout j € {1,...,k}, hjw € Ele Q4 (*l/)\i),
2. pour tout j € {1,...,k}, dhj Aw € 3F , Qat! (*l/)\z)

On note Q4(log C) le faisceau des formes multi-logarithmiques a poles arbitraires.
Pour simplifier les notations, on pose Q1 = Zle Q4 (*1/3\1)

Remarque 3.1.30. La définition ci-dessus donne un module différent de Q°(logC') des que
1 1
k > 2. En effet, on vérifie par exemple que 02 € Q%log C) mais 72 ¢ Q%(log C).

Avec la définition ci-dessus, on retrouve une propriété proche de la définition 2.1.1 du cas
hypersurface, qui de plus permet de montrer la stabilité par d de @,y 2%(log C).

Proposition 3.1.31 ([ATO08, Proposition 1.1]). Soit ¢ € N et w € QI(xD). Alors w €

Qi(log C) si et seulement si pour tout j € {1,...,k}, hjw € Q4 et hjdw € QI

Preuve. En remarquant que pour tout q € N, Q9 est stable par d, la proposition est une
conséquence directe de la régle de Leibniz d(hjw) = dh;j A w + hjdw. O

Corollaire 3.1.32. Soit ¢ € N. Siw € Q4(log C), alors dw € Q%1 (log C).
Preuve. Par la proposition 3.1.31 on a pour tout j € {1,...,k}, hjdw € Qi+l et d(dw) =0. 0

Notre objectif est maintenant de déterminer le lien entre les deux définitions de formes
multi-logarithmiques. Nous avons déja vu que les définitions ne sont pas équivalentes (voir
remarque 3.1.30). Le résultat suivant donne une relation simple entre les modules Q29(log C) et
Q4(log C) :

Proposition 3.1.33. Pour tout q € N on a l’égalité :

Q9(log C) = Q%(log C) + Q.
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Etablissons d’abord le lemme suivant :

Lemme 3.1.34 ([CMNMO02, Lemma 2.3]). Soit A un anneau local et (a1, ...,ax) une suite
réquliere de A. Pour p € {1,...,k}, s’il existe o € A, (s1,...,5) € NF et (n1,...,n,) € NP tels
que aalt---ar € Y afit™ A alors a € Y0, al" A.

Preuve. On montre le cas p = k, qui est celui qui nous intéresse dans la suite. Il existe donc
C1,...,cr € A tels que :

aj'apfa=craf Tt 4+ ckaZkJr"’“.

On a donc :
S1 EP) Sk ni S2+n2 Skt+ng
aj (az---aka—al 61>E(CL2 y oo ey Ay )
Comme 'anneau A est local, la suite (a§2+”2 . azﬁn’“ a?) est une suite réguliere, et donc
$2 Sk s$2+ng2 Sktng
GQ"'ak(JLE(al ,a/2 ,...’ak ).

En itérant cette méthode en permutant 'ordre des éléments de la suite réguliere a chaque
fois, on obtient le résultat attendu. (I

Preuve (de la proposition 3.1.33). Linclusion Q¢(log C) 4+ Q4 C Q4(log C) est claire. Pour

I’autre inclusion, nous fixons un point p € D et on montre 1’égalité des fibres des faisceaux. Pour

ne pas alourdir les notations, on n’écrit pas 'indice p dans les différents modules impliqués
Soit w € QI(log C). Pour tout I C {1,...,m} tel que |I| = ¢, il existe a; € Og et n! € N

I
qui vérifient! d’une part la condition a; ¢ (h1 ,...,h ) et d’autre part la condition pour tout
je{l,...,k}, ar ¢ (b)) et tels qu'il existe n € Q9 vérifiant

ardx
W= 1711 + .
i T
T hl ce hk
On notera que ’on n’impose pas ay ¢ (hq, .. hk)
Montrons que l’on peut prendre pour tout I, n! = =(1,...,1).

Comme w € Q%(logC), on a hjw € Q4. Fixons I C {1 ,m} tel que |I| = ¢. Il existe
(b1,...,bg) € OF et pour tout j € {1,...,k}, m\¥) = (mgj),...,mm) € N* avec mg) = 0, tels
que

I_ T I ©)]
h?l 1h;2 . hk;k = hm J
N ) m m'? . . . . I
uh™ =h;' ---h* . Pour simplifier les notations, on pose pour tout j € {1,...,k} n; = n;,
et n’ = (n1 —1,ng,...,nt). On pose pour tout i € {1,...,k}, p; = max;cqi . x) m( D Ona:

ar BV 4o,
W = hP :

En particulier, a;h?~™ est holomorphe. De plus, par hypothése, pour tout i € {1,...,k},
ar ¢ (hi), et la suite (hy,...,hy) est réguliere, donc pour tout i € {1,...,k}, p; > nl. Puisque

I I
1Q: ny . aId.zI q aI dzy
Siar € (hy',..., h"), alors L= € Q et on remplace n par 7+ -’
hy " ~hy "k h 1, ~h R
par h;, ce qui diminue I'exposant de hi au dénominateur de 1. On recommence si nécessaire pour que les conditions
soient satisfaites.

. Siar € (h;) on peut simplifier
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pour tout j € {1,...,k}, m (] =0,onah? "a; € (R, ..., hY*). Le lemme 3.1.34 donne alors
ay € (h?l_l,hgm, N ), de sorte que

ardxy crdxy ,
n 9 Nk +77
b hihg® - bl

avec 1 € @ et ¢; € Og. En itérant le processus, on peut montrer qu’il existe une ¢-forme
W' e %Qqs a poles simples le long de D et n” € Q9 tels que

w:w'+n”.

Pour tout j € {1,...,k}, dhj Aw € SNZ‘IH donc dh; A W' € Q9 Comme ' est a poles

simples, il existe (bx)|x|=r tels que dh; A o' = Y |K|=q+1 Z;H . Alors pour tout K et tout

j €A{1,...,k}, comme dh; A w' appartient au module & poles d’ordre arbitraire Qq+1, il existe

des exposants m9) vérifiant mg-j ) — 0 et des éléments ﬂJK € OUs tels que :

= m1+

brc Bl ﬁK i
Zh )"

Le lemme 3.1.34 peut étre utilisé dans une preuve semblable a la preuve précédente pour
montrer que dh; A w’ € Q9 et donc w' € Q(logC). Cela termine la preuve de la proposi-
tion 3.1.33. [l

Le résultat suivant est alors une conséquence directe de la proposition 3.1.33 et du théo-
reme 3.1.15 :

Corollaire 3.1.35 ([ATO08, Proposition 1.1]). Soitw € Qi(log C). Il existe g € Og induisant
un non diviseur de zéro dans Oc, une (q — k)-forme holomorphe & € Q?g_k, et n € Q9 tels que

dhy A - A dhy,

= T

ANE+.

Remarque 3.1.36. La preuve de [ATO08, Proposition 1.1] traite le cas des formes a poles
simples, mais il manque le cas des formes différentielles a poles d’ordre arbitraire.

Définition 3.1.37. Le multi-résidu de w € Q94(log C) est resq(w) = ¢ € Qqc_k Qoo M-
9glc

De méme que pour resc, 'application ress est bien définie (see [AT08, Proposition 1.2]).
D’apres la proposition 3.1.33, on a I’égalité suivante :

Lemme 3.1.38.
res(Q(log C)) = resc((log O)). (3.4)

Nous pouvons a présent donner le résultat annoncé :
Corollaire 3.1.39. Le diagramme suivant est commutatif :

Q1(log C) ~= Q1+ (log O)

l@c l@c
(-1)kd
q—k q+1—k

En particulier, Z¢ est stable par la différentielle d.
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Preuve. C’est une conséquence du corollaire 3.1.35. U

Un des objectifs des articles [AT01] et [ATO08] est de donner une interprétation des formes
réguliéres méromorphes en termes de résidus logarithmiques.

De méme que dans le cas des hypersurfaces, on a I'isomorphisme suivant (voir définition 2.3.25
et théoréme 2.3.29) :

THEOREME 3.1.40 ([AT08, Theorem 3.1]). Soit C' une intersection compléte réduite de S.
Alors pour tout g € N, les modules %, et wi, sont isomorphes.

Ce théoréme est a priori prouvé dans [AT08]| avec la définition 3.1.29, et le lemme 3.1.38
assure que les modules de multi-résidus de Q%(log C) et Q%(log C) sont égaux.

3.1.4 Une condition sur les formes différentielles logarithmiques du diviseur
associé a une suite réguliere

Dans ce paragraphe, nous montrons que la condition que C est une intersection compléte
réduite implique une propriété de décomposition du module des 1-formes différentielles logarith-
miques du diviseur D associé a la suite réguliére considérée (voir proposition 3.1.45).

Nous avons d’abord besoin de ce lemme d’algébre commutative, que nous prouvons faute de
référence.

Lemme 3.1.41. Soit C' C S un germe d’intersection compléte réduite défini par une suite régu-
liere (hy,...,hy). Alors Uintersection compléte définie par (hq,...,hx_1) est aussi réduite.

Preuve. Soit g € \/(h1,...,hgx—1). Comme \/(h1,...,hz—1) C \/(h1,..., hi) = (h1,..., hg), il
existe f1 € (h1,...,hg—1) et a1 € Og tels que g = fi +a1hg. On a donc aqhy € \/(hi, ..., hg—1).
La suite (h1, ..., h) étant réguliere on a ay € \/(h1, ..., hx_1). Le méme raisonnement appliqué

a ap donne l'existence d’éléments fo € (hi,...,hix_1) et as € Og tels que g = fo + OéQh%. Par
récurrence, on montre que pour tout i € N* il existe f; € (hy,...,hg_1) et a; € Os tels que
g = [i + a;h}.. Par conséquent, la classe g de g dans 'anneau Og/(hy, ..., hy_1) satisfait

g c ﬂ(h%) - HWC ﬁS/(hly--',hk—l)-

i>1 i>1
D’aprés le théoréme d’intersection de Krull (voir par exemple [dJP00, corollaire 1.3.5]),
cela implique que g = 0, c’est-a-dire que g € (hi,...,hg—1). On a donc \/(hy,...,hx_1) =
(h1y- s o). O

Corollaire 3.1.42. On conserve les mémes hypothéses que dans le lemme 3.1.41. Alors pour
tout i € {1,...,k — 1} lintersection compléte définie par (hy,...,hi_1, H?:z hj) est réduite. En
particulier, I’hypersurface D définie par h = Hé?:l hj est réduite.

Preuve. 1l est suffisant de montrer le résultat pour ¢ = k — 1, la propriété se déduisant de ce
cas par récurrence.

Soit g € \/(h1,...,hg_2,hg_1hg). Alors g € (hy,...,hs). Pour tout j € {1,...,k}, il existe
donc o € Og tel que g = Zle ajh;. On a donc :

ag—1hg—1 + arhy € \/(hl, ooy b9, hy_1hy).

Soit g € N* tel que (ag_1hr_1+aghg)? € (hi,..., hg_9, hi_1hg). Comme (hq,. .., h;) est une
suite réguliere, onaaf _; € (hi,..., g2, hi) et af € (hi,..., hy_1). D’aprés le lemme 3.1.41, ces
idéaux sont radicaux et donc ag_1 € (hy,...,hg_o,hi) et a € (hy,...,hg_1). Par conséquent,
g = Z?:l ajhj S (hl,...,hk_g,hk_lhk). |
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La proposition suivante donne le lien entre les formes différentielles logarithmiques du divi-
seur D défini par h = hy - - - hy, et celle de l'intersection complete C' définie par (hy, ..., hg).

Proposition 3.1.43. Pour tout ¢ € N, on a
Q(log D) C Qi(log C).

Par conséquent, resc(Q24(log D)) C resc(Q9(log C)), ou resc est Uapplication résidu de linter-
section compléte C.

Preuve. Soit w = % € Q4(log D). Alors dh A w € QL™ donc il existe § € QL™ tel que

k
> hidhi Ao = hy -+ hif.
i=1

Par conséquent, pour tout j € {1,...,k},
hjdhj A = h; - (ﬁ;@—z%dhi/\a>
i#j
ott hihy = [lygqi,y he- On en déduit que hy divise hjdh; A a. Comme la suite (hy,... /) est
réguliere, h; divise dhj A a, et donc dhj Aw € Q‘JH(Z/?;). O

La proposition 3.1.43 s’obtient aussi directement & partir du résultat plus fort suivant, dont
la preuve est plus complexe que la preuve que nous venons de présenter.

Proposition 3.1.44 ([Alel2, §2, Proposition 1]). Soit w € Qi(logD) et i € {1,...,k}.
Alors N -
hiw € Q4(log D;) et dh; Aw € Q7 (log D;).

Nous pouvons & présent énoncer et démontrer le résultat annoncé au début du paragraphe :

Proposition 3.1.45. Soit C' une intersection compléte réduite. On conserve les notations 3.1.2.
Le module des 1-formes logarithmiques le long de Uhypersurface D vérifie :

Q'(log D) = Q' (log Dy) + - - - + Q' (log Dy,).

Preuve. On considere d’abord le cas k = 2. Soit w € Q' (log D). Par le corollaire 3.1.16, il existe

m,n2 € QL tels que w = L2 Ao
hy = ha

hodhy A hidha A
2dNy 771+1 2 772e

dh Aw=dhi Ang+dhes Ay +
h1 ho

Q2.

Il existe donc 6 € Q% tel que
h3dhy A my + h3dhy A my = hihsf.

Comme la suite (hq, ha) est réguliére, ho divise dhy Ang et hy divise dhy An;. Par conséquent,

pour i = 1,2, on a % € Q' (log D;).

Le cas général s’zobtient par récurrence a partir du cas k = 2. En effet, si pour un i €
{1,...,k—1} on a Q'(log D) = Q'(log D1) + - -- + Q' (log D;) + Q*(log D; 11 U - -- U Dy,), alors
par le lemme 3.1.41, (hjt1,...,h) est une suite réguliére qui engendre un idéal radical, et par
le corollaire 3.1.42, I'idéal (hy1, hiyo - hy) est radical et la suite est réguliere. En utilisant le
résultat pour k = 2, on en déduit que

Ql(log Diy1U---U Dk) = Ql(log D/L'Jrl) + Ql(log DiyoU---U Dk)

D’ou le résultat par récurrence. O
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Remarque 3.1.46. La proposition précédente donne en particulier une condition nécessaire
sur Q! (log D) pour que C soit une intersection compléte réduite.

La propriété de décomposition de la proposition 3.1.45 est liée dans le cas k = 2 a des
conditions de diviseurs splayed.

Définition 3.1.47 ([Fab13, Definition 2.3]). Soitp € S. On dit que le diviseur D est splayed

en p (selon (Di,D3)) s’il existe un systéme de coordonnées (x1,...,Tm) centré en p tel qu’il
existe une équation h de D en p, un entier £ € {1,...,m — 1} et des fonctions holomorphes non
constantes hy € C{x1,...,x¢} et ho € C{xp41,...,Tm} vérifiant :

h(l’l, N ,LL’m) = hl(xl, ceey .CL‘g) . hg(xprl, oo ,:Zim)

et hi est une équation de D1 et ho est une équation de Ds.

La condition d’étre splayed est liée aux formes différentielles logarithmiques de la fagon
suivante :

THEOREME 3.1.48 ([AF13, Theorem 2.12]). Soit D; et Dy deux germes de diviseurs ré-
duits de S sans composante commune, et D = D1 U Ds. On a alors une injection

Q' (log D1) + Q' (log Ds) — Q' (log D).

Si D est splayed selon (D1, D2) alors cette inclusion est un isomorphisme.
Si de plus Extlﬁs (Ql(log D), 0s) =0, donc en particulier, si D est libre, alors la réciproque
est vraze.

On déduit donc de ce théoreme et de notre proposition 3.1.45 le corollaire suivant :

Corollaire 3.1.49. Si C est une intersection compléte réduite de codimension 2 et si D vérifie
Extlﬁs (Q'(log D), Os) = 0 alors D est un diviseur splayed.

3.2 Champs de vecteurs multi-logarithmiques

La proposition 2.1.23 montre que dans le cas des hypersurfaces considérées dans la théorie de
K. Saito dans [Sai80], le module des 1-formes logarithmiques est en dualité avec le module des
champs de vecteurs logarithmiques. Le résultat principal que nous prouvons dans ce paragraphe
est qu'une sorte de dualité ("perfect pairing") & valeur dans %ﬂc s’observe encore dans le cas
des intersections completes entre le module des k-formes multi-logarithmiques et le module des
k-champs de vecteurs multi-logarithmiques (voir définition 3.2.1 et proposition 3.2.13).

Nous utilisons ensuite cette dualité pour montrer que le dual sur O¢ de 'idéal jacobien est
le module des multi-résidus Z.

3.2.1 Définition

La définition des k-champs de vecteurs multi-logarithmiques est suggérée dans [GS12].

Définition 3.2.1 ([GS12, (5.1)]). On pose ©% := AF*Og le produit extérieur d’ordre k du
module des champs de vecteurs holomorphes ©g. Un k-champ de vecteurs § € @]fg est dit multi-
logarithmique le long de C' s’il vérifie :

dhi A+ ANdhg(6) € .

On note Der®(—log C) le faisceau des k-champs de vecteurs multi-logarithmiques le long de C.
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Exemple 3.2.2. Reprenons la courbe de I'exemple 3.1.7. On a h; = 2% — y? et hy = 2%y — 22
et dhy A dhg = dyzdy A dz — 62%2dx A dz + (3z* + 42y?)dz A dy. Soit

0 = 2xy0y N0, — 220, A 0z — 220, A Oy -
Alors dhy A dho(8) = 89?2 + 62%2 — 22(32* + 42y?) = 0. Par conséquent, § € Der?(—log C).
Proposition 3.2.3. Le faisceau Der®(—log C) ne dépend pas du choiz des équations (hy, ..., hy).

Preuve. On reprend les notations de I’énoncé et de la preuve de la proposition 3.1.21, en
particulier, v € Z-OF. Supposons que § € ©% vérifie dhy A --- A dhy(0) € Fc. Alors

Afi A Adfi(8) = v(8) + det(A) - dhy A --- A dhy(5) € Fo.
D’ot le résultat. |

La proposition suivante est une conséquence directe de la définition 3.2.1, ou _Z¢ est 'idéal
jacobien défini dans la notation 3.1.27.

Proposition 3.2.4. La suite suivante est une suite exacte de faisceaur de Og-modules :

dhiA---Adhy
R N

0 — Der®(—1logC) — O — Jc — 0. (3.5)

En particulier, Der®(—1log C) est cohérent.

3.2.2 Comparaison avec les champs de vecteurs logarithmiques

Dans [Pik14] est définie la notion de champ de vecteurs logarithmiques d’un espace réduit
analytique quelconque. Nous comparons dans ce chapitre ce module avec le module des k-
champs de vecteurs multi-logarithmiques que nous venons de définir dans le cas des intersections
complétes.

Définition 3.2.5 ([Pik14]). Le module des champs de vecteurs logarithmiques le long d’un
espace réduit analytique X est

Der(—log X) = {n € O5 ; n(Hx) € Ix}
ot Ix est l'idéal radical définissant X .

Un champ de vecteur n € ©g vérifie n € Der(—log X) si et seulement si 1 est tangent a X
en ses points lisses.

Revenons au cas d’une intersection compléte C' définie par un idéal radical Lo = (hq,. .., hg).
On peut construire des k-champs de vecteurs multi-logarithmiques a partir des champs de vec-
teurs logarithmiques, comme le montre la propriété suivante :

Proposition 3.2.6. On a l'inclusion suivante :
Der(—log C') A 0%~ C Der®(—log ©).

Preuve. Soit 77 € Der(—1log(C), et o, ...,0, € Og. Etant donné que pour tout i € {1,...,k},
dhi(n) € Hc, on a
dhlA---Adhk(nA52A~~-A5k) € So.

On a donc par définition 7 A da A - - - A 03, € Der®(—log C). O
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Remarque 3.2.7. Soit € Der(—log D). Alors dh(n) = Y25, hidhi(n) € (h). Comme la suite
(hi,...,hi) est une suite réguliére, cela implique que pour tout i € {1,...,k}, dh;(n) € (h;) de
sorte que Der(—log D) C Der(—log C). En particulier, on a (voir [GS12, (5.3)]) :

Der(—log D) A ©%~! C Der®(—log C). (3.6)
Lemme 3.2.8. Si C est l'intersection compléte lisse définie par (x1,...,x) dans C™ alors :
Der(—log C') A 0%~ = Der®(—log ©).

Preuve. Une famille génératrice de Der(—log C') est (voir [Pik14, Example 2.1])

(:C"a“”‘j) 1<igen o (O )41 im

On pose pour I =1iy,...,i; C{1,...,m}, Ox; = 0z; A- - -AOx;, . Déterminons Der®(—log ©).
Soit 6 = 2=k ajdxry € @Ifq. Alors §(dzy A---Adxy) = ay,.. . Par conséquent, § € Derk(— log C)

-----

La question qui se pose alors est de savoir si I'inclusion de la proposition 3.2.6 est toujours
une égalité. Avant d’y répondre, nous montrons la proposition suivante.

Proposition 3.2.9. Soit C' une intersection compléte réduite. L’application suivante est un iso-
morphisme :

T : Der(—1log C) — Q™ (log C)

= 1. 13 i1 A
n= ;aﬁ% > E’Ln(dxl A ANdagy,) = A ;(—1) Loda;.

Preuve. L’application ¥ : Qg — Q?_l,n +— ip(dzy A -+ A dxy,) est un isomorphisme. Soit
n =Y it @;0y,. On vérifie facilement que pour tout j € {1,...,k} :

n(hy)day A - A day, = dhj Adg(dey A - Ada,).

Par conséquent, n € Der(—log C) si et seulement si i, (dzy A+ - Adzy,) € hQ™ (log C). Comme
Der(—1logC) € Og et hQ™ (logC) C Q%! on en déduit que ¥ induit un isomorphisme de
Der(—1log C) sur hQY™ !(log C), et donc T est un isomorphisme. O

L’exemple suivant montre que 'inclusion de la proposition 3.2.6 peut étre stricte dans le cas
ou C est singuliere, ce qui répond a une question de Luis Narviez-Macarro.
Exemple 3.2.10. Considérons de nouveau la courbe définie par h; = 2® — 32 et hy = 2%y — 22.
Cette courbe est quasi-homogene pour les poids (4,6,7). Par la proposition 3.2.9 et le co-
rollaire 6.1.25, le module Der(—log(C) est engendré par 1 = 4xdx + 6ydy + 720z, ny =
4yz0x + 62220y + (4xy? + 321)0z, et les champs de vecteurs h;0x, h;0y, h;0z pour i = 1,2.

D’autre part, par [GS12, Proposition 5.5], une famille génératrice de Der?(—log C') dans la
base Oy Ay, Oy Ny, Oy N0y est (24xy, —122%, —24z), (—4222%, —28y,0), (0, =7z, —6y), (—7z,0,4z),
(6y,4z,0). En calculant explicitement Der(— log C') A Og, on remarque directement que les deux
premiers générateurs de Der?(—log C') ne sont pas dans Der(—log C) A O3.
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3.2.3 Pseudo-dualité avec les formes différentielles multi-logarithmiques

Dans le cas d’une hypersurface D, I’évaluation d’'une 1-forme logarithmique sur un champ
de vecteur logarithmique est une fonction holomorphe. Cette propriété n’est pas vérifiée par
les intersections completes de codimension au moins deux. On rappelle que pour ¢ € N, on a
Q1 = L 70l

Lemme 3.2.11. Soit w € Q¥(log C) et § € Derk(—log C). Alors w(d) € & = — 7.

1
h
Preuve. Soit g, &, n vérifiant les conditions du théoréeme 3.1.15. On a donc gw = {M +1.
Alors, puisque § € Der®(—log C'), par définition w(é) € ¥ et donc gw(d) € ¥. Comme
¢ induit un non diviseur de zéro dans ¢, on a w(d) € X. O

Remarque 3.2.12. Pour k£ = 1, comme X = g, on retrouve le lemme 2.1.22.

Grace au lemme 3.2.11, on obtient une application ("pairing")
Der*(—1log C) x QF(log C) — X.

Cela nous amene a considérer le foncteur exact a gauche Homg, (—, %) au lieu du foncteur
Homgg (—, Os) considéré dans le cas des hypersurfaces. Nous généralisons la proposition 2.1.23
de la facon suivante.

Proposition 3.2.13. Supposons k > 2. Pour k =1, on renvoie a la proposition 2.1.23. Consi-
dérons les suites d’inclusions suivantes :

~ k
Ok € OF C OF(log C) C %Q’g C 580, % (3.7)
Y ®gg OF 2 0% D Der(—logC) 2 > h0F D hOE. (3.8)

a) Le foncteur Homg,(—, %) envoie la suite d’inclusions (3.7) sur la suite d’inclusions (3.8).

b) Réciproquement, le foncteur Homgg(—, %) appliqué a la suite d’inclusions (3.8) donne la suite
d’inclusions (3.7).

Remarque 3.2.14. On déduit de la proposition 3.2.13 une pseudo-dualité impliquant le fonc-
teur Homg, (—, #c) qui envoie la suite d’inclusions A - QF C h-QF(logC) C Qk sur la suite
d’inclusions ©% D Derf(—1logC) 2 IOk, Cette pseudo-dualité ne fait intervenir que des mo-
dules intrinseques, contrairement a la pseudo-dualité de la proposition 3.2.13.

Cependant, la notion de résidu d’une forme w € h - 2¥(log C) n’est pas bien définie (voir
remarque 3.1.22), la présentation de la proposition 3.2.13 est donc plus pertinente en ce qui
concerne les multi-résidus.

Preuve. On consideére des germes en un point p € .S, mais on ne le précise pas dans les notations.

Remarquons que le module ¥ est sans torsion et que pour toute inclusion M; C My avec
M, M tous les deux soit dans la suite (3.7) soit dans la suite (3.8), le module Ms/M; est un
module de torsion de sorte que 'on a Homgg (M1, %) 2 Homgg (Mo, X).

a) Soit ¢ € Homgy (Q’;, E). Comme Q’g est libre et Hom (Q’;, ﬁs) = 9{%, on a l'isomorphisme
suivant de 0g-modules :

¢ : Homg, (95,%) 5 T @, 0}

&= o(dxr)ox;
=
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Grace a I'isomorphisme £, on peut voir chacun des modules Hom g (M, X) pour M dans (3.7)

comme un sous-module de @’g =2 ®eg @’é. De plus, cela donne aussi :

Hom g, <}1LQ'§ z:) = h-Homyg, (25,%) = h. (S @4, 6f) = ihi@’g

On a clairement l'inclusion @’fg C Homg, ((2’22) C 6@ Soit § € 6@,5 = > ;670 avec

d; € . Supposons? qu'il existe I tel que 6; ¢ Os. Par exemple 6; possede des poles au moins
le long de D;. Alors dh—?(é) = 2—11 posséde un pole d’ordre au moins deux le long de D; et

donc 0 ¢ Homg, (Qk,Z). Par conséquent, Hom, (Qk, E) ~ @'g. Comme QF = Q¥ ¢ Qo L,
cela donne aussi Homgg (%ng R X, E) = h@’g.

On a Homg, (Qk(log ), E) C ©%. Grace au lemme 3.2.11, on a l'inclusion Der®(—1log C') C

Hom g (Qk(log ), E). Réciproquement, soit ¢ € @'g. Si 0 € Homg, (Qk(log ), E), alors en
A - A dhy

articulier
P h

Der*(—1log ©).

(6) € X, et donc § € Der®(—log C). D’ott Homgy, (Qk(log ), E) =

Soit ¢ € Homgy (h@g, Z). Comme h@’é est libre et Homg, (h@’g, @’S) = %Qk, on a l'iso-
morphisme de Og-modules suivant :

1
3 : Homg, (h@’g, 2) - EQ’; ®%

1

Y wy = > p(hdx)day
\T|=k

En particulier ¢(hdxr) = wy(hOwxr). L'isomorphisme 5 nous permet de voir chaque module

Homgg (M, X) pour M dans la suite (3.8) comme un sous-module de Eﬁk On obtient aussi

Homg, (@g,E) = QF.

11 est facile de voir que %Q’g C Homgy (Z hz-@’gv, E) C %ﬁk Soit w € Homgy (Z hi@g, E),
w =Y fwrdz; avec wy € . Soit I C {1,...,m} avec |I| = k. Pour tout i € {1,...,k}, on
a w(h;0xy) = h%w[ € 3. Par conséquent, w; € Og et Homgy (Z hi@’g,z) = %Q’g Comme

Ofk ®py ¥ = %Z h;OFk, on a aussi : Homgy, (G)'g ®eog 2, 2) = Q.

Comme Der*(—log C) contient 3 h;0%, on a Homg, (Derk(—log C’),E) C 3+0%. Grace au

lemme 3.2.11, on a Q¥(logC') C Homgy, (Derk(—log C’),E). Par analogie avec la proposi-
tion 2.1.23, nous introduisons des k-champs de vecteurs particuliers dans le but de montrer
I'inclusion manquante. Remarquons d’abord que si w = %Z| 1=k ardzy avec ay € Og, alors
pour tout i € {1,...,k} ona:

Ohs a[da:j/\dxf— Z Z Zla

|J|= k+1

dh; /\w—zz

(3.9)

On pose pour tout J = {j1,...,Jkr1} C{1,...,m}et i € {1,... ,k}:

2C’est ici que nous utilisons I’hypothése k > 2
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. k1 o1 Oh; .
—_ (2
?]: E (—1) 8@_'8$j1A"'/\a.%'jé/\"'/\a.%'ijrl.
Je

=1
Commengons par montrer que 0% € Derf(—log C). Pour I C {1,...,m} avec |I| = k on note
A7 le mineur k x k de la matrice jacobienne de (hy, ..., hy) relativement a ’ensemble 7. On

a alors dhy A--- Adhg =Y Ajdxy. Dou :

Bhi ahi
Oxjy 10 Ozyy
k+1 Oh 788}11 ... 88}”
dhi A - Adha(88) = et A _ J1 T+l — ().
1 k( J) Z( ) Ox:  Ji-Je-Jk+1 : :
/=1 Je . .
8hk 8hk
Oxjy 70 Oz,

Par conséquent, & € Der®(—1log C). Soit w = 3 %afdscj € Homg, (Derk(— log C), E), avec
ar € Os. Alors pour tout J C {1,...,m}eti € {l,...,k} ona:

i 1 i 1 k+1 —1 ahz
w(dy) = Z Ealdifl(%) = ;(_1) Oxj, a\{j}p € X
I =1

Par (3.9), pour tout i € {1,...,k}, on a dh; ANw = 21| =k+1 w(dy)dzy € QFF1 et donc
w € QF(log C). D’ott le résultat : Hom gy (Derk(— log C), E) = 0¥ (log C). O

3.2.4 Dualité entre ’idéal jacobien et les multi-résidus

Le lemme 5.4 de [Sch16] et le théoréme 3.1.40 assurent que le dual de 'idéal jacobien Z¢ est
le module des multi-résidus %Z¢. Nous proposons ici une autre preuve de ce résultat, qui n’utilise
pas 'isomorphisme du théoreme 3.1.40. La preuve que nous développons est la généralisation
d’une partie de la preuve de la proposition 3.4 de [GS14] au cas des intersections complétes.

Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2.15 (Lemme d’Ischebeck, [Mat80, (15.E) Lemma 2]). Soit A un anneau lo-
cal noethérien et M # 0, N # 0 deur A-modules de type fini. Alors pour tout i < prof(M) —
dim(N), on a :

ExtYy (N, M) = 0.

On peut a présent montrer le résultat suivant :

Lemme 3.2.16. Supposons k > 2. Alors Extlﬁs (Fc,0s5) =0 et :
Extlﬁs (Jc,¥) =Homg, (fc, Oc).
Preuve. On applique le foncteur Homg (_Zc, —) a la suite exacte :
032 05— 60 — 0. (3.10)
On obtient :

0— Homﬁs(/c, ﬁc) — Extlﬁs (/0, 2) — Eths (/07 ﬁs) — ...

La profondeur de Og est m et comme _Z¢ est un idéal fractionnaire (voir définition 2.3.15), la
dimension de f¢ est m — k = dim 0¢. D’apres le lemme d’Ischebeck (voir lemme 3.2.15), on a
Exty. (fc,Os) = 0. D'ot le résultat. O
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Soit I C ¢ un idéal fractionnaire. On rappelle que le dual de I vérifie (voir lemme 2.3.16) :
IY =Homg (I, 0c)={f € Mc; f-1C Oc}.
Proposition 3.2.17. Le dual de l’idéal jacobien est ) = Zc.

Preuve. On suppose k > 2. Pour k = 1, on renvoie a [GS14, Proposition 3.4].

Considérons le complexe double Hom, (Derk(— logC) — O% h:% — 6’5>. On obtient un
diagramme semblable au dual du diagramme (3.8) de [GS14]. De plus, par le lemme 3.2.16,
Ext};s( Jc,0s) =0, et donc on obtient le diagramme commutatif suivant qui est basé sur les
suites exactes (3.5) et (3.10) :

— O

0
0 ——— Homg, (0%,%) — Homg, (Derk( log C), ) — Ext}ﬁs (Fc,X) —0
h

logC), 0 )

| |

(— 0

|~ |

(— .
|

«—

0

l

0 = Homegy, (_Zc, Oc) g, Homg,

|

Exty. (¢, %)

;

—~
@
>

Homg, ,ﬁs) A Hom g, (Derk

N ——
3

ek, 0c) Lot Hom (Derk log C), O ) - Extlﬁs (

O —

Extlﬁs (Derk( log C), ) — Ext?ﬁS (Fc,x) —0

Montrons a laide de ce diagramme que 7Y = Zc.

Soit ¢ : Derf(—logC) — X. Par une chasse au diagramme, nous allons lui associer une
application ¢ : Zc — Oc¢. Par 'isomorphisme 3 de la preuve de la proposition 3.2.13, ¢
correspond & wy, = + 3. p(hdzr)dz; € QF(log C). Alors ¢(8) = wy,(9).

Par Iapplication verticale, o est envoyée sur hy : Der®(—log C') — Og, 8 +— hw,(5). Comme
I’application horizontale A\ est un isomorphisme, il existe & : @’g — Oy tel que @‘Derk(ilog o) =
he. Pour tout i € {1,...,k}, hjdx; € Der®(—log C) donc h;®(dxr) = ho(hidxr) = hip(hdxy)
et donc ®(0xr) = @(hdxr) = hw,(0xr).

Notons @ : @k — O¢ Timage de ® par 'application verticale . L’image de ® par l’appli-
cation horlzontale i est zéro donc ® est I'image par ¢ d’un élément v de Homg, (_Zc, Oc).
Calculons-le. Comme w,, € Q¥(logC), on a d’aprés le théoréme 3.1.15, gw,, = §M +n

avec g € Og qui induit un non diviseur de zéro de ¢, £ € Og et n € QF. Alors :

g®(0zx) = ghwe(0xr) = £0xr(dhy A --- Ndhy) € Oc.

Comme ¢ est un non diviseur de zéro de O¢, on a

O (0zr) = o(v)(0x1) = Y(dzr(dhy A -+ Adhy)) = resc(wy)Ozr(dhs A -+ A dhy).

L’application ¢ s’identifie donc a resc(w,) dans 7.
En identifiant les modules Hom g (Derk(— log C), E) et QF(log C), on obtient donc I'appli-
cation

resc : QF(log C) — 74
w > resc(w)
Réciproquement, soit ¢ : _Zc — Oc. Son image par o est une application ® : @’f; — Oc¢

définie par ®(5) = (6(dhy A --- Adhy)). La surjectivité de 7 assure l’existence d’un antécédent
P : @’g — Og de ®. Par I'isomorphisme A, on lui associe une application @ : Derk(— logC') — Os.
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Comme 'image de @ par 7’ est nulle, elle provient d’une application ¢ : Der® (=logC) — X
qui vérifie hgp = @. On identifie ¢ & une forme w, € Q*(logC). Le raisonnement précédent
montre que l'application 1) est donnée pour @ € Z¢ par (a) = resc(w,)a. Par conséquent,
resc : QF(log C) — _ZY est surjective et donc 7Y = Zc. O

Remarque 3.2.18. De la méme fagon que dans [GS14, (3.8)], on peut considérer le complexe
double associé a N
Homg, (OF < 0% (log C),h: £ — ).

On obtient alors la suite exacte longue :

0 — Der*(—log C) — 0% % Extl,_ (%o, ) — Extl, (Qk(log C), 2) — Ext}, (Qk 2) S
(3.11)

Par une preuve semblable a la preuve du lemme 3.2.16 et de [GS14, Proposition 3.4] on
obtient Exty (Zc,X) = R et o(6) = dhy A -+ A dhg(0).

3.3 Caractérisations de la liberté

Nous montrons dans ce paragraphe le résultat principal de ce chapitre, a savoir le théo-
reme 3.3.7.

Nous avons rappelé dans le Chapitre 2 plusieurs caractérisations de la liberté des diviseurs.
Nous commencgons par donner la définition de liberté proposée par M. Granger et M. Schulze
dans [GS12], qui s’inspire clairement du théoreme 2.2.10 (voir définition 3.3.1). On montre sans
difficultés que cette notion de liberté conduit a une condition sur la dimension projective du
module des k-champs de vecteurs multi-logarithmiques qui est alors k—1 (voir proposition 3.3.5).

Dans le cas des hypersurfaces, la liberté du module Der(—log D) est clairement équivalente
a la liberté de Q! (log D) grace a la proposition 2.1.23. La situation dans le cas d’une intersection
complete se complique, et le fait que la dimension projective de Derk(— log C) est k—1 n’indique
a priori rien sur la dimension projective de QF(log C).

L’objectif de ce paragraphe est de montrer que la liberté d’une intersection complete est
équivalente au fait que la dimension projective de Qk(log (') est k — 1. Pour obtenir ce résultat,
nous étudions en détails la suite exacte longue obtenue en appliquant le foncteur Homg, (—, Os)
3 la suite exacte courte 0 — Q% — QF(log C) — Z¢ — 0.

Commencons par définir la notion de liberté pour une intersection compléte. Dans tout ce
paragraphe, nous ne considérons que des germes d’espaces et de fonctions en un point p € D,
que nous ne mentionnons pas.

Définition 3.3.1 ([GS12, Definition 5.1]). Une intersection compléte réduite C' est dite libre
si elle est lisse ou st le lieu singulier muni de anneau Oc/ _Zc est un Oc-module de Cohen-
Macaulay de dimension m — k — 1.

Proposition 3.3.2. Une intersection compléte réduite C est libre si et seulement si l'idéal J(h)
de Os engendré par les mineurs k x k de la matrice jacobienne et hq,. .., h; est un idéal parfait
de codimension k + 1 dans Og.

Preuve. La preuve est essentiellement la méme que la preuve de la proposition 2.2.20. Comme
Ogs est régulier, il est Cohen-Macaulay et donc grade(J(h)) = ht(J(h)) = m — dim(0s/J(h)).
D’apreés la formule d’Auslander-Buchsbaum 2.2.14, on a dimproj(&s/J(h)) = m—prof(&s/J(h)).
Par conséquent, J(h) est parfait de codimension k+1 dans Oy si et seulement si dim(&s/J(h)) =
prof (Og/J(h)) = m — k — 1, c’est-a-dire si et seulement si &s/J(h) est Cohen-Macaulay de di-
mension m — k — 1. O
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Exemple 3.3.3. Soit C' une courbe intersection compléte réduite. Alors C est libre. En effet,
si C est lisse, elle est libre par définition, et dans le cas contraire, comme C' est réduite et de
dimension 1, son lieu singulier est de dimension 0 et est donc Cohen-Macaulay.

La caractérisation des surfaces libres de C® de la proposition 2.2.23 se généralise aux in-
tersections complétes réduites de dimension deux avec une preuve essentiellement identique.

Proposition 3.3.4. Soit C C S un germe de surface intersection compléte réduite. Soit J(h)
l’idéal de Og engendré par les équations hy, ..., hm_o et par les mineurs maximauzx de la matrice
jacobienne de (hy,...,hpm—2). Alors C est libre si et seulement si J(h) est saturé.

Preuve. Par définition, C est libre si et seulement si Os/.J(h) est Cohen-Macaulay de dimension
1. Comme C est réduite, la dimension de &s/J(h) est au plus 1. Le lemme 2.2.22 nous donne
alors le résultat. U

Les trois premiers points de la proposition suivante sont mentionnés dans [GS12]. On rappelle
que dimproj(M) désigne la dimension projective d’'un &g-module M.

Proposition 3.3.5. Soit C' une intersection compléte réduite singuliére. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. C est libre,

2. llidéal jacobien Zc est un Oc-module de Cohen-Macaulay,
3. dimproj (Derk(— log C)) <k-—1,
4. dimproj (Derk(— log C)) =k—1

Remarque 3.3.6. Comme ¢ est un idéal fractionnaire de O¢, il est de dimension m — k et
donc la condition 2. est équivalente a #¢ est un O¢-module de Cohen-Macaulay maximal.

Nous ajoutons a la liste précédente les caractérisations suivantes, ce qui nous amene au
résultat principal de ce chapitre :

THEOREME 3.3.7. On peut ajouter les assertions suivantes a la liste d’équivalences de la pro-
position 3.3.5 :

5. dimproj (Qk(log C’)) <k-—1,
6. dimproj (Qk(log C’)) =k—1

En particulier, pour £ = 1, on reconnait plusieurs des caractérisations de la liberté des
hypersurfaces mentionnées dans le Chapitre 2, a savoir la définition 2.2.3 et le théoréme 2.2.10.

Nous verrons sur des exemples dans la partie 6.1 que le nombre de générateurs du module
0% (log C) dépend de I'intersection compléte considérée et pas seulement de k et m. En particulier,
cela indique qu’il semble plus difficile d’obtenir une généralisation du Critére de Saito 2.2.8.
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3.3.1 Preuve de la proposition 3.3.5

La preuve de la proposition 3.3.5 repose essentiellement sur le lemme de la profondeur 2.2.13
et sur la formule d’Auslander-Buchsbaum 2.2.14.

Preuve (de la proposition 3.3.5). L’équivalence 1. <= 2. est prouvée dans [Sch16, Pro-
position 5.6]. Rappelons cette démonstration, qui est tout a fait analogue a la preuve de 1’équi-
valence 2. <= 3. du théoréme 2.2.10.

On considere la suite exacte de Oc-modules :

0—>fc—>ﬁc—>ﬁc//c—>0. (3.12)

On pose n = m — k la dimension de C. Comme C' est une intersection compleéte, O¢ est un
anneau de Cohen-Macaulay de dimension n. De plus, étant donné que C' est réduite, le lieu
singulier de C' est de dimension au plus n — 1, et donc la profondeur de 0¢/_Zc est au plus
n — 1. Par le lemme de la Profondeur, on a

prof(_Zc) = prof(0c/ fc) + 1.

Par conséquent, prof(_#c) =n <= prof(Oc/ Zc) =n—1,doul. < 2.
Montrons 2. = 4. On rappelle la suite exacte suivante :

0 — Der®(—logC) — 0% — 7o — 0. (3.13)

Par le lemme de la profondeur, comme la profondeur de f¢¢ est m — k et la profondeur de
Ok est m, on a prof(Der®(—logC')) = m — k + 1. La formule d’Auslander-Buchsbaum donne
dimproj(Der®(—log C)) = k — 1.

L’implication 4 = 3. est triviale.

Montrons 3. = 2. Cette implication est mentionnée dans [GS12], et nous en donnons ici
une preuve. Par la formule d’Auslander-Buchsbaum, prof (Derk(— logC')) > m — k+ 1. De plus,
comme O% est libre, prof(0%) = m, et prof(_#c) < m — k. Par conséquent, la suite exacte (3.13)
et le lemme de la profondeur assurent que prof (Der®(—log C')) = m—k+1 et prof(_Zc) = m—k,
et donc _Z¢ est Cohen-Macaulay. U

3.3.2 Préliminaires a la preuve du théoreme 3.3.7

Les méthodes utilisées pour démontrer la proposition 3.3.5 ne sont pas suffisantes pour
obtenir le théoreme 3.3.7. En effet, si on considere la suite exacte courte

0— QF = QF(logC) = Zc — 0 (3.14)

on obtient avec le lemme de la profondeur et la formule d’Auslander-Buchsbaum la proposi-
tion 3.3.19, dont I’énoncé est plus faible mais qui nous sera tout de méme utile pour terminer la
preuve du théoreme 3.3.7.

La preuve du théoreme 3.3.7 est fondée sur le calcul explicite de certains modules et mor-
phismes de la suite exacte longue obtenue en appliquant le foncteur Homg, (—, Os) a la suite
exacte courte (3.14) :

0 — Homgy (Zc, Os) — Homgyg (QFog C), Og) — Homﬁs(ﬁk, Os) — Ext(lﬁs (Zc,Og) — ...

(3.15)
Le plan de la preuve est le suivant. Nous commencgons par calculer a ’aide du complexe

de Koszul les modules Ext%S (Qk , 6"5). Nous déterminons ensuite grace a la suite spectrale de

changement d’anneaux les modules Ext’}js (Zc, Os) pour q < k. La partie la plus technique est
le calcul explicite du morphisme connectant

o Ext]%;l (ﬁk, ﬁg) — Ext%s (%Zc, Os) .

Ce calcul est nécessaire afin d’identifier le noyau et 'image de o, qui sont tous deux utilisés
dans la fin de la preuve.
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Ok
Calcul des Ext{,_ (Q ,6"5)
Commengons par calculer les termes de la suite (3.15) impliquant OF = %fcﬁg Nous
utilisons le complexe de Koszul associé a la suite réguliere (hq, ..., hg).

Notation 3.3.8. On note K(h) le complexe de Koszul associé & (hy, ..., hi) dans Og :

k 1
Kh) : 0 \ok&s . 2 Aok Dy g5 50 (3.16)

ot pour I C {1,...,k} de cardinal p € {2,...,k}, di(er) = S0_ (=1)  hi,ei, A - NE A+ Aey,
et dy(e;) = hy pouri € {1,...,k}. On pose K(h) : 0 — A* ok Gy Ly A' 0% — 01e complexe
obtenu a partir de K (h) en enlevant le dernier Og.

Remarque 3.3.9. D’apreés [Eis95, Corollary 17.5, Proposition 17.15], étant donné que la suite
(h1,...,hi) est réguliere, le complexe K (h) est une résolution libre de ¢, et le complexe dual
Homgy, (K (h), Os) est aussi une résolution libre de 0.

—~ 1
Lemme 3.3.10. Le complexe K(h) fournit une résolution libre de ¥ = 7 Sk hiOs = %fc.

En particulier, la dimension projective de 3 est k — 1.

Preuve. On remarque que ¥ ~ Zle h;Os. Ce dernier est I'image de 'application d; du com-
plexe de Koszul, qui est exact par la proposition 3.3.9. U

Nous pouvons donc utiliser le complexe K (h) pour calculer les Extg, (@k, ﬁg) :
Lemme 3.3.11. La dimension projective de QF estk—1. De plus, on a :
Hom,, (ﬁ’f ﬁs) — hek,
Extls 1 (Q’“ ﬁs) = 0k @4, Oc,
et pour tout j ¢ {0,k — 1}, Extfés (ﬁk, 6"5) =0.

Preuve. On a QF = Q’; ®gg 2. On rappelle que le complexe K (h) fournit une résolution libre
de ¥, on en déduit donc que Qg ®ey K (h) fournit une résolution libre de QOF. En particulier,
dimproj(QF) =k — 1.

De plus, on a Homg (Qg ®eog 2, ﬁg) = @g ®ps Homgg (3, Og). Soit ¢ € Homgyg (3, O).
Alors 1 est entiérement déterminée par t(1). Comme pour tout ¢ € {1,...,k}, ¥ <l§1\> =
%1/1(1) € Og,on a Y(1) € hOg. Réciproquement, il est clair qu'un élément o € h@g définit une
ai)plication Y € Homg, (X, Og) en posant (1) = o, ce qui nous donne la premiere égalité.

La deuxieme égalité se déduit de la remarque 3.3.9, qui assure que Ext]fﬁ;l (3,05) = 0¢c. O

Calcul des Ext%gs (Zc, Os)

Contrairement au cas de ﬁk, nous ne calculerons que les Extqﬁs (Zc,Os) pour q < k.

Nous utilisons la suite spectrale de changement d’anneaux (voir par exemple [CE56, Chapter
XV, XVI]). Nous I"énongons pour un &c-module M quelconque, car nous en aurons besoin pour
un autre module dans la suite.

By = Bxtly (M, Ext},_(6c, O5)) = Extl ! (M, O). (3.17)

Nous avons besoin du lemme suivant, qui nous permet dans le cas M = Z¢ de déterminer
les modules recherchés.
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Lemme 3.3.12. Soit C une intersection compléte et M un Oc-module de type fini. Pour tout
q <k, Extqﬁs (M,0s) =0 et

Ext}y, (M, 0g) = Homg,, (M, O¢).

Preuve. Comme (hy,...,h;) est une suite réguliére, on a grace au complexe de Koszul 3.3.8
pour tout q # k, Ext%s (Oc,0g) =0 et Extlgs (Oc,Os) = Oc. Par conséquent, les seuls termes

éventuellement non nuls de la deuxieme feuille de la suite spectrale (3.17) sont les Egk pour
p € N, et donc la suite spectrale dégénere au rang 2. En particulier, Ext(fﬁs (M, Og) ~ ngk’k,
ce qui nous donne le résultat. O

On déduit des calculs précédents la suite exacte suivante :

Corollaire 3.3.13. La suite exacte longue (3.15) donne :

o 0 Bxth ! (Q4(10g C), O5) = Ok @y 00 S B¢ — Bxtly, (Q*(log C), Os) — 0 ...
(3.18)

Calcul du morphisme connectant «

En résumé, on dispose d’isomorphismes 3 et 3’ tels que le diagramme suivant commute :

0k ®g, Oc R

| |

EXt]fﬁ;l (Qk, ﬁg) 7’ Ext%s (,@C, ﬁs)

L’objectif de ce paragraphe est de montrer la proposition suivante :
Proposition 3.3.14. Le morphisme connectant o de la suite exacte du corollaire 3.3.13 est :
a:@§®ﬁs ﬁc—h@g
6®dn—>a-5(dh1/\-~-/\dhk)

En particulier, I"tmage de o est _Zc.

Cette proposition permet de comparer Z¢ et %%, ce qui est utilisé dans la fin de la preuve
du théoreme 3.3.7.

Le calcul de « est assez technique. Nous déterminons explicitement les isomorphismes 3 et
B’, ainsi que le morphisme connectant o’.

Nous fixons dans tout ce paragraphe une résolution injective (#°, &,) de 0.
Lemme 3.3.15. Soit M un Oc-module de type fini. L’isomorphisme du lemme 3.5.12 est :
B :Exty (M, 0s) = H* (Home, (M,.7*)) — Homg,, (M, H* (Home, (0c,#*))) = Home,, (M, Oc)
W (45 [0 (o)

Preuve. Soit (P,,ds) une résolution projective du &c-module M. On obtient ainsi le complexe
double AP? = Homg,, (Pp, Homg, (Oc,.#9)). Deux suites spectrales ayant le méme aboutisse-
ment y sont associées :

'E3? = H” (Homg,, (P, H(Homgg (Oc, 7°))) = Exty, (M, Extg (Oc, @9)) = Extlggq (M, 0s),
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"E3? = H(Homg,.(Hy(P.), Homgy (0¢, .7*))) = Extl ? (M, O) .

Les seuls termes éventuellement non nuls de la premiere suite spectrale sont les ’ Egk et pour
la seconde, ce sont les ” qu. En particulier, les deux suites spectrales dégénerent au rang deux,
et pour tout j > 1, ”E3F=J et 'EZF~7 sont nuls. On a donc :

Extl, (M, 0s) ="ES* ='E0% = "E¥ = "ES.

A partir des définitions des suites spectrales (voir [CE56, Chapter XV,XVI]) on voit qu’un
élément dans 'E%* peut étre représenté par un élément v € Homg,, (Po, Homg (ﬁc, 54 k)) qui
définit la méme classe dans "E. Dans "E¥, ¢ définit un élément [¢] € H* (Homgg (M, .7*)),
et dans 'E9¥, il définit ) : p > [¢, : a — a.b(p)] € Homg,, (M, H* (Hom (ﬁc,f‘))). Cela
nous donne I'isomorphisme annoncé. O

Le lemme suivant permet d’exprimer précisément 1’isomorphisme du lemme 3.3.11 par l'in-
termédiaire de la résolution injective (.#°,e,) de Og.

Lemme 3.3.16. Le deuxieme isomorphisme du lemme 8.3.11 est :

g H+1 (Homﬁs (Q’f J')) — 0% ®gy H* 1 (7 /Ann g (hy, ..., hy))

bt ! (04.,05) e

o] = > Oy @ [m]
I

ot my € I+ wérifie h-mr = o(dzy).

Preuve. Pour tout j € N on a un isomorphisme ¢ : Homgy (ﬁk, Jj) — @’§®ﬁs Homgy, (%, ,ﬂj)

donné par ((¢) = > ;0z1 ® (a — p(adzy)). ' 4
Intéressons-nous maintenant & Homg, (X, #7). Comme pour tout j € N, .#7 est un module
injectif, le foncteur Homgy, (—, .#7) est exact. De plus

0xnh Os — Oc — 0
est exacte donc on en déduit I'isomorphisme :

Homg, (ﬁ&fj) /Homgy (ﬁC’]j) — Homg (2’jj)
[gp:ﬁs—)ﬂj} = (a = p(h-a))

Homg. (Og, #7) = 77 Homg. (O, #7) = Ann (b, ...,k
De plus, ﬁs( s ) et { ﬁs( ¢ ) B silh 2 sont des
@ p(1) o — (1)
isomorphismes. Par conséquent on a l’isomorphisme :
¢: 7 /Ann 45 (h, ... hy) — Homg, (E, ﬂj)
[m] — (a+— a-hm)
En utilisant les isomorphismes ¢ et €71, on en déduit I'isomorphisme 3. O

Comme nous ’avons déja remarqué dans la preuve du lemme 3.3.11 en utilisant le complexe de
Koszul, H*~! (Homg, (3, Os)) = O¢, et donc il existe un isomorphisme

" . HF1 (#°/Ann ge(hy,..., ht)) — Oc.
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De plus, comme pour tout j € N, Ann 4;(hq,...,hy) est isomorphe & Homg, (¢, fj), en
utilisant la remarque 3.3.9 on en déduit un isomorphisme

Yo+ H¥ (Ann ge (ha, ..., hy)) — Oc.

Le lemme suivant explicite I’isomorphisme entre les modules H*~! (.#*/Ann e (hy, ..., hi))
et H* (Annge(h, ..., hi)).

Lemme 3.3.17. On a un isomorphisme :

v HY (7% /Ann ge(hy, ... b)) — H (Ann ge(hy, ..., hy))
[m] — [ex—1(m)]

Preuve. Onnotez, 1 : % 1/Ann sx—1(hy,..., hy) = Z%/Ann s (hy, ..., hi). Montrons d’abord
que vy est bien définie.
Si m € Ker(g;_1) alors g,_1(m) € Ann gk (hy,...,hg). Si m = gx_3(m/) pour un m’ €
IF=2JAnn si—2(hy, ..., hy), alors [eh_1(er_2(m'))] = 0 et donc I'application ~ est bien définie.
Supposons que [g,_1(m)] = 0. Alors il existe m’ € Ann gx-1(hq,...,hx) tel que ex_1(m) =
ep—1(m’), et donc m —m’ € Ker(eg—1) = Im(eg_2). D’ou [m] = 0, et donc ~ est injective.
Considérons [m] € H* (Ann ge(hy,...,hs)). Alors ex(m) = 0 donc il existe m’ € #*~1 tel

que ei—1(m’) = m. Alors [m] = v([m']), et donc v est surjective. O

Nous disposons a présent de toutes les identifications nécessaires au calcul de .

Preuve (de la proposition 3.3.14). Nous voulons construire le morphisme connectant :
o HL (Homﬁs (Qk, f’)) — H* (Homgy (%c, 7°)).

On procede par une chasse au diagramme fondée sur le diagramme commutatif suivant :

0 oy (5 o, (0408, #5) “ Homg, (0, 71) — 1
lgkfl €k—1 Eh—1

resy

0 < Homyg, (Qk, fk) N Homg, (Qk(log ), f’“) — Homy, (%c, fk> —0

Soit § ® [m] € O @ H*1 (.7*/Ann ye(hy, ..., h)). Comme B’ est un isomorphisme, il existe

gp:ﬁk—hﬂk_l
n i+ 6(hn) - m

vérifiant la condition e;_1(¢) = 0 et dont la classe dans Ext]fﬁ;l (Qk, 6’5) est un antécédent de
0 ® [m] par (.
Il existe ® : Q¥(log C) — #*~1 tel que ®oi = . Soit w € QF(log C). Par le théoréme 3.1.15,

il existe g, &,n tels que gw = f% + 1. Alors

dhy A---Adh
g(w) = €0 (L) o).

De plus, pour tout i € {1,...,k},

dhy A+ Adh dhy A+~ Adh
h@(lAAk)—w(mlAAk)—m&muAmAd@ym.
hy - hg hy - hg

Par conséquent,

¢<dh1/\"'/\dhk

= 5(dhy A -+ A dhy) - /
By Ty ) ( 1 A AN k) m—+m
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avec m’ € Ann g1 (hy, ..., hg).
L’image par €_1 de ® vérifie :

g-ek—1(®)(w) =& (6(dhy A -+ Adhy) - eg—1(m) + g1 (m')) .
Comme i*e_1(®) = 0, il existe ¥ : Zc — F* tel que gx_1(®) = res(¥). En particulier,
pour tout p € Zc, on a3 :
9% (p) = gp (8(dhy A--- Adhy) - ep—1(m) + g1 (m"))
Cela nous donne alors expression de go/ (3~(6 @ [m])) € Extkﬁs (%Zc, Os). Nous allons en
déduire Pexpression de a(d @ [m]) € .
Par l'isomorphisme 3 du lemme 3.3.15, et en utilisant identification de Homgg (O¢, -7*)
avec Ann ge(hy, ..., hi), la classe [g¥] € H*(Homg, (%c,-#*)) correspond & l’application
%C’ — }I]€ (Annjo(hl, ey hk))
p— [gp . (5(dh1 ANV dhk) . sk_l(m) + 5k_1(m'))]

De plus, comme m' € Ann yx-1(hy,...,hy), on a pour tout p € Z¢ :
lgp - (3(dha A -+ Adhy) - eg—1(m) + ex—1(m"))] = [gp - (3(dha A -+ Adhy) - e—1(m))].

On a des isomorphismes :

Oc & H1 (7 JAnn e (hy, ... b)) L HY (Annge (e, ... b)) 2 Oc.

Soit @ = v1([m]) € Oc. Comme +,71,72 sont des isomorphismes, on peut supposer* que
2 0v0~y Y1) =1, et donc yo([ex_1(m)]) =@ € Oc.
%c — ﬁc
Par conséquent, [gV¥] s’identifie & 'application et comme g
p— pgd(dhy A --- Adhg)a

est un non diviseur de zéro dans ¢, on en déduit que [¥] s’identifie &

a@c — ﬁc
p = pd(dhy A --- ANdhg)a

Dot le résultat : si 0 ® @ € Og ®g, Oc, alors a(d ®a) =a-d(dhy A --- Adhy). O

3.3.3 Fin de la preuve du théoréme 3.3.7
Nous avons besoin des résultats suivants, qui s’obtiennent a partir de la suite exacte courte
0— QF = QFlogC) = %o — 0 (3.19)
en utilisant des techniques analogues a celles de la preuve de la proposition 3.3.5.
On remarque d’abord la propriété suivante :

Lemme 3.3.18. Si C est une intersection compléte singuliére libre alors Z¢ est un module de
Cohen-Macaulay mazimal et Z. = fc.

Preuve. Par définition, comme C' est libre, #c est un module de Cohen-Macaulay maximal.
Par le théoréme 2.3.20, on a que _Z¥ est aussi un module de Cohen-Macaulay maximal, et
JV = Zc. De plus, par la proposition 3.2.17, #4 = %c, ce qui nous donne le résultat. O

30n remarque que ex_1(m) et ex_1(m’) sont annulés par (hi,..., k), et donc les multiplier par gp € Oc a du
sens.

4L’image 72 0 v o v~ (1) est un élément inversible de @c, et donc on peut composer avec un isomorphisme
supplémentaire ¥ : Oc — O¢ pour que l'image soit 1.
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Proposition 3.3.19. Si dimproj(Q*(logC)) < k — 1 alors Z¢ est un Oc-module de Cohen-
Macaulay mazximal.

Si C est libre, alors dimproj(2¥(log C)) < k.

Preuve. Supposons que dimproj(2¥(logC)) < k — 1. Par la formule d’Auslander-Buchsbaum
on a prof(Q¥(log C)) > m — k+ 1. Par la formule d’Auslander-Buchsbaum et le lemme 3.3.11 on
a prof (ﬁk ) = m—k~+1. De plus, prof(%¢) < m—k, donc par le lemme de la profondeur appliqué
a la suite exacte (3.19) on a prof(Zc) = m — k = dim(%¢), et donc Z¢ est Cohen-Macaulay.

Supposons que C est libre. Par le lemme 3.3.18, on a prof (Z¢) = m — k. De plus, prof(ﬁk)
m—k-+1 donc le lemme de la profondeur appliqué & la suite exacte (3.19) donne prof (2 (log C))
m — k. Par la formule d’Auslander Buchsbaum on obtient dimproj(Q2*(log C)) < k.

OwW

Grace au calcul explicite du morphisme connectant « de la proposition 3.3.14, nous pouvons
comparer Im(a) = f¢ et %, ce qui nous permet de finir la preuve du théoréme 3.3.7, en
utilisant la proposition 3.3.19.

Preuve (Fin de la preuve du théoréme 3.3.7). Commencons par I'implication 2. = 6. Par
la proposition 3.3.19, on a dimproj(Q*(log C)) < k et par le lemme 3.3.18, ZY = #¢. L’appli-
cation « de la proposition 3.3.13 est donc surjective et Ext]gs (Qk(log ), @g) = 0.
Soit
0— 0% & g% L 6% 5 QF(log C) — 0 (3.20)

une résolution libre minimale de QF(log C'). En particulier, cela signifie que les coefficients de
dj, sont dans l'idéal maximal m de Os. On applique le foncteur Homg, (—, Os) a cette ré-

solution, et on identifie Homgg (ﬁgj,@g) avec ﬁéj. Alors Ext%s (Qk(log C’),ﬁs) est égal a

ﬁ’é’“ /Im(*dy). Comme ce module est nul, on a par le lemme de Nakayama, ﬁﬁf“ = 0 et donc
dimproj(2*(log ©)) < k — 1.

De plus, comme il y a des relations entre les mineurs maximaux de la matrice jacobienne,
I’application « a un noyau non nul.

Par conséquent, Ext'fﬁ;l (Qk(log ), 6"5) # 0 et dimproj(Q¥(log C)) = k — 1.
L’implication 6. = 5. est triviale.
Montrons 5. = 2.

Supposons que dimproj (Qk(log C)) < k — 1. La suite exacte (3.18) devient :
0 — Extfy ! (2*(log C), O5) — 0 @45 O 5 R — 0

Comme par la proposition 3.3.14 l'image de a est Z¢, on a Z% = _Zc. Par la propo-
sition 3.3.19, Z¢ est un Oc-module de Cohen-Macaulay maximal. On a donc par le théo-
réme 2.3.20 que _Z¢ est aussi Cohen-Macaulay maximal. O

Remarque 3.3.20. Toutes les caractérisations de la liberté que nous avons mentionnées dans le
chapitre 2 se généralisent aux intersections completes, sauf une : le critere de Saito 2.2.8. On rap-
pelle que contrairement au cas des hypersurfaces, les formes différentielles multi-logarithmiques
d’une intersection complete de codimension au moins deux ne sont pas stables par produit
extérieur. Nous donnons de plus dans le chapitre 6 des exemples de courbes gauches pour les-
quelles le nombre de générateurs du module des formes multi-logarithmiques est différent (voir
proposition 6.1.26 et exemple 6.1.36).
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3.3.4 Conséquences de la liberté

Grace au corollaire 3.3.13 et au théoreme 3.3.7, on peut calculer pour les intersections com-
plétes libres les modules Extqﬁs (Qk (log C), ﬁg) pour g € N, en particulier, on relie le module

Extlz%;l (Qk(log C), ﬁS) au module Der®(—log C).

Corollaire 3.3.21. Soit C une intersection compléte libre de codimension au moins deux. Alors :

Hom,, (2*(log ©), 05 ) = hek,

Der®(—log C)
( i1 hz‘@@) 7

et pour tout ¢ ¢ {0,k — 1},Ext?ﬁs (Qk(log ), ﬁs> =0.

Ext ! (2*(log C), Os) =

Preuve. Le début de la suite exacte longue 3.15 donne

Homgyg (Qk(log ), ﬁs> ~ Homgy ((Zk, ﬁg) = h@g.

Pour tout ¢ < k — 1, Ext(},s (Zc,0s) =0 et pour tout 1 < ¢ < k — 2, Ext%s (Qk, @g) =0
de sorte que pour tout 1 < g < k — 2, Ext%s (Qk(log ), 6’5> = 0. De plus, comme C' est libre,
dimproj(Q*(log C)) = k—1 ce qui implique que pour tout ¢ > k— 1, Ext(gs (Qk (log C), ﬁs) =0.
Pour le terme restant, la suite exacte longue (3.15) nous donne que Ext]fﬁ;l (Qk (log C), ﬁg) est

le noyau de 'application « : @'g ®es Oc — _Zc calculée dans la proposition 3.3.14. D’ou le
résultat. U

Remarque 3.3.22. Si C n’est pas libre, les résultats du corollaire précédent portant sur les
modules Ext?ﬁs (Qk(log C), ﬁs) pour g < k — 1 restent vrais. De plus, Extlgs (Qk(log ), ﬁg)
est isomorphe & Z%/ _Zc.

Nous verrons dans le paragraphe 6.1 le calcul explicite d’une résolution projective du mo-
dule Q™ 1(logC) dans le cas d'une courbe intersection compléte quasi-homogene (voir théo-
reme 6.1.33).

Proposition 3.3.23. Soit C une intersection compléte réduite de codimension au moins 2. Alors
Homgg (Derk(— log C), 6’5) = Ok,
Ext];;l (Derk(— log C), ﬁg) ~Zc.
Et pour tout 1 < g <k — 2, Ext%;s (Derk(— log C), ﬁs) =0.
Si de plus C' est libre, alors pour tout q ¢ {0,k — 1}, Extqﬁs (Derk(— log C), 6’3) =0.
Preuve. On applique le foncteur Homgg (—, Os) a la suite exacte courte
0 — Der*(—logC) — 0% — 7o — 0.

Comme @’g est libre, pour tout ¢ > 1, Extqﬁs (@’;, ﬁs) = (. De plus, par le lemme 3.3.12,

pour tout ¢ < k, Ext?ﬁs (Fc,0s) =0, et Ext%s (Jc,0s) ~Homg, ( fc,Oc) = Zc. Cela nous
donne les résultats annoncés.

Si C est libre, d’aprés la proposition 3.3.5, dimproj(Der®(—log C')) = k—1 et donc pour tout
q >k on a Exty, (Derk(— log C), ﬁs) =0. O



Chapitre 4

Formes multi-logarithmiques d’un
espace réduit équidimensionnel et
liberté des espaces de
Cohen-Macaulay

Dans ce chapitre nous généralisons certains des résultats du paragraphe précédent a un espace
réduit équidimensionnel X, que nous supposerons pour certains énoncés Cohen-Macaulay. Nous
avons choisi de traiter d’abord et séparément le cas des intersections completes car il présente
moins de technicité, et le cas équidimensionnel repose en grande partie sur le cas intersection
complete.

Pour définir un module de formes différentielles multi-logarithmiques le long de X a la fagcon
d’A.G. Aleksandrov dans [Alel4, §10], nous devons d’abord inclure I’espace X dans une intersec-
tion complete C, qui doit étre réduite au moins le long de X. Nous montrons d’abord 'existence
d’une telle intersection complete (voir lemme 4.1.1). Dans la section 4.1 nous écrivons en détails
les preuves des résultats annoncés dans [Alel4, §10], en particulier, on montre que le module des
multi-résidus de X défini en 4.1.7 ne dépend pas du choix de l'intersection complete C', et nous
détaillons la preuve du théoreme 10.2 de [Alel4] qui relie les multi-résidus logarithmiques aux
formes réguliéres méromorphes par 'intermédiaire des symboles résidus introduits dans [Ker83],
et qui apparaissent aussi dans [Sch16].

Dans le paragraphe 4.2.1, nous montrons que tout espace réduit équidimensionnel peut étre
vu comme une union de composantes irréductibles d’une intersection complete réduite (voir pro-
position 4.2.1). Nous donnons ensuite quelques propriétés de la forme fondamentale de X, en
particulier, nous généralisons la caractérisation 3.1.15 grice a cette forme fondamentale (voir pro-
position 4.2.6). Nous proposons ensuite une définition des k-champs de vecteurs logarithmiques
le long de X, et nous montrons dans la proposition 4.2.12 que les k-formes multi-logarithmiques
et les k-champs de vecteurs multi-logarithmiques de X vérifient encore une sorte de dualité im-
pliquant I'idéal de l'intersection complete C' contenant X. Nous montrons ensuite que le dual
sur O¢ de I'idéal jacobien de C restreint a X est le module des multi-résidus de X.

Nous proposons comme définition de la liberté pour un espace Cohen-Macaulay réduit X le
fait que l’idéal jacobien restreint d’une intersection complete C' réduite contenant X a X est
Cohen-Macaulay. Nous généralisons les caractérisations de la liberté de la proposition 3.3.5 et
du théoréme 3.3.7 au cas d’un espace Cohen-Macaulay réduit X (voir théoreme 4.2.22). Nous
terminons ce chapitre en comparant les différentes notions d’idéaux jacobiens dont on dispose.
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4.1 Formes différentielles logarithmiques d’un espace réduit équi-
dimensionnel

Dans cette partie, nous donnons la définition de formes différentielles multi-logarithmiques
le long d’un espace réduit équidimensionnel telle qu’elle est proposée par A.G. Aleksandrov dans
[Alel4, §10], ainsi que la notion de multi-résidus qui en résulte. Nous donnons une preuve détaillée
de l'isomorphisme entre les modules des multi-résidus et les formes réguliéres méromorphes
décrites par I'intermédiaire de symboles résidus (voir proposition 4.1.20 et théoréme 4.1.22).

4.1.1 Définition

Dans tout ce chapitre, S désigne le germe en un point p d’une variété analytique lisse de
dimension m, munie d’un systéme de coordonnées (x1,...,Zy,).

Soit X C S un germe d’espace analytique réduit équidimensionnel. On note Zx l'idéal
radical de Og définissant X. On note (hy,...,h,) une famille génératrice de Fx.

Soit Sx = p1 N--- NP, une décomposition primaire minimale de I'idéal Fx. Etant donné
que X est réduit, pour tout i € {1,...,p}, p; est un idéal premier (voir [Eis95, Corollary 2.12]).
Pour i € {1,...,p} on note X; la composante irréductible de X définie par p;.

Dans le cas d’une hypersurface, le module des formes différentielles logarithmiques ne dépend
que de I'hypersurface. Le module des formes différentielles multi-logarithmiques le long d’une
intersection compléte dépend quant & lui du choix de la suite réguliére la définissant.

Pour un espace réduit équidimensionnel, la définition proposée par A.G. Aleksandrov dans
[Alel4, §10] dépend en plus du choix d’une intersection compléte contenant X. Avant de donner
cette définition, nous introduisons le lemme suivant :

Lemme 4.1.1. Il existe une suite réguliere (f1,...,fr) C Fx telle qu’une décomposition pri-
maire de l'idéal Io = Zle fiOs soit de la forme Fo =p1N---NPppNQqpt1 Ng,. Autrement dit,
X est réduit dans C.

Preuve. Comme la codimension de X dans S est k, on a prof , _(0s) = k (voir par exemple
[GP02, Corollary 7.7.10]). Il existe donc une suite réguliére (fi,..., fx) € £x. Notons .#- 'idéal
de Og engendré par (f1,..., fr). Une décomposition primaire de .# est de la forme

Fo=q N NdpNapr1N---Nqe

ol \/q; = p; pour tout i € {1,...,p}. Pour ¢ € {1,...,p}, on note k; = Oxp,/9iOxp, le corps
résiduel de Ox en p;. Pour h € Zx, on définit le vecteur

_ oh oh \! m

Supposons qu'il existe i € {1,...,p} tel que q; # p;. Cela signifie que C' n’est pas réduite le
long de Xj;, et en particulier, X; est contenu dans le lieu singulier de C' donc

dimy, (OF1, ..., 0f%) = d < k.

Par exemple, Of; € (0f1,.-.,0fk_1)x,;- Comme X; n’est pas contenu dans le lieu singulier de X,

la dimension du k-espace vectoriel (Ohq,...,0h,) est k. Il existe donc h € Zx tel que :
dimy, (0f1,...,0fk_1,0h) =d + 1.

Pour tout A € C* on a :
dimy, (f1,...,0fx + AOh) = d + 1. (4.1)



4.1. FORMES LOGARITHMIQUES D’UN ESPACE EQUIDIMENSIONNEL 73

Comme fi est un non diviseur de zéro de Os/(f1,..., fr—1)Os, pour un A € C suffisamment
général, fi + \h est aussi un non diviseur de zéro de Os/(f1,..., fr—1)Cs. En effet, si s est le
nombre d’idéaux premiers associés a l'idéal (f1,..., fi), alors fr + Ah est un diviseur de zéro
pour au plus s valeurs distinctes! de \.

De plus, si j € {1,...,p} est différent de i et si A € C est assez général?, on a :

dimy,, (BF, ..., 0fx + \OB) > dimy, (OFr, ..., Of5). (4.2)

Par conséquent, il existe A € C tel que les conditions (4.1) et (4.2) sont vérifiées, et de
plus (f1,...,fx + Ah) € Fx est une suite réguliere. Par récurrence, on construit une suite
réguliere (F, ..., Fy) C Zx telle que pour tout i € {1,...,p}, dim,, (OF},...,0F;) =k, et donc
(Frye s F) =pi0Npp Ny NNy O

Remarque 4.1.2. On ne demande pas dans I’énoncé du lemme 4.1.1 que les composantes ad-
ditionnelles de l'intersection compléte définie par (f1,..., fx) soient réduites. Nous montrons
dans la proposition 4.2.1 qu’on peut trouver une intersection compléte réduite contenant X.
Néanmoins, pour les résultats de cette partie, nous n’avons pas besoin de ce résultat plus fort.

Nous sommes maintenant en mesure de définir les formes différentielles multi-logarithmiques
le long de X relativement & une intersection compléte C' vérifiant le lemme 4.1.1 et définie par
une suite réguliere (fi,..., fx). On pose f = f1--- f.

- 1 1
On rappelle que pour tout ¢ € N, Q% =S . —0% = = 7-Q% (voir notation 3.1.14).
f i=1 7 S f S
= i

Définition 4.1.3 ([Alel4, Definition 10.1]). Soit (fi,...,fr) C Fx une suite réguliére vé-
rifiant le lemme 4.1.1. On note C lintersection compléte définie par So = (f1,..., fr). Soit
q € N. On définit le module des g-formes différentielles multi-logarithmiques relativement a la
paire (X, C) par :

1 ~ ~
Q(log X/C) = {w e ——QL; Vie{l,...,r} , hwe Q(JIC et dh; Nw € Q?chl}
Jie T ! i

— 1 q . 01 O+l

Remarque 4.1.4. Si C est réduit, on a Q9(log C/C) = Q9(log C'), ou Q4(log C') est donné dans
la définition 3.1.4. De plus, pour tout ¢ € N, on a la suite d’inclusions suivante :

Q} C Q9(log X/C) C Q4(log C).

Proposition 4.1.5. Pour tout ¢ € N, le faisceau Q%(log X/C) est cohérent. De plus, le fais-
ceau f - Q%(log X/C) ne dépend pas du choix des équations (fi,..., fr) définissant l’intersection
compléte C, mais dépendent du choiz de lintersection compléte C contenant X .

Preuve. Soit ¢ € N et (hy,...,h,) une famille génératrice de .#x. Le module f - Q4(log X/C)
est le noyau du morphisme de faisceaux cohérents :

0% 2 (). 7c08) & (95 /7008

défini pour w € Q par f(w) = (hw, ..., hyw,dhiAw, ..., dhAw). On en déduit que Q7(log X/C)
est cohérent et que f - Q9(log X/C') ne dépend pas du choix des équations définissant C.
Supposons que C’ est une intersection compléte vérifiant le lemme 4.1.1 telle que Yo C Zcr.
On vérifie que Q%(log X/C) C Q%(log X/C"). On remarque que ZoQ% C Q4(log X/C"). Si I #
Fer, on a done Q(log X/C) # Q4(log X/C"). O

'En effet, si fr + Mh et fx + A2k sont dans un méme idéal premier associé p, alors (A2 — A1) fx € p et donc
A1 = A2 vu que fi n’est pas un diviseur de zéro.
2Seulement un nombre fini de valeurs de A peuvent faire baisser la dimension.
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4.1.2 Multi-résidus logarithmiques

Nous fixons désormais une suite réguliére (fi,..., fx) € Fx vérifiant le lemme 4.1.1. On note
C lintersection compléte ainsi définie, munie de la structure peut-étre non réduite donnée par
Jo=(fi,...,fr).Onpose f = fi--- fret Jo=pi1N---NP,NGp4+1N- - - N une décomposition
primaire de Z¢.

Proposition 4.1.6. Soit ¢ € N et w € Q%(log X/C). Alors il existe g € Os qui induit un non
diviseur de zéro de Ox, £ € Q%ﬁk etn e Q?c tels que :

d CooAd
Y fin---A fk/\

£+ 4.3

fio fr (4.3)
Preuve. Il est démontré dans la preuve de [Alel2, §3, Theorem 1] que pour tout g dans 'idéal
Jo C Og engendré par les mineurs maximaux de la matrice jacobienne de (fi,..., fx), la forme

différentielle gw peut s’écrire sous la forme 4.3. L’hypothese que C est réduite n’est utilisée qu’a
la fin de la preuve de [Ale12, §3, Theorem 1] pour assurer 'existence d’un élément g € Jo qui
induit un non diviseur de zéro dans O¢.

Comme X est réduit dans C)| il existe g € Jo qui induit un non diviseur de zéro dans O,
ce qui achéve la preuve. O

2

On pose Q% = .
D X T s L Ay A QLT

Définition 4.1.7. On conserve les notations de la proposition 4.1.6. Le multi-résidu de w rela-
tivement a la paire (X, C) est défini par :

I‘GSX/C(W) = 5 < S Qg{k ®ﬁ’X %X

Proposition 4.1.8. L’application resx ¢ est bien définie.

Preuve. On suppose que pour i € {1,2} on a

w_dfl/\"'/\dfk
TR

ou g¢;,&;,m; vérifient les hypotheses de la proposition 4.1.6. De méme que dans la preuve de
[Alel12, §4, Proposition 2] qui utilise le lemme de De Rham généralisé (voir lemme 2.3.5), il
existe e € N tel que

A&+

k

Je(g1&a — 9261) C© S dfi NQEFT 4 (fra o )05 TE
=1

Comme X est réduit dans C, on peut choisir g € J¢ tel que g induise un non diviseur de zéro de

Ox. Comme o C Fx, la classe de g°(g1&2 — g2&1) dans Qg{k est nulle, et donc !% ‘X = %‘X.D

Corollaire 4.1.9. Le noyau de l’application resy ¢ est (flv‘}.

Preuve. Soit w € Q9(log X/C) telle que resx/c(w) = 0. Montrons que o := fw € JcQf. La
condition resy/c(w) = 0 et Pécriture (4.3) assurent que a € FxNE = (p1 N ---Np,)QL, vu que
g est un non diviseur de zéro de Ox et Jo C Fx. Soit i € {p+1,...,£}. Comme C est une
intersection complete, .#¢ n’a pas d’idéal premier immergé. Il existe donc h € p1N---Np, tel que
h ¢ \/q;. De plus, ha € JcQL. Par conséquent, o € ;L. On obtient ainsi le résultat voulu :
[AS chqS. U
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Notation 4.1.10. On pose pour q € N, %}1(/0 =Tesx/c (Qq+k(log X/C)).
Nous allons montrer que les modules ,%’g( ¢ ne dépendent pas du choix de l'intersection
complete C. Pour cela, les deux résultats suivants sont fondamentaux :

Proposition 4.1.11 ([Kun86, (E.20)]). Soit (ai,...,ax) C (b1,...,b;) deux suites réguliéres
de Os. Soit une matrice A € My(Os) telle que (ay,...,ax)t = A(by,...,bg)t, et A = det(A).
Alors A(by,...,b;) C (a1,...,ax) et de plus Uapplication

{ Os/(b1,...,by)0s — Os/(a1,...,a1)0s

A - _
a m— Am

est injective, et

Im(pp) ={m € Os/(ar,...,ar)0s ; (b1,...,bx)m =0}.
Proposition 4.1.12 (Théoréme de Wiebe, [Kun86, (E.21)]). Avec les mémes notations,
en notant A l'image de A dans A = Os/(ay,...,ar)0s, on a :
Ann—(A) = (by,....bg)/(a1,...,a;) et Anng((b1,...,bg)/(a1,...,a)) = (A).
Nous pouvons a présent montrer la proposition suivante :

Proposition 4.1.13. Pour tout ¢ € N, le module %%, := resx ;o (Q4(log X/C)) ne dépend
pas du choiz de (f1,..., fx)-

Preuve. On commence par considérer le cas d’une suite réguliere (f1,...,f.) € (fi,.--, fx)
vérifiant le lemme 4.1.1. On note F» = (f1,..., f1.). Il existe une matrice A € #(COs) telle
que (f1,...,f1)" = A(f1,..., fr)". On note A le déterminant de A. D’aprés la preuve de la
proposition 3.1.21, on a :

dff A Adf, = Adfi A Adfy +v (4.4)

avec v € fc(llg.
Soit a € fi -+ frf2*T9(log X/C). Montrons que

o

Ao
es = TeSy /v EQ Qo M
' X/C(fl---fk> rex/e <f1 fk> Ox

Soit g, &, n vérifiant les conditions de la proposition 4.1.6 tels que

ga=dfi A ANdfe NE+
avec 1 = fn. La relation (4.4) assure que
gAa =dff A---ANdff NE—VANE+ A
Comme 7 € JCQqSJrk, d’aprés la proposition 4.1.11, An’ € JC/Q%Jrk. Par conséquent,

resx/cr (gAf/a) =resx/cr (W NE— V}\,f) .

On écrit €' = X UY’, ott Y/ peut ne pas étre réduit, mais ne contient pas de composante
irréductible de X. Par le lemme d’évitement, comme Y’ ne contient pas de composante irréduc-
tible de X, il existe F' € #y- tel que F ¢ |JY_, p;, et donc F est un non diviseur de zéro de O.
Alors Fv A€ € I00QL = Ix N Iy QL. On a donc :

resx/cr (gFf,> =resx/cr <W Fe — FV}\S) =resx/cr (W /\F{) .
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Et donc resx /¢ (gF %) = F¢|x. Comme F est un non diviseur de zéro de Ox, on a donc

resy/cr (Af/a> = jx =resy/c (?) . (4.5)

Par conséquent, Z% o € K Jor-

Considérons a présent of € f'QFF4(log X/C'). Comme Ixa' C IQIHF et I C Fx, on a
Fodl =0 € Q%+k/f(;/ﬂ%+k. D’apres la proposition 4.1.11, il existe o € Q%Jrk et 8 € /C/Q%Jrk
tels que

Ao =d + .

Montrons que § € Qitk(log X/C). Soit h € Fx. On a Aha = ha/ — hff € fc/QqSJrk et
AdhAa € JC/Q%+k+1. D’apres la proposition 4.1.12, on a ha € JCQ%Jrk et dhAa € JCQ%JrkH,
et donc % € Qi**(log X/C). De plus, par (4.5), res /¢ (%) = resy/cr (%), ce qui nous donne
I’égalité voulue : '%g(/c = %§/C,.

Considérons a présent le cas général. Soit (f7, ..., /) C Fx une autre suite réguliére vérifiant
le lemme 4.1.1. 11 existe une suite réguliere (f1,..., f1) € (f1,..., fx) N (fs..., f}) vérifiant le
lemme 4.1.1. Grace au cas précédent, on a %;1( o= %’g( o = 5?3’( Jon- O

Notation 4.1.14. On pose donc pour tout ¢ € N, Z% = %;1(/0.

4.1.3 Lien avec les formes réguliéeres méromorphes

Comme dans le cas des hypersurfaces ou des intersections completes, les modules des résidus
%g( pour g € N sont isomorphes aux modules wg( des formes réguliéres méromorphes le long de
X. Ce résultat fait I'objet du théoréme 10.2 de [Alel4]. Nous nous proposons ici d’en donner une
preuve détaillée, qui utilise la description des formes réguliéres méromorphes en termes de sym-
boles résidus proposée dans [Ker84], qui était déja utilisée dans un exposé de M. Schulze donné
a Oberwolfach en 2012, puis dans [Sch16], dans le but de généraliser les résidus logarithmiques
aux espaces réduits équidimensionnels.

Commencons par donner une définition des symboles résidus dans le cas qui nous intéresse, a
savoir pour des suites régulieres. On renvoie a [Ker83| pour plus de détails, et pour des définitions
plus générales faisant intervenir des systémes de dénominateurs®.

Notation 4.1.15 ([Ker83, §2]). On note . I'ensemble des suites régulieres de &s. On pose
1 I’ensemble des suites régulieres de 0g de longueur gq.

Soit (f1,..., fx) € ZF telle que (f1,..., fr) € Fx. On note S(f) I'ensemble des non diviseurs
de zéro de Os/(f1,..., fr). On pose pour ¢ € N

C (7", 0%/ 5x0L) = (Q4/7x %) g ) -

Ce module ne dépend pas du choix de la suite réguliere (f1,..., fr) € Fx (voir [Ker83,
Lemma 2.1]).

Définition 4.1.16. On note C* (7, 0%/ 7xO%) le quotient de ’ensemble

{(OZ/S, (f17 s 7fk)) ) Oé/S € (QqS/(fb L) fk)Q%)S(i) ’ (f17 SRR fk) C Ix suite Tégulz'ére }
par la relation d’équivalence

(a/87 (f177fk)) ~ (O//S/, (f{?vfl/e))

3En particulier, si A est un anneau noethérien et M est un A-module de type fini, 'ensemble des M-suites
réguliéres est un systéme de dénominateurs (voir [Ker83, (1.7)]).
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si et seulement st pour toute suite réquliere (f',..., fi) C (fi,-- . fp) N (f1,---, fx) on a

Aa/s=Nd' /s e (QL/(f,..., l/f/)ﬂg)s(ﬂ)

ot A (respectivement A') est le déterminant d’une matrice de transition* de (fi,..., fx) vers
(fl,.. ., f) (respectivement de (f1,..., fi.) vers (f{'s.... 7))

Remarque 4.1.17. Dans [Ker83] sont définis par récurrence des modules C? (.7, Q% /. 7xQY)
de sorte qu’ils forment un complexe satisfaisant certaines propriétés (voir [Ker83, Proposition

2.4]). La définition que nous venons de donner est en fait une conséquence de [Ker83, Proposition
2.5].

Définition 4.1.18. La classe d’un élément (o /s, (f1,..., fr)) dans C* (', QL) IxQL) est ap-
pelée symbole résidu. On le note :
a/s
[fl,m?fk] '

Remarquons la propriété suivante :

Lemme 4.1.19 ([Sch16, (1.14)]). Le symbole résidu [f afs f] est nul si et seulement si
1.5 Jk
€ (fi,..., fr)Q.
Preuve. Par [Ker83, Proposition 2.6], f ofs £l = 0 si et seulement s’il existe (f1,..., f}) C
-5 JEk

(fi,-.., fx) telle que Aa/s = 0 dans (Q%/(f{,...,f,’c)Q%)S(f,), avec A le déterminant d’une

matrice de transition de (fi, ..., fx) vers (f],..., f}). Cela équivaut & Aa € (f}, ..., QL. On
conclut en utilisant la proposition 4.1.12, qui assure que A« € (f7, ..., f,g)Q% si et seulement si

aE(fl,...,fk)Q%. O

Proposition 4.1.20 ([Ker84, (1.2)]). Soit ¢ € N. Le module des formes régulicres méro-
morphes W% satisfait :

wi = { lfl a fk] ja € QqSJrk, (fis---s fx) € Ix une suite réquliere,
Ixa € (fi, o )G dIx A C (f, o )95

Le résultat suivant apparait dans la preuve de [Sch16, Proposition 1.3] :

B

Proposition 4.1.21. Soit (f1,..., fr) € Fx une suite réguliére. Alors pour tout lf, f’] €
IERREE k

wi avec (f1,..., f}) C Ix une suite réquliere, il existe [fl @ fk] tel que
ey

o _ B
fooofe] A ]

Autrement dit, une seule suite réguliere (f1,..., fr) suffit a décrire w.

4c’est-a-dire d’une matrice A telle que (f{,..., fi) = A(f1, ..., fx)"
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Preuve. Soit une suite réguliere (f7,..., ) € (f1,---,fe) N (f1,---, f7). On note A (res-
pectivement A’) le déterminant d’une matrice de transition de (fi,..., fx) vers (f{,..., f}))
(respectivement de (f7,..., fi.) vers (f{,..., fy)). Alors

Ll
f{?afllv f?"'afllcl .

Par la proposition 4.1.11, on a bien IxA'8 C Fon et dIx N A'B C Fon. En particu-
lier, oA’ C Zon donc par la proposition 4.1.11, il existe a € Q?k telle que Aa = A
mod (f{,..., fy/). Par conséquent,

B B A'B B A« B o
f{aaf]; N {,a"'a ];/ B {/a"-a ]i;, N fl?"'afk .

On vérifie grace a la proposition 4.1.12 que Ixa C F¢ et dIx A a C F¢o, ce qui acheve la
preuve de la proposition. O

Donnons a présent la preuve du théoréme suivant :

THEOREME 4.1.22 ([Ale14, Theorem 10.2]). Soit ¢ € N. Le module #% est isomorphe au
module des formes régulieres méromorphes w .

Preuve. On pose
.1 q
Vi Ay — wy

p = resx/c (j:) ~ [fh ..a.,fk]‘

Montrons que cette application est bien définie, et est un isomorphisme. On commence par
remarquer que par définition, si ¢ € Qitk(log X/C), alors Ixa C (f1,... ,fk)Q%+k et dIx Ao C
jCQqSJrkJrl‘

Soit (f{,..., fi) € Fx une autre suite réguliere vérifiant le lemme 4.1.1, et % € Q%(log X/C")
telle que resx ¢ (%) =resy/c (%)

Les considérations de la preuve de la proposition 4.1.13 nous permettent de supposer de plus

que (fi,...,fi) € (f1,..., fx). Ona:

o Ao o
resX/C (f) = resX/C/ (f/) = resX/C, (f’)

ou A est le déterminant de la matrice de transition de (f1,..., fx) vers (f1,..., fi). Par consé-
quent, o/ = Aa+n avec 1 € IQ9* et donc on a bien

a B A« B o
flu---afk B f{a?fllc B f{?vfl/c .

Ainsi 'application v est-elle bien définie.
L’injectivité de ¢ est une conséquence directe du lemme 4.1.19 et la surjectivité vient de la
proposition 4.1.21. O

4.2 Liberté d’un espace réduit de Cohen-Macaulay

Nous commencons par introduire la forme fondamentale, ou forme trace, de X. Dans le cas

d’une intersection compleéte C' définie par une suite réguliere (hq,...,hx), cette forme fonda-

mentale n’est autre que W (voir définition 2.3.23). Nous avons vu dans le lemme 4.1.1
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que l'on peut inclure X dans une intersection complete réduite au moins le long de X. Nous
montrons dans ce paragraphe un résultat plus fort, a savoir qu’on peut trouver une intersection
complete réduite qui contient X.

L’objectif de cette partie est de généraliser les résultats du chapitre précédent aux espaces
réduits équidimensionnels, en particulier, on relie de nouveau les k-formes différentielles multi-
logarithmiques & un module de k-champs de vecteurs multi-logarithmiques (voir voir défini-
tion 4.2.8 et proposition 4.2.12), et nous montrons que le dual de idéal jacobien de C restreint
a X est le module des multi-résidus des k-formes logarithmiques (Proposition 4.2.17). Pour le
dernier paragraphe, nous supposons de plus que X est un espace de Cohen-Macaulay. Nous pro-
posons une définition de la liberté qui généralise la notion de liberté des chapitres précédents.
Nous donnons ensuite plusieurs caractérisations de la liberté, puis nous comparons différentes
notions d’idéaux jacobiens.

4.2.1 Forme fondamentale

Nous aurons besoin de la proposition suivante, qui est une version plus forte du lemme 4.1.1.

Proposition 4.2.1. Soit X un espace réduit équidimensionnel de codimension k dans S. Il existe
une suite réguliere (fi,...,fr) € Ix = (hi,...,h,) telle que lidéal (f1,..., fx) est radical.
Autrement dit, il existe une intersection compléte réduite C' contenant X .

Preuve. On considére un ouvert U de S contenant le point p sur lequel hq, ..., h, sont conver-
gentes. Comme l'idéal £y est radical, il existe fi € Zx non nulle et réduite, telle que de plus
pour tout i € {1,...,p}, X; n’est pas contenu dans le lieu singulier de la variété définie par fi.
Notons #x = p; N ---Np, une décomposition primaire irréductible de Fx.

Soit 7 € {1,...,k — 1}. Nous allons procéder par récurrence sur j. L’hypothese de récurrence
est la suivante : on suppose qu’il existe une suite réguliere (f1,..., f;) dans x telle que 'idéal
(fi,...,[j)0s est radical et telle qu’aucune composante irréductible de X n’est contenue dans
le lieu singulier de la variété Y définie par (fi,..., f;). Soit Y =Y U---UY; une décomposition
de Y en composantes irréductibles. La variété Y est de dimension pure m — j.

On considere une décomposition primaire .y = q1 N --- N q¢. En particulier, comme %y est
radical, pour tout ¢ € {1,...,t}, q; est premier.

On pose

VZ{/LECT ; Vie{l,...,t},zughg¢qi}.
=1

Si p € V alors Y j_ pehe est un non diviseur de zéro de Os/(f1,..., f;). En particulier,
V # 0 vu que prof ;. (Os) = k.

On consideére le lieu singulier Sing(Y") de Y, qui est défini par 'annulation des mineurs j x j de
la matrice jacobienne de (fi,..., fj). Soit g N---N g une décomposition primaire de Fging(y)-
On pose & I'ensemble des idéaux premiers associés a Fgie(y) qui définissent une variété de
dimension® m — j — 1. On pose :

V’—{ue@”;we%zﬂzheﬁép}-

(=1
Si p € V', alors aucune composante du lieu des zéros de (f1,. .., fj, >y fehe) n’est contenue
dans le lieu singulier de Y. De plus, V' # (). En effet, si j # k — 1, comme dim X = m — k <
m — j — 1, il existe clairement ¢ € {1,...,r} tel que hy ¢ p. Dans le cas j = k — 1, notons que

si p € & vérifie pour tout £ € {1,...,7}, hy € p alors Fx C p. Il existe donc ¢’ € {1,...,p} tel

SComme Y est réduite, le lieu singulier de Y est de dimension au plus m — j — 1. En particulier, & peut étre
vide.
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que ppr C p, et comme les deux idéaux premiers py et p sont de méme hauteur, pp = p. Cela
contredit ’hypotheése Xy Z Sing(Y).

Pour i € {1,...,p} on note k; = Oxp, /piOx p, le corps résiduel de Ox en p;. Pour h € I,
on pose le vecteur

_ oh oh \! m
Oh = (81‘17,%) S (ﬁX,pi/piﬁX:Pi) .

On pose

V' — {#E(CT; Vie{l,...,r},dim, (%,...,%,Zwﬁho 2j+1}.
/=1

Comme X est de codimension k > j+1 et réduite, pour tout i € {1,...,p}, il existe un mineur
(7+1)x (j+1) de la matrice jacobienne de (hy,. .., hx) qui n’est pas contenu dans p;. Comme de
plus dimy, (Tfl, . ,87]"]) = j, il existe h € Fx tel que dim,,; (87]’1, s Of3 30 M{?hg) > j+1,
et donc V" est un ouvert de Zariski non vide. Si u € V”, aucune composante irréductible de X
n’est contenue dans le lieu singulier de la variété définie par (f1,..., fj, > oi—1 pihi)-

On considére la sous-variété lisse Y/ de Y définie par Y/ = Y\ {Sing(Y)U X}. On pose
Vo=V NnV'NnV". Alors Vy est un ouvert de Zariski non vide de C".

Soit

T

Z = {(%M) €Y' xVy; Y pihi(x) = 0}'

i=1

Alors Z est une hypersurface lisse de Y’/ x V. En effet, comme X NY”’ = (), pour tout z € Y’,
8 T

n (; mhﬂx)) = h;(x) # 0. On considére
Papplication ¢ : 2 — Vj définie par ¢ (x, u) = p. Par le théoreme de Bertini-Sard, 1’ensemble
des points critiques de ¢ est de mesure nulle dans V. Cela implique en particulier qu’il existe

il existe i € {1,...,p} tel que h;(x) # 0, et donc

19 € Vg tel que o~ (1(0) est une variété lisse, et donc réduite. On pose fiv1 =201 ,ugo)hi. Les
conditions sur V{ assurent que la suite (fi,..., fj+1) définit une intersection complete réduite
dont le lieu singulier ne contient aucune composante irréductible de X.

On obtient donc ainsi par récurrence une suite réguliere (f1,..., fi) de Fx définissant une

intersection complete réduite contenant X. [l

On fixe donc une suite réguliere (fi,...,fr) C Fx telle que Lo = (f1,..., fr) est un
idéal radical de @g. On note C l'intersection compléte réduite définie par (f1,..., fr). On note
C=X1U---UX,UY  U---UY, une décomposition de C' en composantes irréductibles, ou
X=X,U---UXp et Y =Y,U---UY].

dft Ao Adfy

La forme différentielle joue un roéle fondamental pour l'intersection com-

L fr
plete C. Cette forme différentielle n’est en revanche pas logarithmique relativement a la paire
(X,C). Dans ce paragraphe, nous introduisons la "forme trace', ou forme fondamentale (voir
notation 4.2.4), dont on peut trouver une définition dans [Ker84, (1.3)].

p l
Notation 4.2.2. On note ¢ I'élément de Oz = @ O @ @ 05 défini par
i J
i=1 j=1

Vie{l,...,p}, Bl = 1€ Og,
Vje{l,...,ﬁ},ﬁf’}';j =0¢€ ﬁ’g;j_

Lemme 4.2.3. La forme différentielle Bydfy A--- ANdfy € ng ®eg Mo vérifie

Brdfi A Adfy € Qf ®4, OC.
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Preuve. On a dfi A--- Adfy = Z|I|:k Jrdxy ou Jr est le mineur de la matrice jacobienne de
(fi,-.., fx) relatif a I'ensemble I. D’apres la proposition 2.3.11, pour tout I C {1,...,m} tel
que |I| =k, on a J;Ox C Oc. Dot le résultat. O

Notation 4.2.4. On fixe donc agy € Q]fq telle que ag = Bpdfi A--- Adfy € Q]fq ®pg M. Cette
forme est la forme fondamentale de X dans S. L’application :

cX:Q§(—>w§(

B A ag
IBHlfla---afk]

est la classe fondamentale de X dans S (voir définition 2.3.23 pour le cas intersection complete).

La propriété suivante est une conséquence de la définition de o et de [Ker84, (1.3)].
Proposition 4.2.5. On a :

% e OF(log X/0).

De plus, resx/c (%) = 1€ #x. En particulier, ag € ny@.

Preuve. Soit h € Zx. Alors comme ¢ est nul sur Y, on a :

hag = hBpdfi A~ Adfy =0 € QO ®p, M.

Par conséquent on a hag € fcﬂg. De plus, pour tout i € {1,...,p}, la forme différentielle
dh Adfi A--- Adfy est nulle en restriction a X;, étant donné que (h, f1,..., fr) € Fx et X est
de codimension k dans S. Comme [3; est nul en restriction a Y, on en déduit que

dh ABrdfi A~ Adfy =0 € QF @4, M.

Par conséquent, dh A ag € Q™ et donc ¢ e QF(log X/0).
Soit a,g € O¢ tels que By = g € M¢. En particulier, g est un non diviseur de zéro de O¢.

On a
adfi A+ ANdfe

gresx ;o <O}O) =resy/c ( 7 ) =a€ Hx.

Comme ¢ est un non diviseur de zéro de O, il induit un non diviseur de zéro de Ox, et donc

resy/c <C}O) =0r=1¢€ .x.

Etant donné que Bgdfi A---Adfy =g =0¢€ Q’g ®eg My, on en déduit que ag € ny’é.D

Proposition 4.2.6. Soit w € %Qqs Alors w € Q(log X/C) si et seulement s’il existe g € Og

mduisant un non diviseur de zéro de O¢, & € Q%_k, etn € Q? tels que

ap

7 e (4.6)

gw

De plus, avec cette écriture, resX/C(w) ==
g
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Preuve. Soit w € Q9(log X/C). Alors w € Q4(log C). Soit g, &, n satisfaisant les hypotheéses du

théoreme 3.1.15 tels que
dfi A---Nd
g = fi ; i NE -+

Alors gresyc(w) = & = resx /¢ (% A f) donc d’apres le corollaire 4.1.9 il existe ' € Q(f[ tel que

a
gw:TO/\ﬁ%—n’.

Réciproquement, soit w € %Q% tel qu'il existe g, &, n vérifiant les conditions de la proposi-

tion 4.2.6 et
_ ™

qw NE+.
f
Soit h € Zx. Comme % € QF(log X/C), on a hag A € € ﬂchS et dh Aag ANE € chqSJi.
Comme fn € FcQ%, et comme g induit un non diviseur de zéro de O, on en déduit que hw € Q‘ch

et dh Aw € QI}H. Par conséquent, w € Q4(log X/C). O

On déduit de [Sch16, (2.14)] I’égalité suivante :
Zx ={plx ; p € Zc tel que ply = 0}. (4.7)
On a donc :
Proposition 4.2.7. Soit w € Q¥(log C). Alors :
we WFlog X/C) <« resc(w)ly = 0.
En particulier, cela implique que O C Xx .
Preuve. Soit w € Q*(log X/C). On a :
ply =0 < 3 € Q¥ (log X/O),px = resy/c(w')
— Ju' € Q(log X/C),In € Q% w=w' +n e Qlog X/C).

Comme ﬁ’} C Q%(log X/C), on en déduit le résultat. O

4.2.2 Champs de vecteurs multi-logarithmiques

Nous conservons les notations du paragraphe précédent, en particulier, oy désigne la forme
fondamentale de X (voir notation 4.2.4).
Nous proposons la définition suivante :

Définition 4.2.8. Soit § € @’g un k-champ de vecteurs holomorphe. On dit que § est multi-
logarithmique le long de X relativement & C' si

5(0[0) € Ix.

On note Derk(—log X/C) le Og-module des k-champs de vecteurs multi-logarithmiques le long
de X relativement a C'.

Remarque 4.2.9. Etant donné que aqg € nylg, on en déduit que pour tout ¢ € @lg, d(ag) €
Hy. On a donc
Der®(—log X/C) = {5 c Ok ; §(ag) € JC}.
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Lemme 4.2.10. On a linclusion suivante :
Der*(—log C') C Der®(—log X/C). (4.8)

Preuve. Soit a,g € Og tel que By = % € M. En particulier, g induit un non diviseur de zéro
dans Oc. Soit § € Der®(—1log C). Alors 6 (adfi A--- Adfy) € Fo. Comme g est un non diviseur
de zéro de O¢, on en déduit que 6(Srdfi A---Adfy) = (o) = 0 € . Par conséquent,
§(ap) € F¢, donc § € Der®(—log X/C). O

Lemme 4.2.11. Soit § € Der®(—log X/C) et w € Q¥(log X/C). Alors

k
1 1
=1 fz

Preuve. D’apres la proposition 4.2.6, on a gw = f% +n.

1
On a donc gé(w) = 5%5(040) +0(n) € ?fc. Comme g induit un non diviseur de zéro de O,

on a d(w) € chfc. O

Proposition 4.2.12. On suppose k > 2. Le foncteur Homgg (—, %) appliqué a la suite d’inclu-
sions

Qf € QF(log X/C) € Q¥ (log C) (4.9)
donne la suite d’inclusions
0% D Der®(—log X/C) D Der®(—log C). (4.10)

Réciproquement, si on applique le foncteur Homg, (—, %) a la suite d’inclusions (4.10), on obtient
la suite d’inclusions (4.9).

Preuve. Les seules égalités a prouver sont Homgg (Qk(log X/0), Z) = Derf(—log X/C) ainsi
que Homg, (Derk(—logX/C),E) = OF(log X/C), les autres étant données par la proposi-
tion 3.2.13.

On a:

0% D Homyg, (Qk(logX/C), Z) D Der(—1log 0).

Le lemme 4.2.11 nous assure que Der®(—log X/C) C Homgy, (Qk(log X/C), Z).

Soit 6 € Homg, (Qk(log X/C'),E). Comme ¢ € QF(log X/C), on a en particulier §(ag) €
I, donc § € Der®(—1log X/C). On a donc

Homg, (Qk (log X/C), E) = Der®(—log X/C).
Réciproquement, on a
QE C Homyg, (Derk(— log X/C), E) C QF(log ).

Le lemme 4.2.11 nous assure que Q(log X/C) C Homgy, (Derk(— log X/C), E).
Soit w € Homgyg (Derk(— log X/C), E). Montrons que w € QF(log X/C). Nous devons donc

montrer que Lxw € Q’} et dIx ANw € Q]Jfﬂ. On écrit w = Z|I|:k %WICLCU[.

Soit h € Fx. Pour tout I C {1,...,;71} tel que |I| = k, on a hdzy € Derk(—logX/NC'), vu
que hdzr(ag) € Fx. Cela implique que hdz(w) = h%wl € X, et donc finalement hw € Q’fc



84 CHAPITRE 4. LIBERTE D’UN ESPACE DE COHEN-MACAULAY

Comme dans la preuve de la proposition 3.2.13, on remarque que

k+1 oh
dh/\w— Z Z 1—wJ\][de.
|J\ k+1£=1

On pose pour J C {1,...,m} avec |[J| =k +1:

07 =D (1)t 5 =0y, A o NDxj N AT,
=1 Je
On a donc
0j(w) =0z (dh A w). (4.11)

Montrons que 87 € Der*(—log X/C). Montrer que d;(ag) € S revient & prouver que

Sj(Brdfi AN---ANdfy) =0€ .

On a

oh oh
8J:j1 e 6x]k+1

k+1 8h (;?i o 8<9f1
0y (ﬂfdfl A ANdfy) = By Z : J1~~-ﬂ...jk+1 = B¢ J1 Ik+1

Ljo : .
Ofu _Ofk
8xj1 e axij

On obtient donc un mineur (kK + 1) x (k + 1) d’une matrice jacobienne associée a X. Or, X
est de de codimension k£ dans S donc ce mineur est nul le long de chacune des composantes
irréductibles de X. Comme de plus 3 est nul le long de Y, on en déduit que

Brdfi A---ANdfi(d5) =0 € .

—

Par conséquent, §; € Der®(—1log X/C). D’apres (4.11), cela implique que dh Aw € Qﬁiﬂ, et donc
Hom gy (Derk(—logX/C),Z) = OF(log X/C). O

De méme que dans le cas intersection compleéte, les champs de vecteurs logarithmiques de la
définition 3.2.5 permettent de construire des k-champs de vecteurs multi-logarithmiques le long
de X :

Proposition 4.2.13. On a l'inclusion

Der(—log X) A ©%™1 C Der®(—log X/C).

Preuve. Soit n € Der(—log X) et d2,...,0; € Og. Alors par définition n(#x) C Fx, donc en
particulier, n(.#¢) C £x. On a donc :

,defl/\'-‘/\dfk(n/\(SQ/\”-/\(sk)Efx.

et donc n A da A--- A S € Der®(—log X/C). O
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4.2.3 Dualité entre les résidus et I’idéal jacobien restreint

Notation 4.2.14. On note fx,c = {6(040) €E0x; d€ @’g} C 0x.

Remarque 4.2.15. Etant donné que la restriction de 3; a X est identiquement égal a 1, I'idéal
A x/c est en fait 'image de I'idéal jacobien f#¢ de C par I'application de passage au quotient
Oc — Ox, c’est-a-dire 'idéal jacobien de C' restreint a X.

Proposition 4.2.16. On a la suite exacte de Og-modules :

0 — Der®(—log X/C) — 0% — Ixc— 0.

Preuve. La surjectivité vient de la définition de #x /. De plus, d(ap) = 0 équivaut a d(ap) €
I, ce qui est la définition de Der®(—log X/C). O

Nous allons montrer I’analogue de la proposition 3.2.17 :

Proposition 4.2.17. On a Homg, (/X/C, ﬁc) =Zx.

Preuve. On suppose k > 2. D’apres le lemme 3.3.10, la dimension projective de ¥ est k — 1, et
donc sa profondeur est m — k + 1 par la formule d’Auslander-Buchsbaum.

D’apres le lemme d’Ischebeck 3.2.15 on a Homg, (/X/C, 6"5) = 0, Homgy (/X/C, E) =0

et Bxtly, (Fx/c, 0s) = 0.
On considere le complexe double Hom (Derk(— log X/C) — Ok f: % — 6"5). On obtient
le diagramme suivant :

0

— O

(a=)
jusy
o
=
=}
N}
0

(@’g,E) — Homgg (Derk(flogX/C),E) — Extlﬁs (/X/@Z) —0

0

|

0— HOHI@’S (fx/c, ﬁc) - Homﬁs

l

Extg, (fx/0,%)

|

0

0

|

ok, ﬁ’c) — Homg, (Derk(—logX/C)7 ﬁc) - Extlﬁs (/X/C,ﬁc) -0

0k, 65) — Homg, (Derk(—logX/C’), ﬁs)

Homﬁs

O — D —

Extlﬁs (Derk(—logX/C),E) — Ext?ﬁs (Fx/c,%) — 0

Par une chasse au diagramme tout a fait semblable & celle de la preuve de la proposi-
tion 3.2.17, on associe & un morphisme ¢ : Der®(—log X/C') — ¥ une application ® : ok — O¢
qui provient d'une application ¢ : #x,c — Oc¢. Déterminons-la explicitement. Par l'iso-
morphisme de la proposition 4.2.12, ¢ correspond a w, = %Z 1o(foxr)dz;. Comme w, €

OF(log X/C), on a d’apres la proposition 4.2.6
Qg
gwp =E— +1
oy

avec g € Og qui induit un non diviseur de zéro de O¢, £ € Og et n € (NZI; Alors :

g®(0x1) = gfwy(dzr) = £z () € Oc.
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Comme de plus g est un non diviseur de zéro de O¢, on a ®(dx;) = resc(w,)0x (). On obtient
donc, en identifiant Homg, (Derk(— log X/C), E) avec QF(log X/C), I'application

Q*(log X/C) — Hom gy (/X/Ca ﬁc)

w (6 — resc(w)a)

On remarque que I'application @ — res¢(w)a € O¢ est bien définie vu que resc(w)|y = 0 par la
proposition 4.2.7, donc si a + b est un autre représentant de @ avec b € Fx, resc(w)b =0 € .

Réciproquement, par une chasse au diagramme analogue a celle de la preuve de la proposi-
tion 3.2.17 on montre que :

Homy, (jX/C, @’C) = {6 € /X/C — pa; p € reSC(Qk(logX/C))} .

Soit
Zx — Homgpg (/X/o, ﬁc)

p=resy/c(w) 0, : (6 — resc(w)a)

Vérifions que 6 est bien définie et est un isomorphisme de ¢c-modules. Si w' € QF(log X/C)
vérifie resy /o (w') = resx/c(w) alors W' = w +n avec n € Q]} et donc resc(w) = resg(w’). Lap-
plication 6 est donc bien définie. Si 6, = 0, comme /¢ est un idéal fractionnaire de Oy, cela
implique que resc(w)|y = 0 € #x, donc resy/c(w) = 0. D’ou I'injectivité de 0. La surjectivité
est claire. On a donc bien un isomorphisme entre Homg, ( Ix/c ﬁc) = Homg,, ( Ix/c ﬁc>
et Zx.

La proposition 4.2.17 met en évidence une dualité entre Zx et x/c a valeurs dans Oc.
Le lemme suivant montre qu’en fait cette dualité est aussi a valeur dans le module dualisant
wyx = wy de X.

Lemme 4.2.18. Soit I un idéal fractionnaire de Ox. Alors Homg,, (I, Oc) = Homg, (I,wx).

Preuve. On rappelle que wx est isomorphe a %y /.#¢. Soit ¢ € Homg,, (I, Oc), et g € I. Alors
Ix - p(g9) =0 € Oc donc p(g) € (Jo @ Ix)g,, done p(g) € Fy/Ic. O

4.2.4 Caractérisations de la liberté

Nous proposons dans ce paragraphe une notion de liberté pour les espaces de Cohen-Macaulay :
on dit que X est libre si I'idéal jacobien restreint #x o est Cohen-Macaulay. Cette notion ne
dépend pas du choix de 'intersection compléte réduite contenant X (voir proposition 4.2.21).
Nous généralisons ensuite les différentes caractérisations de la liberté données dans le chapitre 3
aux espaces de Cohen-Macaulay (voir proposition 4.2.6 et théoréme 4.2.22).

Gréace aux précédents résultats de ce chapitre, les preuves des énoncés de ce paragraphe sont
analogues aux preuves du paragraphe 3.3.3.

On suppose dorénavant que Ox est un anneau de Cohen-Macaulay. Cette hypothese est
nécessaire pour la proposition 4.2.6. On fixe une suite réguliere (fi,...,fr) € Fx telle que
l'idéal Zc = (fi1,..., fr) est radical. On note C l'intersection compléte correspondante.

Définition 4.2.19. On dit que X est libre si #x/c est un Ox-module de Cohen-Macaulay. II
est alors Cohen-Macaulay mazimal.



4.2. LIBERTE D’UN ESPACE REDUIT DE COHEN-MACAULAY 87

Remarque 4.2.20. Onrappelle que #x /¢ est un idéal fractionnaire de Ox, donc de dimension
m — k. Vu que la profondeur (respectivement la dimension) de #x /¢ vu comme O x-module est
égale a sa profondeur (respectivement sa dimension) comme Oc-module, on en déduit que X
est libre dans C si et seulement si #x,c est Cohen-Macaulay maximal vu comme &¢-module
ou comme O x-module.

Proposition 4.2.21. La notion de liberté de la définition 4.2.19 ne dépend pas du choix de
l'intersection compléte contenant X. Autrement dit, s’il existe une intersection compléte réduite
réduite C' contenant X telle que #x,c est Cohen-Macaulay, alors pour toute intersection com-
plete réduite C' contenant X, I xjcr est aussi Cohen-Macaulay.

Preuve. Soit C et O’ deux intersections complétes réduites contenant X. Par le lemme 4.2.1
appliqué a l'espace équidimensionnel réduit défini par C'UC’, il existe une intersection compléte
réduite C” contenant C' et C’. On peut donc se ramener au cas C C C'.
Soit A une matrice de passage de (fi,..., fx) vers (f],..., fi). Alors il existe v € FoQE tel
que
dff A+~ Adf) = det(A)dfy A~ Adfy +v.

Par conséquent, on a : _Zx/cv = det(A) Zx;c € Ox. De plus, det(A) est un non diviseur de
zéro de Ox, vu que X est contenu dans C' et C’ et qu’aucune composante irréductible de X
n’est contenue dans le lieu singulier de C' ou C’. On en déduit que les Ox-modules ¢ x/cr et
Zx/c sont isomorphes, d’ott le résultat. O

THEOREME 4.2.22. Les assertions sutvantes sont équivalentes :
1. X est libre.

2. le Ox-module Ox [ Zx/c est Cohen-Macaulay de dimension m —k — 1.

8. Uidéal J(f,h) engendré par les mineurs k x k de la matrice jacobienne de (f1,..., fi) et
par les équations (hi, ..., h,) est un idéal parfait de codimension k + 1 dans Ofg.

4. dimproj(Der®(—log X/C)) < k — 1

5. dimproj(Der®(—log X/C)) =k — 1

6. dimproj(QF(log X/C)) <k —1

7. dimproj(Q*(log X/C)) =k — 1

Preuve des équivalences 1. 4 5. Les preuves sont essentiellement les mémes que les preuves
des propositions 3.3.5 et 3.3.2.
L’équivalence 1. <= 2. vient de la suite exacte

Comme on suppose que X est Cohen-Macaulay, la profondeur de Ox est n. Comme _#x/ ¢
contient des non diviseurs de zéro de Ox, dim(0x/ Zx;c) < n — 1. Le lemme de la profon-
deur 2.2.13 donne alors ’équivalence voulue.

L’équivalence 2. <= 3. se montre de la méme facon que la proposition 3.3.2.

Pour les équivalences restantes, on consideére la suite exacte

0 — Der*(—log X/C) — 0% — #x,c — 0.

La profondeur de OF est m > n > prof(_Zx/c), donc prof (Der®(—log X/C)) = prof(_Zx/c)+1.
On conclut en utilisant la formule d’Auslander-Buchsbaum pour relier la dimension projective
de Der®(—log X/C) & sa profondeur.
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La preuve des équivalences 1. <= 6. <= 7. est analogue a la preuve du théoréeme 3.3.7,
comme nous allons le voir.
Le lemme suivant généralise la proposition 3.3.19.

Lemme 4.2.23. Si dimproj(Q¥(log X/C)) < k—1 alors Zx est un Ox-module (et Oc-module)
de Cohen-Macaulay mazimal. Si X est libre, alors dimproj(Q*(log X/C)) < k.

Preuve. On considére la suite exacte 0 — Qlfc — QF(log X/C) — %Zx — 0.

On montre de méme que dans la preuve de la proposition 3.3.19 que si dimproj(2*(log X/C)) <
k — 1 alors prof(Zx) = m — k, et donc Zx est Cohen-Macaulay maximal.

Si X est libre, alors _Zx,c est un Oc-module de Cohen-Macaulay maximal. On déduit du
théoréme 2.3.20 et de la proposition 4.2.17 que prof(#Zx) = m — k. La fin de la preuve est
identique a la preuve de la proposition 3.3.19. O

On applique le foncteur Homgg (—, Os) a la suite exacte courte

0— QF = Q"(log X/C) — Zx — 0.

On obtient une suite exacte longue dans laquelle les termes impliquant f)’; ont déja été calculés

dans le lemme 3.3.11. De plus, le lemme 3.3.12 est valable pour tout @c-module, donc en
particulier pour Zx.

Remarque 4.2.24. On rappelle que le module dualisant de X est wy = w?ik = Ext%s (Ox,Q%)
(voir corollaire 2.3.27). Dans le cas d'un espace X de Cohen-Macaulay, le foncteur Homg,, (—, wx)
est dualisant sur les 0x-modules Cohen-Macaulay maximaux (voir [Eis95, Theorem 21.21]).

Nous avons déja vu dans le lemme 4.2.18 que pour les idéaux fractionnaires I de X, Homg,, (I, O¢) =
Homg, (I,wx). En particulier, vu que Extkﬁs (I,0s) = Homg,, (I, O¢), on a aussi Extkﬁs (I,05) =
Homg, (I, wx).

Proposition 4.2.25. On obtient la suite exacte de Og-modules :
-+ = 0= Extl; " (QF(log X/C), O5) = 056, 0c < Homg,, (%x, 0c) — Extlh, (2 (log X/C),05) =0 ...

De plus, le morphisme « est défini pour d ® @ € @’; ®ey Oc par
a(d®a) = (,0 — a5(ao)p) :

Preuve. Le seul point a montrer est 'expression de «, qui se montre exactement de la méme
maniére que la proposition 3.3.14, en remplacant Q*(log C) par QF(log X/C) et %Zc par Zx et
en utilisant la caractérisation 4.2.6 des formes multi-logarithmiques, c¢’est-a-dire que ag remplace
dhy A -+ AN dhyg. O

Nous sommes maintenant en mesure de terminer la preuve du théoréme 4.2.22.

Preuve (des équivalences 1. <= 6. <= 7.). Supposons que dimproj(Q2¥(log X/C)) <
k —1. Cela implique que 'application « de la proposition 4.2.25 est surjective, et donc le module
Homg,, (Zx, Oc) est isomorphe a x/c- D’apres le lemme 4.2.23, Zx est un O¢-module de
Cohen-Macaulay maximal. On déduit du théoréme 2.3.20 que #x,c est un Oc-module de
Cohen-Macaulay maximal, et donc X est libre dans C.

Supposons maintenant que X est libre dans C. Alors d’apres le théoreme 2.3.20 et la propo-
sition 4.2.17 on a Homg,, (Zx,0c) = Zx /- Par conséquent, l'application « est surjective, et

donc Extlgps (Qk(log X/C), ﬁs> = 0. Comme d’aprés le lemme 4.2.23, dimproj(Q¥(log X/C)) <
k, on en déduit de méme que dans le paragraphe 3.3.3 que dimproj(Q*(log X/C)) =k —1. O
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Le corollaire suivant donne d’autres caractérisations de la liberté faisant intervenir le module
des résidus.

Corollaire 4.2.26. Soit X un espace réduit de Cohen-Macaulay. Les assertions sutvantes sont
équivalentes :

1. X est libre.
2. dimproj(Zx) # dimproj(Q2*(log X/C)).

8. Zx est Cohen-Macaulay et Homg, (Zx,0c) = Zx/c-

Preuve. On considére la suite exacte 0 — ﬁ’} — QF(log X/C) — %x — 0. La profondeur

de ch est m — k + 1. Comme prof(Zx) < m — k, le lemme de la profondeur assure que

prof (QF(log X/C)) # prof(Zx) si et seulement si Zx est de profondeur m—k et Q¥ (log X/C) est
de profondeur au moins m — k+ 1, ce qui équivaut a la liberté de X par la Formule d’Auslander-
Buchsbaum et le théoreme 4.2.22.

L’implication 1. = 3. est donnée par le théoreme 2.3.20 et le lemme 4.2.23. Réciproquement,
si Homg, (Zx,0c) = x/c, et Zx est Cohen-Macaulay, alors par le théoreme 2.3.20, fx /¢
est Cohen-Macaulay et donc X est libre. O

Remarque 4.2.27. La condition que Zx est Cohen-Macaulay n’est pas forcément vérifiée.
Un exemple d’hypersurface est donné dans [OT95, Example 5.6]. Il s’agit de la réunion D de
15 hyperplans de C*, définie par le produit des 15 formes linéaires a1z + asy + azz + ast ou
a; € {0,1}, et tous les a; ne sont pas simultanément nuls. Un calcul avec SINGULAR donne
comme résolution projective minimale de Q! (log D)

0— 0§ — 04 — 05 — Q' (log D) — 0.
En particulier, on en déduit que prof(2!(log D)) = 2, et donc prof(Zp) = 2.

La proposition 2.2.23 se généralise de la fagon suivante :

Proposition 4.2.28. Soit X C S un germe de surface Cohen-Macaulay réduite défini par des
équations (hi, ..., hy), et C une surface intersection compléete réduite contenant X définie par
des équations (f1,..., fm—2).

Soit J(f,h) lidéal de Og engendré par les les mineurs mazimauz de la matrice jacobienne
de (fi,..., fm—2) et hi,..., hy. Alors X est libre si et seulement si J(f,h) est saturé.

Preuve. Par le théoreme 4.2.22, C' est libre si et seulement si Og/J(f,h) est Cohen-Macaulay
de dimension 1. Comme C est réduite, la dimension de €s/J(f,h) est au plus 1. Le lemme 2.2.22
nous donne alors le résultat. g

Les conséquences de la liberté que nous avons indiquées dans le chapitre 3 s’étendent aux
espaces de Cohen-Macaulay libres, avec une preuve analogue.

Proposition 4.2.29. Soit X un espace de Cohen-Macaulay libre de codimension au moins deuz.
Alors :
Hom,, (2*(log X/C), 05) = (6,

Der®(—log X/C)
(Zf:l fi@]fq)

et pour tout q ¢ {0,k — 1}, Exty,_ (Qk(log X/0), 6’5) =0.

Ext ! (2*(log X/C), 05) =

I
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De plus,
k _ Ok
Hom,, (Der (—log X/C), ﬁs) = 0k,

Ext]f@;l (Derk(—logX/C), ﬁg) ~Xx,
et pour tout q ¢ {0,k — 1}, Exty, (Derk(—logX/C), ﬁg) =0.

Remarque 4.2.30. De méme que dans le cas des intersections completes, si X n’est pas libre,
, , k

les énoncés portant sur les modules Ext?ﬁs <Qk(log X/C), ﬁs) et Ext‘?ﬁs (Der (—log X/C), ﬁg)

pour q < k — 1 restent vrais.

4.2.5 Comparaison des idéaux jacobiens

Nous avons choisi comme définition de la liberté de X le fait que I'idéal jacobien restreint
Zx/c est Cohen-Macaulay. D’autres idéaux jacobiens sont liés a un espace de Cohen-Macaulay
X :on peut considérer I'idéal _#x C Ox engendré par les mineurs k x k de la matrice jacobienne
de (h1,...,hy), o0 Ix = >i_| hiOg, ou encore le w-jacobien #¢ (voir définition 4.2.32). La
définition de la liberté pour les espaces Gorenstein proposée par M. Schulze dans [Sch16] est
que I'idéal _#§ est Cohen-Macaulay. Nous montrons que cette définition coincide avec celle que
nous proposons pour les espaces Gorenstein.

On termine en donnant un exemple montrant que l'idéal #x,c peut ne pas étre isomorphe
au w-jacobien _Z¥ si X n’est pas Gorenstein (voir définition 4.2.32), ni a I'idéal jacobien f#x
de X.

On commence par remarquer le résultat suivant, qui est une conséquence de la proposi-
tion 4.1.20 :

Lemme 4.2.31. On a lisomorphisme suivant :
W~ Sy
ot Fy désigne limage de Sy dans Ox.
o

fla"’vfk‘

proposition 4.1.21, une seule suite réguliere suffit pour décrire w' .

Preuve. On remarque que w% = ] ja e Q8 Ixa C(fi,.. .,fk)Qg?}. Gréce a la

Par conséquent, on a un isomorphisme :

(fc : fx)ﬁs/fc — wgb(
adzy A - Ndxy,
flv"'afk?

De plus, (Jc : Ix)ps = Hy. On a donc un isomorphisme entre w’ et Sy /.Ic ~ SHy. O

On considere la classe fondamentale de X :

cx % — Wy

BN ag

BH fh"wfk

Définition 4.2.32. Le w-jacobien de X est #Z¢ = Anng, (Coker(cy)).
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Déterminons I'image de cx. On note ag = Z\I\:k ardzy. On rappelle que dans Q’; Rpg A,
> \1j=k BrJrdzr = ag, ot Jy est le mineur de la matrice jacobienne de (fi,-.., fr) relatif a I.
Comme Bf|y = 1 et B¢, = 0, on en déduit que a; = Jy + by avec by € Fx. L’'image de
cx s'identifie donc a 'idéal de Ox engendré par les (Jr + br), c’est-a-dire 'idéal /X/C. D’ou
finalement :

Proposition 4.2.33.

Iy

m) = (/X/C 37Y)ﬁx-

5% =Anng, (

En particulier, Zx,c C 7%.

La question qui se pose est de déterminer s’ils sont isomorphes.

Proposition 4.2.34. Si X est Gorenstein, alors # est isomorphe a Zxc.

Preuve. Comme X est Gorenstein, w% = Hy|x est libre de rang 1. Soit a € Ox tel que
Ay |x = aOx. En particulier, a est un non diviseur de zéro de &x. On a donc 7§ = %f){/c,
et donc 7§ et Zy o sont isomorphes. O

Si X n’est pas Gorenstein, I'idéal #x /¢ n’est pas forcément isomorphe a I'idéal #§, comme
le montre ’exemple suivant.

Exemple 4.2.35. On considére la courbe irréductible X de C3 définie par hy = > — 222,

hy = 23y — 2% et hy = x° — y?z. Cette courbe est paramétrée par x = t°, y = t', z = t'1. Cette
courbe n’est pas Gorenstein®.

La courbe C définie par fi = z7 — % et fo = 23y — 2% est une intersection compléte
réduite dont une composante est X. L’autre composante Y de C est la courbe irréductible de
paramétrage r = s°, y = s' et z = —s'l. La courbe Y est définie par #y = (z3y — 2%, 2%2 +
v yPz 4 2P).

L’idéal jacobien de C est engendré par J; = 7x° + 152235, Jo = 10y*z, J3 = —142%2. En
restriction & X, on obtient donc le sous-C {t°, t7, tll}—module de C {t} engendré par t4° 139 141,
Si on représente sur un axe l’ensemble des valuations de Zx,c on obtient :

35 40 45 50 55

FIGURE 4.1 — Valuations de /¢

Par le lemme 4.2.31, le module w’% s’identifie a I'idéal .#y restreint a X, c’est-a-dire au
sous-C {#°,¢", t1}-module de C {t} engendré par t?! et t2°. Ses valuations sont donc :

R R R R R R R kR
20 25 30 35 40

FIGURE 4.2 — Valuations de %y |y

On rappelle que #¢ = Anng, (w}‘(/cX(Q?()), que I'on peut identifier & Anng (ﬂy \X//X/C) :
On vérifie que #§ est I'idéal de Ox engendré par xt, xyz et 2%y?, de valuations respectives 20,
23 et 24. Les valuations de #§ sont :

50n peut le voir par exemple en utilisant la caractérisation du théoréme 5.1.23.
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I B S B B S S e B S S S S S S
40

20 25 30 35

FIGURE 4.3 — Valuations de _7¥

Les valuations de _#§ ne se déduisent pas par translation des valuations de #x,¢, ces deux

O'x-modules ne sont donc pas isomorphes.

On remarque que lidéal jacobien f#x de X, c’est-a-dire l'idéal de Ox engendré par les
valuations des mineurs 2 x 2 de la matrice jacobienne de (hy, ho, h3) a pour ensemble de valuations
27+ N et n’est donc isomorphe ni a #x/c ni a f#§. On dispose donc de trois notions d’idéaux

jacobiens différentes pour X.



Chapitre 5

Courbes et multi-valuations

Le résultat principal de ce chapitre est le théoreme 5.2.1, qui permet de relier les multi-
valuations d’un idéal fractionnaire et de son dual.

On considere une courbe réduite C' = C7 U --- U (), ot les C; sont irréductibles. La norma-
lisation de C induit une application de multi-valuation qui associe a une fraction le p-uplet des
valuations le long de chaque branche.

Dans la premiére partie, nous donnons quelques propriétés des multi-valuations, et nous nous
intéressons a ’ensemble des multi-valuations des non diviseurs de zéro d’un idéal fractionnaire.
Nous montrons dans le paragraphe 5.1.2 que les multi-valuations des non diviseurs de zéro d’un
idéal déterminent aussi les multi-valuations des diviseurs de zéro.

Dans le paragraphe 5.1.3 nous rappelons les énoncés de symétrie du semigroupe de la courbe,
qui est I’ensemble val(0¢) des multi-valuations des non diviseurs de zéro de O¢. Dans le cas
d’une courbe irréductible, la symétrie s’énonce facilement (voir le théoreme de Kunz 5.1.23) :
une courbe irréductible C' est Gorenstein si et seulement si pour tout v € Z, v € val(€0¢) si et
seulement si v — v — 1 ¢ val(0¢), ou v est le conducteur de la courbe. F. Delgado généralise
cette symétrie au cas des courbes réductibles (voir théoreme 5.1.28).

La partie 5.2 est consacrée au théoréme 5.2.1 qui généralise le théoréme de Delgado, et a sa
preuve, qui se fait en plusieurs étapes. Elle repose en partie sur la détermination de la dimension
de certains quotients d’idéaux fractionnaires a partir des multi-valuations.

Nous terminons ce chapitre avec une conséquence de notre théoreme de symétrie sur les
coefficients de la série de Poincaré Py associée a un idéal fractionnaire I (voir proposition 5.2.28).

Ce chapitre suit [Pol14, §4], [Pol15b, §2] ainsi que [Poll5a]. Il est indépendant des précédents.

5.1 Généralités sur les courbes

5.1.1 Multi-valuations

Soit C' un germe de courbe analytique réduit, et d¢ son anneau des fonctions. Comme
C' est réduit et de dimension 1, I'anneau O¢ est de Cohen-Macaulay. On note C1,...,C), les
composantes irréductibles de €. Comme C est de dimension un, la normalisation C' de C est en
fait une désingularisation de C et on a :

Oc— Oz =C{t1}® - @ C{tp}
g (gl(tl)v"'vgp(tp))

Définition 5.1.1. Soit g € O¢ d’image (g1, ...,9p) dans Oy eti€ {1,...,p}. La valuation de
g le long de C; est lordre en t; de g;(t;). On la note val;(g). Si g est identiquement nulle le long
de C; on pose val;(g) = oo.

93
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La multi-valuation® de ¢ est

val(g) = (vali(g),...,valp(g)) € (NU{oc0})?.

De plus, Mc = Mg. On pose pour g = % € Mc, val(g) = val(a) — val(b) € (ZU {oc})’.

Exemple 5.1.2. Soit h(z,y) = (3 — ?)(2% — 7). Un paramétrage de cette courbe est donné
par z1(t1) = t2,y1(t1) = 3 pour la premiére branche, et x5(t2) = t5, y2(t2) = t5 pour la deuxieme
branche. On le note aussi :

T = (t%,t;),y = (ﬁ?tg)'

La multi-valuation de 2y’ pour i,j € N est donc val(aiy’) = (2i + 34, 7i + 65). Par ailleurs, la
multi-valuation de z3 — y? est val(z3 — 3?) = (00, 12).

Notation 5.1.3. Soit I C .#¢ un idéal fractionnaire. On pose
val(I) = {val(g) ; g € I non diviseur de zéro } C ZP,
val(l) = {val(g) ; g € I} € (ZU{o0})".

Remarque 5.1.4. Nous verrons dans le paragraphe 5.1.2 que ’ensemble val(I) détermine 'en-

semble val(/). De plus, on a val(l) = val(I) N ZP.

Exemple 5.1.5. Considérons la courbe plane C définie par h(z,y) = (2% — y?)(23 — y*). Un
paramétrage est donné par ¥ = (t3,t3) et y = (#3,t3) La figure 5.1 représente I’ensemble val(0¢).
Nous ferons dans la suite plusieurs fois référence a cet exemple. Comme il s’agit d'un exemple
simple, on peut déterminer facilement val(0¢) de la fagon suivante. On commence par indiquer
les croix correspondant aux éléments de la forme z'y’ pour 7,5 € N. On compléte ensuite en
utilisant la proposition 5.1.12. On remarque que 2% —y? = (0,32 —15) et 2° —y* = (¢t§ —¢12,0). En
utilisant de nouveau la proposition 5.1.12, on en déduit respectivement les points dont I’ordonnée
est 6, respectivement les points dont ’abscisse est 6. On peut alors compléter en suivant le méme
principe en considérant les 2y’ (z3 — y?) et ziy (2% — y*).

Un algorithme de calcul basé sur l'article [CDGZ99] est implémenté sous SINGULAR qui
permet le calcul de val(@¢) pour les courbes planes. Il s’agit de la procédure semigroup de la
librairie alexpoly.lib, développée par Fernando Hernando Carrillo et Thomas Keilen.

Définition 5.1.6. On définit [’idéal conducteur de O¢ par 6o = @’é, ot — désigne le foncteur
Homﬁc (—, ﬁc)

Pour o € ZP on pose t* = (t{,...,t,7) € M.

Lemme 5.1.7. L’idéal conducteur € est aussi un idéal de Og. I existe donc v € NP tel que
bc = t”ﬁa. On appelle v le conducteur de la courbe C.

Preuve. On a par la proposition 2.3.16 4o = {f €EMc; [O5C ﬁ’c}. Par conséquent, si
f € 6c, pour tout g € O, f905 C fOz C Oc donc fg € 6c. Nous pouvons en conclure que
¢c est un idéal de 0. Comme de plus O = P_, C{t;} et chacun des C {t;} est principal, on
en déduit l'existence d’un élément v € NP tel que ¢ =17 07. |

On considere l'ordre produit? sur ZP, c’est-a-dire que pour a, 3 € ZP, o < [ signifie pour
tout ¢ € {1,...,p}, a; < f;. On définit inf(c, ) = (min(ay, 51), ..., min(ay, 5p)).
On a donc :
y=inf{a e N?; a+ N Cval(0¢)}. (5.1)

Lmyalue” en anglais

2qui est un ordre partiel
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FIGURE 5.1 — Multi-valuations de 0¢

Exemple 5.1.8. Revenons & I'exemple 5.1.5. La figure 5.1 permet de déterminer le conducteur
de C, qui est v = (8,12).

Le lemme suivant nous sera utile dans le paragraphe 5.2, et vient directement de la définition
d’idéal fractionnaire.

Lemme 5.1.9. Soit I un idéal fractionnaire. Alors il existe v et A dans ZP tels que
05 C1Ct 05 (5.2)

En particulier, cela implique que v+ NP C val(I) C A+ NP. De plus, si N < X et v/ > v, on peut
remplacer X\ par X' et v par V' dans la suite d’inclusion (5.2).

Preuve. Pour la premiére inclusion, il suffit de remarquer que si v € val([), v+~ + NP C val([])
puisque I est un sous-Og-module de #Zc et v + NP C val(0¢). Pour la deuxiéme inclusion,
comme I est de type fini, il suffit de prendre le minimum des multi-valuations d’une famille
génératrice de 1. (I

Définition 5.1.10. Soit I un idéal fractionnaire. On appelle
vi =inf{a € ZP ; o+ NP Cval(I)}
le conducteur de 'idéal I. On appelle lidéal t*1 ﬁa l'idéal conducteur de 1.

Remarque 5.1.11. Un idéal fractionnaire I d'une courbe est Cohen-Macaulay maximal®, donc
le théoreme 2.3.20 s’applique, et les inclusions sont renversées par dualité.

3car il est de méme dimension que O¢, c’est-a-dire 1, et de plus un non diviseur de zéro de Oc est aussi un
non diviseur de zéro de [
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FIGURE 5.2 — Hllustration des propositions 5.1.12 et 5.1.13

En dualisant la suite d’inclusions du lemme 5.1.9, on obtient donc, vu que ﬁg =%c =1t ﬁa,
V=X~ v TV o~
t ﬁc CI"Ct ﬁc.

Nous aurons par ailleurs besoin des propriétés suivantes, qui généralisent [DAIMS8S8, 1.1.2,
1.1.3] & un idéal fractionnaire quelconque I. Elles sont illustrées par la figure 5.2.

Proposition 5.1.12. Soit I un idéal fractionnaire de C. Si o, 8 € val(I) alorsinf(c, 5) € val(1).
De plus, si par exemple o € val(I), alors inf(«, 5) € val(I).

Preuve. Soit o € val(I) et § € val(I), et f,g € I tels que val(f) = a et val(g) = 3. Alors pour
une combinaison linéaire c¢; f + cog générale, la multi-valuation est val(ci f + c2g) = inf(a, ) €
val(I). Si de plus a € val(I) alors le minimum est clairement dans Z”. O

Proposition 5.1.13. Soit o # 8 € val(I). S’il existe i € {1,...,p} tel que a; = B; alors il existe
v e val(l) tel que :

1. v; > o
2. Vje{l,...,p},j #i,v; > min(aj, B;)
3. Si de plus oy # B, alors v; = min(ay, 3;).

Preuve. Soit f1, fo des éléments de I de multi-valuations respectives «, 3. Pour ¢ € {1,2},

I'image de f, dans 6’5 est de la forme f, = <Zj2valk(fg) akjgtfﬁ) avec pour tout k €

ke{l,...,p}’
{1,....p} et £ € {1, 2}, agval(s)0 # 0, et vali(f1) = vali(f2) = . Soit

9 = G valy(f1),102 = Qi valy(f2),2/1-

Alors val(g) vérifie les trois propriétés. Si val(g) ¢ NP, ce qui pourrait arriver si les restrictions
de fi et f2 a une ou plusieurs branches sont égales, il suffit d’utiliser la proposition 5.1.12 avec
val(g) et un élément w > vy assez grand, ou vy est le conducteur de 1. O

Proposition 5.1.14. Soit I C J deux idéaux fractionnaires. Si val(I) = val(J) alors I = J.

Preuve. Supposons que I # J et val(I) = val(J). On note v; le conducteur de I. Soit alors
g € J\I. Alors g ¢ t"70 vu que "0 C I. Il existe donc i € {1,...,p} tel que val;(g) < vp;.
Comme val(g) € val(I), il existe f; € I tel que val(f;) = val(g). Par conséquent, une combinaison
linéaire convenable g+ \f1 avec A € C vérifie! val(g+Af1) € val(I) = val(J), val(g+Af1) > val(g)
et val;(g + Af1) > val;(g). En recommencant autant de fois que nécessaire, on obtient de cette
fagon un élément g — f avec f € I et val(g — f) > v. Par conséquent, g — f € I et donc g € I,
ce qui est contradictoire. D’ou le résultat. O

4En ajoutant éventuellement un élément de 1’idéal conducteur de I de multi-valuation assez grande si g + \f1
est un diviseur de zéro
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5.1.2 Diviseurs de zéros et multi-valuations

Soit I un idéal fractionnaire. La proposition suivante montre que la donnée de val(l) est
équivalente a la donnée de val([).

Proposition 5.1.15. Soit v € ZP tel que t"0 C I. Soit a € (Z U {oo})”. Alors a € val(I) si
et seulement si ou bien « € val(I), ou bien [’élément w défini par w; = oy si a; € N et w; = v;
st a; = 0o est dans val(I).

Preuve. Soit « € val(I) tel que « ¢ val(I). Soit o € v+ NP C val([) tel que si o; € N, alors
o) > wy, et si a; = 00, o = ;. Alors par la proposition 5.1.12, inf(a, o’) = w € val(I) avec
w; = a; sia; € Net w; =v; siay =00.

Réciproquement, soit w € val(I). Supposons qu’il existe j € {1,...,p} tel que w; = v;. Soit
J un ensemble d’indices® tel que pour tout j € J, w; = vj. Montrons qu’alors le p-uplet a tel
que o; = w; sii ¢ J et a; = oo sii € J vérifie a € val(I). Soit f € I tel que val(f) = w. Comme
t"05 C 1, il existe g € I tel que pour tout j € J, glc; = flo; et pour tout j ¢ J, val;(g) > wj.
Alors f — g est un diviseur de zéro de I dont la multi-valuation « vérifie pour tout j € J, a; = o0
et pour tout j ¢ J, oj = wj. O

Remarque 5.1.16. On conserve les hypothéses de la proposition 5.1.15. Soit « € val(I), et
J lensemble des indices ¢ € {1,...,p} tel que a; = v;. Cet ensemble peut étre vide. On pose
(e1,...,ep) la base canonique de ZP. Comme pour tout v/ > v, on a v/ + NP C val(]), la
proposition précédente implique que :

a+ZN~ej C val(I).
jeJ

Corollaire 5.1.17. Soit I un idéal fractionnaire et v € ZP tel que v+ NP C val(I). Soit w € ZP.
Alors :
w € val(I) < inf(w,v) € val(I).

En particulier, cela signifie que 'ensemble
val(l) N{w € ZP ; w < v}
détermine ’ensemble val(I).

Preuve. L’implication = vient de la proposition 5.1.12. Pour l'implication <, considérons
w € ZP tel que inf(w,v) € val(I). Si w < v, alors w = inf(w, v) € val(I). Supposons qu’il existe
j€A{l,...,p} tel que w; > v;. Alors par la proposition 5.1.15, il existe o € val(I) tel que pour
i€ {1,...,p} tel que v; < w;, a; = oo et pour i € {1,...,p} tel que w; < v;, a; = w;. On
pose o’ = max(w,v) > v. Comme t"Ox C I, on a o' € val(I) et par la proposition 5.1.12,
w = inf(d/, ) € val(I). O

Remarque 5.1.18. La proposition 5.1.15 et le corollaire 5.1.17 assurent aussi que 1’ensemble
val(I) N {w € ZP ; w < v} détermine aussi val(I).

5.1.3 Symétrie du semigroupe

Nous nous intéressons dans ce paragraphe a la caractérisation des courbes Gorenstein par la
propriété de symétrie de I’ensemble des multi-valuations de 'anneau O¢ (voir théoremes 5.1.23
et 5.1.28).

50n notera que pour j ¢ J, w; peut étre aussi égal a v;
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Définition 5.1.19. On appelle semigroupe de la courbe C l’ensemble val(Oc) C NP.

Remarque 5.1.20. L’ensemble val(@¢) est un semigroupe pour la loi d’addition. En effet, pour
tout fi, fo € O¢ non diviseurs de zéro, on a val(fi - fa) = val(f1) + val(f2). On remarque aussi
que 0 € val(O¢) car 0 = val(1).

La propriété suivante est satisfaite par les courbes Gorenstein.

Proposition 5.1.21 ([dJP00, Lemma 5.2.8]). Soit J C I deux idéaux fractionnaires d’une
courbe Gorenstein C'. Alors :

dime I/J = dime JY /1Y,

Cas irréductible

Commencons par considérer une courbe irréductible C'. On dit aussi que C est une branche.
Dans ce cas, le semigroupe val(@¢) de la courbe est un semigroupe numérique, c’est-a-dire un
sous-ensemble de N stable par addition, contenant 0 et possédant un conducteur c.

Définition 5.1.22. Un semigroupe numérique I' de conducteur c est dit symétrique si pour tout
veN, ona
vel <= c—v—-1¢T.

La propriété suivante caractérise les courbes dont le semigroupe est symétrique :

THEOREME 5.1.23 ([Kun70]). Soit C une courbe réduite irréductible d’anneau local O¢. La
courbe C' est Gorenstein si et seulement si le semigroupe val(O¢c) est symétrique.

La preuve de ce théoreme utilise le lemme suivant qui permet de déterminer des dimensions
a partir des valuations pour les courbes irréductibles. Il sera utilisé dans la suite dans la preuve
d’un énoncé plus général (voir proposition 5.2.4).

Lemme 5.1.24. Soit C' une courbe irréductible, et I C J deux idéaux fractionnaires. On a alors :
dimc J/I = Card {v € val(J) ; v ¢ val(])}.

Preuve. Le lemme 5.1.9 assure que 'ensemble {v € val(J) ; v ¢ val(I)} est fini, vu qu’il existe
A\ v € Ztels que v+ N Cval(l) € A +N.

Soit v1,...,v4 = {veval(J) ; v¢val(l)}. Il existe donc ¢g1,...,9, € I tels que pour tout
ie{l,...,q}, val(g;) = v;. Notons g; la classe de g; dans J/I. La famille (g;)1<i<q est clairement
libre sur C vu que les valuations sont deux a deux distinctes. Par conséquent, dim¢ J/I > q.
Soit g € J/I. Comme val(g) € val(J), par des combinaisons linéaires & coefficients complexes
convenables de g, des g; et des éléments de I on obtient un élément ¢’ € J tel que val(g’) > v,
et donc ¢’ € I induit zéro dans J/I. Par conséquent, on en déduit que g est dans le sous-espace
vectoriel de J/I engendré par g, ..., Gy, ce qui montre que dimc¢ J/I = g. O

Exemple 5.1.25. Considérons la courbe plane C' d’équation h(z,y) = 2% — y7. Comme C est
une courbe plane, elle est Gorenstein. La symétrie du théoréme 5.1.23 s’observe sur le dessin
suivant, ou les croix représentent les valuations de . On remarque que "regarder' les croix de
la gauche vers la droite revient au méme que de regarder les "trous' (en anglais "gaps") de la
droite vers la gauche. On vérifie aussi qu’on a

dim¢ ﬁc/cg(j = dim¢ ﬁa/ﬁc = 6.

val(0¢)

9
9
¥
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Cas réductible

Dans le cas des courbes réductibles, la symétrie v € val(0¢) <= v—v —1 ¢ val(O¢) n’est
clairement pas vérifiée (voir figure 5.1). Néanmoins, une symétrie qui généralise la symétrie du
théoréme 5.1.23 a été mise en évidence et démontrée par Félix Delgado de la Mata (voir [DdIMS88,
Theorem 2.8]).

Afin de I’énoncer, nous introduisons un certain nombre de notations, inspirées par les nota-
tions de F. Delgado.

Notation 5.1.26. Soit & C ZP un ensemble, et v € ZP. Pour i € {1,...,p}, on pose
Ai(v,&)={a e & ; a; =v; et Vj #1i,a; > v}
et A(v, &) = U, Ai(v,&).
Afin d’alléger les notations, dans le cas d’un idéal fractionnaire I, on note A(v,I) au lieu de
A(v,val(1)).

Décrivons ces ensembles dans le cas des courbes avec une, deux ou trois branches.

{v}sive#

oUnebranche:A(v,///)Z{ Osivd.a
siv

e Deux branches : les croix rouges représentent les éléments de A(v,.Z) :

Valg

val 1

FIGURE 5.3 — A(v, #) pour p =2

e Trois branches : ’ensemble A(v,.#) est Uintersection de .# avec la partie grisée sur le
dessin suivant :
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FIGURE 5.4 — Symétrie du semigroupe de C

Notation 5.1.27. On note 1 = (1,...,1).

Nous sommes & présent en mesure d’énoncer le théoreme de Delgado :

THEOREME 5.1.28. Une courbe réduite C avec p composantes irréductible est Gorenstein si et
seulement si
Yo e ZP, v eval(Oc) <= A(y—v—1,0c)=10. (5.3)

En particulier, pour p = 1, on retrouve le théoreme 5.1.23.
Si val(0¢) vérifie (5.3), on dit que le semigroupe val(0¢) est symétrique.

Exemple 5.1.29. Reprenons l'exemple 5.1 de la courbe plane définie par 1’équation h(z,y) =
(3 — 4?) (23 — y*). On entoure les points v vérifiant A(v, O¢) = 0. La symétrie de Delgado
s’observe alors sur la figure 5.4.

5.2 Symétrie des multi-valuations

L’objectif de cette partie est d’étendre la symétrie du semigroupe & tous les idéaux fraction-
naires de .Z¢. Nous 'appliquerons ensuite dans le chapitre 6 au cas qui nous intéresse, a savoir
le module des résidus, et son dual, I'idéal jacobien.

5.2.1 Enoncé du théoréme et commentaires

Nous généralisons le théoréme de Delgado dans [Poll4] et [Poll5a] de la fagon suivante :

THEOREME 5.2.1. Soit C' un germe de courbe réduite avec p composantes irréductibles. Alors
C est Gorenstein si et seulement si pour tout idéal fractionnaire I C Mo, on a

Vo e ZP v eval(lV) < A(y—v—1,1)=0. (5.4)
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Ce résultat est bien une généralisation du théoreme de Delgado 5.1.28 dans la mesure ou
0} = Oc. Une des implications du théoréme 5.2.1 est d’ailleurs une conséquence immédiate du
théoréme 5.1.28 :

Lemme 5.2.2. Soit C une courbe réduite. Si la propriété (5.4) est satisfaite pour tout idéal
fractionnaire I C Mc, alors C est Gorenstein.

Preuve. Puisque la symétrie (5.4) est satisfaite pour tout idéal fractionnaire, elle 'est en par-
ticulier pour O¢, et d’apres le théoreme 5.1.28, C' est Gorenstein. O

Remarque 5.2.3. Il n’est pas suffisant de vérifier que la propriété (5.4) est satisfaite par un
idéal fractionnaire I pour montrer qu'une courbe est Gorenstein. En effet, par définition, quelle
que soit la courbe C| la symétrie (5.4) est satisfaite pour I = ﬁa et IV = %6¢. Nous verrons un
autre exemple pour lequel la symétrie est vérifiée par le module des multi-résidus et son dual
alors que la courbe n’est pas Gorenstein (voir exemple 5.2.20).

Dans le cas d’une courbe irréductible, on peut reformuler la symétrie de la fagon suivante :

Proposition 5.2.4 (Cas irréductible). Soit C une courbe réduite irréductible, de conducteur c.
La courbe C est Gorenstein si et seulement si on a :

Yo € Z,v € val(IY) <= c—v—1¢ val(]).

La symétrie dans le cas d’une courbe irréductible se montre de la méme facon que pour
le semigroupe. Le point clef est le lemme 5.1.24, qui permet de déterminer des dimensions
directement a partir des valuations.

Preuve (Cas d’une courbe irréductible). Soit C' une courbe Gorenstein irréductible, et I
un idéal fractionnaire. Soit v € val(IV), et f € I tel que val(f) = v. Supposons que c—v —1 €
val(I). Soit alors g € I tel que val(g) = ¢ — v — 1. Alors fg € O¢ donc ¢ — 1 € val(O¢) ce qui
contredit la définition du conducteur. D’ou

veval(lV) = c—v—1¢val(l). (5.5)

Intéressons-nous maintenant a la réciproque. Par le lemme 5.1.9, il existe A € Z tel que
I C t*C{t}. Alors par dualité, t 26 C IV. Notons que val(t *6¢) = —A+c+N et val(t’C{t}) =
A + N. Nous allons se faire correspondre les décompositions suivantes de val(I") et (val(I)) :
val(IV) ={veval(IV); v< —A+cfU{veN; v = -A+c}
(val(I)) ' ={végval(l); v=2 A} U{veN; v <A}

L’équivalence suivante est claire :
we{weN;v>=-A+c¢} <= c—w—-1e{veN; v<A}.
De plus, par I'implication (5.5) :
we{veval(lV); v<-A+c}=c—w—-1€{vgval(l); v=A}. (5.6)

La proposition 5.1.21 donne : dim¢ t*C{¢}/I = dim¢ IV /t~*ép. Comme la courbe considérée
est irréductible, ces dimensions sont égales par le lemme 5.1.24 respectivement aux cardinaux
des ensembles {v € val(IV) ; v < —A+c} et {v & val(l); v > A}, qui sont donc égaux. Par
conséquent, 'implication (5.6) est en fait une équivalence, ce qui nous donne le résultat attendu.lJ

Dans le cas des courbes réductibles, on peut encore déterminer des dimensions a partir des
multi-valuations, mais d’une fagon un peu plus technique. Néanmoins, la preuve suit le méme
principe que dans le cas irréductible.
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5.2.2 Une implication

Considérons une courbe réduite C, pas forcément Gorenstein. On fixe un idéal fractionnaire I.
On a besoin du résultat suivant pour montrer 'implication = de I’équivalence (5.4).

Proposition 5.2.5 ([DdIM88, Corollary 1.9]). On a A(y—1,0¢) = 0.

Preuve. Supposons que A(y—1, O¢) # (). Alors par exemple il existe w € Aj(y—1, O¢). Alors
par la proposition 5.1.12, (y1 — 1,72,...,7p) € val(O¢). En utilisant ensuite conjointement les
propositions 5.1.13 et 5.1.12 et I'inclusion v+ NP C val(0¢), on montre que pour tout w € NP tel
que w; = 71 —1 et pour tout j # 1, w; > 5, ona w € val(O¢), et donc (y1—1,72,...,7) + NP C
val(O¢), ce qui contredit la propriété (5.1) satisfaite par le conducteur. O

Remarque 5.2.6. Nous n’utilisons pas le théoreme 5.1.28 pour montrer la proposition 5.2.5
pour deux raisons. La premiere est que le théoréme 5.1.28 s’applique a des courbes Gorenstein,
or, la proposition 5.2.5 est satisfaite par toutes les courbes réduites. La seconde raison est que la
proposition 5.2.5 est utilisée dans la preuve du théoréeme 5.1.28. En particulier, nous n’utilisons
pas le théoréeme 5.1.28 pour montrer notre théoreme 5.2.1.

Proposition 5.2.7. Soit I un idéal fractionnaire de C et v € ZP. Alors :
veval(lV)= A(y—v—1,1)=0.

Remarque 5.2.8. La proposition 5.2.7 est vraie pour toutes les courbes réduites et pas seule-
ment les courbes Gorenstein.

Preuve. Soit (vi,...,vp) € val(I¥). Supposons que A(y — v — 1,1) # 0. Quitte & changer la
numérotation, on peut supposer que Aj(y —v —1,1) # (), ce qui signifie qu’il existe un élément
de la forme (y1 — v — 1,wo, ..., wp) € val(l), avec w; > v; —v; — 1 pour j > 2. Par dualité, on
a val(I) + val(IV) C val(O¢), donc (y1 — 1, wa + va, ..., wp + vp) € val(O¢). Comme pour tout
JE{2,...,p}, wj+vj =, ona (1 —Lwr+wve,...,wp +vp) € A1(y—1,0¢).

Or, d’aprés la proposition 5.2.5, pour tout i € {1,...,p}, A;(y —1,0¢) = 0, ce qui nous
donne une contradiction, et donc A(y —v —1,1) = 0. 0

Notation 5.2.9. On pose ¥ ={v e ZF ; A(y—v—1,I) =0} C ZP.

L’ensemble ¥ contient les multi-valuations de IV, mais pourrait a priori étre plus gros. En
particulier, il n’est pas clair que ¥ soit I’ensemble des multi-valuations d’un module. Dans la
suite, nous allons montrer qu’aucun "intrus" (i.e. élément de ¥'\val(I")) ne peut se glisser parmi
les p-uplets de ¥ dans le cas d’une courbe Gorenstein.

5.2.3 Multi-valuations et dimension

L’objectif de ce paragraphe est de donner une méthode combinatoire pour déterminer la
dimension de certains quotients a partir des multi-valuations.

Notation 5.2.10. Soit v € ZP. On pose I, = {g €[ ; val(g) > v} et {(v,I) = dimc I/I,.
Comme O¢ est de dimension 1, on a ¢(v,]) < co.
On note (e1,...,ep) la base canonique de ZP. Pour & C Z” et v € ZP on pose :

Vie{l,...,p},Ni(v,&)={a €& ; ai=v; et @ >v}.

On a alors (voir [DAIM88, Proposition 1.11] ou le cas I = O¢ est traité) :
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Proposition 5.2.11. Pour tout v € ZP et tout i € {1,...,p} on a
lv+e,I)—L(v,I) =dime Iy /Tpte, € {0,1}.
De plus, £(v+e;, I) = 0(v,I) + 1 si et seulement si A;(v,val(I)) # 0.

Preuve. Le cas d’un idéal fractionnaire quelconque I se traite de la méme maniére que le cas
de O¢c. On a I4.; C I, et donc

dime I /1, + dimg I/ Tyre, = dime I/ Iyse,.

On a donc bien ¢(v +e;, I) — (v, I) = dimc I,/ L 4¢,. Montrons que cette dimension est au plus
1. Supposons qu’il existe f,g € I,\Iytye,. Alors val;(f) = val;(g) = v;. 1l existe donc A € C tel
que val;(f + Ag) > v; et val(f + Ag) > v. Par conséquent, f + Ag € I+, et donc f et g sont
liés dans le quotient I,/ 4¢,. Par conséquent, dimc I,,/Iy+e; < 1. Pour que dimg I,/ Ly4e;, = 1
il faut et il suffit que I, # I4,;, ce qui équivaut d’apres la proposition 5.1.14 a lexistence d’un
élément w € val(I,) tel que w ¢ val(Iyye, ), c’est-a-dire w € A (v, I). O

La proposition précédente nous permet de déterminer la dimension de certains quotients a

partir des multi-valuations d’un idéal :

Corollaire 5.2.12. Soit v, A € ZP tels que v + NP C val(I) C XA+ NP (voir lemme 5.1.9). Soit
(aU))ocjcrrs1 une suite finie d’élément de ZP vérifiant :

o o0 =) et M) =y
e Pour tout j € {0,..., M}, il existe i(j) € {1,...,p} tel que oV = al) 4 €i(4)
Alors :
dime I/t 65 = (v, 1) = Card {j € {0,...., M}; Ayij (a9, val(D)) # 0} . (5.7)

Le dessin suivant illustre le corollaire 5.2.12 pour p = 2. On représente par des croix
les éléments de val(I) et par des cercles rouges les éléments de la suite «. Les ensembles

Ai(j)(a(] ), val(I)) correspondent aux croix qui se trouvent sur les lignes rouges.
valg
v
Q
Py
o
AR R
X &K 9
P
X%
Py
o
MDD
O @
R
&
Pan) Py
Y OO

valy

FI1GURE 5.5 — Illustration du corollaire 5.2.12

Sur cet exemple, le corollaire 5.2.12 donne dimg I /t" O a=".
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5.2.4 Etapes préliminaires

On rappelle que ¥ = {v € ZP ; A(y—v—1,I) =0}, et que cet ensemble contient val(I").
L’objectif de cette partie est de montrer que si on suppose l'inclusion val(I¥) C ¥ stricte,
cela entraine certaines propriétés combinatoires et numériques (voir lemme 5.2.14 et proposi-
tion 5.2.15). On prouve ensuite dans le paragraphe 5.2.5 que cela conduit & une contradiction
dans le cas d’'une courbe Gorenstein, ce qui acheve la preuve du théoreme 5.2.1.

Premuére étape
On commence par montrer que si ¥ # val(I"), alors il existe un élément w € ¥ '\val(I") qui
satisfait certaines propriétés qui seront utiles dans la suite.

On suppose donc dorénavant que ¥ # val(IV). 1l existe donc un "intrus" w(® € ¥ \val(IV).
Le lemme 5.1.9 assure l'existence d’éléments A\, v € ZP tels que v + NP C val(I) C X\ 4+ NP et
v —v <w® <y — X Nous fixons désormais de tels éléments \ et v.

La proposition suivante nous donne une propriété essentielle de w(® :

Proposition 5.2.13. [l existe j € {1,...,p} tel que Aj(w(o),val(fv)) = 0. De plus, la coordon-

O <=y

née correspondante satisfait w;

Preuve. Si pour tout i € {1,...,p}, Aj(w®,val(IV)) # 0, alors pour tout i € {1,...,p} il
®

inf <a(1), e ,a(p)) = w(® € val(IV), ce qui contredit ’hypothese sur w(®).

existe o) € val(IV) tel que a; ’ = wio et o) > w(® . Par conséquent, par la proposition 5.1.12,

T existe donc j € {1,...,p} tel que Aj(w©® val(IV)) = (. Si w](-o) =9 —Ajalors y — X €

Aj(w® val(IV)), ce qui est contradictoire. Donc w](-o) <5 = A O

Deuzieme étape

Sans nuire & la généralité, on peut supposer que Ap(w(o),val(l V)) = 0. Nous allons utiliser
le corollaire 5.2.12 avec une suite a bien choisie pour déterminer la dimension de IV /ﬂ_)‘ﬁg.
Nous comparerons cette dimension avec le nombre ¢ défini en (5.9), qui peut a priori dépendre
de la suite « choisie.

Afin de déterminer dim¢ Iv/ﬂ_)‘ﬁﬁ, on fixe une suite (o))< jcn, 0t ng = S0_, v — \; qui
satisfait :

0)

e 00 =~ —petalm =y )

e pour tout j € {0,...n9 — 1}, il existe i(j) € {1,...,p} tel que UVt = ) 4 €i(j)
e il existe jp € {0,...,n9 — 1} tel que alio) = (0 et qUot1) = 4(0) 4 ep

L’existence d’une telle suite vient de la proposition 5.2.13, et cette suite satisfait les hypo-
theses requises par le corollaire 5.2.12.

Par exemple, pour p = 2, on peut choisir la suite a représentée par les cercles sur la figure sui-
vante, ot les croix représentent ¥. En particulier, comme w(® ¢ val(IV), on a Ag(w®), val(1V)) = 0.
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FIGURE 5.6
D’apres le corollaire 5.2.12, on a :
dime IV /1207 = Card {j € {0,...,no — 1} 5 Ay (e, val(1¥)) # 0} (5.8)
Nous allons comparer ce nombre avec :
0= Card{j € {0,...,n0 = 1} ; Ayijy(a),7) #0}. (5.9)

Sur I'exemple de la figure 5.6, on a ¢/ = 6.

Les hypotheses faites sur la suite o permettent d’obtenir le lemme suivant :

Lemme 5.2.14. On a :
¢ >1+dime 1Y/ 0. (5.10)

Preuve. Il est clair que A, (@) val(IV)) # 0 = Ai(j)(a(j), ') # 0. De plus, comme il existe
jo tel que alio) = O et qliotD) = o) 4 ep, on a Ap(a(jo)7 ¥) # . Les hypothéses sur w(®)
impliquent que Ap(a(jo), val(I'V)) = (). Dot I'inégalité. O

Troisiéme étape

L’objectif de cette étape est de comparer ce nombre ¢ avec dime I/t ﬁa.

Pour ¢ € {0,...,n0} on pose B = ~ — a0~ La suite 3 satisfait les conditions du
corollaire 5.2.12 et peut donc étre utilisée pour déterminer dime I/t¥ & &

On représente sur le dessin ci-dessous la suite 8 correspondant a la suite « de la figure 5.6 :
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FIGURE 5.7

La proposition suivante donne la relation entre ¢ et dimg I/t” ﬁg :
Proposition 5.2.15. On a :
P
dime I/t705 <Y (vi— i) — L.
i=1

Afin de démontrer cette proposition, nous introduisons le lemme suivant, qui ne dépend pas
de I'hypothese ¥ # val(IV) :

Lemme 5.2.16. Soit w € ZP et i € {1,...,p}. Alors :
Ai(w, ) #0 = Ai(y —w —e;,val(l)) = 0.

Preuve. Soit w' € A;(w,?’). Par définition, on a A(y — w’ — 1,val(l)) = 0. De plus, (y —
w' —1); =y —w; —1et pour j # 4, (y —w —1); =9 —w; =1 < v; —wj;. On a donc
Ai(y —w —ej,val(I)) = Ay(y —w' — 1,val(l)) = 0, vu que w’ € ¥. O

Preuve (de la proposition 5.2.15). On commence par remarquer que les suites a et /3 ont
le méme nombre de termes, a savoir ng +1 =1+ 3" (1; — \;).
Le corollaire 5.2.12 assure que :

dime I/t 65 = Card {j € {0,...,n0 — 1} ; Ay (BT, val(1)) # 0} (5.11)

On remarque que pour tout j € {0,...,n9 — 1}, ’y—a(j)—ei(j) = y—aUtD) = glno=G+1) Ppar
conséquent, d’apres le lemme 5.2.16, si Ai(j)(oz(j),“//) # 0 alors Ay (ﬁ(”o_(j+1)),val(l)> = 0.
On obtient ensuite le résultat en comparant (5.11) et (5.9). O

5.2.5 Fin de la preuve

Nous pouvons a présent terminer la preuve du théoréme 5.2.1.
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Preuve (Fin de la preuve du théoréme 5.2.1). On suppose dorénavant que la courbe C
est Gorenstein. L’inclusion val(IV) C ¥ est donnée par la proposition 5.2.7. Il nous reste donc
a prouver que cette inclusion ne peut pas étre stricte.

Comme YF | (1, — A;) = dimg t’\ﬁﬁ/t”ﬁﬁ = dim¢ t)‘ﬁB/I + dimc I/t”ﬁﬁ, on a par le
théoréme 2.3.20 :

P
dime IV /205 =Y (vi — Ni) — dime I/t7 05,
i=1
D’apres la proposition 5.2.15, on a :
¢ < dime IV /705, (5.12)

Cependant, par le lemme 5.2.14, si ¥ # val(I"), alors ' > 1 + dim¢ IV/tV*AﬁB, ce qui contre-
dit (5.12). Par conséquent, on a ¥ = val(IV). O

Une autre conséquence de I'égalité ¥ = val(I") est que le nombre ¢’ est égal a la dimension
de IV /'O o En particulier, 'inégalité de la proposition 5.2.15 est en fait une égalité. De plus,
comme pour tout w € ZP il existe \',v/ € ZP tels que vy — N + NP C val(IV) C v — v/ + NP et
~v—1v <w <y — N, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 5.2.17. Soit C' une courbe Gorenstein réduite, I C Mc un idéal fractionnaire et
w € ZP. Alors :
Aj(w,val(IV)) # 0 <= Ai(y —w — e, val(I)) = 0. (5.13)

Preuve. Soit w € ZP and i € {1,...,p}. Soit N,/ € ZP tels que v — X + NP C val(IV) C
vV +NPety—vV <w<y-N.

On choisit une suite a vérifiant les conditions de la proposition 5.2.12 telle qu’il existe
jo € {1,...,p} tel que al0) = w et a0+ = w + ¢;. On pose fU) = v — a("0=7), Comme C est
Gorenstein, ¥ = val(I") et donc on a par le lemme 5.2.16

Ay (w,val(IV)) # 0 = Ay (B0 val(I)) = 0. (5.14)
De plus, on a :
dim¢ t’\ﬁﬁ/t”ﬁﬁ = Z(Vz — i) =mno
= dime " O5/1 + dime /1 0
= dim¢ 1Y/t 05 + dime I/t 05
Les dimensions qui apparaissent peuvent étre calculées a I'aide du corollaire 5.2.12 :
dime IV /1205 = Card {3 Nigj)(w, val(1¥)) # 0}
dime I/t" 0% = ng — Card {j ; Ai(j)(ﬁ(nofjfl)aVal(I)) = @}
En utilisant 'implication (5.14) et en comparant les cardinaux, on obtient le résultat. O

Nous avons déja vu dans la proposition 5.1.14 que si deux idéaux fractionnaires emboités
ont mémes ensembles de multi-valuations, alors ils sont égaux. Le lemme suivant donne une
condition pour ’égalité des ensembles de multi-valuations.

Lemme 5.2.18. Soit I,J deux idéaux fractionnaires et v € NP tels que v + NP C val(J). On
suppose que val(J) C val(l). Si dimc I/t" 07 = dimc J/t" O alors val(J) = val(I).

Preuve. Supposons que val(I) # val(J). Soit w € val()\val(J). Comme dans la proposi-
tion 5.2.13, il existe j € {1,...,p} vérifiant A;(w,val(J)) = 0. Le méme argument que dans la
deuxieéme étape de la preuve du théoréme 5.2.1 montre que dime I/t¥ 05 > dimc J/t”ﬁﬁ. D’ou
le résultat. ]
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5.2.6 Exemples

Commencons par un exemple de courbe plane a deux branches.

Exemple 5.2.19. On considére de nouveau la courbe plane définie par h = (2% — y?) (23 — y*).
On rappelle qu'un paramétrage est donné par z = (t2,13) et y = (¢3,t3). L’idéal jacobien est
I'idéal de O¢ engendré par

oh
o = 322(2% — yt) + 322 (2® — y?) = (310 — 3t16, 320 — 3tl%)
X
oh
oy —2y(z® —y*) — 4y’ (2 — ) = (=2t — 207°, —4t3" — 485°)

On représente sur la figure 5.8 les multi-valuations de _#¢, que 'on calcule de fagon analogue
a l’exemple 5.1.5 vu que la courbe est assez simple. Les cercles rouges représentant les éléments
v € ZP tel que A(v, #¢) = 0. On rappelle que d’apres la proposition 2.3.17, le dual de I'idéal
jacobien est le module des résidus Z¢. Le théoréme de symétrie 5.2.1 permet donc de déterminer
les multi-valuations de Z¢ sans calculer explicitement le module Z¢. La figure 5.9 représente
les multi-valuations de Z¢.
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. . FIGURE 5.9 — Multi-valuations de Z¢
FIGURE 5.8 — Multi-valuations de #¢

L’exemple suivant montre que le fait que la propriété de symétrie soit satisfaite par le module
des résidus ne caractérise pas les courbes Gorenstein, ce qui répond a une question de Philippe
Gimenez.

Exemple 5.2.20. Soit la courbe X de C3 définie par l'idéal (hy,hg,h3) out hy = zz — ¥,
ho = 23 — yz et hy = 2%y — 22. 1l s’agit d’une courbe irréductible que I’'on peut paramétrer par
x =13,y =t* z =t>. Pour vérifier que cette courbe n’est pas Gorenstein, on peut par exemple
vérifier que son semigroupe n’est pas symétrique :

o Val(ﬁx)
7N

L N N NERVERVERV:
K—K KK KK

K
=3¢
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Intéressons-nous maintenant au module des multi-résidus Zx. Pour le définir, considérons
'intersection compléte réduite définie par (hi, ha). Cette intersection compléte a deux compo-
santes, X et Y = {(0,0,2) ; z € C}. Un calcul réalisé sous SINGULAR donne comme famille
génératrice de Q?(log X/C) une famille génératrice de Q%hth) et les formes :

_ 3z2dy A dz — dxydz A dz + Szzde A dy

w1

hiho
3rydy Adz — 4dxzdx A dz + byzdx A dy
Wy =
hiho
3rzdy A dz — 4a3dx A dz + 5x?ydx A dy
w3 =
hiho

On vérifie que J = 622y — 22 € Fc est un non diviseur de zéro de ¢ et que le module des

11
résidus Zx est engendré par (tQ’ 7 1). Son ensemble des multi-valuations est donc :

o Val(%)()
7N

[ I T R R B B S N2
K—K KKK

o¥
e

On en déduit que Homg, (Zx, Ox) = t°C {t}. En particulier, la condition v € val(Zx) <=
c—v—1 ¢ val(ZY;) est vérifiée, bien que la courbe C ne soit pas Gorenstein. On ne peut donc pas
caractériser les courbes Gorenstein grace a la symétrie des multi-valuations de 1’idéal jacobien
ou du module des résidus.

5.2.7 Généralisation

Une généralisation de notre théoréme 5.2.1 est proposée dans [KTS15]. Les auteurs se placent
dans un cadre plus large : ils considerent un anneau R semi-local, Cohen-Macaulay de dimension
un et de normalisation R tel que :

1. pour tout idéaux maximaux m de R et n de R tel que nN R =m on a R/m=R/n

2. pour tout idéal maximal m de R, le cardinal de R/m est supérieur ou égal au cardinal
de I'ensemble des anneaux de valuations® de I’anneau total des fractions .#g sur R (voir
[KTS15, Definition 2.2.1]).

Un tel anneau R est dit admissible.

Définition 5.2.21. Un idéal canonique d’un anneau admissible R est un idéal fractionnaire K
tel que pour tout idéal fractionnaire I, Homp (Hompg (I,K),K) = 1.

THEOREME 5.2.22 ([KTS15, Theorem 5.3.5, Lemma 5.2.11]). Soit K° un idéal canonique
d’un anneau admissible R tel que val(K®) = {v € ZP ; A(v,R) = 0}. Alors

val (HomR (I,/CO)) el ; A(y—v—1,1)=0}.
La preuve proposée par les auteurs de [KTS15] utilise aussi un argument de dimension,

basé sur la notion de distance entre deux semigroupes emboités I'y C I'y, généralisant le corol-
laire 5.2.12.

5Un anneau de valuation de .#gr est un sous-anneau V tel que R C V C #r tel que ®\V est fermé
multiplicativement
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5.2.8 Série de Poincaré

Ce paragraphe fait suite a une suggestion d’Antonio Campillo. Soit C = C1 U---U C,, un
germe de courbe réduite Gorenstein, et I C .#¢ un idéal fractionnaire.
La définition suivante est inspirée par [CDGZ03]. On rappelle que I, = {g € I;val(g) > v}.

On considere ’ensemble des séries de Laurent formelles .Z = Z[[tl_l, conty Lt1, .o t)). Cet
ensemble n’est pas un anneau, mais il s’agit d’un Z[tl_l, .. ,t;l, t1,...,tp]-module.
On pose :

Li(ti,... tp) = Y cr(v)t! (5.15)

vEZLP

avec cy(v) = dimc I,,/I41 et on définit

=

Pr(t) = Li(t) | |t — 1). (5.16)

=1

Remarque 5.2.23. Le cas I = O¢ pour C une courbe plane est étudié dans [CDGZ03]. Les
auteurs montrent que Py, est en fait un polynéme, et que pour les courbes planes a au moins
Pg, (t)

; est le polyndme d’Alexander de la courbe (voir
Loty —

deux composantes, le polynéme

[CDGZ03, Theorem 1]).

Remarque 5.2.24. Par la proposition 5.2.11 on a pour tout idéal fractionnaire I et tout v € Z?,
er(v) € {0.....p}.

Notre objectif ici est de déduire du théoreme 5.2.1 une relation entre Pr(t) et Ppv(t).
Le lemme suivant est une conséquence directe de la définition (5.16) de Py :

Lemme 5.2.25. On pose pour v € ZP,

al)= Y (DO e)) (5.17)
JCA1,...,p}
ot on pose pour J = {j1, -+ ,jk}, e =€, +---+¢€j, . Alors
Pr(t) = Z ar(v)t’.
vELP

On utilise le lemme précédent pour montrer la propriété suivante :

Lemme 5.2.26. La série de Laurent formelle Pr(t) est un polynome.

Preuve. Soit A\, v € ZP tels que v+NP C val(I) C A\+NP. Les seules valeurs ay(v) éventuellement
non nulles sont celles pour lesquelles A < v < v. En effet, supposons par exemple que v, < A,
ou vp > v,. On peut ensuite montrer grace au corollaire 5.2.12, et a la proposition 5.1.13 dans
le cas vp > v, que pour tout J C {1,...,p} tel que p & J, cr(v — ejugyy) = cr(v —ey). Par la
définition donnée par (5.17), cela nous donne le résultat. t

Lemme 5.2.27. Soit v € ZP. On a
cr(v)=Card (i € {1,...,p} ; Ai(v+e1+ - +ei_1,val(I")) #0).
Preuve. Par définition, ¢;(v) = dimg I,,/I,41. On a donc
cr(v) = dime Iy /lyte; +dime Loye, /Totesten + -+ dime Lyyey4otey g /Tor1

On utilise la proposition 5.2.11 pour conclure. O
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La symétrie du théoreme 5.2.1 a la conséquence suivante :

Proposition 5.2.28. Avec les mémes notations,

1 1
Pro(t) = (-1 0 By ( - ) | (518
0
Preuve. Il suffit de comparer les coefficients de Pyv et Pr. Soit v € Z. Le coefficient de ¢tV dans
Py (%, e i) est a;(—v). Nous allons donc montrer que
Yo e ZP, apv(v) = (=1)Pa(y —v). (5.19)

Soit v € ZP. On a par définition

arv(v) = Z (=1)PHCardey (v — ).
JC{L.....p}

Montrons que ¢;v(v) =p —cr(y —v —1).
Par le lemme 5.2.27 on a :

crv(v) =Card{i € {1,...,p} ; Ni(v+e1+ - +ei—1,val(I")) # 0}
ci(y—v—=1)=Card{i € {1,...,p}; Ni(y—v—e1 — -+ —¢;,val(I)) # 0}

Or, par I’équivalence (5.13),
N(w+er+-+e1,val(IV) #0 <= A(y—v—e1 —---—e;,val(l)) = 0.
Cela nous donne donc ¢;v(v) =p —¢r(y —v —1). On a donc
ap(v) = > (V)PP (p— iy — (v —ey) - 1),
JC{1,....p}

Card(J)

En remarquant que 3 1 (—1) = 0 on obtient :

ape(v) = (=17 3" (1) (v — v —ege)
JC{1,....p}

= (1" ar(y = v)
Cela acheve la preuve de la proposition 5.2.28. O

Exemple 5.2.29. Déterminons explicitement le polynome P 4 pour la courbe de 'exemple 5.2.19.
On indique sur la figure 5.10 les valeurs des ¢ 4. (v). Pour un point v € 72, on lit sur le des-
sin la valeur de cr(v) dans la case dont le sommet en bas & gauche est v. Les cases en bleu
correspondent a la valeur 0, en vert a la valeur 1 et en mauve a la valeur 2.
On commence par remarquer que pour tout idéal fractionnaire I d’une courbe a deux
branches,
ar(v) =cr(v) —ecr(v—e1) —cr(v—ez) + cr(v—1).

On représente les signes de la formule précédente sur le dessin suivant :

- 4+
v

_|_ —
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FIGURE 5.10 — Valeurs des ¢ 4. (v)

Lemme 5.2.30. Soit C = Cy U Csy une courbe a deux branches, et I un idéal fractionnaire
de C. Alors pour tout v € Z%, ar(v) € {—1,0,1}. De plus, si aj(v) # 0, alors les valeurs de

cr(v),cr(v —e1),cr(v —e2) et cr(v — 1) sont toutes égales sauf exactement une’.

Preuve. Soit v € Z2. Montrons que c;(v) — ¢;(v —e1) € {—1,0,1}. On a

cr(v) —cr(v —e1) = (dimg Ip/Tyte, + dime Lytey /Tpt1) — (dime Ly—e, /1y + dime Iy /T yte,)
(5.20)

= dlm(c IU+62/IU+1 - dlmC Ivfel/lv (521)

Comme par la proposition 5.2.11 dimg Iyte,/lv+1 € {0,1} et dime Iy, /I, € {0,1}, on a
cr(v) —ecr(v—ey) € {—1,0,1}.

Par conséquent, ay(v) € {—2,—1,0,1,2}. Il reste donc & montrer que c;(v) — cy(v —e1) et
cr(v —1) — er(v — ez) ne peuvent pas étre simultanément égaux & 1 ou simultanément égaux a
—1. Supposons par exemple que ¢;(v) —cr(v—e1) = cr(v—1) —cr(v—e2) = 1. Posons ¢y(v) = b
et cy(v—1) = b'. Alors ¢;(v —e1) = b—1. et c;(v — e3) = b’ — 1. Comme pour tout v € Z2,
cr(v) —cr(v—e;) € {—1,0,1} alorson a b’ € {b—2,b—1,b} N{b,b+ 1,b+ 2} et donc &/ =b. 1l
y a donc deux cas possibles :

0 1 1
v

SN

1 0 2 1

Dans chacun des deux cas, on aboutit & une contradiction. En effet, si ¢;(v) = 1, cela signifie
que Aq(v,val(I)) # 0 ou Ag(v,val(I)) # 0, et donc ou bien ¢j(v —e2) > 1 ou bien ¢j(v—e7) > 1,
et donc le premier cas ne peut pas étre réalisé. On vérifie de méme que si c;(v) =cr(v—1) =2
alors cy(v —e1) = ¢y(v — e2) = 2, et donc le deuxiéme cas ne peut pas étre réalisé non plus, et
donc ay(v) # 2. Une preuve analogue montre que as(v) # —2, ce qui nous donne le résultat.

La deuxieme assertion se montre en regardant les différents cas possibles. U

"Sur la figure 5.10 cela correspond aux "coins"de la figure formée des lignes noires
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Nous pouvons déterminer P 4. a l'aide de la figure 5.10.
On trouve :

P yo(ti,te) = 805" (—ty =t + 018 + £t — 185 + £345)
Par la symétrie de la proposition 5.2.28, on a, vu que v = (8,12),

Py (ti,ta) = —t7 52 (—t;l —ty e R — 1+ t;3t2—6)

= 7' (B - B+ B+ 1t — tita +1).






Chapitre 6

Résidus logarithmiques le long des
courbes

Nous nous intéressons dans ce chapitre a une famille de singularités libres : les courbes. Dans
le paragraphe 6.1, nous considérons des courbes intersections completes. Nous relions 1’idéal
jacobien #c au module des différentielles de Kéhler (voir proposition 6.1.3), puis, en utilisant
les résultats des chapitres précédents, nous déduisons la relation précise entre les multi-résidus
et les différentielles de Kahler.

Les courbes étant libres, par le théoréme 3.3.7, la dimension projective comme &’s-module du
module 2™~ !(log C) est m —2 et celle du module Z¢ est m — 1. Nous donnons ici une résolution
libre explicite de ces modules pour les courbes intersections complétes quasi-homogenes (voir
théoremes 6.1.29 et 6.1.33). Nous donnons ensuite une caractérisation des arrangements de
droites plan qui utilise les multi-valuations du module des multi-résidus (voir proposition 6.1.40).

Le reste du chapitre est consacré aux courbes planes. Nous calculons le conducteur du module
des résidus (voir proposition 6.2.3), et montrons comment retrouver les multi-valuations des
branches ou d’une union de branches de C' a partir des multi-valuations de Z¢. Nous déduisons de
[BGMSS] et [HHO7] des algorithmes pour une branche (voir paragraphe 6.2.4) et nous proposons
un algorithme de calcul des multi-valuations de Z¢ pour une courbe a deux branches.

Dans le dernier paragraphe 6.3, nous étudions le comportement du module des résidus dans
une déformation équisinguliere de courbe plane. En particulier, nous la comparons a d’autres
stratifications. On termine en présentant le lien entre le module des résidus et le résultat de
[HH11] et [HHH15] sur la classification analytique des courbes planes & une ou deux branches.

Ce chapitre suit en grande partie [Poll4], [Poll5a], [Pol15b] et [Pol16].

6.1 Courbes intersections compléetes

Dans cette partie, nous commencons par relier le module des multi-résidus d’une courbe in-
tersection compléte au module des différentielles de Kéhler. Nous donnons ensuite une résolution
libre explicite du module des multi-résidus et du module des formes multi-logarithmiques dans
le cas d’une courbe intersection complete quasi-homogene.

6.1.1 Lien avec les différentielles de Kahler

Soit €' = C1 U---UC), une courbe réduite intersection compléte avec p composantes irréduc-
tibles, définie par une suite réguliere (hq, ..., hp—1).
On note @;(t;) = (x4,1(ti), ..., Tim(ti)) un paramétrage de la branche C;.
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Définition 6.1.1. Soit w = {Z;nzl ajdxj} € Qf. Soit i € {1,...,p}. On considere la forme
of (w) = (ZT:1 a; o gpl-(ti)x;j(ti)) dt;. On définit la valuation de w le long de C; par

val;(w) = val;(o; (w)) = 1 + val; (Z(aj o ;) (ti) - $§,j(ti))> .

J=1

* Ql
On rappelle que ¢ désigne I'idéal conducteur de C'. On pose d EitC) C 6’5 =@, C{t;}

I'idéal fractionnaire! engendré par ((x;’l, ey Thg )y (T ,l‘;}m)). On a alors
* Ql
val(QL) = val (‘p gt0)> +1

Notation 6.1.2. Soit ¢ € {1,...,p}. On note J; le mineur de taille (m — 1) x (m — 1) de la
matrice jacobienne Jac(hi,...,hy—1) obtenu en enlevant la colonne .

Proposition 6.1.3. Soit C = C1 U---UC, C C™ une courbe intersection compléte réduite
définie par une suite réquliere (hy,...,hpm—1). Alors il existe g € €c tel que val(g) = v vérifiant

* 1
Jc=g- ? SZC), En particulier,

val(_Zc) = v + val(Qg) — 1. (6.1)
De plus, pour tout i € {1,...,m},
val(J;) = v + val(x;) — 1. (6.2)

Preuve. Pour tout j € {1,...,m — 1} on a hjo;(t;) = 0. D’ou :

(Jac(ha, .., hi) 0 i(t:)) (w1 (), -, ] (1) = (0, 0)"

On multiplie a gauche par la matrice adjointe a la matrice obtenue en enlevant la derniere
colonne de Jac(hq, ..., hi) o p;(t;). On obtient pour tout j € {1,...,m — 1},

(Jm 0 @ilts) - @i () + (=)™ UV (Jj 0 94(t;)) - @}, (£:)) = 0.

Supposons par exemple que x; ,(t;)) # 0.
Jm O Qi (tz)
x;,m(tl))

gi(ti) -t g(t:)) = (=)™ g 0 pi(ts). (6.3)

Il reste a prouver que val;(g) = ;.
Par la proposition 2.3.22 on a :

En posant g;(t;) = on obtient pour tout £ € {1,...,m},

Cclle = Jo0. (6.4)

L’idéal de ramification II¢ de C' est le O5-module engendré par (x’lﬁj (t1),. .. ,x;’j(tp))

La relation (6.4) donne I'égalité inf(val(Il¢)) + v = inf(val(_%¢)).

Les égalités (6.3) impliquent que pour tout i € {1,...,p}, et j € {1,...,m} on a val;(J;) =
inf(val;(_#c)) si et seulement si val;(z; ;(t;)) = inf(val;(Ilc)).

Par conséquent, pour tout 7 € {1,...,p}, si j(i) est tel que val;(J;(;)) = inf(val;(_Zc)), alors
val;(Jj)) = vi + vali(x;j(i) (ti))), ce qui nous donne val;(g;) = 7. O

1<i<m’

LCet idéal est I’idéal de ramification ITc de la courbe C.
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Corollaire 6.1.4. Soit C' C C™ une courbe intersection compléte réduite. Avec les notations du
chapitre 5, on a pour tout v € ZP l’équivalence suivante :

veval(Zeo) <= A(—v,val(QL)) =0

L (e’
et o = — - <dtc> , ot g est donné par la proposition 6.1.35.
g dat

Preuve. C’est une conséquence immédiate du théoreme de symétrie 5.2.1 et des proposi-
tions 3.2.17 et 6.1.3 O

Remarque 6.1.5. Ce dernier corollaire donne aussi la relation entre les formes régulieres mé-
romorphes définies en 2.3.25 et les différentielles de Kéahler. En effet, par le théoreme 3.1.40, le

v
module Z¢ est isomorphe au module w%, et on a donc W?J = (Soiiﬁ) )
g at

Remarque 6.1.6. Une autre conséquence de la proposition 6.1.3 est I'inclusion suivante :

v+ (val(@0)\{0}) — 1 € val( o).

En effet, si h € m, avec m 'idéal maximal de O¢, alors val(dh) = val(h), ce qui nous donne
inclusion val(0¢)\ {0} C val(Q}).

Remarque 6.1.7. Dans le cas d’une courbe plane a une ou deux branches, I’ensemble des
multi-valuations des différentielles de Kéhler est un ingrédient clef utilisé par A. Hefez, M.E.
Hernandes et M.E.R. Hernandes dans leur étude du probleme de la classification analytique des
courbes planes. (voir théoréme 6.3.26 pour plus de détails)

6.1.2 Dimensions

Nous relions dans ce paragraphe le module des multi-résidus d’une courbe intersection com-
pléte a certains invariants classiques des courbes. Ces invariants seront de nouveau utilisés dans
le paragraphe 6.3.

On commence par rappeler leur définition, que ’on peut trouver dans [BG80].

Définition 6.1.8 ([BG80, Definitions 1.1.1, 6.1.1]). Soit C' C (C™,0) un germe de courbe
réduite. On considére l'application :

d
D:0c S QL 5% wh

ot cc est la classe fondamentale de C (voir définition 2.3.23).
Le nombre de Milnor de C' est :

= dimg (wé/D(ﬁc)) .
Le nombre de Tjurina de C' est :
7 = dimc Tors (Qlc) .

Remarque 6.1.9. Dans le cas des courbes planes, on définit le nombre de Tjurina de h par
7 = dim¢ C{z,y}/(h}, hy, h). Nous verrons que les deux définitions coincident. En particulier,

Pégalité entre dime C{x, y}/(hl, hi,, h) et dimc Tors () est un résultat de O. Zariski sur lequel
nous reviendrons dans le paragraphe 6.2.3.
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Proposition 6.1.10 ([BG80, Lemma 1.1.2]). On suppose que C' est une courbe intersection
compléte. Alors :
p = dime Q& /d0c.

Proposition 6.1.11 ([BG80, Fin de la preuve du lemme 1.1.2]). Soit C' une courbe in-
tersection compléte réduite définie par (hi, ..., hpy—1). Alors :

7 = dimg (U Sqg) Oc) fdhn A+ Adhm 1 A QL.

Cette proposition montre que le nombre de Tjurina est bien le nombre auquel on s’attend :

Corollaire 6.1.12. Soit C une courbe intersection compléte réduite définie par (hy,...,hm—1).
Alors :

T = dimg ﬁc/jc.
Introduisons encore un autre invariant classique des courbes :

Définition 6.1.13. Le delta-invariant d’un germe réduit de courbe C' est :
6 = dimg ﬁa/ﬁc

La proposition suivante relie § et u. Elle généralise le résultat de J. Milnor qui porte sur les
courbes planes (voir [Mil68§]).

Proposition 6.1.14 ([BG80, Proposition 1.2.1]). On pose p le nombre de branches de C.
Alors
=25 —p-+1.

Nous pouvons & présent relier la dimension de Z¢/ 6’5 a ces invariants pour les courbes
intersections complétes.

Proposition 6.1.15. Soit C une courbe intersection compléte réduite. Alors
dim(c%c/ﬁg =70

Preuve. Comme C est une intersection complete, elle est en particulier Gorenstein. Rappelons
que I'on a les inclusions suivantes :

HJcCCc COcCO5C Ze.
Les propositions 3.2.17 et 5.1.21 assurent que :
dim¢ %’c/ﬁa = dim¢ Z¢c/Oc — dime ﬁ’a/ﬁc = dimg O /% — § = dime Oc/ Fc — 6.

Ce qui nous donne donc dim¢ Z¢ /0 =T d. [l

6.1.3 Familles génératrices pour les courbes quasi-homogeénes

Soit C' = Cy1 U---UC), une courbe réduite intersection compléte avec p composantes irréduc-
tibles définie par une suite réguliére (hq, ..., hy,—1).

On rappelle qu'une telle courbe est libre (voir exemple 3.3.3). Par conséquent, le théo-
réme 3.3.7 assure que la dimension projective de 2™ !(logC) est m — 2. Notre objectif est
de décrire entierement la résolution projective de Z¢ et Q™ !(log C) dans le cas d’une courbe
intersection complete quasi-homogene, ce qui nous donne les théoremes 6.1.29 et 6.1.33.

Nous commencons par déterminer une famille génératrice minimale de Z¢ et QF(log C).
Nous calculons ensuite toutes les syzygies dans le paragraphe 6.1.4.
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Conditions 6.1.16. On consideére les conditions suivantes :

a) Il existe (wy,...,wn) € (N*)™ tel que pour tout i € {1,...,m — 1}, h; est quasi-homogeéne
de degré d; pour les poids (w1, ..., wy).

b) m >3

c) m est la dimension de plongement. Autrement dit, pour tout i € {1,...,m — 1}, h; € m? ou

m est I'idéal maximal de &g (voir proposition 3.1.24 et remarque 3.1.25).
Lemme 6.1.17. Soit C une courbe intersection compléte satisfaisant la condition a). Alors

m (—1)i_1wixi(Tx\i

wp = == . € Q" !(log D).
. m Oh; d;
Preuve. Soit i € {1,...,m —1}. Ona y ;" wixia— =d;h; et donc dh; Awy = h7dg. Comme
XZ; i
dh = 77 hidhy, on a dh A wg € QF. Donc wy € ™ (log D). O

Remarque 6.1.18. Par la proposition 3.1.43, on a aussi wg € Q™ !(log O).

Notation 6.1.19. On fixe p € {1,...,m}. Soit {i1,...,ip} C {1,...,m} et {j1,...,5p—1} C

{1,...,m —1}. On note Jl-jlly"'.’.;’zf ~' le mineur (m — p) x (m — p) de la matrice jacobienne de
(hi,...,hm—1) obtenu en enlevant les lignes ji, ..., j,—1 et les colonnes i1, . .., %,. Par convention,
le déterminant vide est égal a 1. De plus, on ne prend pas en compte l'ordre des éléments i1, ..., %,
et j1,...,Jp—1, ¢'est-a-dire par exemple que J7';, = JI!, .

Nous aurons besoin a plusieurs reprises du lemme suivant dans les preuves du lemme 6.1.21
et des théorémes 6.1.29 et 6.1.33. Pour ¢ # j € N on pose sgn(i — j) le signe de la différence
i—7j.

Lemme 6.1.20. On fize p € {2,...,m}. Soit {i1,...,i,} C {1,...,m} et {j1,...,4p—2} C
{1,...,m —1}. Pour tout v ¢ {i1,...,ip}, on a :

axr 11,eenslp

m—1
Ohg v
Yo (D)% sen(ii — ) sen(lp—2 — @) 5 i =0, (6.5)
q=1
q%{jl:"ﬂj}?*?}

Preuve. L’expression (6.5) est obtenue en développant le déterminant de taille (m —p + 1) x

(m—p+1) dont la premiére colonne est (g’;z

et les autres colonnes sont constituées

)Q¢{j17~-~7jp72}

de la matrice jacobienne de (hy,...,hy_1) privée des colonnes relatives a (z;,,...,;,) et des
lignes relatives a (hj,, ..., hjpfg). La colonne (gzq) litmin) apparait donc deux fois dans ce
TS QEILse s Ip—2
déterminant. O
Lemme 6.1.21. Soit g = > ;" ¢;J; avec c1,...,¢cm € C tels que g induit un non diviseur de
zéro de O¢. On a '
(=) e

resc(wg) =
(wo) T,
Preuve. Soit ig € {1,...,m}. Calculons J;,wp. On rappelle que dhy A---Adhpy—1 = > 1%, JZ(Tav\z
On a:

dhyi A ANdhp—1
h

JiOWO = (_1)i071wi0xi0
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Soit i € {1,...,m}, i # ip. On développe J; par rapport a la colonne ig, et J;, par rapport
a la colonne i. On pose sgn(ip — i) le signe de iy — 7. On obtient :

m—1
; . i _10hy
Xi =(=1)"twizisgn (i — i) (—=1)"" (Z (—1)* 1783:{ Jii,i)

=1
m—1
. L o _1 0h
- (_1)10_1wi0xiosgn(7’ - 7’0)(_1) ot <Z (_1)€ 16]}‘6‘];0,2')
=1 0

m—1
Ohy oh
=sgn(ip — 1) Z (_I)E71 <wixz oz, + Wi Tig 75— o - ) ']izuﬂ'

(=1

De plus, le lemme 6.1.20 assure que pour tout p € {1,...,m}\ {i,ip} :

ahg
wpTp Z -1 fo’ =0. (6.7)
Tp
On obtient donc :
m—1 m—1
Ai = sgn(ip — 1) Z Z (% p@ ZO ; = sgn(ip — 1) Z (—l)ﬁ_ldghgjfo i
=1 =1

Il existe donc n € Q=1 tel que

dhi A --- ANdhyg

. 6.8
e (6.8)

JioWO = (_1)i0_1wioxio

En considérant la combinaison linéaire Y ", ¢;J;wp, on trouve lexpression du multi-résidu
de wp annoncé dans le lemme. O

Montrons le lemme suivant :

Lemme 6.1.22. Awvec les notations du lemme 6.1.17, on a :
inf(val(Zc¢)) = val(resg(wo)) = —v + 1.

Preuve. D’apres I'égalité (6.2), val(J;) = y+val(x;)—1. De plus, par le lemme 6.1.21, resc(wo) =
m =1 0
i (1) cwim

2iz cidi
Montrons que inf(val(Z¢)) = val(resc(wp)).
Par la remarque 6.1.6,

. On a donc val(res(wp)) = —v + 1.

7+ (val(0c)\ {0}) — 1 € val(_Zc). (6.9)
Etant donné que v + NP C val(0¢), on a 2y — 1+ NP C val(_Z¢). D’o :
max{v € Z ; A(v, Zc) =0} <2y —2.

Le théoreme 5.2.1 implique que inf(val(Zc)) > v—(2y—-2) —1=—v+ 1.
D’ou le résultat : inf(val(Z¢)) = val(resc(wp)). O

Nous aurons aussi besoin du résultat suivant :

Lemme 6.1.23. Soit g € O¢. S’il existe i € {1,...,p} tel que val;(g) = 0 alors val(g) = 0. En
particulier, g est inversible.
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Proposition 6.1.24. Soit C une courbe intersection compléte réduite satisfaisant la condition a).

dhaA--Adhy
h

Alors Z¢ est engendré par resc ( =1 etresc(wy), 0t wy est défini dans le lemme 6.1.17.

Si de plus C n’est pas lisse, cette famille génératrice est minimale.

Preuve. On pose Z = Sing(C) le lieu singulier de C'. Il est de dimension 0 donc Oy est de
Cohen-Macaulay. Par [Eis95, Theorem 21.15], comme wo = O¢, le module dualisant de Z est
Wy = Extlﬁc (Oz,0¢). En dualisant sur O¢ la suite exacte

0— fc—0Oc— 0z —0

on obtient :
0— Oc — %o — wz — 0. (6.10)

De plus, le lieu singulier d’une courbe quasi-homogene est Gorenstein (voir [KW84, Satz 2]),
de sorte que wy = 0. La suite exacte (6.10) implique que Z¢ est engendré par deux éléments,
I'image de 1 € O¢, qui est 1 € Z¢, et un antécédent de 1 € 0. Il existe donc py € Z¢ tel que
(1, po) engendre Zc.

Il reste a prouver qu’on peut prendre pg = resc(wp).

Par le lemme 6.1.22, on a val(resc(wo)) = —v + 1.

Supposons d’abord que —vy + 1 ¢ NP. Par exemple, —y; + 1 < 0. Il existe ag, a1 € O¢
tel que resc(wp) = appo + a1. Comme val(ag) > 0, et inf(val(Zc)) = val(resc(wp)), on a
vali(po) = vali(wp) et donc vali () = 0. Par le lemme 6.1.23, cela implique que val(ag) = 0 et
donc ag est inversible. Par conséquent, (resc(wp), 1) engendre Zc.

Supposons maintenant que —y+1 € NP. Comme 7 > 0, par le lemme 6.1.23, on a nécessaire-
ment v = 1 ouy = 0. Cependant, siy=0,ona O¢c = ﬁa et donc C est lisse, et Zo = 6’5 = O¢.
Supposons que v = 1, c’est-a-dire que val(0¢) = {0} U {1 + NP}. D’apres la remarque 6.1.6, on
a donc 1+ NP Cval(_Z¢) et comme Zc C 6 on a I'égalité

val(_Zc) = val(éc) = 1+ NP,

Cela implique que f#¢ = 6, et par la dualité de la proposition 3.2.17, Zc = € = 0.
Par [Sch16, Propositions 4.11], cela implique que C est une courbe a croisements normaux.
Vu que C' est Gorenstein, par [Sch16, Proposition 4.4], elle est méme plane. Par le critere de
Saito 2.2.8, si h = zy définit une courbe plane C, alors (wy = ‘rdy;hydx, %) est une base de
Ql(log C), dont les résidus engendrent Zc. O

—
ide;

Comme la famille {hh,z e{l,....m—1},j€{1,... ,m}} engendrent Q™ !, la proposi-
tion 6.1.24 donne :

Corollaire 6.1.25. Soit C' une courbe intersection compléte singuliere satisfaisant la condi-

dhi A --- ANdhyg

tion a). Alors Q" 1(log C) est engendré par la forme wy du lemme 6.1.17, .

et la famille {hizxj;ie{1,...,m—1},j€{1,...,m}}.

Avec des hypotheses supplémentaires, la famille génératrice du corollaire 6.1.25 est minimale :

Proposition 6.1.26. Soit C' une courbe intersection compléte singuliére vérifiant les conditions
a), b), ¢). La famille génératrice du corollaire 6.1.25 est une famille génératrice minimale de
Q™ l(log C).

Preuve. Soit ag, a1, (8i) 1<i<m tels que :
1<j<m—1

dhy A Adhy_q SR da;
agwy = oy — N mol oy /Bijhj%'
i=1 j=1

(6.11)
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Comme (resc(wp), 1) est une famille génératrice minimale de Z¢, on a ap € m et a; € m,
ou m l'idéal maximal de 0.

Montrons que pour tout i € {1,...,m} et j € {1,...,m—1}, B;; € m.

On remarque que la classe @g € O¢ vérifie ag - resg(wg) = @1 € O¢ et oy € O¢. Par
conséquent, oy € Z%. Comme C est libre, ZY = Zc. Alors ag € (J1,..., Jmyha,y ..o him—1) C

Os. Soit iy € {1,...,m}. D’apres la preuve du lemme 6.1.21, on a :
- dhg A Adhyy & da;
Jiowo — (—1)10 1’(1)1'0.22@'0 h m = Z Sgn(lo — Z) Z (—1)£ 1dghg.]fo7i hz =:1.
=]

La condition c) assure que wa €m, et donc n € mI+ QT

De plus, pour tout j € {1,...,m — 1}, hjwy € m(h1, ..., hpm—1) - %ng‘l.

Si Jigwo =z PN Amat 4 avec i € QY alors g, = (—1)0 Ywiymi, + o, avec
o € (h1,...,hpm—1). D’olt, vu que pour tout i € {1,...,m}, J; € m:

S (Tl: 1 m—1
n’:n—a/;Ji . Gm(hh...,hm_l)'ﬁﬁs .

On rappelle que o est une combinaison linéaire de Ji, ..., Jm, h1,..., Am—1. On a donc

m m—1 T
dl‘i
Bijh;j o

i=1 j=1

1
cem(hi, ..., hy1)- Eﬂm—l.

Comme la suite (hq,...,hy,—1) est réguliere, toute relation >_j Hjh; = 0 vérifie pour tout
jge{l,...,m—1}, pj € (hi,...,hpm—1) € m. Par conséquent, pour tout i € {1,...,m} et
jG{l,...,mfl},ﬁi]’Em. [l

Remarque 6.1.27. Pour les courbes planes quasi-homogenes, 1’énoncé de la proposition 6.1.26
n’est pas vérifié. En effet, une courbe plane C définie par une équation réduite h est toujours un
diviseur libre (voir exemple 2.2.5) et donc le module 2! (log C) est libre de rang 2. Une base de

dh
Q! (log C) est donnée par wy et T En particulier, dx et dy sont dans le module engendré par

wo et ?

L’énoncé de la proposition 6.1.26 reste vrai si on affaiblit la condition c¢) de la fagon suivante :

au moins deux équations sont dans m?.

Remarque 6.1.28. Si C' est une courbe intersection complete quasi-homogene, on a donc en

particulier que 1 et dhlA'"i}Athm‘l font partie respectivement d’une famille génératrice minimale

de Zc et de Q™ (log C).

6.1.4 Résolution libre

Comme Z¢ est un idéal fractionnaire de la courbe C, on a prof(#¢) = 1. Par la formule
d’Auslander-Buchsbaum, la dimension projective du &g-module Z¢ est m — 1. De plus, par le
théoréme 3.3.7, la dimension projective de Q™ !(log C) est m — 2.

La proposition 6.1.26 donne une famille génératrice minimale de 2™ !(log C'). Des méthodes
similaires permettent d’aller plus loin et de calculer explicitement une résolution libre des Og-
modules Z¢ et Q™ 1(log C') pour les courbes quasi-homogenes.
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THEOREME 6.1.29. Soit C' une courbe intersection compléte satisfaisant les conditions 6.1.16.
On pose pour p € {0,...,m — 2}

p p
F,=N\os " o \og

et o1 = /\mf1 0. Alors il existe’ 0 : Fo — Fe_1 tels que (Fe,04) est une résolution libre
minimale de Z¢c comme Og-module.

Corollaire 6.1.30. En particulier, les nombres de Betti de Z¢c vu comme Os-module sont :

m

Vp e {0,...,m—2},bj(%c) = (mp_1> + (p

) et bm,1 =1m.

Remarque 6.1.31. Afin de ne pas alourdir les notations?, on suppose que z; est un non diviseur

de zéro de O¢. Par la relation 6.2, J; est aussi un non diviseur de zéro de O¢. Vu que C' est
w1T
et
J1
J
1= J—l Une résolution libre de (x1, J1)O¢ fournit une résolution libre de Z¢ vu que ces deux

1
modules sont isomorphes par division par le non diviseur de zéro Ji.

quasi-homogene, la proposition 6.1.24 assure que Z¢ est engendré par resc(wg) =

Afin de montrer le théoreme, on introduit la suite exacte suivante, dont le terme du milieu
est isomorphe & Z¢ et pour laquelle une résolution libre des termes de gauche et de droite est
fournie par des complexes de Koszul.

Lemme 6.1.32. On conserve les hypothéses du théoréeme 6.1.29 et de la remarque 6.1.31. La
suite swivante est exacte :
(Jlﬁs +w1x105 + 221_11 hiﬁs)

0= O 22 w2100 + J1 00 — —
w105 + S hiOg

— 0. (6.12)

(J1ﬁ5+w1I1ﬁs+Z?;Il hiﬁs)
w1$1f7’5+22_11 hiCs
Koszul associé a la suite réguliere (wix1, ..., WnTm).

De plus, une résolution libre de est fournie par le complexe de

Preuve. Comme z; est un non diviseur de zéro de O¢, application O¢ —% w1 0c + J1 Oc
(J1ﬁs+wlx1ﬁs+zzzzl hzﬁs)
w1w1f7’s+zz_11 hiOs
(Jlﬁs+w1331ﬁs+2?;711 hzﬁs)
wiz1O5+y 0 hiOs

est injective. Le module est alors le conoyau de cette application.

.On at:

Déterminons une résolution libre de

5 (105 + w05 + £ 16

0— Jhiyo o hme1) + J — Os — — 0.
(w11, b1 1) 1)ﬁs S w1710 +Z?;—11 hiOs

dhy A ANdhp_q

D’apres (6.8), Jiwg = wixy +n avec n € Qm=1. Par conséquent, comme

- hy - Ty o
wo = i1 (217 wizide et LA A 1:Z”1J a on a pour tout ¢ € {2,...,m} :
h h h
(*1)i_1’wi$i<]1 == wlazlJi mod (hl, PN ,hmfl). (613)

2Voir (6.14) pour 'expression de Js.

%Si z1 est un diviseur de zéro, il suffit de considérer une somme y = > (—1)""'c;z; telle que y est un non
diviseur de zéro dans ¢ a la place de z1, et J = Z ciJi & la place de Ji.

4Soit A un anneau et I,J C A. Onnote (I: J)a={a€ A; aJ CI}.
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On en déduit que pour tout ¢ € {1,...,m},w;z;J; = 0 mod (wyx1,h1,...,hy), et donc
(w11, .., W Tm) C (w11, R, . hp—2) J1) g4 De plus, d’apres la proposition 6.1.24, (1, w}fl)
est une famille génératrice minimale de Z¢, donc J; ¢ (wix1,hi,..., hpm—1), et donc

m = (wlxl, e ,wmxm) = ((wlxl, hl, ey hm_z) . Jl)ﬁs

Etant donné que la suite (wyz1,. .., wmTy) est une suite réguliére, le complexe de Koszul
associé fournit une résolution libre minimale, et on en déduit une résolution libre du module
(w1$1ﬁ5+<]1ﬁ5) /(wlxl,hl,...,hm_l). O

Preuve (du théoréme 6.1.29). On considere la suite exacte (6.12). Une résolution libre mi-
nimale de O¢ est fournie par le complexe de Koszul associé & (hq,...,hpn—1) et une résolution
(Jlﬁs-i-wwlﬁs-i-z h ﬁs)

wlxlﬁs+zi:1 h Os
(W1Z1, ..., WyTy). On déduit de ces deux résolutions libres une résolution libre du terme du
milieu, a savoir wix10¢ + J10¢. La résolution libre qu’on obtient est de longueur m, or, on a
vu que la dimension projective de Z¢ est m — 1.

libre minimale de est fournie par le complexe de Koszul associé a

Afin de de déduire de cette résolution une résolution libre minimale, on calcule explicitement
les différentielles de la résolution libre de Z~ obtenue.

Une résolution libre de O¢ est fournie par le complexe de Koszul associé a la suite réguliere
(h1,...,hm—1). On pose (e, ..., en—1) la base canonique de ﬁgl*l. Pour tout p € {2,...,m — 1},
la différentielle d,, : AP ﬁg‘_l — A\P! @’gl_l du complexe de Koszul est

p
dpe, Ao Neiy) =Y (=1) T hiei A NG A Ne,
/=1

et on a dy(e;) = h;, et dy : O — O¢ est Papplication de passage au quotient.
(J1ﬁs+w1x1ﬁs+zi:1 hi0s)

w11 ﬁ5+22711 h;O0s
module est fournie par le complexe de Koszul associé a (w11, ..., WyTn). On pose (€1,...,6m)
la base canonique de 0. Pour tout p € {2,...,m}, la différentielle d), : AP 5" — NP~ oT du
complexe de Koszul est

Concernant , d’apres le lemme 6.1.32, une résolution libre de ce

p
d(eiy Ao Neiy) =D (1) T wi i e Ao NEG A Ay,
/=1
et on a d(g;) = wjzy, et dfy : Os — (w2105 + J105) [(wiz1,h1,. .., hym—1) est la composée de

la multiplication par J; et du passage au quotient.

Nous déduisons de ces deux résolutions libres une résolution libre de J10¢ + wix10¢ :

0 A og = /\ op! /\ o 2t /\ﬁm ' /\ﬁs (S10¢ +wiz160) = 0.

Cette résolution est de longueur m, mais on sait que la dimension projective de Z¢ est m—1.
Déterminons les expresssions des différentielles d,.

Pour (a,b) € \° 02 @& \° O, on a
(50(&, b) = aw1x1 + bJ1 € Oc¢.

Pour tout p € {1,...,m — 1}, on a (e, A---Ae;,) = dp(ei; A--- Aeg,). De plus, pour tout
p € {1,...,m}, pour tout I C {1,...,m} tel que ]I| = p, il existe® AI e N\PL ﬁm tel que
Opleiy Noo- Ney,) = Ar+dy(i, A /\elp).

SL’élément A; n’est pas unique.
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Déterminons 9, par récurrence sur p.

Pour tout i € {1,...,m}, d1(g;) = (A, wix;). De plus, dp o 1 = 0 donc A;wyz1 + Jyw;z; =
0 € Oc. Par (6.13), on peut donc prendre A; = (—1)"J;.

Soit p € {2,...,m}. Supposons que pour tout {i,...,ip,—1} C {1,...,m}:

Sprlen A-ee g, ) (1) Hr (P2 N T (S

. jl--~jp—2 . .. .
o) e N ANej,

i1 erip
J1<-<Jp—2
p—1
+ Z(—l)g_lwiel'”z?il VARERAN E/i\g AN Nei, .
=1
(6.14)
Soit {i1,...,ip} € {1,...,m}. On cherche & déterminer un élément A; € AP~' 05 tel que

opler) = A +dy(e1), oter =iy A Aeiy.
On sait que §,—1 0 d,(er) = 0.
Apres calculs, en développant les termes de la forme J; 1";" 72,2 selon la colonne iy pour ¢ €
1--:20--2p
{1,...,p} on obtient :
P

Sy (Ar+ () g ()T (CEed g
=1 {71<<Jgp-2}

Ly — - . - 8h j EARRS? j —4
X Z (—1)* 1(—1)5 1sgn(]1 —q)---sgn(jp—2 —q) 8x? nglj”_jpp 2 qejl A A ejp72) =0
qg{jlv---:jp72} v

Par le lemme 6.1.20, pour tout r ¢ {i1,...,ip},

- . 8h j EARRS! ] - b
dj, -+~ dj,_,wrz, Z sgn(j1 —q) - - -sgn(Jp—2 — q)—qu1 Jp—2 qejl N Nej, , =0.

. A or 11,eenslp
q@{j1,-dp—2} T

On a donc, en utilisant cette égalité et en réordonnant les termes ji,..., jp—2,q :
= X (Cli e e
{j1<<jp—1}C{1,...m—1}
p—1

X dj ---d lemszl Z(—l)q_lhjqejl VANREIIVAN (3/]; N Nej,

Jp—1741..0p
q=1

(_1)i1+---+ip(_1)p*1(_1)j1+“'+j}7f1d‘jl . djpiljijlli-.-..i];pfl

Et donc A7 =
convient.
On remarque que

J1<-<Jp—1 €41 ARRRRA €jp71

(5m(51 /\-"/\{:‘m) =—dy--dmp_1e1 N Nem_1
m
+ ) wemger A NEEA - Aem
=1
Gréce a la condition c), le seul coefficient inversible de la résolution qui apparait dans les J,

est le coefficient de e; A -+ - Aep—1 dans d,,. On en déduit la résolution minimale annoncée dans
le théoreme. O

THEOREME 6.1.33. On conserve les hypothéses et notations du théoréme 6.1.29. On pose pour
j€{0,...,m—3},

41
Pi=( N0 ' ek

et Py_o = F,_o. Alors il existe® ae : Po — Po_j tels que (Ps, ) est une résolution libre

5Voir (6.15) pour expression de .
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minimale de Q™ (log C).

Corollaire 6.1.34. En particulier, les nombres de Betti de ™ 1 (log C') sont :

S [ G X e

Preuve (du théoréme 6.1.33). On note (v;; A--- /\Uij+1(TJTE)(il<...<ij+1)g{l,...,m—l},lgjgm une
base du module A\/*! ﬁgl_l ® ng_l. On considere la suite exacte

0— Q™ 5 O™ logC) — Zc — 0.

Les résolutions libres de Q™! et de ¢ déterminées précédemment (voir lemme 3.3.10 et
théoréme 6.1.29) permettent de méme de calculer explicitement une résolution libre (P, ) du
module ! (log C) telle que pour tout p € {1,...,m — 3}, P, = P,,

m—1

na= (A opeag) e

et P/, = AL 03¢ D’apres le théoréme 3.3.7, comme C est libre, la dimension projective de
Q™ 1(log C) est m — 2, donc la résolution précédente n’est pas minimale.

On a ao(vi(ﬂc\j,a,b) = % + awg + b%.

De la méme facon que dans la preuve du théoréme 6.1.29, en utilisant le lemme 6.1.20, on
montre que les différentielles sont données pour p € {1,...,m — 2} par

p+1
ap(Uil VANREIWAN vip+1dxj) = (Z(—l)e_lhievil VANRIERWAN 171'\4 VANCERWAN Uip+1> dacj
/=1
m —
apleiy A Aep) = (1P S (=) wpmpvyy, Ao+ Avg dag + Splei A Ae;)
/=1

m
e A ng) = 3o X (LU e,
=1 ji<<ip
z%{ilr"?iiﬂ}

x sgn(iy — ) - --sgn(ip — E)Jijll.""'é‘igvjl ARERWA vjpagv\g

(6.15)

+ 6p(5i1 VANGEIWAN 5ip)-
et pour tout u € {1,...,m},
Cm_1(E1A- - AGa A Aem) = (=1)™ Uy -+ dp_101 A+ - - AVp—1d@g +Om—1(E1 A- - - AEGA- - - AEpm).

Le seul coefficient inversible qui apparait est le coefficient (—1)m*1d1 v dp—1 de aym—1. On
obtient donc le résultat attendu. O

Remarque 6.1.35. Soit C C C? une courbe gauche intersection compléte quasi-homogene de
poids (wq,wa,ws) définie par une suite réguliere (hi,h2). On pose d; le degré de h;. Par le
théoréme 6.1.33, une résolution libre de Q2(log C) est

0— 0% — 0% — Q*(logC) — 0.
Une résolution libre de Der?(—log C) est aussi connue (voir [GS12, Proposition 5.5]) :

0— 0% % 65 % Der(—log C) — 0. (6.16)
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On considere la base (Oy A 0,,0; A Oy, 01 A Oy) de @%3. Les matrices des applications sont :

oh Oh
|2 —de—— 0 —wzz  way
o G
¢ = dlai —d287 w3z 0 —wix
Y Y
d Ohs J Ohy 0
—do—— —w wW1T
192 29z 2¥ !
Ohy  Ohz| |Ohy  Oha| |9y Oha\'!
P = hi he 36’%/1 3(3}?2 ﬁ & ﬁ @
B 0z 0z ox Ox dy Oy
w1 way w3z

6.1.5 Exemples

Si la courbe n’est pas quasi-homogene, le nombre de générateurs peut étre strictement plus
grand. Donnons un exemple.

Exemple 6.1.36. Soit hy = 27 — y® + 2°¢y® et hy = 23y — 22. La suite (hy,hs) définit une
courbe gauche intersection complete. En utilisant ’algorithme A.1.2 avec SINGULAR on calcule
une résolution libre minimale de Q?(log C) :

0— 0% = 0% — D?*(logC) — 0.

Le nombre minimal de générateurs de Q2(log C) est donc 9. De plus, parmi ces neufs géné-
rateurs, on a besoin des multi-résidus de cinq d’entre eux pour engendrer Zc.

Le théoreme 6.1.33 ne peut pas se généraliser aux courbes quasi-homogenes Cohen-Macaulay
comme le montre 'exemple suivant, pour lequel Z¢ est engendré de fagon minimale par trois
éléments.

Exemple 6.1.37. On considére la courbe X de C? paramétrée par (t3,t4,t%). Cette courbe est
Cohen-Macaulay mais pas Gorenstein. Elle est définie par les équations hy = xz—y2, hy = 2> —yz
et hy = x?y—2z2. On pose C l'intersection compléte définie par (rz—y?, #3—yz). Cette intersection
compleéte est réduite. Un calcul avec SINGULAR donne pour résolution projective de Q2(log X/C) :

0— 0% — 0% — Q*(log X/C) — 0.

En particulier, le nombre de générateurs de Zx est 3, il s’agit de t%,% et 1.

On termine cette partie avec la propriété suivante, qui donne un contre-exemple a la surjec-
tivité de l’application de [Ale12, §6, Theorem 2.

On note w-deg(f) le degré pondéré d’un élément quasi-homogene f € O¢ par rapport aux
poids (w1, ..., wp).

Proposition 6.1.38. Soit C' une courbe réduite intersection compléte définie par une suite ré-
guliere (hi, ..., hm—1) satisfaisant les conditions a),b),c) de 6.1.16.

Soit A = (aij)1<; jem—1 € Mm-1(C) une matrice inversible a coefficients constants. On pose
(fi, s fm1)t=A-(h1,...,hym_1)t. En particulier, (f1,..., fm—1) définit la méme intersection
complete C. Soit Dy Uhypersurface définie par f = f1--- fm—1.

S’il existe £,i,5 € {1,...,m — 1} tels que f; = ZZ"”:_ll agqhq avec w-deg(h;) # w-deg(h;) et
agiap; # 0 alors :

resc(Q™ (log Dy)) # resc (2" (log C)).
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Preuve. Pour ne pas alourdir les notations, on suppose que ajj - aj2 # 0 et w-deg(hy) #

w-deg(hs).

(1) wada
fl v fm—l

Montrons que resc(w) ¢ resc (2™ !(log Dy)). Etant donné que le noyau de ’application résidu

Par le lemme 6.1.17 et le corollaire 3.1.10, w = e Q™ logC, f).

resc est ﬁm_l, on doit montrer que pour tout n € Q?_l, onaw+mn¢Qm (log Dy).

Soit i € Qm L Alors n = > ! f}fm avec 1; € Qg?_l. On adf; = ;":—11 a;jdh; et :

m— m d m—1 dz .M.
df NMw+n) = Z (Z (a;jd;jh;) fx Z(W))

Siw+ne Q™ logDy) alors df A (w+n) est holomorphe. Comme la suite (f1,..., fm—1)
est réguliere, cela implique que f1 divise Z;”;ll (a15d;hj + fi61,5), ou 01 jdz = dfi Anj. En
particulier, comme pour tout i € {1,...,m — 1}, h; € m?, on a aussi f; € m? et donc 01,; € m.
Il existe ¢ € Og tel que, en remplacant f; par >, a;chy :

m—1 m—1
aredy + Z aj Zel,] —qaiye | - hy = 0.
J

(=1 =1

Comme (hy,...,hy,—1) est une suite réguliere, on a pour tout £ € {1,...,m — 1},
m—1
aiedy + Z a] 5917] —qaiy € (hl, ce ,hm_l).
j=1

Etant donné que pour tout jed{l,...,m—1} 601 ; € m, et h; € m cela implique que pour
tout £ € {1,...,m — 1}, ae(dg — q(0,---,0)) = 0. En particulier, comme par hypotheése aj; # 0
et ajo # 0, on a d; — ¢q(0,...,0) = da —¢(0,...,0) = 0. Or, par hypothese, d; # d2 donc on
arrive a une contradiction. Par conséquent df A (w+n) ¢ Q& et w+n ¢ Q™ L(log Dy). O

6.1.6 Une caractérisation des arrangements de droites plan

On commence par décrire ’ensemble des multi-valuations d’un arrangement de droites du
plan.

Proposition 6.1.39. Soit C C (C2,0) une courbe plane définie par une équation homogéne
réduite h de degré p > 2. Alors C' est la réunion de p droites et

inf(val(Zc)) = (—p+2,...,—p+2).
De plus, val(Zc) = ((—p+2,...,—p+2) +val(O¢)) UNP.
Preuve. Une base de Q'(log C) est donnée par w; = d—,ﬁ et wy = w, Une famille généra-

trice de Z¢ est donc resg(w1) = 1 et resg(ws) = (;Lfﬂf;lz avec a,b € C tels que ah), + bhj, est un

non diviseur de zéro dans O¢. Le dénominateur est homogéne de degré p — 1, ce qui nous donne
le résultat. U

La proposition suivante caractérise les arrangements de droites plans.

Proposition 6.1.40. Soit (hi,...,hy,—1) une suite réguliere définissant une intersection com-
pléte réduite C' telle que pour tout i € {1,...,m — 1}, h; est homogéne de degré d;. On pose
C = C1U...UC) la décomposition en composantes irréductibles de l’intersection compléte définie
par (hi,...,hm—1). En particulier, chaque C; est une droite
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On suppose p = 2. Alors
inf(val(Zc)) = (—p+2,...,—p+2) <= C est plane. *

Preuve. L’implication < est donnée par la proposition précédente.

Le lemme 6.1.17 donne un élément wy de Q™! (log C) tel que val(resc(wp)) = 1— 37 (d; —
1). De plus, par le lemme 6.1.22, ce multi-résidu vérifie inf(val(Z¢)) = val(resc(wo)).

Comme la courbe C' est réduite, et les h; sont homogenes de degré d;, par le théoreme de
Bezout, le nombre de lignes est égal au produit des degrés : p=dy -+ - dm—1.-

S’il existe @ € {1,...,m — 1} tel que d; = 1, cette équation peut étre enlevée, et on consi-
dére I'intersection compléte correspondante dans C™ ! au lieu de C™ (voir remarque 3.1.25 et
proposition 3.1.24). On peut donc supposer que pour tout i € {1,...,m — 1}, d; > 2.

Supposons que inf(val(Z¢)) = (—p+ 2,...,—p+ 2) et m > 3. Cela signifie que
m—1
1-— Z(di_1>:_d1"'dm—l+2
i=1
ce qui équivaut a di---dpyp_1 = (Zﬁ‘ll di> — m + 2. Quitte a changer la numérotation, on
suppose que d; = max(d;). Alors dy - - - dy,—1 > 2™ 2dy, et (Z?fll dl-) —m+2< (m—1)d;. Par
conséquent, ’égalité ne peut pas étre vérifiée si m > 3, ce qui nous donne le résultat. O

6.2 Propriétés du module des résidus des courbes planes

On suppose que C' est une courbe plane définie par une équation réduite h € C{x,y}. Nous
commencons par déterminer le conducteur de Z¢, puis nous décrivons explicitement les diviseurs
de zéro de Z¢ et de Zc. Nous retrouvons le résultat de O. Zariski montrant que la dimension
du module de torsion de Q}; est égale au nombre de Tjurina 7, par une méthode impliquant
le module des résidus. On termine ce paragraphe en donnant des algorithmes permettant de
déterminer les multi-valuations du module des résidus des courbes planes a une ou deux branches.

6.2.1 Conducteur

Déterminons le conducteur de Z¢, c’est-a-dire I’élément v € ZP minimal tel que v + NP C
V&l(%c).
On a besoin des résultats suivants :

Proposition 6.2.1 ([DdIM87, Theorem 2.7]). Soit h = hy---hy, une équation réduite du
germe de courbe plane C. On suppose que pour tout © € {1,...,p}, h; est irréductible. On note
¢; le conducteur de la branche définie par f;. Alors le conducteur de C' est donné par

p p—1
v = (01 + Zvall(hi), N Z Valp(hi)) .
=2 i=1

On a alors :

Lemme 6.2.2. Soit h € C{x,y} une équation réduite d’un germe de courbe plane. Alors :

val(hy) = v+ val(y) — 1
val(hy) = + val(z) — 1

"éventuellement aprés avoir simplifié la suite (h1,...,hm—1) comme dans la remarque 3.1.25 pour que m — 1
soit la dimension de plongement.
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Preuve. Le cas h irréductible est donné par le lemme de Teissier (voir [CNP11, Lemma 2.3]).
Si h est réductible, on montre le résultat pour k). On a I’égalité suivante :

Oh;
valj (h;) = ;V&b(hl) + Valj <a;) .

Par le lemme de Teissier, val; (%) = ¢j + valj(y) — 1. La proposition 6.2.1 donne alors le
résultat. O

Proposition 6.2.3. Le conducteur de Z¢ est
Ve = —(m(l)7 .. ,m(p)) +1
ot mU) = inf(valj(z),val;(y)) est la multiplicité de la composant C; de C.
Preuve. Par le théoréme 5.2.1,
veval#e) <= A(v—v—-1, Zc)=10.

Par conséquent, v + NP C val(Zc) <= Vi <v—v—1,A(8, Zc)=0.
Or, par le lemme 6.2.2, inf(val(_#¢)) = v + inf(val(z), val(y)) — 1. Par conséquent,

sup{a € ZP ; VB < o, A(B, Fc) = 0} = v + inf(val(z), val(y)) — 2.
On en déduit que le conducteur de Z¢ est vy, = —inf(val(z), val(y)) + 1. O

6.2.2 Diviseurs de zéro

Nous décrivons dans ce paragraphe les diviseurs de zéro de Zc et Zc.
Proposition 6.2.4. Soit ) # J C (1,...,p) et C" =;c; C;. Alors
Q(log C") € Ql(log C).
Quitte & changer la numérotation des branches, on suppose que J = {1,...,q}. Alors

BN (Mo, ® - & Mo,  {0}1) = For.

Preuve. Soit f une équation réduite de C’ et w € Q' (log C’). En particulier, f divise 1’équation h
de C. Alors fw et fdw sont holomorphes, donc hw et hdw sont holomorphes, donc w € Q! (log C).

Remarquons la propriété suivante. Soit w € Q! (log C). Alors w € Q!(log C’) si et seulement
si pour tout j ¢ J, h; divise w, ce qui équivaut a resc; (w) = 0. O

On a en particulier la propriété suivante :
Corollaire 6.2.5. On a linclusion suivante :
K, @"‘@%C’p — Zc.
Par conséquent, valy(Zc,) x --- x val,(%c,) C val(Zc).

Remarque 6.2.6. Si C' = (7 U (s est une courbe plane a deux branches telle que Z¢ =
Hcy, ® Hc, alors par [Schl6, Proposition 6.6] C' est un diviseur splayed (voir définition 3.1.47),
et méme une courbe a croisements normaux.
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Proposition 6.2.7. Soit ) # J C (1,...,p) et C' = U;c; Cj. Quilte a changer la numérotation
des branches, on suppose que J = {1,...,q}. Alors :
Jen({0Y & Cltgrt & @& C{tp}) = {6(h) ; 6 € Der(—logC")}.
Preuve. On vérifie que Der(—logC’) = (\;c; Der(—logC;) C Der(—log D) (voir [Alel2, §2
Claim 1]). Remarquons que pour tout g € Z¢ il existe § € Og tel que 6(h) = g dans O¢. De
plus, d(h) induit dans 0% = @}, O Vélément
d(h) = (ha---hpo(h1),...,h1---hp—10(hyp)).

De plus, ¢ € Der(—logC’) si et seulement si pour tout j € J, 6(h;j) = 0, ce qui nous donne
le résultat annoncé. O

6.2.3 Torsion des différentielles de Kihler des courbes planes

Soit D C (C™,0) un germe d’hypersurface défini par une équation réduite h.

On s’intéresse au module de torsion Tors(Qg_l). On se propose ici de donner le lien entre les
formes logarithmiques et la torsion, afin de retrouver dans le cas des courbes planes le résultat
de O. Zariski sur la dimension de Tors(Q},) (voir [Zar66]), par une méthode différente de celle
proposée par R. Michler (voir [Mic95]). La propriété suivante est prouvée par A.G. Aleksandrov :

Proposition 6.2.8 ([Ale05, Proposition 3.1]). Pour tout 1 < g < m, on a l'isomorphisme
de Op-modules suivant :
Q4(log D)
4oL + 0L,

~ Tors(Q%,)

donné par [w| — [hw].
Preuve. C’est une conséquence de la caractérisation 3. de la proposition 2.1.5. O

Corollaire 6.2.9. L’application resp induit un isomorphisme de Op-modules :

zh !
D ~ Tors(0%).
Qq
D
5 / ’e . Q4(log D) q—1
Preuve. C’est une conséquence de l'isomorphisme —gg ~Xp U
Cn
Corollaire 6.2.10. Soit C C (C?,0) un germe de courbe plane. Alors ‘?—C ~ Tors(Q), et donc
C

dimc Tors(QY) = 7, ot 7 est le nombre de Tjurina.

Preuve. Par la dualité 2.3.17 et la proposition 5.1.21 on a dim¢ Z¢/Oc = dime O¢/ fo = 7.0

6.2.4 Calcul des multi-valuations du module des résidus

Nous suggérons dans cette partie différentes méthodes pour déterminer les multi-valuations
du module des résidus d’une courbe plane.

Escaliers et valuations

Ce paragraphe reprend le paragraphe 5.2 de [Pol14].

La premiére méthode que nous proposons est inspirée par [BGMS88]. On s’intéresse a la
déformation équisinguliere d’une courbe plane définie par h = 2% — y® avec a et b premiers entre
eux. Par la symétrie du théoréme 5.2.1, déterminer les valuations de Z¢ revient a déterminer
les valuations de _Zc.

Le semigroupe de C' est I' = Na + Nb, et son conducteur est v = p = (a — 1)(b— 1).

Considérons la fonction® H définie ci-dessous, ot les si; sont des constantes complexes.

811 s’agit d’une déformation équisinguliere de h, voir définition 6.3.5
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Hy(z,y) = 2% —y® + > syl (6.17)
1<i<a—1
1<j<b-1
ib+ja>ab

Pour tout s, le semigroupe de la courbe Cy définie par Hy est encore I' (voir théoréme 6.3.7).
Remarque 6.2.11. On pose Z; = _Z¢,. On rappelle que d’apres la proposition 6.1.3, on a

pour tout s € B, v+ (val(0c)\{0}) —1 C _Z,. En particulier, le conducteur vs de Z, vérifie
vg < 2y — 1.

Cette partie utilise les résultats de [BGMSS|.

Notation 6.2.12. Le poids de (i,5) € N% est p(i,5) = ib + ja. On définit un ordre monomial
sur N2 en posant (4, j) < (i, j') si et seulement si p(i, j) < p(7', j') ou (p(i, j) = p(i', j') et i < i').
De plus, si F' =3, ; ai jz'y’ € C{z,y} est non nulle, on note exp(F) = min ((4,5),a; ; # 0) son
exposant privilégié, et p(F') := p(exp(F)).

Définition 6.2.13. On définit pour tout s € S ’ensemble

E(s) = {exp(g),g € <HS, %, 8;;) C C{fmy}}

H OH; OHg

des exposants privilégiés pour 'ordre défini ci-dessus. L’escalier de I := ( s o By ) est alors

A(s) = N2\ E(s).

On pose A%, = (0,b — 1) et Aj = (a — 1,0). On renvoie & [BGMS88| pour les détails de

I’algorithme qui permet d’obtenir une suite finie de points (Aj) telle que les A% soient

les "sommets" de l'escalier, c’est-a-dire que £ = J A] + N2, et aucun des A; ne peut étre enlevé.
En particulier, A3 € {1,...,a =1} x {1,...,b— 1} pour tout j € {1,..., Ks}.
On définit A¥ = N2\ (ngflAj- + N2>, et B = A7 |\Aj. On représente ces ensembles sur le
dessin suivant :

iy

A%y

FIGURE 6.1 — Escalier

Dans [BGMS88] est donné explicitement ’escalier générique d’une telle fonction Hy(z,y). La
figure 6.1 est en fait 'escalier générique de la déformation & p constant de z”7 — ¢/5.

Pour déterminer les valuations de l'idéal jacobien a partir de ’escalier, nous allons avoir
besoin du lemme suivant :
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Lemme 6.2.14. Soient 0 <i<a—1et0<j<b—1 et (i ) €N tels que p(i,§) = p(i', §).
Alors (i,7) = (i, 7).

Preuve. On a :
ib+ja=1ib+ja < (i—i)b=(j —j)a.

Et comme pged(a,b) =1, et 0 <i<a—1et 0<j<b—1, on vérifie qu'on a bien I'égalité. [

Pour une fonction de la forme (6.17), ce lemme va nous permettre de déterminer entierement
les valuations de _Zs, et donc par symétrie celles du module des résidus.

Proposition 6.2.15. On a [’égalité suivante :

K

val( f) = | (p(45) +T).

i=—1

Preuve. Commencons par Vinclusion X, (p(Aj) + F) C val(_Zs).

Il suffit de montrer que p(Aj) € val(_Zs). Par définition des A7, il existe F; € Is’ij =
a1H (s) + a2 Hy(s) + azH,(s) tel que exp(F;) = Aj. Le lemme précédent assure que val(F}) =
p(A%), ot Fj est Pimage de Fj dans O¢. On a donc p(A$) € val( ;).

Réciproquement, soit F' € I non nulle et F' € _Z; sa classe dans 0. Montrons que val(F) €
U (0 4T,

Si val(F) = p(exp(F')), alors comme par définition exp(F) € E et & = UA] + N2, on a

val(F) € U, (p(43)+T).

Supposons que val(F) > p(exp(F)). Alors il existe (i,5) € N? et (i,5') € N? tels que les
monomes z'y’ et 247 apparaissent dans F' et ont pour poids p(exp(F)).

Notons que (p(A%,) +T) U (p(4§) +T) = v+ I — 1, donc si val(F) > 2y — 1, val(F) €
(p(A%)) +T) U (p(A§) +T'). On suppose donc de plus que p(F) < 2y —1 < 2ab.

Si ib + ja = i'b + j'a < 2ab avec i > i’ alors en particulier i,7 < 2a et 7,5 < 2b. On a
i =14 4+ ma et j +mb= j pour un m € Z. La condition que I'on vient d’énoncer implique que
0 <m < 2.Sim =0 cela signifie que (i,7) = (¢/,j'), et sim=1,i =49 +aet /=7 +0b, et ce
sont les deux seuls mondmes de poids p(H).

Si ces monomes se compensent dans F', on voit apparaitre )\(xi/yj x® — xi/yj yb) avec \ € C.
Alors :

F = /\a:i,yjH + F®
ott p(exp(FM)) > p(exp(F)) et F) € I, val(F) = val (F(l)).
On continue jusqu’a trouver ou bien un F*) tel que ) (F(k)) = val (F(k)) ou p (F(k)) >
2y — 1.
Ce qui prouve que val(F) = p(g) pour un g € I, et donc val(F) € JX= | (p(A‘;) + F). O

Cette propriété combinée a l'algorithme décrit dans [BGMS8S8] permet de calculer les va-
luations de l'idéal jacobien d’une telle courbe, et par symétrie, les valuations du module des
résidus.

Courbe irréductible

On suppose que C' est une courbe plane irréductible. Par le théoreme 5.2.1 et le corol-

laire 6.1.4, déterminer les valuations de Z¢ revient a déterminer les valuations de Zc ou de
QL.
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L’algorithme [HHO7, Algorithm 4.10] permet de calculer une base standard du module des
différentielles de Kéahler de C. Nous nous intéressons au calcul d’une base standard d’un idéal,
qui peut étre réalisé grace a 'algorithme de [HH07, Theorem 2.4].

Rappelons le fonctionnement de cet algorithme, que nous utiliserons dans le calcul 6.2.29 des

multi-valuations pour deux branches.

On commence par donner quelques définitions.

Définition 6.2.16. Soit G C ﬁa. Un G-produit est un élément de la forme [[;_; g5 avec s € N,
ajc€Netg €G.

Définition 6.2.17. Soit G = {g1,...,9s} C Oc. On dit que G est une base standard de O¢ si
pour tout f € Oc, il existe un G-produit g = g7 --- g% tel que val(f) = val(g).
Autrement dit, G est une base standard de O¢ si et seulement si

val(g1)N + - - + val(gs)N = val(0¢).

Cette notion se généralise a un idéal fractionnaire I C O¢ :

Définition 6.2.18. Soit H C I, et G C O¢. On dit que (H,G) est une base standard de I si
G est une base standard de O¢ et si pour tout f € I, il existe A € H et un G-produit g tels que
val(f) = val(g) + val(A).

L’algorithme de calcul d’une base standard repose sur les notions suivantes :

Définition 6.2.19 ([HHO7, Definition 2.2]). Soit G C 0. Un S-processus d’un couple f, fle
ﬁg au-dessus de G est un élément de la forme aPf +bQf" avec a,b € C, P et Q des G-produits
et si aPf+bQf #0,

val(aPf + bQf') > min(val(aPf), val(bQf)).

Remarque 6.2.20. On suppose que G = {g1, ..., gs}. Déterminer un S-processus au-dessus de
G de f et f’ revient a résoudre I’équation diophantienne

zszval(gi) +val(f) = ZS: val(g;) + val(f'). (6.18)

i=1 =1

Un S-processus est dit minimal si («, 3) est une solution minimale de 1’équation homogene
associée a (6.18).

Définition 6.2.21. Soit f € ﬁa, G une base standard de O¢, et H C ﬁ’a. Une réduction de f
modulo (H,G) est un élément r € ﬁa tel qu’il existe a € C, un G-produit g et A € H tels que
r=f—ag\ et tel que val(r) > val(f) our =0.

La réduction est dite finale si la réduction de r modulo (H,G) donne r.

Une réduction finale de f € ﬁa modulo (H,G) s’obtient en réduisant successivement les
réductions que [’on obtient. Il peut y avoir un nombre infini de réductions.

Soit maintenant I un idéal fractionnaire. L’algorithme de [HHO7, Theorem 2.4] fonctionne
sous des hypotheses plus générales, mais le cas des idéaux fractionnaires nous suffit. De plus, si ¢
est un majorant du conducteur de I, seuls les S-processus de valuation inférieure sont pertinents
(voir [HHO1, Section 5.2]). L’algorithme fonctionne de la fagon suivante :

Algorithme 6.2.22.

e Soit G une base standard de O, et Hy une famille génératrice de I. On pose H_1 = ().
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e Tant que H; # H; 1

— Soit ¢; un majorant de Uyc g, val(A) + val(0c).

— Soit § I'ensemble des S-processus s minimaux de H; au-dessus de G non calculés
a létape précédente, et ne faisant intervenir que des éléments de H; de valuations
inférieures ou égales a ¢; — 2.

— Soit R V’ensemble des réductions finales non nulles modulo (G, H;) des éléments de

S.
— Onpose Hi,1 =H;UReti=1i+1.

On obtient en sortie une base standard (H,G) de I.

Remarque 6.2.23. Le calcul d'une base standard de O¢ repose sur le méme principe (voir
[HHO7, Algorithm 3.2] ou [HHO1, Section 5.2]).

Dans le cas d’une courbe plane irréductible, on peut choisir une famille génératrice particu-
liere de Z¢ :

Proposition 6.2.24. Soit C' une courbe plane singuliére. On pose v = inf(val(Z¢)) et va =
inf (val(Zc\(v1 + val(0¢))). 1l existe une famille génératrice minimale (p1,p2) de Zc telle que
pouri=1,2 :

p=t+ > alv ) ec,

j>’Ui )
j¢val(Zc

Preuve. Comme C est singuliére, par la proposition 2.3.13, le nombre minimal de générateurs
est au moins deux. Comme C' est plane, Q!(logC) est libre de rang deux donc une famille
génératrice minimale de Z¢ a deux éléments py, p2. Comme v; = inf(val(Z¢)), il s’agit de la
valuation de p; ou de p2. On suppose par exemple que val(p1) = v1. Quitte & remplacer po
par un élément de la forme py — aps, on peut supposer que val(ps) ¢ vy + val(O¢), ce qui
implique val(pa2) = vy. Grace a des combinaisons linéaires convenables de p; et pa, et en utilisant
I'inclusion & & & Zc, on construit une famille génératrice de la forme voulue. O

Courbe a deux branches

Soit C = C1UC5 une courbe plane a deux branches définie par une équation réduite h = hqho.
L’algorithme de [HHO7] fonctionne pour les courbes irréductibles, pour lesquelles les ensembles
de valuations sont totalement ordonnés. Il ne se généralise pas tel quel aux courbes réductibles,
pour lesquelles les multi-valuations ne sont pas totalement ordonnées.

Notation 6.2.25. Onnote Z_ = {v € Z ; v < 0}, et Z2 = {v € Z? ; v < 0}.

On propose un algorithme qui permet de déterminer les multi-valuations du module des
résidus d’une courbe plane a deux branches, et qui est nettement plus technique que dans le cas
irréductible. De plus, cet algorithme ne semble pas pouvoir se généraliser a des courbes & trois
branches ou plus.

Un exemple illustrant cet algorithme est développé dans le paragraphe 6.2.4. La proposi-
tion 5.1.15 et I'inclusion 6C C Z¢ nous assurent que ’ensemble des multi-valuations de Z¢ est
déterminé par val(%Zc) NZ2.

Le but de notre algorithme est de calculer val(%Z¢) N Z2.

On note ¢; = (x;(t;), yi(t;)) un paramétrage de la branche C;.
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Remarque 6.2.26. Soit I = (g1,...,g,) est un idéal de O¢. On lui associe le C{x;(t1), y1(t1)}-
module I = (g1,...,95) C C{t1}, ot §i = gi o ¢1. L’algorithme 6.2.22 appliqué & I donne
une base standard (Hy,Gp) de I. Cet algorithme est basé sur la notion de S-processus (voir
définition 6.2.19), de sorte que l'on peut simultanément calculer une famille (Hy,G1) dans O¢
telle que I'image de Gy (respectivement H;) dans C {t;} est G (respectivement H).

Notation 6.2.27. Onnote Z_ = {v € Z ; v < 0}, et Z2 = {v € Z? ; v < 0}.

Remarque 6.2.28. Pour les calculs nécessitant de considérer un idéal de &, on peut multiplier
I'ensemble des résidus de Cy, Cy et C par le méme élément g € (h;, hy,) induisant un non diviseur
de zéro de O¢.

Algorithme 6.2.29.

Premiere étape

Pour cette premiere étape, on utilise plusieurs fois 1'algorithme 6.2.22 et la remarque 6.2.26
qui permettent de réaliser les calculs le long d’une branche, tout en considérant des éléments de

M.
e On détermine des familles Gy, Ry C . telles que (R1,G1) est une base standard de Zc, .
e On détermine des familles Ga, Re C . telles que (R2, G2) est une base standard de Zc,.
e On détermine une famille R C Z¢ telle que (R, G1) est une base standard de Z¢|¢, .

e On pose ¢ = inf(val; (Zc)).

Deuzieme étape
Initialisation : On définit & = {(0,v2) ; v2 € vala(Zc,) NZ_}, Hy = Ry et k = 0.
Récurrence : Tant que k < g :

o si —k ¢ val;(Z¢) on définit :

— & = 1
— Hy = Hy

o si —k € valy(Zc) Nvali(Zc, ), on définit :

— & = Er—1 U{(—k,v2) ; vy € vala(&k—1)}
— Hp = Hy 1
o si —k € valy(Zc) mais —k ¢ vali(Zc,), il existe un Gi-produit g; et p € R tels que
vali (g1p) = —k. On pose we = vala(g1p).
— si wy ¢ valy(8k—1), on définit :
% & = Ep—1 U{(—k,w2) } U{(—k,v2) ; v2 € vala(&_1) et va < wa}
* Hy = H_1U{gi1p}
— si wy € valy(&k_1), on considére un Ga-produit go et p’ € Hy_q tels que vala(g1p —
g2p') = (—k,wh) avec wh ¢ vala(&j_1).
* 8 = Ep—1 U{(—=k,wh)} U{(=k,v2) ; v € vala(&r_1) et va < wh}
* Hy = Hp1U{g1p— g20'}

Alors val(Z¢) = &, U {v € Z? ; inf(v,0) € &} et pour tout v € &, il existe un G1-produit
g1, p1 € R, un Ga-produit go et pa € Hy tels que val(gip1 + g2p2) = v.
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Preuve. On commence par remarquer qu’étant donné que (R,G1) est une base standard de
Zc|c,, pour tout v1 € vali(Zc), il existe un Gi-produit g; et un élément p € R tels que
valy (g1p) = v1.

D’apres le corollaire 6.2.5, &y = val(Zc) N ({0} x Z_).

Supposons que pour k € N* on a construit des ensembles &,_1 et Hy_1 C Z¢ tels que

Ep—1 = {(v1,v2) € val(Zc) ; =k +1 < w1 <0 et vy <O}

et tels que pour tout v € &;_1, il existe un G1-produit g1, p1 € R, un Ga-produit g et po € Hp_4
tels que v = val(g1p1 + g2p2).

o Si —k ¢ vali(Zc), {veval(Zc) ; vi =—k} =10
o Si —k € val;(Zc) Nvali(Zc, ), cela signifie que (—k, 00) € val(Z¢), ce qui est équivalent
a (—k,0) € val(Z¢) par la proposition 5.1.15. Par la proposition 5.1.12, on a

8, D Er_1 U {(*k‘,vg) ; Vg € Vab(éak_l)} . (6.19)

De plus, par la proposition 5.1.13, si (—k,ve) € val(Z¢) avec va < 0, alors il existe v > —k
tel que (v, v2) € val(Zc). Grace a la proposition 5.1.12, comme (0,0) € val(Z¢), on peut
de plus supposer que v; < 0. On a donc vg € valy(&j—1). Par conséquent, I'inclusion (6.19)
est une égalité.

e Supposons que —k € valy(Z¢) mais —k ¢ val;(Zc, ). Cela signifie qu'’il existe un élément
p dans Zc¢ tel que vali(p) = —k. De plus, d’apres la proposition 6.2.4, vala(p) < 0. Vu
que (R,G1) est une base standard de Zc|c,, il existe un Gi-produit g, et p; tels que

val(g1p1) = val(p) = (—k, w2).
— Supposons que wy ¢ vala(&j—1). Alors

& D Ep_q1 U {(—k,wg)} U {(—k,’Ug) ; Vg € Valg(@@k_l) et vg < ’IUQ} . (6.20)

Supposons qu’il existe w) < 0 tel que (—k,wh) € val(Zc) et wy # w). Alors par la
proposition 5.1.13, il existe un élément o € val(Z¢) avec ag > —k et ag = inf (wa, wh).
Par conséquent, as € vala(&j_1), et donc inf(we, wh) = wh € vala(&k—1). On en déduit
que l'inclusion (6.20) est une égalité.

— Supposons que wy € valy(&;_1). Il existe donc « € val(Z¢) avec a1 > —k et ag = wo.
Comme —k ¢ valy(Zc, ), cela implique par la proposition 6.2.4 que pour tout w’ > 0,
(—k,w') ¢ val(Zc). Par la proposition 5.1.13 appliquée & o et (—k, ws), on en déduit
Pexistence d’un élément (—k,w) avec 0 > w > wa. Si w € vala(&x—_1), on utilise de
nouveau et autant de fois que nécessaire la proposition 5.1.13, jusqu’a obtenir un
élément (—k, wh) € val(Zc) tel que wh ¢ &1, et wh < 0. On se ramene alors au cas
précédent.

La conclusion finale sur val(#Z¢) vient de la proposition 5.1.15. O

Exemple

On considére la courbe plane & deux branches définie par h(z,y) = (y* — 2°)(y* — 29) avec
a et b premiers entre eux, et b > a. On vérifie a 'aide du critere de Saito 2.2.8 qu’une base de
Ql(log C) est :
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(_a2ya + meb—ayb . (b2 _ az)xb) de — (ab($b—a+1yb—1 . xya—l) dy
h
_ (ab(l‘b_lyb_a+1 o xa—ly) do + (—(121,‘& 4 bebyb_a _ (b2 o (I2)yb> dy
h

w1 =

Wy =

On remarque que hy, = ay® H(y® — %) + by’ (y® — ) est un non diviseur de zéro de 0.
Une famille génératrice du module des résidus est donc :

ab(xb_aﬂyb_l _ l,ya—l)
hy

7a2$a + bebyb—a o (bQ . a2)yb
p2 = resg(wg) = ¥

p1 = resc(wr) = —

Un paramétrage de la courbe est donné par z = (t¢,t3),y = (t%,13), le conducteur de chacune
des branches est ¢; = co = (a —1)(b—1).

Afin d’utiliser 1’algorithme 6.2.29, nous fixons @ = 3 et b = 5. On pose h; = y> — 2° et
ho = y® — 3.

Premiere étape

8hl hg(*?)l‘)
oy b,
vérifie que ((p11,p12), (z,y)) est une base standard de Z¢,. En particulier, val;(Zc,) =
{~7,-4,-2,~1} UN.

e Comme h;‘ = ho , on vérifie que Z, est engendré par p;; = 1 et p12 = . On

(&

hl(—533
iy
base standard de Zc,. En particulier, vala(Zc,) = {—7,—4,—-2, -1} UN.

e De méme, en posant py; = 1 et poy = , on vérifie que ((pa1, p22), (z,y)) est une

e Les restrictions de p; et ps a la premiere branche donnent :

15¢13 (416 — 1) 5

ol = g —)
9(t35 — 1) 3

S UG
Comme (x = t3,y = °) est une base standard de 0, , on en déduit que

valy (Z¢) = {—10,—7,—6,—5,—4, -3, -2, —1} UN.

En particulier, ((z,y), (p1, p2)) est une base standard de Zc¢|¢, -

Remarque 6.2.30. Nous aurons aussi besoin des restrictions de p; et p2 le long de la deuxieme
branche. Dans #¢c = Mo, & Mc,, on a: p; = (;—65, t%) et po = (t%, ;—(,5)
1 2 1 2

Deuziéme étape
On pose &y = {(0,-7),(0,—4), (0,—-2),(0,—1),(0,0)} et Hy = (p21, p22)-
e Comme —1 € val;(Zc,), ona & =& U{(—1,v) ; v € vala(&y)} et H = Hyp.

e De méme, & = & U {(—2,v) ; v € vala(&)} et Hy = Hj.
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FIGURE 6.2 — Multi-valuations de Z¢

e On a —3 € valj(Z¢) mais —3 ¢ val;(Zc,). On a val(zp;) = (—3,—5). Comme —5 ¢
Valg((a(dg), ona:é3=4&U {(—3, —5)} U {(—3, —7)} et H3 = Hy U {$p1}.

En continuant de la méme maniére, on obtient :
o &4 =8 3U{(—4,v2); vo € vala(&_3)} et Hy = Hs
o &5 =E4U{(=5 -3} U{(=5, -4} U{(=5,=5)} U{(=5,=T7)} et H5 = HaU {yp2}
o & 5=08E15U{(—6,-10)} et Hs = Hs U{p1}
o & 7=86U{(-T,v2); vo € vala(&g)} et H; = Hg
o & g=4¢&ret Hy = Hy
o & g=4~E_get Hy= Hg
o & 190=8E9U{(-10,-6)} U{(—10,-7)} U{(—10,—-10)} et Hip = Hg U {p2}.

Cela nous donne la figure 6.2.

6.3 Résidus logarithmiques des courbes planes et déformations
équisingulieres

Notre objectif est d’étudier le comportement des multi-valuations du module des résidus
logarithmiques dans le cadre d’une déformation équisinguliere de courbe plane. On commence
par rappeler des résultats concernant les déformations équisingulieres et les déformations "ad-
missibles". Ce paragraphe reprend les résultats de [Pol15b, §4].

Définition 6.3.1 ([dJP00, Definition 10.1.1]). Soit C une courbe plane définie dans un voi-
sinage U de lorigine de C% par une équation réduite h € Oc2(U). Soit ¢ € N et (B,0) =
(C9,0). Une déformation H de h de base B est une fonction H(x,y,s) € Oca®0p qui satisfait
H(z,y,0) = h(z,y).

Notation 6.3.2. Soit X = U x B, Ox = O2@05, W = H~1(0) C U x B. On suppose que
pour tout s € B, H(0,0,s) = 0. Pour s € B, on pose Cs = W N (C? x {s}) and mp ¢ I'idéal
maximal de Op s, et Hg = H(.,s). En particulier, Co = C et Hy = h.
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6.3.1 Déformations équisingulieres de courbes planes

Les invariants du paragraphe 6.1.2 s’expriment de la facon suivante dans le cas des courbes
planes.

Définition 6.3.3. Soit C' une courbe plane définie par une équation réduite h € C{z,y}.
e Le nombre de Milnor de h est ju(h) = dimc C{x, y}/(hi, hy)).
e Le nombre de Tjurina de h est 7(h) = dimc C{x, y}/(hi, by, h).

e Le delta-invariant de h est 6(h) = dimc O/ 0c.

L’égalité entre dimg C{x,y}/(hl,, hi,) et dime Qf/d0¢ est prouvée dans [Gre75, Proposition
5.1], en utilisant le fait que u = dimc H*(Cy, C) ot C; est la fibre de Milnor de C' (voir [Mil68]).

Remarque 6.3.4. Les inégalités 7(h) < p(h) et §(h) < p(h) sont toujours satisfaites. De plus,
légalité 7(h) = p(h) caractérise les courbes quasi-homogenes. En effet, si 7(h) = u(h), cela
signifie que h € (hf, hy), et donc par [Sai71], cela implique que C' est quasi-homogene.

Définition 6.3.5. Soit H une déformation de h de base B. On dit que H est une déformation
équisinguliére de h si pour tout s € B, les courbes Cs et C' sont homéomorphes.

Notation 6.3.6. Si Cy et C sont deux courbes irréductibles de C2, on note (C1.Cs) la multi-
plicité d’intersection de C7 avec Co. Si val; désigne la valuation le long de C et si hg est une
équation réduite de Cy, on a (C1.Cs) = valy(ha) (voir [dJP00, Lemma 5.1.5]).

On rappelle ici quelques résultats concernant les déformations équisingulieres.

THEOREME 6.3.7 (Théoréme d’équisingularité pour les courbes planes, [Tei77, §3.7]).
On conserve les notations de la définition 6.3.1 et de la notation 6.3.2. Les propositions suivantes
sont équivalentes :

1. La déformation H est équisinguliére.
2. Toutes les fibres (Cs,0) ont le méme nombre de Milnor.

3. Le delta-invariant de (Cs,0) est égal au delta-invariant de (C,0), et le nombre de branches
de Cy est indépendant de s.

4. Soit n : W — W une normalisation de W. La composée q : W % W — B est une
submersion d’espaces non singuliers dans un voisinage de n~1(0), n induit la normalisation
Wy = Cs — Cs pour tout s, et ¢: (n"2(0 X B))peqg — B est un revétement de degré p de B.

5. Pour tout s1,s2 dans un voisinage de zéro, il existe une bijection b entre l’ensemble des
branches de Cs, et celles de Cs, telle que si Cs, ; est une branche de Cs, alors b(Cs, ;) a
le méme semigroupe que Cs, ;, et les multiplicités d’intersection en 0 (b(Csl,i)-b(Csl,j)) et
(Cs,,i-Cs, ) sont égales.

En particulier, pour une déformation a p constant, le troisieme point du Théoreme 6.3.7
assure que le paramétrage se déforme, ce qui nous permet de regarder comment évoluent les
multi-valuations de 1'idéal jacobien dans la déformation, et par symétrie, I’évolution des multi-
valuations du module des résidus. On note valc, (g) la multi-valuation d’un élément g € Z¢, le
long de Cs, ou simplement val(g) s’il n’y a pas d’ambiguité.

Une caractérisation de I’équivalence topologique est aussi donnée par I'intermédiaire du se-
migroupe de la courbe.
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THEOREME 6.3.8 ([Zar86] et [Wal72]). Deux courbes planes réduites et éventuellement ré-
ductibles sont homéomorphes si et seulement si elles ont méme semigroupe.

Ce théoreme a en particulier les conséquences suivantes :

Corollaire 6.3.9. Si H, est une déformation équisinguliére de h, alors toutes les fibres Cs ont
méme conducteur.

Soit x(t,s) = (x1(t1,9), ..., 2p(tp, 5)),y(t,s) = (y1(t1,8), ..., Yp(tp, s)) un paramétrage de Cs.
On rappelle que pour v,w € ZP, on note inf(v,w) = (min(vy, w1), ..., min(v,, wy)).

Pour tout s € B,

inf (vale, (z(t, 5)), vale, (y(t, s))) = inf (valo(z(t,0)), valg(y(t, 0))) = (mb, ... m®)
ot mY) est la multiplicité de la composante C; de C.

La proposition suivante nous fournit un dénominateur pour les résidus dont la multi-valuation
ne dépend pas de s, ce qui nous sera utile dans la suite.

Proposition 6.3.10. Il existe des constantes a, B € C telles que pour tout s dans un voisinage
de 0, val(aH,(s) + BHy(s)) =~ + (mW, ..., mW) — 1. En particulier, «H.(s) + BH,(s) est un
non diviseur de zéro de Oc, dont la multi-valuation ne dépend pas de s.

Preuve. Soit (L,0) C (C?,0) une droite tangente & aucune des composantes de C.
On consideére le changement de coordonnées suivant, ou «;, 3;,7 = 1,2 sont des constantes
complexes telles que 182 — asf1 £ 0 :

T = a1u + Qv
y = Bru+ Bav

et tel que de plus L soit définie par u = 0 dans le systéme de coordonnées (u,v). Comme L est
transverse & chacune des composantes de C, la multiplicité m?) de la courbe C est donnée par la
multiplicité d’intersection (C;.L). De plus, la déformation étant a p constant, le corollaire 6.3.9
implique que la multiplicité de C; ; pour s voisin de 0 est indépendante de s. Alors pour s voisin
de 0, la droite L reste transverse a C ;. En effet, comme u = 0 est transverse a toutes les
composantes de Cy, par le Théoréme de préparation de Weierstrass, il existe une unité g(u, v, s)
telle que H(u,v,s) = g(u,v,s)(v" + a1(u, s)v™" ' + ... + ay(u, s)) avec a;(0,0) = 0 pour tout
i, et n = m® + ... + m®. Par conséquent, pour s assez petit, la valuation en v de H(0,v,s)
est inférieure ou égale a n, mais comme les multiplicités des branches restent inchangées, elle ne
peut pas diminuer, et est donc égale a n.

En particulier, la multiplicité d’intersection de Cs; avec L donne mU). On en déduit que
pour tout s, valg,(u) = (m®™,...,m®). De plus, d’aprés le corollaire 6.3.9, le conducteur

de Cs ne dépend pas de s et donc par le lemme 6.2.2, la multi-valuation de 3851)5 est v +

(m(l), . ,m(p)) — 1 qui ne dépend pas de s. En revenant aux coordonnées initiales cela signifie

que val (Oéz 8£S + 52%) =5+ (m(l), ... ,m(p)) — 1 est indépendante de s, et en particulier ce

n’est pas un diviseur de zéro de O, pour tout s. O

6.3.2 Déformations admissibles de courbes planes

La condition d’équisingularité permet d’avoir une déformation du paramétrage de la courbe
par le théoréeme 6.3.7, mais elle ne suffit pas a obtenir une déformation (pi(s), p2(s)) d’'une
famille génératrice de Z¢ telle que pour tout s € B, (pi(s), p2(s)) engendre Zc,. Cela traduit
le fait que I’équisingularité n’est pas le "bon" foncteur de déformation pour les diviseurs libres.
Un foncteur de déformation adapté aux diviseurs libres est proposé par M. Torielli dans [Tor13].

Avant de donner la définition de M. Torielli, on introduit la notation suivante :
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Notation 6.3.11 ([Tor13, Definitions 2.21, 2.22]). Soit B un espace analytique complexe.
On note O¢myp/p le module des champs de vecteurs holomorphes sur C™ x B qui n’ont pas
de composantes dans la direction de B. Autrement dit, un élément 6 € Ocmy g/p s’écrit sous la
forme § = >"7" a;(x, s)0y,, avec x € C™ et s € B.

Soit D C C™ x B une hypersurface. On pose :

Der(~log D/B) = {5 € Der(~log D) ; 6 € Ocmxp/n}-

Définition 6.3.12 ([Torl3, Definition 3.1]). Soit D C (C™,0) un germe de diviseur libre, et
(B, so) un germe d’espace complexe. Une déformation admissible de D est la donnée d’un espace
complexe (W, z9) C (C™ x B, (0, s0)), d’un morphisme plat ¢ : (W, xo) — (B, so) tels que D est
isomorphe & Wy, = ¢~ 1(s0), et

Der(—log W/B)/mp s,Der(—log W/B) = Der(—log D)
ot mp 4, est lidéal mazimal de Op g, .

Proposition 6.3.13. Soit D C (C™,0) un diviseur libre d’équation réduite h. Une déformation
H de h de base (B, sg) est une déformation admissible de D si et seulement si le Op s -module

OcmxB,(0,50) €St plat.

Preuve. D’aprés [Torl3, Proposition 3.7], une déformation admissible induit une déformation
plate du lieu singulier, ce qui nous donne un des sens de I'équivalence. Il reste donc a montrer
que si on a une déformation plate du lieu singulier, alors cette déformation est admissible. On
utilise le théoréme 1.91 de [GLSO07], qui assure que les relations entre h, h, hy se relevent en des
relations entre H, H,, Hj. O

La proposition suivante donne une déformation admissible en terme de nombre de Tjurina
pour les courbes planes. On reprend les notations de la définition 6.3.1 et de la notation 6.3.2.
Pour un point p = (g, s) € W on note 7, le nombre de Tjurina de la courbe Cy définie par Hj
au point p. On pose 7y le nombre de Tjurina de C' a 'origine.

Proposition 6.3.14. Soit H une déformation de h € Oc2(U) de base B telle que pour tout
$ € B, 3 pesing(c) Tp = To- Alors H est une déformation admissible de h.

Preuve. On pose 7 la restriction de la surjection canonique C?> x B — B au lieu singulier
relatif’ de W sur B, qui est un morphisme fini. On pose .# = m, (ﬁchs/(H, H., H;)) Alors

Fsjmp s Fs = Ocz2/ (H s Mi , 88}5 ), qui est par hypothéese un espace vectoriel de dimension 7.

La proposition est alors une conséquence directe de [GLS07, Theorem 1.81]. O

Proposition 6.3.15 ([Torl3, Lemma 3.22]). Soit H(x,y,s) une déformation équisinguliére
et admissible de base B de la courbe plane C définie par h. Soit (01,d2) une base du module
des champs de vecteurs logarithmiques le long de C. Alors on peut les étendre en des champs de
vecteurs logarithmiques relatifs 5},(% € (@UX3/3> / (mB@ng/B) de H. Alors pour s dans un

voisinage de sg € B, (&(s),&(s)) est une base de Der(—log Cs).

Preuve. Les champs de vecteur 41,02 induisent des relations entre h,hl, et h;. On les releve
donc par platitude en des relations entre H, H; et H).

Comime (51, 55 sont des champs de vecteurs logarlthmlques relatifs, ils sont tangents aux fibres
C, et donc leur déterminant relatif s’annule sur Cy. Par conséquent, H divise det(dy(s), da(s)),
vue comme fonction de (x,y,s). Il existe donc une fonction U(x,y, s) tel que sur un voisinage
de (s0,0,0) € B x C2, det(81(s),62(s)) = U(z,y,s)H(z,y,s) et U(z,y,so) est inversible. Donc
U est inversible sur un voisinage de (s¢,0,0), ce qui donne le résultat. Il

%11 s’agit des points pour lesquels les dérivées H, et H,, sont nuls.
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Corollaire 6.3.16. Soit pour i € {1,2}, 5 = Ai(x,y,5)0r + Bi(x,y, s)0y comme dans la propo-
sition 6.3.15. Grace a la dualité entre Der(—log Cs) et Q' (log Cy), on en déduit que les résidus :

—BAs(s) + aBs(s)
aFj(s) + BF(s)
BA1L(s) — aBi(s)
aF!l(s)+ BF;(S)
engendrent le module des résidus Zc, pour tout s au voisinage de 0, ot o, 3 € C sont données
par la proposition 6.3.10.

res(w)(s) =

res(wa)(s) =

6.3.3 Lien avec d’autres stratifications

Considérons une déformation équisinguliere H de h de base (B, 0) ~ (C¥,0) pour un k € N.
On note Z; le module des résidus de Cs. L’objectif de ce paragraphe est d’étudier les pro-
priétés la stratification de B par les multi-valuations du module des résidus donnée dans la
définition 6.3.17, et de la comparer avec d’autres stratifications, a savoir les stratifications par
le nombre de Tjurina 7, par les multi-valuations de I'idéal jacobien, les différentielles de Kéahler
et par la b-fonction.

Nous montrons dans ce paragraphe que la stratification par le module des résidus raffine
la stratification par 7 et peut étre différente de cette derniére (voir exemple 6.3.19). De plus,
la stratification par les résidus est finie et constructible (voir propositions 6.3.18 et 6.3.20).
En revanche, elle peut ne pas satisfaire la condition de frontiére (voir exemple 6.3.22). Dans
I’exemple 6.3.24, on compare la stratification par le module des résidus avec la stratification par
la b-fonction. On termine avec le lien entre la stratification par les résidus et la stratification
par les différentielles de Kéhler, cette derniére intervenant dans le probléme de la classification
analytique des branches planes.

Définition 6.3.17. Soit H(x,y, s) une déformation équisinguliére de base B d’une courbe plane
C définie par h € C{z,y}. Soit pour tout s € B un idéal fractionnaire Iy C M c,. La stratification
par les multi-valuations de (I) est la partition

B= J s
v C7p

Is)

ou s € S,(V si et seulement si val(Is) = V.

Nous allons comparer la stratification S(#+) avec la stratification S™ par le nombre de Tjurina.
La stratification par le nombre de Tjurina est la partition S™ = J,,cy Sy, olt s € S, si et seulement
si le nombre de Tjurina en (s,0,0) de la fibre en s est 7(H;) = n. Cette stratification est finie
puisque le nombre de Tjurina est majoré par le nombre de Milnor, qui est constant par la
condition d’équisingularité.

Proposition 6.3.18. On a les propriétés suivantes :

1. La stratification par le module des résidus est plus fine que la stratification par le nombre
de Tjurina.

2. La stratification par le module des résidus est finie.

Preuve. La premiere propriété est une conséquence directe de la proposition 6.1.15. En effet,
la condition d’équisingularité assure que §(Hs) ne dépend pas de s € B, et la dimension du
quotient Zs/ ﬁ se lit sur les multi-valuations de Z, grace au corollaire 5.2.12.

Pour la deux1eme propriété, comme pour tout s € B, ﬁ~ C s, le corollaire 5.1.17 assure que
pour tout s € B, les multi-valuations de %, sont entlerement déterminées par les multi-valuations
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du cadran {v € ZP,v < 0}. De plus, par la proposition 6.3.10, il existe des constantes «, 5 € C
telles que pour tout s dans un voisinage de 0, la multi-valuation de aH (s) 4+ 8H,,(s) ne dépend
pas de s et est dans NP. L'élément aH (s) + BH,(s) peut donc étre choisi comme dénominateur
pour tous les résidus de %, et donc pour tout p € Zs, val(p) = val(aH,(s) + SH,(s)). Cela
signifie que les multi-valuations du module des multi-résidus sont entierement déterminées par le
pavé {v € 2P ;5 val(aHy(s) + BHy(s)) < v < O}, ce qui nous donne un nombre fini d’ensembles

de multi-valuations possibles' pour Z;. O

L’exemple suivant montre que la stratification par les résidus peut étre strictement plus fine
que la stratification par 7.

Exemple 6.3.19. On considere h(z,y) = 2° — 5 et la déformation équisinguliere de h donnée
par
H(z,y,51,59,83) = 2° — y° + s12°y" + s00”y” + s32°y".
La stratification par 7 est constituée de trois strates, Sao = {0}, S19 = {(0,0,s3),s3 # 0}

and Sig = {(s1,52,53),(s1,52) # (0,0)}. Le calcul des valuations de # est facile dans ce
cas et fait apparaitre quatre strates. On obtient grdce au théoréme 5.2.1, en posant Sig =

{(s1, s2,83),s1 # 0} and STs = {(0, s2,53), 52 # 0} :

Strate | dim¢ %5/ ﬁa« valuations négatives de %
S99 10 -1,-2,-3,—4, -7,-8,-9, -—13,—-14, -19
Sio 9 1,-2,-3,—4, —7,-8-9, —13,-14
Sig 8 -1,-2,-3,—4, -7,-8,-9, —14
STg 8 -1,-2,-3,—4, -7,-8,-9, -13

La strate Sig se divise en deux strates pour les valuations de %;. Cela montre que dans ce
cas la stratification par le module des résidus est strictement plus fine que la stratification par 7.

Proposition 6.3.20. Chacune des strates S,g/%) de la stratification par les résidus est construc-
tible. Si de plus C' est irréductible alors chaque strate est localement fermée.

Preuve. Faute de référence, on suggere ici une preuve. Par [Zar86, Annexe de B. Teissier], les
strates de la stratification par le nombre de Tjurina sont localement analytiques et localement
fermées. Il est donc suffisant de regarder le comportement de la stratification par les résidus dans
une strate a 7 constant S}, ce qui assure par la proposition 6.3.14 que la déformation au-dessus
de S} est admissible. Pour ne pas alourdir les notations, on note B = S7,.

Par le corollaire 6.3.16, le module Z; est engendré sur O¢, par

_ —BAa(s) + aBa(s)
pl(S) - OzFéZ(S) +BF?$?S)

 BAW(s) — aBi(s)
P2 = CF )T BEe)

ou « et B sont donnés par la proposition 6.3.10. Comme la multi-valuation v du dénominateur
ne dépend pas de s, il est suffisant de considérer les multi-valuations des numérateurs.

On pose Nj et No les numérateurs de pi(s) et pa(s). On rappelle que les multi-valuations v
de Zs vérifiant v < 0 suffisent & déterminer val(%s). On considere donc ’ensemble fini

{X1,...,X,} = {xiyij . val(z'y/ Ny) < u}

OToutes ces possibilités ne sont pas réalisées
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Pour tout i € {1,...,q}, pour tout j € N pour tout k € {1,...,p}, il existe a; ;1 € Op tel

que X; = (Zj>0 ai ()t . .. >0 @ijp(s ) €0s.
Pour v € ZP et k € {1,...,p} on pose X;‘ik(s) = (az 0k(8), - @iy k() € OFT Pour
v € ZP on définit la matrice A, (s) € Ay, (Op) ot £y = 3F_;(v; +1) :
(XT1(8)) oo (X7p(9))
Ay(s) =
(Xg1(s)) - (Xgp(s))
La ieme ligne de cette matrice correspond au développement de Taylor de X; le long de la
branche Cj, pour k =1,...,p jusqu’a 'ordre vg.

On utilise le rang des matrices A,(s) pour caractériser la propriété v € val(#s) pour s € B :
veEval(%#s) < Vke{l,...,p},rang (A,_1(s)) < rang (Ay_14e,(5)) .

En effet, si les conditions Vk € {1,...,p},rang (Ay—1(s)) < rang (Ay_i4e,(s)) sont vérifiées,
alors pour tout k € {1,...,p}, il existe une combinaison linéaire My = Y7 | \; x X;(s) avec
Ai i € C telle que val(My,) > v et val,(My) = vi. On utilise la proposition 5.1.12 pour conclure.

Par conséquent, pour un ensemble ¥ C ZP tel que 5'1(,/%) NB#0(et
V= +u)n{weZl;0<w< u}

on a :

sesy = se ﬂ( U (v% (Ava()) 0 N <v<%<Avl+ek<s>>C))>

vEY 1<r<M 1<k<p

ou %, (A) désigne I'idéal engendré par les mineurs r x r de la matrice A et M = min(q, £, + 1)
et pour tout idéal I, V(I) désigne le lieu des zéro de I. On remarque'! que les éléments v ¢ ¥
ne peuvent pas étre atteints car autrement, par le lemme 5.2.18, la dimension de %,/ ﬁ serait
strictement plus grande que 7 — §. Cela nous donne le résultat pour les courbes reductlbles
Supposons maintenant que C est irréductible. Dans ce cas, le rang de la matrice A,(s)

augmente exactement de 1 quand une valuation est atteinte. On pose ¥ = {v1 < ... <wvp} =
(Y +u)nA{0,...,u}. Alors :

L—1v41—1

ses —= se N N (V(F(4(5) N (V(Fe(A,)).
(=1 j=vp+1

(%s)

Cela montre que Sy, est localement fermée. O

Intéressons-nous maintenant a la condition de frontiére.

Définition 6.3.21. Une stratification B = |J, So satisfait la condition de frontiére si pour
a # B, la condition So N Sz # 0 implique que So C Sz, ot Sg est l'adhérence de Sg.

Exemple 6.3.22. Considérons la déformation de h(z,y) = 2'° + y® donnée par :
H(z,y,s1,52) = 2" +1° + s12°y" + sp2°y°

for s1,s9 pour s1,s2 dans un voisinage de 0 de sorte que la déformation est équisinguliere.
Cet exemple est donné dans [BGM92] comme un exemple dans lequel la stratification par la
b-fonction ne satisfait pas la condition de frontiere.

Contrairement a I’exemple 6.3.19, cette courbe n’est pas irréductible. Commencons par don-
ner une propriété générale des courbes quasi-homogenes :

HEn utilisant la condition SS,,% 2N B # () qui assure que ¥ est bien ’ensemble des multi-valuations de %5 en
un point s € B.
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Lemme 6.3.23. Soit C' une courbe plane quasi-homogéne. Alors
v — 1+ (val(0c)\ {0}) = val(_7Zc).

Preuve. Soit p le nombre de branches de C. L’inclusion C est donnée par la remarque 6.1.6.
Cette remarque implique aussi que t27"1¢@ < Fc € 6c. On a 'égalité suivante :

dim¢ %C/t27_1ﬁ5 = dim¢ Cgc/fc + dim¢ /C/tQW_lﬁa.

Par les propositions 6.1.15 et 2.3.17 on a dimcéc/ _Zc = 7 — 6. Comme C est quasi-
homogene, d’apres la remarque 6.3.4, on a 7 = u et donc par la proposition 6.1.14 on a
dimc éc/ _Zc = 0 — p + 1. De plus, comme § = dimc ﬁa/ﬁc, on a dimg¢ ﬁa/‘gc = 24. On
a donc dim¢ 6/ t27_16"5 = 26 — p. Par conséquent,

dime fo/t7 105 =6 — 1.

Soit m idéal maximal de O¢. Alors val(m) = val(0¢)\ {0} et le quotient m/%¢ est de dimension
0 — 1. Par conséquent, dimc t”"lm/t%_lﬁﬁ = § — 1. Comme val(¥?"Im) C val(_¢¢), I'égalité
vient du lemme 5.2.18. U

Revenons a notre exemple. On remarque que H (z,y, s1,0) est quasi-homogene. Par consé-
quent, le lemme précédent nous assure que les multi-valuations de 1’idéal jacobien le long de
la strate quasi-homogene ne changent pas. La strate quasi-homogeéne est donc une strate de la
stratification par les résidus.

De plus, on peut vérifier que la stratification par le nombre de Tjurina est constituée de trois
strates : la strate quasi-homogene S7 définie par so = 0 pour laquelle 7 = 63, la strate So définie
par s1 = 0 etsy # 0 pour laquelle 7 = 54 et la strate S3 définie par siso # 0 pour laquelle
7 = 53. Par conséquent, comme la stratification par les résidus raffine la stratification par 7, elle
ne vérifie pas la condition de frontiere. En effet, il existe une strate S C Ss qui contient I'origine
dans son adhérence, mais pas toute la strate quasi-homogene.

On termine ce paragraphe par la comparaison entre la stratification par le module des ré-
sidus et d’autres stratifications, a savoir la stratification par la b-fonction, I'idéal jacobien, les
différentielles de Kéhler.

L’exemple suivant compare la stratification par les résidus avec la stratification par la b-
fonction.

Exemple 6.3.24. On reprend ’exemple suivant, développé par P. Cassou-Nogues dans [CN87] :
H(x,y, 51,52, 53,54, 85, 56) = 2° + " + 5127y° + 20y + s3'y® + s42%y® + s52'y? + se2'y®
On représente dans le tableau ci-dessous les valuations négatives non communes a toutes

les strates de la stratification par le module des résidus, calculées avec ’algorithme basé sur

[BGMS8S] (voir paragraphe 6.2.4).

S1 1 S2| S| Sy | S5 | Sg | S7 | Ss
—15 X X X X X X
—16 | X X X X X X X
—17 | x X X X X X X
—22 X X X X
—23 X X X X
—29 X
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Ou les strates sont définies comme suit :

S1 = {51 # 0,565153 — 2057 — 6353 # 0} ; Sy = {uy # 0, 565153 — 2053 — 6353 # 0 = 0} ;
S3={s1=0,80#0}; Sy ={s1 =s0=0,83 #0} ;S5 ={s1 =s0=53=0,84#0} ;
56:{812---:8420,357&0} ;572{81:-“:85:0,86750};
882{81:‘-'28620}

En comparant avec les strates données par P. Cassou-Nogues, on remarque que la strate
générique pour le polynéme de Bernstein Ey = {s1 # 0} N {s2 # 0} N {s3 # s}, ainsi que la
strate Fy = {s1 # 0,82 # 0,83 = %8%} intersectent les strates Sp et S de la stratification par les
résidus. Les autres strates de la stratification par le polynéme de Bernstein sont égales ou incluses
dans une des strates ci-dessus. En particulier, cela signifie qu’aucune des deux stratifications ne
raffine 'autre.

Proposition 6.3.25. Les stratifications S#s)  §(Fcs) et S©Q¢) coincident.
Preuve. 1l s’agit d’une conséquence immédiate du théoréme 5.2.1 et de la proposition 6.1.3. [

L’ensemble des multi-valuations des différentielles de Kéhler est un ingrédient clef de la
classification analytique des courbes planes a une ou deux branches étudiée dans [HH11] et
[HHH15]. Le probléme de la classification topologique des courbes planes se traduit en termes
de semigroupe de la courbe, comme nous ’avons vu avec le théoréme 6.3.8.

En revanche, le probleme de la classification analytique des courbes posé par O. Zariski
dans [Zar86] est bien plus difficile. Il est clair que pour que deux courbes soient analytique-
ment équivalentes elles doivent avoir méme semigroupe et méme ensemble de multi-valuations
des différentielles de Kéahler, mais cela ne suffit pas. Néanmoins, ces deux ensembles de multi-
valuations sont essentiels dans la réponse au probléme de la classification analytique des courbes
planes irréductibles & une ou deux branches proposée par A. Hefez, M.E. Hernandes et M.E.R.
Hernandes dans [HH11] et [HHH15].

En effet, dans le cas irréductible, ils montrent le théoreme suivant :

THEOREME 6.3.26 ([HH11, Theorem 2.1]). Soit C' une courbe plane irréductible de para-
métrage ¢ et de semigroupe val(Oc) engendré sur N par (vo, ..., vq). Alors ou bien ¢ est analy-
tiquement équivalente au paramétrage (t'°,t"1), ou bien elle est analytiquement équivalente a un
paramétrage

Ot >yt (6.21)
J>A

j—a%val(Qlc)

ot A = min {val(Qa)\val(ﬁci)} est I’invariant de Zariski.
De plus, si C et C' sont deuzx courbes dont les paramétrages sont de la forme (6.21) (avec a
a la place de a; pour C') et telles que val(Oc,) = val(Oc,) et val(Qg,) = val(Qg,) alors elles
sont analytiquement équivalentes si et seulement s’il existe r € C* tel que pour tout i, r* " =1

et a; =1r""al.

Par conséquent, par la proposition 6.3.25, les multi-valuations du module des résidus Z¢
fournit la méme information que les multi-valuations des différentielles de Kéhler, et sont donc
liées au probléme de la classification analytique des courbes planes.






Annexe A

Algorithmes et exemples

Nous regroupons dans cette annexe les algorithmes utilisés sous SINGULAR pour certains des
exemples étudiés. Le premier algorithme proposé permet de tester si une suite donnée définit une
intersection compléte réduite libre. Les algorithmes suivants permettent de calculer le module des
formes différentielles multi-logarithmiques, ainsi que les formes dont les multi-résidus engendrent
le module des multi-résidus.

Ces algorithmes sont disponibles a ’adresse http://www.math.univ-angers.fr/~pol/

A.1 Algorithmes

Les librairies utilisées sont :

LIB "sing.lib";

LIB "homolog.lib";
LIB "primdec.lib";
LIB "general.lib";

A.1.1 Intersection compléte libre

La procédure suivante permet de tester si une suite donnée définit une intersection complete
libre. Si ce n’est pas le cas, I’algorithme précise quelle condition n’est pas vérifiée. Avant de lancer
la procédure, on définit 'anneau R dans lequel on travaille, les polynoémes hq, ..., hi, et I'idéal
I qu’ils engendrent. Cet algorithme fonctionne pour des intersections compleétes singulieres, si
I définit une intersection complete réduite lisse, I’algorithme renvoie "It is a reduced complete
intersection with a non Cohen-Macaulay singular locus".

Algorithme A.1.1.

proc is_freeci (ideal I)
{
int m=dim(std(0));
intvec ci=is_ci(I);
int k=size(I);
int g=size(ci);
int n=cilq];
int p=(m-k)-n;
if (p<>0)
{"//not a regular sequence";};
if (p==0)
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{
ideal pr=radical(I);
int g=size(pr);

int pp=0;
for (int i=1; i<=q; i=i+1)
{

list S(i)=division(pr[i],I);
poly R(i)=S(i)[2][1];
if (R(1)<>0)
{pp=1;};
3
if (pp<>0)
{"//non reduced complete intersection";};
if (pp==0)
{
matrix Jac=jacob(I);
ideal mi=minor (Jac,k);
ideal J=I,mi;
int u=isCM(J);
if (u==0)
{"// It is a reduced complete intersection
with a non Cohen-Macaulay singular locus";};
if (u==1)
{
int ss=dim(std(J))+1;
if (ss<>n)
{"// It is a reduced complete intersection
with a Cohen-Macaulay singular locus
of codimension at least 2"};
if (ss==n)
{"//It is a free complete intersection";};

A.1.2 Calcul des formes multi-logarithmiques d’une intersection compleéete

Nous proposons dans ce chapitre des algorithmes qui permettent de déterminer une résolution
libre de Q™ !(log C) et de 2™ 2(log C') pour une intersection compléte réduite.
L’idéal I est I'idéal engendré par les équations (hi, ..., ht). On suppose que I définit une in-

tersection complete réduite C, ce que 'algorithme ne vérifie pas. On considere la base ((Tﬂ?:)
de Q?‘l, et la base dzi A -+ Adxy, de Q.

Au lieu de déterminer ! (log C'), on détermine hQ™ ' (log C) dans la base de Q" men-
tionnée précédemment. Soit w € Q21 w = 3", a;dz;. Alors w € hQ™(log C) si et seulement
si pour tout j € {1,...,k}, il existe by,..., by € Os tels que

1<i<m

m i ah] m—1 o
2 (V)T a4 Y biki = 0.
¢ i=1

=1

On commence dans ’algorithme suivant par construire la matrice A correspondante, on déter-
mine son noyau (qui est dans Qg‘_l %% }}) puis la projection de ce noyau sur Qg‘_l, ce qui nous
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donne une famille génératrice de Q™! (log C).
Selon la valeur de I’entier a, le programme calcule :

e a = —1 on détermine une famille génératrice pas forcément minimale de Q™1 (log )
e a = 0 on détermine une résolution libre de Q™ *(log C).
e a € N* on détermine le début d’une résolution libre de Q™! (log C'), jusqu’a I'ordre a.
Le calcul d’une résolution libre peut prendre un temps assez long.

Algorithme A.1.2.

proc log_forms_ci_m-1 (ideal I, int a)
{
int m=dim(std(0));
int k=size(I);
for (int i=1; i<=k; i=i+1)
{ideal J(i)=jacob(I[i]l);};
int g=m+k*k;
matrix A[k] [q];
for (int i=1; i<=k; i=i+1)
{
for (int j=1; j<=m; j=j+1)
{AlL,j1=C-1D"G-1D*I(1) []:F;
for (int j=1; j<=k; j=j+1)
{ALlL,m+k*x(i-1)+31=I[j1;};
+;
module K=syz(A);
int gK=size(K);
for (int i=1; i<=qK; i=i+1)
{
for (int j=1; j<=m; j=j+1)
{ vector kk(j)=K[i]l[jI*gen(j);};
vector v(i)=sum(kk(1..m));
};
module om=v(1l..qK);
if (a==-1)
{return(om) ; };
if (a>-1)
{
list L=mres(om,a);
return(L);

};

L’algorithme ci-dessous fonctionne sur le méme principe que l'algorithme A.1.2. Selon la
valeur du paramétre a, il calcule une famille génératrice de hQQ™ 2(log C) (pour a = —1), ou
une résolution libre minimale jusqu’a 'ordre a (pour a € N*), ou une résolution libre minimale
(pour a =0). On pose pour 1 <i<j<m:

da:mxj =dz; A - Adziog Adxjpg A A da:j_l A dxj+1 A ANdxg,.

O Sonsidere l/a\base dl/‘-l\/\ dx2’ dxl A df[f3, Y dfCl A dxma de A d$37 ceey d-ivmfl A dxm de
le—27 et la base dzq,...,dz,, de an—y
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Soit w =37, al-jdxi//\\dxj. Alors pour tout ¢ € {1,...,k},

dhyhw=>" ( Ohy (—1)"'da; + aija@(—mﬂ'cﬁ-) .

aij —_—
< ox; 0z

Alors w € hQ™2(log C) si et seulement si pour tout £ € {1,...,k}, pour tout i € {1,...,m},
il existe by,...,b, € Og tels que :

i—1 m k

- Ohy Ohy
E (—-1) 1—aj¢ + E (—1)J—a¢j + E bjhj =0.
j=1 Oz j=it1 Oz j=1

On commence dans I'algorithme suivant par écrire la matrice A correspondant a ce systéme
d’équations, relativement aux bases données précédemment. On détermine ensuite le noyau de
la matrice A, et la projection sur les coordonnées qui nous intéressent.

Algorithme A.1.3. proc log_forms_ci_m-2 (ideal I, int a)
{
int m=dim(std(0));
int k=size(I);
for (int i=1; i<=k; i=i+1) {ideal J(i)=jacob(I[il);};
int p=m*(m-1) div 2;
matrix A[k+*m] [p+k*k*m] ;
int c(0)=0;
for (int 1=1; 1<=m; 1=1+1) {int c(1)=c(1-1)+(m-1);};
for (int j=1; j<=k; j=j+1)
{
for (int 1=1; 1<=m-1; 1=1+1)
{
for (int i=1+1; i<=m; i=i+1)
{
AL(G-D*m+i, c(1-1)+i-1]1=(-1)"{1-1}*J(§) [1];
ALGG-D*m+1, c(1-1)+i-11=(-1)"i*J(j) [i];
};
+;
};
for (int 1=1; 1<=k*m; 1=1+1)
{
for (int j=1; j<=k; j=j+1) {A[1l,p+(1-1)*k+jl1=I[j];};
};
module K=syz(A);
int g=size(X);
for (int i=1; i<=q; i=i+1)
{
for (int jj=1; jj<=p; jj=jj+1)
{
vector k(jj)=K[i] [jjl*gen(jj);
+;
vector w(i)=sum(k(1..p));
+;
module om=w(1l..q);
if (a==-1){return(om);};
if (a>-1)
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{
list L=mres(om,a);
return(L);

};

A.1.3 Calcul des champs de vecteurs multi-logarithmiques d’une courbe

La procédure suivante permet de calculer les (m—1)-champs de vecteurs multi-logarithmiques

le long d’une courbe intersection compléte. La base de ©% ! considérée est la base (0z,,, - - -, Ox, )-
Il s’agit de déterminer (a1,...,an) € O tels que § = Y%, a;0,, est multi-logarithmique, c’est-
a-dire tel qu’il existe by, ..., b tels que :

m k
Z Jia; + Z b;h; = 0.
=1 1=1

Algorithme A.1.4. proc champs_curves (ideal I, int a)
{
int m=dim(std(0));
int k=size(I);
if (m-k<>1)
{"//not a curve";};
if (m-k==1)
{
matrix Jac=jacob(I);
ideal mi=minor (Jac,k,-m);
ideal A=mi,I;
module K=syz(A);
int gK=size(X);
for (int i=1; i<=qK; i=i+1)
{
for (int j=1; j<=m; j=j+1)
{ vector kk(j)=K[il[jl*gen(j);};
vector v(i)=sum(kk(1..m));
};
module derk=v(1l..qK);
if (a==-1) {return(derk);};
if (a>-1)
{
list L=mres(derk,a);
return(L) ;

};

A.1.4 Variantes pour les espaces équidimensionnels

Cet algorithme est une variante de 'algorithme A.1.2 qui calcule Q™ !(log X/C) pour une
variété générale non nécessairement intersection complete. L’idéal I est 'idéal radical de X,
et l'idéal J est I'idéal d’une intersection complete C' réduite contenant X. L’entier a joue le
méme role que dans l'algorithme A.1.2. La matrice A est plus compliquée car la condition
Il-wCJ Qg”_l n’est plus nécessairement satisfaite. On peut adapter de méme ’algorithme A.1.3
au cas des espaces de Cohen-Macaulay.
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Algorithme A.1.5. proc log_forms_cur (ideal I, ideal J, int a)
{
int m=dim(std(0)); int k=size(J); int r=size(I);
for (int i=1; i<=r; i=i+1)
{ideal J(i)=jacob(I[i]);};
matrix Al[r*(m+1)] [m+k*r*(m+1)];
for (int i=1; i<=r; i=i+1)
{
for (int j=1; j<=m; j=j+1)
{A[L,j1=C-D"G-1*I(1) [}
for (int j=1; j<=k; j=j+1)
{AlL,m+k*x(i-1)+j1=J[j];};
+;
for (int i=1; i<=r; i=i+1)
{
for (int j=1; j<=m; j=j+1)
{
Alr+j+(i-1)*m,jl=I[i];
for (int u=1; u<=k; u=u+1)
{Alr+j+(i-1)*m, k*xr+m+u+(j+(i-1)*m-1)*k]=J[ul;};
};
+;
module K=syz(A);
int gK=size(K);
for (int i=1; i<=qK; i=i+1)
{
for (int j=1; j<=m; j=j+1)
{ vector kk(j)=K[i]l [jI1*gen(j);};
vector v(i)=sum(kk(1l..m));
};
module om=v(1..q9K);
if (a==-1)
{return(om) ; };
if (a>-1)
{
list L=mres(om,a);
return(L) ;

};

A.2 Exemples et conjectures

Nous regroupons dans cette partie plusieurs exemples obtenus a ’aide des algorithmes pré-
cédents. Tous les calculs ont été réalisés avec SINGULAR.

A.2.1 Lieu singulier d’un diviseur a croisements normaux

Question 1 Soit m > 2 et D le diviseur a croisements normaux défini par h = x1 -+ Tp,.
Comme D est libre, le lieu singulier X est Cohen-Macaulay et de dimension m — 2, défini par
Vidéal Ix = 371" hiOcm ot hy = Z;.

L’espace X est-il toujours libre ?
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Pour m € {2,...,8}, on vérifie avec SINGULAR que f; = Z:’;}l h; et fo = Z?;Il thm—it1
forment une suite réguliére telle que l'idéal /o = (f1, f2) est radical. Notons J(f,h) I'idéal
engendré par les mineurs maximaux de la matrice jacobienne de (fi, f2) et par hy, ..., hm.

On vérifie alors que le module C{x1,...,zmn}/J(f,h) est Cohen-Macaulay de dimension
m — 3, et donc X est libre. B

A.2.2 Surfaces libres

Nous commencons par des exemples de surfaces quasi-homogenes. Les calculs sont réalisés
avec ’algorithme A.1.3.

Exemple A.2.1. Soit hy = zz(x + z) et ho = y(z + t). L’intersection compléte définie par
(h1, ho) est libre. Une résolution projective de Q%(log C) est :

0— 0 = 0% - Q*(logC) — 0.
De plus, une résolution projective de Q3(log C) est :
0— 0 = 05 = D3(logC) — 0.

Exemple A.2.2. Soit h; = y(x + 2z + 1) et hg = z(y + t). Cette intersection complete est libre
et les modules de formes différentielles multi-logarithmiques présentent les mémes nombres de
Betti que dans le cas précédent.

Exemple A.2.3. Soit hy = (22 + 2)t et hg = y(t? + z). Cette intersection complete est libre et
quasi-homogene. Des résolutions projectives des modules de formes logarithmiques sont :

0— 00 = 08 = O*(logC) — 0,
0— 0% — 0% — Q3 (logC) — 0.
Remarque A.2.4. On pourrait se demander si les nombres de Betti d’une surface intersection

compléte quasi-homogene libre de C* sont toujours by = 16 et by = 10. La réponse est non,
comme le montre I’exemple suivant.

Exemple A.2.5. Soit hy = (x+2t+2)(y — 2)(y +t) et hg = t(2+ 3t)(z +t). Cette intersection
complete est libre et homogene. Des résolutions projectives des modules de formes logarithmiques
sont :

0— O — 05 = O*(log C) — 0,

0— 0L — 08 — Q3(log C) — 0.
Remarque A.2.6. Pour chacun des trois exemples précédents, on vérifie que % fait partie
1n2
d’une famille génératrice minimale de Q2(log C).

Donnons encore deux autres exemples de surfaces libres, qui ne sont pas quasi-homogeénes'.

Exemple A.2.7. Soit hy = (2 + 2)t et hy = y(z + z). Cette intersection compleéte est libre.
Des résolutions projectives des modules de formes logarithmiques sont :

0— 0 — 08 — O*(log C) — 0,

0— Ok = 05 = P(ogC) — 0.

En particulier, on vérifie que % fait partie d’une famille génératrice minimale de
022 (log O).

I¢est-a-dire qu’il n’existe pas (w1, ..., wn) € N™ tels que pour tout j € {1,...,k}, h; est quasi-homogene de
poids (w1, ..., wm).
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Exemple A.2.8. Soit hy = z(y? + 23) et hy = t(2? + yz). Cette intersection compléte est libre.
Des résolutions projectives des modules de formes logarithmiques sont :

0— 0§ — 08 — 0?(log C) — 0,
0— 0% — 08 — Q*(log C) — 0.
dhiAdha

De nouveau, <757 fait partie d’une famille génératrice minimale. On remarque que pour
cet exemple, les nombres de Betti qui apparaissent sont différents des précédents.

Exemple A.2.9. Reprenons 'exemple 6.1.36. Alors hy = z7 — y° + 2®y3 n’est pas quasi-

homogene. On vérifie que dans ce cas, la forme % ne fait pas partie d’une famille génératrice
L. 1 1n2

minimale.

On rappelle que d’apres la proposition 2.3.13, si D est un diviseur libre, % fait partie d’une
base de Q!(log D) si et seulement si D est Euler homogene.

Question 2 Soit C une intersection compléte réduite®. La forme différentielle W fait-elle
partie d’une famille génératrice minimale si et seulement si chaque équation est quasi-homogeéne,
pour des poids éventuellement différents d’une équation & ['autre ¢

Nous terminons ce paragraphe avec une question sur la dimension projective des modules
Q4(log C) lorsque C' est une intersection complete libre.

Soit D un diviseur libre. Alors pour tout ¢ € N, le module Q9(log D) est libre (voir théo-
reme 2.2.8). La question qui se pose est de déterminer si ce résultat posséde une généralisation
dans le cas des intersections complétes libres.

L’égalité dimproj(Q2/(logC)) = k — 1 pour ¢ € {0,...,k — 1} est vérifie par toutes les
intersections compleétes réduites, vu que Q9(logC) = Q7 = Qf ®4g, X pour ¢ < k — 1 par le
corollaire 3.1.16, et dimproj(3) = k — 1 par le lemme 3.3.10. De plus, par le théoréme 3.3.7, C
est libre si et seulement si dimproj(Q2¥(log C)) =k — 1.

Les exemples précédents soulevent la question suivante :

Question 3 Si C est une intersection compléte libre, I’égalité dimproj(Q4(log C')) = k—1 est-elle
vérifiée pour tout ¢ € {0,...,m — 1} ?

Remarque A.2.10. Quelle que soit 'intersection compléte C' considérée, on a Q™ (logC) =
%Q’S”, qui est donc libre.

A.2.3 Autres surfaces
Nous regroupons ici quelques exemples de surfaces qui ne sont pas libres.

Exemple A.2.11. Soit hy = zyzt et ho = (x+y+2+1t)(x —y+ 2z —t). L’intersection complete
définie par (hy, he) n’est pas libre. Des résolutions projectives de Q?(log C) et 3(log C') sont :
0— Os — 05 — 0 — QP(logC) — 0,

0— O — 05— 08 — Q*(log C) — 0.

Exemple A.2.12. Soit by = 23t + y3 + t? et hy = 22 + 23. Cette intersection compléte n’est
pas libre. On a :

0— 0% = 0P - o' - P(logC) — 0,
0— 0% — 0 — 0 — Q3(log C) — 0.

Remarque A.2.13. Pour chacun des deux exemples précédents, la forme différentielle %

fait partie d'une famille génératrice minimale de Q?(log C).

2Les exemples du paragraphe A.2.3 laissent & penser que ’hypothése de liberté n’est pas nécessaire.
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A.2.4 Champs de vecteurs multi-logarithmiques des courbes quasi-homogénes

Nous avons déja vu que si C' C (C3,0) est une courbe intersection compléte quasi-homogene,

3 8hj A)

le module Der?(—log C) est engendré par les 2-champs de vecteurs ( i1 gy Or; L et par la
7 j=

)
—

famille (wix’ial'j - wjxja$i>1<i<j<3'

Question 4 Soit C C (C™,0) une courbe intersection compléte quasi-homogéne. Le module des

(m—1)-champs de vecteurs multi-logarithmiques de C est-il engendré par (ZZZI gﬁi 5;

)1<j<m71
g s 2
et (wlzczﬁxj wjx]&,,;i)l@qgm ¢
Exemple A.2.14. En utilisant 'algorithme A.1.4, on vérifie que cette propriété est vérifiée par

les courbes intersections completes réduites suivantes :
o hi=a%—22 ho=y> —t2 hy =22 —yt
e hy =(x+y)t+z2),ha=ylz+t),hs=(r+y+2)(zc—y+z—1t)

Remarque A.2.15. Par le corollaire 3.3.21 et le théoreme 6.1.33, le nombre minimal de gé-

nérateurs de Derm_l(log C) pour une courbe intersection compléte quasi-homogene C' est bien

m + L(n;*l) .






Index

G-produit, 134

S-processus, 134

w-jacobien, 90

k-champ de vecteurs multi-logarithmique,
54, 82

base standard, 134
branche, 98

champ d’Euler, 30, 39

champ de vecteurs logarithmique, 30, 55
classe fondamentale, 41, 81

condition de frontiere, 145

conducteur, 38, 94, 95

critere de Saito, 33

déformation, 139

déformation admissible, 142
déformation équisinguliere, 140
delta-invariant, 118, 140

diviseur & croisements normaux, 33
diviseur Euler homogene, 39

dual, 40

forme différentielle logarithmique, 27

forme différentielle multi-logarithmique, 44,
73

forme différentielle multi-logarithmique a
poles arbitraires, 49

forme fondamentale, 80, 81

formes différentielles de Kéahler, 37

formes régulieres méromorphes, 41

formule d’Auslander Buchsbaum, 35

Gorenstein, 40

159

grade, 35
hauteur d’un idéal, 35

idéal jacobien, 31, 48

idéal de ramification, 41, 116
idéal fractionnaire, 40

idéal parfait, 35

invariant de Zariski, 147

lemme de la profondeur, 34
liberté, 33, 61, 86

module dualisant, 42
multi-résidu, 46, 51
multi-valuation, 94

nombre de Milnor, 117, 140
nombre de Tjurina, 117, 140
normalisation, 36

produit intérieur, 31

quasi-homogene, 27

résidus logarithmiques, 37

saturé, 36

semigroupe, 98

semigroupe symétrique, 98, 100

splayed, 54

stratification par les multi-valuations, 143

symbole résidu, 77

valuation, 93






Bibliographie

[AF13)]

[AlesS]

[Ale90]

[Ale05)]

[Ale12]

[Ale14]

[ATO1]

[ATOS]

[Bar78]

[BC13]

[BG8O]

[BGMSS]

[BGM92]

[BHO3]

Paolo ALUFFI et Eleonore FABER : Splayed divisors and their Chern classes. J.
Lond. Math. Soc. (2), 88(2):563-579, 2013.

Alexandr G. ALEKSANDROV : Nonisolated Saito singularities. Mat. Sb. (N.S.),
137(179)(4):554-567, 576, 1988.

Alexandr G. ALEKSANDROV : Nonisolated hypersurface singularities. In Theory
of singularities and its applications, volume 1 de Adv. Soviet Math., pages 211-246.
1990.

Aleksandr G. ALEKSANDROV : Logarithmic differential forms, torsion differentials
and residue. Complex Var. Theory Appl., 50(7-11):777-802, 2005.

Alexandr G. ALEKSANDROV : Multidimensional residue theory and the logarithmic
de Rham complex. J. Singul., 5:1-18, 2012.

Alexandr G. ALEKSANDROV : Residues of logarithmic differential forms in complex
analysis and geometry. Anal. Theory Appl., 30(1):34-50, 2014.

Aleksandr G. ALEKSANDROV et Avgust K. TSIKH : Théorie des résidus de Leray

et formes de Barlet sur une intersection complete singuliere. C. R. Acad. Sci. Paris
Sér. I Math., 333(11):973-978, 2001.

Aleksandr G. ALEKSANDROV et Avgust K. TSIKH : Multi-logarithmic differential
forms on complete intersections. J. Siberian Federal University, 2:105—-124, 2008.

Daniel BARLET : Le faisceau w sur un espace analytique X de dimension pure. In
Fonctions de plusieurs variables complezes, 111 (Sém. Frangois Norguet, 1975-1977),
volume 670 de Lecture Notes in Math., pages 187-204. Springer, Berlin, 1978.

Ragnar-Olaf BUCHWEITZ et Aldo CONCA : New free divisors from old. J. Commut.
Algebra, 5(1):17-47, 2013.

Ragnar-Olaf BUCHWEITZ et Gert-Martin GREUEL : The Milnor number and defor-
mations of complex curve singularities. Invent. Math., 58(3):241-281, 1980.

Joél BRIANGON, Michel GRANGER et Philippe MAISONOBE : Le nombre de modules
du germe de courbe plane @ + y® = 0. Math. Ann., 279(3):535-551, 1988.

Joél BRIANCON, Francoise GEANDIER et Philippe MAISONOBE : Déformation d’une
singularité isolée d’hypersurface et polynémes de Bernstein. Bull. Soc. Math. France,

120(1):15-49, 1992.

Winfried BRUNS et Jiirgen HERZOG : Cohen-Macaulay rings, volume 39 de Cam-
bridge Studies in Advanced Mathematics. Cambridge University Press, Cambridge,
1993.

161



162

[BMOG]

[CDGZ99]

[CDGZ03]

[CE56]

[CMNMO02]

[CN87]

[CNP11]

[DAIMS?]

[DAIMSS]

[Del70]

[Del71]

[DGPS15]

[dJP00]

[dJvS90]

IDS14]

[Eis95)

[Fab13]

BIBLIOGRAPHIE

Ragnar-Olaf BUCHWEITZ et David MOND : Linear free divisors and quiver repre-
sentations. In Singularities and computer algebra, volume 324 de London Math. Soc.
Lecture Note Ser., pages 41-77. Cambridge Univ. Press, Cambridge, 2006.

Antonio CAMPILLO, Félix DELGADO et Sabir M GUSEIN-ZADE : On generators of
the semigroup of a plane curve singularity. J. London Math. Soc. (2), 60(2):420-430,
1999.

Antonio CAMPILLO, Félix DELGADO et Sabir M. GUSEIN-ZADE : The Alexander

polynomial of a plane curve singularity via the ring of functions on it. Duke Math.
J., 117(1):125-156, 2003.

Henri CARTAN et Samuel EILENBERG : Homological algebra. Princeton University
Press, Princeton, N. J., 1956.

Francisco CALDERON-MORENO et Luis NARVAEZ-MACARRO : The module 2 f* for
locally quasi-homogeneous free divisors. Compositio Math., 134(1):59-74, 2002.

Pierrette CAssou-NoGuUis : Etude du comportement du polynéme de Bernstein
lors d'une déformation & p-constant de X + Y avec (a,b) = 1. Compositio Math.,
63(3):291-313, 1987.

Pierrette CASSOU-NOGUES et Arkadiusz PLOSKI : Invariants of plane curve singu-
larities and Newton diagrams. Univ. lagel. Acta Math., (49):9-34, 2011.

Félix Delgado de la MATA : The semigroup of values of a curve singularity with
several branches. Manuscripta Math., 59(3):347-374, 1987.

Félix Delgado de la MATA : Gorenstein curves and symmetry of the semigroup of
values. Manuscripta Math., 61(3):285-296, 1988.

Pierre DELIGNE : Equations différentielles o points singuliers réguliers. Lecture
Notes in Mathematics, Vol. 163. Springer-Verlag, Berlin-New York, 1970.

Pierre DELIGNE : Théorie de Hodge. II. Inst. Hautes Etudes Sci. Publ. Math.,
(40):5-57, 1971.

Wolfram DECKER, Gert-Martin GREUEL, Gerhard PFISTER et Hans SCHONEMANN :
SINGULAR 4-0-2 — A computer algebra system for polynomial computations. http:
//www.singular.uni-k1.de, 2015.

Theo de JONG et Gerhard PFISTER : Local analytic geometry. Advanced Lectures
in Mathematics. Friedr. Vieweg & Sohn, Braunschweig, 2000. Basic theory and
applications.

Theo de JONG et Duco van STRATEN : Deformations of the normalization of hy-
persurfaces. Math. Ann., 288(3):527-547, 1990.

Alexandru DIMCA et Edoardo SERNESI : Syzygies and logarithmic vector fields
along plane curves. J. Ec. polytech. Math., 1:247-267, 2014.

David EISENBUD : Commutative algebra, With a view toward algebraic geometry,
volume 150 de Graduate Texts in Mathematics. Springer-Verlag, New York, 1995.

FEleonore FABER : Towards transversality of singular varieties : splayed divisors.
Publ. Res. Inst. Math. Sci., 49(3):393-412, 2013.


http://www.singular.uni-kl.de
http://www.singular.uni-kl.de

BIBLIOGRAPHIE 163

[GLSO07]

[GLS10]

[GMS11]

[GP02]

[Gre75]

[GS12]

[GS14]

[Har67]

[HHO1]

[HHO07)

[HH11]

[HHH15]

[HP99)]

[Ker83]

[Ker84]

[KTS15]

[Kun70]

Gert-Martin. GREUEL, Cristoph LOSSEN et Eugenii SHUSTIN : Introduction to sin-
gularities and deformations. Springer Monographs in Mathematics. Springer, Berlin,
2007.

Gert-Martin GREUEL, Santiago LAPLAGNE et Frank SEELISCH : Normalization of
rings. J. Symbolic Comput., 45(9):887-901, 2010.

Michel GRANGER, David MOND et Mathias SCHULZE : Free divisors in prehomo-
geneous vector spaces. Proc. Lond. Math. Soc. (3), 102(5):923-950, 2011.

Gert-Martin GREUEL et Gerhard PFISTER : A Singular introduction to commuta-
tive algebra. Springer-Verlag, Berlin, 2002. With contributions by Olaf Bachmann,
Christoph Lossen and Hans Schénemann, With 1 CD-ROM (Windows, Macintosh,
and UNIX).

Gert-Martin GREUEL : Der Gauss-Manin-Zusammenhang isolierter Singularitdten
von vollstdndigen Durchschnitten. Math. Ann., 214:235-266, 1975.

Michel GRANGER et Mathias SCHULZE : Dual logarithmic residues and free complete
intersections. ArXiv.org, (1109.2612v4), 2012.

Michel GRANGER et Mathias SCHULZE : Normal crossing properties of complex
hypersurfaces via logarithmic residues. Compos. Math., 150(9):1607-1622, 2014.

Robin HARTSHORNE : Local cohomology, volume 1961 de A seminar given by A.
Grothendieck, Harvard University, Fall. Springer-Verlag, Berlin-New York, 1967.

Abramo HEFEZ et Marcelo Escudeiro HERNANDES : Computational methods in the
local theory of curves. Publicagbes Mateméticas do IMPA. [IMPA Mathematical Pu-
blications]. Instituto de Matematica Pura e Aplicada (IMPA), Rio de Janeiro, 2001.
230 Coléquio Brasileiro de Matemaética. [23rd Brazilian Mathematics Colloquium].

Abramo HEFEZ et Marcelo E. HERNANDES : Standard bases for local rings of
branches and their modules of differentials. J. Symbolic Comput., 42(1-2):178-191,
2007.

Abramo HEFEZ et Marcelo E. HERNANDES : The analytic classification of plane
branches. Bull. Lond. Math. Soc., 43(2):289-298, 2011.

Abramo HEFEZ, Marcelo E. HERNANDES et Maria E. Rodrigues HERNANDES : The
analytic classification of plane curves with two branches. Math. Z., 279(1-2):509—
520, 2015.

Gennadi HENKIN et Mikael PASSARE : Abelian differentials on singular varieties
and variations on a theorem of Lie-Griffiths. Invent. Math., 135(2):297-328, 1999.

Masumi KERSKEN : Cousinkomplex und Nennersysteme. Math. Z., 182(3):389-402,
1983.

Masumi KERSKEN : Regulére Differentialformen. Manuscripta Math., 46(1-3):1-25,
1984.

Philipp KORELL, Laura T0zz0 et Mathias SCHULZE : Duality of value semigroups.
ArXiv.org, (1510.04072), 2015.

FErnst KuNz : The value-semigroup of a one-dimensional Gorenstein ring. Proc.
Amer. Math. Soc., 25:748-751, 1970.



164

[Kun86]

[KW84]

[Loo84]

[LS84]

[Mat80]

[Mat86]

[Mic95]

[Mil68]

[Mon12]

[0T95]

[Pie79]

[Pik14]

[Pol14]

[Pol15a]

[Pol15b)]

[Pol16]

[Sai7l]

[Sai75]

BIBLIOGRAPHIE

Ernst KuNz :  Kahler differentials. Advanced Lectures in Mathematics. Friedr.
Vieweg & Sohn, Braunschweig, 1986.

Ernst KuNz et Rolf WALDI : Uber den Derivationenmodul und das Jacobi-Ideal
von Kurvensingularitdten. Math. Z., 187(1):105-123, 1984.

Eduard J. N. LOOIJENGA : Isolated singular points on complete intersections, vo-
lume 77 de London Mathematical Society Lecture Note Series. Cambridge University
Press, Cambridge, 1984.

Dung Trang LE et Kyoji SAITO : The local 71 of the complement of a hypersurface
with normal crossings in codimension 1 is abelian. Ark. Mat., 22(1):1-24, 1984.

Hideyuki MATSUMURA : Commutative algebra, volume 56 de Mathematics Lecture

Note Series. Benjamin/Cummings Publishing Co., Inc., Reading, Mass., second
édition, 1980.

Hideyuki MATSUMURA : Commutative ring theory, volume 8 de Cambridge Studies
in Advanced Mathematics. Cambridge University Press, Cambridge, 1986. Transla-
ted from the Japanese by M. Reid.

Ruth MICHLER : Torsion of differentials of hypersurfaces with isolated singularities.
J. Pure Appl. Algebra, 104(1):81-88, 1995.

John MILNOR : Singular points of complex hypersurfaces. Annals of Mathematics
Studies, No. 61. Princeton University Press, Princeton, N.J.; University of Tokyo
Press. Tokyo, 1968.

David MOND : Notes on logarithmic vector fields, logarithmic differential forms and
free divisors. lecture notes, 2012.

Peter ORLIK et Hiroaki TERAO : Arrangements and Milnor fibers. Math. Ann.,
301(2):211-235, 1995.

Ragni PIENE : Ideals associated to a desingularization. In Algebraic geometry (Proc.
Summer Meeting, Univ. Copenhagen, Copenhagen, 1978), volume 732 de Lecture
Notes in Math., pages 503-517. 1979.

Brian PIKE : On fitting ideals of logarithmic vector fields and Saito’s criterion.
ArXiv.org, (1309.3769v2), 2014.

Delphine PoL : Module des résidus logarithmiques des courbes planes. ArXiv.org,
(1410.2126v1), 2014.

Delphine PoOL : Logarithmic residues along plane curves. C. R. Math. Acad. Sci.
Paris, 353(4):345-349, 2015.

Delphine PoL : On the values of logarithmic residues along curves. ArXiv.oryg,
(1410.2126v3), 2015.

Delphine PoL : Characterizations of freeness for Cohen-Macaulay spaces. ArXiv.org,
(1512.06778v2), 2016.

Kyoji SAITO : Quasihomogene isolierte Singularitdten von Hyperflichen. Invent.
Math., 14:123-142, 1971.

Kyoji SAITO : On the uniformization of complements of discriminant loci. Symp.
in Pure Math., Williams College, 1975.



BIBLIOGRAPHIE 165

[Sai76]

[Saig0)]

[Sch16]

[Ser55]

[TeiT7]

[Ter80a)

[Ter80b]

[Tor13]

[vS95]

[Wal72]

[Zar66]

[Zar86]

Kyoji SAITO : On a generalization of de-Rham lemma. Ann. Inst. Fourier (Gre-
noble), 26(2):vii, 165-170, 1976.

Kyoji SAITO : Theory of logarithmic differential forms and logarithmic vector fields.
J. Fac. Sci. Univ. Tokyo Sect. IA Math., 27(2):265-291, 1980.

Mathias SCHULZE : Saito’s normal crossing condition. ArXiv.org, to appear in
Journal of Singularities, (1311.3795v2), 2016.

Jean-Pierre SERRE : Faisceaux algébriques cohérents. Ann. of Math. (2), 61:197—
978, 1955.

Bernard TEISSIER : The hunting of invariants in the geometry of discriminants. In
Real and complex singularities (Proc. Ninth Nordic Summer School/NAVF Sympos.
Math., Oslo, 1976), pages 565—678. Sijthoff and Noordhoff, Alphen aan den Rijn,
1977.

Hiroaki TERAO : Arrangements of hyperplanes and their freeness. I. J. Fac. Sci.
Univ. Tokyo Sect. IA Math., 27(2):293-312, 1980.

Hiroaki TERAO : Free arrangements of hyperplanes and unitary reflection groups.
Proc. Japan Acad. Ser. A Math. Sci., 56(8):389-392, 1980.

Michele TORIELLI : Deformations of free and linear free divisors. Ann. Inst. Fourier
(Grenoble), 63(6):2097-2136, 2013.

Duco van STRATEN : A note on the discriminant of a space curve. Manuscripta
Math., 87(2):167-177, 1995.

Rolf WALDI : Wertehalbgruppe und singularitit einer ebenen algebraischen kurve.
Ph. D. dissertation, University of Regensburg, Regensburg, 1972.

Oscar ZARISKI : Characterization of plane algebroid curves whose module of diffe-
rentials has maximum torsion. Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A., 56:781-786, 1966.

Oscar ZARISKI : Le probléme des modules pour les branches planes. Hermann, Paris,
second édition, 1986. Course given at the Centre de Mathématiques de ’Ecole Poly-
technique, Paris, October—-November 1973, With an appendix by Bernard Teissier.









UNIVERSITE
BRETAGNE
LOIRE

B

angers

These de Doctorat

Delphine PoL

Singularités libres, formes et résidus logarithmiques

Free singularities, logarithmic forms and residues

Résumé

La théorie des champs de vecteurs logarithmiques et
des formes différentielles logarithmiques d’une
hypersurface singuliére réduite est développée par K.
Saito. Ces notions apparaissent dans I'étude de la
connexion de Gauss-Manin de certaines familles de
singularités et de leur déploiement semi-universel.
Lorsque le module des champs de vecteurs
logarithmiques est libre, 'hypersurface est appelée
diviseur libre. A.G. Aleksandrov et A. Tsikh
généralisent les notions de formes différentielles
logarithmiques et de résidus logarithmiques aux
intersections complétes et aux espaces de
Cohen-Macaulay réduits.

Nous étudions dans ce travail les formes différentielles
logarithmiques d'un espace singulier réduit de
codimension quelconque plongé dans une variété
lisse, et nous développons une notion de singularités
libres qui étend la notion de diviseurs libres. Les
résidus des formes différentielles logarithmiques
d’'une hypersurface ainsi que leur généralisation aux
espaces de codimension supérieure interviennent de
fagon cruciale dans ce travail de thése. Notre premier
objectif est de donner des caractérisations de la
liberté pour les intersections complétes et les espaces
de Cohen-Macaulay qui généralisent le cas des
hypersurfaces. Nous accordons ensuite une attention
particuliere a une famille de singularités libres, a
savoir les courbes, pour lesquelles nous décrivons le
module des résidus logarithmiques en termes de
multi-valuations.

Mots clés

formes logarithmiques, résidus logarithmiques,
liberté, dualité, intersections completes, espaces
de Cohen-Macaulay, courbes.

Abstract

The theory of logarithmic vector fields and
logarithmic differential forms along a reduced
singular hypersurface is developed by K. Saito.
These notions appear in the study of the
Gauss-Manin connection of some families of
singularities and their semi-universal unfolding. If
the module of logarithmic vector fields is free, the
hypersurface is called a free divisor. A.G.
Aleksandrov and A. Tsikh generalize the notions
of logarithmic differential forms and logarithmic
residues to reduced complete intersections and
Cohen-Macaulay spaces.

In this work, we study the logarithmic differential
forms of a reduced singular space of any
codimension embedded in a smooth manifold,
and we develop a notion of free singularity which
extend the notion of free divisor. The residues of
logarithmic differential forms as well as their
generalization to higher codimension spaces are
crucial in this thesis. Our first purpose is to give
characterizations of freeness for complete
intersections and Cohen-Macaulay spaces which
generalize the case of hypersurfaces. We then
give a particular attention to a family of free
singularities, namely the curves, for which we
describe the module of logarithmic residues
thanks to their set of values.

Key Words

logarithmic forms, logarithmic residues, freeness,
duality, complete intersections, Cohen-Macaulay
spaces, curves.
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