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Résumé

Nous étudions deux problémes qui ont leur origine dans la théorie du contréle géome-
trique. Les contributions originales sont celles contenues dans les deux articles insérés
dans la these.

Le Probleme | consiste a étendre le concept du groupe d'holonomie horizontale sur
une variété a ne. Plus précisément, nous considérons une variété connexe lisse de di-
mension nie M, une connexion a ne © avec le groupe d'holonomi¢l © et une distri-
bution lisse completement non intégrable. Dans un premier temps, nous dé nissons
le groupe d'holonomie -horizontale H © comme le sous-groupe dd© obtenu par le
transport paralléle le long des lacets tangents a. Nous donnons les propriétés élémen-
taires deH © et ensuite nous faisons une étude détaillée en utilisant le formalisme de
roulement. Il est montré en particulier queH © est un groupe de Lie. Dans un second
temps, nous avons étudié un exemple explicite dd est un groupe de Carnot libre
d'ordre 2 avecm C2 générateurs, et© est la connexion de Levi-Civita associé a une
métrique riemannienne suM . Nous avons montré dans ce cas particulier qu¢© est
compact et strictement inclus danH® dés quem C3.

Le Probleme Il  étudie la modélisation du probleme du solveur d'esquisse. Ce pro-
bléeme est une des étapes d'un logiciel de CFAO. Notre but est d'arriver a une modeé-
lisation mathématique bien fondée et systématique du probléme du solveur d'esquisse.
Il s'agira ensuite de comprendre la convergence de l'algorithme, d'en améliorer les
résultats et d'en étendre les fonctionnalités. L'idée directrice de l'algorithme est de
remplacer tout d'abord les points de I'espace des spheres par des déplacements (élé-
ments du groupe) et puis d'utiliser une méthode de Newton sur les groupes de Lie ainsi
obtenus. Dans cette thése, nous avons classi € les groupes de déplacements possibles
en utilisant la théorie des groupes de Lie. En particulier, nous avons distingué trois
ensembles, chaque ensemble contenant un type d'objet : le premier est 'ensemble des
points, noté Points (ou P), le deuxieme est I'ensemble des droites, nofgroites (ou

0), €t le troisieme est I'ensemble des cercles et des droites, que nous notanBour
chaque type d'objet nous avons étudié tous les groupes de déplacements possibles, selon
les propriétés souhaitées. Nous proposons nalement d'utiliser les groupes de déplace-
ments suivant : pour le déplacement des points, le groupe des translations, qui agit
transitivement sur P ; pour les droites, le groupe des translations et rotations, qui est
de dimension 3 et agit transitivement (globalement mais pas localement) sug; sur
les droites et cercles, le groupe des anti-translations, rotations et dilatations qui est de
dimension4 et agit transitivement (globalement mais pas localement) sur.

Mots clés : Groupe d'Holonomie (A ne), Roulement des variétés, Géométrie (Sous-)
Riemannienne, Théorie du groupe de Lie, CFAO, Esquisse, Groupe de Lorentz, Mé-
thode de Newton



Abstract

Two Problems of Geometric Control: Horizontal Holonomy and Solver of
Sketch

We study two problems arising from geometric control theory. The main contributions
are those given in the two articles attached to the thesis.

The Problem | consists of extending the concept of horizontal holonomy group for
a ne manifolds. More precisely, we consider a smooth connected nite-dimensional
manifold M, an a ne connection © with holonomy groupH® and a smooth com-
pletely non integrable distribution. We de ne the -horizontal holonomy groupH © as
the subgroup ofH® obtained by ©-parallel transporting frames only along loops tan-
gentto . We rst set elementary properties ofH © and show how to study it using
the rolling formalism ([2]). In particular, it is shown that H © is a Lie group. Moreover,
we study an explicit example whereéM is a free step-two homogeneous Carnot group
with m C2 generators, and® is the Levi-Civita connection associated to a Riemannian
metric on M, and show in this particular case thatH © is compact and strictly included
in H® as soon asn C3.

The Problem Il is studying the modeling of the problem of solver sketch. This
problem is one of the steps of a CAD/CAM software. Our goal is to achieve a well
founded mathematical modeling and systematic the problem of solver sketch. The
next step is to understand the convergence of the algorithm, to improve the results
and to expand the functionality. The main idea of the algorithm is to replace rst
the "points” of the space of spheres by displacements (elements of the group) and
then use a Newton's method on Lie groups obtained. In this thesis, we classi ed the
possible displacements of the groups using the theory of Lie groups. In particular, we
distinguished three sets, each set containing an object type: the rst one is the set of
points, denotedPoints(or P), the second is the set of lines, denotddnes(or ), and
the third is the set of circles and lines, we note that . For each type of object, we
investigated all the possible movements of groups, depending on the desired properties.
Finally, we propose to use the following displacement of groups for the displacement of
points, the group of translations, which acts transitively orP; for the lines, the group

of translations and rotations, which is3-dimensional and acts transitively (globally but
not locally) on ; on lines and circles, the group of anti-translations, rotations and
dilations which has dimensiord and acts transitively (globally but not locally) on

Keywords : (A ne)Holonomy group, Rolling (Development of) manifolds, (Sub)
Riemannian Geometry, Theory of Lie groups, CAD/CAM software, Sketch, Lorentz
group, Newton's Method
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Introduction Générale

ans cette theése, nous abordons deux problemes qui ont leur origine dans la théorie
du contrdle géométrique. LéProbleme | traite du groupe d'holonomie horizontale
pour les variétés a ne®t le Probléme Il a objet d'étude lamodélisation d'un solveur
d'esquisse en CFAO

Ce manuscrit comprend donc deux parties écrites respectivement en francais et en
anglais. La premiéere présente les deux problémes et les principaux résultats de cette
these. La seconde se compose de deux articles qui détaillent ces résultats et en donnent
les preuves.

Le Probleme | consiste a étendre le concept de groupe d’holonomie horizontale sur
une variété ane. Plus précisément, nous considérons une variété connexe lisse de
dimension nie M, une connexion a ne © de groupe d'holonomieH © et une distribu-
tion lisse complétement non intégrable. Dans un premier temps, nous dé nissons le
groupe d'holonomie -horizontale associé au triplef M; ©; . Notre premier résultat
est le suivant : nous montrons que si est une distribution completement comman-
dable de rang constant, alor$l© est un sous-groupe de Lie d8L"ne (ou O"ne si© est

la connexion de Levi-Civita d'une métrique riemannienne suvl). Cela nous permet
d'étudier H® par sa structure di érentielle. De plus, nous proposons aussi d'étudier le
groupe d'holonomie -horizontale en utilisant le formalisme du roulement des varié-
tés. Nous utilisons cette approche pour fournir notre deuxieme résultat, c'est-a-dire un
exemple explicite pour l'inclusion stricteclos’H®s * clos"H©«: Nous apportons donc
une réponse négative a la question naturelle suivante : si est compléetement com-
mandable, est-ce que le groupe d'holonomie-horizontale est dense dans le groupe
d'holonomie H® ? L'exemple que nous donnons considéere le tripleM; ©; « ou M

est le groupe de Carnot homogene libre d'ordr2 de m C2 générateurs™X;®1gigm, ©
est la connexion de Levi-Civita associée a la métrique riemannienne 84irdé nie de
telle sorte que lesX;, 1 Bi Bm et les crochets de LieX;;X; , 1Bi @ Bm forment
une base orthonormée et est la distribution engendrée par la famillé X;, 1 Bi Bms.
Dans ce casM est de dimensioom n avecn m™m 1e~2. Alors, nhous montrons que
H® SO'm neetH® estun sous-groupe de Lie connexe et compact 8&m ne

de dimensionm n. Ainsi nous établissons l'inclusion stricte mentionnée ci-dessus des

1. En collaboration avec l'entreprise Missler Software qui développe le logiciel TopSolid.

13



gue m C3. Ces résultats ont fait I'objet d'un article publié en 2015 [31].

Le Probleme Il  étudie la modélisation du probleme du solveur d'esquisse. Ce pro-
bléeme est une des étapes d'un logiciel de CFAO : I'utilisateur dessine uesquisse
ensemble de géométries (point, ligne, cercle, plan ou sphére, ...), dans le plan ou dans
I'espace, et spéci e desontraintes ( xité, distance, angle, tangence, perpendicularite,
coincidence, symétries, ...) liant ces géométries. Le probleme est de modi er au fur et
a mesure l'esquisse de facon a satisfaire les contraintes. Le logiciel doit indiquer égale-
ment a l'utilisateur les degrés de liberté restants, et également si certaines contraintes
sont liées entre elles, et donc potentiellement redondantes. Dans le cas de degrés de
liberté restants, le logiciel peut bouger la géométrie suivant les mouvements laissés pos-
sibles par le systeme de contrainte. Lorsqu'une géomeétrie n'a plus de degré de liberté,
I'utilisateur doit étre averti.

Pour résoudre le probleme de la résolution d'une esquisse, on a besoin de trouver un
bon espace pour faire les calculs. Il est intéressant dans ce probléme de pouvoir consi-
dérer les points, droites et cercles comme des objets de méme nature, une droite ou un
plan étant considérés comme des sphéres de rayon in ni, un point comme une sphére
de rayon nul. Si I'on considére l'espace des formes quadratiques sur un espace vectoriel
classique, et qu'on n'utilise que le sous-espace vectoriel de celles qui représentent des
sphéres, en le munissant de la forme quadratique qui donne, a normalisation pres, le
rayon de la sphére, on obtient le bon espace. Cet espace estgace des spheres de Lie
et il nous permet de traiter de méme fagon points, lignes et cercles, ou, en dimension
guelconque, points, hyperplans et spheres. Nous nous référons aux livres de Marcel
Berger [32] et de Thomas Cecil [33], ces ouvrages étant les rares a traiter ce sujet.
L'utilisation de cet espace en CFAO a été introduite par I'entreprise Missler Software
dans son logiciel TopSolid. Ce logiciel fonctionne remargquablement bien mais beaucoup
reste a faire sur la compréhension du probleme. Notre but est d'arriver a une modéli-
sation mathématique bien fondée et systématique du probléme du solveur d'esquisse.
Il s'agira ensuite de comprendre la convergence de l'algorithme, d'en améliorer les ré-
sultats et d'en étendre les fonctionnalités.

L'idée directrice de l'algorithme est de remplacer tout d'abord les points de l'espace
des sphéres par des déplacements (éléments du groupe) et puis d'utiliser une méthode
de Newton sur les groupes de Lie ainsi obtenus. Dans cette these, nous avons classi é
les groupes de déplacements possibles en utilisant la théorie des groupes de Lie. En
particulier, nous avons distingué trois ensembles, chaque ensemble contenant un type
d'objet : le premier est 'ensemble des points, notéoints (ou P), le deuxieme est I'en-
semble des droites, not®roites(ou o), et le troisieme est I'ensemble des cercles et
des droites, que nous notons. Pour chaque type d'objet nous avons étudié tous les
groupes de déplacements possibles, selon les propriétés souhaitées. Nous proposons na-
lement d'utiliser les groupes de déplacements suivant : pour le déplacement des points,
le groupe des translations, qui agit transitivement suP ; pour les droites, le groupe des
translations et rotations, qui est de dimension 3 et agit transitivement (globalement
mais pas localement) sur ¢ ; sur les droites et cercles, le groupe des anti-translations,
rotations et dilatations qui est de dimensiont et agit transitivement (globalement mais

pas localement) sur . Ces résultats font I'objet d'un texte destiné a étre publié.
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Introduction Générale

Chapitres de la These

Nous terminons cette introduction en décrivant la structure de ce manuscrit.

Chapitre 1  Ce chapitre contient les notions préliminaires nécessaires a l'introduction
du Probleme | : on y trouve certains outils degéométrie différentielle , un
apercu sur lesgroupes d'holonomie et enn, dans la Section 1.2, les notions de
base de lahéorie du roulement d'une variété di érentielle sur un espace Euclidien
(notre présentation s'inspirant tres largement de celles de Chitour Y. et Kokkonen P.

[©, 10, 11]). Dans la deuxieme section, la Section 1.3, nous établissons entre autres les
principaux résultats sur le groupe d'holonomie a ne d'une variété aneM, le groupe
d'holonomie a ne d'une distribution et enn comme application, nous présentons
I'étude d'’holonomie du groupe de Carnot libre d'ordr@. Dans la derniere section, nous
donnons quelques problemes ouverts liés a cette approche.

Chapitre 2 Ce chapitre expose le contexte, les méthodes et les modeéles retenus
pour le Probleme Il , dont I'analyse détaillée est repoussée au Chapitre 4. Dans un
premier temps, dans la Section 2.1, nous expliquons la problématique de I'application a
la CAO, puis, dans Section 2.2, nous étudions l'espace des spheres de Lie et la méthode
de Newton dans un groupe de Lie pour résoudre le probleme du solveur d'esquisse.

Chapitre 3  Dans ce chapitre, dans la Section 3.3, nous dé nissons le groupe d'holo-
nomie -horizontaleH® comme le sous-groupe dé© obtenu par le transport paralléle

le long des lacets tangents & . Nous donnons les propriétés élémentaires He® et en-
suite nous faisons une étude détaillée en utilisant le formalisme de roulement. Il est
montré en particulier queH® est un groupe de Lie. Dans un second temps, dans la
Section 3.4, nous avons étudié un exemple explicite &I est un groupe de Carnot
libre d'ordre 2 avecm C2 générateurs, et© est la connexion de Levi-Civita associé a
une métrique riemannienne suM . Nous avons montré dans ce cas particulier qu&®

est compact et strictement inclus dan$d® dés quem C3.

Chapitre 4  Ce chapitre traite en détail le probleme du solveur d'esquisse. Dans un
premier temps, dans la Section 4.1, nous dé nissons |'espace des spheres de Lie et nous
introduisons des éléments particuliers du groupe de Lorentz. Ensuite, dans la Section
4.2, nous déterminons les groupes de déplacements pBur o et

Chapitre 5  Ce chapitre contient un résultat technique nécessaire au chapitre 3. Nous
généralisons d'abord, dans la Section 5.1, la dé nition d'un contréle régulier et nous
fournissons un résultat sur I'existence de ces contrdles. Nous dé nissons ensuite le
concept dapplication point- nal (end-point mapping, en anglais). Le but principal de
cet appendice est de généraliser le résultat de [3] au cas ou la distributiom'est pas
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nécessairement bracket-generating . Finalement, dans Section 5.2, nous montrons que
les groupesH © et H® sont connexes.

Chapitre 6  Dans ce chapitre, nous étudions la structure du groupe de Lorer@¥ n

1;1+. D'abord, dans la Section 6.1, nous dé nissons le groupe de Lorentz. Ensuite,
dans la Section 6.2, nous détaillons les composantes connexes de ce groupe. Enn,
dans la Section 6.3, nous introduisons les surfaces de transitivite. Ces approches sont
importantes pour le chapitre 4.
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Chapitre

Groupe d'Holonomie Horizontale

"Quand on développe l'espace de Riemann sur l'espace euclidien
tangent en x le long d'un cycle partant dex et y revenant, cet
espace euclidien subit un déplacement et tous les déplacements cor-
respondant aux di érents cycles possibles forment un groupe, appelé
groupe d'’holonomie ."

E.Cartan-La géométrie des espaces de Riemann, 1925.

chapitre contient les notions préliminaires nécessaires a l'introduction

du Probléme | et contient aussi les principaux résultats de ce probleme.
Nous supposons que le lecteur possede les prérequis de théorie du contrble
géométrique. Nous nous référons aux livres de Joyce D. [20] et de Sakai T. [28] pour
toute notion de géométrie di érentielle et de groupe d'holonomie.
Le lecteur est supposé familier avec les concepts basiques de géométrie
sous-riemanienne. Nous nous référons au livre de Jurdjevic V. [19], de Jean F. [18], au
livre de Bon glioli A., Lanconelli E. et Uguzzoni F. et aux publications [1, 2] de
Agrachev A. et Sachkov Y. Nous nous référons aux publications de Chitour Y. et
Kokkonen P. pour des détails plus fournis sur la notion de roulement de deux variétés
di érentielles [9, 10, 11].
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1.1. INTRODUCTION

1.3.3 Exemple : Holonomie du groupe de Carnot homaogéne libre
dordre 2 . . . . . 33

Perspectives . . . . . . . .. 36

1.1 Introduction

Le but du Probleme | consiste a étendre le concept d'holonomie horizontale d'une
connexion a ne dans le cadre des distributions sur une variéte, c'est-a-dire les sous-
brés du bré tangent d'une variété. Plus précisément, considérons le triplétM; ©; s,

ou M est une variété lisse connexe de dimension© est une connexion a ne surM

et est une distribution lisse surM. De plus, supposons que la distribution est
complétement commandable'est-a-dire que deux points quelconques dalké peuvent
étre reliés par une courbe absolument continue (a.c.) tangente presque partout a la
distribution

Rappelons que le groupe d'holonomikl® de la connexion© est le sous-groupe de
GL"ne obtenu (a conjugaison prés) par le transport paralléle le long des lacets a.c. (ou
lisses par morceaux) dé/ .

Pour tout point x >M, nous dé nissons le sous-groupd ©$ de H®$, le groupe d'ho-
lonomie de© en x, qui est obtenu par le transport paralléle par rapport & le long
d'un ensemble restreint aux lacets a.c. -horizontaux basés erx, c'est-a-dire le long
des lacets qui sont tangents a la distribution .

Grace aux hypotheses de connexité dd et de commandabilité compléte de , nous
pouvons déduire que les groupé$®$, x >M , sont tous conjugués & un sous-groupe de
Lie H® de H®, que nous appelongroupe d'holonomie -horizontale (ou simplement,
horizontale) de ©. Dans le cas ou© est la connexion de Levi-Civita associée a une
métrique riemannienneg sur M, nous pouvons prendre & la foi$l® et H® comme
sous-groupes d® ne ou SO'ne si M est orientable.

Comprendre la relation entreH® et H® semble étre un dé intéressant. Par exemple,
étant donnée une variété ane”M; ©e, la détermination des conditions nécessaires et
(ou) su santes sur une distribution complétement commandable de M pour que le
groupe d'holonomie horizontaleH© soit égal aH® n'est pas une question évidente.
Un autre probleme a résoudre consiste a xer la paire d'une variété et d'une distri-
bution c'est-a-dire "M; < puis a chercher s'il y a des connexions "plus adaptées ou
intrinseques” que d'autres (dans un sens a dé nir) pour la paireM; . De plus, nous
pouvons aussi étudier I'applicationg ( H®° ou g est une métrique riemannienne com-
plete surM et ©9 est la connexion de Levi-Civita correspondante en décrivant par
exemple l'image de cette application. Notons que certaines de ces questions ont été
déja traitées dans [13] ou les auteurs considerent le cas des variétés de type contact
avec une distribution résultant d'une connexion adaptée.

Dans cette thése, nous commencons par dé nir précisément le groupe d'holonomie
horizontale associé a un triplet admissible donriévi; ©; . Notre premier résultat est
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CHAPITRE 1. GROUPE D'HOLONOMIE HORIZONTALE

le suivant : si  est une distribution complétement commandable de rang constant,
alors H® est un sous-groupe de Lie d6L"ne (ou O"ne si © est la connexion de Levi-
Civita d'une métrique riemannienne surM). Cela nous permet d'étudierH® par sa
structure di érentielle.

De plus, nous proposons aussi d'étudier le groupe d'’holonomiehorizontale dans le
cadre du roulement des variétés. En e et, rappelons que E. Cartan a dé ni les groupes
d'holonomie dans [6] (qui correspondent aux groupes d'holonomie a ne) par roulement
d'une variété sur son espace tangent en tout point. Cette procédure a été généralisée
dans [9, 14, 29] a une paire arbitraire de variétés riemanniennes de méme dimension
et elle est aussi appeléerSulement d'une variété riemannienne sur une autre sans
glissement ni pivotement Ce type de roulement a ensuite été prolongé dans [24] dans
le cas ou les deux variétés n'ont pas nécessairement la méme dimension. Voir aussi [3]
pour un apercu historique ainsi que des applications du roulement de variétés.

Dans notre cas, le cadre du roulement revient a dé nir une distributiodg lisse de
dimensionn, appeléela distribution de roulement sur l'espace d'étatQ dé ni comme

la bre sur le produit de "M; ©s et "R";®"e o0 ©" est la connexion Euclidienne sur"

et la bre typique sur “x;%* >M R" est identi ée a I'ensemble des endomorphismes de
TxM . Pour chaqueq>Q, soit Op, "¢, la Dg-orbite issue deq, c'est-a-dire I'ensemble
des points naux des courbes a.c. commencanteget tangent aDg. Alors, pour chaque
g>Qetx®M, la bre de Op, "ge surx®est conjuguée a un sous-groupe & #GL" ne
dont la partie de GL™ne est exactementH ©. En outre, puisqueOp, “ge est une variété
immergée danQ dont I'espace tangent a chaque®™>Op, g contient I'(évaluation en
g=de I) algébre de Lie générée par des champs de vecteur tangenisa(cf. [1, 18, 19]),

il est possible de déterminer les éléments de l'algebre de LieHi®€ comme les crochets
de Lie des champs de vecteur tangentsi@y.

Considérons maintenant une distribution complétement commandable. Nous dé nis-
sons unesous-distribution g de Dgr sur Q telle que, pour chaqueg>Q et x*>M, la
bre de O ,"ge sur x®est conjuguée a un sous-groupe " "# GL " ne dont la partie
de GL"ne est maintenant égale 8H©. Comme ce dernier est un groupe de Lie, nous
pouvons déterminer les éléments de son algebre de Lie en calculant les crochets de Lie
des champs de vecteurs tangents ar. Comme aussi mentionné ci-dessuSL"ne peut
étre remplacé parO™ne (SO ne respectivement) si© est la connexion de Levi-Civita
d'une métrique riemannienne suM (si de plusM est orientée).

Nous utilisons cette approche pour fournir notre deuxiéme résultat principal, c'est-a-
dire un exemple explicite pour l'inclusion stricte

clossH®e ~ clos’H®e:

Plus précisément, nous considérons le tripléM; ©; < ouM est le groupe de Carnot
homogeéne libre d'ordre2 de m C2 générateurs” X;¢gigm, © est la connexion de Levi-
Civita associée a la métrique riemannienne stt pour laquelle lesX;, 1Bi Bm et les
crochets de Lie X;;X; , 1Bi @ Bm forment une base orthonormée de l'algebre de
Lieetenn estla distribution dé nie par le Vect” X;, 1Bi Bme. Dans ce casM est
de dimensionm navecn m™m 1e~2. On montre alors queH® SO 'm ne et que
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1.2. NOTIONS PRELIMINAIRES

H® est un sous-groupe de Lie connexe et compact 8&'m ne de dimensionm n,
établissant ainsi l'inclusion stricte mentionnée ci-dessus dés queC3.

1.2 Notions préliminaires

Dans cette section, nous donnons les notions préliminaires nécessaires a l'introduction
du Probléme |

1.2.1 Liste des notations

Nous donnons ici quelques symboles utilisés ci-apres.

M variété lisse connexe de dimension nie,
E:M espace bre,
=) espace des sections lisses du bré vectortelsur M,
M espace tangent pour toutx >M,
C* "Me ensemble des fonctions lisses shr,
X"Me ensemble des sections lisses du bré tangehtvl,
© connexion a ne,
on connexion Euclidienne suR",
exp® application exponentielle d€ M; ©e,
R® tenseur de courbure associé@,
TO® tenseur de torsion associé @,
distribution,
O "Xp* -orbite en Xy,
Lie” ey évaluation de l'algebre de Lie engendrée par enx >M,
Lie” o algébre de Lie engendré par ,
TXM espace des sections dik; me- bré tensoriel de "M; ©s,
TPOeL” oT transport parallele deT par rapport a © le long de entre les temps0 et t,
M Xe ensemble de tous les lacets a.c. basés en paintM ,
Q espace d'état,
L ns™X; )Q-% relévement de développement sans pivotement &%; X+ enq>Q,
L r"X§ relevement de développement de roulement g+>Q,
Dns $ distribution de développement sans pivotement eq>Q,
Dr$ distribution de développement de roulement eq>Q,
g courbe de roulement le long de,
"BeQfe derivée verticale d&f en q dans la direction deB,
H® groupe d'’holonomie de la connectio®,
H® groupe d'holonomie -horizontale de®©,
H® groupe d'holonomie a ne de®©,
H©R groupe d’holonomie horizontale a ne de®©,
Gn groupe de Carnot homogeéne libre d'ordre 2,
Om algebre de Lie deG,,,

22



CHAPITRE 1. GROUPE D'HOLONOMIE HORIZONTALE

O'ne groupe orthogonal,

SO'ne groupe spécial orthogonal,

SE ne groupe spécial Euclidien,

GL TxM e groupe des endomorphismes linéaires et inversiblesgé ,
GL" ne groupe des matrices n réelles et inversibles,

A "Me groupe ane de M,

A “ne groupe a ne de l'espaceR",

[so”"M;ge groupe de Lie des isométries deM; g,

fy application tangente d'une applicationf .

1.2.2 Rappels de géométrie di érentielle

Nous présentons dans cette section des notions basiques de géométrie di érentielle.

Dans ce chapitre, les variétés considérées sont toujours supposeées lisses, connexes et
de dimensionn nie. Soient E;M;F des variétés di érentielles, un espace brég.y

E M est un morphisme lisse qui véri e que pour touk >M il existe un voisinageU
de x dansM et un di éomorphisme E;lM "Us U F tel quepry X em SY,..
ou pry; dénote la projection sur le premier facteur. On appellE§ E;lM “xe la bre
au-dessus du poink, F la bre typique de g, et sa trivialisation locale. La bre
typigque est unique a un di @omorphisme pres. De plus, une section lisse du bre.y
est un morphisme lisss M E qui satisfait gy Xs idy.

Si F est un espacdR-linéaire de dimension nie, on dit que g,y est un bré vectoriel.
D'autre part, si G est un groupe de Lie, alors E M est un bré principal du
groupe structural G sur M s'il existe une action libre deG sur E qui conserve les bres
de (cf. [20]).

Soit "E- l'espace des sections lisses du bré vectorielsur M . Une connexion linéaire
sur E est un morphisme "E- "E  TT™Me linéaire surR et qui véri e la régle de
Leibniz sur I'ensemble des fonctions liss€s "M «. On note par XM ¢ I'ensemble des
sections lisses du bré tangeni M.

Une connexion ane © sur M est une connexion linéaire suf M et qui est donnée
par le morphisme bilinéaire suR suivant,
X"Me X"Me X"'Me; “X;Ye( OxY:

Elle est linéaire surC® "M ¢ par rapport au premier facteur et véri ée la régle de Leibniz
sur C* "M« par rapport au deuxieme facteur. Ainsi, on dit qué M; ©+ est unevariété
ane . De plus, si l'application exponentielleexp? de~M; ©e est dé nie sur I'ensemble
de l'espace tangenfyM pour tout x >M, alors"M; ©« est géodésiquement compléte.
La connexion Euclidienne®" sur R" est une connexion a ne tel que

©Ei Ej O;

pour n'importe quelle paire de champs de vecteurs de la base canonigig;:::;En*
sur R".
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1.2. NOTIONS PRELIMINAIRES

Les dé nitions intrinséques du tenseur de courbur®® et du tenseur de torsionT®©
associés a la connexion a ned sont,

ROX;Y*Z ©xO&vZ ©vOxZ © xy Z
TOX;Ys OxY OyX XY ;

ou X, Y et Z sont des champs de vecteurs quelconques 8lit Si T X;Y ¢ est nulle
pour tout champs de vecteursX et Y sur M, alors on dit que la connexior© est sans
torsion ou symétrique.

Une variétéeM munie d'une métrique dé nie positiveg est appeléevariété riemannienne

et notée par”M;ge. De plus, dans cette thése, nous ne considérons que les variétés
complétes et orientées. On utilised/Y; pour noter g'v;vel2 pour tout v > TyM et
X>M.

Rappelons qu'une distribution lisse sur la variété M est un sous- bré lisse delf' M.
Pour tout x >M, nous dé nissons le drapeau de distributions i, j C1 associé a
dé ni par

s Set S1$ ) 1. s3; poursCi:

La distribution  surM est de rang constanin Bn i.e.dim”~ e m pourtout x >M.
La distribution  véri e la condition de rang constant de I'algébre de Lie (LARC) si,
pour tout x >M, il existe un entierr r"xe tel que 'S TyM. Le nombrer”xe
est appelé ordre de au point x (voir, [18] pour plus de détails). D'autre part, une
courbe | M a.c., dé nie sur un intervalle réell est une courbe -admissible (ou

-horizontale) si elle est tangente a la distribution presque partout (p.p.) surl,
c'est-a-dire si pour p.p.t >I,

te> S

Fixons xo >M, la  -orbite en xq, notée parO “Xge, i.e., I'ensemble des points naux
des courbes -admissible deM commencant parxg, c'est-a-dire,

O "Xp* 7 "1¢S 0;1 M; courbe a.c. -admissible "0 Xge:

Par le théoréme de l'orbite,O “Xq* est une sous-variété lisse immergée d& conte-
nant xo (voir, [18]). Ainsi, pour tout y >O “Xq*, lI'espace tangentTyO “Xq* contient,
Lie,” e, I'évaluation eny >M de l'algébre de LieLie” < engendré par .

De plus, si  ®est unesous-distributionde (i.e., © ), alors

O =Xg* O "Xge; pour tout xg>M:
Pour tout x >M, une distribution lisse est dite compléetement commandablsi,
O "xe M;

c'est-a-dire si deux points quelconques dd peuvent étre reliés par une courbe a.c.
-admissible. Rappelons que la condition LARC est une condition su sante pour la
commandabilité compléte de (voir, [18]) siM est une variété connexe.
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CHAPITRE 1. GROUPE D'HOLONOMIE HORIZONTALE

1.2.3 Groupe d'holonomie

On note parTXM I'espace des sections dik; me- bré tensoriel de"M; ©+.Si | M
est une courbe a.c. dan$! et dé nie sur un intervalle réell ? 0, alors le transport
paralléle"P©eL" T, d'un tenseurTo >TXS-.M par rapport a © le long de ent >I
est la solution unique du probleme de Cauchy donné par 'EDO

© . POel” oTpe 0; p.p. t>I;

et la condition initiale,
AP©‘8A ‘TO TO:

Soit "M; ®» une autre variété aneetf M M un morphisme lisse. Alors, on dit
quef est ane si, pour toute courbe 001 M ac.,ona

F4S 0. XPOel o« "POulf X o Xf(Seq.: (1.1)

On utilise la notation A "M« pour le groupe des transformations a nes et inversibles
de la variété M et on l'appelle groupe ane de M. En particulier, le groupe ane
de I'espaceR" muni de la connexion euclidienne est noté pak “ne. Rappelons que
A "ne est égal au produit semi-direcR"# GL"ne ou le produit de groupel est donné
par

“viLel "u;Ke  “Lu v;L XKe:

En outre, un morphisme lissé M M est une isométrie locale entre deux variétés
riemanniennes”M; ge et “M; @ si, pour tout x >M, f:§ TM Ti-x.M est un
morphisme isométrique. Si est de plus bijectif alors elle est une isométrie et on dit que
“M;ge et "M; @ sont isométriques. Ces variétés sont localement isométriques s'il existe
une variété riemannienn€ N; he et des isométries localef N M etG N M

qui sont aussi des revétements. Par ailleurs, on utilidso”M; ge pour noter le groupe
de Lie des isométries déM;ge.

Pour toute courbe 0;1 M a.c. etF >1s0"M;qge, on a (cf. [28], page 41, Eq.

(3.5))
FiS X'Pel™ o "POl"F X o« XF;S-..;ls;t> 0,1 : (1.2)

Dans les équations (1.1) et (1.2)f+ et F+ sont les applications tangentes dé et F
respectivement.

D'autre part, on dit qu'une courbe a;b M est unlacet basé en pointx >M
s'il vérie “ae " x. Et on note par \ "xe* I'ensemble de tous les lacets a.c.
0;1 M basés en poink >M .
Pour toutes courbes a.c. 0;1 M et 0;1 M sur M telles que "0 X,
"le "0 yet "1+ zoux;y;z>M, on dénitl'opération " " de telle sorte que
est une courbe a.c. dé nie comme suit

1
001 M; ~  te e . 21 (1.3)



1.2. NOTIONS PRELIMINAIRES

Les dé nitions du transport parallele et d'ensemble des lacets nous permettent de
dé nir le groupe d'holonomieH®S$ de M en x par rapport a la connection© comme
suit

HOS T P9l ¢S > 1 xee:
Pour tout x >M, H®§ est un sous-groupe d&L"T,M e, c'est-a-dire le groupe des
matricesn n inversibles. SiM est connexe, on peut joindre deux points quelconques
x ety deM par une courbe a.c. 0;1 M. Ainsi, on aura

POl cHOSPOY o HOS;

l.e., H®S et H®$ sont deux sous-groupes conjugués @."T,Me+. Si"M;ge est une
variété riemannienne et© est la connexion de Levi-Civita associée g@alors H®$ est
un sous-groupe de OI,M . De plus, supposons qubl est orientée, alordH ©$ est un
sous-groupe d&SO TyM .

1.2.4 Roulement de variétés di érentielles

Dans cette section, nous reprenons en majeure partie les notations des publications de
Chitour Y. et Kokkonen P. [9, 10, 11].

Ici, nous étudions un modéle de roulement d'une variété di érentielle sur un espace
Euclidien pour déterminer le groupe d'holonomie horizontale. Considérons le probleme
de roulement d'une surfacé sur une autre surfaceM dans I'espace EuclidierR3. Un
exemple trés connu est le probléme plan-boule, ot on roule une boule sur un plan
dansR3 (voir Figure 1.1).

Figure 1.1

Lorsque les deux surfaces sont en contact, i.e. elles ont un plan tangent commun au
point de contact on supposera que leurs vecteurs normaux extérieurs sont opposés en
ce point (voir Figures 1.2 et 1.3).

Si o;T M est une courbe lisse suM, la surfaceM est dite rouler sur M
le long de sans glisser ni pivoter si les conditions(SG) et (SP) (présentées ci-
dessous) sont veéri ées. Soient  O;T M, OT M les chemins tracés sur
M, M, respectivement, par le point de contact (voir Figure 1.4). A linstant > 0;T ,
I'orientation relative du plan tangent en~"te de M par rapport & (celui en “te de)
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CHAPITRE 1. GROUPE D'HOLONOMIE HORIZONTALE

M est mesurée par un angle“te dans le plan tangent commun aux points de contact

“te, Mte respectivement. L'espace d'étaf) du probleme de roulement est alors de
dimension cing, puisqu'un point dangQ est dé ni en xant un point sur M, un point
sur M et un angle, c'est-a-dire un point du cercle unit&?.

La condition (SG) roulement sans glissementexige, pour tout t > O;T , que la
vitesseN'te soit égale a la vitesse “te tournée d'un angle “te dans le plan tangent.
En revanche, la condition(SP) roulement sans pivotementexige que les axes de
rotation relatifs dans I'espace ambiantR3 des corpsM et M restent dans le plan
tangent commun, ce qui se traduit en une condition pour_te.

Une question fondamentale associée au probléeme de roulement est celle de sa comman-
dabilité, c'est-a-dire,

Existe-t-il, pour deux points donngs ¢ dansQ, une courbe dansM telle que la
procédure de roulement dé& surM le long de ameéne le systéme dg enc; ?

Si c'est le cas, pour n'importe quelle paire de pointg, g dans Q, le modele (ou le
systéme de contréle correspondant) est didomplétement commandahle

Nous allons donner dans cette section des notations et des résultats importants, qui
jouent un réle important dans leProbléme |

Soit M une variété lisse de dimension et © une connexion sutM . Dans ce qui Suit,
on pose”M; ®s “R;@n ot @" est la connexion Euclidienne d&R". On associe a
"M; ©s le tenseur de courbur®R® et a la variété produit”"M; ©» “R";®"e la connexion
ane ©, avec

Oy Y ¥ "Ox Y04 ¥,

ou X etY (X et ¥ respectivement) deux champs de vecteurs st (sur M respecti-
vement).

Dé nition 1.2.1.  L'espace d'étatde roulement de"M; ©« sur "R";©"e est
Q Q'M;R" "A T,M R"SA inversible x>Me:

Un point g appartient a Q est écrit comme suitq “X; R; Ae.
Par dé nition, o Q M R" estun espace bré avec sa bre typiqué&sL™ne.

Dans la dé nition suivante nous allons écrire géométriquement les conditions de roule-
ment sans pivotement ni glissement.

Dé nition 1.2.2.  Soit ":* une courbe a.c. suQ dé nie par

q a;b Q
t (7 Tte;Nte; Altee

Alors, on a
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,y

y

Figure 1.2

€

Figure 1.3

Figure 1.4
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(I) La courbeq « décrit un roulement deM contre M sans pivotement si

(SP) © forATte 0 pp.t>ab: (1.4)

(1) La courbeq « décrit un roulement deM sur M sans glissement si
(SG) A’te “te 2te p.p.t> ajb: (1.5)

(1) La courbeq  décrit un roulement deM contre M sans glissement ni pivo-
tement si(I) et (I) sont vériés.

(IV) Les courbegy * de Q qui décrivent un mouvement de roulement sans pivotement
ni glissement deM contre M sont exactement les courbes intégrales du systéme a ne
en la commande et sans dérive suivant

¢ “te u“te;
y Nte A'teute; pour p.p.t> a;b; (1.6)

o Oy te A teu'tes Ate 0;

ou le contréleu est une fonction mesurable dé nie sur un intervalle réel ni ~ R et
des valeurs dand M.

Dé nition 1.2.3.  Soit 01 M une courbe a.c. suM partant de X,. Le déve-
loppementde dansT,,M par rapport 4 © est la courbe a.c. 5" « 0,1 T, M
dé nie par

t
o7 STte S, "P%Y" o “seds; t>0;1:

Dé nition 1.2.4.  Soit "Xo;Re* >M  R", A>T} M a R" et 0;1 M une courbe
a.c. telle que "0+ Xo. Le développement de sur R" passant parA, par rapport a

©estlacourbeac. "« 0,1 M dénie par

© ~ - ~ ©, 1r O~ go” to- L1 .
Ao o o 20° Ag X xo fe; t>01:

De plus, le transport paralléle relatif 8Ag le long de par rapport a © est le morphisme
linéaire suivant

"POL eAg T.M  T&. ..M; pourtoutt> 0;1;
Ao
PO sAg PO D0 ee XAGX PO o
On dé nit maintenant le relévement de développement sans pivotement, la distribution

de développement sans pivotement, le reléevement de développement de roulement et
la distribution de développement de roulement.

Dé nition 1.2.5. Soitq “x;R;Ae >Q, "X; X+ >T,2."M M= et (resp.”) une
courbe a.c. surM (resp. sur M) commencant enx (resp. ®) avec vitesse initialeX
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1.2. NOTIONS PRELIMINAIRES

(resp. X). Le relevement de développement sans pivotemete “X; X est l'unique
vecteurL ys”X; X deTQ eng “x;®;Ae qui vérie
L ns™X; X§ E];P@}{A- XA X PO o
dt
La distribution de développement sans pivotememiys enq “X;R;Ae >Q est la
distribution lisse de dimension2n qui est égale a
DNS% L NSATAX;Q.M M‘%:
SiX AX, alors lerelévement de développement de roulemestt g >Q est le mor-
phisme injectif L g" X «§
- - d_. - - -
LR™X§ Lns"XAX g T POel"Ne XA X PO o
La distribution de développement de roulememz enqg “Xx;R;Ae >Q est la distribu-
tion lisse de dimensiom qui est égale a
DR% L RATXM '%:
On dit que la courbel ?t ( q'te = “te;"te; A"tee a.c. surQ est unecourbe de

développement de roulemerdi et seulement elle est tangente Br p.p. surl, c'est-a-
dire si et seulement si

dte L g™ _teeS. p.p. surl:

Proposition 1.2.1. Pour tout ¢y “Xo;R0;Ao* >Q et toute courbe 0;1 M a.c.
de position initiale Xq, il existe des courbes a.c. uniques telles que

Mo 27 Cte et Alte TP oA

véri ant
A'te te 2Tte et @_At,;A_At,, A"te 0; pourtoutt> O;T ;
pour un maximal T T~ e tel que 0 @T B1:
On appellet ( o, ;00 =~ “te;"te; A"tee la courbe de roulement le long avec la

position initiale .
De plus, si"M; ©+ est compléte, on peut prendre au desslis 1 pour toute courbe .

Soit ¢ Q M R"un espace bré etq>Q. On note parVg q* I'ensemble des
champs de vecteur8 >TQQ tels que”™ q+; B+ 0. La collection des espacedg™ q°,
g > Q dé nit une sous-variété lisseV~ q* de TQ, appeléedistribution verticale. On
denit - . TQ9~ o- QUi est un sous- bré vectoriel de rq TQ Q.

Nous allons écrire un élément d¥ 3" g* enq “X;%;A* >Q comme "Be{ ou B >
TIM aR" vérie B >A "glI"TyMee. Le but est de prendre la dérivée par rapport a
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CHAPITRE 1. GROUPE D'HOLONOMIE HORIZONTALE

"B+§ de toute application f dé nie sur (un ouvert de) Q avec les valeurs dans la
variété de”"m; ke-tenseurs deQ, c'est-a-dire,

d
"Beg'fe —%f°q tBe;
Al o
gue nous appelonslérivée verticalede f enq dans la directionB.

On va présenter maintenant les di érents types des crochets de Lie sQr

Proposition 1.2.2. Soit O ° T*M a R" une sous variété immergée. Prenong

"Z;2¢,S °S;Se>C" " o T:marn® tels que, pourtoulg “x; %;Ae >0, L ns Z gpeS,
L NSA§“q--S1 >TO etU, V>C* " o; t#mare®, tels que pour toutq "x;%;Ae >0,
"UTgeeS, TV >T,O. Alors, on a

L ns"Z"A§S e ©z.,."S Aee;

Lns™Z e;Lns"S oS Lns'Lns"Z ASS e L s S ARSZ" o

L ns TO Z;See§  "ARO7Z;See§;
LR™Z*;LRr"S*S LR™Z;S*§ Lns ATOZ;Se§ "ARCZ7qe; S"geeS;;
Lns Z eo; “U oo S Lns” AUAA”SEA S L NS“ZAA..S]UA Sy

“U” oo "\ ee S:I ~ AUAA“SJV AVAAQQS‘UQ%:

1.3 Principaux résultats Le groupe d'holonomie ho-
rizontale

Le but de cette section est de décrire les principaux résultats de [31]. Soit le triplet
"M;©; e, 0uM estune variété lisse© est une connexion ane surM et est une
distribution lisse complétement commandable suvl . Nous commencons cette section
par la dé nition suivante.

Dé nition 1.3.1. L'ensemble des lacets a.c. -admissibles basés en>M est dé ni
par

Xe 7S ab Magc; "a» b xet Tte> T, p.pe:
D'apres la dé nition au dessus, le résultat suivant est immédiat.

Proposition 1.3.1. Pour chaquex >M, I'ensemble “xe est non-vide et stable par
la loi " " donnée dang(1.3).

31



1.3. PRINCIPAUX RESULTATS LE GROUPE D'HOLONOMIE HORIZONTALE

Nous dé nissons maintenant le groupe d'holonomie associé a la distributioncomme
suit.

Dé nition 1.3.2.  Pour tout x >M, le groupe d'holonomie associé a en un point X
est dé ni par

HOS TPl ¢S >  “xee:

Proposition 1.3.2. Pour tous pointsx;y >M, H®$ est un sous-groupe del®$ et
aussiH®$ et H®S sont conjugués.

Dé nition 1.3.3.  La classe de conjugaison dé¢®$, pour tout x >M , dé nit un sous-
groupeH® deH® > GL"ne et on l'appelle le groupe d'holonomie horizontale associé a
et a la connexion a ne ©.

La question suivante semble naturelle la fermeture deH® est-elle égale #©? En
e et, est-ce que le caractere complétement commandable de la distribution implique une
réponse positive a la question ?

La réponse est non. La preuve sera donnée dans un exemple en sous-section 1.3.3 : on
y traite du roulement du groupe de Carnot homogéne d'ordr2 sur I'espace Euclidien

R". Pour cela, on considére le développement de roulement td; ©« sur l'espace
Euclidien "R";©"e et on utilise les résultats de la Section 4 de [11].

1.3.1 Groupe d'holonomie a ne de M

Soit M une variété lisse de dimension et © une connexion suMM . Dans la suite de
cette section, on poséM; ®« “Rn:@" o0 ®" est la connexion Euclidienne d&".

Proposition 1.3.3. L'espace bré oy Q M estunA “ne-bré principal avec
I'action a gauche A "ne Q Q donnée par

T Cegr "X, CR O C XAl pourqg X R;Ae >Q:

N

L'action conserve la distributionDg, c'est-a-dire que pour toutq>Q et B >A "ne,
on a

" Bg*tDrG§ DrS;q; 00 s Q Q;q( "B;ge:
De plus, il existe un sous-groupe uniquds de A “ne appelé groupe d'holonomie a ne
de"M; ©e et qui vérie

‘Hg@ “gee Op or 9 gy X

Sig® “x;R2A%® >Q appartient a la bre de o\ au-dessus de, alors Hg et H;@msont
conjugués danA “ne et les classes de conjugaison ¢ sont de la formeH q©oe Cette
classe de conjugaison est notée pHI©.
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CHAPITRE 1. GROUPE D'HOLONOMIE HORIZONTALE

1.3.2 Groupe d'holonomie a ne de

Considérons maintenant une distribution lisse et completement commandable sur
"M; ©s. Nous allons dé nir la sous-distribution deDr par restriction a au lieu de
considérer tout I'espace tangente dM .

Dé nition 1.3.4. La distribution de roulement g de est la sous-distribution lisse
de Dr dé nie en "x; R; A* >Q par

RSc2a. LR $°Scga.: (1.7)

Puisque est completement commandable, on a le résultat suivant.

Corollaire 1.3.5. Pour tout ¢ "Xo;%R0;Ae* >Q et toute courbe 01 M a.c.
et -admissible qui commence eRy, il existe une unique courbe a.c. g-admissible
d. ;0 0T Q,avecO@r B1.

Corollaire 1.3.6. L'action mentionée dans la proposition 1.3.3 conserve la distribu-
tion . De plus, pour toutq>Q, il existe un unique sous-groupdei©R$| de HS qu'on
I'appelle le groupe d'holonomie a ne sur g et qui vérie

AH©R$' “gee O 09 Q;lMAX';

ou O " est l'orbite associée a la distribution g en o.

Proposition 1.3.4. Pour tout @y “Xo;Ro;Ag® >Q, la restriction de ou Q M
sur l'orbite O ,"¢pe est une submersion suM .

Corollaire 1.3.7.  Pour tout x >M, la bre o}, "x*90 _."¢p* de O "y au-dessus
de x est vide ou bien une sous-variété plongée et fermée dahs, e de dimension
dimO " dimM.

Le résultat principal de cette sous-section est le suivant.

Proposition 1.3.5. Le groupe d'’holonomie horizontaléd® est un sous-groupe de Lie
de GL"ne et le groupe d'holonomie horizontale a neH©R est un sous-groupe de Lie
de A “ne.

1.3.3 Exemple : Holonomie du groupe de Carnot homogéene
libre d'ordre 2

Dans cet exemple, la variété a ne"M; ©s que nous considérons est le groupe de Carnot
homogene libre d'ordre 2, noté paG,,, de m C2 générateurs, muni d'une métrique
riemannienne et sa connexion de Levi-Civita. Pour la décrire, nous allons utiliser les
dé nitions de base jacobienne, groupe homogéne et groupe de Carnot de [5, Chap 1 &
Chap 2].

33



1.3. PRINCIPAUX RESULTATS LE GROUPE D'HOLONOMIE HORIZONTALE

Pour un entierm C2, on xe l'ensemble

I T h;keSIBk @hBme de cardinaln m™m 1e~2:
Soit S’™k* unem m-matrice réelle antisymétrique dont les coe cients sont 1 dans
la position “h;ke; 1 dans la position”k; he et 0 ailleurs.

DansR™ ", ou un point arbitraire est écrit "v; « avecv>R™, et >R", on dé nit la
loi de groupe” t" par

vi v® i L1:::;m
“\/' e ~yR G 1 i ’ ’
Vi e TV & hk B 3 VaVE VikV®; “hike >I
Alors, il est facile de véri er que le groupeG,, "R™ ";te est un groupe de Lie, plus
précisément, un groupe de Carnot homogene libre d'ord2ede m générateurs. En e et,
un calcul simple montre que la dilatation donnée par
Rm n Rm n
AV’ . ( AV, 2 ° 1
est un automorphisme deG,, pour tout AQO. D'autre part, la base (jacobienne) de
l'algébre de Lieg, de G, est donnée paiXy, hk OU

@ 1 < e . @
Xn — 5 SpM,SYy e .
@y ZlBj%Bm et T @y
¢ oy 3PiaemVigs sih 1;
i oy zPheemVig. :PweVige  Sil@h@m
o ow zPwenVige sih m;
@ -
hik : h; ke >1 :
@nk
Les crochets de Lie su6, “R™ ";te sont donnés par
Xh; X S — "
ok 1Bj%Bm ik @i;j @ hk ik
Xny i 0
hiks i 0

et ainsi

rank Lie™ X 1;::0: X mee dim‘VectT“gl;:::;@—@M;‘ hik ® h:kesl 2°

On peut donc conclure queG,, est un groupe de Carnot homogéne libre d'ordrg

m n dimgpy:
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CHAPITRE 1. GROUPE D'HOLONOMIE HORIZONTALE

1.3.3.1 Groupe d'Holonomie Riemannienne de “Gm; g

On considére une variété analytiquéG,,; g avec une métriqueg, par rapport a la base
donnée au dessus, donnée par

gXi; Xje i Sii;j >71;::;me;
g Xi; ke 0 sii>"1::;me et “hike > ; (1.8)
9 nhky i hi ks si "ijje;"hike >1:

Dans la suite du present chapitre, on trouve utile d'introduire la notation suivante de
champs de vecteurs au lieu depy, pour h;k >71;:::;me, an de faciliter les calculs

2 si h Ak;
hk 4 k;h si h @k;
a O sih k:

Par la dé nition ci-dessus, le crochet de LieXy; Xy est égal a .«; pour tout h;k >
“1;::;;me. De plus, soit©9 la connexion de Levi-Civita associée a la métrique Rieman-
nienne dans (1.8).

On note par©§ Y la dérivé covariante d'un champ de vecteu¥ dans la direction d'un
autre champ de vecteurX sur G,,. Elle est égale a

m
©§]<Y Q hAX;Y'Xh Q *h;k.AX;Y‘ hik -
h 1 1Bk @Bm

En utilisant la formule de Koszul suivante
20705 Y;Ze g XY ;Ze g X;Z ;Ye g Y;Z;Xs;

on obtient le résultat suivant.

sur "Gp; g°,

1
©§(th é hik s ©gh;k s;t 0;
1. 1.
©3, ik > kXn Xk CLP > KX Xge:

Le résultat principal de ce paragraphe est le théoreme suivant.

Théoreme 1.3.8. Soit "G,;©% un groupe de Carnot homogéne libre d'ordr@ de
dimensionm n muni de la connexion de Levi-Civita®? donné au lemme 1.3.7. Alors,
le groupe d'holonomieH ©° est égal aSSO'm  ne.
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1.3.3.2 Groupe d'Holonomie Horizontale de "Gm; Qe

On dé nit la distribution Vect' Xq;:i:;Xme surGy, et @@ "Xo;Ro; Ag* >Q. On
note qu'elle est de rang constanin. On va tout d'abord calculer une base de I'espace
tangent T;O _"q* pour tout >0 " et ensuite etudier le groupe d'holonomilel@’R
de roulement de"G,,;ge contre "R™ "; s, ,*, OU Sy, , est la métrique Euclidienne sur
R™ n (voir tout les détails en Section 3.4.3).

Le résultat principal de cette section est le suivant.
Proposition 1.3.8. Si G est un groupe de Carnot homogene d'ord@ muni de la
connexion de Levi-Civita©9 associée a une métrique riemannienng on a que

(a) le groupe d'holonomie horizontale a neH©R est un sous-groupe de Lie connexe
de SE'm ne de dimension2'n me,

(b) le groupe d'holonomie horizontaléd © est un sous-groupe de Lie connexe compact
de SO'm ne de dimensionm n,

En particulier, les inclusions
clos’H® «" clos'H® et clos’H " clos’H®e

sont strictes si et seulement sn C3.

Perspectives
1. Etablir des résultats de type Ambrose-Singer pour décrire l'algébre de Lie des

groupes d'holonomie.
2. Determiner les obstructions possibles pour les groupes d’holonomie horizontale.
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Chapitre

Solveur d'Esquisse

e probleme du solveur d'esquisse est celui de la construction naturelle de géomé-
tries sous contraintes, c'est un probleme de nature géométrique qui est au coeur

de laConception etFabrication A ssistées paOrdinateur (CFAO ). En suivant la dé-
marche introduite dans le logiciel TopSolid de Missler Software et décrite dans [35],
la modélisation de ce probléme requiert l'introduction d'un espace particulier, I'espace
des sphéres de Lie, alors que sa résolution nécessite I'étude de la dynamique de l'algo-
rithme de Newton sur des groupes de Lie, positionnant ainsi ce probleme dans le cadre
du contréle géométrique. Dans ce manuscrit, nous nous concentrons essentiellement sur
les aspects modélisation de ce probleme, en donnant une analyse complete des groupes
susceptibles d'étre utilisés et les dynamiques de Newton associées.

Ce travail a été réalisé avec Y. Chitour, F. Jean et M. Sigalotti, dans le cadre d'une col-
laboration avec Missler Software initiée par 'AMIES (Agence pour les mathématiques
en interaction avec l'entreprise et la société).

Contents

2.1 CFAO et Modélisation par Contraintes . . ... . ... ... 37

2.2 Probleme du Solveur d'Esquisse (PSE) ... ......... 41
221 Dénitions . .. .. . ... 41
2.2.2 Espace des SphéresdelLie ..................... 42
2.2.3 Méthode de Résolution d'Esquisse . . ... ........... 43
224 Groupe Circulaire . . . .. ... ... .. . . . 45
2.2.5 Classes de transformations dansleplan . . ... ........ 46

Conclusion et Perspectives . . . . ... ... ... ... ........ 49

2.1 CFAO et Modélisation par Contraintes

La CFAO est un terme large qui concerne l'utilisation de la technologie des ordinateurs
pour aider a la conception, I'analyse et la fabrication de produits. Dans la vie courante,
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2.1. CFAO ET MODELISATION PAR CONTRAINTES

la plupart des piéces sont concus eBFAO , par exemple,voiture, avion, moteur,
mais aussisavon, emballage de savon, machine a emballer les savonda CFAO se
subdivise en deux domaines,

la CAO C onceptionA ssistée parOrdinateur,
la FAO F abrication A ssistée parOrdinateur.

La CAO comprend I'ensemble des programmes et des techniques de modélisation géo-
métrique permettant de concevoir, dessiner et tester virtuellement les produits avant
de les fabriquer. Il est ensuite facile de transmettre les informations aFAO .

< CFAO: Conception et Fabrication Assisee par Ordinateur)

T

C CAO D C FAO D

Informatique

A

Mecanique

A

Matlrematiques

La CAO est donc au croisement de trois sciences : l'informatique, la mécanique et les
mathématiques. La modélisation géométrique joue un réle important dans ce processus
de conception des produits industriels, nous y reviendrons.

Il'y a deux types de modélisation qui coexistent eBAO , donnant lieu a des représen-
tations mathématiques di érentes au sein des logiciels. Ces deux types correspondent
aux deux objectifs di érents d'un concepteur : soit faire du beau, du uide (design :
carrosserie de voiture, fuselage,. . .) parce que cela se voit ou doit avancer dans un milieu
uide, soit faire de la fonction : lien, mouvement (mur, poutre, boite de vitesse, train
d'atterrissage,...) parce que cela doit étre résistant et marcher.

(1) Design : Il s'agit de modéliser géométriquement une forme, délimitée par des
surfaces supportées par une structure topologique en | de fer. Parce que le beau fait
vendre ou pour des raisons d'aérodynamisme, les surfaces doivent étre harmonieuses,
bien contrélées en courbure, et se raccorder impeccablemeBxemple: carrosserie de
voiture, fuselage, ...(voir Figure 2.1).

Dans ce type de modélisation vont dominer les représentations de Bézier, ou leur géné-
ralisation aux Nurbs (Non Uniform Rational Bernstein Splines). Parce qu'il permettait

de résoudre des problémes inabordables avant I'ordinateur modélisation géométrique
de formes polynomiales quelconques ce domaine a concentré |'essentiel de la recherche
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TopSolid

Design

Figure 2.1
URL : http://www.directindustry.fr/

en CAO, depuis les années 70 jusqu'aux années 2000. Le sujet a décliné depuis car consi-
déré comme résolu, mais il y a encore des avancées notables (TSplines) et la recherche
y est toujours active.

(2) Fonctions :  Tout mouvement qui doit se perpétuer dans l'espace, animé par

un moteur, est forcément issu d'un sous-groupe du groupe des déplacements eucli-
diens : translation, rotation, ... Cela contraint les formes ditesonctionnelles devant

étre en contact les unes avec les autres, qui se retrouvent devoir étre des plans, des
cylindres, des spheres et des hélicoides. Les piéces fonctionnelles ne se voyant pas, elles
doivent étre simples, pour se fabriquer a moindre codt, c'est-a-dire, schématiquement,
par les mouvements de translation d'une fraise ou les mouvements de rotation d'un
tour. Exemple :mur, poutre, boite de vitesse, train d'atterrissage, moto-réducteur, ...
(voir Figure 2.2).

Sur ce type de piéces assurant des liaisons et des mouvements, il n‘est pas étonnant
que la ligne et le cercle dominent dans le plan, de méme que le plan et la sphére dans
'espace, comme éléments géométriques de base.

C'est pour la conception de ce deuxieme type de pieces qu'apparait le probleme qui
nous intéresse dans cette these, la résolution d'esquisse. Il se pose de la facon suivante.
Un utilisateur fournit explicitement I'emplacement des objets géométriques (en 2D les
points, les droites et les cercles, en 3D les points, les plans et les spheres). Il spécie
aussi les di érentes relations que doivent véri er les di érentes parties de l'objet, on les
appelle contraintes géomeétriquegrestreignant les positions possibles pour les objets).

A titre d'exemple, distance entre points, distance entre points et droites, angles entre
droites, parallélisme entre droites, incidence entre points et droites, entre points et
cercles, tangence entre cercles, tangence entre droites et cercles, ...

La question qui se pose est :
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Figure 2.2
URL : http://www.topsolid.com/

Comment de facon pratique placer les objets de fagon a satisfaire toutes les contraintes ?

On montre par exemple dans la gure 2.3 une capture d'écran du module de résolu-
tion d'esquisse du logiciel TopSolid : au fur et a mesure que l'utilisateur dessine les
contraintes se résolvent, le logiciel indiquant les degrés de libettéestants, et égale-
ment si certaines contraintes sont liées entre elles, et donc potentiellement redondantes.
Dans le cas de degrés de liberté restants, le logiciel peut bouger la géométrie suivant
les mouvements laissés possibles par le systeme de contrainte (géométrie en couleur
magenta). Lorsqu'une géomeétrie n'a plus de degré de liberté, l'utilisateur est averti
(géométrie bleue).

Pour traiter le probleme de la résolution d'une esquisse, on a besoin de trouver un
bon espace pour faire les calculs. Il est intéressant de pouvoir considérer les points,
droites et cercles comme des objets de méme nature, une droite ou un plan étant
considérés comme des sphéres de rayon in ni, un point comme une sphére de rayon
nul. Si I'on considére I'espace des formes quadratiques sur un espace vectoriel classique,
et qu'on n'utilise que le sous-espace vectoriel de celles qui représentent des spheres, en
le munissant de la forme quadratique qui donne, a normalisation pres, le rayon de la
sphére, on obtient le bon espace. Cet espace esspace des spheres de Lé il nous
permet de traiter de méme fagon points, lignes et cercles, ou, en dimension quelconque,
points, hyperplans et spheres. Nous nous référons aux livres de Marcel Berger [32] et
de Thomas Cecil [33], ces ouvrages étant les rares a traiter ce sujet.

L'utilisation de cet espace en CFAO a été introduite par I'entreprise Missler Software

dans son logiciel TopSolid. Ce logiciel fonctionne remargquablement bien mais beaucoup
reste a faire sur la compréhension du probleme. Notre but est d'arriver a une modélisa-
tion mathématique bien fondée et systématique du probléme du solveur d'esquisse.

1. Dans l'espace, un point et un plan ont chacur degrés de liberté alors qu'une droite en possede
4. Une contrainte de distance supprimel degré de liberté, une contrainte de type "étre le milieu de
de deux points" supprime les 3 degrés de liberté d'un point.
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Figure 2.3

s'agira ensuite de comprendre la convergence de l'algorithme, d'en améliorer les résul-
tats et d'en étendre les fonctionnalités. Pour la modélisation, une des idées directrices
de l'algorithme est de remplacer tout d'abord les points de l'espace des sphéres par
des déplacements (éléments du groupe) et puis d'utiliser une méthode de Newton sur
les groupes de Lie ainsi obtenus. Nous nous sommes donc concentrés sur une étude
systématique des types de groupes de déplacements possibles.

2.2 Probleme du Solveur d'Esquisse (PSE)

2.2.1 Dé nitions

Dé nissons d'abord précisément le probleme. On appellgéométrie deR? un sous-
ensemble déR? qui est soit un point, soit un cercle, soit une droite. Plus généralement,
une géométrie deR" sera un point, une sphere ou un hyperplan a ne.

Une esquisseest un ensemble de géométries. Deux esquisses sont de méme nature
si elles comportent le méme nombre de géométries et le méme nombre de points (le
nombre de spheres et d’hyperplans peuvent donc étre di érents mais leur nombre total
est constant, un hyperplan étant considéré comme une sphére de courbure nulle et donc
de méme nature).

Le Probleme du solveur d'esquisse (PSE) s'énonce comme suétant donnée une
esquisse initiale et des contraintes, trouver une esquisse de méme nature satisfaisant
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les contraintes.

2.2.2 Espace des Spheéres de Lie

Rappelons que I'équation d'une sphére de cenpele rayonr COdansR" est& pS r?;
ou encoreX38 2p'x P3 r?2 O c'est-a-dire une forme quadratique a ne dont la
partie homogéne es&3. En fait toute forme quadratique a ne de la forme

qxs k&S a'x h; (2.1)

est une équation de sphere pourvu que les coe cients rédisk et le vecteura de R"
satisfassentda® 4kh COetk x O, il sut en e et de poser

p  a~2keetr? "RS 4khe-4k?:

De plus quandk 0 et ax 0, la forme quadratique (2.1) donne I'équation d'un hyper-
plan a ne.

On peut donc identi er points, sphéres et hyperplans avec un certain sous-ensemble
des formes quadratiques a nes. Précisons cette identi cation.

D'abord I'ensemble des formes quadratiques a nes de la forme (2.1) est un espace
vectoriel de dimensionn 2. Le discriminant “ge de la forme quadratiqueg, qui est
égal a
"o B8 4kh;
joue un rdle important ici, donc nous allons représenter une forme quadratique a ne
g par le vecteur “a;h k;h ke >R" 2 de facon a diagonaliser, c'est-a-dire que
T e “ge s'écrit

~ o 2 2 2 .
1 n 1l n 2
Le discriminant est donc lamétrique (ou norme) de LorentzUn point T 1 2
de R" 2 représente la forme quadratique a ne
. 1. 1.
q Xe é n 1 n2'S(g Tx é n 1 n 2°%;

le point clé étant que les équations des spheres (y compris les points) et des hyperplans
sont associées a des élémentsle norme ~ « CO.

Remarquons ensuite que deux équations proportionnelles dé nissent le méme objet
géométrique donc le bon espace pour travailler n'est p&§ 2 mais I'espace projectif

P 1 (I'ensemble des classes d'équivalences pour la relation d'équivalenceRug ~0e

dé nie par : si pour un réel x0).

Finalement, nous dé nissons'éspace des sphéreS comme suit, c'est-a-dire,
S ° >P"1S" «CO0:

Dans le langage de la physiqu& correspond aux classes d'équivalence de vecteurs de
type espace (de norme de Lorentz positive) et de type lumiére (de norme de Lorentz
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nulle).

D'aprés notre discussion ci-dessus, a tout objet (point, sphére ou hyperplan) Bé

est associé un unique élément de S qui dé nit I'équation q de l'objet. Ainsi, nous
obtenons une application injective entre R" 8 Sphere$8 Hyperplanset I'espace des
sphéressS :

en notant p un point de R", l'application sur I'ensemble des points est égale a
Rn S

S, V2 | oo,
p ( Spi 5L,

en notant S"p;re la sphére de centrg et de rayonr, l'application  sur I'ensemble
Spheresest égale a

Spheres S

Spire (- Spyyier .

en notant H"N;he I'hyperplan d'équation cartésienneN™x h 0, I'application
sur Hyperplansest égale a

Hyperplans S
H™N;he ( "N;h; he :

Inversement tout élément de I'espace des sphéres dé nit I'équation d'un des trois objets
géométriques ci-dessus, a l'exception de0;:::;0;1; 1e qui correspond aux formes
quadratiques constantes. On va donc ajouter " un point a I'in ni et on note Points
'espace ainsi obtenu, c'est-a-dir€oints R" 872 « (muni de la topologie adéquate,
Pointsest le compacti € d'Alexandrov deR"). En posant

Tae 7001 1e
on transforme ainsi en une bijection,
Points8 Sphere8 Hyperplans S:

L'image “Pointe estl'ensemblé 0 des éléments d& de norme nulle et “Sphere8
Hyperplans est I'ensemble” AQs des éléments de norme positive.

2.2.3 Méthode de Résolution d'Esquisse

Soit f une esquisse & objets ©~ 1 ;:::; n e >SN, Se donner un nombrep de
contraintes scalaires sur une telle esquisse c'est se donner une fonddonSN  RP,
l'esquisse satisfaisant la contrainte sk~ ; ;:::; n* 0. Le probléme du solveur

d'esquisse se formule donc ainsi :

méme nature telle qué™ 1 ;:::; ne* O
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Remarque 2.2.1. Notons par la métrique de Lorentz. Par esquisses aeéme nature

nous entendons le fait que” ;« et = F+ soit de méme signe pour chague c'est-

a-dire que ; représente un élément ddoints si et seulement si c'est le cas pour
i

La méthode standard pour résoudre une équatioR 0 est la méthode de Newton,

rappelons-en le principe.

La méthode de Newton classique SoitF E RP une application dé nie sur un
espace vectoriel euclidieix .

Partant d'une approximation x° d'un zéro deF, on fait un développement limité de la
fonction F au premier ordre enx?,

F°xe F"x% DF"x% x x%%;
et on choisit un point x! qui annule le membre de droite, c'est-a-dire
xt X% DF"x%F"x%; (2.2)

ol DF “x0- est l'inverse de Moore Penrose de l'applicatiorDF “x%. L'algorithme
consiste ensuite a itérer la construction a partir de*.

Observons cependant que nous travaillons ici sur I'ensemit8e qui n'est pas un sous-
espace vectoriel (c'est une variété a bord). Il est donc nécessaire d'utiliser une méthode
de Newton sur des variétés. De telles méthodes existent (voir [40]) mais nécessitent une
structure supplémentaire pour généraliser (2.2) et posent de gros problémes de mise en
oeuvre. Il y a cependant un cas ou elles fonctionnent bien, c'est le cas ou la variété est
un groupe de Lie (les groupes de Lie possedent une structure supplémentaire naturelle
qui permet de dé nir les déplacements in nitésimaux).

La méthode de Newton sur un groupe de Lie Supposons que l'applicatiorF
est dé nie sur un groupe de LieH, H exp he, et reprenons lI'argument de la méthode
de Newton classique.

Partant d'une approximation h® d'un zéro deF, tout point de H s'écrit sous la forme
hO%expas, a étant un élément de l'algébre de Liéh. Le développement limité de la
fonction F au premier ordre s'écrit

F h%exp'ase F~h% DF"h% h%e o a:

En annulant dans le membre de droite les termes jusqu'au premier ordre, on obtient la
formule suivante pour l'itération :

h! hPexp%h® ¥ DF “hO-F hles 7:

L'algorithme de Newton sur les groupes de Lie a les mémes propriétés de convergence
gue ceux dé nis sur des espaces vectoriels.
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Revenons au probleme du solveur d'esquisse (PSE). L'idée sera de chercher la nouvelle
esquisse comme une modi cation de l'ancienne. On va donc chercher chaquesous
laformeg [, oug estune transformation d'un certain type ; il faudra alors résoudre

un probléme de la forme

G Flar fiiiniogw 50 O

des transformations possiblesy;:::; gy * forme un groupe de Lidd telqueH exp he,
on peut donc utiliser la méthode de Newton sur les groupes de Lie que nous venons de
présenter pour résoudre ce probleme.

La question qui se pose maintenant est

Quelle classe de transformations choisir?

2.2.4 Groupe Circulaire

Nous devons d'abord trouver une classe de transformations 8edans Iui-méme qui
préserve la nature des géométries, c'est-a-dire qui envoie le sous-ensefnble Qe

sur lui-méme et”™ AOQe sur lui-méme. Pour conserver la structure projective de notre
espace, nous cherchons ces applications comme des transformations projectives de
Rappelons que toute transformation projectiveg de P" 1 vérie ¢ A pour
une application linéaireA >GL"n 2e, c'est-a-direg A . Or il sut qu'une telle
transformation laisse I'ensemblé Qe invariant pour qu'elle laisse ausst invariant.
Ainsi la classe d'applications que nous allons considérer est celle des transformations
projectives deP" 1 qui préservent la condition ~ ¢ 0. Ces transformations forment

un groupe G appelégroupe circulaire (voir [32, Chap 20]).

Une propriété importante deG est que chacun de ses éléments préserve non seulement la
relation ~ ¢ 0 mais aussile produit scalaire de Lorentz; e 0. Ainsi l'orthogonalité
et les angles sont conservés. Il s'avére en fait que
isomorphe _ .
G O'n 1,1~ |o;
ouO"n 1;1- estl'ensemble des éléments @& "n 2+ qui préservent le produit scalaire
de Lorentz, et qui s'appelle legroupe de LorentzNous pouvons nous référer a la vaste

littérature sur le groupe de Lorentz pour décrire notre group&. Nous rappelons les
propriétés principales deD"n 1;1+ dans la section 6.2.

Grace aux Proposition 6.2.1, Lemme 6.2.2 et Lemme 6.3.2, en ne gardant d@ngue
les transformations projectives associées a une transformation linéaireSfe "n 1; 1e,
on obtient un groupe

isomorphe N
SO"'n 1;1.;
qui agit transitivement sur™ 0 d'une part, et sur™ AQe d'autre part.
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Observons que la propriété de transitivité (Lemme 6.3.2) est importante pour le pro-
bleme de l'esquisse, puisqu'elle garantit que chacun des deux ensembles s'écrit comme
G *,00 * estun élément quelconque de I'ensemble considéré ; ainsi, avec les no-
tations utilisées plus haut, résoudrd=" ; ;:::; Ny OetrésoudreG g;;:::;gve O

sont deux problemes équivalents.

De plus, le fait queG soit isomorphe aSO “n 1;1s implique que c'est un groupe de
Lie, d'algébre de Lieg isomorphe aso'n 1;1e, qui vérie

G expage:

Cependant dans notre probleme PSE il n'est pas nécessaire, ni souhaitable, d'utiliser
tout le groupe G . En e et ce dernier est de dimensionn 1¢°n 2¢~2 alors que
I'ensemble™ A O est de dimensiomn 1 et I'ensemble™ O est de dimensionn.
Travailler avec G conduirait donc a augmenter de facon importante la dimension de
I'espace (6 au lieu de 3 par exemple quand 2), et donc le temps de calcul et la
complexité des algorithmes. De plus, on ne serait pas capable de déterminer a partir
de G le nombre de degrés de liberté restant sur une esquisse : il peut en e et exister
des déplacements respectant les contraintes mais laissant I'esquisse invariante.

En théorie nous pourrions, en partant d'un €lément >S, nous restreindre a I'espace
quotient
G ~so”  e;

oulso”™ e« estl'ensemble des transformations dé qui laissent invariant, appelé
sous-groupe d'isotropieCet espace quotient a la bonne dimension mais n'est en général
pas un groupe, ce qui rend l'utilisation de méthodes numériques telle que la méthode
de Newton délicate.

Un des problemes cruciaux de la modélisation du PSE est donc de déterminer les sous-
ensembles d&> qui permettent l'utilisation d'une méthode de Newton et qui ont de
bonnes propriétés de transitivité tout en étant le plus petit possible. C'est cette étape
de modélisation que nous allons étudier dans la suite. Nous verrons qu'en pratique
nous préférerons travailler sur des sous-ensembles@ede dimension éventuellement
supérieure a celle d&s 4so™ « ou dont l'action n'est pas globalement transitive,
mais qui sont des sous-groupes @& .

2.2.5 Classes de transformations dans le plan

On se place a partir de maintenant dans le cas plan, c'est-a-dire pour 2. Dans le
PSE nous avons besoin de transformer une géométrie en une autre de méme nature.
d'aprés la dé nition introduite section 2.2.1, cela signi e que nous considérons des
transformations soit sur I'ensemble des point®, soit sur I'ensemble des cercles et
droites. Il est intéressant également de chercher, pour toatCO0, les transformations sur

¢ 'ensemble des cercles a courbure constamteEn associant a un cercle de courbure
c A0 son centre, on peut identi er toute sous-variété ., c A0Q, avecP, donc le seul
ensemble non-trivial parmi les . est o, 'ensemble des droites a nes.
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Les sous-variétés précédentes sont des sous-variétéBdgue nous allons identi er avec
des sous-variétés d&®* (la normalisation qui permet cette identi cation est décrite

au chapitre 4). Par conséquent nous allons chercher les transformations comme des
éléments du groupe de Lorent80 "3; 1 et non deG .

Etant donnée N une des sous-variétés précédentes, on va chercher un ensemble de
transformationsF = SO " 3; 1+ qui possede autant que possible des propriétés suivantes :

(1) FN ° N (invariance deN par F);

(2) F est un groupe égal a I'exponentielle de son algébre de Lie (structure de

groupe);

) F N pour un >N ou pour tout >N (transitivité);

(4) F est une famille d'éléments @lim N paramétres (dimension minimale).
La condition (1) permet de préserver la nature d'une géométrie dé¢ alors que (2) est
nécessaire pour la mise en oeuvre d'une méthode de Newton. Les conditions (3) et (4)
peuvent en revanche étre a aiblies si nécessaire : on peut par exemple se contenter de

transitivité locale pour faire fonctionner une méthode de Newton, et la dimension peut
ne pas étre minimale mais aussi petite que possible.

L'outil principal pour caractériser ces quatre propriétés est le résultat suivant.

Théoréme 2.2.2. Soient M une variété etG exp ge un groupe agissant transi-
tivement sur M. ConsidéronsN une sous-variété connexe dl et H exp he un
sous-groupe de Lie d& laissantN invariant. Si, pour >N,

dimAnny™ « dimH dimN; (2.3)

alorsH , l'orbite de pour l'action de H, est un voisinage de . Si de plus (2.3) est
valable pour tout >N, alorsH agit transitivement sur N .

Notons que ce théoreme résulte de l'application du théoreme d'inversion locale a I'ap-
plication exp., h N dé nie par

exp., Ae expAe; A >h

La surjectivité de cette application implique que I'action déH surN est transitive. Nous
dirons aussi que l'action estocalement transitive en >N siexp., est une submersion
enA 0. Sil'action est localement transitive en tout point deN, elle est globalement
transitive mais la réciproque est fausse en général, nous en verrons un exemple plus
loin.

Pour trouver un ensembleF satisfaisant les conditions (1) (4), notre stratégie est de
chercher, pourk 0;1;:::, un ensemble de la form& exp Se, en imposant successi-
vement aS les restrictions suivantes :

"P1e S estun sous-espace vectoriel e ~3; 1+ de dimension égale dimN k;
"Pye dimAnngo ~31." *9S Kk, >N;
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"P3* S est une sous-algebre deo "3; 1e ;
"P4e exp Se laisseN invariant.

Nous avons réalisé une étude systématique des possibilités pkur 0 et 1, qui est
présentée dans le chapitre 4. Il en résulte que les meilleurs candidats pour les ensembles
F sont les suivants.

1. Le groupe de déplacements sur P (et sur ., cA0). SurP, sous-variété de
dimension 2, on a un sous-groupe de dimension 2 qui agit transitivement, le groupe des
translations,

Gp exp’te:

Ce sous-groupe posséede toutes les bonnes propriétés : dimension minimale, transitivité
locale en tout point, caractére abélien, interprétation géométrique aisée dans le plan.
C'est clairement le candidat idéal.

2. Le groupe de déplacements sur . Sur , sous-variété de dimension 3, il
n'existe pas de sous-groupe d@ “3;1e de dimension 3 possédant les propriétés (1)

(3). Nous avons donc analysé les sous-groupes de dimension 4 satisfaisant ces dernieres
propriétés et avons donné un ensemble d'équations qu'ils doivent satisfaire. Parmi ces
sous-groupes, le seul que nous ayons trouvé qui possede une interprétation géométrique
relativement simple est le group&s engendré par les rotations, les dilatations et les
anti-translations (une anti-translation est I'image d'une translation par l'involution de
Cartan).

Il faut noter toutefois que l'action de G sur est transitive mais pas localement
transitive en tout point puisqu'elle n'est pas localement transitive sur lI'ensemble des
droites vectorielles (sous-ensemble dey). Le PSE est invariant par translation et
rotation, donc les droites vectorielles n'ont pas de signi cation intrinséque et peuvent
étre évitées a priori. Ce manque de transitivité locale pourrait cependant poser des
problemes pour la méthode de locale.

3. Le groupe de déplacements sur 0- Sur o, sous-variété de dimension 2, il
n'existe pas de sous-groupe d@ “3;1e de dimension 2 possédant les propriétés (1)
(3). Aprés analyse de ces propriétés pour les sous-groupes de dimension 3, il apparait
gue le sous-groupe des translations et rotations,

G, expt re;

a une action transitive et localement transitive en tout point, en plus d'une bonne
interprétation géométrique.
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Conclusion et Perspectives

Dans cette partie du mémoire nous avons analysé la modélisation du probleme du sol-
veur d'esquisse au moyen de I'espace des spheres an d'en dégager une formalisation
mathématiquement bien fondée. A partir d'une telle modélisation, il est possible d'im-
plémenter une méthode de Newton pour résoudre (au moins localement) le probléme,
comme cela est fait depuis plusieurs années dans le logiciel TopSolid.

Plusieurs questions se posent maintenant, auxquelles nous comptons nous attaquer par
la suite.

Nous avons exposé ci-dessus les modéles qui nous semblent les plus pertinents d'un
point de vue géométrigue mais nous avons vu que d'autres sont possibles. Il reste
a déterminer lesquels sont les mieux adaptés pour l'algorithme. Par ailleurs nous
n‘avons pas encore clairement identi € les modeles utilisés dans le logiciel TopSolid,
mais il semble que ce dernier pourrait étre amélioré par I'utilisation d'une modélisa-
tion plus adaptée.

La convergence d'une méthode de Newton n'est garantie que localement. Or il semble
qgue l'algorithme proposé dans TopSolid converge en fait globalement. Un de nos
objectifs est d'expliquer ce phénomene;; le fait que les contraintes s'expriment essen-
tiellement en fonction du produit scalaire de Lorentz y joue certainement un réle
important.

La résolution de l'algorithme a partir d'une condition initiale donnée doit permettre
d'obtenir une solution au PSE. Il serait cependant tres utile en pratique d'obtenir
plusieurs solutions, voire lI'ensemble des solutions. Nous comptons nous attaquer a
cette question en analysant la structure de la dynamique de l'algorithme de Newton.
Comme dans la question précédente, c'est la forme particuliere des contraintes qui
donne un espoir d'aboutir.
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Chapter

Horizontal Holonomy for A ne Manifolds

Boutheina Hafassa Amina Mortada Yacine Chitour
Petri Kokkonen

n this chapter, we consider a smooth connected nite-dimensional manifoM ,
I an a ne connection © with holonomy groupH® and a smooth completely non
integrable distribution. We de ne the -horizontal holonomy groupH® as the
subgroup ofH®© obtained by ©-parallel transporting frames only along loops tangent
to . We rst set elementary properties ofH® and show how to study it using the
rolling formalism ([9]). In particular, it is shown that H® is a Lie group. Moreover,
we study an explicit example wheréM is a free step-two homogeneous Carnot group
with m C2 generators, and® is the Levi-Civita connection associated to a
Riemannian metric onM , and show in this particular case thatH® is compact and
strictly included in H® as soon asn C3.
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3.1. INTRODUCTION
3.1 Introduction

T he purpose of this paper consists of extending the concept of horizontal holonomy of

an a ne connection in the context of distributions on a manifold i.e., subbundles

of the tangent bundle of a manifold. More precisely, consider the tripleM; ©; e

whereM is ann-dimensional smooth connected manifol@® is an a ne connection on

M (one says then that"M; ©¢ is an a ne manifold) and is a smooth distribution

on M. One furthermore assumes that is completely controllable, i.e., every pair of

points in M can be connected by an absolutely continuous tangent to the distribution
Recall that the holonomy groupH® of © is the subgroup of GL"ne obtained

(up to conjugation) by ©-parallel transporting frames along absolutely continuous (or

piecewise smooth) loops d¥l .

For every pointx >M , we de ne the subsetH ©$ of H®$, the holonomy group of© at

X, obtained by parallel transporting with respect to© frames ofM along a restricted
set of absolutely continuous -horizontal loops based ai, namely along loops which
are tangent (almost everywhere) to the distribution . Thanks to the hypotheses of
connectedness oM and complete controllability of , one can deduce that the sets
H®S, x >M are all conjugate to a Lie-subgrougH® of H® that we call -horizontal
(or simply horizontal) holonomy group of©. In the case where® is the Levi-Civita
connection associated to some Riemannian metigoon M, one can take bothH© and
H© as subgroups oD"ne and evenSO ne if in addition M is assumed to be oriented.
Understanding the relationships betweerH® and H® appears to be an interesting
challenge. For instance, given an a ne manifoldM; ©e, determining necessary and
(or) su cient conditions on a completely controllable distribution  of M so that the
H® equalsH® is not an obvious question, besides trivial cases. Another issue to be
addressed consists of xing the pair manifold and distribution i.e.;M; < and then
let the connection© vary. One question could be to undestand if there are connections
more adapted or intrinsic than others (in a sense to be de ned) for the pairM; .
Moreover, one could also study the mapping( H®* wheregis a complete Riemannian
metric on M and ©9 the corresponding Levi-Civita connection, for instance describing
the range of this mapping. Note that such issues have been already addressed in [13]
where the authors consider the case of manifolds of contact type with a distribution
arising from an adapted connection.

In this paper, we essentially start this program by de ning precisely the -horizontal
holonomy group associated to a given admissible triplé; ©; <. Our rst main result
besides elementary ones is the following: we prove that if is a constant rank com-
pletely controllable distribution, then H® is a Lie subgroup ofGL"ne (or O"ne if © is
the Levi-Civita connection of some Riemannian metric oM ). This enables us to study
H® via its di erentiable structure. Moreover, we also propose to study -horizontal
holonomy groups by recasting them within the framework of rolling manifolds. Indeed,
recall that E. Cartan de nes holonomy groups in [6] (or a ne holonomy groups as it
is referreed nowadays) by developing a manifold on its tangent space at any point.
This procedure has been generalized in [9, 14, 29] to an arbitrary pair of Riemannian
manifolds of same dimension and it is also called rolling a Riemannian manifold onto
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another one without slipping nor spinning . Yet, that type of rolling was extended in
[24] to the case where both manifolds do not have necessarily the same dimension. See
also [8] for a historical account as well as applications of the rolling of manifolds.

In the present situation, the rolling framework amounts to de ne ann-dimensional
smooth distribution Dr, called the rolling distribution, on the state space&) de ned as
the ber bundle over the product of "M; © and "R";®"s where©" is the Euclidean
connection onR" and the typical ber over “x;%* >M R" is identi ed with the set
of endomorphisms offyM . For every q>Q, let Op, g, be the Dg-orbit through g,
i.e., the set of endpoints of the absolutely continuous curves starting gtand tangent
to Dg. Then, for everyq>Q and x*>M, the ber of Op, g over x*(if non-empty)

is conjugate to a subgroup oR" # GL"ne whoseGL"ne-part is exactly H®. Moreover,
sinceOp, "¢ is an immersed manifold inQ whose tangent space at everg®>Op, " ge
contains the (evaluation atg®of the) Lie algebra generated by vector elds tangent
to Dg (cf. [1, 18, 19]), it is possible to determine elements of the Lie algebratdf
as Lie brackets of vector elds tangent toDg. Given now a completely controllable
distribution , one can de ne a subdistribution g of Dg on Q so that, for everyq>Q
and x®>M the ber over x®of O _"ge is conjugate to a subgroup oR"#GL"ne whose
GL"ne-part is now equal toH®. Since the latter has been proved to be a Lie group,
one can determine elements of its Lie algebra by computing Lie brackets of vector elds
tangent to . Note that, as also mentioned aboveGL " ne can be replaced byO™ne
(SO ne respectively) if© is the Levi-Civita connection of some Riemannian metric on
M (if in addition M is oriented).

We use that approach to provide our second main result, namely an explicit example
for the strict inclusion closH®e * clossH®.. More precisely, we consider the triple
"M; ©; ¢ whereM is a free step-two homogeneous Carnot group wf C2 generators
“Xi*1giem, © is the Levi-Civita associated with the Riemannian metric orM de ned

in such a way that the X;'s, 1 Bi Bm and the Lie brackets X;;X; , 1Bi @ Bm
form an orthonormal basis and is the distribution de ned by the span of the Xj's,

1 Bi Bm. In this caseM is of dimensionm n with n m™m 1~2. Then we
prove that “"M; ©« has full holonomy i.e.,H® SO'm ne, and that H® is a connected
compact Lie subgroup oSO'm ne of dimensionm n, hence establishing the above
mentioned strict inclusion as soon am C3.

We close this introduction by describing the structure of the following chapter. We
de ne in the rst section the "©; e-holonomy group rst using classical concepts
and secondly by relying on the rolling framework. In the second section, we consider
in details the case study of the free step-two homogeneous Carnot groupnofC 2
generators and we conclude with an appendix containing a technical result needed in
the second section.
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3.2. NOTATIONS
3.2 Notations

Let M be ann-dimensional smooth connected manifold where is a positive integer.
Let X"M e be the set of smooth vector elds orM. An a ne connection © on M is
an R-bilinear map

X"Me X"Me X"Me; “X;Ye( OxY,

which is C* "M e-linear in the rst variable and veri es the Leibniz rule over C* "M
in the second variable. The paif M; ©- is said to be an a ne manifold. If, moreover,
the exponential mapexps of “M; ©e is de ned on the whole tangent spacdyM for
all x >M, then "M; ©s is said to be a (geodesically) complete a ne manifold. We use
©" and ©¢ respectively to denote the Euclidean connection dR" and the Levi-Civita
connection of a Riemannian manifold M;ge. The notation ; stands for the Lie
bracket operation inTM.

We de ne the curvature tensorR® and the torsion tensorT® of a a ne connection ©
as

RO X;YeZ ©xOyZ ©y©xZ © xy Z
TOX;Ye ©xY ©yX XY ;

respectively, forX;Y;Z in X"Me.

If 1 M is any absolutely continuous (a.c. for short) curve itM de ned on a real
interval | containing 0, we use”"P©®«[" Ty, t >, to denote the ©-parallel transport
along of a tensorT, of rank "m; ke at “0e. It is the unigque solution T te (in terms
of tensor elds of rank”m; ke de ned along ) for the Cauchy problem

© ~.T'te 0, forae. t>I; T 0 To:

Let "M; ®- be another a ne manifold andf M M be a smooth map. We say that
f is ane if for any a.c. curve 0;1 M, one has

F1S5. X'POl o "PELN X o X, S (3.1)
0 0

An a.c. curve a,b M is aloop based ax >M if "a» “"b x. We denote
by wm xe the space of all a.c. loops0;1 M based at some given poink >M.
Moreover, if 0;1 M and 0;1 M are two a.c. curves orM such that

"0s x, "1+ "0 yand "1« 2z wherex;y; z>M, the concatenation is the
a.c. curve de ned by

3
2 (3.2)

. A - t> 0;
01 M; t (0 SN t>% :

The previous de nitions allow us to state the subsequent de nition of holonomy group.
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De nition 3.2.1.  For everyx >M, the holonomy groupH ©$ at x is de ned by

HOS TP S > j xes:

For everyx >M, H®$ is a subgroup ofGL"T,M ¢, the group of isomorphisms o, M,
which is clearly isomorphic toGL " ne the group ofn n invertible matrices with real
entries. SinceM is connected, it is well-known that, for any two pointsx;y >M, H®$
and H®$ are conjugate subgroups oEL"TyM ¢ and thus one can de neH® "~ GL"ne
the holonomy group of the a ne connection®© (cf. [20]).

We also recall that a smooth distribution on M is a smooth subbundle off M.
The ag of is the collection of the distributions 1, j C1, where, for everyx >M,
19 Sand s1§ s 1. s g for s C1. We say that the distribution  on
M is of constant rankm Bn if dim”~ §e m for everyx >M and that veri es the
Lie algebraic rank condition (LARC) if, for any x >M, there exists an integer r~xe
suchthat 'S TyM. The numberr”xe is called the step of at x (cf. [18] for more
details).

Ana.c. curve | M, wherel is abounded interval inR, is said to be -admissible,
or -horizontal, if it is tangentto a.e. onl, i.e., if fora.e.t>l, "te> S... For
Xo >M, the -orbit through Xxo, denoted O "Xge, is the set of endpoints of the -
admissible curves oM starting at Xo, i.e.,

O "Xe* 7 1S 0;1 M; a.c. -admissible curve "0 Xge:

By the Orbit Theorem (cf.[18]), one has thatO “Xqe* is an immersed smooth subman-
ifold of M containing xo so that the tangent spaceT,O “xg* for everyy >0 "Xq*
contains Lie,” e, the evaluation aty >M of the Lie algebralLie” e« generated by
Furthermore, if a smooth distribution ®on M is a subdistribution of  (i.e.,
® ), then O <Xxp* O "Xqe for all xo >M . A smooth distribution is said to be
completely controllable if, for everyx >M, O "xe M i.e. any two points of M can
be joined by an a.c. -admissible curve. Recall that, the Lie Algebra Rank Condition
(LARC), i.e. Lie,~ ¢ TyM, is a su cient condition for the complete controllability
of (cf. [18]) whenM is connected, which is what we assume in this paper.

3.3 Ane Holonomy Group of "M,; ©;

3.3.1 De nitions

Consider the triple "M; ©; < whereM is a smooth manifold,© an a ne connection
onM and a completely controllable smooth distribution onM . In this section, we
will restrict De nition 3.2.1 to the  -admissible curves orM . To this end, we will
de ne the set of all -admissible loop based at points d¥i .

De nition 3.3.1. We dene “xe the set of all a.c. -admissible loops based at,
as
Xe © S ab Mac; "a» b xand “te> T aes
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The following result is immediate from the de nitions.

Proposition 3.3.2. The set “xe of all a.c. -admissible loops based at is not
empty and is closed under the operatich " given in (3.2).

We de ne the holonomy group associated with the distribution as follows.

De nition 3.3.3.  For every x >M, the holonomy group associated with at x is
de ned as
HCOS TPl ¢S > “xes:

Proposition 3.3.4. For every x;y >M, H °$ is a subgroup ofH®$ and H ©$ is
conjugate toH °$.

Proof. Since “xe is a nonempty set for anyx >M , then H ©$ is also a nonempty
subset ofH©S. By De nitions 2.2.1 and 2.2.2 of [20], the inverse map 6fP®+}" « is
"POel” 1o and "POsl" ¢« X"POel” o is equal to"P¢}" ., for any 01 M
and 0;1 M belongingto “xe. Thus, we get the rst statement. Next, taking
into account the fact that is completely controllable, one deduces the rest of the
proposition.

De nition 3.3.5.  The conjugacy class of thél ©$, for x >M, de nes a subgroupH ©
of H®* GL"ne and we call it the -horizontal holonomy group associated with and
the a ne connection ©.

3.3.2 Holonomy groups associated with distributions using the
framework of rolling manifolds

Let M be a smoothn-dimensional manifold and®© a connection onM . SetAl\ﬁ; ©e
“R":©ne where®n is the Euclidean connection orR". We associate td M: ©s the cur-
vature tensorR® and to the product manifold"M; © “R";©ne the a ne connection
©.

3.3.2.1 A ne Holonomy Group of M

We recall next basic de nitions and results stated in [9] and [21].

De nition 3.3.6.  The state space of the development Wfl; ©» on "R";©"e is
Q OQOM;R" "A T,M R"SAis invertible; x >M:

A point g>Q is written asq “x; R;Ae. Note that the word development can also be
replaced by rolling. By the de nition, ¢ Q M R"is a ber bundle with typical
ber GL ne.
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De nition 3.3.7.  Let 0;1 M be an a.c. curve onM starting at "0  X.
We de ne the development of on T,,M with respect to© as the a.c. curve %" e

01 TM

t
o7 eTte S, "P%Y" o “se(s; t>0;1:

The following result can be found from [23].

Proposition 3.3.8. Let © be an ane connection. Then for any a.c. curve

0,1  Tx,M there exists a maximall T~ e such thatO @T B1 and an a.c. curve
;T M satisfying

O &te  Tte: 1t> 0T :

Xo

Moreover, one can takel 1 for all such s if and only if "M; ©¢ is complete.

By identi cation of TfM a R" as the space of alR-linear maps from the tangent space
T«M at x >M onto the tangent space oR" at ® >R", one gets the following de nitions.

De nition 3.3.9. Let "Xg;R0* >M R", Ap >Tx-’FOM aR" and an a.c. curve 0;1
M such that "0 xo. We de ne the development of onto R" through A, with respect

to © as the a.c. curve .~ « O;T M given by

T~ - ~ o, 1~ O~ oo te- .
Dt T AKX ©0 ette; 1> 0T

with T T~ e as in the previous de nition.

We also de ne the relative parallel transport ofAg along with respect to© to be the
linear map

"POL eAg T.M T s. ..M, suchthatfort> 0;1;

Ao

PO sAg TPl 00 e XAGXTPO o AGXTPOY o

We de ne the No-Spinning development lift of X; X >T-y2. M R, the Rolling
development lift and the Rolling development distribution ofX >T,M respectively as
follows.

De nition 3.3.10. Letq “x;®;As>Q, “X; X >T-x2. M R"e and (resp. ) be
an a.c. curve onM (resp. onR") starting at x (resp. ®) with initial velocity X (resp.
X). The No-Spinning development lift of X; X+ is the unique vector. ys"X; X +§ of
T,Q at g “x;R;Ae given by
Ay dA©“tA ~p©,0~ d ~pPOLO~ -
L ns™X; Xe§ G D PO XAXTPE o S TAXTPEOY o

If, moreover, the initial velocity of * is AX, then we de ne the Rolling liftL g at
g "X % A* >Q to be the injective map fromT,M onto T4Q, such that for every
X >TyM,
Lgr™Xe L ns X AX o E "PO el A XA XTPOe0" o E AX P -
R S NS A, 3 dtI, 0 t dt-E t :
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The Rolling distribution Dg atq “x; R; A* >Q is an n-dimensional smooth distribution
de ned by
DrS LR TxM<S: (3.3)

We say that an a.c. curvet ( 'te = “te;""te; A"tee 0n Q, is a rolling curve if and
only if it is tangent to Dy for a.e.t >1, wherel is a bounded interval ofR, i.e. if and
only if 'te L g~ _teeSy. for a.e. t >I. For a proof of next proposition, see [9, 23].

Proposition 3.3.11. For any gy "Xo;%0;A0* >Q and any a.c. curve 0;1 M

starting at xo, there exist unique a.c. curve$’te ?()A teand A'te  "POsl” <A,
such thatA"te “te  27te and ©. et ATte 0, forall t > O;T , for a maximal
T T e suchthatO @T B1. Werefertot ( oo, ;Qo* =~ “te;"te;A"tee as the
rolling curve along with initial position .

Moreover, if "M; ©e is complete, then one may take above 1 for all 's.

Consider the smooth bundle o Q M R" andg>Q. We dene VG g to be
the set of allB >T SQ such that the tangent application™ q*;"Be 0. The collection
of spacesVg q°, 0>Q de nes a smooth submanifoldvV™ qe of TQ. We will write
an element of VG o* at g “X;®;A* >Q as "Be3 whereB >T!M a R" veries
B >A "glI"TyM . To know what it means to take the derivative of any smooth mapb

de ned on (an open subset ofQ with values in the manifold of "m; ke-tensors ofQ,
with respect to "B+§, we set

d
"Begfe —9f°g tBe:
) dt$ q
We called it the vertical derivative off at g in the direction B.

We next present the main computation tools obtained in Proposition 3.7, Lemma 3.18,
Proposition 3.24, Proposition 3.26, Proposition 4.1, Proposition 4.6 [22].

Proposition 3.3.12. Let O " T*M a R" be an immersed submanifoldZ “Z;Zs,

S "S;8¢ >C"" o; timare® be such that for allg  “x;R;Ae >0, L ns"Z geeS,
L ns S e >T,0 andU, V >C* ™ o; t:marn®, be such that for allg “x; ®;Ae >0,
“UTgeeS, TVTgee§ >TO. Then, one has

L ns Z AsSS e ©5. 4. S Aee; (3.4)
Lns"Z *;Lns"S oS Lns'Lns Z AeSS e Lns S ARGZ" o5
(3.5)
L ns TOZ;See§  "ARO7Z;See§;
L RAZ‘; L RAS' 31 L RA Z;S ‘31 L NSAAT©AZ; S"Sl AAR©AZAq°; SAq"'S]; (36)
Lns Z e, UM e S, Lins” "UTAeSZ  eeS  “L s Z AeeQU” eeS; (3.7)

U ee; Ve G T TUTARQV TV ARQUS: (3.8)
Both sides of the equalities ir(3.4), (3.5), (3.6), (3.7) and (3.8) are tangent toO.
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We useA "M to denote the a ne group of all invertible a ne transformations from
the a ne manifold M onto itself. In particular, the a ne group of R" is denoted by
A "ne. One can extend readily Proposition 3.10 of [11] to get the following result.

Proposition 3.3.13. Foranyf >A "Me, f*>A “ne and any Xg;Ro;Age* >Q,
de ne the following smooth right and left actions oA "M« and A "ne on Q

B f F Xt R A1 gt G xoif Roe 1R, XAge:
Then, for any a.c. curve 0;1 M starting at Xo, one has for a.e.t > 0;1

* By ;0o te f o, f X qp fote:

Proof. By the de nition of an a ne transformation f on M, we have Eq. (3.1) for
any a.c. curve  0;1 M. This implies that, for a.e.t > 0;1

f1S XPOel™ o "POeL™f X o Xf1S-.:

We have the same conclusion for a ne transformation$§ on R". Then, sinceA "ne is

a Lie group and by what precedes, one can repeat the steps of the proof of Proposition
3.10 in [11] with the groupA “ne instead of isometry groups orM and R" to get the
claim.

Recall that if G is a Lie group, then a smooth bundle E M is a principal G-bundle
over M if there exists a smooth and free action d& on E which preserves the bers of
, cf. [20]. Furthermore, we recall that the a ne groupA “ne is equal toR" # GL " ne

and its product group| is given by

“viLel "u;Ke “Lu V;LXKe:

Using the previous proposition, one can extend immediately the simple but crucial
Proposition 4.1 in [11] to derive the next result.

Proposition 3.3.14. The bundle q.v Q M is a principal A "ne-bundle with the
left action A "ne Q Q;

TP Ce X R A X, CR O C XA
The action preservesDg, i.e. for any q>Q and B >A "ne, we have™ g*;Dr$g
DrS,-- Where g Q Q; g( “B;ge. Moreover, for anyq “x;R;As >Q, there
exists a unique subgroupls of A “ne, called the ane holonomy group of"M; ©s
verifying

“HY "o Op. o9 oy X

If g= “x; R2A%® >Q belongs to the sameq,y - ber as g, then Hg and H;@mare conjugate
in A "ne and all conjugacy classes ¢ig are of the form Hq©oe This conjugacy class is
denoted byH® and its projection in GL"ne is equal toH®© the holonomy group of the
a ne connection ©.

Proof. Letq “X;®;A*>QandB “¢;Ce>A "ne. SinceC XA is in GL "ne, then
"B;qe >Q. In order to prove that is transitive and proper, we follow the same steps
of the proof of Proposition 4.1 in [11] due to Proposition 3.3.13,
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3.3.2.2 A ne Holonomy Group of

Consider now a smooth completely controllable distribution on "M; ©s. We will
determine the sub-distribution of Dg by restriction to instead of considering the
whole tangent space oM .

De nition 3.3.15.  The rolling distribution g on is the smooth sub-distribution of
Dr de ned on "x; ®; A >Q by

Rsck;A- Lgr" s'sx;k;A-: (3.9)

Since is completely controllable, we use Proposition 3.3.11 to obtain the next corol-
lary.

Corollary 3.3.16. For any gy "Xo;R0;A¢* >Q and any a.c. -admissible curve
0;1 M starting at xo, there exists a unique a.c. r-admissible curvey " ;qo®
O;T Q where0 @T B1.

Since we can easily restrict the proof of Proposition 3.3.14 (cf. [11]) ork, we get the
next proposition.

Corollary 3.3.17. The action mentioned in Proposition 3.3.14 preserves the distri-
bution . Moreover, for everyqg>Q, there exists a uniqualgebraicsubgroupH©R$|

of HE, called the a ne holonomy group of g, such that

AH©R$ Nqoo O RAqog Q:,LM AX.;

wherex om0 and O _“¢e is the g-orbit at q.

As before, one gets the following: ifi® "x; 2®A% >Q belongs to the same q.v - ber
asq, then H® o andH® . .are conjugate inA “ne and all conjugacy classes di° ¢

are of the form H©R$|ce This conjugacy class is denoted by ©R and its projection
in GL"ne is a subgroup ofH® which is equal to the -horizontal holonomy group

associated with and the a ne connection ©.

De nition 3.3.18. We denote byO'OEpAop- the set of the end points of the rolling
development curves with initial conditions any pointp “Xo;Ro; Ag® and any a.c. -
admissible loop atg, i.e., for ¢ “Xo;Ro;Ae* >Q,

O'O‘F’quO- "q.":;90°"1*S 0;1 M; a.c. -admissible loop atxge:

If we x a point ¢ of Q Q"M; R"e where the initial contact point on M is equal
to X and that on R" is the origin, then we may consider the rolling development of
M along a loop based aky. Then, one obtains a control problem whose state space
is the ber Y, "Xo* and the reachable set is in the ber .}, "o+ (for more details,
cf. [11]). Then, 0'02'”00- is trivially in bijection with O " 9 4} "Xo* and so
“H® ~ Ohee loop-~ °
H P ¢ O™ .
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Proposition 3.3.19. For any gy "Xo;%0;Ag* >Q the restriction of g Q M
into the orbit O _"qy* is a submersion ontaM .

Proof. Clearly it is enough to show that™ g *:T,O " Tx,M. Also recall that
by the assumption of complete controllability of we haveM O “Xxge.

Write EXt"ue and E9" ue for the end-point maps of and g starting from x >M
and g>Q, respectively. One easily sees th& and E are related by

om XE EX; (3.10)
foranyq “x;%;Ae>Q andt when these objects are de ned. We also denote kythe
rank of  (i.e. the rank of R).

Let U>L2" 0;1 ;Rke be any o-regular control ofE*o:1 which belongs to the domain of
de nition of E%:!, The existence of such @ is guaranteed by Proposition 5.1.7 given
in the appendix and Proposition 3.3.11, as in this casé®; ¢ R" is complete.

Let then X >T,,M be arbitrary, and notice that T,,O "Xo* Tx,M. By o-regularity

of U with respect to EXo1, there exists aCl-mapu | L2" 0;1 ;Rke, wherel is an
open neighbourhood 00, such thatu™0s UTandh’t;se EXot"u"ses, “t;se > 0;1 |1,
satis es —@@@‘1; $*S o X. Indeed, letG I O "xg* be any smooth curve such that

G0 X. The o-regularity of U means thatD E*o:1, i.e. the di erential of EXo:! at
u, is surjective linear map fromL2" 0;1 ;RXe onto Tgxe1-,.O “Xo* Whenu T, and
hence for allu close tou in L2" 0;1 ;Rke. Still for such u close tou, one de nesP"ue
as the Moore-Penrose inverse @f ,E*o'1 given by

P us "D EX0leTR EX D, EX0LeTZ

where”" D E*oileT denotes thel 2-adjoint of D,EX:. According to [7, Proposition 2],
the maximal solution u” » of the Cauchy problem®> P u"see €= u"0 u is
well-de ned on a non empty interval centered at zero, which concludes the argument
of the claim (after shrinking| if necessary).

Write Ri"t;se  E%t"u"see for “t;se > 0;1 |. For eachi 1;:::;dands>1I, the
mapst ( h°t;se andt ( h"t;se are absolutely continuous and - and r-admissible
curves, respectively, andh’t;se oy "' t;See by (3.10). In particular, @ShAl; S*Q g is
a vector in T,O ,"qp* and

. Q.. . @.
Q;M'i%ﬁ@g 1,5°Q oZ @2 LsQ o X;

which shows thatX >" g.ue*: Tq,O ,"pee. BecauseX was an arbitrary tangent
vector of M at xo, we conclude thatTy,,M = " qm*: Tg,O Qe

The opposite inclusion™ gt T, O “pee = Tx,M being trivially true, this com-
pletes the proof.

Remark 3.3.20. Here is an alternative proof in the case that the distribution
satis es LARC on a connected manifoldM i.e. Lie,™ ¢« T,M for all x >M.
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for the iterated bracket Yi,; Yi,;::: Y; ;Y ::: of lengthl. Given X > T, M
T«,O "X, there are, by the assumption, vector eldsyy;:::;Y, tangentto , subsets
Ji;ii; 3 of "1;:::;re and real numbersay;:::;a such that X Pl 18sY3.R,- The
lifts L r"Yie, i 1;:::;r are tangent to g and satisfy”™ o.m *:L r"Yie i, hence if
we write
LRr™Ye, LrR7Yi,*; LR7Y,o it LRY, o LR7Ye 110

and

t Ut

T oMM AL rRTY 5, Z Q A& X
sl sl

Le. X >7 gm*1TeO . pe. By arbitrariness of X in T,,M we have that qm Is a
submersion.

Classical results now apply to give the following.

Corollary 3.3.21. For any x >M the ber 4, "x*90 " of O " over
X is either empty or a (closed) embedded submanifold ©f . ¢pe of dimension
dmO " dimM.

We arrive at the main result of this subsection.

Proposition 3.3.22. Assume that is a constant rank completely controllable distri-
bution on"M; ©» whereM is a connected smooth manifold an@ an a ne connection.
Then, the -horizontal holonomy groupH © and the a ne holonomy groupH©R of r
as de ned previously are Lie subgroups @& "ne.

Proof. It is enough to prove the claim forH® . We rst argue that H® ¢ is an
algebraic subgroup oA "ne. To this end, to any p > Q}M "Xo* (i.e. pis an arbitrary
element of the ber of Q over xo) we match a unique”y,; C,e > A “ne such that
“¥p:Cpeipe P Recall that O “gp* 9 oy “Xo* is identi ed with H©R$|0 through
this correspondence.
Then given p;;p, >0 " 9 Q}M "Xo*, there are -admissible (piecewise smooth)
loops 1; 2 > M Xe* in M based atxo such thatpy  q .” ;e 1 fori 1,2
Lettingp q ," 1 2 ®* 1+ we have

TYeiCotit P AT 1 2%l g S%eid " 2Ll %oy el 10
q e %1 " VYpiCr® Ll Y, Cptid o %ors e 107
Vi CptiPt %Yp,iCppts T Yy Gt 02
%%y Coo®” You; Cpy*s GZ
.. "YoiCo*  "¥piCh® Ypi: Cp, e, because the action is free. Since ; ,is -

admissible loop, we havg q . 1 2, 1* >0 "9 Q;lM “Xo* 1.8, Yy Cpe >

H©R$b, and thereforeH©R$|O is indeed an algebraic subgroup & "ne as claimed.
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In other words we have shown thatim A "ne A "ne A “neis the smooth group
multiplication operation on A "ne, then

m H©R$lo H©R$|0. H©R$lo:
By the Orbit theorem 5.1.2 as given in the appendix (see also [16]), we know that any
smooth mapf Z  Q for any smooth manifoldZ such thatf "Z« "~ O _"qe is smooth
asamapf Z O _"gpe. Inother words,O . e is aninitial submanifold of M (cf.

[16]).

By Corollary 3.3.210 . @9 Q;lM "Xo* is a smooth embedded submanifold @ " qpe,
hence an initial submanifold ofQ. SinceO "0y 9 Q;lM "Xo® Q}M "Xo* and Q}M "Xo®

is di eomorphic to A “ne using the action , we have thatH©R$|0 is a smooth immersed

submanifold of A "ne as well. Now the group multiplication m restricted to H©R$|O
which we write asm®is a smooth mapm® H©quo H ©R$b A "ne whose image is a
subset ofH ©R %o Pulling this map back by the action on Q we obtain a smooth map
M "0 ."0*9 oy Xo** "O ."0*9 oy "Xo*=  Q whose image is contained in
O ."®*9 o Xo*- As mentioned aboveQ "9 4}, "Xo* is an initial submanifold
of Q, henceM is smooth as a map intdd _ ¢p* 9 Q;lM "Xoe. This then is re ected, by
applying the action once more, in the fact thatm®is smooth as a map intd—|©R$|0.
Thus the latter space is a Lie-subgroup oA “ne.

Remark 3.3.23. If gis a Riemannian metric on the smooth manifold and ©9 is the
Levi-Civita connection associated tay, the development formalism can be treated as
the rolling system without spinning nor slipping of two oriented connected Riemannian
manifolds”M; ge and"R"; s, wheres, is the Euclidean metric onR". Thus, the state
spaceQ”M; R"e is a principal SE ne-bundle (cf [9], [10] and [11] for more details).

3.3.3 Integrability of R

A natural question arises in the framework of horizontal holonomy, namely under which
conditions the horizontal holonomy groupH@R is trivial. More generally, we pose this
question on the level of Lie algebra, which translates on the group level to asking when
H©R is discrete in its underlying Lie group topology. AsH©R is identi ed with a ber

O . @9 Q;lM "Xoe of the orbit O _ "y, we see that answering question comes down
to studying when the distribution g itself is involutive.

In the case where TM, it is known that the answer is that H©R is discrete if
and only if "M; ©+ has vanishing curvature and torsion. This justi es the following
de nition.

De nition 3.3.24. We say that the triple”M; ©; < is -horizontally at if g is
involutive.

By (3.5), we see that for any vector eldX;Y tangent to  we have for anyq
"X R A >Q,

L' X Lr'YeS Lr" XY oS Lyns TOX Y oG “AROX;Y «5
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where, as beforeT®© and R® are the torsion and the curvature of®, respectively.
This formula immediately implies a simple characterization of the involutivity of .

Proposition 3.3.25. The manifold with connection”M; ©e is -horizontally at if
and only if  is involutive and for allx >M and X;Y > §,

TOX;Ye 0, ROX;Ye O

For the rest of this subsection, we assume tha is a Riemannian manifold with metric
g and that © is the associated Levi-Civita connection.

Let Ube theg-orthogonal complement of , and letP TM andPY TM u
be the orthogonal projections onto and Y, respectively. De ne the fundamentalll
form of by

H°X;Ye PYOxYs, 'XY > $ x>M:

When > U§is given, one de nes the shape operat® $ $ of  with respect
to to be given by

g S " Xe;Ye g ;I X;Yee;, XY > §

In the case where is invqlutive Il is symmetric, and we de ne theinduced -
connection D and induced Y-connection DY by

DxY PA©X Ye;
DY PYex
for X > §, for any vector eld Y tangentto and for any vector eld tangent to
U, Furthermore, if one de nes forX;Y;Z > §, > Y§, wherex >M,
RDAX;Y'Z DxDyZ DyDxZ D XY Z;
RYX;Y+. DYDYy DYDY DYy ;
then the following result holds.

Corollary 3.3.26. The Riemannian manifold”M; g+ is -horizontally at if and only
if  is involutive and for all X;Y;U;V > §, ; > YSandy>M,

gRPX;Y eU; Ve guWd " X;Ue:l1"Y;:VeZ gd"X;Ve;l1"Y;UeZ (3.11)
g Oxlle"Y;Ue; o g Oylle" X;Ue; o; (3.12)
TRYX;Ye; o gS XS Yeo S "Xe;S Yeo: (3.13)

Proof. Indeed, ifL is a leaf of , his the metric onL induced byg, then D is exactly
the Levi-Civita connection ofh, and Il restricted to L is the second fundamental form
of "L;he in "M;ge. The result follows from these observations combined ([4, Theorem
1.72]) with the Gauss, Codazzi-Mainardi and Ricci equations, which are (3.11), (3.12)
and (3.13), respectively.

66



CHAPTER 3. HORIZONTAL HOLONOMY FOR AFFINE MANIFOLDS

3.4 Case Study: Holonomy of Free Step-two Homo-
geneous Carnot Group

The goal of this section is to provide an example of a tripleM; ©; < such that
veri es the LARC (and thus is completely controllable) andH © is a connected compact
Lie group strictly included in H®. After giving the required de nitions to treat the
example, we rst computeH® and then show the above mentioned propeties &f®
using the rolling formalism.

3.4.1 De nitions

The a ne manifold "M; ©« we consider is the free step-two homogeneous Carnot group
G, of m C2 generators, endowed with a Riemannian metric and its Levi-Civita con-
nection. To describe it, we will use the de nitions of Jacobian basis, homogeneous
group and Carnot group of Chapters 1 and 2 of [5].

For a positive integerm greater than or equal to2, setl ™ h;ke S1Bk @h Bme of
cardinaln  m™m 1e~2. Let S"k* be them m real skew-symmetric matrix whose
entries are 1 in the position "h;ke; 1 in the position “k;he and O elsewhere. On
R™ " where an arbitrary point is written “v; ¢ with v >R™, and >R", de ne the
group law T by setting

. R vi v i L::i:m
v, «TVE® E e 1~

ko mk 7 VaVE VkVed Thike >l : (3.14)

Then it is easy to verify that G,, "R™ ";te is a Lie group, more precisely a free
step-two homogeneous Carnot group oh generators. Indeed, a trivial computation
shows that the dilation  given by

RM M RMM Ty e Ty 2 (3.15)

is an automorphism ofG,, for every AOQ. On the other hand, the (Jacobian) basis of
the Lie algebragy, of G, is given by Xy, nhx where
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@ 1 < e . @
Xn — 3 SP" S v e .:
" @y ZlBj%Bm 115 Vi @,
¢ @_@y %Pl@BmViW@?l ifh 1
; ov %Ph@BmViﬁ %Plsj@lvjﬁ if 1@ @m;
0ar PwenVige ifh m;
@ R
- : h;ke >1 :
" @nx
while the Lie brackets onG,, “R™ "; e are given by
X Xk Q S — ek
aem ¢ @i @nk
Xny ij O nksoiy O
Then,
rankLie™X 13111 X e dim™sparm . @ ..

@y @_M hk®hkest 22 M n dimgny:
Therefore, we can conclude thaG,, is a homogeneous Carnot group of stepand m

andV, span pk; “hike >l ..

Moreover, “Gp,; g is an analytic manifold where the metricg, with respect to the
previous basis, is given by

gXi; Xj* i if i;j >"L::;me;
gXi; ke O if i >71;:::;me and “h;ke >1; (3.16)

9 hki i§* i kjs 0F TijesThke >

In the sequel of this article, we nd useful to introduce the following notation of vec-
tor elds instead of .y, for h;k >71;:::;me, in order to facilitate computations by

£ .« if hAK;
h;k jl: k;h if h@<, (3.17)
5 O if h k:
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By the above de nition, the Lie bracket Xy;Xy is equal to ny; for any h;k >
“1;::::me. Furthermore, let ©9 be the Levi-Civita connection associated to the Rie-
mannian metric in (3.16).

on "Gp;ge,

1
©§(th é hik s ©g s;t O;

hk

1. 1.
©F%, nk > kXn Xk o, X > KX Xge:

h

Proof. Let us denote by©j Y the covariant di erential of a vector eld Y in the
direction of another vector eld X on G. It is equal to

m
©§](Y Q hAX;Y‘Xh Q Ah;k.AX;Y‘ hik - (318)
h 1 1Bk@Bm

On the other hand, by Koszul's formula (cf. [28]), we have

ZgA©§(Y;Z° g XY ;Ze g X;Z ;Ye g Y;Z;Xe: (3.19)
Combining (3.18) and (3.19), we easily nd the coecients ;,"X;Y * and -~px. X;Y ¢
and hence we obtain the claim.
3.4.2 Riemannian Holonomy Group of "Gp;Qe°

The main of this subsection is to prove the following theorem.

Theorem 3.4.3. Let "G,,;©9 be a free step-two homogeneous Carnot group of dimen-
sion m n endowed with the Levi-Civita connectior®? given in Lemma 3.4.2. Then,
"Gp,;©9 has full holonomy grougH®® SO'm ne.

To this end, we compute the Riemannian tensor curvatur® and as well as part of its
covariant derivation of "G,,; ©9.

"G ; ©%e s given by the following skew-symmetric matrices,

R™ X X e 3AX Xye 13 i i (3.20)
hs k 4 h s k 4J 1 h;j 1 k;j1 .
R 1.
R™ Xy, nke 2 Xy ki Xks  ©th® (3.21)
. 1.
R™ i nke® 2 kXn, Xj kXi, Xn inXj, Xk jh Xk, Xje: (3.22)
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Proof. From Lemma 3.4.2 and the intrinsic de nition of R,

RXYeZ ©30%Z ©903Z 0%, Z, !X Y;Z>T,Gn;

R™Xn; Xie Xt 27 wXk  wXpe;

R XnXk® i 72 ih ki jh ik ik hj ki

Similarly, for any h; k;l;i;j;t >71;:::;me, R™X; ke IS given by
RX; nk*Xt 37t okl o« ni

~ i 1A~ - i
ROX1 nk® i 7 gk it ki*Xn g hi il jh ® Xk

- 1 .
R™ i nk*Xi é_l%o k jh o ohljk* X hoik Ik ih®X|

Tk g k*Xn T on i1 XkZ

R™ 5 nk® st O 1 S;t>"1 0 me:

Collecting the above equalities, we get Eq. (3.20), Eq. (3.21) and Eq. (3.22).

Using the de nition of the covariant derivative of tensors, which is,
"TOIRTX Y " We  ©F°RTX;Y eWe RX;Y «©IW; XY Z; W >T Gy
we deduce the following lemma.

Lemma 3.4.5. The covariant derivatives ofR in the direction of vector elds X; on

. ~ 17 5
©F R Xn; Xk R™Xi hie §.Q1%q“xj v X, k4
j

- 1 .
©% R*X1; nxe §%°t;ha ki tks tho 21 Xn, Xk neXk, X1 kXn, X148

. 1 . . . . <
©% R™ ij; nhk* §%qu Xiv ot kR Xny e nR™ Xk jie wnR°Xi ks
whereh;k;l;i;j are any integers in™1;:::;me.

Similarly, the covariant derivatives ofR in the direction of vector elds < on Gy,
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- 3 .
©7_ R™Xp; X é%othxs; Xk shXty Xk wXh, Xs  skXn, X4
N 1 .
o RXi; hxe é%omxs, ki shXty ki «kXs, th kX, 1hd
. 1 -
©gsnR iy hk® §%° ih tk ik th*Xj, Xs ik it jk ti*Xnh, Xs

Thdi i Xk Xs Tkt jh we*Xi, Xs

Tikjs gk is*Xns Xeo Tk osh g sk Xi, Xy

“ns b 5°%Xks Xo T sk ik sheXj, XiZ
whereh;k;l;i;j are any integers in™1;:::;me.
We next deduce from the two previous lemmas the main computational result of the

section.

Proposition 3.4.6. Fix someq >Q Q G,;R™ "e and letq "X;%;Ae >Op, p°,
then SO TG~ Op, G-

Proof. Fix someq "Xg;Ro;Aq* >Q, for any h;k;i;j >71;:::;me such thati xj and
k x h, the rst order Lie brackets on Op, " p* are

LrR™Xh LR Xk*S Lr™ hk*Q  "ARXp; Xee§
- 3 ... 1 _.m 5
Lr™ hk*Q 2 A Xh, Xiee§ 2 W Q nj. KLy
i1

Lr™ ij*;Lr™ nk* S AT W Xn, Xio ik Xi, Xnoo in Xy, Xk jh Xk, XS

N

Lr™XioLRr™ nk*§ "ATXh, ki Xk iheeS

Thanks to Eq. (3.3), both theL g"Xy*'s and theL g~ j; *'s are tangent to the rolling
distribution. Therefore, they are also tangent toOp, "tpe as well as their iterated Lie
brackets. By takingi Kk in the bracket L g™ ij*;Lr"™ nk* S, We get that, for any
h;j >"1,::0;me, "A™X, XS, is tangent to Op, "gpe. In addition, from the rst
and the last brackets of the above Lie brackets, we obtain thati® P"; nj, «; 75
and "AXn, ki Xk, inee§aretangent toOp, pe, for any h;k;i;j >71;::0;me.
Thus, we can compute the next bracket inf4Op, e, for q>Op, "pe,

Lr™Xie; 7 ¢ Xp, Xgoo § kL ns AXReG  nil nsTAX e Q
3 A Xn, ki Xk, Sy
Using L r"Xi*;L g™ nhk* & and then putting i h in the last Lie bracket, we obtain
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Lr™ s 7 Xn, ki Xk, ine$
T kst sk ns TAXheQ Tt s 1 hseL nsTAXke§
$%asn TATXe, vt sk CAXi, S

h A Xs, kS & A Xs, heSZ

compute is

1

Lns™Xeos %X, nk*Z$S E%Qk TATX, XneeS o TATX, Xiee§
ATy, ke SZ
Therefore, for everyh;k;t;1 >71;:::;me; "A" 1, hkee§ is tangent to Op, " Qpe:

Hence, for allq>Op, "gpe the following vector elds
AT X, Xk TATX kS TAT wL hke Sy

are tangent to Op, "gpe. This completes the proof because we have that AB -§ >
TqOb, Qe if and only if B >s0'T,Gpe for g “x; ®;Ae >Op, " pe.

We return to prove the main theorem in the beginning of the current subsection.

Proof. [Proof of Theorem 3.4.3] As the vertical bundle of) is included in the tangent
space ofOp, e by Proposition 3.4.6, then the rolling problem™ <g is completely
controllable (see Corollary 5.21 in [9]). According to Theorem 4.3 in [11], the holonomy
group of G, is equal toSO'm ne. Note that one could have used as well the main
result in [25] stating that the tangent space of the holonomy group at every point>M
contains the evaluations atx of the curvature tensor and its covariant derivatives at
any order.

3.4.3 Horizontal Holonomy Group of  "Gp;ge

We de ne the distribution span’ Xq;::; Xme on G, and ¢ "Xo; Ro; Ag* > Q.
Note that it is of constant rank m. We will rst compute a basis of T,O . ¢pe for any
g>0 , e and then investigate the holonomy grouﬂ»—l©R of rolling of "G,,; g* against
"R™M ":sy, e, wheresy, , is the Euclidean metric onR™ ",
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3.4.3.1 The Tangent Space of O _"gp*

Proposition 3.4.7. For any ¢ >Q, the tangent space 0O _ e is generated by the
following linearly independent vector elds:

. . . . 1...
L ns Xn*Q; L ns " AXheQ Lns A kS Lins™ nik*Q > A" Xy, XgeoS, (3.23)
m

m
VAAlej , hij '@; %@th , Xk Ql hij Kij 'Z%I
| J

Proof.  Recall that all the data of the problem are analytic. Then, by the ana-
lytic version of the Orbit theorem of Nagano-Sussmann (cf. [2]), the orb® . pe is
an immersed analytic submanifold in the state spac® and T,O " Lieg re.
Therefore, we are left to determine vector elds spanningie,” e, i.e., to compute
enough iterated Lie brackets of .

For any h;k;l;s;t;p >"1;:::; me, we have

Lr™Xns LR XkeS Lr™ nk*Q  "ARXj; XS

5 (3.24)
Lr™ hk*SQ % TATXh, XS 211 R P hi ko LF
Lr™Xie; LrR™Xhe;Lr™ Xk S
W 9L NS AX e § TAPMIX) L njeeSZ (3.25)
n %BL ns AX e § TATPIX L kg eSZ
Lr™X¢e; Lr7Xe; Lr™Xpe; L r™ Xk Sq
WBLNs A 1S 15 TATX, XneS 5 TAPML g, ngSZ (3.26)

%L ns A oS 55 AXi, Xi§ 15 AP b, K SZ
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Lr™Xso; Lr™Xe; LrR™Xje; Lr™Xpe;Lr"Xke Sy

i EnsdBL ns AX 0§ & TAPIMX, el

RL s AX g 5 TATPIXG e (3.27)

n Es¥BL ns AX*] 5 TATPM X, el

L NsTAX K] 5 TATPM X, kel

Lr™Xpe; LrR™Xs; Lr™X¢e; LrR™X o LrR™Xpe;Lr" Xk Sy

~

W Ens%EL ns™A oS g A Xp, XS & AP b 4 eSZ

~

ts%g7§|— Ns A pneS 6%, "TATXp, Xpee§ 6l4 AP b nteSZ

~

n EsBGl ns A oS g A Xp, XS & AP b 4 eSL

ts%g7§|- Ns A pke 6%1 "TATXp, Xk § 6%1 AP b ki "512:
(3.28)

First we should remark that, by iteration, the commutators

LR™X ,o;iit Lr™X ,o;Lp™X o i

r

or as those in (3.26) and (3.28). Therefore, one only has to prove that (3.24), (3.25),
(3.26), (3.27) and (3.28) are linear combinations of the vector elds in (3.23) and then
show that the Lie algebra generated by these vector elds is involutive. Indeed, X
someh;k >71;:::;me such that k x h and takep s t | Kk in the above Lie
brackets. Calculate£(3.25) (3.27) and 3(3.25) (3.27), we get that

m
L ns AX peS; AAAlej YRR
i

are vectors inLie” ge. On the other hand, %(3.26) (3.28) and £(3.26) (3.28) imply
that

m
Lns A nkeQ A Xh, Xk Q by ki*S
!
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belong also toLie™ gre. The last two vectors with (3.24) give us another vector in
Lie” gre which is

AAAXh , Xk“S]:

NI =

Lns™ hk*SQ

To show that the vector elds given in Eqg. (3.23) form a basis fokie™ ge, it remains to
compute their rst order Lie brackets to see that they de ne an involutive Lie algebra.

We have,
TPTX L e TP g Sy

"AXh, X P ohis o kitSy

(3.29)
- .APJ'm]_Xj y l;j oo ] - ."Xh, Xk P]ml hj » kij ..Sq
Kl AAAij]_Xj v hj "S] hi AAAijlxj v K "SI;
(3.30)
and,
TOX Xe P s gt T Xy Xk P ong s kS
Kl AAAXh, Xt ij]_ h;j s t;j "S] hi AAAXt1 Xk ijl tj s kij "Sl
k AX L, Xn Py oniS om A Xk, X P ks Sy
(3.31)

Moreover, the Lie brackets betweeh ns™ hxe % "A" X}y, Xgee and the remaining
vectors of (3.23) are
R R 1 .. .
L ns Xie;Lns™ hke 5 " Xn, Xpeo K O

L ns™ oXio;Lns™ hike T Xh, XeeeS§ O

NP NI

LrR™ * ij*Lns ™ nke T Xh, Xkee S 6

- 1. .
* L nsT hke > “Xn, Xeee S O

A 1. . . 1. .
L ns™ hk® 5 Xhy Xkeo;Lns™ 1 5 Xi, Xpeo Sy 6
- 1. . o m
Lns™ hk® > " Xh, Xgee; X, Xy Q L+t “Sq 0;
i1
- 1. . ~
L ns™ hke 5 ° Xn, Xgee; TQXj, S O
i1
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Then, the vector elds

[ —

L ns XneQi L ns "AXpeQ) Lns A hk*SQy Lins™ hk*$Q > AT Xh, Xee§;
m m
HRQ Xi, njcdg W Xn, Xk Q nj, ki*LE
i1 i1
form an involutive distribution and any vector elds in Lie” ge is a linear combination
of them. It remains to check that they are linearly independent. It is clearly enough

to do that for the family of vector elds %&" PJ 1 X, Z@ Suppose there exists
h 1BhBm s SUCh thatphl hPJ lX] y h;j O Then P] J_Xj y ththj h h;j. O
1] >"L::;me. Hence,Py 1y n n; Oforeveryjjh >"1:::;me, so O for
everyh>"1;:::;me. Therefore,
1

L ns XneQi L ns "AXpeQ; Lns ™A 1Sy Lins™ hk*$Q > AT Xh, XS

m m
W Q Xj, njedy B Xn, Xk Q nj, kLS
i1 i1
is a global basis ofLie,” re and hence the dimension oLie,” re is constant and

equal to3'm ne. We deduce thatdmO "+ 3 m ne and the tangent space of
O . e is generated by the vectors in (3.23).

Remark 3.4.8. According to this proposition, L NS‘AX heQ and L ns"A pie§ are
tangent to O _“pe. This implies that o.gv"O R™ " which means that all the
translations along R™ " are included in the tangent space of the orbit. Furthermore,
the families of vector elds %"P["; X;, njeZgand %" Xn, Xk Py nj, K23
form an involutive vertical distribution.

©
3.4.3.2 Study of H -5

The main result of the subsection is given next.

Proposition 3.4.9. (i) The ane  -horizontal holonomy groupl—|©R is a connected
Lie subgroup ofSE'm ne of dimensionZ’m ne.

(i) The -horizontal holonomy groupH © is a connected compact Lie subgroup of
SO'm ne of dimensionm n.

In particular, the inclusions cIos‘H©R- * clos’H®e and clos’H © ° clos'H ©« are
strict if and only if m C3.

Proof. As an immediate adaptation of Proposition 3.3.22 to the case where one is
dealing with principal SE'm ne-bundles, one gets that the a ne holonomy groutH@R

is a Lie subgroup ofSE'm ne. Notice then that,if SEm ne SO m neisthe
projection onto the SO'm ne factor of SE'm ne, one has, by de nitionH®  "HCe
and H®  "H® .. This shows that the -horizontal holonomy groupH © is a Lie
subgroup ofSO'm ne.
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We next prove that for everyg®™>Q, a basis ofLieAH©R$Ioe- the Lie-algebra 0fH©R$‘(Eis
given by the evaluation atgq®of the vector elds whose values aj "x;%; A« >Q are

m

m
Lns AXpeQiLns A hkeQs % Q Xj, nj*dS 9% Xn, Xk Q njs kj*ZS;
j1 I
(3.32)

and hence this Lie algebra has dimensid@im ne m™m 1. To see that, consider
an arbitrary elementV > LieAH©R$|(E-, seen itself as a linear subspace ®fO0 . 0.
Then V is a linear combination of the vector elds described in Eq. (3.23) evaluated
at g®and V projects to a zero-vector inT M. By an obvious computation, one deduces
that V is a linear combination of the vector elds given in Eq. (3.32). Conversely, it
is clear that the vector elds given in Eq. (3.32) generate a distribution whose integral
manifolds lie inO _"gp* 9 Q;1M “X%® wherex® o g%. This proves that the Lie-
algebraLieAH©R$|(E- of H ©R $|Oehas dimensiolm ne m™m 1e. One could also check
that the distribution generated by the vector elds in Eq. (3.32) is involutive.

By a similar reasoning, a basis dfie"H ©_.s is given by the (evaluations atg®of) vector
elds (see also (3.33) below)

m m
%Q\A_lej o hi*Zg MR Xp, X _Q1 his ki *La
j j

and hence this Lie algebra has dimension n m™m 1e~2

Itis proved in Appendix that H©R is connected and, as a consequenék® is connected
as well.

It remains to prove the rest of Claim (ii). For1Bh Bm, let A, >so'm ne corresponding
to the vertical vector %"P[";X;, nj*Zand, for "h;ke >1, let By >sd'm ne

corresponding to the vertical vector 98" Xy, Xk ijl hj s K «Z We extend the
notations for the By to for any 1 B h;k B m by setting By« By.n. The basis of
L Lie"H®s is given by the matricesA,, 1Bh Bm and By, “h; ke >I and thanks to
Egs. (3.29), (3.30) and (3.31), one has

AiiA; Biji AiiBhx kiAn  hiAk; Bt Bhx kBht nBtk ®Bin  ntBui:

(3.33)
We next prove that L som 1¢ and, for that purpose, we build a Lie algebra
isomorphism’ betweenL andsom 1e. Let "€ *158n 1 be an orthonormal basis of
R™ 1 To each"h;ke >I and1BtBm, dene ' "Bnx* &, e, and' A &, €y 1
and then extend the de nition of ' by linearity to the whole L. It is then immediate
to check that' is a Lie algebra isomorphism.

Recall that H © is connected. Since its Lie algebrh is semi-simple and compact, it
follows from Weyl's theorem (cf. [26, Theorem 26.1]) thatl © is compact inSO'm ne
and of dimensionm n (for more details on semi-simple Lie groups, see [15, 17]).
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3.4. CASE STUDY: HOLONOMY OF FREE STEP-TWO HOMOGENEOUS
CARNOT GROUP
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4.1 Preliminaries

This section deals with the space of spheres and discusses the important properties
related to this space. Before introducing the space of spheres, we begin with the
following de nition.

De nition 4.1.1. A geometry inR" is a subset oR" which is either a point, a sphere
or an ane hyperplane. In particular, a planar geometry is either a point inR?, a
circle or a line.

The set of geometries irR" can be considered to be connected if any hyperplane is
considered as a sphere of in nite radius, and any point is considered as a sphere of
radius zero. This is the point of view of the space of spheres. For references on this
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4.1. PRELIMINARIES

space, we refer to M. Berger's book [32, Chapter 20] and T. E Cecil's book [33, Chapter
2].

4.1.1 Space of Spheres

In the spaces of spheres, a geometry is described through the parameters of its Cartesian
equation. We denote the Euclidean norm of a vector in R" by §S Let us consider a
sphere with centerp and radiusr COin R" (n  2;3). Its equation is

S pS r?

or, equivalently, 8 2px 9% r2 0. This is an a ne quadratic equation whose
2-homogeneous part is equal t&3. In fact, any a ne quadratic form of the type

qxs k&8 ax h (4.1)

leads to an equationg' xe 0 whose solutions form a sphere, provided that the real
coe cients h;k and the vectora >R" satisfy &3 4kh A0 and k x 0. Indeed, the

center and the radius of the sphere are given iy 52 and r2 agffkh, respectively.
Furthermore, whenk 0anda x 0, the quadratic form qyields the equation of an a ne
hyperplane, while if &3 4kh 0, then we recover a point as the unique solution to
the equationq 0. So, we can identify points, spheres and hyperplanes with a subset
of the space of a ne quadratic forms.

The set of ane quadratic forms of the type (4.1) is an"n 2e-dimensional vector
space. Since the quantity "g¢ @3 4kh plays an important role here, we will repre-

sent an a ne quadratic form g by the vector  "a;h k;h ke >R" 2 in such a way
that "g¢ ~ e can be written as
~e 2 2 2 .
1 n 1 n 2-

In this way we diagonalize the Lorentz norm .

With any point "5 n 1 n2*>R" 2 we associate the a ne quadratic form onR"
N 1. 1.
g Xe é n1 n 2'3(g X é n 1 n 2°%:

The quadratic forms yielding to equations for spheres (including points) and hyper-
planes are those associated with element®f (Lorentz) norm ~ « CO. Notice that two
proportional equations de ne the same geometric object, so geometries are naturally
associated with elements of the projective spad® . Recall that P" ! is the set of
equivalence classes of vectors R" 2f"0« modulo the equivalence relation,

i . for some real xO0:

We denote by  the equivalence class determined by a nonzero vector
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Notice that the sign of the Lorentz norm is constant on equivalence classes of the
relation . It then makes sense to de ne thespace of spheredenoted byCe , as the
set of elements oP" 1 on which the Lorentz norm is non-negative, i.e.,

Ce =~ >P"1S" «COe:
We can associate with any geometry a unique element@f ! as follows:
() with a point p>R" we associate , where

1 P31 9PS
; ; . 4.2
< pl 2 7 2 ’ ( )
(i) with a sphereS "~ R" with center p and radiusr we associate , where
1 93 r2 1 93 r?
<p; > : > , (4.3)

(ii) with a hyperplane H of equationN—x h with x >R" and unit normal N we
associate , where
"N; h;he: 4.4)

We obtain in this way an injective map

R" 8 Spheres3 Hyperplanesb C- : (4.5)

Conversely any element o€+ de nes the equation of a geometry, with the exception
of "0;:::;0;3; 3+ , which corresponds to the constant quadratic forms. Therefore, we
will add to R" a point at in nity and we use Pointsto denote the spacdk" 872 « (which
coincides with the Alexandro extension ofR"). Setting "2 « ~0;:::;0;%; 1

s, We
2 )
transform in a bijection map. Therefore, (4.5) becomes

Points 8 Spheres8 Hyperplanesb Ce- :

The image “Pointse is the set™ 0z of elements ofCe of null norm and ~Sphere8
Hyperplanes is the set™ A0z of elements of positive norm.

Lorentz inner product Observe that the Lorentz metric plays a crucial role in
the space of spheres. Let us de ne the non-degenerate symmetric bilinear forre on
R" 2 with signature "'n 1;1e, called Lorentz inner product as

Loe 11 ninl n2n2: (4.6)
We can rewrite (4.6) as
e 3
whereJ is the matrix J diag'1;:::;1; 1e.

Notice that
Te T oE 4.7)

This inner product is not positive de nite and separates the vectors in three di erent
classes.
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De nition 4.1.2. A vector in R" 2 is said to be spacelike, lightlike, or timelike,
respectively, if = ¢ is positive, zero or negative.

Notation 4.1.3. We denote byC the cone inR" 2 de ned as

C ~ >R"2S " «CO XO0e:

An important property of C is that the geometrical properties of an object are coded
by its Lorentz norm and its inner product with the other elements. Indeed, we have
the following result, where we have chosen as representative of the point at in nity the

“n 2e-tuple «  "0;::1;0;3; 3e.

Property 4.1.4. Let >C. We have
Yif ~ «AOand ; . ex0, then corresponds to the spher& p;re, where

»

~

. and r _ :
Ca e St . eS8

Yif ~«AOand ; - e 0, then corresponds to the hyperplanéi”N;he, where

N

~ ~

Yif ~ ¢« 0Oand ; .ex0,then represents a point;
Yif ¢« Oand ; ae O, then a represents the point at in nity.

Remark 4.1.5. The inner product between two elements o€+ encodes the relative

positions of the corresponding geometries. For example, let us consider two elements
; of Ce | the rst one representing a pointp>R", i.e. "pe .Then ; e O

if and only if p belongsto '*  (which is a point, a sphere or an hyperplane).

The space of spheres is therefore a good candidate to model a sketch: the geometries
are viewed as elements @+ and all constraints are expressed using the Lorentz inner
product. We discuss in the next sections how to solve such a sketch, that is, how to
perturb continuously the elements of a set of geometries in order to enforce a prescribed
family of constraints.

Normalization Our goal here is to give some coordinates dD, i.e., to work on a
subset of R" 2 instead of the spaceP" 1. Indeed, for implementing algorithmically a
sketch resolution, it is useful to work with quadratic forms rather than elements of the
standard projective spacd™ 1. So, every equivalence clasé >Ce will have a unique
normalized representative x >C, which satises x X.

To give a unique normalized representative for every geometry , there are many
choices of normalization, for example the one given in the following table.
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Pointp , | SphereS s HyperplaneH H
Normalization S s 1 T he 1
(N1) & & &
mae 1 N =Y-Y0) “H: 0€CO & T4 ae O

Notice that in the table o denotes the normalized representative of the poirt

Remark 4.1.6. The normalization above is given in [34] and [35].
In the sequel of this work, we restrict our attention to the casea 2. Moreover, based
on (N;), we work with the non-connected seC = R?,

cC - 10’

1¢e8° 0, ; =€

which is the union of two submanifolds oR* of dimension3 and 2 respectively.

Notation 4.1.7. Hereafter, we use the following notations

P T >RYS e 0 7 a6 e
“ SRYS " e 1o
. " >SR*S e 1. ae o

The normalization above provides a bijection map between the set of geometries
“points, circles, lines and the space 8P. It can be resumed as follows.

Point p Circle C C'p;re Line H H™N;he
b T 2p 1 93 1 $3 | "Ce LA | o ONjh; he
¢ ¢ .
i pee 0 u H oo 1
; TG 1 ;
5 TP ee 1 5 He ae O

In the following paragraph, we brie y give some important de nitions and properties
of the Lorentz group. More details are given in Annex 6.

Properties of Lorentz Group The Lorentz groupO~ 3; 1+ is the subgroup ofGL"4; Re
which preserves the Lorentz inner product; e In matrix form, we have

0°3;1e "M >GL"4ReSMIM Je;
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where the matrixJ is de ned as

J C% 0. ; |3 being the3 3-identity matrix.

Di erentiating the condition M—JM J at the identity, we obtain the Lie algebrag
of O"3; 1. This gives us

g Jsog4s "A>M4;ReSAJ JA O

Property 4.1.8. The following properties hold true.
1. The Lie algebrag can be written as follows

0 !3 !2“

\(/)‘ Sv:! >R3:withsle —14 0 | ;—>S0 3e:

" o
g GALve CI?V'_
I, 1y 0o-°

2. The commutation between two element&”!; ve and A"} ¢« of g is given by

ATl ve: AN e AT Nyl DN ye:

Proof. Straightforward by a direct computation.
Next, we recall the following important properties ofO”3; 1. More details are given
in Annex 6 (see in particular Lemma 6.3.2).

Property 4.1.9. 1. The Lorentz groupO~3;1e has 4 connected components. Its
identity component (i.e., the component containing the identity element) is often
called therestricted Lorentz group and is denotedSO " 3; 1e.

2. The restricted Lorentz group is a Lie group which is the image of its Lie subalgebra
by the exponential map,

SO "3;1e exp'so 3;lee:
3. For everyc CO the group SO "3;1e acts transitively on™  c».

Remark 4.1.10. The third property in the list above means that given an element
of positive or null Lorentz norm, any point of same norm can be written aM , for
someM >SO "3;1e.

In order to study the orbit of an element of C under the action of subgroups of
SO 73;1e, it is useful to consider the transformations that leave xed.

De nition 4.1.11. The isotropy group of is the subgroup of the Lorentz group
SO "3; 1 consisting of the elements leaving invariant, i.e.,

Iso” « "g>SO "3;1- g .
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CHAPTER 4. REPRESENTATION OF GEOMETRY IN R?

For any given >C, sinceSO "3;1e acts transitively on™ >C S~ o~ e then
there is a bijection betweeri >C S~ ¢ " e and the quotient SO "3;1°¢|55" ..

Lemma 4.1.12. Let M >0"3;1s. Then, M:P ~ P if and only if M >Is0” a .

Proof. LetM >073;1e. Then M:P ~ P ifand only if M ; e 1forall >P
(recall that "M e " e, Since M ;M e 1, we deduce thatM:P = P if
and only if M;M e "M, -g thatis, M; "M Jeae 0, or, equivalently,
M >Ma asV9~  (Qo.

Clearly if M a then M:P °~ P. Assume now thatM = X . . Now notice that
"M a2  aeU9” 0 R'M . . (see[33]). Hence, iM:P " P then forall >P
there would exist >R such that M "M a2 ae. Since, moreover,M ; ae 1
and M ;M e 1,then would be equal to zero, which is impossible.

4.1.2 Particular Elements of the Restricted Lorentz Group
Let us denote byg the Lie algebra of the Lie groupSO "3;1e. In order to discuss the

orbits of di erent subgroups of SO "3;1e, we describe some of its elements: transla-
tions, anti-translations , dilations, and rotations.

4.1.2.1 Translations

Let t be the two-dimensional vector subspace gfde ned by

) u2“ ’ulll
t od us AliveS —u;—V —Uy— U “Uj Uy >R?j
" 0° " 0°
0 U u«
oFus — u— 0 0—u>R?: (4.8)
"u— 0 O

Lemma 4.1.13. The 2-dimensional vector subspaceis an Abelian Lie subalgebra of
g. Moreover,exp T uee: "pe  “p ue: Then, exp te represents the translation group.

Proof. Due to Property 4.1.8, we can easily prove thatT ue; T u® O for every
u;u®>R?. Therefore, the vector subspactis an Abelian Lie subalgebra o§.
One easily checks that the exponential of a matriX "ue >t is

1 0 U, U, =«
. -0 1 U-> u —
T u —_ J—
e _ 88 88 —
— Ug u 1 - - —

" 83 S5

up w15
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Hence, the matrices of the form above form an Abelian subgro@xp™te of SO "3; 1e.
Furthermore, for every >C representing a point, a circle or a line, we have

N

i 34U

et — 15 48 UT g 3= where ~po T 20T (4.9)
n 1A

5 3 48 Ul o g

In particular, if represents a point, i.e.,~12. 2p, 3 1 $S%and , 1 9PS,
then Equation (4.9) becomes
ev:pe " 2u ps pdS 1, & pS 1.

N

We conclude that,e™ v “p»  “p ue, so the displacement corresponds to a translation
in R2. This completes the proof.

Remark 4.1.14. By Remark 4.1.5, we know that a geometryg is characterized by
g "pS Tp; “ge O

Since'e’ U “pe;el’U “gee T “pe; “gee; then, €TV “ge g ue.

4.1.2.2 Anti-translations

Let K" ue be a matrix of g of the form

) 0 u uu
K'ue —u— 0 O0— whereu “uj uy* >R?:
"u— 0 O

The matrices of this type form a2-dimensional vector subspace af, denoted byt,
which can be parametrized as follows:

i) u2 13 1u1“
t oA"l,bve>g3 - u;—v -—Uy—:
” 0 ° ” O.

It is easy to check that t;t 0, sot is an Abelian Lie subalgebreof g.
The exponential of the matrixK "ue is equal to

v 1 0 Uy U, «
eK “ue — 0 1 U Uo —
-u; u; 1 2838 188 —
u u 8% 1 188
We recall now a classical de nition for semisimple Lie algebras.
De nition 4.1.15. The Cartan involution is the automorphism ofso 3;1e de ned
by
"Ae AT
Remark 4.1.16. By the de nition above, we observe that the image of under the
Cartan involution is the Lie subalgebrat, de ned in the paragraph above.
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Geometric Interpretation In this section, we study the action of the groupexp te
on a geometry > , distinguishing the three cases whererepresents a circle, a vector
line and an a ne line not passing through the origin.

Circles Let for instance c o1.- Then we have

83, 88~

“ue . 1
eK < u11 UZ; 21 2

Observe that™ ; = e 1 9. Therefore,

1.if°; ae 0, ie., 38 1, then represents an ane line of unit normal

N " ug; ueandh i
2. if 83 @1, then represents a circle of centep " uj; uy* and radius
1 .
r RN

3. if 88 Al then represents a circle of centqn  "uy; u,* and radiusr ﬁ.

By the group exp'te, we can pass continuously from a circle of centfeto circles
of di erent radii, passing through a ne lines.
Vector lines Let "N; 0; 0 with N >R? of unit norm. Then, we have

ek u N U NZ

Observe that™ ; = e 2uN. Therefore,
1. if uUN, then, e<"u (we do not move);

2. if uN AQ, then, represents a circles of centgg N and radiusr 1

2u—N :
1
2u—N "
We can pass continuously from a vector line to a circle through the action of
exp te.

3. ifu™N @, then, represents a circles of centgg N and radiusr

A ne lines Consider an a ne line “N:h; he with h x 0. Then, we have

1 N 2hu «
kv _uN "1 8%h—
"uUN "1 ®%h*

Observe that™ ; a e 22uN h%%. Therefore,

1. if"; ae O;thene v isan ane line not passing through the origin and
orthogonal toN  2hu;

2. if °; 2 exO0,then represents a circle of centep -2 and radius
1
' zow sgn

By exp'te, we can pass continuously from an a ne line to a circle.
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4.1.2.3 Dilations

For >R; we consider the matrixD~ « de ned by
0 0 0 G
- -0 0 0 0—
b e 0 0 0 =
00 0°

Lemma 4.1.17. Let d be the vector subspace gfde ned as

d 3D" « A"0;e3*S >RY ¢

(4.10)

Then, d is a one-dimensional Abelian Lie subalgebra @f and exp'de > SO "3; 1e

represents the group of homotheties.

Proof. Sinced is a one-dimensional vector subspace @f then obviouslyd is abelian.

The exponential of the matrixD~ < is equal to

1 0 0 0 «

~, =01 0 0
e fOOch‘-shA-
O O sh" o ch »°

For every >C, we get

el - %o, 2, sCh™ o ,SH e ssh o ,ch «Z

Observe that, by (4.11), we have

A A

Tiae 3 4% Ch™ o sSh e 3 4%€

Therefore, from (4.12), we have
1. if >Linesthen ; = e 2e,
2. if >Circlesthen”; - e Ze.
We deduce thateP” ° is a homothety of ratioe

4.1.2.4 Rotations

Let us de ne the vector subspace

’0“
r SA"live>gS -0— v O0OY

1BA [ ] 0 Ol
SR ¢ — 0 0 O—SB" ¢>s02:
"0 0O

(4.11)

(4.12)
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The one-dimensional spaceis an Abelian Lie subalgebra of: It is immediately veri ed
that the exponential of the matrix R® < de ned above is equal to

1 COS sin© ¢ 0 O

R —sin~ ¢ cos ¢ O 0:
:O 0 1 6=
0 0 or

Then, we obtain the following result.

Lemma 4.1.18. The groupexp re >SO "3;1e represents the group of rotations.

41.25 Remarks

In this section, we establish the relationship between the previously introduced Lie
subalgebras of.
It is easy to check that we have the following Lie bracket relations

tt O t:r bt; t:d bt; rd O
We also have
t:t O t:r bt; t:d bt:

So, the following direct sums are subalgebras of

l V2u 1V1u
gt tr d od\Lve>gS! —v;—V —Vo—;
” !3. ” V3.
1 V2 11 1V1u
g trd odlve>gS! — vi—V —Vo—;
” I3. ” V3.
) V2“ ’Vlﬂ
g2 t'r oA"live>gS! —v;—=V —Vo—i;
” |3. ” 0.
l V2 11 ’Vl“
g8 tr oA"l;ve>gS! — vi—V —Vo—;
” !3. ” O.
7 V2u yvlu
g t d oA"l,ve>gS! —vi—V —Vo—;
” O ° ”VS.
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"y vy
g t°d odA"lLve>gS! — vi—V —Vo—;
" 0. "V3.
'y Qu ' Qu
g r'd aA"l,bve>gS! -0—v -0—:
”!3. "V3.

Observe that
1. ifi >71;2+, thend is a4-dimensional Lie subalgebra of,

3. g’ is a2-dimensional Lie subalgebras df.
Other useful Lie subalgebras off can be de ned as

1!1H !O“
sg oA"lbveS —-0—v 0; S5 OA'llveS —l,—v 0;
”Oo ”Oo
lvlll lOH
zz aAA"lbveS 0O v —-0—; Z OoA'lbveS O v —Vo—:
” O. ” O.

It is easy to check the following Lie bracket relations

S, d Tz, d;z bsy; S1;2 bd,
Sp,d Tz, d;zz bsy; S2,z1 bd;
2, T, z2;r bz, Z;r bz,
$1;S, T S1;r bsy; Sy r bsy:

Then, fori 8;:::;11, eachd , de ned here below, is a3-dimensional Lie subalgebra
of g:

’!1“ ] 0“
98 ST 2 d (ﬂ\A!;V'>gS —0—=v —Vo—;

” o. 11V3.

1 O“ 1V1“
o sz d dLve>gS -l,—v -0—;

” O. ”VS.

1 Qu TV
910 z 2 r Cﬂ\A!;V->gS -0—=v —Vo—;

)1!3. ” 0.
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gll

S1

AN

Sz\ r

oA"l;ve>g8

b ! 1“ b O‘
—lo—v —0—:
" I 3. " 0°

We conclude this section by a table which describes the typical matrix of any of the

Lie subalgebras ofj introduced above, as well as its exponential map.

[ Lie Subalgebra

| Matrix Lie Subalgebra

| Matrix exponential

1 0 V1 Vi
0 0 v Vi
Vs "V 00 v v -0 1 V2 Vo —
t 0AveSl —vi—V —Vp—j Ty v 02 S: el = vi v, 1 88 58 —
"o . " 0. : = : = =
V1 Vo 0 0 Vi Vo § 1 ?.
1 0 Y v “
0 o0 Vi Ve 1 1
Vo T Ve 0 0 Vl Vl -0 1 Vo Vo —
"Ly e>gS  — Vi—V  —Vo—j = 2 2z | K Z g g8 —
t oAby 9 S A Vi V2 0 0— -vi Vv 1 == - =
O [ ] 00 . — —_
Vi V2 0 0 Vi Vo é 1 ?.
L 0 0 0 O 1 0 0 0
. : . . -0 0 1y 0— S -0 cos'! e sin”! ¢ 0—
st GATLv - Sl Tgfv Oi St 1, 0 o= €' 0 sinlie  coSlie 0—
0 O 0 (0 0 0 0 1°
0« ] 0 !y O« v coS! oe 0 sin"l e O«
- o -0 0 0 O0— s, — 0 1 0 o—
S; CATlLveS! TIOZTV 01 Sy - 1y 0 0 0: e>2 = sin”! 9o 0 cos! 5o 0:
0 0O 0 0O 0 0 0 1°
ey 0 I3 0 O« 1 cos ! ze sin"lge 0 O«
1 —sin”! ae Sl oqe
r @LveSl -0—=v 0 I A= N
"
03 0 0 0 O 0 0 0o 1
s vge 0 0 0 v« rch™vie 0 0 sh'vpes
2 @"Lvesl Ov -0— Z 58 8 g 85 ef1 = 8 é (1) g =
0 vi 0 0 O° "sh'vie 0 O ch'vpe®
o "0 0 0 0« T 0 0 0
Z @ALveS OV —vo— Z, 58 8 8 VSE 2 58 ch 8’2' (1) sh (‘)’2'5
0 "0 v, 0 O0° "0 sh'vae 0 ch'vpe*
o "0 0 0 O« 1 0 0 0
-0 0 O 0— -0 1 0 0 —
“1y Sl . — : - j— D = p—
d @tvest Ov ¢ VO,_' P =0 0 0 w= € S0 0 chvge shivee—
8 0 0 v3 O° 0 0 sh'vze chvae®

4.1.3 Annihilator of Geometry

We conclude Section 4.1 by de ning the annihilator of the geometry.

De nition 4.1.19.
such thatA 0.
Remark 4.1.20. For x 0, we have Ann~
Ann~ ¢  Ann” e:
We set T 2 >C with = ° 1, 2, 3°.
written as

Ann~ ¢ “A"l:veS
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Ann” ..

v Oandv— OQe:

The annihilator of , denoted byAnn~ e, is the set of allA >g

Then, we can de ne

Then, by Property 4.1.8,Ann” ¢ can be

(4.13)



4.2. STUDY OF DISPLACEMENTS

Remark 4.1.21. 1. If >C, then ~x 0 (otherwise ~ ¢ @0: timelike).
2. Let >C. The following properties hold true
(@ if 4 0O,thenA”l;ve>Ann" « if and only if ! ~andv U~

(b) if 4x0,then A°l;v e >Ann"~ « implies that vU ~(and ! may be
any vector of R3).

Now, we decompose the Lie algebmaas the following direct sum
g Ann" ¢ supp Ann” ee;

where suppAnn~ e denotes any supplement oAnn” . For example we can take the
Euclidean orthogonal ofAnn” «, denoted by"Ann~ <@ and de ned as follows.

De nition 4.1.22. The Euclidean orthogonal of the annihilator of is given by

"AnNn” ee? "B >gSII"ABe 0! A>Ann" es:

By using the relationsTr"s™! es™lee 21 =+ and Tr'vw— v-ve 2v-v;we have

"Ann” eed ATl ve>g9 1 vv 0! “l:ve>R6suchthatATlve>Ann" ee:
(4.14)

4.2 Study of Displacements

In this section, we focus on displacements of geometries and on orbits of subgroups of
SO “3;1..

4.2.1 Strategy

The sketch-solving algorithm works by modifying continuously the geometries in the
sketch in order to decrease some functional, which corresponds to the constraints that
the user wants to impose. The modi cation can be asked, moreover, to preserve some
of the properties of the geometry. For instance, the user could ask a line to stay a line,
or a circle to keep its radius.

Given a geometry >C, we want to parameterize the family of all geometries sharing
some property of that should be preserved as an orbiOrb "Fe F , whereF ~
SO "3;1e is a subgroup of displacements. The ideal situation is whéhis isomorphic
to the quotient SO "3;1*¢|55~ « (which, however, is not in general a subgroup of).

In more general cases, we might want the dimension Bfto be as small as possible,
in order to reduce the number of parameters entering in the minimization procedure
which corresponds to the solution of the constraints.
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The most relevant families of geometries that we want to parameterize by displacements
are the following:

P " >R*S"« 0 *; ae 1
" >R*S 7 e 1.

~

c >R*S" e« 1;7; ae o Tinparticular; ¢ T >R*ST e 1,7 ae OQes:

Note that all such sets are submanifolds dR*4 contained in a level set of the Lorentz
norm

Let N be one of the families of the list above and x > N. The main tool for

characterizing the subgroups oSO "3;1e acting transitively on N is the following

classical result.

Theorem 4.2.1. Let N be a connected submanifold &+ and letS be a Lie subalgebra
of g. Denote byF the group generated b$, i.e., F exp Se. If

dim"Ann”™ «9Se dimS dimN (4.15)
andF: " N for every >N, then, F acts transitively onN, i.e.,

Orb"Fe F: N; | >N: (4.16)

Proof. For any xed >N, consider the map

S N
A ( expAe-::

SinceD "0:M M foreveryM >S,thenkerD "0 Ann~ «9S. We deduce that
the dimension of the image oD 0 is equal todimS dim"Ann”™ «9Se dimN,
thatis, is a submersion a0. The orbit F: is therefore a neighborhood of. Since
the orbits of F provide a partition of N ( ®>F: if and only if >F: &, then we
conclude by the connectedness of that (4.16) holds true.

Notice that in the case wheradimS dim N, condition (4.15) becomeslim”Ann”~ « 9
Se "0-. Thus our strategy consists of nding, when possiblel- in the form F
exp Se, where S satis es the following properties:

"P;* S is a vector subspace of of dimension equal todimN;
"Pye AN~ ¢9S "0, >N;

"P3e S is a Lie subalgebra ofy;

"Pse FN ° N.

When not all three properties can be satis ed simultaneously, we will discuss how to
relax them in order to get a suitable choice of displacements to use in the sketch-solving
algorithm.
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4.2.2 Displacement group for the submanifold P

The natural choice for a two-dimensional group of displacements of the set of points
is the groupt of planar translations. Let us check how this choice is the unique one
which is compatible with the general approach discussed in the previous section.
Due to Lemma 4.1.12, displacements satisfyindg, for N P should be searched in
the isotropy group of - . Hence, we look for a subspac® of g which is contained in
the Lie algebra oflso”™ . ¢, i.e., in Ann”~ . ¢, and which is transversal toAnn~ ¢ for
every >P (property "Pye).

Let us computeAnn” . «. By Equation (4.13), we have

o,
Ann~ . e OoA"l;ve>gS >R v — | (4.17)
"o
Therefore, the annihilator of . is a three-dimensional vector subspace gf
Consider now the element of corresponding to the origin of the plane, i.e.,q
"0s "0;0; 1; 1-. Following the same computations as foAnn~ = ¢, we nd that
the annihilator of g is equal to

I I
Ann~ g¢ oA"live>g9 >R% v -1, —: (4.18)
” O °
Now, we want to calculate a supplement oAnn” g¢ in g. According to (4.14), the
Euclidean orthogonal is equal to

1 V2u
“ANN” geed  od\"l;ve>gS —v; — v>RY: (4.19)

O [ ]
By intersecting Ann” = « and Ann” (+& we get

Ann™ a ¢ 9 TAnn” gee?
Notice now that for every pointp >R2, the annihilator of , ~ 2p; 1 93 1 $Se
is equal to
Ann” ;o "A"lLive>gS , T 4, Oandv " 0Oe:
As expected,Ann” ,» 9t "0 and
"p t b P
T ue z exp T uee:p

is a di eomorphism for everyp >R?.

Moreover, if A"l;ve >Ann” 2« and ! 3 x 0, then it is easy to check thatA™l;v e >
Ann” e, wherep !~ 351, 3o, We deduce that every element ofAnn” = ¢ which
is transversal to allAnn”~ ¢ belongs tot.

We can resume the discussion of this section in the following proposition.
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Proposition 4.2.2. Let Gp exp”Se, where S is a two-dimensional subspace
such thatGp"Pe ~ P and Ann~ «9S 7“0 for every >P. Then S t and, for every
>P.
Orb "Gpe P:

4.2.3 Displacement group for the submanifold

Recall that is the 3-dimensional submanifold ofC de ned as
~ SR*S " e e

In this section, we want to determine a displacement group &0 ~3;1e which acts
transitively on . Notice that condition "P4e introduced in Section 4.2.1 is automat-
ically satis ed, since the elements oSO "3; 1 preserve the Lorentz norm. We will
show that there exists noS satisfying the properties"P;e "Pge.

We start by proving the following technical lemma.

Lemma 4.2.3. Let A"l;v e JAnn" « for every > . Then

IvxO0: (4.20)
Proof. Let A"l;ve be suchthat! , = 4,2vxO0orv—xO0forevery "7 4>
Recallthat >R*isin ifandonlyif ~ ¢ Y 2 1 Inparticular,”™S > «aS2
Therefore,v x 0, since otherwise for all™>S2 we would have! , ~x 0. Hence,
I, = 4x0; forevery > suchthat ~Uv: (4.21)

If I Uv, then one could reach a contradiction in (4.21) by taking aS a unitary vector
proportional to ! and setting 4 0. Hence (4.20) holds true.

In the following theorem we deduce from the above lemma that no subspaSeof
dimension3 can satisfy the constraints’P;¢ and "P,¢ introduced Section 4.2.1.

Theorem 4.2.4. There is no subspac§ of g such thatdimS C2and Ann™ «9S ~0e
for every >

Proof. Consider the vector spacé de ned as
| ™ I:veShiv >R3: 1 Uvz:
For every subspaces of g, sincediml 5and dim”l 8 Se Ddim"ge 6, then we have
dim”l 9Se diml dimS dim"l 8Se CdimS 1

If dimS C2, then dim”l 9 Se C1. Therefore, S contains an elementA™!;v ¢« x 0 such
that ! -v 0. Thanks to Lemma 4.2.3,S cannot be transversal to evenAnn™ «, > .
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The theorem leads us to look for ais of dimension at least4 satisfyingdim”Ann™ «9
Se dmS dim for > , asin (4.15). Based on such requirement o8, we
evaluated in a systematic way thed-dimensional Lie subalgebras aj. In order to do
so, we considered nite subsets aj and computed the generated Lie algebra, testing
its dimension and computing the intersection with the annihilatorsAnn™ «, >

After a long computation, we identi ed the Lie subalgebray , described in the following
proposition, which, although not satisfying (4.15) at every > , it satises it in an
open and dense subset of and, moreover, generates a group whose action onis
transitive.

In order to state the proposition, let us introduce the following notation. We denote
by y the subset ofC corresponding to all one-dimensional subspacesRy, i.e.,

v “v "1 2;0,00>R* S " e e

Proposition 4.2.5. Let g be the vector space of dimensiohde ned as

7 V2 11 1V1u
g OA'Lve>g3 — vi—V —Vo—:
” !3. ”V3.

Then g is a Lie subalgebra ofj and it satis es

g t r d (4.22)
where, t; r and d are de ned, respectively, in Sections 4.1.2.1, 4.1.2.4, and 4.1.2.3,
Moreover, dim”g 9 Ann” e 1 for every > v and, letting G exp g e, then

Orb "G « ; forall > : (4.23)

Proof. As recalled in Section 4.1.2.5, we have the following Lie bracket relations
t;t O t;r bt; t;d bt:

Therefore, the direct sum decomposition in (4.22) is a Lie subalgebragbf dimension
4. Its equality with g follows from the characterizations of;r and d given in Sections
4.1.2.1,4.1.2.4,and 4.1.2.3.

For every > let
Anng = ¢ Ann” «9g : (4.24)

By a direct computation, we have, for every > ,

Anng " ¢ “A"XeSX >R* M :X Oe:
g

where
’ 0 O “
11 V2 “ lvluu 40 3 0 2
AVivoivzlge A— vi——Vo—: and M = 43 1=
nn I o 7 oo - 1 2 4 0 -
- 3 V3 ” O °
1 2 3

In order to compute the dimension ofAnng = ¢, we evaluate the rank of the matrix
M.

96



CHAPTER 4. REPRESENTATION OF GEOMETRY IN R?

if > v, we have rankM+ 3. So, the dimension ofAnng ~ « is equal to 1.
We also have
’ _;_Vl [ f Vl “
Anng " ¢« oA"l,ve>gS! = v; TV - —;vl—i:
” 4 3 °
42y 0

2

If > v, we have rankM+ 2. So, the dimension ofAnng ~ « is equal to2. We
have

’ _;Vlu ’ Vl 1
Anng © ¢ O0ALve>gS! - vy SV - V!
o ° V3 *

Denote by G the Lie group of the Lie subalgebra , i.e.
G expg-:

Recall that the dimension of is equal to3 and the codimension of y in is equal
to 2. In particular, v IS connected.
Let > v and consider the set ° v de ned as

ehigh 1Al 1o gtA” e > vforj 1;:i5k;s> 0t e

Notice that * Orb "G . Reasoning as in Theorem 4.2.1, we can conclude that
Y.y is a partition of v in open and connected subsets. Hence, there exist

\%

O in  such that for every > v
Ortb"G e+ Oa v,

Furthermore, if > , since the dimension ofAnng ~ « is larger than the dimension
of v, then Orb "G < contains at least a point ; in v. Therefore,Orb "G »
Orb,"G + O. In particular, O a v 87 +. Since this equality is true for every
> , we conclude that
Ob"G e+ O

for every > , concluding the proof.

4.2.4 Displacement group for the submanifold c
For cCO, let . be the set of >R* verifying

"e 1 and "; ae c; | >R*%
In particular, when ¢ 0, the set of the lines is de ned as

o 8 >R*S”" e land ; e OV
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In this subsection, we will study the displacement group of.. To determine this group
we need to nd a supplementS of all the annihilators of > . which veri es some
properties”P;e de ned previously.

One of the properties consists of preserving the Lorentz scalar product - e c¢. We
therefore try to determine the following group

G: SM exp’Be>SO "3;1-S > M > .Y

For every matrix B >g, of the form

Cle v,
va_ 0 ;v >R3;

we have, fort >R and > ,
exptBe >

This implies that

‘exptBe; s " a€
We derive the quantity above, we obtain, fot 0,

B; - 0 | > (4.25)
The displacement group when ¢ x 0. In this case, the group of translations is
su cient for our purposes because one circle can be transformed into another one of
the same radius just by applying the translation sending the center of the rst circle
to the center of the second one. The circles for which the Lorentz norm is constant

and di erent from zero are indeed in one to one correspondence with the points (see
Section 4.2.2). We therefore get the following proposition.

Proposition 4.2.6. Letcx 0 and setG _ exp’te. Then for every > . we have
Orb "G c:

The displacement group when ¢ 0. In this paragraph, we will study the group
of displacement on the submanifold .

In the following result, we characterize the elementd”!;v ¢ of g which preserve the
scalar product (4.25).

Proposition 4.2.7. For > 4,one has’A™l;ve; . e O0ifand only if
11 Vo and ! 2 Vi, (426)
where! "l ;i1 ge>R3andv  “vi; Vo, Vs >R3.

98



CHAPTER 4. REPRESENTATION OF GEOMETRY IN R?

Proof. Let B A"l;ve be a matrix in g which veries 'B; = e 0 for every

I

"7 40> 4. SinceB: &'’ e aVe and 4 3, then ‘B ; - e 0Oimplies that
O v— 71, 7 3veg “vi l,ye; “v, I;e 5. Since this holds for every > ( we
deduce thatv; !, andv, ! ;. This completes the proof.

As a consequence of the proposition, in order to satisfy Property,¢, we look forS
satisfying the constraint

) V2“
S oA"llveSy>R% ! —v;— S
”I °

+ 3

In analogy with Lemma 4.2.3, let us study which elements & are transversal to
Ann~ e for every > .

Lemma 4.2.8. Let Al;v +>S. Then A”l;v «>Ann" « for every > g if and only if
13x0.

Proof. Because of the de nition of o, we can rewrite the condition thatA™!;v ¢ >
Ann” « forevery > gas!, =~ 3vx0orv—xO0forevery~ ~h 3* >R3 such that
N

>SSl

First assume that! 3 0. Then for every N>gt orthogonal to “v;; v, we have that

~ "*0esatises! , = v Oandv— O.

In order to prove the converse, let 3 x 0. Assume for now that alsovz x 0. Then
v—w x 0. Hence, for every™>S! R such that “Uv, either 3 Oandthen! , = 3v
I, ™ x0or 3x0andthen! =1 | = aye 3! vxO0.

Consider now the case wherez; x Oandv 0. Then! 70;0;!z»—and! , = 3v

|, “xOforevery~ "% ;¢>S! R.

Finally, assume that! 3x 0, v 0and v;;v,e x 0. If =>S! R and ~Uyv, then “is of
the type ~ vp;vie with x 0. Then! , = 3v I 3v x 0. This concludes the proof
of the lemma.

A consequence of the lemma above is that there exist no two-dimensional subspace
of S such that Property "P,¢ holds true, since every two-dimensional subspace &f
contains a nonzero elemem\"!;v e« with ! 3 0.

Let us now determine when a vector subspa&of S is a Lie subalgebra ofy. This is
equivalent to ask that, for everyA™!;v ¢; A"!l; ve >S, the Lie bracket A™l;v ¢; A”l; ve
A"W; Ve belongs toS.

By a direct calculation, we have

»Vvils lavi Vovz vavp @ 'ViVs  laVo  vivg 1 gvpe
W — w3 Wi vavy vivgz— V. —vil 3 Vv Tavp Vova—
” 0 ° ” O °
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ConditionsW;  V, and W, V; are automatically satis ed, which means thatS is a
Lie subalgebra of.

Subalgebras of of dimension two can be obtained by picking two linearly independent
elementsA™!;v ¢, A™l; ve of S that commute. In view of Lemma 4.2.8 it is reasonable
to choose! so that! 3 x 0. Up to normalizing ! 3 and replacingA™!; ve by A”l; ve

"l 3eA”l:v e we can assume that; land!sz O.

If vs Othen it follows from A°l;ve;A"l: ve Othat v, viv3 Oandv; v,vz3 O,
from which we deducev; Vv, 0. This, in turns, implies that A™!; ve 0, which is
impossible.

Hence we can normalize/s 1 and v 0. The condition A"!;v e; A"l ve Ois
equivalent to
Vi Vo, Vo V!

We have therefore identi ed a family of two-dimensional Lie subalgebras &. In the
following lemma we describe their action on .

Lemma 4.2.9. Let! 7 wvoivyile, v TV 00, b T v Vo 00, v T Voo e,
Then the group generated b sparfA™!;v ¢;A"l; vee does not act transitively on
0-

Proof. The only elements ofS which are not transversal to everyAnn™ «, >
are those proportional toA™!; ve. If = ~ 1; ,; 3 >S! R is such thatv— 0 and

I v O, wegetthat 3 v, ;1 v; 5.

Therefore, the submanifold of points > ¢ at which Ann™ «9S spariA”™!l; vee X "0
is given by V1Va2 1o 3 3 >RAS 7T >S5 v, 7 vy oe. One easily
checks that the vector eld ( A"!;ve is tangentto .,.,. Hence, for every >

0 V1,V
exp Se: 0 vive:
In particular exp Se does not act transitively on .

A special case of the algebras described in the previous lemma is whignv, 0, that
is,

1 OH 1 OH
S a&A"lveS -0—v —-0—: (4.27)
"!30 "V3.

The Abelian Lie subalgebraS of g can be decomposed as
S r g (4.28)
wherer and d are de ned in Paragraph 4.1.2.4 and Paragraph 4.1.2.3 respectively.

In this case -q.. v. It follows that, if represents an a ne line of R not passing
through the origin, then

expr - de: 0o v.

100



CHAPTER 4. REPRESENTATION OF GEOMETRY IN R?

The above result is not enough in our case since in the sketch-solving algorithm we
need to pass continuously from a line to any other line passing through the origin or
not. We therefore try now to nd another Lie algebraS, with dimension larger than
two, whose exponential acts transitively on .

Increasing the dimension o by one, we look for &8-dimensional vector space satisfying
properties”Pze, "P4¢ and, in order to apply Theorem 4.2.1, such thadlim”S9ANN" ee
1 for every > ,.

We propose to take asS the subspacegy , of g de ned as

’ V2u !Vlu
g, GA'LveS! —vi—Vv —Vo—:
” I ° ” O.
-3

Observe thatg , * S, i.e., each of its elements satis es Property (4.26). According to
Paragraphs 4.1.2.1 and 4.1.2.4 , can be written as the direct sum of the two Lie
subalgebrag andr of the Lie algebrag. Moreover, sincet;r "~ t,theng, t risa
3-dimensional Lie subalgebra of. On the other hand, for every > , we have

) V2u 1_iV2u
Ann” <99 oA l;veS! :—ivz—;v ~ V2 —;
o° o°

which is the set of translations parallel to . Applying Theorem 4.2.1, the above
considerations lead to the following result.

Proposition 4.2.10. The Lie subalgebrag , t° r of g veri es Properties "Pz* and
"P4e. Moreover, dim"g , 9 Ann” e 1 for every > , v. Therefore, letting
G, expg,*, we have

Orb "G ,° 0: for every > o
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Appendix for Chapter 3
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5.1 o-regular Controls

We rst generalize the usual de nition of regular control and then provide a result
about existence of such controls. LeM be ann-dimensional smooth manifoldF a
(possibly in nite) family of smooth vector elds on M, and let ¢ be the smooth
singular distribution (cf. [16]) spanned byF, i.e.

FQ spaiXgSX >Fe " TyM; p>M:

We use the word singular" (to emphasize the fact that the rank (dimension) of ¢

might vary from point to point. One can, in fact, prove given any such familyF, there
is a nite subfamily Fo " Xgq;:::; Xme such that ¢ Fo» and m Bn"n 1. (see
[12, 30], or [27] when g has constant rank). Moreover, byspanS we meanR-linear
span of a setS.

De nition 5.1.1.  An absolutely continuous (a.c.) curve O;T M is horizontal

LY O;T ;R™e, m >N (here m might depend on the curve in question), such that for
almost everyt > 0; T ,

m
_At‘ Q UiAt°XiS*t.:
i1

The orbit O "pe of F through p > M is the set of all points ofM reached byF -
horizontal paths with "0 p.
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If is a smooth distribution of constant rank k on M, and if F F is the set of
smooth vector elds tangent to , then it is easy to see that r, and that an
a.c. curve is -horizontal if and only if it is F-horizontal. Therefore, in this case the
concept of orbit coincides with the notion we have used previously in the paper, and
one can without ambiguity denote it byO “pe instead of O “pe.

For a smooth vector eld X write x D M forits ow, where D Dy is an open
connected subset oR M containing "0+ M. We also use the notation

Toxexe T g eXte x t;xe; when”x;te >D:

The orbit of a family F of vector elds has the following properties (cf. [16], [18]).

Theorem 5.1.2 (Orbit Theorem). 1. The orbit O "pe is an immersed submanifold
of M.

2. Any continuous (resp. smooth) mag Z M, whereZ is a smooth manifold,
such thatf "Ze+ ~ O "pe is continuous (resp. smooth) asamap Z Of pe.

3. If one writes Gg for the set of all locally de ned di eomorphisms ofM of the

map is de ned, then
Or"pr ™" "pS >Gge
TOg"pe span’' ;XS >Gg; X >Fe;
wherever the expressions pe and' ;"X e are de ned.
As a consequence of Item 3. of the theorem, one sees that 0; T ;R™e in De nition

5.1.1 can be replaced bi?” O; T ;R™e, which for the rest paper will be the appropriate
space of controlsfor our needs.

Following [27] we de ne the concepts of the end-point mapping and that of a regular
(L2-)control.

De nition 5.1.3. For everyp >M, any time T AQ, and any smooth nite family
of vector elds F "Xg;:::;Xne on M, there exists a maximal open subs&iﬁ;T )
L2" 0;T ;R™e such that for everyu  “uy;:::;um* >UJ, there exists a unique absolutely
continuous solution , O;T M to the Cauchy problem

m
s te QuUTteX;T (tee; [0 p: (5.1)

i1
The end-point mapEE;T associated toF at p in time T is de ned as the mapping
EPT UPT M; EPRThue [T
By [27, Proposition 1.8] we have the following.
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Proposition 5.1.4. With p;T;F as above, the end point mag?’ UPT M is
C1-smooth.

This proposition allows us to give the following de nition.

De nition 5.1.5. A control u >U§;T is said to beo-regular with respect top in time

T if the rank of DyEPT L2 O;T ;R™e  Tgpr- .M, the dierential of EZ""ue at u,
F

is equal todim O "pe. Here, o-regular stands for orbitally regular.

Remark 5.1.6. A control u is usually said to be regular (with respect tq in time
T) if the rank of EE?TAu- is equal to the dimensiomn of the ambient manifold M (cf
[27, Section 1.3]), implying in particular that the orbit O "pe is open inM and thus is
n-dimensional. If the distribution generated byF veri es the LARC, it can be proved
that any pair of points in M can be joined by the trajectory tangent to this distribution
and corresponding to a regular control, cf. [3]. In this paper, we have extended this
de nition without assuming controllability.

The main purpose of this appendix is to generalize the result of [3] to the case where
the distribution  is not necessarily bracket-generating. Indeed, we have the following
result.

Proposition 5.1.7. Let M be ann-dimensional smooth manifoldF " Xq;:::; X e,
m >N, a smooth nite family of vector elds on M. Then, for everyp>M and time
T AOQ, and everyqg>Og "pe, there exists ano-regular control with respect top in time
T such that the unique solution, to the Cauchy problem(5.1) such that ,"Te q.

Remark 5.1.8. By the proof of Proposition 1.12 in [27] (see also [16]), the conclusion
is immediate if T;Og "pe is equal for everyq>Og "pe to Lieq F ¢, the evaluation at g of
the Lie algebra generated by . In fact, in this case a stronger result holds, namely the
set of regular controls is dense ibl,‘ﬂ;T for everyg>Or "pe and T AO. As a consequence,
any control ug >E,‘§;T admits an o-regular controlu arbitrarily close (in L?) to ug such
that

EPT ue  EPT uge:

orem 5.1.2, there exists ; > Gg and Y; > F with ¢ ' ;Y such that z°
"Z9,29;::1,Z%, whereZ?  *' 104 Y1 §,, forms a basis 0ofOg "pe at . The basisZ? is

that the basisz' * "z} %;:::;Z 1,Z! 1;,Z] 1;:::;Z) Yo of T, ,Or"p* is the pushfor-
ward of a basisz! “Zj;::;Zlewith g ' Y"g 1o, Y, Z/>F andZ] 1 ' e Zfe.

Finally consider' 4 1 >G sothat' 4 i"p* ¢, and set "1 X' 52X  Xyg41. One has
that “pe @ and there existsT AOand u >L?" 0;T ;R™e such that the unique so-
lution  to the Cauchy problem _,"te  P{";u;i"teX;S,~., X"0« pveries ,"Te 0.

Then the ow of di eomorphisms UY"t;ge corresponding to the time-varying vector
eld q( P u"teX;g veries U"T;0e and U°t;pe . te where one has, for
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0BsBtBT, 259" P u;"teX;Su-yq. together with the initial condition “"0;q* g

for everyq>M . With the above notations, it is clear that, for everyl Bl Bd,

%dq UAT;p‘Adq Tt pe lYIZ 1;:nd
forms a basis ofT,,Or "p*, where d, U"t; « denotes the dierential of “t;ge with
respect to theq variable.

Recall that the dierential of the end-point map at u is the linear map D,EPT
L2 ;T ;RMe Ty Or"pe given by

.
DWERT™Ve dg "Tiprs "dg e XL teedl 2

whereXV°t;xe  P{",v;"teX;$ for almost everyt > 0;T and everyx >M . We further
complete the notations as follows. Le® to@; @ @41 T the sequence of times
where ,"tj* ¢y 1 withthe conventionthatp ¢ ;andthus Y"T;p» Y"t;;p* 1"ge

o, for OBl Bd 1. Moreover, one hasy, Pimly”Xi% for 1 Bl Bd and some real
numbers”y; .

For every" A0 small enough andl Bl Bd, consider the sequencévis of functions in
L2 O;T ;RMe dened by V!"te  Lyyemm if t; " Bt Bt, and zero otherwise. It is
a matter of standard computations (as performed in [27, Proposition 1.10]) to prove
that, for every 1Bl Bd, D,EP""Vie tends tod, U"T;p"dy U"t;;pee 1Y, Zj as" tends
to zero. Since the the range d])uE,‘:’;T is closed, we deduce that it containg; for every
1BI Bd.

We have therefore proved thatu is o-regular atp in time T in the sense of De ni-
tion 5.1.3.

Remark 5.1.9. In contrast to what was discussed in Remark 5.1.8, we highlight the
fact that in general case where the ( nite) familyF of vector elds does not satisfy
(everywhere on the orbit) the Hormander conditionLie,F  TqOr "pe, for a given
control ug > UE;T the o-regular controlsu (in the sense of De nition 5.1.5) such that
EPT"upe EPT"ue might lie far away from u, in L2-sense.

As the standard example, consider oM RZ?, with coordinates”™x;ye, the vector elds
(cf. [16], p.12)X & andY “x+& where R Rissmooth such that "xs 0
if xBOand “xe AOfor x AO. Let F “X;Yes and R? ™ x;ye Sx @0°

It is clear that for any point p "Xg;Yo* With Xog @0, any T A0 and any control ug
such that E?*""uee >R2 for all t > 0; T , there is anL2-neighbourhood ofu, such that
EPT is not regular at any of its points.

A regular control u steeringpg to g EE‘”TAUO- in time T (i.e. EEO;T‘u- g), which
exists thanks to Proposition 5.1.7, must have the property thaEEO;T"Au- 1 R? for some
0 @T, BT. Therefore, if we write ,"te  “x,"te;y, tee EPit"ue andu “uy;uye, one
has

T » o

80838uAT0‘ XoS TS ’ UlAS'dSTB T_owlYLz» 0T » B ?WYLz* 0T ‘R2e -
0 ; T
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If for example one tookug 0, henceq, po, the above inequality would prove, as was
claimed above, that a regular controlu steeringpy to @ in time T cannot be nearug
in L?-sense.

5.2 Connectedness of H©R and H®

To prove that these groups are connected, it is enough to show that, for evegy G,
the set “ge of all a.c. -admissible loops based aj >G,, is itself connected.

For that purpose, we introduce some notations. For real-valued measurable functions

u;vdenedon 0O;1, dene
t

U'te g U seds
0
and t
ufvite g V'seu'se U’'sev seds
0
fort > 0;1. SetHo “L3*™, whereL3 as the subspace of functiona >L?" 0;1 ;Re
with zero mean, i.e.,U"1s 0. Note then that for everyu >Lg andv >L?2" 0;1 ;Re,

one has
utvle 2'v;Ue

where’ ; edenotes the inner productinL?” 0;1 ;Re. One deduces thaH, is a subspace
of H of codimensionm. Finally, for u>L3, let L"us be the subspace of 3 of functions
v such thatufv'le 0. Thisis a hyperplane inL3 and therefore it is trivially convex.
Moreover the relation v > L"ue is symmetric becauseu ¥ v is a skew-symmetric
operation.

Fix g >G,,. Consider now the set of a.c. -admissible curves starting atg, i.e., the
solutions of the Cauchy problems

d Q uXig, g0 g;
1BiBm
In coordinatesg “Xx; e with X “Xg;:::;Xm® >R™ and " hk®-hkesi , ONe has
Xi Ui; fori 1;::::m;

1. N
bl 5 XkUn  XpUge: for “h;ke >[ :

The terminal point g"1e “Xx"1e; “1lee is then equal to

1. . .
S U Fupe Leenpyn Z

g %dJ;" Lee 1BiBm;A2

De ne Loop,, as the subset functionsi >Hq such that “uxtupe” 1« Ofor "h;ke >1 , i.e.
U, >L"une (or equivalently up >L"ue) for "h; ke >1 . One derives at once that “ge
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is the set of terminal points for a.c. -admissible curves starting ag corresponding to
control functions u >Loop,,. The conclusion holds true if one shows thdtoop,, itself
is path-connected.

To see that, consideru “uj;::;uyne in Loop, and notice that, for every >R, then
u also belongs toLoop,,. Therefore the latter is contractible, implying in particular
that it is connected. Hence the conclusion.
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Chapter 6

Appendix: Structure of the Lorentz Group
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6.1 The Lorentz group

Before dealing with the Lorentz group, we give a fundamental result from linear algebra
on the signature of a bilinear form (see, [33, Chap2]).

Theorem 6.1.1. Let " ; ebe a bilinear form on an n-dimensional real vector space V.

1. 'vi;vie O for i xj;

2. viivie 1 for 1Bi Bp;

3. vj;vie 1 for p 1Bj Br;
4. “v;vwe 0 forr 1BkBn:

De nition 6.1.2. The pair "p;r pe is called thesignature and r is called therank
of the bilinear form.

In the coordinates associated with the basis of Theorem 6.1.1 the bilinear form writes
as

p r
wp QF Q (6.1)
p



6.2. CONNECTED COMPONENTS OF O"N 1;1.

The non-degenerate (i.et  n) bilinear form of signature™n 1;1e is called theLorentz
metric. Its associated quadratic form is

e Tengg oo 3,02 TYyG (6.2)

whereJ is the following matrix,
n1l Oi .
J G]:-O 1
with I, 1 the "n 1¢ "n le-identity matrix.

The Lorentz group O"n 1;1e is the group of all invertible linear maps ofR" that
preserve the Lorentz metric. In matrix form,

M >0"n 1;1e MM J: (6.3)

Given a matrix M >0O"n 1;1e, we can writeM in the block form as follows
Mg

whereAisa™n 1+ “n Zle-matrix, u;v>R" 1and >R.

The group O°n 1;1¢ is closed under transposition, i.e. iM >0O"n 1;1e, then
M—>0"n 1;1- as well. Moreover, sincg? |,, the condition (6.3) is equivalent to
JM—JIM |,. Then, the inverse ofM is equal to

M1 IMJ CI':A:/__ U

6.2 Connected Components of O "n 1;1e

We take now a closer look at the connected components of the Lorentz graDpn 1; 1s.

From (6.3) we have
dettMe 1 (6.4)

Thus, the groupO™n 1;1e of Lorentz transformations consists of two disconnected
pieces, one part withdet'M+ 1 denoted bySO'n 1;1s and a second part that can
be written as the product of a transformation withdet"M « 1 and of a transformation
J; changing the sign of an odd number of coordinates.

Moreover SO'n 1;1e has two connected components. Indeed, the componémt, ne

of (6.3) gives
n 1l

1 Q Amin.z Amnn.z; (6.5)
i1

whereM  “mj . Thus "mp,+2Cland SO'n 1; 1+ consists again of two disconnected
pieces, one withm,, C1 and one withm,, B 1. The rst one contains the identity,
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it is a subgroup of SO'n 1;1 denoted by SO "n 1;1e and called the restricted
Lorentz group The other pieces can be written as the product of a transformation
in SO "n 1;1 and of a transformationJ, changing the sign of an even number of
coordinates.

Thus

£sS0°n L1e "m,, CL detMe 1s;

;1 J:SO'n 1,1 "mp, B 1, detMe 1.

¥2:8S0°n 1,1 "my, B 1; dettMe e
a2 J1J,SO0°n 1;1¢ “mu, Cl;, det'Ms  1e:

(6.6)

When n is even (which is the case in Chapter 4), we can choode J andJ, I,
and we obtain the following disjoint union decomposition

O'n 11 SO°n 1,1e8 SO"n 1,1e8JSO"n 1;1e8 JSO "'n 1;1.:

We have the following result (see for instance [36]).

Proposition 6.2.1. The restricted Lorentz groupSO “n 1;1e is connected and the
full Lorentz groupO™n 1; 1 has four connected components, which are given (6.6).

From now on, we restrict our attention to the relationship between the restricted
Lorentz groupSO "n 1;1e and its Lie algebra,so'n 1;1s. By di erentiating Equation
(6.3) at the identity, we get that the Lie algebra ofSO "n 1;1e is equal to

son 11l "M>M,"ReSMJ JM Oe: (6.7)

This means thatJM is skew-symmetric and so,

son 11e SM >M, " ReSM CIJ:\;%_ \6 :v>R" 1 B— BY (6.8)

Lemma 6.2.2. The exponential mapexp son 1,1+ SO "n 1;1e is surjective.

Thus SO "n 1;1¢ exp’son 1;1e. For n 4, the complete proof of this lemma is
in [36, Theorem 4.21]. For an arbitraryn, there are two proofs of the surjectivity of
the exponential map, one due to Marcel Riesz [39] and one due to Mitsuru Nishikawa

[38].

6.3 Surfaces of Transitivity

Let us determine the hypersurfaces oR" which are transitive with respect to the
restricted Lorentz groups. The main reference for this section [37].

Let us recall rst some notations.

De nition 6.3.1. A nonzero vector >R" is said to be
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Y spacelike if = ¢ AQ;
Y timelike if = < @D;
Y lightlike if ~ « O;
Y positive (resp. negative) if , AO (resp. , @D).

The following result of transitivity is proved in [36].

Lemma 6.3.2. The groupSO "n 1;1¢ exp'son 1;1e acts transitively on the
sets™ "~ e co forcAO,” "¢ 0 A0, and”™ " ¢ 0O; ,, @0-.

As a consequence, for any with a nonnegative Lorentz norm, every point with the
same norm than can be written as M , for someM >SO "n 1;1-.

Each one of the sets above is invariant under the action &0 “n 1;1¢ and is called
a surface of transitivity of SO "n  1;1s. For n 4, the complete list of the surfaces of
transitivity (with pictures below) is the following one:

Y "~ e c@, 4AO0is the upper branch of a hyperboloid of two sheets.

" e c@0, 4@ isthe lower branch of this hyperboloid.
e CcAO s a hyperboloid of one sheet.

Y
Y
Y "+ 0, 4AO0is the upper branch of the light cone.
Y
Y

A

A

e 0, 4@0is the lower branch of the light cone.
The origin of coordinates; , 3 4 0.

Hyperboloid of Two Sheets Light Cone Hyperboloid of One Sheet
URL: https://en.wikipedia.org/wiki/Lorentz_group
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Titre : Deux Problemes de Contréle Géométrique: Holonomie Horizontale et Solveur d'Esqu

Mots clés: Groupe d'HolonomieAffine), Roulement des variétés, Gédne (Sous)
Riemannienne, Téorie du groupe de Lie, CFAO, Groupe de Lorentz

Résume¢: Nous éudions deux problem qui et est la connexion de Le-Civita associé i

isse

ont leur origine dans la théorie du controlene métrique riemannienne sur M. Nous avons

géométrique. Le Probléeme | consiste rfontré dans ce cas particulier que est
étendre le concept du groupe d'holonomé@mpact et strictement inclus dans dés que

horizontale sur une variété affine. Plus . Le Probléme Il étudie la modélisation
précisément, nous considérons une varigl¢ probléme du solveur d'esquisse. Ce

connexe lisse de dimension finie M, ungrobléme est une des étapes d'un logiciel

connexion affine avec le groupe d'holonomieCFAO. Notre but est darriver a une

et une distribution lisse completement modélisation mathématique bien fondée |et
non intégrable. Dans un premier temps, noggstématique du probléme du  solveur
définissons le groupe d'holonomie horizontafgesquisse. Il s'a ensuite de comprendre la

comme le sougroupe de obtenu par le convergence de l'algorithme, d'en améliorer les

transport paralléle le long des éas tangents arésultats et d'en étendre les fonctionnalités.
. Nous donnons les propriétés élémentairetdée directrice de [lalgorithme est dg

de et ensuite nous faisons une étudemplacer tout d'abord les points de I'espg
détailée en utilisant le formalisme déles spheres par des déplacements et
roulement. Il est montré en particulier que dutliser une methode de Newton sur le

uis
S

est un groupe de Lie. Dans un second tem@&oupes de Lie ainsi obtenus. Dans cette thése,

nous avons étudié un exempéxplicite ol M NOUS —avons  classifie les groupes de
est un groupe de Carnot libre d'ordre 2 avégplacements possibles en utilisant la theor

générateurs des groupes de Lie.

e

Title : Two Problems of Geometric Contrélorizontal Holonomyand Solver of Sketch

Keywords : (Affine)Holonomy group, Rolling manifolds, (SytRiemannian Geometry, Theory
Lie groups, CAD/CAM softwareLorentz group

Abstract : We study two problems arisir associated to a Riemannian metric on M,

from geometric control theory. The Problemshow in this particular case that is compdct

consistsof extending the concept of horizontahnd strictly included in as soonas . The
holonomy group for affine manifolds. MoreProblem Il is studying the modeling of th

precisely, we consider a smooth connectpdoblem of solver sketch. This problem is one
finite-dimensional manifold M, an affineof the steps of a CAD/CAM software. Our goal
connection with holonomy group and a is to achieve a well founded mathematical
smooth completely non integrabtlistribution. modeling and systematic the problem of solver

We define the horizontal holonomy group assketch. The next step is tonderstand the

the subgroup of obtained by -parallel convergence of the algorithm, to improve the
transporting frames only along loops tangent tesults and to expand the functionality. The
. We first set elementary properties of andain idea of the algorithm is to replace first the

show how to study it using the rollingooints of the space of spheres by displacements

formalism. In particular, it is shown that is éelements of the group) and then use

Lie group. Moreover, we study an expliciNewton's metbd on Lie groups obtained. In

example where M is a free stapo this thesis, we classified the possib

homogeneous Carnot group with displacements of the groups using the theory| of

generators,ra is the LeviCivita connection Lie groups.
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