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Résumé

Dans cette thése, on étudie les algébres associatives unitaires par des méthodes de réécri-
ture. La théorie des bases de Grébner non commutatives permet de résoudre des problémes de
décidabilité ou de calculer des invariants homologiques par de telles méthodes.

Motivé par des questions d’algébre homologique, Berger caractérise les bases de Grobner
quadratiques en termes de treillis. Cette caractérisation a pour base les opérateurs de réduction.
Ceux-ci sont des projecteurs particuliers d’un espace vectoriel admettant une base totalement
ordonnée. Berger montre que, dans le cas ol cet espace vectoriel est de dimension finie, I’en-
semble des opérateurs de réduction admet une structure de treillis. Il en déduit une formulation
de la confluence en termes de treillis lui permettant de caractériser les bases de Grobner qua-
dratiques.

Dans ce travail, on étend ’approche par les opérateurs de réduction en 'appliquant au
cas des algébres non nécessairement quadratiques. Pour cela, on montre qu’en dimension quel-
conque ’ensemble des opérateurs de réduction admet également une structure de treillis. En
dimension finie, celle-ci coincide avec celle exhibée par Berger. On en déduit une formulation
de la confluence en termes de treillis généralisant celle de Berger. En outre, on donne une
interprétation de la complétion en termes de treillis.

La formulation algébrique de la confluence permet en particulier des caractériser les bases
de Grobner non commutatives en termes de treillis. De plus, la formulation algébrique de la
complétion, nous permet de montrer que celle-ci peut étre obtenue via une construction dans
le treillis des opérateurs de réduction. On en déduit une méthode pour construire des bases de
Groébner non commutatives.

On construit également une homotopie contractante du complexe de Koszul en termes
d’opérateurs de réduction. La formulation de la confluence en termes de treillis nous permet de
caractériser celle-ci par des équations. Ces équations induisent des représentations d’une famille
d’algébres que sont les algébres de confluence. L’homotopie contractante est construite a partir
de ces représentations.
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Introduction

Réécriture et bases de Grobner

Réécriture et formes normales. Les raisonnements par réécriture sont initiés par Thue [85]
au début du vingtiéme siécle pour étudier des problémes algorithmiques comme le probléme du
mot. Celui-ci peut étre formulé de la fagon suivante : étant donné un monoide M, existe-t-il une
partie génératrice finie X de M et une procédure permettant de déterminer si deux mots sur
X représentent le méme élément de M ou non ? Lorsqu’une telle procédure existe, on dit que
le probléme du mot est décidable pour M. Une fagon de décider ce probléme est de déterminer
une présentation par générateurs et relations finie de M ayant une bonne propriété calculatoire
appelée convergence. Une présentation par générateurs et relations de M est un couple (X | R)
ou X est un ensemble et R est un ensemble de couples (w,w’) de mots sur X tel que M est
isomorphe au monoide libre sur X quotienté par la congruence engendrée par R. Une telle
présentation est dite finie lorsque X et R sont des ensembles finis. Une présentation par un
systéme de réécriture de M est une présentation oii les éléments de R sont orientés. Une relation
(w,w’) de R n’est pas considérée comme une égalité w = w’ dans M mais comme une régle de
calcul, ou regle de réécriture, w — w'. Ces régles induisent des étapes de calcul, ou étapes de
réécriture, de la forme wjwws — wiw'wy pour tout couple de mots (wq,ws). Lorsqu’il existe
une suite d’étapes de réécriture d’'un mot w a un mot w’, on dit que w se réécrit en w’. Dans
ce cas, w et w’ représentent le méme élément de M. Une présentation est dite convergente si
elle satisfait les deux propriétés suivantes :

1. elle est terminante, c’est-a-dire, il n’existe pas de suite d’étapes de réécriture infinie,

2. elle est confluente, c’est-a-~dire, si un mot se réécrit en deux autres mots, ceux-ci se ré-
écrivent en un méme mot.

Un mot w est appelé une forme normale s’il ne peut pas se réécrire, c’est-a-dire, s’il n’existe
pas d’étape de réécriture de la forme w — w’. Un forme normale d’un mot w est une forme
normale w’ telle que w se réécrit en w’. En particulier, lorsque w’ est une forme normale de w,
w et w’ représentent le méme élément de M.

On suppose que M admet une présentation convergente finie. D’aprés I’hypothése de termi-
naison, tout mot admet au moins une forme normale. De plus, d’aprés I’hypothése de confluence,
cette forme normale est unique et pour la calculer il suffit de réécrire un mot tant que celui-ci
n’est pas une forme normale. Enfin, d’aprés I’hypothése de finitude, il est possible de tester si un
mot est une forme normale ou non en testant si chacun de ses sous-mots est le membre gauche
d’une régle de réécriture. Pour tester si deux mots représentent le méme élément de M, il suffit
de calculer leurs formes normales et de tester si celles-ci sont égales ou non. Un présentation
convergente finie offre donc une procédure, appelée procédure de la forme normale, permettant
de décider le probléme du mot pour M.



Aprés les travaux de Thue, la réécriture admet des développements dans différentes di-
rections, & commencer par la logique. Dans les années 30, la réécriture permet en effet de
formuler les notions d’algorithme ou de procédure effective (voir [41]). Le A-calcul est un autre
domaine d’application de la réécriture. Celui-ci, introduit par Church |35 B6] qui s’intéresse
aux fondements de la logique formelle, est utilisé en théorie des langages de programmation. La
B-réduction est une opération du A-calcul correspondant & I’exécution d’une instruction dans
un programme et est interprétée comme une étape de réécriture.

Ces développements conduisent Newman & définir la réécriture abstraite [71] afin d’avoir
un cadre général. Un systéme de réécriture abstrait est la donnée d’un couple (A, —) ou A est
un ensemble et — est une relation binaire sur A. Cette relation doit étre pensée comme un
ensemble d’étapes de réécriture. La réécriture abstraite permet d’avoir une formulation générale
des notions de forme normale, de confluence, de terminaison et de convergence :

1. a € A est une forme normale pour — s’il n’existe pas a’ € A tel que a — d/,

2. — est terminante s’il n’existe pas de suite infinie
aOHa1Ha2H..-HanH-..7

d’éléments de A,

3. en notant — la cloture réflexive transitive de —, cette derniére est dite confluente si,
pour tout triplet (a, a1, a2) d’éléments de A tel que a 5 ay et a — ag, il existe ' € A
tel que a1 — a’ et ag — a’ :

a ..

/
a
\ 7

4. — est dite convergente si elle est confluente et terminante.

Lorsque — est terminante, tout élément de A admet au moins une forme normale. Si elle
est de plus confluente, alors tout élément de A admet exactement une forme normale. Ainsi,
lorsque — est convergente, tout élément admet une unique forme normale et deux éléments
de A appartiennent & la méme classe d’équivalence pour la relation d’équivalence induite par
— si et seulement si leurs formes normales sont égales.

Formes normales et bases de Grobner commutatives. Le calcul de formes normales
admet également des applications en algébre commutative. Soient K un corps commutatif et A
une K-algébre commutative. Une présentation par générateurs et relations de A est un couple
(X | R) tel que

1. X est un ensemble,

2. R est une partie de l'algébre polynomiale K[X] sur X telle qu’on a un isomorphisme
d’algebres

ou I(R) est l'idéal de K[X] engendré par R.
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Dans sa these [22] 23], Buchberger étudie les algébres commutatives via un ordre monomial,
c’est-a~dire, un ordre < total terminant sur les mondémes tel qu’étant donnés trois mondémes
mq, Mg, m3 on a I'implication suivante :

m1 < mg —> mimg < Mams.

Le caractére total de cet ordre implique que tout polynéme f admet un plus grand mondéme
relativement a < dans sa décomposition dans la base canonique de K[X]. Ce mondme est noté
Im (f), son coefficient dans f est noté lc (f) et on pose

r(f) =1 (f)Im(f) - f.

Etant donné un ordre monomial <, on associe & (X | R) le systéme de réécriture (K[X 1, ?))

défini par

Al (f)m+g — r(f)m+g,

A
le (f)

1. m est un mondme,

2. X est un scalaire non nul,

3. f appartient & R,

4. g est un polynéme tel que lm (f)m n’appartient pas a sa décomposition.

La présentation (X | R), équipée de <, est dite convergente si — Dest.

Dans [24], Buchberger introduit les bases de Grobner. Etant donnés un idéal I de K[X] et
un ordre monomial <, une base de Grobner de I est une partie R de I telle que, pour tout
f e 1,il existe g € R et un monéme m tels que Im (f) est égal a lm (g) m. Les bases de Grébner
sont reliées aux présentations convergentes de la fagon suivante : (X | R), équipée d’un ordre
monomial <, est convergente si et seulement si R est une base de Grobner de I(R).

Les bases de Grobner permettent de construire des bases linéaires d’algébres commutatives.
En effet, soient A une algébre commutative et (X | R) une présentation convergente de A
pour un ordre monomial fixé. Tout élément de K[X| admet une unique forme normale. Ces
formes normales déterminant les classes d’équivalence modulo R, deux polyndémes représentent
le méme élément de A si et seulement si leurs formes normales sont égales. Ainsi, en tant
qu’espace vectoriel, A est isomorphe a ’espace des formes normales. De plus, un polynoéme est
une forme normale si et seulement si tous les mondémes figurant dans sa décomposition sont
également des formes normales, de sorte que I'espace des formes normales admet pour base ’en-
semble des mondmes en formes normales. Les classes d’équivalence modulo R de ces mon6émes
forment donc une base linéaire de A. Exprimer de telles bases fournit de nombreuses applica-
tions calculatoires [29] : test d’appartenance a un idéal, résolution de systémes polynomiaux,
détermination de la table de multiplication d’une algébre ou calcul d’intersection de variétés en
géométrie algébrique, par exemple.

Bases de Grobner non commutatives. Dans cette thése, la structure algébrique qu’on
étudie par des méthodes de réécriture est celle des algébres associatives unitaires sur un corps
commutatif K. Dans la suite de cette introduction, lorsqu’on emploie la terminologie d’algébre,
on désigne une algébre associative unitaire sur K.
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Etant donné un ensemble X, I’algébre libre sur X est I’algébre tensorielle sur X . On identifie
cette derniére & ’espace vectoriel engendré par I'ensemble X* des mots sur X et on la note
KX*. Etant donnée une algébre A, une présentation par générateurs et relations de A est la
donnée d'un couple (X | R) ou

1. X est un ensemble,

2. R est une partie de KX* telle qu'on a un isomorphisme d’algébres
KX~
- I(R)

ou I(R) est l'idéal bilatére engendré par R.

Comme dans le cas commutatif, les ordres monomiauxr permettent d’associer un systéme
de réécriture a4 une présentation. Dans ce contexte non commutatif, un ordre monomial est un
ordre total terminant < sur X* tel qu’étant donnés quatre mots w, w’, wy, w9 on a I'implication
suivante :

w < w = wiwwy < wiw'ws.

Un exemple de tel ordre est I'ordre deg-lex. Pour définir celui-ci, on considére un ordre total
terminant < sur X. L’ordre deg-lex induit sur X* est défini par w est inférieur a w’ si
1. la longueur de w est strictement inférieure a celle de w’ ou

2. w et w' ont méme longueur et il existe w”,wi,ws € X*, x1,29 € X tels que x1 < 9,
w = w'r1w; et W = w"zows.

On fixe une présentation (X | R) d’une algébre A ainsi qu’un ordre monomial <. Tout élé-
ment f de KX* admet un plus grand mot relativement a <, noté Im ( f), dans sa décomposition.
Comme dans le cas commutatif, on note lc (f) le coefficient de Im (f) dans f et

r(f) =le(f)Im(f) - f.

Le systéme de réécriture associé a (X | R), équipé de <, est

A
Awilm (f)ws + g ? @wlrfwg + 9,

1. wy et wo appartiennent a X,

2. X est un scalaire non nul,

3. f appartient a R,

4. g est un élément de KX* tel que wilm (f) wy n’appartient pas a sa décomposition.

Du fait de I’analogie avec les travaux de Buchberger, Mora introduit dans [70] la terminologie
de bases de Grobner non commutatives. Etant donné un ordre monomial, une base de Grébner
non commutative d’un idéal I de KX™* est une partie R de I telle que, pour tout f € I, il existe
des mots wi,wz et g € R tels que Im (f) est égal & wilm (g) we. Une présentation (X | R),
équipée d’'un ordre monomial, est convergente si et seulement si R est une base de Grébner non
commutative de I(R).

On a vu précédemment comment les bases de Grobner permettent de déterminer des bases
linéaires d’algébres commutatives. De la méme fagon, les bases de Grébner non commutatives

10



permettent de déterminer des bases d’algeébres associatives unitaires. Le calcul de telles bases
par des méthodes de réécriture apparait, avant Mora, chez Bokut [I7] et Bergman [15] afin
d’étudier des problémes de plongements.

Un autre champ d’application des bases de Grobner non commutatives est ’algébre ho-
mologique. Soit A une algébre augmentée, c’est-a-dire, il existe une application K-linéaire
e : A — K telle que ker (¢) est un idéal et A admet une décomposition en somme directe
ker (¢) @ K. En algébre homologique, on s’intéresse au calcul d’invariants homologiques de A
tels que les Tor,, par exemple. Une méthode pour effectuer un tel calcul consiste a construire
une résolution projective de K, c’est-a-dire, une suite

On On, On— 0: %) 0
ISP, B P S Py B P Pp— K— 0,

telle que, pour tout entier n, P,, est un A-module projectif et 'image de 0,41 est égale au noyau
de 0,. Une telle résolution existe toujours et peut étre construite & partir de la bar résolution
de A [I], par exemple. Cependant, la bar résolution n’est pas optimale pour calculer les Tor.
Par ailleurs, il existe des résolutions libres dites minimales, c’est-a-dire, des résolutions

AL 2 ALK, ] 2 AL B ALY 2 ALY 2 ALK -5 K — 0,
o chaque A[X,] est le module libre sur I'ensemble X, et telles que les applications induites

K ®a A[Xn] 9% K@ AlXn 1],

sont nulles. Lorsqu’une telle résolution existe, alors le n-iéme Tor est I'espace vectoriel engen-
dré par X,,. Cependant, il est généralement délicat d’avoir la construction effective d’une telle
résolution. Les travaux d’Anick, Green |2l B] ou Kobayashi [61] montrent I'utilité des bases de
Grobner non commutatives en algébre homologique. En effet, celles-ci permettent de définir les
modules P,, en termes de branchements critiques, c’est-a-dire, de mots pouvant étre réécrits de
plusieurs fagons. Ces résolutions ne sont pas minimales en général mais sont définies de fagon
inductive, ce qui permet d’effectuer les calculs. L’apport de la réécriture en algébre homolo-
gique concerne d’autres structures algébriques et notamment les monoides avec la résolution
de Kobayashi [60], qui prolonge les résultats de Squier dans [83].

Opérateurs de réduction et Koszulité

On fixe un corps commutatif K.

Opérateurs de réduction et algébres quadratiques. Dans [I1], Berger étudie les algébres
quadratiques finiment présentées, c’est-a-dire, les algébres admettant une présentation (X | R)
telle que X est fini et R est une partie finie de KX ® KX. On identifie ce dernier a I'espace
vectoriel KX (2 engendré par ’ensemble X ) des mots de longueur 2 sur X. Par exemple,
I'algebre présentée par (z,y | yy — yx) est quadratique finiment présentée.

Berger étudie de telles algébres par des méthodes de réécriture et considére pour cela un
ordre monomial. Dans notre exemple, soit < l'ordre deg-lex induit par x < y : yx est inférieur
a yy pour cet ordre.

On fixe une algébre quadratique finiment présentée A, une présentation quadratique finie
(X | R) de A et un ordre monomial <. Quitte & normaliser, on peut supposer que lc (f) est égal
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a1 pour tout f € R. On rappelle qu’on note 7(f) = Im (f)— f. L’ensemble X étant fini, X () est
également fini. De plus, un ordre monomial est en particulier un ordre total. L’ensemble R est
donc inclus dans un espace vectoriel de dimension finie muni d’une base totalement ordonnée.
La méthode du pivot de Gauss nous permet ainsi de nous ramener au cas ou R satisfait les
conditions suivantes :

1. les éléments Im (f) ot f € R sont deux & deux distincts,

2. pour tout f € R et pour tout g € R, lm (f) ne figure pas dans la décomposition de r(g).
Soit S I'endomorphisme de KX 2 défini sur la base X par

1. S(m(f)) = r(f) pour tout f € R,

2. S(w) = w si w n’est pas de la forme lm (f) pour f € R.

Les hypothéses faites sur R impliquent que S est bien défini, est un projecteur et est tel, que
pour tout w € X, S(w) est soit égal & w soit une combinaison linéaire de mots de longueur
2 strictement inférieurs & w pour <. Dans notre exemple, S(yy) est égal & yx et S(w) est égal
a w si w est différent de yy.

L’opérateur S défini dans le paragraphe précédent permet & Berger d’étudier la confluence
des présentations d’algébres quadratiques en termes de treillis. Cette étude a pour base les
opérateurs de réduction. Soit (G, <) un ensemble bien ordonné, c’est-a-dire, G est un ensemble
et < est un ordre total terminant sur G.

Définition. Un opérateur de réduction relativement a (G, <) est un endomorphisme
T de KG tel que

1. T est idempotent,

2. pour tout g € G, T'(g) est soit égal a g, soit une combinaison linéaire d’éléments
de G strictement inférieurs & g pour <.

On note RO (G, <) 'ensemble des opérateurs de réduction relativement a (G, <). De plus, pour
tout 7' € RO (G, <), on note Red (7') 'ensemble des éléments de G fixés par T' et Nred (T') le
complémentaire de Red (7") dans G.

On remarque que 'opérateur S associé a une présentation d’algébre quadratique est un opé-
rateur de réduction relativement a (X @), <), ou < est 'ordre monomial fixé. Plus généralement,
étant donnés deux entiers p et g, tous les opérateurs de la forme

Spq =ldxym ® S @ Idx),

sont des opérateurs de réduction relativement a (X (p+q+2) <). En reprenant notre exemple,
pour tout w € XP+1t2) G (w) est égal &

1. wiyzws si w = wiyyws avec wy € XP et w e X @),

2. w, sinon.

Opérateurs de réduction et bases de Grébner quadratiques. On fixe un ensemble bien
ordonné (G, <) tel que G est fini. Soit . (KG) I'ensemble des sous-espaces de KG. Dans |11}
Théoréme 2.3], Berger montre que la restriction de l'application

ker: End (KG) — £ (KG),
T — ker(T)
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a RO (G, <) est une bijection. Soit V' un sous-espace de KG. La construction de I'opérateur
T € RO (G, <) de noyau V proposée par Berger nécessite de déterminer quel est le plus grand
élément de G figurant dans la décomposition d’un élément de V. Un tel élément existe si et
seulement si V' est de dimension finie. Ainsi, T" peut étre construit par une telle méthode pour
tout sous-espace de KG si et seulement si G est fini.

L’ensemble ¥ (KG) admet une structure de treillis : Pordre est l'inclusion, la borne in-
férieure est l'intersection et la borne supérieure est la somme. Par transport de structure,
(RO (G,<),=,A,V) est un treillis ou

1. Ty < Ty siker (Ty) C ker (Th),

2. la borne inférieure 71 A T de deux opérateurs de réduction 17 et T5 est I'opérateur de

réduction de noyau ker (71) + ker (T2),

3. la borne supérieure 17 V T de deux opérateurs de réduction 17 et T est 'opérateur de

réduction de noyau ker (77) Nker (T3).

Soit F' une partie de RO (G, <). On pose

Red (F) = (| Red(T) et AF= A\ T.
TeF TeF

Dans [11l Section 2|, Berger montre que Red (AF) est inclus dans Red (F') et on pose
Obs™ = Red (F) \ Red (AF).

Suivant la terminologie de Berger, la famille F' est dite confluente si Obs? est ’ensemble vide.
La terminologie employée provient du fait que, d’aprés [I1, Théoréme 3.6], F' est confluente si
et seulement si la relation — sur KG, définie par v — T'(v) pour T' € RO (G, <) tel que
T'(v) est différent de v, est confluente.

Cette formulation de la confluence induit une caractérisation en termes de treillis des présen-
tations quadratiques convergentes, c’est-a-dire, des bases de Grobner quadratiques (non com-
mutatives). Plus précisément, soient A une algébre quadratique finiment présentée, (X | R) une
présentation quadratique de A, < un ordre monomial et S 'opérateur de réduction relative-
ment & (X @), <) associé. Une telle donnée induit pour tout entier n un systéme de réécriture
abstrait sur KX défini par f - Spq(f) ot p+qest égal an—2et f € KX@ nest pas fixé

par S 4. Ainsi, la présentation (X | R) est convergente si et seulement si, pour tout entier n,
Fn:{Sp,qv ptqg=n-—2},

est un ensemble d’opérateurs de réduction relativement a (X (n), <) confluent. Dans [I1], Section
2], Berger montre qu’il suffit que Fj soit confluent pour que chaque Fj, le soit. On en déduit la
formulation des bases de Grobner quadratiques en termes de treillis voulue : R est une base de
Grobner quadratique de I(R) si et seulement si la paire (S ® Idgx, Idxkx ® S) d’opérateurs de
réduction relativement a (X @), <) est confluente.

On reprend l'exemple ou A est présentée par (z,y | yy — yz) avec l'ordre deg-lex induit
par z < y. On remarque d’abord que yxy et yrz sont des formes normales. Ainsi, d’aprés le
diagramme

yyy

T

yry yyx

/

YTx

13



la présentation (X | R) n’est pas convergente pour ce choix d’ordre monomial. De plus, toujours
pour cet ordre, on rappelle que S envoie yy sur yx et fixe tous les autres mots de longueur 2.
En particulier,

yry — yrx = y(yy — yz) + (yy — yz)r — (yy — yz)y
=y (yy — S(yy)) + (yy — S(yy)) = — (yy — S(yy)) v
= (ldgxe —ldkx ® 5) (yyy) + (Idg e — S ®@ ldkx) (yyr — yyy)

appartient a ker (S ® Idgx A ldgx ® S) = ker (Idgx ® S) + ker (S ® Idgx). En particulier,
(S ®Idgx Aldgx ® S) (yzy) est égal & (S ® Idgx Aldgx ® S) (yxz), de sorte que yzy n’ap-
partient pas & Red (S ® Idgx A Idgx ® S). De plus, yxy appartient a la fois & Red (S ® Idgx)
et Red (Idgx ® S), de sorte que

yxy € ObS(S®IdKX Jdrx ®5S) )

Ainsi, (S ® Idgx, Idgx ® S) n’est pas confluente.

On remarque que dans 'exemple précédent, yxy est supérieur & yxz et que ces deux mots
appartiennent a la méme classe d’équivalence pour la relation considérée. En particulier, yzy
est une forme normale qui n’est pas minimale dans sa classe d’équivalence. On verra dans la
remarque [2.1.3.5 du chapitre [2] que ceci est un fait général.

Opérateurs de réduction et algébres non quadratiques. Soient A une algébre (non
nécessairement quadratique), (X | R) une présentation de A et < un ordre monomial. Dans
le théoréme du chapitre 2] on montre en particulier que sous de telles hypothéses, on
peut supposer que R satisfait les deux conditions suivantes :

1. les éléments Im (f) ot f € R sont deux & deux distincts,
2. pour tout f € R et pour tout g € R, lm (f) ne figure pas dans la décomposition de r(g).

Ainsi, lorsqu’on se donne une présentation équipée d’un ordre monomial <, on lui associe
I'opérateur de réduction relativement a (X*, <) défini par

1. S(m (f)) = r(f) pour tout f € R,
2. S(w) = w si w n’est pas de la forme lm (f) pour f € R.

Dans le cas quadratique, cet opérateur n’agit que sur KX (2) et on se retrouve dans la situation
développée lors des paragraphes précédents. On a en particulier vu que I’étude des opérateurs
de réduction relativement a des ensembles finis est suffisante pour caractériser les bases de
Grébner quadratiques.

Dans le cas non quadratique, .S n’induit a priori pas d’opérateurs de réduction sur des
sous-espaces de KX ™*. Ainsi, dans le but caractériser les bases de Grobner non commutatives
quelconques en termes de treillis, il faut munir RO (X*, <) d’une telle structure. Or, X™* étant
un ensemble infini, le cadre des opérateurs de réduction en dimension finie ne permet pas
d’obtenir celle-ci. Le premier objectif de cette thése est d’étendre les résultats de Berger au cas
des ensembles bien ordonnés non nécessairement finis.

Structure de treillis et confluence en dimension quelconque. On fixe un ensemble
bien ordonné (G, <). Le premier résultat de cette thése concernant les opérateurs de réduction
est I'extension au cas des ensembles non nécessairement finis du théoréme 2.3 de [11] :
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Proposition [2.1.1.14] chapitre Soit 'V un sous-espace de KG. Il existe un
unique opérateur de réduction de noyau V.

On étend donc la structure de treillis au cas des ensembles bien ordonnés : (RO (G, <), <, A, V)
est un treillis o

1. Ty <X Ty siker (Ty) C ker (17),

2. Ty ANT; est Popérateur de réduction de noyau ker (77) + ker (73),
3. T1 vV T; est Popérateur de réduction de noyau ker (77) Nker (1%).
Soit F' une partie de RO (G, <). On pose

Red (F) = (| Red(T) et AF= /\ T.
TeF TelF

Dans le lemme [2.1.1.18[ du chapitre , on montre que si 71 = Ty, alors Red (77) est inclus dans
Red (T%). En particulier, pour tout T' € F', on a AF =< T, de sorte que Red (AF) est inclus dans
Red (T). Ainsi, Red (AF) est inclus dans Red (F') et on pose

Obs™ = Red (F) \ Red (AF).

On dit que F est confluente si Obs’ est Pensemble vide. Dans la section du chapitre , on
montre que F' est confluente si et seulement si la relation — sur KG, définie par v — T'(v)
pour T' € RO (G, <) tel que T'(v) est différent de v, est confluente.

Complétion. Avant de relier les opérateurs de réduction aux présentations d’algébres, on
s’intéresse a la complétion en termes d’opérateurs de réduction.

Un exemple d’algorithme de complétion est celui de Buchberger pour construire des bases
de Grobner. Cet algorithme prend en entrée une présentation d’une algébre commutative A et
un ordre monomial et retourne une présentation convergente de A. Plus généralement, un algo-
rithme de complétion permet de transformer un systéme de réécriture en un systéme équivalent,
c’est-a-dire induisant la méme relation d’équivalence, et confluent.

Dans la section [2:2.2]du chapitre 2] on formule la complétion algébriquement : une complétion
d’une partie FF € RO (G, <) est une partie F/ € RO (G, <) telle que

1. F' est confluente,
2. F C F'et ANF' = AF.

Dans la proposition 2.1.3.4] du chapitre 2] on montre que Uopérateur AF caractérise entiérement
la relation d’équivalence induite par la relation — associée a F. Ainsi, la condition AF' = AF
signifie précisément qu’on ne change pas cette relation d’équivalence.

On étudie également 'existence d’une telle complétion. On introduit pour cela la notion de
complément : un complément de F' est un opérateur C' € RO (G, <) tel que

1. (NF)ANC = AF,

2. Obs’ C Nred (C),

et on montre

Proposition [2.2.2.2] chapitre |2} Soit C' € RO (G, <) tel que (NF)AC' est égal a
AF. Alors, FU{C} est une complétion de F si et seulement si C est un complément

de F.
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En notant VF l'opérateur de réduction de noyau KRed (F), on pose
Cf = (AF)V (VF).

L’opérateur CF est appelé le F-complément. Le résultat principal de la section du chapitre
est

Théoréme [2.2.2.6], chapitre 2| Soit F une partie de RO (G, <). Le F-complément

est un complément de F.

Opérateurs de réduction et présentations d’algébres. On relie les opérateurs de réduc-
tion aux présentations d’algébres dans le chapitre [3] On fixe une algebre A.
Une présentation par opérateur de A est un triplet ((X, <) | .S) ou

1. X est un ensemble et < est un ordre monomial sur X*,
2. S est un opérateur de réduction relativement a (X*, <),

3. on a un isomorphisme d’algébres

*
A~ _RXT .
I (ker (S))

Dans la section [3.1.2] du chapitre [3] on étudie la propriété de confluence d’une telle pré-
sentation et on relie les présentations par opérateur confluentes aux bases de Grébner non
commutatives. Soit ((X, <) | S) une présentation par opérateur de A. Pour tout couple d’en-
tiers (n,m), on pose

Explicitement, étant donné w € X*, S, ,,(w) est égal a w si la longueur de w est strictement
inférieure & n + m. Si la longueur de w est supérieure & n + m, on pose w = wiwows, ol wy et
w3 sont de longueurs n et m, respectivement. Dans ce cas, Sy, (w) est égal a wyS(wz)ws. La

famille de réduction de ((X,<) | S) est
FAXI8) = {Spm, (n,m) e N?}.

On montre dans le lemme [3.1.1.4] du chapitre [§|que chacun des Sy, mm est un opérateur de réduc-
tion relativement a (X*, <). On dit que (X, <) | S) est confluente si F{(X<I8) ¢ RO (X*, <)
est confluente. Le lien avec les bases de Grobner non commutatives est donné dans la proposi-
tion du chapitre|3|: ((X, <) | S) est confluente si et seulement si I’ensemble des w— S(w)
tel que w n’appartient pas & Red (S5) est une base de Grobner non commutative de I'idéal qu’il
engendre.

Dans la section du chapitre |3 le F-complément permet d’obtenir une procédure per-
mettant de construire des présentations par opérateur confluentes. En particulier, d’aprés la
proposition [3.1.2.5] cela offre une méthode pour construire des bases de Grébner non commu-
tatives.
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Koszulité. La caractérisation des bases de Grobner quadratiques en termes d’opérateurs
de réduction permet & Berger d’étudier la propriété homologique de Koszulité. Celle-ci est
introduite par Priddy [77] dans le but de développer des méthodes permettant de construire
des résolutions minimales pour les algébres quadratiques. Dans [12], Berger étend la notion de
Koszulité au cas des algébres homogénes, c’est-a-dire, les algébres admettant une présentation
(X | R) telle quil existe un entier N > 2 tel que R est inclus dans KX, L’entier N est
le degré d’une telle algébre. On remarque en particulier qu’'une algébre quadratique est une
algébre homogéne de degré 2.

Soient A une algébre homogeéne de degré N et (X | R) une présentation homogéne de A.
On note € : A — K l'application K-linéaire envoyant tous les générateurs de A sur 0. Soit
£n : N — N la fonction définie pour tout entier k par

In(2k) = kN, et
In(2k +1) = kN + 1.

Le complexe de Koszul de A est le complexe de A-modules a gauche :

On .
I A9, P A9, — P A0 B AOKR 25 AKX P4 A —5 K — 0,

ou les espaces vectoriels J,, sont définis par

In(n)—N ' '
J, = ﬂ KX® @ KR @ KX (V@) -N-i)
1=0

Les différentielles du complexe de Koszul sont définies par les inclusions de KR dans A ® KX,
de J3 dans A ® KR et de J, dans A ® J,,_1 pour tout entier n tel que n > 4. En général, ce
complexe n’est pas une résolution de K. Les algébres pour lesquelles il s’agit d’une résolution
sont dites Koszul. L’un des intéréts d’une telle algébre est que son complexe de Koszul est une
résolution minimale de K d’aprés [12 Section 2.

Dans [77], Priddy montre qu'une algébre admettant une présentation quadratique conver-
gente est de type Koszul. Les travaux d’Anick permettent de retrouver ce résultat. Dans [11],
Berger montre également ce résultat en utilisant les opérateurs de réduction.

Soient A une algébre quadratique et (X | R) une présentation quadratique convergente de
A pour un ordre monomial fixé. L’intérét de 'approche utilisant les opérateurs de réduction
est que celle-ci permet de construire une homotopie contractante du complexe de Koszul. En
notant

Jo=K, J1 =KX et Jo = KR,
une telle homotopie contractante est la donnée pour tout entier n d’une application K-linéaire
hn  A®J, — A® J,11 telle que
8n—&—l hn + hn—l8 = IdA®Jn7

pour tout entier n > 1.

Dans [12], Berger s’intéresse a l'extension du théoréme de Priddy au cas des algébres ho-
mogénes non nécessairement quadratiques. Soient A une algébre homogéne de degré N et
((X,<) | S) une présentation par opérateur homogéne de A, c’est-a-dire, telle que ker(S) est
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inclus dans KXV, La présentation (X, <) | S) est dite confluente auz bords si, pour tout en-
tier m tel que 1 <m < N — 1, la paire d’opérateurs de réduction relativement & (X (N+m) <)

est confluente. De plus, on dit que A satisfait 1’extra-condition si, pour tout entier m tel que
2 <m < N —1, on a l'inclusion suivante :

(K X g ker(g)) n (ker(S) ® KX<m>) c KX @ ker(S) @ KX.

Berger montre dans [12, Section 3] qu'une algébre satisfaisant 1’extra-condition et admettant
une présentation confluente aux bords (X, <) | S) telle que X est fini est de type Koszul.

Soit A une algébre quadratique, c’est-a-dire, N vaut 2. On remarque d’abord que dans
ce cas extra-condition est une condition vide. De plus, la condition de confluence aux bords
devient : P3 = (S ® Idg x, Idgx ® S) est confluente. Cela signifie que A admet une présentation
quadratique convergente. Le résultat de Berger dans le cas quadratique est donc le théoréme
de Priddy.

Algeébres de confluence et homotopie contractante du complexe de Koszul. On fixe
une algébre homogeéne A de degré N et une présentation par opérateur homogéne ((X, <) | S)
de A telle que X est fini. On suppose que A satisfait l'extra-condition et que ((X, <) |S)
est confluente aux bords. Lorsque N est différent de 2, Berger ne construit pas d’homotopie
contractante du complexe de Koszul de A. La construction d’une telle homotopie contractante
est le sujet du chapitre [b| de cette thése.

Dans la section du chapitre [5| on construit pour tout couple d’entiers (n, m) une paire
Pom = (T{"™,T5"™) d’opérateurs de réduction relativement a (X (m) <). Celle-ci est appelée
la paire de réduction de bi-degré (n,m) associée o ((X, <) | S). Le premier résultat du chapitre
est

Théoréme [5.2.1.4, chapitre Soit A une algébre homogéne admettant une
présentation confluente auz bords (X, <) |S) telle que X est fini. Les paires de
réduction de cette présentation sont confluentes.

L’hypothése que X est fini est nécessaire dans ce théoréme. La démonstration de celui-ci fait en
effet appel a un résultat sur la confluence des opérateurs de réduction en dimension finie dont
la preuve ne se généralise pas en dimension quelconque. Dans la section du chapitre |5 on
déduit du fait que les paires P, ,, sont confluentes qu’il existe un entier ky ,, tel que

Lkn,m (T;"m, T{L7m) = Lkn,m (Tln’m7 T;7m) ?

ou Ly (¢, s) désigne le produit - - - sts avec k facteurs.

Pour tout entier k, soit 7, I’algébre présentée par <81, s9 | 87 — si, Ly (s2, 51)1c — Lg (51, 32)>.
Cette algébre est appelée algebre de confluence de degré k. On considére les morphismes d’al-
gébres

@Fnm ey o — End (KX(m)) .

n,m
Sii—>T%’
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On considére un élément particulier de 7%, . :

y1 = (1 —s2)(s1+ s1s2s1 + -+ + Lai+1 (s2,51)) ,

ot I'entier ¢ dépend de ky, ,,. Dans la section on construit grace a <pP mm (~1) une famille
d’applications K-linéaires

ho: A — AKX,

hi : A9 KX — A ®ker S,

ho: A®ker S — A ® Js,

hp: A® J, — A® Jy41, pour n > 3.

La famille (h,),, est appelée la borne gauche de ((X, <) |S). Dans la proposition on
montre que la borne gauche de ((X, <) | S) est une homotopie contractante du complexe de
Koszul de A si et seulement si (X, <) | S) satisfait certaines identités, appelées relations de ré-
duction. Finalement, on montre dans la section du chapitre [5| que lorsque ’extra-condition
est vérifiée alors les relations de réduction sont vraies. Le résultat principal du chapitre est donc

Théoréme [5.2.3.5|, chapitre [5l Soit A une algébre homogeéne satisfaisant ’extra-
condition et admettant une présentation confluente auz bords (X, <) | S) telle que X
est fini. La borne gauche de ((X, <) | S) est une homotopie contractante du complexe

de Koszul de A.

Organisation

La thése est organisée en cing chapitres. Le premier est une introduction & la réécriture dans
les algébres associatives unitaires. On commence par rappeler les outils et résultats de réécriture
abstraite dont on a besoin dans la suite. On rappelle ensuite le lemme du diamant qui permet de
caractériser les présentations d’algébres convergentes. On s’intéresse ensuite & deux approches
algébriques de la confluence : celle en termes de bases de Grébner non commutatives puis celle
en termes d’opérateurs de réduction d’aprés les travaux de Berger.

Dans le deuxiéme chapitre, on développe la théorie des opérateurs de réduction en dimension
quelconque. Grace a la structure de treillis sur ces opérateurs, on formule plusieurs concepts et
résultats de réécriture abstraite algébriquement. On s’intéresse en particulier & la complétion :
on la formule en termes de treillis et on montre qu’elle peut étre obtenue via une construction
dans le treillis des opérateurs de réduction. Finalement, on étudie une version généralisée des
opérateurs de réduction. Les travaux de ce chapitre font ’objet d’une pré-publication [34].

Dans le troisiéme chapitre, on relie les opérateurs de réduction aux présentations d’algébres.
On définit les présentations par opérateur ainsi que la propriété de confluence d’une telle pré-
sentation. On caractérise les présentations confluentes en termes de bases de Grébner non com-
mutatives. On énonce également une procédure pour construire des présentations confluentes.
On en déduit une procédure pour construire des bases de Grébner non commutatives.

Le quatriéme chapitre porte sur les applications de la réécriture en Koszulité. On commence
par rappeler la définition de cette notion ainsi que des caractérisations en termes de résolutions
utiles pour la suite. On explique ensuite deux démarches permettant des preuves de Koszulité
par réécriture. La premiére, due a Berger, utilise les opérateurs de réduction. La seconde, en
termes de présentations convergentes, a pour base les travaux d’Anick.
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Dans le cinquiéme chapitre, on utilise les opérateurs de réduction pour construire une ho-
motopie contractante du complexe de Koszul. Pour cela, on rappelle comment sont définies les
algébres de confluence. On utilise des représentations de ces algébres en termes d’opérateurs de
réduction pour construire un candidat pour ’homotopie contractante. On montre que lorsque
I’extra-condition est vraie, ce candidat est valide. On illustre cette construction sur différents
exemples. Ce chapitre fait 'objet d’une publication [33].
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Chapitre 1

Réécriture dans les algébres

Dans ce chapitre, on présente le sujet de cette thése. On commence par une section prélimi-
naire ot on introduit les outils permettant d’étudier les algébres associatives par des méthodes
de réécriture. On présente ensuite deux de ces méthodes : la premiére en termes de bases de
Grobner non commutatives et la seconde en termes d’opérateurs de réduction. Cette deuxiéme
méthode est a la base du travail effectué au cours de cette thése.

Pour un exposé détaillé concernant la réécriture dans les algébres associatives, on référe le
lecteur a [2I, Chapitre 2].

1.1 Préliminaires

Dans la section [I.1.1] on rappelle les définitions et résultats de réécriture abstraite utiles
pour la suite. Le lecteur familier avec la réécriture peut passer directement & la section

1.1.1 Reéécriture abstraite

1.1.1.1. Systémes de réécriture abstraits. Un systéme de réécriture abstrait est la donnée
d’un couple (A, —), ou A est une ensemble et —» est une relation binaire sur A. Dans la suite,
on note a — a’ a la place de (a,a’) €e—.

Dans toute cette section, on fixe un systéme de réécriture abstrait (A, —).

1.1.1.2. Notations. On note i>, — et < la cloture transitive, la cloture réflexive transi-

tive et la cloture réflexive transitive symétrique de —, respectivement. On dit que a se réécrit
. *
ena sia—d.

1.1.1.3. Remarques. Soient a et a’ deux éléments de A.
+ . v . _
1. On a a — a’ si et seulement s’il existe un entier n > 2 et ay,--- ,a, € A tels que a = aq,
a' =a, et pour tout 1 <i<n—1,0naa; — aj1.
* . X +
2. On a a — d’ si et seulement si a = a’ ou a — d’.
3. On a a <— d si et seulement s'il existe un "zig-zag" entre a et o, c’est-a-dire, si et

seulement 8’1l existe a1, -+ ,a, € A tels que a = a1, a’ = a, et pour tout 1 <i<n—1,
* *
on aa; — ;11 OU G <— Qj41.-
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1.1.1.4. Eléments réductibles, formes normales. Soit a € A.

1. On dit que a est réductible pour — s'il existe a’ € A tel que a — a'.

2. On dit que a est une forme normale (ou est en forme normale) pour — s’il n’est pas
réductible pour —.

*
3. Une forme normale de a pour — est une forme normale a’ telle que a — a'.

On dit que — est normalisante si tout élément de A admet au moins une forme normale pour
—.

1.1.1.5. Terminaison. On dit que — termine (ou est terminante) s’il n’existe pas de suite
infinie (a,)pen d’éléments de A telle que

QOHCLl—)CLQ—)"'HanH"'

Dans la littérature, on retrouve également la terminologie de relation bien fondée ou noethé-
rienne pour désigner une relation terminante.

1.1.1.6. Lemme. Une relation terminante est normalisante.

Démonstration. On suppose que — termine. On montre par récurrence que tout élément
a € A admet au moins une forme normale pour —. Si a est une forme normale, alors il est une
forme normale de lui-méme. On suppose que a n’est pas une forme normale avec I’hypotheése
de récurrence que pour tout a’ tel que a o , @’ admet une forme normale. Puisque a n’est
pas une forme normale, il existe a’ tel que a — a’. Par hypothése de récurrence, a’ admet une
forme normale a”. En particulier, a se réécrit en a”, de sorte que a” est une forme normale de
a.

O]

1.1.1.7. Ensembles bien ordonnés. Dans tout ce document, on appelle simplement "ordre"
un ordre strict et un "ensemble ordonné" un ensemble muni d’un ordre strict. Etant donné un
ensemble ordonné (E, <), on dit que lordre < est total si, pour tout couple (e, e’) d’éléments
de E,onae <eé oue <e. Ondit que (E,<) est un ensemble bien ordonné si < est total et
terminant.

1.1.1.8. Confluence. On dit que — est confluente si, pour tout triplet (aj,as,as) d’élé-
ments de A tel que a1 s a9 et a — as, il existe a4 € A tel que ao s a4 et as s oay

ai a4



1.1.1.9. Lemme. Soit — une relation normalisante. Alors, —> est confluente si et seule-
ment si tout élément de A admet une unique forme normale pour —>.

Démonstration. On suppose que —> est confluente. Soient a € A et ay,as € A deux formes
normales de a pour —. On a en particulier a — a1 et a — ag. Comme —» est confluente, il
existe ag € A tel que a1 25 ag et ay —> as. Les éléments a; et as étant des formes normales,
il sont égaux & as. Ainsi, a1 et as sont égaux, de sorte que a admet une unique forme normale.

Réciproquement, on suppose que tout élément de A admet une unique forme normale pour
—. Solent ay,as, a3 € A tels que a; — ag et a; —> as. Soient @ et @3 les formes normales
de as et as, respectivement. Alors, as et az sont des formes normales de a1, de sorte que as et

a3 sont égaux. Ainsi, —» est confluente.
O

1.1.1.10. Convergence. On dit que — est convergente si elle est terminante et confluente.

1.1.1.11. Propriété de Church-Rosser. On dit que — a la propriété de Church-Rosser

si, pour tout couple (a,a’) d’éléments de A tel que a <— d’, il existe a” € A tel que a — a”

*
et ' — a":

Le théoréme de Church-Rosser [37], prouvé initialement pour le A-calcul (voir [§] pour une
référence sur le A-calcul), reste vrai en réécriture abstraite :

1.1.1.12. Théoréme. La relation —> est confluente si et seulement si elle a la propriété de
Church-Rosser.

Démonstration. On suppose que —> a la propriété de Church-Rosser. Soient a1, as,ag € A tels
que a1 — ag et a; — az. On a en particulier as «— ag. La relation —» ayant la propriété
de Church-Rosser, il existe a4 tel que ag s ay et as =5 ay. Ainsi, — est confluente.
Réciproquement, on suppose que — a la propriété de Church-Rosser. Soient a,a’ € A tels
que a <~ . 1l existe un entier n > 1 et ay, -+ ,a, € A tels que a1 = a, a, = d’ et pour

tout 1 <4 <m—1, a; — a;4+1 ou a;+1 — a;. Il faut donc montrer qu’il existe a” € A tel
que a; — a” et a, — o”. On montre cette assertion par récurrence sur n. Si n est égal a 1,
on a a; = ay et on prend pour a” la valeur commune de a; et a,. Si n est supérieur a 2, par
hypothése de récurrence, il existe b € A tel que a s bet Ap—1 5 5. On sépare deux cas :

Cas1: Onaa, — a,_1. En particulier, on a a,, — a,_1 N b, de sorte que a,, 5 1. On
. * ..
a également a; — b, de sorte qu’on choisit a” = b.

Cas 2: Onaa,_1— a, On a en particulier a,_1 5 bet an_1 —> a,. La relation —»
étant confluente, il existe ¢ € A tel que b — ¢ et a,, — ¢. On a donc a; — b — ¢, et donc
a1 —> ¢. On choisit ¢’ = ¢.

O]
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1.1.1.13. Lemme. On suppose que — est convergente. Tout élément de a admet une unique

- 3 * . .
forme normale pour —. De plus, étant donnés a,a’ € A, on a a <— a' si et seulement si les
formes normales de a et a’ sont égales.

Démonstration. Soit a € A. Larelation — étant convergente, elle est en particulier terminante.
Ainsi, d’aprés le lemme [1.1.1.6] a admet une forme normale. Soient a; et as deux formes
normales de a. En particulier, on a a — a1 et a —> ay. Or, —» étant convergente, —» est
confluente, de sorte qu'il existe ag € A tel que a; —s a3 et as — ag. Les éléments a; et ag
étant des formes normales, ils sont égaux a as et donc en particulier égaux. Ainsi, a admet une
unique forme normale. Cette unique forme normale est notée a.

Soient @ € A et ' € A. Sia et d sont égaux, alors onaa—sad=deta —>a=d.En
particulier, on a a <— a’. On suppose que a +— . La relation —» étant convergente, elle
est confluente, ¢ est a-dire, elle a la proprlete de Church Rosser d’ apres le theoreme
Ainsi, il existe a” € A tel que a s a" et d L> a’, de sorte que a —» a" et a —= a” En
particulier, on a a = d" et a =a. Ainsi, @ et o sont égaux.

O

1.1.1.14. Confluence locale. On dit que — est localement confluente si, pour tout triplet
(a1, az2,a3) d’éléments de A tel que a; — ag et a3 — as, alors il existe agy € A tel que
agi>a4et a31>a4:

ai a4

Une relation localement confluente n’est pas confluente en général. En effet, soit (A, —)
ou A={a,b,c,d} et b—a,b—c,c—betc—d:

On a
1.b—a,b—scetc—a,
2. c— b, c—rdetb—>d.

Ainsi, —» est localement confluente. Cependant, on a b —s a et b — d avec ¢ et d qui sont
des formes normales. Ainsi, — n’est pas confluente.

1.1.1.15. Théoréme [71, Théoréme 3]. On suppose que — termine. Alors, — est confluente
st et seulement si elle est localement confluente.

Démonstration. L’implication directe est une conséquence des définitions d’une relation confluente
et d’une relation localement confluente.
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On suppose que — est localement confluente. Pour tout ai, soit P(a;) la propriété : étant
donnés ao,a3z € A tels que aq SN as et ap SN ag, il existe aq4 € A tel que ao SN ayq et
as —s ay. 11 s’agit de montrer que P(a;) est vraie pour tout a; € A. On montre cette assertion
par récurrence sur a; le long de la relation . Si a1 est une forme normale, alors as et ag sont
égaux a ay et on choisit ag = a1. On suppose que a; n’est pas une forme normale et que P(a})
est vraie pour tout a} tel que a; i al. Soient ag, az € A tels que a; 5 ag et a3 — as. On
doit montrer qu’il existe a4 tel que aq € A tel que as s ay et as 5 ay. Si as (respectivement
a3) est égal & ap, alors on prend aq = ag (respectivement aq = ag). Si as et ag sont différentes
de a; soient a)) et af telsquea1i>a2:a1—>a’2i>a2 et 4 — as = 4y —>agi>a3:

a2

/

as

La relation — étant localement confluente, il existe aj € A tel que

az
/
ay
/ \
a aly
\ /
/
as
\
as

De plus, on a a3 — ab, donc P(a)) est vraie par hypothése de récurrence. Ainsi, il existe ¢ € A
tel que

<
)

Q
o~
o

VA
N/

~

a

/N

Q
w

S
w

\V)
at



Enfin, on a a — 1 — af, donc P(a}) est vraie par hypothése de récurrence. Ainsi, il existe
d € A tel que

T~
/ /
\

/\/\

a3 ——>d

Ainsi, P(ay) est vraie.

1.1.2 Présentations d’algébres par réécriture

Dans cette section, on fixe un corps commutatif K. Tous les espaces vectoriels et algébres
considérés ont pour corps des scalaires K. Les algébres sont toutes supposées étre associatives
et unitaires. De plus, les idéaux considérés sont tous supposés étre bilatéres.

1.1.2.1. Notations et conventions. Soient X un ensemble et V un espace vectoriel.

1. Le monoide libre engendré par X est noté X™* : il s’agit de ’ensemble des mots sur X, ou
la multiplication est donnée par la concaténation des mots et le neutre est le mot vide,
noté 1.

2. Etant donnés w,w’ € X*, on dit que w est un sous-mot de w' s’il existe wy, ws € X* tels
que
w’ = wWiwwsy.

3. Etant donné un entier n, on note

V®":V®---®V,
N———

n fois

le produit tensoriel de n copies de V avec la convention que V&9 est égal a K. En particu-
lier, si Z est une base de V, I’ensemble des tenseurs élémentaires e1 ® - - - ® e, ol chaque
e; appartient & % est une base de V®". De plus, on note

V)=ver

neN

=Ko VePve,
n>2

I’algébre tensorielle sur V.
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4. On note KX l'espace vectoriel engendré par X : les éléments non nuls de cet espace
vectoriel sont les combinaisons linéaires finies d’éléments de X & coefficients dans K. Plus
précisément, pour tout v € KX \ {0}, il existe une unique partie finie supp (v) de X et

une famille de scalaires non nuls (Az),cqupp(v) tels que
v = Z Az L.
z€supp(v)

On dit que supp (v) est le support de v. En particulier, le support de 0 est I’ensemble
vide.

5. L’algeébre libre sur X est KX™ et son morphisme de multiplication étend par bi-linéarité
la multiplication de X™. Plus précisément, étant donnés deux éléments

Z Aw; et Z ung-,

iel jeJ
de KX*, leur produit est donné par

<§£:A5ug>. zzjujué = j{: (Aﬁ@)u&u&.

el jeJ (4,5)EIXJ

6. Etant donné un entier n, on note X T’ensemble des mots de longueur n sur X. Dans
toute cette thése, on identifie KX ™ a KX®" via l'isomorphisme d’espaces vectoriels

on  KXE" 2 RX™)
défini sur la base des tenseurs élémentaires par

Le morphisme

o= en: T(KX) = PKX®" = KX* = (HRX™,
neN neN neN

est en particulier un isomorphisme d’algébres entre T (KX) et KX™*. On utilise également
cette identification tout au long de cette thése.

7. Etant donnée une partie R de KX*, Iidéal de KX* engendré par R est noté I(R). Cet
idéal admet une décomposition (en somme non nécessairement directe)

IR)= ) Kx"™W@KReKX(.

n,meN
Dans tout le reste de la section, on fixe une algébre A.
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1.1.2.2. Présentations d’algébres. Une présentation par générateurs et relations (ou plus
simplement, une présentation) de A est la donnée d'un ensemble X de générateurs, d’'un en-
semble R C KX* de relations et d’un isomorphisme d’algébres

KX* o
A.
R

Une telle présentation est écrite (X | R). De plus, étant donné un élément f € KX*, on note f
I'image de f dans A & travers la projection canonique sur KX*/I(R).

1.1.2.3. Ordres monomiaux. Un ordre monomial sur X* est un ordre < sur X* tel que
1. (X*, <) est un ensemble bien ordonné,
2. étant donnés w, w’, wy,ws € X* tels que w < w', on a wiwws < wiw' ws.

L’ordre < étant total et le support supp (f) d'un élément f € KX*\ {0} étant fini, supp (f)
admet un plus grand élément noté lm (f) et appelé monéme dominant de f. On note de plus

le (f) le coefficient de Im (f) dans f.

1.1.2.4. Lemme. Soient X un ensemble et < un ordre monomial sur X*. Alors, 1 est minimal
pour <.

Démonstration. On suppose par 'absurde que 1 n’est pas minimal. Ainsi, il existe w € X™* tel
que w < 1. L’ordre < étant monomial, pour tout entier n, on a

n+1 n

w =ww" < lw" = w".

On a ainsi une chalne décroissante

1

I>w>w? - >w">w" >

ce qui contredit que < est terminant. Ainsi, 1 est minimal.

O]

1.1.2.5. L’ordre deg-lex. Un exemple classique d’ordre monomial est l'ordre deg-lex. On
suppose que X est équipé d'un ordre < total et terminant, c’est-a-dire, (X, <) est un ensemble
bien ordonné. On considére, pour tout entier n, 'ordre <™jgx défini sur X () de 1a fagon suivante :

T1 Ty <Mex Y1+ Yn sl < k < ntel que Vi < k, z; = y; et zp < yp.

On remarque en particulier <!jo, coincide avec <. En notant | w | la longueur d’un mot w, on
considére I'ordre <geg-lex sur X* défini par

W <deg-lex w'si |wl|<|w | ou |w|=|w'| etw <|w|1ex w'.

On rappelle d’aprés [0, Lemme 2.4.3] que 'ordre < étant total et terminant, (X™, <geg-lex) €st
un ensemble bien ordonné. De plus, <geg-lex Vérifie

/ * /
W <deg-lex W = Vwy, w2 € X7, wiwwz <deg-lex W1W W2,

par définition, de sorte qu’il s’agit d’un ordre monomial.
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1.1.2.6. Convention. L’ordre <geg.lex st appelé l'ordre deg-lex induit par <. De plus, afin
d’alléger les notations, cet ordre est simplement noté < a la place de <geg.lex. Enfin, lorsque
I'on considére un ensemble bien ordonné (X, <), 'ensemble X* est toujours supposé étre muni
de l'ordre deg-lex induit par <.

1.1.2.7. Exemple. Soit X = {z,y, z} ordonné de la fagon suivante : x < y < z. Alors, on a
1.z <yz,
2. vy < zx.

1.1.2.8. Présentations terminantes, confluentes, convergentes. Une présentation équi-
pée d’un ordre monomial de A est un triplet ((X, <) | R) ou (X | R) est une présentation de
A et < est un ordre monomial sur X*.

Soit ((X, <) | R) une présentation équipée d’un ordre monomial de A. On rappelle que, pour
tout f € KX*\ {0}, on note Im (f) le plus grand mot du support de f et lc(f) le coefficient
de Im (f) dans f. De plus, on pose

r(f) =1 (f)Im(f) - f.

La donnée de I'ordre < permet d’associer a (X | R) le systéme de réécriture abstrait <KX * ?>
défini par

Jurlm (f) s g > (s + . (1)

1. wy et wy appartiennent & X*,
2. X est un scalaire non nul,
3. f appartient a R,
4. g est un élément de KX* tel que wqlm (f)wy n’appartient pas a son support.
On dit que ((X, <) | R) est terminante, confluente ou convergente si - lest. Etant donnés f

et g deux éléments de KX*, on dit également que f est une forme normale pour ((X, <) | R)
ou que f se réécrit en g pour ((X, <) | R) si c’est le cas pour -

1.1.2.9. Convention. Afin d’alléger le texte, on dit que ((X, <) | R) est une présentation de
A A la place d’une présentation équipée d’un ordre monomial.

1.1.2.10. Reégles et étapes de réécriture. Soit ((X, <) | R) une présentation de A. Les
éléments de R sont appelés les régles de réécriture de (X, <) | R) et ceux de la forme (1.1 du
paragraphe précédent sont appelés les étapes de réécriture de (X, <) | R).

1.1.2.11. Remarques. Soit ((X,<) | R) une présentation de A.

1. Un ordre monomial étant terminant, ((X, <) | R) l'est également.
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2. En posant

(X | R') est encore une présentation de A et les relations — et — coincident. A partir

R
de maintenant, on suppose que lorsqu’on se donne une présentation ((X, <) | R) de A,
alors, pour tout f € R, lc(f) est égal a 1.

Dans la preuve de la proposition [1.1.2.13] on a besoin du lemme suivant :

1.1.2.12. Lemme. Soit ((X,<) | R) une présentation de A. Soient f et g deuzx éléments de
KX* tels que f %) g. Alors, pour tout h € KX*, on a f +h (%) g+ h.

Démonstration. On commence par montrer que si f ? g alors, pour tout h € KX™*, on a

f+h %) g + h. Par définition de f ? g, il existe A € K\ {0}, w,w’ € X*, fi € R et
f2 € KX*, dont le support ne contient pas wlm (f1) w’, tels que

f=Xwlm (fi))w' + fo et g=wr(fi)w' + fo.

On pose de plus
h = pwlm (f1) w' + 1/,

ou € Ket h' € KX* est tel que son support ne contient pas wlm (f1) w’. Si p est égal & 0, on
a

f+h:)\wlm(fl)w’+fz+h?)\wT(f1)w'+f2+h=9+h-

Sipest égal & —A, on a
f+h:f2+h,7

et
g+h=pwm (fi)w — pwr(fr)w' + f2 + 1 - pwr(fr)w' — pwr(fr)w' + fo + 1= f +h.
Si p est non nul et est différent de —\, on a

fHh=O+p)wn(fi)w + fo+ 4 Y A+ p)wr(fr)w' + fo + 1,

et
g+h=pwlm (fi)w + 2"+ wr(fr)w + f2 Y A+ p)wr(fr)w' + fo+ 1
Ainsi, pour tout h € KX*, ona f+h % g+ h.

On suppose maintenant que f % g. ll existe f1, -+, fn € KX* tels que f = f1, g = fn et,
pour tout 1 <i<n-—1,ona f; ? fi+1 ou fiy1 ? fi- D’aprés ce qu’on vient de voir, pour

tout 1 <i < n—1 et pour tout hGKX*,onafi-l-h(%fiH—l—h. On a donc f—}—h(%g—l—h.
O
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1.1.2.13. Proposition. Soit (X, <) | R) une présentation de A. Soient g et h deux éléments
de KX*. Alors, on a l'équivalence

§:E<:>g<%>h.

Démonstration. On a g = h si et seulement si f — g appartient & I(R), c’est-a-dire, si et
seulement s'il existe wy, -+, wp, Wi, -+ w), € X*, fi,--+, fn € Ret A1, , \p € K tels que

n
g—h=">_ \w;fwj.
i=1
On suppose que g % h. Il existe g1,--- , g, € KX* tels que g = g1, h = g, et, pour tout
1<i<n—1,0nag; ? Jit+1 OU git1 ? gi- Ainsi, pour tout 1 <i<n—1, g; — g;+1 est de

la forme \jw; fw) avec w;,w; € X* et f; € R. On a donc

g_h:gl_gn
=(g1—92)+(g2—93)+ -+ (gn-1—9n)

n—1

/

= E Ajw; fiw;.
i—1

On a donc g = h.
Réciproquement, on suppose qu’il existe wy, -+ ,wy, w}, - ,wl, € X*, fi,--+,fn € R et
A, o0, An € K tels que

g—h=> Xw;fiwj. (1.2)

i=1

Pour tout 1 < i < n, on a w;lm (f;) w} - w;r(fi)w, et donc w;lm (f;) w) % w;r(fi)w,. Ainsi,

d’aprés le lemme [1.1.2.12} on a w; fiw} <%> 0. En utilisant de nouveau le lemme [1.1.2.12] ainsi

que ,onaf—g%Oetdoncf%g.

O

1.1.2.14. Branchements critiques. Soit ((X, <) | R) une présentation de A. Un branche-
ment critique de (X, <) | R) est un 5-uplet b = (w1, wa, ws, f,g) ou

1. w1, we, w3 sont des mots tels que wy # 1,
2. f,g appartiennent a R,
tel que b satisfait 1'une des deux conditions suivantes :
1. wiwy = lm (f) et wows =1m (g),
2. wwows =lm (f) et wy =1m (g).

Un branchement de type|l|est appelé un branchement de chevauchement et un branchement de
type [2] est appelé un branchement d’inclusion. Le mot w = wywows est appelé la source de b.
Enfin, si b est un branchement de chevauchement (respectivement d’inclusion), on dit qu’il est
résoluble (ou confluent) si r(f)ws et wir(g) (respectivement r(f) et wir(g)ws) se réécrivent en
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une valeur commune. Si b est un branchement de chevauchement, il est résoluble si et seulement

s’il existe h € KX* tel que

X
Im (f) wsg = wilm (g 4h

S’il s’agit d’un branchement d’inclusion, b est résoluble si et seulement s’il existe h € KX* tel

que

Im (f) = wilm (g h

\ 7*,
wlr

1.1.2.15. Convention. Lorsqu'une présentation ((X,<) | R) est fixée, on dit simplement
qu’un élément se réécrit en un autre ou est en forme normale et on parle simplement de bran-
chement critique sans faire référence a (X, <) | R).

1.1.2.16. S-polynémes. Soit {(X, <) | R) une présentation de A. Etant donné un branche-
ment critique b = (wy, we,ws, f,g), on pose

1. SP (b) = fws — w1g si b est un branchement de chevauchement,
2. SP (b) = f —wigws si b est un branchement d’inclusion.
On dit que SP (b) est le S-polynome de b.

1.1.2.17. Remarque. Si b est un branchement de chevauchement, on a

SP (b) = fws —wig
= (Im (f) = r(f)) w3 — w1 (Im (g) — r(g))
= wir(g) — r(f)ws.

De fagon analogue, on montre que si b est un branchement d’inclusion, on a
SP (b) = wir(g)ws — r(f).

1.1.2.18. Branchements résolubles relativement a ’ordre monomial. On dit que b est
résoluble relativement a < si le S-polynéme de b admet une décomposition

= Awifiw's,
el
ou I est un ensemble fini tel que, pour tout ¢ € I,
1. \; est un scalaire non nul,

2. wi,w'; € X* et f; € R sont tels que w;lm (f;) w’; est inférieur a la source de b pour <.
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1.1.2.19. Exemple. Soient X = {z,y,2} et R = {f1 = yx —ay, fo = z0 — 22, f3 = 2y — yz}.
Soit < l'ordre deg-lex induit par z < y < z. Soit b = (x,y, 2, f1, f3) 'unique branchement
critique de ((X,<) | R) :

/ e
2Yx
\ sty

Ce branchement critique est résoluble :

YZr — > Y2

zy:c/ \xyz
\

XY —— > T2Y /

On déduit de ce diagramme de confluence la relation :

zyr —axyz = (zy — yz)x + y(zx — x2) + (yxr — xy)z
— gz — zy) + (@ — 52)y + 22y — 42).
On a en particulier
fsx+yfot fiz=2zfi+ fay + xfs,

et donc

SP (b) = fsz — 2 f1
= foy+axfs —yfo— fiz.

Or, on a
Im (f2)y = zzy, zlm (f3) = zzy, ylm (f2) = yzx et Im (f1) z = yxz. (1.3)
Chaque mot figurant dans ([1.3]) est inférieur & zyx qui est la source de b. Ainsi, b est résoluble

relativement a <.
Dans la preuve du lemme du diamant, on a besoin du lemme suivant :

1.1.2.20. Lemme. Soit ((X, <) | R) une présentation de A. Soient f et g deux éléments de

X* admettant une unique forme normale, notée ]? et g, respectivement. Alors, pour tout A € K,
Af + g admet une unique forme normale et celle-ci est égale o Af + 7.

Démonstration. Si Af + g est une forme normale, il n’y a rien & démontrer. Sinon, soient
hi, -+, hy, € KX* tels que hy = Af + g, hy, est une forme normale et, pour tout 1 <i <mn—1,
on a

h; - hit1.

On montre que h,, est égal & )\f—i— g.
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Soient [y, --- ,l, € R tels que h;y1 est obtenu en remplacant un mot de la forme w;lm (1;) w),

par w;r(l;)w; dans la décomposition de h;. Soient fi,--- , f,, définis par récurrence de la fagon
suivante : fi = Af et en notant

fi = Ayw;lm (ll) w; + fll,
ou w;lm (;) w; n’apparait pas dans la décomposition de f/, alors on pose
fir1 = Xowir (L) w + f;.

On a en particulier
A = fu.

Or, f admet f comme unique forme normale, de sorte qu’il en est de méme pour f,. Soient
fn+1, s fntm tels que frim est égal a )\f et fn+it1 est obtenu en remplacant un mot de
la forme wy,4lm (1, 44) w;,; par wir(lnys)w; dans la décomposition de fn4;. On définit par
récurrence gi, - , gn+m de la méme fagon qu’on a défini fy,---, f,, : g1 est égal & g et g1
est obtenu & partir de g; en remplagant w;lm (I;) w; par w;r(l;)w;. En particulier, pour tout
1<¢<n,ona
hi = fi + gi,
et
hy = fn + gn %) hntm = fatm + Gntm-

Or, h,, est une forme normale, de sorte que

fn+m + Gn4+m = )\.]?"i‘ In+m;

est égal & h,. En particulier, g, i, est lui-méme une forme et est donc une forme normale de
g. Ainsi, g, est égal a g, de sorte qu’on a

hn = M\f + 3.
O

Avec la terminologie considérée dans cette thése, le lemme du diamant (que l'on retrouve
parfois sous le nom de lemme de Bergman) s’énonce de la fagon suivante :

1.1.2.21. Théoréme [15, Théoréme 1.2]. Soit ((X,<) | R) une présentation de A. Les
assertions sutvantes sont équivalentes :

1. Tout branchement critique est résoluble.

2. Tout branchement critique est résoluble relativement a <.
3. Tout élément de KX™* admet une unique forme normale.
4

. L’application
K{w, w € X* est une forme normale} — A,
w W

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
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Démonstration. On commence par montrer que et |§| sont équivalents. Pour cela, on remarque
signifie que
B ={w, w € X" est une forme normale},

est une base linéaire de A. On suppose [4 Soient f € KX* et

n m
fr=2_diwiet fo=2  puj,
i=1 j=1

deux formes normales de f. Chaque w; et w;- est une forme normale, et on a

Z Aiw; = Z pjwh. (1.4)

Comme B est une base de A et que chaque wj et wig appartient & B, I’équation implique
que n = m et que pour tout 1 <i < n, \; est égal & p; et w; est égal & w]. Ainsi, fi est égal a
fa, et donc f admet une unique forme normale, de sorte que[4 implique[3] On suppose 3] Soient
a € Aet f e KX* tels que a est égal & f. Comme ((X, <) | R) est terminante, f admet une
forme normale. Ainsi, il existe des scalaires A1, --- , A, et des formes normales wq,--- ,w, € X*

tels que

a

!
=1

En particulier, B est une famille génératrice de A. Soit

Zn: Aiw; = 0,
i—1

une combinaison linéaire nulle d’éléments de B. D’aprés la proposition [1.1.2.13] on a

n
— R
1=

Par hypothése, tout élément de KX* admet une unique forme normale, de sorte que ? est

confluente, et donc convergente, d’apreés le lemme|1.1.1.9, Ainsi, > ;" | Adjw; et 0 étant des formes
normales, on déduit du lemme|1.1.1.13|que Y1 ; \jw; est nul. Ainsi, chaque \; est égal a 0, de
sorte que B est libre et est donc une base de A. Ainsi, [3] et [4| sont équivalents.

On suppose . D’aprés le lemme [1.1.1.9] — est confluente, de sorte que chaque branche-

R
ment critique est résoluble. Ainsi, |3| implique [I} On suppose |1} Soient b = (w1, ws, ws, f, g) un
branchement critique et w la source de b. On pose

1. fi=r(f)ws et g1 = wir(g) si b est un branchement de chevauchement,

2. fi=r(f) et g1 = wir(g)ws si b est un branchement d’inclusion.
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Or, b étant confluent par hypothése, il existe fo, -, fn, 92, , gm, h € KX™* tels que

P
S~ -

w h

g1 g2 m
On a
SP(b) =g1 — f1
m—1 n—1 (15)
= (9i — giv1) + (gm —h) = > (fi = fix1) = (fu — h).
i1 i=1

Chaque f;, pour 1 < i < n — 1, se réécrivant en f;i11, f; — fir1 est de la forme A\w'f'w”,
ou w',w” € X* et f” € R sont tels que w'lm (f’)w” appartient au support de f;. De plus,
Im (f;) est strictement inférieur a w, de sorte que w'lm (f’) w” est strictement inférieur & w. En
procédant de méme pour f, et sur les g;, on déduit de que SP (b) est une combinaison
linéaire de w'f"w” ou w',w” € X* et f”’ € R sont tels que w'lm (f")w” < w. Ainsi, b est
résoluble relativement & <, de sorte que [1f implique

Il reste & montrer que [2] implique [3] D’aprés le lemme I'ensemble des f € KX*
admettant une unique forme normale est un sous-espace de KX*. Ainsi, pour montrer que
est vrai, il suffit de montrer que chaque mot w admet une unique forme normale. On montre
cette assertion par récurrence. Si w est égal a 1, alors il est en forme normale et admet donc
lui-méme comme unique forme normale. Soit w € X*. On suppose par hypothése de récurrence
que tout w’ < w admet une unique forme normale. Si w est une forme normale, alors il admet
une unique forme normale qui est lui-méme. Sinon, soient f et g tels que

w— fetw—g.
Rf Rg

En particulier, f, g et f—g sont des combinaisons linéaires de mots strictement inférieurs & w et
admettent donc une unique forme normale, notées f, g et f/—\g, par hypothése de récurrence.
Pour montrer que w admet une unique forme normale, il suffit de montrer que f et g sont
égaux. D’aprés le lemme [1.1.2.20} il s’agit de montrer que

f—-9=f-7 (1.6)

I
S )

Soient wy, w), wq, wh € X* et h,h’ € R tels que
w = wilm (h) wy
= w)lm (h’) wh,

et
f=wir(h)ws et g=wir(h)ws.
On suppose sans perte de généralité que la longueur de w; est inférieure & w}. On sépare trois

cas .
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Cas 1 : Im(h) et lm(h') se chevauchement dans w mais aucun de ces mots ne contient
l'autre. On a donc un branchement de chevauchement b = (u1, u2,us, h, h’) tel que ujugus est
un sous-mot de w. En particulier, on a

wi = wiuy, 1Im (h) = ujug, Im (h’) = ugus, Wy = uzwh et w = wiugusuzwh.

Par hypothése, tous les branchements critiques sont résolubles relativement & <. Ainsi, il existe
VI, U, U, € XK fr o fn € Ret Ay Ay € K tels que

SP (b) = r(h)uz — urr(h')

n
E i szz Uy,
=1
N / . . L. N .
oul chaque v;lm ( fz) v; est strictement inférieur & ujusus. Pour tout 1 < ¢ < n, on pose
_ /o0
gi = w1; fiv;ws.
On a donc

f—g=wir(h)wy — wir(h)w;
= w; (r(h)U3 — ulr(h’)) wh

n
§ : /0
= )\iwlvifivin

i=1
n

=> g
i=1

Or, pour tout 1 < i < n, vilm (f;) v} est inférieur & ujugus. Ainsi, I'ordre < étant monomial,
Im (g;) = wyvilm (f;) vgwé est inférieur & w = wiugugugwy. Par hypotheése de récurrence, chaque
gi; admet une unique forme normale, notée g;. Or, on a

gi = wivgm (f;) viwy — wyvir(f;)vjwy Y wyvr(fi)viwy — wyvir(f;)viws = 0,

de sorte que g; est égal & 0. D’aprés le lemme [1.1.2.20] on a donc

n
F=9=> \g
i=1

=0,
de sorte que (1.6]) est vraie.
Cas 2 : Ilm(h) et lm(h') se chevauchement dans w avec l'un qui est inclus dans lautre.

Comme on a suppose que w; est de longueur inférieure a w/, lm (h') est inclus dans Im (h). On
a donc un branchement d’inclusion b = (uy,ug, us, h, h') tel que ujugug est un sous-mot de w.
En particulier, on a

w'l = wyuy, lm (h) = ujugus, lm (h') = U9, w’Q = ugwsy et w = wlulungwé.
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On procéde comme dans le cas 1 : b est résoluble relativement & <, de sorte qu’on en déduit
une décomposition
n
F=9=> g
i=1

ou chaque Im (g;) est strictement inférieur a w et g; se réduit en 0. D’apreés le lemme [1.1.2.20
on en déduit que ((1.6) est vraie.

Cas 3 : lm(h) et Im (h') ne se chevauchement pas dans w. Ainsi, il existe un mot u tel que
w = wilm (k) ulm (h') wh.
On a donc
f=wir(h)ulm (h') wy et g =wilm (h)ur(h’)w).
Soit

T(h) = i )\iui,
i=1

la décomposition de r(h) dans la base X*. Pour tout 1 <1 < n, on pose
v; = wiu;ulm (h/) wh et g; = wiugur(h)wh.

Or, v; est strictement inférieur a w, de sorte que v; et g; admettent une unique forme normale
par hypothése de récurrence. De plus, on a

(% ?gu

de sorte que ces formes normales sont égales. D’aprés le lemme [1.1.2.20

f= Z \iv; et wir(h)ur(h)w) = Z NiGi,

i=1 i=1

admettent donc la méme forme normale. On montre de méme que g admet la méme unique
forme normale que wyr(h)ur(h/)wh. Ainsi, f et g égaux, c’est-a-dire, la relation l} est vraie.
O

1.1.2.22. Remarques.

1. On rappelle que ((X,<) | R) est terminante et donc normalisante. Ainsi, d’apres le
lemme cette présentation est confluente (et donc convergente) si et seulement
si tout élément de KX™* admet une unique forme normale. Les assertions du lemme du
diamant sont donc des caractérisations du fait que (X, <) | R) est convergente.

2. La derniére condition du lemme du diamant permet en particulier d’exhiber des bases
d’algébres associatives. Le fait de construire de telles bases en utilisant des méthodes de
réécriture apparait déja chez Bokut [17] E|

1. On précise que Bokut considére la notion de présentation close par compositions. Cette derniére signifie
précisément que tous les branchements critiques sont résolubles relativement & <.
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1.1.2.23. Exemple. On reprend 'exemple : solent X = {z,y, 2} et < ordre deg-lex
induit par x <y < z. Soit

A Kz}
I(yz — w2z — xy)’
I’algébre présentée par
<({l’,y,2},<) |y2—$721'—.%'y> (17)

Cette présentation admet comme unique branchement critique b = (y, z, z,yz — x, zx — xy) :

/ vy

YT

S

Ce branchement critique n’est pas résoluble relativement & < puisque la décomposition de son
S-polynoéme est donnée par

SP (b) = yxy — zx
= (yz — x)x — y(zx — zy),

et que yzx est strictement supérieur & yxy. En particulier, on en déduit que la présentation
(1.8) n’est pas convergente. On peut également vérifier que b n’est pas confluent, puisque yzy
et xx sont des formes normales.

1.2 Bases de Grobner non commutatives

On fixe un corps commutatif K.

1.2.1 Bases de Grobner non commutatives et présentations convergentes

Dans cette section, on définit les bases de Grdbner non commutatives et on les relie aux
présentations convergentes. Avant cela, on effectue un bref rappel historique sur la découverte
de ces bases.

1.2.1.1. Historique. La découverte des bases de Grobner est attribuée a Buchberger dont
I'objectif durant sa thése [22, 23] était de déterminer des bases linéaires pour des quotients
d’algébres polynomiales par un idéal. La méthode proposée par Buchberger était d’exprimer
de telles bases en termes de mondémes en formes normales, c’est-a-dire, par des méthodes de
réécriture. Il introduit la terminologie de base de Grobner dans [24] en ’honneur de son directeur
de thése, celui-ci ayant en effet des idées quant a la fagon d’attaquer le probléme [50]. Les idées
développées par Buchberger apparaissent dans des travaux antérieurs, par exemple [54] pour
les anneaux de séries formelles. Cependant, Buchberger est le premier a avoir également étudié
la question sous un angle algorithmiqueﬂ.

2. L’aspect effectif des bases de Grobner est 'un de leurs principaux intéréts. Cela permet en effet de calculer
certains invariants, de nature homologique par exemple, associés & des algébres. Le lien entre les bases de Grobner
et le calcul de ces invariants est abordé dans le chapitre E}
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Contemporain de Buchberger et motivé par I'étude de problémes de décidabilité dans
d’autres structures que les algébres commutatives [82], Shirshov démontre ’analogue du lemme
de Newman pour les algébres de Lie [80, 81]@ Il introduit pour cela la notion d’ensemble stable
dans une algébre de Lie libre, ces ensembles étant les analogues de bases de Grobner. Dans
un cadre non commutatif, la découverte des bases de Grobner est attribuée a Bokut [I7] et
Bergman [I5] du fait de I’analogie de leurs travaux avec ceux de Buchberger. En effet, comme
on ’a vu dans la section précédente, ils formulent un critére permettant de déterminer des bases
d’algébres associatives en termes de mots en formes normales. Pour finir, la notion de base de
Grobner non commutative et la définition formelle de celles-ci sont introduites par Mora [70].
Dans toute cette section, on reprend le formalisme de celui-ci.

1.2.1.2. Notation. Dans toute cette section, on fixe un ensemble X ainsi qu'un ordre mono-
mial < sur X*. Etant donnée une partie E de KX*, on note

lm (E) = {lm (f), f € E}.

1.2.1.3. Idéaux monomiaux.

1. Une partie I de X™ est appelée un idéal monomial si, pour tout w € I et pour tout couple
de mots (wy,ws), wiwwsy appartient & 1.

2. Soient I un idéal monomial et R une partie de I. On dit que R engendre I si, pour tout
w € I, il existe un sous-mot de w appartenant a R.

1.2.1.4. Remarque. Soit I un idéal de KX*. Pour tout f € I et pour tout couple de mots
(w1, ws), wi fwy appartient a I, de sorte que wilm (f)wy = Im (w; fwy) appartient a lm (7).
En particulier, Im (I) est un idéal monomial.

1.2.1.5. Définition. Soient I un idéal de KX* et R une partie de I. On dit que R est une
base de Grobner non commutative de I si lm (R) engendre lm ().

1.2.1.6. Remarques.

1. Onrappelle d’apreés |70, Théoréme 1.8| que R est une base de Grobner non commutative de
I si et seulement si, pour tout f € I, il existe g1, ,gn € R, w1, -+ ,wp,w'1, -+ ,w'y, €
X* et des scalaires non nuls A1, - -+, A\, tels que

(a) wilm (g1) w'y = Im (f),
(b) wir1lm (giv1) w'iv1 < wilm (g;) w'; pour tout 1 <i < n—1,
et

n
F=>" Nwigaw's.
i=1

En particulier, si R est une base de Grobner non commutative de I, alors R engendre [
comme idéal.

2. Etant donnée une partie R de KX*, on dit simplement que R est base de Grobner non
commutative s'il s’agit d’une base de Grébner non commutative de I'idéal engendré I(R).

3. Ces trois articles sont écrits en russe. On référe le lecteur a [T9] pour une version anglaise.
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1.2.1.7. Notation. Soit I un idéal de KX™*. On note

O(I) = X*\ Im (I).

1.2.1.8. Théoréme [70, Théoréme 1.3]. Soit I un idéal de KX*. On a la décomposition en
somme directe d’espaces vectoriels suivante

KX* =1 & KO(I).

Démonstration. Le caractére direct de la somme provient du fait que s’il existait un élément
non nul f de I NKO(I), alors lm (f) appartiendrait a la fois & Im (I) et & O(I). Or, O(I) étant
le complémentaire de lm (I) dans X*, ces deux ensembles ont une intersection vide.

On montre a présent que tout f € KX* peut s’écrire g + h avec g € I et h € KO(I). On
pose

go =0, ho=0c¢et fo=f.

Soit n un entier. On suppose construits f,, g, et h, et que ceux-ci satisfont les conditions
suivantes :

1. g, appartient a I,

2. hy, appartient a KO(I),

3. fn+gn+ hyestégalaf.
On suppose que f, est non nul. Si lm (f,,) appartient & KO([I), alors on pose

In+1 = Gns Png1 = hn +le(fo)Im (fn) et foy1 = fo —lc(fo) Im (fn).

Silm (f,,) appartient & Im (1), alors soit g € I tel que lm (g) est égal & Im (f,,) et lc (g) est égal
a 1. On pose

Gnt1 = gn +lc(fn) g, hny1="h, et fop1= fn—lc(fn)g.

En particulier, g,+1 appartient a I, hy4+1 appartient & KO(I) et f,41 est égal & gn+1 + hpt1.
De plus, Im (f,+1) est strictement inférieur & Im (f,,). L’ordre < étant monomial, il s’en suit
qu’il existe un entier ng tel que f,, est nul. On pose alors

g=0ny, €t h=hy,.

O]

1.2.1.9. Bases de Grobner non commutatives et présentations convergentes. Le lien
entre les bases de Grébner non commutatives et les présentations convergentes est donné par
le théoréme suivant :

1.2.1.10. Théoréme. Soient A une algébre et ((X,<) | R) une présentation de A. Alors,
((X,<) | R) est convergente si et seulement si R est une base de Grobner non commutative.

Démonstration. On pose I = I(R). En particulier, (X | R) étant une présentation de A, on a
un isomorphisme d’algébres

KX* o
— AL
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D’apres le théoréme {w, w € O(I)} est une base de A. De plus, R est une base de
Grobner non commutative si et seulement si O(I) est le complémentaire de 'idéal monomial
engendré par lm (R), c’est-a-dire, si et seulement si O(I) est égal a ’ensemble des mots dont
aucun sous-mot n’appartient a lm (R). Un mot dont aucun sous-mot n’appartient a lm (R) est
précisément une forme normale pour (X, <) | R), de sorte que R est une base de Grébner non
commutative si et seulement si {w, w € X* est en forme normale} est une base de A. D’aprés
le lemme du diamant, on conclut donc que R est une base de Grébner non commutative si et
seulement si la présentation ((X, <) | R) est convergente.

O

1.2.2 Procédures de construction

Dans cette section, on présente deux procédures de construction de bases de Grébner non
commutatives : I'algorithme de Buchberger et 'algorithme F de Faugére. On précise un point
de terminologie. Buchberger et Faugére on formulé leurs algorithmes respectifs dans un cadre
commutatif et on présente ici les versions non commutatives de ceux-ci. Dans un contexte non
commutatif, ces deux algorithmes ne terminent pas a priori (voir remarque , si bien
qu’on préfére les appeler des procédures plutot que des algorithmes. Cependant, lorsqu’il s’agit
de nommer ces procédures, on continue de dire algorithme de Buchberger et algorithme Fy.

1.2.2.1. Algorithme de Buchberger. Dans ce paragraphe, on rappelle 'algorithme de
Buchberger pour les algébres associatives. Il s’agit d’une procédure dont le but est, étant
données une algébre A et une présentation ((X,<) | R) de A, de calculer une présentation
convergente ((X,<) | R') de A, c’est-a-dire, telle que R’ est une base de Grobner non commu-
tative de I(R). Avant d’énoncer I'algorithme de Buchberger, différentes remarques doivent étre
faites :

1. La procédure que I'on présente est formulée par Mora |70, Section 5.4] mais il s’agit d’une
adaptation de I'algorithme formulé par Buchberger pour les algébres commutatives.

2. On suppose que X et R sont finis car la procédure nécessite de connaitre les branchements
critiques de (X, <) | R).

3. On suppose qu’on a une méthode BC(f, F) prenant en entrée un élément f € KX*
et une partie finie £ de KX* et renvoyant I’ensemble des branchements critiques de
(X, <) | EU{f}) faisant intervenir f, c’est-a-dire, les branchements critiques de la forme
(w1, wa,ws, f,g) ou de la forme (wq,wq,ws, g, f) avec g € EU {f}.

4. On rappelle enfin que le S-polynéme d’un branchement critique b est noté SP (B).

1.2.2.2. Remarques.

1. L’algorithme de Buchberger n’a a priori pas de raison de terminer. En effet, si tel était le
cas, tout idéal engendré par un nombre fini d’éléments admettrait une base de Grébner
non commutative finie (voir théoréme . Or, il est connu que ceci n’est pas vrai en
général (voir [70, Section 1.3]).

2. Lorsque la procédure ne termine pas, on suppose que le choix de b a la premiére instruction
de la boucle est équitable, c’est-a-dire, que tout branchement critique apparaissant dans
I'un des By est sélectionné dans cette premiére instruction pour un indice supérieur a d.
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Algorithme 1 Algorithme de Buchberger associatif

Initialisation : d := 0, Ry := R, By := {branchements critiques de ((X,<) | Rp)}.
1: tant que By # () faire
2:  choisir b € By;

3:  h:= une forme normale de SP (b) pour ((X, <) | Ra);
4:  sih #0 alors

5: Ry = RqU {h} ;

6: Bay1 = (Bg \ {b}) UBC (R, Ra);

7: d=d+1;

8  sinon

9: Rgy1:= Ry;

10: Bay1 = (Ba \ {b});

11: d=d+1;

12:  fin si

13: fin tant que

On peut procéder de la sorte en rajoutant chaque nouvelle paire critique dans une file
puis en sélectionnant la premiére paire critique de la file & chaque itération.

1.2.2.3. Théoréme. Soient A une algébre et (X, <) | R) une présentation de A.

1. Si l’algorithme de Buchberger termine aprés d itérations de la boucle tant que, on pose
R = Ry.
2. Si Ualgorithme ne termine pas, on pose

R = URd.

deN

Ainsi défini, R’ est une base de Grébner non commutative.

Démonstration. Pour tout entier d et pour tout branchement critique b de (X, <) | Rqg), le
S-polynome de b appartient a I(Rg;). Ainsi, chacun des ((X,<) | Rq4) présente 'algébre A.
De plus, par construction, R’ est tel que chaque branchement critique de ((X,<) | R') est
résoluble. D’aprés le lemme du diamant, (X, <) | R’) est donc une présentation convergente
de A, c’est-a-dire, R’ est une base de Grobner non commutative d’aprés le théoréme

O

1.2.2.4. Exemple. On reprend exemple |1.1.2.23|: soient X = {x,y, 2z} et < l'ordre deg-lex
induit par x < y < z. Soit A l'algébre présentée par

({x,y,2},<) |yz — z,zx — zy) . (1.8)

Ry = {yz — T, 22 — xy},

et
By = {bo =(y,z,x,yz — x,2x — xY) }
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On a vu que

SP (by) = yxy — zx,

et que celui-ci est en forme normale. Le mot yxy est supérieur a xx, donc on a

R, = {yz — T,z — XY, Yyry — x:v},

et
B, = {bl = (yx,y, 2, yry — xx,yz — x) ,bo = (yx,y, vy, Y2y — TX, YIY — TI) }

Le S-polynéme de by
SP (b1) = yxx — zx2,

est en forme normale, de sorte que
Ry = {yz — X, 2X — XY, YTY — TT, YTx — mmz},
et
By = {bg = (yz,y, vy, yry — xx,yry — zx),bs = (Y=, Yy, TT, YyTY — TT, YTT — TTZ) }
On vérifie que les S-polyndémes
SP (b)) = yxxx — zazy et SP (b3) = yrzrz — zozx,

se réduisent en 0, de sorte que Ry est une base de Grobner non commutative.

1.2.2.5. Remarques.

1. Dans le cas commutatif, le lemme de Dickson [42] garantit que ’algorithme de Buchberger
termine, de sorte que tout idéal d’une algébre commutative admet une base de Grébner
finie. Cela induit des applications dans différents domaines aussi bien en mathématiques
qu’en informatique fondamentale (voir [20, Chapitre 6] et [28]). On mentionne également
qu’outre Buchberger [25], différents auteurs ont proposé des versions plus efficaces de son
algorithme. Parmi eux, Faugére [46] [47] a une approche matricielle. On présente celle-ci
dans le prochain paragraphe. Dans la section [3:2] du chapitre 3] on propose une procédure
permettant des construire des bases de Grébner non commutatives qui utilise également
une approche matricielle.

2. L’algorithme de Buchberger est appelé une procédure de complétion. Des procédures de
complétion apparaissent dans d’autres branches de la réécriture et notamment en réécri-
ture de termes (voir [5] pour une référence sur la réécriture de termes) avec 'algorithme
de Knuth-Bendix [59]. Le lien entre ’algorithme de Buchberger et celui de Knuth-Bendix
apparait dans différentes références [26, 27, 30} [66]. Avant Knuth et Bendix, Todd et Coxe-
ter avaient inventé une procédure de complétion similaire [86] pour des présentations de
groupes.
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1.2.2.6. Algorithme Fj associatif. L’algorithme Fj est énoncé par Faugére dans un cadre
commutatif. On présente ici la version non commutative de cet algorithme.

1.

Comme on I'a dit dans la remarque [I.2.2.5 Faugére utilise un point de vue matriciel dans
son algorithme. En effet, étant donnée une famille finie F de KX*, soit M la réunion des
supports des éléments de E. On considére la matrice mat (E) dont les vecteurs colonnes
sont les éléments de M écrits dans 'ordre décroissant et les lignes sont les éléments de
E. Par exemple, si X = {x <y < z} et £ = {yzx — zx,yzx — yzy}, on a

1 0 -1
t(F) = .
mat (E) <1 1 0 )
De facon duale, si on a une matrice A dont les vecteurs colonnes sont associés & des mots,

on pose Pol(4) C KX* l'ensemble des éléments de KX* correspondant aux lignes de

A.

. Soit U la fonction qui, & un branchement critique b = (wy, we, ws, f, g), associe le couple

(f',g") € KX* x KX* défini par
(a) f' = fws et ¢ = wig si b est un branchement de chevauchement,

(b) f'= f et ¢ =wigws si b est un branchement d’inclusion.

3. La méthode BC(f, E') est celle du point [3| du paragraphe [1.2.2.1

4. Soient FE et R deux parties finies de KX*. On considére un ensemble S d’étapes de

réécriture de (X, <) | R) permettant de fournir des formes normales pour ((X, <) | R)
de chacun des éléments de E. On pose

NF(E,R)Z{f—g, f?ges}-

On se donne une méthode Red1(F, R) renvoyant E auquel on a ajouté un tel ensemble
NF (E, R). Soit Red(E, R) la méthode définie par

Red (E, R) = Gaus (mat (Redl (£, R))),

ot Gaus(A) est la forme échelonnée réduite d’une matrice A.

. La version que 'on présente n’est pas compléte puisque ’algorithme de Faugére prend

également en entrée une fonction permettant de sélectionner une partie de I’ensemble des
branchements critiques d’une présentation donnée. La procédure que ’on présente est
celle ou cette fonction sélectionne tous les branchements critiques.

On prend en entrée de la procédure une présentation ((X, <) | R) de A telle que X et R.
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Algorithme 2 Algorithme Fj associatif

Initialisation : d := 0, Ry := R, By := {branchements critiques de ((X,<) | Rp)}.
1: tant que By # () faire

2: d=d+1;

3: B; = @;

4: Rg:=Rg_1;

5. Eq:={f, 3b€ Bq_1 tel que U(b) = (f',9') ou U() = (¢, f')};
6: de := Pol (Red (Ey4, Rqg-1));

7: Ly := {f GNLd, Im (f) ¢ Im (Redl (Ed, Rdfl))};

8  pour h € L, faire

9: B; = BsUBC (h, Ry-1);

10: Ry=R4U {h} ;
11:  fin pour
12: fin tant que

1.2.2.7. Algorithme F; et bases de Grébner non commutatives. Comme pour celui de
Buchberger, ’algorithme Fj n’a a priori pas de raison de terminer. On définit R’ par

1. si la procédure termine aprés d itérations de la boucle tant que, on pose R’ = Ry,
2. si la procédure ne termine pas, on pose

R = J Ra.

deN

Pour chaque entier d, les lignes de la matrice mat (Redl (Ey4, Rq—1)) appartiennent a l'idéal
engendré par I (Rg4_1). La matrice échelonnée réduite d’une matrice A étant obtenue & partir
de celle-ci par des opérations élémentaires sur les lignes, les lignes de

Red (F, R) = Gaus (mat (Red1 (E, R))),

appartiennent également a I (R4_1). Ainsi, Fy et F; sont inclus dans cet idéal. En particulier,
chaque ((X,<) | Rq) présente la méme algebre, c’est-a-dire A. Ainsi, (X, <) | R') est une
présentation de A. On montre & la fin de la section du chapitre [2| que cette présentation
est convergente, c’est-a-dire, que R’ est une base de Grobner non commutative.

1.3 Opérateurs de réduction

Dans cette section, on décrit 'approche de Berger [11] pour caractériser les présentations
convergentes des algébres quadratiques. On présente ensuite I’'objectif de cette these.

1.3.1 Opérateurs de réduction et algébres quadratiques

Afin de caractériser les présentations convergentes d’algébres quadratiques, Berger introduit
une structure de treillis sur une famille d’opérateurs appelés opérateurs de réduction. On com-
mence cette section en rappelant comment Berger obtient cette structure. On effectue ensuite
un bref rappel sur les algébres quadratiques puis on énonce la fagcon dont Berger formule la
confluence pour leurs présentations.

46



1.3.1.1. Treillis. Un treillis est un triplet (E, <, A, V) ou (F, <) est un ensemble ordonné tel
que tout couple (e, ') d’éléments de E admet une borne inférieure e Ae’ et une borne supérieure
eve.

On réfeére le lecteur a [48] pour une référence sur les treillis.

1.3.1.2. Opérateurs de réduction. Soit (G, <) un ensemble bien ordonné. Pour tout v €
KG, le support de v étant fini, il admet un plus grand élément noté lg (v) et appelé générateur
dominant de v. On étend l'ordre < sur G en un ordre partiel sur KG de la fagon suivante : on
av<vsiv=0etv #0,ousilg(v) <lg().

Un opérateur de réduction relativement 4 (G, <) est un endomorphisme idempotent 7" de
KG tel pour tout g € G, on a T(g) < g. En d’autres termes, un endomorphisme idempotent de
KG est un opérateur de réduction relativement & (G, <) si et seulement si, pour tout g € G,
I'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

1. T(g) = g ou

2. 1g(T(9)) < g-
L’ensemble des éléments de G fixés par T" est noté Red (T"). On note RO (G, <) 'ensemble des
opérateurs de réduction relativement a (G, <).

1.3.1.3. Structure de treillis. Soit .2 (KG) 'ensemble des sous-espaces vectoriels de KG.
Sous I'hypothése que G est fini, Berger montre dans |11, Théoréme 2.3| que I’application
ker: RO (G, <) — Z (KG),
T — ker(T)
est une bijection. Dans la démonstration de la proposition [2.1.1.14] du chapitre [2| on prouve ce
résultat dans le cas plus général ot (G, <) est un ensemble bien ordonné. L’ensemble .Z (KG)
admet une structure de treillis : la relation d’ordre est I'inclusion, la borne inférieure est 1’in-

tersection et la borne supérieure est la somme. Par transport de structure on obtient donc une
structure de treillis sur (RO (G, <), =<, A, V) ou

1. Ty 2 Ty siker(Ty) C ker(Ty),
2. Ty ANT; est Popérateur de réduction de noyau ker(77) + ker(7%),
3. T1 V T3 est Popérateur de réduction de noyau ker(74) N ker(75).

1.3.1.4. Remarques.
1. La raison pour laquelle 'ordre sur RO (G, <) n’est pas défini par 71 < T» si ker(T}) est
inclus dans ker(7%) est donnée dans la remarque du chapitre
2. Les opérateurs de réduction apparaissent chez Bergman sous le nom de réduction. En
effet, étant donnés une présentation ((X,<) | R) d'une algébre A, Bergman considére
pour tout couple de mots (wy,ws) et pour toute régle f 'endomorphisme de KX* défini
pour tout mot w par

U, fuws (w) = {

Ces opérateurs sont en fait utilisés par Bergman comme un formalisme puisqu’ils per-
mettent de décrire différents concepts de réécriture (terminaison, confluence, formes nor-
males,...) en termes fonctionnels.

wr(f)wsa, st w = wilm (f)we

w, sinon.
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1.3.1.5. Confluence. Soit (G, <) un ensemble fini totalement ordonné. On rappelle d’apreés [11]
qu’étant donnée une famille F' d’opérateurs de réduction, on a ’inclusion

[ Red (T) C Red ( A T> : (1.9)

TeFr TeF

On dit que F' est confluente si 'inclusion([1.9)) est une égalité. On rappelle de plus d’aprés [11]
Théoréme 3.8] que si F = (T1,T>) est une paire d’opérateurs de réduction, alors elle est
confluente si et seulement s’il existe un entier n tel que

L, (T2, T1) = L, (11, T») ,

ou Ly, (T, S) désigne le produit - - - SoT'0S avec n facteurs. Dans la démonstration du lemme[2.2.1.3]
du chapitre [2| on prouve I'extension de [11, Théoréme 3.8] au cas des ensembles bien ordonnés.

On introduit & présent les algébres quadratiques. Avant de les définir, on doit rappeler ce
qu’est une algébre graduée :

1.3.1.6. Algébres graduées. Une algébre graduée A est un espace vectoriel gradué
A=DAn
neN

admettant une structure d’algébre telle que, pour tout couple d’entiers (n,m), on a
A, A, C Apqn.

Les espaces vectoriels A,, sont appelés les composantes homogénes de A.

1.3.1.7. Algébres quadratiques. Une algébre graduée A est dite quadratique si le mor-
phisme d’algébres
T (A1) — A,

défini par 7(a) = a pour tout a € Aj est surjectif et est tel que le noyau de 7 est engendré, en
tant qu’idéal de T (A1), par

Ra = ker (1) N AY2.
En d’autres termes, A est quadratique si elle est engendrée par Aj et si les éléments de A;
vérifient des relations homogénes de degré 2 dans A.

1.3.1.8. Présentations quadratiques. Soient X un ensemble et R une partie de KX,
L’idéal I(R) admet une structure naturelle d’espace vectoriel gradué dont les composantes
homogénes sont données par I(R),, = {0} pour n =0et 1, I(R)2 = KR et pour n > 2,

n—2

I(R), =Y KXW @KR@KX" 2,

i=0
Ainsi, I’algébre présentée par (X | R) admet une structure naturelle d’algébre graduée (et méme
quadratique), dont les composantes homogénes sont

(), = T
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Etant donnée une algébre quadratique A, une présentation quadratique de A est une pré-
sentation (X | R) de A telle que R est inclus dans KX () et I'isomorphisme

KX* o KX®
I(R) (R)n

=D~ — A=A,
neN neN

conserve la graduation, c’est-a-dire, il induit pour tout entier n un isomorphisme d’espaces

vectoriels

Kx™
A,,.
IR),

1.3.1.9. Remarque. De fagon équivalente, une présentation quadratique de A est la donnée
d’un couple (X | R) tel que

1. R est inclus dans KX @),

2. il existe un isomorphisme ¢ entre KX et Ay,

3. la restriction de p®2 a4 KR induit un isomorphisme entre ce dernier et Ry .

1.3.1.10. Opérateurs de réduction et présentations d’algébres quadratiques. Soient
A une algébre quadratique, ((X, <) | R) une présentation quadratique de A. La méthode pro-
posée par Berger consiste & considérer 'opérateur de réduction relativement a (X @), <) dont
le noyau est KR. Afin de pouvoir considérer un tel opérateur, on suppose de plus que X est
fini.

1.3.1.11. Remarque. Soient X un ensemble fini, R une partie de KX 2 et S l'opérateur de
réduction de noyau KR. L’opérateur S étant un projecteur, ’ensemble

{w—=8S(w), w¢ Red (S)},

est une base de ker(S) et donc de KR. Ainsi, toute partie de KX () peut étre remplacée de
facon unique par une famille de la forme {w — S(w)} ot S est un opérateur de réduction. Dans
la preuve de la proposition suivante, on suppose que les régles d'une présentation quadratique
sont de la forme w — S(w).

1.3.1.12. Proposition. Soient A une algébre quadratique et ((X,<) | R) une présentation
quadratique de A ot X est un ensemble fini. Soit S opérateur de réduction de noyau KR. Alors,
(X, <) | Ry est convergente si et seulement si la paire (S ® Idgx,Idxx ® S) d’opérateurs de
réduction relativement a (X (), <) est confluente.

Démonstration. D’aprés le lemme du diamant, ((X, <) | R) est convergente si et seulement si
tous ses branchements critiques sont résolubles. Les régles étant quadratiques, les branchements
critiques sont de la forme b = (x,y, z, zy — S(xy),yz — S(yz)), ot z,y,z € X sont tels que xy
et yz sont non fixés par S :

/

Yz

\

S @ Idgx (xyz) = S(xy)z

Idgx ® S(zyz) = xS(yz)
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Ce branchement critique est résoluble si et seulement s’il existe des composées U7 et Uy de S ®
Idgx et de Idgx ® S telles que U; (S(zy)z) = Uz (2S(yz)). Ainsi, ((X, <) | R) est convergente
si et seulement s’il existe un entier n tel que, pour toute source w de branchement critique, on
a

Ly (S @ Idgx, Idgx ® S) (w) = Ly, (Idxx ® S, S ® Idkx) (w). (1.10)

L’équation(1.10]) étant vraie si w n’est pas la source d’un branchement critique, on en déduit
que ((X, <) | R) est convergente si et seulement s’il existe un entier n tel que

L, (S ® Idgx, Idgx ® S) =L, (IdKX ®S5,5® Id]Kx) ,

c’est-a-dire, si et seulement si la paire (S ® Idgx, [dxx ® S) est confluente d’aprés|1.3.1.5
O

1.3.1.13. Remarque. Soient A une algébre quadratique et ((X,<) | R) une présentation
quadratique de A. Soit S 'opérateur de réduction de noyau KR. Lorsque (S ® Idxx, Idgx ® S)
est confluente, Berger emploie la terminologie d’algébre X-confluente. Ainsi, d’aprés la propo-
sition [[.3:1.12] les algébres X-confluentes sont précisément les algébres admettant une présen-
tation quadratique convergente.

1.3.2 Opérateurs de réduction et algébres non quadratiques

1.3.2.1. Opérateurs de réduction et relations homogénes. Un cadre naturel pour étendre
la caractérisation de la confluence en termes d’opérateurs de réduction est celui des algébres
admettant une présentation (X | R) ou

1. X et R sont finis,
2. pour tout f € R, il existe un entier ny tel que f € KX (),
En effet, R étant fini, 'entier
M =max{ns, f € R},

est bien défini. De plus, on a I'inclusion

KR c P Kx™. (1.11)
n<M

L’ensemble X étant fini, il existe un nombre fini de mots de longueur inférieure & M, de sorte
que l’inclusion garantit que KR est de dimension finie. Ainsi, en notant X (M) Jen-
semble des mots de longueur inférieure a M, il existe un opérateur de réduction S relativement
a (X (=M) <) de noyau KR. De plus, pour tout entier n inférieur a M, S induit des endomor-
phismes S de KX et un mot w de longueur n peut se réécrire en Idg x 0 ® S k) ®ldg ;) (w),
oll © + j + k est égal a n. Les sources de branchements critiques ayant une longueur comprise
entre 3 et 2M — 1, la propriété de convergence de ((X, <) | R) peut donc étre étudiée par celle
de confluence des ensembles

Fy = {1dygyo ® Y @ ldyy, i +j+k=n},
oll n est compris entre 3 et 2M — 1.
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1.3.2.2. Opérateurs de réduction et relations non homogénes. Les algébres décrites
dans le paragraphe précédent forment une classe restrictive d’algébres n’incluant pas certains
exemples classiques comme 1’algébre universelle enveloppante U (%) d’une algébre de Lie .Z.
En effet, U (£) admet une présentation dont les générateurs forment une base de .Z et les
relations font intervenir des termes quadratiques et linéaires. Plus généralement, étant donnée
une présentation ((X, <) | R) d’une algebre A, 'endomorphisme de KX* défini pour tout mot
w par

S(w) = {r(f), s'll existe f € R, tel que w = lm (f) (1.12)

w, sinon,

n’induit pas nécessairement un opérateur de réduction sur une partie finie de X*.

1.3.2.3. Remarque. Etant donnée une présentation quelconque (X, <) | R), Iopérateur S
défini en (1.12]) n’est a priori
1. pas bien défini, puisqu’il peut exister deux régles f et g telles que Im (f) = Im (g),
2. pas idempotent, puisqu’il peut exister deux régles f et g telles que Im (g) appartient au
support de r(f).

Cependant, le théoréme du chapitre [2] garantit que si on se donne un ordre monomial,
on peut se ramener a des hypothéses faisant que S est bien défini et est un projecteur.

1.3.2.4. Problématique. La remarque faite dans le paragraphe incite & développer
une théorie des opérateurs de réduction relativement & un ensemble infini. Plus précisément, il
s’agit de montrer qu’en dimension infinie, on a une structure de treillis sur ’ensemble de ces
opérateurs, que cette structure de treillis permet de définir une notion de confluence et que
celle-ci permet de caractériser les présentations d’algébres convergentes.
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Chapitre 2

Opérateurs de réduction

Dans ce chapitre, on étend les résultats de Berger sur les opérateurs de réduction au cas
des ensembles bien ordonnés non nécessairement finis. Plus précisément, on montre dans la
section [2.1.1] que I'application

ker: RO (G, <) — Z (KG),

T — ker(T) 21)

est encore un bijection et on en déduit une formulation de la confluence qui généralise celle
de Berger dans le cas ot G est fini. On précise que, dans ce cas, sa preuve que est une
bijection est différente de celle qu’on propose. En effet, sa preuve nécessite d’exhiber pour tout
sous-espace V' de KG le plus grand générateur figurant dans la décomposition d’un élément
de V. Pour qu'un tel générateur existe, il faut en particulier que V soit de dimension finie
et donc que G soit fini. Dans la section [2.1.2] on formule différents concepts provenant de la
réécriture abstraite en termes d’opérateurs de réduction : on montre notamment les analogues
du théoréme de Church-Rosser, du lemme de Newman et de la caractérisation de la confluence
en termes d’uniques formes normales. Dans la section [2.1.3] on relie la notion de confluence en
termes d’opérateurs de réduction & celle provenant de la réécriture abstraite.

Dans la section [2.2] on s’intéresse & la complétion en termes d’opérateurs de réduction. On
formule celle-ci algébriquement et on montre qu’elle peut étre obtenue en termes de treillis. On
commence dans la section [2.2.1| par étudier les propriétés de la borne supérieure d’'une paire
d’opérateurs de réduction confluente. Dans la section 2.2.2] on définit la notion de complétion
pour les opérateurs de réduction en termes de treillis. On s’intéresse aussi a la question de
I’existence d’une telle complétion. On introduit pour cela la notion de complément et on montre
dans le théoréme qu’un tel complément existe toujours et que celui-ci peut étre construit
grace a la structure de treillis.

Dans la section [2.3]on s’intéresse a des opérateurs de réduction relativement a des ensembles
munis d’un ordre qui n’est pas supposé étre total. Cette section a principalement pour but de
montrer que la plupart des constructions faites dans les sections et 2.2 nécessitent un ordre
total.

Enfin, dans le cas ou (G, <) est un ensemble fini totalement ordonné, on propose dans dans
I'annexe [A| une implémentation de la bijection entre .Z (KG) et RO (G, <). On en déduit une
implémentation de différentes constructions sur les opérateurs de réduction : borne supérieure,
borne inférieure et compléments.

Dans tout ce chapitre, K désigne un corps commutatif.
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2.1 Propriétés de réécriture

Dans toute cette section on fixe un ensemble bien ordonné (G, <). On rappelle que pour
tout v € KG, on pose S, le support de v : il s’agit de I’ensemble des éléments de G figurant
dans la décomposition de v. On rappelle également que le plus grand élément du support est
noté lg (v) et que le coefficient de celui-ci dans v est noté lc (v). On rappelle enfin qu’on étend
l'ordre sur G en un ordre partiel sur KG défini de la fagon suivante : on a v < v/ si v = 0 et
v # 0, ousilg (v) < lg (V).

2.1.1 Structure de treillis et confluence

On commence par rappeler ce qu’est un opérateur de réduction :

2.1.1.1. Définition. Un opérateur de réduction relativement a (G, <) est un endomorphisme
idempotent 7' de KG tel que, pour tout g € G, on a T'(g) < g. L’ensemble des opérateurs de
réduction relativement a (G, <) est noté RO (G, <).

2.1.1.2. Générateurs réduits. Soit 7' € RO (G, <). Un élément g de G est dit T-réduit si
T(g) = g. L’ensemble des générateurs T-réduits est noté Red (T') et son complémentaire dans
G est noté Nred (7).

2.1.1.3. Remarque. Soit T un opérateur de réduction relativement a (G, <). L’'image de T
est égale a KRed (7).

2.1.1.4. Matrices de réduction. Dans la plupart des exemples de cette section, G' est un
ensemble fini: G = {g1 < --- < gn}. On adopte dans ce cas la notation matricielle pour désigner
les applications linéaires. Soit T un endomorphisme de KG. La matrice de T' relativement a
la base {g1, - ,gn} est appelée matrice canonique de T relativement a (G, <). De plus, une
matrice carrée M est appelée matrice de réduction si elle vérifie les conditions suivantes :

1. M est triangulaire supérieure et ses éléments diagonaux sont égaux a 0 ou 1,

2. si un terme diagonal est égal & 0, alors les autres termes de la ligne a laquelle il appartient
sont égaux a 0,

3. si un terme diagonal est égal & 1, alors les autres termes de la colonne & laquelle il
appartient sont égaux a 0.

Le lemme suivant garantit qu'un endomorphisme de KG est un opérateur de réduction
relativement a (G, <) si et seulement si sa matrice canonique relativement a (G, <) est une
matrice de réduction :

2.1.1.5. Lemme. Une matrice de réduction est idempotente.

Démonstration. Soit M une matrice de réduction. Soient (1), <ij<n les coefficients de M
avec la convention que i et j désignent la ligne et la colonne de m;j, respectivement. Soit
A= (aij)lgi,jgn le produit M x M. Pour tout 1 <i4,57 < n, on a

n
Qij = E MM -
k=1
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Soit 1 < i < n tel que m;; = 0. D’aprés le point [2| de la définition d’une matrice de réduction,
pour tout 1 < k < n, on a m;; = 0. Pour tout 1 < j < n, on a donc

aij:()

= mi]’.

Ainsi, les i-iémes lignes de M et de A sont égales quand m;; vaut 0. Soit 1 < ¢ < n tel que
my; = 1. Pour tout 1 < 5 <n, on a

aij = g Mk Mg + MMy
i
= g MikME5 + My .
ki

Soit k # 4 tel que my, est non nul. D’aprés le point [3|de la définition d’une matrice de réduction,
myy est différent de 1 et est donc égal & 0. D’apreés le point |2|, my; est donc égal a 0. Ainsi,
m;pmy; est nul pour tout k # 4, de sorte que a;; est égal & m;;. Ainsi, les i-émes lignes de M
et de A sont égales quand m;; vaut 1. Toutes les lignes de M et de A sont donc égales, de sorte
que M est égale a A, c’est-a-dire, M est idempotente.

O

2.1.1.6. Exemples.

1. La matrice nulle et la matrice identité sont des matrices de réduction. Plus généralement,
toute matrice diagonale n’admettant que des 0 ou des 1 sur la diagonale est une matrice
de réduction.

2. La matrice :

o O O
o O O
S O O
S O O

est une matrice de réduction.
3. La matrice :
01
01

est triangulaire supérieure, n’admettant que des 1 et des 0 sur la diagonale mais n’est pas
une matrice de réduction. En effet, cette matrice ne satisfait pas le point [3| de la définition
d’une matrice de réduction.

2.1.1.7. Remarques.

1. La composée de deux projecteurs n’est pas nécessairement un projecteur. A fortiori, la
composée de deux opérateurs de réduction n’est pas nécessairement un opérateur de ré-
duction. Cependant, quand cette composée est un projecteur, alors il s’agit d’un opérateur
de réduction.
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2. On insiste sur le fait que la notion d’opérateur de réduction dépend de l'ordre sur G. On
consideére l'exemple [2 de 2.1.1.6] ot on renverse l'ordre des deux premiers générateurs. La
matrice canonique de T relativement & G muni du nouvel ordre devient

0000
1111
0 000
00 00

Or, il ne s’agit pas d’une matrice de réduction puisqu’elle ne satisfait pas la condition 2]
de la définition d’une telle matrice.

2.1.1.8. Bases réduites. Soit V un sous-espace de KG. Une base réduite de V' est une base
% de V vérifiant les deux conditions suivantes :

1. Pour tout e € A, lc (e) est égal & 1.

2. Etant donnés deux éléments e et €/ de % tels que e est différent de €/, 1g (¢/) n’appartient
pas au support de e.

2.1.1.9. Notation. La condition [2|de|2.1.1.8{implique que lg (e) est différent de lg (¢/). Ainsi,

une base réduite # est indexée par 'ensemble G = {lg(e), e € %B}. Dans la suite, on note

B = (eg)geé’ ot, pour tout g € G, on a lg (eg) =9.

2.1.1.10. Remarque. Soit V' un sous-espace de KG et soit # = (eg)geé une base réduite de
V. Pour tout g € G, on note

Vo={9€V, lg(v)=g}.
L’ensemble V, est non vide si et seulement si g appartient a G. Ainsi, si % = <69)geél et

%2 = (6/

g)ge & sont deux bases réduites de V, alors Gl et ég sont égaux.

2.1.1.11. Exemple. Soit G = {g1 < g2 < g3 < g4} et soit V le sous-espace de KG engendré
par
V1 =92—91, V2 =04 — 03, V3= 9g4— g2-
Les éléments lg (v2) et 1g (v3) sont égaux a g4, de sorte que {v1, va, v3} n’est pas une base réduite
de V. En posant
'UQ’ = V3 — V2
=93 — 92,
I'ensemble {v1,v9’,v3} est une base de V. Il ne s’agit toujours pas d’une base réduite puisque
lg (v1) = g2 appartient au support de v9’ et v3. En posant
’U2” _ ?.12/ NN
=v" =g3— g1 et
v3' =g+ vy
=94— 01
I'ensemble {v1,v”,v3'} est une base de V. Cette base est réduite. En utilisant la notation
de[2.1.1.9] cette base est égale & {eg,, €44, €4, }, OU €g, est égal & g; — g1 pour i € {2,3,4}.

o6



2.1.1.12. Théoréme. Soit (G, <) un ensemble bien ordonné. Tout sous-espace de KG admet
une unique base réduite.

Démonstration. Soit V un sous-espace de KG. On rappelle qu’on note
Vo={veV, lg(v) =g}

On construit d’abord par récurrence sur G une base réduite de V. Soit gy le plus petit
élément de G. Si V, est vide, on pose By, = (). Sinon, gy appartient & V' et on pose %y, = {go}-
Soit g € G. On suppose par hypothése de récurrence que pour tout ¢’ < g est construit un
ensemble % tel que les conditions suivantes sont satisfaites :

1. Pour tout ¢’ < g, By contient au plus un élément.

2. En notant
I;={d €G, ¢ <get By #0},
pour tout ¢’ € I, on a

(a) I'unique élément e, de Ay appartient a V,

(b) lg (eg7) est égal a ¢’ et lc (ey) est égal a 1,

(c) pour tout g € I, tel que g est différent de ¢/, alors g n’appartient pas au support de

€q,

(d) Vg est inclus dans K{eg, g € I }.
Si Vj est vide, alors on pose %, = (). Si Vj est non vide, soit v, un élément de Vj tel que lc (vq)
est égal a 1. En particulier, v, admet une décomposition

v =Y hgd +9,
g'eJ

ou, pour tout ¢’ € J, on a ¢’ < g. On pose By = {e4}, ou

€g = Vg — E : Hg'€q’-

g'€ly

L’ensemble %, contient au plus un élément. Par construction, e, appartient & V', 1g (e,) est égal
a g etlc(ey) est égal a 1, de sorte que les points [2af et [2b] sont vrais. De plus, pour tout ¢’ € I,
¢’ n’appartient pas au support de eg4, de sorte que le point [2c| est vérifié. Il reste & prouver que
V, est inclus dans Iespace vectoriel engendré par les éléments e, ou ¢’ appartient a I, U {g}.
Cet espace vectoriel est égal a K{ez, g € I} @ Key. Soit v un élément de V. Alors, v —lc (v) eg
appartient & V et Ig (v —lc (v) e4) est strictement inférieur a g. Par hypothése de récurrence,
v —lc(v) eq appartient & K{eg, g € I}, de sorte que v appartient & K{egz, g € I} @ Key et
donc [2d| est vrai. Cette construction par récurrence produit une famille d’ensembles (%)

geG
telle que

%= 2,
geG

est une famille génératrice de V = e Vy- De plus, cette famille est libre car les générateurs
dominants de ses éléments sont deux a deux distincts. Ainsi, Z est une base de V qui est
réduite par construction.
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On montre a présent qu'une telle base est unique. Soient % = (eg)geé et By = (e’g) oG

deux bases réduite de V. Soit g € G. On suppose que eg est différent de e;. Soit

/ . /
€g—€g = E Ag'€qrs

g'el

la décomposition de e; — eg4 selon la base 5. Le générateur dominant de e; — eg4 est le plus
grand élément de I, de sorte qu’il appartient a G. Soit G¢ le complémentaire de G dans G.
La condition [2| de la définition d’une base réduite implique que e, — g et e; — g appartiennent
KGe. Ainsi, lg (e’g — eg) appartient a éc, ce qui est une contradiction. Ainsi, pour tout g € G’,
les éléments ey et e; sont égaux, c’est-a-dire, les bases %, et Py sont égales.

O

2.1.1.13. Remarques.

1. Pour une autre démonstration de ce résultat, on référe le lecteur a celle de [2I], Proposition
1.2.1.6].

2. Dans |21}, Proposition 1.2.1.6], deux démonstrations du théorémesont proposées :
une théorique, c’est-a-dire, ne proposant pas une procédure de construction et une algo-
rithmique mais nécessitant que G est un ensemble fini (cette derniére utilisant la méthode
du pivot de Gauss). On propose ici une démonstration qui englobe le cas ot G est infini
et qui est également procédurale. En particulier, dans le cas ot G est fini, on obtient une
autre démonstration constructive.

2.1.1.14. Proposition. Soit V un sous-espace de KG. Il existe un unique opérateur de ré-
duction T dont le noyau est égal o V. De plus, Nred (T)) est égal o G, ot B = (eg)geé est la
base réduite de V.

Démonstration. Soit T 'endomorphisme de KG défini sur la base G de la fagon suivante

g—e,sigeé
T(g)z{ L
g, sig e G

Par définition d’une base réduite, T' est un opérateur de réduction relativement a (G, <) et,
par construction, Nred (T") est égal a G. De plus, T étant un opérateur de réduction, il s’agit
en particulier d’un projecteur. Ainsi, le noyau de T est égal a I'image de Idgg — T, ¢’est-a-dire,
ker(T") est I'espace vectoriel engendré par les g — T'(g). Or, selon que g est T-réduit ou non,
g—T(g) est égal & 0 ou & ey4. Ainsi, ker(T') est 'espace vectoriel engendré par les e, c’est-a-dire,
V.

Soient T et Ty deux opérateurs de réduction de noyau V. En particulier, les deux ensembles
{g—Ti(g), g € Nred (1)} et {g—T2(g), g € Nred (T%)} sont des bases réduites de V. D’aprés le
théoréme ces deux ensembles sont égaux. Ainsi, T1(g) est différent de g si et seulement
si To(g) est différent de g et dans ce cas T1(g) est égal a Ta(g). Il s’en suit que T7(g) et T>(g)
sont égaux pour tout g € G, de sorte que 17 et T sont égaux.

O
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2.1.1.15. Notation. La proposition [2.1.1.14]{implique que ’application noyau

ker: End (KG) — Z (KG),
T — ker(T)

induit une bijection entre RO (G, <) et .Z (KG). On note
ker ! . £ (KG) — RO (G, <),

I’application réciproque.

2.1.1.16. Structure de treillis. On considére la relation binaire sur RO (G, <) définie par
Ty < T si et seulement si ker (T7) C ker (T3).

Cette relation est réflexive et transitive. D’aprés la proposition [2.1.1.14] elle est également
anti-symétrique. Il s’agit donc d’une relation d’ordre sur RO (G, <). De plus, les opérateurs de
réduction étant des projecteurs, on a

ker(Th) C ker(73)
<~ im (Idgg — Th) C ker(T1)
— Tyo(ldgg — Ty) = 0
<= ThoTy =1Ts.

On en déduit I'équivalence suivante :
Ty < Ty si et seulement si Th o T1 = Th. (2.2)

On munit a présent RO (G, <) d’une structure de treillis. La borne inférieure 77 ATs et la borne
supérieure 71 V Ty de deux éléments 71 et 7o de RO (G, <) sont définies de la fagon suivante :

Ty ATy = ker ! (ker(T1) + ker(T3)),
TV Ty = ker ! (ker(T1) N keI‘(Tg)) .

2.1.1.17. Exemple. Soient G = {g1 < g2 < g3 < ga} et P = (11,T>), ou

1100 100 0
0000 010 1
=101 1|00 1 0
0000 0000
On a
ker (Th) =K{g2 — 1 } ® K{g4 — g3},
et

ker (1) = K{ga — g2}
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Le noyau de T1 AT5 est ’espace vectoriel engendré par v; = ga—g1, v2 = g4—g3 et v3 = g4 —go. 1l
s’agit de lespace vectoriel de 'exemple 2.1.1.T1] Ainsi, le noyau de T1 A T3 est espace vectoriel
engendré par {g2 — 91,93 — 91,94 — g1}, de sorte que 'on a

W ANTy =

o O O
S O O
S O O

1
0
0
0

De plus, g4 — g2 n’appartient pas au noyau de 77. Ainsi, ker (T7) Nker (T2) est réduit a {0} et
donc 17 V Ts est 'opérateur identité.

2.1.1.18. Lemme. Soient T} et Ty deux opérateurs de réduction relativement o (G, <). Alors,
on a :
Ty =Ty = Red (Tl) C Red (TQ) .

) . . _ i o o
Démonstration. Soient By = (eg),cq, et B2 = (eg)geég les bases réduites de ker (77) et

ker (T»), respectivement. On a
{lg (U) , UV E ker (Tl)} = éh
et ~
{lg(v), v € ker (T3)} = Ga.

Ainsi, si ker (T») est inclus dans ker (1), alors G est inclus dans G1. On déduit de la proposi-

tion [2.1.1.14] que Red (T1) est inclus dans Red (7%).
O

2.1.1.19. Obstructions. Soit F' une famille d’opérateurs de réduction relativement a (G, <).
On pose :

Red (F) = ﬂ Red (T) et AF =ker ! (Z ker(T)) .

TeF TeF

En utilisant I'inégalité AF < T pour tout T' € F, on déduit du lemme[2.1.1.18|qu’on a l'inclusion
suivante :

Red (AF) C Red(F).
On note

Obs” = Red (F) \ Red (AF).

2.1.1.20. Confluence. Soit F' une famille d’opérateurs de réduction relativement a (G, <).
La famille F est dite confluente si Obs® est I'ensemble vide.

2.1.1.21. Exemples. On considére la paire P de I'exemple|2.1.1.17, On a

Red (P) = {g1, 93},

et
Red (T1 A TQ) = {91}

Ainsi, Obs” est égal & {g3} et donc P n’est pas confluente.
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2.1.2 Formes normales, propriété de Church-Rosser et lemme de Newman

Dans cette section, on fixe une partie F' de RO (G, <). On note par (F) le sous-monoide
de (End (KG), o) engendré par F.

2.1.2.1. Ordre multi-ensemble. Etant donnés v,v' € KG, soit S, \ S, l'ensemble des
éléments appartenant au support de v’ mais pas a celui de v.

On pose v <py v’ 81 Sy \ Sy est non vide et si, pour tout g € S, \ Sy, il existe ¢’ € Sy \ Sy
tel que g < ¢’. Cet ordre est la restriction a Iensemble des parties finies de G de 'ordre multi-
ensemble induit par <. On rappelle d’aprés [5, Théoréme 2.5.5] que, l'ordre < étant terminant,
<ynul €st terminant.

2.1.2.2. Lemme.
1. L’élément nul de KG est minimal pour <mul.
2. Soient v € KG et T € RO (G, <) tels que v n’appartient pas ¢ KRed (T'). Alors, on a
T(v) <mul v-

Démonstration. On montre le point . Soit v un élément non nul de KG. En particulier, Sy \ S,
est vide et S, \ Sp est n’est pas vide. Ainsi, on a 0 <py v.
On montre le point 2 On pose

v = Z Aigi + Z Aig;,
iel jed

o, pour tout i € I, g; n’est pas T-réduit et pour tout j € J, g; est T-réduit. On a donc

T(v) =Y NT(g:) + > _ Aig;.

iel jeJ

Ainsi, Sp() \ Sy est inclus dans
§ =570

el
De plus, pour tout ¢ € I, g; n'appartient pas a S et est différent de chaque g; pour j € J.
Ainsi, chaque g; appartient & S, \ St(,). Or, pour tout g € Sp(g,), on a g < g;, se sorte que
T(v) <mul V-
O

2.1.2.3. Formes normales.
1. Une F-forme normale est un élément de KRed (F).

2. Soient v et v deux éléments de KG. On dit que v se réécrit en v’ s'il existe R € (F) tel
que v est égal & R(v).

3. Soit v un élément de KG. Une F-forme normale de v est une F-forme normale v’ telle
que v se réécrit en v'.

2.1.2.4. Remarque. Soit v € KG. Si v se réécrit en v', alors v — v’ appartient a ker (AF).
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2.1.2.5. Propriété de Church-Rosser. On dit que F' a la propriété de Church-Rosser si,
pour tout v € KG, v se réécrit en AF(v).

2.1.2.6. Théoréme. Une partie de RO (G, <) est confluente si et seulement si elle a la pro-
priété de Church-Rosser.

Démonstration. Soit F € RO (G, <).

On suppose que F a la propriété de Church-Rosser. Soit g un élément de Red (F'). Pour tout
T € F,T(g) est égal a g. Ainsi, R(g) est égal & g pour tout R € (F'). Comme F a la propriété
de Church-Rosser, on en déduit que g est égal a AF(g), de sorte que g appartient & Red (AF).
Cela prouve que Red (F) est inclus dans Red (AF'), ce qui signifie que F' est confluente.

On suppose que F est confluente. Soit v € KG. On suppose que tout v/ € KG tel que
v <l v se réécrit en AF(v'). Si v appartient & KRed (AF'), alors v est égal a AF(v), de
sorte que v se réécrit en AF'(v). Si v n’appartient pas & KRed (AF) alors, F' étant confluente,
v n’appartient pas & KRed (F'). Ainsi, il existe T' € F' tel que T'(v) est différent de v. L’élément
T(v) est strictement plus petit que v pour <. Par hypothése de récurrence, il existe donc
R € (F) tel que R(T'(v)) est égal a AF (T'(v)). L'inégalité AF =< T implique que AF o T est
égal A AF, de sorte que AF (T'(v)) est égal & AF(v). Ainsi, R = Ro T est un élément de (F')
tel que R'(v) est égal & AF(v). Ainsi, v se réécrit en AF(v). L'ordre <y, étant terminant, on
en déduit que le théoréme [2.1.2.6[ est vrai.

O

2.1.2.7. Lemme. Soit v un élément de KG et soit (Ry)nen un suite d’éléments de (F) telle
que, pour tout entier n, Ry, divise a droite Ry 1 dans (F). La suite (R, (v)),cy est stationnaire.

Démonstration. On procéde par récurrence sur v. Si v est égal a 0, la suite (R,(v)), oy est
constante égale a 0 et donc stationnaire. Soit v € KG. On suppose que le lemme est vrai
pour tout v' € KG tel que v/ <y v. Si la suite (R, (v)),cn est constante égale a v, alors elle
est stationnaire. Si elle n’est pas constante, il existe un entier ng tel que R,,(v) est différent
de v, de sorte que 'on a R, (v) <mu v. Par hypothése, pour tout entier n, R, divise a droite
R+ dans (F), c’est-a-dire, il existe R}, € (F) tel que R4 est égal & R}, o R,. Soit (Qy,)
la suite d’éléments de (F') définie par

neN

Qo=R, et Qni1= R;Wrn o @, pour tout n € N,

no

Pour tout entier n, @, divise a droite Q,+1 dans (F'). Par hypothése de récurrence, la suite
(Qn (Rno(v))),en est donc stationnaire. De plus, pour tout entier n, Q, 0 Ry, est égal & Ry 1 n,
de sorte que la suite (R, (v)), oy est stationnaire. Ceci termine la preuve du lemme.

O]

2.1.2.8. Proposition. Tout élément de KG admet une F-forme normale.

Démonstration. Soit v € KG. Il s’agit de montrer qu'il existe R € (F') tel que R(v) appartient a
KRed (F'). Par absurde, on suppose que pour tout R € (F'), R(v) n’appartient pas & KRed (F).
Le morphisme Idg¢ appartenant a (F'), v n’appartient pas & KRed (F'). En particulier, il existe
Ty € F tel que v n’appartient pas & KRed (7). Soit n > 1. On suppose construits des éléments
To,- -+, T, de F tels que T),_1 o --- o Ty(v) n’appartient pas & KRed (7},). Le morphisme

Rn:Tno"'oT07
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appartient a (F'). Ainsi, R, (v) n’appartient pas a KRed (F), de sorte qu'il existe T},4; € F
tel que R, (v) n’appartient pas & KRed (T,11). Ce procédé permet d’obtenir une suite (R;,),,cy
d’éléments de (F) telle que, pour tout entier n, R,, divise a droite R,,4+1 dans (F) et telle que
la suite (Ry(v)), ey n'est pas stationnaire. Cela contredit le lemme Ainsi, la proposi-
tion 2.1.2.8 est vraie.

O

2.1.2.9. Notation. Pour tout v € KG, soit

[v] = {v' €KG, v/ — v € ker (AF)}.

2.1.2.10. Lemme. Pour tout v € KG, AF(v) est le plus petit élément de [v] pour l'ordre
<mul- De plus, si tout élément v de KG admet exactement une F-forme normale, celle-ci est
égale a NF(v).

Démonstration. On commence par montrer la premiére assertion. Soit v € KG et soit v" € [v].
L’élément v" appartient également a [AF(v)], ¢’est-a-dire, il existe v” € ker (AF) tel que

v = AF(v) +0". (2.3)

Comme v" appartient & ker (AF), il admet une décomposition

V=" Ni(gi — AF(9:)) (2.4)

ou chaque g; n’est pas AF-réduit. Soit g € G appartenant au support de AF(v) mais n’appar-
tenant pas a celui de v'. Pour montrer que v’ est supérieur & AF(v), il suffit de montrer qu’il
existe un indice ¢ tel que

1. g; est supérieur a g,
2. g; n’appartient pas au support de AF'(v),
3. g; appartient au support de v'.

La relation et I’hypothése sur g impliquent que ce dernier appartient au support de v”.
De plus, g est dans 'image de AF, c’est-a-dire, il est AF-réduit. D’aprés la relation , on en
déduit que g appartient au support de AF'(g;) pour un certain i. En particulier, g est plus petit
que g;. De plus, g; n’étant pas AF-réduit, il n’appartient pas au support de AF'(v). Finalement,
g; appartenant au support de v” mais pas a celui de AF(v), la relation implique qu’il
appartient au support de v'. Ainsi, on a AF(v) <pu v' pour tout v € [v], de sorte que la
premiére partie du lemme est prouvée.

On montre la seconde partie du lemme. On suppose que tout v € KG admet une unique
F-forme normale, notée N(v). On commence par montrer que 'opérateur N est un opérateur
de réduction. Il s’agit d’un opérateur idempotent par construction. De plus, pour tout R € (F)
et pour tout g € G, on a soit R(g) = g, soit R(g) < g. Ainsi, pour tout ¢ € G, on a soit
N(g) = g, soit N(g) < g. On en déduit que N est un opérateur de réduction relativement a
(G, <). On montre a présent que N est égal & AF. Soit T' € F' et soit v € ker (T"). L’élément
v se réécrit en particulier en 0, de sorte que N (v) est égal a 0. Ainsi, le noyau de T est inclus
dans celui de N pour tout T' € F, c’est-a-dire, N est inférieur & T pour tout 1" € F. Ainsi, on
a I'inégalité

N <X AF.
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De plus, d’apreés la relation (2.2) (voir [2.1.1.16)), pour tout T' € F, 'opérateur AF o T est égal
a AF. Ainsi, pour tout R € (F'), AF o R est égal & AF. On en déduit que AF o N est égal a
AF. En utilisant de nouveau la relation (2.2)), on a

AF < N.

Ainsi, N est égal & AF, de sorte que le lemme [2.1.2.10] est vrai.
O

2.1.2.11. Remarque. Le lemme [2.1.2.10|signifie que la borne inférieure d’une famille d’opé-
rateurs de réduction satisfait une condition de minimalité. On revient a la définition de 'ordre
sur RO (G, <). La bijection entre .Z (KG) et RO (G, <) incite a poser

T, = Ty si ker (T1) C ker(T3).

Cependant, en définissant 'ordre de cette fagon, on échangerait A et V. En particulier, si F’
est une partie de RO (G, <), la borne supérieure des éléments de F' enverrait tout vecteur v
sur le plus petit élément de [v] pour <. La borne supérieure d’une famille d’opérateurs de
réduction satisferait donc une condition de minimalité alors qu’avec la convention employée
c’est la borne inférieure qui satisfait cette condition de minimalité.

2.1.2.12. Proposition. La famille F est confluente si et seulement si tout élément de KG
admet exactement une F-forme normale.

Démonstration. On suppose que F' est confluente. Soit v un élément de KG et soient vy et vo
deux F-formes normales de v. Soient R; et Ro deux éléments de (F) tels que R;(v) est égal a
v;, pour @ = 1 ou 2. Les éléments v — v; et v — vy appartiennent a ker (AF'). Ainsi, on a

v; — v € ker (AF).
De plus, v; et vy appartenant & KRed (F'), v1 —vg appartient également & KRed (F'), ¢’est-a-dire,
v; —v2 € KRed (AF) =im (AF),

puisque F est confluente. Ainsi, v; — v9 appartient & im (AF') Nker (AF). L'opérateur AF' étant
un projecteur, cet espace vectoriel est réduit a {0}. On en déduit que vy est égal & vg, et donc
que v admet une unique F-forme normale.

On suppose que tout élément de KG admet une unique F-forme normale. Soit v un élément
de KG. D’apres le lemme la forme normale de v est égale & AF'(v). Ainsi, v se réécrit
en AF(v), de sorte que F a la propriété de Church-Rosser. D’aprés le théoréme F est
confluente.

O

2.1.2.13. Confluence locale. On dit que F' est localement confluente si, pour tout v € KG et
pour tout couple (T7,Ts) d’éléments de F, il existe v/ € KG tel que T1(v) et To(v) se réécrivent
en v'.

Le dernier résultat de cette section est la formulation du lemme de Newman en termes
d’opérateurs de réduction.
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2.1.2.14. Proposition. La famille F est confluente si et seulement si elle est localement
conflu-
ente.

Démonstration. On suppose que F' est confluente. Soit v € KG et soient 11,715 € F. Soit i = 1
ou 2. D’aprés le théoréme [2.1.2.6] T;(v) se réécrit en AF (T;(v)), c’est-a~dire AF(v) d’aprés la
relation (2.2)) (voir[2.1.1.16]). Ainsi, F' est localement confluente.

On suppose que F est localement confluente. D’aprés la proposition [2.1.2.12] il est suffisant
de montrer que tout v € KG admet une unique F-forme normale. On montre cette assertion
par récurrence. Soit v € KG. On suppose que pour tout v/ <g,u v, v’ admet une unique F-
forme normale. Si v appartient & KRed (F'), alors v est une F-forme normale et admet donc une
unique F-forme normale. Soit v n’appartenant pas & KRed (F) et soient vy et vo deux F-formes
normales de v. Pour i = 1 ou 2, il existe R; € (F)) tel que

V; = RZ(U)
On pose
Ri = R; o z_’ia

ou T; et R} appartiennent a F et (F), respectivement. L’opérateur T; est choisi de telle sorte
que T;j(v) est différent de v. La famille F' étant localement confluente, il existe u € KG tel
que T;(v) se réécrit en u. D’aprés la proposition u admet une F-forme normale . De
plus, v; est égal & R] (T;(v)), de sorte que U est également une F-forme normale de Tj(v). On a
T;(v) <mu v. Ainsi, par hypothése de récurrence, T;(v) admet une unique F-forme normale, de
sorte que v; est égal & w pour ¢ = 1 ou 2. Ainsi, v et vy sont égaux et donc v admet une unique
F-forme normale. L’ordre <, étant terminant, on en déduit que la proposition [2.1.2.14] est
vraie.

O]

2.1.3 Opérateurs de réduction et réécriture abstraite

On fixe F ¢ RO (G, <).

2.1.3.1. Définition. On considére le systéme de réécriture abstrait

<KG’, —>> ,
F

ol ? est définie par v 7) v' il existe T' € F' tel que v n’appartient pas & KRed (T') et v’ est
égal a T'(v).

2.1.3.2. Remarques.
1. Sionaw ? V', alors on a v/ <pu v. L'ordre <, étant terminant, la relation 7)
termine.
2. Onawv % v’ si et seulement s’il existe R € (F)) tel que v est égal & R(v), c¢’est-a-dire, si
et seulement si v se réécrit en v’. En particulier, v %) v' implique que v — v’ appartient

a ker (AF).
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2.1.3.3. Lemme. Soient vy, v9,v3 € KG tels que vq <%> vye. Alors, on a vi + v3 <%> vg + V3.

Démonstration. Pour tout couple (u1,uz) d’éléments de KG et pour tout élément 7' de F, on
a u; + us % T (uy + ug) ainsi que uy + T'(u2) % T(uy + u2). On a donc

w1 + U <%> uy + T'(ug). (2.5)

Soit uz € KG tel que uo % ug, c'est-a-dire, il existe R € (F) tel que ug est égal & R(u2).
D’aprés la relation (2.5)), on a
u1 + uso %) u1 + us. (26)

Soient v1,v2 € KG tels que v % va, c’est-a-dire, il existe un zig-zag

v u * u * u, * * U <L>u U
1=1u1 2 < 3 —1 = V2
F F F roo" ro ’

ol, pour tout 1 < ¢ <r—1, on a u; % Ui+l OU Uit % u;. La relation 1} implique que,

pour tout vs € KG et pour tout ¢ € {1,---,r — 1}, on a u; + vs <%> Uir1 + v3. Ainsi, le

lemme 2.1.3.3] est vrai.
O

2.1.3.4. Proposition. Soient v1,v9 € KG. On a l’équivalence

V1 %)vg<:>v1—v2€ker(/\F).

Démonstration. On suppose que v % vg. Il existe un zig-zag

v u * u * Uu, * * U <L>u U
1=1u1 2 < 3 —1 = V2
F F F ro" ro" ’

N . * * . N
o, pour tout 1 <7< r—1,0n a u; ? Uit1 OU Uiy ? u;. Chaque u; — U;4+1 appartient a

ker (AF'), de sorte que
vr —v2 = (u1 —u2) + (ug —ug) + -+ + (ur—2 — up—1) + (ur—1 — ),

appartient a ker (AF').
Réciproquement, on suppose que v; — vo appartient au noyau de AF. L’ensemble

{v—T), T € FetveKG},
est un ensemble générateur de ker (AF'). Ainsi, il existe T1,--- , T, € F et ug, - ,u, € KG tels

que v1 — v est égal & > " | u; — T;(u;), de sorte que

n
v = Zuz — T;(u;) + va.
i=1

Pour tout i € {1,--- ,n}, on a u;—T;(u;) %) 0. Ainsi, d’aprés le lemme|2.1.3.3} on a v; <%> V9.
O
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2.1.3.5. Remarque. Soitv € KG et soit [v] 'ensemble des v € KG tels que v'—v appartient &

ker (AF'). D’aprés la proposition [2.1.3.4] [v] est la classe d’équivalence de v pour la relation %)

D’aprés le lemme [2.1.2.10, AF(v) est donc le plus petit élément de cette classe d’équivalence
pour <. En particulier,

KObs = K(Red (F) \ Red (AF)),

est I’ensemble des formes normales qui ne sont pas minimales dans leurs classes d’équivalence
. *
pour la relation +—.
F

2.1.3.6. Proposition. La famille F a la propriété de Church-Rosser si et seulement si ? a

la propriété de Church-Rosser.

Démonstration. On suppose que F a la propriété de Church-Rosser. Soient v, v’ € KG tels que
v <%> v'. D’apreés la proposition [2.1.3.4) v — v’ appartient au noyau de AF. Soit u la valeur

commune de AF(v) et AF(v"). Comme F a la propriété de Church-Rosser, v et v’ se réécrivent
en u, c’est-a-dire, on a v —;> u et v %) u. Ainsi, 7) a la propriété de Church-Rosser.

Réciproquement, on suppose que ? a la propriété de Church-Rosser. Soit v € KG. D’aprés

la proposition [2.1.3.4] on a v %) AF(v). La relation ?) ayant la propriété de Church-Rosser,

il existe u € KG tel que v % u et AF(v) % u. De plus, AF(v) appartient & KRed (F), de

sorte qu’il s’agit d’'une F-forme normale. Ainsi, u est égal & AF(v). On a donc v % AF(v),

c’est-a~dire, v se réécrit AF'(v). Cela prouve que F' a la propriété de Church-Rosser.
O

2.1.3.7. Corollaire. La famille F est confluente si et seulement si ? est confluente.

Démonstration. D’aprés le théoréme F est confluente si et seulement si elle a la pro-
priété de Church-Rosser. D’apreés la proposition [2.1.3.6] F' a la propriété de Church-Rosser si
et seulement si ? a la propriété de Church-Rosser, c’est-a-dire, si et seulement si 7 est

confluente.

O]

2.1.3.8. Exemple. On considére la paire P de 'exemple [2.1.1.17} On a vu que cette paire

n’est pas confluente. D’aprés le diagramme suivant

94

/\

T1(94) = g3 T5(g4) = g2

/

Ti(g92) = g1

on a gy % g1 et g4 % g3. Les deux éléments g1 et g3 sont des formes normales pour ?, de

sorte que celle-ci n’est pas confluente.
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2.2 Opérateurs de réduction et complétion

2.2.1 Confluence pour une paire d’opérateurs de réduction

Avant d’aborder la complétion en termes d’opérateurs de réduction, on doit étudier les
propriétés de la borne supérieure d’une paire d’opérateurs de réduction confluente.

Dans cette section, on fixe un ensemble bien ordonné (G, <) ainsi qu'une paire P = (11, 7%)
d’opérateurs de réduction relativement a (G, <).

2.2.1.1. Les produits tressés. Etant donnés S et T deux endomorphismes de KG, on note
L, (T, S) le produit --- S oT o S avec n facteurs :

L,(T,S)=:--SoTof.
—_—
n facteurs
Soit g € G. D’aprés le lemme [2.1.2.7] il existe un entier n tel que Ly, (T',5) (¢) et L, (S,T) (g9)

sont des P-formes normales. Soit ng le plus petit entier satisfaisant cette condition. Soient
L (T, T1) et L (T1,T3) les endomorphismes de KG définis par

L(T»,T1) (9) = Ln, (T2, T1) (9) et L (T1,T2) (9) = L, (T1,T2) (9),

pour tout g € G.

2.2.1.2. Remarque. Les espaces vectoriels im (L (7%,77)) et im (L (71,7%)) sont inclus dans
KRed (P). Ainsi, tout v € KG admet au plus deux P-formes normales : L (T5,7}) (v) et
L (Tl, TQ) (U)

2.2.1.3. Lemme. La paire P est confluente si et seulement si L (T»,T7) et L (T1,T3) sont
égaux. Dans ce cas, on a

AP =L (T3, T1)
=L (T, T>).

Démonstration. D’aprés la proposition[2.1.2.12] P est confluente si et seulement si tout élément
de KG admet une unique P-forme normale. Ainsi, P est confluente si et seulement si, pour tout
v € KG, L (T3, T1) (v) et L (T1,Ts) (v) sont égaux. Cela prouve la premiére partie du lemme.
La seconde partie est une conséquence du lemme

O
2.2.1.4. Lemme. Pour tout entier n > 1, on a
n—1 .
Ly (Idge — To,Xdxe — Th) = Idgg + Y _(—1)" (Li (T1, T2) + Li (To, Th)) + (=1)"Ln, (T, Th) ,
i=1
(2.7)
et
n—1 .
Ln (Idzg — T1, Idxg — To) = Idxg + (=)' (Li (T, To) + Li (T2, T1)) + (=1)"Ly (T2, T2) -
i=1
(2.8)
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Démonstration. On montre uniquement (2.7)). La preuve de (2.8) est obtenue en inversant les
roles de 17 et T5. Pour tout n > 1, on pose

L, =L, (Idg¢ — T2, ldgg — T1),

et
Ry, —IdKG+Z L (Th, Ty) + Li (T2, T1)) + (=1)"Ln (T2, T1) -
On a
Ly =1dgg — T11.

De plus, la somme dans R; est prise sur un ensemble vide, de sorte que
Ry = Ildgg — T1.

Ainsi, L1 et Ry sont égaux.

Soit » > 1. On suppose que L, et R, sont égaux et on montre que L,4+1 et R,4+1 sont
égaux.

On suppose d’abord que n est pair. Dans ce cas, on a

Lyi1 = Lpg1 (Idge — T3, Idge — T1)
= (Id]KG — Tl) (@] Ln (IdKG — TQ, IdKG — Tl)
— (Idgg — T1) o Ln.

Par hypothése de récurrence, on a donc

Ly =(ldgg —T1) o R,

= (ldge — T1) o (IdKG + Z L; (T1, T2) + Li (T2, T1)) + (—=1)"La, (TzaT1)>

n—1
= (ldge = T1) + Y (=)' (Li (Th, To) + L (T2, T1))
=1
n—1
+ 3 ()T o Ly (T1,Ty) + Tt o Ly (T, T1))
=1
+ (=1)"Ln (T, T1) 4+ (—1)"' Ty o Ly, (T2, T1) -

En posant
E = Z L; (Ty,T5) + Li (Ty, Ty) — Ty o L (T1, 1) — Ty o L; (To, T1))

on a donc
Lpt1 = (Idgg — T1) + E+ (=1)"Ly, (T, T1) + (=1)" "' Ty o L, (T2, T1) -

Or, n étant pair, on a
Ty oLy (T2, Th)" = Lps1 (T2, Th) .
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Soit P (respectivement I) ’ensemble des entiers pairs (respectivement impairs) compris entre
1 et n — 1. Pour tout ¢ € P, 'opérateur 17 étant un projecteur, on a

TioL; (T1,Te) =L; (Th,T2) et TyoL;(To,Th) = Lit1 (T2, T1) .
Pour tout ¢ € I, on a

TioL; (T1,Ty) = Lit1 (Th,To) et TyoL; (To,Th) = L; (T2, Ty) .
On a donc

E=Y (Li(Ty,T1) = Lit1 (To, Th)) = > (Li (T1, To) = Loy (T1,T2))
ieP 1€l

=—T2+Z Li (T1,T2) + Li (To, Tv)) + L (T1, T2) -

Ainsi, quand n est pair, L, est égal &

n—1

ldgg — 11 — T + Z(—l)i (Li (Th, T2) + L; (T, Th)) + Ly, (11, 1) + Ly, (T2, T1) + (—1)"+1Ln+1 (T2, Th)
i=2
= Ryq1.
Lorsque n est impair, on a
Lyt = (Idgg — T?) o Ly,.
En appliquant I’hypothése de récurrence, on a
Ln+1 =ldgg — To + E' 4+ (=1)"Ly, (T, T1) + (= 1)" 'Ly i1 (T2, T1),
ou .
E' =) (-1)"(Li (T1, To) + Li (T5, Ty) — Ty o L; (T4, Tp) — Ty 0 Ly (T2, T1)) .
i=1

On étudiant les expressions dans E’ selon la parité de i, on a
:—T1+Z Li (T1, T2) + Li (To, Th)) — Ly (T1, T) -

On obtient donc que Ly,41 est égal & Ry 1.
O

2.2.1.5. Produits tressés duaux. On considére les deux opérateurs L (Idxg — T3, Idxg — 11)
et L (Idgg — Th, Idge — T») définis par

L (Id]KG — T2, Id]KG — Tl) (g) = Lng (IdKG — TQ, Id]KG — Tl) (g),
L (Idxg — T1,Idge — T2) (9) = Ln, (Idxg — 11, Idxe — T2) (9),

pour tout g € G.



2.2.1.6. Remarque. Les lemmes |2.2.1.3| et |2.2.1.4| impliquent que lorsque la paire P est
confluente, alors L (Idxg — T2, Idgg — 11) et L (Idgg — 11, Idgg — 12) sont égaux.

2.2.1.7. Notation. A partir de maintenant, P est supposée étre confluente. On note :

T =L (Idgg — T», Idge — T1)
= L (Idgg — T1, Idge — T) .

2.2.1.8. Lemme. Le morphisme ldgg—T est un opérateur de réduction relativement a (G, <).

De plus, on a
Nred (Idgg — T') = Nred (71) N Nred (T3) .

Démonstration. On montre d’abord que Idga — T est un projecteur. Les opérateurs Idgg — 11
et Idgg — 1o sont des projecteurs. Ainsi, par définition de T, pour tout ¢ € G, et pour i = 1
ou 2, on a

(Idxg — Ti) o T(g) = T(g)-

Ainsi, T est un projecteur, de sorte que Idgg — T est également un projecteur.
Soit ¢ € G. On montre que g — T'(g) est soit égal a g, soit strictement plus petit que g.
D’apres le lemme on a

ng—1

9-T(9) = Z (=1 (Li (11, T2) + Li (T2, T1)) (9) + (=1)"" 'L, (T2, T1) (9)-

Ainsi, si g appartient & Nred (77) N Nred (75), alors g — T'(g) est strictement plus petit que
g. Si g n’appartient pas & Nred (77) N Nred (73), par exemple g appartient & Red (77) (le cas
g € Red (T») est analogue), on a

ng—1
g9-T(g) =g+ Talg)+ > (-1)"* (Li (T1, To)" + Li (T1,T2)> (9) + (=1)"* Ly, 1 (T1, T2) (9)
i=2

Ainsi, Idgg — T est un opérateur de réduction relativement a (G, <) et Nred (Idgg — T') est
égal a Nred (T1) N Nred (73).
0

2.2.1.9. Lemme. La borne supérieure T1 V Ty est égale a Idgg — T'.

Démonstration. L’opérateur Idgg — T étant un opérateur de réduction relativement a (G, <)
et ker~! étant une bijection, il suffit de montrer que les noyaux de Idgg — T et T} V Ty sont
égaux. D’apreés le lemme pour tout v € KG, on a

n—1

v—T(v)=> (-1)" (L (T1, Ty) + L; (T2, Th)) (v) + (—=1)" Ly, (T2, T1) (v)

n—1

= (1)L (T4, Ty) + Li (T2, 1)) (v) + (1) 'Ly (T, T) (v),
=1
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ol m est un entier supérieur a ny pour tout g € G appartenant au support de v. Ainsi,
ker (T} V T3) = ker (T1) Nker (1) est inclus dans ker (Idgg — T'). De plus, l'opérateur Idgg — T
étant un projecteur, son noyau est égal a im (7"), c’est-a-dire, on a

ker (IdKG — T) = 1m (L (IdKG — TQ, IdKG — Tl))
=im (L (Idgxg — 11, ldgg — T2)) .
Ce dernier est inclus dans ker (71) et ker (7%), de sorte qu’il est inclus dans ker (77) N ker (73),

c’est-a-dire, ker (11 V T).
O

2.2.1.10. Lemme. On a
Nred (77 V T) = Nred (T1) N Nred (73) .

Démonstration. 11 s’agit d’une conséquence des lemmes [2.2.1.8 et [2.2.1.9] O

2.2.2 Complétion

Soient (G, <) un ensemble bien ordonné et F' une partie de RO (G, <).

2.2.2.1. Définitions.
1. Un complétion de F est une partie F de RO (G, <) telle que
(a) F’ est confluente,
(b) FF C F'et AF' = AF.
2. Un complément de F est un élément C' de RO (G, <) tel que
(a) (AF)ANC = AF,
(b) Obs'" C Nred (C).
Un complément est dit minimal si 'inclusion est une égalité.

2.2.2.2. Proposition. Soit C € RO (G, <) tel que (AF) A C est égal a NF. Alors, F U {C'}
est une complétion de F si et seulement si C est un complément de F.

Démonstration. On pose
F' =Fu{C}.

La famille F” contient F et est telle que AF’ = AF par hypothése. Ainsi, F’ est une complétion
de F si et seulement si elle est confluente, c’est-a-dire, si et seulement si Red (F') est égal a
Red (AF”). L’ensemble Red (F”) est égal a Red (F') N Red (C) et AF’ est égal & AF. Ainsi, F’
est confluente si et seulement si on a la relation suivante

Red (F') NRed (C) = Red (AF).
De plus, Red (F) est 'union disjointe de Red (AF) et Obs®". Ainsi, on a
Red (F) N Red (C) = (Red (AF) N Red (C) ) [T (Obs” N Red (C)). (2.9)
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L’hypothése (AF) AC = AF signifie que AF est inférieur a C'. Ainsi, d’aprés le lemme [2.1.1.18
Red (AF) est inclus dans Red (C). D’apreés la relation (2.9), on a donc

Red (F) NRed (C) = Red (AF) [ (Obs" NRed (C)) .

On en déduit que F’ est confluente si et seulement si Obs” N Red (C) est vide, c’est-a-dire, si

et seulement si C' est un complément de F'.

2.2.2.3. Exemples.

O]

1. L’opérateur AF est un complément de F. En général, ce complément n’est pas minimal

(voir point [2).
2. On considére la paire P = (11,T5) de 'exemple [2.1.1.17]:
1 100 1 0
00 0O 01
B=loo1 1|00
0 000 00

Soient

1 010 10
0100 0 1
“1=10 00 0] 270 0
0 001 00

O = O O

o = O

0

O O = O

— o o O

Les ensembles Nred (C}) et Nred (Cy) sont égaux & {g3}. Ce dernier est égal a Obs? (voir
exemple [2.1.1.21)). De plus, ker (C1) et ker (Cs) sont les espaces vectoriels engendrés par
g3—g1 et g3—ga, respectivement. Ces deux espaces vectoriels sont inclus dans ker (77 A T5).

Ainsi, Cy et (9 sont supérieurs a 11 A Ty, c’est-a-dire, on a

(/\P)/\Cl = AP et (/\P)/\CQ = AP.

On en déduit que C] et Cs sont deux compléments minimaux de P. On rappelle également
que Nred (77 A Ty) est égal a {g2, g3, g4} (voir exemple[2.1.1.17)), de sorte que T3 AT n’est

pas minimal.

2.2.2.4. Le F-complément. Le F-complément est I'opérateur
Ct = (AF)V (VF),
oit VF est égal a ker ! (KRed (F)).

2.2.2.5. Lemme.

1. On a
VF oAF oVF =VF o AF.

2. La paire P = (/\F, \/F) est confluente.
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Démonstration. L’'image de AF est incluse dans KRed (F), qui est égal au noyau de VF. Ainsi,
VF o AF et VF o AF o VF sont égaux a 'opérateur nul :

VFoAFoVF =0
= VF o AF,

ce qui prouve le point [1} De plus, les opérateurs L (/\F, \/F) et L (\/F, /\F) sont en particulier
tous les deux égaux & l'opérateur nul. Ainsi, d’aprés le lemme [2.2.1.3] P est confluente, ce qui

prouve le point [2]
O]

2.2.2.6. Théoréme. Soit F une partie de RO (G, <). Le F-complément est un complément
minimal de F.

Démonstration. Par définition, C*" est supérieur a AF, c’est-a-dire, C*" satisfait (2al) de[2.2.2.1
On montre a présent que Obs? est égal a Nred (CF ) D’apreés le point [2[ du lemme [2.2.2.5] 1a
paire (/\F, \/F) est confluente. Ainsi, d’aprés le lemme [2.2.1.10} on a

Nred (CF) = Nred ((AF) V (VF))
= Nred (AF) N Nred (VF)
= Nred (AF) NRed (F)
= Obs”".
O

Dans le corollaire [2.2.2.9] on donne une expression plus explicite du F-complément. Pour
cela, on a besoin du lemme suivant :

2.2.2.7. Lemme. On a l"inclusion
CT (Obs™) C KRed (AF).
Démonstration. D’aprés le point [I] du lemme 2:2:2.5] on a
VF o AF o VF = VF o AF.

D’aprés le point [2| lemme [2.2.2.5] la paire P = (/\F, \/F) est confluente. Ainsi, d’aprés le
lemme [2.2.1.9] on a

CF = Tdgg — (IdKG . vf) o (IdKG _ /\F).

Les ensembles Obs!" et KRed (AF) sont inclus dans KRed (F), qui est égal au noyau de VF.
Ainsi, pour tout g € Obs?, on a

CF(Q) =g— (IdKG — \/F) o <IdKG - /\F) (9)
= AF(g) + VF(g) — VF o AF(g)
= AF(g).

Cela prouve que C (ObsF) est inclus dans KRed (AF).
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2.2.2.8. Proposition. Le F-complément est l'unique complément minimal de F tel que CF (ObsF)
est inclus dans KRed (F).

Démonstration. Soit C un complément minimal de F' tel que C' (Obs®") est inclus dans KRed (F).
Pour tout g € G\ Obs”, CT'(g) et C(g) sont égaux a g. Il est donc suffisant de montrer que
pour tout g € Obs’’, C(g) est égal & C¥'(g). L’ensemble C (ObsF) étant inclus dans KRed (F')
et Nred (C) étant égal a Obs?, C (ObsF) est en fait inclus dans K(Red (F) \ ObsF), c’est-a-
dire, il est inclus dans KRed (AF'). D’aprés le lemme cr (ObsF ) est également inclus
dans KRed (AF). Ainsi, pour tout g € Obs®", on a

ANFoCF(g)=CF(g) et AFoCl(g)=Clg). (2.10)

La relation de[2.2.2.1/implique que C* et C sont supérieurs a AF. Ainsi, I'équivalence (2.2))
(voir[2.1.1.16)) implique que AFoCF et AFoC sont égaux a AF. Ainsi, d’aprés la relation (2.10)),
CT(g) et C(g) sont égaux a AF(g) pour tout g € Obs!", de sorte que la proposition est
vraie.

O

2.2.2.9. Corollaire. Le F-complément est l’endomorphisme de KG défini sur la base G par

CF(g) = { A F(g), si g € Obs”

g, sinon.

2.2.2.10. Exemple. L’opérateur C de 'exemple [2.2.2.3] point [2| est le P-complément.

2.2.2.11. Matrices échelonnées réduites et bases réduites. On finit cette section en
reliant le F-complément a l'algorithme F; de Faugére. Pour cela, on remarque que, si on fixe
un ensemble fini totalement ordonné G = {g1 < --- < g, } et une famille L = {vy,--- ,v;} de
vecteurs, alors L est la base réduite de I’espace vectoriel qu’elle engendre si et seulement si la
matrice de L dans la base G est échelonnée réduite. De plus, si on a une famille de vecteurs L,
alors les lignes non nulles de la matrice échelonnée réduite M (L) de cette famille

M(L) = Gaus (mat (L)),

forment la base réduite de I'espace vectoriel engendré par L.

2.2.2.12. Le F-complément et l’algorithme de Faugére. On commence par rappeler
les notations du paragraphe [1.2.2.6 du chapitre [I] Soient A une algébre et ((X,<) | R) une
présentation de A telle que X et R sont finis. Pour tout entier d supérieur a 1,

1. R4_1 désigne 'ensemble des régles au début de la d-iéme itération de la boucle tant que,

2. Bg_1 est 'ensemble des branchements critiques rajoutés lors de la d — 1-iéme itération de
la boucle tant que,

3. FE4 est 'ensemble de tous les

(a) f' = fws et ¢ = wig o (wy,wa,ws, f,g) € By_1 est un branchement de chevau-
chement,
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(b) f' = f et ¢ =wigws ou (w1, wq,ws, f,g) € Bg_1 est un branchement d’inclusion,

4. Redl (Ey4, R4—1) est la réunion de E4 et d’un ensemble d’éléments de la forme f — g ou

les f 9 sont des étapes de réécriture de ((X, <) | R4—1) permettant de fournir des
d—1
formes normales pour chaque élément de Fy,

5. Red (Ey4, R4_1) est la matrice échelonnée réduite de la matrice de Red1 (Ey, R4—1) dans la
base w; < --- < w, ou chaque w; appartient au support d’un élément de Red1 (Eg4, Rq—1),

6. étant donnée une matrice A dont les vecteurs colonnes sont des mots, ’ensemble des lignes

de A est noté Pol(A) C KX*,
7. Lg = Pol (Red (Ed, Rd—l))a
8. Lg={f€ Lg Im(f) ¢ Im(Redl (Eg, Rq_1))}.

Comme < est un ordre monomial sur X*, (X*, <) est en particulier un ensemble bien ordonné.
En particulier, on a une notion d’opérateur de réduction relativement a (X*, <). Pour tout
f € Redl (E4, Ry—1), on note

Ty =ker ' (Kf),

I'opérateur de réduction dont le noyau est ’espace vectoriel engendré par f. On pose

Fy= {Tf, f € Redl (Ed, Rd,1>} .

2.2.2.13. Proposition. En reprenant les notations de |2.2.2.19, Ly est la base réduite du
noyau de CFe.

Démonstration. Par définition de la méthode Red, on a
L, = Pol (Gaus (mat (Redl (Eq, Ri—1)))) - (2.11)
De plus, par définition de Fj, on a
ker (AF;) = KRed1 (E4, R4—1)-

D’aprés ce qu'on a vu en [2.2.2.11] et d’aprés la relation (2.11), Ly est donc la base réduite de
ker (AFy). Ainsi, on a
Ly = {w — /\Fd(w), w € Nred (/\Fd)} .

Or, on a la partition suivante de Nred (AFy) :
Nred (AFy) = U Nred (T) H Obs’,
TeFy

Les éléments de Red1 (Ey, R4—1) sont précisément les Nred (T') ou T appartient & Fy, de sorte
que
Lq={w—AFy(w), we Obst} :

D’aprés le corollaire 2.2.2.9) Ly est donc la base réduite de ker (CF d).

On rappelle qu’on définit R par
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1. si la procédure termine aprés d itérations de la boucle tant que, on pose R’ = Ry,
2. si la procédure ne termine pas, on pose
R = Ra.
deN

On peut a présent prouver la version non commutative de [46, Théoréme 2.2] :

2.2.2.14. Théoréme. Soient A une algébre et ((X,<) | R) une présentation de A. Alors,
(X,<) | R') est une présentation convergente de A.

Démonstration. On a déja vu en[1.2.2.7 du chapitre [1] que (X, <) | R’) est une présentation de
A. Pour montrer que cette présentation est convergente, il suffit de montrer d’aprés le lemme
du diamant que chaque branchement critique est résoluble. Or, par construction de R’, un
branchement critique de ((X, <) | R') est un branchement critique de ((X, <) | R4) pour un
certain entier d, de sorte qu’on doit montrer que pour tout entier d, les branchements critiques
de ((X, <) | Rq) sont résolubles.

Soient d un entier supérieur a 1 et b = (wy,ws,ws, f,g) un branchement critique de
((X,<) | Rg—1). On note

1. f' = fws et ¢ = wyg si b est un branchement de chevauchement,

2. f'' = fet ¢ =wigws sib est un branchement d’inclusion.

En notant w la source de b, celui-ci est représenté par

/w—f’

w

\)w_g/

Or, E4 étant inclus dans Red1 (Ey, R4—1), I'ensemble
Fy = {ker " (Kh), h € Redl (Ey, Rq_1)},

contient les opérateurs de réduction 77 et 7] de noyaux f’ et ¢, respectivement. Ces deux
opérateurs admettent pour seul vecteur non réduit w, et on a
1. Ti(w) =w— f" et
2. T{(w)=w—¢.
Or, la famille F; U {CF4} étant confluente, il existe des éléments Tb, -+, T, et T3,--- T} de
F,U {CFd} tels que
Tpo---oTi(w) :T,éo'--oTll(w).

De plus, d’aprés la proposition 2.2.2.13] R, est égal a
Rg = Ry | J{w - C*(w), w e Obs"}.

Ainsi, pour tout i € {1,---,n — 1} et pour tout j € {1, .-,k — 1} il existe des étapes de
réécriture de (X, <) | Ryg)
TiowroTi(w) —= Ty (Tio- -0 Ti(w)) et Tjo--oTj(w) ?d>Tj{+1 (Tjo - oTi(w)),

de sorte que b est résoluble et (X, <) | R) est une présentation convergente de A.
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2.3 Opérateurs de réduction généralisés

Jusqu’a présent, on a étudié des opérateurs de réduction relativement a& un ensemble bien
ordonné. Dans cette section, on étudie le cas général oli on ne considére pas nécessairement un
ordre total. On fixe un ensemble ordonné (G, <).

2.3.1 Relation d’ordre

La définition générale d’opérateur de réduction s’énonce de la facon suivante :

2.3.1.1. Definition. Un opérateur de réduction relativement a (G, <) est un endomorphisme
idempotent T' de KG tel que, pour tout g € G, 'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

1. T(g) =g ou
2. pour tout ¢’ appartenant au support de T'(g), on a ¢’ < g.

Comme dans le cas des ensembles bien ordonnés, I’ensemble des opérateurs de réduction rela-
tivement & (G, <) est noté RO (G, <) . Etant donné un opérateur de réduction 7', I'ensemble
des générateurs T-réduits est noté Red (T") et son complémentaire dans G est noté Nred (7).

2.3.1.2. Projecteurs et opérateurs de réduction. Soient G un ensemble et F' un ensemble
des projecteurs linéaires de KG. On souhaite munir G d’un ordre < faisant de F' une partie de
RO (G, <). Pour cela, on considére la relation binaire <p sur G définie par ¢’ Sp g sl existe
T € F tel que T(g) est différent de g et tel que ¢’ appartient au support de T'(g). La cloture
réflexive transitive de <p est notée <. Cette relation n’est pas nécessairement anti-symétrique.
En effet, soient G = {g1, 92} et F' = (T1,T»), ou T} et T, sont définis par

1. Ti(g2) = g1 et T1(g1) = g1,
2. Tx(g1) = g2 et Ta(g2) = go.

On a alors g1 <p g2 et g2 <p g1. Cependant, lorsque <g termine, il est en particulier anti-
symétrique de sorte qu’il s’agit d’une relation d’ordre. Dans ce cas F' est inclus dans RO (G, <Fp).

2.3.1.3. Bases réduites. On souhaite munir 'ensemble RO (G, <) d’une structure de treillis.
On ne peut pas utiliser argument de la section [2.1.1] car un sous-espace de KG n’admet pas
nécessairement de base réduite. En effet, soit G = {g1, g2, g3} ordonné de la fagon suivante :
g1 < g3 et g2 < g3. Le sous-espace de KG engendré par g3 — g1 et g3 — g2 n’admet pas de base
réduite.

Cependant, RO (G, <) est muni d’un ordre. Afin de définir celui-ci, on a besoin du lemme
suivant :

2.3.1.4. Lemme. Soient Th et Ty deux opérateurs de réduction relativement a (G, <) tels que
ker (1) est inclus dans ker (T3). Alors, Red (T3) est inclus dans Red (T7).

Démonstration. Par’absurde, on suppose qu’il existe g € Red (T%) n’appartenant pas a Red (T1).
L’élément g — T1(g) appartient au noyau de 77, de sorte qu’il appartient a celui de T5. Ainsi,
on a

Ta(g) = T2 (Ti(g)) -
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Le générateur g appartient a Red (T5), de sorte que T(g) est égal a g et donc on a

T3 (Ti(g)) = g

De plus, g n’étant pas T;-réduit, tout générateur appartenant au support de T1(g) est stricte-
ment plus petit que g, de sorte que tout générateur appartenant au support de T (T1(g)) est
également strictement plus petit que g. D’ol1 la contradiction.

O

2.3.1.5. Relation d’ordre. La relation binaire définie par 71 < T5 si ker (Ty) C ker (71) est
réflexive and transitive. De plus, d’aprés le lemme si deux opérateurs de réduction ont
le méme noyau, ils ont la méme image, de sorte qu’ils sont égaux. Ainsi, < est anti-symétrique.
Il s’agit donc d’une relation d’ordre sur RO (G, <).

2.3.1.6. Structure de treillis.

1. L’ordre introduit dans [2.3.1.5| n’induit pas de structure de treillis. En effet, on considére

G = {91, 92, 93, g4, g5} ordonné de la facon suivante : g1 < g3, g1 < g1, g2 < g3, g2 < g4,
gs < g5 et g4 < gs. Soient T et Th les opérateurs de réduction définis par

(a) Red (T;) = {g1,92, 93,94} pour i =1 ou 2,

(b) Ti(g5) = g3 et T2(gs5) = ga.
Soient Uy et Us les opérateurs de réduction définis par
(a) Red (U;) = {g1,92} pour i =1 ou 2,

(b) Ui(gj) = g2 et Ua(g;) = g1 pour j € {3,4,5}
L’espace vectoriel

ker (T1) + ker (T3) = K{gs — g4} ® K{g5 — g3},

est inclus dans ker (U;) pour i = 1 ou 2. Pour i = 1 ou 2, on a donc les inégalités
Ui j T1 et UvZ j TQ.

De plus, il n’existe pas d’opérateur de réduction de noyau K{gs — g4} & K{gs — g3}, de
sorte que U et Uy sont deux éléments maximaux inférieurs & 17 et T5. Ainsi, 17 et 15
n’admettent pas de borne inférieure.

2. De plus, méme lorsqu’une borne inférieure existe, son noyau n’est pas nécessairement la
somme des noyaux. On considére 'exemple de 2.3.1.3]: G = {g1, 92,93} avec g1 < g3 et
g2 < g3, et soit P = (T1,T3) o, pour i = 1 ou 2,

(a) Nred(T;) = {gs},
(b) Ti(gs) = gi

Soit U un opérateur de réduction a la fois inférieur a T et & T>. En particulier, on a
ker (T1) + ker (T2) = K{g3 — 92} ®K{g3 — 1} C ker (U).

L’espace vectoriel ker (T1) + ker (T3) n’admettant pas de base réduite, 'inclusion précé-
dente est une inclusion stricte. Ainsi, le noyau de U est de dimension au moins 3 et est
donc égal & KG. L’opérateur nul est donc le seul élément & la fois inférieur a T et 15, de
sorte que P admet cet opérateur comme borne inférieure.
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2.3.2 Propriétés de réécriture

Dans cette section, on étudie les propriétés de réécriture des opérateurs de réduction géné-
ralisés. D’aprés la section précédente, étant donnée une partie F' de RO (G, <), il n’existe pas
nécessairement d’opérateur de réduction dont le noyau est la somme des noyaux des éléments
de F. Ainsi, dans le but de définir la notion de confluence comme on le fait dans on
doit considérer des parties de RO (G, <) pour lesquelles un tel opérateur de réduction existe.
On introduit pour cela la définition suivante :

2.3.2.1. Parties complétables. Un partie F' de RO (G, <) telle qu’il existe U € RO (G, <)
de noyau

ker (U) = ) ker (T),

TeF

est dite complétable.

2.3.2.2. Notation. Soit F' une partie complétable. La relation < étant une relation d’ordre,
il existe un unique opérateur de réduction U tel que

ker (U) = Z ker (T).

TeF
Cet opérateur est noté AF.

2.3.2.3. Parties complétables et réécriture abstraite. Soit F' une partie de RO (G, <).
On définit la relation ? comme dans la section [2.1.3] De plus, en utilisant les mémes arguments

que dans cette section, pour tout couple (v,v’) d’éléments de KG, on a 1’équivalence

* / /
ViU S U EZker(T).
TeF

Ainsi, si F' est complétable, la proposition [2.1.3.4] se généralise au cas des ensembles non néces-
sairement bien ordonnés : pour tout couple (v,v’) d’éléments de KG, on a

v % v <= v - €ker (AF). (2.12)

2.3.2.4. Remarque. L’équivalence 1D implique en particulier que quand F' est complé-
table, on a un isomorphisme d’espaces vectoriels

KG N KG
<y ker (AF)
F

Cet isomorphisme n’est cependant a priori pas vrai lorsque ’on considére une partie de RO (G, <)
admettant une borne inférieure. En effet, on reprend le deuxiéme exemple de [2.3.1.6] : soient
G ={g1,92,93} avec g1 < g3 et g2 < g3 et P = (T1,T») ou, pour i =1 ou 2, on a

1. Nred (T;) = {g3}.
2. Ti(gs) = gs-
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On a vu que P admet comme borne inférieure
Th ATy = Ogq.

En particulier, tout élément de KG appartient au noyau de 17 A T, de sorte que

KG
ker (T1 VAN TQ)

= {0}.

Pourtant, pour tout
v=Ag1+ pg2 +vgs € KG,

on a
U(%)(/\—I—u—i—z/)gl.

Ainsi, le quotient de KG par % est isomorphe a Kgj.

2.3.2.5. Confluence et propriété de Church-Rosser. Soit F' une partie complétable.
1. D’aprés le lemme [2.3.1.4] Red (AF) est inclus dans Red (T') pour tout 7" € F, de sorte

que
Obs™ = Red (F) \ Red (AF),
est bien défini. On dit que F' est confluente si Obs? est 'ensemble vide.

2. Etant donnés deux éléments v et v’ de KG, on dit que v se rééerit en v’ comme dans la
section [2.1.2] et que F' a la propriété de Church-Rosser si, pour tout v € KG, v se réécrit
en AF(v).

2.3.2.6. Théoréme. Soit F' une partiec complétable. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. F est confluente et ? est normalisante,

2. F a la propriété de Church-Rosser,
3. ? est confluente.

Démonstration. La preuve de 'équivalence entre [2] et [3] fonctionne de la méme fagon que dans
la proposition (en effet, on vérifie que dans la section on a uniquement besoin de
I'existence de AF).

On montre que [2] implique que F' est confluente de la méme fagon que dans le théo-
réme [2.1.2.6, De plus, si [2] est vrai, tout élément v de KG se réécrit en AF(v), c’est-a-dire,
onawv %) AF(v). Or, AF(v) appartient & KRed (F'), de sorte qu’il s’agit d’une forme normale

pour ? Ainsi, ? est normalisante et donc [2| implique |1

On suppose que [I] est vrai et on montre [3] Soient v1, vg et vg trois éléments de KG tels que

* *
v1 — U9 et v — vs.
F F

La relation ? étant normalisante, vy et v3 admettent une forme normale. Soient 15 et 03 les

. o~ * ~ ~ ~ .
formes normales de vy et vg, respectivement. On a 03 <7> v3, de sorte que U3 — U3 appartient au
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noyau de AF'. De plus, 03 et U3 étant des formes normales, ils appartiennent & KRed (F'), c’est-
a-dire, KRed (AF') puisque F' est confluente. Ainsi, 03 — v3 appartient également & KRed (AF),
c’est-a-dire, il appartient & I'image de AF. Ainsi, v — U3 appartient a ker (AF) Nim (AF) qui
est réduit & {0} puisque AF est un projecteur. On en déduit que 03 est égal a 03, de sorte que
?) est confluente.

O]

2.3.2.7. Complétion. Etant donnée une partie complétable F, la notion de complément est
définie de la fagon suivante : un complément de F' est un opérateur de réduction C satisfaisant

1. N\NFXC,
2. Obst” € Nred (C).

2.3.2.8. Complétion et réécriture. Soit C un opérateur de réduction supérieur & AF. On
écrit F' = F U {C}. Le noyau de C étant inclus dans celui de AF, on a

Z ker (T') = Z ker (T') .

TeF’ TeF

Ainsi, F’ est également complétable et AF’ est égal & AF. En particulier, les relations d’équi-
valence % et <%> sont les mémes. En utilisant les arguments de la preuve de la proposi-

tion [2.2.2.2] on a

2.3.2.9. Proposition. Soit C € RO (G, <) tel que C est supérieur a AF. Alors, la famille
FU{C} est confluente si et seulement si C est un complément de F.

2.3.2.10. Remarque. Le fait qu'une partie de RO (G, <) n’est pas nécessairement com-
plétable est 4 mettre en paralléle avec le fait que si on essaie d’appliquer une procédure de
complétion au systéme de réécriture associé a une partie non complétable, alors celle-ci échoue.
En effet, on considére I'exemple de : G ={91,92,93} avec g1 < g3 et g2 < g3, et soit
P = (T1,T») on, pour i = 1 ou 2,

1. Nred (T;) = {g3},

2. T;i(g3) = gi-
On a vu dans le point [2] de que T7 A Ty est 'opérateur nul, et donc que son noyau
n’est pas égal a ker (T7) + ker (T3), de sorte que P n’est pas complétable. De plus, d’aprés le
diagramme
93

T

T1(g3) = 01 Ts(g3) = g2

gs admet deux formes normales g; et gs. Or, g1 et gs ne sont pas comparables pour <, de sorte
que la procédure de complétion échoue.
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Chapitre 3

Opérateurs de réduction et
présentations d’algébres

Dans ce chapitre, on relie les opérateurs de réduction aux présentations d’algébres. On
commence par formuler dans la section la notion d’algébre présentée par un opérateur de
réduction. Dans la section [3.1.2] on définit la propriété de confluence d’une telle présentation.
Dans la proposition on caractérise les présentations par opérateur confluentes en termes
de bases de Grobner non commutatives. Dans la section on propose une procédure permet-
tant de construire des présentations par opérateur confluentes. Grace a la proposition
on en déduit une procédure pour construire des bases de Grobner non commutatives.

On fixe une algebre A.

3.1 Présentations par opérateur

3.1.1 La famille de réduction d’une présentation

3.1.1.1. Définition. Une présentation par opérateur de A est un triplet ((X, <) | S), on
1. X est un ensemble et < est un ordre monomial sur X*,
2. S est un opérateur de réduction relativement a (X*, <),
3. on a un isomorphisme d’algébres
KX*

A e (9))

On fixe une présentation par opérateur ((X, <) |.S) de A.

3.1.1.2. Définition. Soit n un entier. On rappelle qu'on note X I’ensemble des mots de

longueur n. On note de plus par X (5™ Pensemble des mots de longueur inférieure ou égale a

n. Pour tout couple d’entiers (n, m) différent de (0,0), on pose
Spm = ldg x(<nam-1) @ (ldgxm @ S @ Idg xm)) -

Explicitement, étant donné w € X*, S, ,,(w) est égal a w si la longueur de w est strictement
inférieure & n + m. Si la longueur de w est supérieure & n + m, on pose w = wiwows, ol wy et
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w3 sont de longueur n et m, respectivement. Dans ce cas, Sy n(w) est égal & w;S(w2)ws. On
pose également Sy = S. La famille de réduction de ((X, <) | S) est

FXIS) — {Sn,m, (n,m) € N2}-

3.1.1.3. Notation. La présentation (X, <) | S) étant fixée, on note F' a la place de F{(X:<)IS)
sa famille de réduction.

3.1.1.4. Lemme. Soient n et m deux entiers. Alors, Sy m est un opérateur de réduction rela-
tivement & (X*, <) et son noyau est égal & KX™ @ ker(S) @ KX,

Démonstration. On montre d’abord que Sy, est un opérateur de réduction relativement a
(X*,<). L'opérateur S étant un projecteur, Sy ,, est également un projecteur. Soit w € X*. Si
la longueur de w est strictement inférieure a n + m, alors S, ,,(w) est égal & w. Si la longueur
de w est supérieure & n + m, on pose w = wiwows, oll w1 et wz sont de longueur n et m,
respectivement. Si we appartient & Red (5), alors S, p,(w) est égal a w. Dans l'autre cas, soit

S(we) = Z Aiwi,

el

la décomposition de S(ws) selon la base X*. On a

Sn,m(w) == Z )\iwlwiwg.
el

Pour tout i € I, w; est strictement inférieur & wo. L’ordre < étant un ordre monomial, wiw;ws
est strictement inférieur & w. Ainsi, S, ,, est un opérateur de réduction relativement a (X*, <).

On montre la deuxiéme partie du lemme. Etant donné un entier k, on note X (%) 'ensemble
des mots de longueur supérieure a k. Pour tout f € KX*, on pose f = f1+ f2, out f1 et fo sont
les images de f a travers les projections naturelles de KX* sur KX (Sntm=1) of KX (2ntm)
respectivement. Ces deux espaces vectoriels sont stabilisés par Sy m et Sy m(f1) est égal & fi.
Ainsi, f appartient & ker (Sy,,,) si et seulement si fi est égal & 0 et fp appartient a ker (Sy, ).
De plus, fo admet une unique décomposition de la forme

fo=> wifaw,
el
ot, pour tout ¢ € I,
1. w; et w} sont des mots de longueur n et m, respectivement,
2. pour tout j € I tel que j est différent de 4, la paire (w;,w)) est différente de (wj, w}),
3. fi est un élément non nul de KX*.

On a
Snm (f2) = Y wiS(fi)w.
el
Ainsi, fp appartient a ker (S, ) si et seulement si, pour tout i € I, f; appartient & ker(S). Le
noyau de Sy, est donc égal & KX ™ @ ker (S) @ KX (™).
O
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3.1.1.5. Formes normales. Une forme normale pour ((X, <) | S) est une F-forme normale.
En particulier, un mot w est en forme normale si et seulement si tous ses sous-mots appar-
tiennent & Red (5), de sorte que I'ensemble des formes normales est égal & KRed (F).

3.1.1.6. La bases des mots AF-réduits. D’aprés le lemme |3.1.1.4) F est incluse dans
RO (X*, <) et, en reprenant les notations de[3.1.1.2 on a

ker (AF) = Z ker (Sy,m)

n,m>0

= ) KX™ @ker(S) @ KX

n,m>0

= I (ker(S5)) .
L’opérateur AF' étant un projecteur, on a donc

KX* =im (AF) @ ker (AF)

= KRed (AF) & I (ker (95)), (3.1)

de sorte qu’on a un isomorphisme d’espaces vectoriels

¥: KRed (AF) — A.
w—— W

Ainsi,
{w, w e Red (AF)},

est une base de A en tant qu’espace vectoriel.

3.1.1.7. Remarque. On pose
I =1 (ker(9)).

On rappelle qu’on note

O(I) = X*\ lm (I).

L’idéal I étant le noyau de AF, on en déduit que
I = K{w — AF(w), w € Nred (AF)}.

En particulier, Im (/) est égal & Nred (AF'). La décomposition (3.1)) permet ainsi de retrouver
le théoréme de Mora (théoréme [1.2.1.8| du chapitre (1)) :

KX* =KO(I) & I.

3.1.2 Présentations confluentes

Dans cette section, on fixe une présentation par opérateur ((X, <) | S) de A. On note F sa
famille de réduction.

3.1.2.1. Définition. On dit que ((X, <) | S) est confluente si F Dest.
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3.1.2.2. Remarque. La présentation ((X, <) |S) est confluente si et seulement si Red (F)
est égal a Red (AF). Ainsi, d’aprés ce qu'on a vu en [3.1.1.6, ((X, <) | S) est confluente si et
seulement si

{w, w est une forme normale pour ((X,<)|S5)},

est une base de A.

3.1.2.3. Présentations quadratiques. On dit que ((X, <) | S) est quadratique si ker ()
est inclus dans KX®. Pour tout entier n > 2, on pose

Fo = {ldgx) ® S @ Idg (), i +j+2=n}.

F:HFn.

n>2

On a la partition

Les éléments de F), sont précisément les éléments de F' qui agissent non trivialement sur les
mots de longueur n. De plus, on a

Obs = ]_[ Obs™™.

n>2

En particulier, si ((X, <) | S) est confluente, alors F3 = (S ® Idgx, Idgx ® S) est confluente.
Réciproquement, on montre grace au lemme de Newman en termes d’opérateurs de réduction
(voir proposition du chapitre [2) que si F3 est confluente alors chaque F,, est égale-
ment confluente, de sorte que ((X, <) | S) est confluente. Ainsi, la notion d’algébre admettant
une présentation par opérateur quadratique confluente coincide avec la notion d’algebre X-
confluente introduite par Berger (voir remarque du chapitre .

Afin de relier les présentations par opérateur confluentes aux bases de Grobner non com-
mutatives, on a besoin du lemme suivant :

3.1.2.4. Lemme. Soit R la base réduite de ker (S). Un mot appartient a Red (F') si et seule-
ment s’il n’appartient pas a ’idéal monomial engendré par lm (R).

Démonstration. L’ensemble Red (F') est I'ensemble des mots w tels que tout sous-mot de w
appartient a Red (S). D’aprés la proposition[2.1.1.14]du chapitre 2| un mot appartient a Red (5)
si et seulement s’il n’appartient pas a Im (R), de sorte que le lemme [3.1.2.4] est vrai.

O

3.1.2.5. Proposition. Soit R la base réduite de ker (S). La présentation ((X,<)|S) est
confluente si et seulement si R est une base Gribner non commutative.

Démonstration. D’aprés le lemme du diamant, R est une base de Grobner non commutative si
et seulement si I’ensemble des mots en formes normales pour ((X, <) | R) est une base de A. Or,
un mot est en forme normale pour ((X, <) | R) si et seulement s’il n’appartient pas a I'idéal
monomial engendré par Im (R), de sorte que d’aprés le lemme un mot est en forme
normale pour ((X, <) | R) si et seulement s'il est en forme normale pour ((X, <) |S). Ainsi,
d’aprés ce qu’on a vu dans la remarque [3.1.2.2] R est une base de Grobner non commutative
si et seulement si ((X, <) | S) est confluente.

O]
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3.1.2.6. Remarque. La preuve de la proposition passe par les caractérisations de la
confluence en termes de formes normales. On propose dans cette remarque une preuve de cette
proposition sans passer par cette caractérisation.

On suppose que {(X, <) | ) n’est pas confluente. Soit w € Obs’". L’élément w — AF (w) ap-
partient au noyau de AF, ¢’est-a-dire, il appartient a I (ker (S)) d’aprés ce qu’on a vu en
Or, I (ker(S)) est égal & I(R). De plus, le monéme dominant de w — AF(w) est égal a w, et
donc il appartient & Red (F'). D’aprés le lemme , w n’appartient pas a l'idéal monomial
engendré par lm (R) et donc R n’est pas une base de Grébner non commutative.

On suppose que ((X,<)|S) est confluente. Soit f € I(R). On suppose sans perte de
généralité que lc (f) est égal a 1. Le noyau de AF étant égal a I(R), AF(f) est égal & 0. Ainsi,
on a

A F(m (f)) = AF(m (f) = f). (3.2)

Le monéme dominant de lm (f)— f est strictement inférieur & lm (f). En particulier, lm (f) n’est
pas AF-réduit d’aprés . La famille F' étant confluente, cela implique que lm (f) n’appartient
pas a Red (F'). D’aprés le lemme Im (f) appartient donc & I'idéal monomial engendré
par lm (R), de sorte que R est une base de Grébner non commutative.

3.2 Procédure de complétion

Dans cette section, on propose une procédure de complétion en termes d’opérateurs de
réduction : celui-ci permet, étant donnée une présentation par opérateur de A, de construire
une présentation par opérateur confluente de A. D’aprés la proposition [3.1.2.5] cette procédure
fournit en particulier une méthode pour construire des bases de Grébner non commutatives.

3.2.1 Enoncé

3.2.1.1. Méthode Réduction. Soient X un ensemble et < un ordre monomial sur X*. La
procédure de complétion fait appel & une méthode Réduction prenant en entrée une partie finie
E de KX* et un opérateur de réduction S dont le noyau est de dimension finie et renvoie une
famille d’opérateurs de réduction. On rappelle que le support de f € KX™ est noté Sy et qu’on
note

ker!: 2 (KG) — RO (G, <),
I’application qui & un sous-espace vectoriel V de KX* associe I'opérateur de réduction relati-
vement a (X*, <) de noyau V. La méthode Réduction(E, S) s’exécute de la facon suivante :
1. Soient
M = U Si\lm (E) et F = {ker ' (Kf), f € E}.
fer
2. Tant que Jwjwws € M tel que w € Nred (5),
(a) on ajoute ker ™! (Kwy(w — S(w))ws) & F,
(b) on retire wywws de M,
(c) on ajoute le support de wiS(w)ws & M.

3. Réduction renvoie I’ensemble F' obtenu a la sortie de la boucle Tant que.
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3.2.1.2. Remarque. La méthode Réduction permet, étant donnés une partie finie E de
KX* et un opérateur de réduction .S, de calculer des formes normales des éléments de £ pour
la présentation ((X, <) | {w — S(w), w € Nred (S)}). En effet, un élément f € KX* n’est pas
en forme normale tant que son support contient un mot de la forme w;wwg avec w € Nred (5)
et lorsque c’est le cas, f se réécrit en ker ! (Kwy(w — S(w))ws) (f). L'ensemble E étant fini

t (X, <) | {w— S(w), w € Nred (S)}) étant terminante, on en déduit en particulier que la
boucle Tant que s’exécute un nombre fini de fois et donc que Réduction renvoie effectivement
un résultat.

3.2.1.3. Branchements critiques. La derniére chose dont on a besoin pour énoncer la pro-

cédure de complétion est de formuler la notion de branchement critique pour une présentation
par opérateur ((X, <) |S). On considére les notations de [3.1.1.2] : on pose Spg = S et pour
tout couple d’entiers (n,m) tel que n + m est non nul,

Snom = ldg x(<ntm-1) @ ldgym @S @ Idg xm).
Un branchement critique de ((X,<) | S) est un triplet (w, (n,m), (n',m’)) € X* x N? x N? tel
que
1. w € Nred (Sp,m) N Nred (Sp/ /),
2.n=0oun’ =0,
3. m=0oum =0,
4. n+n' +m+ m' est strictement inférieur a la longueur de w.

La procédure prend en entrée une présentation ((X, <) | S) de A telle que X est fini et le
noyau de S est de dimension finie. En particulier, ’ensemble des branchements critiques d’une
telle présentation est fini.

Algorithme 3 Procédure de complétion

Initialisation : d := 0, S° := S, Qg := 0, Py := {branchements critiques de <(X,<) ] SO>},
Ey:={w— 5% n(w), (w,(n,m),(n,m)) € Py ou (w, (n',m'),(n,m)) € Py}.

1: tant que Qg4 # P, faire

2. Fj:=Reduction(Ey, 59);

3. Sitl.= gd\CFa,

4 Qa1 = Pu;

5: d=d+1 ;

6: Pj:= {branchements critiques de <(X, <) Sd>} ;

. Egi={w-—5%mnm(w), (w,(n,m),(n,m)) € Py\ Qqou (w,(n',m’),(n,m)) € Py\ Qa};

8 fin tant que

3.2.1.4. Remarques.

1. Pour que la derniére instruction de la boucle tant que soit exécutée, ()4 doit étre inclus
dans P;. On vérifie que c’est le cas : soit (w,(n,m),n’,;m’')) un branchement critique

de <(X, <) Sd>. En particulier, w appartient a Nred (Sdn,m) N Nred (Sdn/ m ). De plus,
2.1.1.18

par construction, S%t1 est inférieur a S% et donc, d’aprés le lemme du cha-
pitre |2, Nred (Sd) est inclus dans Nred (S‘”l). En particulier, w appartient également a
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Nred (S%*,, ) NNred (S9t1,, /). On en déduit que (w, (n,m), (n/,m’)) est un branche-
ment critique de <(X , <) | Sd+1> et donc que Q411 = Py est inclus dans Pyq.

2. Afin que la procédure présentée puisse étre exécuté, il faut calculer des opérateurs de
réduction & partir de leurs noyaux. Or, comme on considére des opérateurs de réduction
relativement a ’ensemble infini X*, il n’est a priori pas possible d’effectuer un tel calcul.
Cependant, d’aprés le lemme qui suit, pour tout entier d, les noyaux de S et de C*4
sont de dimensions finies. Ainsi, S% et CFe peuvent étre calculés par restrictions a des
sous-espaces de KX™* de dimensions finies.

3. On a mentionné dans la remarque du chapitre [I] que I'approche est matricielle. La
raison est justement qu’on est dans un cas ou 'on regarde des opérateurs de réduction
relativement & des ensembles finis et que ceux-ci peuvent donc étre décrits par leurs
matrices de réduction.

3.2.1.5. Lemme. Pour tout entier d, les noyauz de S et de C*e sont de dimensions finies.

Démonstration. On montre par récurrence la propriété pour S¢. On devra pour cela montrer
la propriété pour CFe. Le noyau de S est de dimension finie par hypothése sur 'entrée de la
procédure. Soit d un entier. On suppose que le noyau de S? est de dimension finie. On pose

My= | Sy,
f€Eq

la réunion des mots appartenant au support d’un élément de E;. Les éléments de Fy n’agissent
que sur My, de sorte qu’on a l'inclusion

ker (CF?) C KM,. (3.3)

Le noyau de S¢ étant de dimension finie par hypothése de récurrence, il existe un nombre fini
de branchements critiques pour <(X <) | Sd>. Ainsi, Ey et donc My sont des ensembles finis
de sorte que ker (CF d) est de dimension finie d’aprés . De plus, le noyau de S est la
somme des noyaux de S¢ et de CF4. Ces deux noyaux étant de dimension finie, par hypothése
de récurrence pour S% et d’aprés ce qu’on vient de voir pour CFe, celui de S4+! est également
de dimension finie, ce qui prouve le lemme. O

3.2.2 Correction

Le but de la fin de cette section est de montrer que la procédure proposée permet d’obtenir
une présentation par opérateur confluente de A.

3.2.2.1. Définition. Soient 7" un opérateur de réduction relativement a (X*, <), w € X* et
f € KX*. On dit que f admet une décomposition de type (T, w) s’il admet une décomposition
(non nécessairement unique)
= Xwj (w; = T(w;)) wy,
i€l
ou
1. les A; sont des scalaires,

2. les wil, w? et w; sont des mots tels que w}wiw? est strictement inférieur & w.
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3.2.2.2. Lemme. Soient w € X* et T,T' € RO (X*, <) tels que T" est inférieur a T.

1. Soit (n,m) un couple d’entiers tel que w n’est pas Ty, y-réduit. Alors, (Tmm — T;L’m) (w)
admet une décomposition de type (T',w).

2. Soit f € KX* admettant une décomposition de type (T,w). Alors, f admet une décompo-
sition de type (T",w).

Démonstration. On commence par montrer le point . On pose w = w™w'w™ ou w™ et
w™) sont de longueur n et m, respectivement. Soit

T(w’) = Z )\iwi,

el

la décomposition de T'(w’) selon la base X*. Par hypothése, T” est inférieur a T et donc T" o T'

est égal a T" (voir relation de du chapitre . Ainsi, on a
(Tom — T, ) (w) = w™ (T(w") = T'(w")) w™
= w™ (T(w") =T (T(w"))) w™
= Z Aiw™ (w; — T'(w;)) w™.

il

Par hypothése, w n’est pas T, y,-réduit. Ainsi, w’ n’est pas T-réduit et donc chaque w; est
strictement inférieur a w'. L’ordre < étant un ordre monomial, chaque w(™w;w(™ est donc
strictement inférieur a w™w'w(™ = w. Ainsi, (Tmm - Ty’hm) (w) admet une décomposition de
type (T",w).

On montre le point 2| Soit

F=>" Xwj (w; = T(w;)) wy, (3.4)

i€l

une décomposition de f de type (T, w). En notant

A= Z )\iwil (wi — T'(wi)) wz-2 et B = Z)\iwil (T(wi) — T'(wi)) w?,
el el
on a

f=A—-B.
La décomposition (3.4)) étant de type (T, w), chaque w, = wlwiwi2 est strictement inférieur a

%
w. En particulier, A est de type (T”,w). Pour tout ¢ € I, soient n; et m; les longueur de wi1 et

w?, respectivement. On a alors,

7
el

On peut supposer sans perte de généralité que chaque w; est non T-réduit, de sorte que chaque
w; est non Tp,, ,,-réduit. Ainsi, d’apreés le premier point du lemme, chaque (Tmml — T/lel) (w])
admet une décomposition de type (1”7, w}) et donc de type (1", w) puisque w} est strictement
inférieur a w. Ainsi, B admet une décomposition de type (7", w), de sorte que f admet également
une telle décomposition.

O]
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3.2.2.3. Lemme. Soient d un entier et (w,(n,m),(n',m’)) € Py \ Qq. Alors

f = Sdn,m(w) - Sdn’,m’(w)a
admet une décomposition de type (Sd+1,w).

Démonstration. On commence par montrer que
AFy(f) = 0. (3.5)

Par construction, E; contient wadmm(w) et wadn/,m/(w). Ainsi, par définition de la méthode
Reduction, F contient 77 = ker™! (K{w — Sdnﬁm(w)}) et Ty = ker™! (K{w — Sdn,7m, (w)})
En particulier,

f=w=5%nm(w) = (w— 5% m(w),

appartient au noyau de 177 A Ts et donc a celui de AFy.
On montre a présent que f admet une décomposition de type (Sd“, w). L’opérateur CFd
étant un complément de F};, on a

A (Fqu{Cta}) = ARy, (3.6)

et FyuU {CF d} est confluent, c’est-a-dire, il a la propriété de Church-Rosser. Ainsi, d’aprés les
relations |D et 1’ f se réécrit en 0, c’est-a-dire, il existe T1,--- ,T;. € FyU {CFd}, tels que

Tyo-- 0T (f) =0. (3.7)

On pose
fi = (Idxx~ —T1) (f),

et pour tout k € {2,--- ,r},
fr = (dgx+ = Tg) (Tk-1 0 o T1(f)) .
D’aprés (3.7)), on a donc
,
F=Yfe (3.8)
k=1

Comme (w, (n,m), (n’,m’)) est un branchement critique, w appartient a Nred (5%,,,) et a
Nred (Sdn/m/), de sorte que le monome dominant de f est strictement inférieur & w. De plus,
chaque T; est soit de la forme ker ! (Kwi(wa — S%(w2))ws), soit égal a CFe. Ainsi, chaque
fi admet une décomposition de type (Sd,w) ou de type (C’Fd,w). Comme S?% et CFe sont

inférieurs a S, chaque f; admet une décomposition de type (Sd+1, w) d’aprés le point [2| du

lemme [3.2.2.2] de sorte que f admet une décomposition de type (Sd“, w) d’aprés lb
O

3.2.2.4. Proposition. Soit d un entier. Pour tout (w,(n,m), (n',m’)) € Qq, le S-polynome

Sdn m(w) - Sdn’,m’(w)a

)

admet une décomposition de type (Sd,w).
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Démonstration. On montre la proposition par récurrence sur d. Comme @ est ’ensemble vide,
elle est vraie pour d = 0.

On suppose que pour tout (w, (n,m),(n',m’)) € Qa, S%m(w) — S%y p(w) admet une
décomposition de type (Sg4, w). On pose

1. A= (Sdn/,m/ — SdJrln/,m/) (w),

2. B= (Sdmm — Sd+1n7m) (w),

3. C= (8% m — S% ) (w).
Ainsi, on a

Sd+1n7m(w) — Sd+1n/7m/ (w) =A-B+C.

Par construction, S est inférieur a S¢. De plus, (w, (n,m), (n/,m’)) étant un branchement
critique, w est en particulier non Sdn,m—réduit et non Sdnlvm/—réduit. Ainsi, d’aprés le point
du lemme A et B admettent une décomposition de type (Sdﬂ, w). Il reste & montrer
que C' admet une décomposition de type (Sd+1,w). Par construction, Qg+1 est égal & P; qui
contient lui-méme Qg (voir point [I] de la remarque[3.2.1.4). Si (w, (n, m), (n’,m’)) n’appartient
pas & g, alors C' admet une décomposition de type (Sd+1,w) d’aprés le lemme Si
(w, (n,m), (n',m’)) appartient & @Qg, alors C' admet une décomposition de type (S,w par
hypothése de récurrence. Ainsi, d’apres le point 2] du lemme[3:2.2.2] C' admet une décomposition
du type (S, w).

[

3.2.2.5. Présentations complétées. Comme pour le cas de l'algorithme de Buchberger
associatif, la procédure de complétion en termes d’opérateurs de réduction n’a pas de raison de
terminer. Si la procédure de complétion termine aprés d itérations de la boucle tant que, on
pose S™ = S¢ pour tout entier n supérieur a d, de sorte que la suite (Sd) den ©st bien définie
dans les deux cas. On pose

AL

deN
Le triplet ((X, <) | S’) est appelé la présentation complétée de (X, <) | S).
Le dernier lemme dont on a besoin avant de prouver le résultat principal du chapitre est

3.2.2.6. Lemme.

1. Pour tout entier d, soit 1 l"idéal engendré par ker (Sd). La suite (Iq) e est constante.
2. Ona
Nred (S') = U Nred (Sd> .
deN

Démonstration. On montre le point [I} Par définition de la méthode Réduction, le noyau de
chaque élément de Fj est inclus dans I;. En particulier,

ker (AFy) = ) ker (T),
TeFy

est également inclus dans I;. De plus, C*¢ étant un complément de Fy, il est inférieur a AF,
c’est-a-dire, son noyau est inclus dans celui de AFy. En particulier, ker (C'F d) est inclus dans
14, de sorte que

ker (5%41) = ker (89 + ker (C4),
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est également inclus dans Iy. La suite (Ig) o est donc décroissante. De plus, la suite (Sd) deN

est décroissante, ce qui signifie que (ker (Sd)) est croissante. La suite (Ig);cy est donc

croissante et décroissante et donc constante.

deN

On montre le point 2] Par passage au complémentaire, I’égalité & montrer signifie que
la famille {Sd, deN } est confluente. D’aprés le lemme de Newman (proposition du
Chapitre, il suffit donc de montrer que cette famille est localement confluente. Soient v € KX*
et d et d deux entiers. On suppose sans perte de généralité que d’ est supérieur a d. En

particulier, (Sd) étant décroissante, on a

deN
Sd/ o Sd — Sd’

Ainsi, S%(v) se réécrit en S (v), de sorte que {89, d € N} est localement confluente.
U

3.2.2.7. Théoréme. Soient A une algébre et ((X,<) | S) une présentation de A. La présen-
tation complétée de ((X,<) | S) est une présentation confluente de A.

Démonstration. Soit S’ Iopérateur défini en

On montre d’abord que ((X, <) <| S”) est une présentation de A. D’aprés le point (1| du
lemme l'idéal engendré par chaque S? est égal a I'idéal I engendré par le noyau de
SY = S. En particulier, I'idéal engendré par

ker (') = Zker (Sd) ,

deN

est égal a I. Ainsi, (X, <) | S) étant une présentation de A, (X, <) | S’) est une présentation
de A.

On montre & présent que cette présentation est confluente. D’apres la proposition [3.1.2.5] il
s’agit de montrer que {w — S’(w), w € Nred (S”)} est une base de Grobner non commutative,
c’est-a-dire, que

((X,<) | {w—=S"(w), we Nred (5')}), (3.9)

est une présentation convergente de A d’aprés le théoréme du chapitre [I} D’aprés le
lemme du diamant, il suffit de montrer que chaque branchement critique de la présentation
(13.9) est résoluble relativement a <. Ces branchements critiques sont les 5-uplets de la forme
b = (w1, ws,ws,w— S (w),w — S5 (w')) ou

1. w et w' appartiennent a Nred (S"),
2. wi,ws,ws sont tels que
(a) wiwy = w et wows = w' si b est un branchement de chevauchement,
(b) wiwows = w et wy = w' si b est un branchement d’inclusion.
Soient wy = wywows la source de b et (n,m,n’, m’) les entiers définis par

1. m = n’ = 0, n est la longueur de w; et m’ celle de w3 si b est un branchement de
chevauchement,

2. n =m/ =0, n est la longueur de wy et m celle de w3 si b est un branchement d’inclusion.
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Le S-polynéme de b est en particulier égal a
S(b) = (S"nm = §'wm) (wo).

Comme w et w’ appartiennent a Nred (S’), il existe d’aprés le point [2| du lemme |3.2.2.6| des
entiers d et d' tels que w et w’ sont non réduits pour S? et Sd/, respectivement. On suppose
sans perte de généralité que d est supérieur a d’, de sorte que w et w’ sont tous les deux non
S9-réduits. On pose

1. Ad = (Sd+1n’,m’ - S/n’,m’) (w0)7

2. Bd = (Sd+1n7m — S/Thm) (U)()),

3. Cq = (Sd+1n,m - Sd+1n’,m’) (wO)
Ainsi, on a

S(b) =Ag— Bg+ Cjy. (3.10)

Comme w et w' sont non S%réduits, (wo,(n,m),(n’,m’)) est un branchement critique de
((X,<) | 8%), cest-a-dire, il appartient & P; = Qq41. Ainsi, d’aprés la proposition , Cy
admet une décomposition de type (S4*1, wo) et admet donc une décomposition de type (S’ wy)
d’aprés le point [2| du lemme De plus, S9! étant inférieur & S¢, w et w’ sont égale-
ment non S%*1-réduits, de sorte que wy n’est pas S, -réduit ni S, /-réduit. Comme
S’ est inférieur a S, Ay et By admettent une décomposition de type (S, wp) d’aprés le
point du lemme Ainsi, d’aprés , S(b) admet une décomposition de type (S, wp),

c’est-a-dire, b est résoluble relativement & <.

O]

3.2.2.8. Exemple. On reprend 'exemple [1.1.2.23| du chapitre [I} On a X = {z,y,z} et on
considére 'ordre deg-lex induit par z < y < z. Soit A lalgébre présentée par (X, <) | S) ou S
est défini pour tout mot w par

x, siw=yz
S(w) =4 xy, siw=zx
w, sinon.

On ne détaille pas les calculs successifs des F-compléments. Ceux-ci apparaissent dans la sec-
tion de 'annexe. On a un seul branchement critique pour ((X,<) | S) :

Py = {br = (=2, (1,0), 0,1) },

et
Ey = {yz:v —xT, YT — ya:y}

Les mots zx et yxry étant en formes normales, Réduction(FEy, S) est égal a
Fy = {Tl =ker ' (K{yzz — zz}), Tp = ker ! (K{yza — yxy}) }

Le Fy-complément CF0 peut étre calculé par restriction sur l'espace vectoriel engendré par
G1 = {yzzx > yxy > zx}. En identifiant les opérateurs T} et T a leurs matrices canoniques
relativement & G, on a

1 01 1 00
T'=10 1 0] e To=(0 1 1
0 00 0 00
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On obtient

L'opérateur S' = S A CFo peut étre calculé par restriction sur 'espace vectoriel engendré par
Go = {yxy > zx > yz > xy > zx >z} :

100100 100000
010000 01000 1
oo 1010 s (00100 0
S=looo0o000l®“ " =loo0oo0o10 0|
000000 0000T10
00000 1 000000

et on obtient que S! est I'opérateur défini pour tout mot w par
T, siw=yz
Sl(w) _ )y si. W = 2T
T, St w = yry
w, sinon.
On a
Pr={b1, b = (yoy=. (2,0),(0,1)), bs = (yeyay, (2.0),(0,2)) }.

Ainsi, P; \ Q1 contient by et b3, et on a
E = {y:ﬁyz — TTZ, YTYZ — YIT, YTYTY — TTTY, YTYTY — ymm:ﬂ}

Les mots xzxz, yzrx, xxxy et yrxx sont en formes normales, de sorte que Réduction(El, S 1)
est égal a

. T3 = ker ' (K{yzyz — zx2}), Ty = ker ! (K{yzyz — yaz})
' Ts = ker ! (K{yzyzy — zzzy}), Ts = ker ! (K{yzyzy — yzzz}) [

La restriction de CF1 au sous-espace engendré par {yzyxy > yryz > yrrax > rrxy > yrr > rrz}
est

110000
000000
cr_ |00 1100
0000O0O]|
000010
000001

de sorte que 52 est I'opérateur défini pour tout mot w par
x, siw=yz
xy, siw = zzx
rx, siw =yx
S (w) = Y
xxrz, sl w=yrx

rxxy, Sl w = yrer

w, sinon,
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et
P\Qz = {b1 = (yzywz, (2,0),(0,2)), bs = (yayawz, (2,0),(0,3)) , b = (yawz, (0,0), (0,1)) }.

On a
B YTTLT — TLZL, YTTT — TITY, YTYTTX — YTTTITY
2 = )
YTYTET — YTTTZ, YTYTLTL — TTLTLLT, YTYTL — TLTL

et on vérifie que

Ty = ker Y (K{yzzz — zxzz}), Tz = ker ! (K{yzzz — zzzy}) )
Ty = ker ' (K{yzyzzzr — yrxzxy}), Tio = ker ' (K{yryzs — yrrrz})

. T = ker ! (K{yzyzazr — zazxx}), Tio = ker ' (K{yzyzz — zazzx})
2 =
T3 = ker ! (K{zzzz — zazzy}), Ty = ker ! (K{yzzzz — zzayz})
Ti5 = ker ' (K{zzzyz — zzaz}), Tig = ker ' (K{yzzzry — zxaxyxy})
(| T17 = ker ! (K{zzzyzy — zxrzx})
On a alors

CF2 = Tdg -,

de sorte que S3 est égal & Sy et donc Q3 est égal & P3. Ainsi,
(X.9)15%),

est une présentation confluente de A.
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Chapitre 4

Réécriture et Koszulité

Dans ce chapitre on illustre 'apport de la réécriture en algébre homologique via la propriété
de Koszulité. Une algébre est de type Koszul lorsque certains groupes d’homologie appelés Tor
satisfont une propriété de minimalité que I’on énonce dans la définition

On commence par rappeler dans la section comment sont définis les Tor avant de
définir les algébres Koszul dans la section Dans la section on énonce deux conditions
suffisantes de Koszulité en termes de réécriture : la premiére (section , due & Berger, en
termes d’opérateurs de réduction, la seconde (section , basée sur les travaux d’Anick, en
termes de présentations convergentes.

Dans tout ce chapitre, K est un corps commutatif.

4.1 Préliminaires

4.1.1 Tor gradué

Soit A une algébre. Le but de cette section est d’introduire les outils d’algébre homologique
nécessaires pour énoncer la notion de Koszulité. On commence par définir les groupes Tor
associés & A puis on explique comment une graduation sur A en induit une sur les Tor.

4.1.1.1. Notations et conventions. Voici les conventions et notations employées dans ce
chapitre.

1. On note
(a) AMod la catégorie des A-modules a gauche,
(b) ModA la catégorie des A-modules a droite,
(c) Ab la catégorie des groupes abéliens.
2. Le bi-foncteur du produit tensoriel sur A est noté
— ®A —: ModA x AMod — Ab.
(R,L) — R®a L

3. Etant donnée une catégorie C, on note ¢ € C si ¢ est un objet de C. De plus, si ¢ et ¢/
sont deux objets de C, la notation

c——c,

signifie que f est un morphisme entre ¢ et ¢’ dans C.
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4. Etant donné un espace vectoriel V', le module & gauche engendré par V est noté
ARV.

Explicitement, si % est une base de V, alors A ® V est le A- module libre sur %, c’est-
a-dire, il admet une décomposition en sommes directe de A-modules & gauche

ARV =P Ae,

eER
ol Ae est le module libre sur ’élément e.

Pour une référence sur la théorie des catégories, on référe le lecteur a [68].

4.1.1.2. Complexes de chaines. Soit C une catégorie abélienne. Un compleze de chaines
(X,0) dans C est la donnée d’un ensemble

X = {cn}nEN ’
d’objets de C et pour tout entier n supérieur & 1 d’un morphisme
87L
Cp — Cp—1,

tel que
im (Op41) C ker (9y).

En d’autres termes, il s’agit d’une suite

On+1 A On—1 o) o1
et ——=> Cp —> Cp—1 —> - —> C1 — Cp,

d’objets de C telle que, pour tout entier n supérieur a 1, on a
8n o 8n+1 = 0.

Les applications 0, sont appelées les différentielles (ou les bords) de (X, D).

4.1.1.3. Remarque. Les complexes de chaines qu’on considére sont ceux ot la catégorie C
est Ab, AMod ou celle des espaces vectoriels. On parle alors de complexes de groupes abéliens,
de A-modules & gauche ou d’espaces vectoriels.

4.1.1.4. Résolutions. Soit L € AMod. Une résolution projective (respectivement résolution
libre) (Po,0) de L dans AMod est une suite exacte de A-modules a gauche

&} PQ& Plg Pog L—)O, (4.1)
telle que, pour tout entier n, le module P,, est projectif (respectivement libre).

98



4.1.1.5. Homotopie contractante. Une résolution (libre ou projective) est en particulier
un complexe de A-modules a gauche. Une fagon classique de prouver qu’un tel complexe est
une résolution consiste & construire une homotopie contractante. Plus précisément, soit (P, 0)
un complexe de A-modules & gauche

D p, O p % py L,

tel que chaque P, soit projectif. Un homotopie contractante de (P, ) est une famille d’appli-
cations K-linéaires

1. hoq: L — Py,

2. hy : P, — P41 pour tout entier n,
telle que

1. 9poh_y =1dg,

2. Opy10hp + hy—1 00, =1Idp,,, pour tout entier n supérieur a 0.

Lorsqu’une telle homotopie contractante existe, alors dy est surjective d’aprés le point [I] De
plus, pour tout entier n supérieur a 0, on a I'inclusion

ker (0,,) C im (Op+1), (4.2)
d’aprés le point . Or, (P,, 0) étant un complexe de chaines, I'inclusion réciproque de (4.2)) est

vraie, de sorte que (P, d) est une résolution de L.

4.1.1.6. Foncteur Tor. Soit R € ModA. On pose
Torj (R, —) = L, (R ®a —) : AMod — Ab,

ou L, (R ®a —) désigne le n-iéme foncteur dérivé du foncteur R®a —. Pour une définition des
foncteurs dérivés, on référe le lecteur a [53, Section IV.5].

On rappelle d’apreés [53, Section IV.11] comment calculer ce foncteur. Soit L un A-module
a gauche. Soit (P,, d) une résolution projective de L dans AMod :

SPRLENS TTN JREC SN () (4.3)

En appliquant le foncteur R ® 4 — a cette résolution, on obtient le complexe de groupes
abéliens (R ®a Po,Idr ®a 0) :

Idr®a O Idr®Aa 0O Idr®a 0 Idr® A O
B R@A Py A ReAP S RoAP) S ReAL —0.

Le groupe Torﬁ (R, L) est alors le n-iéme groupe d’homologie de ce complexe :

ker (R @A P, BN B o Pnfl)

Tor® (R, L) ~

IdR ® A On ’
im <R 9a Ppi REANH R o Pn)
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4.1.1.7. Remarque.

1. On rappelle d’aprés [53, Chapitre IV, proposition 5.1] que si

9 % % %
== Qy— Q — Qy— L —0,

est une autre résolution de L dans AMod que (4.3), alors a un isomorphisme de groupes

Idr®A .,
ker (R 94 P, BEAN B o Pn,l) ker <R ®AQ, =2 R®a Qn—l)
. IdR®@Ady = IdR®A ), '
im (R ®A Pt REATKH R oA Pn) im (R QA Qi BT R @a Qn)

Ainsi, I'isomorphisme (4.4 est indépendant du choix de la résolution projective de L
choisie.

2. Les morphismes apparaissant dans (P, 0) étant A-linéaires, ils sont également K-linéaires.
En particulier, le complexe (R ®a Po,Idr ®a 0) est un complexe d’espaces vectoriels,
de sorte que Tor® (R, L) est également un espace vectoriel.

4.1.1.8. Résolutions minimales. Soit L un A-module & gauche et soit

-871—+>1A®Vn& A®Vn_1—>"'ﬁ> A®V1ﬂ) A®V0ﬂ> L—0,

une résolution libre de L dans AMod. Une telle résolution est dite minimale si les applications
induites

K@AA(@VnZVnIM)nK@AA@anlZanla

sont nulles. On rappelle d’apreés [87, Section 3.9] que, dans ce cas, pour tout entier n, on a un
isomorphisme d’espaces vectoriels :

Tor® (K,L) ~ V.

4.1.1.9. Algébres graduées. On rappelle que A est dite graduée si elle admet une décom-
position en somme directe d’espaces vectoriels

A=PA.,

neN

telle que, pour tout couple d’entiers (n,m), on a
AL A, C A
Jusqu’a la fin de cette section, on suppose que A est graduée.
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4.1.1.10. Modules gradués. Un A-module & gauche (respectivement & droite) M est dit
gradué s’il admet une décomposition en somme directe d’espaces vectoriels

M =P M,,
neN

telle que, pour tout couple d’entiers (n,m), on a
A, M, C M+, (respectivement M,,.A,, C M, 1n).
Soient M et N deux A-modules a gauche (respectivement a droite) gradués. Un morphisme
p:M— N,

de A-modules & gauche (respectivement a droite) est dit de degré 0 si, pour tout entier n, on
a I'inclusion
¢ (M,) C N,.

La catégorie dont les objets sont les A-modules & gauche (respectivement & droite) gradués et
les morphismes sont les morphismes de degré 0 est la catégorie des A-modules & gauche gradués
(respectivement A-modules a droite gradués) et est notée AMod, (respectivement ModA,).

4.1.1.11. Modules purs. Soient M un A-module & gauche gradué et m un entier. On dit
que M est pur en degré n si on a :
M= A.M,,.

En d’autres termes, M est pur en degré n si et seulement s’il est engendré par sa composante
homogéne de degré n.

4.1.1.12. Graduation sur le Tor. Soient L un A-module & gauche gradué et R un A-module
a droite gradué. Soit (P,,0) :

0! 0 1o} Io]
—3> P2—2> P1—1> P0—0> L—)O,

une résolution projective de L dans AMod. On rappelle que pour tout entier n, on a

ker (R @A P, IdRLM)n R ®a Pn—l)

Tor® (R, L) =

. (4.5)
" <R DA Py BEAKTI R g, Pn>

Le module L étant gradué, la résolution projective (P,, d) peut étre choisie dans AMod,. Dans
ce cas, les applications apparaissant dans sont linéaires et de degré 0. En particulier,
Tor;LA (R,L) admet une structure d’espace vectoriel gradué dont les composantes homogénes
sont notées Tor;t(m) (R,L) :

oyt (R,L) = € Torp ) (R, L)
meN
On définit 'espace vectoriel bi-gradué :

Tor® (R,L) = @ Tor® (R, L)
neN

= P Tork., (R,L).

n, meN
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4.1.2 Koszulité

Dans cette section, on définit la Koszulité et on rappelle quelques-unes de ces caractérisa-
tions. Celles-ci sont utilisées dans la section (4.2

4.1.2.1. Historique. Les algébres Koszul sont introduites par Priddy [77]. Dans son article,
il construit certaines résolutions, appelées résolutions de Koszul, lui permettant de calculer
les groupes Tor associés & une algébre. La terminologie qu’il emploie provient du fait que
la construction de ces résolutions est inspirée par celles introduites par Koszul pour étudier
I’homologie et la cohomologie des algébres de Lie [62]. Les algébres considérées par Priddy
sont quadratiques. Il exhibe pour celles-ci un candidat pour obtenir une résolution qu’est le
complexe de Koszul. Etant donnée une algébre quadratique A, le complexe de Koszul de A est
un complexe de modules libres

O N O
AT, A9, I A0 A K 0.

L’intérét de ce complexe est que, lorsqu’il s’agit d’une résolution, celle-ci est minimale et donc
on a

Tor® (K, K) ~ J,.

En particulier, lorsqu’il s’agit d’une résolution, ce complexe offre une méthode pour calculer
Tor® (K, K). Les algébres Koszul sont alors précisément celles dont le complexe de Koszul est
une résolution de K.

Dans [12], Berger étend la notion de Koszulité au cas des algébres homogénes, c’est-a-dire,
les algébres graduées engendrées par leurs éléments de degré 1 telles que ces éléments vérifient
des relations homogénes d’un certain degré N. Il est motivé par les algébres d’Artin-Schelter
[4], celles-ci étant homogeénes non quadratiques et admettant des résolutions minimales vérifiant
des propriétés analogues a celles des algébres Koszul.

On mentionne enfin que, plus récemment, différents auteurs ont proposé des généralisations
de la notion de Koszulité (voir point [2| de la remarque dans des directions différentes.
Certain de ces auteurs sont notamment motivés par le fait que la notion de Koszulité au sens
de Berger n’est pas stable sous certaines opérations. Dans ce chapitre, la notion de Koszulité
considérée est celle de Berger.

4.1.2.2. Remarque. Dans son article, Priddy considére en fait d’abord des algébres A ad-
mettant une présentation (X | R) dont les relations sont des combinaisons linéaires de termes
quadratiques et linéaires, c’est-a-dire, telle que R est inclus dans KX & KX ). Si la famille

{z, z € X},

est libre dans A, alors (X | R) est dite pré-Koszul. Par la suite, Priddy se restreint aux pré-
sentations pré-Koszul qu’il qualifie d’homogeénes, c’est-a-dire, dont la projection naturelle de R
sur KX est nulle. Une algébre est dite pré-Koszul homogeéne si elle admet une telle présenta-
tion. Une algébre pré-Koszul homogéne est donc une algébre quadratique dans le sens ot on I’a
introduit dans le paragraphe [[.3.1.7] du chapitre [T}
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4.1.2.3. Algébres homogénes. Soit

A=PA.,

neN

une algébre graduée. Soit N un entier supérieur & 2. On rappelle que 'algébre tensorielle sur
A; est notée T (Aq). On dit que A est homogéne de degré N si le morphisme d’algébres

T (Al) —ﬂ') Aa
défini par 7(a) = a pour tout a € Ay, est surjectif et est tel que le noyau de 7 est engendré, en

tant qu’idéal de T (A1), par
Ra = ker () N AP,

4.1.2.4. Remarque. Lorsque N est égal & 2, on retrouve précisément la notion d’algebre
quadratique introduite en[I.3.1.7]du chapitre[I] Ainsi, une algébre quadratique n’est rien d’autre
qu’'une algébre homogéne de degré 2.

4.1.2.5. Algébres augmentées. Une algébre A est dite augmentée s’il existe une application
K-linéaire ¢ : A — K telle que ker (¢) est un idéal et telle que A admet une décomposition en
somme directe

A =Kl ®ker(e).
Le morphisme ¢ est appelé ’'augmentation de A. Ce morphisme permet de munir K d’une
structure de A-bi-module de la facon suivante :
ay.M.ag = (ay)Ae(as),

pour aj,az € A et A € K.

4.1.2.6. Algébres homogénes et augmentations. Soit A une algébre homogéne de degré
N. En reprenant les notations de on a pour tout entier n un isomorphisme d’espaces
vectoriels

AD"
ker(m) N Aj
On a en particulier une décomposition

A:AO@A+7

ou Ay est égal & Kl et 'espace vectoriel

A=A

n>1

est un idéal bilatére de A. Ainsi, A est augmentée et son augmentation est le morphisme
K-linéaire

e: A — K,
défini par

e(la)=1g et e(A;) =0.

En particulier, K admet une structure de A-module & gauche et de A-module & droite. En

voyant K comme un espace vectoriel gradué concentré en degré 0, les structures de A-modules
(& gauche et a droite) sur K en font un module gradué.
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4.1.2.7. Présentations homogénes. Soit A une algébre homogéne de degré N. Une pré-
sentation homogéne de A est un couple ((X, <) | R) tel que

1. R est inclus dans KX @),
2. il existe un isomorphisme ¢ entre KX et A,

3. la restriction de ¢®V a KR induit un isomorphisme entre ce dernier et Ry .

4.1.2.8. La suite diagonale. Soient N un entier et £ : N — N la fonction définie pour
tout entier k par

(n(2k) = kN, et
On(2k+1) = kN + 1.

On écrit £y comme une suite :
Iy =(0,1,N,N+1,2N,2N +1,---).
En particulier, /5 est la suite identité :
ly=(0,1,2,3,4,5,--),

de sorte que I’ensemble des couples de la forme (n, /3(n)) est la diagonale de N2. Par extension,
la suite £ est appelée la suite diagonale.

4.1.2.9. Proposition [14], Proposition 2.1]. Soient A une algébre homogéne de degré N et
n un entier. Pour tout entier m inférieur a {y(n), on a :

Torp ) (K, K) = {0}.

La proposition précédente signifie que I'espace vectoriel Tor® (K, K) est concentré au-dessus
de la diagonale de N? contenant les points (n,/y(n)). Avec ce point de vue, la propriété de
Koszulité s’énonce comme étant une condition de minimalité :

4.1.2.10. Définition. Une algébre A homogéne de degré N est dite Koszul si, pour tout
couple d’entiers (n,m) tel que m est différent de £x(n), on a :

Torp ) (K, K) = {0}.

m)

Dans la suite de ce chapitre, on va voir que la réécriture permet de prouver la Koszulité de
certaines algébres. On a pour cela besoin du résultat classique suivant (voir par exemple [76]) :

4.1.2.11. Proposition. Soit A une algébre homogéne de degré N. Alors, A est de type Koszul
s1 et seulement sil existe une résolution libre de K dans AMod,

ﬁ) Fgg F1ﬂ> Foﬂ K—)O,
telle que, pour tout entier n, le module ¥, est pur en degré {n(n).
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4.1.2.12. Remarque. Une résolution comme celle de la proposition [4.1.2.11|est appelée une
résolution sur la diagonale puisque chaque F,, est de la forme

F,=A® ‘/EN(n)v

ol Vy (n) est un espace vectoriel gradué, concentré en degré ¢ N(n).

4.1.2.13. Le complexe de Koszul. Dans ce paragraphe on rappelle la construction du
compleze de Koszul d'une algébre homogéne. Soit A une algébre homogéne de degré N et
soit ((X, <) | R) une présentation homogeéne de A. On considére la famille d’espaces vectoriels
(Jn)pen définie par

Jo=K, J; =KX, Jo =KR,

et, pour tout entier n supérieur & 3,

In(n)—N ' '
Jp = ﬂ KX® @ KR @ KX nm-N=i)
=0
Soit n un entier. Pour tout w € X(ZN("‘H)), soient wy € XN(MFTD—EN()) ot py € X UN (M) telg

que w = wiws. On introduit 'application A-linéaire :

Foi: A@KXWOHD) 5 A @ K (UN(m),

1A @ wi— W ® wy

On rappelle d’apres [12 Section 3| que le complexe de Koszul de A est le complexe (K,, )

On .
AR T, I AR T — 2 A P A S K0,

ou J, est la restriction de F,, & A ® J,,.

4.1.2.14. Remarques.

1. Soit n un entier. Les deux remarques suivantes garantissent que le complexe de Koszul
est bien défini.

(a) On a 'inclusion
Jop1 € RXENMHD=tv() g 1
Ainsi, Fj11 (A ® Jp41) est inclus dans A ® J,,.

(b) On suppose que n est supérieur a 1. On a I'inclusion

Ainsi, la restriction de F,, o Fj,11 & A ® Jy 41 s’annule.
2. Les différentielles du complexe de Koszul sont des morphismes de degré 0. En particulier,
le complexe de Koszul de A induit, pour tout entier m, un complexe (Ksm), 8) d’espaces

vectoriels gradués concentrés en degré m.

4.1.2.15. Proposition [12, Proposition 2.12]. Soit A une algébre homogeéne. Alors, A est
de type Koszul st et seulement st son complexe de Koszul est une résolution de K.
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4.1.2.16.

Remarques.

1. Soit A une algébre de type Koszul. Alors, le complexe de Koszul est une résolution
minimale de K (voir [I2], Section 2|). Ainsi, d’aprés [4.1.1.8) pour tout entier n, on a un
isomorphisme d’espaces vectoriels

Tor® (K, K) ~ J,,.

2. Il existe d’autres caractérisations de la Koszulité. Par exemple (voir [12, Proposition 2.14]
ou [43], Corollaire 4.1]) en termes d’algébre de Yoneda

Exta (K,K) = @) Exta” (K, K).
neN

Pour une définition des groupes Exta"™ voir [53], Section IV.7]. Le point de vue utilisant
lalgebre de Yoneda est celui utilisé par plusieurs auteurs [67), 32, [49] pour généraliser la
notion de Koszulité.

3. On rappelle d’aprés [76] que les algeébres Koszul apparaissent :

(a)

(b)

(d)

()
(f)

en géométrie algébrique ot des anneaux de coordonnées projectifs [57, [16], homo-
geénes [31), 55, [74] ou de courbes [88] [38] sont Koszul, ainsi que certains anneaux de
fonctions régulieres [58] ou de sections de fibrés en droite [73],

en topologie ot la catégorie des faisceaux pervers sur les espaces triangulés sont équi-
valentes a des catégories de modules sur une algébre Koszul [75], [89], ou la propriété
de rationalité K [, 1] est caractérisée par la Koszulité d’algébres de cohomologie [72]
ou encore ol des algébres d’holonomie associées a des arrangements hyperplans sont
Koszul [7§],

en théorie des représentations ou certaines sous-catégories de la catégorie ¢ sont
équivalentes & des catégories de modules de type fini sur des algébres Koszul [0,
10, 6], cela permettant de résoudre un cas particulier de la conjecture de Kazh-
dan—Lusztig [50], [45],

en combinatoire ol la série de Hilbert d’une algébre Koszul est reliée a celle de son
dual [44] 63, 13], cela permettant notamment de généraliser [52, [5I] le théoréme
maitre de MacMahon [69],

en physique o les algébres de Yang-Mills sont des algébres Koszul [39] [40],

en géométrie non commutative [I8], 19] 84].

4.2 Preuves de Koszulité par réécriture

4.2.1 Opérateurs de réduction et Koszulité

Dans cette section, on présente une preuve de Koszulité utilisant les présentations par
opérateur. On doit au préalable rappeler la proposition 3.14 de [12] qui donne une condition
suffisante de Koszulité en termes de treillis distributifs.
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4.2.1.1. Treillis distributifs. Un treillis (E, <, A, V) est dit distributif si, pour tout triplet
(e1,e9,e3) d’éléments de E, on a

er N (62 V 63) = (61 A 62) V (61 /\63) .
De fagon équivalente, cela signifie que, pour tout triplet (ej, eq, e3) d’éléments de E, on a

(61 /\62) V ez = (61 \/63) A (62 \/63) .

4.2.1.2. Distributivité et résolutions. Soit W un espace vectoriel. Soit .Z (W) le treillis
des sous-espaces de W : l'ordre sur .Z (W) est I'inclusion, la borne inférieure est I'intersection
et la borne supérieure est la somme. Soit .Z un sous-treillis de .2 (W) engendré par un nombre
fini d’éléments W7y, -+, Wg. On rappelle d’aprés [76] comment caractériser le fait que £ est
distributif en termes de suites exactes.

On note Jy le morphisme d’inclusion

k

k
Aw: 2 O w.
=1 =2

Pour tout entier j tel que 2 < j <k — 1, on note

k
ﬂi:j—H Wi

C;= p — .
(ﬂz’:j-{-l Wz) N (Zgzl WZ>
On note 0; la projection
k k
c W
ﬂ Wl ﬁ) CQ = kmz—3 ! .
La composée 0100y est en particulier égale au morphisme nul. Pour tout entier j € {2,--- , k—2},

on note 9; le morphisme naturel

9;
Cj — Cj+1.

On vérifie que pour tout entier j tel que 1 < j < k —3, 0j41 00; est le morphisme nul. On note
Ok—1 le morphisme naturel

Wk 8k 1 W

G Wi N (Zf:_f Wi) - YW

On vérifie que J;_1 © J;_2 est le morphisme nul. Enfin, on note 0;, la projection canonique
w O w
k=11, Nk :
>im1 Wi >im1 Wi

On vérifie que 0k o Jx_1 est le morphisme nul. On obtient donc un complexe C¢ d’espaces
vectoriels

k k
9 9; A A w N W
0— ﬂWzﬂ ﬂWzg ng-"J—;C]‘—J>-"L>20k_1L>1 1 —k> 2 — 0.
i=1 i=2 Zz:l ? i=1 "k
On rappelle d’aprés |76, Proposition 7.2] que .Z est distributif si et seulement si C¢ est une
suite exacte.
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4.2.1.3. Algébres distributives. Soit A une algébre homogéne de degré N. Pour tout entier
m, soit L™ le sous-treillis de & (A?m) engendré par les éléments de la forme

AP ® Ry © A,

ou ¢ et j vérifient ¢ + j + N = m. L’algébre A est dite distributive si, pour tout entier m, le
treillis .2, est distributif.

4.2.1.4. Remarque. Soit A une algébre homogéne de degré N et soit ((X, <) | R) une pré-
sentation homogéne de A. Pour tout entier m, soit f,fl(XK)'m le sous treillis de . (KX (m))

engendré par les éléments de la forme
KX® @ KR@ KXW,

ou i et j vérifient i + j + N = m. Alors, I'algébre A est distributive si et seulement si, pour
(X, Q)IR)

tout entier m, le treillis %, est distributif.
4.2.1.5. Distributivité et Koszulité. Soit A une algébre quadratique. Alors, pour tout

entier m, le complexe C A est une suite exacte si et seulement si le complexe Ksm),(?)
&.1.2.15

introduit dans la remarque [4.1.2.14] est une suite exacte. Grace a la proposition
déduit le théoréme de Backelin :

on en

4.2.1.6. Théoréme [7]. Une algébre quadratique est Koszul si et seulement si elle est distri-
butive.

4.2.1.7. L’extra-condition. Dans le cas homogéne non quadratique, si m n’est pas divisible

)

par N ou n’est pas congru & 1 modulo N, alors le complexe <K£m ,8) n’est pas de la forme

C 7 A En particulier, une algébre distributive non quadratique n’est pas nécessairement de

type Koszul (voir la remarque pour un contre exemple). Pour qu’une telle algébre soit
de type Koszul, il faut donc une condition supplémentaire (voir [12, Section 2| pour une étude
détaillée du lien entre distributivité et Koszulité).

Soit A une algebre homogeéne de degré N. On dit que A satisfait [’extra-condition si, pour
tout entier m tel que 2 < m < N — 1, on a l'inclusion suivante :

(A" @ Ra) N (Ra ® AY™) C AY™ '@ Ra ® A4,

4.2.1.8. Remarques.

1. Soit ((X, <) | R) une présentation homogene de A. Alors, A satisfait I'extra-condition si
et seulement si, pour tout entier m tel que 2 <m < N — 1, on a I'inclusion suivante :

(KX<m> ® KR) N (KR ® KX(m>> c KXV gKR®KX.

2. Lorsque N est égal a 2, I'extra-condition est vide de sorte que toutes les algébres quadra-
tiques la satisfont.
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4.2.1.9. Proposition [12, Proposition 3.4]. Soit A une algébre homogéne distributive.
Alors, A est de type Koszul si et seulement si elle satisfait I’extra-condition.

On va voir que si A admet une présentation par opérateur admettant de bonnes propriétés
(Voir, alors elle est distributive. Cela permet, grace a la proposition d’avoir une
condition suffisante de Koszulité en termes de présentation par opérateur. On doit au préalable
rappeler certains résultats de [11] concernant les propriétés de treillis d’opérateurs de réduction
relativement & un ensemble fini totalement ordonné.

4.2.1.10. Définition. Soit (G, <) un ensemble bien ordonné. Soit F' une famille d’opérateurs
de réduction relativement a (G, <). On dit que F est 2-confluente si toute paire (T4, T%) telle
que T et T, appartiennent a F' est confluente.

4.2.1.11. Proposition [11, Proposition 2.11]. Soit (G, <) un ensemble fini totalement
ordonné. Soit F une famille 2-confluente d’opérateurs de réduction relativement a (G, <). Alors,
le sous-treillis de RO (G, <) engendré par F est 2-confluent.

4.2.1.12. Remarque. Pour prouver la proposition Berger utilise un argument fai-
sant intervenir des dimensions d’espaces vectoriels. Cet argument fonctionne car G est un
ensemble fini.

Afin d’étudier les propriétés de distributivité de certains treillis d’opérateurs de réduction,
on a besoin du lemme suivant :

4.2.1.13. Lemme. Soient 11 et T> deux treillis. Soit ¢ : Ty — To un morphisme de treillis
strictement croissant. Alors, ¢ est injectif.

Démonstration. On suppose par I’absurde qu’il existe deux éléments distincts a et b de T tels
que ¢(a) et ¢(b) sont égaux. On note

c=¢(a)
= p(b).
En particulier, ¢ étant un morphisme de treillis, on a

p(aVd) =p(a)Vp(b)

(4.7)

Or, a et b étant différents, a V b est différent de a et de b. Le morphisme ¢ étant strictement
croissant, (a) et ¢(b) sont strictement inférieurs a ¢ (a V b), ce qui contredit (4.7). Ainsi, ¢ est
injectif.

O

4.2.1.14. Propriétés de treillis. Soit (G, <) un ensemble bien ordonné. Soit P = (11,73)
une paire d’opérateurs de réduction relativement a (G,<). On rappelle que lorsque P est
confluente, alors on a les égalités

Red (T1 A Tg) = Red (Tl) N Red (Tg) et Red (Tl V TQ) = Red (Tl) U Red (TQ) . (4.8)
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On suppose que G est fini et soit & (G) l'ensemble des parties de G. Soit F' une famille 2-
confluente d’opérateurs de réduction relativement a (G, <). Soit .7 le sous-treillis de RO (G, <)
engendré par F. D’aprés la proposition , T est 2-confluent. D’aprés les formules ,
la restriction de ’application

Red: RO (G, <) — Z(G),
T Red (T)

a 7 est donc un morphisme de treillis. On rappelle de plus d’aprés le lemme [2.1.1.18] du
chapitre 2] que
Ty <T5 — Red (Tl) C Red (Tg) .

Ainsi, Red est un morphisme de treillis croissant. Soit @ = 1 ou 2. On rappelle que ker (7;) a
pour base ’ensemble des g — T;(g) ot g € Nred (7;). En notant | E' | le cardinal d’un ensemble
fini £, on a donc

dim (ker (T;)) =| Nred (T;) |
G- |Red(T) |

Ainsi, si on a une inégalité stricte 77 < Tb, c’est-a-dire, si l'inclusion ker (72) C ker (77) est
stricte, alors I'inclusion Red (77) C Red (T%) est elle-méme stricte. Le morphisme Red est donc
strictement croissant de sorte qu’il est injectif d’aprés le lemme Le treillis des parties
de G étant distributif, on en déduit que 7 est distributif. On obtient donc :

4.2.1.15. Proposition [11, Théoréme 2.12]. Soit (G, <) un ensemble fini totalement or-
donné. Soit F une famille 2-confluente d’opérateurs de réduction relativement a (G, <). Alors,
le sous-treillis de RO (G, <) engendré par F est distributif.

On peut a présent étudier sous quelles hypothéses sur une présentation par opérateur une
algébre A est distributive.

4.2.1.16. Présentations par opérateur homogeénes. Soit A une algébre homogeéne de
degré N. Une présentation par opérateur ((X, <) |.S) de A est dite homogéne si le noyau de S
est inclus dans KX®) et si I'isomorphisme

KX*
I (ker(S))’
conserve la graduation. En notant R la base réduite de ker (5), la présentation ((X, <) | S) est
homogene si et seulement si (X, <) | R) est. Dans la suite de cette section, lorsqu’on considére

une présentation par opérateur homogene ((X, <) | S), on note également par S la restriction
de S a KXW,

~

4.2.1.17. Présentations confluentes aux bords. Soit A une algébre homogéne de degré N
et soit (X, <) | S) une présentation par opérateur homogene de A. La présentation ((X, <) | S)
est dite confluente aux bords si, pour tout entier m tel que 1 < m < N —1, la paire d’opérateurs
de réduction relativement a (X (N+m), <)

P = (Idg x(m) ® 8,8 @ Idg x(m))

est confluente.
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4.2.1.18. Remarque. On suppose que N est égal a 2 et soit R la base réduite de ker (S).
D’apreés le théoréme du chapitre |1} la présentation ((X, <) | S) est confluente aux bords
si et seulement si la présentation (X, <) | R) est convergente.

Dans le paragraphe [£.2.1.21] on a besoin du lemme [£:2.1.20] Pour énoncer ce lemme, on a

besoin de la définition suivante :

4.2.1.19. Anti-isomorphisme de treillis. Soient (77, <1,A1,V1) et (T3, <2, A2, Va2) deux
treillis. Un anti-isomorphisme de treillis est une application bijective

o Ty — Ty,
telle que, pour ¢, € Ty, on a

e(tnt) =) Vo) et o (tVit) =e(t) A p(t).

4.2.1.20. Lemme. Soient T et To deux treillis. Soit ¢ : Ty — T un anti-isomorphisme de
treillis. ST est distributif, alors T est distributif.

Démonstration. Soient a, b et c trois éléments de T5. L’application ¢ étant une bijection, il est
suffisant de montrer qu’on a I’égalité

e tanbVve)=p t((aAb)V(anc)). (4.9)
L’application ¢ étant un anti-isomorphisme de treillis, on a
e Han(dve) =9 @)V (¢ B) ApTHE)

De plus, le treillis 77 étant distributif, on a

= @) V(e ) AeTH@) V(¢TI ApTHe)
= Ha) vV (¢7H(b) ApTH(0)
Ainsi, la formule (4.9)) est satisfaite et donc Th est distributif. O

4.2.1.21. Présentations confluentes aux bords et distributivité. Soit A une algébre
homogene de degré N et soit ((X, <) | S) une présentation par opérateur confluente aux bords
de A telle que X est fini. Pour tout couple d’entiers (m,i) tel que m > N et 0 <i < m — N,
on pose

Sz(m) =Idgyo) ® S ® Idg x(m—i—n).

Il s’agit d’un opérateur de réduction relativement a (X (m), <).

Soit m un entier supérieur & N. Soit 7, le sous-treillis de RO (X (m) <) engendré par
S(()m), e ,Sr(n"i)N. La présentation ((X, <) | S) étant confluente aux bords, on en déduit (voir [12,
Section 3|) que y, est 2-confluent et donc distributif d’aprés la proposition |4.2.1.150 De plus,
I’application

ker: RO (X<m>, <) L (KX(m)> ,
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est un anti-isomorphisme de treillis par définition de l'ordre sur RO (X (m), <). D’apres le

lemme le treillis
2, (X)) _ kor (77,)

est donc distributif. Ainsi, une algébre admettant une présentation confluente aux bords est
distributive. On obtient donc

4.2.1.22. Théoréme [12]. Soit A une algébre homogéne admettant une présentation ((X, <) | S)
confluente aux bords telle que X est fini. Alors, A est de type Koszul si et seulement si elle sa-
tisfait ’extra-condition.

4.2.1.23. Remarque. Soit A l'algébre présentée par (({z,y},<)|S), ou < est un ordre
monomial quelconque et S est I'endomorphisme de KX ®) défini sur la base X®) par

S(w) = {0, si w = xyx

w, sinon.

Les opérateurs (Idgxy ® S)o (S ® Idgx) et (S ® Idgx)o (Idgx ® S) envoient xyxx, ryxry, xryx
et yxyx sur 0 et fixe tous les autres mots de longueur 4. En particulier, ils sont égaux, de
sorte que (S ® Idgx,Idgx ® S) est confluente d’aprés le lemme du chapitre . De plus,
les opérateurs (S ® Idg y(2)) © (Idgy2 ® S) et (Idgy@ ®5) o (S ® Idg y(2)) envoient les mots
de la forme zyzw et wryr avec w € X sur 0 et fixent tous les autres mots de longueur
5. Ainsi, (S @ Idg y2), Idg y@ ® S) est également confluente. La présentation (X, <) |S) est
donc confluente aux bords, de sorte que A est distributive.
De plus, on a

(K(z) ® ker(S)) N (ker(S) ® KX(Z)) = Kzyxyx et
KX ® ker(S) ® KX = Kezxyzr @ Krzyxy @ Kyzxyrz ® Kyzyzry.

Ainsi, A ne satisfait pas ’extra-condition et donc A n’est pas de type Koszul.
On vérifie que le complexe de Koszul de A n’est pas une résolution de K : I’espace vectoriel
J3 est réduit & {0} et la différentielle

Oy A ®ker(S) — AKX,

est définie par
O (1A ® zyx) =Ty Q .

Ainsi, Ty ® zyx appartient au noyau de d». On a donc une inclusion stricte

im (03) G ker (d2).

4.2.2 La résolution d’Anick

Dans cette section, on présente une autre preuve de Koszulité en termes de réécriture.
Celle-ci est basée sur le fait que les présentations convergentes permettent de construire des
résolutions de modules.
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Dans toute cette section, on fixe une algébre A et une présentation convergente ((X, <) | R)
de A. On suppose sans perte de généralité que lc (f) est égal & 1 pour tout f € R. On rappelle

que le systéme de réécriture <KX * - associé a ((X, <) | R) est

Awilm (f) wo +g?>\w1 (Im(f) = flw2+ g,

ou
1. wy et wo appartiennent a X*,
2. X est un scalaire non nul,
3. f appartient a R,
4. g est un élément de KX* tel que wilm (f)wy n’appartient pas a son support.

En particulier, un mot est réductible si I'un de ses sous-mots appartient a lm (R) et est en
forme normale sinon.

4.2.2.1. Chaines d’Anick. On rappelle d’aprés [2] les notions de n-chaine et de queue d’'une
n-chaine. La seule —1-chaine est 1o qui est sa propre queue. Les O-chaines sont les éléments de
X qui sont également leurs propres queues. Une n-chaine est un mot wt tel que

1. w est une n — 1-chaine,
2. t est en forme normale,

3. en notant ¢’ la queue de w et en posant
tt=x1 -z,

alors t't est réductible d’une unique facon, et cette unique réduction s’applique sur un
sous-mot de la forme z; - - -z, avec j € {1,--- ,k —1}.

Dans ce cas, t est la queue de la n-chaine wt. Pour tout entier n, on note
C,, = {n — chaines},

I’ensemble des n-chaines.

4.2.2.2. Remarques.

1. On a
Cy=1Im(R).

2. La définition de n-chaine que donne Anick est plus générale. Cette définition dépend de
ce qu’Anick appelle des obstructions. Dans le cas ol on considére une algébre admettant
une présentation convergente ((X, <) | R), ces obstructions sont précisément les éléments

de Im (R) et la définition de n-chaine d’Anick coincide avec [4.2.2.1

3. Dans le cas ot A est une algébre homogéne de degré N et (X, <) | R) est une présentation
homogene convergente de A, alors la condition [3] de [£:2.2.1] signifie que pour tout entier ¢
tel que 1 < ¢ < k—N,lemot x; - - - ¢; 4§y n’est pas réductible mais que le mot xx_n41 - - - 2k
est réductible.
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4.2.2.3. Exemple. Soient
X={r1 <<z} et R={zjzx; —zjz;, 1 <i<j<r}.
On montre par récurrence sur n que
Chn=A{wi, - xiy, i1 < <in},

si n est inférieur ou égal a r et

si n est strictement supérieur a r.

4.2.2.4. La résolution d’Anick. On suppose que A est augmentée :
A == KlA @ A+,

et soit
e: A — K,

le morphisme d’augmentation. On rappelle d’aprés [2, Théoréme 1.4] qu’on a une résolution de
K, vu comme A-module & gauche, dans AMod

o2 AQKRC, -2 AQKC, -2 A9KC,; = AKX -2 AQKC_ ;= A -5 K — 0.
(4.10)

4.2.2.5. Remarque. Pour obtenir une telle résolution, Anick construit en méme temps les
différentielles et une homotopie contractante de , ce qui lui permet de prouver qu’il s’agit
effectivement d’une résolution. Pour construire cette homotopie contractante, il identifie (en
tant qu’espace vectoriel) I'algébre A au sous-espace vectoriel de KX™* engendré par les mots en
formes normales. Cela est possible car on fait 'hypothése que I'algébre A admet une présenta-
tion convergente, c’est-a-dire, qu’un tel isomorphisme existe d’aprés le lemme du diamant.

4.2.2.6. Résolution d’Anick et Koszulité. Soit A une algébre homogéne de degré N et
soit ((X, <) | R) une présentation homogéne convergente de A. Les modules libres apparaissant
dans la résolution d’Anick ont une graduation induite par la longueur des n-chaines. De plus,
par définition des différentielles de la résolution d’Anick, celles-ci conservent la graduation. En
particulier, la résolution d’Anick est une résolution de K par des A-modules a gauche gradués.
On montre de plus par récurrence que lorsque N est égal & 2, alors les n-chaines sont de
longueur n + 1. Ainsi, dans ce cas, la résolution d’Anick est sur la diagonale. On déduit donc

de la proposition [£.1.2.11] :

4.2.2.7. Théoréme [2]. Soit A une algébre admettant une présentation quadratique conver-
gente. Alors, A est de type Koszul.
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4.2.2.8. Présentations de Poincaré-Birkhoff-Witt. Le théoréme {4.2.2.7| est initialement
démontré par Priddy [77, Théoréme 5.3]. Soit ((X, <) | R) une présentation quadratique de A.

On pose
EW =X,

et pour tout entier n > 2,

EM — {z1- -z, ;€ X et 2241 ¢ lm (R) pour tout 1 <i<n—1}.

En posant
E=|JEM,
n>1
on dit que ((X, <) | R) est une présentation de Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW) de A si
#={e, ec E},

est une base de A[l] D’apres le lemme du diamant, 2 est une base de A si et seulement si
((X,<) | R) est une présentation convergente. La formulation de devient donc

4.2.2.9. Théoréme [77, Théoréme 5.3|. Une algébre admettant une présentation PBW est
Koszul.

4.2.2.10. Remarques.

1. La preuve que propose Priddy est basée sur le fait que lorsqu’une algébre admet une
présentation PBW)| la résolution cobar [I] induit une résolution de K, concentrée sur la
diagonale. De plus, cette construction fait intervenir la base duale de #. L’étude du lien
entre une algébre quadratique et son algébre duale est 'objet de la dualité de Koszul,
également introduite par Priddy et généralisée par Dotsenko et Vallette [43] pour les
algébres homogénes.

2. On rappelle le théoréme de Berger : une algébre homogéne de degré N admettant une pré-
sentation confluente aux bords est Koszul si et seulement si elle satisfait I’extra-condition.
Or, lorsque N est égal & 2, on a vu que la condition de confluence aux bords signifie que
((X,<) | R), ot R est la base réduite de ker (.5), est convergente et que l'extra-condition
est une condition vide. Ainsi, le théoréme de Berger dans le cas ot N est égal a 2 est la
formulation du théoréme de Priddy en termes d’opérateurs de réduction.

3. Il s’agit d’un fait général que la famille & introduite en|4.2.2.8| est une famille génératrice
(en tant qu’espace vectoriel) de A. Ainsi, le critére de Koszulité proposé par Priddy
concerne la liberté d'une telle famille. Seulement, étant donnée une algébre quadratique
quelconque, Z peut étre infinie de sorte qu’il n’y a a priori pas de méthode générale
permettant de tester si elle est libre. Cependant, d’aprés le lemme du diamant, la liberté
de cette famille équivaut & ce que tous les branchements critiques sont confluents. Or, si X
est fini, alors il en est de méme pour R (puisque ce dernier est inclus dans I’espace vectoriel
de dimension finie KX ) et donc il existe un nombre fini de branchements critiques. Le
critére de Priddy se raméne donc a étudier si un nombre fini de branchements critiques
sont confluents et est donc possible & tester en pratique.

1. Suivant la terminologie de Priddy, cela équivaut a dire que % est une base PBW de A. On préfére
cependant employer la terminologie de présentation PBW dans la mesure ou la propriété que 4 est une base
ne dépend pas seulement de A mais de la présentation choisie.
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4.2.2.11. Algébres homogénes et résolution d’Anick. Soit A une algébre homogéne de
degré N admettant une présentation homogéne convergente. Alors, la résolution d’Anick n’est
pas nécessairement concentrée sur la diagonale. En effet, dans 'exemple de la remarque [1.2.1.23]
il n’existe qu’une seule 2-chaine : zyxyz. Cette derniére est de longueur 5 et non /3(3) = 4.

Cependant, on va voir que sous ’hypothése du théoréme de Berger rappelé dans la re-
marque précédente, alors la résolution d’Anick est sur la diagonale. On a pour cela besoin de
la proposition suivante :

4.2.2.12. Proposition. Soit A une algébre homogéne de degré N satisfait [’extra-condition et
admettant une présentation par opérateur confluente aux bords (X, <) | S). Soit w =x1 -z
la source d’un branchement critique pour (X, <) | R), ot R est la base réduite de ker (S). Alors,
le mot Ty -+ Tm—1 est réductible pour ((X,<) | R).

Démonstration. La présentation (X, <) | R) est homogéne de degré N. En particulier, la lon-
gueur m de w est comprise entre N +1 et 2N —1. Sim = N + 1, il n’y a rien & prouver. On
suppose donc que m est supérieur a N + 2.
On pose
S1 =9 ®Idgxm-~) et So = Idgxm-n ®S.

La présentation ((X,<)|S) étant confluente aux bords, la paire d’opérateurs de réduction
(S1,.52) est confluente. Ainsi, d’aprés le lemme [2.2.1.9| du chapitre |2, on a

Id]KX(m) —S1VvSy;=L (IdKX(m> — SQ, Id]KX(m) — Sl)
= L (Idg x(m) — S1, Idg () — S2) -

De plus, w appartient a Nred (S7)NNred (S2) et donc & Nred (57 V S2) d’aprés le lemme|2.2.1.10
du chapitre 2] En particulier, on a

Im (w — 51 V Sa(w)) = w.
De plus, on a

m (IdKX(m) - SV 52) = ker (Sl V 52)
= ker (51) N ker (SQ) ,

c’est-a-dire
im (Idy o) — 51V S2) = KR@ KX M A RXM=N @ KR.

L’algébre A satisfaisant ’extra-condition, on en déduit 'inclusion
m (Idg yom) — S1V Sy) € KX N1 @ KR®KX.

Il existe donc wy,--- ,w; € XM N=1D # ... fieR a1, 1€ X et A, , N\ € K tels
que

w— 51V 52 Z Aiw; fix;.

Ainsi, Im (w — 51 V S2(w)) = w est égal & w;lm (f;) z; pour un certain 1 < ¢ <[. On en déduit
donc que zp,_N - - Ty—1 est égal & lm (f;) et donc que w est réductible pour (X, <) | R). O
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4.2.2.13. Présentations confluentes aux bords et résolution d’Anick. Soit A une
algébre homogéne de degré N satisfaisant ’extra-condition et admettant une présentation
confluente aux bords ((X,<) | S). Soit R la base réduite de ker (S). On montre par récur-
rence grace a la proposition que les n-chaines associées a la présentation (X, <) | R)
sont toutes de longueur ¢y (n + 1). En particulier, la résolution d’Anick associ¢e a ((X, <) | R)
est sur la diagonale. On en déduit donc une autre preuve du théoréme [12, Théoréme 3.11| de
Berger.
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Chapitre 5

Algébres de confluence et acyclicité du
complexe de Koszul

Dans ce chapitre, on utilise les opérateurs de réduction pour construire une homotopie
contractante du complexe de Koszul. On fixe un corps commutatif K, une algébre A homogéne
de degré N ainsi qu’une présentation par opérateur homogene ((X,<) | S) de A telle que X
est fini.

On commence par une section préliminaire [5.1] Dans la section on construit I’homo-
topie contractante en petit degré homologique. Dans la section on introduit pour tout
entier k I'algébre o7, présentée par

<81, so | Lg (81, 82) — Lk (s2,81)’ s% — 51, s% — 32>,

ou Ly (¢, s) désigne le produit - - - sts avec k facteurs. L’algébre @7, est 1'algébre de confluence de
degré k. On utilise des paires confluentes d’opérateurs de réduction relativement & un ensemble
fini pour construire des représentations de ces algébres. On prouve certaines relations satisfaites
par ces représentations. Ces relations sont utilisées dans la section [5.2.2] Dans la section
on utilise les opérateurs de réduction pour exprimer un nouveau complexe appelé le complexe
de Koszul normalisé. Ce complexe est tel qu’il suffit d’en construire une homotopie contractante
pour obtenir celle du complexe de Koszul.

Dans la section [5.2.1], on définit pour tout couple d’entiers (n,m) tel que m > £y (n) une
paire

Pn,m = (Tlmmv T2n7m) )

d’opérateurs de réduction relativement a (X (m) <), appelée la paire de réduction de bi-degré
(n,m) associée a ((X,<)|S). On montre dans le théoréme que si ((X,<)|95) est
confluente aux bords, alors ses paires de réduction sont confluentes. On insiste sur le fait que
ce théoréme nécessite que X est fini.

Dans la section[5.2.2] on suppose que (X, <) | S) est confluente aux bords. On utilise le fait
que ses paires de réduction sont confluentes pour construire pour tout couple d’entiers (n,m)
tel que m > ¢n(n), une représentation de 'algébre de confluence

phmm: (s1, s | Ly (51,82) = L, (52,51), 87 — 51, 83 — 52) — End (KX(m)) ;

m
si— T"
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ol ky,m est un entier dépendant de (n,m). On considére alors 1'élément particulier de cette
algébre

7 = (1 —s2) (s1 + s1s251 + - - - + Lait1 (s2,51)) ,
ou I'entier ¢ dépend de ky, ,,,. La forme de cet élément est motivée dans la section .

Dans la section on utilise les éléments pf»m (71) pour construire une famille d’appli-
cations K-linéaires

1. hp: A — AKX,

2. h1 : AKX — A ®kerS,

3. ho :A®@kerS — A ® J3,

4. hp : A® J, — A ® Jp41 pour n supérieur a 3,
ou les J,, sont les espaces vectoriels définis dans le paragraphe [£.1.2.13] du chapitre [ :

In(n)—N
o= [ KX @kerSgKXWm=N=0)
i=0
La famille (h,),, est appelée la borne gauche de ((X, <) | S). Dans la proposition on
montre que cette famille est une homotopie contractante du complexe de Koszul de A si et
seulement si certaines identités, appelées relations de réduction, sont vérifiées.

Dans la section [5.2.3] on montre que si A satisfait l'extra-condition alors les relations
de réduction sont vérifiées. On en déduit le résultat principal de ce chapitre qu’est le théo-
réme [5.2.3.5] : si A satisfait 'extra-condition et admet une présentation confluente aux bords,
alors la borne gauche de cette présentation est une homotopie contractante du complexe de
Koszul de A. Dans le cas ou N est égal & 2, la borne gauche est I’homotopie contractante
construite par Berger dans [I1], Section 5].

Dans la section [5.3] on illustre la construction de la borne gauche sur trois exemples :
les algébres symétriques libres dans la section les algébres monomiales satisfaisant la
propriété de chevauchement dans la section et l'algébre enveloppante de ’algébre de Lie
d’Heisenberg dans la section [5.3.3]

On finit cette introduction en rappelant la construction du complexe de Koszul de A. On
rappelle d’aprés du chapitre [ que A est munie d’un idéal d’augmentation

Ay = @ Ay,
neN

et on note par € le morphisme d’augmentation. On considére I'application A-linéaire définie
par

Fpi: A9 KXUN0HD) s A @ KX (N ()
1o @ wr— Wy ® wy
ot w e XEvm+1) 4y e XUt =N () of vy € XEN() gont tels que w est égal & wiws. Le
complexe de Koszul de A est le complexe
NS T, D AS T — o P AR ker(S) 2 ARKX D A5 K0,

ou pour tout entier n, d, est la restriction de F}, a

1. A®KX sinest égal al,

2. A®ker(5) sin est égal a 2,

3. A ® J, sin est supérieur a 3.
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5.1 Préliminaires

On note F' la famille de réduction de ((X, <) | S). Pour tout entier n supérieur a N, soit
Fy = {ldgx» ® S@Idg i), i +j+N=n}.
La présentation ((X, <) | S) étant homogéne de degré N, on a une graduation
F=1]] Fu
n>N

de sorte que :
Obs” = T Obs™™,
n>N

et pour tout entier n, la restriction de AF a KX est égale a
1. Idg x(n) si n est strictement inférieur a IV,

2. AF, si n est supérieur ou égal & N.

5.1.1 L’homotopie contractante en petit degré

On suppose que A satisfait 'extra-condition et que la présentation ((X, <) | S) est confluente
aux bords. En particulier, on montre grace au lemme de Newman en termes d’opérateurs de
réduction (proposition du chapitre [2) que si ((X,<) | S) est confluente aux bords,
alors chaque F), est confluente. Chaque Obs’™ est donc vide ce qui implique que Obs® est vide,
c’est-a-dire, ((X, <) | S) est confluente. Ainsi (voir remarque du chapitre [3)),

{w, w est une forme normale pour ((X,<)|S)},

est une base de A. De plus, chaque élément f € KX* admet une unique forme normale, notée

f.
L’hypothése que X est fini n’est pas nécessaire dans cette section. On y construit des
applications K-linéaires

ho1:K—Aeth,:A®J, — A® Jyt1, pour 0 <n <2,
telles que
O1ho + h—_1e =1da et Opy1hp + hp—10n, = Idags,, pour 0 <n < 2.
Pour tout w € X*, on définit [w] € A ® KX de la fagon suivante :

0, si w est le mot vide
[w] =

w @z, ot w € X* et x € X sont tels que w = w'z.

L’application
[]: X' — A ®KX,

s’étend de facon unique en une application K-linéaire de KX* dans A ® KX. Pour tout mot
non vide w € X*\ {1} et pour tout a € A, I'action de a sur [w] est donnée par

a.fw] = [fu],
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ou f € KX* est tel que a = f.
En petit degré homologique, le complexe de Koszul de A est

A®<KX®ker(S)ﬂker(S)®KX) % A@ker(S) -2 AKX -2 A -5 K— 0,

ou
1. 01 est définie par
01 (1a ®v) =7,

pour tout v € KX,

2. Oy est définie par
92 (1a® f) =[f],

pour tout f € ker(.5),

3. O3 est définie par
05(1a®g)=> i® fi,
iel
ot les v; € KX et f; € ker(S) sont tels que
9=">_vifi.
i€l
Par définition, d5 (1o ® g) ne dépend pas de la décomposition de g dans KX ® ker(S)

choisie.

5.1.1.1. Les constructions de h_; et hg. On définit les applications h_; : K — A et
hg : A — A ® V par

h_1(1g) =1a et ho(a) = [ﬂ , ol f € KX* est tel que f = a.
On a en particulier hg (1o) =0 et h_1e(1a) = 1a, de sorte que
(61}10 + h_le’;‘) (1A) =14a.

De plus, si a appartient & A, pour un entier m supérieur a 1, on a ¢ (a) = 0 et d1ho (a) = a,
de sorte que
(alho + h_le)‘AJr = IdA+.

On a donc
Orhg + h_1e = IdA.

5.1.1.2. La construction de h;. En tant qu’espace vectoriel, A admet
{w, w € X* est une forme normale} ,

comme base. Ainsi, A ® KX a pour base I’ensemble des W ® x ot w € X™* est en forme normale
et x € X. Pour définir
hi: AKX — A® ker(S),
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il est donc suffisant de définir hq (W ® x) pour toute forme normale w € X* et pour tout z € X.
De plus, hy (W ® x) doit satisfaire la relation

Ohh (W@z) =Wz — hod (WS x)

=W ®x — hy (WT). (5.1)

On définit h; (W ® x) par récurrence sur wz. Si wx est une forme normale, on pose

hi (W®x) = 0.
On a
ho (W) = [wz]
= [wa]
=W,

de sorte que la relation (5.1)) est vérifiée.

Par hypothése de récurrence, on suppose que hy (W ® :U’) est défini et satisfait pour
toute forme normale w’ € X* et tout 2’ € X tels que w'z’ < wx. Comme w est une forme
normale mais que wz n’est ne 'est pas, celui-ci est réductible par la droite, c’est-a-dire, il existe
w1 € X* et wy € Nred (9) tels que wzx est égal & wyws. Soit

f = w2 — S(wg).

On pose
h (W) =w1 & f+h ([wiS(w2)]).

On a

Oahq (@@ J}) = [wlf] + O9h1 ([wls(wz)})
= [wiws] — [w1S(w2)] + O2hy ([w1S(w2)]) .

Par hypothése de récurrence, on a
Ol ([wiS(w2)]) = [w1S(w2)] — [wiws] ,
de sorte que

Oahy (W ® x) = [wws] — [’Lm]
=wRx — [wx]

=W ®x — ho (WT) .

Ainsi, la relation (j5.1]) est vérifiée.

5.1.1.3. Remarque. On considére les morphismes K-linéaires

T1:A®KX—>KX(N), W Q@ T — Wi @ Walk,
TP A KXW — A @ KX, W7 © wox — Wiws @ z,
Ty : AKX — AQKXWY) wiwg ® & — w1 @ wor.
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La construction inductive de hy implique que hy (W ® z) est égal a
(T -T)) (W) + (1L —Ty) (T1Ty (@) + (T1 — Ty) ((Tng)2 (W® a:)) +oee

ou (Ty — 1) ((TllT%)Zk (w® x)) s’annule pour k suffisamment grand.

Pour définir hs, on a besoin du lemme suivant :

5.1.1.4. Lemme. Soient w1 € X*, wo € XY et 21,29 € X tels que :
1. wiz1 et z1wo sont des formes normales,
2. woxo n’est pas une forme normale.

Alors, wiziws est une forme normale.

Démonstration. Par I’absurde, on suppose que wix1ws n’est pas une forme normale. Par hypo-
thése, wyx1 et 1wy sont des formes normales. Ainsi, il existe un diviseur & droite u de wy et un
diviseur & gauche v de wq tels que uxiv est de longueur N est n’est pas une forme normale. En
particulier, uxrjwsoxs est la source d’'un branchement critique. D’aprés la proposition [4.2.2.12
du chapitre [d] le mot zqwo est réductible, ce qui est une contradiction. Ainsi, le lemme
est vrai. O

5.1.1.5. La construction de hy,. Comme pour h1, il est suffisant de définir ho sur une base
de A ® ker(S). Une telle base est I'ensemble

{we (v - Sw')), we X* est une forme normale et w’ € Nred (5)} .

De plus, étant donnés une forme normale w et un mot non S-réduit w’, la définition de
ha (W ® (w' — S(w'))) doit satisfaire la relation

&Bhy (W (v —SW)) =we (v —SW')) —hd (ve (v - Sw))). (5.2)
Soient z1,x9 € X et wy,wy € X* tels que
w = wix et w = wWoT2.

On définit he (W ® (w' — S(w’))) par récurrence sur z1ws. Si z1w9 est une forme normale, alors
on pose

hy (W ® (w' — S(w'))) = 0.

En posant

f=w -5,
on a :

h102 (W @ f) = h1 ([wf])
=M ([ww’]) —h ([wS(w’)])
= hy (W®$2) — hy ([wS(w’)]) .

124



D’apres le lemme [5.1.1.4] wws est une forme normale. Ainsi, par contruction de hq, on a
hi (Wwz @ 22) =W ® f+ hy ([wS(w')]) .

On en déduit que hi102 (W ® f) est égal a W ® f et donc la relation (5.2) est vraie.
Par hypothése de récurrence, on suppose que hg (u ® g) est défini et (5.2) est vraie pour
tout

1. u € X* en forme normale,
2. g=w"—S(w") avec w” € Nred (S5),

(N=1) gont tels que

tels que yv < zywa oty € X et v € X
1. u=1u'y avec v/ € X*,
2. W' =wvz avec z € X.
Soient
S1 =S ®Idgx et Sy =Idgx ® S.
La présentation ((X, <) |S) étant confluente aux bords, la paire P = (S1,.52) est confluente.
D’aprés ce qu’'on a vu dans le lemme du chapitre 2| on a
Idg xy(viny — 51V Se =L (Idg vy — So, Idg vy — S1)
=L (Idg y(v+1) — S1, Idg vy — S2) .
Soit A la valeur de ce morphisme. Il s’agit d’un projecteur, de sorte que
im (A) = ker (Idg y(v+1) — A)
= ker (571 V S2)
= ker (S1) N ker (S2)
— Js.

D’aprés du chapitre
k-1
A(zw') = <IdKX(N+1> + > (=1 (Li (S1, S2) + Li (S2, 1)) + (=1)* Ly (S2, 51)) (z1w),
i=1

ou k est le plus petit entier tel que Ly (S2,S51) (x1w') et Ly (S1,S2) (x1w') sont des formes
normales. On a donc

k-1
Afzyw') = (Idg xoven — S2) (z1w') + (Idg xoven — S2) (Z(—l)i 9i (51, S2)> (z10),

i=1
o g; (S1,52) est le produit S o Sy 0S;--- avec i facteurs. En particulier, il existe des mots
ug, -+ ,u; € Nred (S), y1, -,y € X et A1,---, A, des scalaires non nuls tels que y;u; < zqws

pour tout 1 <7 <[ et

l
A (aclw’) =x1f+ Z AiVi (uz — S(uz)) .
i=1
On pose alors

l
ho (W ® f) =1 ® A (w1w') =Y Ao (077 ® fi) .
=1

On montre dans la section que la relation (|5.2) est vérifiée.
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5.1.1.6. Remarque. On considére les applications K-linéaires

To: AKX 5 KXW 517 @ we — W1 @ 2w,
TP A KXNT) 5 A @KXW, w1 @ zwy — 01T ® wo,
T22:A®KX(N) —>A®KX(N+1), WIT @ wy — Wy ® xwe — A (zwe) .

La construction inductive de he implique que hy (W ® f) est égal a
_ _ 2,
(o= T3) @e f)+ (T - T3) (BTF @ f) + (- T3) (1) @ )+ .

ou (Th — T3) ((T21T22)2k (w® f)) s’annule pour k suffisamment grand.

5.1.2 Algébres de confluence

On fixe un ensemble fini totalement ordonné (G, <).

5.1.2.1. Définition. Soit k un entier supérieur a 1. L’algébre de confluence de degré k est
I’algébre présentée par

<S]_, 52 | 812 — Siy Lk (81752) _LK (52751)) Z: 17 2>7

et est notée 7.
On considére les éléments suivants de <7, :

o =Ly (s1,52),

= Ly (s2,51),
=15 Li(s2,51),
iel
Yo =(1=51)) Li(s1,52),
iel

A=1—(0+7+2),

ou I est ’ensemble des entiers impairs compris entre 1 et k£ — 1. On vérifie qu’on a les relations
suivantes :
Yi8; = i, pour i =1 ou 2, (5.3a)

$ivi = s; — o, pour i = 1 ou 2. (5.3b)
5.1.2.2. P-représentations des algébres de confluence. Soit P = (71,73) une paire
confluente d’opérateurs de réduction relativement a (G, <). D’aprés le lemme [2.2.1.3 du cha-

pitre 2] on a
L(Ty,Th) =L (Th,T3). (5.4)

De plus, on rappelle que pour tout g € G, on note ny le plus petit entier tel que Ly, (T2,71) (9)
et Ly, (T1,T2) (g) sont des P-formes normales. Comme G est fini, 'ensemble des n, admet un
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plus grand élément k, de sorte que L (T, T7) et L (71, T%) sont égaux a Ly (T, T1) et Ly (T3, T3),
respectivement. D’aprés (5.4)), on a donc

Ly (T2, T1) = Ly, (11, T3) -
On considére alors le morphisme d’algébres

o' 1 o, — End (KG),
si—T;

appelé la P-représentation de o7,. D’aprés le lemme [2.2.1.3] du chapitre[2] on a
o' (0) =Ty ATy, (5.5)

De plus, on vérifie que

k—1
A=1+ Z(—l)i (Lz‘ (81, 82) +L; (82, 81)) + (—1)kLk (82, 81) ,

=14+ Z(—l)i (Li (31, SQ) + L; (82, 81)) + (—l)kLk (81, 82) ,

de sorte que, d’aprés le lemme [2.2.1.9| et la relation (2.2.1.4) de[2.2.1.5| du chapitre[2] on a

P (1=N =T\ VT (5.6)

5.1.2.3. Les bornes gauche et droite. Soit P = (T1,75) une paire confluente d’opérateurs
de réduction relativement a (G, <). Par définition de A et d’aprés|5.1.2.2) on a :

TiVTy, =T /\Tg—l-(pp (")/1) —|—LpP (’}/2) (57)

Les morphismes ¢ (1) et ©F (72) sont appelés borne gauche et borne droite de P, respective-
ment.

5.1.2.4. Lemme. Soit P = (1T1,T3) une paire confluente d’opérateurs de réduction relative-
ment o (G,<). Soit W un sous-espace de KG inclus dans ker(T;) pour i = 1 ou 2. Alors, on
a:

o (i) = (T2 V 1) -

Démonstration. Par définition, o et ; se factorisent & droite par s;. Ainsi, les restrictions de
©P (0) =Ty ATy et o (7;) & W s’annulent. Le lemme [5.1.2.4] est donc une conséquence de la

relation ([5.7)). O
5.1.3 Le complexe de Koszul normalisé

5.1.3.1. Formes normales et complexe de Koszul. On rappelle d’aprés le paragraphe(3.1.1.6
du chapitre [3] que

¢+ im (AF) = KRed (AF) — A,
w —

gl
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est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Soit ¢ la réciproque de 1. Pour tout entier n, le
morphisme

on=0®Id N AR, —im (AF) @ Jp,

a® fr— ¢(a)® f

Kx (N (n

est un isomorphisme. En appliquant cet isomorphisme au complexe de Koszul de A, on obtient
le complexe d’espaces vectoriels (K, 0")

6n«i»l

o} te4
I m (AF)®@ T, - im (AF)®@Jpot — - 2 im (AF)OKX 2 im (AF) - K — 0,

ot 0/, est égal & ¢y, 1 00y 0 P, L.
5.1.3.2. Définition. Le complexe (K}, d’) est le compleze de Koszul normalisé de A.

5.1.3.3. Lemme. Pour tout n > 1, le morphisme 9., est la restriction 4 im (AF) ® J,, de

P rKx™ — KX,

m>£n(n)

défini par
Pr|kx(m) = /\Fm—ZN(n—l) ® Ide(ZN(nfl))a

pour tout m > €y (n).

Démonstration. On rappelle que 9, : A ® J, — A ® J,_1 est la restriction &4 A ® J, de
I’application A-linéaire définie par

Fp: A9 KX _y A @ KxUn(n=1)
1a ® wr— Wy ® wy

ol w; € X Un(n)—Ln(n=1)) of wy € X Un(n=1)) sont tels que w = wywsy. Or, AQKXENM) admet
pour base

{W@w, w' € Red (AF) et w € X((ZN("))} ,
et pour tout élément de cette base, F;, étant A-linéaire, on a
F, (v ®@w) = ww @ws.
Le noyau de AF étant égal a I'idéal engendré par ker(S), on a
E, (W ® w) = AF(w'wy) @ ws.
Le morphisme &/, est donc la restriction a im (AF) ® J,, du morphisme

p KX @KxvM) = B KX™ — KX,

m>ﬁ1\] )
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défini pour tout w’ € X* et pour tout w = wiwy € XM avec w; € XEnM—In(n—1)) ¢
w9 - X(ZN("'_I))’ par

o(w'w) = AF(w'w )ws

= A-meZN(nfl) (wlwl)U)Q
= (AFm—ZN(n—l) &® IdKX(fN(n—l))) (w”w) ,

ot m est la longueur de w'w. Ceci prouve le lemme [5.1.3.3

5.2 La borne gauche d’une présentation
On note I 'idéal engendré par le noyau de S :
I =1 (ker(S)).

Il s’agit d'un espace vectoriel gradué dont les composantes homogénes I, sont égales a 0 si m
est strictement inférieur & IV et

m—N
Im= > KX @ker(S) ® KX N1,
=0

si m est supérieur a N.
De plus, pour tout entier m, on note

ker 1: & (KX<m>> RO (X<m>, <) :

Iapplication qui & un sous-espace de KX (™) associe 'unique opérateur de réduction dont le
noyau est ce sous-espace.
Enfin, pour tout entier m et pour tout entier i tel que 0 <7 <m — N, on pose

ST = Tdg v ® S ® Tdg imn—i)-

Il s’agit d’un opérateur de réduction relativement & (X (m), <) dont le noyau est égal a
ker (s§m)) = KX ® ker(S) @ KX MmN,

La présentation ((X, <) | S) étant confluente aux bords, les opérateurs Si(m) sont deux a deux
confluents. Or, X étant fini, chaque X (™ est fini, de sorte que d’aprés [11l Proposition 2.11]

(voir propositiondu chapitre le treillis que les Si(m) engendrent est 2-confluent, c’est-
a-dire, les éléments de ce treillis sont deux a deux confluents. On rappelle enfin d’apres [11]
Théoréme 2.12] (voir proposition du chapitre 4)) que ce treillis étant 2-confluent, il est
distributif, c’est-a-dire, pour tout triplet (77,7%,7T3) d’éléments de ce treillis, on a

(Tl /\TQ) VI3 = (Tl \/TQ) A (T2 \/Tg) .
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5.2.1 Paires de réduction associées a une présentation

Pour tout couple d’entiers (n,m) tel que m > ¢x(n), on considére la paire d’opérateurs de
réduction relativement a (X (m), <)

P = (I, T7)
définie par

T = ker™ (L) @ KXV D),
Id]KX(m)’ sim < EN(TL + 1)

M
2 ker™! (KX(m_KN("H)) ® Jn+1> , sinon.

5.2.1.1. Définition. La paire P, ,, et est appelée la paire de réduction de bi-degré (n,m)
associée a (X, <) | S).

5.2.1.2. Lemme. Soientn et m deux entiers tels quen > 1 et {n(n) < m < {y(n+1). Alors,
on a

m—_In(n—1)< N -1,
et

n—1,m

Démonstration. On montre d’abord d’abord que m — £ (n — 1) est inférieur a N — 1. Si m est
un multiple de N : m = kN, 'hypothése {n(n) < m < £x(n+ 1) implique que n est égal a 2k,
et donc f(n —1) est égal a (k — 1)N + 1. Ainsi, m — {x(n — 1) est égal & N — 1. Si m n’est
pas un multiple de N : m = kN +r ou 1 <r < N — 1, I'hypothése x(n) < m < In(n+ 1)
implique que £x(n) est égal & 2k + 1. Ainsi, m — lx(n —1) = m — kN est plus petit que N — 1.

On montre & présent que 17 LM ast égal a Idg - (m). La premiére partie du lemme implique
que I, gy (n—1) est réduit a {0}. Ainsi, on a

ker (Tf_l’m> =dm—tn(n—1) ® KX(ZN(nil))
= {0},

Cest-a-dire, T 1™ est égal & Idg ym)-

5.2.1.3. Lemme. Soient n et m deuzx entiers.

1. Sim > {n(n+2), alors on a

7" =5 /\"‘/\Sm—eN(nH)‘

2. Sin>1etm>{Un(n+1), alors on a
m)

n,m __ (m) (
T2 - Sm—ZN(n—l—l) VeV SmfN'
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Démonstration. Par définition de A, on a

m—_L N (n+2)
ker (S(()m) JARERWA S;T@EN(HH)) = Z ker <S§m))
i=0
m—_Ln(n+2) ' ‘
= > KX @ker(S) g KXV
i=0
m—~Ln(n+2)
— Z KX® @ ker(S) @ KX (m—tn(m)=N=) | o K x(n(n)
i=0
m—Ln(n)—N
- > KX @ker(S) @ KXM=INm=N=0) | g K x (v ()
i=0
= Intr(n) ® KX En(n))
= ker (T7"™).
Par définition de V, on a
(m) (m) "N (m)
ker (S0, iy Vo VSO ) = () ker (5)
i=m—_Lln(n+1)
m—N . '
= (1 KX9@ker(S) @ KX N
i=m—_Lln(n+1)

ZN(TL+1)7N
— KX(m—ZN(TH—l)) ® ﬂ KX(Z) ® ker(S) ® KX(Z]\](YL-FI)-N-Z)
=0
_ R g

= ker (T5"™).
L’application ker ! étant une bijection, on obtient les deux relations voulues.

O

5.2.1.4. Théoréme. Soit A une algébre homogéne admettant une présentation confluente
auz bords (X, <) | S) telle que X est fini. Les paires de réduction de cette présentation sont
confluentes.

Démonstration. Soient n et m deux entiers tels que m > £x(n). On doit montrer que la paire
de réduction de bi-degré (n,m) associée a ((X, <) | S) est confluente. Pour cela, on considére
quatre cas.

Cas 1. On suppose que n = 0. La paire
Pop = (Idk, Idk),
est confluente. Pour tout entier m supérieur a 1, on a

ker (TQ"”) — KX
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c’est-a-dire, T20 "™ est I’application nulle. En particulier, les opérateurs T10 et T, 20 ™ commutent,
c’est-a-dire, ils vérifient la relation

0,m 0,m o 0,m 0,m
TV o1y =T, " o1,

Ainsi, Py, est confluente d’aprés le lemme [2.2.1.3] du chapitre [2] pour tout entier m supérieur
a 1 et donc pour tout entier m.

Cas 2. On suppose que n > 1 et In(n) <m < {fy(n+1). On a
Pn,m = (T{%m7 IdKX(m)) .

Ainsi, les opérateurs 77" et T,""" commutent, de sorte que les paires P, ,, telles que n > 1 et
In(n) <m < {y(n+ 1) sont confluentes.

Cas 3. On suppose que n > 1 et {y(n+1) <m < {n(n+2). D’apres le lemme|[5.2.1.2) on a
Pn,m = (Id]KX(m) ) T;,m) .

En particulier, les opérateurs 71" et T,""" commutent. Ainsi, les paires P, ,, telles que n > 1
et Iy(n+1) <m < {n(n+ 2) sont confluentes.

Cas 4. On suppose que n > 1 et m > {y(n + 2). D’aprés le lemme [5.2.1.3] 77" et T5""™

appartiennent au treillis engendré par les SZ.(m), pour 0 < i < m— N. Celui-ci étant 2-confluent,

les paires P, , telles que n > 1 et m > ¢ (n + 2) sont confluentes.
O

5.2.2 Construction

Dans cette section, on suppose que ((X,<) | S) est confluente aux bords. En particulier,
ses paires de réduction P, ,, sont confluentes. On rappelle que pour tout entier m, on note

Fm:{s§m>, Ogigm—N},

et

F= 1] Fn,

m>N
la famille de réduction de (X, <) | S).
5.2.2.1. Lemme. Soit (n,m) un couple d’entiers tel que m > {n(n). Alors, on a

Tln,m = /\Fm—ﬁN(n) & Id]KX(ZN(”))‘
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Démonstration. On a

m—_Ln(n)—N
— (m) In(n
ker (AFmrym) @1 covon ) = [ D ker (80 | @ Rx )
1=0
m—Ln(n)—N ' '
= ST KXD @ker (§) @ KXV | @ KX ()
1=0

=Ln_y(n) ® KX n(n))
= ker (T}""™).

L’application ker~! étant une bijection, le lemme [5.2.2.1] est prouvé.

5.2.2.2. Notation. Soit n un entier. On pose
W, P KX — KX
m>£n(n)

I’application K-linéaire définie par
Pn m
h/n|]KX(m) =@ " (),

ot @Fmm (1) est la borne gauche de Bim.

5.2.2.3. Lemme. L’image de h], est incluse dans im (AF) & Jpi1.
Démonstration. Soit m un entier supérieur a £y (n). Soit ky ., tel que
Lkn,m (T;’m’ T{Lm) = Lkn,m (T{L’m’ T;’m) N

On rappelle que dans I'algebre de confluence de degré ky, ,,,, on a

1 =(1—s2) ) Li(s2,51),

iel

ot I est I'ensemble des entiers impairs compris entre 1 et k;, ,, — 1.
Si m est strictement inférieure a £x(n + 1), alors T, est égal a Idg y(m). En particulier,
la restriction de h], a
In(n+1)—1

b xrxmm, (5.8)

m=£{y(n)
est le morphisme nul. L’image par k!, de (5.8)) est donc incluse dans im (AF) ® Jy41.
On suppose a présent que m est supérieur a £x(n + 1). On pose
H =Tdgyom + > Li (T3, T7™)

iel’
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ou I’ est Pensemble des entiers pairs compris entre 2 et ky, ,, — 2. On a donc

L’image de
T{%m = /\Fm—fjv(n) ® Id]KX(ZN(n))’
est I’espace vectoriel engendré par les éléments de la forme wyws, ott w1 € Red (/\Fm_gN(n)) et
we € XUn(M) De plus, en notant
G =ker ' (Joy1),
on a

Tanm = IdKX(m7£N<n+l>) X G,

ce qui implique
(IdKX(m) - T;”m) = IdKX(m_ZN(TH'I)) X (IdKX([N(TH_l)) — G) .

Ainsi, I'image de @™ (1) est incluse dans l’espace vectoriel engendré par les éléments de
la forme wf ou w € Red (/\Fm_gN(n_;'_l)) et f € Jupy1, cest-a-dire, elle est incluse dans
im (/\meZN(nJrl)) ® Jpt1- O

5.2.2.4. Définition. Pour tout entier n, on pose
hp =1 0hnobn i AR Jy — A® Jny,

ou
bn: A® J, —im (AF) ® Jp,

est I'isomorphisme K-linéaire défini en|5.1.3.1] La famille (h,,),, est la borne gauche de (X, <) | S).

5.2.2.5. Relations de réduction. Pour tout couple d’entiers (n,m) tel que m > ¢y(n), on
pose
KT(Lm) =im (/\Fm—KN(n)) ® Jp.

En particulier, on a
m(AF)®J,= @ KM

m>£n(n)
On dit que ((X, <) | S) satisfait les relations de réduction si, pour tout couple d’entiers (n,m)
tel que m > fn(n), on a l'égalité suivante :

(Fpm)  T™ AT by b

\KS™ |
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5.2.2.6. Proposition. Soit A une algébre homogéne admettant une présentation confluente
auz bords (X, <) | S) telle que X est fini. La borne gauche de ((X,<) | S) est une homotopie
contractante du complexe de Koszul de A si et seulement si ((X,<) | S) satisfait les relations
de réduction.

Démonstration. La borne gauche de ((X, <) | S) est une homotopie contractante du complexe
de Koszul de A si et seulement si la famille

(R, : im (AF) ® Jp — im (AF) ® Jnq1)

n )

définie en [5.2.2.2] est une homotopie contractante du complexe de Koszul normalisé de A.
D’aprés le lemme [5.1.3.3] la restriction de

T{L_Lm = /\me[N(nfl) &® IdKX(gN(nfl)),

a Kflm) est égale a la restriction de 9], a K,,(lm). Ainsi, la famille (h],), est une homotopie
contractante de (K,d’) si et seulement si, pour tout couple d’entiers (n,m) tel que n > 1 et
m > {n(n), la relation suivante est vraie :

D’aprés les relations m (voir page [126)) et (voir page [127)), on a :

Pn m P’n/ m p— ? Pn m
i (s1) @ () =T — @t (o)
=T =T AT
Ainsi, (h},),, est une homotopie contractante de (K, d") si et seulement si

(T7 = TP AT 4 Pt (1) @1 (51)) e = 1dgom.

K™

i (1) = im0 (AF () @ 1 (o))
= im (AFpy_ gy (n) @ KX N0,
de sorte que K™ est inclus dans im (T1"™). En particulier, la restriction de T"™ a K™ est

I'application identité. On en déduit que la borne gauche de ((X, <) |S) est une homotopie
contractante du complexe de Koszul de A si et seulement si la relation suivante est vraie

(et () @t (1)) egm = T AT .
D’apreés la relation (voir page |126)), on a

prntm () gt (s1) = pf=tom (7).

)

Par construction, K™ est inclus dans ker <T 4 71’m). Ainsi, d’aprés le lemme |5.1.2.4} on a

PPt () = TP~ v T,
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Ainsi, la borne gauche de ((X, <) | S) est une homotopie contractante du complexe de Koszul
de A si et seulement si

—1 —1
™ A T Tpbmy g hm

c’est-a-dire, si et seulement si ((X, <) | S) satisfait les relations de réduction.

Dans la preuve du théoréme [5.2.3.5, on a besoin du lemme suivant :

5.2.2.7. Lemme. Soient n et m deux entiers tels que n > 1 et m > fn(n+1). Les opérateurs
" et Tf_l’m \% Tg_l’m commutent.

Démonstration. La paire P, ,, é¢tant confluente, on déduit de la relation (voir page |127)) que

T1n71’m \% T;il’m est polynomial en Tlnfl’m et Tznfl’m. Ainsi, il est suffisant de montrer que

n,m n—1,m n—1m
T, commute avec T et T, .

Soit
G =ker ! (J,).
On a
n—1,m __

Ainsi,

Tlnvm = /\meZN(n) X IdKX(gN(n)),

7,1 s 2 N
commute avec T, avec une composée égale a
n,m n—1m __
Ty o Ty =Nty ® G
_gmn—1m 7,m
=T, oTy".
R L —1 . . . L. <
On monte & présent que 77" commute avec T]"" "". Si m est strictement inférieur a £y (n+2),
-5.2.1.2

alors, d’aprés le lemme Tln’m est égal a Idy y(m). En particulier, il commute avec Tlnfl’m.
On suppose que m est supérieur a £ (n + 2). D’apreés le lemme [5.2.1.3] on a

Tln,m — Sém) A---A 57(71@61\7(714-2)’

. (m) (m)
n—1m m m
TP = Sg A ASTY, ey

. . L. R —1 R . R . .
En particulier, T/ est supérieur a 77" ", c’est-a-dire, d’aprés la relation 1) du chapitre
on a
Tlnfl,m o Tln,m _ Tlnfl,m'

De plus, d’aprés le lemme du chapitre 2, on a
im (Tln_l’m) C im (77"™).
En particulier, 77" étant un projecteur, on a
™o = b,

-1 L s -1
de sorte que T"™ et T;' "™ commutent avec une composée égale a T|" """
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5.2.3 Extra-condition et relations de réduction

Dans cette section, on suppose que A satisfait l'extra-condition et que ((X,<)|S) est
confluente aux bords. On prouve que ((X, <) | S) satisfait les relations de réduction.

5.2.3.1. Lemme. Soient m,r et k des entiers tels que
1. m> N+ 2,
2. 2<k<N-1,
3.r+k<m-—N.

Alors, on a

1. Sy gm — gm)y, oy g(m)

r+k T r+k’
2. (S8 A ASELL) VST = 51, v ST

Démonstration. On montre le point [Il En notant V' = KX, ’extra-condition implique que
<V®r+k ® ker(S) ® V®mforfk> ﬂ(v®r ® ker(S) ® V®mfN7r) C V®r+k71®ker(s)®v®mfor7k+1'

En appliquant la bijection ker !, cela est équivalent & I'inégalité

S(m) =< S(

r+k—1 — Tm) v S'/('T—Ir—bl)c

On a donc

SO0V ST v st = s v s,

On obtient alors la premiére relation par récurrence sur k.

On montre le point On rappelle que le treillis engendré par S(()m), cee Sﬁnm_) y est distributif.
Ainsi, on a

(s n-o st ) vty = (s v ST A n (ST v ST

De plus, d’aprés le premier point, pour tout entier ¢ tel que 0 <i<n—2,on a

SYV ST =8IV v ST,

de sorte que

S v s < S 5,

Par définition de la borne inférieure, la relation [2] est vraie.
O

5.2.3.2. Lemme. Soient n et m deux entiers tels que n > 2 et Iy(n+1) < m < In(n+2).
On a

(m) (m) (m) _ g(m) (m)
<SO ARRERA Sm—ZN(n—i—l)) v Sm—ZN(n) - Sm—EN(n—‘rl) VeV Sm—KN(n)' (59)
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Démonstration. D’apreés le lemme[5.2.1.2] hypotheése £y (n+1) < m < £y(n+2) implique que
m — {n(n) est inférieur & N — 1.
Sim est égal a {y(n+1), on a

(m) (m) (m) _ glm) (m)
(Som A A Sm"ieN(nH)) v Sm”ieN(n) = smy Sm”igN(n),
« (m) (m) ) (m)
Sm—KN(n—l-l) VeV Sm—ZN(n) = SO ViV Sm—ZN(n)’

Ainsi, la relation ([5.9)) est une conséquence du lemme [5.2.3.1] point
On suppose que m n’est pas égal & £ (n + 1). En particulier, on a

In(n+1)<m<{tn(n+2). (5.10)

Si n était impair, on aurait £y (n +2) = £,(n + 1) + 1, de sorte que m ne pourrait pas vérifier

(5.10). Ainsi, n est pair, de sorte qu’on a

(m) (m) (m) _ ([ glm) (m) (m)
<SO Ao A SmieN(nH)) Vv SmffN(n) = (SO A-ee A SmfZN(n)fl) \% SmfZN(n)’
° (m) (m) (m) (m)
Sm—fN(n—‘rl) VeV Sm—ZN(n) - Sm—KN(n)—l v Sm—ZN(n)'
Sin est égal & 2 et m est égal & N + 1, alors on a
m m m N+1 N+1
(Sé PAcA Sﬁn—)fN(n)—l) v an—)KN(n) = é Sy sty
_ g(m) (m)
- Sm—ZN(n)—l v Sm—KN(n)'

Si le couple (n, m) est différent de (2, N+1), la relation (5.9) est une conséquence du lemme(5.2.3.1

point 2
O

5.2.3.3. Lemme. Soient n et m deuz entiers tels que n > 2 et m > {n(n+ 2). En posant

— g(m) (m)
Un,m - SmfﬁN(nJrZ)Jrl A A SmféN(nJrl)’

on a
n—1m n,m
U VT3 5™ = T30,

Démonstration. D’aprés le lemme [5.2.1.3) on a

T2n—1,m _ S(m) ) VeV anm,)]va et

m—Ln(n
Ty = S, ey VoV ST

La loi Vv étant associative, il suffit de prouver :

Upm VS = ™) Vv gt (5.11)

m—Ln(n) m—~{n(n+1) m—Ln(n)

Si n est impair, on a {y(n+2) = ¢x(n + 1) + 1. En particulier,

Unin V' St (n) = Sm—twns1) ¥ Sm—t(n)-
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De plus, ¢n(n+ 1) — fn(n) est égal & N — 1. Ainsi, la relation ((5.11]) est une conséquence du

lemme [5.2:3.1] point [I}

Si n est pair, on a {y(n+ 1) = fy(n) + 1. En particulier,

(m) _ (qgm) (m) (m)
Unim V Sy pnn) = (Sm—eN(n+2)+1 ARRERA Sm—eN(n)—l)) VS e ()
° (m) (m) (m) (m)
Sm—ZN(n+1) VeV Sm—éN(n) = Sm—ZN(n)—l v Sm—ZN(n)'

De plus, {y(n+2) — 1 — fy(n) est égal & N — 1. Ainsi, la relation (5.11]) est une conséquence

du lemme [5.2.3.7] point [2} O

5.2.3.4. Proposition. Soit A une algébre homogéne. On suppose que A admet une présen-
tation confluente auzx bords (X, <) | S). Alors, A satisfait l’extra-condition si et seulement si,
pour tout couple d’entiers (n,m) tel quen >1 et m > ly(n+1), on a

T A (T T ) = T AT
Démonstration. On pose
Lo = TP A (T v T,

et
Ry = T AT,

On suppose que Ly, et Ry, sont égaux. On doit montrer que, pour tout entier m tel que
2 < m < N — 1, l'inclusion suivante est vraie :

(KX @ ¥er(s)) N (ker(s) @ KX™) ¢ KX @ ker(s) @ KX.

En appliquant la bijection ker™?!, il faut montrer I'inégalité suivante :

SUNEm) < GINFm) ) G(N+m), (5.12)
D’apreés le lemme [5.2.1.2] on a
2,N+m

De plus, d’aprés le lemme [5.2.1.3] on a
T s

T21,N+m _ S'r(nN+m)

T22,N+m

_ S(N'HTL) v/ anN-l-m).

= Om-1
Par hypothese, Lo n4m et Ro Ny sont égaux, donc on a
(53N+’”) A A SWY ﬁm)) v SHm) — gINAmM) \/ g(N+m) (5.13)
Le treillis engendré par S(()N+m), ‘e ,S,(nN+m) étant distributif, équivaut a
(S(()N+m) v ST(nNer)) A A (S(N+m) Y S(N+m)) _ Sﬁnj\im) v S&Ner)'

m—1 m
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En particulier, on a

m—1

de sorte que

Sm]\i'*im) < S(()N-i-m) V S&Ner).

Ainsi, (5.12)) est vraie.

On suppose a présent que l'extra-condition est vraie. On doit montrer que, pour tout couple
d’entiers (n,m) tel que n > 1 et m > £y (n+1), Ly m et Ry, m sont égaux. Pour cela, on considére
trois cas.

Cas 1. On suppose que n = 1. On montre d’abord :
Ly =T (5.14)

Le noyau de ker (TQO’m> est égal a KX 1) @ J; = KX cest-a-dire,

0,
En particulier, Tl0 MY T20 ™ est égal & Tl0 ™ de sorte que
Ly =T AT

De plus, on a
ker (Tll’m) =In-1 KX,

et
ker (Tf’m> =1,.

Or, l'inclusion I, C I,,—1 ® KX implique que
o™ <1,

de sorte que la relation (5.14) est vraie.
On suppose que m = N. Le noyau de Tll’N est égal & Iy_1 ® KX = {0}, c’est-a-dire,

1,N

En particulier, on a

De plus, on a

Ainsi, Ly y et Ry n sont tous les deux égaux a S.
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On suppose que m > N + 1. D’aprés le lemme [5.2.1.3] on a
Tom = 5™ A A 8T
T =S5 A A ST
1 —*0 e —N-1»

T = Sy

Ainsi, Ly, et Ry, sont égaux a S(()m) ARRRWAN Sf:b_)N. La proposition |5.2.3.4] est donc vraie pour
n=1etm>N.

Cas 2. On suppose que n > 2 et {y(n+ 1) < m < {y(n + 2). D’aprés le lemme [5.2.1.2
m — {n(n) est plus petit que N — 1. Ainsi, le noyau de 77" est égal a {0}, c’est-a-dire, 7"
est égal & Idg y(m). On a donc

n—1m n—1m
Ly =T ™ v Ty~

et
R = 0™
D’aprés le lemme on a
n—1,m __ o(m) (m)
T =50 A NS (1)
—1,m m m
T2 - Sm—ZN(n—l-l) VeV SmfN‘
De plus, d’aprés le lemme [5.2.3.2] on a
(m) (m) (m) _ g(m) (m)
(SO ARERNA Sm—ZN(TH—l)) v Sm—ZN(n) - Sm—ZN(n—l—l) VeV Sm—EN(n)'

La loi V étant associative, on en déduit que la proposition est vraie pour tout couple
d’entiers (n,m) telquen>2etlny (n + 1) < m < Iy (n + 2).

Cas 3. On suppose que n > 2 et m > {y(n + 2). D’apreés le lemme [5.2.1.3] on a

Trbm = g A p g

m—Ln(n+1)’
= S(()m) ARRRRA Sr(n"i)ZN(n+2)'
Ainsi, en posant U, ,, = Sr(nm—)fN(n+2)+1 A A ST(IZ)ZN(”H), on a

-1
T " =17 A Upm.
Le treillis engendré par S(()m), e ,anm_)N étant distributif, on a
_17 _17 — ) _17 _17
Ty T = (1 TR A (U VT
En utilisant Vinégalite 77" < (T["™ v 5™), on obtient :
<Mm:7?mAG%mwwﬂm)

D’apres le lemme [5.2.3.3 Uy, 1 V T;_l’m est égal & T,""™. Ainsi, la proposition [5.2.3.4] est vraie
pour tout couple d’entiers (n,m) tel que n > 2 et m > fy(n + 2). O
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5.2.3.5. Théoréme. Soit A une algébre homogéne satisfaisant ’extra-condition et admettant
une présentation confluente aur bords ((X,<) | S) telle que X est fini. La borne gauche de
((X,<) | S) est une homotopie contractante du complexe de Koszul de A.

Démonstration. D’aprés la proposition [5.2.2.6] il est suffisant de montrer que pour tout couple
d’entiers (n,m) tel que n > 1 et m > ¢x(n), on a

(rpm)  TP™ AT VA F o

K™ |K(m™)

ou
Kﬁbm) = 1im (/\Fm—fN(n)) Q Jp.

On suppose que ¢x(n) < m < {y(n+ 1) et on montre que
T A TE™ = Tdy xom (5.15)

et
TP T ™ = Tdg e omy - (5.16)

L’hypothése ¢n(n) < m < ¢y(n + 1) implique que m — ¢x(n) est plus petit que N — 1. En
particulier, le noyau de T est égal a {0}, c’est-a-dire,

n7m —
Tl — IdKX(m) .

De plus, T5"™ est égal a Idy y(m) par définition. Ainsi, la relation (5.15) est vraie. De plus,
d’aprés le lemme [5.2.1.2) le morphisme Tffl’m est égal a Idgy(m), de sorte que 1' est
également vraie. Ainsi, 7y, avec £y (n) < m < fy(n + 1) est vraie.
On suppose que m > {y(n + 1). D’aprés le lemme [5.2.2.7, 71" et Tln_l’m v T;_l’m com-
mutent. D’apreés le lemme [2.2.1.3| du chapitre 2| on a donc
T A (T{“Lm v T;*Lm) = (T{Hvm v TQ"*“”) o TV, (5.17)
D’aprés le lemme [5.2.2.1] on a

im (T{Lmq) =1im (AFm—ZN(n)) X KX(ZN(”))’

et donc KT(Lm) est inclus dans im (77""™). L'opérateur T;"" étant un projecteur, sa restriction a
KT(Lm) est l'identité, de sorte que d’aprés 1) on a

7,1 n—1,m n—1,m o n—1,m n—1,m
() - ()
Enfin, A satisfaisant extra-condition, on a d’apres la proposition

T A (T T = T AT

Ainsi, la relation (ry, ) est vraie. O
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5.3 Exemples

Dans cette section, on illustre la construction de la borne gauche sur trois exemples : les
algébres symétriques libres dans la section les algébres monomiales satisfaisant la pro-
priété de chevauchement dans la section [5.3.2] et 1'algebre enveloppante de lalgébre de Lie
d’Heisenberg [4] dans la section [5.3.3]

On ne donne pas les constructions de h_1 et hg puisque celles-ci apparaissent dans la sec-
tion[5.1.1] De plus, pour chacun de ces exemples, ’algébre A considérée admet une présentation
par opérateur confluente aux bords et admet donc pour base I’ensemble des mots en formes
normales. Ainsi, pour définir les morphismes

B i A® Ty — A® Join,

il suffit de définir h, (W ® f) ol w est une mot en forme normale et f est un élément d’une
base fixée de J,. Enfin, dans chaque cas, la forme normale d’un élément f € KX* est notée f.

5.3.1 Les algébres symétriques libres

Dans cette section, on considére l'algébre symétrique A = Kz, -+, 4] sur d générateurs.
Cette algébre admet la présentation ((X,<)|S), ou X est égal a {1, -+, x4}, < est 'ordre
deg-lex induit par 1 < --- < x4 et S est 'endomorphisme de KX (2) défini par

T;jTi, S11 > ]

S(zizj) = {

T;Tj, SINOI.

5.3.1.1. Confluence aux bords et extra-condition. Soit w = z;x;x) € X®)Sik est
strictement plus petit que j et ¢ est strictement plus petit que k, on a

L3 (S X Idv7 Idv X S) (w) =13 (Idv (9 S, S® Idv) (U))
= LT jT;.
Dans les autres cas, Ly (S ® Idy,Idy ® 5) (w) et Ly (Idy ® S, S ® Idy) (w) sont égaux. En par-
ticulier, les deux opérateurs L3 (S ® Idy, Idy ® S) et Ls (Idy ® S, S ® Idy) sont égaux. Ainsi,

la paire (S ® Idgx, Idgx ® S) est confluente, de sorte que ((X, <) | S) est confluente aux bords.
De plus, N est égal 4 2 et donc I'extra-condition est satisfaite.

5.3.1.2. Formes normales. La forme normale d’un mot
w = xil . 'xim

est égale a

,L/l}:le‘.'xjn7
ou {jlv"' 7jn}:{$i17”' 7$in} et jl S SJTL
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5.3.1.3. Le complexe de Koszul de ’algébre symétrique. Le morphisme
01 AKX — A,

est défini par
01(1a ® ;) = 75,

pour tout 1 < i < d. Le morphisme
0y : A®ker(5) — A®KX,

est défini par
R(1a ® (zjz; — 2i75)) = Tj @ 1 — Tj @ T4,
pour tout 1 < ¢ < j < d. Si d est supérieur a 3, l'espace vectoriel J3 est engendré par les
éléments
Tiy<iz<is = Tig (TigTiy — Tiy Tig) — Tig (TiyTiy — Tiy Tiy) + Ty (TigTiy — TinTiy)

(wiaxlé - xi2$i3) Lip — (wi3xi1 - ‘Tilxi3) Tiy T (miQ‘Til - wi1xi2) Lig,

ou 1 <11 <9 < i3 <d. Le morphisme
03 : A®Js — A®ker(S9),
est défini par
03 (1A ® Ty <iy<iy) = Tig @ (TiyTiy — Tiy Tiy) — Tiy @ (Tig®iy — Tiy i) + Tiy @ (TigTiy — TipTig) -

On suppose que d est supérieur & 4 et soit n un entier tel que 3 < n < d — 1. Soit I,
I’ensemble des suites i1 < --- < iy, telles que 1 < i et ¢, < d. On suppose que r; est défini pour
tout [ € I,,. Pour tout [ =41 < -+ <ipy1 € Iny1 et pour tout 1 < j < n+ 1, soit I; I'élément
de I,, obtenu en supprimant 1’élément ¢; de la suite . On pose

n+1

r=>Y n(n+j)zir,,
=0

oun: N — {—1,1} est définie par n(k) = 1 si k est impair et (k) = —1, sinon. Pour tout
4 < n < d, 'espace vectoriel J,, est engendré par les éléments r; ou | € I,,. Le morphisme

On:ARJ, — AR J,_1,

est défini par

O (1a @1) = Z(_l)*n(nﬂﬂ‘)x—zj ® 1y,
j=1

De plus, pour tout entier n supérieur & d + 1, J,, est réduit a {0}.
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5.3.1.4. La construction de h;. Soit m un entier supérieur a 2. Soit P, = (Tll’m, T21m>

la paire de réduction de bi-degré (1,m) associée & (X, <) | S). Les morphismes T;"™ et Ty
sont définis par
1,m ~ N
7" (i) - x,,) = W, OU W= T4 - T4, , €t

Tl’m(m ceemy ) =@y @, W0, O0 W=y, T
2 21 tm) T 1 Im—2 % — Pim—1%lm*

Ces morphismes satisfont la relation
Ly (107, 1) =1 (T3, 1)
On considére donc la Pj ,, - représentation de 7 :

O1m: oy —> End (KX(m>> .

1
si— T,

©1,m (1) = p1,m ((1 — s2)(s1 + s15251))

_ mlm 1,m 1,m
= TP™ — T o TH™,

Explicitement, soit w = w'z;, un mot en forme normale. Alors, 1, (71) (wz;,) est égal a
W' (Tiy@i, — 4,4 s1dg <41 et @1, (1) (W) est égal & 0 sinon. Ainsi, I'application

hi : AR KX — A ®ker (S5),
est définie par

— . ’ . .
w @ (xiyxiy — Tiy Tiy), Sl w = w'xy, avec ig < i1

hi (W@ z4) = {

0, sinon.

5.3.1.5. La construction de hy. Soit m un entier supérieur a 3. Soit P, = (Tf’m, T22m>

la. paire de réduction de bi-degré (2,m) associée & (X, <) | S). Les morphismes T2™ et Ty"™
sont définis par

1,m o~ N _
70" () - x,,) = Wi, TG, OUW = T4, -+ T4, o, €t

im ) T, (Tim—a<im 1 <im ) » St im—2 < im—1 < im
2 (le.-.me)i

0, sinon.

Ces morphismes satisfont la relation
Ly (127, 73™) = 1 (T3, T2
On considére donc la Ps ,, - représentation de 7 :
Ya,m: @y — End (KX(m)> )
5; — TiQ,m
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2.m (11) = p2,m ((1 — s2)(s1 + s15251))
=TP" — Ty o TP,

Soit wai,zi, € X ot w = w'z;, est en forme normale. Alors, Qo m (V1) (wai,2;,) est égal &
W'Ti <ig<iy S1i2 < i1 et Yo, (71) (Wxiywi,) est égal & 0 sinon. Ainsi, I'application

he : A ®@ker (S) — A ® Js,
est définie par

W R (1, <in<i siw = w'z;, avec i] < iy <1
he (W ® (xi,xi — iy Tiy)) —{ (rin<iaccia) ° ! ? ’

0, sinon.

5.3.1.6. La construction de h,. Plus généralement, soit w = w'z;,,, un mot en forme
normale. L’application
hn  A®J, — A® Jpt1,

est définie par

w' R . .
W QT <<y pys SIW =W T, avec 11 < -+ < lpgl

hn (@@ 'I"i1<.‘.<in) = {

0, sinon.

5.3.1.7. Remarque. La borne gauche de ((X, <) | S) est 'homotopie contractante construite
dans la preuve de [65, Proposition 3.4.8|.

5.3.2 Algébres monomiales satisfaisant la propriété de chevauchement

On considére I'exemple provenant de |12, Proposition 3.§].

5.3.2.1. Algébres monomiales. Soit N un entier. Une algébre monomiale de degré N est
une algébre admettant une présentation (X | R) out R est un ensemble de mots de longueur N.

Dans toute cette section, on fixe une algébre monomiale A ainsi qu’une présentation (X | R)
de A telle que R est inclus dans X(N). On suppose de plus que (X | R) satisfait la propriété de
chevauchement. Celle-ci s’énonce de la fagon suivante :

5.3.2.2. La propriété de chevauchement. On dit que (X | R) satisfait la propriété de
chevauchement si, pour tout entier n tel que N+2 < n < 2N —1 et pour tout mot w = x;, - - - x;,
tel que x;, -+~ x5 et z;,_ ., -7, appartiennent & R, alors tout sous-mot de longueur N de

w appartient également & R.

n

5.3.2.3. Remarque. La propriété de chevauchement est équivalente a I’extra-condition. Cette
derniére étant un invariant de l’algébre, on en déduit que toutes les autres présentations
(X"| R) de A telles que R’ est inclus dans X'(V) satisfont également la propriété de che-
vauchement.
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5.3.2.4. Présentation par opérateur. Soit < un ordre monomial quelconque. Alors, A
admet la présentation (X, <) | S) ot S est 'endomorphisme de KX @) défini par

0, siweR
S(w)—{ siw

w, sinon.

5.3.2.5. Confluence aux bords et extra-condition. Pour tout entier m compris entre
1 et N —1, les opérateurs S ® Idgym) et Idgyxm) ® S commutent, de sorte que la paire
(S @ Idg x(m), Idg x(m) ® S) est confluente. Ainsi, la présentation ((X,<)|S) est confluente
aux bords. De plus, la propriété de chevauchement étant équivalente a ’extra-condition, A
satisfait I’extra-condition.

5.3.2.6. Le complexe de Koszul d’une algébre monomiale. Soit n un entier supérieur a
2. L’espace vectoriel J,, est engendré par les mots w de longueur ¢y (n) tels que tout sous-mot
de longueur N de w appartient & R. Le morphisme

an:A®Jn—>A®Jn—l7

est défini par

On (1A ® Ty - '%N(n)) = Tis Tigymy—ty -1 © Tieym—eym-n+1 T Tieg ()

5.3.2.7. L’homotopie contractante. Soient n et m deux entiers tels que m > £, (n). Soit
Pom = (17", T5"™) la paire de réduction de bi-degré (n,m) associée a ((X,<)|S). Les
opérateurs 77" et T, sont définis par

0, si un sous-mot de longueur N de z;, - - - x; , appartient a R

" (i - wi,,) = { i

w, sinon,

et

0, si xim—ZN(n+1)+1 Ty, € Jnga

w, sinon.

T3 (wiy - i) = {

Ces opérateurs commutent. On considére donc la P, ,,-représentation de @ :

Onm:  — End (KX(m)> .

S; —— Tin,m
On a
Pnm (1) = Pnm ((1 — s2)51)
=T/ =Ty o T™.
Soit w = =z, ---x;, un élément de X (M) Si w est tel que aucun sous-mot de longueur N de
Tiy - Tip o) n’appartient a R et si Tiy o msypr " Lim appartient & Jy, 41, alors ¢y, m (71) (w)

est égal & w. Dans les autres cas, ¢nm (71) (w) est égal a 0. Ainsi, application

hn:A®Jn—>A®Jn+17
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est définie par

7/ . e . 1 . e e .
h 7 . X _ we xlTnfﬁN(n+1)+1 Ly S1 mZm—ZN(n+1)+1 Zi,, € Jn+1
n (W ® xzm—EN(n)+l e wlm -

0, sinon,

ol W= Xy, - est en forme normale et w’ = x;, -+ - x

m—Ly(n) Im—0p (n41)°

5.3.3 L’algébre enveloppante de I’algébre de Lie d’Heisenberg

5.3.3.1. Présentation par opérateur. L’algébre enveloppante de I'algébre de Lie d’Heisen-
berg est l'algébre A présentée par (X, <) |S) ou X = {z < y} et S est 'endomorphisme de
KX®) défini par

2xyr — x2y, Sl w = yxx
S(w) = { 2yzy — zyy, si w=yyz

w, sinomn.

5.3.3.2. Confluence aux bords et extra-condition. On vérifie que
Lo (S ® Idgx, Idgkx ® S) (yyzxx) = Ly (Idgx ® S, S ® Idkx) (yyzz)
= yryr — 2xyry + TITYY.
De plus, pour tout w € X® différent de yyzz, on a
Lo (S ® Idgx, Idgx ® S) (w) = Lo (Idgx ® S, S ® Idgx) (w) .

Ainsi, on a

Lo (S ® Idgx, Idgx ® S) =1Ly (IdKX ®S5,5® Ide) ,

de sorte que (S ® Idgx, Idgx) est confluente.
sont égaux, de sorte que

Ly (S @ Idye2, Idye: ® S) = Lo (Idye: @ S, S ® Idye2) .

Ainsi, (S ® Idg v @), Idg y2) @ S) est confluente et donc la présentation (X, <) | S) est confluente
aux bords.

Enfin, KX® ® ker(S) Nker(S) ® KX® est réduit a {0}, de sorte que A satisfait I'extra-
condition.

5.3.3.3. Le complexe de Koszul. Le morphisme
31 AKX — A,

est défini par
Nh(la®x)=Tet 01 (la®yY)=7.
En posant

f1 =yzrx — 2zyx + xxy et fo = yyx — 2yxy + xyy,
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le morphisme

Oy : A ®@ker(S) — AKX,
est défini par
R(Ia®fi)=7ZTRr-2TYRr+T Ry, et
H(la® fo) =7y @z - 2T RY+TYR Y.
L’espace vectoriel J3 = (KX ® ker(S)) N (ker(S) ® KX) est 'espace vectoriel engendré par
v=yfi+xf
= fox + f1y.

Le morphisme
03: AR J3 — A®ker(5),

est défini par
3(1a®0v) =7® fL +T® fo.

Pour tout entier n tel que n > 4, I'espace vectoriel J,, est réduit & {0}.

5.3.3.4. La construction de hy. Soit m un entier supérieur a 3. Soit P ,, = (Tll’m,T;’m>

la paire de réduction de bi-degré (1,m) associée & ((X,<) | S). Les morphismes T,"™ et Ty"™
sont définis par
1,m ~ N
0" (xiy - x,,) = W, OU W= T4 - T4, ,, €t

Tl,m _ ~ N _
2 ($i1 T xlm) - xil e ':U'im—?)w? ou w = xinL—QIEim—IJ"im'
Ces morphismes commutent. On considére donc la P ,,-représentation de o :
p , 1Y
@Lm:@@-—»End(Kxﬂmv.

1
si— T,

P1m (1) = @1m (1 — s2)51)
=T — Ty o T

Soit w un mot en forme normale de longueur m — 1. Le mot wy ne se factorise pas a droite
par yzz ou yyz. Ainsi, @1, (1) (wy) est égal a 0. En particulier, on a

hl (w®y) :O7

pour toute forme normale w € X*. Si w ne se factorise pas a droite par yz ot yy, ©1,m (71) (wz)
est égal & 0. Si w peut s’écrire w'yz (respectivement w'yy), alors @1, (1) (wz) est égal a
w' (2zyx — xxy) (respectivement w' (2yzy — xyy)). Ainsi, on a :
w @ (2zyr — xxy), siw = w'yx
h(W@z)=q w e (2yzy —2yy), siw=w'yy

0, sinon.
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5.3.3.5. La construction de hy. Soit m un entier supérieur a 4. Soit P, = (Tf’m,Tg’m>

la paire de réduction de bi-degré (2,m) associée a (X, <) | S). Le morphisme T est défini
pour tout tout w € X(™ par
2m —~
7" (w) = wiws,

olw, € X et wy € X® sont tels que w = wyws. L’opérateur T22’m est égal a Idg y(m-4 @ U ot
U est égal a ker ! (J3). Le noyau de U est I'espace vectoriel engendré par v. Ainsi, U(Im (v))
est égal & Im (v) — v, et pour tout w € X® \ {lm (v)}, U(w) est égal & w. Ainsi, T22’m est défini
sur la base X (™) par

T2’m(w) _ w' 2yzyx — yrry — ryyr + 2ryry — xwyy), siw = w'yyrs
2 w, sinon.

. 2 2 s , .
Les morphismes T} et T, ™ commutent. On considére donc la P, ,,-représentation de % :

Yo,m: @/ — End (KX(m)> )

2
sl>—>TZm

P2,m (71) = p2m ((1 — s2)s1)
=TP" T3 o TP,

Soit w un mot en forme normale de longueur m — 1. Le mot yyzx ne figure pas dans la
décomposition de w fa. Ainsi, @2, (71) (wf2) est égal & 0. En particulier, on a

h2 (w®f2) :07

pour tout mot en forme normale w. Si w ne se factorise pas a droite par y, le mot yyz ne figure
pas dans la décomposition de wfi. Ainsi, @2, (wf1) est égal a 0. Si w peut s’écrire w = w'y,
alors wam (1) (wf1) est égal & w' (yyzx — U(yyzx)). On a donc

_ _ ,
w v, siw=wy

0, sinon,

he (W® f1) = {

v=yfi+xfo
= fax + f1y.

5.3.3.6. Remarque. L’algébre enveloppante de ’algébre de Lie d’Heisenberg est un cas par-
ticulier d’algébre de Yang-Mills. Dans [64], les auteurs montrent en utilisant le critére de Berger
que toutes les algébres de Yang-Mills sont de type Koszul. Cependant, ils n’exhibent pas d’ho-
motopie contractante du complexe de Koszul.
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Annexe A

Implémentation et exemples

A.1 Implémentation des opérateurs de réduction

A.1.1 Préliminaires

Soient (G, <) un ensemble fini totalement ordonné et K un corps commutatif. Dans la
section on donne l'implémentation d’application

ker ! : Z (KG) — RO (G, <),

qui & un sous-espace de KG associe I'opérateur de réduction relativement a (G, <) dont le noyau
est ce sous-espace. On en déduit les implémentations des bornes supérieure et inférieure et du
F-complément.

On rappelle d’apreés le théoréme[2.1.1.12]du chapitre[2] que tout sous-espace V' de KG admet
une unique base réduite . On rappelle que cette base est notée

B = (eg)

ge@Go

ot, pour tout g € G, Ig (eg) est égal & g. On rappelle enfin que ker~! (V) est défini sur la base
G de KG de la fagon suivante :

g—e,sigeé
T(g)z{ R
g9, sig ¢ G.

Dans ce qui suit, les calculs ne sont pas effectués sur des sous-espaces de KG mais sur des
listes de vecteurs. Le sous-espace sous-jacent & une telle liste L est celui engendré par L. Notre
implémentation de ker™! fonctionne de la facon suivante : on se donne une liste de vecteurs
L, on exprime la base réduite # de ’espace vectoriel engendré par L puis on définit gréace
a A lopérateur de réduction dont le noyau est ce sous-espace. On utilise pour cela plusieurs
méthodes intermédiaires qui sont écrites dans la section Ces méthodes sont programmées
avec le logiciel SageMathﬂ dans la langage Python.

1. http ://www.sagemath.org
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A.1.2 Code

A.1.2.1. Méthodes préliminaires. On commence par introduire différentes méthodes pré-
liminaires qui seront utilisées dans la suite.

def f(u,v,a)

return v-ax*xu

def nonNul (v)

def

def

def

def

V=VectorSpace (QQ,len(v))
return v'!=V.zero ()

lg(v): # retourne 1lg(v)

k=0

for i in [0..len(v)-1]:
if v[i]!'=0: k=i+1

return k

ordre(u,v):
if 1g(u)>1g(v): return int(-1)
elif lg(u)==1g(v): return int (0)
else: return int (1)
vecteurDominant (L): # retourne v de L tel que 1lg(v) est maximal
v=L[0]
for i in [1..len(L)-1]:
if 1g(L[il)>1g(L[i-11): v=L[i]
return v
dimensionEspaceEngendre (L):

A=matrix (L)
V=A.image ()
return dim (V)

A.1.2.2. Méthode pivot. La méthode suivante prend en entrée une liste de vecteurs L et
un vecteur v. Elle remplace chaque élément v' de L par un vecteur v/ — v ot le scalaire \ est
choisi de sorte que le coefficient de lg (v) dans v" — Av est nul. On supprime ensuite tous les
éléments nuls de la liste ainsi obtenue.

def

pivot (L,v):

k,G=1g(v),[]

for i in [0..len(L)-1]:
G=G+[f(v,L[1i],L[i][k-11/v[k-11)]

return filter (nonZero ,G)+[v]

A.1.2.3. Méthode baseOrdonnee. Soit L une liste de vecteurs. On souhaite construire une
liste de vecteurs L’ satisfaisant les conditions suivantes :

1. L’ engendre le méme sous-espace que L,
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2. les générateurs dominants des éléments de L' sont deux a deux distincts,

3. étant donnés deux éléments distincts v et v’ de L', le générateur dominant de v ne figure
pas dans la décomposition de v’.

On considére pour cela une méthode préliminaire prenant en entrée une liste de vecteurs L
et utilisant comme pivot un vecteur de cette liste dont le générateur dominant est maximal.
Cette méthode retourne la liste ainsi obtenue en ordonnant ses éléments en fonction de leurs
générateurs dominants. La liste L’ retournée satisfait donc les conditions suivantes

1. L' et L engendrent le méme sous-espace,

2. L' ne contient aucun élément non nul,

3. pour tout entier 4, le i-éme élément de L’ a un générateur dominant inférieur a celui du
1+ 1-éme,

4. il existe un seul élément de L’ de générateur dominant maximal.

def baseOrdonneeEtapel (L):
G=pivot (L,vecteurDominant (L))
G.sort (cmp=ordre)
return G

def baseOrdonnee(L):
n,G=dimensionEspaceEngendre (L) ,listeOrdonneeEtapel (L)
for i in [1..n-1]:
G=pivot (G,G[i])
G.sort (cmp=ordre)
return G

A.1.2.4. Méthode baseReduiteCroissante. La liste de vecteurs retournée par la méthode
du paragraphe précédent n’est pas encore une base réduite. Il faut en effet diviser les vecteurs
de cette liste par leurs générateurs dominants. C’est ce que réalise la méthode suivante :

def baseReduiteCroissante(L):

G=baselOrdonnee (L)

n=1len (G)

H=[]

for i in [0..n-1]:
v,k=G[i],1g(G[i])
H=H+[1/v[k-1]%*v]

return H

A.1.2.5. Méthode baseReduiteDecroissante. La méthode précédente retourne une base
réduite. Les éléments de cette base sont écrits dans I’ordre croissant en fonction de leurs géné-
rateurs dominants. La méthode suivante retourne la base réduite écrite dans ’ordre inverse :

def baseReduiteDecroissante (L):
if L==[]: return L
else: G=baseReduiteCroissante(L); G.reverse(); return G
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A.1.2.6. Méthode operateur. La méthode suivante prend en entrée une liste des vecteurs

et retourne 'opérateur de réduction dont le noyau est engendré par cette liste de vecteurs.

def operateur(G):
L=baseReduiteDecroissante (G)
n=len (L [0])
V=VectorSpace (QQ,n)
v=V.zero ()
G=(1g(L[0])-1)*[v]I+[L[0]]
k=len (L)
for i in [1..k-1]:
G=G+(1lg(L[i])-1g(L[i-1])-1)*[vI+[L[i]]
G=G+(n-1g(L[k-11))*[v]
return identity_matrix(QQ,n)-matrix(G).transpose ()

A.1.2.7. Méthodes borneInf et borneSup. Les deux méthodes suivantes calculent les

bornes inférieure et supérieure de deux opérateurs de réduction.

def borneInf(T_1,T_2):
V_1,V_2=kernel (T_1.transpose()) ,kernel(T_2.transpose())
G_1,G_2=basis(V_1),basis(V_2)
L_1,L_2=baseReduiteDecroissante(G_1),baseReduiteDecroissante (G_2)
G=L_1+L_2
L=baseReduiteDecroissante (G)
return operateur (L)

def borneSup(T_1,T_2):
V_1,V_2=kernel (T_1.transpose()) ,kernel(T_2.transpose())
V=V_1.intersection(V_2)
G=basis (V)
L=baseReduiteDecroissante (G)
return operateur (L)

A.1.2.8. Méthode complement. Par définition du F' complément, on a besoin d’une mé-

thode prenant en entrée un opérateur de réduction 7" et renvoyant ker KRed (7).

def tilde(T):
n,L=T.nrows (), []
for i in [0..n-1]7:
j,k=i,n-i-1
if T[i,i]l==1: L=L+[vector (j*[0]J+[1]+k*[0])]
return operateur (L)

def complement (L):
n,C,T=1len(L),L[0],tilde(L[0])
for i in [1..n-1]: C=bormnelInf(C,L[i])
for j in [1..n-1]: T=borneSup(T,tilde(L[j1))
return borneSup(C,T)
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A.2 Exemple

Dans cette section, on calcul les F-compléments successifs qui interviennent dans|[3.2.2.8/du

chapitre [3]
On a
FO:{T17T2}7
ou
1 0 1 1 0 0
Ti=10 1 0 et To=10 1 1
0 0 0 0 0 0
On obtient
CFo = complement ([T}, T»])
1 10
=0 0 O
0 0 1
On a

Ty = ker ™ * (K{ymyz — 1’22’}) , Ty =ker? (K{yxyz — ym2})
F =
Ty = ker* (K{ywywy — xgy}) , Tg = ker ! (K{ymy:z:y — yx?’})

On considére 'ordre deg-lex induit par z < y < z. On a ainsi
2 2 3 3
7z <yx® <2’y <y’ < yryz < yryry.

Les matrices de T3, T}, T5 et Ty relativement a {3322 <yx? < 23y < yx® < yryz < ymyxy} sont

Ts

OO OO OO OO0 OO

SO OO Hr O OO oo H+HOoO
S OO OO OO o OO
OO R OO OO, O OO
O R OO OO OO OO o
O OO R OO = OOOoO OO
SO DODDODO - OO0 O
SO OO RO OO O oo
OO O R OO OO ok OO
OO OO0 OO, OOoOOo
O R OO OO OO oo H+HOoO
OO R OO0 = OOO OO

On obtient
CF = complement ([T3, Ty, Ts, Tg))

110000
000000
oo 1100
“loooo0o0o0
000010
000001
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(T7 = ker ™! (K{yx?’ — xzzx}) , Ty = ker ™! (K{yaz3 — $2y}) )
T9 = ker ! (K{yxya:3 — ya:4y}) , Tho = ker ! (K{yxy332 — y:v?’z})
= ker™ (K{ymymg — x5}) , Thg = ker ! (K{ymym2 — a:4})
T13 = ker™! (K{xzzw — :B3y}) , Ty =ker™! (K{ngz — xgyz})
Ti5 = ker ! (K{x?’yz - :U4}) , Thg = ker ! (K{y:ﬂ4y — :U?’ya:y})

Ti7 = ker ! (K{x3y:cy — x5})

Ve

On a
at < 2y < 2?ar < yad < 20 < PPyz < yadz < yryr? < Byzyr < yaly <yzyzd. (A1)

On exprime les matrices de 17, - - - , T17 dans la base ({A.1]). On obtient alors que le F-complément
est la matrice identité de taille 11.
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