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Résumé

Les terres agricoles ont été durablement contaminées a la fois par les pesticides mis
a la disposition des agriculteurs pour lutter contre les charancons et autres insectes
nuisibles, et par les engrais azotées pour augmenter la productivité chez les plantes.
Des recherches récentes concernent des cultures alternatives écologiques utilisant
les plantes de service qui fournissent les nutriments aux plantes principales. Ce
travail de these s’inscrit dans cette perspective, d’un point de vue modélisation.
Pour répondre a ce probleme, 'accent est mis sur la résolution de problemes de
controle du phénomene d’absorption de nutriments, par les racines dans la rhi-
zosphere (partie proche de la racine), en considérant les deux cas de sols, un sol
sain et un sol pollué. Ces phénomenes d’absorption sont modélisés par des systemes
d’advection-diffusion de type Nye-Tinker-Barber (NTB). La concentration de nu-
triments absorbée, solution du probleme, est une fonction du temps et de I'espace.
On étudie l'existence de solution du systeme NTB dans les deux cas ou la fonction
d’absorption de nutriments a la frontiere (surface de la racine) appelée fonction de
Michealis-Menten est linéaire et non linéaire, en utilisant ’analyse fonctionnelle.
On étudie ensuite les problemes de controle optimal en considérant les deux cas
linéaire et non linéaire, d’une part dans un sol non pollué, et d’autre part, dans
un sol pollué. Pour le premier cas, on utilise les techniques classiques de recherche
d’un controle pour les systemes distribués. Tandis que, pour le second cas, on fait
appel aux notions de controle sans regret et de controle a moindres regrets de J.-L.
Lions. Les controles obtenus pour chacun des différents problemes sont caractérisés

par un systeme d’optimalité.

Mots clés :

Absorption des nutriments du sol, sols pollués, systeme Nye-Tinker-Barber, probleme
d’advection-diffusion linéaire et non linéaire, existence, unicité, point fixe, controle
optimal, controle sans regret, controle a moindres regrets, systeme d’optimalité

singulier.



Mathematical analysis and
optimal control for
advection-diffusion equations :
Application to nutrient transfer

for plants in agroecology.



Abstract

Agriculture soils were highly contaminated for a long time by pesticides which were
widely used by producers to fight against weevils. Soils where also contaminated
by the use of fertilizers to increase the plant development. An ecological alternative
using service plants is encouraged following recent research. The aim of this work
is to give a mathematical and a modelling point of view as we study the mecha-
nisms of nutrient transfert to plants using the mathematical analysis and optimal
control theories. The two cases of polluted and non-polluted soils are considered.
The nutrient transfert and uptake processes are modeled by an advection-diffusion
system derived from the Nye-Tinker-Barber (NTB) model. The absorbed nutrient
concentration represented by the Michaelis-Mention function at the root surface
of the principal plant, depends on time and space. We study the existence of a
solution for the linear and nonlinear NTB systems, then we characterize the opti-
mal control which corresponds to the added nutrients from the service plant. For
the pollution case, we use the concept of low-regret and no-regret control of J.-L.

Lions.

Keywords :
Absorption of nutrients, polluted soils, Nye-Tinker-Barber (NTB) system, advection-
diffusion, existence, uniqueness, fixed point, optimal control, low-regret control,

no-regret control, optimality system.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 La nutrition végétale

L’agriculture, aujourd’hui, doit faire face a de nouveaux enjeux : changement cli-
matique, croissance de la population, pollution des sols et des eaux. Ces défis
auxquels elle est confrontée imposent un changement de modeéle pour atteindre de
la viabilité et de la durabilité tout en protégeant la biodiversité.

En effet le systeme de cultures actuel, a forts rendements, lancé apres guerre, tres
consommateur de pesticide reste le modele dominant. Cependant, les pesticides
utilisés sont a la fois persistants dans les sols et transférés dans les eaux de surface.
La pérennité du secteur agricole passe par I'élaboration d’une agriculture alter-
native plus soucieuse de ’environnement et moins dépendante du pétrole; mais
intégrant les énergies renouvelables dans ces processus de productions.

Ainsi, il est essentiel de poursuivre les recherches sur la nutrition végétale en te-
nant compte de la pollution déja présente dans le sol afin de trouver des modeles
répondant aux problemes agroécologiques actuels.

L’étude de la nutrition végétale a spécifié les besoins des plantes pour leur crois-
sance et leur développement. Elles ont besoin de de carbone (C') issu du dioxyde
de carbone (C'O3) obtenu par photosyntese, d’eau et de sels minéraux puisés dans

le sol et absorbés sous forme d’ions par le systeme racinaire.

15



16 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Ces éléments nutritifs sont produits dans le sol naturellement. Ils peuvent aussi
étre apportés par I’homme sous forme de fertilisants chimiques. L’absorption des
nutriments est un processus complexe et sensible a de nombreux facteurs, liés a la
nature de la plante et au milieu environnemental. Il s’effectue essentiellement au
niveau des racines via les poils absorbants. Les sels minéraux essentiels aux plantes

sont divisés en deux catégories représentés dans le tableau ci-dessous (Tableau 1.1).

Macro-nutriments

Micro-nutriments

Azote
Potassium
Soufre
Phosphore
Magnésium

Calcium

Fer
Manganese
Cuivre
Molybodene
Bore

Chlore

Tableau 1.1 — Macro-nutriments et micro-nutriments

Parmi ces nutriments en voici quelques uns qui sont essentiels au développement
des plantes et qui jouent un role dans la structure interne des végétaux, avec les

quantités moyennes absorbées :

Le potassium Il peut représenter jusqu’a 3 a 4% du poids sec d'un végétal.
Il joue un role dans la synthese et le stockage des glucides ainsi que dans le

développement de I'appareil racinaire et dans la rigidité des tiges.

Le phosphore Il ne représente qu'entre 0.2 a 1% du poids sec des plantes.
Cependant, il s’agit d'un élément essentiel au métabolisme des cellules. Les plantes

cultivées nécessitent des apports de phosphore sous forme d’engrais organiques.

Le soufre Il est généralement présent sous forme d’ions sulfates (SO; ) ou de

sulfate de calcium (CaSOy) ou de potassium (K2S0,). En milieu anaérobie® il est

1. Milieux dépourvu d’oxygene.
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aussi présent sous la forme de sulfure d’hydorgene (H,S) et représente entre 0.1
et 1% de la matiere séche. Il joue un role dans la constitution de certains acides
aminés. La carence en soufre se caractérise par des retards de développement de

la plante.

Le magnésium La teneur moyenne du sol en magnésium (Mg"t) est de 2 a
100 kilogrammes par hectare. Les cultures ont des besoins de l'ordre de 0 a 25
kilogrammes par hectare par an. Il entre dans la composition de la chlorophylle.

Une carence de magnésium se manifeste par des chloroses? plus ou moins séveres.

Le fer Les besoins en fer (Fe?") des cultures sont de I'ordre de 30 & 60 kilo-
grammes par hectare par an. Il est abondant dans la nature mais tres souvent
sous une forme < chélatée > c’est-a-dire piégé par d’autres ions comme le calcium
(Ca*"). 11 joue un role dans la biosynthese de la chlorophylle et dans de nombreuses
réactions d’oxydoréduction. Une abondance de calcium, entraine une carence en
fer, qui se caractérise par des chloroses, mais aussi par de forts ralentissements au

niveau du développement de la plante.

L’azote Elément indispensable a I’alimentation des plantes, au méme titre que
les autres ions, il revet, néanmoins, une importance particuliere compte tenu de
son implication dans la constitution des protéines et de I’acide nucléique?. Il pro-

vient majoritairement des résidus organiques.

Tous ces sels minéraux sont absorbés par différents mécanismes qui se produisent

autour d'une région proche de la racine appelé la rhizosphere*.

2. Carence en chlorophylle des plantes se traduisant par une coloration jaune pale des organes

(feuilles, tige) qui devraient étre verts.
3. Substance chimique portant, dans chaque cellule, les instructions héréditaires codées qui

permettent le développement de ’organisme.
4. Zone du sol voisine des racines des plantes et ol se concentrent les micro-organismes.
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1.2 Les mécanismes d’absorption des éléments

nutritifs

La progression des racines dans le sol est indépendante des sources d’éléments
nutritifs s’y trouvant. En effet, durant leur absorption, les sels minéraux doivent
étre dans une position adjacente a la racine. Ce positionnement peut étre réalisé

par un ou plusieurs des trois mécanismes suivants :

Interception par la racine Les racines peuvent cognerles ions quand elles gran-
dissent a travers le sol. Ce processus de prélevement repose sur le contact direct. La
quantité d’éléments nutritifs assimilables correspond a la quantité d’éléments dans
le volume de sol en contact avec les racines. Celles-ci peuvent entrer en contact
direct avec un maximum de 3% des éléments nutritifs immobiles assimilables. Les
poils absorbants ainsi que les mycorhizes® augmentent le volume de sol dans lequel
les végétaux prélevent les sels minéraux; accentuant ainsi le mécanisme d’inter-
ception racinaire. Par exemple pour la culture du blé, ce processus permet ’apport
de 60 kg.ha™' de calcium (Ca?").

Débit massique La partie soluble des nutriments présente dans I’eau du sol. 1l

s’agit du principal mode de transport pour la culture du blé du calcium 150 kg.ha ™,

du magnésium 100 kg.ha™! et de I'azote sous forme de nitrates NO; 65 kg.ha™?.

Diffusion Les éléments nutritifs tels que le phosphore P, et le potassium K+
se déplacant vers la racine par diffusion, ne sont, cependant, présents qu’en petites

quantités dans le sol, car fortement absorbés par celui-ci. Leur concentration dans

5. Association symbiotique entre un champignon et les parties souterraines d’un végétal. Il
existe deux types de mycorhizes :
e Les endomycorhizes ou le champignon croit a I'intérieur des cellules de la plantes.
e Les ectomycorhizes ou le champignon est a 'extérieur des cellules sous forme d’un réseau

particulier.
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I’eau du sol, a proximité immeédiate des racines, diminue a cause de leur absorption
a la surface des racines. Cela crée ainsi un gradient pour ces éléments a diffuser a
travers les eaux interstitielles (les eaux du sol) d’une zone de forte concentration
vers une zone de faible concentration. Par exemple pour la culture du blé, ce
processus permet I'apport de 38 kg.ha~' de phosphore ainsi que de 156 kg.ha=! de

potassium.

Remarque 1.2.1 Ces deuz derniers phénomenes de débit massique et de diffusion
sont responsables de la majorité des transferts de nutriments dans les plantes et

nous concernent principalement.

Le tableau ci-dessous (Tableau 1.2) montre la quantités approximatives d’éléments
nutritifs apportés par chacun des mécanismes pour la culture du blé dans un sol

sablo-limoneux (voir [3]) :

Interception | Débit massique | Diffusion
Azote 2 150 38
Phosphore 1 2 37
Potassium 4 35 156
Calcium 60 150 0
Magnesium 15 100 0
Soufre 1 65 0

Tableau 1.2 — Quantités approximatives apportés d’éléments nutritifs exprimée en
kg.ha='.

L’étude de ces différents processus d’absorption a conduit naturellement a la
modélisa- tion mathématique de ’absorption pour mieux connaitre ces mécanismes.

Les modeles sont élaborés suite aux travaux de Nye, Tinker et Barber.
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1.3 Le systeme de Nye-Tinker-Barber (NTB)

Les modeles mathématiques sur la nutrition végétale ont émergé a partir des années
1960. En particulier, Nye et Spiers [27] ont exprimé la variation de la concentration
des éléments nutritifs autour de la racine, au moyen d’une équation différentielle
du second ordre sans la résoudre. Puis, Nye prolongea cette étude avec Mariott
[26] en résolvant analytiquement et numériquement cette équation en utilisant un
schéma numérique de Crank-Nicolson. Barber et Itoh [10], Nye et Tinker ([25], [36])
décrivent chimiquement les processus liés a I’absorption des nutriments par les ra-
cines. Ils en déterminent ensuite un modele utilisant les équations aux dérivées par-
tielles connu sous le nom de systeme de Nye-Tinker-Barber (NTB). C’est un modele
d’absorption-convection-diffusion avec une condition absorption non linéaire a la
surface de la racine. A cause de cette non-linéarité Nye et Tinker [25] ainsi que Bar-
ber [3] 'ont résolu numériquement par un schéma aux différence finies. Le systeme
NTB est constitué d'une équation d’état, d'une ou deux conditions aux limites, et

d’une condition initiale.

1.3.1 Equation d’état

La rhizosphere (partie du sol proche de la racine) est représentée par un domaine
Q) de R? (d=1, 2 ou 3) borné, de frontiere 9Q := 'y UT, (systéme NTB a deux

frontieres) ou 02 := I'y (systeme NTB & une seule frontiere).

Dans le sol, les minéraux sont a la fois sous forme liquide et solide. Néanmoins
ceux-ci peuvent passer d’une forme a l'autre & I'aide de phéomenes d’adsorption®

et de désorption™ (voir [36]). Dans un intervalle de temps [0,7], ce passage est

6. Rétention a la surface d’un solide des molécules d’un gaz ou d’une substance en solution

ou en suspension.

7. Elimination de molécules de gaz ou de liquide préalablement adsorbées par la surface d’'un

solide.
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exprimé par la relation

Cs = bcl7

ou ¢ = c¢4(t, ) est la concentration de nutriments solides, ¢; = ¢(t,z) est la
concentration de nutriments liquides et le coefficient b représente le pouvoir tampon
du sol (voir [29]). D’ou, la variation en temps de la concentration des nutriments
solides est proportionnelle a la variation de la concentration liquide :

805 601
=b—. 1.1
o (1.1)

Les éléments nutritifs liquides subissent dans le sol des phénomenes de diffusion et

convection exprimés par I'égalité suivante :

oc
8_tl = DAc¢ — q.V¢,

ou le coefficient ¢ est la teneur en humidité, le coefficient D est le coefficient de
diffusion et le vecteur q = ¢(t,z) est le flux de Darcy vérifiant ici la propriété

divq = 0. La variation en temps totale de sels minéraux est donné par :

805 601 .
T + i DAc¢ — q.Vq.

A T’aide de (1.1), on obtient alors I’équation suivante :

80[

(b+ ¢)E = DAc¢ —q.Vq.

En posant ¢ = ¢; et a = b+ ¢, on trouve alors I’équation d’état du systeme NTB :

de

ot

(0%

+q.Ve—DAc=0 dans @Q :=]0,T[xQ.

1.3.2 Conditions aux limites

La premiere condition aux limites naturelle qui découle du systeme NTB est une

condition de type Robin, donnée par 1’équation

1
—(DVe — §qc).n = h(c) sur 3 :=]0,T[xT;.
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Elle décrit 'absorption des éléments nutritifs a la surface du systeme racinaire. En
effet, les études menées sur la cinétique de transport des ions, dans la membrane
cellulaire d'une plante (voir [34]), montrent que 'absorption des sels minéraux est
semblable & une catalyse enzymatique® suivant < le formalisme de Michealis®-

Menten!'® s exprimé par la fonction :

Le coefficient I désigne I'aflux maximal de nutriments absorbés, la constante K
est la constante de Michaelis-Menten ayant la méme dimension que la concentra-

tion ¢ = ¢(t, x).

La seconde condition aux limites du systeme N'TB est modélisée par I’équation

1
(DVe — éqc).n =0 sur 3j:=]0,T[xTs.

Elle signifie qu’il n’y a pas de flux de nutriments provenant de I’extérieur de la rhi-
zosphere. Cette condition aux limites n’apparait pas pour le systeme NTB avec une
frontiere. Enfin, la condition initiale du systeme NTB est ¢y = ¢(0, z) définie dans €.

Elle représente une quantité initiale de sels minéraux a l'intérieur de la rhizosphere.

8. Processus de catalyse (modification d’une réaction chimique sous l'effet d’une substance)

dans lequel les enzymes (molécules protéiques) jouent un réle de catalyseur.
9. Leonor Michaelis, né a Berlin, le 16 janvier 1875, décédé a New-York, le 8 octobre 1949,

biochimiste et médecin allemand, fut renommé pour son travail avec Maud leonora Menten sur

la cinétique enzymatique et 1’équation de Michaelis-Menten proposé en 1913.(wikipedia)
10. Maud Leonora Menten, née le 20 mars 1879, décédée, le 26 juillet 1960, scientifique médicale

canadienne, fit des contributions importantes dans le domaine de la cinétique enzymatique en

biochimie ainsi qu’en histochimie. Elle est surtout connue pour I’équation de Michaelis-Menten.
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1.4 Travaux antérieurs

Il existe d’autres travaux sur la modélisation mathématique de ’absorption des
nutriments. Roose T. [29], [30], [31], en modélisant une racine sous forme d’un
cylindre. Elle utilisa le modele NTB exprimé en coordonnées polaires constitué

d’une équation d’état de convection-diffusion :

Oc aq@c_@g @
(¢+b)§_75_ ror <8r)’

avec les conditions aux limites :

Ic
K+ec

Oc

D— =
¢ 6r+qc
c—cy lorsque r— +oo0 t>0,

et la condition initiale :
c=cy a t=0 lorsque a<r < oo,

ou 'on retrouve le pouvoir tampon du sol b, le taux d’humidité du sol ¢, le coeffi-
cient de diffusion D, le flux maximale de nutriments a l'intérieure de la racine I,
la constante de Michealis-Menten K, le flux de I’eau q, le rayon de la racine a. En

posant :
c=Kc, r=ar", t= 7@) + et
) ) (bD Y

on obtient le modele adimensionné suivant :

oc 10c 10 (roc
= Pem =[5 1.2
ot “ror r@r(@r)’ (1.2)
oc Ac
——~ 1+ Pec= =1 1.
or +hec l+c¢ T (13)
C— Cs lorsque 71— 400 t>0, (1.4)
C=Cx a t=0 lorsque 1<r<oo, (1.5)
ou Pe = ;—g est le nombre de Péclet, A = ng—aK le coefficient d’absorption,

Co Ce e e
Cso = — la condition initiale.
K
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En négligeant le terme de Péclet : Pe << ¢, elle effectua I'étude et ’analyse
de ce modele en utilisant la méthode des développements asymptotiques. Puis,
elle prolongea son analyse, tout d’abord, en tenant compte des poils absorbants.
L’équation donnée par (1.2) est devenu alors :

80_

o¢ _ o2
BT V-ee.

La condition aux limites donnée par (1.3) se transforme en

e

Ve =
n.Ve e

sur OH,

avec OH la surface de la racine comprenant les poils absorbants et n le vecteur
normal a la surface de la racine. La condition aux limites donnée par (1.4) et la
condition initiale donnée par (1.5) restent les mémes que celles du modele adimen-

sionné précédent. En intégrant les mycorhizes, I’équation donnée par (1.2) devient

oc 10c 10 (roc .
a oo o <a_) P

ou Fy, . est I'absorption des nutriments par les mycorhizes vérifiant :

alors

2 I
27 L (1) ¢ ,
1+c¢

*

a
Fro=
e " DK

avec a,, le rapport entre le rayon des mycorhizes et celui de la racine, [, la longueur
des mycorhizes par unité de volume de sol. Pour ce modele les conditions aux
limites données par (1.3) et (1.4) ainsi que la condition initiale (1.5) restent les
mémes que celles du modele d’origine. Ensuite, Roose s’intéressa a 1’absorption de
I'eau par les racines des plantes (voir [29], chapitre 7 et chapitre 8). A la suite de
cela, elle termina avec un modele tenant compte a la fois du mouvement de 1'eau et
de I'absorption des nutriments dans le but de comprendre les effets de la pollution
des eaux du sol due a l'utilisation des fertilisants chimiques.

Le mouvement de ’eau et son absorption a été obtenu par 1’équation suivante :

oS

o = V-D0D(S)VS — Ksk(s)k] = Fu(S, 2,1).
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ou S est la saturation en eau du sol, D(s) et Dy caractérisent la diffusion de Ieau,
k(s) la conduction de I'eau due a la gravité et F, l'absorption de ’eau par les
racines. En intégrant I’eau contenue dans le sol, le mouvement des sels minéraux

et leur absorption, on obtient 1'équation suivante (Cf. [29)]) :

O lb+65)+ Viea] = V.10 544Ve] - F(e. 5,1), (L6)

ot D;¢?S? est le facteur d’impédance avec le parametre d € [1,2]. L’absorption
des nutriments est donnée par le terme F. Elle fit intervenir le flux de '’eau q dans

le sol vérifiant la loi de Darcy dans un milieu poreux non saturé :
q=—DyD(S)VS + Kk(s).

L’équation donnée par (1.6) devint alors

%[b + ¢S] = VD¢ 84V + ¢[DyD(S)VS — K, k(s)k]} — F(c, S, t)

avec k le vecteur unitaire pointant verticalement dans le sol. Elle détermina des
conditions aux limites. Les conditions aux limites a la surface du sol données par
les équations suivantes :

Le flux de 'eau due a la pluie :

—DOD(S)Z—i 4 Kk(s) = Wam & 2 =0, (1.7)

avec Wyim le volume volume de flux de 'eau par unité de surface en temps. La

condition pour les nutriments a la surface du sol :

oc oS
d+1 qd+19¢ _ Sy
Df(b S —az C[DQD(S) 92 Ksk<8)] = Pdim @& < = O,

oll pgim la quantité de fertilisant. En remplacant —DoD(S)22 — K k(s) dans

I’équation précédent par Wy,,, elle a obtenu

@
0z

La condition aux limites dans le sol :

—DOD(S)g—§+KSk(s):0 a2 =ly,

Df(derlSdJrl — cWaim = Pdim a z=0.
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et

e

_Df(bd+15d+1 az

=0 a z=1,,

avec [, un profondeur de sol par rapport a la surface. En posant : ¢ = Kc*,

bK?
z= Koz, t =[t|t" avec [t] = D—O ou Kj est la longueur maximale de la racine,
0

elle obtint le modele adimensionné suivant :

Oc oS Oc 0 Jc
14+69)= — [D(S)=— — €k(s)]=—— = R—[S"' =] - F + F,
(1+ )875 [<)82 E<S)]8z R@z[ 82] t e
NI (b _ Df(bd—H _ KSKO
oué—b,R— Dy , €= Dy
Les conditions aux limites sont :
D(S)%+ek(s):w a z=0,
Wc—RSd“@— a z2=0,
0z
S
D(s)g—z+ek(s):() a z=ly,
RSdH%—O a 2z =ly,,
0z
. Ky B K,
Oup_pdlmDOKetW—WdszO-

Récemment, Comte M. et al. [7], définirent un modele mathématique de 1’ab-
sorption du phosphore par les racines, gouverné par une équation de convection-

diffusion avec une condition aux limites non linéaire de la fagon suivante :

Soit € un ouvert de R? (d=2, 3), une partie du sol avec pour frontiere 92 = I'. La

surface de la racine I'; et son complémentaire I'y = I'\T';. Soit 7" > 0 et [ = [0, T].
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Le systeme de convection-diffusion est le suivant :

ou

(

O(pc+ ¢(c)) = div(AVe—qc)— R dans [ x €,

—(AVe—qe)m = ah(c) sur I x T4y,

(AVe—qc)mn = 0 sur [ x Ty,
c(0,z) = co(x) dans €,

la concentration initiale cq de phosphore (P), le coefficient de diffusion A
de P, le taux d’humidité ¢, le flux de I'eau q, I'isotherme d’absorption de

Freundlich ¢ vérifiant :
o(c) = ke®, c€l0,+o0], k>0, be]o,1],

h : la fonction de Michaelis-Menten :
B Ic
K +c

R : une source ou un puits de nutriments (fertilisant chimique),

h(c) pour ¢ € [0, 400, I, K >0,

« : un parametre introduit afin d’obtenir la régularité de la conditions aux

limites lorsque I'y N Ty # 0: o € C*(R?) tel que pour tout x € I :

{ 0>a(r)>1 sur I,

a(x)=0  sur Ty

Ils montrerent que ce modele est bien posé et admet une solution unique dans les

espaces de Holder. Puis, ils formulerent un probléme d’optimisation :

Maximiser la quantité de phosphore absorbée représentée par la fonction de forme

suivante :

o=/ o)

sous la contrainte du volume || = constant. Ceci, afin d’augmenter ’absorption

du phosphore en améliorant la forme des racines.
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Notre démarche n’est pas la méme bien que les systemes soient proches. En
effet, nous évaluons dans cette these directement la concentration c¢(¢,x) et non
h(c), dans tout le domaine ). Nous considérons également le cas des sols pollués.

Enfin, nous étudions les deux cas linéaire et non linéaire de h(c).

1.5 Plan de la these

Le systeme NTB que nous étudions possede deux configurations possibles, une

seule frontiere (I'y) et deux frontieres (I'y, I'y), pour chacune d’entre elles on a deux

Ic
K+c

écritures de la fonction d’absorption, h(c) = £ (écriture linéaire) et h(c) =

(écriture non linéaire). Ces deux écritures dépendent du type d’élément nutritif

absorbé par la plante (voir [13]).

Il y a donc 4 systemes d’équations aux dérivées partielles a étudier. On appellera
alors les systemes N'TB linéaires, les deux configurations du systeme NTB avec
la fonction d’absorption linéaire et les systemes-NTB non linéaires, les deux

configurations du systeme NTB avec la fonction d’absorption non linéaire.

Ce travail de these est divisé en quatre parties :

Partie I : < Analyse mathématique des systéemes NTB linéaires >

On montrera 'existence et la positivité de solutions ”faibles” pour les systemes

NTB linéaires.

Partie II : < Controle optimal pour les systemes NTB linéaires >

On effectuera d’abord la recherche de controle optimal pour les systemes NTB
linéaires en sol non pollué en appliquant les techniques classiques de controle opti-
mal telles que celles développées par J.-L. Lions [14]. Puis, on abordera, la recherche
de controle optimal en sol pollué. On utilisera alors les techniques de controle pour

les systemes a données manquantes appliquées par J.-L. Lions [9], [17], [15], [16]
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et utilisées dans les articles de O. Nakoulima, A. Omrane, J. Velin [21], [22], [23],
ainsi que dans l'article de B. Jacob, A. Omrane [11], en faisant appel aux notions

de controle sans regret et controle a moindres regrets.

Partie III : < Analyse mathématique des systemes N'TB non linéaires >
On montrera l'existence et la positivité des solutions pour les systemes NTB non

linéaires (correspondant au cas ou h(c) est non linéaire).

Partie IV : < Controle optimal pour les systemes NTB non linéaires >

On abordera, dans un premier temps, la recherche du contréle optimal pour les
systemes NTB non linéaires en sol non pollué. Puis, dans un second temps, on
traitera de la recherche de controle optimal pour les systemes NTB non linéaires
en sol pollué. On utilisera les notions de contrdle sans regret adapté et controle a
moindres regrets adaptés développés dans [22], pour les différents cas. Ensuite, on

donnera un exemple de simulation numérique.

Puis on terminera ce travail par une conclusion et des perspectives.
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Premiere partie

Analyse des systemes NTB

linéaires
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Avant de débuter toute recherche préalable de controle pour le systeme Nye-Tinker-
Barber (NTB), on doit s’assurer de l'existence de solution quelles que soient les
configurations considérées. On fera dans cette partie 'analyse mathématique des
systemes N'TB linéaires :

Systeme NTB a deux frontieres :

( a% +q.Ve—DAc = 0 dans @ :=]0,T[x€Q,
—(DVe—3qc)n = h(c) sur % :=]0,T[xT},
(DVe—3qo)n = f  sur X5:=]0,T[xIy,
c(0, ) = ¢o(z) dans S

\

Systeme NTB a une frontiere :

e

as +q.Ve—DAc = f dans @ :=]0,T[x€Q,
—(DVe—3qc)n = h(c) sur X :=]0,T[xT},
c(0,z) = ¢o(z) dans €,

I
ou la fonction d’absorption h(c) = ?C
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Chapitre 2

Systeme N'TB linéaire a deux

frontieres

2.1 Position du probleme

Dans ce chapitre, on aborde la question d’existence et de positivité d’une solution

pour le systeme de NTB linéaire a deux frontieres :

)
a% +q.Ve—DAc = 0 dans Q :=]0,T[xQ,
1 Ic
—(DVe—3qc)n = % Su ¥y :=]0,T[xIY,
(2.1)
(DVe—3qe)n = f  sur X5 :=]0,T[xDy,
\ c(0, z) = co(z) dans Q,

ou la concentration d’éléments nutritifs est représentée par ¢ = c(t,x) exprimée
au temps t et a la position x. Le coefficient « et le coefficient de diffusion D sont
constants et positifs. Le vecteur ¢ = ¢(t, x) représente le flux de I'eau et vérifie la

condition du flux de Darcy :
divg=0 dans Q. (2.2)

35
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Cette condition caractérise les écoulements incompressibles (I'eau). La fonction
linéaire ?C est I’expression linéaire de la fonction d’absorption de Michealis-Menten ;
ou I désigne le flux maximal de nutriments a l'intérieur de la racine et K est la
constante de Michealis-Menten. La fonction f représente une source de nutriments.
La figure ci-dessous schématise le domaine d’étude du systéeme (2.1). Il est constitué
d’une partie blanche, le systeme racinaire ayant pour surface I'; et entouré d’une
partie grise, la rhizosphere Q C R? (ot d=1,2 ou 3), dont la frontiere est I'y. Les
frontieres I'y et [y vérifient [y N Ty = 0.

sl

F1GURE 2.1 — Racine entourée de la rhizosphere.

Remarque 2.1.1 Dans ce chapitre, on considere la situation ot aucun nutriment
ne provient de la frontiére I'y et que le sol n’est pas pollué. Linfluence de la pollu-

tion du sol va étre 'objet des chapitres suivants.
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2.2 Existence d’une solution faible

Dans cette section, on traite de 'existence d’une solution faible pour le systeme
(2.1). Ce type de systeme admet des solutions dans des espaces faibles comme les
espaces de Sobolev ou de Holder (Allaire [1], Lions-Magenes [19]-[20]). Le systéme
(2.1) sera écrit sous sa formulation faible.

On suppose que la concentration c(t, .) est une fonction continue en temps. Elle est

considérée comme un élément de H'(Q) représentant = — c(t,z), out € [0,T].

Remarque 2.2.1 L’espace de Sobolev H*(Y) est muni de la norme suivante :

d

dp

el = el + 3|15 (23
i=1 HINL2(Q)
pour tout € H'().
Lemme 2.2.1 Le systéme (2.1) admet une formulation faible donnée par
d
cpdx + a(t;c L(t, p t€o,T], Vv € HY(Q),
ag fevderattev) =LY pp reTL W@,

c(0,2) = co(2),

o

a(t;c,w):%/gq. (YVe — V) d:p+D/QVc.V@/)d:E+/F écw doy, (2.5)

:L2wfdaz.

Preuve - On multiplie I'équation d’état du systeme (2.1) par ¢» € H(Q) et on

et

intégre par parties. Puisque I’ensemble €2 et la fonction 1 ne dépendent pas du

temps, on peut écrire :

a cwd:c+/1/}ch ) dx — D/ (Ac) z/;d:c—()

~"

=A 7B
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Pour le terme A :

A= /(q.VC) Ydx = /(div(qc) —cdiv(q)) Y dx = / div(qc) ¢ de,
Q Q Q
a l'aide de la condition du flux de Darcy (2.2).
Puisque :
div(qc)y = div(qcyp) — q.(cV),

on obtient :

/Q div(qe) bdr — /Q div(qe ) da — / @.(cV) da

Q

_ / qctndo — /Q a.(eVi) da,

en utilisant le théoreme de Gauss (dit aussi le théoreme de divergence).

D’ou 'on trouve :

A:/lediv(qc)wdx:/Fqcz/J.nda—/Qq.(chJ)d:c.

Puis, en ajoutant A des deux cotés de I’égalité précédente, on obtient :

2A = 2/(q.Vc)z/1 dr = / q. (YVe — V) dx —|—/q.cw.n do. (2.6)
Q Q

r
Pour le terme B on a :

B = —D/Q(Ac)@/)dx: —/F(DVC)@Z).ndO+D/QVc.dex, (2.7)

en utilisant la formule de Green.

En additionnant les termes A+B, on trouve :

1
A+ B :§/q.(1/}Vc—cV@/)) dx+D/Vc.V@/)d:E
Q Q

—/ (DVc — 1q.c) Y.ndo
r 2

1 I
:—/q.(wvc—cw}) da;+D/vc.wdx+/ b doy
2 Q Q T1K

—/Fwadaa,

(2.8)
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en utilisant les conditions aux limites du systeme (2.1). On obtient alors la forme

bilinéaire a(t; ¢, 1)) souhaitée. |

Théoréme 2.2.1 On suppose que |q| est uniformément borné : q € L™(Q) et
que f € L*(Xy). Alors, il eriste une unique solution ¢ € L*(]0,T[; H'(R2)) N
C([0,T]; L3(2)) pour la formation faible (2.4).

Preuve - Tout d’abord, on montre que la forme bilinéaire
1 I
a(t;c, ) = = / q. (YVe — V) do + D/ Vc.dex+/ —ctpdoy  (2.9)
2 Q Q Iy K

est continue sur H'(Q2).

En effet, a 'aide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a :
|a(t; ¢, ¥)| < (goo + D)l @ [¥] m1@) + llellzzan 19l 2y (2.10)

Ol Goo = [|qllLoo(@)-

On trouve a l'aide du théoreme de trace qu’il exsite § = () > 0,5 = () > 0
tel que : |[¥]lr2@y) < B[Y]ar@), et |lellzey < Bllellaiq), alors il existe une
constante C' telle que |a(t; ¢, ¢)| < Clc|| g o)l|¥||a1 @) avec C' = goo + D + BB’ ce
qui implique que la forme bilinéaire a est continue sur H'(f2).

On montre maintenant que la forme bilinéaire a est semi-coercive au sens de Lions

[5]. On a en effet :
1
a(t;c,c) = D/ Ve|? do +/ ?|c|2d01 > D||Vc||%z(m. (2.11)
Q I

Comme :

DHVCH%%Q) = DHC”le(Q) - DHCH%Q(Q)

On obtient alors :

La forme linéaire L est continue sur H'(€2). En effet, il existe 8’ = 5/(2) > 0, tel

/ e,

que

|L(t, )| = < BNl a1 f L2
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a 'aide du théoreme de trace.
Les hypotheses du théoreme de Lions pour les problemes d’évolution (voir Al-
laire [1], Brezis [5]) sont satisfaites. D’ou il existe une unique solution faible

ce L*(J0, T[; HY(Q)) nC([0,T]; L*()) du systeme (2.1). |

2.3 Positivité de la solution

Dans cette section, on vérifie que toute solution ¢ = ¢(t,z) du systeme (2.1) est
positive. En effet, les plantes absorbent des sels minéraux qui sont des quantités

positives.

Proposition 2.3.1 Soit ¢ une solution du systéme (2.1). Sico >0 et et fi;, >0
alors ¢ >0 et on a c(T,.) >0, pour tout T > 0.

Preuve - On décompose ¢ = (t,.) en ¢ = ¢t — ¢, ol usuellement :

. —c s1 ¢<0 c st ¢>0
ol ¢ = et ¢t =
0 si ¢>0 0 si ¢<0.

On montrera que ¢~ = 0.
On multiplie 'équation d’état du systeme (2.1) par ¢~ et on intégre par parties.

On obtient :

0= /Q (a% + (q.Ve) — DAC) ¢ dxdt

T o T T
= a/ / —c dxdt + / /(q.Vc)c_ dxdt — D/ / (Ac) ¢™ dxdt
o Jo Ot o Jo o Ja
T de- T T
= —a/ / <8—) c da:dt—/ /(q.Vc)c dxdt—l—D/ / (Ac™) ¢ dadt,
_ Jo Jo\ O o Jo Jo o Jo Ja |
A -B —C

~~

car
oct

9C | = (Tt e — (At e —
5| € (VeT)e = (Ach)e =0.
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On trouve pour le terme A :

A= ‘O‘/OT/Q (80%_) ¢ dwdt = —%(/Q|c_(T)|2— |c_(0)|2dx>. (2.13)

Puis on obtient pour le terme B :

g o 1 . SR\ g2
B:—/O /Q(q.Vc Yo~ dxdt :—/0 5/9(dw (q.|c |>—|c |dwq) dxdt
T . .
_—/0 §/Q<dw (q.\c |>dazdt,
1
:—/ —/q.|c_|2.ndadt,
o 2Jr

a l'aide de la condition du flux de Darcy (2.2) et du théoreme de Gauss.

(2.14)

Ensuite, on trouve pour le terme C :

T T T 9
C:D/ /(Ac—) c— d:cdt:D/ /(vc—)c—.ndo—dt—D/ /‘Vc_‘ dadt,
0 Q 0 r 0 Q (

2.15)
en utilisant la formule de Green.

En additionnant les termes B et C, on obtient :

T T
B+C = —/ /(q.Vc)c dxdt—i—D/ /(Ac) ¢ dxdt
o Jo o Jo
T 1 T
:/ /(DVC_——q.c_>c_.ndadt—D/ /|Vc_\2da:dt
o Jr 2 o Ja
T I T
:—/ / —|c_|2dcrldt+/ fe doydt
0 I K 0 I's
T
—D/ /|Vc_|2d:pdt
o Ja
T I T
:—/ / —|c\2do—1dt—D/ /\Vc\dedt,
o Jr, K o Ja
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a l'aide de I'hypothese fj, > 0 et des conditions aux limites du systeme (2.1).

Enfin, en ajoutant le terme A au calcul précédent on obtient :

T
_ & - 2 =2 _ i —2
A+C+B= 2(é¢(ﬂ||cmnmﬁ AOLKy|dmﬁ
T
—D/ /|Vc_|2dxdt:().
0 Q

A+C+B:_%(A¢(nﬁ—¢(mﬁm)

/ / —lc)? ddldt+D/ /|VC 2 dwdt > 0.
Fl

(2.16)

(2.17)

On trouve alors :

On conclut alors

le (Dlz@ < lle ()@ = 0, VT >0,



Chapitre 3

Systeme N'TB linéaire a une

frontiere

3.1 Position du probleme

Dans ce chapitre, on traite de I'analyse du systeme NTB linéaire a une frontiere

représenté par le systeme suivant :

(
a% +q.Ve—DAc = f dans Q :=]0,T[xQ,
1 Ic (3 1)
—(DVe —5qc)n = % sw ¥ :=]0, T[xIy, :
| <(0,7) = ¢o(r) dans €.

Remarque 3.1.1 Comme au chapitre précédent, la concentration de nutriments
est représentée par ¢ = c(t, x), le coefficient v et le coefficient de diffusion D sont

constants et positifs et le vecteur ¢ = q(x,t) vérifie la condition du flur de Darcy

(2.2).

Remarque 3.1.2 Pour ce modéle, la frontiére de la rhizosphére I'y n’est pas
considérée. Cette modélisation du systeme NTB se retrouve aussi dans Roose [29]-

[30]-[31], ot la position x est exprimée en coordonnées polaires.

43
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La figure ci-dessous représente, le domaine d’étude du systeme (3.1). Celui-ci est
constitué d’'une partie blanche, le systeme racinaire ayant pour surface I'; entourée

d’une partie grise, la rhizosphere €2, un ouvert borné de R¢ (ot d = 1,2 ou3).

FIGURE 3.1 — Domaine d’étude du systeme N'TB a une frontiere.

3.2 Existence d’une solution faible

Dans cette section, on étudie 'existence d’une solution pour le systeme (3.1). On
suppose, ici, que la concentration c(t, .) est une fonction continue en temps. Comme
au chapitre précédent, la fonction c(, .) est considérée comme un élément de H'(£2)

représentant = — c(t,x), out € [0,7].
Lemme 3.2.1 Le systéme NTB (3.1) a une formulation faible donnée par

ol / chdetaltie, ) = L) pp t€0,T], Vi e HY(Q),

c(0,z) = co(x),

(3.2)
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ot
1 Ic
a(t;c, ) = = / q. (YVe— V) dox + D/ Ve.Vidx +/ —doy. (3.3)
2 Q Q Iy K

et
Lityy) = /wad:c.

Preuve - On multiplie la premiere équation du systeme (3.1) par ¢ € H'(2) et
on integre par parties. Puisque I'’ensemble € et la fonction ¢) ne dépendent pas du
temps, on peut écrire :
a— [ cpdx + / ¥(q.Ve)de — D/ (Ac)pdr = / W fda. (3.4)
dt Jo Q Q Q

En procédant de facon analogue a la preuve du lemme 2.2.1, on obtient :

/Q@Z)(q.Vc)d:E—D/Q(Ac)@Z)dx :%/Qq.(z/}Vc—cV@/)) dx+D/QVc.dex

Ic
—d
+ - Kw 01,

en utilisant les condition aux limites du systeme (3.1).
On en déduit :

a(t;c,lp):%/ﬂq.(d}Vc—cvw) da:+D/QVc.V1/1d:c+/F %wdal

1

et
Lit;w) = /wad:c.

Théoréme 3.2.1 On suppose que |q| est uniformément borné : g € L>*(Q) et f €
L*(Q). Il existe alors une unique fonction c € L*(]0,T[; HY(2)) N C([0, T]; L*(Q)),
solution du systéme NTB (3.1).

Preuve - La forme bilinéaire a est identique a celle de la preuve du théoreme

2.2.1. Elle est donc continue sur H'(Q) et semi-coercive.
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Afin de prouver le théoreme, il suffit de montrer que la forme linéaire L est continue
sur H*(2). En effet, on a :

Lt )| = ’ [ Fods] < Il iz

alors L est continue sur H'(€). Les hypotheses du théoréme de Lions sont satis-
faites alors il existe une unique solution faible ¢ € L*(]0, T[; H*(€2))n C ([0, T]; L*(2))
pour le systeme (3.1). |

3.3 Positivité de la solution

Dans cette section, comme au chapitre précédent, on vérifie que la solution ¢ =

c(t,x) du systeme (3.1) est positive.

Proposition 3.3.1 Soit c = ¢ —c™ une solution du systéme NTB (3.1). Sico > 0
et f >0 alorsc>0 et on ac(T,.) >0, pour tout T > 0.

Preuve - On décompose ¢ = ¢(t,.) en ¢ = ¢t — ¢~ puis on multiplie 'équation

d’état du systeme (3.1) par ¢~ et on integre par parties.

On obtient :
Oc _ -
/ <a— + (q.Ve) — DAC)C dxdt = / fe dxdt =0
o\ Ot Q
dct. o 4o
car (ﬁ)c = (Ve )em =(AcT)e =0et f>0.

En appliquant un raisonnement analogue a celui de la preuve de la proposition

2.3.1, on trouve :

2 fle@p - opa) - [ [ Eepana-p [ [ weraa=o
2\ o o Jr, K o Ja

On en déduit alors

le (D2 < lle ()@ = 0, VT >0,



Deuxieme partie

Controle optimal des systémes

linéaires
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Dans cette partie, on attaquera le controle optimal pour les systemes N'TB linéaires.

Tout d’abord, on étudiera les probléemes de controle pour les systemes linéaires dans

un sol non pollué :

1)

Probleme de controle systeme NTB linéaire a deux frontieres dans un sol
non pollué :

Trouver un (ou des) controle(s) v qui minimise(nt) la fonction cotut J sui-

vante :
J(v) = lle(v) =z, + NlvlZas,)
( Oc
s +q.Ve—DAc = 0 dans @ :=]0,T[xQ,
1 Ic
—(DVec—35qc)n = K s Y1 :=]0, T[xTy,
tel que
(DVe—3qe)n = —v sur 5, :=]0,T[xTy,
\ c(0,z) = 0 dans .
Probleme de controle systeme NTB linéaire a une frontiere dans un sol non
pollué :
Trouver un (ou des) controle(s) v qui minimise(nt) la fonction cotut J sui-
vante :
J(v) = lle(v) = s, + Nlvlizag)
( Oc
as +q.Ve—DAc = v dans @ :=]0,T[xQ,
tel que 1 Ic
q —(DVe—-3qc)n = T sw ¥y :=]0,T[xIY,

c(0,z) = 0 dans Q.

\

Ensuite, introduisant la pollution du sol modélisée par une fonction g, on étudiera

les problemes de controle pour les systemes linéaires dans un sol pollué :
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3) Probleme de controle systeme NTB linéaire a deux frontiéres en sol pollué :

Trouver un (ou des) controle(s) v qui minimise(nt) la fonction cotut J sui-

vante :

J(v) = lle(v, 9) = Cllas,) + Nlvlizas,

( Oc
as +q.Ve—DAc = g dans Q :=]0,T[xQ,
1 Ic
—(DVec—35qc)n = K s ¥ :=]0, T[xTYy,
tel que

(DVe—1qe)n = —v sur 5, :=]0,T[xTy,

\ c(0, z) = 0 dans Q.

4) Probleme de controle systeme NTB linéaire a une frontiére en sol pollué :

Trouver un (ou des) controle(s) v qui minimise(nt) la fonction cott J sui-

vante :
J(v) = [le(v, 9) = el o, + Nllvlliees,)
( Oc
ags +q.Ve—DAc = v+4g dans Q :=]0,T[xQ,
tel que 1 Ie .
q —(DVec—3qc)n = X su Y1 :=]0, T[xTY,
c(0,x) = 0 dans €.

\

A notre connaissance le controle optimal pour les systemes NTB a une et deux
frontieres est introduit pour la premiere fois. On utilisera, dans ce travail de these,
les techniques de recherche d’un contréle optimal pour les systemes gouvernés
par les équations aux dérivées partielles paraboliques développées par J.-L. Lions,
[14], [20], [19] pour les problemes de controle dans un sol non pollué. Ces controles
seront caractérisés par un systeme d’optimalité (SO). Ensuite, pour les problemes
de controle dans un sol pollué, on utilisera les notions de controle sans regret et a

moindres regrets. Ces notions ont été utilisées par J.-L. Lions [17], [15], [16]. Puis,
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on caractérisera ces controles par des systemes d’optimalités singuliers (SOS) en
procédant de maniere analogue aux articles de Nakoulima O., Omrane A., Velin

1., [21], [23].



D2



Chapitre 4

Controle optimal en sol non

pollué

Dans ce chapitre, on aborde la question du contréle optimal pour les systémes

NTB linéaires (2.1) et (3.1) en sol non pollué.

4.1 Probleme de controle a deux frontieres

Dans cette section, on étudie, le controle optimal pour le systéme (2.1). Les nu-
triments proviennent d’un apport extérieur a partir de la frontiere I'y de la rhi-
zosphere, soit par 'action de homme ou soit par des phénomenes de mycorhize.

Le systeme (2.1) devient alors :

(0
aa—j +q.Ve—DAc = 0 dans @ :=]0,T[xQ,
1 Ic
—(DVe—35qc)n = — sur % :=]0,T[xIy,
K
(4.1)
(DVe—3qo)n = —v sur 3, :=]0,T[xTs,
\ c(0, ) = 0 dans €,

23
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ott la fonction de controle positive v € L?(X,) représente 'apport supplémentaire

de nutriments a partir de la frontiere I',.

Remarque 4.1.1 Sans perte de généralité, on a choisic(0,x) = co(x) = 0. Sinon,

0.

il suffit de considérer c(t,z) = c(t,x) — c(0,z) avec la condition c(0,2)|,. v, =

On obtient alors :

JEN
a@ +q.Ve— DAc = a@ +q.Ve—DAc = 0 dans Q,
ot ot
_ 1 - 1 Ic
—(DVe - 5q¢).n = —(DVc—3qc)n = 5 sw ¥,
(DVe — 1qc).n = (DVc—iqc)m = —v sur Yo,
L ¢(0, ) =0 dans €.

L’objectif, ici, est de montrer I'existence, I'unicité et la caractérisation du (ou des)

controle(s) v minimisant la fonction cout frontiere :
J() = lle(v) = elia(s,) + NlvllZz s, (4.2)

ot ¢(v) := c(t, z;v) est la solution du systeme (4.1), ¢ € L?(X;) est une concentra-

tion de sels minéraux observée et N une constante positive.

Remarque 4.1.2 On suppose que lapplication v — c(.,.,v) définie de L*(3y)

vers L*(3) est linéaire et continue sur L?(3;).

4.1.1 Exitence d’une solution faible

Dans cette section, on aborde 'existence d’une solution pour le systeme donnée
par (4.1). On suppose que la concentration c(¢,.) est une fonction continue en
temps et considérée comme un élément de H'(Q) représentant x — c(t, ), pour

tout t € [0, 7.
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Lemme 4.1.1 Le systéme (4.1) est équivalent a la formulation faible suivante :

ai / cpdr + a(t;c, ) = L(t; 1) p.p t €0, T[, Vi€ H'(Q),
dt J,
c(0,z) =0,

(4.3)

ou
a(t;c,) = %/q (YVe — V) daz—i—D/ VC.VQ/dejL/ écwdal, (4.4)
Q Q r

et
L(t;y) = —/ Yo dos.
T2

Preuve - On applique la méme démonstration effectuée pour pouver le lemme

2.2.1 avec f = —v. [

Théoréme 4.1.1 On suppose que |q| est uniformément borné (i.e ¢ € L®(2))
et la fonction de controle v € L*()0,T[, L*(T')) alors le systéme (4.1) admet une
unique solution c € L*(]0,T[; H*(Q2)) N C([0, T); L*(2)).

Preuve - Le raisonnement est analogue a celui de la preuve du théoréme 2.2.1

en considérant f = —v. [

4.1.2 Existence d’un controéle optimal

Dans cette section, on étudie 'existence d’une solution d’'un controle minimisant

la fonction de cout J donnée par (4.2).

Proposition 4.1.1 [l existe un unique controle u € L*(3y) tel que

J(u) = inf J(v).

’UEL2 (22)

Preuve - Puisque J(v) > 0 pour tout v € L*(3,) alors il existe k = in(f )J(v).
vEL2(Xs

Soit (vn),cy Une suite minimisante convergeant vers k. Il existe ng € N tel que
pour tout n > ng, on a :

0<J(v,) <k+1.
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D’ou

le(vn) = ellZaisy) + NllvallZas,) <k +1,

pour tout n > ny. On trouve alors

[k+1
le(ua)llrzs) S VE+T et [Jvnllregs,) < N

pour tout n > ny.

A\

D’oll la suite (v,) est bornée dans L?*(X,), et donc on peut extrait de la suite (v,,)
une sous-suite notée aussi (v,) qui converge faiblement vers u € L?*(3,). Puisque
la fonction J est strictement convexe, le controle u est unique. Par ailleurs, comme
c(v,) est bornée dans L?(X,) et ¢ est continue sur L?(3;) (voir la remarque 4.1.2

a la section 4.1) alors c(v,) converge faiblement vers c(u) € L?(3). |

4.1.3 Caractérisation du controle optimal

Dans cette section, on donne une caractérisation du controle v minimisant la fonc-

tion de cotut J donnée par (4.2).

Proposition 4.1.2 Le contréle optimal uw du probléme (4.2) satisfait

/z (c(u) — ¢) c(w) doydt + N/z ww doydt > 0. (4.5)

Preuve - Pour tout w € L?*(X,) et pour tout A €]0,1[, le controle optimal u

minimisant la fonction de cout J satisfait a I'inégalité d’Euler-Lagrange :

;1_{]% <J(u+)\z§\) - J(u)) >0.
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Tout d’abord, on calcule J(u+ Aw) — J(u). On trouve a I'aide la linéarité de ¢ en

(VN
Ju+Aw) = J(u) = |le(u+ Iw) = &lfzx,) = le(u) = elfze,)

+N|Ju+ Aw”%?(&) - N”U”%?(EQ)
(4.6)

= 2Xc(u) = ¢ c(w)) 2y + )\2||c(w)||%2(21)
+2N)\<U, w>L2(22) + N)\Q”wH%Q(El)

En divisant par A, on trouve :

J(u+ Aw) — J(u)
A

= Mle()lZas,) + 2(e(w) = & c(w)) 12, + 2N (u, w) rs,)

Al 2o,

En passant a la limite lorsque A — 0, on obtient alors :

(c(u) — ¢, C(U))>L2(21) + N(u,w)Lz(EQ) > 0.

4.1.4 Systeme d’optimalité

Dans cette sous-section, on caractérise le controle v par un systeme d’optimalité.

Tout d’abord, on introduit les notations suivantes :

0 . 0
A= as +q.V — DA, A = v q.V — DA, (4.7)

et
1 1
B=DV-;q  B'=-DV-_q (4.8)
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Théoréme 4.1.2 Le contréle optimal u solution du probleme (4.1)-(4.2) est ca-

ractérisé par le triplet {u, c(u),p(u)} solution du systéme d’optimalité :

Ac = 0 Ap = 0 dans @,
I I
—Bc.n = ?C B*p.n = c(u)—6+?p sur X,
(4.9)
Bc.n = —u B*p.n = 0 sur g,
c(0,x) = 0 p(T,x) = 0 dans €,
\
avec l'équation adjointe  p+ Nu=0 dans L*(3s).
Preuve - On introduit p := p(¢, x,v) solution du probleme adjoint :
(
A*p = 0 dans @,
I
B*p.n = c(u)—5+?p sur Yy,
(4.10)
B*p.n = 0 sur Yo,
p(T,x) = 0 dans €.

\

On multiplie I’équation d’état A*p = 0 du systeme (4.10) par c¢(w) solution du

systeme (4.1). Puis, on calcule

/ A*pc(w) dedt = / ( - a@ —q.Vp— DAp) c(w) dxdt
0 0 ot

5 (4.11)

= /Q ( - a8—f>c(w) dxdt —/Q (q.Vp + DAp) c(w) dxdt .

(. (. 4
~~ ~~

= =B
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En intégrant par parties le terme A, on trouve
0
A= —a/ (—pc(w)> dxdt
o \Ot
oc

= o [petw)fdr+a | (Fw)pdea

puisque ¢(0) = p(T") = 0.
Ensuite, on calcule le terme B de la maniere suivante :

Tout d’abord, on calcule —/ (q.Vp) c(w) dzdt. On obtient alors
Q

_/Q (q.Vp)c(w) dxdt = —/Q (div(qp))c(w) dxdt

car le flux ¢ vérifie la condition (2.2). Mais,

—/ (div(qp))c(w) dxdt :/ (q.Vc pdxdt—/dw qpc(w d:pdt
Q Q

Q

:/ (q.Vc pdazdt—/qpc ) dodt
Q

a ’aide du théoreme de la divergence. D’ot :

—/Q (q.Vp)c(w) dazdt:/Q(q.Vc(w))pdfb’dt—/Equ(w) dxdt. (4.12)

Ensuite, on calcule — /

(DAp) c(w) dzdt. On trouve alors
Q

—/Q (DAp)c(w) dxdt :_/2 (DV]D)c(w).nalaaltJr/E (DVc(w)>p.ndodt

- /Q (DAC(UJ))p dxdt,
(4.13)
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en utilisant la formule de Green. On obtient alors

B = —/ (q.Vp — DAp) c¢(w) dxdt
Q

- /Q (@.Ve(w) — DAc(w)) p dudt — /E <DVp+%qp) c(w).ndodt

+ /2 <DVc(w) - %qc(w)) p.ndodt

_ /Q (@.Ve(w) — DAc(w)) pdadt — /

3

| (5 = efu) — %) c(w) doydt

I
—/ —c(w)pdaldt—/ w p dogdt
s K

P

- /Q (@.Ve(w) — DAc(w)) p dodt — /

31

(6 - c(u))c(w) dodt — /2 wp doadt.

2

En additionnant A + B, on trouve alors

A+ B :/A*pc(w) dxdt
Q

:/QAc(w)pdxdt—/El (6—c(u))c(w) daldt—/z wp doadt

= (c(u) — ¢, c(w)) r2(zy) — (W, P) r2(5)
car Ac(w) =0 dans Q.
Puisque A*p = 0, on trouve alors (c(u) — ¢, c(w)) r2(s,) = (W, P) r2(s)-
En remplacant (c(u)—¢, c(w))r2(s,) par (w, p) 12(s,) dans I'inégalité (4.5), on obtient
alors
(p+ Nu,w)r2(s,) >0, V w € L*(5,).
Or pour w' € L*(3,) tel que w’' = —w, on a :

<p+ NU,U}I>L2(Z2) S O, Y we L2<22)
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On en déduit I'équation adjointe est p + Nu = 0 dans L?(2s). |

4.2 Probleme de controle a une frontiere

Dans cette section, on aborde le probleme de controle optimal pour le systeme NTB
a une frontiere dans un sol non pollué. Comme au chapitre précédent, les nutri-
ments proviennent d’un ajout extérieur. Cependant, cet apport ce fait a 'intérieur
de la rhizosphere (£2). Pour cela, on considere le systeme NTB suivant :

(0

g +q.Ve—DAc = v dans @ :=]0,T[xQ,

«

—(DVe—3qc).n = sur X :=]0, T[xTIYy, (4.14)

Ic
K

c(0,z) = 0 dans

\

ou la concentration des nutriments absorbée est représentée par ¢ = c(t, ).

Remarque 4.2.1 Sans perdre de généralité, on a choisi ¢(0,2) = co(z) = 0.
Sinon, il suffit de considérer ¢(t,x) = c(t,x) — co(x) avec la condition :

c(0,z)., = 0. En effet, on obtient :

0y
PN
a@ +q.Vé— DAc = a@ +q.Ve—DAc = v dans Q,
ot ot
_ 1 — 1 Ic
—(DVé—-3q¢)n = —(DVec—-3qc)n = o sur 1,
| @(0,2) =0 dans €.

L’objectif, ici est de montrer 'existence, I'unicité et la caratérisation du (ou des)

contréle(s) v minimisant la fonction de cotut
J(v) = lle(v) = elias,) + Nlvlliz ), (4.15)

olt ¢ est une observation donnée dans L*(3;) et N une constante positive.



62 CHAPITRE 4. CONTROLE OPTIMAL EN SOL NON POLLUE

La concentration c(v) = ¢(t,x,v) est une solution du systeme (4.14).
La fonction v € L*(Q) correspond & un ajout extérieur de nutriments par 1’action

de homme ou des plantes de services (endomycorhize).

Remarque 4.2.2 On suppose que lapplication v — c(., .,v) définie de L*(Q) vers
L*(%,) est continue sur L?(Q).

4.2.1 Exitence d’une solution faible

Dans cette section, on aborde 'existence d’une solution pour le systeme donnée
par (4.14). On suppose que la concentration c(t,.) est une fonction continue en
temps et considérée comme un élément de H'(Q2) représentant x — c(t, ), pour

tout t € [0, 7.
Lemme 4.2.1 Le systéme (4.14) est équivalent a la formulation faible suivante :

ai / cpdxr + a(t;c,v) = L(t;)) p.p t€)0,T[, Vi € H(Q),
dt J,
c(0,z) =0,

(4.16)

ou
a(t;c,d)):%/q. (YVe — V) dx+D/Vc.V@/)d:E+/ %cwdal, (4.17)
Q Q I'1
et
L(t;v) = dz.
()= [ wvda

Preuve - En appliquant un raisonnement similaire a celui de la preuve du lemme

3.2.1 avec f = v, on trouve alors la formulation faible souhaitée. [

Théoréme 4.2.1 En supposant que |q| est uniformément borné (i.e ¢ € L*(2))
et que la fonction de contréle v € L*(Q), alors le systéme (4.14) admet alors une

unique solution ¢ € L*(]0, T[; H*(Q)) N C([0,T); L*(2)).

Preuve - FEn procédant de fagon analogue a la preuve du théoréme 3.2.1 avec

f = v, on vérifie les hypotheses du théoreme de Lions. Il existe alors une unique

solution faible ¢ € L2(]0, T[; HY(2)) N C([0,T]; L*()) pour le systeme (4.14). m
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4.2.2 Existence d’un controéle optimal
Dans cette section, on étudie 'existence d’un controle minimisant la fonction de

cout J donnée par (4.15).

Proposition 4.2.1 I existe un unique contréle u € L*(Q) tel que

Ju)= inf J(v).
(u) Lot (v)

Preuve - Par une démonstration similaire a celle de la preuve de la proposition

8.2.1, on obtient les inégalités suivantes :

kE+1
le(un)llr2my S VE+1 et |lvn|r2g) < —
pour tout n > ng, ou k = inf J(v).
veL2(Q)

On en conclut que la suite (v,,) est bornée dans L?(Q). Donc, on peut en extraire
une sous-suite notée aussi (v,) qui converge faiblement vers un élément u € L?(Q).
Puisque la fonction J est strictement convexe alors ce controle u est unique. Par
ailleurs, comme la fonction v — ¢(., ., v) est continue sur L*(Q) (remarque 4.1.2)

alors c(v,,) converge faiblement vers c(u) € L*(X;). |

4.2.3 Caractérisation du controle optimal

Dans cette section, on donne une caractérisation du controle u minimisant la fonc-

tion de cout J donnée par (4.15).

Proposition 4.2.2 Le contréle optimal u du probléme (4.14) satisfait
/ (c(u) —¢) c(w) doydt + N/ wwdxdt > 0. (4.18)
1 Q

Preuve - Pour tout w € L*(Q) et pour tout A €]0, 1], le controle optimal u
minimisant la fonction de cout J satisfait a I'inégalité d’Euler-Lagrange :

(J(u + Mi) - J(u)) o

lim
A—0
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Par la suite, on effectue les mémes calculs que dans la preuve du lemme 4.1.2.

On obtient alors :

J(u+ Aw) — J(u)
A

= Ale(w)l[ 2,y + 2{c(u) = & c(w)) r2eny) + 2N (u, w) £2(q)
2
FAwll72q)-
En passant a la limite lorsque A — 0, on trouve alors :

(c(u) = ¢ c(w)) r2csy) + N{u,w) 2 > 0.

4.2.4 Systeme d’optimalité

Dans cette sous-section, on caractérise le controle u par un systeme d’optimalité.

Théoréme 4.2.2 Le contréle optimal u solution du le probleme (4.14)-(4.15) est

caractérisé par le triplet {u, c(u), p(u)} solution du systéme d’optimalité.

p

Ac = u, A'p = c(u)—¢ dans Q,
Ic Ip
—Be.n = — B* = —= by
on =K p-u Koo (4.19)
c(0,z) = 0, p(T,xz) = 0 dans (Q,

\

ou l’équation adjointe p+ Nu =0 dans L*(Q).

Remarque 4.2.3 Les opérateurs A, A* sont donnés par (4.7) et les opérateurs

B, B* sont donnés par (4.8).
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Preuve - On introduit p := p(t, z,v) solution du probleme adjoint :

;

A*p = c¢(u)—¢ dans @,
Bp.n = Ip sur X (4.20)

p. K 1

| p(T,2) = 0 dans Q.

On multiplie I'équation A*p = ¢(u) — ¢ du systeme (4.20) par ¢(w) solution du

systeme (4.14). Puis on calcule

/ A*pc(w) dedt = —/ (agp +q.Vp+ DAp) c(w) dxdt

:\/Q(—aap>c(w)d:pdt—/Q(q.Vp+DAp)c(w)dxdt.

AN J

~~ ~~

=A =B

En intégrant par parties le terme A, on trouve :

A= —a/Q (%c(w)) dxdt = —a/ﬂ[pc(w)]Ode+a/Q (%c(w))pd:pdt

= a/Q (%c(w))pdwdt,

car ¢(0) = p(T) = 0.
Puis, on calcule le terme B. Tout d’abord, on calcule —/ (q.Vp) c(w) dzdt de la
Q

méme fagon que (4.12) en utilisant le théoréme de la divergence et la condition de

Darcy (2.2), on obtient :

— q.Vp)ce(w)dzdt = — [ qpc(w) ndoydt+ q.Ve(w) ) pdadt.
Q 1

Q
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Ensuite, on calcule — / (DAp) c(w) dzdt de la méme maniere que (4.13), en uti-
Q

lisant la formule de Green, on trouve :

_/Q (DAp)c(w) dedt =— /21 (DVp)c(w).ndalalt+/Zl (DVc(w))p.ndmdt

- /Q (DAc(w))p dxdt.

En additionnant les termes précédents et a ’aide des conditions aux limites des

systemes données par (4.14) et (4.20), on obtient :

B=— /Q <q.vp + DAp)c(w) ddt
= - /21 <DVp + %qp) c(w).ndoydt + /21 <DVc(w) — %q c(w)) pndoydt
+ /Q (q.vc(w) - DAc(w)) pdadt

= /El % c(w) doydt — / %pdaldt —i—/Q (q.Vc(w) — DAc(w))p dxdt

b

- /Q (q.Vc(w) —DAc(w))pd:Edt
(4.21)

On trouve alors :
A+ B = / A" pe(w) dadt = / Ac(w) pdzdt = / wpdxdt.
Q Q Q
Puisque

(c(u) — ¢, c(w))r2q) = / c(u) — ¢c(w) dedt = /QA*p c(w) dxdt

alors on obtient (c(u) — ¢, c(w))r2Q) = / wpdrdt = (w,p)r2g). En remplacant
Q

(c(u) = ¢, c(w))r2q) par (w,p)r2) dans I'inégalité (4.18), on trouve alors

(p+ Nu,w)r2qy > 0, pour tout w € L*(Q).
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Or pour w' € L?(Q) tel que w’' = —w, on a :
<p —+ NU, U}I>L2(Q) S 0

On en déduit alors que I'équation adjointe est p + Nu = 0 dans L?*(Q).

67
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Chapitre 5
Controle optimal en sol pollué

L’agriculture dans les régions d’Outre-mer, représente 2,8% de la valeur ajoutée,
soit 200 millions d’euros en Martinique® et 2,8% de la richesse créée pour une
valeur ajoutée de 184 millions d’euros en Guadeloupe?, est un secteur d’activité
non négligeable. En 2013, la Martinique a exporté 155 015 tonnes de bananes et

la Guadeloupe 69 715 tonnes. C’est la principale culture destinée a ’exportation.

Le bananier, est une herbe géante, des régions équatoriales, aux feuilles immenses,
et dont le fruit est la banane. On dénombre une trentaine d’especes. Sa culture
demande une forte exigence en eau. Cependant, la plante n’est capable pas de fixer
I’azote du le sol sous forme de nitrates, ce qui nécessite 'emploi d’engrais azotés
sous forme de produits phytosanitaires. Par ailleurs, elle est attaquée par plusieurs
maladies et parasites. L’un des principaux insectes ravageurs est le charancon du
bananier (cosmopolites sordides). La larve de l'insecte pénetre dans la souche de
la plante pour se nourrir provoquant ainsi la destruction du systeme racinaire.

Afin de le combattre, les agriculteurs exploitant les bananes ont utilisé un pesticide
nommé le chlordécone. C’est suite au passage des cyclones Allen en 1979 et David
en 1980 que les planteurs des départements d’Outre-mer, démunis face a une forte

présence parasitaire du charancon du bananier, recurent I’autorisation d’utiliser le

1. Rapport 2013 de L’'TEDOM Marinique.
2. Rapport 2013 de L’IEDOM Guadeloupe.
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FI1GURE 5.1 — Charancon du bananier - Dégats du charangon.

chlordécone en 1981, sous forme de poudrage ayant une concentration maximale

de substance de 5%.

Ce pesticide de premiere catégorie est aussi appelé < curlone >. Son principe actif
est une molécule organochlorée de formule C13Clo0, brevetée aux Etats-Unis en
1952. Environ, 55 formules furent mises sur le marché et distribuées sous le nom
commercial de Kepone ou GC-1189. Aux Etats-Unis, entre 1952 et 1975, environ
1600 tonnes de Kepone furent produits pour répondre a la demande croissante des
agriculteurs. Sa production fut interrompue en juillet 1975, car une grave pollu-
tion autour de 'usine de fabrication fut relevée, de méme que des effets toxiques
conséquents sur les ouvriers. Ce qui entraina une interdiction de production et de

commercialisation au mois d’Aout 1976.

Néanmoins, aux Antilles, en dépit de son retrait par le Ministere de I’Agriculture
Francaise le 1" février 1990, sa commercialisation s’est poursuivie jusqu’en 1993.
Or, de nombreux rapports de 'INRA (voir les références [33], [12]) ont mis en
évidence l'existence d’une pollution persistante des sols utilisés pour la culture de

la banane ainsi que les milieux aquatiques.

A Theure actuelle, son utilisation est strictement interdite, mais ce pesticide a
entrainé une pollution des terres agricoles conséquente et durable en Guadeloupe

et en Martinique, empéchant la culture, sur les terrains infectés, de certaines ra-
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cines : choux de chine (Martinique), madére et patate douce (Guadeloupe). Des
chercheurs de 'INRA Guadeloupe, travaillent depuis les années 2000 sur de nou-
velles techniques d’agricoles afin de diminuer I'utilisation de pesticides, ou autres
engrais azotés dans la culture de la banane, notamment par 1'utilisation de plantes

de service.

Une plante de service est une espece cultivée dans la méme parcelle que la culture
principale, et qui fournit a la plante principale qui nous intéresse la protection
contre les maladies ou les ravageurs ainsi qu'un meilleur usage des ressources or-
ganiques ou minérales. Elle fournit aussi, des services écosystémiques tels que le

controle des phytoparasites?, en libérant des substances biocides.

Dans le cadre de la culture de la banane, la plante de service permet le controle de
la flore adventice* sans utilisation d’herbicide : en interception la lumiére ou par
production de substances chimiques inhibant la germination et la croissance des
adventices. Mais aussi, grace a son enracinement profond, elle favorise la structure
du sol. Ainsi, les racines du bananier peuvent mieux se développer et capturer
des nutriments inaccessibles. Par ailleurs, I'intégration de légumineuse® dans le
systeme de culture permet la fixation et 'augmentation de 'azote disponible dans

le sol.

La culture de la banane en sol pollué est un probleme agroécologique. Afin de
trouver un systeme de culture alternatif utilisant les plantes de service, les cher-

cheurs utilisent de nombreuses méthodes et des modeles mathématiques. En effet,

3. Parasite d’origine végétale.
4. Espece végétale étrangere a la flore indigene d'un territoire dans lequel elle est accidentel-

lement introduite et peut s’installer durablement.
5. Famille de plantes dicotylédones, appelée, aussi fabacées, comprenant des arbres, arbustes

ou herbes dont le fruit est une gousse (arachide, caroubier, feve, genét, glycine, haricot, lentille,
luzerne, mimosa, pois, réglisse, sainfoin, soja, trefle) ainsi que les césalpinées et les 1égumineuses

tropicales.
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la biologie est gouvernée par une démarche expérimentale : recueil, analyse, et
traitement des données ou les mathématiques y sont présentes. Une question de-
meure : quelle serait la ou les plante(s) de services adaptée(s) aux exigences d'une
plante principale tel que le bananier dans un systeme de culture alternatif 7 Dans
la perspective de répondre a ce type de questionnement, on applique ici la théorie

du controle optimal pour les systemes NTB .

Les problemes de controles optimals pour les systemes NTB en sol pollué sont
considérés comme des problemes a données manquantes. On utilisera les notions
de controle sans regret et controle a moindres regrets.

La notion de controle sans regret a été introduite par Savage en statistique (voir
[32]). Par la suite, J.-L. Lions employa pour la recherche d'un contrdle pour les
probléemes & données manquantes dans de nombreuses applications (voir [17], [15],
[16], [18]). Les articles de Nakoulima O., Omrane A., Velin J. (voir [21], [22], [23])
démontrent que la notion de controle de Pareto (voir [6]) est identique au controle
sans regret. Par ailleurs, ils donnent une caractérisation du controle a moindres

regrets par un systeme d’optimalité singulier.
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5.1 Probléeme de controle a deux frontieres

Dans cette section, on étudie le controle optimal pour le systeme NTB linéaire
(2.1) en sol pollué. Ici, Les nutriments proviennent d’un ajout extérieur a partir de
la frontiere I'y de la rhizosphere, soit par I'action de homme ou soit par les plantes
de services.

Le systeme (2.1) devient alors :

(0
a8—§+q.Vc—DAc = ¢ dans @,
I
—(DVe—1iqe).n = i i,
K
(5.1)
(DVC—%qc).n = —u sur Yo,
\ c(0,z) = 0 dans

ol la fonction de controle positive v € L?(X,) représente apport de nutriments &

partir de la frontiere I's.

Remarque 5.1.1 Sans perdre de généralité, on a choisi ¢(0,z) = co(z) = 0.
Sinon, il suffit de considérer ¢(t,x) = c(t,x) — co(x) avec la condition :

c(0, ) = 0. On obtient alors :

l(ryury)

p

a@ +q.Ve— DAc = a@ +q.Ve—DAc = g dans Q,
ot ot
oy 1 Ic
—(DVe—-3q¢)n = —(DVc—3qc)n = T sur X,
(DVe — 1qc).n = (DVec-iqe)m = —v sur Y,
L ¢(0, ) =0 dans €.

L’objectif, ici, est de trouver le ou les controle(s) minimisant(s) la fonction de cott

J(v.g) = lle(v, 9) = llia(s,) + NlvlZa,), (5.2)
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olt ¢ € L*(¥) est une concentration d’éléments nutritifs observée a la surface de

la racine et N une constante positive.

Remarque 5.1.2 La concentration de sels minéraux c(v, g) := c(z,t,v, g), linéaire

en v et g vérifie :
c(v,g) = c¢(v,0) + ¢(0,g), pour tout v € L*(%5) et g € L*(Q). (5.3)

Remarque 5.1.3 On suppose que Uapplication v — c(.,.,v,.) définie de L*(Zs)
vers L*(31) est continue L*(3;).

5.1.1 Exitence d’une solution faible

Dans cette section, on aborde 'existence d’une solution pour le systeme donnée
par (5.1). On suppose que la concentration ¢(¢,.) est une fonction continue en
temps et considérée comme un élément de H'(Q) représentant x — c(t,z), pour

tout ¢ € [0, 7.
Lemme 5.1.1 Le systéme (5.1) a une formulation faible suivante :

Zf/cd}dera(t c, V) = L(t;v) p.p t€]0,T[, Vb € H'(Q),

c(0,2) =0,

(5.4)

o

a(t;c,w):%/ﬂq. (YVe — V) d:p+D/QVc.V@/)dx—/ éCQ/JdUl, (5.5)

Iy
:/wgd:c—/ Vv doy.
Q Ty

Preuve - On multiplie la premiere équation du systéme (5.1) par v € HY(Q) et

et

on intégre par parties. Puisque I’ensemble € et la fonction ¢ ne dépendent pas du

temps, on peut écrire :

az cz/1d:1:+/1/1ch daz—D/ (Ac) wdx—/z/}gda: (5.6)

'

=A




5.1. PROBLEME DE CONTROLE A DEUX FRONTIERES 75

Par la suite, on calcule le terme A de la méme facon que dans la preuve du lemme

2.2.1. on obtient :

1

1
A :—/q.(ch—cVQ/}) d:L’—l—D/Vc.Vz/de—l—/ —deal
2 Jo Q r, K

+/ UQ/}dO'Q,
I'>

en utilisant les condition aux limites du systeme (5.1).

Comme :

d
a—/cwdx—i-A:/z/Jgd:c,

alors on en déduit :

a(t;c,@b):%/gq.(ch—cvw) dx+D/QVc.V@/)d:E— A %wdal,

et
L(t;@b):/wgdx— Y dos.
Q Ty

Théoréme 5.1.1 On suppose que |q| est uniformément borné (i.e ¢ € L>(2)), la
fonction g € L*(]0,T[, L*(2)), la fonction de controle v € L*(]0,T[, L*(Ty)) alors
le systéeme(5.1) admet une unique solution ¢ € L*(10,T[; H*(Q))NC([0, T]; L*(Q2)).

Preuve - En effectuant une démonstration semblable a la preuve du théoreme
2.2.1 avec f = —v, on trouve que la forme bilinéaire a est continue sur H'(Q) et
semi-coercive. Afin de satisfaire les hypotheses du théoreme de Lions, il suffit donc

de montrer que la forme linéaire L est continue sur H'(2). En effet, on a :

/ngdaf

Cependant d’une part, il existe 5 = S(€2) > 0, tel que

/ wde'Q
T2

| L(t, )| =

+ Yo doy

I

/wgdx— Y doy
Q T

< Billvll v eyllvll 2
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a ’aide du théoreme de trace et d’autre part, on a

oo

Lt )] < (llgllz2@) + Bllvll 2 a)) 191 a0,

est continue sur H'(Q). Les hypotheses du théoréme de Lions pour les problemes

< [¥llar@llgllz2@),

alors

d’évolution sont satisfaites.
Dot il existe une unique solution faible ¢ € L2(]0, T[; H*(Q))NC([0, T); L*(2)) du
systeme (4.1). |

5.1.2 Controle sans regret

Dans cette section, on traite du controle sans regret pour le systeme (5.1). Ce
systeme étant a informations incompletes, afin de déterminer le ou les controle(s)
miminisant(s) la fonction de cotut J(v, g), une idée serait de résoudre le probléeme
MinMax défini ci-dessous :

B, (o 7w9)
Cependant :

sup J(v,g) = +o0.
9€L?(Q)

D’ou, on utilisera, les techniques de controle sans regret et de controle a moindres

regrets définies par J.-L. Lions [17] et utilisées dans [21], [22].

Définition 5.1.1 Le contréle sans regret pour le probléme (5.2), s’il existe, est

une fonction v € L?(Xy) solution du nouveau probléeme MinMax suivant :
inf sup (J v,g)— J(0, ) 5.7
it (MQ) (v,9) ~ 7(0,9) (57)

Lemme 5.1.2 Pour toute fonction v € L*(33) et toute fonction g € L*(Q), on
a:
J<ng) o J<O7g) = J(’U, O) o J<07 O) + 2<C(07g)7 C(Ua O)>L2(21)' (58)
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Preuve - Soit v € L*(3,) et g € L*(Q), on trouve alors :

J(v,9) = J(0.9) = [le(v, 9) = el 2,y + Nlvlliz(s,) — 110, 9) = elliz,)
= [le(v,0) +¢(0,9) = ellas,) + Nllvlliags,) — 1€(0,9) = Ellizs,)
= ||C(U>0)||%2(21) —2(c(v,0), ) r2(s,) + ||5||%2(21)
+2(c(v,0),¢(0,9)) 2(s,) + NHUH%%ZQ) - HéH%?(zl)
= |lc(v,0) — 5”%2(21) + N||U||%2(22) - ||5||%2(21)
+ 2(c(v,0),¢(0,9)) r2(s)

= J(v,0) = J(0,0) + 2(c(v,0),c(0, 9)) 2(s,)-

Remarque 5.1.4 A partir du Lemme (5.8), on en déduit :

swp (J(v,9) = J(0,9)) = J(©,0) = J(0,0) +2 sup_(e(v,0),¢(0, 9))rzs,)
9€eL?(Q) 9eL?(Q)

On estime alors sup (c(v,0),¢c(0, 9))r2(5,)-
9€L?(Q)

0
Remarque 5.1.5 On note l'opérateur A = aa +q.V — DA.

Proposition 5.1.1 Soit ¢(0, g) la concentration d’éléments nutritifs lorsque la va-
riable de controle v =0 et ¢(v,0) la concentration d’éléments nutritifs lorsque la

pollution du sol g =0, on a alors

(c(0,9),¢(v,0)) 2z, = (€(v), 9)22(@)- (5.9)
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Preuve - En effet, on introduit {(v) = £(¢,z,v) solution du probleme adjoint

suivant :
A ¢(v) = 0 dans @,
1
B*¢(v).n = —c(v,0)+ g;(v) sur Xy,
(5.10)
B*¢((v).n = 0 sur Yo,
\ E(T,z) = 0 dans €,
ol
A" = 0 V — DA B*=—-DV !
=-ag —¢ ) = 54
On multiplie 'équation A*&(v) = 0 par ¢(0, g) solution du systeme (5.1).
Puis, on calcule 'intégrale
/A*f(v) (0, g) dxdt
Q
:/ (— o Zew) — q.ve(w) - DAf(v))c(O,g) ddt
0 ot (5.11)

:\/Q ( — a% (v))c(O, g) dxdij&—/Q (q.VS(v) + DA{(U))C(O, g) dzdt

J/

-~ -~

=A =B

En appliquant les mémes techniques de calcul que dans la preuve du théoreme

4.1.2, on trouve d’une part :

A= /Q (— Oz% (v))c(O,g) dxdt

= [-a(e)e0a + [ (opeon)ewa)a G2

_ /Q (Q%C(O, 9) )€(v) dud.
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car ¢(0,z,g) = (T, z,v) = 0, puis d’autre part :

B=- / (DVEW) + 3ag())e(0.9) — (DVe(0,9) ~ Sac(0,9))e(v) mdods

i /Q (a:-Ve(0,9) — DA C(0,9) )¢ (0) ddt
= /E (c(v, 0) — é{(v))c(O,g) - (%C(O,g))ﬁ(v)-ndmdt
_|_/Q (q.Vc(O, g) — DAC(0, g))f(v) dxzdt

= _/2 c(v,0)c(0, g) dodt +/Q (q.VC(O,g) - DAC(O,9)>5(U) dxdt,

en utilisant les conditions aux limites des systemes (5.1) et (5.10).

Ensuite, en additionnant les termes A+B, on trouve alors

A+ B :/A*f(v) (0, g) dxdt
Q

:/.Ac((),g)f(v) da:dt—/ c(v,0)c(0, g) doydt
Q 1

= (£(v), 9) 12(@) — (c(v,0),¢(0,9)) L2(=1),

car Ac(0,g9) = Q%C(O,g) dzdt + q.Vc(0,9) + DAc(0,g) = 0 dans Q. Puisque

A*&(v) = 0, on trouve alors le résultat convenu. |

Remarque 5.1.6 Puisque ({(v),g)r20) = (c(v,0),¢(0,9))r2s,), d’aprés la pro-

position précédente, alors

J<U7g) - J<ng) = J<U7 0) - J<07 0) =+ 2<C<U7 0)7 C<ng)>L2(Zl)
(5.13)

= J(v,0) = J(0,0) + 2(£(v), 9) L2 -
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On en déduit alors

sup <J(v,g) - J(O,g)) = J(v,0) = J(0,0) +2 sup (£(v),9)r2) (5.14)
9€L2(Q) 9eL?(@Q)
+oo si ({(v),g9) #0
avec  sup (£(v),9)r2Q) =
9€L?(Q) .
0 si ((w)lg VgeL*Q).

L’estimation de sup (£(v), g)r2q) ne permet pas de caractériser le contréle sans
9eL*(Q)
regret du nouveau probléme MinMax (5.7).

Par conséquent, on wutilisera le concept de controle a moindres regrets pour la

cherche d’un controle v appartenant a l’ensemble suivant :

M = {v e L*(%,) tel que £(v) LL*(Q)} .

5.1.3 Controéle a moindres regrets

Dans cette section, on aborde le controle a moindres regrets pour le systeme (5.1).

Ce controle est une solution du probleme MinMax relaxé :

inf su v,g) — ,q) — %2 , .
( p (J0:9)=70.9) =l (Q))) (5.15)

veL2(322) geL?(Q

ol v est un parametre tres petit strictement positif.

Lemme 5.1.3 Le probléme MinMax relazé (5.15) peut s’écrire :

veli/gl(fEQ) jA{(U) (516>
avec
1
JWOINMW—NQ®+jW@ﬁmy (5.17)

Preuve - En effet, d’apres (5.13) on a

J(v, ) = J(0,9) = J(v,0) = J(0,0) + 2{(v), 9) 12(@)-
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D’ou :

sup (J(v,9) = J(0,9) =gl
9eL(Q)

= Sup (‘](Ua 0) - J(07 0) + 2(&(1})7 g)LQ(Q) - 7”9”%%@))
9€L?(Q)

y
= J(U, O) - ‘](07 O) +2 sup <<€(v)7g>L2(Q) - 5”9”%2(@))
9eL?(Q)

A Taide de la conjugué de Frenchel-Legendre [2], on trouve :

Y2 1 2
sup ((€(0). 9)12@) — 2N19132)) = 5- 1€ a0y
o @ = 3l9lz@) = 57 12(Q)

On obtient :

~y
J(U7 0) - J(O7 0) +2 sup (<£<U),Q>L2(Q) - _”gH%Q(Q)) = J(’U, O) - J<07 O)
9€L2(Q) 2

1
+;H£(U)Hiz(@-

5.1.4 Existence et unicité du contrdole a moindres regrets

Dans cette sous-section, a partir de la forme équivalente du probleme MinMax
relaxé (5.16)-(5.17), on montrera 'existence et 'unicité d'un controle a moindres

regrets.

Proposition 5.1.2 [l existe une unique solution u., € L*(33) appelée le controle

a moindres regrets pour le probléme de controle optimal (5.16)-(5.17).

Preuve - La fonction de cout J7 satisfait a J7(v) > —J(0,0), pour tout

v € L*(3,). Il existe alors une constante k, = 1I21(f )jv(v). Soit une suite
veL? (3o
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mimimisante <vn) = <vn(7)) qui converge vers k.. Il existe ny € N, tel que
neN neN

pour toutn > ng, on a —J(0,0) < J7(v,) < ky, + 1. Comme

1
T (v,) = J(v,,0) — J(0,0) + ;llﬂw)ll%a(@

= lle(vn, 0) = Ell72(s,) + Nllvall7ags,) — €12, + S1E@a)lIZ2 (g

L2(%y)

<k, +1,

on obtient alors

k,+ 14|
||Un||L2(Z ) < L2(39) )
2= N

Il existe donc une sous-suite (vn> incluse dans L?(X,) qui converge faiblement
neN

vers une fonction u, € L*(3;). Cette fonction est appelée le controle & moindres

regrets. Il est unique car la fonction de cout J7 est strictement convexe. [

Remarque 5.1.7 La fonction c(v,,0) converge vers c(u.,0) dans L*(3;).

En effet, on a

. 5 1
T7(02) = (00, 0) = Wageyy + Nl = 1912, ., + @) < 2
on déduit alors

avec &y = [|[€]|72 5, + dy-

D’ot, la fonction c(v,,0) est bornée dans L*(X;). Par ailleurs, d’apreés la remarque

HC<U7170)”L2(21) < d/w
5.1.8, la fonction c(.,.,v,.) est continue sur L*(33) et donc c(v,,0) converge vers
c(u,,0) dans L*(3,).

5.1.5 Caractérisation du controle a moindres regrets

Dans cette section, on donne une caractérisation du controle pour le systeme (5.1).
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Proposition 5.1.3 Le contréle a moindres regrets u., satisfait a l'inégalité

(63 = el )+ N, ) sy + (6 €0y 20 (.19
0l ¢y = c(u,0) et & = &(us).

Preuve - Le controle u.,, vérifie la formule d’Euler-Lagrange :

I (jv(uy + Aw) — jy(u,y)) >0,

A—0 A

pour toute fonction v € L?*(X,) et pour tout A €]0,1[. On a
1
T (uy + Aw) = J(uy + Aw,0) — J(0,0) + ;Hf(uy + )‘w)H%Q(Q)

et
1
J(uy) = J(u,,0) = J(0,0) + §I|§(uv)||%z@>

On trouve alors :

1
T (uy + Aw) — T (uy) = J(uy + Aw,0) — J(uy,0) + ;H&(uw + )\w)H%Q(Q)

1
= 1€ (u) 1720
Comme :

Iy + Mw, 0) = J(uy,0) = [le(uy + Aw, 0) = €ll7ais,) + Nluy + dw|[Fas,)

—[le(uy, 0) = 5”%2(21) - N”“’y”%%zg)
= 2\ (c(u, 0) — ¢, c(w, 0)) r2(s,) + A?[|e(w, 0)||%2(21)

F2NA(ty, W) 2(5,) + )\QN”“’H%Q(&)
et

1 1 A2 2\
;Hf(“v + Aw)”%%@) - ;HS(M)H%%Q) = 7”5(?0)”%2(@) + 7(5(“7),§(w)>L2(Q)-
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On trouve :

J(“’y + )\U), 0) - J<u’“{7 O) = 2)\<C<u’“{7 O) - 67 C(w7 O)>L2(21) + )\QHc(w, O)H%Q(Zl)

)\2
F2N MUy, w) r2(s,) + AN w125, + 7H§(w)H%Q(Q>

22
~

+—(€(uy), (W) 12(@)-

En divisant par A €]0, 1] et en passant a la limite, on obtient

(jw(uy + m;) — J(uy) )

lim
A—0

= 2(c(uy,0) — & c(w,0)) 2(sy) + 2N (U, W) 12(,)

2

+§<€(uv)v§(w)>L2(Q) > 0.

On trouve, donc l'inégalité (5.18) recherchée. |
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5.1.6 Systeme d’optimalité singulier

Dans cette sous-section, a I’aide de I'inégalité (5.18), on donnera une caractérisation

du controle pour le syseme (5.1) par un systeme d’optimalité singulier. On notera

Cy = C(UV,O), g’y = 5(“770)7 Py = p(u’yao)a by = p(uwo)

Théoreme 5.1.2 Le controle a moindres regrets u,, solution du probleme optimal
(5.16)-(5.17). est caractérisé par unique quadruplet {c,, p,&,py} solution du
systeme d’optimalité singulier suivant :

(

Ac, = 0, A, =0 dans Q,
Ic . I¢

—Bcy,.n = ?7, B, . n = —cfy—l—?V sur Yy,

Bcy.n = —u,, B¢.n =0 sur s,

c(0,2) = 0, &(Tz) = 0 dans €2,

(5.19)

1

Ap, = aﬁy, Ap, =0 dans Q,
1 . 1

—Bpy,.n = fp’“ Bpy.n = cv—c—i-pa,#—% sur Xy,

Bpy.n = 0, B*py.m = 0 sur g,

\ p4(0,2) = 0, py(T,z) = 0 dans €,

ou ’équation adjointe est p, + Nu, =0 dans L*(Q).

Remarque 5.1.8 Les opérateurs A, A* sont donnés par (4.7) et les opérateurs
B, B* sont donnés par (4.8).
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1
Preuve - On transforme le terme (=&, £(w)) 12(g) de I'inégalité d’Euler-Lagrange
Y
donnée par (5.18).
On pose que =¢, = Ap,, ol p, = p(t, x, u,,0) est la solution du probleme direct :
Y

1
(.Ap,y = =¢{, dans Q,
Y
1
—Bp,.n = Py sur Y,
(5.20)
Bpy.n = 0 sur Yo,
[ p,(0,2z) = 0 dans Q.

1

On multiplie 'équation Ap, = —&, du systeme (5.20) par &(w) solution du
Y

probleme adjoint (5.10).

Puis, on calcule 'intégrale

/QA/)A,f(w)dxdt :/Q(a%p,y)é(w)dxdij/Q(q.Vp,Y—DAp,Y)ﬂw)dazdt,

J/

-~ -~

—A =B
en employant les mémes techniques de calcul que dans la preuve du théoreme

4.1.2. On obtient alors pour le terme A :

A= —/Q (oz%{(w))p7 dzdt,

car p,(0) = &(T,w) = 0.

Ensuite, pour le terme B, on trouve :
B=_ / (q.vg(w) + DAg(w)) p, dudt
Q

_/z (Dqu/ — %qm)f(w).ndadﬂr/z (DV{(w) + %q{(w))pv.ndadt

— _/Q (q.V{(w) + DAS(w))p7 dxdt + / c(w,0)p, doydt,

3



5.1. PROBLEME DE CONTROLE A DEUX FRONTIERES 87

a l'aide des conditions aux limites des systemes (5.20) et (5.10). En additionnant

les termes A et B, on obtient :

A+B = /Apfyf(w)dazdt
Q
- /A*g(w)pyd:pdtJr/ c(w,0)py doydt
Q 2}

= / c(w,0)p, doydt,
PN

car A*¢(w) = 0 dans Q.

De plus, comme

( fvv ) 12Q) /pr ) dwdt = /C(wao)pvdaldtz<C(w70)7/)w>L2(21>
¥

alors 'inégalité donnée par (5.18) devient alors

(61 = &, 0) sy + (650 0D+ N0} 265

= (cy = & c(w,0)) r2sy) + (c(w, 0), py) r2(sy) + Ny, 0)r2(5,)

= (cy — ¢+ py, c(w, 0))L2(21) + N{(u., w>L2(22) > 0.

On rétiere le méme procédé pour transformer (c, — ¢ + py, c(w, 0)) r2(5,).-
On introduit p, = p(¢, z, u,, 0) solution du probleme adjoint suivant :

p

A*p, = 0 dans @,
I
B*p,.n = cy—6+py+% sur X,
(5.21)
B*p,.n = 0 sur - X,
\ py(T,z) = 0 dans Q.
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On multiplie A*p, par ¢(w, 0) solution du probleme direct (5.1).
De la méme maniere que précédemment, on calcule I'intégrale / A*p., e(w,0) dzdt.
Q

En utilisant les conditions aux limites des systemes (5.1) et (5.21), on trouve :

/ A*py c(w,0) dedt = / (cﬁ, — ¢+ p7> c(w,0) doydt — / w Py doadt
Q 1

)

+/ Ac(w, 0) py dzdt
Q

= / (cﬁ, —Cc+ p7> c(w,0) doydt — / W p.y doadt
P

X2
= (¢y = C+ py, c(w, 0)) r2(sy) — (Pryy W) L2(,)
car Ac(w,0) = 0 dans Q. De plus comme A*p = 0 dans Q, on obtient
(¢y = €+ py, c(w, O)>L2(21) = (D4, w>L2(Z2)
que 'on remplace dans I'inégalité (5.18). On obtient alors

(¢y = €+ py, c(w, 0)) p2(my) + (N, w) r2(s,)
= (Pys W) r2(55) + (Ntty, W) 12(53,)

= (py + Nu,, w) 2(5,) pour tout w € L*(X,)

Cependant, pour w' = —w € L*(3,) on a (py + Nu,, w')r2s,) < 0 et donc p, +
Nu., =0 dans L*(3,). |

Le controle a moindres regrets u,, caractérisé par le systeme d’optimalité (5.19)

converge vers le controle sans regret w.

Proposition 5.1.4 Soit ¢ € L*(%,). Le contréle ¢ moindres regrets u., converge

vers u € L*(3y), appelé le contréle sans regret .
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Preuve - Le controle a moindres regrets u, vérifie
T (uy) < T7(0) (5.22)

ou
1
T (uy) = J(uy,0) = J(0,0) + ;HQH%Q(Q)v
et ou

1
T(0) = J(0,0) = J(0.0) + ~E(0) ) = 0.

car la fonction £ est une forme linéaire. A partir de I'inégalité (5.22), on obtient :

1
J(uy, 0) + §||§w||%z@> < J(0,0)

ou
(s, 0) = lley = el ey + Nllus 225y,
et ou
J(0,0) = [|éllZz s, )-
On en déduit que le suite (u,) est bornée dans L?(5) car ||u, || z2(s,) < = 1 z2(51)-

VN

Il existe alors une sous-suite notée (“v) qui converge faiblement vers u € L*(3,).

Remarque 5.1.9 On trouve — X dans L*(Q) et ¢, — ¢ dans L*(%1). En

L
1 - ~ L
effet, on a ;H@H%Q(Q) + |ley — c]\%z(zl) + NHuﬂ,H%Q(EQ) < HCH%Q(EI). On en déduit

que la suite ( ) est bornée dans L*(Q). D ot la sous-suite notée encore (%@,)

1
Vo
converge vers A dans L*(Q). On observe aussi que la suite (Cv) est bornée dans

L*(%y). On trouve alors que la sous-suite, notée encore (cy) converge vers ¢ dans
L3(%)).
5.2 Probleme de contrdle a une frontiere

Dans ce chapitre, on étudie le controle optimal pour le systeme NTB linéaire (3.1)

en sol pollué :
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;

Q%Jrq.Vc—DAc = g+v dans @,

sur - g, (5.23)

1
—(DVec—3qe)n = ?C

c(0, ) = 0 dans 9,

\

ot la fonction de contrdle positive v € L*(Q) est 'ajout de nutriments.

L’objectif est de trouver le ou les controle(s) minimisant(s) la fonction de cout

J(v,g) = lle(v, 9) = ez, + Nlvllizg), (5.24)

olt ¢ € L*(2) est une concentration d’éléments nutritifs observée a la surface de
la racine et N une constante positive.

La concentration de sels minéraux c(v, g) := ¢(t, x, v, g) linéaire en v et g vérifie :
c(v, g) = c(v,0) + ¢(0, g), pour tout v € L*(Q) et g € L*(Q), (5.25)

ou la fonction g représente la pollution du sol et la fonction v est un ajout

d’éléments nutritifs par les plantes de services (ou l'action de I'homme).

Remarque 5.2.1 Sans perdre de généralité, on a choisi ¢(0,z) = co(x) = 0.

Sinon, il suffit de considérer ¢(t,x) = c(t,x) — co(x) avec la condition :

c(0,2)), = 0. En effet, on obtient :
( O¢ 0
aa—{; +q.Véc— DAc= Oza—j +q.Ve—DAc=v+g dans Q,

I
—(DVe— 3q¢).n = —(DVec — 3qc).n = % sur Y,

¢(0,z) =0 dans S

\
Remarque 5.2.2 On suppose que Uapplication v — c(.,.,v,.) définie de L*(Zs)
vers L?(31) est continue L*(Q).
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5.2.1 Exitence d’une solution faible

Dans cette section, on aborde 'existence d’une solution pour le systeme donnée
par (5.23). On suppose que la concentration c(t,.) est une fonction continue en
temps et considérée comme un élément de H'(Q) représentant x — c(t,z), pour

tout ¢t € [0, 7.
Lemme 5.2.1 Le systéme (5.23) est équivalent a la formulation faible suivante :

jt/cwd:c—i-a(t ¢, ) = L(t;¢) p.p t€)0,T[, Vi € H'(Q),
(0,.]7) - 07

(5.26)

o

a(t;c,d)):%/gq. (YVe — V) dx+D/ﬂVc.V2/}dx+/F %C@Z)dal, (5.27)

et
= / Y (v+ g) dzdt.
0

Preuve - On multiplie la premiere équation du systeme (5.23) par ¢ € H(Q) et
on integre par parties. Puisque I’ensemble € et la fonction ¢) ne dépendent pas du

temps, on peut écrire :

cwd:c—l—/w q.Vc) d:c—D/ (Ac) wdaz—/w v+g)d

~~

=A

dt

Par un raisonnement analogue a celui effectué dans la preuve du lemme 5.1.1,

On obtient

A :%/ﬂq.(wVC—cV@/}) dx+D/QVc.dex— ?@Z)dol

I'1

en utilisant les condition aux limites du systeme (4.14). Comme :

d
A=
a cwda:+ /1/1 v+g)d



92 CHAPITRE 5. CONTROLE OPTIMAL EN SOL POLLUE

on en déduit :

a(t;c,@b):%/ﬂq.(wVC—cV@D) dx+D/QVc.dex+/F %@Z)dal,

et
L) = [0 (tg)de

Proposition 5.2.1 En supposant que |q| est uniformément borné (i.e ¢ € L*>(Q))
et que la fonction de contréle v € L*(]0,T[, L*(Q)), alors le systeme (5.23) admet
une unique solution ¢ € L*(]0, T[; HY(Q)) N C ([0, T]; L*()).

Preuve - En appliquant une démonstration analogue a la preuve du théoreme
2.2.1 avec [ = v, on trouve que la forme bilinéaire a est continue sur H*(€) et
semi-coercive. Afin de satisfaire les hypotheses du théoreme de Lions, il suffit donc

de montrer que la forme linéaire L est continue sur H!(2). En effet, on a :

1Lt ¥)| = '/Qw(g+v) dz| < [|9lla@([oll2@ + lgllz2@)-

Les hypotheses du théoréeme de Lions pour les problemes d’évolution [1], [5] sont
satisfaites. Dot il existe une unique solution faible ¢ € L*(]0, T'[; H(Q))n C([0, T7;
L*(2)) du systeme (5.23) . |

5.2.2 Controle sans regret

Dans cette section, on traite du controle sans regret pour le systeme (5.23). Afin de
déterminer le ou les controle(s) miminisant(s) la fonction de cout J(v, g) donnée

par (5.24), il serait intéressant de résoudre le probleme MinMax défini ci-dessous :

inf ( sup J(v, ) 5.28
A (v, 9) (5.28)

Cependant, on a que :
sup J(v,g) = +o0. (5.29)

9eL?(Q)
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On utilisera, alors, les techniques de controle sans regrets et de controle a moindres

regrets définies par J.-L. Lions [17] et utilisées dans [21]-[22].

Définition 5.2.1 Le controle sans regret pour le probleme (5.28), s’il existe, est

une fonction v € L*(Q) solution du nouveau probléme MinMazx suivant :

inf < sup (J(v,g) - J(O,g))) (5.30)

veL?(Q) geL2(Q)

Lemme 5.2.2 Pour toute fonction v € L*(33) et toute fonction g € L*(Q), on
a:

J(0.9) = (0, g) = J(0,0) = J(0,0) +2(c(0, ) (v, 0)) 125

Preuve - Raisonnement analogue a la preuve du lemme 5.1.2. [

Remarque 5.2.3 A partir du lemme 5.2.2, on en déduit :

swp (J(v,9) = J(0,9)) = J(©,0) = J(0,0) + 2 sup_(e(v,0),¢(0, 9))rzs,)
9€eL?(Q) 9eL?(Q)

On estime alors sup (c(v,0),¢(0, 9))r2(s,)-
9eL?(Q)

Proposition 5.2.2 Soit ¢(0, g) la concentration d’éléments nutritifs lorsque la va-
riable de controle v =0 et ¢(v,0) la concentration d’éléments nutritifs lorsque la

pollution du sol g =0, on a alors

(c(0,9),¢(v,0))z2(z,) = (€(v), 9)22(@)- (5.31)

Preuve -On introduit £(v) = &(x,t,v) solution du probleme adjoint suivant :

p

A E(v) = 0 dans @,
B¢((v).n = —c(v,0)— éf(v) sur X, (5.32)
(T,x) = 0 dans €,
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avec

. d . 1
A ——aa—q.V—DA, B ——DV—Zq.

En effectuant les mémes calculs que dans la preuve de la proposition 5.1.1, on
calcule / A*E(v) ¢(0, g) dedt. On obtient

/.A* c(0,g)dzxdt = —/ c(v,0) (0, g) daldt+/Ac(O,g)£(v) dxdt
D Q

- <§(U),Q>L2(Q) - <C(v70)7c(079)>L2(21)'

Comme A*¢(v) = 0 dans Q dans le systeme (5.32) alors on obtient le résultat

désiré. ]

Remarque 5.2.4 Comme d’apres la proposition précédente on a (§(v), g)r2q) =
(c(v,0),¢(0,9)) 12z, alors

J(v,9) = J(0,9) = J(v,0) = J(0,0) + 2{c(v,0),c(0, 9)) r2sy)
(5.33)

= J(U, 0) — J(O, 0) + 2<£<U)79>L2(Q)-

On en déduit alors

sup ) (J(v,g) - J(O,g)) = J(v,0) = J(0,0) +2 sup (£(v),9)r2) (5-34)

9EL(Q geL2(Q)

+oo si (§(v),g) #0
avec sup (f(v)ag>L2(Q):
geL?(Q)

0 si &(v)Llg Vge L*Q).
L’estimation sup ge2(q)(€(v), 9) £2(q) ne permet pas de caractériser le contréle sans

regret du probleme MinMaz (5.30). Par conséquent, on passe au concept de controle

a moindres regrets pour chercher un contréle v appartenant a l’ensemble suivant :

{v e L*(Q) tel que §(v) LL*(Q)} .
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5.2.3 Controle a moindres regrets

Dans cette section, on aborde, le controle & moindres regrets pour le systeme (5.23).

Ce controle est une solution du probleme MinMax relaxé :

inf su v,g) — ,g) — %2 ) .
( p (J0.9) =09 wm(@D (5.35)

veL2(Q) geL2(Q

oll v est un parametre tres petit et strictement positif.
Tout d’abord, on transforme l’expression (5.35) afin d’obtenir une formulation

équivalente.

Lemme 5.2.3 Le probléme MinMax relazé (5.35) peut s’écrire :

inf J7(v 5.36
Lt T (5.36)

Jmﬁzﬂwm—ﬂ&®+$WWMmy (5.37)

Preuve - La preuve de ce lemme est similaire a celle du lemme 5.1.3.

5.2.4 Existence et unicité du controle a moindres regrets

Dans cette sous-section, a partir de la forme équivalente du probleme MinMax
relaxé (5.36)-(5.37), on montre l'existence et I'unicité d'un contréle a moindres

regrets.

Proposition 5.2.3 [l eziste une unique solution u., € L*(Q)) appelée le contréle

a moindres regrets pour le probléme de contréle optimal (5.56)-(5.37).

Preuve - Par une démonstration analogue a celle de la preuve de la proposition

5.1.2, on trouve
_J(Oa O) S jw(vn) S k:'y + ]-7

pour tout n > ng avec ky = 1%{ )‘77(2}).
vel?(Q
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Puisque,

T (vn) = lle(vn, 0) = ellfa(s,y + Nllvallzzq) = €2, | + 3180l 72(q)

L2(2q)

ky+ 1+ ||€]|?
[vall 22(@) < re
- N

Il existe donc une sous-suite (vn) incluse dans L?(Q) qui converge faiblement
neN

vers une fonction u, € L*(Q). Cette fonction est appelée le controle a moindres

on obtient alors

regrets. ce controle est unique car la fonction de cout J7 est strictement convexe.

Remarque 5.2.5 La fonction c(v,,0) converge vers c(u.,0) dans L*(Z;). En ef-

fet, comme on a :

N N 1
T(0) = le(wa,0) = it + Nlvallagy = 1412, + 1€l <

L2(z)

On déduit alors

avec &y = [|[€]|72 5, + dy-

Do, la fonction c(v,,0) est bornée dans L*(X). Par conséquent, on obtient que

le(wn, )l L2y < 5,

c(vn, 0) converge vers c(u,,0) car la fonction v — c(.,.,v,.) est continue d’apres

la remarque 5.2.2.

5.2.5 Caractérisation du contréle a moindres regrets
Dans cette section, on donne une caractérisation du controle pour le systeme (5.23).
Proposition 5.2.4 Le contréle a moindres regrets u., satisfait a l'inégalité

1
(¢y = & c(w,0)) r2(s) + N{uy, w)rzg) + <;§w§(w)>L2(Q) >0 (5.38)

ou ¢y = c(u,0) et & = &(uy,0).
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Preuve - Le controle u.,, vérifie la formule d’Euler-Lagrange :

(quy T Aw) - muv)) -

lim
A—0

A

pour tout w € L?(Q). En effectuant des calculs identiques & ceux effectués dans la

preuve de la proposition 5.1.3, on obtient le résultat souhaité. [

5.2.6 Systeme d’optimalité singulier

Dans cette sous-section, & partir de I'inégalité d’Euler-Lagrnage (5.38), on ca-

ractérise le controle a moindres regrets par un systeme d’optimalité singulier. On

notera ¢, = c(u,,0), & = &(u,,0), py = p(u,,0), py = p(u,,0).

Théoréme 5.2.1 Le contréle a moindres regrets u, solution du probléme opti-
mal (5.36)-(5.37) est caractérisé par 'unique quadruplet {c,, p,,&,,py} solution

du systeme d’optimalité suivant :

Ac, = 0, A¢, =0 dans Q,
I ) I
—Bc,.n = el B ¢ .n = —cy+ ?57 sur i,
c,(0,z) = 0, &(T,x) = 0 dans Q,
1 (5.39)
Ap, = ;&,, A p, =0 dans Q,
I ) ) I
—Bpy,.n = P Bpy,.n = —(cy—¢+py) — TPy sur Y,
p4(0,2) = 0, py(T,z) = 0 dans Q,
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ot l’équation adjointe est  p,+ Nu, =0 dans L*(Q),

Remarque 5.2.6 Les opérateurs A, A* sont donnés par (4.7) et les opérateurs
B, B* sont donnés par (4.8).

Preuve - On transforme le terme <%£,Y, §(w)) 12y de I'inégalité d’Euler-Lagrange

1
(5.38), en posant —¢, = A p, ol p, = p(., ., uy,0) solution du probleme direct :
Y

( 1
Ap, = =¢, dans Q,
Y
—Bp,.n = ip sur X (5.40)
v KM L
[ p,(0,z) = 0 dans (.

Ensuite, on calcule I'intégrale / A py §(w) dzdt, en effectuant une démonstration
Q

similaire a la preuve du théoréme 5.1.2. On obtient :

/Apvf(w)dxdt = /A*f(w)pvdxdt+/ c(w,0)p, doydt
Q Q Xy

= /c(w,O)p,ydaldt
31

= <C<w7 O), p*y)LQ(Zl)a

a l'aide les conditions aux limites des systemes (5.32) et (5.40) et de 1'égalité
A*¢(w) = 0 dans Q. Comme

1
<_€77 g(w)>L2(Q) - / Apv g(w) dxdt = <C(U}, 0)7 p’Y>L2(21)7
v Q
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on trouve alors que l'inégalité donné par (5.38) devient :

B 1
<C’y — ¢ C(U}, 0)>L2(21) + <;£’77 §<w)>L2(Q) + N(“’w w>L2(Q)

= <C’Y — ¢ C(w7 O)>L2(21) + <C<U}7 0)7 p’Y>L2(21) + N(“'yu w>L2(Q)

= (cy — ¢+ py, c(w,0)) p2m,) + N{uy, w) r2(g) > 0.

On recommence le méme procédé pour transformer (c, — ¢ + p,, c(w, 0)) r2(s,). On

introduit p, = p(t, z, u,, 0) solution du probleme adjoint suivant :

;

A*p, = 0 dans @,
« - I
B'py.n = —(¢y =+ py)+opy sur By, (5.41)
| »(Tz) = 0 dans €.

Puis, comme précédemment, on calcule 'intégrale / A*p, c(w, 0)dzdt. On trouve
Q

1
/ A*p, c(w,0)dzdt = — / (DVp7+—qp7)c(w,O).ndaldt
Q 5} 2
1
+/ (DVc(w,O)— —qc(w,O))py.ndaldt
N 2
+/ Ac(w, 0) p, dudt
Q

- _/2 (cy — 6+py>c(w,0) dodt

+/ w py dxdt,
Q
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a l'aide les conditions aux limites des systemes (5.23) et (5.41) et de 1'égalité
Ac(w,0) =0 dans Q. Comme A*p, =0 dans Q alors

(cy = C+ py, c(w,0)) 125y) = (Pys W) 2(Q)-
A Taide du résultat précédent, 'inégalité (5.38) devient alors

<Cv —C+ Py c(w, O)>L2(21) + <Nuva w>L2(21)
= Py, w)r2(Q) + (Nuy, w)12(q)

= (py + Nuww)LQ(Q) >0

pour tout w € L*(Q). Or (py + Nu,, w')2g) < 0, pour w' = —w € L*(Q) alors
py+ Nu, =0 dans L*(Q).

Le controle a moindres regrets u,, caractérisé par le systeme d’optimalité (5.39)

converge vers le controle sans regret w.

Proposition 5.2.5 Soit ¢ € L*(3). Le contréle a moindres regrets u., converge

vers u € L*(Q), appelé le contréle sans regret .

Preuve - On démontre cette proposition, en appliquant une démarche sem-

blable a celle de la preuve de la proposition 5.1.4. [ |

Remarque 5.2.7 On trouve — X dans L*(Q) et ¢, — ¢ dans L*(X). En

1
Vol
effet, on a

1 - -
T (uy) = ;wa”%?(@) + lley — CH%Q(EI) + N”“’y”%?(@) < HC”%?(&)-

On en déduit que la suite (\%fv) est bornée dans L*(Q). Donc, la sous-suite notée
encore (\%f,y) converge vers X dans L*(Q). De plus, on observe que la suite (c,y)

est bornée dans L?(X). D’ou, la sous-suite, notée encore (c,y) converge vers ¢ dans
L3(%).



Chapitre 6

Systeme N'TB non linéaire a deux

frontieres

6.1 Préliminaires

Dans ce chapitre, on analyse le systeme N'TB non linéaire a deux frontieres représenté

par le systeme ci-dessous :

(0
aa—j +q.Ve—DAc = 0 dans @,
—(DVe—1qe)n = h(c) sur 3y,
(6.1)
(DVe—1qe)n = 0  sur o,
c(0,2) = ¢o(z) dans Q
ou h(c)= Ki représente la fonction d’absorption non linéaire.
c
7/ . . 7 . . B [é
Remarque 6.1.1 L’écriture non linéaire de la fonction d’absorption h(c) = Kie
¢

correspond a une faible affinité entre l'ion transporté a la surface de la racine et

["ton jouant le role de transporteur.

101



102 CHAPITRE 6. SYSTEME NTB NON LINEAIRE A DEUX FRONTIERES
6.2 Existence d’un point fixe

Dans cette section, on montre que le systeme (6.1) admet un point fixe, pour cela,

on considere le systeme suivant :

(0
aa—j +q.Ve—DAc = 0 dans @,
—(DVe—3qc)n = h(e) sur 3,
(6.2)
(DVe—1qc)n = 0  sur Yo,
c(0, ) = ¢o(z) dans €

Ic

— non linéaire.
K+e¢

ou h(c)=
Remarque 6.2.1 On suppose que ¢ € L*(]0,T[, H*(Q)).

En effectuant le changement de variable ¢ = ¢(t, z) — ¢(0, x) avec ¢(0, z) solution

de :

(e

az (0,2) + q.Ve(0,2) — DAc(0,2) = 0 dans Q,
—(DVe(0,z) — 3q¢(0,z)).n = 0 sur X,
(DVe(0,z) — 3qc¢(0,z)).n = 0 sur X

c(0, ) = ¢o(z) dans £,

\

le systeme (6.2) devient alors
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(a9 , ,
asr +q.Vd = DA = 0 dans @,
—(DVd —31qd)n = h(e) swr Xy,
(6.3)
(DVd —3qd)n = 0 sur 3,
\ (0, ) = 0 dans Q.
Lemme 6.2.1 Le systéme (6.3) a une formulation faible donnée par
d
a— [ dpdr+a(t;d,¢) = L{t;y)  pp t€)0,T], Ve H(Q),
dat Jg (6.4)
d(0,z) =0,
ou
1
a(t;c, ) = 5 / q. YV = VY) dr + D/ vV .V dx, (6.5)
Q Q
et

L(t;y) = —/F h(c) ¢ doy.

Preuve - Par une démonstration semblable a celle effectuée a la preuve du lemme

2.2.1, on obtient la formulation souhaitée. [ |

Remarque 6.2.2 La formulation (6.4)-(6.5) est différente de celle obtenue les

systemes NTB linéaires, ou L = 0.

Théoréme 6.2.1 On suppose que |q| est uniformément borné : q € L>(Q). Si la
fonction h(c) € L*(T'y) alors il existe une unique fonction ¢ € L*(]0,T[; HY(Q)) N
C([0,T]; L3(S2)), solution du systéeme (6.3).

Preuve - En effectuant un raisonnement analogue a celui de la preuve du

théoréme 2.2.1, on obtient le résultat convenu. [
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Puis, on montrera l’existence d’un point fixe pour le systeme (6.2). La remarque
qui suit est un résultat important en vue de préparer 1’énoncé du théoreme pour

le point fixe.

Remarque 6.2.3 On a L*(]0,T[, H'(Q2)) c L*(]0,T[, L*()). En effet, soit 1) €
L*(]0,T[, H(2)), alors on a

T
6oy = | 19 + V0l dt <R (R 20)
0
On en déduit alors que |[Y||720 111200y < R et donc ¢ € L2(]0, T, L*(2)).

Dans la suite, afin de monter la proposition 6.2.1 on a besoin du lemme de Luc

Tartar [35] :

Lemme 6.2.2 Soient E, et ' deux espaces de Banach vérifiant que £ C F' et
que l’injection de E vers F soit continue et compact. On suppose que pour tout
p € [1,00], une suite (u,) bornée dans LP(]0,T[; E), et il existe 8 > 0 et une

constante M tel que

=

T—h
( / ||un<t+h>—un<t>||izm>dt) < M|’

pour tout h €]0,T/2[, alors u,, appartient a un sous-ensemble compact de LF(]0,T[; F).

Preuve - Pour la preuve de ce lemme se réferer a [35], lemme 24.5, page 141. m

Proposition 6.2.1 On suppose que pour toute suite ¢, bornée dans L*(]0, T[; H*(Q)),

il existe 8 > 0 et une constante M tel que

1
T—h 2
( / lea(t + B) — cn<t>||iz<mdt) < M’

pour tout h €]0,T/2][, alors ¢, appartient a un sous-ensemble compact L*(]0, T[; L*(Q)).

En particulier, il existe une sous-suite de ¢, qui converge dans L*(]0, T[; L*(Q)).
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Preuve - En effet, d’aprés le théoreme de Rellich, 'espace H'(2) — L*(Q) de

maniere compact. En utilisant le lemme 6.2.2, on obtient le résultat souhaité. m

Ensuite, on définit I’ensemble ci-dessous. Celui-ci sera utilisé pour démontrer I’exis-

tence d’un point fixe.

Lemme 6.2.3 On suppose que ¢ € L*(]0,T[, H'(2)).
Soit 'ensemble C' définie par :

C = {c € L0, T[; H'(2)) N C([0, T); LX), tel que |lellzzgorpmi@y < M'},
(6.6)

ot c est solution du systéme (6.3), et o

M = %(\/Tmes(f‘l) + T+/mes(T'y)).

Preuve - Puisque c est solution du systeme (6.3) on a :

1
cwdaﬁL /q.(z/JVc—cVIp) da:+D/Vc.Vz/}dx

_ / Weyp.doy  pp tEl0,T], Vi e H\(Q).
I
En prenant ¢ = ¢, on obtient :

2dt/|c|2dx+D/V|c|2dx— / h(¢)cdoy pp t€l0,T].
I

Ic Ic
_/rlh(C)Cdal = — L K+e Cdal_/FlK+chal

et il existe B; > 0 tel que

Ic
/F 74 2001 = Mllov/mes(Ty)llellzaw < Billl oo vmes(Tu)llell @

a l'aide du théoreme de trace.

Mais

On trouve :

th/ |c|2dx+D/V|c|2dx<61||l||w\/mes el m@)-
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On obtient

D [ Vil dz < Bl oo/ mesE el (6.7)
et

S |t e < BTl o (69

En intégrant sur [0, ¢] avec ¢t €]0, T I'inégalité donnée par (6.7), on trouve :

2

¢
a
—/ lc(t, z)|? d §61||I||w\/mes(F1)/ el ar () ds
0 0

< Bl ||oo v/ Tmes(I'y) | el L2 qo,rp o)

a l'aide de l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

En additionnant 6.7 et 6.8 et en posant m = m’m{%, D} on obtient :

mlle(t 2)l7n @) < Billllocv/mes(Tu)lell @)+ Bl oo v/ Tmes(Tu) el rago,rism -

En intégrant sur ]0,T[ 'inégalité précédente, on trouve :

T
m||c(t,x)||%z(}o,T[;H1(Q)) < Bl mes(f‘l)/ let, @)l o dt
0

T
—|—ﬁ1 H[Hw\/Tmes(Fl) / HC(t, ZL’) HLQ(]O,T[;Hl(Q)) dt
0

< BillIlloe(/Tmes(Ty) + T/mes(Ty))||c(t, )| 2o ))-

D’ou 'on obtient :

lell 2o i @) < M

avec

M = ﬁl”[HOO(\/Tmes(l"l) + T+/mes(T'y)).

m

Lemme 6.2.4 L’ensemble C définie ci-dessus est convexe.
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Preuve - En effet, en prenant ¢, ¢” € C et A € [0,1], on trouve ||\ + (1 —

N[ rzqorpvy < Al 2gorpm@) + (1 = M [ z2go,rpm ) < M. u

Lemme 6.2.5 L’ensemble C est fermé.

Preuve - En effet, on considére (¢},)neny C C une suite convergeant vers ¢ €
L*(]0,T[; H'(2)). Cette suite est bornée dans L*(]0,T[; H'(2)). 1l existe alors
une sous-suite (¢, )yen extraite de (¢}, )neny qui converge faiblement vers ¢ €
L2(]0,T[; H'(R2)) (unicité de la limite). Puisque la norme ||.||z2qo.rpm1()) est fai-
blement s.c.i alors ||c/||z2qo,rpa1 () < lnllrgirg |l 2o, ))- On en déduit que

1Nl L2qorp ) < M et donc ¢’ € M. -

Ensuite, on considére T une application de L?(]0, T'[; L*(Q)) vers L*(]0, T'[; L*(2)).
On pose ¢ = T(¢) ou ¢ € L*(]0,T[; HY(Q)) N C([0,T]; L*(Q)) est solution du
systeme (6.3).

Remarque 6.2.4 On a ¢ € L*(]0,T[; H'(2)), et d’aprés la remarque 6.2.5, on
a L*()0, T[; H'(R2)) € L*(]0,T[; L*(Y)), alors ¢ € L*(J0,T[, L*(R?)). D’ou T (¢) est

bien définie.

Lemme 6.2.6 On suppose que pour toute suite ¢, bornée dans L*(]0, T[; HY(Q)),

il existe @ > 0 et une constante M tel que

1
T—h 2
( / lea(t + ) —cn<t>||iz(mdt) < M|’

pour tout h €]0,T/2[. L’ensemble C est relativement compact dans L*(]0, T[; L*(Q2)),
et on a T(C)CC.

Preuve - D’ apres la proposition 6.2.1, ’ensemble C est un sous-ensemble compact
de L%(]0,T[; L*(Q)). Par ailleurs, on a T(C) C C. En effet, en posant ¢ = T(¢)
solution de la formulation faible (6.4)- (6.5) alors ¢ vérifie ||c[| z2(jo,rp;v) < R et donc

ce C. ]
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Lemme 6.2.7 L’application T définie de L*(]0,T[; L*()) dans L?(]0, T[; L*(Q2))
est continue sur C.

Preuve - En effet, soit la suite (¢,)nen C C, la suite (¢,)nen étant bornée
dans L?(]0,T[; HY(Q)), Il existe alors un élément ¢ € L2(]0, T[; H(2)) tel que
la suite(¢, ),en converge faiblement vers ¢. On pose ¢, = T'(¢,) pour tout n € N et
¢ =T(¢). Puisque T'(C) C C alors pour tout n € N ¢,, € C et ¢ € C. On suppose
que pour tout n € N, ¢, vérifie la formulation faible (6.4)-(6.5) :

d 1
/cnwder /q. (VVe, — e, V) d:E+D/VCn.V’Q/)dZE

= —/ h(¢,) doy p.p t€]0,T[, Vb € H'(Q).
I
On montrera que ¢ est solution de la formulation faible (6.4)-(6.5) :

1
C@Z)dx+ /q.(wVC—CV@ZJ) dx+D/Vc.V@/)d:E

= _/r h(c)y(x) doy p.p t€)0,T[, Vo € H(Q).

En soustrayant les deux égalités ci-dessus, on trouve :

d

a Q(cn—c)d)der%/Qq. (¢V(cn—c)—<cn—0)vw> dx

+D/QV<cn—c> .dex:—/rl (h(an)—h(a))wal.

En remplacant ¢ par ¢, — ¢ dans 1’égalité précédente, on obtient

a%/ﬂ|cn—c|2d:p+D/Q’V(cn—c) S de :—/Fl (h(es) —h(@)) (e — c) don.
(6.10)
Mais,

_ /F | (h(én) _ h(é))(cn — o) doy, < /F | <h(én) . h(é))(cn — ¢)doy

1.
< VmesTe 8, 61z, — 2l les — el
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a l'aide du théoreme de trace ou [y, 52 > 0 (voir le lemme A.1.1 & ’annexe pour
les détails du calcul).

On trouve :

D/’V —¢)
et

a [ d 1] 00 o
E/Q@‘Cn_cﬁdx < /mes(T) 702 B1B2|En — |l llen — cllae

En intégrant ce dernier sur [0, ], avec t €]0, T'[, on obtient :

/ len(t, ) — c(t, x)|? dz

1|
d:p<\/me H H — BiBallen — ellmyllen — cllm@), (6.11)

< y/mes(Ty) 1! Hooﬁlﬁg/ 1€, (t, 2) — e(t, @) || (o len(t, ) — c(t, )| 1) ds

(6.12)

Puisque

t
/ Hén<t7 .T) - E<t7 x)”Hl(Q) ch<t7 .T) - C<t7 'T)”Hl(ﬂ) ds
0

< |en(t, ©) — e(t, @) || 2go.rp @) llen(t, ) — e(t, @) | 2 go . @)

en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient alors

9/ len(t, ) — clt, 2)|? da
2 Ja

I _
<Vvm ” H 5 B1Ballen — €l 2qorpm @ llen — cllL2qo.rpm @)

En additionnant (6.11) et (6.12), et en posant m = min{%, D}, on obtient :

mHCn(ta l‘) - C(t7 x)”%{l(ﬂ)

I o
< /mes(T) ||K|'|2 B1B2|1En — €l 2o, llen — €l 2qorpa)

/mesTE 5 5, — Eeylles — el
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En intégrant sur |0, 7], on trouve :

ml|e, — CH%Q(]O,T[;HI(Q))

I _
< y/mes(I'y) 17} 5152/ |¢n — CHLQ(]O,T[;Hl(Q))HCn - CHLQ(]O,T[;HI(Q)) dt

el [ e, ) — 2,0l et ) = et ) o

< /mes(I'1) Iz ||005152 T+ 1)||en — €lle2qorim @) llen = llz2qorpa @)

On obtient alors

mlle, — C||L2(0T HI(Q) SV mes(I'y) Iz Hooﬁlﬁz T+1)|en — el (0, THL())-

En passant a la limite, on obtient que ¢, — ¢ dans L*(]0,T[; H'(Q)) car ¢, — ¢

dans L*(]0,T[; H*(Q)) . Il s’ensuit que I'application T' est continue sur C.

L’existence du point fixe pour le systeme (6.3) repose sur le théoréme de Schauder

suivant :

Théoréme 6.2.2 (J. Schauder) Soient E un espace de Banach et C C E un
convexe fermé non vide. Si T est une application continue de C' dans C' telle que

T(C) soit relativement compact, alors l'application T admet au moins un point

fize.

Théoréme 6.2.3 Le systéme NTB non linéaire (6.3) admet au moins un point

fixe.

Preuve - Les hypotheses du théoreme de Schauder sont vérifiées car I’ensemble C
définie par le lemme 6.2.3 est convexe fermé et relativement compact, d’apres les
lemmes 6.2.4, 6.2.5 et le lemme 6.2.6. Par ailleurs, ’application T est continue
de C dans C, d’apres le lemme 6.2.7, alors le probleme (6.3) admet au moins un

point fixe. [
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6.3 Positivité de la solution

Puisque d’apres le théoréeme 6.2.3, section 6.2, le systeme (6.3) admet une solution
c e L*(0,T[; HY(Q)) N C([0,T]; L*(£2)). On vérifie alors que cette solution ¢ est

positive.

Proposition 6.3.1 Soit ¢ une solution du systéme (6.3). Si co > 0 et h(c) > 0
alors ¢ > 0 et ¢(T,.) >0, pour tout T > 0.

Preuve - On décompose ¢ = (¢,.) en ¢ = ¢ — ¢~. On multiplie I’équation d’état

du systeme (6.3) par ¢—. On obtient :

Jc _ T Oc™\ _
/Q (aa + (q.Ve) — DAC)C dxdt = —a/o /Q (E) ¢ dxdt

-~

—A
T T
—/ /(q.Vc)c d:cdt—l—D/ / (Ac™) ¢ dadt,
_Jo Jo Lo Jo Ja |
=B —c
car .
% ¢ =(Vehe = (Ach)e =0.

On trouve alors pour le terme A :

A= —%(/Q = (T))? - |c_(0)|2dx). (6.13)

Puis on obtient pour le terme B :

T T
B = —/ /(q.Vc)c dedt = —/ —/q.|c|2.ndcrdt, (6.14)
0o Jo o 2Jr

a l'aide de la condition du flux de Darcy (divq = 0 dans @) et du théoreme de
divergence (le calcul détaillé est donné par (2.14), dans la preuve de la proposition
2.3.1, chapitre 2, section 2.3, page 41).

Ensuite, on trouve pour le terme C' :

C:D/OT/Q(AC_) c—dxdt:D/OT/F(Vc—)c—.ndadt—D/OT/Q)vc—

2
dxdt,
(6.15)
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en utilisant la formule de Green.

En additionnant les termes B et C', on obtient :

T T
B+C = —/ /(q.Vc_)c_ d:pdtJrD/ /(AC_) ¢ dxdt
o Ja o Jo
T 1 T
:/ /(DVC——q.c>c.ndadt—D/ /|Vc\2da:dt
o Jr 2 o Jo
T T
:—/ / h(c)|c_|2dcrldt—D/ /|V|c_|2d:pdt
o Jry o Jo
T
= —D/ /|Vc_|2dxdt,
o Jo

car h(c) > 0.

Enfin, en ajoutant le terme A au calcul précédent on obtient :

T
A+C+B:_9(/|C<T>|2—|c(o>|2dx) —D/ /\vc\2dxdt:o.
2 Q 0 Q

D’ou :
a T
——(/ (D)~ | (0) d) :D/ /\Vc|2d:cdt20
2 Q 0 Q

On trouve alors :
%(/ﬂwmm) < (/Q|c_(0)|2dx).

| e

On conclut alors

le™ (D)l z2@) < lle” (0)][2@) = 0, VT =0.



Chapitre 7

Systeme N'TB non linéaire a une

frontiere

7.1 Préliminaires

Comme pour le systeme N'TB non linéaire a deux frontieres, on étudie, dans cette
section le systeme NTB a une frontiere avec la fonction d’absorption non linéaire.

Le systeme NTB non linéaire a une frontiere est le suivant :

(0
aa—j +q.Ve—DAc = 0 dans (@,
—(DVe—3qc)n = h(c) sur %, (7.1)
\ c(0,x) = co(z) dans Q,
Ic . . o
avec h(c) = e la fonction d’absorption non linéaire.
c
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7.2 Existence d’un point fixe

Dans cette section, on montre que le systeme (7.1) admet au moins un point fixe,

pour cela, on considere le systeme suivant :

a% +q.Ve—DAc = 0 dans @,
—(DVe—13qc)n = h(@) sur %, (7.2)
c(0,x) = ¢o(z) dans €,

\

Ic .
- non linéaire.
+c

En effectuant le changement de variable ¢ = ¢(t, z) — ¢(0, x) avec ¢(0, x) solution

de :

avec

(0
aa—j((), ) +q.Ve(0,2) — DAc(0,z) = 0 dans @,
—(DVe(0,z) — 3qc(0,z)).n = 0 sur X,
\ c(0, ) = ¢o(z) dans £,
le systeme (7.2) devient :
(o , ,
Oza +q.Ve —DA¢ = 0 dans @,
—(DVd —3qd)n = h(e) sur 3y, (7.3)
(0, ) = 0 dans Q.

Lemme 7.2.1 Le systéme-NTB (7.3) a une formulation faible équivalente donnée

par :

dt
d(0,z2) =0,

ai/glc'@/)dx +a(t; ) = L(t; ) p.p t€]0,T[, Vb € H'(Q), (7.4)
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ou
1
a(t;d ) = 3 / q. (VVd = JIVY) dr + D/ vd . Vidr, (7.5)
Q Q
et ol

L(t;¢) = _/r h(¢)y doy.

Preuve - Par raisonnement analogue a celui de la preuve du lemme 3.2.1, on

obtient le résultat souhaité. [ ]

Théoréme 7.2.1 On suppose que |q| est uniformément borné (i.e ¢ € L>®(Q))
et que la fonction h(c) € L*(]0,T[, L*(T)). Il existe alors une unique fonction
c € L*()0,T[; HY(Q)) N C([0,T]; L*(Y)), solution du systéeme (7.3).

Preuve - Par raisonnement analogue a celui de la preuve du théoreme 3.2.1, on

obtient le résultat convenu. [ ]

Puis, on montrera l'existence d’un point fixe pour le systeme (7.3) comme fait

précédemment pour le systeme (6.3).
Lemme 7.2.2 Soit l’ensemble C définie par :

C ={ce L?(0,T[; H'(Q) N C([0,T]; L*(Q)), tel que |cllr2qorpm ) < M},

(7.6)
ot c est solution du systéme (7.3), et ou
oo
M = Gull 7l (v Tmes(T'y) + T+/mes(I'y)).
m
Preuve - Démonstration semblable a celle de la preuve du lemme 6.2.3. [ |

Ensuite, on considére 7 une application de L*(]0, T'[; L*(Q)) vers L*(]0, T'[; L*(2)).
On pose ¢ = T(¢) ou ¢ € L*(]0,T[; H'(Q)) N C([0,T]; L*(Q)) est solution du
systeme (7.3).

Lemme 7.2.3 L’ensemble C est convexe fermé.

Preuve - La preuve découle du lemme 6.2.4 et du lemme 6.2.5. [
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Lemme 7.2.4 On suppose que pour toute suite ¢, bornée dans L*(]0, T[; HY(Q)),

il existe @ > 0 et une constante M tel que

T—h 3
0
</0 len(t + h) — cn(t)H%g(Q)dt) < M]|hl|
pour tout h €]0,T/2[. L’ensemble C définie par 7.6 est relativement compact dans
L]0, T[, L*(Q)) et T(C) C C.
Preuve - La preuve découle du lemme 6.2.6. [ |

Lemme 7.2.5 L’application T définie de L*(]0,T[; L*()) dans L*(]0,T[; L*(2))

est continue sur C.

Preuve - Par une démonstration similaire a celle de la preuve du lemme 6.2.7,

on obtient le résultat souhaité. [
L’existence du point fixe pour le systeme (7.3) repose sur le théoréme 6.2.2.
Théoréme 7.2.2 Le systeme (7.3) admet un point fize.

Preuve - Les hypotheses du théoréme 6.2.2 vérifiées car 'ensemble C définie
par le lemme 7.2.2 est convexe fermé, d’apres le lemme 7.2.3, et relative-
ment compact, d’apres le lemme 7.2.4 Par ailleurs, 'application 7 définie de
L*(]0,T[; L*(Q2)) dans L*(]0, T'[; L*(€2)) est continue de C' dans C, d’apres le lemme

7.2.5; alors le probleme (7.3) admet au moins un point fixe. |

7.3 Positivité de la solution
Dans cette section, on vérifie que la solution ¢ du systeme (7.3) obtenue par la
méthode du point fixe est positive.

Proposition 7.3.1 Soit ¢ une solution du systéme (7.3). Si co > 0 et h(c) > 0
alors ¢ > 0 et ¢(T,.) > 0, pour tout T > 0.

Preuve - Raisonnement analogue a celui de la preuve de la proposition 6.3.1

ou les calculs sont identiques. [



Troisieme partie

Controle optimal pour les

systemes NTB non linéaires
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Dans cette partie, on traitera du controle optimal pour les systemes NTB non
linéaires. En linéarisant la fonction ¢ = ¢(¢,x) a 'aide de son développement a
I'ordre 1, on abordera les problemes de controle en sol non pollué :

1) Probleme de controéle systeme NTB non linéaire a deux frontieres en sol non

pollué :
Trouver un (ou des) controle(s) v qui minimise(nt) la fonction cotut J sui-
vante :
J(v) = [le(v) = ellias,) + Nvllias,) (7.7)
( Oc
Oza +q.Ve— DAc = 0 dans @,
I
(DVe—3qc).n = ch sur X,
tel que (7.8)
—(DVe — %qc) .n = —v  sur o,
\ c(0,2) = 0 dans €,
2) Probléme de controle systeme NTB non linéaire a une frontiere en sol non
pollué :
Trouver un (ou des) controle(s) v qui minimise(nt) la fonction cotut J sui-
vante :
J(v) = [le(v) = ellias,) + Nvllias,) (7.9)
( Oc
Oza +q.Ve—DAc = v dans @),
telqueq  —(DVe—1Llqe).n = I sur X (7.10)
2 K+c ’
c(0,z) = 0 dans (.
\

Puis, on traitera des problemes de controle en sol pollué :
3) Probleme de contréle systeme NTB non linéaire & deux frontieres en sol

pollué :
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Trouver un (ou des) controle(s) v qui minimise(nt) la fonction cotut J sui-

vante :
J() = lle(v) = @llias,) + Nvllias,) (7.11)
( Oc
asy +q.Ve— DAc = g dans @,
I
—(DVe—13qc).n = KJCrc sur X,
tel que (7.12)
(DVe—13qc).n = —v  sur 3,
\ c(0,z) = 0 dans ,

4) Probleme de controle systeme NTB non linéaire a une frontiere en sol
pollué :

Trouver un (ou des) controle(s) v qui minimise(nt) la fonction cott J sui-

vante :
J(v) = lle(v) = ez, + Nlvlza,) (7.13)
.
aa—j +q.Ve—DAc = wv+g dans Q,
tel que §  —(DVe—Llqe).n = I sur X (7.14)
2 K +c ’
c(0,z) = 0 dans €.

\

Pour les problemes de controle en sol non pollué a I'aide, on procedera de la méme
maniere que pour la recherche de controle pour les systemes NTB linéaires. Pour
les problemes de controle en sol pollué, on utilisera, les techniques de recherche
d’un controle optimal pour les systemes distribués non linéaires pour les problemes
a données incompletes (voir [22]). On caractérisera ces controles par des systemes
d’optimalités singuliers. Puis, on donnera un exemple de simulation numérique. Et

enfin, on terminera par une conclusion et des perspectives.



Chapitre 8

Controle optimal en sol non

pollué

8.1 Probléme de contrdole a deux frontieres

Dans ce chapitre, on étudie le controle optimal pour le systeme NTB linéaire non

linéaire & deux frontieres représenté par le systeme suivant :

( Oc
asy +q.Ve— DAc = 0 dans @,
I
—(DVe—1qc).n = chtc sur X,
(8.1)
(DVe—1qc).n = —v  sur %,
\ c(0, ) = 0 dans €,

ou la fonction ¢ = ¢(t, z,v) représente la concentration des nutriments absorbée a
optimiser. La fonction de controle positive v € L?(3;) est I'ajout de nutriments &
partir de la frontiere I'y. On considere la fonction v — ¢(.,.,v) différentiable sur
L3(%) :

dc

c(w+ h)=c(w)+ 7

(w)(R) + ||h]|r2(=)e(R), pour tout w € L*(X,),  (8.2)
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oc

ou la fonction v a—(v) est définie de L*(X;) vers L?(X;). Puisque la fonction
v

c est différentiable alors elle est aussi Gateaux différentiable en tout point w €

L*(%,). Dot la fonction h — 2¢(w)(h) est lindaire et continue.

Remarque 8.1.1 Pour tout w € L*%,, on notera :

Oc Oc
2 ) = 2 (w)(h).

L’objectif est de montrer I'existence et de caractériser le (ou les) controle(s) mini-

misant la fonction cout suivante :
J(v) = [le() = ellTaimyy + NvllZas,), (8.3)

ol ¢ est une concentration d’éléments nutritifs observée appartenant a L*(3) et

N une constante positive.

8.1.1 Existence d’un controle optimal
Dans cette section, on étudie 'existence d’un controle minimisant la fonction de

cout J donnée par (8.3).

Proposition 8.1.1 Soit L*(X,) l'ensemble des controles admissibles. Il existe un

unique controle u € L*(3y) tel que

J(u) = inf J(v).

vEL2(X2))

Preuve - La démonstration de cette proposition est la méme que celle faite pour

la proposition 8.2.1. [ |

8.1.2 Caractérisation du controle

Dans cette section, on donne une caratérisation du controle v minimisant la fonc-

tion de cotut J donnée par (8.3).
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Lemme 8.1.1 Pour tout wy,we € L?(3,) et X €]0,1], on a :

J(wy + Awg) — J(wy) )\”C<w1 + Awsy) — c(ws) ”22( :
— )\ L2(21

+2 <c(w1) —c, i )> + 2N (w1, wa) 2(x,) + )\||w2||%2(22).
L2(S1)
(8.4)

Preuve - Soit wy,wy € L*(35) et A €]0,1[, on a :

J(wy 4+ Awy) = J(wy) = |le(wy + Aws) = Ell3as,) = le(wr) = &3as,,

+N||wy + )\w2H%2(22) - NleH%Q(Ez)'

Comme :
le(ws + Awa) = &ll2as,, — lle(wr) = Ellas,,
= 2(c(wn) = & clws + Mwz) — c(ws)) () + lle(ws + Mws) = e(ws) 3oz,
et

Nle -+ )\w2||%2(22) - N||w1||%2(21) = 2N)\<U)1,'UJ2>L2(21) + N)\2||w2||%2(21)7
alors on trouve :

J(wr + Awg) — J(wy) = |e(wr + Adws) — c(w2)||%2(21)
+2(c(wr) — ¢, c(wy + Awa) — c(w2)) r2(sy)

F2AN (i, wo) r2(s5) + AN [[wa| 72 s,

En divisant par A, on obtient le résultat souhaité. [ |

Proposition 8.1.2 Le contréle optimal u du probléme (8.3) satisfait

/ (cu) — &) L (u) doydt + N / ww doydt > 0. (8.5)
o v N
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Preuve - Puisque u est le minimum de la fonction de cout J alors la formule

d’Euler-Lagrange :

E% <J(u+)«c§\) — J(u)) >0

est satisfaite, pour tout w € L*(33) et pour tout A tel que A €]0, 1[.

D’apres, le lemme précédent, on trouve

c(u+ Iw) — c(u) ||”

A

= lim \
A—0

(J(u+)\z§\) — J(u))

lim
A—0

L2(31)

_ Oc
+2 <c(u) — ¢, 8—(u)> + 2N (u, w) r2(s,) + 2AN w1225, -
v L2(%1)

On obtient alors

<J(u+)\z§\) - J(u)) _ '

2 +2< (w) - & % >>
c(u) — ¢, —(u
L2(3) v L2(3)

+2N<U, ’U])LQ(zQ) Z 0.

dc
%(U)

lim
A—0

2

% )

Comme @(u) € L*(%,) alors 5
v

v

On trouve donc :

est bornée d’apres (8.2).
L2(%1)

/ (c(u) —¢) %(u) doydt + N/ uw doadt > 0.
1 v o

8.1.3 Systeme d’optimalité

Dans cette sous-section, on caractérise le controle v par un systeme d’optimalité.

Tout d’abord, on montre un résultat préliminaire donné la proposition suivante :
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0
Proposition 8.1.3 La dérivée partielle <8—C(u)) est solution du probléme :
v

( A <%(u)) = 0 dans @,

-B <%(u)) n = (%c(u))ﬁ sur X,

(8.6)
0
B (8_101(u)) n = —w sur Yo,
\ <%(u)) (0,z) = 0 dans €.
ou
A= 8+ V — DA B—DV—1
B ’ - 2

Preuve - Soient u, w € L*(3,) et X €]0,1[. Comme les opérateurs A et B sont

linéaires et continus (se référer au lemme A.2.1 a la section A.2.1 dans l’annexe),

on trouve :
() A=
— ;1_{% % (A(c(u + w)) — A(c(u))) —0
dans Q, puis :

— _lim %(B(c(u +\w)) — B(C(U)))

A—=0
— lim l( Te(u+w)  Tc(u) )
A0 ANK 4 c(u+ Aw) K+ c(u)
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— im l( IK (c(u+ Aw) — c(u)) )
A0 A\ (K + c(u+ Aw)) (K + c(u))

0 IK
= (5°®) v e

sur Y1, et enfin :

B <%(u)) = 5( lim clut dw) - C(“)) — _w sur .

A=0 A

sur ;. La condition initiale & t = 0 devient

Théoréme 8.1.1 Le controle optimal u solution du probléeme (8.1)-(8.3) est ca-

ractérisé par le triplet {u, c(u),p(u)} solution du systéme d’optimalité :

(

Ac = 0, A'p = 0 dans @,
Ic pl K
—Be.n = *n.n = -+ by
Bec.n 1o B*p.n c(u) — ¢+ K + c(u))? sur X,
Bc.n = —u, B*p.n = 0 sur o,
c(0,z) = 0, p(T,x) = 0 dans ,
(8.7)

ou l’équation adjointe est p+ Nu =0 dans L*(3s).

Remarque 8.1.2 Les opérateurs A, A* sont donnés par (4.7) et les opérateurs

B, B* sont donnés par (4.8).
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Preuve - On effectue le méme raisonnement que dans la preuve du théoreme

4.1.2. On introduit p = p(¢, z,v) solution du probleme adjoint :

p

A*p = 0 dans @,
» . pl K
B p.n = C(u)—C—Fm sur 21,
(8.8)
B*p.n = 0 sur - Yo,
| p(Tz) = 0 dans €,
ol
A" = 0 V — DA B* = —-DV 1
= a@t q. , = 2(1-

9,
On multiplie I'équation A*p = 0 du systeme (8.8) par (8—C(u)) solution du
v

systeme (8.6) puis on integre. On obtient :

/Q Ap <%(u)) dadt
:/Q(_o%) (%(u)) dxdt—/Q (a-Vp+ DAp) <%(u)) dvdt

/ \\ J/

(8.9)

-~ -~

=A =B

En intégrant par parties le terme A, on trouve

0 (0c
A= — =
a/Q o (81} (u)) pdxdt,
Jc

car p(T,z) = <%(u)) (0,2) = 0.
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Puis, on integre le terme B, en suivant toujours le raisonnement de la preuve du

théoreme 4.1.2, on obtient

B—— /Q (q.vp+DAp) <%(u)) ddt
[ (o ) () i
_/21 ﬁ <%(u))pd:pdt—/22wpd02dt

_ _/21 (6—c(u)> <%(u)) dcrldt—/& wp doydt
v f (a¥ (50 ) - 08 (Fow) ) pasar,

a l'aide des conditions aux limites des systemes (8.8) et (8.6). En additionnant les

termes A et B, on trouve :

. [ Oc
A+B:/QAp(%(u)) dxdt

_ _/21 (e_c(u)) (%(u)) doydt — /E wp dodt

+/QA (%(u)) pdadt

de

v

2\ [ Oc
/21 (c(u) - c) (%(u)) doydt = /22 wp doadt
En remplacant /

0
(c(u) — 6) (8_16)<u)) dodt par / wp doadt dans V'inégalité
1 P

(8.5), on trouve enfin :

Puisque, A*p =0et A < (u)) = 0 dans Q, alors

/ (p+ Nu)wdosdt = (p+ Nu,w) 2z, >0, pour w € L*(Xy).
P
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Or pour w' = —w € L*(£,) on a (p+ Nu,w')2¢s,) < 0 alors

p+ Nu =0 dans L*(%,).

8.2 Probléme de contrdole a une frontiére

Dans ce chapitre, on étudie le controle optimal pour le systeme NTB non linéaire

a une frontiere représenté par le systéeme suivant :

( Oc
asy +q.Ve— DAc = v dans @,
—(DVe—1Lqe).n = I sur X (8.10)
2 K+c ’
c(0,x) = 0 dans €2,

\

ou ¢ = c(t,z,v) représente la concentration des nutriments absorbée a optimiser
et la fonction v € L?(Q), un ajout de nitruments. Cependant, ici, on considere la

fonction v — ¢(v) différentiable dans L*(Q) :

c(u+h)=clu)+ %c(u)(h) + 18]l z2(z)E(R), pour tout w € L*(Q),  (8.11)

olt la fonction v — Zc(v) est définie de L?(Q) vers L*(3;). Puisque la fonction ¢
est différentiable alors elle est aussi Gateaux différentiable en tout point u € L*(Q).

D’ott la fonction h — 2 ¢(u)(h) est linéaire et continue.

Remarque 8.2.1 Pour tout w € L*(Q), on notera :

Jdc dc
2 (w) = o (u)(h)

L’objectif est de minimiser la fonction de cott :
J(v) = lle(v) = €llia,) + Nlvlzeg N >0, (8.12)

oll ¢ est une concentration de sels minéraux observée appartenant & L*(3;) et N

une constante positive.
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8.2.1 Existence d’un controle optimal

Dans cette section, on étudie 'existence d’'un controle minimisant la fonction de

cout J donnée par (8.12).

Proposition 8.2.1 Soit L*(X,) l'ensemble des controles admissibles. Il existe un

unique controle u € L*(Q) tel que

Preuve - Raisonnement analogue a celui de la proposition 8.2.1. [

8.2.2 Caractérisation du controle

Dans cette section, on donne une caratérisation du controle v minimisant la fonc-

tion de cout J donnée par (8.12).

Lemme 8.2.1 Pour tout wy,we € L*(Q) et X €]0,1], on a :

J(wy + Awy) — J(wy) | e(wr + Awg) — c(ws) 5
= Al z20s)
A A
_clwy + Aws) — c(w
) <c(w1) — ¢, ( 1 )\2) ( 2)> + 2N(w1,w2)L2(Q) —+ )\sz”%g(Q)
L2(%1)

(8.13)

Preuve - Démonstration similaire a celle de la preuve du lemme 8.1.1. =
Proposition 8.2.2 Le contréle optimal u du probléme de contréle (8.10) satisfait

_, Oc B
/El (c(u) —¢) 5 (u) doydt + N/Quwd:cdt = 0. (8.14)

Preuve - La preuve de cette proposition est similaire a celle de la proposition

8.1.2. [
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8.2.3 Systeme d’optimalité

0
Proposition 8.2.3 La dérivée partielle <8—C(u)) est solution du probleme :
v

( A (%(u)) = w dans @,
0c _ (% LK 8.15
-B <%(u)) .n = <%<u)>m sur X, ( )
L (Fre(u)(w)) (0,2) = 0 dans €,
ou
A=l iqv-pA, B-DV-1
= Oéa + q. — , = — 5q

Preuve - La preuve de cette proposition est identique a celle de la proposi-

tion 8.1.3, on trouve alors :

dans Q.

La condition aux limites définie sur ¥; devient :

5 (50) =G wrr

Et enfin, la condition initiale a t = 0 devient :

G%@)@@:a

D’ou l'on trouve le systeme souhaité. [

Théoréme 8.2.1 Le contréle optimal u solution du probléeme de contrdle (8.10)-
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(8.12) est caractérisé par le triplet {u, c(u), p(u)} solution du systéme d’optimalité :

(

Ac = u, Ap = 0 dans (@,
Ic . pl K
—Bec.n = B*p.n = ¢— —_— )Y
c.n Ko p.n ¢ C(u)+(K+c(u))2 sur X,
c(0,z) = 0, p(T,x) = 0 dans ,
(8.16)

avec 'équation adjointe p+ Nu = 0 dans L*(Q).

Remarque 8.2.2 Les opérateurs A, A* sont donnés par (4.7) et les opérateurs
B, B* sont donnés par (4.8).

Preuve - Ce théoreme se démontre en utilisant la méme démarche que dans la

preuve du le théoréme 8.1.1. On introduit p = p(t, z,v) solution du probléeme

adjoint :
.
A*p = 0 dans Q,
. . pl K
B p.-n = C— C(U) —+ m sur 21, (817)
p(T,x) = 0 dans €.

\

0
On multiplie 'équation A*p = 0 du systeme (8.17) par (a—c(u)) solution du
v

systeme (8.15), puis on integre. On obtient :

/Q A'p <%c(u)) dedt — /E (= cfw) (a%c(u)) dovdt + /Q A <%c(u)) pdadl

_ /E (@) <a%c(u)) dodt + /Q wp dadt.

en utilisant les conditions aux limites des systemes (8.10) et (8.17) et de I’équation

d’état A (%c(u)) = w dans Q.
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De plus, puisque A*p = 0 dans Q alors

/21<C<u) —0) <%c(u)) dodt = /prda:dt.

(et~ e gretu)w)) = luwplioe

L2(%1)

En remplagant dans l'inégalité d’Euler-Lagrange (8.14), on trouve :

(p+ Nu,w)2(s,) > 0, vV w e L*Q).
Or pour w’' = —w € L*(Q) on a (p+ Nu,w')12(g) < 0 alors

p + Nu dans L*(Q).

133
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Chapitre 9
Controle optimal en sol pollué

Dans ce chapitre, on étudie, le probleme de controle optimal pour le systeme NTB
non linéaire. Tout d’abord, on traitera du probleme a deux frontieres puis du

probleme a une frontiere.

9.1 Probleme de controle non linéaire a deux
frontieres

Dans cette section, on aborde, le probleme de controle optimal pour le systeme
NTB non linéaire a deux frontieres en sol pollué, représenté par le systeme suivant :

(

Ac = g dans @ :=]0, T[x€,
Ic
—Ben = oo Sw ¥ :=]0, T[xIy,
(9.1)
Ben = —v osur X5 :=]0,T[xTs,
\ c(0,z) = 0 dans €,
et ou :
A 0 +q.V - DA B =DV !
=a— V- = — =
It q ; 2(1>

135
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ou ¢ := c¢(t,x,v,g) est la concentration de nutriments en sol pollué. La fonction
v € L*(3,) est un ajout de sels minéaux par l'action de ’homme ou d’un plante
de service. La fonction g € L*(Q) est la pollution dans le sol.

L’objectif est trouver le ou les controle(s) minimisant la fonction de cott

J(v.g) = lle(v, 9) = &llia(s,) + NlvlZas,), (9.2)

avec ¢ et une observation donnée dans L*(3), avec N une constante positive.
On suppose que la fonction (v, g) — ¢(v,g) est non linéaire et différentiable sur
I'ensemble L?(X,) x L*(Q) :

Oc @

cvt+w,g+h)—cv,9) = —(v,9)(w) + 99

BN (Uvg><h'>+ H(w7h)”LQ(El)XLQ(Q)g(wvh)v

(9.3
0
pour tout (v, g) € L*(3,) x L*(Q), avec la fonction v 8—6(1), g) définie de L*(%,
v
vers L%(3).

Remarque 9.1.1 Pour tout (v,g) € L*(X,) x L*(Q), on notera :

5e(09)i= S w), G (00) = 5w 9)(h)

9.1.1 Controle sans regret

Dans cette section, on traite du controle sans regret.

Définition 9.1.1 Le contréle sans regret pour le probleme (9.1), s’il existe, est

une fonction v € L?(Xy) solution du nouveau probléeme MinMax suivant :

inf ( sup ) (J(v,g) - J(O,g))) (9.4)

vEL?(D2) \ g2 @

Lemme 9.1.1 Pour tout v € L*(X,) et g € L*(Q), on a ’égalité :

J(v,9) = J(0,9) = J(v,0) = J(0,0) + 2[<<c<v7 0) = 2), g—;@’ °)>m :
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Preuve - La fonction (v, g) — c(v,g) étant différentiable sur L*(3,) x L*(Q),
on peut alors effectuer le développement limité a 'ordre 1 de la fonction ¢(v, g) au

point (v,0) suivant la direction du vecteur (0, g) :

e

c(v,9) = c(v,0) + 99

(Ua O) + H (07 g) HLQ(El)XLQ(Q) €<Ov g)'
En remplagent dans la fonction de cott J définie en (9.2), on obtient :

J(v,g) = |c(v,g) — 5”%2(21) + N||U||%2(22)
T 80 9 T
:/ / (c(v,0) — ¢+ —(v,0)) daldtJrN/ / v? doy dt
0o Jry dg 0 JIy
T T
~ / / (c(v,0) — 6)2 doy dt + N/ / v? doy dt
0 Iy 0 o

+2 /OT /F (c(v,()) - 5)2—;@,0) do dt

— J(v,0) +2 <<c(v, 0) — a), g—;(v, 0)>L2(Z .

Oc

En soustrayant J(0,g) = J(0,0) + 2 <<c(v,0) — 6), —(0,0)> a 'égalité
9 r2(%)

précédente, on trouve

J(,9) = J(0,9) = J(©,0) = J(0,0) +2 <(C<%0> -7 g_;<“’0)>m )

2 <<c(0, 0) — e), g—;(o, 0)>L2(21) .
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Remarque 9.1.2 A partir du résultat précédent, on trouve :

sup (J(v,9) = J(0.9))
9eL?*(Q)

N\ Oc
= J(v,0) = J(0,0) +2 sup ) [<(C(U’O) - C>’ 3_9<U’0)>L2(21>

geL(Q

On estime alors

gengI()Q)<<c(v,0)—6),2—;(1},0)>L2(21)—<<c(0,0)—6),%c(0,0)>p . (9.5)

(1)

On donne tout d’abord un résultat préliminaire a travers la proposition ci-dessous :

0
Proposition 9.1.1 La dérivée partielle a—c(v, 0) est solution du probléeme suivant :
g

A(g—;(v,O)) = g dans @,
oc oc IK
_B(Z n = (& S 5
b (8g (v,0)) -n <8g (v 0)> (K + ¢(v,0))? sur b
(9.6)
B (@(U 0)).n = 0 sur Yo
ag ) )
| w00 - 0 dans Q.
Preuve - Puisque
dc (v, Ag) = c(v,0) ,
8_g<v’ 0) = }\12% ;) , pour tout réel X\ > 0, (9.7)

et les opérateurs A et B sont linéaires et continus (voir le lemme A.2.1 & la section

A.2.1 dans 'annexe), on trouve alors
Jc

A5, :0) = A (lli]% C(U,Ag))\— C(v,0)> L A(e(v,Ag)) = A(e(v,0))
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dans @, les conditions aux limites :

_B (2_2@7 0) =-B (;12% c(v, )\g))\— c(v, 0)) _ lli% —B(c(v, )\g)))\—l— B(c(v, O))
h{c(v,Ag)) — h(c(v,0) c
:}\ig(l) ( ))\ ( ) :(g—g(v,0)>ﬁ,
sur X, et

= Jm A =0

B (%(%@) B Qg% (v, )\g))\— c(v,O))

sur Y, et enfin, la condition initiale devient

(@(U’ 0)) — hm C(“? Ag) B C('U, O) — 07
g A—0 A
at=0.
D’ot le résultat convenu. [
. 2\ Oc ,
Puis on calcul le terme <(c(v, 0) — c), — (v, 0)> donné par (9.5).
99 L2 (%)
Proposition 9.1.2 On obtient
_. ,0c
(C(’U,O) C)7 (_(U70)) = <£(U)79>L2(Q) (9 8)
9 £2(2)

Preuve - On introduit, la fonction £(v) := £(z,t,v) différentiable sur L?(3,), ou

la fonction

o 2 ) = o)) 99)

()

est définie de L?(X,) vers L?(Q).
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La fonction £(v) est solution du probleme adjoint :

p

A E(v) = 0 dans @,
- IK
B*¢(v)n = —(c(v,0)—¢)— % sur Yy,
(9.10)
B*¢(v)n = 0 sur Yo,
. (1) = 0 dans €,

ou

0 1
= oL _4yv-DA “— _DV — ~q.
A a@t q.V , B \Y 2q

0
On multiplie I'équation A* £ (v) = 0 par a—c(v, 0) solution du probleme direct (9.6),
9

puis on integre. On obtient alors

/Q A*E(v) <g—;(v, 0)) ddt

:A (—a%(v)) <§—;(v,0)) dxdi—/@ (a.V&() + DAE()) <§—;(v,0)) drdt .

J

' ~~

- - (9.11)

En intégrant par parties le terme A, on trouve

A= —a/Q (%(z})) (2—2@,0)) drdt = a/@% <g—;(v,0)) ¢ (v) drdt,

car {(T') = g—;(v,O)(O,:c) = 0.

Puis, on integre le terme B de la fagon suivante :

Tout d’abord,on calcule 'intégrale —/ (q.V{(v)) (@(U,O)) dxdt.
Q 9y
On obtient alors :

—/Q (q.vg(v)> (g—;(v,O)) ddt

_ —/Eq (g—;(v,O)) £(v) n. dadt+/Qq.V (g—;(v,O)) £(v) dardt.
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a l'aide de la condition de Darcy (2.2) et du théoréme de divergence.

Ensuite, a l'aide de la formule de Green, on trouve :

_/Q (DM(U)) <§_;(U,O)(g)> dxdt
= [ (29w) (Zw010)) maa+ [ (07 (L0.0/0)) Jeto)matn

_ /Q (pa (%(U,O)(g)))é(@) ddt.

En faisant la somme des résultats précédents, on obtient

B=— /Q (a. V&) + DAE(W)) (g—;(v,O)) davdt

— - [ (290 + 5a¢0) (G000 nsi
|
Al

DV (g—;(v,O)) _ %q <8—g(v,0)(g))> £(v)ndodt

Y <@(U,O)) ~ DA <§—;(v,0)(g))) £(v) drdt
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En additionnant les termes A et B, on trouve :

A+B :/Q.A*§(v)<g—;(v,0)) ddt

_ /QA(S—;(U, 0)) &(v) dedt — /E (c(v,0) ) (g—;(v, 0)) dot

_ /Qg§<v) ddt — /Z (c(v,O) —5) (g—;(v,())) dodt

Puisque A*¢(v) = 0 dans @, on obtient :

/ng(v) dxdt = /21 (c(v, 0) — 6) (g—;(v, O)) dodt.

Remarque 9.1.3 A ['aide du lemme 9.1.1 et de la proposition 9.35, on ob-

tient :

_ 0c(0,0
(c00-aG0) =00

ot v =0. On trouve alors

s [ <(c(v, 0) — 5), g—;(v, 0)>L2(21) - <(c(0, 0) — 5), g—;(o, 0)>

= gESL%I()Q) [ (&(v), g>L2(Q) — (£(0), g>L2(Q)]

= s (S(0),9)ya(q) avee S(v) = £(v) — €(0).
9€L?(Q)

Remarque 9.1.4 On en déduit que

sup <J<U7g) - J<O7g)> = J<U7 0) - J<O7 0) + 2 sup <S(v)7g>L2(Q)
9eL?(Q) 9eL?(Q)

avec

sup  (S(v), 9) 20 =
9€L?(Q) 1@

{+oo si (S(v),q) # 0
0 si S(v)lg VgeL*Q).
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La valeur de sup <S(v),g>L2(Q) ne permet pas de caractériser le controle sans
9eL?(Q)
regret du probleme MinMax :

inf ( sup ) (J(v,g) — J(O,g))) : (9.12)

veL?(3s) geL2(Q

D’ot, on utilise le concept du controle a moindres regrets pour chercher un controle

dans l'ensemble :

My = {v € L*(S2); (S(v), 9) 12y = 0, Vg € L2(Q)} . (9.13)

9.1.2 Controle a moindres regrets

Dans cette section, on aborde le controle a moindres regrets. Celui-ci est solution

du probleme relaxé MinMax :

inf su v,g) — ,q) — %2 , .
( p (J0:9)=70.9) =l (Q))> (9.14)

veL?(3s) geL2(Q

avec un parametre strictement positif v > 0.

Lemme 9.1.2 Le probléme MinMax relaxé (9.14) a pour forme

i) T (919
o
1
J(v) = J(v,0) — J(0,0) + §|y§(v)uig(@. (9.16)

C’est un probleme classique de controle optimal avec une fonction de cout quadra-

tique.

Preuve - En faisant le méme raisonnement que dans la preuve du lemme 5.1.3

avec

J(v,9) = J(0,9) = J(v,0) = J(0,0) + 2(S(v), 9) > () »

on obtient le résultat souhaité. ]
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Remarque 9.1.5 Par opposition au cas linéaire, la fonction J7 n’est pas conveze,
alors contréle a moindres regrets w., n’est pas unique. De plus, on n’est pas que ce
controle converge dans l'ensemble My (9.13). Cependant, on adaptera la fonction
cout JV comme J.-L. Lions [14], en utilisant une méthode de pénalisation pour la

recherche du controle a moindres regrets.

9.1.3 Controle a moindres regrets adapté

Dans cette section, on traite du controle a moindres regrets adapté. Pour cela, on

considére le probleme suivant :

f v 1
Ueg?l(zg)j (v), (9.17)
avec
5 1
T (W) = J(v,0) = J(0,0) + [Jv — @l Z2(s,) + ;HS(U)”%%Q) (9.18)

avec 4 € L?(3y) un controle sans regret.

9.1.4 Existence d’un contrdle a moindres regrets adapaté

Dans cette sous-section, on montre 'existence d’un controle a moindres regrets

adapté.

Proposition 9.1.3 [l existe au moins une solution u., appelée le controle adapté

a moindres regrets pour le probléme de contréle optimal

f g 9.19
UEIIE(EQ)j ( ) ( )
avec

. 1

T2 (v) = J(v,0) = J(0,0) + [[v — @ 2, + ;lls(v)lliz(@ (9.20)

Preuve - La fonction de cout JJ(v) satisfait a J)(v) > —J(0,0), pour tout

v € L*(3,). Il existe alors une constante k, = 1121(f JJ(v). On considere la
veL 22

suite mimimisante <vn) = (vn(7)> qui converge vers k.. Il existe ng € N,

neN neN

tel que pour tout n > ng, on a —J(0,0) < 77 (v,) < ky + 1.
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Puisque

- 1
T (wn) = J(Un, 0) = J(0,0) + [[vn — @72 s, + ;HS(UN)H%Q(Q)

= Jle(vn, 0) = &Za(s,, + Nlloa 225,y — l1c(0,0) — &[]

L2(2y)
Hlvn = All72(s,) + S 1S (Wa) 1720
= [le(vn, 0) = ¢(0,0)[|72(s;,y + 2 {c(vn, 0) = ¢(0,0),¢(0,0) = &) 125,

N vall sy < Ky + 1,

on en déduit alors

ky+1
lonllzze,) <4/ =5
Il existe donc une sous-suite (vn) incluse dans L?(Xy) qui converge faiblement
neN
vers une fonction u, € L?(%). |

9.1.5 Caractérisation du contrdole a moindres regrets adapté

Dans cette sous-section, a l'aide de la formule d’Euler-Lagrange, on donnera une
caractérisation du controle pour le systeme NTB non linéaire a deux frontieres

avec pollution.

Proposition 9.1.4 Le contréle a moindres regrets adapté u., satisfait a l'inégalité :

0 . .
(el O e 0) =2y Ny by = )

L2(3)
(9.21)

1/0
+2 (e Sw)) 2o
v <8” ! R
Preuve - Le controle u., vérifie la formule d'Euler-Lagrange :

lim <~7¢;Y(uv + Aw) — jj(uy)) >0

A—0 A
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pour toute fonction v € L*(X,) et pour tout A €]0,1[. On a

T (uy + Aw) — T (u,)

= J(uy + 2w, 0) = J(uy, 0) + [[uy + Aw — a”%%zg) = Juy — a”%%zg)

1 -
= (IS + 20)ag) = 150w )|

2
L*(Q)

+A*(N + 1)Hw”%2(22) + 2 (c(uy + Aw, 0) — c(us, 0), c(u,, 0) — 5>L2(21)

c(uy + Aw, 0) — ¢(u, 0)
A

o h

? 1 H S(uy + Mw) — S(u,)

2y 7

) 2
F2 AN Uy Aty = 810}y = (S (1 M) = S(uy), Sy )2 -
(9.22)

En divisant par A, on trouve

T (uy + Aw) — T (u,)

A
c(uy + Aw, 0) — ¢(u., 0) _
FAY 4 Dlfwlg, + 2 2D =00y, 0) -2

c(uy + Aw, 0) — ¢(u,, 0) ?
A

? 1 H S(uy + Mw) — S(u,)

A L2(Q)]

2y 7

L2 (%)

2 /S Aw) — S
+2 (Nt + 10y — 1, 0) o ) + = < (uy + M) — S(u,) ’ S(uy)>
v A 12(Q)
(9.23)
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Comme S(uy + Aw) — S(uy) = &(uy + Aw) — &(u,), on obtient

T (uy + Mw) — T (uy)

. )y
= lim |\ c(uy + Aw,0) — c(u,,0) ’ + A H §(uy + Aw) — &(u,) ’
A—0 A L2(%1) A L2(Q)

0 . .
#2 (e, 0 0= 2) 42Ny~ ),
L2(Zl)

2 /0
+— E(uy), S(u >
2 (e S(w) .
Puisque
N e I
A—0 A 2(3) v L2(S))
et
lim §(uy + Aw) — &(uy) _ ﬁg(u ) (w)
A0 A r 1007 )

sont bornées d’apres (9.3) et (9.9), on obtient donc I'inégalité souhaité.

9.1.6 Systeme d’optimalité singulier

Dans cette sous-section, on donne le systeme d’optimalité singulier caractérisant

le controle w,.

Remarque 9.1.6 On note : ¢, = c(uy,0), et &, =E(u,,0).

Tout d’abord des résultats préliminaires donnés par les propositions suivantes :
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0]
Proposition 9.1.5 La dérivée partielle % est solution du probleme suivant :
v

( 0
A* (%) = 0 dans Q,
B* (%) n = A\ sur X,
v
(9.24)
0
B* (%) mn = 0 sur o,
o0&,
ol — 0
2 (0, ) 0 dans €,
ou
0 1
A am—aV ; B V-3a
et ou

607_1_ IK (%)_ 2IK¢, (%)
ov (K +c¢)2\0v (K +c¢y)?\ov/

Preuve - A T'aide de la linéarité et la continuité des opérateurs A et B (voir le

lemme A.2.1 dans 'annexe a la section A.2.1), on obtient pour 1’équation d’état :

A (%) = A*</l\iir(1] §uy + )\w,;)\) — &luy, 0)) =0 dans Q,
pour les conditions aux limites :
5 (22) - Ll s 0.0) - 0,0

%—i— IK (%)_ 2IK¢E, (%

o (K +4¢)2\ou (K +c¢,)3 82}) sur 2,

(pour les détails de ce calcul, voir a 'annexe le lemme A.3.1 a la section A.3).
et

B* (%) =0 sur 3,
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et enfin, la condition initiale :

A _
(%>(O,x) i S A0 28,0y
ov A—0 A
D’ou l'on trouve le systeme désiré. [
. L . Ocy . . .
Proposition 9.1.6 La dérivée partielle 0 solution du probleme suivant :
v
( 0
A (ﬁ) = 0 dans Q,
ov
oc oc IK
() = ()
av )" ov /(K +cy)? sur !
(9.25)
B (%> n = —w sur g,
ov
dc,
\ %(O,x) = 0 dans €,
ou
A 0 +q.V - DA B = DV L
=a— V- = — =q.

Preuve - La démonstration est analogue a la proposition précédente en utilisant la
linéarité et la continuité des opérateurs A et B (voir le lemme A.2.1 dans I’annexe
a la section A.2.1). On trouve pour I’équation d’état
dc
A (—7) =0 dans Q,
v
les conditions aux limites :
oc oc IK
-B <_’7) = (—7)7 sur Xy,
v ov /(K + cy)?
et

B (%) = —w sur Yo,

et enfin la condition initiale
Jc,, o c(uy + 2w, 0) — c(uy, 0)
(%) (0,2) = lim )

D’ou l'on trouve le systeme convenu. [

=0 a t=0.
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1
Remarque 9.1.7 On note : p, = p(u,,0), %S(uw) = 557, et py = p(u,,0).

Théoreme 9.1.1 Le contréle a moindres regrets adapté w., solution du probleme
optimal (9.17)-(9.18) est caractérisé par U'unique quadruplet {c,, p, &y, Dy} solu-

tion du systeme d’optimalité suivant :

)
Ac, = 0, A*¢, = 0 dans@Q,
Ic
—Bcy,.n = e _:Cﬁ/, B*¢,.m = (, sury,
Bc,.m = —u,, B*¢,.m = 0 surs,
c,(0,z) = 0, &(T,z) = 0 dans,
(9.26)
1
Ap, = 557, Ap, = 0 dansQ,
IKp,
Bp, .n TEYSE B*py.n [y SUr Xy,
Bpy.n = 0, B py.n = 0  surl,,
\ p4(0,2) = 0, py(T,z) = 0  dansQ,

ou l’équation adjointe est

py+ Nu, =i —u, dans L*(%),

K¢,
(K + Cﬁ/)z’

21 K€,
(K +¢y)? P

et ot Gy =—(cy —¢) + [y = Cy — G+ py +

Remarque 9.1.8 Les opérateurs A, A* sont donnés par (4.7) et les opérateurs

B, B* sont donnés par (4.8).
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¢, 1
Preuve - On transforme le terme &, =S, de I'inégalité (9.21). Pour cela,
AT

1
on pose Ap, = =S, avec p, := p(u,,0) solution du probleme suivant :
Y

( 1
Ap, = =S, dans @,
Y
IK
—Bp,mn = —————p, sur Xy,
! (K + C’Y)2 ! ' (9 27)
Bpyn = 0 sur - X,
L p(0) = 0 dans €,
ol
A= 0 +¢.V — DA B =DV !
T T - o
Puis on calcule l'intégrale
9¢
A (=2 py dadt
[+ G e
ou % solution du probleme adjoint (9.24). On obtient alors
v
9¢
A (=2 ) py dzdt
[+ G
_ 0¢, 9¢, 9&,
- /Q (- 675(8 ) o dudt _/Q (a9 () + DA(Gy) o dadt.

-~

:A =

En intégrant par partie le terme A, on trouve :

A= [ (o () pratt=a [ () (G2) st

Puis, on integre le terme B de la fagon suivante :

Tout d’abord, on calcule 'intégrale — / (q V( gv))p,y dxdt. On obtient alors :
Q

_/Q (q.V(;v))pvd:pdt :—/2 (;”),%n dadt+/q.va<;7)dxdt
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a 'aide du théoreme de la divergence.

Ensuite, a I'aide de la formule de Green, on trouve :

_/Q(DA(%)),),dedt
:_/E(DV(%))pw.ndadt—i—/z(DVpﬁ,) (%).ndadt
_/Q<DAM> (%) dzdt.

En faisant la somme des résultats précédents, on obtient

_ 08,
B _/Q(q.vp7 — DAp,) (%) drdt

—/2 (DV(%) + %q (%)) py-nddt
+/E (DVp,Y — %qp,y) (%).ndadt

= /Q (a-Vpy = DAp,) (%) dzdt

(e

_ /Q (@.Vp, — DAp,) (%) dudt — /E = %py) (%) doydt.
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En additionnant les termes A et B, on trouve :

A+ B :/Q (;”)p,ydxdt
. <ﬁ><> .

/ Ap, d:cdt

Puisque A*( &) = 0 dans @, on obtient

/A €w drdt = /E (pﬁ%po (%%)dgldt

ce qui équivaut a

1 /3 0 2IK¢ >
—S, (= =( =—c, ST .
<”Y ! (8@ )>L2(Q) <avcy Pt (K + Cv)spv L2(%))

En remplacant ce résultat dans l'inégalité (9.21) celle-ci devient

dc., - 2I K¢,
(NU,Y + U~y — >L2(22) + < v’ (u%O) —Cc+ Py . mﬂ7>L2(21)

Par la suite, on introduit p, := p(u,, 0) solution du systeme :

p

A'p, = 0 dans @,
_ 2IK¢
B*p,.n = cv—c+pv+ﬁpy sur Xy,
v
(9.28)
B*p,.n = 0 sur Yo,
| p(T) = 0 dans €2,

avec

L0 o I
A——aa—q.V—DA B* = —-DV 5d-
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0
On calcule / A(%)py dxdt de la méme fagon que précédement.
Q (
On obtient :

/QA(%)pydxdt _ —/2 (DV(%) —%q.(%))pv.ndadt

_/E (_ DVp., — %q.py) (%)n dodt

+ / W P~ dO’th.
3o

0
Comme A(%) = A'p, = 0 dans @, et Yaide des conditions aux limites des
v

systemes (9.25) et (9.28), on obtient :

) 2IKE, 9 -
/X;l (ny —Cc+ P~ + mﬂw) (aC»y) dodt = /; W Py dO’th,

2

qui est équivalent a :

. 2IK 0
<w7pv>L2(22) = <Cv —Ctpy Tt S 3P Cv> :
(K +c¢,) v L2(5h)

Enfin en remplagant celui-ci dans I'inégalité (9.21), on obtient
<w7pv>L2(22) = (Nuy +py +uy — 4, w>L2(22) >0
pour tout w € L*(3,). Or pour w’ = w, on trouve
(Nuy + py 4ty = U, w) o5, < 0.

On en conclut alors Nuy + p, +u, — @ = 0, et donc Nu, + p, = @ — u,. [



9.2. PROBLEME DE CONTROLE NON LINEAIRE A UNE FRONTIERE 155
9.2 Probleme de controle non linéaire a une frontiere

Dans cette section, on aborde, le probleme de controle optimal pour le systeme

NTB non linéaire a une frontiere en sol pollué, représenté par le systeme suivant :

p

Ac = g+v dans Q:=]0,T[xQ,
Ben — ¢ 5, :=]0, T[xT (9.29)
en = e sur 1 :=]0, 1 :
[ c(0,z) = 0 dans €,

ou :

0 1
—a— +qV — DA — DV — -
A a6t+q , B 2q,

et avec ¢ = c¢(z,t,v,g) représentant la concentration d’éléments nutritifs en sol
pollué. La fonction v € L*(Q) représente un apport de nutriments et la fonction
g € L?(Q) symbolise la pollution du sol.

L’objectif est trouver le ou les controle(s) minimisant la fonction de cout

J(v,9) = lle(v, ) — ellias,) + NlvlZz ). (9.30)
oll ¢ est une observation donnée dans L?(¥;) et N > 0 une constante.

On suppose que la fonction (v, g) — ¢(v,g) est non linéaire et différentiable sur

I'ensemble L*(Q) x L*(Q) :

(0w, g1 h) —c(v,9) = clv, 9)(w) +-2-c(v, g)(h)+ 1| (w, )] 2y, ),

ov dg
(9.31)
pour tout (v, g) € L?(Q) x L*(Q) ou la fonction
v %(v,g) (9.32)

définie de L*(Q) vers L*(%).

Remarque 9.2.1 Pour tout (v,g) € L*(Q) x L*(Q), on notera :

Se(0.9) = o0 g)w). 5(09) = 9B

Remarque 9.2.2 On utilisera les techniques de contole sans regrets et a moindres

regrets adapté employres précédemment pour le probleme non linéaire a deux controles.
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9.2.1 Controle sans regret

Dans cette section, on traite du controle sans regret.

Définition 9.2.1 Le contrile sans regret pour le probleme (9.29), s’il existe, est

une fonction v € L?(Q) solution du nouveau probléme MinMaz suivant :

inf < sup (J(v,g) — J(O,g))) (9.33)

veL?(Q) \ ger2(Q)

Lemme 9.2.1 Pour tout v € L*(Q) et g € L*(Q), on a l'égalité :

J(v,g) - J(Oag) = J(U,O) - J(O>0) + 2[<(C(’U,O) - 6)7 %C(U>O)>L2(Q)

~{(e(0,0) = @), Z(0,0))  ].

L2(%1)

Preuve - La preuve est identique a celle faite pour le lemme 9.1.1.

Remarque 9.2.3 A partir du résultat précédent, on trouve alors :

gengE)Q) (J(v,g) — J(O,g)) = J(v,0) — J(0,0) + QgesLquE)Q) [<(c(v, 0) — 5),

g_;(”’ 0)>L2(21) B <(C(O’ 0)- 6>’ g—;(O, O)>L2(21) )

On estime alors

Jc Jc
sup c(v,0)—¢ ,—(v,0)> —< c(0,0) —¢ ,—(0,0)> .
i (009 gen) = ((00-9 goo)

On calcule tout d’abord <<c(v, 0) — 6), g—;(v, O)> :
L2(%1)
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0
Proposition 9.2.1 La dérivée partielle 8—6(1), 0) est solution du probleme suivant :
g

r A(g_;(v’o)) _ g dans @,
0 0 IK
—B(a—;@,o)).n — (a—;<v,0))m sur By, (9.34)
\ g—;(v,O)(O,x) = 0 dans (.

Preuve - A l'aide de la formule de la dérivée partielle de la fonction ¢ au point
(v,0) donné par (9.7) et de la linéarité et de la continuité des opérateurs A et
B (se référer au lemme A.2.1 dans 'annexe, a la section A.2.1), on trouve pour

I’équation d’état :

D’ou le résultat souhaité. [ ]

Proposition 9.2.2 On a

(0 -8, (Go0) = 0)gue (9.5

Preuve - On introduit la fonction £(v) = &(x, t,v) différentiable sur L?(Q) ol

D) e 12(Q), (9.36)
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La fonction £(v) est solution du probleme adjoint :

(

A E(v) = 0 dans @,
B*¢{(v)n = —(c(v,0) —¢) — ﬁg@) sur X, (9.37)
T = 0 dans (2,

ou

0 1
*=—a— —q.V - DA *=_-DV — —q.
A an q.V , B \Y4 54

0
On multiplie I’équation A* £(v) par a—c(v, 0) solution du probleme direct (9.34) et
9
Oc

on calcule / A*E(v) (8—(1), 0)) dxdt, par un raisonnement analogue a celui effectué
Q g

dans la preuve de la proposition 9.1.2. On obtient :
/A*f(v)<@(v,0)) dxdt
Q dg
- /QA(g—;(U,O))g(v) dedt —/E (Dvg(v) + %qf(v)) (%C(U,O)(g)) ndadt

+/2 <DV <a%c(v,0)(g)) . (%C(U,O)(g))) ¢(v).n dodt
:/QA(g—;(v,O))g(v) d:pdt—/zl (C(U,O)—e) (g—;(v,m) dodt

= /Qgg(v) dxdt — /21 (c(v,()) — 6) (S—;(U,O)> doydt,

a ’aide des conditions aux limites des systemes (9.34) et (9.37). Puisque A*¢(v) = 0

dans (), on obtient alors le résultat souhaité. [ |

Remarque 9.2.4 En effectuant, le développement limité d’ordre 1 de la fonction

(v,9) = c(v,g) au point (0,0) suivant la direction du vecteur (0,g) ainsi que les



9.2. PROBLEME DE CONTROLE NON LINEAIRE A UNE FRONTIERE 159

meémes calculs que dans la preuve précédente, on obtient

<c(0, 0) - ¢ g—;m, o>>ml) = (£(0), 9) 12 - (9.38)

On trouve donc
Oc Oc
sup c(v,0)—¢ ,—(v,0)> —< c(0,0) —¢ ,—(0,0)>
gELQ(Q) |:<( ) ag L2(21) ( ) ag L2(21)i|

= sup [<§(U)>9>L2(Q)_<§(O)>9>L2(Q)}: Sup <S(U)>9>L2(Q)

geL?(Q) geL?(Q)

avec S(v) = &(v) — &£(0).

Remarque 9.2.5 A partir du résultat précédent, on en déduit :
sup(J(v,9) = J(0,9)) = J(©,0) = J(0,0) +2 sup (S(v), 9)2(0
9eL?(Q) 9eL?(Q)

avec

sup  (S(v), 9) 120y =
9€L?(Q) #@

+oo st (S(v),9) 70
0 si S(v)lg VgeL*Q).
La valeur de sup <S(v),g>L2(Q) ne permet pas de caractériser le controle sans

9eL?(Q)
regret du probleme MinMax :

vel?(Q) \ ger2(Q)

inf ( sup (J(v,g) - J(O,g))) : (9.39)

D’ou, on utilise le concept du controle a moindres regrets pour chercher un controle
dans l'ensemble : My = {v € L*(Q); (S(v), 9) 2y =0, Vg € L2(Q)} :
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9.2.2 Controle a moindres regrets

Dans cette section, on aborde le controle a moindres regrets.

Le controle a moindres regrets est la solution du probleme relaxé MinMax :

inf (sup (J<ng>_J(ng)_7"9|yi2(Q)>>v (9.40)

veL?(Q) \ ger2(Q)

avec un parametre strictement positif v > 0.
Lemme 9.2.2 Le probléme MinMax relazé (9.40) a pour forme

inf J7(v) (9.41)

veL?(Q)

T(w) = J(v,0) — J(0,0) + %Hf(v)H%z(Q)- (9.42)

Preuve - En procédant de la méme maniere que la preuve du lemme 9.1.2; on

trouve l'expression souhaitée. [

Remarque 9.2.6 La fonction J" définie ci-dessus n’est pas conveze. De ce faite,
le controle a moindres regrets u~, n’est pas unique. De plus,il n'est pas dit que ce
controle converge dans l’ensemble My. On adaptera alors la fonction J7 comme
J.-L. Lions [14], en utilisant une méthode de pénalisation pour la recherche du

controle a moindres regrets lié au probleme.

9.2.3 Controle a moindres regrets adapté

Dans cette sous-section, on aborde le controle a moindres regrets adapté.

On considere le probleme suivant :

inf JJ)(v), 9.43
nt T (9.43)
avec
. 1
T2 () = J(v,0) = J(0,0) + [lv — ]| 72 + §||S(v)||%z@> (9.44)

avec 4 € L*(Q) un controle sans regret.
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9.2.4 Existence d’un contrdle 4 moindres regrets adpaté

Dans cette sous-section, on montre 'existence d’un controle a moindres regrets

adapté.

Proposition 9.2.3 [l existe au moins une solution u., appelée le controle a moindres

regrets adapté pour le probleme de controle optimal

inf J7(v) (9.45)

veL?(Q)

avec

_ 1
T (v) = J(v,0) = J(0,0) + |lv — @[ Z2(q) + ;HS(U)H%Q(Q)

Preuve - La démonstration de cette proposition est similaire a celle faite dans

la preuve de la proposition 9.1.3. [

9.2.5 Caractérisation du contrdle a moindres regrets adapté

Dans cette sous-section, a l'aide de la formule d’Euler-Lagrange, on donnera une

caractérisation du controle pour le systeme NTB avec pollution.

Proposition 9.2.4 Le contréle a moindres regrets adapté u., satisfait a l"inégalité :

Oc . N
(Gt 0w 0) =) Vi, = g

L2(%1)

1
+— <%,S(u7)> > 0.
v\ O L2(Q)

Preuve - Le controle u., vérifie la formule d’Euler-Lagrange :

(9.46)

lim (JJ(% +w) — JJ(%)) >0,

A—0 A
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pour toute fonction v € L?*(Q) et pour tout A €]0, 1[. Par un raisonnement analogue

a celui de la preuve de la proposition 9.1.4, on obtient :

lim T (uy + Aw) — T (u,)
A—0 A

c(uy + Mw, 0) — ¢(u,, 0) ||?

A

2
LQ(Q)]

Y Hg(uv+)‘w) —&(uy)
)

L2(5,

0
+2 <%C(u% O)7 C<u“/7 O) N 5> + 2 <Nuﬁ/ + uﬁ/ N ?1, w>L2(Q)

(9.47)
Puisque
Aw, 0) — 0 0
lim C<u“f + w, ) C<u“f7 ) — ) —C(UV,O) ,
A0 A ey 10v £2(2)
et
Aw) — 0
pyfthuite)] _foe )
sont bornées d’apres (9.32) et (9.36). On obtient alors I'inégalité souhaité. |

9.2.6 Systeme d’optimalité singulier

Dans cette sous-section, on donne le systeme d’optimalité singulier caractérisant

le controle w,.

Remarque 9.2.7 On note : ¢, = c(uy,0), et &, =E(u,,0).
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9]
Proposition 9.2.5 La dérivée partielle % est solution du probléeme suivant :
v

(
A*(%) = 0 dans Q,
0
B* (%)n = A\ sur X, (9.48)
%
\ %(O,x) = 0 dans Q,

ot

8cw+ IK (%)_ 2IK¢, (%)
ov (K +4c¢y)?\ ov (K +¢,)3\ 0v
Preuve - Puisque les opérateurs A et B sont linéaires et continus (voir lemme
A.2.1 a l'annexe, section A.2.1), on trouve pour 1’équation d’état :

&y

A*(av>20 dans @,

la conditions aux limites :

et la condition initiale :

o0&, o Euy +dw) = E(uy) N _
(30)0.2) = limy 3 —hets

D’ou l'on trouve le systeme convenu. [

oc
Proposition 9.2.6 La dérivée partielle — est solution du probléme suivant :

ov
(
A(%) = w dans Q,
dc, [ Ocy IK
B = (G wrep o 2 (949)
dc,
\ %(O,x) = 0 dans €2,
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ou
0 1
A—a—at+q.V—DA, B—DV—éq.

Preuve - Par des calculs semblables a ceux effectués dans la preuve de la pro-
position précédente et a I’aide de la linéarité et de la continuité des opérateurs A
et B (se référer au lemme A.2.1 dans I'annexe, section A.2.1 ), on obtient pour
I’équation d’état :

A (%) =w dans Q,

la conditions aux limites :

5(5) = () sy = =

et la condition initiale devient

(%)(o,x) —0 & t=T

D’ou l'on trouve le systeme désiré. [

1
Remarque 9.2.8 On notera : p, = p(u,,0), py = p(u,,0), et —S(u,) =
Y

1

-S,.

8

Théoreme 9.2.1 Le contréle a moindres regrets adapté u., solution du probleme

optimal (9.43)-(9.44). est caractérisé par l'unique quadruplet {c., p, &, py} solu-

tion du systeme d’optimalité suivant :

p

Ac, = U, A*¢, = 0 dansQ,

Ic
—Be,.n = 7 J:cy’ B¢, .n = (  surdy,
c,(0,2) = 0, &(T,z) = 0 dans (Y,

(9.50)
1

Ap, = =95, A*p, = 0 dansQ,

IKp .
—Bp,.n = m, B'py.n = p, surdy,
py(0,2) = 0, py(T,z) = 0  dans(,
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ot l’équation adjointe est p, + Nu, = @ — u., dans L*(Q), et ot

IK¢, 2IK¢,

G=C—Ct =5 My =C—Cy =Py~ 3y
Y Y (K+CV)2 Y Y v (K—FCV)?’ Y

1
Preuve - On pose Ap, = =S, avec p, solution du probleme suivant :
Y

( 1
Ap, = ;Sﬁ, dans Q,
IKp,
_ n = — M ) 9.51
B p,.n K+ o)) sur 1, ( )
p4(0) = 0 dans €,

\
ou

0 1
A ozat+qv B \Y 54

0¢, 1
ﬁ, —Sﬂ,> de I'inégalité (9.21), en posant :
vy g

o0&, 1 > <8§y > / &,
%y g _ (% 4 — [ A (%) ). dudt.
< R o o Jo ( v ) Pr

Puis on calcule I'intégrale
&,
| = dzdt
/QA ( ov ) P O
&

ol N solution du probleme adjoint (9.48).
v

En appliquant les mémes techniques de calculs ainsi que la condition de Darcy

On transforme le terme <

(2.2), utilisées dans la preuve du théoréme 9.1.1, on obtient :

/QA*(%>pyd:pdt:/QApy(%) dxd?f—/E

en utilisant les conditions aux limites des systemes (9.48) et (9.51).

Puisque A* (%) = 0 dans @, on trouve

1 o¢ o€ > <6c 2IK¢ >
15 (% — Ay, (&2 = {2 p .
<fy v ( 8'0 >>L2(Q) < p,y ( 8’0 ) LQ(Q) av p’Y + (K + Cry)gp,y LQ(EI)

1
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En remplagant ce résultat dans I'inégalité (9.21) celle-ci devient
N dc, . 2IKE,
<Nu7 + Uy — u,w)Lg(Q) + <%, Cy—C+py+ ml)y .

Puis, on introduit p, solution du systeme :

p

A*p, = 0 dans @,
) ) 2IKE

B'p,.n = ¢—c,—p, — Mpv sur X, (9.52)
py(T) = 0 dans (2,

\
avec

0 1
*=—a——q.V—-DA B*=—-DV — —q.
A ap q.V \Y% 54
0
On calcule / A(%) p~ dzdt o en réitérant les meémes calculs que précédemment.
Q (%

On trouve :

/62“4(8;7)19«/‘“(% :/z (Cv_é+pv+%py> (880 )pydaldt

1

/ A*p, dxdt

a 'aide des conditions aux limites des systemes (9.49) et (9.52).

Comme A*p, = 0 dans @, on obtient :

/QA<(’9acv>p,ydxdt /Z(cv—aﬂ)7 %m)@%)dadt

1

Par ailleurs, puisque

oc
/QA< a’Y>pv drdt = /pr7 dxdt = <w,py>L2(Q)

[ e ) ()

( gy KGO
= C~y — C 5 —Cy\W
Y p’Y (K+C’y)3p77 8'U Y LQ(El)v

et
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on trouve alors :

2IK 0
(W, py) p2g) = <(c,y —C+py+ 7&3/)% —cy(w)> :
(K +¢y) O L2(%H)

Enfin en remplacant celui-ci dans I'inégalité (9.21) on obtient

<w7p’Y>L2(Q) + (Nuy +uy — @, w>L2(Q) = (Nuy +py +uy =4, w>L2(Q) 20

pour tout w € L*(Q).

Or pour w’' = w, on trouve (Nu., + py + Uy — U, W) 5,4, < 0.
1 v T Dy T Uy L2(Q)

On en conclut alors : Nu, + p, +uy, —u = 0, et donc Nu, + p, = U — u,. [ |
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Chapitre 10
Analyse numérique

Ce chapitre constitue une premiere approche concernant la simulation numérique
du probleme de controle optimal pour le systeme NTB linéaire a deux frontieres
en sol non pollué. On utilisera un schéma en différence finie afin de discrétiser ce

probleme.

10.1 Différences finies pour le systeme NTB a

deux frontieres

On considere le systeme NTB a deux frontieres suivant :

( Oc dc d*c
O‘a(ta .T) + q(?_:pC(t’ SC) o D@(t .T) - 0 dans Q _]07 T[X]x(]wrnJrl[u

Oc 1

—(D%(t,:c) §qc(t,:c)).n = h(c(t,x)) sur  3q:=]0,T[x{zps1},
Oc 1

(D—(t,z) — =qc(t,z)).n = v(t) sur Xy :=]0, T[x{x0},
Oz 2

C(OVT) = CO('T) dans ]'r07xn+1[7

(10.1)

169
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ou 'ensemble Q =|xg, z,,41], la surface de la racine I'y = {x, 11}, et la frontiere de
la rhizosphere I'y = {xo}. L’apport de nutriments est donné par la fonction v(t)

avec t € [0, 7.

Remarque 10.1.1 Le vecteur ¢ = q(t,x) représente le flur de l'eau et vérifie

la condition de Darcy donnée par (2.2). La fonction d’absorption linéaire est

h(c(t,z)) = %(t, x).

Pour discrétiser le domaine [0, T x|z, Z,+1[, on introduit un pas d’espace Az =
1

(N+1)
les noeuds d’un maillage réguliers

> 0 (avec N un entier positif) et un pas de temps At > 0, et on définit

(t",z;) = (nAt,jAz) pour n>0, j€{0,1,...,N+1},

et ouxg < - - < Tny1
On note ¢} la valeur d'une solution discrete approchée au point (t",;), et c(t, x)

la solution exacte de (10.1). La condition initiale est discrétisée par
c? =co(z;) =0 pour je{0,1,...,N+1}.

En considérant les différences finies des termes :
o cntl _en
c j j

E(t", r;) =~ A7 (schéma d’Euler progressif),

%(t",xj) R~ JT:EI (schéma d’Euler rétrograde),

2 n _ n n
P>c G — 265+ ¢

gt N TRy

(schéma centré),

la discrétisation de ’équation d’état du systeme (10.1) équivalent a

de 1 de dD?c
Eltr) == | —que—(t, ) + Do (t
) = [~a gt + DI 0]
est : il .
G —q C?_C?71+DC?+1_20?+C§31
At a - Ax (Az)?
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D’ou 'on obtient :

g <q D At q 2D D

CT.L+1: B —)Cn
J a ‘Az Az2/ 0L Q Ax  Ax?

_I_
—~
|
|
\L
u@s
_I_
O

-3

On trouve alors le systeme suivant :

n+1l __ n
C = —AC",
«Q
ou A est donnée par :
(o _ ¢ _ 2D D_ 0 ]
At Az Az? Azx?
a4 D o _ 49 _ 2D
Az + Az? At Az Az? 0
A= 0
DAt
alx?
4q 4 D o _ 9 _ 2D
| 0 Az + Az?2 At Az Azx?
et ou
cr
c" = :
cy

Pour la discrétisation des conditions aux limites, on utilisera le schéma centré pour
la dérivée partielle premiere :

T T
Oc Ciy1 — Cj1

%(t",xj) N (schéma centré).
La discrétisation de la condition aux limites sur ¥y = [0, 7] X {41} est :
Jc 1 D . . 1, n
_(D%@ux) - éqc(t,x)) ~ —(E(CNH —Cy1) — éqCN) = hy,

ou hly = h(cR).

D’ou l'on trouve :
" . 20z 1 "
CN+1 = Cy—1 T D_(anN — hly).

Et la discrétisation de la condition aux limites sur ¥y = [0, 7] x {xo} est :

Oc 1
(D%(tﬁ) - §q0(t,$)) ~ (E(CS —cy) — §q07f) =",
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ou v(t") =v™

D’ou 'on trouve :

" . 2AzT 1

G =0+ T(Un - 5(10?)-

10.2 Simulation numérique

Dans cette section, on traite de la simulation numérique du probleme de controle

optimal associé au systeme (10.1) donné par :

( min J(v)
veL2(X2)

T
J(v) = / (et 2n 1) — &t wn o )]P dt 4 —e
0

/ t .’L‘O
A |37N+1 - 560

et ou Q =0, 1[, avec o = 0 et x,1 = 1 et avec X1 =]0, T[x{1} et Xy =]0, T'[x{0}.

\

La concentration c¢ est solution du systeme (10.1)

Remarque 10.2.1 La concentration c(t, x,11) est déterminé en résolvant le systeme

suwvant :
( a%(t x)+q. g—c(t x) — D%(t xr) = 0 dans @ :=0,T[x]0, 1],
Oc 1
—(D%(t,x) — §qc(t,x)).n = h(c(t,z)) sur X;:=]0,T[x{1},
(D%(t,x) - %qc(t,x)).n = 0 sur Yo :=|0,T[x{0},
c(0, z) = c¢o(x) dans ]0,1],

(10.2)

en utilisant la méme discretisation par différence finies du systéeme (10.1).
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Le probleme de controle [P] est résolu numériquement par la méthode de Quasi-
Newton dont les algorithmes sont disponibles sur les logiciel tels que Matlab ou
Absoft software (voir Picart [28]). On a utilisé la routine BCONF issue de la
librairie de IMSL pour notre probleme. Pour effectuer les simulations numériques,

on a choisi les parametres suivants :
qg=05, D=01 «a=1, [1=0.001, K=1.

Par ailleurs, on a considéré Q2 =]0,5[x[0,1], Az = 0.1, et At =0.01.
La simulation numérique du probleme [P] est faite avec la fonction ¢ de la figure

10.1 ci-dessous.

25

0.5

F1GURE 10.1 — Absorption des nutriments a la surface de la racine en fonction du

temps.
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L’absorption des nutriments est semblable une sigmoide dont la valeur maximale
est 2.8. La fonction ¢ est obtenu en résolvant le systeme (10.1) avec la fonction
de controle v représentée par la courbe de la figure 10.2 ainsi qu’en utilisant le

controle exact. Le controle exact est un controle connu.

1 y w -y

0.3

0.2
J| === wm exact control function

0.1 -||= == = QN initial condition
o | — estimated control

Fi1Gure 10.2 — L’apport de nutriments en temps.

La courbe en pointillée est le controle utilisé pour construire la fonction ¢ en
résolvant le systeme (10.1). La courbe en trait pointillé est le contrdle initial
déterminé par l'algorithme de Quasi-Newton. La courbe pleine est la solution

numérique de [P].
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L’objectif de cette simulation numérique est de trouver le controle optimal solution
du probleme [P] pour une concentration de nutriments absorbée ¢.

Pour cela, on initialise I’algorithme de Quasi-Newton avec la fonction en escalier
en trait pointillé représentée dans la figure 10.2. Le controle optimal, solution de
la fonction de cout J(v), est obtenu lorsque la valeur de cette fonction est proche
de 0. Ce controle est représenté par la courbe pleine de la figure 10.2.

L’erreur L? de la différence entre la solution estimée et solution exacte (en trait
pointillé), & la figure 10.2, est de 1.59 1073. Cela montre que I'algorithme de Quasi-

Newton converge vers la solution exacte.
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Chapitre 11
Conclusion et perspectives

La lutte contre la pollution du sol est un enjeu majeur pour la préservation de
I’environnement. Parmi les régions ultramarines, la Guadeloupe et la Martinique
sont particulierement touchées. Les chercheurs de 'INRA-Antilles et du CIRAD
travaillent sur 1'usage des plantes de service en remplacement des pesticides et
autres intrants chimiques afin d’élaborer une agriculture alternative. Ce travail de
these s’inscrit dans cette dynamique, en apportant une contribution du point de

vue de la modélisation.

L’analyse mathématique du phénomene de transfert et d’absorption de nutriments
gouvernée par le systeme de Nye-Tinker-Barber (NTB), ot I'inconnue du probléeme
est la concentration de nutriments absorbés, a été détaillée dans les six cas : d’une

ou deux frontieres, linéaire ou non linéaire, avec ou sans pollution.

Il s’agit dans la plupart des cas d'un systeme d’advection-diffusion pour lequel on a
établi Pexistence d’une solution unique dans espace de fonctions L?(]0, T'[; H*(Q))N
C([0, T); 12(2)).

Pour le probleme non linéaire, c’est a dire le cas ou la fonction d’absorption

de Michaelis-Menten est non linéaire, le théoreme du point fixe de Schauder a
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pu étre appliqué dans I'espace L(]0,T[; L*(£2)) qui contient la solution (puisque
L*(]0,T[; HY())nC([0,T); L*(R2)) C L*(J0, T[; L*(©))), moyennant une hypothese
d’interpolation pour la variable du temps ¢, le théoreme de compacité de Rellich

ne s’appliquant en effet qu’entre les espaces fonctionnels sur Q, H(Q) < L?(Q).

Le probleme de recherche d’une concentration de nutriments optimale correspond a
un probléme de minimisation d’une fonction cout frontiere quadratique (la frontiere
représentant ’ensemble des poils absorbants de la racine). Le probleme de controle
en sol non pollué admet une solution optimale caractérisée par un systeme d’op-
timalité (SO). Le probléme en sol pollué admet quant a lui un controle optimal a

moindres regrets caractérisé par un systeme d’optimalité singulier (SOS).

En perspectives, on envisage un prolongement de ce travail par des simulations
numériques en deux et trois dimensions d’espace dans les deux cas de sol pollué
et de sol non pollué, a partir des systemes d’optimalités obtenus. Le but est de

pouvoir confronter par la suite les résultats avec les données mesures disponibles

des chercheurs de 'INRA-Antilles [4].



Quatriéme partie

Annexe
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Annexe A

A.1 Majoration pour la méthode du point fixe

Les systemes NTB non linéaires a une et deux frontieres ont comme fonction
d’absorption la fonction A non linéaire définie par :
Ic

Mo =z

Le lemme ci-dessous est un résultat utilisé pour démontrer 1’existence d'un point

fixe pour les systemes N'TB non linéaires.

Lemme A.1.1 On suppose que |I| est uniformément borné (i.e I € L*>°(Q)). Pour
tout @,v € H(Q) on a alors

/F (h(®) — h(¥)) doy < /mes(T) I [|cfille — Ul pp t €0, T,
avec [31 > 0.

Preuve - Soit ¢,¢ € H'(), on a

[ ) nnam = [ (G- o

Puisque :
— <

(K + @)(K +1)
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en utilisant le théoreme de Cauchy-Schwarz, on obtient alors

K+ @)(K +9)

A T’aide du théoreme de trace, il existe ; > 0, tel que

I L Brll oo 5 — 1
e sl — Bl < 2L sl — Sl

On obtient alors le résultat souhaitée. [ ]

A.2 Continuité des opérateurs

Pour les problemes de controles non linéaires, on a besoin de la propriété ci-dessous.

Soient les opérateurs suivants :

0 i} 0
A:anrq.V—DA, A ——aa—q.V—DA,
B =DV — iq, B* = -DV — 1q.

Lemme A.2.1 Les opérateurs A, A*, B, B* sont linéaires et continus en v €
L*(%,) et en g € L*(Q) pour le probléeme de contréle optimal non linéaire d deuz

frontiéres.

Preuve - Il est clair que les opérateurs sont linéaires. Il reste a montrer qu’ils sont
continus. Soient la suite (v,)nen qui converge vers v et la suite (g, )nen qui converge
vers g. Comme la fonction c(v, g) := c(t, z, v, g) solution unique du probleme est
différentiable en v et g alors elle est continue en v dans L*(3,) et g dans L?*(Q).
On a donc ¢(., g,) — (., g) et c(vp,.) — c(v,.).

Soit ¢ € D(Q), on va montrer que

(Ac(vy,.), @) — (Ac(v,.),0) et (c(u,,.), A%) — (c(v,.), A*p) (A.1)

n—-+4o0o n—-+o00
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On a que

(Ac(vp,.),p) = <a88t (Un,.) + q.Ve(u,, ) — DAc(vy, )) , )

B
= (c(Vn, .), Berride q.Vo — DAp)

= (c(n ), A" )

On trouve alors

(Ac(vn, ), ) = (c(vn, ), Ap) — (c(v,.), Ap) = (Ac(v, ), @)

n—-+o0o
On obtient le méme résultat ¢(.,g,). On en déduit que les opérateurs A et A*
sont continus. Il en est de méme pour les opérateurs B et B*, si ’on considere des

fonctions test ¢ € C=(Q). |

Lemme A.2.2 Les opérateurs A, A*, B, B* sont linéaires et continus en (v, g) €
L*(Q) x L*(Q) pour le probléme de contréle optimal non linéaire a une frontiére.

A.3 Condition aux limites sur >;

Le lemme ci-dessous est un résultat concernant la condition aux limites sur >
pour les problemes de controles optimals pour les systemes non linéaires dans
un sol pollué. Soit ., le controle a moindres regrets adapté pour le probleme de

contréle optimal (9.19)-(9.20). On note &, =&, et ¢, = ¢,

Lemme A.3.1 La condition aux limites sur la frontiére 31 du systeme au chapitre

9 a la proposition 9.5.2, devient :

lim ~ [B* (&0, +x0)) =B (&)

A—=0 )\

— -G+ ﬁ(%@”)) - %(%W-
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Preuve - En effet , on a

lim % 1B (&(u, + 2w)) = B (&)

iz
= tim £ [~ (e + 2w0) 2+ (Kin(i?:ﬁ?)O)y (e =2)

‘%} (A.2)
= fm [~ (el + 20—+ (KIJrch(S?J:F)\LUj)()))Q B (KI fiv]

ey . IK E(uy + Aw) &y
=~y W)+ lm e (K + c(uy + Aw,0))? (K+cv)2]

Mais,

=

(K + c(uy + Mw,0))? (K + c7)2>

[K[ E(uy + Aw) &,

o 1K
— 0

(uy + M) (K +¢;)? — & (K + c(uy + Aw, 0))2]
(K +¢y)?(K + c(uy + Aw, 0))?

L K
50 (K 4 ¢y)?(K + c¢(uy + Aw, 0))?

i 1 [€ty + M) (K + )7 = &K + clony + A, 0))2].

On obtient d’une part

. IK IK
im =
A=0 (K 4 ¢y)?(K + c(uy + Aw,0))?2 (K +¢,)*
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et d’autre part

}\i_{% % [g(uv + W) (K +¢,)? = & (K + c(uy + Aw, 0))?

= }E)% % [H“’y FAw) (K +¢,)” = &(K +¢,)° + &(K +¢,)?

—& (K + clu, + w, 0))2]

[f(uw +Aw) - &,

1
. 2 7. — 9
= (K 4 ¢y)* lim 5 } +§y}\1£%>\ [(KJrcy)

(K + e(u, + Aw,O))Q]

Cependant

réuy +Aw) =& 08,
lli%[ \ } =50 W)

et
fim [0 4 ¢,)? (5 + efun, + 2w 0)]

= lim (C7 — c(u7>\+ A, O)> [QK + ¢y + c(uy + Aw, O)}

) ¢y — c(uy + Aw, 0) .
:hm( 2 7)\ ) x/l\grrg) [2K+cﬂ,+c(u7+>\w,0)]

0
= —2(%(11})) [K + cﬁ,]
D’ou 'on trouve
K §(uy + Aw) §(uy)
S [(K Fo(uy + w002 (K + c,y>2)]

(KTCW (%(w)) - %(%(w))
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On obtient que (A.2) devient :

de K[ €(uy + w) ¢
_a_zj(w)ﬂlféT[( ! ]

K+ c(uy + Mw,0))? (K +c¢,y)?

0 IK 9)
9%y o) + (&

2TKE, (dc,
T v (w) (K +c¢y)?\ Ov (w)) a (K +¢,)3 <—

v (w))

Remarque A.3.1 Ce résultat est utilisé aussi pour le probleme de controle non

linéaire a une frontiere au chapitre 9 a la proposition 9.10.2.
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