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Dualité et principe local-global sur les corps de fonctions

Résumé

Dualité et principe local-global sur les corps de fonctions

Dans cette thèse, nous nous intéressons à l'arithmétique de certains corps
de fonctions. Nous cherchons à établir dans un premier temps des théorèmes de
dualité arithmétique sur ces corps, pour les appliquer ensuite à l'étude des points
rationnels sur certaines variétés algébriques.

Dans les trois premiers chapitres, nous travaillons sur le corps des fonc-
tions d'une courbe sur un corps local supérieur (comme Qp, Qp((t)), C((t)) ou
C((t))((u))). Dans le premier chapitre, nous établissons sur un tel corps des théo-
rèmes de dualité arithmétique � à la Poitou-Tate � pour les modules �nis, les tores,
et même pour certains complexes de tores. Nous montrons aussi l'existence, sous
certaines hypothèses, de certaines portions des suites exactes de Poitou-Tate cor-
respondantes. Ces résultats sont appliqués dans le deuxième chapitre à l'étude du
principe local-global pour les algèbres simples centrales, de l'approximation faible
pour les tores, et des obstructions au principe local-global pour les torseurs sous
des groupes linéaires connexes. Dans le troisième chapitre, nous nous penchons
sur les variétés abéliennes et établissons des théorèmes de dualité arithmétique
� à la Cassels-Tate �. Cela demande aussi de mener une étude �ne des variétés
abéliennes sur les corps locaux supérieurs.

Dans le quatrième et dernier chapitre, nous travaillons sur les corps des frac-
tions de certaines algèbres locales normales de dimension 2 (typiquement C((x, y))
ou Fp((x, y))). Nous établissons d'abord un théorème de dualité en cohomologie
étale � à la Artin-Verdier � dans ce contexte. Cela nous permet ensuite de montrer
des théorèmes de dualité arithmétique en cohomologie galoisienne � à la Poitou-
Tate � pour les modules �nis et les tores. Nous appliquons �nalement ces résultats
à l'étude de l'approximation faible pour les tores et des obstructions au principe
local-global pour les torseurs sous des groupes linéaires connexes.

Mots-clefs : corps de fonctions, dualité arithmétique, groupe de Tate-Shafarevich,
Poitou-Tate, Cassels-Tate, tores, groupes linéaires, variétés abéliennes, principe
local-global, torseurs, groupe de Brauer, obstruction de Brauer-Manin, approxi-
mation faible, cohomologie galoisienne, corps locaux supérieurs, anneaux locaux
de dimension 2.
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Dualité et principe local-global sur les corps de fonctions

Abstract

Duality and local-global principle over function �elds

In this thesis, we are interested in the arithmetic of some function �elds. We
�rst want to establish arithmetic duality theorems over those �elds, in order to
apply them afterwards to the study of rational points on algebraic varieties.

In the �rst three chapters, we work on the function �eld of a curve de�ned
over a higher-dimensional local �eld (such as Qp, Qp((t)), C((t)) or C((t))((u))). In
the �rst chapter, we establish "Poitou-Tate type" arithmetic duality theorems over
such �elds for �nite modules, tori and even some complexes of tori. We also prove
the existence, under some hypothesis, of parts of the corresponding Poitou-Tate
exact sequences. These results are applied in the second chapter to the study of
the local-global principle for central simple algebras, of weak approximation for
tori, and of obstructions to local-global principle for torsors under connected linear
algebraic groups. In the third chapter, we are interested in abelian varieties and we
establish "Cassels-Tate type" arithmetic duality theorems. To do so, we also need
to carry out a precise study of abelian varieties over higher-dimensional local �elds.

In the fourth and last chapter, we work on the �eld of fractions of some
2-dimensional normal local algebras (such as C((x, y)) or Fp((x, y))). We �rst esta-
blish in this context an "Artin-Verdier type" duality theorem in étale cohomology.
This allows us to prove "Poitou-Tate type" arithmetic duality theorems in Galois
cohomology for �nite modules and tori. In the end, we apply these results to the
study of weak approximation for tori and of obstructions to local-global principle
for torsors under connected linear algebraic groups.

Keywords : function �elds, arithmetic duality, Tate-Shafarevich group, Poitou-
Tate, Cassels-Tate, tori, linear algebraic groups, abelian varieties, local-global prin-
ciple, torsors, Brauer group, Brauer-Manin obstruction, weak approximation, Ga-
lois cohomology, higher-dimensional local �elds, 2-dimensional local rings.
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Introduction

1 Principe local-global sur les corps de

nombres

Cette thèse porte sur les points rationnels des variétés sur certains corps de
fonctions. Mais pour comprendre les motivations, il convient de rappeler briève-
ment le cas classique des corps de nombres.

1.1 Principe local-global et obstruction de Brauer-Manin

� On donne une équation diophantienne à un nombre quelconque d'inconnues
et à coe�cients entiers rationnels : on demande de trouver une méthode par la-
quelle, au moyen d'un nombre �ni d'opérations, on pourra distinguer si l'équation
est résoluble en nombres entiers rationnels. �

David Hilbert, Congrès International, 1900.

Le dixième problème de Hilbert demande de trouver un algorithme détermi-
nant si une équation diophantienne a des solutions entières. C'est en 1970, après
les travaux de Davis, Putnam et Robinson, que Matjasevich démontre qu'un tel
algorithme n'existe pas. Il est alors naturel de se demander s'il existe un algo-
rithme permettant de déterminer si une équation diophantienne a des solutions
rationnelles (non nécessairement entières). Autrement dit, étant donnée une va-
riété algébrique sur un corps de nombres, peut-on déterminer si elle possède des
points rationnels ? Cette question, qui est au coeur de la géométrie arithmétique,
reste ouverte de nos jours. Le principe local-global est l'un des principaux outils
qui ont été développés pour l'attaquer.

Soient K un corps de nombres et X une K-variété algébrique. Soit ΩK l'en-
semble des places de K, c'est-à-dire l'ensemble des valeurs absolues non triviales
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sur K à équivalence près. Pour v ∈ ΩK , on note Kv le complété de K par rapport à
v. Il est clair que, si V possède des points rationnels, alors V possède des Kv-points
pour chaque v ∈ ΩK . Il est alors naturel de se poser des questions à propos de la
réciproque :

Dé�nition 1.1. Soit F une famille de K-variétés. On dit que la famille F véri�e
le principe local-global (ou le principe de Hasse) si tout élément de F ayant des
Kv-points pour tout v ∈ ΩK a en fait des points rationnels. Autrement dit :

∀V ∈ F ,
∏
v∈ΩK

V (Kv) 6= ∅ ⇒ V (K) 6= ∅.

L'un des premiers exemples non triviaux de famille véri�ant le principe de
Hasse est donné par le célèbre théorème de Hasse-Minkowski :

Théorème 1.2. (Minkowski 1890, Hasse 1924)
Toute quadrique dans Pn véri�e le principe local-global.

Ainsi, le principe local-global est toujours véri�é en degré au plus 2. Voici un autre
exemple classique, aussi dû à Hasse, qui découle de la théorie du corps de classes :

Théorème 1.3. (Hasse 1924)
Soient L/K une extension cyclique et ω1, ..., ωn une K-base de L. Pour chaque
a ∈ K×, l'équation normique :

NL/K(x1ω1 + ...+ xnωn) = a

dé�nit une K-variété qui véri�e le principe local-global.

Ce théorème est en fait un corollaire de l'axiome du corps de classes global.

Depuis les travaux de Hasse, le principe local-global a été établi pour un
certain nombre de familles de variétés. Mais de nombreux contre-exemples ont
aussi été trouvés. L'un des plus célèbres, qui montre que le principe de Hasse est
faux pour les courbes cubiques dans P2, est dû à Selmer :

Théorème 1.4. (Selmer 1951)
Soit V la courbe de P2

Q dé�nie par l'équation

3x3 + 4y3 + 5z3 = 0.

Alors V (R) 6= ∅ et V (Qp) 6= ∅ pour tout premier p, mais V (Q) = ∅.

Ainsi, si d'après le théorème 1.2 le principe local-global est toujours vrai en degré
au plus 2, le théorème précédent montre que le principe local-global tombe en
défaut dès le degré 3. Voici un autre contre-exemple classique, qui est le pendant
du théorème 1.3 :
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Théorème 1.5. (Hasse 1934)
Soient K = Q et L = Q(

√
13,
√

17). Soit ω1, ω2, ω3, ω4 une K-base de L. Alors
l'équation normique :

NL/K(x1ω1 + x2ω2 + x3ω3 + x4ω4) = −1

dé�nit une K-variété qui ne véri�e pas le principe local-global.

En tenant compte des contre-exemples précédents, il est alors naturel de
chercher à comprendre les obstructions au principe local-global. Pour ce faire, il
convient d'introduire le groupe de Brauer (cohomologique) de V , que l'on notera
Br V : c'est par dé�nition le groupe de cohomologie étale H2

ét
(V,Gm). Ce groupe

coïncide avec le groupe de Brauer au sens des algèbres d'Azumaya sur V lorsque V
est supposée quasi-projective lisse. En particulier, si V = Spec K, le groupe Br K
classi�e les K-algèbres simples centrales à équivalence près. Ce groupe est bien
compris grâce à la théorie du corps de classes. En e�et, la théorie du corps de classes
local fournit pour chaque place v ∈ ΩK un morphisme injectif invv : Br Kv → Q/Z.
Ce morphisme est un isomorphisme dès que v est �nie (ieKv est un corps p-adique).
Lorsque v est réelle (ie Kv = R), le morphisme invv identi�e Br Kv à 1

2
Z/Z, et

lorsque v est complexe (ie Kv = C), le groupe Br Kv est trivial. Le groupe Br K
peut alors être calculé grâce à l'un des théorèmes principaux de la théorie du corps
de classes global, à savoir la suite exacte de Brauer-Hasse-Noether :

0 // Br K //
⊕

v∈ΩK
Br Kv

∑
v∈ΩK

invv
// Q/Z // 0.

Revenons maintenant au cas où V est une K-variété quelconque. Considérons
un modèle lisse V de V sur un ouvert non vide U du spectre de l'anneau des entiers
de K. En notant AK l'anneau des adèles de K, on dispose de l'ensemble des points
adéliques de V :

V (AK) = lim−→
U ′⊆U
U ′ 6=∅

∏
v∈ΩK\U ′

V (Kv)×
∏

v∈(U ′)(1)

V(Ov).

On peut alors dé�nir un accouplement, dit de Brauer-Manin :

BM : V (AK)× Br V → Q/Z

((pv)v∈ΩK
, α) 7→

∑
v∈ΩK

invv(p
∗
vα)

où p∗v : Br V → Br Kv est le morphisme induit par pv ∈ V (Kv) par foncto-
rialité contravariante du groupe de Brauer. En injectant diagonalement V (K)
dans V (AK), la suite exacte de Brauer-Hasse-Noether montre alors que V (K)
est contenu dans l'orthogonal V (AK)Br de Br V pour l'accouplement BM . Cela
permet de dé�nir une obstruction au principe local-global :

Dé�nition 1.6. (Manin 1970)
Soit F une famille de K-variétés. On dit que l'obstruction de Brauer-Manin

est la seule obstruction au principe local-global pour les éléments de F si :

∀V ∈ F , V (AK)Br 6= ∅ ⇒ V (K) 6= ∅.

11
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Il existe desK-variétés pour lesquelles l'obstruction de Brauer-Manin n'est pas
la seule obstruction au principe local-global. Par exemple, dans [Sko99], Skorobo-
gatov exhibe une surface bielliptique V sur Q telle que V (AQ)Br 6= ∅ et V (Q) = ∅.
Malgré cela, il existe d'importantes familles de K-variétés pour lesquelles la seule
obstruction au principe local-global est bien l'obstruction de Brauer-Manin. Dans
[CT03], Colliot-Thélène conjecture que la seule obstruction au principe local-global
pour les K-variétés propres, lisses, rationnellement connexes est l'obstruction de
Brauer-Manin. L'un des résultats les plus célèbres dans ce sens est dû à Sansuc :

Théorème 1.7. (Sansuc 1981 - [San81])
L'obstruction de Brauer-Manin est la seule obstruction au principe local-global
pour les (compacti�cations lisses de) K-espaces principaux homogènes sous des
K-groupes linéaires connexes.

Pour prouver ce résultat, Sansuc fait appel à un théorème de dualité arithmétique,
le théorème de Poitou-Tate, qui fait l'objet du paragraphe suivant.

1.2 Théorèmes de dualité arithmétique

La plupart des théorèmes de dualité arithmétique pour la cohomologie ga-
loisienne des groupes algébriques commutatifs sur des corps p-adiques ou sur des
corps de nombres ont été annoncés par Tate dans les années 1960. Les groupes
algébriques concernés sont divers : les groupes �nis, les tores, les variétés abéliennes.

Commençons par le cas (plus simple) des corps p-adiques. Fixons K un corps
de nombres et v une place �nie de K.

Théorème 1.8. (Tate 1957-1962)
Soit G = Gal(Kv/Kv) le groupe de Galois absolu de Kv.

(i) Soient F un G-module discret �ni et F ′ = Hom(F,Kv
×

) son dual de Cartier.
Pour 0 ≤ r ≤ 2, le cup-produit induit un accouplement parfait de groupes �nis :

Hr(Kv, F )×H2−r(Kv, F
′)→ Br Kv

∼= Q/Z.

(ii) Soient T un Kv-tore et T̂ son module des caractères. Pour 0 ≤ r ≤ 2, le
cup-produit induit un accouplement :

Hr(Kv, T )×H2−r(Kv, T̂ )→ Q/Z

qui met en dualité parfaite :
• le complété pro�ni de H0(Kv, T ) et le groupe discret de torsion H2(Kv, T̂ ) ;
• les groupes �nis H1(Kv, T ) et H1(Kv, T̂ ) ;
• le groupe discret de torsion H2(Kv, T ) et le complété pro�ni de H0(Kv, T̂ ).

(iii) Soient A une variété abélienne sur Kv et At la variété abélienne duale. Alors
il existe un accouplement canonique :

A(Kv)×H1(Kv, A
t)→ Q/Z

qui met en dualité parfaite le groupe pro�ni A(Kv) et le groupe discret de torsion
H1(Kv, A

t).

12
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Pour pouvoir énoncer des théorèmes de dualité arithmétique sur les corps de
nombres, nous avons besoin d'introduire les groupes de Tate-Shafarevich :

Dé�nition 1.9. Soit M un Gal(K/K)-module discret. Pour r ∈ {1, 2}, on dé�nit
les groupes de Tate-Shafarevich :

Xr(K,M) = Ker

(
Hr(K,M)→

∏
v∈Ωk

Hr(Kv,M)

)
.

Théorème 1.10. Soit G = Gal(K/K) le groupe de Galois absolu de K.
(i) (Dualité de Poitou-Tate pour les modules �nis, 1962-1967)
Soient F un G-module discret �ni et F ′ = Hom(F,K

×
) son dual de Cartier. Il

existe un accouplement parfait de groupes �nis :

X1(K,F )×X2(K,F ′)→ Q/Z.

(ii) (Dualité de Poitou-Tate pour les tores, 1962-1967)
Soient T un K-tore et T̂ son module des caractères. Pour r ∈ {1, 2}, il existe
un accouplement parfait de groupes �nis :

Xr(K,T )×X3−r(K, T̂ )→ Q/Z.

(iii) (Dualité de Cassels-Tate, 1962-1964)
Soient A une variété abélienne sur K et At la variété abélienne duale. Alors il
existe un accouplement canonique :

X1(K,A)×X1(K,At)→ Q/Z

dont le noyau à gauche (resp. à droite) est le sous-groupe divisible maximal de
X1(K,A) (resp. X1(K,At)).

Expliquons maintenant brièvement comment on peut étudier l'obstruction de
Brauer-Manin et obtenir le théorème de Sansuc (théorème 1.7) pour les espaces
principaux homogènes sous des tores à l'aide du théorème précédent. Pour ce faire,
on se donne un K-tore T et un K-espace principal homogène V sous T tel que
V (AK)Br 6= ∅. On veut alors montrer que V (K) 6= ∅. Les espaces principaux ho-
mogènes sous T sont classi�és à isomorphisme près par le groupe de cohomologie
H1(K,T ), et un espace principal homogène W sous T a un point rationnel si, et
seulement si, sa classe [W ] dans H1(K,T ) est triviale. Par conséquent, le groupe
X1(K,T ) mesure exactement l'obstruction au principe local-global pour les tor-
seurs sous T , et il contient [V ] puisqu'on a supposé V (AK) 6= ∅. L'idée consiste
alors à comparer l'accouplement de Brauer-Manin :

BM : V (AK)× Br V → Q/Z

à l'accouplement de Poitou-Tate :

PT : X1(K,T )×X2(K, T̂ )→ Q/Z

13
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du théorème 1.10(ii). Pour ce faire, Sansuc construit un sous-groupe B(V ) de Br V
contenant l'image de Br K et un morphisme B : X2(K, T̂ )→ B(V )/Br K tel que
pour tout β ∈X2(K, T̂ ) et pour tout (pv)v ∈ V (AK), on ait :

PT ([V ], β) = BM((pv)v, B(β)).

En choisissant (pv)v ∈ V (AK)Br, on obtient que pour tout β ∈ X2(K, T̂ ), on a
PT ([V ], β) = 0. Il su�t alors d'appliquer la dualité de Poitou-Tate pour les tores
(théorème 1.10(ii)) pour obtenir que [V ] = 0, autrement dit que V (K) 6= ∅.

Pour terminer ce paragraphe, remarquons que la dualité de Cassels-Tate (théo-
rème 1.10(iii)) permet aussi d'obtenir des résultats concernant le principe local-
global pour les torseurs sous des variétés abéliennes :

Théorème 1.11. (Manin 1971 - [Man71])
Soient K un corps de nombres et A une variété abélienne sur K. Supposons que
X1(K,A) soit �ni. La seule obstruction au principe local-global pour les espaces
principaux homogènes sous A est l'obstruction de Brauer-Manin.

La �nitude du groupe X1(K,A), qui est conjecturée depuis le début des années
1960 et qui est étroitement liée à la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer, est
utilisée pour a�rmer que l'accouplement du théorème 1.10(iii) :

X1(K,A)×X1(K,At)→ Q/Z

est non dégénéré. Elle est connue pour certaines courbes elliptiques (par exemple
[Rub87] et [Kol88]).

1.3 Approximation faible

Le principe local-global permet d'étudier l'existence de points rationnels sur
les variétés algébriques sur les corps de nombres. Une fois que l'on sait qu'une telle
variété a des points rationnels, il est naturel de se demander si elle en possède
� beaucoup �. C'est pourquoi on introduit la notion d'approximation faible.

Soient K un corps de nombres et V une K-variété lisse géométriquement
intègre telle que V (K) 6= ∅. Pour v ∈ ΩK , on munit V (Kv) de la topologie v-
adique. On munit ensuite V (KΩ) =

∏
v∈ΩK

V (Kv) de la topologie produit. On
remarquera que V (KΩ) = V (AK) lorsque V est propre d'après le critère valuatif
de propreté.

Dé�nition 1.12. On dit que V véri�e l'approximation faible si l'ensemble
V (K) est dense dans V (KΩ).

Supposons désormais que V est un K-tore, que l'on notera plutôt T . A�n
de comprendre le défaut d'approximation faible pour T , il convient de compléter
l'énoncé du théorème 1.10 avec une suite exacte à 9 termes qui permet de mieux

14



Introduction

contrôler les groupes de Tate-Shafarevich de T . Pour simpli�er, supposons que K
est totalement imaginaire et considérons un K-tore T de module des caractères T̂ .
Soit Ωf

K l'ensemble des places �nies de K. Pour chaque groupe abélien A, on note
Ators le sous-groupe de torsion de A ; si de plus A est un groupe topologique abélien
(éventuellement muni de la topologie discrète), on note aussi A∧ son complété
pro�ni et AD le groupe des morphismes continus de A dans Q/Z.

Théorème 1.13. (Tate 1962-1967)
On rappelle que K est supposé totalement imaginaire. Il existe une suite exacte à
9 termes :

0 // H0(K, T̂ )∧ // P0(T̂ )∧ // H2(K,T )D

��

H1(K,T )D

��

P1(T̂ )oo H1(K, T̂ )oo

H2(K, T̂ ) // P2(T̂ )tors // (H0(K,T )D)tors // 0,

où Pr(T̂ ) désigne un certain produit restreint des Hr(Kv, T̂ ) pour v ∈ Ωf
K.

En utilisant le théorème 1.10(ii) ainsi que la dernière ligne de la suite exacte
précédente, il est alors possible d'insérer le défaut d'approximation faible pour un
tore dans une suite exacte, similaire à la suite duale de Cassels-Tate :

Théorème 1.14. (Voskresenskii, Sansuc 1981 - [San81])
Il existe une suite exacte :

0→ T (K)→
∏
v∈Ωf

K

T (Kv)→X2
ω(T̂ )D →X1(T )→ 0,

où X2
ω(T̂ ) désigne le sous-groupe de H2(K, T̂ ) constitué des éléments dont la res-

triction à H2(Kv, T̂ ) est triviale pour presque tout v ∈ ΩK et T (K) l'adhérence de
T (K) dans

∏
v∈Ωf

K
T (Kv). Les groupes X2

ω(T̂ ) et X1(T ) sont �nis.

À l'aide de cette suite, il est ensuite possible de comprendre les obstructions à
l'approximation faible pour les tores sur K.

2 Principe local-global sur les corps de fonc-

tions : résultats connus antérieurement

Soient k un corps et X une courbe projective lisse géométriquement intègre
sur k. Soit K = k(X) le corps des fonctions de X. Peut-on obtenir des résultats
similaires à ceux du paragraphe précédent en remplaçant les corps de nombres par
le corps K ?

15
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Commençons par le cas classique où k = Fq est un corps �ni de caractéristique
p. Dans cette situation, les places de K = Fq(X) sont en bijection avec les points
de codimension 1 de la courbe X. C'est un fait bien connu en arithmétique que le
corps K a un comportement très similaire aux corps de nombres, si ce n'est que
K est de caractéristique positive et qu'il n'a pas de places réelles. Ainsi, dans le
théorème 1.8 :
• l'assertion (i) reste valable si l'on suppose l'ordre de F premier avec p,
• les assertions (ii) et (iii) restent valables telles quelles (théorèmes I.2.3 et III.7.8
de [Mil06]).

De manière similaire, dans le théorème 1.10,
• l'assertion (i) reste valable si l'on suppose l'ordre de F premier avec p,
• les assertions (ii) et (iii) restent valables telles quelles (théorème 1.2 de [GA09]).
Ces théorèmes de dualité permettent d'établir des analogues des théorèmes de
Sansuc (théorème 1.7) et de Manin (théorème 1.11) : si G est un K-tore ou une
variété abélienne sur K dont le premier groupe de Tate-Shafarevich est �ni, l'obs-
truction de Brauer-Manin est la seule obstruction au principe local-global pour les
K-espaces principaux homogènes sous G qui sont déployés par une extension de
K de degré premier à p.

Lorsque k n'est pas un corps �ni, comme l'ensemble ΩK des places de K
(c'est-à-dire l'ensemble des classes d'équivalence de valuations discrètes sur K)
n'est plus en bijection avec l'ensemble X(1) des points de codimension 1 de X, il
est possible de dé�nir le principe local-global de deux manières di�érentes :

Dé�nition 2.1. Soit F une famille de K-variétés.
(i) On dit que la famille F véri�e le principe local-global algébrique si :

∀V ∈ F ,
∏
v∈ΩK

V (Kv) 6= ∅ ⇒ V (K) 6= ∅.

(ii) On dit que la famille F véri�e le principe local-global géométrique si :

∀V ∈ F ,
∏

v∈X(1)

V (Kv) 6= ∅ ⇒ V (K) 6= ∅.

Remarque 2.2. La terminologie introduite dans la dé�nition précédente n'est pas
standard.

Bien sûr, si une famille de variétés véri�e le principe local-global géométrique,
elle véri�e aussi le principe local-global algébrique. Mais la réciproque est fausse :
par exemple, les espaces principaux homogènes sous des C((t))(u)-tores rationnels
véri�ent le principe local-global algébrique mais pas le principe local-global géo-
métrique ([HHK15] et [CTH15]). Ainsi, les méthodes développées pour étudier le
principe local-global algébrique et le principe local-global géométrique sont (pour
l'instant) radicalement di�érentes.
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Le principe local-global algébrique a d'abord été étudié par Harbater, Hart-
mann et Krashen dans les articles [HHK09], [HHK14] et [HHK15] à l'aide de
techniques de patching lorsque k est un corps de valuation discrète complet et
X possède un modèle projectif régulier. Ils ont en particulier montré le principe
local-global algébrique pour les espaces principaux homogènes sous des K-groupes
linéaires connexes rationnels lorsque le corps résiduel de k est algébriquement
clos de caractéristique nulle ([HHK15]), ainsi que pour les espaces principaux
homogènes sous certains K-groupes linéaires simplement connexes lorsque k est
équicaractéristique ([HHK14]). Les techniques de patching ont par la suite été uti-
lisées par Colliot-Thélène, Parimala et Suresh pour établir le principe local-global
algébrique pour les formes quadratiques en au moins 3 variables et pour les espaces
principaux homogènes sous certains groupes réductifs ([CTPS12]).

Parlons maintenant plus en détail du principe local-global géométrique. Ce
point de vue a d'abord été adopté par Harari, Scheiderer et Szamuely pour étu-
dier le cas où k est un corps p-adique ([HSz16] et [HSSz15]), puis par Harari et
Colliot-Thélène pour étudier le cas où k = C((t)) ([CTH15]). Dans les deux situa-
tions, les techniques utilisées sont de nature cohomologique et elles sont inspirées
des méthodes décrites dans le paragraphe 1 dans le cas des corps de nombres. En
particulier, elles s'appuient sur des théorèmes de dualité arithmétique.

Plaçons-nous d'abord dans le cas étudié par Colliot-Thélène et Harari, c'est-
à-dire le cas où k = C((t)). Le corps K, qui est le corps des fonctions de la
C((t))-courbe X, est alors de dimension cohomologique 2.

Dé�nition 2.3. Soit M un Gal(K/K)-module discret. Pour r ∈ N, on appelle
r-ième groupe de Tate-Shafarevich de M le groupe :

Xr(K,M) = Ker

Hr(K,M)→
∏

v∈X(1)

Hr(Kv,M)

 .

Colliot-Thélène et Harari démontrent alors un théorème de dualité � à la Poitou-
Tate � sur le corps K :

Théorème 2.4. (Colliot-Thélène, Harari, 2014 - [CTH15])
Soit X une courbe projective lisse géométriquement intègre sur k = C((t)) de corps
des fonctions K. Soit G = Gal(K/K).
(i) Soient F un G-module discret �ni d'ordre n et F ′ = Hom(F, µn). Alors il existe
un accouplement parfait de groupes �nis :

X1(K,F )×X2(K,F ′)→ Q/Z.

(ii) Soient T un K-tore et T̂ son module des caractères. Alors on a un accouple-
ment :

X1(K,T )×X2(K, T̂ )→ Q/Z,
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qui est non dégénéré modulo le sous-groupe divisible maximal de X2(K, T̂ ), ainsi
qu'un accouplement :

X1(K, T̂ )×X2(K,T )→ Q/Z,

qui est non dégénéré modulo le sous-groupe divisible maximal de X2(K,T ).

Colliot-Thélène et Harari appliquent ensuite le théorème précédent à l'étude des
obstructions au principe local-global géométrique pour les K-espaces principaux
homogènes sous des groupes linéaires connexes : en particulier, ils montrent que,
comme sur les corps de nombres, ces obstructions sont toujours contrôlées par
le groupe de Brauer d'un tel torseur. Plus précisément, soient V un K-espace
principal homogène sous un k-groupe linéaire connexe, et V un modèle lisse géo-
métriquement intègre de V sur un ouvert non vide U de X. Posons :

V (AK) = lim−→
U ′⊆U

∏
v∈X\U ′

V (Kv)×
∏

v∈U(1)

V(Ov),

où Ov désigne le complété de l'anneau local de X en v. Alors on peut dé�nir
exactement comme dans le paragraphe 1.1 un accouplement de Brauer-Manin :

BM : V (AK)× Br V → Q/Z.

On véri�e à l'aide de la loi de réciprocité de Weil que V (K) est contenu dans l'or-
thogonal de Br V pour BM . Colliot-Thélène et Harari montrent alors le théorème
suivant, qui est l'analogue du théorème de Sansuc (théorème 1.7) :

Théorème 2.5. (Colliot-Thélène, Harari, 2014 - [CTH15])
Soit X une courbe projective lisse géométriquement intègre sur k = C((t)) de
corps des fonctions K. Soient G un K-groupe linéaire connexe et V un K-espace
principal homogène sous G. Si l'orthogonal de Br V pour l'accouplement BM est
non vide, alors V possède un point rationnel.

Finalement, Colliot-Thélène et Harari s'intéressent aussi à l'approximation faible
pour les tores sur K et établissent une suite exacte analogue à la suite duale de
Cassels-Tate (théorème 1.14) :

Théorème 2.6. (Colliot-Thélène, Harari, 2014 - [CTH15])
Soit T un K-tore. Il existe une suite exacte :

0→ T (K)→
∏

v∈X(1)

T (Kv)→X2
ω(K, T̂ )D →X2(K, T̂ )D → 0,

où X2
ω(T̂ ) désigne le sous-groupe de H2(K, T̂ ) constitué des éléments dont la

restriction à H2(Kv, T̂ ) est triviale pour presque tout v ∈ X(1) et où T (K) est
l'adhérence de T (K) dans

∏
v∈X(1) T (Kv). De plus, le défaut d'approximation faible∏

v∈X(1) T (Kv)/T (K) est toujours �ni.
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Passons maintenant aux travaux de Harari, Scheiderer et Szamuely. Ils étu-
dient le cas où k est un corps p-adique. Le corps K, qui est le corps des fonctions
de la k-courbe X, est alors de dimension cohomologique 3. En dé�nissant comme
avant les groupes de Tate-Shafarevich, Harari et Szamuely démontrent alors un
théorème de dualité � à la Poitou-Tate � sur le corps K :

Théorème 2.7. (Harari, Szamuely, 2013 - [HSz16])
Soient k un corps p-adique et X une courbe projective lisse géométriquement intègre
sur k de corps des fonctions K. Soit G = Gal(K/K).
(i) Soient F un G-module discret �ni d'ordre n et F ′ = Hom(F, µ⊗2

n ). Alors, pour
chaque r ∈ {1, 2, 3}, il existe un accouplement parfait de groupes �nis :

Xr(K,F )×X4−r(K,F ′)→ Q/Z.

(ii) Soient T un K-tore et T ′ son tore dual, c'est-à-dire le tore dont le module
des caractères est le module des cocaractères de T . Alors on a un accouplement
parfait de groupes �nis :

X1(K,T )×X2(K,T ′)→ Q/Z.

Forts de ce résultat, Harari et Szamuely se penchent sur les obstructions au principe
local-global géométrique pour les K-espaces principaux homogènes sous des tores :
en particulier, ils montrent que, si V est un tel torseur, l'obstruction n'est plus
contrôlée par le groupe de Brauer Br V comme pour les corps de nombres ou les
corps de fonctions de courbes sur C((t)), mais par le groupe :

H3(V,Q/Z(2)) := lim−→
n

H3(V, µ⊗2
n ).

Plus précisément, soient T un K-tore et V un K-espace principal homogène sous
T . Soit V un modèle lisse géométriquement intègre de V sur un ouvert non vide
U de X. Posons :

V (AK) = lim−→
U ′⊆U

∏
v∈X\U ′

V (Kv)×
∏

v∈(U ′)(1)

V(Ov),

où Ov désigne la complétion de l'anneau local de X en v. Étant donné que, pour
chaque v ∈ X(1), il existe un isomorphisme canonique :

invv : H3(Kv,Q/Z(2)) := lim−→
n

H3(Kv, µ
⊗2
n ) ∼= Q/Z,

on peut construire un accouplement analogue à l'accouplement de Brauer-Manin
pour les corps de nombres :

BM : V (AK)×H3(V,Q/Z(2))→ Q/Z

((pv)v, α) 7→
∑

v∈X(1)

invv(p
∗
vα).
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La loi de réciprocité de Weil garantit que V (K) est contenu dans l'orthogonal de
H3(V,Q/Z(2)) pour l'accouplement BM . Harari et Szamuely montrent alors le
théorème suivant, qui est l'analogue du théorème de Sansuc (théorème 1.7) dans
ce contexte :

Théorème 2.8. (Harari, Szamuely, 2013 - [HSz16])
Soient k un corps p-adique et X une courbe projective lisse géométriquement intègre
sur k de corps des fonctions K. Soient T un K-tore et V un K-espace principal
homogène sous T . Si l'orthogonal de H3(V,Q/Z(2)) pour l'accouplement BM est
non vide, alors V possède un point rationnel.

Par ailleurs, dans l'article [HSSz15], Harari, Scheiderer et Szamuely s'intéressent
aussi à l'approximation faible pour les K-tores. Ainsi, ils insèrent le défaut d'ap-
proximation faible dans une suite exacte analogue à la suite duale de Cassels-Tate
(théorème 1.14) :

Théorème 2.9. (Harari, Scheiderer, Szamuely, 2013 - [HSSz15])
Soit T un K-tore de tore dual T ′. Soit T (K) l'adhérence de T (K) dans

∏
v∈X(1) T (Kv).

(i) Il existe une suite exacte :

0→ T (K)→
∏

v∈X(1)

T (Kv)→X2
ω(K,T ′)D →X1(K,T )→ 0,

où X2
ω(K,T ′) désigne le sous-groupe de H2(K,T ′) constitué des éléments dont

la restriction à H2(Kv, T
′) est triviale pour presque tout v ∈ X(1).

(ii) L'ensemble T (K) est dense dans
∏

v∈X(1) T (Kv) si, et seulement si,X2
ω(K,T ′) =

X2(K,T ′).
(iii) Il existe une partie �nie S de X(1) telle que T (K) est dense dans

∏
v∈X(1)\S T (Kv)

si, et seulement si, X2
ω(K,T ′) est �ni.

Remarque 2.10. Avec les notations du théorème précedent, le groupe X2
ω(K,T ′)

peut être in�ni.

3 Principaux résultats de la thèse

3.1 Corps de fonctions de courbes sur des corps locaux su-

périeurs

Les corps locaux supérieurs ont été introduits par Kato dans les années 1970
a�n de généraliser la théorie du corps de classes local. Nous adoptons ici une
dé�nition légèrement plus générale que celle de Kato :

Dé�nition 3.1. Les corps 0-locaux sont, par dé�nition, les corps �nis et C((t)).
Un corps d-local est un corps de valuation discrète complet dont le corps résiduel
est (d− 1)-local.

Remarque 3.2. Il est parfois commode de dire aussi que C est un corps −1-local.

20



Introduction

Exemple 3.3. Les corps 1-locaux sont les corps locaux usuels et C((t0))((t1)). Les
corps Qp((t2))...((td)), Fq((t1))...((td)) et C((t0))...((td)) sont d-locaux.

Le but des trois premiers chapitres de cette thèse est d'étudier l'arithmétique
des corps de fonctions de courbes sur des corps locaux supérieurs. Voici les deux
questions centrales que l'on se pose dans ce contexte :

(1) peut-on établir des théorèmes de dualité ?
(2) peut-on comprendre les obstructions au principe local-global géométrique et à
l'approximation faible ?

Cela nous amènera à travailler en grande dimension cohomologique puisqu'un
corps d-local est de dimension d + 1, et donc le corps des fonctions d'une courbe
sur un corps d-local est de dimension d+ 2.

Dans la suite de ce paragraphe, on se donne un entier d ≥ 0 et un corps d-
local k. Pour chaque i compris entre 0 et d, on note ki le corps i-local associé à k :
autrement dit, kd = k et ki est le corps résiduel de ki+1 pour chaque i. On suppose
que k1 est de caractéristique nulle, de sorte que k est de la forme k′((t2))...((td))
pour un certain corps p-adique k′ ou bien k = C((t0))...((td)). On �xe une courbe
projective lisse géométriquement intègre X sur k de corps des fonctions K.

Dans la suite de cette section, on dira � principe local-global � au lieu de �
principe local-global géométrique �.

Dualité pour les groupes linéaires

Dans le premier chapitre de la thèse, on cherche à établir des théorèmes de
dualité � de type Poitou-Tate � pour des groupes linéaires abéliens sur K. Nous
commençons par le cas le plus simple, celui des modules �nis. En dé�nissant les
groupes de Tate-Shafarevich comme dans la dé�nition 2.3, on obtient le théorème
suivant :

Théorème A. (Théorèmes 2.4 et 2.7 du chapitre 1)
Soit G = Gal(K/K). Soient F un G-module discret �ni d'ordre n et F ′ =

Hom(F, µ
⊗(d+1)
n ).

(i) Pour 0 ≤ r ≤ d+ 3, il existe un accouplement parfait de groupes �nis :

Xr(K,F )×Xd+3−r(K,F ′)→ Q/Z.

(ii) On a une suite exacte à 3(d+ 3) termes :
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0 // H0(K,F ) // P0(F ) // Hd+2(K,F ′)D

��
Hd+1(K,F ′)D

��

P1(F )oo H1(K,F )oo

...

��
0 H0(K,F ′)Doo Pd+2(F )oo Hd+2(K,F )oo

où Pr(F ) désigne un produit restreint des Hr(Kv, F ) pour v ∈ X(1).

Remarque 3.4. Le théorème précédent reste valable pour le corps � −1-local �
C, à condition de choisir d = −1 (cf remarque 3.2).

Nous nous intéressons ensuite aux tores : c'est là que nous établissons les prin-
cipaux résultats du premier chapitre de la thèse. La situation est nettement plus
compliquée que sur les corps de nombres ou les corps de fonctions d'une courbe sur
C((t)) ou Qp, puisque l'objet qui va jouer le rôle de dual d'un tore n'est plus un
faisceau, mais un complexe de faisceaux qui est construit à partir des complexes
motiviques (cf [Blo86], [Gei05]). Nous aurons donc besoin de travailler de ma-
nière systématique avec ces complexes et devrons faire appel à certains théorèmes
di�ciles et récents qui les concernent, en particulier la conjecture de Beilinson-
Lichtenbaum qui découle de la conjecture de Bloch-Kato (cf paragraphes 1.2.8 et
1.2.9 de [Gei05]). En notant A le quotient d'un groupe abélien A par son sous-
groupe divisible maximal et A∧ la limite projective des A/nA pour n ∈ N∗, les
principaux résultats sont résumés dans le théorème suivant :

Théorème B. (Théorèmes 3.10, 3.22 et 3.24 du chapitre 1)
Soit T un K-tore. Soient T̂ son module des caractères et T̃ = T̂ ⊗ Z(d), où Z(d)
est le d-ième complexe motivique.
(i) On a des accouplements parfaits de groupes �nis :

X1(K,T )×Xd+2(K, T̃ )→ Q/Z et Xd+1(K, T̃ )×X2(K,T )→ Q/Z.

(ii) Soit L une extension �nie déployant T . Supposons que X2(L,Gm) est nul.
On dispose alors d'une suite exacte à 7 termes :

Xd+3(K, T̃ )D

��

0oo

H0(K,T )∧ // P0(T )∧ // Hd+2(K, T̃ )D

��
Hd+1(K, T̃ )D P1(T )oo H1(K,T )oo

où Pr(T ) désigne un produit restreint des Hr(Kv, T ) pour v ∈ X(1), et une suite
exacte à 8 termes :
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Pd+1(T̃ ) // H1(K,T )D

��

(H0(K,T )∧)
D

��

Pd+2(T̃ )torsoo Hd+2(K, T̃ )oo

Hd+3(K, T̃ ) // Pd+3(T̃ ) // (lim←−n nT (Ks))D // 0,

où Pr(T̃ ) désigne un produit restreint des Hr(Kv, T̃ ) pour v ∈ X(1).

On clôt le premier chapitre en établissant des théorèmes de dualité pour les
complexes à deux termes de tores. Étant donné un nombre premier `, on note A{`}
le sous-groupe de torsion `-primaire de A pour chaque groupe abélien A.

Théorème C. (Théorème 4.17 et corollaire 4.18 du chapitre 1)
Soit G = [T1 → T2] un complexe de deux K-tores placés en degrés −1 et 0. Soient
T̂1 et T̂2 (resp. Ť1 et Ť2) les modules de caractères (resp. cocaractères) de T1 et T2.
Notons G̃ le cône de T̃2 → T̃1, où T̃1 = T̂1 ⊗ Z(d) et T̃2 = T̂2 ⊗ Z(d).
(i) On suppose que k est de la forme k′((t2))...((td)) avec k′ corps p-adique. On a
alors un accouplement parfait :

X0(K,G)tors ×Xd+2(K, G̃)→ Q/Z.

(ii) On suppose que l'un des morphismes Ť1 → Ť2 ou T̂2 → T̂1 est injectif. On a
alors un accouplement parfait :

X1(K,G)×Xd+1(K, G̃)→ Q/Z.

De plus, si T̂2 → T̂1 est injectif, alors X1(K,G) est de torsion de type co�ni
et Xd+1(K, G̃) est �ni ; si Ť1 → Ť2 est injectif, alors X1(K,G) est �ni et
Xd+1(K, G̃) est de torsion de type co�ni.

(iii) Soit ` un nombre premier. On suppose que le morphisme Ť1 → Ť2 est injectif
ou que k est de la forme k′((t2))...((td)) avec k′ corps p-adique et ` 6= p. On a
alors un accouplement parfait :

X2(K,G){`} ×Xd(K, G̃){`} → Q/Z.

En particulier, ce théorème, qui sera utile pour étudier les obstructions au principe
local-global sur le corps des fonctions d'une courbe sur C((t)), permet d'obtenir
une dualité pour les groupes de type multiplicatif, puisque tout groupe de type
multiplicatif est quasi-isomorphe à un complexe de tores [T1 → T2] avec T̂2 → T̂1

injectif.

Applications arithmétiques

Dans le deuxième chapitre de la thèse, on cherche à appliquer les théo-
rèmes A, B et C à l'étude du principe local-global et de l'approximation faible.
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Dans un premier temps, nous nous interrogeons à propos de l'annulation du
groupe X2(K,Gm). Autrement dit, le principe local-global vaut-il pour les al-
gèbres simples centrales sur K ? Cette question est d'autant plus intéressante
que les suites exactes du théorème B(ii) ne sont valables que sous l'hypothèse
X2(L,Gm) = 0 pour L une extension �nie de K déployant le tore étudié.

Théorème D. (Théorèmes 1.2 et 1.13 et exemples 1.15 et 1.17 du chapitre 2)
Pour i ∈ {0, 1, ..., d}, soit Oki l'anneau des entiers de ki.
(i) Si X est de genre 0, alors X2(K,Gm) est nul.
(ii) Supposons que k1 est un corps p-adique et que X est une courbe sur k de la
forme Proj(k[x, y, z]/(P (x, y, z))) où P ∈ Ok1 [x, y, z] est un polynôme homo-
gène. Supposons aussi que Proj(k0[x, y, z]/(P (x, y, z))) est une courbe lisse et
géométriquement intègre, où P (x, y, z) ∈ k0[x, y, z] désigne la réduction de P .
Alors X2(K,Gm) = 0.

(iii) Supposons que k0 = C((t)) et que X est la courbe elliptique sur k d'équation
y2 = x3 +Ax+B avec A,B ∈ k0. Supposons de plus que la courbe elliptique sur
k0 d'équation y2 = x3 + Ax + B admet une réduction modulo t de type additif.
Alors X2(K,Gm) = 0.

(iv) Soit p un nombre premier impair. Si k = Qp((t1))...((td−1)) avec d > 1 et X
est la courbe elliptique d'équation y2 = x(1− x)(x− p), alors X2(K,Gm) 6= 0.

(v) Si k = C((t1))...((td+1)) avec d ≥ 0 et X est la courbe elliptique d'équation
y2 = x(1− x)(x− t1), alors X2(K,Gm) 6= 0.

Remarque 3.5. Si k est un corps p-adique, Harari et Szamuely ont montré que
X2(K,Gm) est toujours nul en utilisant la dualité de Lichtenbaum entre le groupe
de Picard et le groupe de Brauer de la courbe p-adique X.

Dans un second temps, nous cherchons à comprendre le défaut d'approxi-
mation faible pour les tores sur K. Nous montrons notamment que, si T est un
tore et T̃ désigne le complexe introduit dans le théorème B, alors le défaut d'ap-
proximation faible de T est contrôlé par le groupe Xd+2

ω (K, T̃ ) constitué des élé-
ments de Hd+2(K, T̃ ) dont la restriction à Hd+2(Kv, T̃ ) est nulle pour presque tout
v ∈ X(1). L'une des principales di�cultés rencontrées est la non �nitude du groupe
Xd+2(K, T̃ ).

Théorème E. (Théorème 2.4 et corollaire 2.7 du chapitre 2)
Soit T un K-tore de module des caractères T̂ . Soit T̃ = T̂ ⊗ Z(d).
(i) On a une suite exacte :

0→ T (K)→
∏

v∈X(1)

T (Kv)→ (Xd+2
ω (K, T̃ ))D → (Xd+2(K, T̃ ))D → 0,

où T (K) désigne l'adhérence de T (K) dans
∏

v∈X(1) T (Kv).
(ii) L'ensemble T (K) est dense dans

∏
v∈X(1) T (Kv) si, et seulement si, les groupes

Xd+2(K, T̃ ) et Xd+2
ω (K, T̃ ) coïncident.

(iii) Il existe une partie �nie S de X(1) telle que l'ensemble T (K) est dense dans∏
v∈X(1)\S T (Kv) si, et seulement si, le groupe de torsion Xd+2

ω (K, T̃ ) est de type
co�ni.
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(iv) Il existe une partie dénombrable S de X(1) telle que l'ensemble T (K) est dense
dans

∏
v∈X(1)\S T (Kv) si, et seulement si, le groupe de torsion Xd+2

ω (K, T̃ ) est
dénombrable.

Dans un troisième et dernier temps, nous étudions le principe local-global
pour les torseurs sous des groupes linéaires connexes. Dans le cas k = C((t)), en
utilisant le théorème C et les techniques d'abélianisation de la cohomologie de
Borovoi, nous améliorons les résultats obtenus précédemment par Colliot-Thélène
et Harari :

Théorème F. (Théorème 3.9 du chapitre 2)
Soit X une courbe projective lisse géométriquement intègre sur k = C((t)) de corps
des fonctions K. Soit H un K-groupe réductif connexe. Posons H = H ×K K et
pour v ∈ X(1), Hv = H ×K Kv et Hv = Hv ×Kv Kv. Soit :

B(H) = Ker

Ker(Br(H)→ Br(H))

Im(Br(K)→ Br(H))
→

∏
v∈X(1)

Ker(Br(Hv)→ Br(Hv))

Im(Br(Kv)→ Br(Hv))

 .

L'accouplement de Brauer-Manin induit un accouplement :

X1(K,H)×B(H)→ Q/Z

qui est non dégénéré à gauche et dont le noyau à droite est le sous-groupe divisible
maximal de B(H).

Remarque 3.6. Dans [CTH15], Colliot-Thélène et Harari obtiennent la non dé-
générescence à gauche de l'accouplement précédent. Mais ils ne déterminent pas
le noyau à droite. Le théorème 2.5 est en tout cas une conséquence du théorème
précédent.

Dans le cas général où k est un corps d-local avec d ≥ 1 tel que k1 est de
caractéristique nulle, nous montrons à l'aide du théorème B que l'obstruction au
principe local-global pour un espace principal homogène V sous un K-tore est
contrôlée par le groupe :

Hd+2(V,Q/Z(d+ 1)) := lim−→
n

Hd+2(V, µ⊗(d+1)
n ).

Plus précisément, si T est un K-tore et V est un K-espace principal homogène
sous T , on peut construire un accouplement analogue à celui de Brauer-Manin :

BM : V (AK)×Hd+2(V,Q/Z(d+ 1))→ Q/Z,

où V (AK) est dé�ni comme dans la section 2. L'ensemble V (K) est contenu dans
l'orthogonal de Hd+2(V,Q/Z(d+ 1)) pour l'accouplement BM . On montre alors :
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Théorème G. (Théorème 3.1 du chapitre 2)
Soient k un corps d-local avec k1 de caractéristique nulle et X une courbe pro-
jective lisse géométriquement intègre sur k de corps des fonctions K. Soient T un
K-tore et V un K-espace principal homogène sous T . Si l'orthogonal du groupe
Hd+2(V,Q/Z(d + 1)) pour l'accouplement BM est non vide, alors V possède un
point rationnel.

Pour terminer, nous obtenons aussi des résultats partiels concernant les espaces
principaux homogènes sous des K-groupes réductifs.

Dualité pour les variétés abéliennes

Dans le troisième chapitre de la thèse, nous cherchons à établir des théorèmes
de dualité pour les variétés abéliennes. Nous traitons d'abord le cas où k = C((t)) :

Théorème H. (Théorèmes 2.3, 2.12 et 2.22 et corollaire 2.25 du chapitre 3)
On suppose que k = C((t)).
(i) Soient L = C((t0))((t1)), OL = C((t0))[[t1]] et A une variété abélienne sur L.
Soit At sa variété abélienne duale. Les groupes H1(L,A) et (H0(L,At)∧)D sont
isomorphes modulo divisibles. Plus précisément, on a une suite exacte :

0→ (Q/Z)m(A) → H1(L,A)→ (H0(L,At)∧)D → 0,

où m(A) est un entier naturel compris entre 0 et 4 dimA dépendant de la géo-
métrie de A. L'entier m(A) est nul si, et seulement si, la variété abélienne sur
C((t0)) apparaissant dans la réduction du modèle de Néron A de A modulo t1 a
réduction purement additive. Lorsque la �bre spéciale de A est connexe, le noyau
de H1(L,A)→ (H0(L,At)∧)D est un groupe contenant H1

nr(L,A) := H1(OL,A)
qui peut être décrit explicitement : on le note H1

nrs(L,A).
(ii) Soit A une variété abélienne sur K, de variété abélienne duale At. Soit Z
l'ensemble des v ∈ X(1) tels que m(A ×K Kv) = 0. On suppose que, pour toute
place v ∈ X(1) \Z, la �bre spéciale du modèle de Néron de A×KKv est connexe,
et on pose :

X1(K,A) := Ker

H1(K,A)→
∏

v∈X(1)

H1(Kv, A)

 ,

X1
nrs(A) := Ker

H1(K,A)→
∏

v∈X(1)\Z

H1(Kv, A)/H
1
nrs(Kv, A)×

∏
v∈Z

H1(Kv, A)

 .

Notons que X1(K,A) ⊆ X1
nrs(A). Alors, pour chaque nombre premier `, il

existe une dualité parfaite de groupes �nis

X1(K,A){`} ×X1
nrs(A

t){`} → Q/Z

ainsi qu'un accouplement X1(K,A)×X1(K,At)→ Q/Z dont le noyau à gauche
(resp. à droite) est constitué des éléments de X1(K,A) (resp. X1(K,At)) qui
sont divisibles dans X1

nrs(A) (resp. X1
nrs(A

t)).
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Nous obtenons aussi une vaste généralisation du théorème précédent au cas où
k = C((t0))...((td)).

Dans la suite du troisième chapitre, nous étudions le cas où k est un corps
p-adique (ou plus généralement un corps de la forme k′((t2))...((td)) avec k′ corps
p-adique). Nous établissons une dualité pour les variétés abéliennes sur k((t)) ana-
logue à la partie (i) du théorème H, puis nous obtenons un théorème de dualité
globale pour les variétés abéliennes sur K analogue à la partie (ii) du théorème
H. Ce dernier résultat est le théorème le plus important du chapitre 3 de la thèse,
mais l'énoncer maintenant rallongerait excessivement cette introduction.

3.2 Corps des fractions d'anneaux locaux henséliens de di-

mension 2

Le corps des séries de Laurent à deux variables sur un corps k est par dé�-
nition le corps des fractions de l'anneau local k[[x, y]], qui est de dimension 2. Il
est contenu strictement dans k((x))((y)). Le but du dernier chapitre de la thèse
est d'étudier son arithmétique lorsque k est algébriquement clos, un corps �ni, un
corps p-adique, C((t)) ou encore un corps local supérieur.

Dans la suite de ce paragraphe, on �xe un corps k et une k-algèbre R0 commu-
tative, locale, intègre, normale, hensélienne, excellente, de dimension 2, de corps
résiduel k. On suppose de plus que R0⊗k k est intègre. On note m0 l'idéal maximal
de R0 et X0 = Spec R0 \{m0}. On note aussi K0 le corps des fractions de R0. Pour
simpli�er, nous ne parlerons dans cette introduction que du cas où k est un corps
algébriquement clos de caractéristique nulle ou un corps �ni.

Dualité d'Artin-Verdier

Le premier résultat que nous obtenons est une dualité de type Artin-Verdier
sur le schéma X0 lorsque k est algébriquement clos :

Théorème I. (Corollaire 1.27 et théorème 2.4 du chapitre 4)
Soient j : U ↪→ X0 une immersion ouverte avec U non vide et F un schéma en
groupes �ni étale sur U de n-torsion.
(i) Supposons k algébriquement clos de caractéristique 0. Soit F ′ = HomU(F, µn)
le dual de Cartier de F . Il existe alors un accouplement parfait de groupes �nis :

Hr(U, F ′)×H3−r(X0, j!F )→ Z/nZ.

(ii) Supposons que k est �ni de caractéristique p première à n. Soit F ′ = Hom(F, µ⊗2
n ).

Il existe alors un accouplement parfait de groupes �nis :

Hr(U, F ′)×H4−r(X0, j!F )→ Z/nZ.

La démonstration de (i) repose notamment sur l'étude des singularités de la nor-
malisation de R0 dans une extension �nie de K0.
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Dualité de Poitou-Tate

Nous utilisons ensuite le théorème I pour établir des théorèmes de dualité de
type Poitou-Tate pour les modules �nis et les tores. Pour ce faire, on introduit les
groupes de Tate-Shafarevich :

Xr(K0,M) = Ker

Hr(K0,M)→
∏

v∈X(1)
0

Hr(K0,v,M)


pour chaque Gal(K0/K0)-module discret. Dans le cas des modules �nis :

Théorème J. (Théorème 2.5 du chapitre 4)
Soit F un Gal(K0/K0)-module discret �ni d'ordre n.
(i) Supposons que k est algébriquement clos de caractéristique 0. Soit F ′ = Hom(F, µn)
le dual de Cartier de F . On a un accouplement parfait de groupes �nis :

X1(K0, F )×X2(K0, F
′)→ Q/Z.

(ii) Supposons que k est �ni de caractéristique p première à n. Soit F ′ = Hom(F, µ⊗2
n ).

Pour chaque r ∈ {1, 2, 3}, on a un accouplement parfait de groupes �nis :

Xr(K0, F )×X4−r(K0, F
′)→ Q/Z.

Dans le cas des tores :

Théorème K. (Théorème 2.8 du chapitre 4)
Soit T un K0-tore de module des caractères T̂ et de tore dual T ′.
(i) Supposons que k est algébriquement clos de caractéristique 0. On a des accou-
plements parfaits de groupes �nis :

X1(K0, T̂ )×X2(K0, T )→ Q/Z,

X1(K0, T )×X2(K0, T̂ )→ Q/Z.

(ii) Supposons que k est �ni de caractéristique p. Pour chaque premier ` di�érent
de p, on a un accouplement parfait de groupes �nis :

X1(K0, T ){`} ×X2(K0, T ′){`} → Q/Z.

Finalement, nous obtenons aussi une dualité pour les complexes à deux termes de
tores dans le cas où k est algébriquement clos de caractéristique 0.

Principe local-global

Les théorèmes précédents permettent alors d'étudier l'obstruction au principe
local-global pour les K0-torseurs sous des groupes linéaires connexes. Considérons
d'abord le cas où k est algébriquement clos de caractéristique 0. Soient G un
K0-groupe linéaire connexe et V un torseur sous G. Notons V un modèle lisse
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géométriquement intègre de V sur un ouvert non vide U de X0 et considérons
l'ensemble :

V (AK0) := lim−→
U ′⊆U
U ′ 6=∅

∏
v∈X0\U ′

V (Kv)×
∏

v∈(U ′)(1)

V(Ov).

Dans ce contexte, il est encore possible de dé�nir un accouplement de type Brauer-
Manin :

BM : V (AK0)× Br(V )→ Q/Z,

tel que V (K0) est dans l'orthogonal de Br(V ). On montre alors :

Théorème L. (Théorème 3.2 du chapitre 4)
Si l'orthogonal de Br(V ) pour l'accouplement BM est non vide, alors V a un
point rationnel.

Cela répond a�rmativement à la question posée par Colliot-Thélène, Parimala et
Suresh à la �n de l'article [CTPS16].

Supposons maintenant k �ni. Soit V un K0-espace principal homogènes sous
un tore. On suppose que V devient trivial dans une extension �nie de K0 de
degré premier à p. Dans ce contexte, on peut construire un accouplement de type
Brauer-Manin :

BM : V (AK0)×H3(V,Q/Z(2))non−p → Q/Z,

tel que V (K) est dans l'orthogonal de

H3(V,Q/Z(2))non−p :=
⊕
`6=p

H3(V,Q/Z(2)){`}.

On montre alors :

Théorème M. (Théorème 3.4 du chapitre 4)
Si l'orthogonal de H3(V,Q/Z(2))non−p pour l'accouplement BM est non vide, alors
V a un point rationnel.

Cela permet notamment d'étudier le principe local-global pour les espaces princi-
paux homogènes sous des tores stablement rationnels :

Théorème N. (Proposition 3.5 du chapitre 4)
Supposons k �ni de caractéristique p et considérons un tore stablement rationnel
T sur K0. Soit V un espace principal homogène sous T tel que V (AK0) 6= ∅ et qui
devient trivial sur une extension �nie de K0 de degré non divisible par p. Alors V
véri�e le principe local-global.
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Approximation faible

Pour terminer, nous nous intéressons à l'approximation faible pour les tores
lorsque k est algébriquement clos de caractéristique nulle :

Théorème O. (Théorème 3.7 du chapitre 4)
Supposons k algébriquement clos de caractéristique nulle. Soit T un K0-tore de
module de caractères T̂ . On note T (K0) l'adhérence de T (K0) dans

∏
v∈X(1)

0
T (K0,v).

On a la suite exacte :

0→ T (K0)→
∏

v∈X(1)
0

T (K0,v)→ (X2
ω(K0, T̂ ))D → (X2(K0, T̂ ))D → 0.

Ainsi, T (K0) est dense dans
∏

v∈X(1)
0
T (K0,v) si, et seulement si, X2(K0, T̂ ) =

X2
ω(K0, T̂ ). Dans tous les cas, il existe une partie �nie S de X

(1)
0 telle que T (K0)

est dense dans
∏

v∈X(1)
0 \S

T (K0,v).

4 Analogies

Pour aider le lecteur, nous ajoutons le tableau ci-dessous, qui résume les
analogies entre les di�érents corps. Plus précisément, des corps qui sont dans la
même colonne se comportent de manière semblable vis-à-vis des théorèmes de
dualité arithmétique et du principe local-global. La dimension cohomologique est
indiquée sur la première ligne du tableau.

1 2 3 4 d+ 2
Q(i)

Fq(x) Fq(x)
Fq((t))(x) Fq((t1))((t2))(x) Fq((t1))...((td))(x)
Qp(x) Qp((t))(x) Qp((t2))...((td))(x)

C(x) C((t))(x) C((t0))((t1))(x) C((t0))((t1))((t2))((x, y)) C((t0))...((td))((x, y))

Fq((x, y)) Fq((x, y))
Fq((t))((x, y)) Fq((t1))...((td−1))((x, y))
Qp((x, y)) Qp((t2))...((td−1))((x, y))

C((x, y)) C((t))((x, y)) C((t0))((t1))((x, y)) C((t0))...((td−1))((x, y))
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Corps. Lorsque L est un corps, on notera Ls sa clôture séparable. Si de plus L est
un corps de valuation discrète complet, on notera Lnr son extension non rami�ée
maximale.

Dimension. Lorsque Z est un schéma noethérien et i un entier naturel, on notera
Z(i) l'ensemble des points de codimension i de Z. En particulier, Z(0) désignera
l'ensemble des points génériques de Z, que l'on confondra parfois avec l'ensemble
des composantes irréductibles de Z.

Groupes abéliens. PourM un groupe topologique abélien (éventuellement muni
de la topologie discrète), n > 0 un entier et ` un nombre premier, on notera :

• Mtors la partie de torsion de M .
• nM la partie de n-torsion de M .
• M{`} la partie de torsion `-primaire de M .
• Mnon−` =

⊕
p 6=`M{p} où p décrit les nombres premiers di�érents de `.

• M (`) := lim←−r
M/`r le complété pour la topologie `-adique de M .

• M∧ le complété pro�ni de M .
• M∧ la limite projective des M/nM . Le groupe M∧ coïncide en fait avec le com-
plété pro�ni si M/nM est �ni pour tout n.
• T`M la limite projective des `rM .
• Mdiv le sous-groupe divisible maximal de M .
• M = M/Mdiv le quotient de M par son sous-groupe divisible maximal.
• MD le groupe des morphismes continus M → Q/Z.
On dira qu'un groupe abélien de torsion est de type co�ni si son sous-groupe de
n-torsion est �ni pour tout n ≥ 1. Un groupe abélien de torsion de type co�ni qui
est en plus de torsion `-primaire est isomorphe à la somme directe d'un `-groupe
abélien �ni et d'une puissance �nie de Q`/Z`.

Faisceaux. Sauf indication du contraire, tous les faisceaux sont considérés pour le
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petit site étale. On fera souvent appel à des catégories dérivées de faisceaux : on en-
tendra toujours par là la catégorie dérivée des faisceaux étales sur le schéma consi-
déré. Pour F un faisceau sur un schémaX, on note HomX(F,−) (ou Hom(F,−) s'il
n'y a pas d'ambiguïté) le foncteur qui à un faisceau G sur X associe le groupe des
morphismes de faisceaux de F vers G. De même, pour n > 0 et pour F un faisceau
de Z/nZ-modules sur un schéma X, on note HomX,Z/nZ(F,−) (ou HomZ/nZ(F,−)
s'il n'y a pas d'ambiguïté) le foncteur qui à un faisceau de Z/nZ-modules G sur
X associe le groupe des morphismes de faisceaux de F vers G. Ainsi :

HomX(F,−) : Faisceaux sur X → Groupes abéliens

HomX,Z/nZ(F,−) : Faisceaux de Z/nZ-modules sur X → Groupes abéliens.

On remarquera que les foncteurs dérivés de HomX(F,−) et de HomX,Z/nZ(F,−)
sont di�érents. On notera Ext∗X(F,−) (resp. Ext∗X,Z/nZ(F,−)) les foncteurs dérivés
de HomX(F,−) (resp. HomX,Z/nZ(F,−)).

Cohomologie. Par convention, pour F et G des faisceaux sur un schéma X et r
un entier strictement négatif, on pose ExtrX(F,G) = Hr(X,F ) = 0.

Complexes. Soit A une catégorie abélienne. Lorsque A0, A1, A2 ..., An sont des
objets de A munis de morphismes Ai+1 → Ai pour 0 ≤ i ≤ n − 1, on notera
[An → An−1 → ... → A0] le complexe où tous les termes en degrés strictement
inférieurs à −n ou strictement positifs sont nuls et où Ai est placé en degré −i
pour 0 ≤ i ≤ n. Lorsque f • : A• → B• est un morphisme de complexes, on notera
[A• → B•] le cône de f •. Lorsque A• est un complexe de faisceaux sur un schéma
X, on notera Hr(X,A•) son r-ième groupe d'hypercohomologie.

Corps locaux supérieurs. Les corps 0-locaux sont par dé�nition les corps �-
nis et le corps C((t)). Pour d ≥ 1, un corps d-local est un corps complet pour
une valuation discrète dont le corps résiduel est (d− 1)-local. On remarquera que

cette dé�nition est plus générale que la dé�nition standard (que l'on retrouve par
exemple dans le paragraphe avant le théorème I.2.17 de [Mil06]). Lorsque k est
un corps d-local, on notera k0, k1, ..., kd les corps tels que k0 est �ni ou C((t)),
kd = k, et pour chaque i le corps ki est le corps résiduel de ki+1. On rappelle
le théorème de dualité sur un corps d-local k : pour tout Gal(ks/k)-module �ni
M d'ordre n premier à Car(k1), on a un accouplement parfait de groupes �nis
Hr(k,M) × Hd+1−r(k,Hom(M,µ⊗dn )) → Hd+1(k, µ⊗dn ) ∼= Z/nZ. Ce théorème est
énoncé et démontré dans [Mil06] (théorème I.2.17, p. 38) lorsque k0 6= C((t)). Il
se prouve exactement de la même manière dans ce dernier cas : en e�et, il suf-
�t de procéder par récurrence à l'aide du lemme I.2.18 de [Mil06], l'initialisation
étant réduite à la dualité évidente Hr(k−1,M) × H−r(k−1,Hom(M,Z/nZ)) →
H0(k−1,Z/nZ) ∼= Z/nZ pour le corps �−1-local� k−1 = C.

Groupes de Tate-Shafarevich. Lorsque L est le corps des fonctions d'une va-
riété projective lisse géométriquement intègre Y sur un corps et v ∈ Y (1), on
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note Lv (resp. Lh
v) le complété (resp. le henselisé) de L par rapport à v et Ov

(resp. Oh
v ) l'anneau de valuation de Lv (resp. Lh

v). On rappelle que, si G est
un L-schéma en groupes localement de type �ni, le théorème d'approximation
de Greenberg implique que H i(Lh

v , G) ∼= H i(Lv, G) pour i > 0 (voir le lemme
2.7 de [HSz05]). Cet isomorphisme reste vrai si i = 0 et G est �ni étale. Par
ailleurs, si M est un Gal(Ls/L)-module discret (ou plus généralement un objet de
la catégorie dérivée des Gal(Ls/L)-modules discrets), le r-ième groupe de Tate-
Shafarevich de M est, par dé�nition, le groupe Xr(L,M) = Ker(Hr(L,M) →∏

v∈Y (1) Hr(Lv,M)). Il sera aussi utile d'introduire, pour chaque partie S de Y (1), le
groupe Xr

S(L,M) = Ker(Hr(L,M) →
∏

v∈Y (1)\S H
r(Lv,M)), ainsi que le groupe

Xr
ω(L,M) =

⋃
S⊆X(1), S �nie

Xr
S(L,M).

Groupe de Brauer. Lorsque Z est un schéma, on note Br(Z) le groupe de Brauer
cohomologique H2(Z,Gm). Si Z est une L-variété géométriquement intègre pour
un certain corps L, on note Br1(Z) le groupe de Brauer algébrique Ker(Br(Z)→
Br(Z ×L L

s)) et Bral(Z) le quotient Ker(Br(Z) → Br(Z ×L L
s))/Im(Br(L) →

Br(Z)). Finalement, si L est le corps des fonctions d'une variété projective lisse géo-
métriquement intègre Y sur un corps l, on notera B(Z) le groupe Ker(Bral(Z)→∏

v∈Y (1) Bral(Z ×L Lv)).

Tores algébriques. On dit qu'un groupe algébrique T sur un corps L est un tore
si T ×L L

s est isomorphe à Gr
m pour un certain r ≥ 0. On rappelle que le foncteur

T 7→ T̂ = HomLs,gr(T × Ls,Gm,Ls) établit une équivalence de catégories entre les
tores algébriques sur L et les Gal(Ls/L)-modules qui, en tant que groupes abéliens,
sont libres de type �ni. On note Ť := Hom(T̂ ,Z) le module des cocaractères de T .
Si T est un tore sur L, on appelle rang de T la dimension d'un sous-tore déployé
maximal : c'est aussi le rang de H0(L, T̂ ). Par ailleurs, on dit qu'un tore T sur
L est quasi-trivial s'il est isomorphe à RA/LGm pour une certaine L-algèbre �nie
séparable A.
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1
Théorèmes de dualité pour les

corps de fonctions sur des corps

locaux supérieurs

0 Introduction

0.1 Contexte et motivation

Les premiers théorèmes de dualité arithmétique portant sur la cohomologie
galoisienne de certains corps ont été annoncés dans les années 1960 par John Tate.
Ces résultats, qui se sont avérés depuis particulièrement utiles pour étudier de pro-
fonds problèmes arithmétiques comme le principe local-global ou l'approximation
faible, concernaient la cohomologie de corps de petite dimension cohomologique
ayant de fortes propriétés arithmétiques : les corps p-adiques et les corps de sé-
ries de Laurent à coe�cients dans les corps �nis dans le cadre local, les corps
de nombres et les corps de fonctions de courbes projectives lisses sur des corps
�nis dans le cadre global. Ces théorèmes ont été assez facilement généralisés dans
le cas local à certains corps de dimension cohomologique quelconque (�nie), les
corps locaux supérieurs, à condition que les corps résiduels successifs soient de
caractéristique nulle. Par contre, une telle généralisation s'avère nettement plus
di�cile dans le cas des corps globaux et ce n'est que très récemment, à partir de
l'article [SvH03] de Scheiderer et Van Hamel, que nous avons été témoins d'un
regain d'intérêt pour des études dans cette direction.

Deux grandes méthodes se sont développées ces dernières années a�n de com-
prendre le principe local-global et l'approximation faible sur les corps globaux
de dimension cohomologique quelconque. D'une part, dans les articles [HSz16] et
[HSSz15], Harari, Scheiderer et Szamuely étudient certaines obstructions cohomo-
logiques au principe de Hasse (théorèmes 5.1 et 6.1 de [HSz16]) et à l'approximation
faible (théorèmes 3.3 et 4.2 de [HSSz15]) pour le corps des fonctions d'une courbe
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projective lisse sur un corps p-adique, c'est-à-dire un corps de dimension cohomo-
logique 3, en établissant préalablement des théorèmes de dualité arithmétique type
Poitou-Tate pour les tores (théorèmes 4.1 de [HSz16] et 2.9 de [HSSz15]). Cette
méthode a ensuite été utilisée par Colliot-Thélène et Harari dans [CTH15] pour
étudier les corps de fonctions sur C((t)). D'autre part, dans une série d'articles
parmi lesquels nous pouvons notamment citer [HHK14], Harbater, Hartmann et
Krashen ont utilisé des techniques de patching a�n d'étudier le principe de Hasse
pour le corps des fonctions d'une courbe sur un corps à valuation discrète com-
plet possédant un modèle projectif, intègre et normal. Ces techniques ont par la
suite été utilisées par Colliot-Thélène, Parimala et Suresh pour établir le principe
local-global pour l'isotropie des formes quadratiques (théorème 3.1 de [CTPS12])
et pour les espaces homogènes sous certains groupes réductifs (théorème 4.3 de
[CTPS12]). Une di�érence essentielle distingue les résultats obtenus par les deux
méthodes précédentes : s'il est vrai que dans les deux cas on étudie le corps des
fonctions d'une courbe projective lisse sur un corps local, la première méthode
tient uniquement compte des places provenant d'un point de codimension 1 de la
courbe, alors que la deuxième tient compte de toutes les places provenant d'un
point de codimension 1 d'un modèle entier de la courbe.

Dans ce premier chapitre de la thèse, nous allons utiliser la méthode déve-
loppée par Harari, Scheiderer et Szamuely pour généraliser leurs résultats à des
corps de fonctions de courbes projectives lisses sur un corps local supérieur, ce qui
fournit un cadre uni�é permettant de traiter simultanément les corps de fonctions
sur un corps �ni, un corps p-adique ou C((t)). L'étude de tels corps pose un cer-
tain nombre de di�cultés supplémentaires et permet de mettre en évidence des
phénomènes nouveaux. D'une part, elle demande à gérer la dimension cohomolo-
gique quelconque, alors que les travaux de Harari, Scheiderer et Szamuely ainsi
que les travaux postérieurs de Colliot-Thélène et Harari concernent uniquement
des corps de dimension cohomologique au plus 3. Rappelons que, d'un point de
vue cohomologique, l'objet qui joue le rôle du dual d'un tore est son module des
caractères en dimension cohomologique 2 et son tore dual en dimension cohomo-
logique 3. Nous verrons que la situation est nettement plus compliquée à partir
de la dimension cohomologique 4, puisque le dual d'un tore n'est plus un faisceau
mais un complexe de faisceaux dé�ni à partir des complexes de Bloch. Nous au-
rons donc besoin de travailler de manière systématique avec lesdits complexes et
devrons faire appel à certains théorèmes di�ciles et récents qui les concernent, en
particulier la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum qui découle de la conjecture de
Bloch-Kato. D'autre part, contrairement au cas étudié par Harari, Scheiderer et
Szamuely, pour les corps de fonctions sur des corps locaux supérieurs, il n'y a pas,
en général, d'annulation du deuxième groupe de Tate-Shafarevich de Gm, et nous
avons donc a�aire à des groupes de Tate-Shafarevich in�nis.

Pour terminer ces généralités, insistons sur le fait que, comme dans les articles
de Harari, Scheiderer et Szamuely et contrairement à ceux de Harbater, Hartmann
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et Krashen, tous les résultats que nous obtenons tiennent uniquement compte
des places provenant d'un point de codimension 1 de la courbe projective lisse
considérée. Notons �nalement que nous n'étudierons pas les phénomènes liés à la
caractéristique p, qui s'avèrent particulièrement di�ciles à traiter (voir paragraphe
0.4).

0.2 Notations supplémentaires

Faisceaux. Pour F un faisceau sur un schéma X, on note HomX(F,−) (ou
Hom(F,−) s'il n'y a pas d'ambiguïté) le foncteur qui à un faisceau G sur X associe
le faisceau étale U 7→ HomU(F |U , G|U). De même, pour n > 0 et pour F un faisceau
de Z/nZ-modules sur un schéma X, on note HomX,Z/nZ(F,−) (ou HomZ/nZ(F,−)
s'il n'y a pas d'ambiguïté) le foncteur qui à un faisceau de Z/nZ-modules G sur
X associe le faisceau étale U 7→ HomU,Z/nZ(F |U , G|U). Ainsi :

HomX,Z/nZ(F,−) : Faisceaux de Z/nZ-modules sur X → Groupes abéliens

HomX,Z/nZ(F,−) : Faisceaux de Z/nZ-modules sur X → Faisceaux sur X.

On remarquera que les foncteurs dérivés de HomX(F,−) et de HomX,Z/nZ(F,−)
peuvent être di�érents. On notera Ext∗X(F,−) (resp. Ext∗X,Z/nZ(F,−)) les foncteurs
dérivés de HomX(F,−) (resp. HomX,Z/nZ(F,−)).

Cadre. Dans toute la suite, d désignera un entier naturel �xé (éventuellement
nul), k un corps d-local et X une courbe projective lisse géométriquement in-
tègre sur k. On notera X(1) l'ensemble de ses points de codimension 1 et K son
corps des fonctions. Pour v ∈ X(1), on notera aussi k(v) le corps résiduel de
X et v. Lorsque k0 est �ni, on supposera que le corps k1 est de caractéristique 0 :
autrement dit, ou bien k0 = C((t)), ou bien d ≥ 1 et k1 est un corps p-adique.
Lorsque M est un objet de la catégorie dérivée des Gal(Ks/K)-modules discrets,
on notera souvent Xr(M) au lieu de Xr(K,M).

Remarque 0.1. En fait, on peut aussi prendre d = −1, en décrétant que C est
un corps −1-local.

Cohomologie à support compact. Pour j : U ↪→ X une immersion ouverte
et F un faisceau sur U , le r-ième groupe de cohomologie à support compact est,
par dé�nition, le groupe Hr

c (U,F) = Hr(X, j!F). On notera aussi RΓc(U,F) le
complexe RΓ(X, j!F), dont le r-ième groupe de cohomologie est le r-ième groupe
de cohomologie à support compact de F . De même, lorsque F• est un com-
plexe de faisceaux sur U , on notera Hr

c (U,F•) le groupe d'hypercohomologie
Hr(k,Rf∗j!F•) = Hr(X, j!F•), où f désigne le morphisme propre X → Spec k.

Remarque 0.2. Comme nous ne supposons pas que le faisceau F est représentable
par un schéma en groupes �ni étale, nous n'a�rmons pas que Hr

c (U,F) est le
groupe Hr(Y, j!F) pour toute compacti�cation lisse Y de U .
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0.3 Organisation du chapitre

Ce chapitre est composé de quatre parties. La première section permet d'éta-
blir quelques résultats préliminaires et la deuxième est consacrée à des théorèmes
de dualité arithmétique de type Poitou-Tate pour les modules �nis sur K (théo-
rèmes 2.4 et 2.7).

Les théorèmes principaux sont établis dans la troisième partie. En particu-
lier, nous montrons un théorème de dualité arithmétique pour les tores en nous
ramenant aux théorèmes analogues pour les modules �nis :

Théorème 0.3. (théorème 3.10)
Soit T un K-tore. On note T̂ le module des caractères de T , Ť le module des
cocaractères de T et T̃ = T̂ ⊗Z(d), où Z(d) est le d-ième complexe motivique. On
a alors des accouplements parfaits de groupes �nis :

X1(T )×Xd+2(T̃ )→ Q/Z et Xd+1(T̃ )×X2(T )→ Q/Z.

Nous établissons ensuite des parties de la suite exacte de Poitou-Tate associée à
un K-tore T sous l'hypothèse cruciale qu'il existe une extension L de K déployant
T telle que X2(L,Gm) = 0 (théorèmes 3.22 et 3.24).

Dans la quatrième et dernière section, nous établissons un théorème de dualité
pour les complexes à deux termes de tores sur K (théorème 4.17 et corollaire 4.18).

0.4 Quelques remarques sur l'hypothèse Car(k1) = 0

Comme indiqué dans les notations, nous supposerons que k1 est de caractéristique
nulle. En fait, dans le cas où k1 est de caractéristique positive p, la plupart des
résultats de ce chapitre restent valables à condition d'ignorer les phénomènes de
p-torsion, comme cela est expliqué en remarque à la �n de chaque partie. Par
contre, l'étude des phénomènes de p-torsion relève d'une grande di�culté, puisque
la dualité locale (théorème 2.17 de [Mil06]) tombe en défaut.

Plus précisément, dans la littérature, les seuls résultats qui pointent vers une telle
dualité locale sont dus à Kato ([Kat79] pour les corps 2-locaux, [Kat00] en géné-
ral). Dans les deux cas, Kato établit une dualité uniquement pour le module µpr ,
et pour ce faire, il a besoin de munir les groupes de cohomologie à valeurs dans µpr
d'une structure supplémentaire (une topologie dans le cas 2-local, une structure
plus compliquée en général).

Plaçons-nous dans le cas où k est 2-local pour simpli�er. Si l'on veut générali-
ser la dualité de Kato à n'importe quel module galoisien sur k, il est naturel de
munir les groupes de cohomologie d'une structure supplémentaire, par exemple
une topologie. Cette topologie devrait véri�er que les morphismes d'un groupe
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de cohomologie à valeurs dans µpr vers Q/Z qui sont continus pour cette topo-
logie coïncident avec les morphismes continus pour la topologie de Kato. Mais
construire une telle topologie est di�cile. En e�et, la manière classique de le faire
consiste à voir les groupes de cohomologie comme des groupes de cohomologie de
Cech et à munir les cochaînes d'une topologie (voir le paragraphe 4 du chapitre VI
de [Sha72]). Pour ce faire, on munit généralement ks ou ks× d'une topologie qui
étend celle de k et qui est (au moins) compatible avec la multiplication. Comme
l'isomorphisme naturel entre k×/k×,p et {x⊗ x−1/x ∈ k×}/{ζ ⊗ ζ−1/ζp = 1} fait
intervenir une racine p-ième, la topologie sur ks× doit probablement véri�er la
condition supplémentaire suivante : il est possible de choisir localement une racine
p-ième continue. Il semble extrêmement di�cile de construire une telle topologie,
aussi bien que de trouver une autre structure que l'on pourrait mettre sur les
groupes de cohomologie et qui permette d'aboutir.

En outre, si l'on suppose pouvoir établir une dualité locale dans ce contexte, il y a
une deuxième di�culté qui se pose : puisqu'il faut munir les groupes de cohomo-
logie locaux d'une structure supplémentaire, il n'est pas du tout évident que cette
structure serait compatible avec la suite spectrale de Hochschild-Serre nécessaire
pour établir une dualité type Artin-Verdier (voir la section 2).

0.5 Quelques rappels sur les complexes de Bloch et la coho-

mologie motivique

Dans l'article [Blo86], Bloch associe à chaque schéma Y séparé de type �ni sur un
corps E et à chaque entier naturel i un complexe noté zi(Y, ·). Lorsque Y est lisse,
on note Z(i) (resp. Z(i)Zar) le complexe de faisceaux zi(−, ·)[−2i] sur le petit site
étale (resp. sur le petit site de Zariski), et pour chaque groupe abélien A, on note
A(i) (resp. A(i)Zar) le complexe A ⊗ Z(i) (resp. A ⊗ Z(i)Zar), qui coïncide avec
le complexe A ⊗L Z(i) (resp. A ⊗L Z(i)Zar) puisque chaque terme de Z(i) (resp.
Z(i)Zar) est un faisceau plat. Ce dernier fait sera utilisé de manière récurrente dans
la suite.
On rappelle sans preuve les propriétés fondamentales du complexe Z(i) dont nous
aurons besoin dans la suite :

Théorème 0.4. (Propriétés du complexe Z(i))
Soit Y un schéma séparé lisse de type �ni sur un corps E. Soit i ≥ 0.

(i) Il existe un quasi-isomorphisme de complexes de faisceaux étales Z(1)[1] ∼= Gm.
(ii) Le complexe Z(i)Zar est concentré en degrés ≤ i.
(iii) Soit α la projection du site étale de Y sur le site de Zariski de Y . On a alors
un isomorphisme Q(i)Zar ∼= Rα∗Q(i).

(iv) (Geisser-Levine) Pour m inversible dans E, on a un quasi-isomorphisme de
complexes de faisceaux étales Z/mZ(i) ∼= µ⊗im .

(v) (Nesterenko-Suslin, Totaro) On a un isomorphisme KM
i (E) ∼= H i

Zar
(E,Z(i)Zar),

où KM
∗ (E) désigne la K-théorie de Milnor de E.
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(vi) (Conjecture de Bloch-Kato, prouvée par Rost-Voevodsky) Pour m inversible
dans E, on a un isomorphisme KM

i (E)/mKM
i (E) ∼= H i(E,Z/mZ(i)).

(vii) (Conjecture de Beilinson-Lichtenbaum) Pour chaque j ≤ i + 1, on a un
isomorphisme Hj

Zar
(Y,Z(i)Zar) ∼= Hj(Y,Z(i)).

Démonstration. (i) Corollaire 6.4 de [Blo86].
(ii) Lemme 2.5 de [Kah12].
(iii) Théorème 2.6 c) de [Kah12].
(iv) Théorème 1.5 de [GL01].
(v) [NS89] ou [Tot92].
(vi) Le théorème a été prouvé par Rost et Voevodsky dans les articles [SJ06] et
[Voe11]. On pourra aussi aller voir une esquisse de preuve dans l'exposé [Rio13].

(vii) Suslin et Voevodsky ont démontré que la conjecture de Bloch-Kato implique
la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum en supposant la résolution des singula-
rités dans [SV00]. L'hypothèse de résolution des singularités est supprimée dans
[GL01]. Le cas de la caractéristique positive est traité dans [GL00].

Remarque 0.5. • Les assertions (ii) et (vii) montrent que, pour tout corps E,
on a H i+1(E,Z(i)) = 0.
• Le complexe Z(i) peut aussi être construit lorsque Y est un schéma lisse sur le
spectre d'un anneau de Dedekind, et dans ce cas, les propriétés (i), (ii), (iii),
(iv) et (vii) restent vraies (on pourra aller voir [Gei05] et [Gei04]). Cela nous
sera utile pour pouvoir appliquer ces constructions lorsque Y est le complété de
l'anneau local de X en un point de codimension 1.

Pour terminer, on rappelle aussi que, lorsque Y est un schéma lisse sur un corps,
on dispose d'un accouplement Z(i)⊗LZ(j)→ Z(i+j) pour chaque couple d'entiers
naturels (i, j) (voir par exemple [Tot92]), et on prouve la propriété suivante, bien
connue des experts, pour laquelle on n'a pas trouvé de référence adéquate :

Proposition 0.6. Soit n > 0. Soit l un corps de caractéristique 0. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :
(i) cd(l) ≤ n.
(ii) Pour toute extension algébrique L de l, on a Hn+2(L,Z(n)) = 0.
(ii') Pour toute extension �nie L de l, on a Hn+2(L,Z(n)) = 0.

Démonstration. Supposons (i). Soit L une extension algébrique de l. Comme
Hn+2(L,Q(n)) = 0, on dispose d'une surjectionHn+1(L,Q/Z(n))→ Hn+2(L,Z(n)).
Or Hn+1(L,Q/Z(n)) ∼= lim−→m

Hn+1(L, µ⊗nm ). Puisque l'hypothèse (i) impose que
cd(L) ≤ n (proposition 14 du paragraphe I.3.3 de [Ser02]), on déduit que le
groupe Hn+1(L,Q/Z(n)) est nul, d'où (ii).
Supposons (ii). Soit p un nombre premier. Soit Lp le sous-corps de ls �xé par un
p-Sylow de Gal(ls/l). Comme Lp contient toutes les racines p-ièmes de l'unité de ls,
on a Hn+1(Lp,Z/pZ) ∼= Hn+1(Lp, µ

⊗n
p ). Or, d'après les théorèmes 0.4(ii) et 0.4(vii)

(conjecture de Beilinson-Lichtenbaum), on a Hn+1(Lp,Z(n)) = 0, ce qui entraîne
queHn+1(Lp, µ

⊗n
p ) = pH

n+2(Lp,Z(n)) = 0. On en déduit queHn+1(Lp,Z/pZ) = 0,
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ce qui implique (i) d'après le corollaire 1 de la section I.3.3 et la proposition 21 de
la section I.4.1 de [Ser02].
Pour terminer, montrons que (ii') implique (ii). Soit L une extension algébrique
de l. Pour chaque extension �nie L′ de l contenue dans L, on a par hypo-
thèse Hn+2(L′,Z(n)) = 0. En passant à la limite inductive sur L′, on obtient
Hn+2(L,Z(n)) = 0, ce qui achève la preuve.

Remarque 0.7. Si l est un corps de caractéristique p > 0, les propriétés suivantes
sont équivalentes :
(i) cd(l) ≤ n.
(ii) Pour toute extension algébrique L de l, on a Hn+2(L,Z(n))non−p = 0.
(ii') Pour toute extension �nie L de l, on a Hn+2(L,Z(n))non−p = 0.
La preuve est tout à fait analogue.

1 Quelques résultats préliminaires

Dans cette partie, nous allons présenter deux résultats préliminaires nécessaires
pour la suite. D'une part, il sera utile de disposer de reformulations dans le langage
des catégories dérivées du théorème de dualité sur un corps local supérieur et de
la dualité de Poincaré :

Théorème 1.1. (Dualité sur un corps local supérieur et dualité de Poin-
caré)
Rappelons que nous avons supposé Car(k1) = 0. Soit m > 0.
(i) Notons G = Gal(ks/k) et ΓG le foncteur qui à un G-module discret M associe
MG. Soit M• un complexe de G-modules discrets de m-torsion borné inférieu-
rement. On a alors un isomorphisme dans la catégorie dérivée :

RHomG,Z/mZ(M•,Z/mZ(d))[d+ 1] ∼= RHomZ/mZ(RΓGM
•,Z/mZ).

(ii) Soit X une ks-variété projective lisse de dimension x. Soit F un faisceau
constructible de m-torsion sur un ouvert non vide U de X. On a alors un iso-
morphisme dans la catégorie dérivée des groupes abéliens :

RHomU,Z/mZ(F , µ⊗xm ) ∼= RHomZ/mZ(RΓc(U,F),Z/mZ)[−2x].

Démonstration. (i) D'après le théorème de dualité sur un corps local supérieur
(théorème 2.17 de [Mil06]), pour chaque G-module discret M de m-torsion, on
a un isomorphisme :

ExtrG,Z/mZ(M,µ⊗dm ) ∼= HomZ/mZ(Hd+1−r(k,M),Z/mZ). (1.1)

De plus, on dispose des suites spectrales :

ExtsG,Z/mZ(H−t(M•), µ⊗dm )⇒ Exts+tG,Z/mZ(M•, µ⊗dm ), (1.2)
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Hs(k,H t(M•))⇒ Hs+t(k,M•). (1.3)

Comme Z/mZ est un Z/mZ-module injectif, (1.3) induit une suite spectrale :

HomZ/mZ(Hd+1−s(k,H−t(M•)),Z/mZ)⇒ HomZ/mZ(Hd+1−s−t(k,M•),Z/mZ).
(1.4)

Comme pour chaque s le morhisme naturel

ExtsG,Z/mZ(H−t(M•), µ⊗dm )→ HomZ/mZ(Hd+1−s(k,H−t(M•)),Z/mZ)

est un isomorphisme, on déduit des suites spectrales (1.2) et (1.4) que :

ExtrG,Z/mZ(M•, µ⊗dm ) ∼= HomZ/mZ(Hd+1−r(k,M•),Z/mZ). (1.5)

Toujours parce que Z/mZ est un Z/mZ-module injectif, la suite spectrale
ExtsZ/mZ(H tRΓGM

•,Z/mZ)⇒ Exts+t(RΓGM
•,Z/mZ) dégénère, d'où :

HomZ/mZ(Hd+1−r(k,M•),Z/mZ) ∼= Hr−d−1RHomZ/mZ(RΓGM
•,Z/mZ)

∼= HrRHomZ/mZ(RΓGM
•,Z/mZ)[−d− 1].

En utilisant (1.1), on a donc des isomorphismes :

HrRHomG,Z/mZ(M•, µ⊗dm ) ∼= HrRHomZ/mZ(RΓGM
•,Z/mZ)[−d− 1].

Reste alors à contruire un morphisme dans la catégorie dérivée :

RHomG,Z/mZ(M•, µ⊗dm )→ RHomZ/mZ(RΓGM
•,Z/mZ)[−d− 1]

induisant les isomorphismes précédents. Pour ce faire, on remarque que RΓGM
• =

RHomG,Z/mZ(Z/mZ,M•), ce qui fournit un morphisme :

RHomG,Z/mZ(M•, µ⊗dm )→ RHomZ/mZ(RΓGM
•,RHomG,Z/mZ(Z/mZ, µ⊗dm )).

Comme k est de dimension cohomologique d + 1, on obtient que le complexe
RHomG,Z/mZ(Z/mZ, µ⊗dm ) est quasi-isomorphe à un complexe :

...→ Homd−1
G,Z/mZ(Z/mZ, µ⊗dm )→ Homd

G,Z/mZ(Z/mZ, µ⊗dm )→ Hd+1(k, µ⊗dm )→ 0→ ...,

où Homi
G,Z/mZ(Z/mZ, µ⊗dm ) est un groupe abélien placé en degré i etHd+1(k, µ⊗dm )

est placé en degré d + 1. En tenant compte de l'isomorphisme Hd+1(k, µ⊗dm ) ∼=
Z/mZ, cela permet de construire un morphisme :

RHomG,Z/mZ(Z/mZ, µ⊗dm )→ Z/mZ[−d− 1].

Par composition, on obtient donc un morphisme dans la catégorie dérivée :

RHomG,Z/mZ(M•, µ⊗dm )→ RHomZ/mZ(RΓGM
•,Z/mZ)[−d− 1]

induisant les isomorphismes :

HrRHomG,Z/mZ(M•, µ⊗dm ) ∼= HrRHomZ/mZ(RΓGM
•,Z/mZ)[−d− 1].

C'est donc un isomorphisme dans la catégorie dérivée.
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(ii) C'est l'isomorphisme 3.2.6.1 de l'exposé XVIII de [Gro72a].

Remarque 1.2. L'assertion (i) reste vraie lorsque Car(k1) 6= 0 à condition de
supposer que m est premier avec Car(k1). L'assertion (ii) reste vraie en remplaçant
ks par n'importe quel corps séparablement clos de caractéristique première à m.

D'autre part, nous aurons besoin du calcul d'un groupe de cohomologie, analogue
au lemme 1.1 de [HSz16] :

Lemme 1.3. Soit U un ouvert non vide de X. Alors Hd+4
c (U,Z(d+ 1)) ∼= Q/Z.

Démonstration. Avant de commencer la preuve, rappelons que la dimension coho-
mologique de X pour la topologie de Zariski est 1, et que la dimension cohomolo-
gique de X = X ×k ks pour la topologie étale est 2.
• Calculons d'abord Hd+4(X,Z(d + 1)). Le triangle distingué Z(d + 1) → Q(d +

1)→ Q/Z(d+ 1)→ Z(d+ 1)[1] fournit une suite exacte de cohomologie :

Hd+3(X,Q(d+ 1))→ Hd+3(X,Q/Z(d+ 1))

→ Hd+4(X,Z(d+ 1))→ Hd+4(X,Q(d+ 1)).

Rappelons que, si α désigne la projection du petit site étale de X sur le petit
site de Zariski de X, alors le morphisme Q(d + 1)Zar → Rα∗Q(d + 1) est un
isomorphisme. Par conséquent, pour r > 0, Hr(X,Q(d + 1)) ∼= Hr

Zar
(X,Q(d +

1)Zar), qui est nul pour r > d+2 puisque Q(d+1) est concentré en degrés ≤ d+1
et X est de dimension 1. On en déduit un isomorphisme :

Hd+4(X,Z(d+ 1)) ∼= Hd+3(X,Q/Z(d+ 1)) ∼= lim−→
m

Hd+3(X,µ⊗d+1
m ).

Dans la suite spectrale de Hochschild-SerreHr(k,Hs(X,µ⊗d+1
m ))⇒ Hr+s(X,µ⊗d+1

m ),
les termes de gauche sont nuls dès que r > d + 1 ou s > 2. Cela induit un iso-
morphisme :

Hd+3(X,µ⊗d+1
m ) ∼= Hd+1(k,H2(X,µ⊗d+1

m )) ∼= Hd+1(k,H2(X,µm)⊗ µdm).

Or l'application trace du théorème de dualité de Poincaré fournit un isomor-
phisme H2(X,µm) ∼= Z/mZ. Comme k est d-local, cela impose des isomor-
phismes :

Hd+3(X,µ⊗d+1
m ) ∼= Hd+1(k, µdm) ∼= Z/mZ,

ce qui permet de conclure que Hd+4(X,Z(d+ 1)) ∼= Q/Z.
• Notons Z = X \ U et écrivons maintenant la suite exacte de localisation :

Hd+3(Z, i∗Z(d+ 1))→ Hd+4
c (U,Z(d+ 1))

→ Hd+4(X,Z(d+ 1))→ Hd+4(Z, i∗Z(d+ 1)),
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où i : Z ↪→ X désigne l'immersion fermée. Or, pour r > d + 1, en notant
iv : v ↪→ X l'immersion fermée pour v ∈ X(1), on a :

Hr(Z, i∗Q(d+ 1)) ∼=
⊕
v∈Z

Hr(k(v), i∗vQ(d+ 1))

∼=
⊕
v∈Z

Hr(Ohv ,Q(d+ 1))

∼=
⊕
v∈Z

Hr
Zar(Ohv ,Q(d+ 1)Zar) (théorème 0.4(iii))

∼=
⊕
v∈Z

Hr
Zar(k(v), i∗vQ(d+ 1)Zar)

= 0 (théorème 0.4(ii)).

Cela fournit un isomorphisme Hr+1(Z, i∗Z(d + 1)) ∼= Hr(Z, i∗Q/Z(d + 1)) =
Hr(Z,Q/Z(d+1)) dès que r > d+1 et ces groupes sont nuls dès que r > d+2. On
obtient donc un isomorphisme : Hd+4

c (U,Z(d+ 1)) ∼= Hd+4(X,Z(d+ 1)) ∼= Q/Z.

Remarque 1.4. Si p = Car(k1) > 0, on a Hd+4
c (U,Z(d+ 1))non−p ∼= (Q/Z)non−p.

2 Modules finis

Dans cette section, nous allons traiter le cas des Gal(Ks/K)-modules �nis. C'est le
cas le plus simple, il ne fait pas intervenir les complexes de Bloch, et il sera essentiel
dans la suite puisque, a�n de traiter les tores ou les groupes de type multiplicatif,
nous nous ramènerons toujours à des modules �nis. Dans cette section, tout reste
analogue au cas où k est un corps p-adique traité dans les articles [HSz16] et
[HSSz15]. Notre premier but consiste à établir un théorème de dualité de type
Poitou-Tate sur le corps K.

Proposition 2.1. (Dualité globale d'Artin-Verdier pour les modules �nis)
Soit U un ouvert non vide de X. Soit F un schéma en groupes �ni étale abélien
sur U et notons F ′ = Hom(F ,Q/Z(d + 1)). On a alors un accouplement parfait
de groupes �nis pour chaque r ∈ Z :

Hr(U,F ′)×Hd+3−r
c (U,F)→ Q/Z.

Démonstration. Soit m ≥ 0 tel que F est de m-torsion. Posons G = Gal(ks/k) et
U = U ×k ks, et notons F la restriction de F à U . La �nitude de Hr(U,F ′) et
Hd+3−r
c (U,F) découle des suites spectrales de Hochschild-Serre :

Hs(k,H t(U,F ′)⇒ Hs+t(U,F ′)
Hs(k,H t

c(U,F)⇒ Hs+t
c (U,F)
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via la �nitude de Hs(k,H t(U,F ′) et de Hs(k,H t
c(U,F). Par ailleurs, on a des

isomorphismes :

RHomU,Z/mZ(F ,Z/mZ(d+ 1)) ∼= RΓGRHomU,Z/mZ(F ,Z/mZ(d+ 1)) (1.6)
∼= RΓGRHomZ/mZ(RΓc(U,F),Z/mZ(d))[−2]

(1.7)
∼= RHomG,Z/mZ(RΓc(U,F),Z/mZ(d))[−2] (1.8)
∼= RHomZ/mZ(RΓc(U,F),Z/mZ)[−d− 3] (1.9)

où la ligne (1.6) découle d'une suite spectrale de Grothendieck (voir le corollaire
10.8.3 de [Wei94]), la ligne (1.7) découle de la dualité de Poincaré (voir théorème
1.1), la ligne (1.8) découle d'une autre suite spectrale de Grothendieck, et la ligne
(1.9) découle du théorème de dualité locale sur le corps d-local k (voir théorème
1.1). Cela fournit un isomorphisme

ExtrU,Z/mZ(F ,Z/mZ(d+ 1))) ∼= Extr−d−3
Z/mZ (RΓc(U,F),Z/mZ). (1.10)

En calculant les tiges de ExttU,Z/mZ(F ,Z/mZ(d+1)) et en observant que Z/mZ est
un Z/mZ-module injectif, on remarque que le faisceau ExttU,Z/mZ(F ,Z/mZ(d+1))
est nul pour t > 0. Par conséquent, la suite spectrale :

Hs(U,ExttU,Z/mZ(F ,Z/mZ(d+ 1)))⇒ Exts+tU,Z/mZ(F ,Z/mZ(d+ 1)))

fournit un isomorphisme de faisceaux :

ExtrU,Z/mZ(F ,Z/mZ(d+ 1)) ∼= Hr(U,Hom(F ,Z/mZ(d+ 1))). (1.11)

Par ailleurs, comme Z/mZ est un Z/mZ-module injectif, le groupe ExtsZ/mZ(M,Z/mZ)
est nul quels que soient le Z/mZ-module M et l'entier s > 0. On en déduit que
la suite spectrale ExtsZ/mZ(H−tRΓc(U,F),Z/mZ) ⇒ Exts+tZ/mZ(RΓc(U,F),Z/mZ)
dégénère, fournissant ainsi un isomorphisme :

Extr−d−3
Z/mZ (RΓc(U,F),Z/mZ) ∼= HomZ/mZ(Hd+3−r

c (U,F),Z/mZ). (1.12)

Les isomorphismes (1.10), (1.11) et (1.12) permettent de conclure.

Dans tout le reste de cette section, on se donne un Gal(Ks/K)-module discret
�ni F , ainsi qu'un schéma en groupes �ni étale abélien F sur un ouvert non
vide U0 de X tel que F = F ×U0 SpecK. On note F ′ = Hom(F ,Q/Z(d + 1)) et
F ′ = Hom(F,Q/Z(d+1)). Comme F est �ni étale et comme k est de caractéristique
0, on remarquera que le faisceau F ′ est localement constant à tiges �nies sur U0 et
donc qu'il est représenté par un schéma en groupes �ni étale (voir la proposition
V.1.1 de [Mil80]). Pour U ouvert non vide de U0, on dé�nit :

Dr
sh(U,F) = Ker

Hr(U,F)→
∏

v∈X(1)

Hr(Kv, F )


Dr(U,F ′) = Im(Hr

c (U,F ′)→ Hr(K,F ′)).
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Proposition 2.2. Soit r ∈ N. Il existe un ouvert non vide U1 de U0 tel que, pour
tout ouvert non vide U de U1, on a Dr(U,F ′) = Xr(F ′).

Démonstration. Le groupe Dr(U0,F) est �ni et, si V ⊆ U sont des ouverts non
vides de U0, alors Dr(V,F) ⊆ Dr(U,F) par fonctorialité contravariante de la co-
homologie à support compact. Par conséquent, il existe U1 un ouvert non vide de
U0 tel que Dr(U,F) = Dr(U1,F) pour chaque ouvert non vide U de U1.
Montrons que Dr(U1,F) = Xr(F ). Pour ce faire, donnons-nous x ∈ Dr(U1,F).
Pour chaque ouvert non vide U de U1, on a x ∈ Dr(U,F) et donc, comme la suite
Hr
c (U,F)→ Hr(U,F)→

⊕
v∈X\U H

r(Kv, F ) est exacte (proposition 3.1(1) et co-

rollaire 3.2 de [HSz16]), on a x ∈ Ker
(
Hr(K,F )→

⊕
v∈X\U H

r(Kv, F )
)
. Cela

étant vrai pour chaque ouvert U de U1, on déduit que x ∈Xr(F ), c'est-à-dire que
Dr(U1,F) ⊆Xr(F ).
Considérons à présent x ∈ Xr(F ). Il existe U un ouvert non vide de U1 et x̃ ∈
Hr(U,F) tels que x̃ s'envoie sur x par Hr(U,F)→ Hr(K,F ). Comme x ∈Xr(F ),

on a x̃ ∈ Ker
(
Hr(U,F)→

⊕
v∈X\U H

r(Kv, F )
)

= Im(Hr
c (U,F) → Hr(U,F)).

Par conséquent, x ∈ Dr(U,F) = Dr(U1,F) et Xr(F ) ⊆ Dr(U1,F).
Finalement, on a Dr(U,F) = Xr(F ) pour chaque ouvert non vide U de U1.

Proposition 2.3. Soit r ∈ N. Pour chaque ouvert non vide U de U0, on dispose
d'une suite exacte :⊕

v∈X(1)

Hr−1(Kv, F
′)→ Hr

c (U,F ′)→ Dr(U,F ′)→ 0.

Démonstration. Soit U un ouvert non vide de U0. D'après la proposition 4.3.c)
de [CTH15], pour chaque ouvert non vide V de U , on dispose d'un diagramme
commutatif : ⊕

v∈X\U H
r−1(Kv, F

′) //

��

Hr
c (U,F ′)

⊕
v∈X\V H

r−1(Kv, F
′) // Hr

c (V,F ′).

OO

Cela permet de dé�nir un morphisme
⊕

v∈X(1) Hr−1(Kv, F
′) → Hr

c (U,F ′), et la
suite exacte de localisation montre que

⊕
v∈X(1) Hr−1(Kv, F

′) → Hr
c (U,F ′) →

Dr(U,F ′)→ 0 est un complexe. Reste donc à montrer que :

Ker(Hr
c (U,F ′)→ Dr(U,F ′)) ⊆ Im(

⊕
v∈X(1)

Hr−1(Kv, F
′)→ Hr

c (U,F ′)).

Considérons donc α ∈ Ker(Hr
c (U,F ′) → Dr(U,F ′)). Pour V ⊆ U , on a un dia-

gramme commutatif dont la première ligne est exacte :

Hr
c (V,F ′) // Hr

c (U,F ′) //

��

⊕
v∈U\V H

r(k(v), F ′)

��
Hr(K,F ′) //

⊕
v∈U\V H

r(Kv, F
′),

(1.13)
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le morphisme vertical Hr(k(v), F ′)→ Hr(Kv, F
′) étant obtenu par composition :

Hr(k(v), F ′) ∼= Hr(Ohv ,F ′)→ Hr(Kh
v , F

′) ∼= Hr(Kv, F
′).

La �èche Hr(Ohv ,F ′) → Hr(Kh
v , F

′) s'identi�e en cohomologie galoisienne à la
�èche d'in�ation Hr(Gv/Iv, F

′Iv) → Hr(Gv, F
′), où Gv = Gal(Kh,s

v /Kh
v ) et Iv est

le sous-groupe d'inertie. Or le module galoisien F ′ est non rami�é en v (puisque
v ∈ U0) et donc F ′Iv = F ′. Comme la projection Gv → Gv/Iv admet une section,
on en déduit que Hr(Ohv ,F ′) → Hr(Kh

v , F
′) et Hr(k(v), F ′) → Hr(Kv, F

′) sont
injectifs.
Prenons pour V un ouvert non vide de U tel que l'image de α dans Hr(V,F ′) est
nulle. En exploitant le diagramme précédent (1.13), on voit alors que α provient
d'un élément α̃ deHr

c (V,F ′) dont l'image dansHr(V,F ′) est nulle. Par conséquent,
α provient de

⊕
v∈X\V H

r−1(Kv, F
′), ce qui prouve l'inclusion Ker(Hr

c (U,F ′) →
Dr(U,F ′)) ⊆ Im(

⊕
v∈X(1) Hr−1(Kv, F

′)→ Hr
c (U,F ′)).

Théorème 2.4. (Dualité de Poitou-Tate pour les modules �nis)
On rappelle que F ′ = Hom(F,Q/Z(d + 1)). Soit r ∈ Z. On dispose d'une dualité
parfaite de groupes �nis :

Xr(F )×Xd+3−r(F ′)→ Q/Z.

Démonstration. Si r < 0 ou si r > d + 3, le résultat est immédiat par dimension
cohomologique. On suppose donc 0 ≤ r ≤ d+ 3.
À l'aide de la proposition 2.3, pour U ouvert non vide de U1, on dispose des deux
suites exactes :⊕

v∈X(1)

Hd+2−r(Kv, F
′)→ Hd+3−r

c (U,F ′)→ Dd+3−r(U,F ′)→ 0,

0→ Dr
sh(U,F)→ Hr(U,F)→

∏
v∈X(1)

Hr(Kv, F ).

Or (
⊕

v∈X(1) Hd+2−r(Kv, F
′))D ∼=

∏
v∈X(1) Hr(Kv, F ) d'après le théorème de dua-

lité locale sur un corps (d + 1)-local et Hd+3−r
c (U,F ′)D ∼= Hr(U,F) d'après le

théorème 2.1. En utilisant la proposition 4.3(f) de [CTH15], on en déduit que
Dd+3−r(U,F ′)D ∼= Dr

sh(U,F). En passant à la limite inductive sur U et en utilisant
la proposition 2.2, on obtient Xd+3−r(F ′)D ∼= Xr(F ).

Dans le reste de cette section, nous cherchons à établir une suite exacte de type
Poitou-Tate sur le corps K.

Proposition 2.5. Soient r ∈ {1, 2, ..., d+ 1} et v ∈ U (1)
0 . Alors :

(i) Hr(Ov,F) est un sous-groupe de Hr(Kv, F ),
(ii) Hd+2−r(Ov,F ′) est un sous-groupe de Hd+2−r(Kv, F

′),
(iii) Hr(Ov,F) et Hd+2−r(Ov,F ′) sont les annulateurs l'un de l'autre dans l'ac-
couplement parfait :

Hr(Kv, F )×Hd+2−r(Kv, F
′)→ Q/Z.
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Démonstration. NotonsGv = Gal(Ks
v/Kv), Iv = Gal(Ks

v/K
nr
v ) et gv = Gal(Knr

v /Kv) =
Gal(k(v)s/k(v)). La suite exacte 1 → Iv → Gv → gv → 1 est scindée et Iv est de
dimension cohomologique 1. La suite spectrale de Hochschild-Serre fournit donc
des suites exactes courtes :

0→ Hr(gv, F )→ Hr(Gv, F )→ Hr−1(gv, H
1(Iv, F ))→ 0,

0→ Hd+2−r(gv, F
′)→ Hd+2−r(Gv, F

′)→ Hd+1−r(gv, H
1(Iv, F

′))→ 0.

Comme Hr(Ov,F) = Hr(gv, F ) et Hd+2−r(Ov,F ′) = Hd+2−r(gv, F
′), on obtient

(i) et (ii). De plus, le théorème de dualité locale sur k(v) montre que :

Hr−1(gv, H
1(Iv, F )) ∼= Hr−1(gv, F (−1)) ∼= Hd+2−r(gv, F

′)D.

On en déduit que |H
r(Kv ,F )|

|Hr(Ov ,F)| = |Hd+2−r(Ov,F ′)|.
Par conséquent, pour obtenir (iii), il su�t de montrer que l'accouplementHr(Kv, F )×
Hd+2−r(Kv, F

′)→ Q/Z est nul sur Hr(Ov,F)×Hd+2−r(Ov,F ′). Mais cela découle
de la trivialité deHd+2(Ov,Q/Z(d+1)) = Hd+2(gv,Q/Z(d+1)) = 0 (par dimension
cohomologique).

Dans la suite, on notera Pr(F ) le produit restreint des groupes Hr(Kv, F ) pour
v ∈ X(1) par rapport aux groupes Hr(Ov,F) (pour v ∈ U

(1)
0 ) : c'est un groupe

abélien que l'on munit de la topologie produit restreint. Ainsi, Pr(F ) est muni
d'une structure de groupe abélien localement compact. On remarque aisément
que P0(F ) =

∏
v∈X(1) H0(Kv, F ). Comme, pour chaque v ∈ U

(1)
0 , le corps k(v)

est de dimension cohomologique d + 1, on a Hd+2(Ov,F) = Hd+2(k(v),Fv) =
0, ce qui entraîne que Pd+2(F ) =

⊕
v∈X(1) Hd+2(Kv, F ). On remarquera que la

proposition 2.5 montre que la dualité locale induit un accouplement parfait de
groupes localement compacts :

Pr(F )× Pd+2−r(F ′)→ Q/Z

pour chaque entier r.

Proposition 2.6. Soit r ∈ {1, 2, ..., d+ 2}. On a une suite exacte :

Hr(K,F ) // Pr(F ) // Hd+2−r(K,F ′)D

où le morphisme Pr(F )→ Hd+2−r(K,F ′)D est dé�ni par :

(fv) 7→ (f ′ 7→
∑
v∈X(1)

(fv, f
′
v)v),

pour (fv) ∈ Pr(F ) et f ′ ∈ Hd+2−r(K,F ′).

Démonstration. Pour chaque ouvert V ⊆ U0, on dispose d'une suite exacte de
groupes �nis :

Hr
c (V,F)→ Hr(V,F)→

⊕
v∈X\V

Hr(Kv, F )→ Hr+1
c (V,F).
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Soient U et V deux ouverts de U0 tels que V ⊆ U . Comme d'après le lemme 2.2
de [HSSz15] un élément de Hr(V,F) provient de Hr(U,F) si, et seulement si, son
image dans Hr(Kv, F ) provient de Hr(Ov,F) pour chaque v ∈ U \ V , on obtient
une suite exacte :

Hr(U,F)→
⊕
v∈X\U

Hr(Kv, F )⊕
⊕
v∈U\V

Hr(Ov,F)→ Hr+1
c (V,F).

OrHr+1
c (V,F) ∼= Hd+2−r(V,F ′)D d'après la proposition 2.1 et lim−→V

Hd+2−r(V,F ′) =

Hd+2−r(K,F ′). Par conséquent, en passant à la limite projective sur V , on obtient
un complexe :

Hr(U,F)→
∏

v∈X\U

Hr(Kv, F )×
∏
v∈U

Hr(Ov,F)→ Hd+2−r(K,F ′)D.

Montrons que ce complexe est en fait une suite exacte. Pour ce faire, choisissons
un élément (fv)v∈X(1) ∈

∏
v∈X\U H

r(Kv, F ) ×
∏

v∈U H
r(Ov,F) dont l'image dans

Hd+2−r(K,F ′)D est nulle. Pour chaque ouvert V de U , le diagramme commutatif :∏
v∈X\U H

r(Kv, F )×
∏

v∈U H
r(Ov,F) //

��

Hd+2−r(K,F ′)D

��⊕
v∈X\U H

r(Kv, F )⊕
⊕

v∈U\V H
r(Ov,F) // Hr+1

c (V,F)

montre que l'image de (fv)v∈X\V est nulle dans Hr+1
c (V,F). Cela impose que

l'image réciproque EV de (fv)v∈X\V dans Hr(U,F) est non vide. Comme pour
W ⊆ V on a EW ⊆ EV et comme le groupe Hr(U,F) est �ni, l'intersection⋂
V EV est non vide. On en déduit que (fv)v∈X(1) est dans l'image de Hr(U,F)→∏
v∈X\U H

r(Kv, F )×
∏

v∈U H
r(Ov,F) et donc que la suite

Hr(U,F)→
∏

v∈X\U

Hr(Kv, F )×
∏
v∈U

Hr(Ov,F)→ Hd+2−r(K,F ′)D

est exacte. Il su�t alors de prendre la limite inductive sur U .

Théorème 2.7. (Suite exacte de Poitou-Tate pour les modules �nis)
On rappelle que F ′ = Hom(F,Q/Z(d + 1)). On a une suite exacte à 3(d + 3)
termes :

0 // H0(K,F ) // P0(F ) // Hd+2(K,F ′)D

��
Hd+1(K,F ′)D

��

P1(F )oo H1(K,F )oo

...

��
0 H0(K,F ′)Doo Pd+2(F )oo Hd+2(K,F )oo
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Démonstration. Le morphisme Pd+2(F ) → H0(K,F ′)D est surjectif car la �èche
duale est injective. De plus, la première ligne est duale de la dernière. On déduit
donc de la proposition précédente que toutes les lignes sont exactes.
Les �èches verticales Hr(K,F ′)D → Hd+3−r(K,F ) sont dé�nies par la composée :

Hd+3−r(K,F ′)D � Xd+3−r(F ′)D ∼= Xr(F ) ↪→ Hr(K,F ).

Pour véri�er l'exactitude au niveau de ces �èches, il su�t de voir que la suite duale
de :

0→Xd+3−r(F ′)→ Hd+3−r(K,F ′)→ Pd+3−r(F ′)

est encore exacte. D'après le lemme 2.4 de [HSSz15], il su�t donc de véri�er que
l'image I deHd+3−r(K,F ′) dans Pd+3−r(F ′) est discrète. Fixons U un ouvert de U0.
D'après le lemme 2.2 de [HSSz15], tout élément de I ∩ (

∏
v∈X\U H

d+3−r(Kv, F
′)×∏

v∈U H
d+3−r(Ov,F ′)) provient de Hd+3−r(U,F ′), qui est un groupe �ni. On en

déduit que le groupe I ∩ (
∏

v∈X\U H
d+3−r(Kv, F

′)×
∏

v∈U H
d+3−r(Ov,F ′)) est �ni,

et donc I est discret dans Pd+3−r(F ′).

Remarque 2.8. Les théorèmes 2.4 et 2.7 restent valables lorsque k = C à condi-
tion de choisir d = −1.

Remarque 2.9. Si on ne suppose pas que k1 est de caractéristique 0, toutes les
propriétés de cette section restent valables à condition de supposer que F est
d'ordre premier à Car(k1).

3 Tores

Avant d'entrer dans le vif de cette section, établissons le lemme suivant, qui sera
utile à de nombreuses reprises :

Lemme 3.1. Soient Y un schéma de Dedekind de dimension y ∈ {0, 1} et M
un faisceau sur Y localement isomorphe à un faisceau constant libre de rang �ni.
Soient i ≥ 0 et r ≥ i+ y + 1. Alors le groupe Hr(Y,M ⊗Q(i)) est trivial.

Démonstration. Soit π : Z → Y un morphisme �ni étale de degré n déployant
M avec Z connexe (voir le théorème X.5.16 de [Gro70]). Comme Hr(Z,Q(i)) ∼=
Hr
Zar(Z,Q(i)Zar) et Q(i)Zar est concentré en degré ≤ i, le groupe Hr(Z,Q(i)) est

trivial car r > i+dim Z. Un argument de restriction-corestriction montre alors que
Hr(Y,M ⊗Q(i)) est de n-torsion. Mais ce groupe est aussi uniquement divisible.
Il est donc nul.

Fixons maintenant a un élément de {0, 1, 2, ..., d+ 1} et T̂ un Gal(Ks/K)-module
qui, comme groupe abélien, est libre de type �ni. Notons Ť = Hom(T̂ ,Z). Soit T̂ un
faisceau dé�ni sur un ouvert U0 de X, localement isomorphe à un faisceau constant
libre de type �ni et étendant T̂ . On pose Ť = Hom(T̂ ,Z). Soient T = Ť ⊗LZ(a)[1]
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et T = Ť ⊗LZ(a)[1]. On dispose alors d'un accouplement dans la catégorie dérivée
des faisceaux étales sur U0 :

T ⊗L (T̂ ⊗L Z(d+ 1− a)[1])→ Z(d+ 1)[2],

qui induit grâce au lemme 1.3 un accouplement en hypercohomologie :

Hr(U, T )×Hd+3−r
c (U, T̂ ⊗L Z(d+ 1− a))→ Hd+4

c (U,Z(d+ 1)) ∼= Q/Z (1.14)

pour chaque ouvert non vide U de U0. De plus, comme on a un morphisme naturel
Q/Z(d+ 1− a)→ Z(d+ 1− a)[1], (1.14) induit aussi un accouplement :

Hr(U, T )×Hd+2−r
c (U, T̂ ⊗L Q/Z(d+ 1− a))→ Q/Z. (1.15)

On notera dans la suite T̃t = T̂ ⊗L Q/Z(d + 1 − a), T̃ = T̂ ⊗L Z(d + 1 − a),
T̃t = T̂ ⊗LQ/Z(d+ 1− a) et T̃ = T̂ ⊗LZ(d+ 1− a). C'est le complexe T̃ qui nous
intéresse, mais parfois il sera plus facile de travailler avec le faisceau T̃t.

Remarque 3.2. Lorsque a = 1, les complexes T et T sont quasi-isomorphes à des
tores.

Nous cherchons à établir un théorème de dualité de type Poitou-Tate pour le
complexe T . Pour ce faire, l'idée consiste à se ramener au cadre de la section pré-
cédente en travaillant avec T̃t, qui est une limite inductive de faisceaux localement
constants à tiges �nies, plutôt qu'avec le complexe T̃ .

Théorème 3.3. (Artin-Verdier pour les tores)
Soit r ∈ Z. Soit U un ouvert non vide de U0. Pour chaque nombre premier l,
l'accouplement (1.15) induit un accouplement parfait de groupes �nis :

(Hr(U, T ){l})(l) ×Hd+2−r
c (U, T̃t)(l){l} → Ql/Zl.

Démonstration. Soit l un nombre premier. Pour chaque entier naturel n, on dispose
du triangle distingué :

T → T → Ť ⊗ Z/lnZ(a)[1]→ T [1],

d'où des suites exactes :

0→ Hr−1(U, T )/ln → Hr(U, Ť ⊗ Z/lnZ(a))→ lnH
r(U, T )→ 0.

En passant à la limite inductive sur n, on obtient une suite exacte :

0→ Hr−1(U, T )⊗Ql/Zl → lim−→
n

Hr(U, Ť ⊗ Z/lnZ(a))→ Hr(U, T ){l} → 0.

Par conséquent, pour chaque entier naturel m, on a un isomorphisme :

(lim−→
n

Hr(U, Ť ⊗ Z/lnZ(a)))/lm → Hr(U, T ){l}/lm.
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En passant à la limite projective sur m, on obtient :

(lim−→
n

Hr(U, Ť ⊗ Z/lnZ(a)))(l) ∼= Hr(U, T ){l}(l). (1.16)

D'autre part, on remarque que Ť ⊗ Z/lnZ(a) s'identi�e à un faisceau localement
constant à tiges �nies, qui est représentable par un schéma en groupes �ni étale
d'après la proposition V.1.1 de [Mil80], et que :

(Ť ⊗ Z/lnZ(a))′ := Hom(Ť ⊗ µ⊗aln , µ
⊗d+1
ln ) = T̂ ⊗ µ⊗d+1−a

ln = ln T̃t.

À l'aide de la suite exacte :

0→ ln T̃t → T̃t → T̃t → 0,

on obtient une suite exacte :

0→ Hd+2−r
c (U, T̃t)/ln → Hd+3−r

c (U, ln T̃t)→ lnH
d+3−r
c (U, T̃t)→ 0.

Les groupes apparaissant dans la suite précédente étant �nis, en passant à la limite
projective sur n, on obtient une suite exacte :

0→ Hd+2−r
c (U, T̃t)(l) → lim←−

n

Hd+3−r
c (U, ln T̃t)→ lim←−

n

lnH
d+3−r
c (U, T̃t)→ 0.

Le groupe lim←−n lnH
d+3−r
c (U, T̃t) étant sans torsion, on obtient un isomorphisme :

Hd+2−r
c (U, T̃t)(l){l} ∼=

(
lim←−
n

Hd+3−r
c (U, ln T̃t)

)
{l}. (1.17)

Comme Hr(U, Ť ⊗ Z/lnZ(a)) et Hd+3−r
c (U, ln T̃t) sont duaux pour chaque entier

naturel n d'après le théorème 2.1, les isomorphismes (1.16) et (1.17) permettent
d'obtenir un accouplement parfait de groupes �nis :

(Hr(U, T ){l})(l) ×Hd+2−r
c (U, T̃t)(l){l} → Ql/Zl.

Remarque 3.4. De même, on a des accouplements parfaits de groupes �nis :

(Hr(U, T ){l})(l) ×Hd+3−r
c (U, T̃ )(l){l} → Ql/Zl,

(Hr(U, T̃ ){l})(l) ×Hd+3−r
c (U, T )(l){l} → Ql/Zl,

Soit v ∈ X(1). D'après le lemme 3.1, on a

Hd+2(Kv,Q(d+ 1)) = Hd+3(Kv,Q(d+ 1)) = 0.

Par conséquent, le morphisme T ⊗L T̃ → Z(d+ 1)[1] (dans la catégorie dérivée des
faisceaux étales sur Kv) induit un accouplement :

Hr(Kv, T )×Hd+2−r(Kv, T̃ )→ Hd+3(Kv,Z(d+1)) ∼= Hd+2(Kv,Q/Z(d+1)) ∼= Q/Z.
(1.18)
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Proposition 3.5. (Dualité locale pour les tores)

(i) Pour r = a, l'accouplement (1.18) est un accouplement parfait de groupes �nis.
(ii) Pour chaque entier naturel n, on a des isomorphismes de groupes �nis :

nH
a(Kv, T ) ∼= (Hd+2−a(Kv, T̃ )/n)D ∼= (Hd+1−a(Kv, T̃t)/n)D,

le premier étant induit par (1.18) et le deuxième par le morphisme T̃t → T̃ [1].
(iii) L'accouplement (1.18) induit un accouplement parfait entre un groupe pro�ni
et un groupe discret de torsion :

Ha−1(Kv, T )∧ ×Hd+3−a(Kv, T̃ )→ Q/Z.

Démonstration. (i) Pour chaque n > 0, on dispose des triangles distingués :

Ť ⊗ Z/nZ(a)→ T → T → (Ť ⊗ Z/nZ(a))[1], (1.19)

T̃ → T̃ → T̂ ⊗ Z/nZ(d+ 1− a)→ T̃ [1], (1.20)

ce qui fournit un diagramme commutatif à lignes exactes :

0 // Ha−1(Kv, T )/n //

��

Ha(Kv, Ť ⊗ Z/nZ(a)) //

∼=
��

...

0 // (nH
d+3−a(Kv, T̃ ))D // Hd+2−a(Kv, T̂ ⊗ Z/nZ(d+ 1− a))D // ...

... //
nH

a(Kv, T ) //

��

0

... // (Hd+2−a(Kv, T̃ )/n)D // 0.

Ici, la �èche verticale centrale est induite par la dualité locale pour les modules
�nis sur le corps (d + 1)-local Kv : c'est un isomorphisme d'après le théorème
I.2.17 de [Mil06]. Les deux autres �èches verticales sont induites par (1.18). On
déduit que la �èche verticale de droite est surjective.
Montrons maintenant que les groupes Ha(Kv, T ) et Hd+2−a(Kv, T̃ ) sont �nis. Si
L est une extension �nie deKv de degré n0 déployant T̂ , commeHa+1(L,Z(a)) =
Hd+2−a(L,Z(d + 1 − a)) = 0 d'après la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum,
un argument de restriction-corestriction montre immédiatement que Ha(Kv, T )
et Hd+2−a(Kv, T̃ ) sont de n0-torsion. Ainsi, le groupe Ha(Kv, T ) = n0H

a(Kv, T )
est un quotient du groupe �ni Ha(Kv, Ť ⊗Z/n0Z(a)) et est donc �ni. On a aussi
Hd+2−a(Kv, T̃ ) ∼= Hd+2−a(Kv, T̃ )/n0. Comme n0H

a(Kv, T )→ (Hd+2−a(Kv, T̃ )/n0)D

est surjectif, on déduit que Hd+2−a(Kv, T̃ ) est �ni. Nous avons donc prouvé
pour l'instant que Ha(Kv, T ) et Hd+2−a(Kv, T̃ ) sont �nis et que le morphisme
Ha(Kv, T )→ (Hd+2−a(Kv, T̃ ))D est surjectif.
Montrons maintenant que le cardinal de Hd+2−a(Kv, T̃ ) est supérieur ou égal à
celui de Ha(Kv, T ). Pour ce faire, remarquons que les triangles distingués (1.19)
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et (1.20) fournissent le diagramme commutatif à lignes exactes :

0 // Hd+1−a(Kv, T̃ )/n //

��

Hd+1−a(Kv, T̂ ⊗ Z/nZ(d+ 1− a)) //

∼=
��

...

0 // (nH
a+1(Kv, T ))D // Ha+1(Kv, Ť ⊗ Z/nZ(a))D // ...

... //
nH

d+2−a(Kv, T̃ ) //

��

0

... // (Ha(Kv, T )/n)D // 0.

Par conséquent, le morphisme vertical de droite est surjectif. En choisissant n =
n0, on déduit que l'ordre de Hd+2−a(Kv, T̃ ) est supérieur à l'ordre de Ha(Kv, T ).
On a donc bien un accouplement parfait de groupes �nis :

Ha(Kv, T )×Hd+2−a(Kv, T̃ )→ Q/Z.

(ii) La propriété (i) fournit immédiatement des isomorphismes nH
a(Kv, T ) ∼=

(Hd+2−a(Kv, T̃ )/n)D. Montrons que Hd+2−a(Kv, T̃ )/n ∼= Hd+1−a(Kv, T̃t)/n.
De façon tout à fait analogue à (i), on dispose d'un diagramme commutatif à
lignes exactes :

0 // Ha−1(Kv, T )/n //

��

Ha(Kv, Ť ⊗ Z/nZ(a)) //

∼=
��

...

0 // (nH
d+2−a(Kv, T̃t))

D // Hd+2−a(Kv, T̂ ⊗ Z/nZ(d+ 1− a))D // ...

... //
nH

a(Kv, T ) //

��

0

... // (Hd+1−a(Kv, T̃t)/n)D // 0.

La �èche nHa(Kv, T )→ (Hd+1−a(Kv, T̃t)/n)D est donc surjective. L'exploitation
du diagramme commutatif :

nH
a(Kv, T ) //

))

(Hd+2−a(Kv, T̃ )/n)D

��

(Hd+1−a(Kv, T̃t)/n)D

permet alors de conclure que la �èche Hd+1−a(Kv, T̃t)/n → Hd+2−a(Kv, T̃ )/n
est injective.
Par ailleurs, la suite exacte courte de complexes

0→ T̃ → T̂ ⊗Q(d+ 1− a)→ T̃t → 0

fournit une suite exacte de cohomologie

Hd+1−a(Kv, T̃t)→ Hd+2−a(Kv, T̃ )→ Hd+2−a(Kv, T̂ ⊗Q(d+ 1− a)).
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D'après le lemme 3.1, Hd+2−a(Kv, T̂ ⊗ Q(d + 1 − a)) = 0. Par conséquent,
l'application Hd+1−a(Kv, T̃t)→ Hd+2−a(Kv, T̃ ) est surjective. On en déduit que
la �èche Hd+1−a(Kv, T̃t)/n→ Hd+2−a(Kv, T̃ )/n est injective et surjective, donc
un isomorphisme.

(iii) Le premier diagramme de la preuve de (i) montre que les applications

Ha−1(Kv, T )/n→ (nH
d+3−a(Kv, T̃ ))D

sont des isomorphismes. En passant à la limite projective sur n :

Ha−1(Kv, T )∧ ∼= (Hd+3−a(Kv, T̃ )tors)
D.

Or d'après le lemme 3.1, les groupes Hd+2−a(Kv, T̃ ⊗ Q) et Hd+3−a(Kv, T̃ ⊗
Q) sont nuls. On en déduit que le groupe Hd+3−a(Kv, T̃ ) est isomorphe à
Hd+2−a(Kv, T̃ ⊗Q/Z) : il est donc de torsion et on a :

Ha−1(Kv, T )∧ ∼= Hd+3−a(Kv, T̃ )D.

Proposition 3.6. Soit U un ouvert non vide de U0.
(i) Le groupe Xa(T ) est d'exposant �ni.
(ii) Pour r ≥ 0, les groupes Hr(U, T̃t) sont de torsion de type co�ni.
(iii) Pour r ≥ 0, les groupes Hr

c (U, T̃t) sont de torsion de type co�ni.
(iv) Les groupes Hd+3−a(U, T̃ ) et Hd+4−a(U, T̃ ) sont de torsion de type co�ni.

Démonstration. (i) Soit L une extension �nie deK déployant T̂ . Comme la conjec-
ture de Beilinson-Lichtenbaum impose que Ha+1(L,Z(a)) = 0, un argument de
restriction-corestriction montre que Ha(K,T ) est d'exposant �ni.

(ii) Soit r ≥ 0. Remarquons d'abord que T̃t est un faisceau de torsion, et donc
Hr(U, T̃t) est de torsion. De plus, la suite exacte de Kummer fournit une surjec-
tion Hr(U, nT̃t) → nH

r(U, T̃t) pour chaque entier naturel n. Comme Hr(U, nT̃t)
est �ni pour chaque n, on déduit que Hr(U, T̃t) est de torsion de type co�ni.

(iii) La preuve est tout à fait analogue à celle de la propriété (ii).
(iv) Les groupes Hd+3−a(U, T̂ ⊗Q(d+ 1−a)) et Hd+4−a(U, T̂ ⊗Q(d+ 1−a)) sont
nuls d'après le lemme 3.1. Par conséquent, les suites exactes :

Hd+2−a(U, T̃t)→ Hd+3−a(U, T̃ )→ Hd+3−a(U, T̂ ⊗Q(d+ 1− a)),

Hd+3−a(U, T̃t)→ Hd+4−a(U, T̃ )→ Hd+4−a(U, T̂ ⊗Q(d+ 1− a))

fournissent des surjections Hd+2−a(U, T̃t) → Hd+3−a(U, T̃ ) et Hd+3−a(U, T̃t) →
Hd+4−a(U, T̃ ). On en déduit que Hd+3−a(U, T̃ ) et Hd+4−a(U, T̃ ) sont de torsion
de type co�ni via (ii).

Pour U ouvert non vide de U0, posons Dd+2−a(U, T̃t) = Im(Hd+2−a
c (U, T̃t) →

Hd+2−a(K, T̃t)) et Dd+3−a(U, T̃ ) = Im(Hd+3−a
c (U, T̃ )→ Hd+3−a(K, T̃ )). D'après la
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proposition précédente, les groupes Hd+2−a
c (U, T̃t) et Hd+3−a(U, T̃ ) sont de torsion

de type co�ni. De plus, le morphisme Hd+3−a
c (U, T̃ ) → Hd+3−a(K, T̃ ) se factorise

par Hd+3−a(U, T̃ ). On en déduit que les groupes Dd+2−a(U, T̃t) et Dd+3−a(U, T̃ )
sont de torsion de type co�ni.

Proposition 3.7. Pour chaque nombre premier l, il existe un ouvert non vide U1

de U0 tel que, pour tout ouvert U ⊆ U1, on a :

Dd+2−a(U, T̃t){l} = Dd+2−a(U1, T̃t){l} = Xd+2−a(T̃t){l},

Dd+3−a(U, T̃ ){l} = Dd+3−a(U1, T̃ ){l} = Xd+3−a(T̃ ){l}.

Démonstration. Montrons d'abord que la restrictionHd+3−a(Kh
v , T̃ )→ Hd+3−a(Kv, T̃ )

est un isomorphisme. On remarque que, pour v ∈ X(1), on a un diagramme com-
mutatif :

Hd+3−a(Kh
v , T̃ ) // Hd+3−a(Kv, T̃ )

Hd+2−a(Kh
v , T̃t) //

OO

Hd+2−a(Kv, T̃t)

OO

Comme les groupes Hd+2−a(Kh
v , T̃ ⊗Q), Hd+3−a(Kh

v , T̃ ⊗Q), Hd+2−a(Kv, T̃ ⊗Q)
et Hd+3−a(Kv, T̃ ⊗Q) sont nuls d'après le lemme 3.1, on déduit que les �èches ver-
ticales sont des isomorphismes. De plus, pour chaque n > 0, le faisceau T̃ ⊗Z/nZ
est représentable par un schéma en groupes �ni étale et donc le morphisme
Hd+2−a(Kh

v , T̃ ⊗ Z/nZ) → Hd+2−a(Kv, T̃ ⊗ Z/nZ) est un isomorphisme (lemme
2.7 de [HSz05]). On en déduit que la �èche Hd+2−a(Kh

v , T̃t)→ Hd+2−a(Kv, T̃t) est
aussi un isomorphisme. Il en est donc de même de la restriction Hd+3−a(Kh

v , T̃ )→
Hd+3−a(Kv, T̃ ).
Fixons maintenant un nombre premier l. Pour des ouverts V ⊆ V ′ de U , par fonc-
torialité contravariante de la cohomologie à support compact, on a Dd+2−a(V, T̃t) ⊆
Dd+2−a(V ′, T̃t) et Dd+3−a(V, T̃ ) ⊆ Dd+3−a(V ′, T̃ ). Or, grâce à la proposition pré-
cédente, on sait que Dd+2−a(U, T̃t) et Dd+3−a(U, T̃ ) sont de torsion de type co�ni.
Par conséquent, d'après le lemme 3.7 de [HSz16], il existe un ouvert non vide U1

de U tel que, pour tout ouvert V ⊆ U1, on a Dd+2−a(V, T̃t){l} = Dd+2−a(U1, T̃t){l}
et Dd+3−a(V, T̃ ){l} = Dd+2−a(U1, T̃ ){l}. Une chasse au diagramme analogue à
la preuve de la proposition 2.2 permet alors d'établir que Dd+2−a(U1, T̃t){l} =
Xd+2−a(T̃t){l} et Dd+3−a(U1, T̃ ){l} = Xd+3−a(T̃ ){l}.

Remarque 3.8. La proposition précédente impose en particulier que Xd+2−a(T̃t)
est de torsion de type co�ni. Via le lemme 3.1, on a un isomorphismeXd+2−a(T̃t) =
Xd+3−a(T̃ ). Cela prouve que Xd+3−a(T̃ ) est aussi de torsion de type co�ni.

Proposition 3.9. Soit U un ouvert non vide de U0. La suite⊕
v∈X(1)

Hd+1−a(Kv, T̃t)→ Hd+2−a
c (U, T̃t)→ Dd+2−a(U, T̃t)→ 0

est exacte.
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Démonstration. Soit m > 0 un entier. On sait que T̂ représente un faisceau loca-
lement constant libre de type �ni sur U , et donc, comme k est de caractéristique
0, le faisceau T̂ ⊗Z/mZ(d+ 1− a) est localement constant à tiges �nies sur U . Il
est donc représentable par un schéma en groupes �ni étale d'après la proposition
V.1.1 de [Mil80], et grâce à la proposition 2.3, on en déduit une suite exacte :⊕
v∈X(1)

Hd+1−a(Kv, T̂ ⊗ Z/mZ(d+ 1− a))→ Hd+2−a
c (U, T̂ ⊗ Z/mZ(d+ 1− a))

→ Dd+2−a(U, T̂ ⊗ Z/mZ(d+ 1− a))→ 0.

Il su�t alors de passer à la limite inductive sur m.

Théorème 3.10. (Dualité de Poitou-Tate pour les tores)
On rappelle que a ∈ {0, 1, ..., d+ 1}, T = Ť ⊗L Z(a)[1] et T̃ = T̂ ⊗L Z(d+ 1− a).
On a un accouplement parfait de groupes �nis :

Xa(T )×Xd+3−a(T̃ )→ Q/Z.

Remarque 3.11. Le groupe Xd+3−a(T̃ ) peut être in�ni. Dans la section 1 du
chapitre 2, on s'intéresse à la �nitude de Xd+3−a(T̃ ) lorsque a = 1 ou a = d.

Démonstration. Fixons l un nombre premier. Pour U ouvert de U1, on pose
Da
sh(U, T ) = Ker(Ha(U, T ) →

∏
v∈X(1) Ha(Kv, T )). D'une part, on a la suite

exacte :

0→ Da
sh(U, T ){l} → Ha(U, T ){l} →

∏
v∈X(1)

Ha(Kv, T ){l}.

Comme
∏

v∈X(1) Ha(Kv, T ){l} est d'exposant �ni d'après la conjecture de Beilinson-
Lichtenbaum, son sous-groupe divisible maximal est trivial, et donc le sous-groupe
divisible maximal de Ha(U, T ){l} est contenu dans Da

sh(U, T ){l}. De plus, comme
Ha(U, T ){l} est de torsion de type co�ni, si x ∈ Ha(U, T ){l} est divisible, il existe
pour chaque entier n > 0 un élément divisible xn de Ha(U, T ){l} : l'élément xn ap-
partient alors à Da

sh(U, T ){l}. Cela montre que x est divisible dans Da
sh(U, T ){l}

et donc que le sous-groupe divisible maximal de Ha(U, T ){l} est contenu dans
celui de Da

sh(U, T ){l}. On en déduit une suite exacte :

0→ Da
sh(U, T ){l} → Ha(U, T ){l} →

∏
v∈X(1)

Ha(Kv, T ){l}.

D'autre part, d'après la proposition 3.9, on a la suite exacte :⊕
v∈X(1)

Hd+1−a(Kv, T̃t)→ Hd+2−a
c (U, T̃t)→ Dd+2−a(U, T̃t)→ 0.

Comme Hd+2−a
c (U, T̃t) est un groupe de torsion de type co�ni, elle induit une suite

exacte : ⊕
v∈X(1)

Hd+1−a(Kv, T̃t)→ Hd+2−a
c (U, T̃t)→ Dd+2−a(U, T̃t)→ 0.
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Avec la proposition 4.3 de [CTH15], on obtient donc un diagramme commutatif à
lignes exactes :

0 // Da
sh(U, T ){l} //

��

Ha(U, T ){l} //

��

∏
v∈X(1) Ha(Kv, T ){l}

��

0 // (Dd+2−a(U, T̃t){l})D // (Hd+2−a
c (U, T̃t){l})D // (

⊕
v∈X(1) Hd+1−a(Kv, T̃t){l})D

D'après la proposition 3.5, la �èche verticale de droite est un isomorphisme. De

plus, on a Hd+2−a
c (U, T̃t){l} = Hd+2−a

c (U, T̃t)(l){l}, et donc le morphisme verti-
cal du milieu est un isomorphisme d'après le théorème 3.3. On en déduit que

Da
sh(U, T ){l} ∼= (Dd+2−a(U, T̃t){l})D. Comme Xa(T ) n'admet pas de sous-groupe

divisible non nul d'après la proposition 3.6, en passant à la limite sur U et en
utilisant la propriété 3.7, on obtient que :

Xa(T ){l} ∼= (Xd+2−a(T̃t){l})D ∼= (Xd+3−a(T̃ ){l})D.

Corollaire 3.12. Les groupes X2(Gm) et Xd+2(Z(d)) sont divisibles.

Démonstration. Prenons T = Gm dans le théorème 3.10, de sorte que T̃ = Z(d).
• D'après le théorème de Hilbert 90, on aX1(Gm) = 0. Par conséquent,Xd+2(Z(d)) =

0, et Xd+2(Z(d)) est bien divisible.
• D'après la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum, on a Xd+1(Z(d)) = 0. Par
conséquent, X2(Gm) = 0, et X2(Gm) est divisible.

Nous voulons maintenant établir une suite exacte de type Poitou-Tate pour les
tores.

Proposition 3.13. Soit v ∈ U (1)
0 .

(i) L'image de Ha(Ov, T ) dans Ha(Kv, T ) et l'image de Hd+2−a(Ov, T̃ ) dans
Hd+2−a(Kv, T̃ ) sont annulateurs l'un de l'autre dans l'accouplement parfait :

Ha(Kv, T )×Hd+2−a(Kv, T̃ )→ Q/Z.

(ii) Supposons que a = 1. Alors Hd+2(Ov, T̃ ) s'identi�e à un sous-groupe de
Hd+2(Kv, T̃ ) et son annulateur dans l'accouplement parfait :

H0(Kv, T )∧ ×Hd+2(Kv, T̃ )→ Q/Z

est H0(Ov, T )∧, qui s'identi�e à un sous-groupe de H0(Kv, T )∧.

Démonstration. (i) Considérons l'unique accouplement

[., .] : Ha(Ov, T )×Hd+2−a(Ov, T̃ )→ Q/Z
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qui fait commuter le diagramme :

Ha(Ov, T ) ×

��

Hd+2−a(Ov, T̃ ) //

��

Q/Z

Ha(Kv, T ) × Hd+2−a(Kv, T̃ ) // Q/Z.
Soit (x, y) ∈ Ha(Ov, T ) × Hd+2−a(Ov, T̃ ). Comme Ha+1(Ov, Ť ⊗ Q(a)) ∼=
Ha+1(k(v), i∗(Ť ⊗Q(a))) où k(v) est le corps résiduel de Ov et i : Spec(k(v))→
Spec Ov est l'immersion fermée, un argument similaire à celui du lemme 3.1
montre que Ha+1(Ov, Ť ⊗Q(a)) = 0. On en déduit que Ha(Ov, T ) est de torsion.
Soit donc n > 0 tel que nx = 0. L'élément x provient alors de xn ∈ Ha(Ov, Ť ⊗
Z/nZ(a)). Si yn est l'image de y dans Hd+2−a(Ov, Ť ⊗ Z/nZ(d + 1 − a)), on
remarque que [x, y] = [xn, yn]n, où l'accouplement

[., .]n : Ha(Ov, Ť ⊗ Z/nZ(a))×Hd+2−a(Ov, Ť ⊗ Z/nZ(d+ 1− a))

→ Hd+2(Ov,Z/nZ(d+ 1))→ Hd+2(Kv,Z/nZ(d+ 1)) ∼= Q/Z

est induit par Ť ⊗Z/nZ(a)⊗ Ť ⊗Z/nZ(d+ 1− a)→ Z/nZ(d+ 1). Cet accou-
plement est nul car Hd+2(Ov,Z/nZ(d+ 1)) = 0. On en déduit que [x, y] = 0, et
donc que [., .] = 0.
Reste à montrer que, si t ∈ Ha(Kv, T ) est orthogonal à Im(Hd+2−a(Ov, T̃ ) →
Hd+2−a(Kv, T̃ )), alors t ∈ Im(Ha(Ov, T ) → Ha(Kv, T )). Considérons donc t ∈
Ha(Kv, T ) orthogonal à Im(Hd+2−a(Ov, T̃ ) → Hd+2−a(Kv, T̃ )). Fixons n > 0.
L'image de t dans Ha(Kv, T ⊗ Z/nZ) est alors orthogonale à Hd+1−a(Ov, T̃ ⊗
Z/nZ) ⊆ Hd+1−a(Kv, T̃ ⊗ Z/nZ). Grâce à la proposition 2.5, on déduit qu'elle
est dans Ha(Ov, T ⊗ Z/nZ).
Considérons maintenant le diagramme commutatif à lignes exactes :

Ha(Ov, T ) //

��

Ha(Ov, T ⊗ Z/nZ) //

��

Ha+1(Ov, T )

��
Ha(Kv, T ) ·n // Ha(Kv, T ) // Ha(Kv, T ⊗ Z/nZ) // Ha+1(Kv, T )

Montrons que la �èche verticale de droite est injective. Pour ce faire, remarquons
que le diagramme suivant est commutatif à lignes exactes :

Ha(Ov, T ⊗Q)

��

// Ha(Ov, T ⊗Q/Z)

��

// Ha+1(Ov, T )

��

// Ha+1(Ov, T ⊗Q)

��
Ha(Kv, T ⊗Q) // Ha(Kv, T ⊗Q/Z) // Ha+1(Kv, T ) // Ha+1(Kv, T ⊗Q)

Or Ha+1(Ov, T ⊗Q) = Ha(Kv, T ⊗Q) = 0 d'après le lemme 3.1 et le morphisme
Ha(Ov, T ⊗ Q/Z) → Ha(Kv, T ⊗ Q/Z) est injectif d'après la proposition 2.5.
Une chasse au diagramme prouve alors que Ha+1(Ov, T ) → Ha+1(Kv, T ) est
injectif.
Cela prouve qu'il existe tn ∈ Im(Ha(Ov, T ) → Ha(Kv, T )) tel que t − tn ∈
nHa(Kv, T ). On en déduit que l'image de t dans le groupe �ni

Coker(Ha(Ov, T )→ Ha(Kv, T ))
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est divisible. Elle est donc nulle puisque Ha(Kv, T ) est d'exposant �ni via la
conjecture de Beilinson-Lichtenbaum et un argument de restriction-corestriction.

(ii) Pour montrer que Hd+2(Ov, T̃ ) s'identi�e à un sous-groupe de Hd+2(Kv, T̃ ), il
su�t de remarquer (en utilisant le lemme 3.1) que :

Hd+2(Ov, T̃ ) = Hd+1(Ov, T̃t),
Hd+2(Kv, T̃ ) = Hd+1(Kv, T̃t),

et que la restriction Hd+1(Ov, T̃ ⊗ Z/nZ)→ Hd+1(Kv, T̃ ⊗ Z/nZ) est injective
pour chaque n ≥ 1.
Comme dans (i), on montre que l'accouplement H0(Ov, T )∧ ×Hd+2(Ov, T̃ ) →
Q/Z est nul. Fixons maintenant n > 0 et considérons t ∈ H0(Kv, T )/n ortho-
gonal à nH

d+2(Ov, T̃ ). L'image de t dans H0(Kv, T ⊗ Z/nZ) est alors ortho-
gonale à Hd+1(Ov, T̃ ⊗ Z/nZ) ⊆ Hd+1(Kv, T̃ ⊗ Z/nZ)) et appartient donc à
H0(Ov, T ⊗ Z/nZ). Écrivons le diagramme commutatif à lignes exactes :

0 // H0(Ov, T )/n //

��

H0(Ov, T ⊗ Z/nZ) //

��

H1(Ov, T )

��
0 // H0(Kv, T )/n // H0(Kv, T ⊗ Z/nZ) // // H1(Kv, T )

Le morphisme H1(Ov, T ) → H1(Kv, T ) s'identi�e à un morphisme d'in�ation
en cohomologie galoisienne : il est donc injectif. De plus, H0(Ov, T ⊗ Z/nZ)→
H0(Kv, T ⊗Z/nZ) est injectif. Une chasse au diagramme permet alors d'établir
que H0(Ov, T )/n → H0(Kv, T )/n est injectif et que t ∈ H0(Ov, T )/n, ce qui
achève la preuve.

Remarque 3.14. Dans la preuve précédente, pour montrer que [., .] est nul, on
ne peut pas simplement dire que [., .] est à valeurs dans Hd+3(Ov,Z(d+ 1)) car on
ne sait pas s'il existe un accouplement Z(i) ⊗ Z(j) → Z(i + j) sur Ov (qui n'est
pas une variété sur un corps).

Dans la suite de cette section, on supposera que

(H 3.15) a = 1, c'est-à-dire T = Ť ⊗L Z(1)[1] est quasi-isomorphe à un tore et
T̃ = T̂ ⊗L Z(d).

Pour chaque r ≥ 0, on notera Pr(T ) le produit restreint des Hr(Kv, T ) pour
v ∈ X(1) par rapport aux Hr

nr
(Kv, T ) = Im(Hr(Ov, T )→ Hr(Kv, T )), muni de sa

topologie naturelle. De même, on notera Pr(T̃ ) le produit restreint des Hr(Kv, T̃ )
pour v ∈ X(1) par rapport aux Hr

nr
(Kv, T̃ ) = Im(Hr(Ov, T̃ ) → Hr(Kv, T̃ )), muni

de sa topologie naturelle. Il convient de munir Pd+2(T̃ )tors d'une topologie qui
n'est pas induite par la topologie produit restreint sur Pd+2(T̃ ). Pour ce faire,
remarquons que, pour chaque n > 0, le groupe nPd+2(T̃ ) est le produit restreint
des nH

d+2(Kv, T̃ ) par rapport aux nH
d+2(Ov, T̃ ) ⊆ nH

d+2(Kv, T̃ ). Nous pouvons
donc le munir de sa topologie produit restreint. La topologie sur Pd+2(T̃ )tors =
lim−→ nPd+2(T̃ ) sera alors tout simplement la topologie limite inductive.
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Remarque 3.16. Pour v ∈ U
(1)
0 , le lemme 3.1 montre que Hd+2(Ov, T̃ ⊗ Q) et

Hd+3(Ov, T̃ ⊗Q) sont nuls. En notant iv : {v} ↪→ X l'immersion fermée, on obtient
donc un isomorphisme :

Hd+3(Ov, T̃ ) ∼= Hd+2(Ov, T̃t) ∼= Hd+2(k(v), i∗vT̃t).
Comme k(v) est de dimension cohomologique d+1, on en déduit que Hd+3(Ov, T̃ )
est nul. On a donc :

Pd+3(T̃ ) =
⊕
v∈X(1)

Hd+3(Kv, T̃ ).

De plus, les groupes Hd+2(Kv, T̃ ⊗ Q) et Hd+3(Kv, T̃ ⊗ Q) sont nuls d'après le
lemme 3.1. Donc :

Pd+3(T̃ ) =
⊕
v∈X(1)

Hd+2(Kv, T̃t)

et Pd+3(T̃ ) est un groupe de torsion.

Corollaire 3.17. On rappelle que l'on a supposé (H 3.15). La dualité locale induit
un accouplement parfait P1(T ) × Pd+1(T̃ ) → Q/Z et un isomorphisme P0(T )∧ →
(Pd+2(T̃ )tors)

D.

Démonstration. La première a�rmation découle immédiatement de l'assertion
(i) de la proposition 3.13. Quant à la seconde, on remarque que, pour chaque
n > 0, P0(T )/n s'identi�e au produit restreint des H0(Kv, T )/n par rapport aux
H0(Ov, T )/n puisque H0(Ov, T )/n ⊆ H0(Kv, T )/n. On déduit de l'assertion (ii)
de la proposition 3.13 que P0(T )/n ∼= (nPd+2(T̃ ))D. En passant à la limite projec-
tive sur n, on obtient l'isomorphisme P0(T )∧ → (Pd+2(T̃ )tors)

D.

Proposition 3.18. On rappelle que l'on a supposé (H 3.15).
(i) On a une suite exacte :

Hd+2(K, T̃ )→ Pd+2(T̃ )tors → (H0(K,T )∧)
D → Hd+3(K, T̃ )→

→ Pd+3(T̃ )→ (lim←−
n

nT (Ks))D → 0.

(ii) Supposons que X2(T ) est �ni. Alors on a une suite exacte :

H1(K,T )→ P1(T )→ Hd+1(K, T̃ )D.

Démonstration. (i) Soit n > 0. On rappelle que, dans notre contexte, T ⊗ Z/nZ
désigne Ť ⊗ Z/nZ(1)[1]. On dispose d'un diagramme commutatif :

lim−→n
Hd+1(K, T̃ ⊗ Z/nZ)

��

// lim−→n
Pd+1(T̃ ⊗ Z/nZ)

��

// lim−→n
H0(K,T ⊗ Z/nZ)D

��

// ...

Hd+2(K, T̃ ) // Pd+2(T̃ )tors // (H0(K,T )∧)D // ...

... // lim−→n
Hd+2(K, T̃ ⊗ Z/nZ)

��

// lim−→n
Pd+2(T̃ ⊗ Z/nZ)

��

// lim−→n
H−1(K,T ⊗ Z/nZ)D // 0

... // Hd+3(K, T̃ ) // Pd+3(T̃ ) // lim−→n
H−1(K,T ⊗ Z/nZ)D // 0

où les morphismes sont dé�nis de la manière suivante :
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• �èches verticales :
◦ les morphismes

lim−→
n

Hd+1(K, T̃ ⊗ Z/nZ)→ Hd+3(K, T̃ )

lim−→
n

Hd+2(K, T̃ ⊗ Z/nZ)→ Hd+3(K, T̃ )

sont induits par le triangle distingué T̃
·n→ T̃ → T̃ ⊗ Z/nZ → T̃ . Ce sont

des isomorphismes puisqu'ils s'insèrent dans des suites exactes :

Hd+1(K, T̃ ⊗Q)→ lim−→
n

Hd+1(K, T̃ ⊗ Z/nZ)→ Hd+2(K, T̃ )→ Hd+2(K, T̃ ⊗Q)

Hd+2(K, T̃ ⊗Q)→ lim−→
n

Hd+2(K, T̃ ⊗ Z/nZ)→ Hd+3(K, T̃ )→ Hd+3(K, T̃ ⊗Q)

et Hd+1(K, T̃ ⊗ Q), Hd+2(K, T̃ ⊗ Q) et Hd+3(K, T̃ ⊗ Q) sont nuls (lemme
3.1).
◦ le morphisme lim−→n

Pd+1(T̃ ⊗Z/nZ)→ Pd+2(T̃ )tors est surjectif étant donné

que Hd+1(Kv, T̃ ⊗ Z/nZ) → nH
d+2(Kv, T̃ ) (pour v ∈ X(1) et n > 0) et

Hd+1(Ov, T̃ ⊗ Z/nZ) → nH
d+2(Ov, T̃ ) (pour v ∈ U

(1)
0 et n > 0) sont

surjectifs.
◦ le morphisme lim−→n

H0(K,T ⊗Z/nZ)D → (H0(K,T )∧)
D est obtenu à partir

des morphismesH0(K,T )/n→ H0(K,T⊗Z/nZ) par dualisation et passage
à la limite sur n. Or ce dernier morphisme s'insère dans la suite exacte :

0→ H0(K,T )/n→ H0(K,T ⊗ Z/nZ)→ nH
1(K,T )→ 0.

Comme H1(K,T ) est d'exposant �ni, cela impose que

lim−→
n

(H0(K,T ⊗ Z/nZ)D)→ (H0(K,T )∧)
D

est un isomorphisme.
◦ le morphisme lim−→n

Pd+2(T̃ ⊗ Z/nZ) → Pd+3(T̃ ) est un isomorphisme puis-
qu'il s'identi�e au morphisme⊕

v∈X(1)

Hd+2(Kv, T̃ ⊗Q/Z)→
⊕
v∈X(1)

Hd+3(Kv, T̃ ).

• première ligne :
◦ toute la ligne est obtenue à partir du théorème 2.7 par passage à la limite
inductive : ledit théorème impose donc qu'elle est exacte.

• deuxième ligne :

◦ les morphismes Hd+2(K, T̃ ) → Pd+2(T̃ )tors et Hd+3(K, T̃ ) → Pd+3(T̃ )tors
sont induits par les restrictions.
◦ le morphisme Pd+2(T̃ )tors → (H0(K,T )∧)

D est le dual de H0(K,T )∧ →
P0(T )∧ (voir le corollaire 3.17).
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◦ les morphismes (H0(K,T )∧)
D → Hd+3(K, T̃ ) et Pd+3(T̃ )→ lim−→n

H−1(K,T⊗
Z/nZ)D sont les seuls qui font commuter le diagramme.

Une chasse au diagramme permet alors de conclure que la deuxième ligne est
exacte.

(ii) Nous sommes dans le cas a = 1, ce qui impose que T et T sont quasi-
isomorphes à des tores. Pour chaque ouvert non vide V ⊆ U0, on dispose d'une
suite exacte :

H1
c (V, T )→ H1(V, T )→

⊕
v∈X\V

H1(Kh
v , T )→ H2

c (V, T ).

Pour v ∈ X(1), on a un isomorphisme H1(Kv, T ) ∼= H1(Kh
v , T ) (on pourra aller

voir le corollaire 3.2 de [HSz16] ou le lemme 2.7 de [HSz05]). Par conséquent, on
obtient, pour chaque ouvert non vide V de U0, une suite exacte :

H1
c (V, T )→ H1(V, T )→

⊕
v∈X\V

H1(Kv, T )→ H2
c (V, T ).

Soient maintenant U et V deux ouverts de U0 tels que V ⊆ U . D'après le
lemme de Harder (corollaire A.8 de [GP08]), un élément de H1(V, T ) provient
deH1(U, T ) si, et seulement si, son image dansH1(Kv, T ) provient deH1(Ov, T )
pour chaque v ∈ U \ V . On obtient donc une suite exacte :

H1(U, T )→
⊕
v∈X\U

H1(Kv, T )⊕
⊕
v∈U\V

H1(Ov, T )→ H2
c (V, T ).

Soit m > 0 le degré d'une extension déployant T . Le groupe H1(Kv, T ) étant
de m-torsion pour v ∈ X(1), il en est de même de H1(Ov, T ) pour v ∈ U0, et on
obtient une suite exacte de groupes �nis :

H1(U, T )/m→
⊕
v∈X\U

H1(Kv, T )⊕
⊕
v∈U\V

H1(Ov, T )→ mH
2
c (V, T ).

Grâce à la proposition 3.7, choisissons V assez petit pour que D2(V, T ){l} ∼=
X2(T ){l} pour chaque nombre premier l divisant m, et montrons que pour un
tel nombre premier le groupe H2

c (V, T ){l} est �ni.
On sait que le groupe H2

c (V, T ){l} est de type co�ni et qu'il s'insère dans une
suite exacte :

0→ Ker(H2
c (V, T )→ H2(K,T ))→ H2

c (V, T )→ D2(V, T )→ 0.

Le groupe D2(V, T ){l} étant �ni (puisqu'on a supposé la �nitude de X2(T )),
il su�t donc de montrer que Ker(H2

c (V, T ) → H2(K,T )) est d'exposant �ni.
Considérons alors un morphisme �ni étale Ṽ → V de degré m avec Ṽ in-
tègre déployant T . Notons K̃ le corps des fonctions de Ṽ . Comme Ṽ est ré-
gulier, le morphisme H2(Ṽ , T ) → H2(K̃, T ) est injectif (voir la proposition
II.4.5.3 de [Tam94]), et un argument de restriction-corectriction montre que
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Ker(H2(V, T ) → H2(K,T )) est de m-torsion. De plus, le théorème de Hilbert
90 impose que, pour chaque v ∈ X \ V , le groupe H1(Kv, T ) est de m-torsion.
Par conséquent, la suite exacte

⊕
v∈X\V H

1(Kv, T ) → H2
c (V, T ) → H2(V, T )

permet de conclure que Ker(H2
c (V, T ) → H2(K,T )) est de m2-torsion, ce qui

établit la �nitude de H2
c (V, T ){l} pour chaque premier l divisant m.

En utilisant la remarque 3.4 et en observant que Hd+1(V, T̃ ){l} est de type co-
�ni, on obtient une injection mH

2
c (V, T ) ↪→

∏
l|mH

d+1(V, T̃ ){l}D, d'où une suite
exacte :

H1(U, T )/m→
⊕
v∈X\U

H1(Kv, T )⊕
⊕
v∈U\V

H1(Ov, T )→
∏
l|m

Hd+1(V, T̃ ){l}D.

CommeHd+1(K, T̃ ) est dem-torsion via la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum
et un argument de restriction-corestriction, en passant à la limite projective sur
V comme dans la proposition 2.6, on déduit la suite exacte :

H1(U, T )→
∏

v∈X\U

H1(Kv, T )×
∏
v∈U

H1(Ov, T )→ Hd+1(K, T̃ )D.

Il su�t alors de passer à la limite inductive sur U pour conclure.

Lemme 3.19. On rappelle que l'on a supposé (H 3.15). Soient V ⊆ U deux ouverts
non vides de U0. Soit α ∈ Hd+2(V, T̃ ). Si, pour chaque v ∈ U \ V , l'image de α
dans Hd+2(Kv, T̃ ) provient de Hd+2(Ov, T̃ ), alors α provient de Hd+2(U, T̃ ).

Démonstration. Comme Hd+2(V, T̃ ⊗ Q) est nul d'après le lemme 3.1, on a une
surjection Hd+1(V, T̃ ⊗Q/Z)→ Hd+2(V, T̃ ). On en déduit que Hd+2(V, T̃ ) est de
torsion. Soit donc n tel que α est de n-torsion et choisissons αn ∈ Hd+1(V, T̃ ⊗
Z/nZ) relevant α. Pour v ∈ U\V , soit αn,v l'image de αn dansHd+1(Kv, T̃⊗Z/nZ).
Par hypothèse, pour chaque v ∈ U \V , l'image de αn,v dans Hd+2(Kv, T̃ ) provient
de Hd+2(Ov, T̃ ). Comme Hd+2(Ov, T̃ ⊗ Q) = Hd+2(Kv, T̃ ⊗ Q) = Hd+1(Kv, T̃ ⊗
Q) = 0 d'après le lemme 3.1, on dispose d'un diagramme commutatif :

lim−→m
Hd+1(Ov, T̃ ⊗ Z/mZ) // //

��

Hd+2(Ov, T̃ )

��

lim−→m
Hd+1(Kv, T̃ ⊗ Z/mZ)

∼= // Hd+1(Kv, T̃ )

On en déduit qu'il existe un multiplem de n tel que, pour chaque v ∈ U\V , l'image
de αn,v dans Hd+1(Kv, T̃ ⊗ Z/mZ) provient de Hd+1(Ov, T̃ ⊗ Z/mZ). D'après le
lemme 2.2 de [HSSz15], cela entraîne que l'image de αn dans Hd+1(V, T̃ ⊗Z/mZ)
provient de Hd+1(U, T̃ ⊗ Z/mZ), d'où le résultat.

Lemme 3.20. Le groupeXd+2(Z(d)) est nul si, et seulement si, le groupeX2(Gm)
l'est aussi.

Démonstration. Pour chaque entier naturel n > 0, la conjecture de Beilinson-
Lichtenbaum fournit un diagramme commutatif à lignes exactes :
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0 // Hd+1(K,µ⊗dn ) //

��

Hd+2(K,Z(d)) ·n //

��

Hd+2(K,Z(d))

��
0 // ∏

v∈X(1) Hd+1(Kv, µ
⊗d
n ) // ∏

v∈X(1) Hd+2(Kv,Z(d))
·n // ∏

v∈X(1) Hd+2(Kv,Z(d))

On en déduit que Xd+1(µ⊗dn ) ∼= nXd+2(Z(d)). Comme Xd+2(Z(d)) est de torsion
d'après la remarque 3.8, on obtient avec le théorème 2.4 :

Xd+2(Z(d)) ∼= lim−→
n

Xd+1(µ⊗dn ) ∼= lim−→
n

X2(µn)D.

Or, par un argument tout à fait analogue à celui qui précède, on a X2(µn) ∼=
nX2(Gm). Par conséquent :

Xd+2(Z(d)) ∼= (lim←−
n

nX2(Gm))D.

On en déduit que la partie divisible de Xd+2(Z(d)) est nulle si, et seulement si, la
partie divisible de X2(Gm) est nulle (en fait, les parties divisibles de Xd+2(Z(d))
et X2(Gm) sont non canoniquement isomorphes). Or :
• d'après le théorème 3.10 avec a = 1, le dual de Xd+2(Z(d)) est X2(Z(1)) =
X1(Gm). Ce dernier groupe est trivial par Hilbert 90. Donc Xd+2(Z(d)) est
divisible.
• d'après le théorème 3.10 avec a = d, le dual de X2(Gm) est Xd+1(Z(d)). Ce
dernier groupe est trivial par la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum. Donc
X2(Gm) est divisible.

D'où le lemme.

Remarque 3.21. Plus généralement, si a 6= 1, on prouve queXd+3−a(Z(d+1−a))
est nul si, et seulement si, Xa+2(Z(a)) l'est.

Théorème 3.22. (Suite exacte de Poitou-Tate pour les tores)
Rappelons que nous avons supposé (H 3.15), c'est-à-dire que T = Ť ⊗L Z(1)[1] est
quasi-isomorphe à un tore et T̃ = T̂ ⊗L Z(d). Soit L une extension �nie déployant
T . Supposons que X2(L,Gm) est nul. On dispose alors d'une suite exacte à 7
termes :

Xd+3(T̃ )D

��

0oo

H0(K,T )∧ // P0(T )∧ // Hd+2(K, T̃ )D

��
Hd+1(K, T̃ )D P1(T )oo H1(K,T )oo

Remarque 3.23. (i) La nullité du groupe X2(Gm) est étudiée dans la section 1
du chapitre 2. Elle est en particulier établie dans les trois cas suivants :
• X est la droite projective ou une conique sur k (théorème 1.2 du chapitre 2) ;
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• k1 est un corps p-adique,X est une courbe de la forme Proj(k[x, y, z]/(P (x, y, z)))
où P ∈ Ok1 [x, y, z] est un polynôme homogène, et, en notant P la réduction
de P modulo l'idéal maximal de Ok1 , le schéma Proj(k0[x, y, z]/(P (x, y, z)))
est une courbe lisse et géométriquement intègre (théorème 1.13 du chapitre
2) ;
• k0 = C((t)), X est la courbe elliptique sur k d'équation y2 = x3 + Ax + B
avec A,B ∈ k0, et la courbe elliptique sur k0 d'équation y2 = x3 + Ax + B
admet une réduction modulo t de type additif (théorème 1.13 du chapitre 2).

Toujours dans la section 1 du chapitre 2, on exhibe des exemples oùX2(Gm) 6= 0
dès que k n'est pas un corps p-adique (exemples 1.15 et 1.17 du chapitre 2).
Dans le cas où k est p-adique, on rappelle que Harari et Szamuely ont montré
que X2(Gm) est toujours nul (démontration de la proposition 3.4 de [HSz16]).

(ii) Plaçons-nous dans le cas où T = Gm et où K est tel que X2(Gm) 6= 0.
D'après le lemme 3.20, le groupe de torsion de type co�ni Xd+2(Z(d)) est non
nul. De plus, comme on le verra dans la preuve du théorème 3.22, la suite
P0(Gm)∧ → Hd+2(K,Z(d))D →Xd+2(Z(d))D → 0 est exacte. Par conséquent,
le morphisme P0(Gm)∧ → Hd+2(K,Z(d))D n'est pas surjectif. Ainsi, la suite du
théorème 3.22 est fausse dans ce contexte. Cela met en évidence l'importance
de l'hypothèse X2(L,Gm) = 0.

(iii) Le groupeXd+3(T̃ ) est étudié à la �n de la section 1 du chapitre 2. On montre
en particulier qu'il est nul si k est un corps p-adique et �ni si k = C((t))((t1)).

Démonstration. • CommeX2(L,Gm) = 0, un argument de restriction-corestriction
montre que X2(T ) est d'exposant �ni. Comme c'est un groupe de torsion de
type co�ni, on en déduit qu'il est �ni. La proposition 3.18 permet alors d'établir
l'exactitude de la dernière ligne.
• On dispose de la suite exacte :

0→Xd+2(T̃ )→ Hd+2(K, T̃ )→ Pd+2(T̃ )tors. (1.21)

Comme X2(L,Gm) = 0, le lemme 3.20 montre que Xd+2(L,Z(d)) = 0. Un
argument de restriction-corestriction permet donc de conclure que Xd+2(T̃ ) est

d'exposant �ni. Ainsi, Xd+2(T̃ ) = Xd+2(T̃ ), et le théorème 3.10 permet alors
d'obtenir que Xd+2(T̃ )D ∼= X1(T ). En combinant cela au corollaire 3.17, on
déduit que la suite duale de (1.21) s'écrit :

P0(T )∧ → Hd+2(K, T̃ )D →X1(T )→ 0. (1.22)

Pour montrer l'exactitude de cette suite, il su�t d'établir que le morphisme
Hd+2(K, T̃ ) → Pd+2(T̃ )tors est strict, c'est-à-dire que son image I est discrète.
Pour ce faire, on �xe U un ouvert de U0 et on remarque grâce au lemme 3.19 que
tout élément de I∩ (

∏
v∈X\U nH

d+2(Kv, T̃ )×
∏

v∈U nH
d+2(Ov, T̃ )) ⊆ Pd+2(T̃ )tors

provient de Hd+2(U, T̃ ). Ce dernier groupe est de torsion de type co�ni. Par
conséquent, I ∩ (

∏
v∈X\U nH

d+2(Kv, T̃ ) ×
∏

v∈U nH
d+2(Ov, T̃ )) est de n-torsion

et de type co�ni, donc �ni. Par dé�nition de la topologie de Pd+2(T̃ )tors, I est
discret, et la suite (1.22) est exacte.
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• La proposition 3.18 fournit une suite exacte

Hd+2(K, T̃ )→ Pd+2(T̃ )tors → (H0(K,T )∧)
D →Xd+3(T̃ )→ 0. (1.23)

D'après le corollaire 3.17, la suite duale s'écrit :

0→Xd+3(T̃ )D → H0(K,T )∧ → P0(T )∧ → Hd+2(K, T̃ )D. (1.24)

Pour montrer son exactitude, il su�t de montrer que les morphismes dans
(1.23) sont stricts (lemme 2.4 de [HSSz15]). On a déjà vu que le morphisme
Hd+2(K, T̃ )→ Pd+2(T̃ )tors est strict, et le morphisme (H0(K,T )∧)

D →Xd+3(T̃ )
est strict de manière évidente puisque Xd+3(T̃ ) est discret. Reste donc à mon-
trer que Pd+2(T̃ )tors → (H0(K,T )∧)

D est strict. Le groupe localement compact
Pd+2(T̃ )tors est muni d'une topologie qui en fait une réunion dénombrable d'es-
paces compacts, et, le groupe (H0(K,T )∧)

D étant localement compact, l'image
J de Pd+2(T̃ )tors → (H0(K,T )∧)

D est localement compacte car elle est fermée
dans (H0(K,T )∧)

D. Comme le morphisme Pd+2(T̃ )tors → J est surjectif, on
déduit du théorème 5.29 de [HR79] que c'est un morphisme strict. Cela impose
immédiatement que Pd+2(T̃ )tors → (H0(K,T )∧)

D est strict, et donc la suite
(1.24) est exacte.

Théorème 3.24. (Suite exacte de Poitou-Tate pour le dual d'un tore)
Rappelons que nous avons supposé (H 3.15), c'est-à-dire que T = Ť ⊗L Z(1)[1] est
quasi-isomorphe à un tore et T̃ = T̂ ⊗L Z(d). Soit L une extension �nie déployant
T . Supposons que X2(L,Gm) est nul. On dispose d'une suite exacte à 8 termes :

Pd+1(T̃ ) // H1(K,T )D

��

(H0(K,T )∧)
D

��

Pd+2(T̃ )torsoo Hd+2(K, T̃ )oo

Hd+3(K, T̃ ) // Pd+3(T̃ ) // (lim←−n nT (Ks))D // 0.

Démonstration. • L'exactitude des six derniers termes découle de la proposition
3.18.
• Remarquons que la suite de groupes d'exposant �ni :

0→X1(T )→ H1(K,T )→ P1(T ).

est exacte. En utilisant la nullité de X2(L,Gm), le lemme 3.20 et le théorème
3.10, on remarque que sa suite duale s'écrit :

Pd+1(T̃ )→ H1(K,T )D →Xd+2(T̃ )→ 0.

Pour véri�er son exactitude, il su�t de montrer que le morphisme H1(K,T )→
P1(T ) est strict, c'est-à-dire que son image est discrète. Pour ce faire, on �xe U
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un ouvert de U0 et on remarque grâce au lemme de Harder (corollaire A.8 de
[GP08]) que tout élément de I∩(

∏
v∈X\U H

1(Kv, T )×
∏

v∈U H
1(Ov, T )) ⊆ P1(T )

provient de H1(U, T ). Comme P1(T ) est d'exposant �ni n et H1(U, T )/n est �ni,
on déduit que I ∩ (

∏
v∈X\U H

1(Kv, T )×
∏

v∈U H
1(Ov, T )) est �ni. Cela entraîne

que I est discret et donc que la suite Pd+1(T̃ ) → H1(K,T )D →Xd+2(T̃ ) → 0
est exacte.

Remarque 3.25. En combinant les deux théorèmes précédents, on retrouve, dans
le cas où k est p-adique, la suite à 9 termes du théorème 2.9 de [HSSz15] à condition
d'utiliser la remarque 3.23.

Remarque 3.26. Supposons k1 est de caractéristique p > 0. Dans ce cas :
• le théorème 3.3 et la remarque 3.4 restent valables pour l 6= p.
• l'assertion (i) de la proposition 3.5 donne un accouplement parfait de groupes
�nis :

Ha(Kv, T )non−p ×Hd+2−a(Kv, T̃ )non−p → Q/Z,

l'assertion (ii) reste valable pour n non divisible par p, et l'assertion (iii) donne
un accouplement parfait :

lim←−
p-n

Ha−1(Kv, T )/n×Hd+3−a(Kv, T̃ )non−p → Q/Z.

• concernant la proposition 3.6, le groupeXa(T ) est d'exposant �ni et les groupes
Hr(U, T̃t)non−p, Hr(U, T̃t)non−p, Hd+3−a(U, T̃ )non−p et Hd+4−a(U, T̃ )non−p sont de
torsion de type co�ni.
• la proposition 3.7 reste vraie pour l 6= p.
• concernant la proposition 3.9, on a une suite exacte :⊕

v∈X(1)

Hd+1−a(Kv, T̃t)non−p → Hd+2−a
c (U, T̃t)non−p → Dd+2−a(U, T̃t)non−p → 0.

• le théorème 3.10 fournit un accouplement parfait de groupes �nis :

Xa(T )non−p ×Xd+3−a(T̃ )non−p → Q/Z.

4 Groupes de type multiplicatif

Soit a ∈ {0, 1, ..., d + 1} �xé. Soient T̂1 et T̂2 deux Gal(Ks/K)-modules qui,
comme groupes abéliens, sont libres de type �ni. Notons Ť1 = Hom(T̂1,Z) et
Ť2 = Hom(T̂2,Z). Posons aussi T1 = Ť1 ⊗L Z(a)[1] et T2 = Ť2 ⊗L Z(a)[1]. Comme
dans les sections précédentes, introduisons T̃1 = T̂1 ⊗L Z(d + 1 − a), T̃2 = T̂2 ⊗L

Z(d+ 1− a), T̃1t = T̂1⊗L Q/Z(d+ 1− a) et T̃2t = T̂2⊗L Q/Z(d+ 1− a), ainsi que
T1t = Ť1 ⊗L Q/Z(a)[1] et T2t = Ť2 ⊗L Q/Z(a)[1].
Considérons maintenant un morphisme ρ̂ : T̂2 → T̂1. Un tel morphisme induit
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des morphismes ρ : T1 → T2, ρ̌ : Ť1 → Ť2, ρ̃ : T̃2 → T̃1, ρ̃t : T̃2t → T̃1t et
ρt : T1t → T2t. Soit G = [T1 → T2] le cône de ρ, de sorte que l'on a un triangle
distingué T1 → T2 → G → T1[1]. Soit G̃ = [T̃2 → T̃1] le cône du morphisme ρ̃, de
sorte que l'on a alors un triangle distingué T̃2 → T̃1 → G̃→ T̃2[1]. On notera aussi
Gt = [T1t → T2t] le cône de ρt et G̃t = [T̃2t → T̃1t] le cône de ρ̃t, et on remarquera
que l'on a des triangles distingués :

G→ G⊗Q→ Gt → G[1] et G̃→ G̃⊗Q→ G̃t → G̃[1].

Donnons-nous maintenant T̂1 et T̂2 des faisceaux dé�nis sur un ouvert U0 de X,
localement isomorphes à des faisceaux constants libres de type �ni et étendant
respectivement T̂1 et T̂2, ainsi qu'un morphisme T̂2 → T̂1 étendant ρ̂. Notons
Ť1 = Hom(T̂1,Z) et Ť2 = Hom(T̂2,Z), ainsi que T1 = Ť1 ⊗L Z(a)[1] et T2 =
Ť2 ⊗L Z(a)[1], et introduisons T̃1 = T̂1 ⊗L Z(d + 1 − a), T̃2 = T̂2 ⊗L Z(d + 1 − a),
T̃1 = T̂1⊗LQ/Z(d+1−a) et T̃2 = T̂2⊗LQ/Z(d+1−a). Le morphisme T̂2 → T̂1 induit
des morphismes T1 → T2, Ť1 → Ť2, T̃2 → T̃1 et T̃2t → T̃1t. Soient G = [T1 → T2] et
G̃ = [T̃2 → T̃1], de sorte que l'on a des triangles distingués T1 → T2 → G → T1[1]
et T̃2 → T̃1 → G̃ → T̃2[1]. On notera aussi Gt = [T1t → T2t] et G̃t = [T̃2t → T̃1t], et
on remarquera que l'on a des triangles distingués :

G → G ⊗Q→ Gt → G[1] et G̃ → G̃ ⊗Q→ G̃t → G̃[1].

Remarque 4.1. Soit Φ un groupe de type multiplicatif sur K. Il existe deux tores
T1 et T2 s'insérant dans une suite exacte 1 → Φ → T1 → T2 → 0. On en déduit
que Φ est quasi-isomorphe au complexe [T1 → T2][−1].

Remarque 4.2. Lorsque a = d = 1, on remarque que G̃[1] est le complexe [T ′2 →
T ′1], où T ′1 et T ′2 désignent les tores duaux de T1 et T2 respectivement.

Dans la suite, nous cherchons à établir un théorème de dualité type Poitou-Tate
pour G. Comme dans la section 3, le dual de G qui apparaîtra dans le théorème sera
le complexe G̃. Cependant, pour le prouver, il sera utile de faire appel au complexe
G̃t qui peut être approché par des modules �nis auxquels on peut appliquer les
théorèmes de la section qui leur était consacrée.

Lemme 4.3. (Dé�nition de l'accouplement)
On dispose d'accouplements naturels :

G⊗L G̃→ Z(d+ 1)[2] et G ⊗L G̃ → Z(d+ 1)[2]

qui, dans le cas où T̂1 = 0, coïncident avec les accouplements :

T2 ⊗L T̃2 → Z(d+ 1)[1] et T2 ⊗L T̃2 → Z(d+ 1)[1],

dé�nis au début de la section 3.
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Démonstration. Nous allons construire le premier accouplement, le deuxième étant
tout à fait analogue.
Remarquons que [Ť1 → Ť2]⊗L [T̂2 → T̂1] s'identi�e au complexe :

[Ť1 ⊗ T̂2
(−Id⊗ρ̂)⊕(ρ̌⊗Id)// (Ť1 ⊗ T̂1)⊕ (Ť2 ⊗ T̂2)

ρ̌⊗Id+Id⊗ρ̂ // Ť2 ⊗ T̂1].

On véri�e aisément que le diagramme suivant commute :

Ť1 ⊗ T̂2
Id⊗ρ̂ //

ρ̌⊗Id
��

Ť1 ⊗ T̂1

��
Ť2 ⊗ T̂2

// Z
ce qui permet de dé�nir un morphisme [Ť1 → Ť2]⊗L [T̂2 → T̂1]→ Z[1]. On a donc
des morphismes :

G⊗L G̃ = ([Ť1 → Ť2]⊗L Z(a)[1])⊗L ([T̂2 → T̂1]⊗L Z(d+ 1− a))

→ Z[1]⊗L Z(a)[1]⊗L Z(d+ 1− a)→ Z(d+ 1)[2].

On en déduit en particulier des accouplements :

Hr(U,G)×Hd+2−r
c (U, G̃)→ Q/Z,

Hr(Kv, G)×Hd+1−r(Kv, G̃)→ Q/Z,

pour chaque ouvert non vide U de U0.

Proposition 4.4. (Artin-Verdier dans le cadre �ni)
Pour r ∈ Z, on a un accouplement parfait de groupes �nis :

Hr(U,G ⊗L Z/nZ)×Hd+1−r
c (U, G̃ ⊗L Z/nZ)→ Q/Z.

Démonstration. En remarquant que Z/nZ⊗L Z/nZ s'identi�e au complexe [Z→
Z ⊕ Z → Z] où la première �èche est donnée par x 7→ (nx,−nx) et la deuxième
par (x, y) 7→ n(x+ y), on peut dé�nir un accouplement Z/nZ⊗L Z/nZ→ Z[1] en
envoyant (x, y) ∈ Z⊕ Z sur x+ y ∈ Z. Cela permet de dé�nir un accouplement :

(G ⊗L Z/nZ)⊗L (G̃ ⊗L Z/nZ)→ Z(d+ 1)[3],

d'où un accouplement

Hr(U,G ⊗ Z/nZ)×Hd+1−r
c (U, G̃ ⊗ Z/nZ)→ Q/Z.

En exploitant les triangles distingués T1⊗LZ/nZ→ T2⊗LZ/nZ→ G⊗LZ/nZ→
T1 ⊗L Z/nZ[1] et T̃2 ⊗L Z/nZ → T̃1 ⊗L Z/nZ → G̃ ⊗L Z/nZ → T̃2 ⊗L Z/nZ[1]
et en faisant appel à la proposition 2.1, on dispose d'un diagramme commutatif à
lignes exactes de groupes �nis :

Hr(U, T1 ⊗L Z/nZ) //

∼=
��

Hr(U, T2 ⊗L Z/nZ) //

∼=
��

Hr(U,G ⊗L Z/nZ) //

��

...

Hd+2−r
c (U, T̃1 ⊗L Z/nZ)D // Hd+2−r

c (U, T̃2 ⊗L Z/nZ)D // Hd+1−r
c (U, G̃ ⊗L Z/nZ)D // ...
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... // Hr+1(U, T1 ⊗L Z/nZ) //

∼=
��

Hr+1(U, T1 ⊗L Z/nZ)

∼=
��

... // Hd+1−r
c (U, T̃1 ⊗L Z/nZ)D // Hd+1−r

c (U, T̃2 ⊗L Z/nZ)D.
On en déduit que la �èche verticale centrale est un isomorphisme.

Théorème 4.5. (Artin-Verdier pour les groupes de type multiplicatif)
Soit r ∈ Z. Pour chaque nombre premier l, on a un accouplement parfait de groupes
�nis :

Hr(U,G){l}(l) ×Hd+2−r
c (U, G̃)(l){l} → Q/Z.

Démonstration. Pour chaque entier naturel n, on dispose des triangles distingués :

G → G → G ⊗L Z/lnZ→ G[1],

G̃ → G̃ → G̃ ⊗L Z/lnZ→ G̃[1].

On en déduit des suites exactes de groupes �nis :

0→ Hr−1(U,G)/ln → Hr−1(U,G ⊗L Z/lnZ)→ lnH
r(U,G)→ 0,

0→ Hd+2−r
c (U, G̃)/ln → Hd+2−r

c (U, G̃ ⊗L Z/lnZ)→ lnH
d+3−r
c (U, G̃)→ 0.

En passant à la limite inductive dans la première suite et à la limite projective
dans la deuxième, on obtient des suites exactes :

0→ Hr−1(U,G)⊗Ql/Zl → lim−→
n

Hr−1(U,G ⊗L Z/lnZ)→ Hr(U,G){l} → 0,

0→ Hd+2−r
c (U, G̃)(l) → lim←−

n

Hd+2−r
c (U, G̃ ⊗L Z/lnZ)→ lim←−

n

lnH
d+3−r
c (U, G̃)→ 0.

En remarquant que Hr−1(U,G)⊗Ql/Zl est divisible et que lim←−n lnH
d+3−r
c (U, G̃) est

sans torsion et en utilisant la proposition 4.4, on obtient alors des isomorphismes :

Hr(U,G){l}(l) ∼= (lim−→
n

Hr−1(U,G ⊗L Z/lnZ))(l) ∼= (lim−→
n

Hd+2−r
c (U, G̃ ⊗L Z/lnZ)D)(l)

∼= (lim←−
n

Hd+2−r
c (U, G̃ ⊗L Z/lnZ)){l}D ∼= Hd+2−r

c (U, G̃)(l){l}D.

Lemme 4.6. Soit l un nombre premier. Supposons que le morphisme Ť1 → Ť2 est
injectif et que KM

a (L){l} est d'exposant �ni pour toute extension �nie L de Kv.
Alors le groupe Ha−1(Kv, G){l} est d'exposant �ni.

Démonstration. Notons Q le conoyau de Ť1 → Ť2, de sorte que l'on a un quasi-
isomorphisme G ∼= Q⊗LZ(a)[1]. On peut alors trouver un Gal(Ks/K)-module �ni
F et un Gal(Ks/K)-module sans torsion de type �ni M s'insérant dans une suite
exacte de Gal(Ks/K)-modules 0 → F → Q → M → 0. On en déduit une suite
exacte :

Ha(Kv, F ⊗L Z(a))→ Ha−1(Kv, G)→ Ha(Kv,M ⊗L Z(a)).
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Le groupe Ha(Kv, F ⊗L Z(a)) est bien sûr d'exposant �ni. De plus, si L est une
extension �nie de Kv de degré e telle que Gal(Ks/L) agit trivialement sur M , on
a, pour un certain entier naturel n, un diagramme commutatif :

Ha(Kv,M ⊗ Z(a)) Res //

·e

**

Ha(L,Z(a))n

Cor

��
Ha(Kv,M ⊗ Z(a))

L'isomorphisme de Suslin-Nesterenko-Totaro s'écrit Ha(L,Z(a)) ∼= KM
a (L). Par

conséquent, l'hypothèse impose que Ha(L,Z(a)){l} est d'exposant �ni, et on en
déduit immédiatement que Ha(Kv,M ⊗Z(a)){l} et Ha−1(Kv, G){l} le sont aussi.

Proposition 4.7. (i) Supposons que le morphisme T̂2 → T̂1 est injectif. Alors les
groupes Ha−1(Kv, G) et Ha−1(Kh

v , G) sont d'exposant �ni.
(ii) Soit l un nombre premier. Supposons que KM

a (L){l} est d'exposant �ni pour
toute extension �nie L de Kv. Alors le groupe Ha−1(Kv, G){l} est d'exposant
�ni.

Remarque 4.8. L'hypothèse sur la K-théorie de Milnor est toujours véri�ée
lorsque a = 0, ainsi que lorsque k1 est un corps p-adique et l 6= p. En e�et, le mor-
phisme Ha−1(L,Q/Z(a)){l} → Ha(L,Z(a)){l} est surjectif et, si k1 est p-adique
et l 6= p, le groupe Ha−1(L,Q/Z(a)){l} est �ni d'après la proposition 1.16(i) du
chapitre 3.

Démonstration. (i) À l'aide du triangle distingué :

Ker(T1 → T2)[1]→ G→ Coker(T1 → T2)→ Ker(T1 → T2)[2], (1.25)

on obtient une suite exacte :

Ha(Kv,Ker(T1 → T2))→ Ha−1(Kv, G)→ Ha−1(Kv,Coker(T1 → T2)).

Comme nous l'avons déjà vu plusieurs fois, le groupe

Ha(Kv,Ker(T1 → T2)) ∼= Ha(Kv,Ker(Ť1 → Ť2)⊗L Z(a)[1])

est �ni. De plus, le morphisme T̂2 → T̂1 étant injectif, le conoyau de Ť1 → Ť2

est �ni. Un argument de restriction-corestriction prouve alors que le groupe
Ha−1(Kv,Coker(T1 → T2)) est d'exposant �ni. On en déduit que Ha−1(Kv, G)
est d'exposant �ni. On prouve exactement de la même manière que Ha−1(Kh

v , G)
est d'exposant �ni.

(ii) En notant Im(T1 → T2) = Im(Ť1 → Ť2)⊗ Z(a), le triangle distingué (1.25) se
réécrit :

[T1 → Im(T1 → T2)]→ G→ [Im(T1 → T2)→ T2]→ [T1 → Im(T1 → T2)][1],

d'où une suite exacte :

Ha−1(Kv, [T1 → Im(T1 → T2)])→ Ha−1(Kv, G)→ Ha−1(Kv, [Im(T1 → T2)→ T2]).
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D'après (i), le groupe Ha−1(Kv, [T1 → Im(T1 → T2)]) est d'exposant �ni, et
d'après le lemme 4.6, Ha−1(Kv, [Im(T1 → T2) → T2]){l} l'est aussi. On en
déduit que Ha−1(Kv, G){l} est d'exposant �ni.

Proposition 4.9. (Dualité locale pour les groupes de type multiplicatif)
(i) Le morphisme naturel Ha−1(Kv, G)∧ → (Hd+2−a(Kv, G̃))D est injectif.
(ii) Supposons que le morphisme T̂2 → T̂1 est injectif. On a alors un accouplement
parfait :

Ha−1(Kv, G)∧ ×Hd+2−a(Kv, G̃)→ Q/Z.
Démonstration. (i) Soit n > 0 un entier. On dispose d'un diagramme commutatif
à lignes exactes :

Ha−1(Kv , T1 ⊗ Z/nZ) //

∼=
��

Ha−1(Kv , T2 ⊗ Z/nZ) //

∼=
��

Ha−1(Kv , G⊗ Z/nZ) //

��

...

Hd+2−a(Kv , T̃1 ⊗ Z/nZ)D // Hd+2−a(Kv , T̃2 ⊗ Z/nZ)D // Hd+1−a(Kv , G̃⊗ Z/nZ)D // ...

... // Ha(Kv , T1 ⊗ Z/nZ) //

∼=
��

Ha(Kv , T2 ⊗ Z/nZ)

∼=
��

... // Hd+1−a(Kv , T̃1 ⊗ Z/nZ)D // Hd+1−a(Kv , T̃2 ⊗ Z/nZ)D.

Le lemme des cinq fournit alors une dualité parfaite de groupes �nis :

Ha−1(Kv, G⊗ Z/nZ)×Hd+1−a(Kv, G̃⊗ Z/nZ)→ Q/Z.

On a alors un diagramme commutatif à lignes exactes :

0 // Ha−1(Kv, G)/n //

��

Ha−1(Kv, G⊗ Z/nZ) //

∼=
��

...

0 // (nH
d+2−a(Kv, G̃))D // Hd+1−a(Kv, G̃⊗ Z/nZ)D // ...

... //
nH

a(Kv, G) //

��

0

... // (Hd+1−a(Kv, G̃)/n)D // 0.

Par conséquent, la �èche Ha−1(Kv, G)/n→ (nH
d+2−a(Kv, G̃))D est injective. Il

su�t alors de passer à la limite projective sur n.
(ii) Les triangles distingués T1 → T2 → G → T1[1] et T̃2 → T̃1 → G̃ → T̃2[1]
fournissent des suites exactes :

Ha−1(Kv, T1)→ Ha−1(Kv, T2)→ Ha−1(Kv, G)→
→ Ha(Kv, T1)→ Ha(Kv, T2),

(1.26)

Hd+2−a(Kv, T̃2)→ Hd+2−a(Kv, T̃1)→ Hd+2−a(Kv, G̃)→
→ Hd+3−a(Kv, T̃2)→ Hd+3−a(Kv, T̃1).

(1.27)

Exploitons ces deux suites :
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• Comme Ha(Kv, T1) et Ha(Kv, T2) sont �nis et Ha−1(Kv, G) est d'exposant
�ni d'après la proposition 4.7, la suite (1.26) impose que la suite

Ha−1(Kv, T2)∧ → Ha−1(Kv, G)∧ → Ha(Kv, T1)→ Ha(Kv, T2)

est exacte. De plus, Ha−1(Kv, T1)∧ → Ha−1(Kv, T2)∧ → Ha−1(Kv, G)∧ est un
complexe.
• Les groupes de la suite (1.27) étant discrets de torsion, on obtient une suite
exacte

Hd+3−a(Kv, T̃1)D → Hd+3−a(Kv, T̃2)D → Hd+2−a(Kv, G̃)D

→ Hd+2−a(Kv, T̃1)D → Hd+2−a(Kv, T̃2)D.

On obtient alors un diagramme commutatif :

Ha−1(Kv, T1)∧ //

∼=
��

Ha−1(Kv, T2)∧ //

∼=
��

Ha−1(Kv, G)∧ //

��

...

Hd+3−a(Kv, T̃1)D // Hd+3−a(Kv, T̃2)D // Hd+2−a(Kv, G̃)D // ...

... // Ha(Kv, T1) //

∼=
��

Ha(Kv, T2)

∼=
��

... // Hd+2−a(Kv, T̃1)D // Hd+2−a(Kv, T̃2)D

où la première ligne est un complexe dont les quatre derniers termes forment
une suite exacte, la deuxième ligne est exacte, et les isomorphismes proviennent
de la proposition 3.5. On en déduit que le morphisme vertical central est un
isomorphisme. On en déduit que l'accouplement :

Ha−1(Kv, G)∧ ×Hd+2−a(Kv, G̃)→ Q/Z

est parfait.

On dé�nit :
• Dd+3−a(U, G̃) = Im(Hd+3−a

c (U, G̃)→ Hd+3−a(K, G̃)),
• Dd+2−a(U, G̃t) = Im(Hd+2−a

c (U, G̃t)→ Hd+2−a(K, G̃t)),
• Dd+2−a(U, G̃ ⊗ Z/nZ) = Im(Hd+2−a

c (U, G̃ ⊗ Z/nZ)→ Hd+2−a(K, G̃⊗ Z/nZ)).
• Da(U,G) = Im(Ha

c (U,G)→ Ha(K,G)),
• Da−1(U,Gt) = Im(Ha−1

c (U,Gt)→ Ha−1(K,Gt)),
• Da−1(U,G ⊗ Z/nZ) = Im(Ha−1

c (U,G ⊗ Z/nZ)→ Ha−1(K,G⊗ Z/nZ)).

Lemme 4.10. (i) Le groupe Hd+3−a(U, G̃) est de torsion de type co�ni.
(ii) Le groupe Hd+2−a(Kv, G̃) est de torsion de type co�ni pour v ∈ X(1).
(iii) Le groupe Hd+2−a(Kh

v , G̃) est de torsion de type co�ni pour v ∈ X(1).

Si T̂2 → T̂1 est injectif, alors :

74



Ch. 1. - Théorèmes de dualité pour les corps de fonctions sur des corps locaux supérieurs

(iv) Le groupe Ha(U,G) est de torsion de type co�ni.
(v) Le groupe Ha−1(Kv, G) est de torsion de type co�ni pour v ∈ X(1).
(vi) Le groupe Ha−1(Kh

v , G) est de torsion de type co�ni pour v ∈ X(1).

Démonstration. (i) La proposition 3.6 montre que Hd+3−a(U, T̃1) et Hd+4−a(U, T̃2)
sont de torsion de type co�ni. La suite exacte Hd+3−a(U, T̃1)→ Hd+3−a(U, G̃)→
Hd+4−a(U, T̃2) permet alors de conclure.

(ii) Les groupes Hd+2−a(Kv, T̂1 ⊗Q(d + 1− a)) et Hd+3−a(K, T̂2 ⊗Q(d + 1− a))
sont nuls. Par conséquent, les suites exactes :

Hd+1−a(Kv, T̃1t)→ Hd+2−a(Kv, T̃1)→ Hd+2−a(Kv, T̂1 ⊗Q(d+ 1− a)),

Hd+2−a(Kv, T̃2t)→ Hd+3−a(Kv, T̃2)→ Hd+3−a(Kv, T̂2 ⊗Q(d+ 1− a))

fournissent des morphismes surjectifs Hd+1−a(Kv, T̃1t) → Hd+2−a(Kv, T̃1) et
Hd+2−a(Kv, T̃2t)→ Hd+3−a(Kv, T̃2). On en déduit que les groupesHd+2−a(Kv, T̃1)
et Hd+3−a(Kv, T̃2) sont de torsion de type co�ni. La suite exacte

Hd+2−a(Kv, T̃1)→ Hd+2−a(Kv, G̃)→ Hd+3−a(Kv, T̃2)

permet alors de conclure.
(iii) La preuve est identique à celle de (ii).
(iv) Le triangle distingué Ker(T1 → T2)[1] → G → Coker(T1 → T2) → Ker(T1 →
T2)[2] fournit une suite exacte :

Ha+1(U,Ker(T1 → T2))→ Ha(U,G)→ Ha(U,Coker(T1 → T2)).

Comme T̂2 → T̂1 est injectif, le conoyau de Ť1 → Ť2 est �ni, et donc le groupe
Ha(U,Coker(T1 → T2)) est d'exposant �ni. De plus, comme Ha+1(U,Q/Z(a))→
Ha+2(U,Z(a)) est surjectif, un argument de restriction-corestriction montre que
Ha+1(U,Ker(T1 → T2)) est de torsion. Par conséquent, Ha(U,G) est de torsion.
Reste à montrer qu'il est de type co�ni. Mais cela découle immédiatement de la
suite exacte :

0→ Ha−1(U,G)/n→ Ha−1(U,G ⊗ Z/nZ)→ nH
a(U,G)→ 0.

(v) Nous avons déjà montré dans la proposition 4.7 queHa−1(Kv, G) est de torsion.
Le même argument qu'en (iv) montre qu'il est de type co�ni.

(vi) La preuve est identique à celle de (v).

Corollaire 4.11. (i) Les groupes Hd+3−a
c (U, G̃) et Dd+3−a(U, G̃) sont de torsion

de type co�ni.
(ii) Si T̂2 → T̂1 est injectif, les groupes Ha

c (U,G) et Da(U,G) sont de torsion de
type co�ni.

Démonstration. (i) La suite exacte
⊕

v∈X\U H
d+2−a(Kh

v , G̃) → Hd+3−a
c (U, G̃) →

Hd+3−a(U, G̃) prouve queHd+3−a
c (U, G̃) est de torsion de type co�ni. On en déduit

que Dd+3−a(U, G̃) est aussi de torsion de type co�ni.
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(ii) La preuve est identique à celle de (i).

Lemme 4.12. Soit L = K, Kv ou Kh
v pour un certain v ∈ X(1).

(i) Le morphisme Hd+2−a(L, G̃t)→ Hd+3−a(L, G̃) est un isomorphisme. En parti-
culier, Xd+2−a(G̃t) ∼= Xd+3−a(G̃).

(ii) Supposons que T̂2 → T̂1 est injectif. Le morphisme Ha−1(L,Gt) → Ha(L,G)
est un isomorphisme. En particulier, Xa−1(Gt) ∼= Xa(G).

Démonstration. (i) On a des suites exactes :

Hd+2−a(L, G̃⊗Q)→ Hd+2−a(L, G̃t)→ Hd+3−a(L, G̃)→ Hd+3−a(L, G̃⊗Q),

Hd+2−a(L, T̃1 ⊗Q)→ Hd+2−a(L, G̃⊗Q)→ Hd+3−a(L, T̃2 ⊗Q),

Hd+3−a(L, T̃1 ⊗Q)→ Hd+3−a(L, G̃⊗Q)→ Hd+4−a(L, T̃2 ⊗Q).

Or les groupes Hd+2−a(L, T̃1 ⊗ Q), Hd+3−a(L, T̃2 ⊗ Q), Hd+3−a(L, T̃1 ⊗ Q) et
Hd+4−a(L, T̃2⊗Q) sont nuls d'après le lemme 3.1. On en déduit que le morphisme

Hd+2−a(L, G̃t)→ Hd+3−a(L, G̃)

est un isomorphisme.
(ii) Il su�t de véri�er que Ha−1(L,G⊗Q) et Ha(L,G⊗Q) sont nuls. La nullité de
Ha(L,G⊗Q) est évidente (puisque Ha(L, T2⊗Q) et Ha+1(L, T1⊗Q) sont nuls
d'après le lemme 3.1). Pour montrer la nullité de Ha−1(L,G⊗Q), on considère
la suite exacte :

Ha(L,Ker(T1⊗Q→ T2⊗Q))→ Ha−1(L,G⊗Q)→ Ha−1(L,Coker(T1⊗Q→ T2⊗Q)).

Le groupe Ha(L,Ker(T1 ⊗ Q → T2 ⊗ Q)) est nul d'après le lemme 3.1, et le
groupe Ha−1(L,Coker(T1 ⊗ Q → T2 ⊗ Q)) est nul car T̂2 → T̂1 est injectif (et
donc Coker(Ť1 → Ť2) est �ni). Cela entraîne la nullité de Ha−1(L,G⊗Q).

Proposition 4.13. (i) Soit l un nombre premier. Il existe un ouvert U1 de U0 tel
que, pour tout ouvert non vide U de U1, on a

Dd+3−a(U, G̃){l} = Dd+3−a(U1, G̃){l} = Xd+3−a(K, G̃){l},
Dd+2−a(U, G̃t){l} = Dd+2−a(U1, G̃t){l} = Xd+2−a(K, G̃t){l}.

(ii) Supposons que T̂2 → T̂1 est injectif. Soit l un nombre premier. Il existe un
ouvert U2 de U0 tel que, pour tout ouvert non vide U de U2, on a

Da(U,G){l} = Da(U2,G){l} = Xa(K,G){l},
Da−1(U,Gt){l} = Da−1(U2,Gt){l} = Xa−1(K,Gt){l}.
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Démonstration. (i) Comme Dd+2−a(U0, G̃t) et Dd+3−a(U0, G̃) sont de torsion de
type co�ni d'après le corollaire 4.11, la preuve est tout à fait analogue à celle de
la proposition 3.7, à condition de montrer que les restrictions Hd+2−a(Kh

v , G̃t)→
Hd+2−a(Kv, G̃t) et Hd+3−a(Kh

v , G̃) → Hd+3−a(Kv, G̃) sont des isomorphismes.
On se contentera donc d'établir ce dernier résultat.
Pour ce faire, on remarque que, pour v ∈ X(1), on a un diagramme commutatif :

Hd+3−a(Kh
v , G̃) // Hd+3−a(Kv, G̃)

Hd+2−a(Kh
v , G̃t) //

OO

Hd+2−a(Kv, G̃t)

OO

D'après le lemme 4.12, les �èches verticales sont des isomorphismes. De plus, la
�èche Hd+2−a(Kh

v , G̃t)→ Hd+2−a(Kv, G̃t) est aussi un isomorphisme puisqu'elle
s'insère dans le diagramme commutatif à lignes exactes :

Hd+2−a(Kh
v , T̃2t) //

∼=
��

Hd+2−a(Kh
v , T̃1t) //

∼=
��

Hd+2−a(Kh
v , G̃t) //

��

...

Hd+2−a(Kv, T̃2t) // Hd+2−a(Kv, T̃1t) // Hd+2−a(Kv, G̃t) // ...

... // Hd+3−a(Kh
v , T̃2t) //

∼=
��

Hd+3−a(Kh
v , T̃1t)

∼=
��

... // Hd+3−a(Kv, T̃2t) // Hd+3−a(Kv, T̃1t).

La restriction Hd+3−a(Kh
v , G̃)→ Hd+3−a(Kv, G̃) est donc un isomorphisme.

(ii) La preuve est tout à fait analogue.

Lemme 4.14. On a des suites exactes :

⊕
v∈X(1)

Hd+1−a(Kv, G̃⊗ Z/nZ)→ Hd+2−a
c (U, G̃ ⊗ Z/nZ)→ Dd+2−a(U, G̃ ⊗ Z/nZ)→ 0,⊕

v∈X(1)

Ha−2(Kv, G⊗ Z/nZ)→ Ha−1
c (U,G ⊗ Z/nZ)→ Da−1(U,G ⊗ Z/nZ)→ 0.

Démonstration. On montre uniquement la première suite exacte, la deuxième étant
tout à fait analogue. Pour ce faire, on remarque qu'en procédant exactement de
la même manière que pour les modules �nis (voir proposition 4.2 et théorème
4.4 de [HSz16]), il su�t de montrer que le morphisme Hd+2−a(Ohv , G̃ ⊗ Z/nZ) →
Hd+2−a(Kh

v , G̃⊗ Z/nZ) est injectif. Or on dispose d'un diagramme commutatif à
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lignes exactes :

Hd+2−a(Ohv , T̃2 ⊗ Z/nZ) //
� _

��

Hd+2−a(Ohv , T̃1 ⊗ Z/nZ) //
� _

��

...

Hd+2−a(Kh
v , T̃2 ⊗ Z/nZ) // Hd+2−a(Kh

v , T̃1 ⊗ Z/nZ) // ...

... // Hd+2−a(Ohv , G̃ ⊗ Z/nZ) //

��

Hd+3−a(Ohv , T̃2 ⊗ Z/nZ)� _

��

... // Hd+2−a(Kh
v , G̃⊗ Z/nZ) // Hd+3−a(Kh

v , T̃2 ⊗ Z/nZ),

et les deux �èches verticales de gauche admettent des sections qui font commuter
le diagramme :

Hd+2−a(Ohv , T̃2 ⊗ Z/nZ) // Hd+2−a(Ohv , T̃1 ⊗ Z/nZ)

Hd+2−a(Kh
v , T̃2 ⊗ Z/nZ) //

OO

Hd+2−a(Kh
v , T̃1 ⊗ Z/nZ).

OO

Une chasse au diagramme permet alors de conclure que Hd+2−a(Ohv , G̃ ⊗Z/nZ)→
Hd+2−a(Kh

v , G̃⊗ Z/nZ) est injectif, ce qui achève la preuve.

Lemme 4.15. On a des suites exactes :⊕
v∈X(1)

Hd+1−a(Kv, G̃t)→ Hd+2−a
c (U, G̃t)→ Dd+2−a(U, G̃t)→ 0,⊕

v∈X(1)

Ha−2(Kv, Gt)→ Ha−1
c (U,Gt)→ Da−1(U,Gt)→ 0.

Démonstration. On montre uniquement la première suite exacte, la deuxième étant
tout à fait analogue. On a un diagramme commutatif à lignes exactes :
lim−→n

Hd+1−a(Kv , T̃2 ⊗ Z/nZ) //

∼=
��

lim−→n
Hd+1−a(Kv , T̃1 ⊗ Z/nZ) //

∼=
��

lim−→n
Hd+1−a(Kv , G̃⊗ Z/nZ) //

��

...

Hd+1−a(Kv , T̃2t) // Hd+1−a(Kv , T̃1t) // Hd+1−a(Kv , G̃t) // ...

... // lim−→n
Hd+2−a(Kv , T̃2 ⊗ Z/nZ) //

∼=
��

lim−→n
Hd+2−a(Kv , T̃1 ⊗ Z/nZ)

∼=
��

... // Hd+2−a(Kv , T̃2t) // Hd+2−a(Kv , T̃1t).

Le lemme des cinq permet alors d'établir que lim−→n
Hd+1−a(Kv, G̃ ⊗ Z/nZ) ∼=

Hd+1−a(Kv, G̃t). De la même manière, on prouve que lim−→n
Hd+2−a
c (U, G̃ ⊗Z/nZ) ∼=

Hd+2−a
c (U, G̃t) et que lim−→n

Hd+2−a(K, G̃ ⊗ Z/nZ) ∼= Hd+2−a(K, G̃t). Cela montre

que lim−→n
Dd+2−a(U, G̃ ⊗ Z/nZ) = Dd+2−a(U, G̃t). En passant à la limite inductive

dans les suites exactes :⊕
v∈X(1)

Hd+1−a(Kv, G̃⊗Z/nZ)→ Hd+2−a
c (U, G̃⊗Z/nZ)→ Dd+2−a(U, G̃⊗Z/nZ)→ 0
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on obtient la suite exacte voulue.

Proposition 4.16. (i) Soit l un nombre premier. Soit U un ouvert de U1. On a
une suite exacte :⊕

v∈X(1)

Hd+2−a(Kv, G̃){l} → Hd+3−a
c (U, G̃){l} → Dd+3−a(U, G̃){l} → 0.

(ii) Supposons T̂2 → T̂1 injectif. Soit l un nombre premier. Soit U un ouvert de
U2. On a une suite exacte :⊕

v∈X(1)

Ha−1(Kv, G){l} → Ha
c (U,G){l} → Da(U,G){l} → 0.

Démonstration. (i) On dispose d'un diagramme commutatif où, d'après le lemme
4.15, la première ligne est exacte :⊕

v∈X(1) Hd+1−a(Kv, G̃t){l} //

��

Hd+2−a
c (U, G̃t){l} //

��

Dd+2−a(U, G̃t){l} //

��

0

⊕
v∈X(1) Hd+2−a(Kv, G̃){l} // Hd+3−a

c (U, G̃){l} // Dd+3−a(U, G̃){l} // 0

Il su�t donc de montrer que les morphismes verticaux sont des isomorphismes.
• On dispose de la suite exacte :

Hd+1−a(Kv, G̃⊗Q)→ Hd+1−a(Kv, G̃t)→ Hd+2−a(Kv, G̃)→ Hd+2−a(Kv, G̃⊗Q).

Comme Hd+2−a(Kv, T̃1⊗Q) = Hd+3−a(Kv, T̃2⊗Q) = 0, on a Hd+2−a(Kv, G̃⊗
Q) = 0. Par conséquent, comme Hd+1−a(Kv, G̃ ⊗ Q) est divisible, on obtient

un isomorphisme Hd+1−a(Kv, G̃t) ∼= Hd+2−a(Kv, G̃).
• On dispose de la suite exacte :

Hd+2−a
c (U, G̃ ⊗Q)→ Hd+2−a

c (U, G̃t)→ Hd+3−a
c (U, G̃)→ Hd+3−a

c (U, G̃ ⊗Q).

Comme Hd+3−a(U, T̃1 ⊗Q) = Hd+4−a(U, T̃2 ⊗Q) = 0 (d'après le lemme 3.1),
on a :

Hd+3−a(U, G̃ ⊗Q) = 0.

De plus, Hd+2−a(Kv, G̃ ⊗ Q) = 0 pour tout v ∈ X(1). Donc le groupe
Hd+3−a
c (U, G̃ ⊗ Q) est nul. Par conséquent, comme Hd+2−a

c (U, G̃ ⊗ Q) est

divisible, on obtient un isomorphisme Hd+2−a
c (U, G̃t) ∼= Hd+3−a

c (U, G̃).
• D'après le lemme 4.12, on a un isomorphismeXd+2−a(G̃t) ∼= Xd+3−a(G̃), d'où

un isomorphisme Dd+2−a(U, G̃t){l} ∼= Dd+3−a(U, G̃){l} d'après la proposition
4.13 puisque U ⊆ U1.

(ii) En procédant exactement de la même manière, il s'agit de montrer que l'on
a des isomorphismes Ha−2(Kv, Gt) ∼= Ha−1(Kv, G), Ha−1

c (U,Gt) ∼= Ha
c (U,G) et

Da−1(U,Gt){l} ∼= Da(U,G){l}. On les établit de la même manière que dans (i)
en remarquant que, comme les groupes Ha−1(Kv, G) et Ha

c (U,G) sont de torsion
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et les groupes Ha−1(Kv, G⊗Q) et Ha
c (U,G ⊗Q) sont uniquement divisibles, les

morphismes Ha−1(Kv, G)→ Ha−1(Kv, G⊗Q) et Ha
c (U,G)→ Ha

c (U,G⊗Q) sont
nuls.

Théorème 4.17. (Dualité de Poitou-Tate pour les groupes de type mul-
tiplicatif)
On rappelle que a ∈ {0, 1, ..., d+ 1}.
(i) Soit l un nombre premier. On fait l'une des deux hypothèses suivantes :

(H 4.17.1) le morphisme T̂2 → T̂1 est injectif,

(H 4.17.2) le groupe KM
a (L){l} est d'exposant �ni pour tout corps (d+1)-local

L dont le corps résiduel est une extension �nie de k.

On a alors un accouplement parfait de groupes �nis :

Xa−1(G){l} ×Xd+3−a(G̃){l} → Q/Z.

(ii) Sous l'hypothèse (H 4.17.1), on a un accouplement parfait de groupes �nis :

Xa(G)×Xd+2−a(G̃)→ Q/Z.

Démonstration. (i) Pour U un ouvert de U1, posonsD
a−1
sh (U,G) = Ker(Ha−1(U,G)→∏

v∈X(1) Ha−1(Kv, G)). D'après la proposition 4.16, on dispose d'un diagramme
commutatif à lignes exactes (cf [CTH15], proposition 4.3) :

0 // Da−1
sh (U,G){l} //

��

Ha−1(U,G){l} //

��

∏
v∈X(1) Ha−1(Kv, G){l}

��

0 // (Dd+3−a(U, G̃){l})D // (Hd+3−a
c (U, G̃){l})D // (

⊕
v∈X(1) Hd+2−a(Kv, G̃){l})D

La proposition 4.5 impose que le morphisme vertical central est surjectif et
que son noyau est divisible. De plus, comme l'une des hypothèses (H 4.17.1)
et (H 4.17.2) est satisfaite, la proposition 4.7 impose que Ha−1(Kv, G){l} est
d'exposant �ni pour tout v ∈ X(1). On en déduit que le morphisme naturel
Ha−1(Kv, G){l} → Ha−1(Kv, G)∧ est injectif. La proposition 4.9 montre alors

que le morphisme
∏

v∈X(1) Ha−1(Kv, G){l} → (
⊕

v∈X(1) Hd+2−a(Kv, G̃){l})D est
injectif. Par conséquent le morphisme

Da−1
sh (U,G){l} → (Dd+3−a(U, G̃){l})D

est surjectif et son noyau est divisible. En passant à la limite inductive sur U et
en utilisant la proposition 4.13, on obtient un isomorphisme :

Xa−1(G){l}/Dl
∼= Xd+3−a(G̃){l}

D

,

où Dl est contenu dans le sous-groupe divisible maximal de Xa−1(G){l}. Or
Xd+3−a(G̃){l}

D

est �ni. Par conséquent Dl est le sous-groupe divisible maximal
de Xa−1(G){l} et on a un isomorphisme :

Xa−1(G){l} ∼= Xd+3−a(G̃){l}
D

.
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(ii) La méthode est similaire. Pour U un ouvert de U2, posons D
d+2−a
sh (U, G̃) =

Ker(Hd+2−a(U, G̃) →
∏

v∈X(1) Hd+2−a(Kv, G̃)). D'après la proposition 4.16, on
dispose d'un diagramme commutatif à lignes exactes :

0 // Dd+2−a
sh (U, G̃){l} //

��

Hd+2−a(U, G̃){l} //

��

∏
v∈X(1) Hd+2−a(Kv, G̃)){l}

��
0 // (Da(U,G){l})D // (Ha

c (U,G){l})D // (
⊕

v∈X(1) Ha−1(Kv, G){l})D

La proposition 4.5 impose que le morphisme vertical central est surjectif et que
son noyau est divisible. De plus, l'hypothèse (H 4.17.1) impose que le morphisme
vertical de droite est un isomorphisme d'après les propositions 4.7 et 4.9. Par
conséquent le morphisme Dd+2−a

sh (U, G̃){l} → (Da(U,G){l})D est surjectif et son
noyau est divisible. En passant à la limite inductive sur U et en utilisant la
proposition 4.13, on obtient un isomorphisme :

Xd+2−a(G̃){l}/Dl
∼= Xa(G){l}

D
,

où Dl est contenu dans le sous-groupe divisible maximal de Xd+2−a(G̃){l}. Or
Xa(G){l}

D
est �ni. DoncDl est le sous-groupe divisible maximal deXd+2−a(G̃){l}

et on a un isomorphisme :

Xd+2−a(G̃){l} ∼= Xa(G){l}
D
.

Comme T̂2 → T̂1 est injectif, si l'on note Q son conoyau, G̃ est quasi-isomorphe
à Q ⊗ Z(d + 1 − a). Par conséquent, la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum
(avec un argument de restriction-corestriction) permet d'établir que le groupe
Xd+2−a(G̃) est d'exposant �ni, ce qui achève la preuve.

Corollaire 4.18. On rappelle que a ∈ {0, 1, ..., d+ 1}.
(i) Soit l un nombre premier. On fait l'une des deux hypothèses suivantes :

(H 4.18.1) le morphisme Ť1 → Ť2 est injectif,

(H 4.18.2) le groupe KM
d+1−a(L){l} est d'exposant �ni pour tout corps (d+ 1)-

local L dont le corps résiduel est une extension �nie de k.

On a alors un accouplement parfait :

Xa+1(G){l} ×Xd+1−a(G̃){l} → Q/Z.

(ii) Sous l'hypothèse (H 4.18.1), on a un accouplement parfait :

Xa(G)×Xd+2−a(G̃)→ Q/Z.

Démonstration. Notons H = [T̃2 → T̃1][1] et H̃ = [T1 → T2][−1]. En appliquant le
théorème précédent à H au lieu de G, on obtient :
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• sous (H 4.18.1) ou (H 4.18.2), un accouplement parfait :

Xd−a(H){l} ×Xa+2(H̃){l} → Q/Z,

• sous (H 4.18.1), un accouplement parfait :

Xd+1−a(H)×Xa+1(H̃)→ Q/Z,

d'où le résultat.

Remarque 4.19. (i) Comme indiqué dans la remarque 4.8, l'hypothèse (H 4.17.2)
est toujours véri�ée pour a = 0, ainsi que lorsque k1 est p-adique et l 6= p. Je ne
sais pas si elle est véri�ée dans d'autres cas.

(ii) Soit Φ un groupe de type multiplicatif. Soient T1 et T2 deux tores s'insérant
dans une suite exacte 0→ Φ→ T1 → T2 → 0, de sorte que Φ s'identi�e à G[−1].
On remarque alors que X1(Φ) est de torsion d'exposant �ni et que X3(Φ) est
de torsion. On obtient donc des accouplements parfaits :

X1(Φ)×Xd+2(G̃)→ Q/Z et X2(Φ)×Xd+1(G̃)→ Q/Z,

et si l'hypothèse (H 4.17.2) est véri�ée pour a = d et un certain premier l, on a
aussi un accouplement parfait :

X3(Φ){l} ×Xd(G̃){l} → Q/Z.

(iii) Supposons que a = 1 et que le morphisme Ť1 → Ť2 est injectif. On dispose
alors de trois accouplements parfaits :

X0(G)tors ×Xd+2(G̃)→ Q/Z, X1(G)×Xd+1(G̃)→ Q/Z,

X2(G)×Xd(G̃)tors → Q/Z.

(iv) Si T2 = 0, on retrouve la dualité parfaite Xa(T1)×Xd+3−a(T̃1)→ Q/Z.
(v) Si l'hypothèse (H 4.17.2) est véri�ée pour un certain premier l et T1 = 0, on
obtient une dualité :

Xa−1(T2){l} ×Xd+4−a(T̃2){l} → Q/Z.

Lorsque k1 est p-adique et a = 1, cela prouve en particulier que le groupe
Xd+3(T̃2) est divisible. Toujours sous l'hypothèse (H 4.17.2), en prenant T2 =
Z(a)[1] et à l'aide de la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum et de l'isomor-
phisme de Nesterenko-Suslin-Totaro, on obtient une dualité parfaite :

Ker

KM
a (K)→

∏
v∈X(1)

KM
a (Kv)

 {l} ×Xd+4−a(Z(d+ 1− a)){l} → Q/Z.
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(vi) Les points (iv) et (v) permettent de comprendre mieux les groupes de Tate-
Shafarevich de Z(d) lorsque k1 est p-adique :
• le groupe Xd+1(Z(d)) est nul d'après la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum.
• les groupes Xd+2(Z(d)) et Xd+3(Z(d)) sont divisibles d'après (iv) et (v).
• le groupe Xr(Z(d)) pour r ≥ d+ 4 est nul par dimension cohomologique.

(vii) Dans le paragraphe 3.2 du chapitre 2, le théorème et le corollaire précédents
sont appliqués à l'étude du principe local-global pour les espaces principaux
homogènes sous un K-groupe algébrique linéaire connexe lorsque k = C((t)).

Remarque 4.20. Supposons que k1 est de caractéristique p > 0. Dans ce cas :
• le lemme 4.3 reste vrai.
• la proposition 4.4 reste valable pour n non divisible par p et le théorème 4.5
reste vrai pour l 6= p.
• dans la proposition 4.7, l'assertion (i) reste vraie ; dans (ii) et (iii), il faut sup-
poser l 6= p.
• lorsque T̂2 → T̂1 est injectif, la proposition 4.9 fournit un accouplement parfait :

lim←−
p-n

Ha−1(Kv, G)/n×Hd+2−a(Kv, G̃)non−p → Q/Z;

elle donne une injection lim←−p-nH
a−1(Kv, G)/n → (Hd+2−a(Kv, G̃)non−p)

D dans

le cas général.
• concernant la proposition 4.10 et le corollaire 4.11, les groupesHd+3−a(U, G̃)non−p,
Hd+2−a(Kv, G̃)non−p,Hd+2−a(Kh

v , G̃)non−p,Hd+3−a
c (U, G̃)non−p etDd+3−a(U, G̃)non−p

sont de torsion de type co�ni, et si T̂2 → T̂1 est injectif, les groupesHa(U,G)non−p,
Ha−1(Kv, G)non−p, Ha−1(Kh

v , G)non−p, Ha
c (U,G)non−p et Da(U,G)non−p sont de

torsion de type co�ni.
• le lemme 4.12 reste vrai, de même que la proposition 4.13 si l 6= p et le lemme
4.14 si n n'est pas divisible par p.
• concernant le lemme 4.15, on a une suite exacte :⊕

v∈X(1)

Hd+1−a(Kv, G̃t)non−p → Hd+2−a
c (U, G̃t)non−p → Dd+2−a(U, G̃t)non−p → 0.

• la proposition 4.16 reste vraie pour l 6= p.
• le théorème 4.17 fournit un accouplement parfait :

Xa−1(G)non−p ×Xd+3−a(G̃)non−p → Q/Z

et son corollaire fournit un accouplement parfait :

Xa+1(G)non−p ×Xd+1−a(G̃)non−p → Q/Z.

• le théorème 4.17 fournit un accouplement parfait :

Xa(G)non−p ×Xd+2−a(G̃)non−p → Q/Z

et son corollaire fournit un accouplement parfait :

Xa(G)non−p ×Xd+2−a(G̃)non−p → Q/Z.
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2
Principe local-global pour les

corps de fonctions sur des corps

locaux supérieurs

0 Introduction

Dans ce deuxième chapitre de la thèse, nous allons donner des applications au
principe local-global et à l'approximation faible des résultats obtenus dans le cha-
pitre précédent. Nous étudions notamment le principe local-global pour les algèbres
simples centrales, l'approximation faible pour les tores et le principe local-global
pour les torseurs sous des groupes linéaires connexes sur le corps des fonctions
d'une courbe sur un corps local supérieur.

0.1 Notations supplémentaires

Nous gardons les notations du chapitre 1 :

Faisceaux. Pour F un faisceau sur un schéma X, on note HomX(F,−) (ou
Hom(F,−) s'il n'y a pas d'ambiguïté) le foncteur qui à un faisceau G sur X associe
le faisceau étale U 7→ HomU(F |U , G|U). De même, pour n > 0 et pour F un faisceau
de Z/nZ-modules sur un schéma X, on note HomX,Z/nZ(F,−) (ou HomZ/nZ(F,−)
s'il n'y a pas d'ambiguïté) le foncteur qui à un faisceau de Z/nZ-modules G sur
X associe le faisceau étale U 7→ HomU,Z/nZ(F |U , G|U). Ainsi :

HomX,Z/nZ(F,−) : Faisceaux de Z/nZ-modules sur X → Groupes abéliens

HomX,Z/nZ(F,−) : Faisceaux de Z/nZ-modules sur X → Faisceaux sur X.

On remarquera que les foncteurs dérivés de HomX(F,−) et de HomX,Z/nZ(F,−)
peuvent être di�érents. On notera Ext∗X(F,−) (resp. Ext∗X,Z/nZ(F,−)) les foncteurs
dérivés de HomX(F,−) (resp. HomX,Z/nZ(F,−)).
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Cadre. Dans tout le chapitre, d désigne un entier naturel �xé (éventuellement
nul), k un corps d-local et X une courbe projective lisse géométriquement in-
tègre sur k. On note X(1) l'ensemble de ses points de codimension 1 et K son
corps des fonctions. Pour v ∈ X(1), on note aussi k(v) le corps résiduel de X
et v. Lorsque k0 est �ni, on suppose que le corps k1 est de caractéristique 0 : au-
trement dit, ou bien k0 = C((t)), ou bien d ≥ 1 et k1 est un corps p-adique.
Pour chaque v ∈ X(1), on note Kv le complété de K pour la valuation v et
Ov son anneau des entiers. Lorsque M est un objet de la catégorie dérivée des
Gal(Ks/K)-modules discrets, on note Xr(M) (resp. Xr

S(M), resp. Xr
ω(M)) au

lieu de Xr(K,M) (resp. Xr
S(K,M), resp. Xr

ω(K,M)) s'il n'y a pas d'ambigüité.

Cohomologie à support compact. Pour j : U ↪→ X une immersion ouverte
et F un faisceau sur U , le r-ième groupe de cohomologie à support compact est,
par dé�nition, le groupe Hr

c (U,F) = Hr(X, j!F). On notera aussi RΓc(U,F)
le complexe RΓ(X, j!F), dont le r-ième groupe de cohomologie est le r-ième
groupe de cohomologie à support compact de F . De même, lorsque F• est un
complexe de faisceaux sur U , on notera Hr

c (U,F•) le groupe d'hypercohomologie
Hr(k,Rf∗j!F•) = Hr(X, j!F•), où f désigne le morphisme propre X → Spec k.

Rappels de notations du chapitre 1. Lorsque F est un Gal(Ks/K)-module
�ni, on note F ′ = HomK(F,Q/Z(d + 1)). Lorsque T est un tore sur K, on note
T̂ (resp. Ť ) son module des caractères (resp. cocaractères), T̃ = T̂ ⊗ Z(d) et
T̃t = T̂ ⊗Q/Z(d). De même, si G = [T1 → T2] est un complexe à deux termes de
tores (placés en degrés -1 et 0), on note G̃ = [T̃2 → T̃1] et G̃t = [T̃2t → T̃1t].

0.2 Organisation du chapitre

Ce chapitre est constitué de trois parties. Dans la première section, on étudie le
principe local-global pour les K-algèbres simples centrales. On donne des exemples
de situations où le principe est véri�é, ainsi que des exemples de situations où le
principe n'est pas véri�é :

Théorème 0.1. (théorèmes 1.2 et 1.13 et exemples 1.15 et 1.17)
Pour i ∈ {0, 1, ..., d}, on note ki le corps i-local associé à k et Oki son anneau des
entiers.
(i) Si X est de genre 0, alors X2(Gm) est nul.
(ii) Supposons que k1 est un corps p-adique et que X est une courbe sur k de la
forme Proj(k[x, y, z]/(P (x, y, z))) où P ∈ Ok1 [x, y, z] est un polynôme homo-
gène. Supposons aussi que Proj(k0[x, y, z]/(P (x, y, z))) est une courbe lisse et
géométriquement intègre, où P (x, y, z) ∈ k0[x, y, z] désigne la réduction de P .
Alors X2(Gm) = 0.

(iii) Supposons que k0 = C((t)) et que X est la courbe elliptique sur k d'équation
y2 = x3 +Ax+B avec A,B ∈ k0. Supposons de plus que la courbe elliptique sur
k0 d'équation y2 = x3 + Ax + B admet une réduction modulo t de type additif.
Alors X2(Gm) = 0.
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(iv) Soit p un nombre premier impair. Si k = Qp((t1))...((td−1)) avec d > 1 et X
est la courbe elliptique d'équation y2 = x(1− x)(x− p), alors X2(Gm) 6= 0.

(v) Si k = C((t1))...((td+1)) avec d ≥ 0 et X est la courbe elliptique d'équation
y2 = x(1− x)(x− t1), alors X2(Gm) 6= 0.

La motivation pour étudier cette question est double :
• d'après le théorème 3.10 du chapitre 1, si T est un K-tore, alors on a des accou-
plements parfaits de groupes �nis :

X1(T )×Xd+2(T̃ )→ Q/Z et Xd+1(T̃ )×X2(T )→ Q/Z;

il est donc naturel de se demander si les groupes Xd+2(T̃ ) et X2(T ) sont �-

nis de sorte que Xd+2(T̃ ) = Xd+2(T̃ ) et X2(T ) = X2(T ). Il se trouve que
ces �nitudes sont impliquées par la nullité de X2(L,Gm). En e�et, d'après le
lemme 3.20 du chapitre 1, le groupe X2(L,Gm) est nul si, et seulement si, le
groupe Xd+2(L,Z(d)) l'est, et comme Xd+2(T̃ ) et X2(T ) sont de torsion de
type co�ni, un argument de restriction-corestriction montre que les nullités de
Xd+2(L,Z(d)) et X2(L,Gm) impliquent les �nitudes de Xd+2(T̃ ) et X2(T ).
• les suites de Poitou-Tate des théorèmes 3.22 et 3.24 du chapitre 1 sont exactes
sous l'hypothèse que le principe local-global est vrai sur une certaine extension
�nie de K.

Dans la deuxième section, nous nous intéressons à l'approximation faible pour
les K-tores (on se reportera à la dé�nition 2.1 pour les dé�nitions) :

Théorème 0.2. (théorème 2.4 et corollaires 2.6 et 2.7)
On rappelle que k est un corps d-local et que K est le corps des fonctions de la
k-courbe X. Soient S ⊆ X(1) une partie �nie et T un K-tore.
(i) On a une suite exacte :

0→ T (K)S →
∏
v∈S

T (Kv)→Xd+2
S (T̃ )

D

→X1(T )→ 0,

où T (K)S désigne l'adhérence de T (K) dans
∏

v∈S T (Kv).
(ii) On a une suite exacte :

0→ T (K)→
∏

v∈X(1)

T (Kv)→Xd+2
ω (T̃ )

D

→X1(T )→ 0,

où T (K) désigne l'adhérence de T (K) dans
∏

v∈X(1) T (Kv).

(iii) Le tore T véri�e l'approximation faible si, et seulement si, Xd+2(T̃ ) =
Xd+2

ω (T̃ ).
(iv) Le tore T véri�e l'approximation faible faible si, et seulement si, le groupe de
torsion Xd+2

ω (T̃ ) est de type co�ni. En particulier, lorsque Xd+2(L,Z(d)) = 0
pour une extension �nie L de K déployant T , le tore T véri�e l'approximation
faible faible si, et seulement si, Xd+2

ω (T̃ ) est �ni.
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(v) Le tore T véri�e l'approximation faible faible dénombrable si, et seulement si,
le groupe de torsion Xd+2

ω (T̃ ) est dénombrable.

Remarque 0.3. La preuve de ce théorème mélange les di�cultés qui avaient été
rencontrées dans les articles [HSz16] et [CTH15] : le groupe Xd+2(Z(d)) n'est pas
forcément nul, et le groupe Xd+2

ω (T̃ ) n'est pas forcément �ni (ni même de torsion
de type co�ni).

Finalement, dans la troisième section, nous utilisons les théorèmes de dualité
arithmétique du chapitre 1 a�n d'étudier le principe local-global pour lesK-espaces
principaux homogènes sous un groupe linéaire connexe. Dans le cas où k = C((t)),
nous appliquons les méthodes de Borovoi ([Bor98]) et Sansuc ([San81]), ce qui
permet notamment de montrer que la seule obstruction est l'obstruction de Brauer-
Manin, alors que, dans certains autres cas, nous suivons la méthode de Harari et
Szamuely ([HSz16]).

1 Nullité de X2(Gm)

Dans cette section, nous allons établir dans certains cas la nullité du groupe
X2(Gm). Commençons par un lemme préliminaire :

Lemme 1.1. Les sous-groupes Ker
(
Br(X)→

∏
v∈X(1) Br(k(v))

)
et X2(Gm) de

Br(K) coïncident.

Démonstration. Le schéma X étant intègre et régulier, Br(X) est un sous-groupe
de Br(K). Il en est donc de même de Ker

(
Br(X)→

∏
v∈X(1) Br(k(v))

)
. Montrons

que ce sous-groupe coïncide avec X2(Gm).
Soit x ∈ X2(Gm) ⊆ Br(K). L'image de x dans Br(Kv) est nulle pour chaque
v ∈ X(1). Par conséquent, comme l'application résidu Br(K) → H1(k(v),Q/Z)
(qui est dé�nie dans les paragraphes 1 et 2 de l'annexe du chapitre II de [Ser02])
se factorise par Br(Kv), le résidu de x dans H1(k(v),Q/Z) est nul pour chaque v.
De la suite exacte :

0→ Br(X)→ Br(K)→
⊕
v∈X(1)

H1(k(v),Q/Z)

(exemple III.2.22(a) de [Mil80], p. 106), on déduit alors que x ∈ Br(X). Fixons
maintenant v0 ∈ X(1). On remarque que Br(Ov0) s'injecte dans Br(Kv0) puisque
Ov0 est intègre régulier. Comme l'image de x dans Br(Kv0) est nulle, il en est de
même de l'image de x dans Br(Ov0) et donc de celle dans Br(k(v0)). Cela étant
vrai pour tout v0 ∈ X(1), on obtient l'inclusion :

X2(Gm) ⊆ Ker

Br(X)→
∏

v∈X(1)

Br(k(v))

 .

Réciproquement, soient y ∈ Ker
(
Br(X)→

∏
v∈X(1) Br(k(v))

)
et v0 ∈ X(1). D'après

le corollaire IV.2.13 de [Mil80] (p. 148), le groupe Br(Ov0) est isomorphe à Br(k(v0)).
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On en déduit que l'image de y dans Br(Ov0), et donc dans Br(Kv0), est nulle. Cela
étant vrai pour tout v0 ∈ X(1), on obtient l'inclusion :

Ker

Br(X)→
∏

v∈X(1)

Br(k(v))

 ⊆X2(Gm).

Nous pouvons à présent énoncer un premier résultat concernant la nullité de
X2(Gm) :

Théorème 1.2. Notons X = X ×k ks et supposons que X ∼= P1
k
(c'est-à-dire que

X est la droite projective ou une conique dans P2
k). Alors X

2(Gm) est nul.

Démonstration. ConsidéronsN le noyau du morphisme Br(X)→
∏

v∈X(1) Br(k(v))
et donnons-nous x ∈ N . D'après le lemme 1.1, on a N = X2(Gm). Le corollaire
3.12 du chapitre 1 permet donc de déduire que N est divisible, et on peut consi-
dérer, pour chaque entier n > 0, un élément xn de N tel que x = nxn.
Remarquons maintenant que Br(X) = 0, puisque Br(X) s'injecte dans Br(k(X))
et Br(k(X)) = 0 d'après le théorème de Tsen. On obtient donc une suite exacte :

Br(k)→ Br(X)→ H1(k,Pic(X)).

Or, comme X ∼= P1
k
, le groupe H1(k,Pic(X)) est nul. On en déduit que x et xn

pour chaque n sont dans l'image de Br(k). Notons x̃ (resp. x̃n) un élément de
Br(k) d'image x (resp. xn) dans Br(X). Fixons maintenant v0 ∈ X(1), et notons
n0 = [k(v0) : k]. Comme xn0 ∈ N , on déduit que l'image de x̃n0 par la composée :

Br(k) // Br(X) // Br(k(v)) Cor // Br(k)

est 0. Mais un argument de restriction-corestriction impose que cette image est
aussi n0x̃n0 . On en déduit que n0x̃n0 = 0, et donc x = n0xn0 = 0. Par conséquent,
N est nul.

Remarque 1.3.
(i) En fait, dans la preuve précédente, on pourrait supposer que H1(k,Pic(X))
est d'exposant �ni e au lieu de X ∼= P1

k
. En e�et, dans ce cas, on prend pour x̃

(resp. x̃n) un élément de Br(k) d'image ex (resp. exn) dans Br(X), et on montre
exactement de la même manière que ex = n0(exn0) est nul. On en déduit que le
groupe divisible N est d'exposant e, donc nul.

(ii) Supposons que k est p-adique et notons J la jacobienne de X. On dispose
d'une suite exacte de modules galoisiens :

0→ J(k)→ Pic(X)→ NS(X)→ 0

où NS(X) est le groupe de Néron-Severi de X. On obtient alors une suite exacte
de cohomologie :

H0(k,NS(X))→ H1(k, J)→ H1(k,Pic(X))→ H1(k,NS(X)).

Le groupe de Néron-Severi NS(X) est toujours de type �ni. On en déduit que :
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• H0(k,NS(X)) est de type �ni et donc, comme H1(k, J) est de torsion, l'image
de H0(k,NS(X))→ H1(k, J) est �nie ;
• H1(k,NS(X)) est d'exposant �ni par un argument de restriction-corestriction.
Il suit que le groupe H1(k,Pic(X)) est d'exposant �ni si, et seulement si,
H1(k, J) est d'exposant �ni. Or H1(k, J) est isomorphe au dual de J(k) d'après
le théorème de dualité pour les variétés abéliennes sur un corps p-adique (co-
rollaire I.3.4 de [Mil06], p. 43), et J(k) est de torsion si, et seulement si, J est
triviale d'après le théorème de structure de Mattuck ([Mat55], lemme I.3.3 de
[Mil06], p. 41). Par conséquent, H1(k,Pic(X)) est d'exposant �ni si, et seule-
ment si, il est nul. Je ne sais pas si cette équivalence reste vraie lorsque k n'est
pas p-adique.

Notons maintenant Ok l'anneau des entiers de k, π une uniformisante de Ok et κ le
corps résiduel de Ok. Pour obtenir la nullité de X2(Gm) dans des situations plus
générales (théorème 0.1(ii)(iii) ou corollaires 1.11 et 1.12), nous allons procéder par
récurrence sur l'entier d ≥ 0. Pour ce faire, nous allons commencer par établir la
propriété d'hérédité. Dans le cas où k0 est un corps �ni, l'initialisation sera donnée
par le cas où d = 1, c'est-à-dire le cas où k est p-adique, et elle découlera aisément
des articles [Kat86] et [HSz16]. Dans le cas où k0 = C((t)), l'initialisation sera
donnée par le cas où d = 0, c'est-à-dire le cas où k = C((t)), et elle découlera
aisément de l'article [DT83]. Nous allons donc établir l'hérédité sous l'hypothèse
suivante sur le corps k :

(H 1.4) d > 1 si k0 est �ni et d > 0 si k0 = C((t)), c'est-à-dire k n'est ni un
corps �ni ni un corps p-adique ni C((t)).

Énonçons maintenant l'hypothèse de récurrence :

(H 1.5) (i) il existe un schéma intègre, projectif, lisse X de dimension 2 sur
Spec Ok dont la �bre générique est X et dont la �bre spéciale, que
nous notons X0, est intègre de point générique η0,

(ii) il existe un entier naturel non nul e véri�ant la propriété suivante :

pour tout w ∈ X
(1)
0 , il existe un ouvert a�ne Uw = Spec Aw de

X contenant w et un point fermé vw de Uw = Uw ×Ok k tels que

l'adhérence {vw} de vw dans Uw, munie de sa structure réduite, est
régulière, contient w et π est de valuation au plus e dans l'anneau de
valuation discrète O{vw},w,

(iii) les groupes X2(κ(η0),Z) et X3(κ(η0),Z(1)) sont nuls.

Sous de telles hypothèses, on notera Uw,0 la �bre spéciale de Uw pour chaque
w ∈ X0.

Lemme 1.6. On suppose (H 1.4) et (H 1.5). Soient r ∈ {0, 1} et n ≥ 1. Il
existe un unique morphisme Hr+1(X,Z/nZ(r)) → Hr(X0,Z/nZ(r − 1)) faisant
commuter le diagramme :
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Hr+1(X,Z/nZ(r)) //

��

Hr+1(K,Z/nZ(r))

��
Hr(X0,Z/nZ(r − 1)) �

� // Hr(κ(η0),Z/nZ(r − 1)),

où le morphisme vertical de droite est le résidu en η0.

Démonstration.
•Unicité : La �èche :

Hr(X0,Z/nZ(r − 1)) ↪→ Hr(κ(η0),Z/nZ(r − 1))

est injective d'après la discussion suivant le corollaire 3.4.2 de [CT95]. L'unicité
en découle immédiatement.
•Existence : Le cas r = 0 est évident puisque

Hr(X0,Z/nZ(r − 1))→ Hr(κ(η0),Z/nZ(r − 1))

est un isomorphisme.
Concernant le cas r = 1, on remarque qu'il su�t de montrer que l'image de
la composée H2(X,µn) → H2(K,µn) → H1(κ(η0),Z/nZ) est contenue dans
H1(X0,Z/nZ). Soit donc x ∈ H2(X,µn). Écrivons le complexe de Bloch-Ogus
(proposition 1.7 de [Kat86]) :

H2(K,µn)→
⊕
v∈X(1)

H1(k(v),Z/nZ)⊕H1(κ(η0),Z/nZ)→
⊕

w∈X(1)
0

H0(κ(w),Z/nZ(−1)).

Comme x ∈ H2(X,µn), l'image de x dans
⊕

v∈X(1) H1(k(v),Z/nZ) est nulle. On
en déduit que l'image de x dans H1(κ(η0),Z/nZ) est contenue dans :

Ker

H1(κ(η0),Z/nZ)→
⊕

w∈X(1)
0

H0(κ(w),Z/nZ(−1))

 = H1(X0,Z/nZ).

Remarque 1.7. On suppose (H 1.4) et (H 1.5). Sous de telles hypothèses, on
rappelle que Uw,0 désigne la �bre spéciale Uw×Okκ de Uw. On remarque alors qu'une
preuve tout à fait identique à celle qui précède fournit un diagramme commutatif :

Hr+1(Uw,Z/nZ(r)) �
� //

��

Hr+1(K,Z/nZ(r))

��
Hr(Uw,0,Z/nZ(r − 1)) �

� // Hr(κ(η0),Z/nZ(r − 1)).

Lemme 1.8. On suppose (H 1.4) et (H 1.5). Soient r ∈ {0, 1} et n ≥ 1. Soient

w ∈ X(1)
0 et ew la valuation de π dans O{vw},w. Le diagramme suivant :

91



Ch. 2. - Principe local-global pour les corps de fonctions sur des corps locaux supérieurs

Hr+1(X,Z/nZ(r))
Resk(vw)//

δη0
��

Hr+1(k(vw),Z/nZ(r))

δw
��

Hr(X0,Z/nZ(r − 1))
ew·Resκ(w)// Hr(κ(w),Z/nZ(r − 1)),

dont les morphismes verticaux sont des résidus, est commutatif.

Démonstration. Le diagramme :

Hr+1(X,Z/nZ(r)) //

��

Hr+1(Uw,Z/nZ(r))

��
Hr(X0,Z/nZ(r − 1)) // Hr(Uw,0,Z/nZ(r − 1))

est commutatif puisque les diagrammes du lemme 1.6 et de la remarque 1.7 le sont
et la �èche

Hr(Uw,0,Z/nZ(r − 1)) ↪→ Hr(κ(η0),Z/nZ(r − 1))

est injective. Il su�t donc de montrer la commutativité du diagramme :

Hr+1(Uw,Z/nZ(r))
Resk(vw)//

δη0
��

Hr+1(k(vw),Z/nZ(r))

δw
��

Hr(Uw,0,Z/nZ(r − 1))
ew·Resκ(w)// Hr(κ(w),Z/nZ(r − 1)).

Notons Âw le complété deAw pour la topologie π-adique. On remarque que, comme
O{v},w est complet pour la topologie π-adique, le morphisme Spec O{v},w → Uw
s'étend en un morphisme Spec O{v},w → Spec Âw. En tenant compte de la compa-
tibilité des résidus avec la complétion et en remplaçant v et w par leurs images à
travers le morphisme Spec O{v},w → Spec Âw, on peut supposer que Aw est com-
plet pour la topologie π-adique, et donc que le morphisme Hr(Uw,Z/nZ(r−1))→
Hr(Uw,0,Z/nZ(r − 1)) est surjectif.
Soit x ∈ Hr+1(Uw,Z/nZ(r)). Notons y0 = δη0(x) ∈ Hr(Uw,0,Z/nZ(r − 1)).
D'après ce qui précède, y0 se relève en un élément y ∈ Hr(Uw,Z/nZ(r − 1)).
En voyant y dans Hr(K,Z/nZ(r − 1)) et π dans H1(K,µn) = K×/K×

n, on
pose z = y ∪ π ∈ Hr+1(K,Z/nZ(r)). Pour v ∈ U

(1)
w , on remarque que δv(z) =

v(π)Resk(v)(y) = 0 et donc z ∈ Hr+1(Uw,Z/nZ(r)). De plus, comme π est une
uniformisante de Oη0 , on a δη0(z) = y0 et donc, d'après le théorème de pureté
cohomologique absolue de Gabber (théorème 3.1.1 de l'exposé XVI de [ILO14]),
x−z provient de Hr+1(Uw,Z/nZ(r)). Comme le morphisme Hr+1(Uw,Z/nZ(r))→
Hr+1(k(vw),Z/nZ(r)) se factorise par Hr+1({vw},Z/nZ(r)), on déduit la relation
δw(Resk(vw)(x − z)) = ewResκ(w)(δη0(x − z)) = 0. Il reste donc à montrer que
δw(Resk(vw)(z)) = ewResκ(w)(δη0(z)), ce qui découle immédiatement des calculs :

δw(Resk(vw)(z)) = δw(Resk(vw)(y)∪Resk(vw)(π)) = ewResκ(w)(y) = ewResκ(w)(δη0(x)).

Proposition 1.9. On suppose (H 1.4) et (H 1.5). Soit r ∈ {0, 1}. On a :

e! ·Xr+2(Z(r)) ⊆ Hr+2(X ,Z(r)).
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Démonstration. Soit x ∈ Xr+2(Z(r)). Soit n > 0 tel que x est de n-torsion. La
suite exacte de Kummer et la nullité de H1(K,Z) et H1(K,Gm) fournissent les
diagrammes commutatifs à lignes exactes suivants :

0 // H1(K,Z/nZ) //

��

H2(K,Z)

��

// H2(K,Z)

��
0 //

∏
v∈X(1) H1(Kv,Z/nZ) //

∏
v∈X(1) H2(Kv,Z) //

∏
v∈X(1) H2(Kv,Z),

0 // H2(K,µn) //

��

H2(K,Gm)

��

// H2(K,Gm)

��
0 //

∏
v∈X(1) H2(Kv, µn) //

∏
v∈X(1) H2(Kv,Gm) //

∏
v∈X(1) H2(Kv,Gm).

On obtient alors que X1(Z/nZ) = nX2(Z) et que X2(Z/nZ(1)) = nX2(Gm).
Comme Z(0) ∼= Z et Z(1)[1] ∼= Gm, on en déduit que x ∈ Xr+1(Z/nZ(r)).
Pour v ∈ X(1), comme l'image de x dans Hr+1(Kv,Z/nZ(r)) est nulle, l'image
de x dans Hr(k(v),Z/nZ(r − 1)) l'est aussi, ce qui prouve que x provient de x̃ ∈
Hr+1(X,Z/nZ(r)). Étant donné queHr+1(Ov,Z/nZ(r)) s'injecte dansHr+1(Kv,Z/nZ(r))
(voir l'annexe du chapitre II de [Ser02]) et queHr+1(Ov,Z/nZ(r))→ Hr+1(k(v),Z/nZ(r))
est un isomorphisme, on déduit que

x̃ ∈ Ker

Hr+1(X,Z/nZ(r))→
∏

v∈X(1)

Hr+1(k(v),Z/nZ(r))

 .

Notons y l'image de x̃ dans Hr(X0,Z/nZ(r − 1)). À l'aide du lemme précédent
et de l'hypothèse (H 1.5)(ii), on déduit que e!y ∈ Ker(Hr(X0,Z/nZ(r − 1)) →∏

w∈X(1)
0
Hr(κ(w),Z/nZ(r − 1))). Montrons que e!y = 0 :

• Si r = 0, alors H0(X0,Z/nZ(−1)) →
∏

w∈X(1)
0
H0(κ(w),Z/nZ(−1)) est injectif

et donc e!y = 0.
• Si r = 1, comme H1(OX0,w,Z/nZ) → H1(κ(w),Z/nZ) est un isomorphisme
et H1(OX0,w,Z/nZ) → H1(κ(η0)w,Z/nZ) est injectif, on déduit que e!y ∈
X1(κ(η0),Z/nZ). Or X1(κ(η0),Z/nZ) = nX2(κ(η0),Z) = 0 d'après l'hypo-
thèse (H 1.5)(iii), et donc e!y = 0.

Par conséquent, e!x̃ ∈ Ker (Hr+1(X,Z/nZ(r))→ Hr(X0,Z/nZ(r − 1))). Le théo-
rème de pureté cohomologique absolue de Gabber permet alors de conclure que e!x̃
provient de Hr+1(X ,Z/nZ(r)), ce qui prouve que tout élément de e! ·Xr+2(Z(r))
provient de Hr+2(X ,Z(r)). Reste donc à montrer l'injectivité du morphisme
Hr+2(X ,Z(r))→ Hr+2(K,Z(r)) :
• Si r = 0, on remarque que le morphisme H2(X ,Z) → H2(K,Z) s'identi�e
au morphisme H1(X ,Q/Z) → H1(K,Q/Z). Ce dernier est la composée de
H1(X ,Q/Z)→ H1(X,Q/Z) suivie de H1(X,Q/Z)→ H1(K,Q/Z), et ces deux
morphismes sont injectifs d'après le théorème 3.1.1 de l'exposé XVI de [ILO14].
On en déduit l'injectivité de H2(X ,Z)→ H2(K,Z) .
• Si r = 1, comme Gm

∼= Z(1)[1], l'injectivité de Hr+2(X ,Z(r))→ Hr+2(K,Z(r))
est équivalente à l'injectivité de Br(X )→ Br(K), qui découle du fait que X est
intègre et régulier.
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Théorème 1.10. Supposons (H 1.4) et (H 1.5). En particulier, k n'est ni un corps
�ni ni un corps p-adique ni C((t)). Soit r ∈ {0, 1}. On a Xr+2(Z(r)) = 0.

Démonstration. Soit x ∈ e! ·Xr+2(Z(r)). D'après le corollaire précédent, on a x ∈
Hr+2(X ,Z(r)). De plus, pour chaque v ∈ X(1), l'image de x dans Hr+2(k(v),Z(r))
est nulle.
Soit w ∈ X

(1)
0 . D'après l'hypothèse (H 1.5)(ii), la restriction Hr+2(X ,Z(r)) →

Hr+2(κ(w),Z(r)) se factorise sous la forme Hr+2(X ,Z(r))→ Hr+2({vw},Z(r))→
Hr+2(κ(w),Z(r)). L'image de x dans Hr+2(k(vw),Z(r)) est nulle. Comme {vw}
est régulier, la �èche Hr+2({vw},Z(r)) → Hr+2(k(vw),Z(r)) est injective et donc
l'image de x dans Hr+2({vw},Z(r)) est nulle. Par conséquent, l'image de x dans
Hr+2(k(w),Z(r)) est nulle. Cela impose que l'image de x dans Hr+2(κ(η0),Z(r))
est en fait dans Xr+2(κ(η0),Z(r)), qui est nul d'après l'hypothèse (H 1.5)(iii). On
en déduit que

x ∈ Ker
(
Hr+2(X ,Z(r))→ Hr+2(κ(η0),Z(r))

)
.

• Si r = 0, comme H2(X0,Z) → H2(κ(η0),Z) est injectif, x est dans le noyau
de Ker (H2(X ,Z)→ H2(X0,Z)). Ce dernier morphisme est injectif par pureté
cohomologique absolue et donc x = 0. Par conséquent, le groupe X2(Z) est de
e!-torsion et divisible, donc nul.
• Si r = 1, comme on a un isomorphisme Br(OX ,η0) ∼= Br(κ(η0)) et une injection
Br(OX ,η0)→ Br(Kη0), on déduit que :

x ∈ Ker

Br(K)→
∏

v∈X(1)

Br(Kv)× Br(Kη0)

 .

Soit n ≥ 1 tel que x est de n-torsion. Alors :

x ∈ Ker

H2(K,µn)→
∏

v∈X(1)

H2(Kv, µn)×H2(Kη0 , µn)

 .

D'après le théorème 3.3.6 de [HHK14], cela impose que x = 0. On en déduit que
le groupe X3(Z(1)) est de e!-torsion, donc nul.

Le théorème précédent nous permet à présent de passer à la récurrence :

Corollaire 1.11. (Cas où k1 est p-adique)
Supposons que d ≥ 1 et que le corps k1 est p-adique. Pour i ∈ {1, 2, 3, ..., d},
notons Oki l'anneau des entiers de ki et πi une uniformisante de Oki. Supposons
que, pour chaque i ∈ {1, 2, 3, ..., d}, il existe un schéma intègre, projectif, lisse Xi
de dimension 2 sur Spec Oki véri�ant les conditions suivantes :
• pour 1 ≤ i ≤ d, la �bre générique Xi et la �bre spéciale Xi,0 de Xi sont intègres.
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• la �bre générique Xd de Xd est isomorphe à X.
• pour 1 ≤ i ≤ d− 1, la �bre générique Xi de Xi est isomorphe à la �bre spéciale
Xi+1,0 de Xi+1.
• la �bre spéciale X1,0 de X1 est géométriquement intègre.
• il existe un entier naturel e véri�ant la propriété suivante : pour 1 ≤ i ≤ d, pour
w ∈ X

(1)
i,0 , il existe un ouvert a�ne Uw de Xi contenant w et un point fermé

vw de Uw = Uw ×Oki ki tels que l'adhérence {vw} de vw dans Uw, munie de sa
structure réduite, est régulière, contient w et πi est de valuation au plus e dans
l'anneau de valuation discrète O{vw},w.

Alors X2(Z) = X2(Gm) = 0.

Démonstration. Par récurrence, il su�t de montrer que, si K1 est le corps des fonc-
tions de X1, alors X2(K1,Gm) = X2(K1,Z) = 0. La nullité de X2(K1,Gm) est
prouvée dans la proposition 3.4 de [HSz16]. Il reste donc à véri�er que X2(K1,Z)
est nul, ou, ce qui revient au même, véri�er que X1(K1,Z/nZ) est nul pour tout
n > 0. Par dualité (théorème 2.4 du chapitre 1), cela équivaut à montrer que
X3(K1,Z/nZ(2)) est nul pour tout n > 0, ou, ce qui revient au même, montrer
que X3(K1,Q/Z(2)) est nul. Mais la �bre spéciale de X1 étant géométriquement
intègre, si l'on note K0 son corps des fonctions, la proposition 5.2 de [Kat86] im-
pose que le groupe X3(K1,Q/Z(2)) est isomorphe au groupe X2(K0,Q/Z(1)),
qui est nul d'après le théorème de Brauer-Hasse-Noether car X1,0 est lisse. Cela
achève la preuve.

Corollaire 1.12. (Cas où k0 est C((t)))
Supposons que d ≥ 0 et que k0 = C((t)). Pour i ∈ {1, 2, 3, ..., d}, notons Oki
l'anneau des entiers de ki et πi une uniformisante de Oki. Supposons que, pour
chaque i ∈ {1, 2, ..., d}, il existe un schéma intègre, projectif, lisse Xi de dimension
2 sur Spec Oki véri�ant les conditions suivantes :
• pour 1 ≤ i ≤ d, la �bre générique Xi et la �bre spéciale Xi,0 de Xi sont intègres.
• la �bre générique Xd de Xd est isomorphe à X.
• pour 1 ≤ i ≤ d− 1, la �bre générique Xi de Xi est isomorphe à la �bre spéciale
Xi+1,0 de Xi+1.
• la jacobienne de la �bre spéciale X1,0 a réduction purement additive.
• il existe un entier naturel e véri�ant la propriété suivante : pour 1 ≤ i ≤ d, pour
w ∈ X

(1)
i,0 , il existe un ouvert a�ne Uw de Xi contenant w et un point fermé

vw de Uw = Uw ×Oki ki tels que l'adhérence {vw} de vw dans Uw, munie de sa
structure réduite, est régulière, contient w et πi est de valuation au plus e dans
l'anneau de valuation discrète O{vw},w.

Alors X2(Z) = X2(Gm) = 0.

Démonstration. Par récurrence, il su�t de montrer que, si K0 est le corps des
fonctions de X1,0, alors X2(K0,Gm) = X2(K0,Z) = 0. La nullité de X2(K0,Gm)
provient de l'article [DT83] (on remarquera que ce résultat reste vrai même si
l'errata [DT85] montre que le théorème 1 de [DT83] est faux). D'après le lemme
3.20 du chapitre 1, cela entraîne aussi que X2(K0,Z) est nul, ce qui achève la
preuve.
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Je ne sais pas à quel point la dernière hypothèse des corollaires précédents est
contraignante, mais elle permet au moins de traiter les exemples qui suivent.

Théorème 1.13. (Courbes constantes)
(i) Supposons que d ≥ 1, que k1 est un corps p-adique et que X est une courbe
de la forme Proj(k[x, y, z]/(P (x, y, z))) où P ∈ Ok1 [x, y, z] est un polynôme
homogène. Supposons aussi que Proj(k0[x, y, z]/(P (x, y, z))) est une courbe lisse
et géométriquement intègre. Alors X2(Z) = X2(Gm) = 0.

(ii) Supposons que d ≥ 0, que k0 = C((t)) et que X est la courbe elliptique sur k
d'équation y2 = x3 + Ax + B avec A,B ∈ k0. Supposons de plus que la courbe
elliptique sur k0 d'équation y2 = x3 +Ax+B admet une réduction modulo t de
type additif. Alors X2(Z) = X2(Gm) = 0.

Démonstration.
(i) Pour i ∈ {1, 2, ..., d}, soit Xi = Proj(Oki [x, y, z]/(P (x, y, z))). Pour chaque i,
le schéma Xi étant dominant sur Oki , il est plat. De plus, le critère jacobien
permet de véri�er immédiatement que Xi,0 est lisse sur le corps résiduel de ki.
Par conséquent, pour chaque i, Xi est lisse sur Oki .
Toutes les hypothèses du corollaire 1.11 sont évidemment véri�ées sauf peut-être
la dernière. Fixons donc un certain i ∈ {1, 2, ..., d} et soit w un point fermé de
la �bre spéciale Xi,0. Supposons sans perte de généralité que w est dans l'ouvert
Spec(Oki [x, y]/(P (x, y, 1))) de Xi, et choisissons Uw = Spec(Oki [x, y]/(P (x, y, 1))).
Le point w est alors le noyau d'un morphisme evw : ki−1[x, y]/(P (x, y, 1))→ ksi−1.
Notons b et c les images respectives de x et y dans ksi−1. Soient λ une exten-
sion �nie de ki−1 contenant b et c et l = λ((πi)). Le noyau v du morphisme
ki[x, y]/(P (x, y, 1))→ ksi qui envoie x et y sur b et c respectivement est un point
fermé de la �bre générique Uw de Uw qui contient w dans son adhérence. On
véri�e aisément que l'idéal premier dé�nissant w dans Uw est l'idéal engendré
par l'idéal premier dé�nissant v dans Uw et par πi. Par conséquent, l'anneau des
fonctions de {v} est un anneau intègre ayant un unique idéal premier non nul,
engendré par πi : c'est donc un anneau de valuation discrète d'uniformisante πi,
ce qui prouve la dernière hypothèse du corollaire 1.11 avec e = 1.

(ii) La démonstration est analogue à celle qui précède.

Exemple 1.14. La partie (ii) précédente s'applique par exemple à la courbe el-
liptique y2 = x3 + t sur k = C((t))((π1))...((πd)) pour d ≥ 0.

Nous fournissons maintenant des contre-exemples à X2(Gm) = 0.

Exemple 1.15. Soit p un nombre premier impair, de sorte que 1− p soit un carré
dans Qp. Prenons k = Qp((t)) et considérons X la courbe elliptique d'équation
y2 = x(1− x)(x− p). Nous allons montrer que, dans ce contexte, X2(Gm) 6= 0.
• D'après l'appendice de [CTPS12], dans Kη0 , 1 − x est de valuation nulle mais
n'est pas un carré.
• Soit v ∈ X(1). Soit π une uniformisante de Ov. Montrons que 1− x est un carré
dans Kv. En suivant les idées de [CTPS12], plusieurs cas se présentent.
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(1) Supposons que v(1− x) < 0. Alors v(x), v(1− x) et v(x− p) sont égaux et
pairs. Écrivons x = u/π2n avec u ∈ O×v et n > 0. L'équation de X impose que
−u est un carré dans Ov. Par conséquent, 1−x = π2n−u

π2n est un carré dans Kv.
(2) Supposons que v(1− x) > 0. Alors v(x) = v(x− p) = 0 et v(1− x) est pair.
En écrivant 1−x = uπ2n, on remarque que x = 1−uπ2n et x−p = 1−p−uπ2n

sont des carrés dans Kv. Il en est donc de même pour 1− x.
(3) Supposons que v(1 − x) = 0. Si v(x) > 0, alors 1 − x est bien sûr un carré
dans Kv. Si v(x− p) > 0, alors 1− x = 1− p− (x− p) est aussi un carré. Il
reste donc à étudier le cas v(x) = v(x− p) = 0. Dans ce cas, les réductions de
x et y modulo l'idéal maximal de Ov donnent lieu à des éléments b et c dans
k(v) tels que b2 = c(1 − c)(c − p) 6= 0. Pour montrer que 1 − x est un carré
dans Kv, il su�t de montrer que 1 − c est un carré dans k(v). Notons w la
valuation de k(v), B son anneau des entiers, kB son corps résiduel et πB une
uniformisante de B. Plusieurs cas se présentent alors.
(a) Supposons que w(1− c) < 0. Alors w(c), w(1− c) et w(c− p) sont égaux
et pairs. Écrivons c = u/π2n

B avec u ∈ B× et n > 0. L'équation véri�ée par

b et c impose que −u est un carré dans B. Par conséquent, 1 − c =
π2n
B −u
π2n
B

est un carré dans k(v).
(b) Supposons que w(1−c) > 0. Alors w(c) = w(c−p) = 0 et w(1−c) est pair.
En écrivant 1−c = uπ2n

B , on remarque que c = 1−uπ2n
B et c−p = 1−p−uπ2n

B

sont des carrés dans k(v). Il en est donc de même pour 1− c.
(c) Supposons que w(1− c) = 0. Si w(c) > 0, alors 1− c est bien sûr un carré
dans k(v). Si w(c− p) > 0, alors 1− c = 1− p− (c− p) est aussi un carré. Il
reste donc à étudier le cas w(c) = w(c− p) = 0. Dans ce cas, les réductions
de b et c modulo l'idéal maximal de B donnent lieu à des éléments β et γ
dans kB tels que β2 = γ(1− γ)(γ − p) 6= 0. Pour montrer que 1− c est un
carré dans k(v), il su�t de montrer que 1 − γ est un carré dans le corps
p-adique kB. Mais cela est montré dans l'appendice de [CTPS12].

Par conséquent, 1− x ∈X1(Z/2Z).
• Soit z = (1 − x) ∪ t ∈ H2(K,Z/2Z). Pour chaque v ∈ X(1), 1 − x est un carré
dans Kv et donc z ∈X2(Z/2Z). De plus, le résidu de z en η0 est Res(1− x) ∈
κ(η0)

×/κ(η0)
×2. Ce résidu ne peut pas être nul puisque 1− x n'est pas un carré

dans Kη0 . Par conséquent, z 6= 0 et 2X2(Gm) = X2(Z/2Z) 6= 0.
Plus généralement, si k = Qp((t1))...((td−1)) avec d > 1, la courbe elliptique X
d'équation y2 = x(1− x)(x− λ) où λ ∈ {p, t1, ..., td−2} véri�e X2(Gm) 6= 0. Bien
sûr, on peut remplacer Qp par n'importe quel corps p-adique.

Remarque 1.16. Dans le cas où k est un corps p-adique, on a X2(Gm) = 0 quelle
que soit la courbe X, même si elle a mauvaise réduction (voir la proposition 3.4
de [HSz16]).

Exemple 1.17.
• Pour k = C((t)) et X une courbe elliptique ayant bonne réduction (resp. mau-
vaise réduction de type multiplicatif), on a X2(Gm) 6= 0 : en e�et, d'après
[DT83], si J désigne la jacobienne de X, le groupe X2(Gm) ∼= H1(k,Pic X)
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s'identi�e au conoyau de Z → H1(k, J) et H1(k, J) est isomorphe à (Q/Z)2

(resp. à Q/Z). Ces résultats de [DT83] restent vrais malgré l'errata [DT85].
• Pour k = C((t1))...((td+1)) avec d > 0, un raisonnement analogue à l'exemple
précédent montre que la courbe elliptique X d'équation y2 = x(1 − x)(x − λ)
avec λ ∈ {t1, ..., td} véri�e X2(Gm) 6= 0.

Remarque 1.18. Le groupe X2(Gm) est-il une puissance de Q/Z ? Je ne sais pas
répondre en toute généralité à cette question de Jean-Louis Colliot-Thélène, mais
la réponse est a�rmative lorsque k est un corps p-adique ou C((t)) :
• lorsque k est un corps p-adique, on a toujours X2(Gm) = 0 d'après [HSz16] ;
• lorsque k est le corps C((t)), les résultats de [DT83] montrent que X2(Gm) est
le conoyau de Z → H1(k, J) et que H1(k, J) est isomorphe à (Q/Z)r pour un
certain r ∈ {0, 1, ..., 2g} où g est le genre de X, ce qui impose que X2(Gm) ∼=
(Q/Z)r.

Complément : Finitude du (d+3)-ième groupe de Tate-Shafarevich

du dual d'un tore

Soit T un tore sur K, déployé par une extension �nie L. Notons T̂ (resp. Ť ) son
module des caractères (resp. cocaractères), et posons T̃ = T̂ ⊗L Z(d).
En tenant compte du théorème 4.21 du chapitre 1, il est aussi intéressant d'étudier
le groupe Xd+3(T̃ ) : c'est le but de ce complément.

Proposition 1.19. Soit Y une courbe projective lisse géométriquement intègre sur
une extension �nie l de k, de corps de fonctions L = l(Y ).
(i) Le groupe Xd+3(T̃ ) est de torsion de type co�ni.
(ii) On a un isomorphisme Xd+3(T̃ ) ∼= (lim←−nX

1(nT ))D. En particulier, on a

Xd+3(Z(d)) ∼= (lim←−nX
1(µn))D, et ce groupe est nul pour X = P1

k.

(iii) Supposons que k1 soit un corps p-adique. Alors Xd+3(T̃ ) est divisible. Il est
nul dès que lim←−nX

1(L, µn) = 0 ou dès que Hd+1(l, H2(l(Y ),Z(d))) = 0. Cette
deuxième condition est automatiquement satisfaite lorque d = 1.

(iv) Supposons que k0 = C((t)). Alors Xd+3(T̃ ) est �ni dès que X2(L,Z) = 0 ou
dès que Hd+1(l, H2(l(Y ),Z(d))) = 0. Cette deuxième condition est automatique-
ment satisfaite lorque d = 1.

Démonstration.
(i) Cela découle immédiatement du corollaire 4.11, du lemme 4.12 et de la propo-
sition 4.13 du chapitre 1.

(ii) D'après la preuve de la proposition 3.18(i) du chapitre 1, on a un isomorphisme
Xd+3(T̃ ) ∼= lim−→n

Xd+2(T̂ ⊗Z/nZ(d)). Il su�t alors d'appliquer le théorème 2.4

du chapitre 1 pour établir Xd+3(T̃ ) ∼= (lim←−nX
1(nT ))D. Les autres a�rmations

en découlent aisément.
(iii) Le groupe Xd+3(T̃ ) est divisible d'après la remarque 4.19(v) du chapitre 1.
Il est donc nul dès que l'une des conditions suivantes est véri�éé :
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• lim←−nX
1(L, µn) = 0 (d'après (ii)).

• Xd+3(L,Z(d)) = 0 (par restriction-corestriction).
La deuxième condition est bien sûr satisfaite dès que Hd+3(L,Z(d)) = 0. Reste
donc à montrer que Hd+1(l, H2(l(Y ),Z(d))) ∼= Hd+3(L,Z(d)).
Soit U un ouvert a�ne de Y et écrivons la suite spectrale :

Hr(l, Hs(U,Z(d)))⇒ Hr+s(U,Z(d)).

On remarque que :
• comme scd(l) = d+ 1, on a Hr(l, Hs(U,Z(d))) = 0 dès que r ≥ d+ 2.
• comme cd(U) ≤ 1, le groupe Hs(U,Z(d)) est uniquement divisible pour s > 2,
et donc Hr(l, Hs(U,Z(d))) = 0 dès que s > 2 et r > 0.
• pour s ≥ d + 2, le groupe Hs(U,Z(d)) est uniquement divisible, et, comme
Hs(U,Q(d)) = 0, on a une surjection Hs−1(U,Q/Z(d)) → Hs(U,Z(d)) ; on
en déduit que le groupe Hs(U,Z(d)) est de torsion, donc nul.

Par conséquent, la suite spectrale fournit un isomorphisme :

Hd+1(l, H2(U,Z(d))) ∼= Hd+3(U,Z(d)).

En prenant la limite inductive sur les ouverts a�nes U de X, on obtient un
isomorphisme :

Hd+1(l, H2(l(X),Z(d))) ∼= Hd+3(K,Z(d)).

Lorsque d = 1, ces groupes sont nuls d'après le théorème de Hilbert 90.
(iv) Le cas où Hd+1(l, H2(l(Y ),Z(d))) = 0 se démontre de la même manière que
dans (iii). On se place donc dans le cas où X2(L,Z) = 0. Comme k0 = C((t)),
on a lim←−nX

1(L, µn) ∼= lim←−nX
1(L,Z/nZ) = lim←−n nX

2(L,Z) = 0. Un argument
de restriction-corestriction permet alors de conclure.

Remarque 1.20. La nullité de X2(L,Z) a déjà été étudiée avant ce complément,
dans les corollaires 1.11 et 1.12 et dans le théorème 1.13.

2 Approximation faible pour les tores

Soit T un tore sur K. Notons T̂ (resp. Ť ) son module des caractères (resp. co-
caractères), et posons T̃ = T̂ ⊗L Z(d). Nous voulons ici étudier les propriétés
d'approximation faible pour le tore T :

Dé�nition 2.1. On dit que T véri�e l'approximation faible si T (K) est dense
dans

∏
v∈X(1) T (Kv), où le groupe T (Kv) est muni de la topologie v-adique pour

chaque v et
∏

v∈X(1) T (Kv) de la topologie produit. On dit que T véri�e l'approxi-
mation faible faible (resp. l'approximation faible faible dénombrable) s'il
existe une partie �nie (resp. dénombrable) S0 de X(1) telle que, pour toute partie
�nie S de X(1) n'intersectant pas S0, le groupe T (K) est dense dans

∏
v∈S T (Kv).
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Nous allons voir que ces propriétés se lisent dans la �taille� du groupe Xd+2
ω (T̃ ) :

plus le groupe Xd+2
ω (T̃ ) est �gros�, plus on s'éloigne de la propriété d'approxima-

tion faible. Pour ce faire, rappelons que l'approximation faible est véri�ée pour les
tores quasi-triviaux. En e�et, ces derniers étant lisses et K-rationnels, cela découle
du lemme d'approximation d'Artin-Whaples (théorème XII.1.2 de [Lan02]) et du
théorème des fonctions implicites pour les valuations ultramétriques (théorème
III.9.2 de [Ser92]).

Fixons maintenant une partie �nie S de X(1).

Lemme 2.2. Soit F un Gal(Ks/K)-module discret �ni. Pour r ∈ {1, 2, ..., d+ 1},
on a une suite exacte :

Hr(K,F )→
∏
v∈S

Hr(Kv, F )→Xd+2−r
S (F ′)D →Xd+2−r(F ′)D → 0,

où le morphisme
∏

v∈S H
r(Kv, F )→Xd+2−r

S (F ′)D est donné par

(fv) 7→ (f ′ 7→
∑
v∈S

(fv, f
′
v)v),

et où (., .)v : Hr(Kv, F )×Hd+2−r(Kv, F
′)→ Q/Z est l'accouplement du théorème

I.2.17 de [Mil06].

Démonstration. D'après la proposition 2.6 du chapitre 1, on a une suite exacte :

Hd+2−r(K,F ′) // Pd+2−r(F ′) // Hr(K,F )D .

En remarquant qu'un élément de
∏

v∈S H
r(Kv, F ) peut être relevé en un élément

de Pd+2−r(F ′) en rajoutant des zéros, on en déduit la suite exacte :

Xd+2−r
S (F ′) //

∏
v∈S H

d+2−r(Kv, F
′) // Hr(K,F )D .

En dualisant à l'aide du théorème I.2.17 de [Mil06], on obtient l'exactitude de :

Hr(K,F )→
∏
v∈S

Hr(Kv, F )→Xd+2−r
S (F ′)D.

Pour achever la preuve, il su�t de dualiser la suite :

0→Xd+2−r(F ′)→Xd+2−r
S (F ′)→

⊕
v∈S

Hd+2−r(Kv, F ).

Lemme 2.3. Le groupe Xd+2
S (Z(d)) coïncide avec le groupe Xd+2(Z(d)) et est

donc de torsion de type co�ni divisible.

Démonstration. Soit n > 0. D'après la proposition précédente, on a une suite
exacte :

H1(K,µn)→
∏
v∈S

H1(Kv, µn)→Xd+1
S (µ⊗dn )D →Xd+1(µ⊗dn )D → 0.
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Or le morphisme H1(K,µn) →
∏

v∈S H
1(Kv, µn) est surjectif puisque Gm véri�e

l'approximation faible, H1(K,µn) ∼= K×/K×
n et K×v

n est ouvert dans K×v pour
chaque v ∈ X(1). Donc Xd+1

S (µ⊗dn ) = Xd+1(µ⊗dn ). Comme les groupes Xd+2
S (Z(d))

et Xd+2(Z(d)) sont de torsion (cf remarque 3.8 du chapitre 1) et comme la conjec-
ture de Beilinson-Lichtenbaum impose les égalités Xd+1(µ⊗dn ) = nXd+2(Z(d)) et
Xd+1

S (µ⊗dn ) = nXd+2(Z(d)), cela prouve que Xd+2
S (Z(d)) = Xd+2(Z(d)).

Théorème 2.4. Rappelons que T est un tore et T̃ = T̂ ⊗L Z(d).
(i) On a la suite exacte :

0→ T (K)S →
∏
v∈S

T (Kv)→ (Xd+2
S (T̃ ))D → (Xd+2(T̃ ))D → 0,

où T (K)S désigne l'adhérence de T (K) dans
∏

v∈S T (Kv).
(ii) On a la suite exacte :

0→ T (K)→
∏

v∈X(1)

T (Kv)→ (Xd+2
ω (T̃ ))D → (Xd+2(T̃ ))D → 0,

où T (K) désigne l'adhérence de T (K) dans
∏

v∈X(1) T (Kv).

Démonstration. (i) Remarquons que, si T est quasi-trivial :
• T (K)S =

∏
v∈S T (Kv) puisque T véri�e l'approximation faible,

• le morphisme (Xd+2
S (T̃ ))D → (Xd+2(T̃ ))D est un isomorphisme d'après le

lemme précédent et le lemme de Shapiro,
• le dual de la suite exacte

0→Xd+2(T̃ )→Xd+2
S (T̃ )→

⊕
v∈S

Hd+2(Kv, T̃ )

est une suite exacte∏
v∈S

T (Kv)
∧ →Xd+2

S (T̃ )D →Xd+2(T̃ )D → 0

où le morphisme Xd+2
S (T̃ )D →Xd+2(T̃ )D est un isomorphisme ; cela montre

que le morphisme naturel
∏

v∈S T (Kv) → Xd+2
S (T̃ )D (qui se factorise par∏

v∈S T (Kv)
∧) est nul.

On en déduit que la suite

0→ T (K)S →
∏
v∈S

T (Kv)→ (Xd+2
S (T̃ ))D → (Xd+2(T̃ ))D → 0

est exacte dès que T est quasi-trivial. Par conséquent, pour prouver la proposi-
tion, nous pouvons remplacer T par un tore de la forme Tm×K T0, où m > 0 et
T0 est un tore quasi-trivial.
D'après le lemme d'Ono (lemme 1.10 de [San81]), on peut donc supposer qu'il
existe une suite exacte :

0→ F → R→ T → 0
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où F est un schéma en groupes �ni commutatif sur K et R un tore quasi-trivial
sur K. On en déduit une suite exacte de Gal(Ks/K)-modules :

0→ T̂ → R̂→ F̂ → 0.

En tensorisant par Z(d), on obtient un triangle distingué :

T̃ → R̃→ F ′ → T̃ [1],

puisqu'on a des quasi-isomorphismes :

F̂ ⊗L Z(d) ∼= F̂ ⊗ Z(d) (2.1)
∼= F̂ ⊗ Z/nZ⊗ Z(d) (2.2)
∼= F̂ ⊗ Z/nZ(d) (2.3)
∼= F̂ ⊗L

Z/nZ Z/nZ(d) (2.4)

∼= F̂ ⊗L
Z/nZ µ

⊗d
n (2.5)

∼= F̂ ⊗ µ⊗dn , (2.6)
∼= F ′ (2.7)

où :
• (2.1) vient du fait que Z(d) est un complexe de faisceaux plats ;
• (2.3) vient tout simplement de la dé�nition de Z/nZ(d) ;
• (2.4) vient du fait que Z/nZ(d) est un complexe de Z/nZ-faisceaux plats ;
• (2.5) vient du quasi-isomorphisme Z/nZ(d) ∼= µ⊗dn ;
• (2.6) vient du fait que µ⊗dn est un Z/nZ-faisceau plat.
D'après le lemme de Shapiro et la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum, on
remarque que Hd+1(K, R̃) = 0 et Hd+1(Kv, R̃) = 0 pour v ∈ X(1). On en déduit
une suite exacte :

0→Xd+1
S (F ′)→Xd+2

S (T̃ )→Xd+2
S (R̃).

Montrons que le morphisme Xd+2
S (T̃ ) → Xd+2

S (R̃) est surjectif. Soit n l'ordre
de F . Soit x ∈Xd+2

S (R̃). Considérons le diagramme commutatif à lignes exactes
suivant :

Hd+2(K, T̃ ) //

��

Hd+2(K, R̃) //

��

Hd+2(K,F ′)

��∏
v 6∈S H

d+1(Kv, F
′) //

∏
v 6∈S H

d+2(Kv, T̃ ) //
∏

v 6∈S H
d+2(Kv, R̃) //

∏
v 6∈S H

d+2(Kv, F
′).

Comme Xd+2
S (R̃) est divisible (d'après le lemme de Shapiro et le lemme 2.3)

et Hd+2(K,F ′) est d'exposant �ni, il existe x′ ∈ Xd+2
S (R̃) tel que x = nx′ et

l'image de x′ dans Hd+2(K,F ′) est nulle. Par conséquent, x′ provient d'un élé-
ment y ∈ Hd+2(K, T̃ ). Soit z l'image de y dans

∏
v 6∈S H

d+2(Kv, T̃ ). Son image

dans
∏

v 6∈S H
d+2(Kv, R̃) est nulle (puisque x′ ∈ Xd+2

S (R̃)), et donc z provient
d'un élément de

∏
v 6∈S H

d+1(Kv, F
′), qui est de n-torsion. Donc nz = 0, et
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ny ∈Xd+2
S (T̃ ). Comme ny s'envoie sur x dans Xd+2

S (R̃), on déduit que le mor-
phisme Xd+2

S (T̃ )→Xd+2
S (R̃) est surjectif.

Nous disposons donc d'une suite exacte :

0→Xd+1
S (F ′)→Xd+2

S (T̃ )→Xd+2
S (R̃)→ 0.

En dualisant, on obtient la suite exacte :

0→Xd+2
S (R̃)D →Xd+2

S (T̃ )D →Xd+1
S (F ′)D → 0.

On a donc un diagramme commutatif à lignes exactes :

R(K)

��

// T (K)

��

// H1(K,F )

��

// 0

∏
v∈S R(Kv)

��

//
∏

v∈S T (Kv)

��

//
∏

v∈S H
1(Kv, F )

��

// 0

0 //Xd+2
S (R̃)D //Xd+2

S (T̃ )D //Xd+1
S (F ′)D // 0

(2.8)

De plus, la colonne concernant le module �ni F est exacte d'après le lemme 2.2.
Comme R véri�e l'approximation faible, une simple chasse au diagramme montre
que le noyau Ker(

∏
v∈S T (Kv) → Xd+2

S (T̃ )) est contenu dans l'adhérence de
T (K) dans

∏
v∈S T (Kv). Montrons que 0→ T (K)→

∏
v∈S T (Kv)→Xd+2

S (T̃ )D

est un complexe.
Soient x ∈ T (K), (xv)v∈S son image dans

∏
v∈S T (Kv) et y son image dans

Xd+2
S (T̃ )D. On remarque immédiatement que l'image de y dans Xd+1

S (F ′)D est
nulle, et donc y provient d'un élément z ∈ Xd+2

S (R̃)D. Comme F est d'ordre
n, la famille (nxv)v∈S provient d'un élément (rv)v∈S ∈

∏
v∈S R(Kv). La nullité

du morphisme
∏

v∈S R(Kv) → Xd+2
S (R̃)D montre alors que ny = 0. Or, ny

est l'image de nz par Xd+2
S (R̃)D →Xd+2

S (T̃ )D et le morphisme Xd+2
S (R̃)D →

Xd+2
S (T̃ )D est injectif. Donc nz = 0. Mais Xd+2

S (R̃) étant de torsion de type
co�ni divisible, son dual est sans torsion. Donc z = 0 et y = 0.
Cela permet de conclure à l'exactitude de :

0→ T (K)S →
∏
v∈S

T (Kv)→ (Xd+2
S (T̃ ))D. (2.9)

Reste donc à montrer l'exactitude de :∏
v∈S

T (Kv)→ (Xd+2
S (T̃ ))D → (Xd+2(T̃ ))D → 0.

Pour ce faire, remarquons que nous disposons d'une suite exacte :

0→Xd+2(T̃ )→Xd+2
S (T̃ )→

⊕
v∈S

Hd+2(Kv, T̃ ),
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d'où une suite exacte duale :∏
v∈S

T (Kv)
∧ →Xd+2

S (T̃ )D →Xd+2(T̃ )D → 0

d'après la proposition 3.5(iii) du chapitre 1. Or une chasse au diagramme dans le
diagramme commutatif à lignes exactes (2.8) montre que le conoyau de T (K)S →∏

v∈S T (Kv) est de n-torsion. Par conséquent, en utilisant la suite (2.9), l'image
de
∏

v∈S T (Kv)→ (Xd+2
S (T̃ ))D est aussi de n-torsion et elle coïncide donc avec

l'image de
∏

v∈S T (Kv)
∧ →Xd+2

S (T̃ )D. On en déduit l'exactitude de∏
v∈S

T (Kv)→ (Xd+2
S (T̃ ))D → (Xd+2(T̃ ))D → 0,

ce qui achève la preuve.
(ii) En passant à la limite projective sur S dans la suite exacte de (i), on obtient
immédiatement l'exactitude de :

0→ T (K)→
∏

v∈X(1)

T (Kv)→Xd+2
ω (T̃ )D.

Pour établir les derniers termes de la suite exacte, on procède comme dans (i).
En e�et, on véri�e exactement de la même manière que l'on peut supposer que
T s'insère dans une suite exacte :

0→ F → R→ T → 0,

où F est un groupe �ni et R est un tore quasi-trivial. On remarque alors que
l'on dispose d'une suite exacte :

0→Xd+2(T̃ )→Xd+2
ω (T̃ )→

⊕
v∈X(1)

Hd+2(Kv, T̃ ),

d'où une suite exacte duale :∏
v∈X(1)

T (Kv)
∧ →Xd+2

ω (T̃ )D →Xd+2(T̃ )D → 0.

Or, comme R véri�e l'approximation faible, une chasse au diagramme dans :

R(K)

��

// T (K)

��

// H1(K,F )

��

// 0

∏
v∈X(1) R(Kv) //

∏
v∈X(1) T (Kv) //

∏
v∈X(1) H1(Kv, F ) // 0

permet de conclure que le groupe topologique
(∏

v∈X(1) T (Kv)
)
/T (K) s'iden-

ti�e à
(∏

v∈X(1) H1(Kv, F )
)
/H1(K,F ), où H1(K,F ) désigne l'adhérence de

H1(K,F ) dans
∏

v∈X(1) H1(Kv, F ) (muni de la topologie produit). C'est donc
un groupe compact et l'image de

∏
v∈X(1) T (Kv) dans Xd+2

ω (T̃ )D est fermée. On
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en déduit que cette image coïncide avec celle de
∏

v∈X(1) T (Kv)
∧, ce qui impose

l'exactitude de : ∏
v∈X(1)

T (Kv)→Xd+2
ω (T̃ )D →Xd+2(T̃ )D → 0.

Remarque 2.5. (i) La preuve précédente montre aussi que
(∏

v∈X(1) T (Kv)
)
/T (K)

est d'exposant �ni. Cependant, ce groupe n'est pas forcément �ni. Par exemple,
prenons K = Qp(t) et soit T le tore dual du tore de la proposition 3.5 de
[HSSz15]. D'après la preuve de cette proposition, comme Qp n'est pas dénom-
brable, il en est de même du groupe X3

ω(T̃ ). On en déduit que X3
ω(T̃ )D est

in�ni, et comme X1(T ) est �ni, le théorème 3.3 de [HSSz15] permet de conclure
que

(∏
v∈X(1) T (Kv)

)
/T (K) est in�ni.

(ii) Pour montrer que 0 → T (K)S →
∏

v∈S T (Kv) → (Xd+2
S (T̃ ))D est un com-

plexe, nous aurions aussi pu faire appel à un argument topologique comme dans
le lemme 9.5 et la remarque 9.8 de [CTH15].

Nous pouvons récrire la suite exacte (i) du théorème sous une forme plus agréable :

Corollaire 2.6. Rappelons que T est un tore et T̃ = T̂ ⊗L Z(d).
(i) On a une suite exacte :

0→ T (K)S →
∏
v∈S

T (Kv)→Xd+2
S (T̃ )

D

→X1(T )→ 0.

(ii) On a une suite exacte :

0→ T (K)→
∏

v∈X(1)

T (Kv)→Xd+2
ω (T̃ )

D

→X1(T )→ 0.

Démonstration. Le corollaire découle immédiatement du théorème et de la re-
marque précédents, ainsi que du théorème de dualité 3.10 du chapitre 1.

Le théorème 2.4 nous permet �nalement d'étudier les propriétés d'approximation
faible, d'approximation faible faible et d'approximation faible faible dénombrable
pour le tore T :

Corollaire 2.7. (Propriétés d'approximation faible des tores)
Rappelons que T est un tore et T̃ = T̂ ⊗L Z(d).
(i) Le tore T véri�e l'approximation faible si, et seulement si,Xd+2(T̃ ) = Xd+2

ω (T̃ ).
(ii) Le tore T véri�e l'approximation faible faible si, et seulement si, le groupe de
torsion Xd+2

ω (T̃ ) est de type co�ni. En particulier, lorsque Xd+2(L,Z(d)) = 0
pour une extension �nie L de K déployant T , le tore T véri�e l'approximation
faible faible si, et seulement si, Xd+2

ω (T̃ ) est �ni.
(iii) Le tore T véri�e l'approximation faible faible dénombrable si, et seulement si,
le groupe de torsion Xd+2

ω (T̃ ) est dénombrable.
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Démonstration. (i) Cette propriété découle immédiatement du théorème 2.4(ii).
(ii) Supposons que T véri�e l'approximation faible faible, et notons S0 une partie
�nie de X(1) telle que, pour chaque partie �nie S de X(1) n'intersectant pas S0,
le groupe T (K) est dense dans

∏
v∈S T (Kv). D'après le théorème 2.4(i), cela

impose que, pour une telle partie S, on a Xd+2
S (T̃ ) = Xd+2(T̃ ), d'où une suite

exacte :
0→Xd+2(T̃ )→Xd+2

ω (T̃ )→
⊕
v∈S0

Hd+2(Kv, T̃ ).

On en déduit que Xd+2
ω (T̃ ) est de torsion de type co�ni.

Réciproquement, supposons que le groupe de torsionXd+2
ω (T̃ ) est de type co�ni.

Montrons d'abord queXd+2(T̃ )div = Xd+2
ω (T̃ )div. Comme

(∏
v∈X(1) T (Kv)

)
/T (K)

est d'exposant �ni, le théorème 2.4(ii) fournit une suite exacte :

0→ A→Xd+2
ω (T̃ )D →Xd+2(T̃ )D → 0,

où A est un groupe abélien de torsion. On en déduit que :

Xd+2
ω (T̃ )D/(Xd+2

ω (T̃ )D)tors ∼= Xd+2(T̃ )D/(Xd+2(T̃ )D)tors,

et donc que Xd+2
ω (T̃ )div ∼= Xd+2(T̃ )div, puisque Xd+2

ω (T̃ ) est supposé de tor-
sion de type co�ni. Rappelons maintenant qu'il existe n > 0 tel que le groupe(∏

v∈S T (Kv)
)
/T (K)S est de n-torsion pour toute partie �nie S de X(1) et

�xons un nombre premier l divisant n. Comme Xd+2
ω (T̃ ) est de type co�ni

et Xd+2(T̃ )div = Xd+2
ω (T̃ )div, il existe une partie �nie Sl ⊆ X(1) telle que

Xd+2
ω (T̃ ){l} = Xd+2

Sl
(T̃ ){l}. On en déduit que, pour chaque partie �nie S de

X(1) n'intersectant pas Sl, on a Xd+2(T̃ ){l} = Xd+2
S (T̃ ){l}. Grâce au théorème

2.4(i), on en déduit que((∏
v∈S

T (Kv)

)
/T (K)S

)
{l} = 0.

Cela prouve que T (K) est dense dans
∏

v∈S T (Kv) pour chaque partie �nie S de
X(1) n'intersectant pas

⋃
l|n Sl, et donc T véri�e l'approximation faible faible.

(iii) Supposons que Xd+2
ω (T̃ ) est dénombrable. Soit S0 l'ensemble des places v ∈

X(1) telles qu'il existe un élément de Xd+2
ω (T̃ ) dont l'image dans Hd+2(Kv, T̃ )

est non nulle. On sait que Xd+2
ω (T̃ ) =

⋃
S⊆X(1) �ni

Xd+2
S (T̃ ). Comme Xd+2

ω (T̃ )

est dénombrable, il existe une suite (Si)i≥1 de parties �nies de X(1) telle que
Xd+2

ω (T̃ ) =
⋃
i≥1X

d+2
Si

(T̃ ). On en déduit que Xd+2
ω (T̃ ) ⊆ Xd+2⋃

i≥1 Si
(T̃ ) et que

S0 ⊆
⋃
i≥1 Si. Par conséquent, S0 est dénombrable. De plus, pour chaque partie

�nie S de X(1) n'intersectant par S0, on a Xd+2
S (T̃ ) = Xd+2(T̃ ). Le théorème

2.4(i) impose alors que T (K) est dense dans
∏

v∈S T (Kv), et donc T véri�e l'ap-
proximation faible faible dénombrable.
Réciproquement, supposons que T véri�e l'approximation faible faible dénom-
brable. Soit S0 une partie dénombrable deX(1) telle que, pour chaque partie �nie
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S de X(1) n'intersectant pas S0, le groupe T (K) est dense dans
∏

v∈S T (Kv).
D'après le théorème 2.4(i), cela impose que, pour une telle partie S, on a
Xd+2

S (T̃ ) = Xd+2(T̃ ), d'où une suite exacte :

0→Xd+2(T̃ )→Xd+2
ω (T̃ )→

⊕
v∈S0

Hd+2(Kv, T̃ ).

On en déduit que Xd+2
ω (T̃ ) est dénombrable.

Remarque 2.8. (i) Il existe des tores qui ne véri�ent pas l'approximation faible
faible dénombrable. C'est par exemple le cas du tore de la proposition 3.5 de
[HSSz15] (voir la remarque 2.5).

(ii) Je ne connais pas la réponse à la question suivante mais elle me semble inté-
ressante : existe-t-il des tores véri�ant l'approximation faible faible dénombrable
mais ne véri�ant pas l'approximation faible faible ?

3 Applications au principe local-global

3.1 Torseurs sous un tore

Dans cette section, on suppose que d > 0, c'est-à-dire que k (qui est de carac-
téristique 0) n'est pas C((t)). Soient T un tore sur K et Y un espace principal
homogène sous T . Soit Y un modèle lisse géométriquement intègre de Y sur un
ouvert non vide U de X et notons :

Y (AK) := lim−→
V⊆U

∏
v∈X\V

Y (Kv)×
∏

v∈V (1)

Y(Ov)

où Ov désigne le complété de l'anneau local de X en v. Supposons que Y (AK) 6= ∅.
Comme dans la partie 5 de [HSz16], on peut dé�nir :

Hd+2
lc

(Y,Q/Z(d+ 1)) = Ker(Hd+2(Y,Q/Z(d+ 1))/Im(Hd+2(K,Q/Z(d+ 1)))

→
∏

v∈X(1)

Hd+2(YKv ,Q/Z(d+ 1))/Im(Hd+2(Kv,Q/Z(d+ 1)))

où YKv désigne Y ×K Kv. On considère alors l'accouplement :

[., .] : Y (AK)×Hd+2
lc

(Y,Q/Z(d+ 1))→ Q/Z

((Pv)v, α) 7→
∑
v∈X(1)

invv(α(Pv))

où invv désigne l'isomorphisme Hd+2(Kv,Q/Z(d + 1)) ∼= Q/Z du théorème I.2.17
de [Mil06]. D'après la loi de réciprocité de Weil (paragraphes 2 et 3 de l'annexe du
chapitre II de [Ser02])), Y (K) est contenu dans l'orthogonal deHd+2

lc
(Y,Q/Z(d+1))
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par [., .]. De plus, la quantité [(Pv)v, α] est indépendante du choix du point adélique
(Pv)v. Cela permet donc de construire un morphisme

ρY : Hd+2
lc

(Y,Q/Z(d+ 1))→ Q/Z.

On prouve alors exactement de la même manière que dans la partie 5 de [HSz16]
le théorème :

Théorème 3.1. On rappelle que l'on a supposé que d > 0. Si ρY est trivial, alors
Y (K) 6= ∅.

Démonstration. (Esquisse)
Comme K est de dimension cohomologique d+2, la suite spectrale de HochSchild-
Serre :

Hp(K,Hq(Y ,Q/Z(d+ 1)))⇒ Hp+q(Y,Q/Z(d+ 1))

induit un morphisme

Hd+1(K,H1(Y ,Q/Z(d+ 1)))→ Hd+2(Y,Q/Z(d+ 1))/Im(Hd+2(K,Q/Z(d+ 1))).

De plus, on montre exactement comme dans le lemme 5.2 de [HSz16] que :

H1(Y ,Q/Z(d+ 1)) ∼= T̃t.

Comme les groupes Hd+1(K, T̂ ⊗Q(d)) et Hd+2(K, T̂ ⊗Q(d)) sont nuls d'après le
lemme 3.1 du chapitre 1, on a des isomorphismes

Hd+1(K,H1(Y ,Q/Z(d+ 1))) ∼= Hd+1(K, T̃t) ∼= Hd+2(K, T̃ ),

d'où un morphisme :

Hd+2(K, T̃ )→ Hd+2(Y,Q/Z(d+ 1))/Im(Hd+2(K,Q/Z(d+ 1))).

En passant aux éléments localement triviaux, on obtient un morphisme

τ : Xd+2(T̃ )→ Hd+2
lc

(Y,Q/Z(d+ 1)).

En procédant exactement comme dans la proposition 5.3 de [HSz16], on peut mon-
trer que, si α est un élément de Xd+2(T̃ ), [Y ] désigne la classe de Y dans X1(T )
et PT (., .) : X1(T )×Xd+2(T̃ )→ Q/Z désigne l'accouplement du théorème 3.10
du chapitre 1, alors ρY (τ(α)) = PT ([Y ], α) au signe près. Ainsi, grâce au théo-
rème 3.10 du chapitre 1, on déduit que si ρY est trivial, alors [Y ] = 0 et donc
Y (K) 6= ∅.

Remarque 3.2. Dans le théorème précédent, il su�t de supposer que la compo-
sée :

Xd+2(T̃ )
τ→ H+2

lc
(Y,Q/Z(d+ 1))

ρY→ Q/Z

est triviale pour conclure que Y (K) 6= ∅.
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3.2 Torseurs sous un groupe réductif

Cas d = 0

Dans cette section, on suppose que k = C((t)) (et donc que d = 0). Nous allons
suivre de près les méthodes développées par Borovoi dans l'article [Bor98] a�n
de montrer que, pour chaque K-groupe linéaire réductif connexe H, il existe un
accouplement non dégénéré BM : X1(H) × B(H) → Q/Z. En fait, un tel accou-
plement a déjà été étudié dans la partie 10 de l'article [CTH15] : les méthodes
utilisées dans ce dernier, fondées sur les revêtements spéciaux, permettent d'établir
la non-dégénérescence à gauche mais pas la non-dégénérescence à droite.

Considérons H un groupe réductif connexe sur K, et notons Hss son sous-groupe
dérivé et Hsc le revêtement universel de Hss, qui est semi-simple simplement
connexe. Soit T un tore maximal de H. Notons T (sc) l'image réciproque de T
par le morphisme composé ρ : Hsc → Hss → H et G = [T (sc) → T ] le cône
de T (sc) → T . Pour L une extension de K, on dé�nit la cohomologie galoisienne
abélienne de H par Hr

ab
(L,H) = Hr(L,G). On rappelle que, dans la section 3

de [Bor98], Borovoi a construit, pour chaque extension L de K, des morphismes
d'abélianisation :

ab0L :H(L)→ H0
ab

(L,H)

ab1L :H1(L,H)→ H1
ab

(L,H).

Dans la suite, nous nous intéressons au morphisme ab1L avec L = K et avec L = Kv

pour un certain v ∈ X(1). Commençons par montrer qu'il est injectif.

Théorème 3.3. (Cas particulier de la conjecture de Serre II)
Rappelons que nous avons supposé que X est une courbe sur k = C((t)). Supposons
de plus que H soit semisimple simplement connexe.

(i) Pour chaque v ∈ X(1), l'ensemble pointé H1(Kv, H) est trivial.
(ii) L'ensemble pointé H1(K,H) est trivial.

Démonstration. (i) On pourra aller voir le théorème 4.7 de [BT87].
(ii) D'après le théorème 10 de [Lan52], le corps C((t)) est C1. En utilisant en
plus le théorème 6 de [Lan52] complété par [Nag57], le corps K est un corps
C2 de caractéristique 0 et son extension abélienne maximale est de dimension
cohomologique au plus 1. La partie (v) du théorème 1.2 de [CTGP04] permet
alors de conclure.

Corollaire 3.4. On rappelle que l'on a supposé que X est une courbe sur k =
C((t)).

(i) Pour chaque v ∈ X(1), le morphisme d'abélianisation ab1Kv est injectif.
(ii) Le morphisme d'abélianisation ab1K est injectif.
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Démonstration. La preuve découle du théorème précédent par un dévissage suivi
d'un argument de torsion. Elle est tout à fait analogue à celle du corollaire 5.4.1
de [Bor98].

Quant à la surjectivité des morphismes d'abélianisation, elle découle des travaux
de González-Avilés ([GA12]) :

Théorème 3.5. On rappelle que l'on a supposé que X est une courbe sur k =
C((t)).
(i) Pour chaque v ∈ X(1), le morphisme d'abélianisation ab1Kv est surjectif.
(ii) Le morphisme d'abélianisation ab1K est surjectif.

Démonstration. Rappelons que le corps K (resp. Kv pour v ∈ X(1)) est de type
de Douai (voir dé�nition 5.2 de [GA12]) d'après le théorème 2.1(a) de [CTGP04],
puisqueK (resp.Kv) est un corps de caractéristique 0 de dimension cohomologique
2 dont l'extension abélienne maximale est de dimension cohomologique au plus
1 et l'exposant et l'indice coïncident pour les algèbres simples centrales sur des
extensions �nies de K (resp. Kv) (voir p. 350 de [Par10] ou le théorème 5.5 de
[HHK09]). Cela permet de déduire la surjectivité des morphismes d'abélianisation
du théorème 5.5(i) de [GA12], puisque nous sommes en caractéristique 0.

Nous allons voir que les propriétés que nous venons d'établir concernant les
morphismes d'abélianisation permettent d'étudier l'obstruction au principe local-
global.
Soit Y un espace principal homogène sous H tel que, pour chaque v ∈ X(1), on
a Y (Kv) 6= ∅. Comme avant, on considère Y un modèle lisse géométriquement
intègre de Y sur un ouvert non vide U de X et on note :

Y (AK) := lim−→
V⊆U

∏
v∈X\V

Y (Kv)×
∏

v∈V (1)

Y(Ov)

où Ov désigne le complété de l'anneau local de X en v. On peut alors dé�nir un
accouplement de type Brauer-Manin :

[., .] : Y (AK)×B(Y )→ Q/Z,

et on remarque que, pour α ∈ B(Y ), la valeur de [(Pv), α] ne dépend pas du
choix du point adélique (Pv) ∈ Y (AK). Comme on dispose d'un isomorphisme
canonique B(Y ) → B(H) (voir le lemme 5.2(iii) de [BvH09]), cela permet de
dé�nir un accouplement :

BM : X1(H)×B(H)→ Q/Z
([Y ], α) 7→ [(Pv), α]

où (Pv) ∈ Y (AK) est un point adélique quelconque.
D'autre part, le noyau du morphisme T (sc) → T étant �ni, le corollaire 4.18(ii) du
chapitre 1 fournit un accouplement parfait de type Poitou-Tate :

PT : X1(G)×X1(G̃)→ Q/Z.
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De plus, nous disposons d'isomorphismes permettant de comparer les deux accou-
plements précédents :
• d'après le corollaire 3.4 et le théorème 3.5, les morphismes d'abélianisation in-
duisent une bijection ab1 : X1(H)→X1(G),
• d'après le corollaire 2.20 et le théorème 4.8 de [BvH09], on dispose d'un isomor-
phisme B : B(H)→X1(G̃).

Le lemme suivant montre que les accouplements de Brauer-Manin et de Poitou-
Tate sont compatibles :

Proposition 3.6. On rappelle que l'on a supposé que X est une courbe sur k =
C((t)). Le diagramme :

BM : X1(H)

ab
1

��

× B(H)

B
��

// Q/Z

PT : X1(G) × X1(G̃) // Q/Z.
est commutatif au signe près.

Avant de passer à la preuve du lemme précédent, introduisons les notations sui-
vantes, calquées de l'article [HSz08] :

Notation 3.7. Lorsque Y est une variété lisse géométriquement intègre sur K et
Y un modèle lisse géométriquement intègre de Y sur un ouvert non vide U0 de X :
• πY : Y → Spec K et πY : Y → U0 sont les morphismes structuraux,
• Y désigne Y ×K Ks,
• KD(Y ) = [Ks(Y )× → Div(Y )] = τ≤1RπY∗ Gm[1] dans la catégorie dérivée,
• KD′(Y ) = [Ks(Y )×/Ks× → Div(Y )] = [Gm → τ≤1RπY∗ Gm][1] dans la catégorie
dérivée,
• KD(Y) = τ≤1RπY∗ Gm[1],
• KD′(Y) = [Gm → τ≤1RπY∗ Gm][1].
On rappelle que H1(K,KD′(Y )) ∼= Bral(Y ) d'après le lemme 2.1 de [HSz08].

Démonstration. Soient [Y ] ∈ X1(H) et α ∈ B(H). On notera aussi α l'image
réciproque de α par l'isomorphisme B(Y )→ B(H). Soit U0 un ouvert non vide de
X tel qu'il existe :
• Y un modèle lisse géométriquement intègre de Y sur U0,
• H (resp. H(sc)) un schéma en groupes réductif (au sens du chapitre XIX de
[Gro70]) sur un ouvert non vide de U0 étendant H (resp. Hsc),
• un morphisme H(sc) → H étendant Hsc → H,
• T (resp. T (sc)) un tore sur U0 étendant T (resp. T (sc)),
• un morphisme T (sc) → T étendant T (sc) → T ,
• un morphisme T (sc) → H(sc) étendant T (sc) ↪→ Hsc,
• un morphisme T → H étendant T ↪→ H,
• un morphisme H×U0 Y → Y étendant l'action H ×K Y → Y de H sur Y ,
et tel que le diagramme :
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T (sc) //

��

T

��
H(sc) //H

est commutatif. On adopte en outre les notations suivantes :

• T̂ et ˆT (sc) désignent les modules de caractères de T et T (sc),
• G = [T (sc) → T ] et G̃ = [T̂ → ˆT (sc)],
• U désigne un ouvert de U0 tel que α se relève en un élément αU ∈ H1

c (U,KD′(Y))
et tel que ab1([Y ]) s'étend en un élément de H1(U,G),
• EY désigne la classe du morphisme naturel KD′(Y) → Gm[2] dans le groupe
Ext1U(KD′(Y)),Gm[1]),
• C(H) = [KD′(H)→ KD′(H(sc))][−1] et C(T ) = [KD′(T )→ KD′(T (sc))][−1],
• Ext1U(KD′(Y ⊕ H),Gm[1]) = Ext1U(KD′(Y),Gm[1]) ⊕ Ext1U(KD′(H),Gm[1]) et
H1
c (U,KD′(Y ⊕H)) = H1

c (U,KD′(Y))⊕H1
c (U,KD′(H)).

On dispose d'un diagramme commutatif d'accouplements :

Ext1U(KD′(Y),Gm[1]) × H1
c (U,KD′(Y)) //

��

H3
c (U,Gm)

∼= // Q/Z

Ext1U(KD′(Y ×U H),Gm[1])

OO

��

× H1
c (U,KD′(Y ×U H)) // H3

c (U,Gm)
∼= // Q/Z

Ext1U(KD′(Y ⊕H),Gm[1]) × H1
c (U,KD′(Y ⊕H))

OO

��

// H3
c (U,Gm)

∼= // Q/Z

Ext1U(KD′(H),Gm[1])

OO

��

× H1
c (U,KD′(H)) // H3

c (U,Gm)
∼= // Q/Z

Ext1U(C(H),Gm[1]) × H1
c (U,C(H)) //

��

OO

H3
c (U,Gm)

∼= // Q/Z

Ext1U(C(T ),Gm[1])

OO

��

× H1
c (U,C(T )) // H3

c (U,Gm)
∼= // Q/Z

Ext1U(G̃,Gm[1]) × H1
c (U, G̃)

OO

// H3
c (U,Gm)

∼= // Q/Z

H1(U,G)

OO

× H1
c (U, G̃) // H3

c (U,Gm)
∼= // Q/Z

où les morphismes verticaux sont induits (du haut vers le bas) par :

• le morphisme KD′(Y) → KD′(Y ×U H) induit par le morphisme Y ×U H → Y
qui étend l'action de H sur Y ,
• le morphisme naturel KD′(Y)⊕KD′(H)→ KD′(Y ×U H) induit par les projec-
tions,
• la projection KD′(Y)⊕KD′(H)→ KD′(H),
• le morphisme naturel C(H)→ KD′(H),
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• le morphisme naturel C(H)→ C(T ),
• le morphisme G̃ → C(T ) le morphisme induit par T̂ ∼= [Gm → πT∗ Gm] →
KD′(T )[−1] et par ˆT (sc) ∼= [Gm → πT

(sc)

∗ Gm] → KD′(T (sc))[−1] (les identi�ca-
tions T̂ ∼= [Gm → πT∗ Gm] et ˆT (sc) ∼= [Gm → πT

(sc)

∗ Gm] découlent du lemme de
Rosenlicht),
• l'accouplement G ⊗L G̃ → Gm[1].
De manière analogue à la proposition 3.3 de [HSz08], on peut montrer que :

BM([Y ], (α)) = EY ∪ αU .

De plus, l'article [BvH09] établit que l'isomorphisme

H1(K,G)→ Ext1K(KD′(Y ),Gm[1])

envoie ab1([Y ]) sur −EY , où EY désigne l'image de EY dans Ext1K(KD′(Y ),Gm[1])
(théorème 5.5 de [BvH09]), et que les morphismes KD′(Y)⊕KD′(H)→ KD′(Y×U
H), C(H) → KD′(H) et G̃ → C(T ) deviennent des isomorphismes sur la �bre
générique (lemmes 5.2, 4.3 et 4.2 de [BvH09]). Donc, quitte à diminuer U , on en
déduit que :

PT(ab1([Y ]), B(α)) = ±EY ∪ αU = ±BM([Y ], (α)).

Remarque 3.8. Pour établir la proposition 3.3 de [HSz08], on a besoin de donner
une autre construction du morphisme BM([Y ], .) à l'aide du lemme du serpent
(lemme 3.1). Dans notre situation, dans la preuve précédente, pour montrer que
BM([Y ], (α)) = EY ∪αU , il convient de remarquer que la même construction marche
même si le morphisme Br(K)→

⊕
v∈X(1) Br(Kv) n'est pas injectif et son conoyau

n'est pas isomorphe à Q/Z : en fait, la loi de réciprocité de Weil (paragraphes 2
et 3 de l'annexe du chapitre II de [Ser02])) fournit un morphisme Coker(Br(K)→⊕

v∈X(1) Br(Kv))→ Q/Z, et cela nous su�t.

Théorème 3.9. (Obstruction au principe local-global)
On rappelle que l'on a supposé que X est une courbe sur k = C((t)) et que H est un
groupe réductif connexe sur K = k(X). L'accouplement BM : X1(H) × B(H) →
Q/Z induit une bijection X1(H) ∼= B(H)

D
.

Démonstration. Cela découle du lemme précédent, du corollaire 4.18(ii) du cha-
pitre 1, et du fait que ab1 est une bijection et que B : B(H) → X1(G̃) est un
isomorphisme.

Remarque 3.10. Comme la cohomologie d'un groupe unipotent sur un corps de
caractéristique 0 est triviale, en quotientant par le radical unipotent, on voit que
le théorème précédent reste valable pour un groupe algébrique linéaire connexe
quelconque.
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Corollaire 3.11. On rappelle que l'on a supposé que X est une courbe sur k =
C((t)). Soit H un groupe linéaire connexe quelconque sur K. La seule obstruc-
tion au principe local-global pour les K-espaces principaux homogènes sous H est
l'obstruction de Brauer-Manin associée à B(H).

Remarque 3.12. • Ce corollaire découle uniquement de la non-dégénérescence à
gauche de l'accouplement BM : les résultats de l'article [CTH15] étaient donc
déjà su�sants pour l'établir.
• Il est probable que les mêmes techniques permettent d'étudier les espaces ho-
mogènes à stabilisateurs connexes.

Cas d = 1

Dans cette section, on suppose que k = C((t1))((t2)) (le cas où k est p-adique a
été traité dans la partie 6 de [HSz16]). Soit H un groupe réductif sur K tel que
Hsc est quasi-déployé. On suppose de plus que :
• le groupe X2(Z) est nul,
• le groupe H est déployé sur une extension �nie galoisienne L de K (ie H possède
un tore maximal qui devient déployé sur L) telle que X2(L,Gm) = 0.

Remarque 3.13. (i) L'hypothèse X2(L,Gm) = 0 implique que X2(Gm) = 0,
mais la réciproque est fausse. En e�et :
• si X2(L,Gm) = 0, un argument de restriction-corestriction montre que
X2(Gm) est d'exposant �ni ; comme il est divisible, il est nul ;
• pour voir que la réciproque est fausse, il su�t de choisir K = C((t1))((t2))(x)
et L la clôture galoisienne d'une extension �nie L′ deK telle queX2(L′,Gm) 6=
0 (cela est possible grâce à l'exemple 1.17).

De même, si X2(L,Z) = 0, alors X2(Z) = 0, mais la réciproque est fausse.
(ii) Les nullités de X2(Z) et de X2(L,Gm) = 0 ont été étudiées dans la section
1.

Soit E un espace principal homogène sous H tel que E(AK) 6= ∅. Comme dans
la partie 3.1, on peut construire un morphisme ρE : H3

lc
(E,Q/Z(2)) → Q/Z.

Exactement de la même manière que dans la partie 6 de [HSz16], on peut montrer
le théorème suivant :

Théorème 3.14. On rappelle que l'on a supposé que X est une courbe sur k =
C((t1))((t2)). Si H

sc n'a pas de facteur E8 et si ρE est le morphisme trivial, alors
E(K) 6= ∅. Si Hsc est de type E8 et si ρE est le morphisme trivial, alors E possède
un zéro-cycle de degré 1.

Remarque 3.15. (i) La preuve fait appel à l'invariant de Rost. En particulier,
on utilise les deux résultats suivants :
• pour H ′ un groupe semi-simple simplement connexe absolument presque
simple quasi-déployé sur un corps K ′ de dimension cohomologique au plus
3, si H ′ n'est pas de type E8, le noyau de l'invariant de Rost H1(K ′, H ′) →
H3(K ′,Q/Z(2)) est trivial (théorème 5.3 de [CTPS12]) ;
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• pour H ′ un groupe semi-simple simplement connexe absolument presque
simple quasi-déployé de type E8 sur un corps K ′ de dimension cohomolo-
gique au plus 4, tout torseur sous H ′ représentant une classe du noyau de
l'invariant de Rost H1(K ′, H ′) → H3(K ′,Q/Z(2)) admet un zéro-cycle de
degré 1 ([Che94], [Che10], [Sem16]).

(ii) La nullité de X2(Z) est utilisée pour établir un résultat analogue à la proposi-
tion 6.2 de [HSz16], ou plus précisément pour montrer l'injectivité du morphisme
H3(K,Q/Z(2)) →

∏
v∈X(1) H3(Kv,Q/Z(2)) : le noyau de H3(K,Q/Z(2)) →∏

v∈X(1) H3(Kv,Q/Z(2)) est isomorphe à X4(Z(2)), qui est nul si, et seulement
si, X2(Z) l'est d'après une variante du lemme 3.20 du chapitre 1.

(iii) La nullité du X2(L,Gm) permet de calculer la cohomologie des tores quasi-
triviaux. Plus précisément, dans la partie 6 de [HSz16], on a besoin de considérer
une z-extension (suite exacte (37)) faisant intervenir un tore quasi-trivial Q. Il
se trouve qu'avec le choix que nous avons fait du corps L, on peut supposer que
le module des caractères de Q est un Z[Gal(L/K)]-module libre (proposition 3.1
de [MS82]). Comme X2(L,Gm) est nul, cela permet d'établir avec le lemme de
Shapiro que X2(Q) et X3(Q̃) sont nuls.

Cas d > 1

Dans cette section, on suppose que d > 1. Soit H un groupe réductif sur K tel
que Hsc est quasi-déployé. Soit L une extension �nie galoisienne de K telle que
H contient un tore maximal déployé sur L. On suppose que X4(Z(2)) = 0 et que
X2(L,Gm) = 0.

Remarque 3.16. La nullité de X2(L,Gm) a été étudiée dans la section 1.

Soit E un espace principal homogène sous H tel que E(AK) 6= ∅. Comme dans la
partie 3.1, on peut construire un morphisme ρE : Hd+2

lc
(E,Q/Z(d + 1)) → Q/Z.

On peut alors montrer le théorème suivant :

Théorème 3.17. On rappelle que l'on a supposé que d > 1.
(i) Si ρE est le morphisme trivial et si Hsc ne contient que des facteurs de type
An avec n ≤ 5, Bn avec n ≤ 6, Cn avec n ≤ 5, Dn avec n ≤ 6, 1D7, E6, E7, F4,
G2, alors E(K) 6= ∅.

(ii) Si d = 2, ρE est le morphisme trivial et Hsc est de type E8, alors E possède
un zéro-cycle de degré 1.

La preuve est très similaire à celle du théorème 6.1 de [HSz16] mais présente
quelques di�érences que nous signalons dans la suite.

Démonstration. (Esquisse)
• Comme le noyau de l'invariant de Rost d'un groupe semi-simple simplement
connexe absolument presque simple quasi-déployé de type An avec n ≤ 5, Bn

avec n ≤ 6, Cn avec n ≤ 5, Dn avec n ≤ 6, 1D7, E6, E7, F4 ou G2 est tri-
vial (théorèmes 0.1 et 0.5 de [Gar01]) et comme tout torseur dans le noyau de
l'invariant de Rost d'un groupe semi-simple simplement connexe absolument
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presque simple quasi-déployé de type E8 sur un corps de dimension cohomo-
logique au plus 4 a un zéro-cycle de degré 1 ([Che94], [Che10], [Sem16]), on
montre la propriété suivante exactement de la même manière que la proposi-
tion 6.2 de [HSz16] : sous les hypothèses de (i), le noyau de H1(K,Hsc) →∏

v∈X(1) H1(Kv, H
sc)) est trivial ; sous les hypothèses de (ii), tout torseur sous

Hsc représentant un élément de Ker(H1(K,Hsc) →
∏

v∈X(1) H1(Kv, H
sc)) pos-

sède un zéro-cycle de degré 1. Dans la preuve de ces résultats, l'injectivité de
H3(K,Q/Z(2))→

∏
v∈X(1) H3(Kv,Q/Z(2)) découle de la nullité de X4(Z(2)).

• On considère une z-extension de H :

1→ Q→ Hz → H → 1.

C'est une extension centrale de K-groupes réductifs, Q est un tore quasi-trivial
dont le module des caractères est un module libre sur l'anneau Z[Gal(L/K)],
et le sous-groupe dérivé Hss

z de Hz est Hsc. Comme Hz est réductif, on dispose
aussi d'une suite exacte 1 → Hsc → Hz → Hz/H

sc → 1 où Hz/H
sc est un

tore. On prouve alors de la même manière que le lemme 6.4 et la proposition
6.5 de [HSz16] le résultat suivant : le morphisme naturel d'ensembles pointés
X1(Hz) → X1(H) est un isomorphisme, et le noyau du morphisme naturel
d'ensembles pointés X1(Hz) → X1(Hz/H

sc) est trivial. Pour ce faire, il est
nécessaire de montrer queX2(Q) est nul : cela découle immédiatement du lemme
de Shapiro, du fait que Q̂ est un Z[Gal(L/K)]-module libre et de la nullité de
X2(L,Gm). On notera Ez un torseur sous Hz représentant l'image réciproque de
E par l'isomorphisme X1(Hz)→X1(H), et Y un torseur représentant l'image
de Ez par X1(Hz)→X1(Hz/H

sc).
• On note T (resp. Tz) un tore maximal de H (resp. Hz). On note T (sc) (resp.
T

(sc)
z ) l'image réciproque de T (resp. Tz) dans Hsc (resp. Hsc

z ). On note �nale-
ment G = [T (sc) → T ] et Gz = [T

(sc)
z → Tz]. Le lemme 6.7 de [San81] fournit

un isomorphisme H1(E,Q/Z(1)) ∼= H1(H,Q/Z(1)) et donc un isomorphisme
H1(E,Q/Z(1)) ∼= HomK(Ť / ˇT (sc),Q/Z) d'après la proposition 6.7 de [CT08].
Comme ˇT (sc) → Ť est injectif, on obtient ainsi un isomorphisme :

H1(E,Q/Z(d+ 1)) ∼= HomK(Ť / ˇT (sc),Q/Z(d))

∼= H0RHomK([ ˇT (sc) → Ť ],Q/Z(d)).

On a alors un morphisme naturel H0(G̃t[−1])→ H1(E,Q/Z(d+ 1)) induit par
l'accouplement [T̂ → ˆT (sc)] ⊗L [ ˇT (sc) → Ť ] → Z[1] construit dans la preuve du
lemme 4.3 du chapitre 1. Comme le conoyau de T̂ → ˆT (sc) est �ni, G̃t[−1] est
concentré en degré 0, et on a une suite exacte :

Hd+1(K, [T̂ → ˆT (sc)]⊗L Q(d)[−1])→ Hd+1(K, G̃t[−1])→ Hd+2(K, G̃[−1])

→ Hd+2(K, [T̂ → ˆT (sc)]⊗L Q(d)[−1]).

Montrons queHd+1(K, [T̂ → ˆT (sc)]⊗LQ(d)[−1]) est nul. Pour ce faire, on dispose
de la suite exacte Hd+1(K,Ker(T̂ → ˆT (sc))⊗L Q(d))→ Hd+1(K, [T̂ → ˆT (sc)]⊗L
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Q(d)[−1]) → Hd+1(K,Coker(T̂ → ˆT (sc)) ⊗L Q(d)[−1]). Le troisième terme est
nul car Coker(T̂ → ˆT (sc)) est �ni. Quant au premier, il est divisible et le lemme
4.1 du chapitre 1 montre qu'il est d'exposant �ni. Il est donc nul, et à fortiori le
groupe Hd+1(K, [T̂ → ˆT (sc)]⊗L Q(d)[−1]) l'est aussi.
On montre de même que Hd+2(K, [T̂ → ˆT (sc)] ⊗L Q(d)[−1]) = 0, et on obtient
donc un isomorphisme :

Hd+1(K, G̃t[−1]) ∼= Hd+2(K, G̃[−1]),

qui permet de construire par composition un morphisme :

Hd+2(K, G̃[−1])→ Hd+1(K,H1(E,Q/Z(d+ 1))).

En composant avec le morphisme

Hd+1(K,H1(E,Q/Z(d+ 1)))→ Hd+2(E,Q/Z(d+ 1))/Hd+2(K,Q/Z(d+ 1)),

on obtient un morphisme :

Hd+1(K, G̃)→ Hd+2(E,Q/Z(d+ 1))/Hd+2(K,Q/Z(d+ 1)).

En passant aux éléments localement triviaux, cela induit un morphisme :

Xd+1(G̃)→ Hd+2
lc

(E,Q/Z(d+ 1)).

De même, on a des morphismes :

Xd+1(G̃z)→ Hd+2
lc

(Ez,Q/Z(d+ 1)),

Xd+2((Hz/H
sc)∼)→ Hd+2

lc
(Y,Q/Z(d+ 1)).

En exploitant le diagramme commutatif :

Xd+2((Hz/H
sc)∼) //

��

Xd+1(G̃z)

��

Xd+1(G̃)

��

oo

Hd+2
lc

(Y,Q/Z(d+ 1)) //

ρY

��

Hd+2
lc

(Ez,Q/Z(d+ 1))

ρEz
��

Hd+2
lc

(E,Q/Z(d+ 1))oo

ρE

��
Q/Z Q/Z Q/Z,

on voit que, si le morphisme Xd+1(G̃) → Xd+1(G̃z) est un isomorphisme,
alors la composée Xd+2((Hz/H

sc)∼) → Hd+2
lc

(Y,Q/Z(d + 1))
ρY→ Q/Z est

nulle, et donc d'après la remarque 3.2, le torseur Y est trivial : le noyau de
X1(Hz) → X1(Hz/H

sc) étant trivial et le morphisme d'ensembles pointés
X1(Hz) → X1(H) étant un isomorphisme, on en déduit que le torseur E est
trivial. Il su�t donc de montrer que le morphisme Xd+1(G̃) →Xd+1(G̃z) est
un isomorphisme.
Pour ce faire, on écrit le triangle distingué G̃→ G̃z → Q̃[1]→ G̃[1]. Comme Q
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est quasi-trivial, le lemme de Shapiro et la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum
imposent que Hd+1(K, Q̃) = Hd+1(Kv, Q̃) = 0. De plus, en utilisant toujours
le lemme de Shapiro et le fait que Q̂ est un Z[Gal(L/K)]-module libre, on a
Xd+2(Q̃) = Xd+2(L,Z(d))m pour un certain m, qui est nul d'après le lemme
3.20 du chapitre 1 puisque X2(L,Gm) = 0. Par conséquent, le morphisme
Xd+1(G̃)→Xd+1(G̃z) est bien un isomorphisme, ce qui achève la preuve.

Remarque 3.18. Dans le cas d = 2, on n'a pas besoin de supposer queX4(Z(2)) =
0. En e�et, comme X2(L,Gm) = 0, un argument de restriction-corestriction
montre queX2(Gm) = 0, et donc, en vertu du lemme 3.20 du chapitre 1,X4(Z(2))
est automatiquement nul. En particulier, dans ce cas, il su�t de supposer que le
corps L véri�e les hypothèses du corollaire 1.11 ou du corollaire 1.12.
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3
Variétés abéliennes sur les corps

de fonctions de courbes sur des

corps locaux supérieurs

0 Introduction

0.1 Contexte et motivations

Dans le premier chapitre de la thèse, nous avons établi des théorèmes de
dualité arithmétique pour les modules �nis, les tores et les groupes de type mul-
tiplicatif sur des corps de fonctions de courbes sur des corps locaux supérieurs.
L'objectif de ce troisième chapitre de la thèse est d'obtenir aussi des théorèmes
de dualité pour les variétés abéliennes. Commençons par rappeler brièvement les
résultats portant sur ces dernières dans le cas classique des corps p-adiques et des
corps de nombres.

Dans le cadre local, Tate montre en 1958, dans l'exposé [Tat58], qu'étant don-
née une variété abélienne A sur un corps p-adique k de variété abélienne duale At,
il existe un accouplement canonique H0(k,A)×H1(k,At)→ Br(k) ∼= Q/Z qui met
en dualité parfaite le groupe pro�ni H0(k,A) et le groupe de torsion H1(k,At).
Dans le cadre global, en généralisant des travaux de Cassels pour les courbes el-
liptiques, il construit pour chaque variété abélienne A sur un corps de nombres
K de variété duale At un accouplement X1(K,A) ×X1(K,At) → Q/Z puis
annonce au Congrès International des Mathématiciens de 1962 ([Tat63]) la non-
dégénérescence de ce dernier modulo divisibles. Ici, X1(K,A) désigne le groupe de
Tate-Shafarevich constitué des classes d'isomorphismes de torseurs sous A triviales
dans tous les complétés de K. Des résultats analogues ont aussi été établis pour
les variétés abéliennes sur Fp((u)) et sur Fp(u) (Remarque I.3.6 et Théorème I.6.13
de [Mil06]).

119



Ch. 3. - Variétés abéliennes sur les corps de fonctions de courbes sur des corps locaux

supérieurs

Avant cette thèse, très peu de résultats étaient connus (du point de vue de la
dualité) pour les variétés abéliennes sur des corps de fonctions de courbes dé�nies
sur des corps in�nis. En fait, à ma connaissance, on ne disposait que de résultats
pour les variétés abéliennes sur C((u)) et C(u) : cela remonte à des travaux de
Ogg dans les années 1960 ([Ogg62]). Le but de ce chapitre est donc d'établir des
théorèmes de dualité, analogues à ceux de Tate rappelés ci-dessus, pour les variétés
abéliennes sur les corps de la forme k((u)) et k(u) avec k = Qp ou k = C((t)),
voire avec k = Qp((t1))...((td)) ou k = C((t1))...((td)).

Remarque 0.1. Il est vrai qu'on peut déjà trouver des résultats similaires pour
les variétés abéliennes sur Qp((t1))...((td)) dans [Koy00], mais l'article en question
contient un grand nombre d'erreurs et soit le théorème principal soit la principale
proposition permettant de le prouver semble erroné (voir la remarque 5.19).

0.2 Notations supplémentaires

Faisceaux et cohomologie. Soit r ≥ 0. Pour F et G deux faisceaux fppf sur
un schéma X, on note ExtrX(F,G) (ou Extr(F,G) s'il n'y a pas d'ambigüité) le
faisceau associé pour la topologie étale au préfaisceau T 7→ ExtrTfppf (F,G). On
rappelle qu'avec cette dé�nition, la formule de Barsotti-Weil garantit que, si A est
une variété abélienne sur un corps k, alors la variété abélienne duale At représente
le faisceau Ext1k(A,Gm) (voir par exemple le théorème III.18.1 de [Oor66]). Par
ailleurs, en mimant les notations pour les groupes abéliens, on pose, pour F un
faisceau sur un schéma X et l un nombre premier, Hr(X,TlF ) = lim←−nH

r(X, lnF )
et Hr(X,F{l}) = lim−→n

Hr(X, lnF ).

Cadre. Dans tout le chapitre, d désignera un entier naturel �xé (éventuellement
nul), k un corps d-local et X une courbe projective lisse géométriquement intègre
sur k. On notera K son corps des fonctions. Lorsque k0 est �ni, on supposera que
le corps k1 est de caractéristique 0 : autrement dit, ou bien k0 = C((t)), ou bien
d ≥ 1 et k1 est un corps p-adique. Lorsque M est un Gal(Ks/K)-module discret,
on notera parfois Xr(M) au lieu de Xr(K,M).

Cohomologie à support compact. Pour j : U ↪→ X une immersion ouverte et
F un faisceau sur U , le r-ième groupe de cohomologie à support compact est, par
dé�nition, le groupe Hr

c (U,F) = Hr(X, j!F).

0.3 Organisation du chapitre

Ce chapitre est constitué de 7 sections.

La première partie permet de faire quelques rappels et d'établir quelques ré-
sultats préliminaires. On y étudie notamment la cohomologie des tores sur le corps
d-local k.
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La deuxième partie porte sur les variétés abéliennes sur C((t0))((t1)) et sur
C((t0))(t). Voici les principaux résultats obtenus :

Théorème 0.2. (théorèmes 2.3, 2.12 et 2.23 et corollaire 2.25)
(i) Supposons que k = C((t0))((t1)) et que A une variété abélienne sur k. Soit At sa
variété abélienne duale. Les groupes H1(k,A) et (H0(k,At)∧)D sont isomorphes
modulo divisibles. Plus précisément, on a un morphisme naturel H1(k,A) →
(H0(k,At)∧)D qui s'insère dans une suite exacte :

0→ (Q/Z)m(A) → H1(k,A)→ (H0(k,At)∧)D → 0,

où m(A) est un entier naturel compris entre 0 et 4 dimA dépendant de la géo-
métrie de A. L'entier m(A) est nul si, et seulement si, la variété abélienne sur
C((t0)) apparaissant dans la réduction du modèle de Néron A de A modulo t1 a
réduction purement additive. Lorsque la �bre spéciale de A est connexe, le noyau
de H1(k,A) → (H0(k,At)∧)D est un groupe contenant H1

nr(k,A) qui peut être
décrit explicitement : on le note H1

nrs(k,A).
(ii) Supposons que k = C((t0)). Soit A une variété abélienne sur K = k(X), de
variété abélienne duale At. Soit Z l'ensemble des v ∈ X(1) tels que m(A×KKv) =
0. On suppose que, pour toute place v ∈ X(1) \ Z, la �bre spéciale du modèle de
Néron de A×K Kv est connexe, et on pose :

X1
nrs(A) := Ker

H1(K,A)→
∏

v∈X(1)\Z

H1(Kv, A)/H
1
nrs(Kv, A)×

∏
v∈Z

H1(Kv, A)

 ,

X1
nrs(A

t) := Ker

H1(K,At)→
∏

v∈X(1)\Z

H1(Kv, A
t)/H1

nrs(Kv, A
t)×

∏
v∈Z

H1(Kv, A
t)

 .

On remarquera que X1(K,A) ⊆X1
nrs(A) et que X

1(K,At) ⊆X1
nrs(A

t). Alors,
pour chaque nombre premier `, il existe une dualité parfaite de groupes �nis :

X1(K,A){`} ×X1
nrs(A

t){`} → Q/Z

ainsi qu'un accouplement X1(K,A)×X1(K,At)→ Q/Z dont le noyau à gauche
(resp. à droite) est constitué des éléments de X1(K,A) (resp. X1(K,At)) qui
sont divisibles dans X1

nrs(A) (resp. X
1
nrs(A

t)).

Remarque 0.3. L'énoncé précédent est moins général que les énoncés qui seront
démontrés dans la suite : il est en fait possible d'a�aiblir l'hypothèse de connexité
des �bres spéciales des modèles de Néron. On remarquera aussi que l'hypothèse ne
concerne que les places de mauvaise réduction.

Les parties 3 et 5 sont consacrées à une généralisation de (i) du théorème 0.2
aux variétés abéliennes sur le corps d-local k (sans supposer que k = C((t0))((t1))).
Plus précisément, elles permettent de construire un accouplement entre la coho-
mologie d'une variété abélienne et la cohomologie d'un certain faisceau qui lui est
associé puis :
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• de démontrer que ledit accouplement induit toujours une dualité parfaite modulo
divisibles (corollaires 3.1 et 5.4 et théorèmes 3.5 et 5.7),
• de déterminer quand c'est un accouplement parfait (sans quotienter par les sous-
groupes divisbles) (corollaire 3.17, théorèmes 3.18, 5.18 et 5.22 et proposition
5.20),
• de calculer dans certains cas les noyaux à gauche et à droite de l'accouplement
(théorèmes 3.25 et 5.30).

Les parties 4 et 6 sont consacrées à une généralisation de (ii) du théorème
0.2 aux variétés abéliennes sur le corps K = k(X) lorsque k n'est pas forcément
C((t0)) (théorèmes 4.8, 6.9 et 6.15 et corollaires 4.9 et 6.16).

Finalement, dans la septième partie, on s'intéresse à la �nitude du premier
groupe de Tate-Shafarevich d'une variété abélienne sur K = k(X).

1 Préliminaires

1.1 Groupes de torsion de type co�ni

Dans ce chapitre de la thèse, nous étudierons souvent la structure des groupes de
cohomologie par des arguments de comptage. Ainsi, les lemmes qui suivent, qui
ne sont que des exercices d'algèbre élémentaire, seront utilisés très souvent sans
référence explicite. On rappelle qu'un groupe abélien de torsion est de type co�ni
si son sous-groupe de n-torsion est �ni pour tout n ≥ 1.

Lemme 1.1. (Théorème 25.1 de [Fuc70])
Soit A un groupe de torsion de type co�ni. Pour chaque nombre premier `, il existe
un groupe �ni F` et un entier naturel r` tels que A{`} ∼= F` ⊕ (Q`/Z`)r`.

Lemme 1.2. Avec les notations du lemme précédent, pour tout entier naturel non
nul n, on a :

|nA|
|A/n|

=
∏
`

`r`v`(n).

Ici, v`(n) désigne la valuation `-adique de n.

Lemme 1.3. Soient A et A′ deux groupes de torsion de type co�ni. Si |nA| = |nA′|
pour tout entier naturel n, alors A et A′ sont (non canoniquement) isomorphes.

1.2 Caractéristique d'Euler-Poincaré

On rappelle brièvement la dé�nition de la caractéristique d'Euler-Poincaré :

Dé�nition 1.4. (Caractéristique d'Euler-Poincaré)
On rappelle que k est un corps d-local. Soit F un Gal(ks/k)-module �ni. La ca-
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ractéristique d'Euler-Poincaré de F est :

χ(k, F ) =
∞∏
r=0

|Hr(k, F )|(−1)r .

Cette quantité est bien dé�nie car Hr(k, F ) est �ni pour chaque r ≥ 0 et k est de
dimension cohomologique �nie (égale à d+ 1).

Proposition 1.5. Soit F un Gal(ks/k)-module �ni.
(i) Si k0 est �ni et d ≥ 2, alors χ(k, F ) = 1.
(ii) Si k0 = C((t)), alors χ(k, F ) = 1.

Démonstration. (i) Notons κ le corps résiduel de k et procédons par récurrence
sur d.
• Supposons que d = 2. On dispose de la suite spectrale de Hochschild-Serre
Hr(κ,Hs(knr, F ))⇒ Hr+s(k, F ), qui dégénère en une suite exacte longue :

...→ Hr(κ,H0(knr, F ))→ Hr(k, F )→ Hr−1(κ,H1(knr, F ))→ ...

On a donc χ(k, F ) = χ(κ,H0(knr,F ))
χ(κ,H1(knr,F ))

. Or H0(knr, F ) et H1(knr, F ) ont même

cardinal puisque Gal(ks/knr) ∼= Ẑ (cela découle aisément de la proposition
1.7.7(i) de [NSW08]). Par conséquent, d'après le théorème I.2.8 de [Mil06], on
a χ(κ,H0(knr, F )) = χ(κ,H1(knr, F )), et donc χ(k, F ) = 1.
• Soit d > 2 et supposons que la proposition soit vraie pour tout corps (d −
1)-local. Comme avant, la suite spectrale Hr(κ,Hs(knr, F )) ⇒ Hr+s(k, F )
dégénère en une suite exacte longue :

...→ Hr(κ,H0(knr, F ))→ Hr(k, F )→ Hr−1(κ,H1(knr, F ))→ ...

On a donc χ(k, F ) = χ(κ,H0(knr,F ))
χ(κ,H1(knr,F ))

. Par hypothèse de récurrence, on a l'égalité
χ(κ,H0(knr, F )) = χ(κ,H1(knr, F )) = 1, et donc χ(k, F ) = 1.

(ii) L'énoncé est vrai pour d = 0 puisque Gal(C((t))s/C((t))) ∼= Ẑ. On procède
ensuite par récurrence comme dans (i).

1.3 Tores algébriques

Dans ce paragraphe, nous allons calculer le sous-groupe divisible maximal de
Hr(k, T ) pour T un k-tore et r un entier naturel. Pour ce faire, on commence
par rappeler le lemme d'Ono, qui sera utilisé à de nombreuses reprises :

Lemme 1.6. (Lemme d'Ono - théorème 1.5.1 de [Ono61])
Soient l un corps et T un tore sur l. Il existe un entier naturel non nul m, des
l-tores quasi-triviaux T0 et R et un l-schéma en groupes �ni commutatif F tels que
l'on ait une suite exacte :

0→ F → R→ Tm ×l T0 → 0.
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Cas où k0 = C((t))

Nous nous plaçons d'abord dans le cas, plus simple, où k0 = C((t)).

Lemme 1.7. Pour chaque entier naturel non nul n, l'ordre de H1(k, µn) est n
d+1.

Démonstration. On procède par récurrence sur d. Pour d = 0, le lemme est claire-
ment vrai. Supposons-le prouvé pour un certain d, et considérons un corps (d+1)-
local k avec k0 = C((t)). En notant κ le corps résiduel de k, on a une suite exacte
(paragraphe 2 de l'annexe du chapitre II de [Ser02]) :

0→ H1(κ, µn)→ H1(k, µn)→ H0(κ,Z/nZ)→ 0.

Comme κ est d-local, l'hypothèse de récurrence impose que |H1(κ, µn)| = nd+1, et
donc |H1(k, µn)| = n|H1(κ, µn)| = nd+2.

Proposition 1.8. Soient T un tore sur k et ρ son rang. On a alors pour chaque
entier naturel non nul n :

|nT (k)|
|T (k)/n|

= n−dρ.

Démonstration. • Le lemme 1.7 implique que :

|nGm(k)|
|Gm(k)/n|

=
|H0(k, µn)|
|H1(k, µn)|

=
n

|H1(k, µn)|
= n−d.

Cela montre que la proposition est vraie pour T = Gm, et donc aussi pour tout
tore quasi-trivial d'après le lemme de Shapiro.
• On se place maintenant dans le cas général, où T est un tore quelconque. Soient
m un entier naturel non nul et T0 un tore quasi-trivial sur k tels que l'on ait une
suite exacte :

0→ F → R→ Tm ×k T0 → 0

avec F un schéma en groupes �ni commutatif sur k et R un tore quasi-trivial
sur k. Notons ρR le rang de R. En passant à la cohomologie et en appliquant le
lemme de Shapiro et le théorème de Hilbert 90, on obtient une suite exacte :

0→ F (k)→ R(k)→ T (k)m × T0(k)→ H1(k, F )→ 0.

Comme F est �ni, les groupes F (k) et H1(k, F ) sont �nis. On déduit alors du
lemme du serpent que :(

|nT (k)|
|T (k)/n|

)m
× |nT0(k)|
|T0(k)/n|

=
|nR(k)|
|R(k)/n|

.

Or nous avons montré que |nT0(k)|
|T0(k)/n| = n−d(ρR−ρm) et |nR(k)|

|R(k)/n| = n−dρR , puisque
T0 et R sont des tores quasi-triviaux de rangs respectifs ρR − ρm et ρR. On en
déduit que |nT (k)|

|T (k)/n| = n−dρ.
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Proposition 1.9. Soit T un tore de rang ρ sur k. On a alors pour chaque entier
naturel non nul n :

|nT (k)|
|T (k)tors/n|

= nρ.

Démonstration. • La propriété est évidente pour T = Gm. Elle est donc aussi
vraie pour tout tore quasi-trivial.
• On se place maintenant dans le cas général. Soient m un entier naturel non nul
et T0 un tore quasi-trivial sur k tels que l'on ait une suite exacte :

0→ F → R→ Tm ×k T0 → 0

avec F un schéma en groupes �ni commutatif sur k et R un tore quasi-trivial
sur k. Comme F (ks) est �ni, on déduit une suite exacte :

0→ F (ks)tors → R(ks)tors → Tm(ks)tors × T0(ks)tors → 0.

En passant à la cohomologie, on obtient l'exactitude de :

0→ F (k)tors → R(k)tors → T (k)mtors × T0(k)tors → H1(k, F (ks)tors).

Or F (ks)tors est �ni. Donc il en est de même du groupe H1(k, F (ks)tors), et il
existe une suite exacte :

0→ F (k)tors → R(k)tors → T (k)mtors × T0(k)tors → Q→ 0,

où Q est �ni. On déduit du lemme du serpent que :(
|nT (k)|
|T (k)tors/n|

)m
× |nT0(k)|
|T0(k)tors/n|

=
|nR(k)|
|R(k)tors/n|

.

Or, en notant ρR le rang de R, nous avons montré que |nT0(k)|
|T0(k)tors/n| = nρR−ρm et

|nR(k)|
|R(k)tors/n| = nρR . On en déduit que |nT (k)|

|T (k)/n| = nρ.

Remarque 1.10. Comme T (k)tors est un groupe de torsion de type co�ni, on
déduit de la proposition précédente que T (k)tors ∼= F ⊕ (Q/Z)ρ pour un certain
groupe abélien F dépendant de T tel que, pour chaque nombre premier `, la torsion
`-primaire de F est �nie. On peut en fait montrer que F est �ni. En e�et, si x ∈ F
et L est une extension �nie galoisienne de k déployant T , on remarque que x
est divisible dans T (L)tors. Par conséquent, [L : k]x est divisible dans T (k)tors.
Comme [L : k]x ∈ F , on déduit que x est de [L : k]-torsion, ce qui montre que F
est d'exposant �ni, donc �ni.

Proposition 1.11. Soit T un tore de rang ρ sur k. Soit r ≥ 1. On note cr,d = 0
si r = 1 et cr,d =

(
d+1
r

)
si r > 1. Il existe un groupe abélien �ni F (qui dépend de

r et de T ) tel que :
Hr(k, T ) ∼= F ⊕ (Q/Z)cr,d·ρ.

De plus, si T = Gm (ou si T est quasi-trivial), alors F = 0.
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Démonstration. On procède en deux étapes :
(A) Montrons d'abord la proposition pour T = Gm en procédant par double ré-
currence sur d et r. Pour d = 0, la proposition est vraie par le théorème de
Hilbert 90 et par dimension cohomologique. Supposons-la donc vraie pour un
certain d ≥ 0, et considérons k un corps d+ 1-local.
• Pour r = 1, on a bien H1(k,Gm) = 0 par le théorème de Hilbert 90.
• Pour r = 2, si l'on note κ le corps résiduel de k, on a pour chaque n ≥ 1 la
suite exacte (voir le paragraphe 2 de l'annexe du chapitre II de [Ser02]) :

0→ H2(κ, µn)→ H2(k, µn)→ H1(κ,Z/nZ)→ 0.

CommeH2(κ, µn) = nH
2(κ,Gm),H2(k, µn) = nH

2(k,Gm) et |H1(κ,Z/nZ)| =
nd+1 d'après le lemme 1.7, on obtient que |nH2(k,Gm)| = nd+1|nH2(κ,Gm)| =
nd+1+(d+1

2 ) = n(
d+2
2 ). On en déduit que H2(k,Gm) ∼= (Q/Z)(

d+2
2 ) d'après le

lemme 1.3.
• Supposons que l'on ait montré que Hr(k,Gm) ∼= (Q/Z)(

d+2
r ) pour un certain

r ≥ 2. On a alors la suite exacte :

0→ Hr+1(κ, µn)→ Hr+1(k, µn)→ Hr(κ,Z/nZ)→ 0.

Par hypothèse de récurrence, les groupesHr(κ,Gm),Hr(k,Gm) etHr−1(κ,Gm)
sont divisibles, et donc on a Hr+1(κ, µn) = nH

r+1(κ,Gm), Hr+1(k, µn) =

nH
r+1(k,Gm) et Hr(κ,Z/nZ) ∼= Hr(κ, µn) = nH

r(κ,Gm). On en déduit, tou-

jours à l'aide de l'hypothèse de récurrence, que |nHr+1(k,Gm)| = n(
d+1
r+1)+(

d+1
r ) =

n(
d+2
r+1), et donc que Hr+1(k,Gm) ∼= (Q/Z)(

d+2
r+1).

Cela achève la démonstration de la proposition pour T = Gm. Le lemme de
Shapiro montre alors que la proposition est vraie pour tout tore quasi-trivial.

(B) On se place maintenant dans le cas général. Soient m un entier naturel non
nul et T0 un tore quasi-trivial sur k tels que l'on ait une suite exacte :

0→ F0 → R→ Tm ×k T0 → 0

avec F0 un schéma en groupes �ni commutatif sur k et R un tore quasi-trivial
sur k. Notons ρR le rang de R. En passant à la cohomologie, on obtient une suite
exacte :

Hr(k, F0)→ Hr(k,R)→ Hr(k, T )m ×Hr(k, T0)→ Hr+1(k, F0).

Comme F0 est �ni, on déduit du lemme du serpent que :(
|nHr(k, T )|
|Hr(k, T )/n|

)m
× |nH

r(k, T0)|
|Hr(k, T0)/n|

=
|nHr(k,R)|
|Hr(k,R)/n|

.

Par conséquent, comme le rang de T0 est ρR −mρ :(
|nHr(k, T )|
|Hr(k, T )/n|

)m
= ncr,d(−ρR+mρ)ncr,d·ρR = nmcr,d·ρ,
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et on a |nHr(k,T )|
|Hr(k,T )/n| = ncr,d·ρ. On en déduit que Hr(k, T ) ∼= F ⊕ (Q/Z)cr,d·ρ pour

un certain groupe abélien F tel que, pour chaque premier `, la partie `-primaire
de F est �nie. Soit L une extension �nie galoisienne de k déployant T . Alors,
comme Hr(L,Gm) est divisible, un argument de restriction-corestriction montre
que tout élément de [L : k]F est divisible. Par conséquent, [L : k]F = 0, et F
est �ni.

Proposition 1.12. Soit T un tore de rang ρ sur k. On a alors pour chaque entier
naturel naturel non nul n :

|nH1(k, T (ks)tors)|
|H1(k, T (ks)tors)/n|

= n(d+1)ρ.

Démonstration. Pour T = Gm, on a H1(k, µn) = nH
1(k,Gm(k

s)tors), et donc
H1(k,Gm(k

s)tors) ∼= (Q/Z)d+1 d'après le lemme 1.7. La formule est donc vraie pour
les tores quasi-triviaux. En procédant comme dans les propositions précédentes,
on obtient le résultat désiré.

Cas où k1 est un corps p-adique

On se place maintemant dans le cas où k0 est un corps �ni de caractéristique p, et
on rappelle que l'on a supposé que k1 est un corps p-adique.

Lemme 1.13. Pour chaque entier naturel non nul n, l'ordre de H1(k, µn) est :

nd · |µn(k1)| · p[k1:Qp]vp(n).

Démonstration. En procédant exactement comme dans le lemme 1.7, on a l'égalité
|H1(k, µn)| = nd−1 · |H1(k1, µn)|. En utilisant alors le théorème I.2.8 de [Mil06] et
la dualité de Tate sur k1, on obtient :

|H1(k, µn)| = nd−1 · |H0(k1, µn)| · |H2(k1, µn)| ·p[k1:Qp]vp(n) = nd · |µn(k1)| ·p[k1:Qp]vp(n).

Proposition 1.14. Soit T un k-tore de rang ρ.
(i) Pour chaque entier naturel non nul n, on a :

|nGm(k)|
|Gm(k)/n|

= n−d · p−[k1:Qp]vp(n).

(ii) Pour chaque entier naturel n non divisible par p :

|nT (k)|
|T (k)/n|

= n−dρ.

(iii) Si d = 1 (c'est-à-dire k est p-adique), alors pour chaque entier naturel non
nul n :

|nT (k)|
|T (k)/n|

= n−ρ · p−[k:Qp] dimT ·vp(n).
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Démonstration. Pour (i), il su�t d'appliquer le lemme 1.13 et de remarquer que
|µn(k)| = |µn(k1)|. Pour (ii) et (iii), les preuves sont analogues à celle de la propo-
sition 1.8.

Remarque 1.15. On a |nT (k)|
|T (k)tors/n| = 1 pour tout tore T et tout entier naturel n

non nul puisque T (k)tors est �ni.

Proposition 1.16. Soit T un k-tore de rang ρ.
(i) Pour r ∈ N, i ∈ Z, ` un nombre premier di�érent de p et t ∈ N, on a :

|`tHr(k,Q`/Z`(i))|
|Hr(k,Q`/Z`(i))/`t|

=

{
`t(

d
i) si r ∈ {i, i+ 1}
1 sinon,

|ptHr(k,Qp/Zp(i))|
|Hr(k,Qp/Zp(i))/pt|

=

{
pt((

d
i)+(

d−1
r−1)[k1:Qp]) si r ∈ {i, i+ 1}

pt(
d−1
r−1)[k1:Qp] sinon.

(ii) Pour r ∈ N, i ∈ Z, ` un nombre premier di�érent de p et t ∈ N, on a :

|`tHr(k, lim−→s `
sT (ks)⊗ Z/`sZ(i))|

|Hr(k, lim−→s `
sT (ks)⊗ Z/`sZ(i))/`t|

=

{
`t(

d
i+1)ρ si r ∈ {i+ 1, i+ 2}
1 sinon.

(iii) Si d = 1 (ie k est p-adique), alors pour r ∈ N, i ∈ Z et t ∈ N, on a :

|ptHr(k, lim−→s p
sT (ks)⊗ Z/psZ(i))|

|Hr(k, lim−→s p
sT (ks)⊗ Z/psZ(i))/pt|

=

{
pt((δi,−1+δi,0)ρ+δr,1[k:Qp] dimT ) si r ∈ {i+ 1, i+ 2}

ptδr,1[k:Qp] dimT sinon,

où δa,b désigne le symbole de Kronecker.

Démonstration. Pour (i), on véri�e d'abord que la propriété est vraie dans le cas
où d = 1 :
• la véri�cation est évidente pour r 6∈ {0, 1, 2} par dimension cohomologique ;
• pour r = 0, il su�t de remarquer que k possède un nombre �ni de racines de
l'unité ;
• pour r = 2, on se ramène au cas r = 0 grâce à la dualité de TateH2(k,Z/nZ(i))D ∼=
H0(k,Z/nZ(1− i)) ;
• pour r = 1, on exploite la caractéristique d'Euler-Poincaré sur k (théorème I.2.8
de [Mil06]) :

|H0(k,Z/nZ(i))| · |H2(k,Z/nZ(i))|
|H1(k,Z/nZ(i))|

= [Ok : nOk]−1.

Une fois la propriété prouvée pour d = 1, il su�t de procéder par récurrence sur d
grâce à la suite exacte (paragraphe 2 de l'annexe du chapitre II de [Ser02]) :

0→ Hr(kd−1,Q/Z(i))→ Hr(k,Q/Z(i))→ Hr−1(kd−1,Q/Z(i− 1))→ 0.

Pour (ii) et (iii), la preuve est analogue à celle de la proposition 1.11.
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Corollaire 1.17. Fixons des entiers n ≥ 1 et r ≥ 3.

(i) On a :

|nH2(k,Gm)|
|H2(k,Gm)/n|

= nd · p(d−1)[k1:Qp]vp(n), |nHr(k,Gm)|
|Hr(k,Gm)/n|

= p(
d−1
r−1)[k1:Qp]vp(n).

(ii) Soit T un k-tore. Si p ne divise pas n ou si d = 1 :

|nH2(k, T )|
|H2(k, T )/n|

= ndρ,
|nHr(k, T )|
|Hr(k, T )/n|

= 1.

1.4 Variétés abéliennes

Réduction des variétés abéliennes

Soient l un corps complet de valuation discrète à corps résiduel parfait λ et A une
variété abélienne sur l. Notons A le modèle de Néron de A et A0 sa �bre spéciale.
Soit A0

0 la composante connexe du neutre dans A0. On rappelle que A0/A
0
0 est un

groupe algébrique �ni et qu'il existe une suite exacte :

0→ U ×λ T → A0
0 → B → 0,

où U est un groupe abélien unipotent, T un tore et B une variété abélienne. Dans
le cas où l est de caractéristique résiduelle nulle, U est une puissance de Ga.

Dé�nition 1.18. On dit que A a réduction purement additive si T = 0 et
B = 0. On dit que A est à réduction scindée si la suite exacte 0→ T → A0

0 →
A0

0/T → 0 est scindée.

Théorème 1.19. (Théorème de Ogg - Théorème 1 de [Ogg62])
Soient l un corps algébriquement clos de caractéristique 0 et A une variété abé-
lienne sur l((t)). Soient A le modèle de Néron de A et A0 la �bre spéciale de A.
Soit A0

0 la composante connexe du neutre dans A0. On considère la suite exacte
0 → U ×l T → A0

0 → B → 0 où U est une puissance de Ga, T est un tore
et B une variété abélienne. Soient r la dimension de T , s la dimension de U
et ε = r + 2s. Alors H1(l((t)), A) ∼= (Q/Z)2 dimA−ε. En particulier, le groupe
H1(l((t)), A) ∼= (Q/Z)2 dimA−ε est nul si, et seulement si, la variété abélienne A a
réduction purement additive.

Remarque 1.20. Dans le théorème précédent, lorsque l'on remplace l((t)) par un
corps L complet de valuation dicrète de corps résiduel algébriquement clos de ca-
ractéristique p > 0, on a un isomorphisme H1(L,A)non−p ∼= ((Q/Z)non−p)2 dimA−ε.

Dé�nition 1.21. On appellera ε l'entier de Ogg de A.
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Variétés abéliennes sur un corps �ni

Soit F un corps �ni de caractéristique p et de cardinal q. Soient ` un nombre
premier di�érent de p et i un entier relatif. Le but de ce paragraphe est d'établir
la proposition suivante :

Proposition 1.22. Soit A une variété abélienne sur F. On note A{`}(i) le module
galoisien lim−→r `

rA(Fs)⊗ Z/`rZ(i). Alors le groupe H0(F, A{`}(i)) est �ni.

Démonstration. Supposons queH0(F, A{`}(i)) soit in�ni. Cela signi�e que le groupe
H0(F, A{`}(i)) possède un sous-groupe isomorphe à Q`/Z`, et donc que A(Fs) pos-
sède un sous-module galoisien isomorphe à Q`/Z`(−i). Par conséquent, le module
de Tate T`A(Fs) contient Z`(−i) comme module galoisien. Comme le Frobenius
géométrique agit sur Z`(1) par multiplication par q−1, on déduit que le Frobenius
géométrique sur T`A(Fs) ⊗Z` Q` possède une valeur propre de module complexe
qi. Mais l'accouplement de Weil fournit un isomorphisme entre les modules ga-
loisiens T`A(Fs) et H1(At ×F Fs,Z`) ⊗Z` Z`(1), et d'après les conjectures de Weil
(théorème IV.1.2 de [FK88]), les valeurs propres du Frobenius géométrique sur
H1(At×F Fs,Z`)⊗Z` Z`(1)⊗Z` Q` sont de module complexe q−1/2 : absurde ! Donc
H0(F, A{`}(i)) est �ni. Pour établir la nullité de H1(F, A{`}(i)), il su�t d'utiliser
le théorème de dualité sur Gal(Fs/F) ∼= Ẑ (exemple I.1.10 de [Mil06]) :

H1(F, A{`}(i)) ∼= lim−→
s

H1(F, `sA⊗ Z/`sZ(i))

∼= lim−→
s

H0(F, `sAt ⊗ Z/`sZ(−i− 1))D ∼= (lim←−
s

`sH
0(F, At{`}(−i− 1)))D

et la �nitude de H0(F, At{`}(−i− 1)).

Remarque 1.23. Ce résultat sera notamment utile dans la section 5 a�n de dé-
terminer quand il y a un bon théorème de dualité pour les groupes de cohomologie
d'une variété abélienne sur un corps de la forme Qp((t1))...((td−1)).

2 Variétés abéliennes sur le corps des fonc-

tions d'une courbe sur C((t))

2.1 Étude locale

Le but de cette partie est d'établir un théorème de dualité pour les variétés abé-
liennes sur C((t0))((t1)) (théorème 2.3). Il s'agit d'un résultat analogue aux théo-
rèmes de dualité pour les variétés abéliennes sur Qp et sur Fp((t)). En fait, c'est
essentiellement le "dernier" cas de corps local de dimension cohomologique 2 non
compris, et il se trouve qu'il pose certaines di�cultés supplémentaires par rapport
aux cas déjà connus.
On se place donc dans le cas où k = C((t0))((t1)) (et alors d = 1). Soient
κ = C((t0)) et A une variété abélienne sur k. Soit At sa variété abélienne duale,
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qui, d'après le théorème de Barsotti-Weil, représente le faisceau Ext1k(A,Gm) (on
rappelle que Extrk(A,Gm) est le faisceau sur le petit site étale associé à T 7→
ExtrTfppf (F,G)). Comme Extrk(A,Gm) = 0 pour r 6= 1, on dispose d'un accouple-
ment A⊗L At → Gm[1], d'où un accouplement :

Hr(k,A)×H1−r(k,At)→ Br k ∼= H2(k,Q/Z(1)) ∼= Q/Z.

Lemme 2.1. Pour chaque entier naturel n et chaque entier r, le morphisme
Hr−1(k,A)/n → (nH

2−r(k,At))D est injectif et nH
r(k,A) → (H1−r(k,At)/n)D

est surjectif.

Démonstration. On remarque que Hom(nA,Q/Z(1)) = nA
t. On en déduit que,

dans le diagramme commutatif :

0 // Hr−1(k,A)/n

��

// Hr(k, nA) //

��

nH
r(k,A) //

��

0

0 // (nH
2−r(k,At))D // H2−r(k, nA

t)D // (H1−r(k,At)/n)D // 0,

la �èche verticale centrale est un isomorphisme. Par conséquent, Hr−1(k,A)/n→
(nH

2−r(k,At))D est injectif et nHr(k,A)→ (H1−r(k,At)/n)D est surjectif.

Notons A le modèle de Néron de A et A0 sa �bre spéciale. On dispose alors d'une
�ltration A0 ⊇ A0

0 ⊇ A1
0 de A0, où :

• A0
0 est la composante connexe de l'élément neutre de A0,

• F = A0/A
0
0 est un schéma en groupes �ni,

• A1
0 est de la forme U × T où U est un groupe additif (c'est-à-dire une puissance

de Ga) et T un tore,
• B = A0

0/A
1
0 est une variété abélienne.

On note ε l'entier de Ogg de B.
De même, on note A∗ le modèle de Néron de At et A∗0 sa �bre spéciale. On dispose
alors d'une �ltration A∗0 ⊇ A0∗

0 ⊇ A1∗
0 de A∗0, où :

• A0∗
0 est la composante connexe de l'élément neutre de A∗0,

• F ∗ = A∗0/A
0∗
0 est un schéma en groupes �ni,

• A1∗
0 est de la forme U∗ × T ∗ où U∗ est un groupe additif et T ∗ un tore,

• B∗ = A0∗
0 /A

1∗
0 est une variété abélienne.

On note ε∗ l'entier de Ogg de B∗.

Remarque 2.2. Ainsi, B, B∗ et toutes les variétés indexées par 0 sont dé�nies
sur κ.

Théorème 2.3. On a une suite exacte :

0→ (Q/Z)m(A) → H1(k,A)→ (H0(k,At)∧)D → 0

avec m(A) = 2 · (dim B + dim B∗)− ε− ε∗.

Remarque 2.4. La multiplication par n sur At est étale puisque k est de carac-
téristique 0. Donc, d'après le théorème des fonctions implicites, le groupe nAt(k)
est ouvert dans At(k). De plus, il est d'indice �ni. On en déduit que H0(k,At)∧

coïncide avec le complété pro�ni de H0(k,At).
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Démonstration. La surjectivité du morphisme H1(k,A)→ (H0(k,At)∧)D découle
immédiatement du lemme précédent par passage à la limite inductive. Nous vou-
lons maintenant calculer son noyau N .
D'après la propriété universelle du modèle de Néron, on a l'égalité A(k) = A(Ok),
ainsi qu'une suite exacte :

0→ D → A(Ok)→ A0(κ)→ 0,

où D désigne un groupe abélien uniquement divisible (paragraphe 3 de [LT58]).
Le lemme du serpent impose donc que :

|A(k)/n|
|nA(k)|

=
|A0(κ)/n|
|nA0(κ)|

.

Nous allons maintenant dévisser A0.
• En exploitant la suite exacte 0→ A0

0(κ)→ A0(κ)→ F (κ), le lemme du serpent
et la �nitude de F (κ), on obtient que :

|A0(κ)/n|
|nA0(κ)|

=
|A0

0(κ)/n|
|nA0

0(κ)|
.

• Comme H1(κ, U) = 0 et H1(κ, T ) = 0 (puisque d'une part H1(κ, T ) est d'ex-
posant �ni d'après le théorème de Hilbert 90 et d'autre part c'est un groupe
divisible car κ est de dimension cohomologique 1), on a une suite exacte :

0→ U(κ)× T (κ)→ A0
0(κ)→ B(κ)→ 0.

Par conséquent :

|A0
0(κ)/n|
|nA0

0(κ)|
=
|B(κ)/n|
|nB(κ)|

· |U(κ)/n|
|nU(κ)|

· |T (κ)/n|
|nT (κ)|

.

Or :
◦ on a |U(κ)/n|

|nU(κ)| = 1 ;

◦ comme χ(κ, nT ) = 1 et H1(κ, T ) = 0, on a |T (κ)/n||nT (κ)| =
1

|nH1(κ,T )| = 1 ;

◦ d'après le théorème de Ogg, on a H1(κ,B) ∼= (Q/Z)2·dim B−ε ; étant donné que
χ(κ, nB) = 1, on obtient |B(κ)/n|

|nB(κ)| =
1

|nH1(κ,B)| =
1

n2·dim B−ε .
On en déduit que :

|A(k)/n|
|nA(k)|

=
|A0

0(κ)/n|
|nA0

0(κ)|
=

1

n2·dim B−ε .

On montre de même que :

|At(k)/n|
|nAt(k)|

=
1

n2·dim B∗−ε∗ .
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On a alors :

χ(k, nA) =
|nA(k)||H2(k, nA)|
|A(k)/n||nH1(k,A)|

= n2·dim B−ε |H2(k, nA)|
|nH1(k,A)|

= n2·dim B−ε |nAt(k))|
|nH1(k,A)|

(par dualité sur k)

= n2·(dim B+dim B∗)−ε−ε∗ |At(k)/n|
|nH1(k,A)|

.

Comme χ(k, nA) = 1 (d'après la proposition 1.5), on en déduit l'égalité :

|nH1(k,A)| = n2·(dim B+dim B∗)−ε−ε∗|At(k)/n|.

Par conséquent, |nN | = n2·(dim B+dim B∗)−ε−ε∗ . Cela étant vrai pour tout n, comme
N est de torsion de type co�ni, on a N ∼= (Q/Z)2·(dim B+dim B∗)−ε−ε∗ , ce qui achève
la preuve avec m(A) = 2 · (dim B + dim B∗)− ε− ε∗.

Remarque 2.5. Comme A et At sont isogènes (paragraphe 10 de [Mil86]), on a :

|At(k)/n|
|nAt(k)|

=
|A(k)/n|
|nA(k)|

pour tout n. Cela montre que 2 · dim B∗ − ε∗ = 2 · dim B − ε, et donc m(A) =
2(2 · dim B − ε)

Corollaire 2.6. (i) Si A a bonne réduction, alors m(A) = 4 · dim A − 2ε. Si de
plus B a bonne réduction, alors m(A) = 4 ·dim A, et il y a donc une suite exacte
de groupes de torsion de type co�ni :

0→ (Q/Z)4·dim A → H1(k,A)→ (H0(k,At)∧)D → 0.

(ii) En général, on a un isomorphisme H1(k,A) ∼= (H0(k,At)∧)D.
(iii) Le morphisme H1(k,A) → (H0(k,At)∧)D est un isomorphisme si, et seule-
ment si, B a réduction purement additive.

Dans certains cas, il est possible d'expliciter le noyau deH1(k,A)→ (H0(k,At)∧)D.
Pour ce faire, il convient d'établir quelques résultats préliminaires :

Lemme 2.7. Le morphisme naturel H1(Ok,A)→ H1(k,A) est injectif d'image le
sous-groupe H1(knr/k,A(knr)) de H1(k,A).

Démonstration. Notons g : Spec k → Spec Ok et i : Spec κ → Spec Ok. Comme
A ∼= g∗A (d'après la propriété universelle du modèle de Néron), il su�t de remar-
quer que :

H1(Ok,A) ∼= H1(Ok, g∗A) ∼= H1(κ, i∗g∗A) ∼= H1(knr/k,A(knr))

où le deuxième isomorphisme découle de la proposition II.1.1 de [Mil06] et le
troisième de l'exemple II.8.1.9 de [Tam94].
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Dans la suite, on notera |F | l'ordre du groupe �ni F (κs).

Proposition 2.8. Soit ` un nombre premier ne divisant pas |F |.
(i) Les groupes A(knr) et At(knr) sont `-divisibles.
(ii) Il existe un morphisme fonctoriel injectif

(T`H
1(Ok,A∗))D → (lim←−

r

H1(knr/k, `rA
t(knr)))D.

Démonstration.

(i) Montrons d'abord que A(knr) est `-divisible. Comme A(knr) = A(Oknr) et
comme il existe un morphisme surjectif A(knr) → A0(κ

s) à noyau divisible, cela
revient à montrer que A0(κ

s) est `-divisible. En exploitant la suite exacte 0 →
A0

0 → A0 → F → 0 et le fait que ` ne divise pas |F |, on remarque alors qu'il
su�t de prouver que A0

0(κ
s) est `-divisible. Mais cela découle immédiatement de

l'exactitude de 0→ U × T → A0
0 → B → 0. Donc A(knr) est `-divisible.

D'après le paragraphe IX.11.3 de [Gro72b], on a |F ∗| = |F |. On en déduit que `
ne divise pas |F ∗| et donc que le groupe At(knr) est `-divisible.
(ii) D'après (i), on a une suite exacte :

0→ `rA
t(knr)→ At(knr)→ At(knr)→ 0.

Comme `rH
1(knr/k,At(knr)) et H1(knr/k, `rA

t(knr)) sont �nis (puisque ce sont
des sous-quotients de H1(k, `rA)), en passant à la limite projective, on obtient
une surjection lim←−rH

1(knr/k, `rA
t(knr)) → T`H

1(knr/k,At(knr)). En utilisant le
lemme 2.7, cela permet de réaliser (T`H

1(knr/k,At(knr)))D = (T`H
1(Ok,A∗))D

comme un sous-groupe de (lim←−rH
1(knr/k, `rA

t(knr)))D.

Lemme 2.9. On obtient un isomorphisme :

ι` : H
0(knr/k,H1(knr, A)){`} → (lim←−

r

H1(knr/k, `rA
t(knr)))D

par composition des isomorphismes naturels :

H0(knr/k,H1(knr, A)){`} ∼−→ lim−→
r

H0(knr/k, `rH
1(knr, A))

∼←− lim−→
r

H0(knr/k,H1(knr, `rA))

∼−→ lim−→
r

H0(knr/k, `rA
t(knr)D)

∼−→ (lim←−
r

H1(knr/k, `rA
t(knr)))D.

Démonstration. Le premier isomorphisme est évident. Le deuxième découle du
fait que A(knr) est `-divisible. Les deux derniers sont obtenus par dualité sur
Gal(ks/knr) ∼= Gal(knr/k) ∼= Ẑ (voir exemple I.1.10 de [Mil06]).

Nous sommes maintenant en mesure d'introduire la dé�nition suivante :
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Dé�nition 2.10. Soit ` un nombre premier ne divisant pas |F |. On appelle `-
groupe de cohomologie non rami�ée symétrisé de A le groupe :

H1
nrs(k,A, `) := (ι` ◦ Res)−1((T`H1(Ok,A∗))D) ⊆ H1(k,A){`}

où Res : H1(k,A) → H0(knr/k,H1(knr, A)) désigne la restriction et ι` l'isomor-
phisme du lemme précédent. Comme κ est de dimension cohomologique 1, le mor-
phisme Res est surjectif et on a une suite exacte :

0→ H1(Ok,A){`} → H1
nrs(k,A, `)→ (T`H

1(Ok,A∗))D → 0.

Remarque 2.11. • Le `-groupe de cohomologie non rami�ée symétrisé de A est
bien dé�ni quel que soit ` lorsque F est trivial, c'est-à-dire lorsque A0 est
connexe.
• La suite exacte :

0→ H1(Ok,A){`} → H1
nrs(k,A, `)→ (T`H

1(Ok,A∗))D → 0

s'identi�e à la suite exacte de groupes abstraits :

0→ (Q`/Z`)m(A)/2 → (Q`/Z`)m(A) → (Q`/Z`)m(A)/2 → 0.

Théorème 2.12. Pour ` premier ne divisant pas |F |, la partie `-primaire du
noyau de H1(k,A)→ (H0(k,At)∧)D est H1

nrs(k,A, `).

Démonstration. Considérons le diagramme suivant :
lim−→r

H0(knr/k, `rH
1(knr, A))

H1(k,A){`}

Res
44

f4

��

lim−→r
H0(knr/k,H1(knr, `rA))

∼=
f1

kk

∼=f6

��

lim−→r
H1(k, `rA)

f3
33

f2

jjjj

f5
��

(lim←−rH
1(k, `rA

t))D

f7tt

f8

++
(H0(k,At)(`))D (lim←−rH

1(knr/k, `rA
t(knr)))D

f9ss
(H0(knr/k,At(knr))(`))D

où le morphisme f6 est obtenu par composition des isomorphismes

lim−→
r

H0(knr/k,H1(knr, `rA))
∼−→ lim−→

r

H0(knr/k, (`rA
t(knr))D)

∼−→ lim−→
r

(H1(knr/k, `rA
t(knr)))D
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provenant de la dualité pour la cohomologie du groupe pro�ni Ẑ. On véri�e aisé-
ment que ce diagramme est commutatif.
Soit maintenant x ∈ `rH

1(k,A). Comme f2 est surjectif, on peut relever x en
z ∈ H1(k, `rA). On remarque alors que f3(z) = f−11 (Res(x)). Donc, par dé�nition
de ι` :

f9(ι`(Res(x))) = f9(f6(f
−1
1 (Res(x))) = f9(f6(f3(z)))

= f9(f8(f5(z))) = f7(f5(z)) = f4(x).

On en déduit que x ∈ Ker(f4) si, et seulement si,

ι`(Res(x)) ∈ Ker(f9) = (T`H
1(Ok,A∗))D.

Remarque 2.13. Pour ` divisant |F |, le noyau de H1(k,A) → (H0(k,At)∧)D

ne contient pas forcément H1(Ok,A){`} : par exemple, si ` divise |F (κ)| et A a
réduction purement additive, le groupe H1(Ok,A){`} est non trivial alors que le
morphisme H1(k,A) → (H0(k,At)∧)D est injectif. En fait, pour ` divisant |F |,
il semble di�cile de caractériser la partie `-primaire du noyau de H1(k,A) →
(H0(k,At)∧)D : en particulier, il serait intéressant de déterminer si elle contient
forcément H1(Ok,A){`}div.

Pour alléger les notations dans la section suivante, nous noterons :

H1
nrs(k,A) :=

⊕
`∧|F |=1

H1
nrs(k,A, `).

C'est le groupe de torsion dont la partie `-primaire est H1
nrs(k,A, `) si ` ne divise

pas |F |, triviale sinon.

2.2 Étude globale

Supposons maintenant que k = C((t)) (et donc que d = 0). Soient A une variété
abélienne sur K = k(X) et At sa variété abélienne duale. Le but de ce paragraphe
est d'établir un théorème de dualité à la Cassels-Tate pour A : plus précisément,
nous voulons déterminer, sous certaines hypothèses géométriques et modulo divi-
sibles, le dual du groupe de Tate-Shafarevich X1(A).
Pour chaque v ∈ X(1), notons :
• Av le modèle de Néron de A sur Ov,
• Fv le groupe algébrique �ni des composantes connexes de la �bre spéciale de Av,
• Bv la variété abélienne qui apparaît dans la �ltration de la �bre spéciale de Av.
Notons aussi U l'ouvert de bonne réduction de A, de sorte que le modèle de Néron
A de A sur U est un schéma abélien. Soit At le schéma abélien dual.
Fixons maintenant un nombre premier ` et faisons l'hypothèse suivante :
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(H 2.14)` pour chaque v ∈ X \U , au moins l'une des deux a�rmations suivantes
est véri�ée :
• ` ne divise pas |Fv|,
• Bv a réduction purement additive.

Remarque 2.15. Étant donnée une variété abélienne A, l'hypothèse précédente
est véri�ée pour presque tout `. Par conséquent, les résultats que nous allons
montrer sont vrais pour presque tout `.

Soit Z l'ensemble des v ∈ X(1) tels que Bv a réduction purement additive. Pour
chaque ouvert V de U , on introduit les groupes suivants :

X1
nr(V,A) := Ker

H1(K,A)→
∏

v∈X\V

H1(Kv, A)×
∏

v∈V (1)

H1(Kv, A)/H
1
nr(Kv, A))

 ,

X1
nrs(V,A

t) := Ker

H1(K,At)→
∏

v∈Z\V

H1(Kv, A
t)×

∏
v∈X\(V ∪Z)

H1(Kv, A
t)/H1

nrs(Kv, A
t)

×
∏

v∈V (1)

H1(Kv, A
t)/H1

nr(Kv, A
t))

 .

On note aussi :

X1
nrs(A

t) := Ker

H1(K,At)→
∏
v∈Z

H1(Kv, A
t)×

∏
v∈X(1)\Z

H1(Kv, A
t)/H1

nrs(Kv, A
t)

 .

Ici, H1
nr(Kv, A) désigne H1(Ov,Av) = H1(Knr

v /Kv, A(K
nr
v )).

Remarque 2.16. • L'intersection Z ∩ U n'est pas forcément vide.
• Bien sûr, le groupe X1

nrs(A
t) contient :

X1(At) := Ker

H1(K,At)→
∏

v∈X(1)

H1(Kv, A
t)

 .

• Pour v ∈ Z ∩ V , on a H1
nr(Kv, A

t) = 0 et pour v ∈ V (1) \ Z, le groupe
H1
nr(Kv, A

t){`} est contenu dans H1
nrs(Kv, A

t){`}. On en déduit que :

X1
nrs(A

t){`} =
⋃
V⊆U

X1
nrs(V,A

t){`}.

Fixons V un ouvert non vide de U .

Lemme 2.17. (i) Pour r > 0, le groupe Hr(V,A) est de torsion de type co�ni.
(ii) Le groupe H2

c (V,A) est de torsion de type co�ni.
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Démonstration. (i) On note g : Spec K → V . On sait que A représente le faisceau
g∗A sur V . On peut alors écrire la suite spectrale de Leray :

Hr(V,Rsg∗A)⇒ Hr+s(K,A).

En calculant les tiges de Rsg∗A grâce au théorème II.6.4.1 de [Tam94], on prouve
aisément que, pour s > 0, Rsg∗A est un faisceau de torsion. Comme V est quasi-
compact, cela entraîne que Hr(V,Rsg∗A) est de torsion pour r ≥ 0 et s > 0. De
plus, Hr(K,A) est de torsion pour r > 0. La suite spectrale entraîne alors que
Hr(V,A) est bien de torsion.
Reste à prouver que nH

r(V,A) est �ni pour chaque n ≥ 1. La suite exacte :

0→ nA → A→ A→ 0.

montre que nHr(V,A) est un quotient de Hr(V, nA). Or ce dernier est �ni. Donc
nH

r(V,A) est �ni, et Hr(V,A) est de torsion de type co�ni.
(ii) En utilisant le lemme 2.7 de [HSz05], on a une suite exacte :

...→
⊕

v∈X(1)\V

H1(Kv, A)→ H2
c (V,A)→ H2(V,A)→ ...

Comme les H1(Kv, A) sont de torsion de type co�ni, grâce à (i), on conclut que
H2
c (V,A) est de torsion de type co�ni.

Lemme 2.18. Il existe des suites exactes :

0→ H0(V,At)⊗Z Q`/Z` → H1(V,At{`})→ H1(V,At){`} → 0,

0→ H1
c (V,A)(`) → H2

c (V, T`A)→ T`H
2
c (V,A)→ 0.

Ici, H1(V,At{`}) et H2
c (V, T`A) désignent lim−→n

H1(V, `nAt) et lim←−nH
2
c (V, `nA) res-

pectivement.

Démonstration. • En utilisant la suite de Kummer, pour chaque entier naturel r
on dispose d'une suite exacte :

0→ H0(V,At)/`r → H1(V, `rAt)→ `rH
1(V,At)→ 0.

En prenant la limite inductive, on obtient la suite exacte :

0→ H0(V,At)⊗Z Q`/Z` → H1(V,At{`})→ H1(V,At){`} → 0.

• Pour chaque entier naturel r on dispose d'une suite exacte :

0→ H1
c (V,A)/`r → H2

c (V, `rA)→ `rH
2
c (V,A)→ 0.

Par passage à la limite projective, on dispose d'une suite exacte :

0→ H1
c (V,A)(`) → H2

c (V, T`A)→ T`H
2
c (V,A)→ 0.
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Lemme 2.19. Il existe un accouplement canonique :

H1(V,At{`})×H2
c (V, T`A)→ Q/Z

qui est non dégénéré.

Démonstration. La proposition 2.1 du chapitre 1 fournit pour chaque r ≥ 0 un
accouplement parfait de groupes �nis :

H1(V, `rAt)×H2
c (V, `rA)→ Q/Z.

Il su�t alors de passer à la limite pour obtenir un accouplement non dégénéré :

H1(V,At{`})×H2
c (V, T`A)→ Q/Z.

De plus, d'après la formule de Barsotti-Weil et la nullité de HomV (A,Gm), on a
un accouplement canonique At ⊗L A → Gm[1] qui induit donc un accouplement :

H1(V,At)×H1
c (V,A)→ H3

c (V,Gm) ∼= Q/Z.

Posons maintenant :

D1(V,A) = Im(H1
c (V,A)→ H1(V,A)) = Ker(H1(V,A)→

⊕
v∈X\V

H1(Kv, A)),

D1
nrs(V,At) = Ker

H1(V,At)→
⊕
v∈Z\V

H1(Kv, A
t)⊕

⊕
v∈X\(V ∪Z)

H1(Kv, A
t)/H1

nrs(Kv, A
t))

 .

Ce sont bien sûr des groupes de torsion de type co�ni.

Lemme 2.20. (i) La suite suivante est exacte :

0→ H1(V,A)→ H1(K,A)→
∏

v∈V (1)

H1(Knr
v , A).

(ii) L'application naturelle H1(V,A)→ H1(K,A) induit un isomorphisme D1(V,A) ∼=
X1

nr(V,A).
(iii) L'application naturelle H1(V,At)→ H1(K,At) induit un isomorphisme

D1
nrs(V,At) ∼= X1

nrs(V,A
t).

Démonstration. (i) Soit g : Spec K → V . La suite spectrale de Leray s'écrit :

Hr(V,Rsg∗A)⇒ Hr+s(K,A).

Cela fournit alors une suite exacte courte :

0→ H1(V,A)→ H1(K,A)→ H0(V,R1g∗A).
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Soit P un ensemble de points géométriques tels que, pour tout v ∈ V , il existe
un unique élément de P d'image v. On sait alors que R1g∗A s'injecte dans∏

u∈P u∗u
∗R1g∗A (c'est le premier terme de la résolution de Godement). On en

déduit queH0(V,R1g∗A) s'injecte dans
∏

u∈P u∗u
∗R1g∗A(V ) =

∏
v∈V (R

1g∗A)v =∏
v∈V (1) H1(Knr

v , A). On obtient donc une suite exacte :

0→ H1(V,A)→ H1(K,A)→
∏

v∈V (1)

H1(Knr
v , A).

(ii) Cela découle aisément de (i) et de la suite d'in�ation-restriction :

0→ H1
nr(Kv, A)→ H1(Kv, A)→ H1(Knr

v , A),

pour v ∈ V (1).
(iii) Cela découle aisément des suites exactes :

0→ H1(V,At)→ H1(K,At)→
∏

v∈V (1)

H1(Knr
v , A

t),

0→ H1
nr(Kv, A

t)→ H1(Kv, A
t)→ H1(Knr

v , A
t).

A�n d'établir un théorème de dualité pour les groupes de Tate-Shafarevich, il
convient donc d'établir un théorème de dualité pour les groupes D1(U,A) et
D1
nrs(V,At) :

Proposition 2.21. Il existe un accouplement canonique :

D1
nrs(V,At){`} ×D1(V,A){`} → Q/Z

qui est non dégénéré.

Il convient d'établir préalablement le lemme suivant :

Lemme 2.22. La suite :⊕
v∈X(1)\V

H0(Kv, A)
(`) → H1

c (V,A)(`) → D1(V,A)(`) → 0

est exacte.

Démonstration. Nous disposons d'une suite exacte :⊕
v∈X(1)\V

H0(Kv, A)→ H1
c (U,A)→ D1(U,A)→ 0,

d'où des suites exactes pour tout r :⊕
v∈X(1)\V

H0(Kv, A)/`
r → H1

c (U,A)/`r → D1(U,A)/`r → 0.
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En passant à la limite projective on obtient l'exactitude de :⊕
v∈X(1)\V

H0(Kv, A)
(`) → H1

c (V,A)(`) → D1(V,A)(`) → 0.

Démonstration. (De la proposition 2.21)
• Rappelons que, d'après le lemme 2.19, nous disposons d'un accouplement non
dégénéré :

H1(V,At{`})×H2
c (V, T`A)→ Q/Z,

d'où un isomorphisme H1(V,At{`}) → H2
c (V, T`A)D. On dispose aussi d'un

accouplement :
H1(V,At)×H1

c (V,A)→ Q/Z
qui induit pour chaque entier naturel n un accouplement :

`nH
1(V,At)×H1

c (V,A)/`n → Q/Z

d'où un accouplement obtenu par passage à la limite :

H1(V,At){`} ×H1
c (V,A)(`) → Q/Z.

Ainsi on obtient un diagramme commutatif à lignes exactes (que l'on appellera
diagramme (1)) :

0 // H0(V,At)⊗Z Q`/Z` //

��

H1(V,At{`}) //

∼=
��

H1(V,At){`} //

��

0

0 // (T`H
2
c (V,A))D // (H2

c (V, T`A))D // (H1
c (V,A)(`))D // 0.

De plus, nous disposons aussi d'un autre diagramme commutatif à lignes exactes
(que l'on appellera diagramme (2)) :

0 // D1
nrs(V,At){`}

��

// H1(V,At){`}

��

//W

��
0 // (D1(V,A)(`))D // (H1

c (V,A)(`))D //
⊕

v∈X\V (H
0(Kv, A)

(`))D,

où W =
⊕

v∈Z\V H
1(Kv, A

t){`} ⊕
⊕

v∈X\(V ∪Z)H
1(Kv, A

t){`}/H1
nrs(Kv, A

t){`}.
La �èche verticale de droite est un isomorphisme d'après le corollaire 2.6(iii), le
théorème 2.12 et l'hypothèse (H 2.14)`, et la �èche verticale centrale est surjec-
tive d'après le diagramme (1). Cela montre immédiatement que la �èche verticale
de gauche est surjective. Nous allons à présent calculer son noyau.
• Montrons d'abord que Ker(D1

nrs(V,At){`} → (D1(V,A)(`))D) est divisible. En
utilisant les diagrammes (1) et (2) et le lemme du serpent, on obtient :

Ker(D1
nrs(V,At){`} →(D1(V,A)(`))D) ∼= Ker(H1(V,At){`} → (H1

c (V,A)(`))D)
∼= Coker(H0(V,At)⊗Z Q`/Z` → (T`H

2
c (V,A))D).

Or le groupe (T`H2
c (V,A))D est divisible (puisque T`H2

c (V,A) est un Z`-module
de type �ni sans torsion), et il en est donc de même de Ker(D1

nrs(V,At){`} →
(D1(V,A)(`))D).
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• Remarquons maintenant queD1(V,A) est de torsion de type co�ni. Cela entraîne
que le morphisme naturel D1(V,A){`} → D1(V,A)(`) induit un isomorphisme
D1(V,A){`} ∼= D1(V,A)(`). Ce groupe étant �ni, le noyau de D1

nrs(V,At){`} →
(D1(V,A)(`))D est (D1

nrs(V,At){`})div, et on a bien un accouplement non dégé-
néré :

D1
nrs(V,At){`} ×D1(V,A){`} → Q/Z

Nous sommes maintenant en mesure d'établir le théorème suivant :

Théorème 2.23. On rappelle que k = C((t)) et que K = k(X) est le corps des
fonctions de la courbe X. On rappelle aussi que A est une variété abélienne sur K
et que V est un ouvert non vide de X contenu dans l'ouvert de bonne réduction de
A. On suppose (H 2.14)`. Alors il existe un accouplement non dégénéré de groupes
�nis :

X1
nrs(V,A

t){`} ×X1
nr(V,A){`} → Q/Z.

De plus, X1
nrs(V,A

t) et X1
nr(V,A) sont de torsion de type co�ni.

Démonstration. La dualité découle immédiatement de la proposition 2.21 et du
lemme 2.20. La nature des groupes X1

nrs(V,A
t) et X1

nr(V,A) vient du lemme 2.20
et du fait que H1(V,A) et H1(V,At) sont de torsion de type co�ni.

Corollaire 2.24. On rappelle que k = C((t)) et que K = k(X) est le corps des
fonctions de la courbe X. On suppose (H 2.14)`. Alors il existe un accouplement
non dégénéré de groupes �nis :

X1
nrs(A

t){`} ×X1(A){`} → Q/Z.

Démonstration. Pour V ⊆ V ′ deux ouverts de U , on remarque que X1
nr(V,A){`}

etX1
nr(V

′, A){`} sont des sous-groupes du groupe de torsion de type co�niX1
nr(U,A){`}

tels que X1
nr(V,A){`} ⊆X1

nr(V
′, A){`}. Comme toute suite décroissante de sous-

groupes d'un groupe de torsion de type co�ni `-primaire est stationnaire (Lemme
3.7 de [HSz16]), on en déduit qu'il existe un ouvert non vide V0 de U tel que, pour
tout ouvert non vide V de V0, on a X1

nr(V,A){`} = X1
nr(V0, A){`}. Cela implique

que X1
nr(V0, A){`} = X1(A){`}.

Par ailleurs, on remarque que, pour V ⊆ V ′ deux ouverts non vides de V0, on a un
diagramme commutatif :

0 //X1
nrs(V

′, At){`}div //
� _

��

X1
nrs(V

′, At){`} //
� _

��

X1
nrs(V

′, At){`}
∼=
��

// 0

0 //X1
nrs(V,A

t){`}div //X1
nrs(V,A

t){`} //X1
nrs(V,A

t){`} // 0

Comme X1
nrs(A

t){`} =
⋃
V⊆V0 X

1
nrs(V,A

t){`}, en passant à la limite inductive,
on obtient que l'injection naturelle X1

nrs(V0, A
t){`} ↪→X1

nrs(A
t){`} induit un iso-

morphisme X1
nrs(V0, A

t){`} ∼−→X1
nrs(A

t){`}. Par conséquent, d'après le théorème
2.23, il existe un accouplement non dégénéré de groupes �nis :

X1
nrs(A

t){`} ×X1(A){`} → Q/Z.
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On peut aussi obtenir un énoncé symétrique en A et At :

Corollaire 2.25. On rappelle que k = C((t)) et que K = k(X) est le corps
des fonctions de la courbe X. On suppose (H 2.14)` et on note i : X1(A) ↪→
X1

nrs(A) (resp. i
t : X1(At) ↪→X1

nrs(A
t)) l'injection canonique. Alors il existe un

accouplement non dégénéré de groupes �nis :

X1(At){`}/(it)−1(X1
nrs(A

t){`}div)×X1(A){`}/i−1(X1
nrs(A){`}div)→ Q/Z.

Démonstration. Il su�t de montrer que le diagramme :

X1
nrs(A

t){`} × X1(A){`}

i
��

// Q/Z

X1(At){`}

it

OO

× X1
nrs(A){`} // Q/Z

commute. On dé�nit des accouplements CT et CTt par les diagrammes suivants :

CT : X1(At){`} × X1(A){`}

i
��

// Q/Z

X1(At){`} × X1
nrs(A){`} // Q/Z,

X1
nrs(A

t){`} × X1(A){`} // Q/Z

CTt : X1(At){`}

it

OO

× X1(A){`} // Q/Z.
Pour établir le corollaire, il su�t de montrer que CT et CTt coïncident. En
procédant comme dans le corollaire 2.24, on choisit un ouvert V de U tel que
D1(V,A){`} = X1(A){`} et D1(V,At){`} = X1(At){`}. Puis en procédant
comme pour la proposition 2.21, on a des diagrammes commutatifs :

0 // D1(V,A){`}

j

��

// H1(V,A){`}

��

//
⊕

v∈X\V H
1(Kv, A){`}

��
0 // (D1(V,At)(`))D // (H1

c (V,At)(`))D //
⊕

v∈X\V (H
0(Kv, A

t)(`))D,

0 // D1(V,At){`}

jt

��

// H1(V,At){`}

��

//
⊕

v∈X\V H
1(Kv, A

t){`}

��
0 // (D1(V,A)(`))D // (H1

c (V,A)(`))D //
⊕

v∈X\V (H
0(Kv, A)

(`))D.

On véri�e alors aisément que CT est induit par j et que CTt est induit par jt. Il
su�t donc d'établir le lemme qui suit.

Lemme 2.26. Soient r, s ≥ 0. On a un diagramme commutatif au signe près :

Hr
c (V,A)

��

× Hs(V,At) // Hr+s
c (V,A⊗L At)

Hr(V,A) × Hs
c (V,At)

OO

// Hr+s
c (V,A⊗L At).

(3.1)
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Démonstration. On note j : V → X l'immersion ouverte et on fait les identi�ca-
tions suivantes :

Hr
c (V,A) = HomD(X)(Z, j!A[r]), Hs

c (V,At) = HomD(X)(Z, j!At[s]),
Hr(V,A) = HomD(V )(Z,A[r]), Hs(V,At) = HomD(V )(Z,At[s]),

Hr+s
c (V,A⊗L At) = HomD(X)(Z, j!(A⊗L At)[r + s]),

où D(U) et D(X) désignent les catégories dérivées de faisceaux étales sur U et
sur X respectivement. La commutativité de (3.1) revient alors à montrer que, si
α ∈ HomD(X)(Z, j!A[r]) et β ∈ HomD(X)(Z, j!At[s]), alors le diagramme suivant
commute dans D(X) :

Z α //

β

��

j!A[r]
∼= // (j!A⊗L j!Z)[r]

j!j
∗β

��
j!At[s]

∼= // (j!At ⊗L j!Z)[s]
j!j

∗α // (j!A⊗L j!At)[r + s].

Mais cette commutativité est évidente, ce qui achève la preuve.

Exemple 2.27. • Les variétés abéliennes ayant bonne réduction partout véri�ent
les hypothèses des corollaires précédents. C'est par exemple le cas des variétés
abéliennes dé�nies sur k.
• Supposons que X = P1

k, c'est-à-dire que K = C((t))(u). La courbe elliptique
d'équation y2 = x3 + u véri�e les hypothèses des corollaires.

3 Variétés abéliennes sur C((t0))...((td))
On suppose dans cette section que d ≥ 2 et que k = C((t0))...((td)). Soit A une
variété abélienne sur k de variété abélienne duale At.

3.1 Dualité modulo divisibles

La formule de Barsotti-Weil impose queAt = Ext1k(A,Gm). De plus, Homk(A,Gm) =
0. On dispose donc d'un morphisme dans la catégorie dérivée :

A⊗L At → Gm[1],

induisant un accouplement :

Hr(k,A)×Hd−r(k,At)→ Hd+1(k,Gm) ∼= Hd+1(k,Q/Z(d)) ∼= Q/Z.

On remarquera que pour obtenir l'isomorphisme Hd+1(k,Gm) ∼= Hd+1(k,Q/Z(d))
il faut choisir un système compatible de racines de l'unité.

Lemme 3.1. Pour chaque entier naturel n et chaque entier r, le morphisme
Hr−1(k,A)/n → (nH

d+1−r(k,At))D est injectif et le morphisme nH
r(k,A) →

(Hd−r(k,At)/n)D est surjectif.
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Remarque 3.2. Dans le lemme précédent (ainsi que dans toute la suite), lorsque
M est un Gal(ks/k)-module discret, on pose Hs(k,M) = 0 pour s < 0.

Démonstration. On a un diagramme commutatif à lignes exactes :

0 // Hr−1(k,A)/n

��

// Hr(k, nA) //

��

nH
r(k,A) //

��

0

0 // (nH
d+1−r(k,At))D // Hd+1−r(k, nA

t)D // (Hd−r(k,At)/n)D // 0,

où le morphisme vertical central est un isomorphisme d'après le théorème I.2.17 de
[Mil06] car nAt ∼= Homk(nA,Z/nZ(d)). On en déduit que le morphismeHr−1(k,A)/n→
(nH

d+1−r(k,At))D est injectif et le morphisme nH
r(k,A)→ (Hd−r(k,At)/n)D est

surjectif.

Notation 3.3. Pour r ∈ Z, n ∈ N∗ et M un Gal(ks/k)-module discret tel que

nH
r(k,M) et Hr(k,M)/n sont �nis, on note λr(k, n,M) = |nHr(k,M)|

|Hr(k,M)/n| .

Proposition 3.4. Pour r ∈ Z, il existe des familles d'entiers (βr,`)`, (βtr,`)`,

(βtors0,` )` et (β
t,tors
0,` )` indexées par les nombres premiers telles que, pour tout n ∈ N∗,

on a :

λr(k, n,A) =
∏
`

`βr,`v`(n),

λr(k, n,A
t) =

∏
`

`β
t
r,`v`(n),

λ0(k, n,A(k
s)tors) =

∏
`

`β
tors
0,` v`(n),

λ0(k, n,A
t(ks)tors) =

∏
`

`β
t,tors
0,` v`(n).

Lorsque r ≥ 1, les βr,`, les β
t
r,`, les β

tors
0,` et les βt,tors0,` sont positifs. Pour r < 0, les

entiers βr,` et β
t
r,` sont nuls.

Démonstration. Les deux dernières égalités sont évidentes car A(k)tors et At(k)tors
sont de torsion de type co�ni. Montrons les deux premières. Pour r ≥ 1, elles sont
évidentes, puisque les groupes Hr(k,A) et Hr(k,At) sont de torsion de type co�ni.
Le cas r = 0 découle alors des formules suivantes (que l'on obtient grâce à la suite
exacte de Kummer) :

1 = χ(k, nA) =
d+1∏
r=0

λr(k, n,A)
(−1)r ,

1 = χ(k, nA
t) =

d+1∏
r=0

λr(k, n,A
t)(−1)

r

.
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Théorème 3.5. Pour r ≥ 1, le noyau du morphisme surjectif Hr(k,A)→ (Hd−r(k,At)∧)D

est un groupe de torsion de type co�ni divisible.

Démonstration. Soit s ∈ {−1, 0, ..., d + 1}. On calcule la caractéristique d'Euler-
Poincaré de nA pour chaque entier naturel n :

1 = χ(k, nA)

=
s−1∏
r=0

λr(k, n,A)
(−1)r ·

d+1∏
r=s+1

|Hr(k, nA)|(−1)
r · |nHs(k,A)|(−1)s

=
s−1∏
r=0

λr(k, n,A)
(−1)r ·

d−s∏
r=0

|Hr(k, nA
t)|(−1)d+1−r · |nHs(k,A)|(−1)s

=
s−1∏
r=0

λr(k, n,A)
(−1)r ·

d−s∏
r=0

λr(k, n,A
t)(−1)

d+1−r · |nHs(k,A)|(−1)s|Hd−s(k,At)/n|(−1)s+1

= |nHs(k,A)|(−1)s|Hd−s(k,At)/n|(−1)s+1 ·
∏
`

`(−1)
s+1γs,`v`(n),

où γs,` =
∑s−1

r=0(−1)r+s+1βr,` +
∑d−s

r=0(−1)d+s−rβtr,`. Par conséquent, si s ≥ 1 et si
Ns désigne le noyau de Hs(k,A)→ (Hd−s(k,At)∧)D, on obtient :

|nNs| =
|nHs(k,A)|
|Hd−s(k,At)/n|

=
∏
`

`γs,`v`(n).

D'après le lemme 1.3, cela prouve que Ns est divisible.

En reprenant les notations de la preuve précédente, on a alors :

Ns
∼=
⊕
`

(Q`/Z`)γs,` ,

et nous voulons calculer les γs,` =
∑s−1

r=0(−1)r+s+1βr,` +
∑d−s

r=0(−1)d+s−rβtr,`. Avant
de passer à la suite, il est utile d'établir des équations reliant les di�érentes variables
que nous avons introduites (βr,`, βtr,`, β

tors
0,` , β

t,tors
0,` , γr,`).

Proposition 3.6. Soit ` un nombre premier. Les entiers (βr,`)r et (β
t
r,`)r véri�ent

les équations :

γr,` = βr,` ∀r ∈ {−1} ∪ {1, 2, ..., d− 1} ∪ {d+ 1}
γ0,` = βtors0,`

βr,` = βtd+1−r,` ∀r ∈ {2, 3, ..., d− 1}
β1,` − β0,` = βtd,` − βtd+1,`

βt,tors0,` = βd+1,`∑d+1
r=0(−1)rβr,` = 0

βr,` = βtr,` = 0 ∀r ≥ d+ 2
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Démonstration. D'après la démonstration du théorème 3.5, on a pour r ∈ {−1, 0, 1, ..., d+
1} la relation :

1 = |nHr(k,A)|(−1)r |Hd−r(k,At)/n|(−1)r+1 ·
∏
p

p(−1)
r+1γr,`vp(n) (3.2)

avec γr,` =
∑r−1

s=0(−1)r+s+1βs,` +
∑d−r

s=0(−1)d+r−sβts,`. Cela permet d'établir les ré-
sultats suivants :
(1) Soit r ∈ {1, 2, ..., d − 1} ∪ {−1, d + 1}. L'équation (3.2) impose l'existence de
deux fonctions bornées h, g : N∗ → N∗ telles que, pour tout n ∈ N∗, on a :

1 =

(∏
p

pβr,`vp(n) · h(n)

)(−1)r

· g(n)(−1)r+1 ·
∏
p

p(−1)
r+1γr,`vp(n).

Par conséquent, γr,` = βr,`.
(2) Dans le cas r = 0, l'équation (3.2) impose l'existence de deux fonctions bornées
h, g : N∗ → N∗ telles que, pour tout n ∈ N∗, on a :

1 =

(∏
p

pβ
tors
0,` vp(n) · h(n)

)
· g(n)−1 ·

∏
p

p−γ0,`vp(n).

On en déduit que βtors0,` = γ0,`,
(3) On remarque que :

|H0(k,At)/n| = |nH0(k,At)| · λ0(k, n,At)−1.

Par conséquent, dans le cas r = d, l'équation (3.2) impose l'existence de deux
fonctions bornées h, g : N∗ → N∗ telles que, pour tout n ∈ N∗, on a :

1 =

(∏
p

pβd,`vp(n) · h(n)

)(−1)d

·

(∏
p

p(β
t,tors
0,` −βt0,`)vp(n) · g(n)

)(−1)d+1

·
∏
p

p(−1)
d+1γd,`vp(n).

On obtient donc que βd,` + βt0,` − β
t,tors
0,` = γd,`.

En exploitant (1), on obtient que :
• pour r ∈ {2, 3, ..., d− 1}, γr,` + γr−1,` = βr,` + βr−1,`, et donc βr,` = βtd+1−r,` ;
• γ1,` − γ−1,` = β1,`, et donc β1,` − β0,` = βtd,` − βtd+1,`.

• γ−1,` = 0, et donc
∑d+1

r=0(−1)rβr,` = 0.
Avec (1) et (3), on a γd+1,`+γd,` = βd+1,`+βd,`+β

t
0,`−β

t,tors
0 et donc βt,tors0,` = βd+1,`.

Finalement, la nullité de βr,` et βtr,` pour r ≥ d+2 est une conséquence immédiate
du fait que k est de dimension cohomologique d+ 1.

Proposition 3.7. Pour tout premier `, pour tout entier r, on a βr,` = βtr,`. On a

aussi βtors0,` = βt,tors0,` .
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Démonstration. Les variétés abéliennes A et At sont isogènes. Il existe donc une
suite exacte 0→ F → A→ At → 0 où F est un schéma en groupes abélien �ni. En
passant à la cohomologie, on obtient donc un morphisme Hr(k,A) → Hr(k,At)
de noyau et conoyau �nis pour chaque r. Cela montre grâce au lemme du serpent
que βr,` = βtr,` pour tout r.
Pour montrer que βtors0,` = βt,tors0,` , on procède de la même façon en remarquant que
l'on a un morphisme A(k)tors → At(k)tors de noyau et conoyau �nis.

Des deux propositions précédentes, on déduit :

Corollaire 3.8. Soit ` un nombre premier. Les entiers (βr,`)r véri�ent les équa-
tions : 

βr,` = βd+1−r,` ∀r ∈ {2, 3, ..., d− 1}
β1,` − β0,` = βd,` − βd+1,`

βtors0,` = βd+1,`

βr,` = 0 ∀r ≥ d+ 2

3.2 Étude de β0,` et de βtors
0,`

Pour chaque i ∈ {0, 1, ..., d}, on considère Ai (resp. Ai, Fi, Ui, Ti, Bi) un schéma
en groupes commutatifs sur Spec Oki (resp. sur Spec ki) tels que :
• on a Ad = Bd = A, Fd = 0, Ud = 0 et Td = 0,
• pour i ∈ {0, 1, ..., d}, Bi est une variété abélienne,
• pour i ∈ {0, 1, ..., d}, Ai est le modèle de Néron de Bi,
• pour i ∈ {0, 1, ..., d− 1}, Ai est la �bre spéciale de Ai+1,
• pour i ∈ {0, 1, ..., d}, Fi (resp. Ui, Ti, Bi) est le groupe �ni (resp. le groupe
additif, le tore, la variété abélienne) apparaissant dans la �ltration de Ai.

On note aussi A−1 la �bre spéciale de A0, et F−1, U−1, T−1, B−1 les parties �nie,
unipotente, torique et abélienne apparaissant dans la �ltration de A−1. De même,
pour chaque i ∈ {0, 1, ..., d}, on considère A∗i (resp. A∗i , F ∗i , U∗i , T ∗i , B∗i ) un schéma
en groupes commutatifs sur Spec Oki (resp. sur Spec ki) tels que :
• on a A∗d = B∗d = At, F ∗d = 0, U∗d = 0 et T ∗d = 0,
• pour i ∈ {0, 1, ..., d}, B∗i est une variété abélienne,
• pour i ∈ {0, 1, ..., d}, A∗i est le modèle de Néron de B∗i ,
• pour i ∈ {0, 1, ..., d− 1}, A∗i est la �bre spéciale de A∗i+1,
• pour i ∈ {0, 1, ..., d}, F ∗i (resp. U∗i , T

∗
i , B

∗
i ) est le groupe �ni (resp. le groupe

additif, le tore, la variété abélienne) apparaissant dans la �ltration de A∗i .
On note aussi A∗−1 la �bre spéciale de A∗0, et F ∗−1, U∗−1, T ∗−1, B∗−1 les parties �nie,
unipotente, torique et abélienne apparaissant dans la �ltration de A∗−1.

Proposition 3.9. (i) On a λ0(k, n,A) = λ0(k−1, n, B−1) ·
∏d−1

r=−1 λ0(kr, n, Tr).
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(ii) Le nombre
λ0(k−1,n,B−1(k−1)tors)·

∏d−1
r=−1 λ0(kr,n,Tr(k

s
r)tors)

λ0(k,n,A(ks)tors)
est entier. Si Bi est à ré-

duction scindée pour i ∈ {1, ..., d}, alors

λ0(k, n,A(k
s)tors) = λ0(k−1, n, B−1(k

s
−1)tors) ·

d−1∏
r=−1

λ0(kr, n, Tr(k
s
r)tors).

Démonstration. (i) Exactement comme dans le théorème 2.3, on montre que :

λ0(k, n,A) = λ0(kd−1, n, Bd−1)λ0(kd−1, n, Td−1)λ0(kd−1, n, Ud−1).

Comme Ud−1 est unipotent, λ0(kd−1, n, Ud−1) = 1, et donc :

λ0(k, n,A) = λ0(kd−1, n, Bd−1)λ0(kd−1, n, Td−1).

Il su�t alors de procéder par récurrence.
(ii) Comme Ad(Ok) = A(k) et le morphisme Ad(Ok)→ Ad−1(kd−1) est surjectif à
noyau uniquement divisible, on a λ0(k, n,A(ks)tors) = λ0(kd−1, n, Ad−1(k

s
d−1)tors).

On procède maintenant par dévissage.
• Comme 0→ A0

d−1 → Ad−1 → Fd−1 → 0 est exacte, le morphismeA0
d−1(kd−1)tors →

Ad−1(kd−1)tors est injectif à conoyau �ni, et donc :

λ0(kd−1, n, Ad−1(k
s
d−1)tors) = λ0(kd−1, n, A

0
d−1(k

s
d−1)tors).

• On a une suite exacte 0 → Ud−1 × Td−1 → A0
d−1 → Bd−1 → 0. Comme

Ud−1(k
s
d−1) et Td−1(ksd−1) sont divisibles, on en déduit l'exactitude de 0 →

Td−1(k
s
d−1)tors → A0

d−1(k
s
d−1)tors → Bd−1(k

s
d−1)tors → 0. En passant à la coho-

mologie, on obtient une suite exacte :

0→ Td−1(kd−1)tors → A0
d−1(kd−1)tors → Bd−1(kd−1)tors → H1(kd−1, Td−1(k

s
d−1)tors).

Donc λ0(kd−1, n, A0
d−1(k

s
d−1)tors) divise λ0(kd−1, n, Td−1(k

s
d−1)tors)λ0(kd−1, n, Bd−1(k

s
d−1)tors).

En procédant par récurrence, λ0(kd−1, n, A0
d−1(k

s
d−1)tors) divise λ0(k−1, n, B−1(k

s
−1)tors)·∏d−1

r=−1 λ0(kr, n, Tr(k
s
r)tors).

Si A = Bd est à réduction scindée, on remarque que la �èche Bd−1(kd−1)tors →
H1(kd−1, Td−1(k

s
d−1)tors) est nulle, et on a donc une suite exacte courte :

0→ Td−1(kd−1)tors → A0
d−1(kd−1)tors → Bd−1(kd−1)tors → 0.

Donc en procédant par récurrence, si Bi est à réduction scindée pour i ∈
{1, ..., d}, on obtient l'égalité :

λ0(k, n,A(k
s)tors) = λ0(k−1, n, B−1(k

s
−1)tors) ·

d−1∏
r=−1

λ0(kr, n, Tr(k
s
r)tors).
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Corollaire 3.10. Notons ρr le rang du tore Tr pour r ∈ {−1, 0, ..., d − 1}. On a
pour tout premier ` :

β0,` = 2dimB−1 −
d−1∑
r=−1

rρr,

βtors0,` = βd+1,` ≤ 2dimB−1 +
d−1∑
r=−1

ρr.

Si Bi est à réduction scindée pour i ∈ {1, ..., d}, alors pour tout premier ` :

βtors0,` = βd+1,` = 2dimB−1 +
d−1∑
r=−1

ρr.

Démonstration. Cela découle de la proposition 3.9, du corollaire 3.8, des proposi-
tions 1.8 et 1.9, et du fait que B−1(C) ∼= (R/C)2 dimB−1 .

Corollaire 3.11. On a 2dimB−1 −
∑d−1

r=−1 rρr = 2dimB∗−1 −
∑d−1

r=−1 rρ
∗
r. Si Bi

et B∗i sont à réduction scindée pour i ∈ {1, ..., d}, alors 2dimB−1 +
∑d−1

r=−1 ρr =

2dimB∗−1 +
∑d−1

r=−1 ρ
∗
r.

Démonstration. Cela découle immédiatement du corollaire 3.10 et du lemme 3.7.

Remarque 3.12. Plus généralement, la quantité 2dimB−1 −
∑d−1

r=−1 rρr est inva-
riante par isogénie.

3.3 Majorations des βr,` pour r ≥ 1

Lemme 3.13. Les parties divisibles des groupes (lim←−mH
d−r(kd−1,mA

t(knr)))D et

de Hd−r(kd−1, A(k
nr)tors) sont (non canoniquement) isomorphes.

Démonstration. Fixons un nombre premier `. Pour chaque entier naturel s, on a
une suite exacte :

0→ `sA
t(knr)→ At(knr)tors → At(knr)tors → At(knr)tors/`

s → 0.

En notant Q`s le groupe `sAt(knr)tors, on a des suites exactes :

0→ `sA
t(knr)→ At(knr)tors → Q`s → 0, (3.3)

0→ Q`s → At(knr)tors → At(knr)tors/`
s → 0. (3.4)

La suite exacte (3.4) et la �nitude de At(knr)tors/`s montrent que, pour chaque
entier u, les deux groupes :

Ker(Hu(kd−1, Q`s)→ Hu(kd−1, A
t(knr)tors)),

Coker(Hu(kd−1, Q`s)→ Hu(kd−1, A
t(knr)tors)),
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sont �nis. Par ailleurs, en exploitant la suite (3.3), on a un diagramme commutatif
à colonne exacte dont les �èches diagonales sont la multiplication par `s :

Hd−r−1(kd−1, A
t(knr)tors)

��

`s

++
Hd−r−1(kd−1, Q`s)

��

// Hd−r−1(kd−1, A
t(knr)tors)

Hd−r(kd−1, `sA
t(knr))

��
Hd−r(kd−1, A

t(knr)tors)

��

`s

++
Hd−r(kd−1, Q`s) // Hd−r(kd−1, A

t(knr)tors).

Il existe s0 ≥ 1 tel que, pour tout s ≥ s0, le module galoisien At(knr)tors/`
s est

isomorphe à At(knr)tors/`s0 . Par conséquent, il existe une constante entière C` > 0
telle que, pour tout s ≥ 0, les ordres des groupes :

Ker(Hd−r−1(kd−1, Q`s)→ Hd−r−1(kd−1, A
t(knr)tors)),

Coker(Hd−r−1(kd−1, Q`s)→ Hd−r−1(kd−1, A
t(knr)tors)),

Ker(Hd−r(kd−1, Q`s)→ Hd−r(kd−1, A
t(knr)tors)),

Coker(Hd−r(kd−1, Q`s)→ Hd−r(kd−1, A
t(knr)tors)),

sont majorés par C`. En particulier, les quatre groupes précédents sont de (C`!)-
torsion. On en déduit que :

|Coker(Hd−r(kd−1, `sA
t(knr))→ `sH

d−r(kd−1, A
t(knr)tors))| ≤ |`sHd−r(kd−1, A

t(knr)tors)/C`!|,
|Ker(Hd−r(kd−1, `sA

t(knr))→ `sH
d−r(kd−1, A

t(knr)tors))| ≤ C`|Hd−r−1(kd−1, A
t(knr)tors)/`

s|,

d'où l'existence d'une contante D` telle que, pour tout s ≥ 0 :

|Coker(Hd−r(kd−1, `sA
t(knr))→ `sH

d−r(kd−1, A
t(knr)tors))| ≤ D`,

|Ker(Hd−r(kd−1, `sA
t(knr))→ `sH

d−r(kd−1, A
t(knr)tors))| ≤ D`.

On en déduit que les groupes :

Ker(lim←−
s

Hd−r(kd−1, `sA
t(knr))→ lim←−

s

`sH
d−r(kd−1, A

t(knr)tors)),

Coker(lim←−
s

Hd−r(kd−1, `sA
t(knr))→ lim←−

s

`sH
d−r(kd−1, A

t(knr)tors)),

sont �nis. Cela montre que les parties divisibles de (lim←−sH
d−r(kd−1, `sA

t(knr)))D et
de (lim←−s `sH

d−r(kd−1, A
t(knr)tors)))

D sont isomorphes. Pour conclure, il su�t alors
de remarquer que la partie divisible de (lim←−s `sH

d−r(kd−1, A
t(knr)tors)))

D est iso-
morphe à celle de Hd−r(kd−1, A

t(knr)tors), et donc à celle de Hd−r(kd−1, A(k
nr)tors)

car A et At sont isogènes.
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Lemme 3.14. Pour chaque entier naturel r < d − 1, les parties divisibles de
groupes de type co�ni Hr(kd−1, H

1(knr, A)) et Hd−r(kd−1, A
0
d−1(k

s
d−1)) sont (non

canoniquement) isomorphes. Pour r = d − 1 et r = d, les parties divisibles de
groupes de type co�ni Hr(kd−1, H

1(knr, A)) et Hd−r(kd−1, A
0
d−1(k

s
d−1)tors) sont (non

canoniquement) isomorphes.

Démonstration. Soit r ≥ 0. D'après [Ogg62], on a un isomorphisme H1(knr, A) ∼=
(lim←−m mA

t(knr))D. On calcule alors :

Hr(kd−1, H
1(knr, A)) = Hr(kd−1, (lim←−

m

mA
t(knr))D)

∼= lim−→
m

Hr(kd−1,mA
t(knr)D)

∼= lim−→
m

Hd−r(kd−1,mA
t(knr))D

∼= (lim←−
m

Hd−r(kd−1,mA
t(knr)))D.

Par conséquent, d'après le lemme 3.13, les parties divisibles deHr(kd−1, H
1(knr, A))

et de Hd−r(kd−1, A(k
nr)tors) ∼= Hd−r(kd−1, Ad−1(k

s
d−1)tors) sont isomorphes.

On remarque maintenant que l'on a la suite exacte :

0→ A0
d−1(k

s
d−1)→ Ad−1(k

s
d−1)→ Fd−1(k

s
d−1)→ 0,

où A0
d−1 désigne la composante connexe du neutre dans Ad−1. Il existe donc un

Gal(ksd−1/kd−1)-module �ni F tel que :

0→ A0
d−1(k

s
d−1)tors → Ad−1(k

s
d−1)tors → F → 0.

On en déduit que les parties divisibles des groupes de torsion de type co�ni
Hd−r(kd−1, Ad−1(k

s
d−1)tors) et H

d−r(kd−1, A
0
d−1(k

s
d−1)tors) sont (non canoniquement)

isomorphes.
Supposons maintenant que r < d− 1. On a une suite exacte :

0→ Ud−1(k
s
d−1)× T (ksd−1)→ A0

d−1(k
s
d−1)→ Bd−1(k

s
d−1)→ 0,

qui montre queA0
d−1(k

s
d−1) est divisible. On en déduit queA

0
d−1(k

s
d−1)/A

0
d−1(k

s
d−1)tors

est uniquement divisible, et donc que Hd−r(kd−1, A
0
d−1(k

s
d−1)tors) est isomorphe à

Hd−r(kd−1, A
0
d−1(k

s
d−1)), ce qui achève la preuve.

Lemme 3.15. Pour chaque entier r > 0, on a un isomorphisme Hr(kd−1, A(k
nr)) ∼=

Hr(kd−1, Ad−1). De plus, les parties divisibles de H
r(kd−1, A(k

nr)) et Hr(kd−1, Ad−1)
sont isomorphes.

Démonstration. Comme l'extension knr/k est non rami�ée par dé�nition, on sait
que A(knr) = Ad(Oknr) et que le morphisme Ad(Oknr) → Ad−1(k

s
d−1) est surjectif

de noyau uniquement divisible. On en déduit queHr(kd−1, A(k
nr)) ∼= Hr(kd−1, Ad−1).

Il su�t alors d'exploiter la suite exacte 0→ A0
d−1 → Ad−1 → Fd−1 → 0 pour mon-

trer que les parties divisibles des groupes Hr(kd−1, A(k
nr)) et Hr(kd−1, Ad−1) sont

isomorphes.
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Théorème 3.16. On a, pour r ≥ 2 :

βr,` ≤
(
d+ 1

r

)(∑
e≥0

ρe−1 + 2dimB−1

)
.

Pour r = 1 :
βr,` ≤

∑
e≥0

(d+ 1− e)ρe−1 + 2(d+ 1) dimB−1.

Démonstration. Procédons par récurrence sur d+ r.
Pour d+ r = 0 (c'est-à-dire d = −1 et r = 1), le théorème est évident.
Soit s ≥ 0 tel que le théorème est vrai pour r et d tels que r+d ≤ s. Soient r ≥ 1 et
d ≥ −1 des entiers tels que d+r = s+1. La suite spectrale Hr(kd−1, H

s(knr, A))⇒
Hr+s(k,A) dégénère en une suite exacte longue :

...→ Hr(kd−1, A(k
nr))→ Hr(k,A)→ Hr−1(kd−1, H

1(knr, A))→ ....

Étudions les termes Hr(kd−1, A(k
nr)) et Hr−1(kd−1, H

1(knr, A)).
• D'après le lemme 3.15, la partie divisible de Hr(kd−1, A(k

nr)) est isomorphe à
celle de Hr(kd−1, A

0
d−1). De plus, la suite exacte 0 → Ud−1 × Td−1 → A0

d−1 →
Bd−1 → 0 montre l'exactitude de :

Hr(kd−1, Td−1)→ Hr(kd−1, A
0
d−1)→ Hr(kd−1, Bd−1),

et on a vu dans la proposition 1.11 que λr(kd−1, n, Td−1)) =
|nHr(kd−1,Td−1)|
|Hr(kd−1,Td−1)/n|

vaut

n(
d
r)ρd−1 si r > 1 et 1 si r = 1.

• Supposons que r < d. Alors, d'après le lemme 3.14, la partie divisible de
Hr−1(kd−1, H

1(knr, A)) est isomorphe à celle de Hd−r+1(kd−1, A
0
d−1), et le groupe

Hd−r+1(kd−1, A
0
d−1) s'insère dans une suite exacte :

Hd−r+1(kd−1, Td−1)→ Hd−r+1(kd−1, A
0
d−1)→ Hd−r+1(kd−1, Bd−1),

où λd−r+1(kd−1, n, Td−1)) = n(
d
r−1)ρd−1 d'après la proposition 1.11.

• D'après le lemme 3.14, la partie divisible de Hd−1(kd−1, H
1(knr, A)) est iso-

morphe à celle de H1(kd−1, A
0
d−1(k

s
d−1)tors). L'exactitude de la suite

0→ Td−1(k
s
d−1)tors → A0

d−1(k
s
d−1)tors → Bd−1(k

s
d−1)tors → 0

entraîne l'exactitude de la suite :

H1(kd−1, Td−1(k
s
d−1)tors)→ H1(kd−1, A

0
d−1(k

s
d−1)tors)→ H1(kd−1, Bd−1(k

s
d−1)tors),

où on a λ1(kd−1, n, Td−1(ksd−1)tors)) = ndρd−1 d'après la proposition 1.12. Pour
calculer λ1(kd−1, n, Bd−1(k

s
d−1)tors)), on remarque que l'on a une suite exacte :

0 // Bd−1(kd−1)tors // Bd−1(kd−1) // D

��
0 H1(kd−1, Bd−1)oo H1(kd−1, Bd−1(k

s
d−1)tors)

oo
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où D = H0(kd−1, Bd−1(k
s
d−1)/Bd−1(k

s
d−1)tors) est uniquement divisible. Donc, en

utilisant le corollaire 3.10, le nombre λ1(kd−1, n, Bd−1(k
s
d−1)tors)) divise la quan-

tité n
∑d−1
e=0 eρe−1λ1(kd−1, n, Bd−1).

• D'après le lemme 3.14, la partie divisible deHd(kd−1, H
1(knr, A)) est isomorphe à

celle deA0
d−1(kd−1)tors. L'exactitude de la suite 0→ Td−1(k

s
d−1)tors → A0

d−1(k
s
d−1)tors →

Bd−1(k
s
d−1)tors → 0 entraîne l'exactitude de la suite :

0→ Td−1(kd−1)tors → A0
d−1(kd−1)tors → Bd−1(kd−1)tors,

où on a l'égalité λ0(kd−1, n, Td−1(ksd−1)tors)) = nρd−1 d'après la proposition 1.9

et où le nombre λ0(kd−1, n, Bd−1(k
s
d−1)tors)) divise n

∑d−1
e=0 ρe−1+2dimB−1 d'après le

corollaire 3.10.
On obtient donc, par hypothèse de récurrence :
• si r = 1 :

β1,` ≤
d−1∑
e=0

(d− e)ρe−1 + 2d dimB−1 + ρd−1 +
d−1∑
e=0

ρe−1 + 2dimB−1

et donc :
β1,` ≤

∑
e≥0

(d+ 1− e)ρe−1 + 2(d+ 1) dimB−1.

• si 1 < r < d :

βr,` ≤
(
d

r

)
ρd−1 +

(
d

r

)(d−1∑
e=0

ρe−1 + 2dimB−1

)

+

(
d

r − 1

)
ρd−1 +

(
d

r − 1

)(d−1∑
e=0

ρe−1 + 2dimB−1

)

et donc :

βr,` ≤
(
d+ 1

r

)(∑
e≥0

ρe−1 + 2dimB−1

)
.

• pour r = d :

βd,` ≤ρd−1 +

(
d−1∑
e=0

ρe−1 + 2dimB−1

)

+ dρd−1 +
d−1∑
e=0

eρe−1 +
d−1∑
e=0

(d− e)ρe−1 + 2d dimB−1

et donc :

βd,` ≤ (d+ 1)

(∑
e≥0

ρe−1 + 2dimB−1

)
.
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• pour r = d+ 1 :

βd+1,` ≤ ρd−1 +
d−1∑
e=0

ρe−1 + 2dimB−1

≤
∑
e≥0

ρe−1 + 2dimB−1.

Corollaire 3.17. Si dimB−1 = ρ−1 = ρ0 = ... = ρd−1 = 0, alors βtors0,` = 0 et
βr,` = 0 pour tout r ≥ 0 et tout premier `.

Démonstration. Cela découle immédiatement du théorème 3.16 et du corollaire
3.10.

3.4 Nullité des βr,`

Théorème 3.18. Soit ` un nombre premier. Supposons que βtors0,` = 0. Alors
dimB−1 = ρ−1 = ρ0 = ρ1 = ... = ρd−1 = 0.

Démonstration. On procède par récurrence sur d.
• Dans le cas d = 0, le théorème est évident puisqu'on a βtors0,` = 2dimB−1 + ρ−1
d'après le corollaire 3.10.
• Supposons maintenant la propriété démontrée au rang d − 1. Montrons-la au
rang d. On suppose donc que k est d-local et que βtors0,` = 0. On a A(k)tors ∼=
Ad(Ok)tors ∼= Ad−1(kd−1)tors puisque le morphisme Ad(Ok) → Ad−1(kd−1) est
surjectif à noyau uniquement divisible. Par conséquent, l'hypothèse βtors0,` = 0
entraîne que la partie `-primaire de Ad−1(kd−1)tors est �nie. Comme la suite
0→ Td−1(k

s
d−1)tors → A0

d−1(k
s
d−1)tors → Bd−1(k

s
d−1)tors → 0 est exacte, on a une

suite de cohomologie :

0→ Td−1(kd−1)tors → A0
d−1(kd−1)tors → Bd−1(kd−1)tors → H1(kd−1, Td−1(k

s
d−1)tors).

On en déduit que la partie `-primaire de Td−1(kd−1)tors et le noyau du mor-
phisme Bd−1(kd−1){`} → H1(kd−1, Td−1(k

s
d−1)tors){`} sont �nis. Étant donné que

λ0(kd−1, n, Td−1(k
s
d−1)tors) = nρd−1 d'après la proposition 1.9, on en déduit que

ρd−1 = 0. En utilisant que le noyau deBd−1(kd−1){`} → H1(kd−1, Td−1(k
s
d−1)tors){`}

est �ni et en remarquant que λ1(kd−1, n, Td−1(ksd−1)tors) = ndρd−1 = 1 d'après la
proposition 1.12, on obtient que Bd−1(kd−1){`} est �ni. Par hypothèse de récur-
rence, cela impose que dimB−1 = ρ−1 = ρ0 = ρ1 = ... = ρd−2 = 0, ce qui achève
la preuve.

Corollaire 3.19. (i) Soit ` un nombre premier. Supposons que βd+1,` = 0. Alors
βr,p = 0 pour tout entier r et tout premier p.

(ii) Supposons que dimB−1 = 0 et que ρr = 0 pour tout entier r. Alors dimB∗−1 =
0 et ρ∗r = 0 pour tout r.
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Démonstration. (i) Cela découle immédiatement du théorème 3.18 et des corol-
laires 3.17 et 3.8.

(ii) D'après le corollaire 3.17, βd+1,` est nul pour tout premier `. On déduit alors
du lemme 3.7 que βtd+1,` est nul pour tout premier `. Le théorème 3.18 et le
corollaire 3.8 permettent donc de conclure.

Remarque 3.20. Plus généralement, la propriété que dimB−1 = ρ−1 = ρ0 = ... =
ρd−1 = 0 est préservée par les isogénies.

3.5 Le noyau de Hd(k,A)→ (H0(k,At)∧)D

Dans certains cas, il est possible d'expliciter le noyau deHd(k,A)→ (H0(k,At)∧)D.
Pour ce faire, il convient d'établir quelques propriétés préliminaires :

Lemme 3.21. Pour chaque r ≥ 0, on a un isomorphisme Hr(Ok,Ad)→ Hr(knr/k,A(knr))
faisant commuter le diagramme :

Hr(Ok,Ad) Res //

∼=
��

Hr(k,A)

Hr(knr/k,A(knr))

Inf

66

.

Démonstration. La preuve est analogue à celle du lemme 2.7.

Proposition 3.22. Soit ` un nombre premier ne divisant pas |Fd−1|.
(i) Les groupes A(knr) et At(knr) sont `-divisibles.
(ii) Il existe un morphisme fonctoriel injectif

(T`H
1(Ok,A∗d))D → (lim←−

r

H1(knr/k, `rA
t(knr)))D.

Démonstration. La preuve est analogue à celle de la proposition 2.8.

Lemme 3.23. On obtient un isomorphisme :

ι` : H
0(knr/k,H1(knr, A)){`} → (lim←−

r

H1(knr/k, `rA
t(knr)))D

par composition des isomorphismes naturels :

Hd−1(knr/k,H1(knr, A)){`} ∼−→ lim−→
r

Hd−1(knr/k, `rH
1(knr, A))

∼←− lim−→
r

Hd−1(knr/k,H1(knr, `rA))

∼−→ lim−→
r

Hd−1(knr/k, `rA
t(knr)D)

∼−→ (lim←−
r

H1(knr/k, `rA
t(knr)))D.

156



Ch. 3. - Variétés abéliennes sur les corps de fonctions de courbes sur des corps locaux

supérieurs

Démonstration. La preuve est analogue à celle du lemme 2.9.

Comme dans 2.10, nous sommes maintenant en mesure d'introduire la dé�nition
suivante :

Dé�nition 3.24. Soit ` un nombre premier ne divisant pas |Fd−1|. On appelle
`-groupe de cohomologie non rami�ée symétrisé de A le groupe :

Hd
nrs(k,A, `) := (ι` ◦ ϕ)−1((T`H1(Ok,A∗d))D) ⊆ Hd(k,A){`}

où ϕ : Hd(k,A) → Hd−1(knr/k,H1(knr, A)) désigne le morphisme induit par la
suite spectrale Hr(knr/k,Hs(knr, A))⇒ Hr+s(k,A). On a alors une suite exacte :

0→ Hd(Ok,Ad)
δ(Hd−1(Ok, R1g∗A))

{`} → Hd
nrs(k,A, `)→ (T`H

1(Ok,A∗d))D → 0

où δ : Hd−1(Ok, R1g∗A) → Hd(Ok,Ad) est le morphisme de bord provenant de la
suite spectrale Hr(Ok, Rsg∗A)⇒ Hr+s(k,A).

Théorème 3.25. Pour ` premier ne divisant pas |Fd−1|, la partie `-primaire du
noyau de Hd(k,A)→ (H0(k,At)∧)D est Hd

nrs(k,A, `).

Démonstration. La preuve est très similaire à celle du théorème 2.12. Il su�t de
remarquer que le diagramme suivant est commutatif :

lim−→r
Hd−1(knr/k, `rH

1(knr, A))

Hd(k,A){`}

44

��

lim−→r
Hd−1(knr/k,H1(knr, `rA))

∼=

kk

∼=

��

lim−→r
Hd(k, `rA)

33jjjj

��
(lim←−rH

1(k, `rA
t))D

tt ++
(H0(k,At)(`))D (lim←−rH

1(knr/k, `rA
t(knr)))D

ss
(H0(knr/k,At(knr))(`))D

où le morphisme lim−→r
Hd−1(knr/k,H1(knr, `rA)) → lim−→r

H1(knr/k, `rA
t(knr))D est

obtenu par composition des isomorphismes

lim−→
r

Hd−1(knr/k,H1(knr, `rA))
∼−→ lim−→

r

Hd−1(knr/k, (`rA
t(knr))D)

∼−→ lim−→
r

H1(knr/k, `rA
t(knr))D.
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Pour alléger les notations dans la section suivante, nous noterons :

Hd
nrs(k,A) :=

⊕
`∧|Fd−1|=1

Hd
nrs(k,A, `).

C'est le groupe de torsion dont la partie `-primaire est Hd
nrs(k,A, `) si ` ne divise

pas |Fd−1|, triviale sinon.

4 Variétés abéliennes sur C((t0))...((td))(u)
Supposons dans cette partie que d ≥ 1 et que k = C((t0))...((td)). Soient A une
variété abélienne sur le corps des fonctions K = k(X) de la courbe X et At sa
variété abélienne duale. Le but de ce paragraphe est d'établir un théorème de
dualité à la Cassels-Tate pour A : plus précisément, nous voulons déterminer,
sous certaines hypothèses géométriques et modulo divisibles, le dual du groupe de
Tate-Shafarevich X1(A).
Pour chaque v ∈ X(1), on adopte des notations analogues à celles de la section 3.2
pour la variété abélienne Av = A ×K Kv sur le corps d + 1-local Kv (on prendra
garde au fait que Kv n'est pas d-local). Ainsi, on introduit les schémas en groupes
Av,i, Av,i, Fv,i, Uv,i, Tv,i, Bv,i pour i ∈ {0, 1, ..., d + 1} et les schémas en groupes
Av,−1, Fv,−1, Uv,−1, Tv,−1, Bv,−1.
Notons aussi U un ouvert de bonne réduction de A, de sorte que le modèle de
Néron A de A sur U est un schéma abélien. Soit At le schéma abélien dual.
Fixons maintenant un nombre premier ` et faisons l'hypothèse suivante :

(H 4.1)` pour chaque v ∈ X \U , au moins l'une des deux a�rmations suivantes
est véri�ée :
• ` ne divise pas |Fv,d|,
• la variété abélienne Bv,−1 et le tore Tv,−1 sont nuls et les tores
Tv,d, ..., Tv,0 sont anisotropes.

Remarque 4.2. Étant donnée une variété abélienne A, l'hypothèse précédente est
véri�ée pour presque tout `. Par conséquent, les résultats que nous allons montrer
sont vrais pour presque tout `.

Soit Z l'ensemble des v ∈ X(1) tels que la variété abélienne Bv,−1 et le tore Tv,−1
sont nuls et les tores Tv,d, ..., Tv,0 sont anisotropes. Pour chaque ouvert V de U , on
introduit les groupes suivants :

X1
nr(V,A) := Ker

H1(K,A)→
∏

v∈X\V

H1(Kv, A)×
∏

v∈V (1)

H1(Kv, A)

H1
nr(Kv, A))

 ,

Xd+1
nrs (A

t) := Ker

Hd+1(K,At)→
∏
v∈Z

Hd+1(Kv, A
t)×

∏
v∈X(1)\Z

Hd+1(Kv, A
t)

Hd+1
nrs (Kv, At)

 ,
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où H1
nr(Kv, A

t) désigne H1(Ov,Av) = H1(Knr
v /Kv, A(K

nr
v )) et Hd+1

nrs (Kv, A
t) a été

dé�ni dans la section 3.5.

Fixons V un ouvert non vide de U .

Lemme 4.3. (i) Pour r > 0, le groupe Hr(V,A) est de torsion de type co�ni.
(ii) Le groupe H2

c (V,A) est de torsion de type co�ni.

Démonstration. La preuve est analogue à celle du lemme 2.17.

Lemme 4.4. Il existe des suites exactes :

0→ Hd(V,At)⊗Z (Q/Z){`} → Hd+1(V,At{`})→ Hd+1(V,At){`} → 0,

0→ H1
c (V,A)(`) → H2

c (V, T`A)→ T`H
2
c (V,A)→ 0.

Ici, Hd+1(V,At{`}) et H2
c (V, T`A) désignent lim−→n

Hd+1(V, `nAt) et lim←−nH
2
c (V, `nA)

respectivement.

Démonstration. La preuve est analogue à celle du lemme 2.18.

Lemme 4.5. Il existe un accouplement canonique :

H1(V,A{`})×Hd+2
c (V, T`At)→ Q/Z

qui est non dégénéré.

Démonstration. La preuve est analogue à celle du lemme 2.19.

De plus, d'après la formule de Barsotti-Weil et la nullité de HomV (A,Gm), on a
un accouplement canonique At ⊗L A → Gm[1] qui induit donc un accouplement :

H1(V,A)×Hd+1
c (V,At)→ Hd+3

c (V,Gm) ∼= Q/Z.

Posons maintenant :

D1(V,A) = Im(H1
c (V,A)→ H1(V,A)) = Ker(H1(V,A)→

⊕
v∈X\V

H1(Kv, A)),

Dd+1
nrs (V,At) = Ker

Hd+1(V,At)→
⊕
v∈Z\V

Hd+1(Kv, A
t)⊕

⊕
v∈X\(V ∪Z)

Hd+1(Kv, A
t)

Hd+1
nrs (Kv, At))

 .

Ce sont bien sûr des groupes de torsion de type co�ni.

Lemme 4.6. L'application naturelle H1(V,A) → H1(K,A) induit un isomor-
phisme D1(V,A) ∼= X1

nr(V,A).

Démonstration. La preuve est analogue à celle du lemme 2.20.
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A�n d'établir un théorème de dualité pour les groupes de Tate-Shafarevich, il
convient donc d'établir un théorème de dualité pour les groupes D1(V,A) et
Dd+1
nrs (V,At) :

Proposition 4.7. Il existe un accouplement canonique :

Dd+1
nrs (V,At){`} ×D1(V,A){`} → Q/Z

qui est non dégénéré.

Démonstration. La preuve est analogue à celle de la proposition 2.21, à condition
d'utiliser les sections 3.3 et 3.5.

Nous sommes maintenant en mesure d'établir le théorème suivant :

Théorème 4.8. On rappelle que k = C((t0))...((td)) et que K = k(X) est le corps
des fonctions de la courbe X. On suppose (H 4.1)`. Alors il existe un accouplement
non dégénéré de groupes �nis :

Xd+1
nrs (A

t){`} ×X1(A){`} → Q/Z.

Démonstration. D'après la proposition 4.7 et le lemme 4.6, on a un accouplement
parfait de groupes �nis :

Dd+1
nrs (V,At){`} ×X1

nr(V,A){`} → Q/Z.

Pour V ⊆ V ′ deux ouverts de U , on remarque que X1
nr(V,A){`} et X1

nr(V
′, A){`}

sont des sous-groupes du groupe de torsion de type co�ni X1
nr(U,A){`} tels que

X1
nr(V,A){`} ⊆X1

nr(V
′, A){`}. On en déduit qu'il existe un ouvert non vide V0 de

U tel que, pour tout ouvert non vide V de V0, on aX1
nr(V,A){`} = X1

nr(V0, A){`}.
Cela implique que X1

nr(V0, A){`} = X1(A){`}.
Par ailleurs, on remarque qu'étant donnés deux ouverts non vides V ⊆ V ′ de V0,
si x ∈ Dd+1

nrs (V
′,At), alors :

• pour v ∈ Z \ V ′, la restriction de x à Hd+1(Kv, A
t) est nulle ;

• pour v ∈ (Z ∩ V ′) \ V , la restriction de x à Hd+1(Kv, A
t) est dans l'image

de Hd+1(Ov,At), et donc dans Hd+1
nrs (Kv, A

t), qui est nul car v ∈ Z d'après la
section 3.3 ;
• pour v ∈ X \ (V ′∪Z), la restriction de x à Hd+1(Kv, A

t) est dans Hd+1
nrs (Kv, A

t) ;
• pour v ∈ V ′ \ (V ∪ Z), la restriction de x à Hd+1(Kv, A

t) est dans l'image de
Hd+1(Ov,At), et donc dans Hd+1

nrs (Kv, A
t).

Par conséquent, la restriction Hd+1(V ′,At) → Hd+1(V,At) induit un morphisme
Dd+1
nrs (V

′,At)→ Dd+1
nrs (V,At), et on a un diagramme commutatif :

0 // Dd+1
nrs (V

′,At){`}div //

��

Dd+1
nrs (V

′,At){`} //

��

Dd+1
nrs (V

′,At){`}
∼=
��

// 0

0 // Dd+1
nrs (V,At){`}div // Dd+1

nrs (V,At){`} // Dd+1
nrs (V,At){`} // 0

Comme Xd+1
nrs (A

t){`} = lim−→V⊆V0
Dd+1
nrs (V,At){`}, en passant à la limite inductive,
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on obtient que la restriction Dd+1
nrs (V0,At){`} → Xd+1

nrs (A
t){`} induit un isomor-

phisme Dd+1
nrs (V0,At){`}

∼−→Xd+1
nrs (A

t){`}. On obtient donc un accouplement non
dégénéré de groupes �nis :

Xd+1
nrs (A

t){`} ×X1(A){`} → Q/Z.

Corollaire 4.9. On rappelle que k = C((t0))...((td)) et que K = k(X) est le corps
des fonctions de la courbe X. On suppose (H 4.1)` et on note it : Xd+1(At) ↪→
Xd+1

nrs (A
t) l'injection canonique. Alors il existe un accouplement non dégénéré à

gauche de groupes �nis :

Xd+1(At){`}/(it)−1(Xd+1
nrs (A

t){`}div)×X1(A){`} → Q/Z.

Démonstration. La preuve est analogue à celle du corollaire 2.25.

Question : Quel est le noyau à droite dans l'accouplement précédent ?

5 Variétés abéliennes sur Qp((t2))...((td))

On suppose dans cette section que d ≥ 2 et que k = k′((t2))...((td)) avec k′ corps
p-adique, p étant un nombre premier �xé. Soit A une variété abélienne sur k.
On introduit, pour i ∈ {1, 2, ..., d}, les notations Ai, Ai, Fi, Ui, Ti, Bi analogues à
celles du début de la section 3.2, de telle sorte que Ai est dé�ni sur Spec Oki
et Ai, Fi, Ui, Ti, Bi sont dé�nis sur ki. On note aussi ρi le rang du tore Ti pour
i ∈ {1, ..., d}.
On note A0 la �bre spéciale de A1. La composante connexe du neutre A0

0 de A0

s'insère dans une suite exacte :

0→ U0 ×k0 T0 → A0
0 → B0 → 0

où U0 est un groupe abélien unipotent, T0 est un tore et B0 est une variété abé-
lienne sur k0.
Par ailleurs, si M est un module galoisien sur un corps E, ` un nombre pre-
mier di�érent de la caractéristique de E et i un entier, on notera M{`}(i) =
lim−→r `

rM ⊗ Z/`rZ(i). En tant que groupe abélien, il est isomorphe à M{`}. Par
abus de notation, quand G est un groupe algébrique commutatif sur E, on écrira
G{`}(i) au lieu de G(Es){`}(i).

5.1 Dualité modulo divisibles

Posons (n)Ã = Ext1k(A,Z/nZ(d)) pour chaque entier naturel n non nul et notons
Ã = lim−→n (n)Ã.

Remarque 5.1. En tenant compte de la formule de Barsotti-Weil, il serait plus
naturel de considérer Ext1k(A,Q/Z(d)) au lieu de Ã. Il se trouve en fait que ces
deux faisceaux coïncident, comme le montre l'annexe à la �n de ce texte.
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La multiplication par n sur le faisceau de n-torsion Homk(A,Z/nZ(d)) étant in-
jective, Homk(A,Z/nZ(d)) est nul. Cela fournit un morphisme naturel dans la
catégorie dérivée (n)Ã→ RHomk(A,Z/nZ(d))[1], d'où un morphisme :

A⊗L
(n)Ã→ Z/nZ(d)[1],

induisant un accouplement :

Hr(k,A)×Hd−r(k, (n)Ã)→ Hd+1(k,Z/nZ(d)) ∼= Z/nZ.

En passant à la limite inductive sur n, on obtient un accouplement :

Hr(k,A)×Hd−r(k, Ã)→ Hd+1(k,Q/Z(d)) ∼= Q/Z.

Lemme 5.2. Soit n ∈ N non nul. On a l'égalité :

(n)Ã = Homk(nA,Z/nZ(d)) = nA
t ⊗ Z/nZ(d− 1)

et la multiplication par n sur Ã induit une suite exacte de faisceaux :

0→ (n)Ã→ Ã→ Ã→ 0.

Démonstration. La suite exacte courte 0 → nA → A → A → 0 induit une suite
exacte :

Homk(A,Z/nZ(d))→ Homk(nA,Z/nZ(d))→ (n)Ã→ (n)Ã.

Comme Homk(A,Z/nZ(d)) = 0, on en déduit que :

(n)Ã = Homk(nA,Z/nZ(d)) = nA
t ⊗ Z/nZ(d− 1).

Cela impose aussi que Ã = lim−→n n
At⊗Z/nZ(d−1). Comme At(ks)tors est divisible,

cela montre immédiatement que la multiplication par n sur Ã induit une suite
exacte de faisceaux :

0→ (n)Ã→ Ã→ Ã→ 0.

Cela montre que (n)Ã est la n-torsion de Ã. On notera donc par la suite nÃ au lieu
de (n)Ã.

Remarque 5.3. En fait, on a montré que Ã{`} = At{`}(d − 1) pour chaque
premier `.

Corollaire 5.4. Pour chaque entier naturel n et chaque entier r, le morphisme
Hr−1(k,A)/n→ (nH

d+1−r(k, Ã))D est injectif et le morphisme nH
r(k,A)→ (Hd−r(k, Ã)/n)D

est surjectif.

162



Ch. 3. - Variétés abéliennes sur les corps de fonctions de courbes sur des corps locaux

supérieurs

Démonstration. On a un diagramme commutatif à lignes exactes :

0 // Hr−1(k,A)/n

��

// Hr(k, nA) //

��

nH
r(k,A) //

��

0

0 // (nH
d+1−r(k, Ã))D // Hd+1−r(k, nÃ)

D // (Hd−r(k, Ã)/n)D // 0,

où le morphisme vertical central est un isomorphisme d'après le lemme précédent
et le théorème I.2.17 de [Mil06]. On en déduit que le morphisme Hr−1(k,A)/n→
(nH

d+1−r(k, Ã))D est injectif et le morphisme nH
r(k,A) → (Hd−r(k, Ã)/n)D est

surjectif.

Notation 5.5. Pour r ∈ Z, n ∈ N∗ et M un Gal(ks/k)-module discret tel que

nH
r(k,M) et Hr(k,M)/n sont �nis, on note λr(k, n,M) = |nHr(k,M)|

|Hr(k,M)/n| .

Proposition 5.6. Pour r ∈ Z, il existe des familles d'entiers (βr,`)`, (β
t
r,`)`, (β

∗
r,`)`,

(βtors0,` )` et (β
t,tors
0,` )` indexées par les nombres premiers telles que, pour tout n ∈ N∗,

on a :

λr(k, n,A) =
∏
`

`βr,`v`(n),

λr(k, n,A
t) =

∏
`

`β
t
r,`v`(n),

λr(k, n, Ã) =
∏
`

`β
∗
r,`v`(n),

λ0(k, n,A(k
s)tors) =

∏
`

`β
tors
0,` v`(n),

λ0(k, n,A
t(ks)tors) =

∏
`

`β
t,tors
0,` v`(n).

Lorsque r ≥ 1, les βr,`, les β
t
r,`, les β

∗
r,`, les β

∗
0,`, les β

tors
0,` et les βt,tors0,` sont positifs.

Pour r < 0, les entiers βr,`, β
t
r,` et β

∗
r,` sont nuls.

Démonstration. Les trois dernières égalités sont évidentes car A(k)tors et At(k)tors
sont de torsion de type co�ni. Montrons les deux premières. Pour r ≥ 1, elles sont
évidentes, puisque les groupes Hr(k,A) et Hr(k,At) sont de torsion de type co�ni.
Le cas r = 0 découle alors des formules suivantes (qui découlent de la proposition
1.5) :

1 = χ(k, nA) =
d+1∏
r=0

λr(k, n,A)
(−1)r ,

1 = χ(k, nA
t) =

d+1∏
r=0

λr(k, n,A
t)(−1)

r

.

Théorème 5.7. Pour r ≥ 1, le noyau du morphisme Hr(k,A)→ (Hd−r(k, Ã)∧)D

est un groupe de torsion de type co�ni divisible.
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Démonstration. Soit s ∈ {−1, 0, ..., d + 1}. On calcule la caractéristique d'Euler-
Poincaré de nA pour chaque n :

1 = χ(k, nA)

=
s−1∏
r=0

λr(k, n,A)
(−1)r ·

d+1∏
r=s+1

|Hr(k, nA)|(−1)
r · |nHs(k,A)|(−1)s

=
s−1∏
r=0

λr(k, n,A)
(−1)r ·

d−s∏
r=0

|Hr(k, nÃ)|(−1)
d+1−r · |nHs(k,A)|(−1)s

=
s−1∏
r=0

λr(k, n,A)
(−1)r ·

d−s∏
r=0

λr(k, n, Ã)
(−1)d+1−r · |nHs(k,A)|(−1)s|Hd−s(k, Ã)/n|(−1)s+1

= |nHs(k,A)|(−1)s|Hd−s(k, Ã)/n|(−1)s+1 ·
∏
`

`(−1)
s+1γs,`v`(n),

où γs,` =
∑s−1

r=0(−1)r+s+1βr,` +
∑d−s

r=0(−1)d+s−rβ∗r,`. Par conséquent, si s ≥ 1 et si
Ns désigne le noyau de Hs(k,A)→ (Hd−s(k, Ã)∧)D, on obtient :

|nNs| =
|nHs(k,A)|
|Hd−s(k, Ã)/n|

=
∏
`

`γs,`v`(n).

D'après le lemme 1.3, cela prouve que Ns est divisible.

En reprenant les notations de la preuve précédente, on a alors :

Ns
∼=
⊕
`

(Q`/Z`)γs,` ,

et nous voulons calculer les γs,` =
∑s−1

r=0(−1)r+s+1βr,` +
∑d−s

r=0(−1)d+s−rβ∗r,`. Avant
de passer à la suite, il est utile d'établir des équations reliant les di�érentes variables
que nous avons introduites (βr,`, β∗r,`, β

t
r,p, β

tors
0,` , β

t,tors
0,` , γr,`).

Proposition 5.8. Soit ` un nombre premier. Les entiers (βr,`)r et (β
∗
r,`)r véri�ent

les équations : 

γr,` = βr,` ∀r ∈ {−1} ∪ {1, 2, ..., d+ 1}
γ0,` = βtors0,`

βr,` = β∗d+1−r,` ∀r ∈ {2, 3, ..., d+ 1}
β1,` − β0,` = β∗d,` − β∗d+1,`

βtors0,` = β∗d+1,`∑d+1
r=0(−1)rβr,` = 0

βr,` = β∗r,` = 0 ∀r ≥ d+ 2

Démonstration. Exactement comme dans la démonstration du théorème 5.7, on a
pour chaque r ∈ {−1, 0, 1, ..., d+ 1} la relation :

1 = |nHr(k,A)|(−1)r |Hd−r(k, Ã)/n|(−1)r+1 ·
∏
`

`(−1)
r+1γr,`v`(n)
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avec γr,` =
∑r−1

s=0(−1)r+s+1βs,` +
∑d−r

s=0(−1)d+r−sβ∗s,`. Cela montre immédiatement
que :
• γr,` = βr,` pour r ∈ {1, 2, ..., d− 1} ∪ {−1, d+ 1},
• βtors0,` = γ0,`,
• βd,` = γd,` car Ã est de torsion,
ce qui achève la preuve.

Remarque 5.9. Pour plus de détails, le lecteur pourra se référer à la preuve tout
à fait analogue de la proposition 3.6.

5.2 Étude hors de p

On �xe un nombre premier ` di�érent de p.

Conditions su�santes pour la nullité des βr,`

On procède de manière similaire à la section 3. On commence par des énoncés
analogues à ceux des lemmes 3.14 et 3.15.

Lemme 5.10. Pour chaque entier naturel r et chaque entier i, les parties divisibles
de groupes de type co�ni Hr(kd−1, H

1(knr, A{`}(i))) et Hd−r(kd−1, A
0
d−1{`}(d −

1 − i)) sont (non canoniquement) isomorphes. En particulier, l'un est �ni si, et
seulement si, l'autre l'est.

Démonstration. Soit r ≥ 0. On a un isomorphisme

H1(knr, A{`}(i)) ∼= (lim←−
s

`sA
t(knr)(−i))D.

On calcule alors :

Hr(kd−1, H
1(knr, A{`}(i))) = Hr(kd−1, (lim←−

s

`sA
t(knr)(−i))D)

∼= lim−→
s

Hr(kd−1, `sA
t(knr)(−i)D)

∼= lim−→
s

Hd−r(kd−1, `sA
t(knr)(d− 1− i))D

∼= (lim←−
s

Hd−r(kd−1, `sA
t(knr)(d− 1− i)))D.

Par conséquent, en utilisant un résultat analogue à celui du lemme 3.13 (dont la
preuve est identique quitte à introduire des décalages), les parties divisibles de
Hr(kd−1, H

1(knr, A(ks){`}(i))) et de

Hd−r(kd−1, A(k
nr){`}(d− 1− i)) ∼= Hd−r(kd−1, Ad−1{`}(d− 1− i))

sont isomorphes.
On remarque maintenant que l'on a la suite exacte :

0→ A0
d−1(k

s
d−1)→ Ad−1(k

s
d−1)→ Fd−1(k

s
d−1)→ 0,
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où A0
d−1 désigne la composante connexe du neutre dans Ad−1. Il existe donc un

Gal(ksd−1/kd−1)-module �ni F tel que la suite suivante est exacte :

0→ A0
d−1{`}(d− 1− i)→ Ad−1{`}(d− 1− i)→ F{`}(d− 1− i)→ 0.

On en déduit que les parties divisibles des groupes de type co�niHd−r(kd−1, Ad−1{`}(d−
1−i)) et Hd−r(kd−1, A

0
d−1{`}(d−1−i)) sont (non canoniquement) isomorphes.

Lemme 5.11. Pour chaque entier r ≥ 0, on a un isomorphisme Hr(kd−1, A(k
nr){`}(i)) ∼=

Hr(kd−1, Ad−1{`}(i)).

Démonstration. Comme l'extension knr/k est non rami�ée par dé�nition, on sait
que A(knr) = Ad(Oknr) et que le morphisme Ad(Oknr) → Ad−1(k

s
d−1) est surjectif

de noyau uniquement divisible par `. On en déduit que Hr(kd−1, A(k
nr){`}(i)) ∼=

Hr(kd−1, Ad−1{`}(i)).

On est maintenant en mesure d'établir la proposition qui fournit des conditions
su�santes pour que les groupes de cohomologie de A{`}(i) soient �nis.

Proposition 5.12. Soient r un entier naturel et i un entier tels que r − i − 1 6∈
{−1, 0, 1}. Le groupe Hr(k,A{`}(i)) est �ni.

Démonstration. Procédons par récurrence sur d.
Pour d = 0, c'est la proposition 1.22.
Soit d un entier naturel tel que la proposition est vraie au rang d − 1. Mon-
trons la proposition au rang d. La suite spectrale Hr(kd−1, H

s(knr, A{`}(i))) ⇒
Hr+s(k,A{`}(i)) dégénère en une suite exacte longue :

...→ Hr(kd−1, A(k
nr){`}(i)))→ Hr(k,A{`}(i))→ Hr−1(kd−1, H

1(knr, A{`}(i)))→ ....

Étudions les termes Hr(kd−1, A(k
nr){`}(i))) et Hr−1(kd−1, H

1(knr, A{`}(i))).
• D'après le lemme 5.11, la partie divisible de Hr(kd−1, A(k

nr){`}(i))) est iso-
morphe à celle de Hr(kd−1, A

0
d−1{`}(i)). De plus, la suite exacte 0 → Ud−1 ×

Td−1 → A0
d−1 → Bd−1 → 0 montre l'exactitude de :

Hr(kd−1, Td−1{`}(i))→ Hr(kd−1, A
d−1
0 {`}(i))→ Hr(kd−1, Bd−1{`}(i)),

et on a vu dans la proposition 1.16(ii) que λr(kd−1, n, Td−1{`}(i)) vaut 1 car r−
i−1 6∈ {0, 1}. Comme Hr(kd−1, Bd−1{`}(i)) est �ni par hypothèse de récurrence,
on conclut que Hr(kd−1, A(k

nr){`}(i))) est �ni.
• D'après le lemme 5.10, la partie divisible deHr−1(kd−1, H

1(knr, A{`}(i))) est iso-
morphe à celle de Hd+1−r(kd−1, A

0
d−1{`}(d−1− i)), et Hd−r+1(kd−1, A

0
d−1{`}(d−

1− i)) s'insère dans une suite exacte :
Hd−r+1(kd−1, Td−1{`}(d− 1− i))

��
Hd−r+1(kd−1, A

0
d−1{`}(d− 1− i))

��
Hd−r+1(kd−1, Bd−1{`}(d− 1− i)),
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où λd−r+1(kd−1, n, Td−1{`}(d − 1 − i))) = 1 d'après la proposition 1.16(ii) car
r− i− 1 6∈ {0,−1}. Comme Hd−r+1(kd−1, Bd−1{`}(d− 1− i)) est �ni par hypo-
thèse de récurrence, on conclut que Hr−1(kd−1, H

1(knr, A{`}(i))) est �ni.
On en déduit que Hr(k,A{`}(i)) est �ni.

Remarque 5.13. De manière tout à fait analogue, on peut montrer que :
• si ρ0 = ... = ρd−1 = 0, alors Hr(k,A{`}(i)) est �ni quels que soient r et i ;
• si ρ0 = ... = ρd−2 = 0, alors H1(k,A){`} est �ni ;
• pour i 6= −1, le groupe H0(k,A{`}(i)) est �ni.

Nous pouvons à présent établir le théorème suivant qui montre la nullité des βr,`
sous certaines hypothèses.

Théorème 5.14. Soit ` 6= p un nombre premier.
(i) Pour r ∈ {3, ..., d+ 1}, on a βr,` = 0.
(ii) Si ρ0 = ... = ρd−1 = 0, alors β2,` = 0.
(iii) Si ρ0 = ... = ρd−2 = 0, alors β1,` = 0.

(iv) On a
∑d+1

s=0(−1)sβs,` = 0, β0,` = −
∑d−1

e=1 eρe et β
tors
0,` = 0.

Démonstration. (i) C'est un corollaire immédiat de la proposition 5.12 carHr(k,A){`} ∼=
Hr(k,A(ks){`}).

(ii) C'est un corollaire immédiat de la remarque 5.13 carH2(k,A){`} ∼= H2(k,A(ks){`}).
(iii) C'est un corollaire immédiat de la remarque 5.13.
(iv) La preuve est analogue à celles des propositions 5.8 et 3.9 et du corollaire 3.10
en utilisant la proposition 1.14 et la remarque 1.15, ainsi que le lemme I.3.3 et
le corollaire I.3.4 de [Mil06].

Corollaire 5.15. La quantité
∑d−1

e=1 eρe est invariante par isogénie. En particulier,
elle prend la même valeur pour A et At.

Conditions nécessaires pour la nullité des βr,`

Dans cette section, nous allons donner des réciproques partielles au théorème 5.14.
Nous avons d'abord besoin de deux lemmes préliminaires.

Lemme 5.16. Soit i ∈ Z \ {0, 1}. Si H1(kd−1, A
0
d−1{`}(i)) est �ni, alors il en est

de même de H1(kr, Br{`}(i)) et de H1(kr, A
0
r{`}(i)) pour 0 ≤ r ≤ d−1. En particu-

lier, cela est vrai si l'on suppose que H1(k,A{`}(i)) (au lieu de H1(kd−1, A
0
d−1{`}(i)))

est �ni.

Démonstration. Il su�t de procéder par récurrence descendante en remarquant
H2(kr, Tr{`}(i)) est �ni pour chaque r d'après la proposition 1.16(ii).

Lemme 5.17. Supposons que H1(kr, A
0
r{`}(−1)) soit �ni pour 0 ≤ r ≤ d − 2.

Alors ρ0 = ... = ρd−2 = 0.

Démonstration. Montrons par récurrence sur s que ρs = 0
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• Par hypothèse et d'après la proposition 1.22, les groupes H1(k0, A
0
0{`}(−1)) et

H0(k0, B0{`}(−1)) sont �nis. Il en est donc de même deH1(k0, T0{`}(−1)). Donc
ρ0 = 0.
• Soit s ≤ d − 2 tel que ρ0 = ... = ρs−1 = 0. Montrons ρs = 0. Le groupe
H1(ks, A

0
s{`}(−1)) est �ni. De plus, d'après la remarque 5.13, il en est de même

de H0(ks, Bs{`}(−1)) puisque ρ0 = ... = ρs−1 = 0. Donc H1(ks, Ts{`}(−1)) est
�ni et ρs = 0.

Théorème 5.18. Supposons d ≥ 2. Soit ` 6= p un nombre premier. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) ρd−1 = ρd−2 = ... = ρ0 = 0 ;
(ii) βd,` = βd−1,` = ... = β2,` = 0 ;
(iii) β2,` = 0.

Démonstration. L'implication (i) ⇒ (ii) a déjà été prouvée. Montrons donc que
(ii)⇒ (i).
D'après les propositions 1.16(ii) et 5.12, les deux groupes H3(kd−1, Td−1(k

s){`}) et
H3(kd−1, Bd−1(k

s){`}) sont �nis. Il en est donc de même de H3(kd−1, A
0
d−1(k

s){`})
et de H3(kd−1, H

0(knr, A(ks){`}) d'après le lemme 5.10.
Par ailleurs, le groupe H2(k,A){`} est �ni car β2,` = 0. Par conséquent, en exploi-
tant la suite spectrale de Hochschild-Serre, on déduit queH1(kd−1, H

1(knr, A(ks){`}))
est �ni. Le lemme 5.10 montre alors la �nitude de Hd−1(kd−1, A

0
d−1{`}(d − 1)).

CommeHd(kd−1, Td−1{`}(d−1)) est �ni (proposition 1.16(ii)), on en déduit qu'il en
est de même deHd−1(kd−1, Bd−1{`}(d−1)) et donc deHd−2(kd−2, H

1(knrd−1, Bd−1{`}(d−
1))) (suite spectrale de Hochschild-Serre et dimension cohomologique de kd−2).
Toujours avec le lemme 5.10, on obtient la �nitude de H1(kd−2, A

0
d−2{`}(−1)). Le

lemme 5.16 montre alors que H1(kr, A
0
r{`}(−1)) est �ni pour r ≤ d− 2, et avec le

lemme 5.17, on obtient ρ0 = ... = ρd−2 = 0.
Reste à montrer que ρd−1 = 0. Pour ce faire, on remarque que, d'après la remarque
5.13, le groupe Hd(kd−1, Bd−1{`}(d − 1)) est �ni car ρ0 = ... = ρd−2 = 0. Comme
Hd(kd−1, Td−1{`}(d−1)) est aussi �ni, il en est de même deHd(kd−1, A

0
d−1{`}(d−1))

et donc de H0(kd−1, H
1(knr, A(ks){`})) d'après le lemme 5.10. On en déduit la �ni-

tude de H2(kd−1, H
0(knr, A(ks){`})) (suite spectrale de Hochschild-Serre et nullité

de β2,`) et donc aussi celle de H2(kd−1, A
0
d−1(k

s
d−1){`}) (lemme 5.11). Le groupe

H1(kd−1, Bd−1(k
s
d−1){`}) est �ni car ρ0 = ... = ρd−2 (remarque 5.13). Il en est donc

de même de H2(kd−1, Td−1(k
s
d−1){`}), et ρd−1 = 0 (proposition 1.16(ii)).

Remarque 5.19. Plaçons-nous dans le cas où k = Qp((t)) (et d = 2). Dans
l'article [Koy00], Y. Koya construit un complexe C de Gal(ks/k)-modules pour
lequel la multiplication par `s induit un triangle distingué (`sA)

′ → C → C →
(`sA)

′[1] quel que soit l'entier naturel s. Son théorème principal (théorème 1.1)
implique que H0(k, C){`} et H1(k, C){`} sont �nis quelle soit la variété abélienne
A sur k. De plus, sa preuve repose très fortement sur la proposition 4.1, qui impose
que, pour chaque s ≥ 0, on a |H0(k, C)/`s| = |`sH0(k, C)|. Cela montre que la
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fonction s 7→ |H0(k, C)/`s| est bornée. Or on remarque que :

|`sH1(k, C)|
|`sH2(k,A)|

=
|`sH1(k, C)|
|H1(k, (`sA)′)|

|H1(k, (`sA)
′)|

|H2(k, `sA)|
|H2(k, `sA)|
|`sH2(k,A)|

=
|H1(k,A)/`s|
|H0(k, C)/`s|

.

Par conséquent, H2(k,A){`} est �ni, quelle que soit la variété abélienne A. En
utilisant le théorème 5.18, cela impose que ρ1 = 0 pour toute variété abélienne A.
Mais cela est clairement faux : par exemple, la courbe elliptique y2 = x3 + x2 + t
véri�e ρ1 = 1. On en déduit que, parmi le théorème 1.1 et la proposition 4.1 de
[Koy00], au moins l'un des deux énoncés est faux. En particulier, la preuve du
théorème 1.1 de [Koy00] semble erronée et di�cile à rattraper.

5.3 Étude en p

Les résultats sont plus imprécis que dans le paragraphe précédent, puisque nous ne
savons pas calculer les parties p-primaires des groupes de cohomologie d'un tore.

Cas général

Voici une condition su�sante pour que les βr,p soient nuls :

Proposition 5.20. Supposons que :

dimB1 = dimT1 = dimT2 = ... = dimTd−1 = 0.

Alors βr,p = 0 pour tout entier r.

Démonstration. La preuve est analogue à celle du théorème 5.14. Elle est en fait
beaucoup plus facile !

Quelques précisions dans le cas d = 2

Dans ce paragraphe, on suppose d = 2.

Proposition 5.21. On a : |H
0(k,A)/n|
|nH0(k,A)| = nρ1p[k1:Qp]·(dimT1+dimB1)·vp(n).

Démonstration. On a H0(k,A) = A(k) = A2(Ok). On dispose en plus d'une
suite exacte 0 → D → A2(Ok) → A1(k1) → 0, où D est uniquement divi-
sible (car k1 est de caractéristique nulle). Le lemme du serpent fournit alors des
isomorphismes nH

0(k,A) ∼= nH
0(k1, A1) et H0(k,A)/n ∼= H0(k1, A1)/n. On ob-

tient donc |H
0(k,A)/n|
|nH0(k,A)| = |H0(k1,A1)/n|

|nH0(k1,A1)| . Les suites 0 → A0
1 → A1 → F1 → 0 et

0→ U1 × T1 → A0
1 → B1 → 0 montrent que :

|H0(k,A)/n|
|nH0(k,A)|

=
|H0(k1, A

0
1)/n|

|nH0(k1, A0
1)|

=
|H0(k1, T1)/n|
|nH0(k1, T1)|

|H0(k1, B1)/n|
|nH0(k1, B1)|

= nρ1p[k1:Qp]·(dimT1+dimB1)·vp(n),
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où la dernière égalité découle de la proposition 1.14(iii) et du théorème de structure
de Mattuck (lemme 3.3 de [Mil06]).

Théorème 5.22. On a :

β0,p − β1,p + β2,p − β3,p = 0

β0,p = −ρ1 − [k1 : Qp](dimT1 + dimB1),

Si dimB1 = 0, alors β1,p = β3,p = 0.

Démonstration. Les preuves sont analogues à celle du corollaire 3.10 et à celle du
théorème 5.18.

Corollaire 5.23. On a dimU1 = dimU∗1 . En particulier, si A a réduction pure-
ment additive, alors il en est de même de At.

Démonstration. Comme A et At sont isogènes, on a β0,p = β∗0,p, d'où :

ρ1 + [k1 : Qp](dimT1 + dimB1) = ρ∗1 + [k1 : Qp](dimT ∗1 + dimB∗1).

On en déduit que :

ρ1 + [k1 : Qp](dimA− dimU1) = ρ∗1 + [k1 : Qp](dimAt − dimU∗1 ).

Or, ρ1 = ρ∗1 d'après le corollaire 5.15, et bien sûr dimA = dimAt. Cela montre que
dimU1 = dimU∗1 .

Remarque 5.24. Dans le corollaire précédent, on pourrait bien sûr remplacer At

par n'importe quelle variété abélienne isogène à A.

5.4 Le noyau de Hd(k, Ã)→ (H0(k,A)∧)D

Exactement comme dans la section 5.1, on peut montrer que :

Théorème 5.25. Pour chaque r ≥ 0, il existe un morphisme naturel surjectif
Hr(k, Ã)→ (Hd−r(k,A)∧)D dont le noyau est de torsion de type co�ni divisible.

Il se trouve que, dans certains cas, il est possible d'expliciter le noyau deHd(k, Ã)→
(H0(k,A)∧)D. Pour ce faire, il convient de poser Ã = g∗Ã où g : Spec k → Spec Ok
désigne l'immersion ouverte, et d'établir quelques propriétés préliminaires :

Lemme 5.26. (i) Le morphisme naturel H1(Ok,Ad)→ H1(k,A) est injectif d'image
le sous-groupe H1(knr/k,A(knr)) de H1(k,A).

(ii) Le faisceau Ã est de torsion. De plus, pour chaque n ≥ 1, on a l'égalité

nÃ = nA∗d ⊗ Z/nZ(d− 1).
(iii) On a un isomorphisme Hd(Ok, Ã)→ Hd(knr/k, Ã(knr)) faisant commuter le
diagramme :

Hd(Ok, Ã) Res //

∼=
��

Hd(k, Ã)

Hd(knr/k, Ã(knr))

Inf

66

.

170



Ch. 3. - Variétés abéliennes sur les corps de fonctions de courbes sur des corps locaux

supérieurs

Démonstration. Les preuves de (i) et (iii) sont analogues à celle du lemme 2.7. Le
fait que Ã est de torsion est évident, et pour montrer que nÃ = nA∗d⊗Z/nZ(d−1),
il su�t d'écrire :

nÃ = g∗(nÃ) = g∗(nA
t⊗Z/nZ(d−1)) = g∗(nA

t)⊗Z/nZ(d−1) = nA∗d⊗Z/nZ(d−1).

Proposition 5.27. Soit ` un nombre premier ne divisant pas |Fd−1| (mais pouvant
être éventuellement égal à p).

(i) Les groupes A(knr) et H0(knr, Ã) sont `-divisibles.

(ii) Il existe un morphisme fonctoriel injectif

(T`H
1(Ok,Ad))D → (lim←−

r

H1(knr/k, `rA(k
nr)))D.

Démonstration. (i) On prouve que A(knr) et At(knr) sont `-divisibles exactement
de la même manière que dans la proposition 2.8. De plus, on remarque que :

H0(knr, Ã) = lim−→
n

H0(knr, nÃ) ∼= lim−→
n

H0(knr, nA
t) = At(knr)tors,

car knr contient toutes les racines de l'unité. On en déduit que H0(knr, Ã) est
`-divisible.

(ii) La preuve est analogue à celle de la proposition 2.8.

L'assertion (i) de la proposition précédente permet notamment d'obtenir un iso-
morphisme :

lim−→
r

Hd−1(knr/k,H1(knr, `rÃ))
∼→ lim−→

r

Hd−1(knr/k, `rH
1(knr, Ã)).

Comme dans la dé�nition 3.24, nous sommes maintenant en mesure d'introduire
la dé�nition suivante :

Dé�nition 5.28. Soit ` un nombre premier ne divisant pas |Fd−1| (mais éventuel-
lement égal à p). On appelle `-groupe de cohomologie non rami�ée symétrisé
de Ã le groupe :

Hd
nrs(k, Ã, `) := (ι` ◦ ϕ)−1((T`H1(Ok,Ad))D) ⊆ Hd(k, Ã){`}

où ϕ : Hd(k, Ã) → Hd−1(knr/k,H1(knr, Ã)) désigne le morphisme induit par la
suite spectrale Hr(knr/k,Hs(knr, Ã))⇒ Hr+s(k, Ã) et ι` l'isomorphisme composé :

Hd−1(knr/k,H1(knr, Ã)){`} ∼−→ lim−→
r

Hd−1(knr/k, `rH
1(knr, Ã))

∼←− lim−→
r

Hd−1(knr/k,H1(knr, `rÃ))

∼−→ lim−→
r

Hd−1(knr/k, (`rA(k
nr)(1− d))D)

∼−→ (lim←−
r

H1(knr/k, `rA(k
nr)))D.
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On a alors une suite exacte :

0→ Hd(Ok, Ã)
δ(Hd−2(Ok, R1g∗Ã))

{`} → Hd
nrs(k, Ã, `)→ (T`H

1(Ok,Ad))D → 0

où δ : Hd−2(Ok, R1g∗Ã) → Hd(Ok, Ã) est le morphisme de bord provenant de la
suite spectrale Hr(Ok, Rsg∗Ã)⇒ Hr+s(k, Ã).

Remarque 5.29. Soit ` un nombre premier di�érent de p et ne divisant pas
|Fd−1|. Supposons de plus que ρ0 = ρ1 = ... = ρd−3 = 0. Dans ce contexte, on a
H1(Ok,Ad){`} ∼= H1(knr/k,A(knr)){`} ∼= H1(kd−1, Ad−1){`} ∼= H1(kd−1, A

0
d−1){`}.

CommeH1(kd−1, Td−1){`} etH1(kd−1, Bd−1){`} sont �nis (voir remarque 5.13 pour
la �nitude de H1(kd−1, Bd−1){`}), la suite exacte 0 → Ud−1 × Td−1 → A0

d−1 →
Bd−1 → 0 impose que H1(kd−1, A

0
d−1){`} est �ni. Cela montre la �nitude de

H1(Ok,Ad){`} et donc la nullité de T`H1(Ok,Ad). Par conséquent :

Hd
nrs(k, Ã, `) = Im(Hd(Ok, Ã)→ Hd(k, Ã)){`} = Hd

nr(k, Ã){`}

où Hd
nr(k, Ã) := Im(Hd(Ok, Ã) → Hd(k, Ã)). Ainsi, il est vraiment nécessaire

de parler du groupe de cohomologie non rami�é symétrisé uniquement dans le
cas ` = p. Mais il est quand même utile d'introduire ce groupe quel que soit `
pour deux raisons : d'une part, dans le théorème qui suit, c'est avec le groupe
de cohomologie non rami�é symétrisé qu'on identi�e naturellement le noyau du
morphisme de la dualité locale ; d'autre part, cela permet de donner des énoncés
vrais pour tout `.

Théorème 5.30. Pour ` premier ne divisant pas |Fd−1| (éventuellement égal à p),
la partie `-primaire du noyau de Hd(k, Ã)→ (H0(k,A)∧)D est Hd

nrs(k, Ã, `).

Démonstration. La preuve est analogue à celle du théorème 3.25.

Pour alléger les notations dans la section suivante, nous noterons :

Hd
nrs(k, Ã) :=

⊕
`∧|Fd−1|=1

Hd
nrs(k, Ã, `).

C'est le groupe de torsion dont la partie `-primaire est H1
nrs(k, Ã, `) si ` ne divise

pas |Fd−1|, triviale sinon.

6 Variétés abéliennes sur Qp((t2))...((td))(u)

On suppose maintenant que d ≥ 1 et que k = k′((t2))...((td)) avec k′ corps p-adique,
p étant un nombre premier �xé. Soient A une variété abélienne sur K = k(X) et
Ã = lim−→n

Ext1K(A,Z/nZ(d+1)) = lim−→n n
At⊗Z/nZ(d). Le but de ce paragraphe est

d'établir, sous de bonnes hypothèses géométriques sur A, des théorèmes de dualité
entre certains groupes de Tate-Shafarevich de A et Ã.
Pour chaque v ∈ X(1), on adopte des notations analogues à celles de la section 3.2
pour la variété abélienne Av = A ×K Kv sur le corps d + 1-local Kv (on prendra
garde au fait que Kv n'est pas d-local). Ainsi, on introduit les schémas en groupes
Av,i, Av,i, Fv,i, Uv,i, Tv,i, Bv,i pour i ∈ {0, 1, ..., d+ 1}.
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6.1 Approche sans les groupes de cohomologie non rami�ée
symétrisés

On se donne un entier r0 ∈ {0, 1, ..., d + 1} et un nombre premier ` di�érent de
p = Car(k0) et on fait les hypothèses suivantes :

(H 6.1) • si r0 = d, alors les tores Tv,0, ..., Tv,d sont anisotropes pour toute place
v ∈ X(1) ;
• si r0 = d+1, alors les tores Tv,0, ..., Tv,d−1 sont anisotropes pour toute
place v ∈ X(1).

Remarque 6.2. Ces hypothèses sont assez restrictives puisqu'elles portent sur
toutes les places v ∈ X(1) et pas uniquement sur les places de mauvaise réduction
(voir remarque 6.10). Dans le paragraphe suivant, on pourra s'a�ranchir de ces
hypothèses grâce aux groupes de cohomologie non rami�ée symétrisés.

Soit maintenant U un ouvert non vide de X sur lequel A a bonne réduction, de
sorte que le modèle de Néron A de A sur U est un schéma abélien. Soit Ã =
lim−→n

Ext1U(A,Z/nZ(d + 1)). En procédant comme dans le lemme 5.2, on montre
pour chaque n > 0 que :

nÃ = Ext1U(A,Z/nZ(d+ 1)) = HomU(nA,Q/Z(d+ 1)) = nAt ⊗ Z/nZ(d)

et que la multiplication par n sur Ã est surjective.

Lemme 6.3. (i) Pour r > 0, le groupe Hr(U,A) est de torsion de type co�ni.
(ii) Pour r > 1, le groupe Hr

c (U,A) est de torsion de type co�ni.

Démonstration. La preuve est tout à fait analogue à celle du lemme 2.17.

Lemme 6.4. Pour r ≥ 0, il existe des suites exactes :

0→ Hr(U,A)⊗Z (Q/Z){`} → Hr+1(U,A{`})→ Hr+1(U,A){`} → 0,

0→ Hr
c (U, Ã)(`) → Hr+1

c (U, T`Ã)→ T`H
r+1
c (U, Ã)→ 0.

Ici, Hr+1(U,A{`}) et Hr+1
c (U, T`Ã) désignent lim−→n

Hr+1(U, `nA) et lim←−nH
2
c (U, `nÃ)

respectivement.

Démonstration. La preuve est identique à celle du lemme 2.18.

Lemme 6.5. Pour chaque r ≥ 0, il existe un accouplement canonique :

Hr(U,A{`})×Hd+3−r
c (U, T`Ã)→ Q/Z

qui est non dégénéré.

Démonstration. La preuve est analogue à celle du lemme 2.19.
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La multiplication par n sur HomU(A,Z/nZ(d + 1)) est en même temps injective
et nulle, donc HomU(A,Z/nZ(d+1)) = 0. Comme de plus Hd+3

c (U,Q/Z(d+1)) ∼=
Q/Z (lemme 1.3 du chapitre 1), on a pour chaque n > 0, un accouplement :

Hr(U, nÃ)×Hd+2−r
c (U,A)→ Hd+3

c (U,Z/nZ(d+1))→ Hd+3
c (U,Q/Z(d+1)) ∼= Q/Z.

En passant à la limite inductive sur n, on obtient un accouplement :

Hr(U, Ã)×Hd+2−r
c (U,A)→ Q/Z.

Posons maintenant, pour chaque r ≥ 0 :

Dr(U, Ã) = Im(Hr
c (U, Ã)→ Hr(K, Ã)).

Ce groupe est de torsion de type co�ni.

Lemme 6.6. Soit r ≥ 0. Il existe V0 un ouvert non vide de U tel que, pour tout
ouvert V de V0, le morphisme Hr(V, Ã)→ Hr(K, Ã) induit un isomorphisme :

Dr(V, Ã) ∼= Xr(K, Ã).

Démonstration. On remarque que, si V ⊆ V ′ sont des ouverts dans U , alors
Dr(V, Ã) ⊆ Dr(V ′, Ã). Comme Dr(U, Ã) est de torsion de type co�ni, il existe
V0 un ouvert non vide de U tel que, pour tout V contenu dans V0, on a :

Dr(V, Ã) = Dr(V0, Ã).

Un tel V0 convient.

A�n d'établir un théorème de dualité pour le groupe de Tate-Shafarevich, il convient
donc d'établir un théorème de dualité pour le groupe Dr(U, Ã) :

Proposition 6.7. On suppose (H 6.1). On pose

Dd+2−r0
sh (U,A) = Ker(Hd+2−r0(U,A)→

∏
v∈X(1)

Hd+2−r0(Kv, A)).

Il existe alors un accouplement canonique :

Dr0(U, Ã){`} ×Dd+2−r0
sh (U,A){`} → Q/Z

qui est non dégénéré.

Il convient d'établir préalablement le lemme suivant :

Lemme 6.8. La suite :⊕
v∈X(1)

Hr0−1(Kv, Ã)
(`) → Hr0

c (U, Ã)(`) → Dr0(U, Ã)(`) → 0

est exacte.
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Démonstration. On a Ã = lim−→n n
Ã, et donc, en utilisant la proposition 2.3 du

chapitre 1, on a une suite exacte :⊕
v∈X(1)

Hr0−1(Kv, Ã)→ Hr0
c (U, Ã)→ Dr0(U, Ã)→ 0.

Cela étant établi, la preuve est analogue à celle du lemme 2.22.

Démonstration. (De la proposition 6.7)
Rappelons que, d'après le lemme 6.5, nous disposons d'un accouplement non dé-
généré :

Hd+2−r0(U,A{`})×Hr0+1
c (U, T`Ã))→ Q/Z,

d'où un isomorphisme Hd+2−r0(U,A{`}) → (Hr0+1
c (U, T`Ã))D. On dispose aussi

d'un accouplement :

Hd+2−r0(U,A)×Hr0
c (U, Ã)→ Q/Z

qui induit un accouplement :

Hd+2−r0(U,A){`} ×Hr0
c (U, Ã)(`) → Q/Z.

Ainsi on obtient un diagramme commutatif à lignes exactes :

0 // Hd+1−r0(U,A)⊗Z (Q/Z){`} //

��

Hd+2−r0(U,A{`}) //

∼=
��

Hd+2−r0(U,A){`} //

��

0

0 // (T`H
r0+1
c (U, Ã))D // (Hr0+1

c (U, T`Ã))D // (Hr0
c (U, Ã)(`))D // 0

De plus, nous disposons aussi d'un autre diagramme diagramme commutatif à
lignes exactes :

0 // Dd+2−r0
sh (U,A){`}

��

// Hd+2−r0(U,A){`}

��

//
∏

v∈X(1) Hd+2−r0(Kv, A){`}

��

0 // (Dr0(U, Ã)(`))D // (Hr0
c (U, Ã)(`))D //

∏
v∈X(1)(Hr0−1(Kv, Ã)

(`))D

En procédant exactement comme dans la proposition 2.21 et en utilisant les sec-
tions 5.1 et 5.2 ainsi que l'hypothèse (H 6.1), on montre alors que l'on a un accou-
plement non dégénéré :

Dr0(U, Ã){`} ×Dd+2−r0
sh (U,A){`} → Q/Z.

Nous sommes maintenant en mesure de conclure :

Théorème 6.9. On rappelle que k = k′((t2))...((td)) avec k′ un corps p-adique
et que K = k(X) est le corps des fonctions de la courbe X. Soit A une variété
abélienne sur K. On suppose (H 6.1). Alors il existe un accouplement non dégénéré
de groupes de torsion :

Xr0(K, Ã)non−p ×Xd+2−r0(K,A)non−p → Q/Z.

De plus, Xr0(K, Ã) et Xd+2−r0(K,A) sont de torsion de type co�ni.
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Démonstration. Cela découle immédiatement de la proposition 6.7 et du lemme
6.6 en passant à la limite sur U .

Remarque 6.10. • Les hypothèses de (H 6.1) concernent toutes les places de
X(1). On ne peut pas restreindre ces hypothèses aux places de mauvaise réduction
de A puisqu'on ne sait pas si l'ouvert V0 du lemme 6.6 peut être choisi égal à
U . Ce problème vient en particulier du fait que le corps K est de dimension
cohomologique 3 et que, même si v ∈ X(1) est une place de bonne réduction, le
groupe H1(Ov,A) peut être non nul !
• Même si le théorème est une dualité modulo divisibles, dans la preuve, on a
besoin d'une dualité locale qui n'est pas modulo divisibles. C'est pourquoi nous
sommes amenés à faire les hypothèses (H 6.1).

Remarque 6.11. Toute variété abélienne sur K véri�e les hypothèses du théo-
rème lorsque r0 = 0. Dans ce cas, le théorème a�rme que la partie divisible de
Xd+2(K,A) est p-primaire.

Exemple 6.12. Dans le cas où k est p-adique et K = k(u), si on se donne
f(u) ∈ K×, la courbe elliptique d'équation y2 = x3 + f(u) véri�e les hypothèses
du théorème pour r0 ∈ {1, 2}.

6.2 Approche avec les groupes de cohomologie non rami�ée
symétrisés

Soient ` un nombre premier (éventuellement égal à p) et U un ouvert non vide de
X sur lequel A a bonne réduction. Faisons l'hypothèse suivante :

(H 6.13)` • si ` 6= p, pour chaque v ∈ X\U , au moins l'une des deux a�rmations
suivantes est véri�ée :
◦ ` ne divise pas |Fv,d|,
◦ les tores Tv,d−1, ..., Tv,0 sont anisotropes.
• si ` = p, pour chaque v ∈ X\U , au moins l'une des deux a�rmations
suivantes est véri�ée :
◦ ` ne divise pas |Fv,d|,
◦ les groupes algébriques Tv,d, ..., Tv,1 et Bv,1 sont triviaux.

Remarque 6.14. Cette hypothèse est nettement moins forte que l'hypothèse de
la section précédente. Elle ne concerne que les places de mauvaise réduction et est
véri�ée pour presque tout `.

On note Z l'ensemble suivant :
• si ` 6= p, alors Z désigne l'ensemble des v ∈ X(1) tels que les tores Tv,d−1, ..., Tv,−1
sont anisotropes,
• si ` = p, alors Z désigne l'ensemble des v ∈ X(1) tels que les groupes algébriques
Tv,d, ..., Tv,1 et Bv,1 sont triviaux.
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On introduit le groupe suivant :

Xd+1
nrs (Ã) := Ker

Hd+1(K, Ã)→
∏
v∈Z

Hd+1(Kv, Ã)×
∏

v∈X(1)\Z

Hd+1(Kv, Ã)/H
d+1
nrs (Kv, Ã)

 .

En procédant exactement de la même manière que dans la section 4, on peut établir
le théorème et le corollaire suivants :

Théorème 6.15. On rappelle que k = k′((t2))...((td)) avec k
′ un corps p-adique et

que K = k(X) est le corps des fonctions de la courbe X. Soit A une variété abé-
lienne sur K. On suppose (H 6.13)`. Alors il existe un accouplement non dégénéré
de groupes �nis :

Xd+1
nrs (Ã){`} ×X1(A){`} → Q/Z.

Corollaire 6.16. On rappelle que k = k′((t2))...((td)) avec k′ un corps p-adique
et que K = k(X) est le corps des fonctions de la courbe X. Soit A une variété
abélienne sur K. On suppose (H 6.13)` et on note ĩ : Xd+1(Ã) ↪→ Xd+1

nrs (Ã)
l'injection canonique. Alors il existe un accouplement non dégénéré à gauche de
groupes �nis :

Xd+1(Ã){`}/̃i−1(Xd+1
nrs (Ã){`}div)×X1(A){`} → Q/Z.

Question : Quel est le noyau à droite dans l'accouplement précédent ?

Remarque 6.17. Dans le cas où k est un corps p-adique, en utilisant le paragraphe
5.3, il est possible de remplacer l'hypothèse (H 6.13)p par l'hypothèse légèrement
plus faible suivante :

� pour chaque v ∈ X \ U , au moins l'une des deux a�rmations suivantes
est véri�ée :
◦ ` ne divise pas |Fv,d|,
◦ la variété abélienne Bv,1 est triviale. �

7 Quelques remarques sur la finitude des

groupes de Tate-Shafarevich

Le but de cette section est de donner, pour k = C((t)) ou k = Qp, des exemples de
variétés abéliennes sur K pour lesquelles on peut déterminer si le premier groupe
de Tate-Shafarevich est �ni ou pas. Pour ce faire, nous allons utiliser le théorème
3.1 de [Tat66], dont nous rappelons l'énoncé (adapté à notre situation) :

Théorème 7.1. (théorème 3.1 de [Tat66])
On rappelle que K est le corps des fonctions de X. Soit Y une surface régulière sur
k munie d'un morphisme propre f : Y → X à �bres de dimension 1. On suppose
que les �bres géométriques de f sont connexes, et que la �bre générique est lisse. Si
f admet une section, Br X est un sous-groupe de Br Y et on a un isomorphisme
X1(K, J) ∼= Br Y/Br X où J désigne la jacobienne de la �bre générique de f .
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7.1 Cas où k = C((t))

On se place dans le cas où k = C((t)).

Cas où Y est un produit

Soient C une courbe projective lisse sur k telle que C(k) 6= ∅ et Y = C ×k X.
On note JC (resp. JX) la jacobienne de C (resp. X) sur k. D'après le théorème
7.1, le groupe X1(K, JC ×k K) est égal à Br Y/Br X. Par ailleurs, nous savons
que Br1 Y = H1(k,Pic Yk) car Br k = 0. D'après la proposition 1.7 de [SZ14], le
morphisme naturel H1(k,Pic Ck)×H1(k,Pic Xk)→ H1(k,Pic Yk) a un noyau et
un conoyau �nis. Écrivons la suite exacte de modules galoisiens :

0→ JC(k)→ Pic Ck → Z→ 0.

0→ JX(k)→ Pic Xk → Z→ 0.

On en déduit une suite exacte de cohomologie :

Z→ H1(k, JC)→ H1(k,Pic Ck)→ 0.

Z→ H1(k, JX)→ H1(k,Pic Xk)→ 0.

Les noyaux des morphismes surjectifs H1(k, JC)→ H1(k,Pic Ck) et H
1(k, JX)→

H1(k,Pic Xk) sont donc �nis. On en déduit que les parties divisibles de Br1 Y/Br X ∼=
H1(k,Pic Yk)/H

1(k,Pic Xk) et H
1(k, JC) sont égales. Par conséquent, d'après le

théorème de Ogg (théorème 1.19), si JC n'a pas réduction purement additive, alors
X1(K, JC ×k K)div 6= 0. La réciproque est vraie par exemple si X est de genre 0,
puisque dans ce cas, la partie divisible de Br Yk est nulle d'après la section 2.9 de
[SZ14].

Cas où Y est de dimension de Kodaira −∞

Soit Y une surface projective lisse sur k de dimension de Kodaira −∞. Le cas
où Y est une �bration en coniques sur une courbe est inintéressant, puisque la
jacobienne de la �bre générique est triviale.
Supposons donc que Y est une surface de del Pezzo (cf section 24 de [Man86]) véri-
�ant les hypothèses du théorème 7.1. On note J la jacobienne de la �bre générique
de Y → X. Soit L une extension �nie de k telle que Y×kL est rationnelle. Alors, par
un argument de restriction-corestriction, Br Y est �ni, et donc X1(K, J)div = 0.
Remarquons �nalement qu'il existe bien des surfaces de del Pezzo Y véri�ant les
hypothèses du théorème 7.1. Par exemple, il su�t de choisir Y0/C l'éclatement de
P2
C en les points base d'un pinceau de cubiques et Y = Y0 ×C k puisque, dans ce

cas, Y est une surface jacobienne sur P1
k.
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Cas où Y est de dimension de Kodaira 0

Dans ce paragraphe, nous allons étudier le cas où Y est une surface projective
lisse minimale sur k de dimension de Kodaira 0. La classi�cation de telles surfaces
montre que Y est un twist d'une surface abélienne, une surface bielliptique, une
surface K3 ou une surface d'Enriques.

Surfaces abéliennes. Supposons que X soit une courbe elliptique et soit Y le
produit de X par une courbe elliptique E. Dans ce cas, Y est une surface abé-
lienne �brée au-dessus de X. Si E n'a pas réduction purement additive, alors,
d'après l'étude menée dans le paragraphe 7.1, X1(K,E ×k K)div 6= 0. Le cas où
E a réduction purement additive est plus di�cile, puisque Br1 Y/Br X est �ni et
il faut donc s'intéresser au groupe de Brauer transcendant Im(Br Y → Br(Y ×kk)).

Surfaces bielliptiques. Soit Y = (E1 ×k E2)/G une surface bielliptique, avec
E1 et E2 deux courbes elliptiques et G un sous-groupe �ni de E1 agissant sur E2

de sorte que E2/G ∼= P1
k. Le morphisme π : Y → E1/G est alors une �bration

elliptique isotriviale, de �bre E2. On prend X = E1/G et on suppose que la
�bration a une section. Comme le genre géométrique de Y est nul, la dualité de
Serre montre que H2(Xk,OXk) = 0, et donc que le groupe Br(Y ×k k) est �ni. De
plus, comme Alb Y = E1/G = X, on a une suite exacte :

0→ Pic Xk → Pic Yk → N → 0

où N désigne un groupe abélien de type �ni. On déduit que Br1 Y/Br X =
H1(k,Pic Yk)/H

1(k,Pic Xk) est �ni. Cela montre que Br Y/Br X est �ni, et il en
est donc de même de X1(K, J) où J désigne la jacobienne de la �bre générique
de π.

Surfaces K3. Supposons que X = P1
k. Soient Y0 une surface K3 sur C telle que

Y = Y0×C k est une surface elliptique sur X avec une section. On note Y = Y ×k k
et ρ = rg(NS(Y0)) = rg(NS(Y )). Comme la variété d'Albanese de Y est triviale, le
groupe Br1 Y est �ni. Concernant le groupe de Brauer transcendant de Y , comme
Br Y0 ∼= Br Y , on a Br Y = Im(Br Y → Br Y ). Or (Br Y )div ∼= (Q/Z)22−ρ. Étant
donné que ρ ≤ 20, on a Im(Br Y → Br Y )div 6= 0. Le théorème 7.1 permet alors
de conclure que X1(K, J)div 6= 0 où J est la jacobienne de la �bre générique de
Y → X. On remarquera que dans cette situation, la non nullité de X1(K, J)div
n'est pas expliquée par le groupe de Brauer algébrique de Y .
Reste à rappeler qu'il existe bel et bien des surfaces K3 sur C qui sont des surfaces
jacobiennes :
• toutes les surfaces K3 avec ρ ≥ 13 sont jacobiennes (lemme 12.22 de [SS10]) ;
• pour ρ < 13, dans la section 3.2 de [HS11], Hulek et Schütt construisent une
famille de surfaces K3 qui sont des surfaces jacobiennes et qui véri�ent ρ ≥ 10 ;
• d'après [CD89], la surface jacobienne d'une surface K3 elliptique est une surface
K3 de même rang de Picard, et toute surface K3 avec ρ ≥ 5 est elliptique.
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Surfaces d'Enriques. Si Y est une surface d'Enriques, c'est toujours une sur-
face elliptique, mais elle ne possède jamais de section, ce qui ne permet donc pas
d'appliquer le théorème 7.1.

Remarque 7.2. Si Y est une surface projective lisse sur k de dimension de Ko-
daira 1, alors Y est automatiquement une surface elliptique, mais pas forcément
jacobienne. Si Y est de type général, alors Y n'est pas une surface elliptique.

7.2 Cas où k = Qp

Soient p et ` des nombres premiers distincts. On se place dans le cas où k un corps p-
adique. Soient C une courbe projective lisse sur k telle que C(k) 6= ∅ et Y = C×kX.
On note JC (resp. JX) la jacobienne de C (resp. X) sur k. Comme dans le para-
graphe précédent, on montre que la partie divisible de (Br1 Y/Br X){`} est tou-
jours triviale. En particulier, si X est de genre 0, alors X1(K, JC ×kK){`}div = 0
(et ce résultat reste vrai si C(k) = ∅ par un argument de restriction-corestriction).
Par contre, si JC 6= 0, alors X1(K, JC ×k K){p}div 6= 0.

Question : Si X est de genre 0, est-ce que toute jacobienne J sur K véri�e
X1(K, J){`}div = 0 ?

Annexe : Le faisceau Ã

En tenant compte de la formule de Barsotti-Weil, il serait naturel de considérer
Ext1(A,Q/Z(d)) au lieu de Ã dans les sections 5 et 6. Il se trouve en fait que ces
deux faisceaux coïncident. Pour le voir, il faut utiliser certains travaux de Breen :

Proposition 7.3. Soient l un corps de caractéristique nulle et X un l-schéma
séparé. Soit A un schéma abélien sur X. Soient r un entier di�érent de 1, i un
entier quelconque et n un entier naturel non nul.
(i) On a :

ExtrX(A,Q/Z(i)) = ExtrX(A,Z/nZ(i)) = 0.

(ii) Le faisceau Ext1X(A,Q/Z(i)) est de torsion.
(iii) On a :

Ext1X(A,Q/Z(i)) = lim−→
n

Ext1X(A,Z/nZ(i)).

Démonstration. (i) • Montrons d'abord que le faisceau ExtrX(A,Z/nZ(i)) est nul.
• Pour r = 0, la multiplication par n est injective sur HomX(A,Z/nZ(i)). Ce
faisceau étant de n-torsion, il est nul.
• Supposons r ≥ 2. On a une suite exacte :

ExtrX(A,Z/nZ(i))→ ExtrX(A,Z/nZ(i))→ ExtrX(nA,Z/nZ(i)).
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Or, en calculant les tiges de ExtrX(nA,Z/nZ(i)), on voit immédiatement
que ExtrX(nA,Z/nZ(i)) = 0. Donc le faisceau ExtrX(nA,Z/nZ(i)) est n-
divisible. Étant de n-torsion, il est nul.

On remarque alors que la nullité de ExtrX(A,Z/nZ(i)) implique que le fais-
ceau ExtrX(A,Q/Z(i)) est sans torsion pour r 6= 1. Or, comme Q/Z(i) est
de torsion, en utilisant les résultats de [Bre69] (en particulier la méthode dé-
crite dans le paragraphe 6 et le complexe 5.13), on déduit que le faisceau
ExtrX(A,Q/Z(i)) est de torsion. Cela achève la preuve.

(ii) Cela découle de [Bre69] (en particulier la méthode décrite dans le paragraphe
6 et le complexe 5.13).

(iii) D'après (i), on a une suite exacte :

0→ Ext1(A,Z/nZ(d))→ Ext1(A,Q/Z(d))→ Ext1(A,Q/Z(d))→ 0.

L'assertion (ii) permet alors de conclure.
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4
Dualité et principe local-global sur

des anneaux locaux henséliens de

dimension 2

0 Introduction

0.1 Contexte et motivations

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique 0, un corps p-adique,
ou encore C((t)). Considérons K0 = k((x, y)) le corps des séries de Laurent à deux
variables sur k. On rappelle que K0 est le corps des fractions de k[[x, y]], un an-
neau local de dimension 2. Le corps K0 est strictement contenu dans k((x))((y))
et, contrairement à k((x))((y)), son comportement est similaire à celui d'un corps
global. Le but de ce dernier chapitre de la thèse est d'obtenir des théorèmes de
dualité arithmétique surK0 (et ses extensions �nies), puis de les appliquer à l'étude
des points rationnels sur les K0-variétés algébriques. La principale di�culté que
nous devons gérer consiste à établir une dualité d'Artin-Verdier sur un tel corps
puisqu'elle demande de travailler avec des schémas singuliers (typiquement on doit
considérer la clôture intégrale de C[[x, y]] dans une extension �nie de C((x, y))).
C'est un phénomène que l'on ne rencontrait pas dans les chapitres précédents
portant sur les corps de fonctions de courbes, puisque dans ces cas-là la dualité
d'Artin-Verdier découlait assez formellement de la dualité de Poincaré et d'un
théorème de dualité pour le corps de base.

Les motivations pour se pencher sur une telle question sont multiples. Tout
d'abord, les corps de la forme k((x, y)) ont récemment intéressé plusieurs au-
teurs (Colliot-Thélène, Gille, Hu, Ojanguren, Parimala, Saito, Suresh...). Citons
notamment l'article [CTPS16], dans lequel Colliot-Thélène, Parimala et Suresh
introduisent certaines obstructions au principe local-global sur C((x, y)) et se de-
mandent si ce sont les seules pour les espaces principaux homogènes sous des
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tores. Nous répondrons a�rmativement à cette question dans le présent chapitre.
Ensuite, les corps de la forme C((x, y)) interviennent de manière importante dans
les travaux de Harbater, Hartmann et Krashen dans lesquels ils utilisent des tech-
niques de patching pour étudier le principe local-global sur certains corps de fonc-
tions de courbes (voir par exemple [HHK14]). Il est donc naturel de penser que, si
l'on veut comprendre les résultats qu'ils obtiennent avec les techniques de dualité,
il convient de commencer par se pencher sur les questions de dualité pour C((x, y)).
Finalement, il est probablement nécessaire de comprendre le corps C((x, y)) avant
de s'intéresser aux corps de fonctions de surfaces complexes, pour lesquels rien
n'est connu actuellement du point de vue de la dualité arithmétique.

0.2 Rappels et notations supplémentaires

Faisceaux. Pour F un faisceau sur un schéma X, on note HomX(F,−) (ou
Hom(F,−) s'il n'y a pas d'ambiguïté) le foncteur qui à un faisceau G sur X associe
le faisceau étale U 7→ HomU(F |U , G|U). De même, pour n > 0 et pour F un faisceau
de Z/nZ-modules sur un schéma X, on note HomX,Z/nZ(F,−) (ou HomZ/nZ(F,−)
s'il n'y a pas d'ambiguïté) le foncteur qui à un faisceau de Z/nZ-modules G sur
X associe le faisceau étale U 7→ HomU,Z/nZ(F |U , G|U). Ainsi :

HomX,Z/nZ(F,−) : Faisceaux de Z/nZ-modules sur X → Groupes abéliens

HomX,Z/nZ(F,−) : Faisceaux de Z/nZ-modules sur X → Faisceaux sur X.

On remarquera que les foncteurs dérivés de HomX(F,−) et de HomX,Z/nZ(F,−)
peuvent être di�érents. On notera Ext∗X(F,−) (resp. Ext∗X,Z/nZ(F,−)) les foncteurs
dérivés de HomX(F,−) (resp. HomX,Z/nZ(F,−)).

Tiges. Si F est un faisceau sur un schéma X et v est un point de X, on note Fv
la tige de F en v : c'est un module galoisien sur le corps résiduel de X en v.

Courbes sur un corps algébriquement clos. Soient k un corps algébriquement
clos de caractéristique nulle et Y une courbe projective réduite connexe sur k. La
normalisation de Y est, par dé�nition, la réunion disjointe des normalisations des
composantes irréductibles de Y . Si Ỹ est la normalisation de Y , le lemme 7.5.18(b)
de [Liu02] donne une suite exacte :

0→ (k×)t → Pic Y → Pic Ỹ → 0,

pour un certain entier naturel t. De plus, toujours d'après le lemme 7.5.18(b) de
[Liu02], on a t = µ − c + 1 où c est le nombre de composantes irréductibles de
Y et µ =

∑
y∈Y (k)(my − 1), l'entier my désignant le nombre de points de Ỹ qui

sont au-dessus de y. Par ailleurs, d'après le théorème 7.4.39 de [Liu02], le groupe
Pic Ỹ est isomorphe à Z|Y (0)| ⊕ A, où A est un groupe abélien divisible tel que, si
l'on note gv le genre de la composante irréductible de Y de point générique v pour
chaque v ∈ Y (0), on a nA ∼= (Z/nZ)2·

∑
v∈Y (0) gv pour chaque n > 0. Dans le cas où
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k = C, le groupe A est isomorphe à (R/Z)2·
∑
v∈Y (0) gv . Comme k× est divisible, la

suite exacte précédente est scindée, d'où :

Pic Y ∼= (k×)t ⊕ Z|Y (0)| ⊕ A.

Graphes. On utilisera notamment les notions de graphe biparti et nombre cyclo-
matique d'un graphe. Par graphe biparti on entend graphe de nombre chromatique
2 au sens du deuxième paragraphe du chapitre IV de [Ber63]. Le nombre cycloma-
tique est dé�ni dans le premier paragraphe du chapitre IV de [Ber63].

0.3 Les corps étudiés

Soient k un corps et R0 une k-algèbre commutative, locale, géométriquement
intègre (ie R0⊗kks est intègre), normale, hensélienne, excellente, de dimension 2 et
de corps résiduel k. Par exemple, R0 pourrait être le complété ou l'hensélisé d'une
surface complexe normale en un de ses points fermés. Soient K0 le corps des frac-
tions de R0 et m0 l'idéal maximal de R0. Posons X0 = Spec R0 et X0 = X0 \ {m0}.
Le schéma X0 est, en général, singulier, alors que X0 est un schéma de Dedekind
(non a�ne).

Supposons donnés X̃0 un schéma régulier intègre de dimension 2 et un mor-
phisme projectif surjectif f0 : X̃0 → X0 induisant un isomorphisme entre f−1

0 (X0)
et X0. Si f0 n'est pas un isomorphisme, la �bre spéciale f−1

0 (m0) de f0 est une
k-courbe en général réductible. Chaque v ∈ (X̃0)(1) dé�nit une valuation discrète
de rang 1 sur K0. On note alors K0,v le complété correspondant de K0 et k(v) son
corps résiduel. Si v 6∈ f−1

0 (m0), le corps k(v) est le corps des fractions d'un anneau
de valuation discrète hensélien de corps résiduel k. Si v ∈ f−1

0 (m0), le corps k(v)
est le corps des fonctions de la composante irréductible de f−1

0 (m0) correspondant
à v.

Dans le cas où k est algébriquement clos de caractéristique nulle, le corps K0

est de dimension cohomologique 2, et les k(v) sont de dimension cohomologique 1.
De plus, si v 6∈ f−1

0 (m0), le groupe de Galois absolu de k(v) est isomorphe à Ẑ et,
d'après l'exemple I.1.10 de [Mil06], pour chaque module galoisien �ni F sur k(v),
on a une dualité parfaite de groupes �nis :

H0(k(v), F )×H1(k(v),Hom(F, k(v)s,×))→ Q/Z.

Dans ce contexte, la remarque 2.3 de [CTPS16] fournit une suite exacte :

0→ Br K0 →
⊕

v∈(X̃0)(1)

Br K0,v →
⊕

v∈(X̃0)(2)

Q/Z→ 0,

à condition de remarquer que l'application résidu H2(K0,v, µn)→ H1(k(v),Z/nZ)
(dé�nie dans l'appendice du chapitre II de [Ser02]) est un isomorphisme.
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Pour terminer, on rappelle aussi que, dans le cas où k est séparablement
clos, l'indice et l'exposant pour les K0-algèbres simples centrales coïncident et que
la conjecture de Serre II vaut pour K0. On pourra aller voir le théorème 1.4 de
[CTGP04].

0.4 Organisation du chapitre

Ce dernier chapitre de la thèse est constitué de 3 parties. Dans la première
section, on établit une dualité de type Artin-Verdier sur le schéma X0 dans le cas
où k est algébriquement clos de caractéristique nulle. Plus précisément, on montre
le théorème suivant :

Théorème 0.1. (Corollaire 1.27)
Supposons que k soit algébriquement clos de caractéristique 0. Soient j : U ↪→ X0

une immersion ouverte avec U non vide et F un schéma en groupes �ni étale
sur U de n-torsion et de dual de Cartier F ′ = HomU(F, µn). Il existe alors un
accouplement parfait de groupes �nis :

Hr(U, F ′)×H3−r(X0, j!F )→ Z/nZ(−1).

Ici, Z/nZ(−1) désigne Hom(µn,Z/nZ), qui, quitte à choisir une racine primitive
n-ième de l'unité, est isomorphe à Z/nZ. La preuve du théorème fait l'objet de
la totalité de la première section. La principale di�culté consiste à comprendre
la cohomologie de Gm sur la normalisation de R0 dans une extension �nie de son
corps des fractions, puisque cela demande de travailler avec des schémas singuliers,
même lorsque R0 est régulier. Ces problèmes sont résolus dans la proposition 1.8.

Dans la deuxième section, nous appliquons la dualité d'Artin-Verdier précé-
dente pour obtenir des théorèmes de dualité de type Poitou-Tate pour les modules
�nis et les tores sur le corpsK0 lorsque k est un corps algébriquement clos, un corps
�ni ou encore le corps C((t)). Les principaux résultats sont les théorèmes 2.5 et 2.8.

Finalement, dans la troisième section, nous appliquons les théorèmes de dua-
lité précédents pour étudier les obstructions au principe local-global et à l'approxi-
mation faible. Plus précisément, dans les théorèmes 3.2 et 3.4, nous comprenons les
obstructions au principe local-global pour les torseurs sous des groupes linéaires
connexes sur C((x, y)) (par rapport aux places associées aux points de codimen-
sion 1 de Spec C[[x, y]]) ainsi que pour les torseurs sous des tores sur Fq((x, y)),
C((t))((x, y)) ou Qp((x, y)). Ce sont précisément ces deux théorèmes (3.2 et 3.4)
qui répondent à la question posée à la �n de l'article [CTPS16]. Ils impliquent
aussi la proposition suivante :

Proposition 0.2. (Proposition 3.5)
Soit k un corps �ni de caractéristique p et considérons un tore stablement rationnel
T sur K0 = k((x, y)). Soit Y un espace principal homogène sous T qui devient
trivial sur une extension �nie de K0 de degré non divisible par p. Alors Y véri�e

186



Ch. 4. - Dualité et principe local-global sur des anneaux locaux henséliens de dimension 2

le principe local-global par rapport aux places associées aux points de codimension
1 de Spec k[[x, y]].

Remarque 0.3. Une proposition analogue à la précédente est vraie sur un corps
de la forme Qp(x) (corollaire 5.7 de [HSz16]), mais pas sur un corps de la forme
C((t))(x) (exemple 2.9 de [CTH15]).

À la toute �n du chapitre, dans le théorème 3.7, nous nous penchons sur l'approxi-
mation faible pour les tores sur C((x, y)), C((t))((x, y)) ou encore sur Qp((x, y)).

Le lecteur remarquera que certaines preuves en �n de chapitre sont similaires
à des preuves pouvant être trouvées dans la littérature, auquel cas elles ne sont
qu'esquissées.

1 Dualité d'Artin-Verdier

Dans toute cette section, on supposera que k est algébriquement clos de
caractéristique 0. Le but est de construire pour chaque entier r ∈ Z et chaque
faisceau constructible F sur un ouvert non vide U de X0 un accouplement :

AV : ExtrU(F,Gm)×H3−r(X0, j!F )→ Q/Z

(où j : U ↪→ X0 désigne l'immersion ouverte) et de démontrer qu'il s'agit d'un
accouplement parfait de groupes �nis. Nous allons suivre le même schéma de preuve
que pour le théorème classique d'Artin-Verdier sur les corps de nombres (voir la
section II.3 de [Mil06]). Cependant, pour ce faire, il est nécessaire de commencer
par comprendre la cohomologie du faisceau Gm sur les ouverts de X0. Et cela est
nettement plus compliqué que dans le cas des corps de nombres parce qu'il faut
gérer les singularités de X0. C'est une des principales nouveautés apportées par ce
travail.

Remarque 1.1. • Dans le casK0 = C((x, y)), on pourrait penser que l'on n'a pas
besoin de gérer des singularités, puisque C[[x, y]] est régulier. Cependant, dans
la preuve du théorème d'Artin-Verdier, on a besoin de pouvoir remplacer K0 par
des extensions �nies, et la clôture intégrale de C[[x, y]] dans une extension �nie
de C((x, y)) est, en général, singulière.
• Dans les articles [HSz16] et [CTH15] et dans le premier chapitre de cette thèse,
la dualité d'Artin-Verdier ne posait pas trop de di�cultés puisqu'elle découlait
assez formellement de la dualité de Poincaré et d'une dualité sur le corps de base.
C'est une di�érence majeure entre ce travail et les travaux antérieurs portant
sur les théorèmes de dualité sur des corps de fonctions de courbes.
• Il y a très peu de résultats dans la littérature de dualités à la Artin-Verdier dans
des cas où il faille considérer des singularités. On peut citer la section II.6 de
[Mil06], mais la situation considérée et les preuves sont très di�érentes de celles
du présent chapitre.
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1.1 Préliminaire : deux lemmes d'algèbre linéaire

Dans ce paragraphe, on établit deux lemmes d'algèbre linéaire sur les graphes,
qui seront très utiles par la suite.

Lemme 1.2. Soit A un groupe abélien. Soit Γ un graphe �ni connexe non orienté
biparti. On note V = V1 t V2 l'ensemble de ses sommets et E l'ensemble de ses
arêtes. Pour v ∈ V , on note I(v) l'ensemble des arêtes ayant v pour extrémité.
Soit (av)v∈V ∈ AV tel que : ∑

v∈V1

av =
∑
v∈V2

av.

Alors il existe (xe)e∈E ∈ AE tel que, pour tout v ∈ V , on a :∑
e∈I(v)

xe = av.

Démonstration. Considérons un sous-ensemble d'arêtes E ′ ⊆ E tel que le sous-
graphe Γ′ de Γ dont l'ensemble des sommets est V et celui des arêtes est E ′ soit
un arbre connexe. En posant xe = 0 pour e ∈ E ′, on se ramène à prouver le lemme
pour Γ′ au lieu de Γ. On peut donc supposer que Γ est un arbre.
On procède alors par récurrence sur |V |. Si |V | = 1, le résultat est évident. Soit
maintenant n ≥ 1 et supposons le résultat prouvé dans le cas |V | = n. Supposons
que |V | = n+ 1. Soit Γ′ le sous-graphe de Γ obtenu en enlevant une feuille v0 ∈ V
et l'unique arête e0 ∈ E qui lui est incidente. Soit v1 l'autre extrémité de e0

et considérons la famille (bv)v∈V \{v0} dé�nie par bv = av pour v 6∈ {v0, v1} et
bv1 = av1 − av0 . Par hypothèse de récurrence, il existe une famille (xe)e∈E\{e0} telle
que, pour chaque v ∈ V \ {v0}, on a :∑

e∈I(v)\{e0}

xe = bv.

On pose xe0 = av0 . On a alors, pour tout v ∈ V :∑
e∈I(v)

xe = av.

Lemme 1.3. On reprend les notations du lemme précédent. Soit c le nombre cy-
clomatique (ou premier nombre de Betti) de Γ. On rappelle que c = |E| − |V |+ 1.
Pour v ∈ V , on note N(v) l'ensemble des voisins de v. Lorsque S est un ensemble,
on note ΣS le morphisme somme

⊕
s∈S A→ A. On pose :

ΘA(Γ) :=

(⊕
v∈V1

Ker ΣN(v)

)
∩

(⊕
v∈V2

Ker ΣN(v)

)
⊆
⊕
E

A.
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(i) Soit e0 ∈ E une arête de Γ telle que le sous-graphe de Γ obtenu en enlevant
e0 est connexe. Notons pΓ

e0
:
⊕

E A→ A la projection sur la composante indexée
par e0. Alors la restriction de pΓ

e0
à ΘA(Γ) est surjective et scindée.

(ii) Le groupe ΘA(Γ) est isomorphe à Ac.

Démonstration. (i) Procédons par récurrence sur c.
• Supposons que c = 1. Soit Γ′ l'unique sous-graphe cyclique de Γ. On remarque
alors immédiatement que ΘA(Γ) = ΘA(Γ′) ∼= A et que pΓ

e0
|ΘA(Γ) s'identi�e à

l'identité sur A.
• Soit c0 ≥ 1 et supposons le résultat prouvé pour c = c0. Supposons que Γ
est de nombre cyclomatique c0 + 1. Comme Γ est de nombre cyclomatique au
moins 2, il existe une arête e1 telle que le sous-graphe de Γ obtenu en enlevant
les arêtes e0 et e1 est connexe. Soit alors Γ′ le sous-graphe de Γ obtenu en
enlevant l'arête e1. Par hypothèse de récurrence, pΓ′

e0
|ΘA(G′) est un morphisme

surjectif et scindé. On en déduit immédiatement que pΓ
e0
|ΘA(Γ) l'est aussi.

(ii) Procédons par récurrence sur c.
• Supposons que c = 0, c'est-à-dire que Γ est un arbre. Soit (xe)e∈E ∈ ΘA(Γ).
On remarque alors que, si f une feuille de Γ et si ef est l'unique arête de Γ
ayant f pour extrémité, alors xef = 0. Une récurrence simple sur le nombre de
sommets de Γ permet donc de conclure que xe = 0 pour tout e ∈ E, autrement
dit, que ΘA(Γ) = 0.
• Soit c0 ≥ 0 et supposons le résultat prouvé pour c = c0. Supposons que Γ
est de nombre cyclomatique c0 + 1. Considérons alors un sous-graphe Γ′ de
Γ, connexe, de nombre cyclomatique c0, obtenu à partir de Γ en enlevant une
arête e0. On remarque alors immédiatement que l'on a une suite exacte :

0→ ΘA(Γ′)→ ΘA(Γ)→ A

où le morphisme ΘA(Γ)→ A est induit par la projection pΓ
e0
. Par conséquent,

en utilisant (i) et l'hypothèse de récurrence, on obtient des isomorphismes :

ΘA(Γ) ∼= ΘA(Γ′)⊕ A ∼= Ac0+1.

1.2 Résolution des singularités

Soient K une extension �nie de K0 et OK la normalisation de R0 dans K.
Comme l'anneau R0 est local hensélien excellent de dimension 2, il en est de même
de OK (scholie 7.8.3(ii) de [Gro65] et proposition 18.5.9(i) de [Gro67]). On note
alors m l'idéal maximal de OK et on pose X = Spec(OK) et X = X \ {m}. On
notera aussi η = Spec K et g : η ↪→ X le point générique de X.

Considérons un morphisme de schémas f : X̃ → X = Spec OK véri�ant les
hypothèses suivantes :
• X̃ est intègre régulier de dimension 2 et f est projectif ;
• f : f−1(X)→ X est un isomorphisme ;
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• f−1(m) est un diviseur à croisements normaux de X (au sens de la dé�nition
9.1.6 de [Liu02]).

Un tel morphisme existe d'après [Lip78]. On pose alors Y = f−1(m) muni de la
structure réduite. Ainsi, Y est une k-courbe réduite qui n'est pas forcément irré-
ductible, mais dont les composantes irréductibles sont lisses. Pour v ∈ X̃ (1)\X(1) =
Y (0), on désigne par Yv la k-courbe projective lisse correspondant à v. On note gv
le genre de cette dernière.

Par ailleurs, à la courbe Y on associe le graphe biparti Γ suivant :
• sommets : V = V1 t V2, où V1 = Y (0) est l'ensemble des (points génériques des)
composantes irréductibles de Y et V2 est l'ensemble des points fermés de Y qui
sont intersection de deux composantes irréductibles de Y ;
• arêtes : E est l'ensemble des couples (v1, v2) ∈ V1 × V2 tels que v2 ∈ Yv1 .
Soit cΓ le nombre cyclomatique du graphe Γ. On pose �nalement :

nX = 2
∑

v∈X̃ (1)\X(1)

gv + cΓ.

A priori, la quantité nX dépend de f , mais nous verrons dans la suite qu'en fait
elle ne dépend que de X.

Remarque 1.4. Usuellement ce n'est pas le graphe Γ qu'on associe à Y mais le
graphe Γréd dé�ni par :
• sommets : Vréd = Y (0) ;
• arêtes : Eréd est l'ensemble des couples (v1, v2) ∈ V 2

réd
tels que Yv1 et Yv2 s'inter-

sectent.
Le graphe Γ est obtenu à partir de Γréd est rajoutant un sommet sur chaque arête.
En particulier, les deux graphes ont même nombre cyclomatique.

1.3 Les modules Λ et Υ

On rappelle que, pour v ∈ X̃ (1) et w ∈ Y (1)
v , le corps k(Yv)w est isomorphe

à k((t)). Son groupe de Galois absolu est isomorphe à Ẑ, et donc on a un isomor-
phisme naturel H1(k(Yv),Q/Z(1)) ∼= Q/Z. On peut alors considérer le morphisme
naturel :

φ :
⊕

v∈X̃ (1)\X(1)

H1(k(Yv),Q/Z(1))→
⊕
w∈X̃ (2)

Q/Z,

induit par les morphismes de restriction :

H1(k(Yv),Q/Z(1))→ H1(k(Yv)w,Q/Z(1)) ∼= Q/Z,

pour v ∈ Y (0) et w ∈ Y (1)
v . On pose Λ = Coker φ et Υ = Ker φ.

Lemme 1.5. Le morphisme somme Σ :
⊕

w∈X̃ (2) Q/Z → Q/Z induit un isomor-
phisme Λ ∼= Q/Z.
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Démonstration. Le morphisme φ est induit par les morphismes :

φv : H1(k(Yv),Q/Z(1))→
⊕
w∈Y (1)

v

H1(k(Yv)w,Q/Z(1)).

Or, d'après le théorème 2.7 du chapitre 1 dans le cas d = −1, on a une suite exacte :

H1(k(Yv),Q/Z(1))
φv //

⊕
w∈Y (1)

v
H1(k(Yv)w,Q/Z(1)) Σ // Q/Z // 0. (4.1)

Cela montre immédiatement que Σ induit un morphisme surjectif :

Λ→ Q/Z.

Reste à prouver qu'il est injectif. Pour ce faire, on se donne α = (αw)w∈X̃ (2) ∈ Ker Σ
et on considère le graphe biparti Γ. Pour v1 ∈ V1, on pose av1 = −

∑
w∈Y (1)

v1
\V2

αw.

Pour v2 ∈ V2, on pose av2 = αv2 . Comme (αw) ∈ Ker Σ, on véri�e immédiatement
que : ∑

v∈V1

av =
∑
v∈V2

av.

De plus, le graphe Γ est connexe d'après le principe de connexité de Zariski
(corollaire 5.3.16 de [Liu02]). Par conséquent, le lemme 1.2 montre qu'il existe
(xe)e∈E ∈ (Q/Z)E tel que, pour tout v ∈ V , on a :∑

e∈I(v)

xe = av.

Pour v1 ∈ V1, on considère la famille yv1 = (yv1,w)w∈X̃ (2) dé�nie par :
• yv1,w = 0 si w 6∈ Yv1 ;
• yv1,w = αw si w ∈ Yv1 \ V2 ;
• yv1,w = x(v1,w) si (v1, w) ∈ E.
On remarque alors que, pour chaque v1 ∈ V1, on a

∑
w∈X̃ (2) yv1,w = 0. Par consé-

quent, la suite exacte (4.1) montre que y ∈ Im(φv1). Comme
∑

v∈V1
yv = α, on en

déduit que α ∈ Im(φ) et Σ induit bien un isomorphisme Λ→ Q/Z.

Lemme 1.6. Le groupe abélien Υ est isomorphe à (Q/Z)nX .

Démonstration. En reprenant les notations du lemme précédent et en utilisant la
suite (4.1), on remarque que l'on dispose d'une suite exacte :

0→
⊕

v∈X̃ (1)\X(1)

Ker φv → Υ→ Θ→ 0,

où :

Θ = Ker

Σ :
⊕

v∈X̃ (1)\X(1)

Ker

Σ :
⊕
w∈Y (1)

v

Q/Z→ Q/Z

→ ⊕
w∈X (1)

Q/Z

 .

Or :
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• pour v ∈ X̃ (1) \X(1), le morphisme φv s'identi�e au morphisme :

H1(k(Yv),Q/Z(1))→
⊕
w∈Y (1)

v

H0(k,Q/Z)

induit par les résidus (dont on peut trouver la dé�nition dans l'appendice du
chapitre II de [Ser02]), et donc Ker φv = H1(Yv,Q/Z(1)) ∼= (Q/Z)2gv ;
• le groupe abélien Θ est en fait ΘQ/Z(Γ) et donc, d'après le lemme 1.3, il est
isomorphe à (Q/Z)cΓ .

On en déduit que Υ ∼= (Q/Z)nX .

1.4 Accouplement d'Artin-Verdier

Fixons un ouvert U de X non vide, ainsi qu'un faisceau constructible F sur U .
Soit j : U → X l'immersion ouverte et posons Hr

c (U, F ) = Hr(X, j!F ) pour r ≥ 0.
Par convention, Hr

c (U, F ) est le groupe trivial lorsque r < 0. Si D(U) désigne la
catégorie dérivée bornée des faisceaux sur le petit site étale de U , en identi�ant
ExtrU(F,Gm) = HomD(U)(F,Gm[r]), on obtient un accouplement naturel :

AV : ExtrU(F,Gm)×H3−r
c (U, F )→ H3

c (U,Gm).

Remarque 1.7. Nous travaillons avec le corps K (au lieu du corps K0) parce que,
même si les extensions �nies de K0 véri�ent les mêmes hypothèses que K0 et même
si le théorème 0.1 ne fait intervenir que le corpsK0, nous démontrerons le théorème
0.1 en prouvant par récurrence qu'il est vrai pour toutes les extensions �nies de
K. En fait, l'accouplement du théorème 0.1 coïncidera avec l'accouplement AV
dans le cas K = K0 une fois que l'on aura identi�é ExtrU(F,Gm) à Hr(U, F ′) et
H3
c (U,Gm) à Q/Z.

Montrons maintenant que H3
c (U,Gm) ∼= Q/Z.

Proposition 1.8. (Cohomologie de Gm)
(i) On a une suite exacte :

0→ H2(U,Gm)→ Br(K)→
⊕
v∈U(1)

Br(Kv)→ H3(U,Gm)→ 0.

De plus, Hr(U,Gm) = 0 pour r > 3.
(ii) On a une suite exacte :

Br K →
⊕
v∈X(1)

Br Kv → Q/Z→ 0

où le morphisme
⊕

v∈X(1) Br Kv → Q/Z est obtenu par composition du mor-
phisme

⊕
v∈X(1) Br Kv →

⊕
w∈X̃ (2) Q/Z induit par le complexe de Bloch-Ogus

suivi du morphisme somme
∑

:
⊕

w∈X̃ (2) Q/Z→ Q/Z.
(iii) Le groupe H3

c (U,Gm) est isomorphe à Q/Z.
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(iv) Le groupe Br X est isomorphe à (Q/Z)nX .
(v) Pour tout entier naturel non nul m, les groupes mPic X et Pic X/m sont �nis
et on a :

|mPic X|
|Pic X/m|

= mnX .

Remarque 1.9. En particulier, nX ne dépend que de X.

Démonstration. (i) On dispose d'une suite exacte de faisceaux sur U :

0→ Gm → g∗Gm → DivU → 0,

où g : η ↪→ U désigne l'inclusion du point générique et DivU le faisceau des
diviseurs sur U (le lecteur pourra trouver sa dé�nition dans l'exemple II.3.9 de
[Mil06]). La suite exacte longue associée s'écrit :

...→ Hr(U,Gm)→ Hr(U, g∗Gm)→ Hr(U,DivU)→ ...

Si iv désigne l'immersion fermée Spec (k(v)) ↪→ U , on a DivU =
⊕

v∈U(1) iv∗Z,
et donc, comme iv est un morphisme �ni :

Hr(U,DivU) =
⊕
v∈U(1)

Hr(U, iv∗Z) ∼=
⊕
v∈U(1)

Hr(k(v),Z).

Par ailleurs, pour s > 0, la tige de Rsg∗Gm en un point géométrique η d'image
η est Hs(Ks,Gm) = 0 et, pour v ∈ U \ {η}, la tige de Rsg∗Gm en un point
géométrique v d'image v est Hs(Knr

v ,Gm), qui vaut 0 pour s = 1 d'après le
théorème de Hilbert 90 et qui vaut 0 pour s > 1 parce que Knr

v est un corps de
dimension cohomologique au plus 1 (exemple II.3.3.c de [Ser02]). On en déduit
que Rsg∗Gm = 0. La suite spectrale de Leray :

Hr(U,Rsg∗Gm)⇒ Hr+s(K,Gm)

fournit alors des isomorphismes Hr(U, g∗Gm) ∼= Hr(K,Gm). Par conséquent, on
obtient la suite exacte :

0→ H2(U,Gm)→ Br(K)→
⊕
v∈U(1)

Br(Kv)→ H3(U,Gm)→ 0

ainsi que la trivialité de Hr(U,Gm) pour r > 3 puisque K est de dimension
cohomologique 2.

(ii) Le schéma X̃ étant régulier, d'après la remarque 2.3 de [CTPS16], il existe
une suite exacte :

0→ Br K →
⊕
v∈X̃ (1)

Br Kv →
⊕
w∈X̃ (2)

Q/Z→ 0. (4.2)

On obtient alors une suite exacte :

Br K →
⊕
v∈X(1)

Br Kv → Λ→ 0,

où Λ ∼= Q/Z d'après le lemme 1.5.
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(iii) Avec (i), la propriété (ii) montre alors que :
• si U = X, alors H3

c (X,Gm) = H3(X,Gm) = Q/Z ;
• si U 6= X, alors Br K se surjecte sur

⊕
v∈U(1) Br Kv et donc H3(U,Gm) = 0.

Cela permet d'obtenir une suite exacte :

H2(U,Gm)→
⊕
v∈X\U

Br Kv → Q/Z→ 0.

Il su�t alors d'écrire la suite exacte de localisation (proposition 3.1.(1) de
[HSz16]) :

0→ H2
c (U,Gm)→ H2(U,Gm)→

⊕
v∈X\U

Br Kv → H3
c (U,Gm)→ 0

pour conclure que H3
c (U,Gm) ∼= Q/Z.

(iv) D'après (i), on a une suite exacte :

0→ H2(X,Gm)→ Br(K)→
⊕
v∈X(1)

Br(Kv)→ H3(X,Gm)→ 0.

En exploitant la suite (4.2), on obtient alors une suite exacte :

0→ Br X →
⊕

v∈X̃ (1)\X(1)

Br Kv →
⊕
w∈X̃ (2)

Q/Z→ H3(X,Gm)→ 0.

Donc, d'après le lemme 1.6, on a Br X = Υ ∼= (Q/Z)nX .
(v) Si j : X ↪→ X̃ désigne l'immersion ouverte et DivYX̃ le faisceau des diviseurs
de X̃ à support dans Y = f−1(m) (c'est-à-dire le faisceau associé au préfaisceau
qui à un morphisme étale ϕ : T → X̃ associe le groupe des diviseurs de X̃ à
support dans ϕ−1(Y )), la suite exacte 0 → Gm → j∗Gm → DivYX̃ → 0 induit
une suite exacte longue :

0→ OX̃ (X̃ )× → OX(X)× →
⊕
v∈Y (0)

Z→ Pic X̃ → Pic X → 0.

Comme OX(X) = OK est hensélien et la caractéristique résiduelle de K est
nulle, le lemme de Hensel montre que OX(X)× est divisible. Par conséquent, le
morphisme OX(X)× →

⊕
v∈Y (0) Z est nul, et on a une suite exacte :

0→
⊕
v∈Y (0)

Z→ Pic X̃ → Pic X → 0 (4.3)

et un isomorphisme :
OX̃ (X̃ )× ∼= OX(X)×.

Cela entraîne en particulier que le groupe OX̃ (X̃ )× est divisible. Comme le
groupe de Brauer de X̃ est trivial (d'après le corollaire 1.10 de [CTOP02]), la
suite exacte de Kummer 1→ µm → Gm → Gm → 1 fournit des isomorphismes :

mPic X̃ ∼= H1(X̃ , µm) ∼= H1(Y, µm) ∼= mPic Y,

(Pic X̃ )/m ∼= H2(X̃ , µm) ∼= H2(Y, µm) ∼= (Pic Y )/m.
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Nous devons donc calculer Pic Y . Comme cela a été rappelé au début du cha-
pitre, il existe un groupe abélien divisible A tel que mA ∼= (Z/mZ)2·

∑
v∈Y (0) gv

pour chaque m > 0 et :

Pic Y ∼= (k×)t ⊕ Z|Y (0)| ⊕ A.
En notant my le nombre de points de la normalisation de Y qui sont au-dessus
de y pour chaque y ∈ Y (k), l'entier t est égal à µ− c+ 1 où c est le nombre de
composantes irréductibles de Y et µ =

∑
y∈Y (k)(my − 1). Dans notre situation,

my = 2 si y est intersection de deux composantes de Y et my = 1 sinon. Par
conséquent, en termes du graphe Γ, on a µ = |V2|, c = |V1| et t = |V2| − |V1|+ 1.
Comme les sommets de Γ qui sont dans V2 sont tous de degré 2, on a |E| = 2|V2|,
et donc la formule d'Euler pour les graphes montre que t = |V2| − |V1| + 1 =
−|V |+ |E|+ 1 = cΓ. On obtient ainsi que :

Pic Y ∼= (k×)cΓ ⊕ Z|Y (0)| ⊕ A. (4.4)

On déduit alors de (4.3) et (4.4) que, pour tout m > 0, les groupes mPic X et
Pic X/m sont �nis, et que :

|mPic X|
|Pic X/m|

= m|Y
(0)| · |mPic X̃ |
|Pic X̃/m|

(d'après (4.3))

= m|Y
(0)| · |mPic Y |
|(Pic Y )/m|

= m|Y
(0)| ·mcΓ−|Y (0)|+2

∑
v∈Y (0) gv (d'après (4.4))

= mnX .

Maintenant que nous avons prouvé que H3
c (U,Gm) ∼= Q/Z dans la proposi-

tion 1.8, l'accouplement AV introduit au début de ce paragraphe 1.4 donne, pour
chaque entier r ∈ Z, un accouplement naturel :

AV : ExtrU(F,Gm)×H3−r
c (U, F )→ Q/Z.

Dans le paragraphe suivant, nous allons démontrer le théorème suivant :

Théorème 1.10. On rappelle que k est un corps algébriquement clos de caracté-
ristique 0, et que R0 est une k-algèbre commutative, locale, d'idéal maximal m0,
géométriquement intègre (ie R0⊗kks est intègre), normale, hensélienne, excellente,
de dimension 2, de corps résiduel k et de corps des fractions K0. On rappelle aussi
que F est un faisceau constructible sur un ouvert non vide U de la normalisation
X de X0 = Spec R0 \ {m0} dans une extension �nie K de K0. L'accouplement

AV : ExtrU(F,Gm)×H3−r
c (U, F )→ Q/Z

est un accouplement parfait de groupes �nis.

Pour ce faire, on introduit le morphisme :

αr(U, F ) : ExtrU(F,Gm)→ H3−r
c (U, F )D

induit par l'accouplement AV .
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1.5 Le cas d'un faisceau à support dans un fermé strict

À partir d'ici et jusqu'à la section 1.12, les preuves vont être très similaires à celles
du paragraphe II.3 de [Mil06]. On commence par s'intéresser au cas où le support
de F est contenu dans un fermé strict de U .

Lemme 1.11. Supposons que F est à support dans un fermé strict Z de U . Alors,
pour tout r ≥ 0, ⊕

v∈Z

Extr−1
v (i∗vF,Z) ∼= ExtrU(F,Gm),

où, pour v ∈ Z, iv désigne l'immersion fermée Spec(k(v)) ↪→ U .

Démonstration. Nous disposons d'une suite exacte de faisceaux sur U :

0→ Gm → g∗Gm → DivU → 0

avec DivU =
⊕

v∈U(1) iv∗Z. On obtient alors une suite exacte longue :

...→ ExtrU(F,Gm)→ ExtrU(F, g∗Gm)→ ExtrU(F,DivU)→ ... (4.5)

• D'une part, comme dans la preuve de la proposition 1.8, pour s > 0 le faisceau
Rsg∗Gm est nul. Cela implique que la suite spectrale

ExtrU(F,Rsg∗Gm)⇒ Extr+sK (g∗F,Gm)

(obtenue à partir de la suite spectrale ExtrU(F,Rsg∗Gm)⇒ Extr+sU (F,Rg∗Gm) en
identi�ant Extr+sU (F,Rg∗Gm) avec Extr+sK (g∗F,Gm)) induit des isomorphismes
ExtrU(F, g∗Gm) ∼= ExtrK(g∗F,Gm). Or g∗F = 0. Donc ExtrU(F, g∗Gm) = 0.
• D'autre part :

ExtrU(F,DivU) =
⊕
v∈U(1)

ExtrU(F, iv∗Z) =
⊕
v∈U(1)

Extrv(iv
∗F,Z) =

⊕
v∈Z

Extrv(iv
∗F,Z),

car i∗vF = 0 pour v ∈ Z.
Par conséquent, à l'aide de la suite (4.5), on obtient des isomorphismes :⊕

v∈Z

Extr−1
v (i∗vF,Z) ∼= ExtrU(F,Gm)

pour r ≥ 0.

Proposition 1.12. Supposons que F est à support dans un fermé strict Z de U .
Alors αr(U, F ) est un isomorphisme de groupes �nis pour tout entier r.
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Démonstration. Reprenons les notations de la démonstration précédente. Nous
avons des isomorphismes :

ExtrU(F,Gm) ∼=
⊕
v∈Z

Extr−1
v (i∗vF,Z) (4.6)

∼=
⊕
v∈Z

Extr−1
k(v)(Fv,Z) (4.7)

∼=
⊕
v∈Z

Extr−2
k(v)(Fv,Q/Z) (4.8)

∼=
⊕
v∈Z

Hr−2(k(v),Hom(Fv,Q/Z)) (4.9)

Hr
c (U, F ) ∼= Hr(Z, i∗F ) ∼=

⊕
v∈Z

Hr(v, i∗vF ) ∼=
⊕
v∈Z

Hr(k(v), Fv),

où (4.6) découle du lemme précédent, (4.8) découle de l'annulation de Extr−2
k(v)(Fv,Q)

et Extr−1
k(v)(Fv,Q), et (4.9) découle de la suite spectrale des Ext. À travers ces iso-

morphismes, l'accouplement :

ExtrU(F,Gm)×H3−r
c (U, F )→ H3

c (U,Gm) ∼= Q/Z

s'identi�e à l'accouplement naturel :⊕
v∈Z

Hr−2(k(v),Hom(Fv,Q/Z))×
⊕
v∈Z

H3−r(k(v), Fv)→ Q/Z,

qui est bien un accouplement parfait de groupes �nis (exemple I.1.10 de [Mil06]).

1.6 Changement d'ouvert

Nous allons maintenant voir que, si V désigne un ouvert de U , alors αr(U, F ) est
un isomorphisme pour tout entier r si, et seulement si, αr(V, F |V ) l'est.

Lemme 1.13. Soit 0 → F ′ → F → F ′′ → 0 une suite exacte de faisceaux
constructibles sur U . Supposons que αr(U, F ′′) est un isomorphisme pour tout en-
tier r. Alors αr(U, F ′) est un isomorphisme pour tout entier r si, et seulement si,
αr(U, F ) est un isomorphisme pour tout entier r.

Démonstration. Supposons que αr(U, F ′) est un isomorphisme pour tout entier r.
On a alors un diagramme commutatif à lignes exactes :
Ext

r−1
U (F ′,Gm) //

∼=
��

Ext
r
U (F ′′,Gm) //

∼=
��

Ext
r
U (F,Gm) //

��

Ext
r
U (F ′,Gm) //

∼=
��

Ext
r+1
U (F ′′,Gm)

∼=
��

(H4−r
c (U, F ′))D // (H3−r

c (U, F ′′))D // (H3−r
c (U, F ))D // (H3−r

c (U, F ′))D // (H2−r
c (U, F ′′))D

où les �èches verticales sont données par les αr. Le lemme des cinq permet de
conclure que αr(U, F ) est un isomorphisme pour tout entier r. La réciproque est
analogue.
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Proposition 1.14. Soit V un ouvert non vide de U . Alors αr(U, F ) est un iso-
morphisme pour tout entier r si, et seulement si, αr(V, F |V ) l'est.

Démonstration. Nous disposons d'une immersion ouverte j : V ↪→ U et d'une
immersion fermée i : U \ V ↪→ U , et donc d'une suite exacte de faisceaux sur U :

0→ j!j
∗F → F → i∗i

∗F → 0.

D'après la proposition 1.12, αr(U, i∗i∗F ) est un isomorphisme pour tout r, et donc,
d'après le lemme précédent, αr(U, F ) est un isomorphisme pour tout r si, et seule-
ment si, αr(U, j!j

∗F ) l'est.
Or ExtrU(j!j

∗F,Gm) ∼= ExtrV (j∗F,Gm) et Hr
c (U, j!j

∗F ) ∼= Hr
c (V, j∗F ). À travers ces

isomorphismes, αr(U, j!j
∗F ) s'identi�e à αr(V, j∗F ). On en déduit immédiatement

le résultat.

Remarque 1.15. La proposition 1.12 et la démonstration précédente montrent
aussi que :
• ExtrU(F,Gm) est �ni si, et seulement si, ExtrV (F,Gm) l'est ;
• pour r ≥ 4, le groupe ExtrU(F,Gm) est nul si, et seulement si, ExtrV (F,Gm) l'est ;
• Hr

c (U, F ) est �ni si, et seulement si, Hr
c (V, F ) l'est.

Par ailleurs, la suite exacte :⊕
v∈X\U

Hr−1(Kv, F )→ Hr
c (U, F )→ Hr(U, F )→

⊕
v∈X\U

Hr(Kv, F )

montre que Hr(U, F ) est �ni si, et seulement si, Hr
c (U, F ) l'est.

1.7 Propriétés de �nitude

Nous allons maintenant établir que Hr
c (U, F ) et ExtrU(F,Gm) sont bien �nis.

Lemme 1.16. Soit m ∈ N∗. Pour tout r ∈ N, les groupes Hr(U,Z/mZ) et
ExtrU(Z/mZ,Gm) sont �nis.

Démonstration. Les suites exactes de faisceaux :

0→ Z→ Z→ Z/mZ→ 0

0→ µm → Gm → Gm → 0

fournissent des suites exactes longues :

...→ ExtrX(Z/mZ,Gm)→ Hr(X,Gm)→ Hr(X,Gm)→ ...

...→ Hr(X,µm)→ Hr(X,Gm)→ Hr(X,Gm)→ ...

Or, d'après la proposition 1.8, les groupes mH
r(X,Gm) et Hr(X,Gm)/m sont

�nis pour tout r ∈ N. Comme µm ∼= Z/mZ, on en déduit que Hr(X,µm) ∼=
Hr(X,Z/mZ) et ExtrX(Z/mZ,Gm) sont �nis. La remarque 1.15 permet alors de
conclure.
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Proposition 1.17. Rappelons que U est un ouvert non vide de X et que F est un
faisceau constructible sur U . Soit r ∈ N.
(i) Le groupe Hr

c (U, F ) est �ni.
(ii) Le groupe ExtrU(F,Gm) est �ni.

Démonstration. (i) Soit V un ouvert non vide de U sur lequel F est localement
constant. Considérons un morphisme �ni étale V ′ → V tel que V ′ est connexe
et F |V ′ est constant. On remarque alors que V ′ est la normalisation de V dans
une extension �nie L de K. Si l'on note G = Gal (L/K), on dispose alors de la
suite spectrale de Hochschild-Serre :

Hr(G,Hs(V ′, F |V ′))⇒ Hr+s(V, F |V ).

Or Hs(V ′, F |V ′) est �ni pour s ≥ 0 d'après le lemme 1.16. Par conséquent,
Hr(V, F |V ) est �ni pour tout r ≥ 0. La remarque 1.15 permet alors de conclure.

(ii) En reprenant les notations de (i), on a une suite spectrale :

Hr(G,ExtsV ′(F |V ′ ,Gm))⇒ Extr+sV (F |V ,Gm).

Or ExtsV ′(F |V ′ ,Gm) est �ni pour s ≥ 0 d'après le lemme 1.16. Par conséquent,
ExtrV (F |V ,Gm) est �ni pour tout r ≥ 0. La remarque 1.15 permet alors de
conclure.

1.8 Annulation de Hr
c (U, F ) pour r ≥ 4

Lemme 1.18. On a Hr(U, F ) = 0 pour r ≥ 4.

Démonstration. Soit V un ouvert de U et écrivons la suite exacte de localisation :

...→ Hr(U, F )→ Hr(V, F )→ Hr+1
U\V (U, F )→ ...

Le théorème d'excision montre que :

Hr
U\V (U, F ) =

⊕
v∈U\V

Hr
v(Ohv , F ).

Or, pour v ∈ U \ V , on dispose de la suite exacte de localisation :

...→ Hr−1(Kh
v , F )→ Hr

v(Ohv , F )→ Hr(Ohv , F )→ ...

Par dimension cohomologique, si r ≥ 4, les groupesHr−1(Kh
v , F ) etHr(Ohv , F ) sont

nuls. Il en est donc de même du groupe Hr
v(Ohv , F ). Par conséquent, pour r ≥ 4, la

restrictionHr(U, F )→ Hr(V, F ) est un isomorphisme. En notant g : Spec K ↪→ U ,
on en déduit que :

Hr(U, F ) ∼= Hr(K, g∗F ) = 0

car K est de dimension cohomologique 2.

Corollaire 1.19. On a Hr
c (U, F ) = 0 pour r ≥ 4.

Démonstration. Il su�t d'appliquer le lemme précédent en remplaçant U par X
et F par j!F .
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1.9 Annulation de ExtrU(F,Gm) pour r ≥ 4

Lemme 1.20. Supposons F localement constant. Le faisceau ExtrU(F,Gm) est de
torsion pour r = 0 et nul pour r ≥ 1.

Démonstration. Calculons les tiges de ExtrU(F,Gm) :
• en η, ExtrU(F,Gm)η = Extr(Fη, Ks×). Ce groupe est de |Fη|-torsion pour r = 0,
et il est nul pour r ≥ 1 puisque Ks× est un groupe abélien divisible.
• en v pour v ∈ U di�érent de η, ExtrU(F,Gm)v = ExtrZ(Fv,Onrv ×). Comme avant,
ce groupe est de |Fη|-torsion pour r = 0, et il est nul pour r ≥ 1 puisque Onrv ×
est un groupe abélien divisible.

Le lemme en découle immédiatement.

Lemme 1.21. On a ExtrU(F,Gm) = 0 pour r ≥ 4.

Démonstration. En utilisant la remarque 1.15, on peut supposer que F est locale-
ment constant. Le lemme précédent montre alors que la suite spectrale

Hr(U,ExtsU(F,Gm))⇒ Extr+sU (F,Gm)

dégénère en des isomorphismes ExtrU(F,Gm) ∼= Hr(U,HomU(F,Gm)). Le fais-
ceau HomU(F,Gm) étant de torsion, il est limite inductive �ltrante de faisceaux
constructibles. On déduit alors du lemme 1.18 que pour r ≥ 4 le groupe ExtrU(F,Gm)
est nul.

1.10 Décomposition de F

Proposition 1.22. Soit V un ouvert non vide de U tel que F |V est localement
constant. Soit L une extension �nie de K telle que la normalisation πV : Vn → V
de V dans L est étale et F |Vn est constant. Soit πU : Un → U la normalisation de
U dans L. Soit m > 0 tel que mF = 0. Il existe alors un faisceau Fn constructible
constant sur Un de m-torsion, un faisceau Ff constructible sur U à support �ni et
un morphisme injectif F ↪→ πU ∗Fn ⊕ Ff .

Démonstration. On choisit pour Fn le faisceau constant sur Un dé�ni par le groupe
abélien �ni F (Vn). Comme F |Vn est contant, on remarque que Fn = jn∗j

∗
nπ
∗
UF ,

où jn : Vn → Un désigne l'immersion ouverte. Par adjonction, on obtient donc un
morphisme F → πU ∗Fn. Comme πV est étale, le support du noyau de ce morphisme
est contenu dans U \ V . Il su�t donc de trouver un faisceau Ff constructible sur
U à support dans U \V et un morphisme F → Ff tel que le support du noyau soit
contenu dans V . Si l'on note i : U \ V ↪→ U , on choisit Ff = i∗i

∗F , le morphisme
F → Ff étant le morphisme d'adjonction.

1.11 Comportement vis-à-vis de la normalisation

Nous allons maintenant étudier le comportement du morphisme αr vis-à-vis de la
normalisation. Soit L une extension �nie galoisienne deK. Soit Un la normalisation
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de U dans L et notons π le morphisme �ni Un → U . Considérons l'application
norme NUn/U : π∗Gm → Gm (voir par exemple le lemme II.3.9(a) de [Mil06]). Si π
est étale, π∗ = π! et NUn/U s'identi�e au morphisme d'adjonction π!π

∗Gm → Gm.

Lemme 1.23. Soit Fn un faisceau constructible sur Un. Pour tout r ∈ Z, la
composée

N r(Fn) : ExtrUn(Fn,Gm)→ ExtrU(π∗Fn, π∗Gm)→ ExtrU(π∗Fn,Gm),

où le premier morphisme est induit par le foncteur exact π∗ et le second par la
norme NUn/U , est un isomorphisme.

Démonstration. Soit Vn un ouvert de Un sur lequel la restriction de π est étale,
et notons jn : Vn ↪→ Un l'immersion ouverte et in : Zn = Un \ Vn ↪→ Un l'im-
mersion fermée (Zn étant muni de la structure réduite). Nous allons montrer que
N r(jn!j

∗
nFn) et N r(in∗i

∗
nFn) sont des isomorphismes, ce qui impliquera que N r(Fn)

est un isomorphisme grâce à la suite exacte 0→ jn!j
∗
nFn → Fn → in∗i

∗
nFn → 0.

• D'une part, comme π ◦ jn est étale, on dispose d'isomorphismes :

ExtrVn(j∗nFn,Gm) = ExtrVn(j∗nFn, (π ◦ jn)∗Gm)) ∼= ExtrU(π∗jn!j
∗
nFn,Gm).

Or ExtrUn(jn!j
∗
nFn,Gm) ∼= ExtrVn(j∗nFn,Gm). Cela montre immédiatement que

N r(jn!j
∗
nFn) est un isomorphisme.

• D'autre part, si l'on note Z = π(Zn), on dispose d'un diagramme commutatif :

Zn
in //

πZ
��

Un

π
��

Z i // U.
Ainsi, en utilisant le lemme 1.11 et en tenant compte du fait que πZ est �ni étale :

ExtrUn(in∗i
∗
nFn,Gm) ∼= Extr−1

Zn
(i∗nFn,Z) ∼= Extr−1

Zn
(i∗nFn, π∗ZZ)

∼= Extr−1
Z (πZ∗i

∗
nFn,Z) ∼= ExtrU(π∗in∗i

∗
nFn,Gm),

et donc N r(in∗i
∗
nFn) est un isomorphisme.

Proposition 1.24. Soient Fn un faisceau constructible sur Un et r ∈ Z. Alors
αr(Un,Fn) est un isomorphisme si, et seulement si, αr(U, π∗Fn) est un isomor-
phisme.

Démonstration. Supposons U 6= X. Comme π est �ni, on dispose d'un isomor-
phisme H3

c (U, π∗Gm)→ H3
c (Un,Gm). Notons NmUn/U la composée :

H3
c (Un,Gm)→ H3

c (U, π∗Gm)→ H3
c (U,Gm)

le deuxième morphisme étant induit par NUn/U . Ce morphisme s'insère dans un
diagramme cubique :
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Q/Z Q/Z

⊕
w∈Xn\Un Br(Lw)

77

// //

Cores

��

H3
c (Un,Gm)

99

��

Q/Z Q/Z

⊕
v∈X\U Br(Kv)

77

// // H3
c (U,Gm)

99

où Xn est la normalisation de X dans L et toutes les faces du cube, à l'exception
de la face droite, sont commutatives. Cela entraîne que la face droite est aussi
commutative. On en déduit un diagramme commutatif :

ExtrUn(Fn,Gm)

∼= Nr(Fn)

��

× H3−r
c (Un,Fn) // H3

c (Un,Gm) //

∼= NmUn/U

��

Q/Z

ExtrU(π∗Fn,Gm) × H3−r
c (U, π∗Fn) //

∼=

OO

H3
c (U,Gm) // Q/Z

et donc αr(Un,Fn) est un isomorphisme si, et seulement si, αr(U, π∗Fn) est un
isomorphisme.
Si U = X, on choisit U ′ un ouvert strict de X. On a alors un diagramme cubique :

Q/Z Q/Z

H3
c (U ′n,Gm)

88

∼= //

NmU′n/U′

��

H3
c (Un,Gm)

88

��

Q/Z Q/Z

H3
c (U ′,Gm)

88

∼= // H3
c (U,Gm)

88

où toutes les faces, à l'exception de la face droite, sont commutatives. On en
déduit la commutativité de la face droite. Il est maintenant possible de conclure
exactement de la même manière que sous l'hypothèse U 6= X.

1.12 Propriété d'hérédité

Proposition 1.25. Soit r0 ≤ 3 un entier. Supposons que αr(X,F) soit un iso-
morphisme pour toute extension �nie K de K0, pour tout faisceau constructible F
sur X et pour tout r > r0.
(i) Supposons r0 6= 3. Pour toute extension �nie K de K0 et pour tout faisceau
constructible F sur X, le morphisme αr0(X,F) est surjectif.

(ii) On ne suppose plus que r0 6= 3. On suppose par contre que pour toute extension
�nie K de K0 et pour tout m > 0, αr0(X,Z/mZ) est un isomorphisme. Alors
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pour toute extension �nie K de K0 et pour tout faisceau constructible F sur X,
le morphisme αr0(X,F) est un isomorphisme.

Démonstration. (i) Soient K une extension �nie de K0 et F un faisceau construc-
tible sur X. Fixons c ∈ H3−r0(X,F). Soit I un faisceau �asque de torsion
muni d'une injection F ↪→ I. Le faisceau I est la limite inductive de ses sous-
faisceaux constructibles, parmi lesquels se trouve F . Par conséquent, comme
H3−r0(X, I) = 0, il existe un sous-faisceau constructible F0 de I contenant F et
tel que l'image de c dans H3−r0(X,F0) est nulle. Soit F1 le conoyau de l'injection
F ↪→ F0. Nous obtenons alors un diagramme commutatif à lignes exactes :
(Extr0+1

X (F0,Gm))D // (Extr0+1
X (F1,Gm))D // (Extr0X (F ,Gm))D // (Extr0X (F0,Gm))D

H2−r0(X,F0)

∼= (αr0+1(X,F0))
D

OO

// H2−r0(X,F1) //

∼= (αr0+1(X,F1))
D

OO

H3−r0(X,F) //

(αr0 (X,F))D

OO

H3−r0(X,F0)

(αr0 (X,F0))
D

OO

Ainsi, si (αr0(X,F))D(c) = 0, alors c = 0. On en déduit que (αr0(X,F))D est
injectif, d'où le résultat.

(ii) On reprend les mêmes notations qu'au début de (i). Soit m > 0 tel que
mF = 0. Comme F est constructible, on peut trouver un ouvert non vide V
de X et un recouvrement étale �ni connexe Vn → V tel que F|Vn est constant.
On remarque alors que Vn est la normalisation de V dans une extension �nie
L de K. Notons πX : Xn → X la normalisation de X dans L. D'après la pro-
position 1.22, il existe alors un faisceau Fn constructible constant sur Xn de
m-torsion, un faisceau Ff constructible sur X à support �ni et un morphisme
injectif F ↪→ πX∗Fn ⊕ Ff . On note F0 = πX∗Fn ⊕ Ff . D'après la proposition
1.12, on sait que αr(X,Ff ) est un isomorphisme pour tout r. De plus, comme
par hypothèse αr0(Xn,Z/m′Z) est un isomorphisme pour m′|m, il en est de
même de αr0(Xn,Fn) : la proposition 1.24 entraîne alors que αr0(X, πX∗Fn) est
un isomorphisme. Par conséquent, αr0(X,F0) est un isomorphisme.
Notons F1 le conoyau de l'injection F ↪→ F0. Nous obtenons alors un diagramme
commutatif à lignes exactes :

Ext
r0+1
X (F0,Gm)

∼=αr0+1(X,F0)

��

Ext
r0+1
X (F1,Gm)oo

∼=αr0+1(X,F1)

��

Ext
r0
X (F ,Gm)oo

αr0 (X,F)

��

Ext
r0
X (F0,Gm)oo

αr0 (X,F0) ∼=
��

Ext
r0
X (F1,Gm)oo

αr0 (X,F1)

��
H2−r0 (X,F0)∗ H2−r0 (X,F1)∗oo H3−r0 (X,F)∗oo H3−r0 (X,F0)∗oo H3−r0 (X,F1)∗oo

Par chasse au diagramme, αr0(X,F) est surjectif. Cela étant vrai pour tout
faisceau constructible F , αr0(X,F1) est aussi surjectif. Une nouvelle chasse au
diagramme permet de conclure que αr0(X,F) est un isomorphisme.

1.13 Preuve de la dualité d'Artin-Verdier

Nous sommes à présent en mesure d'établir le théorème d'Artin-Verdier pour K0.
Pour ce faire, on prouve :

Proposition 1.26. Pour toute extension �nieK de K0, pour tout faisceau construc-
tible F sur X et pour tout r0 ∈ Z, le morphisme αr0(X,F ) est un isomorphisme.
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Démonstration. On procède par étapes :
A. Pour r0 > 3 :
Le lemme 1.21 entraîne immédiatement que αr0(X,F ) est un isomorphisme.

B. Pour r0 = 3 :
Soit K une extension �nie de K0. Soit m > 0 un entier. La suite exacte courte
de faisceaux 0 → Z → Z → Z/mZ → 0 induit une suite exacte longue de
cohomologie :

...→ ExtrX(Z/mZ,Gm)→ Hr(X,Gm)→ Hr(X,Gm)→ ... (4.10)

Comme Br X est divisible et H3(X,Gm) = Q/Z d'après la proposition 1.8, on
déduit que Ext3

X(Z/mZ,Gm) ∼= 1
m
Z/Z. D'autre part, H0(X,Z/mZ) = Z/mZ.

Vu à travers ces isomorphismes, l'accouplement d'Artin-Verdier devient (x, y) 7→
xỹ pour x ∈ 1

m
Z/Z, y ∈ Z/mZ et ỹ ∈ Z un relèvement quelconque de y.

Cela impose que α3(X,Z/mZ) est un isomorphisme. La proposition 1.25(ii) en-
traîne alors immédiatement que α3(X,F ) est un isomorphisme pour tout fais-
ceau constructible F sur X.

C. Pour r0 = 2 :
Soit K une extension �nie de K0. Soit m > 0 un entier. D'après la proposition
1.25(i), α2(X,Z/mZ) est surjectif. Pour voir que c'est un isomorphisme, il su�t
de montrer que H1(X,Z/mZ) et Ext2

X(Z/mZ,Gm) ont même cardinal.
La suite exacte (4.10) impose que

|Ext2
X(Z/mZ,Gm)| = |Pic(X)/mPic(X)||mBr(X)|.

D'autre part, la suite exacte de Kummer montre que :

|H1(X,Z/mZ)| = |O×K/O
×,m
K ||mPic(X)| = |mPic(X)|

car O×K est divisible. Donc, en utilisant la proposition 1.8 :

|H1(X,Z/mZ)|
|Ext2

X(Z/mZ,Gm)|
=

|mPic(X)|
|Pic(X)/mPic(X)|

· |mBr(X)|−1 =
mnX

mnX
= 1.

Par conséquent, α2(X,Z/mZ) est un isomorphisme. La proposition 1.25(ii) per-
met alors de déduire que α2(X,F ) est un isomorphisme pour tout faisceau
constructible F sur X.

D. Pour r0 = 1 :
Soit K une extension �nie de K0. Soit m > 0 un entier. D'après la proposition
1.25(i), α1(X,Z/mZ) est surjective. Pour voir que c'est un isomorphisme, il su�t
de montrer que H2(X,Z/mZ) et Ext1

X(Z/mZ,Gm) ont même cardinal.
La suite exacte (4.10) impose que

|Ext1
X(Z/mZ,Gm)| = |O×K/O

×,m
K ||mPic(X)| = |mPic(X)|.

D'autre part, la suite exacte de Kummer montre que :

|H2(X,Z/mZ)| = |Pic(X)/mPic(X)||mBr(X)|.
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Donc, en utilisant la proposition 1.8 :

|H2(X,Z/mZ)|
|Ext1

X(Z/mZ,Gm)|
=
|Pic(X)/mPic(X)|
|mPic(X)|

· |mBr(X)| = mnX

mnX
= 1.

Par conséquent, α1(X,Z/mZ) est un isomorphisme. La proposition 1.25(ii) per-
met alors de déduire que α1(X,F ) est un isomorphisme pour tout faisceau
constructible F sur X.

E. Pour r0 = 0 :
Soit K une extension �nie de K0. Soit m > 0 un entier. D'après la proposition
1.25(i), α0(X,Z/mZ) est surjective. Comme Br X est divisible et H3(X,Gm) ∼=
Q/Z d'après la proposition 1.8, la suite de Kummer montre que :

|H3(X,Z/mZ)| = m = |HomX(Z/mZ,Gm)|.

Par conséquent, α0(X,Z/mZ) est un isomorphisme. La proposition 1.25(ii) per-
met alors de déduire que α0(X,F ) est un isomorphisme pour tout faisceau
constructible F sur X.

F. Pour r0 < 0 :
Le corollaire 1.19 entraîne immédiatement que αr0(X,F ) est un isomorphisme
puisque H3−r0

c (X,F ) est nul.

Les propositions 1.14 et 1.17 permettent alors d'obtenir le théorème 1.10. On en
déduit le corollaire :

Corollaire 1.27. Soit F un faisceau constructible localement constant sur U . No-
tons F ′ = HomU(F,Gm). Il existe alors un accouplement parfait de groupes �nis :

Hr(U, F ′)×H3−r
c (U, F )→ H3

c (U,Gm) = Q/Z.

Démonstration. Il su�t d'identi�er Hr(U, F ′) et ExtrU(F,Gm). Cela a été fait dans
le lemme 1.21.

Remarque 1.28. Dans le cas où k est séparablement clos de caractéristique p > 0,
le corollaire précédent reste vrai à condition de supposer que F est de n-torsion
avec n non divisible par p. On attire en particulier l'attention sur le fait que, si
k est séparablement clos mais non algébriquement clos, le corps k(t) est encore
de dimension cohomologique 1 puisque la cohomologie étale est invariante par
extension purement inséparable.

2 Théorèmes de dualité arithmétique

On ne suppose plus k séparablement clos et on note P l'ensemble des nombres
premiers. Dans toute la suite du chapitre, on supposera qu'il existe des entiers
d ≥ −1 et p ∈ {0} ∪ P tels que :
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• Car(k) ∈ {0, p} ;
• le corps k est de dimension cohomologique d+ 1 ;
• pour chaque entier naturel non nul n, on a un isomorphisme Hd+1(k, µ⊗dn ) ∼=
Z/nZ de sorte que, pourm|n, le morphisme naturelHd+1(k, µ⊗dm )→ Hd+1(k, µ⊗dn )
s'identi�e au morphisme qui envoie la classe de 1 dans Z/mZ sur la classe de
n/m dans Z/nZ ;
• pour tout Gal(ks/k)-module �ni M d'ordre n non divisible par p, pour 0 ≤ r ≤
d+ 1, le cup-produit induit un accouplement parfait de groupes �nis :

Hr(k,M)×Hd+1−r(k,Hom(M,µ⊗dn ))→ Hd+1(k, µ⊗dn ) ∼= Z/nZ.

On dira que k est un corps (p, d)-bon pour la dualité.

Exemple 2.1. Un corps séparablement clos de caractéristique p est (p,−1)-bon
pour la dualité. Un corps �ni de caractéristique p est (p, 0)-bon pour la dualité
d'après l'exemple I.1.10 de [Mil06]. Un corps `-adique est (0, 1)-bon pour la dua-
lité d'après le corollaire I.2.3 de [Mil06]. En procédant comme dans la preuve du
théorème I.2.17 de [Mil06], on peut montrer qu'un corps de valuation discrète com-
plet de corps résiduel (p, d)-bon pour la dualité est (p, d+ 1)-bon pour la dualité.
Par exemple, les corps d-locaux sont (p, d)-bons pour la dualité si l'on choisit pour
p la caractéristique du corps 1-local correspondant.

On rappelle que R0 désigne une k-algèbre commutative, locale, géométrique-
ment intègre (ieR0⊗kks est intègre), normale, hensélienne, excellente, de dimension
2 et de corps résiduel k. On note toujours K0 son corps des fractions, m0 son idéal
maximal, X0 le schéma Spec R0 et X0 le schéma X0 \{m0}. Le but de cette section
est d'établir des théorèmes de dualité de type Poitou-Tate pour les modules �nis
et les tores sur K0.

Remarque 2.2. En comparant tous les résultats qui vont suivre à ceux des articles
[HSz16], [HSSz15] et [CTH15] ainsi qu'à ceux des deux premiers chapitres de cette
thèse, on remarquera que le corps K0 se comporte de manière très similaire au
corps des fonctions d'une courbe sur un corps (p, d + 1)-bon pour la dualité. Par
exemple, en ignorant les phénomènes liés à la caractéristique positive, C((x, y)) se
comporte comme C((x))(y) et Fp(t), et Fp((x, y)) et C((t))((x, y)) se comportent
comme Qp(x) et C((t))((x))(y).

2.1 Dualité d'Artin-Verdier et descente galoisienne

Lemme 2.3. La ks-algèbre R0 = R0⊗kks est locale, intègre, normale, hensélienne,
excellente, de dimension 2, de corps résiduel ks.

Démonstration. Comme R0 est géométriquement intègre, R0 est intègre. Ainsi,
pour chaque extension �nie l de k, la l-algèbre R0⊗k l est intègre. De plus, c'est une
extension �nie étale de R0. Par conséquent, comme R0 est local normal hensélien
excellent, il en est de même de R0 ⊗k l. On véri�e immédiatement que l'idéal
maximal de R0 ⊗k l est ml = m0 ⊗k l et que le corps résiduel de R0 ⊗k l est l. On
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déduit alors de la proposition 1 de l'appendice de [Bou06] et du corollaire 4.4 de
[Mar79] que R0 est un anneau local normal hensélien excellent d'idéal maximal
m = m0⊗k ks et de corps résiduel ks. Finalement, l'injection R0 ↪→ R0 étant plate,
le théorème 4.3.12 de [Liu02] montre que dim R0 = dim R0 = 2.

Théorème 2.4. On rappelle que k est un corps (p, d)-bon pour la dualité. Soient
U un ouvert de X0 et F un schéma en groupes �ni étale abélien sur U de n-
torsion, avec n non divisible par p. Notons F ′ = Hom(F, µ

⊗(d+2)
n ). Le groupe

Hd+4
c (U, µ

⊗(d+2)
n ) est isomorphe à Z/nZ et l'accouplement naturel :

Hr(U, F )×Hd+4−r
c (U, F ′)→ Hd+4

c (U, µ⊗(d+2)
n ) ∼= Z/nZ

est un accouplement parfait de groupes �nis.

Démonstration. Notons G le groupe de Galois absolu de k. Comme k est un corps
(p, d)-bon pour la dualité, on montre exactement comme dans le théorème 1.1 du
chapitre 1 que l'on a un isomorphisme dans la catégorie dérivée :

RHomG,Z/nZ(M•,Z/nZ(d))[d+ 1] ∼= RHomZ/nZ(RΓGM
•,Z/nZ)

pour chaque complexe M• de G-modules discrets de n-torsion borné inférieure-
ment. Par ailleurs, d'après le théorème 1.27 et le lemme précédent, si l'on note
U = U ×k ks et F la restriction de F à U , on a des accouplements parfaits G-
équivariants de groupes �nis :

Hr(U, F )×H3−r
c (U,Hom(F , µn))→ Z/nZ(−1).

Comme dans le théorème 1.1 du chapitre 1, cela fournit un isomorphisme dans la
catégorie dérivée des groupes abéliens :

RHomU,Z/nZ(F , µn) ∼= RHomZ/nZ(RΓc(U, F ),Z/nZ(−1))[−3].

On conclut alors exactement de la même manière que la proposition 2.1 du premier
chapitre.

2.2 Dualité de Poitou-Tate pour les modules �nis

Soit F un Gal(Ks
0/K0)-module �ni d'ordre n non divisible par p. Notons

F ′ = Hom(F, µ
⊗(d+2)
n ), et posons, pour r ∈ {1, 2, ..., d+ 3} :

Xr(K0, F ) = Ker

Hr(K0, F )→
∏

v∈X(1)
0

Hr(K0,v, F )

 .

Théorème 2.5. Pour r ∈ {1, 2, ..., d + 3}, il existe un accouplement parfait de
groupes �nis :

Xr(K0, F )×Xd+4−r(K0, F
′)→ Q/Z.
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Remarque 2.6. Plaçons-nous dans le cas k = C, p = 0, d = −1. Bien sûr, on
aurait pu dé�nir les groupes de Tate-Shafarevich en tenant compte de toutes les
valuations discrètes de rang 1 de K0 :

Xr
tot(K0, F ) := Ker

Hr(K0, F )→
∏

v∈ΩK0

Hr(K0,v, F )

 ,

où ΩK0 désigne toutes les valuations discrètes de rang 1 de K0. Cependant, on ne
peut pas espérer une dualité parfaite de la forme :

X1
tot(K0, F )×X2

tot(K0, F
′)→ Q/Z

puisqueX2
tot(K0, µn) est toujours nul (théorème 1.2 de [Hu14]) alors queX1

tot(K0,Z/nZ)
peut être non nul (théorème 5 de [Jaw01]). Par ailleurs, ce dernier point montre
que dans le théorème 2.5, les groupes de Tate-Shafarevich qui apparaissent ne sont
pas toujours nuls.

Nous allons maintenant brièvement expliquer comment on obtient le théorème
2.5, la preuve étant analogue à celle du théorème 2.4 du premier chapitre. Soit U
un ouvert non vide de X0. Considérons un schéma en groupes �ni étale sur U
prolongeant F : on le notera toujours F . Posons :

Dr
sh(U, F ) = Ker

Hr(U, F )→
∏

v∈X(1)
0

Hr(Kv, F )

 ,

Dd+4−r(U, F ′) := Im
(
Hd+4−r
c (U, F ′)→ Hd+4−r(K0, F

′)
)
.

Proposition 2.7. (i) Il existe un ouvert non vide U0 de U tel que Dd+4−r(V, F ′) =
Xd+4−r(K0, F

′) pour chaque ouvert non vide V ⊆ U0.
(ii) La suite

⊕
v∈X(1)

0
Hd+3−r(K0,v, F

′)→ Hd+4−r
c (U, F ′)→ Dd+4−r(U, F ′)→ 0 est

exacte.

Démonstration. (i) Si V ⊆ V ′ sont des ouverts non vides de U , on aDd+4−r(V, F ′) ⊆
Dd+4−r(V ′, F ′). Comme Dd+4−r(U, F ′) est �ni, il existe un ouvert non vide U0 de
U tel que Dd+4−r(V, F ′) = Dd+4−r(U0, F

′) pour chaque ouvert non vide V ⊆ U0.
Par ailleurs, pour V ⊆ V ′ des ouverts non vides de U , on a un diagramme com-
mutatif à lignes exactes :⊕

v 6∈V ′ H
d+3−r(K0,v, F

′) //

��

Hd+4−r
c (V ′, F ′) // Hd+4−r(V ′, F ′)

��

//
⊕

v 6∈V ′ H
d+4−r(K0,v, F

′)

⊕
v 6∈V H

d+3−r(K0,v, F
′) // Hd+4−r

c (V, F ′)

OO

// Hd+4−r(V, F ′) //
⊕

v 6∈V H
d+4−r(K0,v, F

′).

OO

En prenant V ′ = U0, une simple chasse au diagramme permet de montrer que
U0 convient.

(ii) Ce n'est qu'une chasse au diagramme dans le diagramme de (i).
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On a alors un diagramme commutatif à lignes exactes :

0 // Dr
sh(U, F ) //

��

Hr(U, F ) //

∼=
��

∏
v∈X(1)

0
Hr(K0,v, F )

∼=
��

0 // Dd+4−r(U, F ′)D // Hd+4−r
c (U, F ′)D //

∏
v∈X(1)

0
Hd+3−r(K0,v, F

′)D.

Le morphisme vertical central est un isomorphisme d'après le théorème 1.27. Pour
voir que le morphisme vertical de droite est un isomorphisme, il su�t d'appliquer le
même méthode que Milne dans le théorème I.2.17 de [Mil06] et d'utiliser que k est
un corps (p, d)-bon pour la dualité. On obtient alors un isomorphisme Dr

sh(U, F ) ∼=
Dd+4−r(U, F ′)D. Il su�t de passer à la limite sur U pour obtenir le théorème 2.5.

2.3 Dualité de Poitou-Tate pour les tores

Théorème 2.8. Soit T un K0-tore de module de caractères T̂ et de tore dual T ′.
(i) Supposons d = −1 (par exemple k séparablement clos). On a des accouplements
parfaits de groupes �nis :

X1(K0, T̂ )non−p ×X2(K0, T )
non−p → Q/Z

X1(K0, T )non−p ×X2(K0, T̂ )
non−p → Q/Z.

(ii) Supposons que d = 0 (par exemple k = C((t)) ou k �ni). On a un accouplement
parfait de groupes �nis :

X1(K0, T )non−p ×X2(K0, T ′)non−p → Q/Z.

Démonstration. Les preuves sont semblables à celle du théorème 2.5.
(i) La preuve est en tous points analogue à celle des théorèmes 7.1 et 7.2 de
[CTH15]. Rappelons brièvement les grandes étapes de la preuve du premier
accouplement, le second étant obtenu de manière très similaire. Pour simpli�er,
on suppose que p = 0.
Soit ` un nombre premier. On considère T un tore étendant T sur un ouvert non
vide U de X0. Pour v ∈ X(1)

0 , un argument identique à celui de la proposition
3.4 de [CTH15] montre que l'accouplement naturel :

H1(K0,v, T̂ )×H1(K0,v, T )→ H2(K0,v,Gm) ∼= Q/Z

est un accouplement parfait de groupes �nis. De plus, le théorème 2.4 permet
de prouver que, pour V ouvert non vide de U , l'accouplement naturel

H1(V, T̂ )×H2
c (V, T )→ H3

c (V,Gm) ∼= Q/Z

induit un accouplement parfait de groupes �nis :

H1(V, T̂ )(`){`} ×H2
c (V, T ){`}(`) → Q/Z.
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Par conséquent, en introduisant pour chaque ouvert non vide V de U les groupes :

D1
sh(V, T̂ ) = Ker

H1(V, T̂ )→
∏

v∈X(1)
0

H1(K0,v, T̂ )

 ,

D2(V, T ) = Im
(
H2
c (V, T )→ H2(K0, T )

)
,

et en utilisant la suite exacte de localisation (proposition 3.1.(1) de [HSz16]), on
obtient un diagramme commutatif à lignes exactes :

0 // D1
sh(V, T̂ ){`} //

��

H1(V, T̂ ){`} //

∼=
��

∏
v∈X(1)

0
H1(K0,v, T̂ ){`}

∼=
��

0 // D2(V, T ){`}
D // H2

c (V, T ){`}
D //

∏
v∈X(1)

0
H1(K0,v, T ){`}D.

Cela montre que D1
sh(V, T̂ ){`} et D2(V, T ){`} sont duaux l'un de l'autre. Reste

à identi�er ces deux groupes à des groupes de Tate-Shafarevich :
• on montre aisément (comme dans le lemme 7.3 de [CTH15]) que le morphisme
H1(V, T̂ )→ H1(K0, T̂ ) est injectif et donc que D1

sh(V, T̂ ) = X1(K0, T̂ ) ;
• le groupe D2(U, T ) est abélien de torsion de type co�ni, et pour V ⊆ V ′ ⊆ U
des ouverts non vides, on a D2(V, T ) ⊆ D2(V ′, T ). Grâce au lemme 3.7 de
[HSz16], on peut alors trouver un ouvert non vide U0 de U (dépendant de `) tel
que, pour tout ouvert non vide V de U0, on ait D2(V, T ){`} = D2(U0, T ){`}.
Une chasse au diagramme montre alors que D2(U0, T ){`} = X2(K0, T ){`}.

Cela achève la preuve.
(ii) La preuve est très similaire à celle du théorème 4.4 de [HSz16] et à celle du
théorème 3.10 du chapitre 1. Il n'y a qu'une seule di�érence : comme X0 n'est
pas une variété lisse sur un corps, on ne sait pas s'il existe un accouplement
Z(1) ⊗L Z(1) → Z(2) dans la catégorie dérivée des faisceaux étales sur X0 qui
soit compatible avec le morphisme naturel µn ⊗L µn[1]→ µ⊗2

n [1]. Mais on peut
voir dans la preuve du théorème 3.10 du chapitre 1 que l'on a en fait uniquement
besoin d'un accouplement Z(1) ⊗L Q/Z(1) → Q/Z(2). Et un tel accouplement
existe bien puisque, pour chaque n ≥ 1, d'après la proposition 1 de [Kah92], on
a un morphisme dans la catégorie dérivée :

Z(1)⊗L Z/nZ(1) ∼= (Gm ⊗L Gm)[−2]⊗L Z/nZ ∼= Z/nZ(2).

Une fois que l'on dispose de cet accouplement, on montre (ii) avec le même type
d'arguments que (i).

Remarque 2.9. • Dans (ii), si k est un corps �ni, le groupe X2(K0,Gm)non−p
est nul et donc le groupe X2(K0, T

′) est �ni et on a un accouplement parfait de
groupes �nis :

X1(K0, T )non−p ×X2(K0, T
′)non−p → Q/Z.
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Pour prouver la nullité de X2(K0,Gm)non−p, il su�t de procéder comme dans
la preuve de la proposition 3.4(2) de [HSz16], en remplaçant la dualité de Lich-
tenbaum par le théorème 0.11 de [Sai86].
• Il est aussi possible d'obtenir un théorème pour d quelconque. Pour ce faire, il
faut poser T̃ = T̂ ⊗LZ(d+ 1), comme dans la section 3 du premier chapitre. On
peut alors obtenir des accouplements parfaits de groupes �nis :

Xd+2(K0, T̃ )non−p ×X2(K0, T )
non−p → Q/Z

X1(K0, T )non−p ×Xd+3(K0, T̃ )
non−p → Q/Z.

La preuve est identique à celle du théorème 3.10 du chapitre 1.

Pour les applications arithmétiques (en particulier le théorème 3.2), il sera utile
d'avoir aussi un théorème de dualité pour certains complexes de tores à deux
termes :

Théorème 2.10. Supposons d = −1 (par exemple k séparablement clos). Soit G
un groupe de type multiplicatif sur K. Soit ρ : T1 → T2 un morphisme de tores
algébriques sur K à noyau �ni. Soient G le complexe [T1 → T2] où T1 est en degré
-1 et T2 en degré 0, et G̃ le complexe [T̂2 → T̂1] où T̂2 est placé en degré -1 et T̂1

en degré 0. On a alors un accouplement parfait de groupes �nis :

X1(K0, G)non−p ×X1(K0, G̃)
non−p → Q/Z.

Démonstration. La preuve est tout à fait analogue à celle du corollaire 4.18(ii) du
chapitre 1, et les idées sont similaires à celles du théorème 2.8. On se contente donc
d'esquisser la preuve, en supposant (pour simpli�er) que p = 0.
Soit U un ouvert non vide de X0 sur lequel T1 (resp. T2) s'étend en un tore T1

(resp. T2) et ρ s'étend en un morphisme T1 → T2, aussi noté ρ. Soient G le complexe
[T1 → T2] et G̃ le complexe [T̂2 → T̂1]. Fixons ` un nombre premier. En utilisant le
théorème 2.4, on peut alors montrer qu'il y a un accouplement parfait de groupes
�nis :

H1(U,G){`}(`) ×H1
c (U, G̃)(`){`} → Q/Z. (4.11)

Introduisons maintenant les groupes :

D1(U, G̃) = Im
(
H1
c (U, G̃)→ H1(K0, G̃)

)
,

D1
sh(U,G) = Ker

H1(U,G)→
∏

v∈X(1)
0

H1(K0,v, G)

 .

En combinant la dualité parfaite (4.11) avec une dualité locale, on montre que l'on

a un morphisme surjectif à noyau divisible D1
sh(U,G){`} → D1(U, G̃){`}D. Or on

peut prouver que, si U est su�samment petit, on a D1(U, G̃{`} = X1(K0, G̃){`}.
Du coup, en passant à la limite sur U , on obtient un isomorphisme :

X1(K0, G){`} ∼= X1(K0, G̃){`}.
Pour conclure, il su�t de remarquer que le groupe X1(K0, G){`} est �ni (car ρ
est à noyau �ni).
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3 Applications arithmétiques

On suppose toujours que k est un corps (p, d)-bon pour la dualité et on rappelle
que R0 désigne une k-algèbre commutative, locale, géométriquement intègre (ie
R0 ⊗k ks est intègre), normale, hensélienne, excellente, de dimension 2 et de corps
résiduel k. On note toujours K0 son corps des fractions, m0 son idéal maximal, X0

le schéma Spec R0 et X0 le schéma X0 \{m0}. Le but de cette section est d'utiliser
les théorèmes de dualité de type Poitou-Tate de la section précédente pour étudier
le principe local-global et l'approximation faible sur K0.

3.1 Principe local-global dans le cas k = ks et Car(k) = 0

Supposons que k soit algébriquement clos de caractéristique 0. En particulier,
k est un corps (−1, 0)-bon pour la dualité. Soient H un K0-groupe linéaire réductif
connexe et Y un espace principal homogène sous H tel que, pour chaque v ∈ X(1)

0 ,
on a Y (K0,v) 6= ∅. D'après la proposition 1.8(ii), on a une suite exacte :

BrK0 →
⊕
v∈X(1)

0

Br K0,v
θ→ Q/Z→ 0. (4.12)

En considérant un modèle géométriquement intègre Y de Y sur un ouvert non vide
U de X0, on peut dé�nir un accouplement analogue à l'accouplement de Brauer-
Manin pour les corps de nombres :

[., .] : Y (AK0)× Br(Y )→ Q/Z
((Pv)v, α) 7→ θ ((α(Pv))v) ,

où :
Y (AK0) = lim−→

V⊆U

∏
v∈V (1)

Y(Ov)×
∏

v∈X0\V

Y (K0,v).

Ici, V décrit les ouverts non vides de U et Ov désigne le complété de l'anneau local
de X0 en v. Notons :

B(Y ) = Ker(Bral(Y )→
∏

v∈X(1)
0

Bral(Y ×K0 K0,v)).

Toujours en utilisant la suite exacte (4.12), on remarque que [., .] induit un accou-
plement :

[., .] : Y (AK0)×B(Y )→ Q/Z,

et que Y (K0) est contenu dans l'orthogonal de B(Y ) dans Y (AK0) : cela dé�nit
une obstruction au principe local-global pour Y , que l'on appellera obstruction
de Brauer-Manin associée à B(Y ).

On remarque que, pour α ∈ B(Y ), la valeur de [(Pv), α] ne dépend pas du
choix du point adélique (Pv) ∈ Y (AK0). Comme on dispose d'un isomorphisme
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canonique B(Y ) → B(H) (voir le lemme 5.2(iii) de [BvH09]), cela permet de
dé�nir un accouplement :

BM : X1(H)×B(H)→ Q/Z
([Y ], α) 7→ [(Pv), α]

où (Pv) ∈ Y (AK0) est un point adélique quelconque.

Par ailleurs, notons Hss le sous-groupe dérivé de H et Hsc son revêtement
universel, qui est semi-simple simplement connexe. Soit T un tore maximal de H.
Notons T (sc) l'image réciproque de T par le morphisme composé ρ : Hsc → Hss →
H et G = [T (sc) → T ]. Comme dans la section 2 de l'article [Bor98] de Borovoi,
pour L une extension de K0, on dé�nit la cohomologie galoisienne abélienne de H
par Hr

ab
(L,H) = Hr(L,G). Elle est munie de morphismes d'abélianisation ab1

L :
H1(L,H)→ H1

ab
(L,H) (voir section 3 de [Bor98]).

Proposition 3.1. Pour chaque v ∈ X
(1)
0 , le morphisme ab1

K0,v
est bijectif. Il en

est de même du morphisme ab1
K0
.

Démonstration. D'après les théorèmes 1.4 et 1.5 de [CTGP04], K0 et K0,v sont
des corps de caractéristique 0, de dimension cohomologique 2, tels que indice et
exposant coïncident pour les algèbres simples centrales, et sur lesquels la conjecture
de Serre II vaut. Il su�t donc de procéder comme dans le corollaire 5.4.1 de [Bor98]
pour obtenir l'injectivité et d'invoquer le théorème 5.1(i) et l'exemple 5.4(vi) de
[GA12] pour obtenir la surjectivité.

Le noyau du morphisme T (sc) → T étant �ni, le théorème 2.10 fournit un
accouplement parfait de groupes �nis de type Poitou-Tate :

PT : X1(K0, G)×X1(K0, G̃)→ Q/Z,

où G̃ est le complexe [T̂2 → T̂1] dans lequel T̂2 est placé en degré -1 et T̂1 en degré
0. Nous disposons d'isomorphismes permettant de comparer cet accouplement à
l'accouplement de Brauer-Manin :
• d'après la proposition 3.1, les morphismes d'abélianisation induisent une bijec-
tion ab1 : X1(K0, H)→X1(K0, G),
• d'après le corollaire 2.20 et le théorème 4.8 de [BvH09], les groupes Bral(H)
et H1(K0, G̃) sont isomorphes, ce qui induit un isomorphisme B : B(H) →
X1(K0, G̃).

On peut alors montrer, comme dans la proposition 3.6 du chapitre 2, que l'on a
un diagramme commutatif au signe près :

BM : X1(K0, H)

ab
1

��

× B(H)

B
��

// Q/Z

PT : X1(K0, G) × X1(K0, G̃) // Q/Z.
On en déduit le théorème :
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Théorème 3.2. Supposons que k soit algébriquement clos de caractéristique 0.
Soit H un groupe réductif connexe sur K0. L'accouplement de Brauer-Manin :

X1(K0, H)×B(H)→ Q/Z

induit une bijection X1(K0, H) ∼= B(H)
D
. En particulier, l'obstruction de Brauer-

Manin associée à B(Y ) est la seule obstruction pour les espaces principaux homo-
gènes sous H.

Cela répond a�rmativement à la question de J.-L. Colliot-Thélène, R. Pari-
mala et V. Suresh posée à la toute �n de l'article [CTPS16] dans le cas (b) lorsque
k est de caractéristique nulle. Plus précisément, si Y est un espace principal ho-
mogène sous H pour lequel il existe une famille (Pv) ∈

∏
v∈X̃ (1)

0
Y (K0,v) telle que

pour tout A ∈ B(Y ) :

(∂v(A(Pv)))v∈X̃ (1)
0
∈ Ker

 ⊕
v∈X̃ (1)

0

H1(k(v),Q/Z(1))
∂v,w→

⊕
w∈X̃ (2)

0

Q/Z

 ,

alors pour chaque w ∈ X̃ (2), on a∑
v∈X̃ (1)

0

∂v,w(∂v(A(Pv))) = 0

et donc ∑
w∈X̃ (2)

0

∑
v∈X̃ (1)

0

∂v,w(∂v(A(Pv))) = 0.

Ici, X̃0 désigne une désingularisation de X0 comme dans la section 1.2 et les ∂v
et ∂v,w désignent les applications résidus. En identi�ant B(H) et B(Y ), l'égalité
précédente prouve que [Y ] ∈ X1(K0, H) est dans l'orthogonal de B(H) pour
l'accouplement du théorème 3.2 : on en déduit que Y a un point rationnel.

3.2 Principe local-global dans le cas général

On ne fait plus d'hypothèse sur d ni sur p. Ainsi, le corps k peut être sépara-
blement clos de caractéristique positive, �ni, `-adique, ou encore C((t)). Soient T
un tore sur K0 et Y un espace principal homogène sous T tel que Y (AK0) 6= ∅ et
qui devient trivial sur une extension �nie de K0 de degré non divisible par p. La
théorie de Bloch-Ogus (rappelée par exemple dans le paragraphe 2 de [CTPS16])
fournit un complexe :

Hd+3(K0,Q/Z(d+2))non−p →
⊕
v∈X(1)

0

Hd+3(K0,v,Q/Z(d+2))non−p
ϑ→ Hd+1(k,Q/Z(d))non−p.

(4.13)
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Comme dans le paragraphe précédent, en identi�ant les groupesHd+1(k,Q/Z(d))non−p
et (Q/Z)non−p, on peut alors dé�nir un accouplement à la Brauer-Manin :

[., .] : Y (AK0)×Hd+3(Y,Q/Z(d+ 2))non−p → Q/Z
((Pv)v, α) 7→ ϑ ((α(Pv))v) .

Posons :

Hd+3
lc

(Y,Q/Z(d+ 2)) = Ker(Hd+3(Y,Q/Z(d+ 2))/Im(Hd+3(K0,Q/Z(d+ 2)))

→
∏

v∈X(1)
0

Hd+3(YK0,v ,Q/Z(d+ 2))/Im(Hd+3(K0,v,Q/Z(d+ 2)))

où YK0,v désigne Y ×K0 K0,v. En utilisant de nouveau le complexe (4.13), on re-
marque que l'accouplement [., .] induit un accouplement :

[., .] : Y (AK0)×Hd+3
lc

(Y,Q/Z(d+ 2))non−p → Q/Z,

et que Y (K) est contenu dans l'orthogonal de Hd+3
lc

(Y,Q/Z(d+ 2))non−p. De plus,
pour α ∈ Hd+3

lc
(Y,Q/Z(d+2))non−p, la quantité [(Pv), α] est indépendante du choix

du point adélique (Pv) ∈ Y (AK0). L'accouplement [., .] induit donc un morphisme :

ρY : Hd+3
lc

(Y,Q/Z(d+ 2))non−p → Q/Z.

Proposition 3.3. Soit :

PT : X1(K0, T )non−p ×Xd+3(K0, T̃ )
non−p → Q/Z

l'accouplement parfait de la remarque 2.9. Il existe un morphisme

τ : Xd+3(K0, T̃ )non−p → Hd+3
lc

(Y,Q/Z(d+ 2))non−p

tel que l'on ait ρY ◦ τ = PT ([Y ], ·).

Démonstration. La preuve est analogue à la partie 5 de [HSz16]. On se contente
de rappeler brièvement la construction de τ .
Notons Y = Y ×K0 K

s
0 . La suite spectrale

Hp(K0, H
q(Y ,Q/Z(d+ 2)))⇒ Hp+q(Y,Q/Z(d+ 2))

induit un morphisme :

Hd+2(K0, H
1(Y ,Q/Z(d+ 2)))→ Hd+3(Y,Q/Z(d+ 2)).

Comme dans le lemme 5.2 de [HSz16], on a un isomorphisme de modules galoisiens
H1(Y ,Q/Z(d+ 2))non−p ∼= T̂ ⊗Q/Z(d+ 1)non−p. On obtient donc un morphisme :

Hd+2(K0, T̂ ⊗Q/Z(d+ 1))non−p → Hd+3(Y,Q/Z(d+ 2))non−p.
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D'après le lemme 3.1 du chapitre 1, les groupesHd+2(K0, T̂⊗Q(d+1)) etHd+3(K0, T̂⊗
Q(d+ 1)) sont triviaux. En exploitant le triangle distingué

T̂ ⊗ Z(d+ 1)→ T̂ ⊗Q(d+ 1)→ T̂ ⊗Q/Z(d+ 1)→ T̂ ⊗ Z(d+ 1)[1],

on montre alors que Hd+2(K0, T̂ ⊗ Q/Z(d + 1))non−p ∼= Hd+3(K0, T̃ )non−p, ce qui
fournit un morphisme :

Hd+3(K0, T̃ )non−p → Hd+3(Y,Q/Z(d+ 2))non−p.

En passant aux éléments localement triviaux, on obtient un morphisme :

Xd+3(K0, T̃ )non−p → Hd+3
lc

(Y,Q/Z(d+ 2))non−p.

C'est le morphisme τ .

La proposition précédente entraîne alors le théorème suivant :

Théorème 3.4. Soient T un tore sur K0 et Y un espace principal homogène sous
T tel que Y (AK0) 6= ∅ et qui devient trivial sur une extension �nie de K0 de degré
non divisible par p. Si ρY est trivial, alors Y (K0) 6= ∅.

Comme dans le paragraphe 3.1, en prenant d = −1, cela répond a�rmati-
vement à la question de J.-L. Colliot-Thélène, R. Parimala et V. Suresh posée à
la toute �n de l'article [CTPS16] dans le cas (b) lorsque k est de caractéristique
quelconque.

Pour terminer ce paragraphe, remarquons qu'en utilisant la remarque 2.9 et en
procédant comme dans le corollaire 5.7 de [HSz16], on peut obtenir la proposition :

Proposition 3.5. Supposons k �ni de caractéristique p et considérons un tore
stablement rationnel T sur K0. Soit Y un espace principal homogène sous T tel
que Y (AK0) 6= ∅ et qui devient trivial sur une extension �nie de K0 de degré non
divisible par p. Alors Y véri�e le principe local-global.

Démonstration. Comme T est stablement rationnel, il existe une résolution de T :

0→ T ′ → R→ S → 0

où R et S sont des tores quasi-triviaux (proposition 6 de [CTS77]). Or la remarque
2.9 impose que X2(K0, R)non−p est trivial. On en déduit que X2(K0, T

′)non−p = 0,
et le théorème 2.8 permet de conclure que X1(K0, T )non−p = 0.

3.3 Approximation faible

On suppose dans ce paragraphe que p = 0. En particulier, k est de caracté-
ristique nulle. Pour M un Gal(Ks

0/K0)-module discret, on note X2
ω(K0,M) l'en-

semble des éléments de H2(K0,M) dont la restriction à H2(K0,v,M) est triviale
pour presque tout v ∈ X(1)

0 . On rappelle la dé�nition 2.1 du chapitre 2 :
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Dé�nition 3.6. Soit T un K0-tore. On dit que T véri�e l'approximation faible
si T (K0) est dense dans

∏
v∈X(1)

0
T (K0,v), où le groupe T (K0,v) est muni de la

topologie v-adique pour chaque v. On dit que T véri�e l'approximation faible
faible (resp. l'approximation faible faible dénombrable) s'il existe une partie

�nie (resp. dénombrable) S0 de X
(1)
0 telle que, pour toute partie �nie S de X

(1)
0

n'intersectant pas S0, le groupe T (K0) est dense dans
∏

v∈S T (K0,v).

Exactement comme dans la section 9 de [CTH15], dans la section 3 de [HSSz15]
ou encore dans la section 2 du deuxième chapitre de cette thèse, on peut com-
prendre l'obstruction à l'approximation faible :

Théorème 3.7. Soit T un K0-tore de module de caractères T̂ et de tore dual T ′.
On note T (K0) l'adhérence de T (K0) dans

∏
v∈X(1)

0
T (K0,v).

(i) Supposons d = −1 (par exemple k = C). On a la suite exacte :

0→ T (K0)→
∏

v∈X(1)
0

T (K0,v)→ (X2
ω(K0, T̂ ))D → (X2(K0, T̂ ))D → 0.

Le tore T véri�e toujours l'approximation faible faible, et il véri�e l'approxima-
tion faible si, et seulement si, X2(K0, T̂ ) = X2

ω(K0, T̂ ).
(ii) Supposons que d = 0 (par exemple k = C((t))). On a la suite exacte :

0→ T (K0)→
∏

v∈X(1)
0

T (K0,v)→ (X2
ω(K0, T

′))D → (X2(K0, T
′))D → 0.

Le tore T véri�e l'approximation faible si, et seulement si,X2(K0, T
′) = X2

ω(K0, T
′).

Le tore T véri�e l'approximation faible faible si, et seulement si, le groupe de
torsion X2

ω(K0, T
′) est de type co�ni. Le tore T véri�e l'approximation faible

faible dénombrable si, et seulement si, le groupe de torsion X2
ω(K0, T

′) est dé-
nombrable.

Démonstration. (Esquisse). Voici les grandes étapes pour (i) :
1. Pour F un Gal(Ks

0/K0)-module �ni, on établit une suite exacte :

H1(K0, F
′)→ P1(K0, F

′)→ H1(K0, F )D

où F ′ = Hom(F, µn) et P1(K0, F
′) est le produit restreint des H1(K0,v, F

′) pour
v ∈ X(1) par rapport aux H1(Ov, F ′).

2. En dualisant la suite exacte précédente, on montre que, pour F un Gal(Ks
0/K0)-

module �ni et S une partie �nie de X(1)
0 , on a une suite exacte :

H1(K0, F )→
∏
v∈S

H1(K0,v, F )→X1
S(K0, F

′)D →X1(K0, F
′)D → 0,

oùX1
S(K0,M) = Ker

(
H1(K0,M)→

∏
v∈X(1)

0 \S
H1(K0,v,M)

)
pour chaque mo-

dule galoisien M .
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3. L'exploitation de la suite exacte précédente avec F = µn permet de montrer que
X2

S(K0,Z) = X2(K0,Z). D'après le théorème 2.8, c'est un groupe de torsion
de type co�ni divisible. De plus, l'égalité X2

S(K0,Z) = X2(K0,Z) permet de
véri�er que le théorème est vrai pour les tores quasi-triviaux.

4. Comme le théorème est vrai pour les tores quasi-triviaux, le lemme d'Ono (théo-
rème 1.5.1 de [Ono61]) permet de supposer que T admet une résolution :

0→ F → R→ T → 0

avec F �ni et R tore quasi-trivial. Cela donne un diagramme commutatif :

R(K0) //

��

T (K0) //

��

H1(K0, F )

��

// 0

∏
v∈S R(K0,v) //

��

∏
v∈S T (K0,v) //

��

∏
v∈S H

1(K0,v, F )

��

// 0

0 //X2
S(K0, R̂)D //X2

S(K0, T̂ ) //X1
S(K0, F

′) // 0.

Les deux premières lignes sont bien sûr exactes, et on peut montrer que la
troisième l'est aussi grâce à l'étape 3. En utilisant encore l'étape 3, une chasse
au diagramme permet d'établir une suite exacte :

0→ T (K0)S →
∏
v∈S

T (K0,v)→ (X2
S(K0, T̂ ))D,

où T (K0)S désigne l'adhérence de T (K0) dans
∏

v∈S T (K0,v). En passant à la
limite projective sur S, on obtient l'exactitude de :

0→ T (K0)→
∏

v∈X(1)
0

T (K0,v)→ (X2
ω(K0, T̂ ))D.

5. L'exactitude de∏
v∈X(1)

0

T (K0,v)→ (X2
ω(K0, T̂ ))D → (X2(K0, T̂ ))D → 0

s'obtient en dualisant la suite exacte :

0→X2(K0, T̂ )→X2
ω(K0, T̂ )→

⊕
v∈X(1)

0

H2(K0,v, T̂ ).

6. De la suite exacte :

0→ T (K0)→
∏

v∈X(1)
0

T (K0,v)→ (X2
ω(K0, T̂ ))D → (X2(K0, T̂ ))D → 0

on déduit que T véri�e l'approximation faible si, et seulement si, X2(K0, T̂ ) =
X2

ω(K0, T̂ ). et qu'il véri�e l'approximation faible faible si, et seulement si,
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X2(K0, T̂ ) est d'indice �ni dans X2
ω(K0, T̂ ). En utilisant une résolution �asque

de T , on peut montrer que X2
ω(K0, T̂ ) = X2

ST
(K0, T̂ ), où ST désigne l'ensemble

des places v ∈ X(1)
0 de mauvaise réduction de T . Ainsi, X2(K0, T̂ ) est toujours

d'indice �ni dans X2
ω(K0, T̂ ) et T véri�e l'approximation faible faible.

Remarque 3.8. • La preuve de (ii) est similaire.
• Comme dans la remarque 2.9, on pourrait obtenir un résultat pour l'approxi-
mation faible dans le cas où d est quelconque en faisant intervenir les complexes
de Bloch.
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Dualité et principe local-global sur les corps de fonctions

Mots-clefs : corps de fonctions, dualité arithmétique, groupes algébriques, principe local-global, tor-
seurs, approximation faible, cohomologie galoisienne, corps locaux supérieurs, anneaux locaux de di-
mension 2.

Dans cette thèse, nous nous intéressons à l'arithmétique de certains corps de fonctions. Nous
cherchons à établir dans un premier temps des théorèmes de dualité arithmétique sur ces corps, pour
les appliquer ensuite à l'étude des points rationnels sur certaines variétés algébriques.

Dans les trois premiers chapitres, nous travaillons sur le corps des fonctions d'une courbe sur
un corps local supérieur (comme Qp, Qp((t)), C((t)) ou C((t))((u))). Dans le premier chapitre, nous
établissons sur un tel corps des théorèmes de dualité arithmétique � à la Poitou-Tate � pour les mo-
dules �nis, les tores, et même pour certains complexes de tores. Nous montrons aussi l'existence, sous
certaines hypothèses, de certaines portions des suites exactes de Poitou-Tate correspondantes. Ces
résultats sont appliqués dans le deuxième chapitre à l'étude du principe local-global pour les algèbres
simples centrales, de l'approximation faible pour les tores, et des obstructions au principe local-global
pour les torseurs sous des groupes linéaires connexes. Dans le troisième chapitre, nous nous penchons
sur les variétés abéliennes et établissons des théorèmes de dualité arithmétique � à la Cassels-Tate �.
Cela demande aussi de mener une étude �ne des variétés abéliennes sur les corps locaux supérieurs.

Dans le quatrième et dernier chapitre, nous travaillons sur les corps des fractions de certaines al-
gèbres locales normales de dimension 2 (typiquement C((x, y)) ou Fp((x, y))). Nous établissons d'abord
un théorème de dualité en cohomologie étale � à la Artin-Verdier � dans ce contexte. Cela nous permet
ensuite de montrer des théorèmes de dualité arithmétique en cohomologie galoisienne � à la Poitou-Tate
� pour les modules �nis et les tores. Nous appliquons �nalement ces résultats à l'étude de l'approxima-
tion faible pour les tores et des obstructions au principe local-global pour les torseurs sous des groupes
linéaires connexes.

Duality and local-global principle over function �elds

Keywords : function �elds, arithmetic duality, algebraic groups, local-global principle, torsors, weak
approximation, Galois cohomology, higher-dimensional local �elds, 2-dimensional local rings.

In this thesis, we are interested in the arithmetic of some function �elds. We �rst want to establish
arithmetic duality theorems over those �elds, in order to apply them afterwards to the study of rational
points on algebraic varieties.

In the �rst three chapters, we work on the function �eld of a curve de�ned over a higher-dimensional
local �eld (such as Qp, Qp((t)), C((t)) or C((t))((u))). In the �rst chapter, we establish "Poitou-Tate
type" arithmetic duality theorems over such �elds for �nite modules, tori and even some complexes of
tori. We also prove the existence, under some hypothesis, of parts of the corresponding Poitou-Tate
exact sequences. These results are applied in the second chapter to the study of the local-global prin-
ciple for central simple algebras, of weak approximation for tori, and of obstructions to local-global
principle for torsors under connected linear algebraic groups. In the third chapter, we are interested in
abelian varieties and we establish "Cassels-Tate type" arithmetic duality theorems. To do so, we also
need to carry out a precise study of abelian varieties over higher-dimensional local �elds.

In the fourth and last chapter, we work on the �eld of fractions of some 2-dimensional normal local
algebras (such as C((x, y)) or Fp((x, y))). We �rst establish in this context an "Artin-Verdier type"
duality theorem in étale cohomology. This allows us to prove "Poitou-Tate type" arithmetic duality
theorems in Galois cohomology for �nite modules and tori. In the end, we apply these results to the
study of weak approximation for tori and of obstructions to local-global principle for torsors under
connected linear algebraic groups.


