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Résumé

Les matériaux ferromagnétiques possedent la propriété de devenir magnétiques,
c’est a dire de s’aimanter, lorsqu’ils sont en présence d’un champ magnétique et
de conserver une partie de leur magnétisation lorsque le champ est supprimé.
C’est pour cette raison, ces matériaux sont devenus d’usage dans des nom-
breux applications industrielles. Le modéle mathématique du micromagnétisme
a été introduit par W.F. Brown (voir [11]) pour décrire le comportement de
I’aimantation dans les matériaux ferromagnétiques depuis les années 40.

Pour étudier ce phénomene, on le transforme en un systeme ’étude de ces
équations donnent les informations physiques attendus dans des espaces ap-
propriés. Dans cette thése on est interessé a des structures minces de films
ferromagnétiques. En pratique, une structure mince est un objet tridimen-
tionnel ayant une ou deux directions prépondérantes comme par exemple une
plaque, une barre ou un fil. Nous étudions le comportement de ’énergie quand
I’épaisseur du film tend vers zéro.

Dans le premier travail, nous généralisons un résultat du a Gioia et James
a des dimensions supérieures a 4. Plus précisement, on considére un domaine
mince borné ferromagnétique dans R™, le but est d’étudier les comportements
asymptotiques de I’énergie libre du domaine mince ferromagnétique.

Dans le deuxieme travail, on s’interesse a une approche dynamique de probleme
micromagnétisme . On étudie le comportement asymptotique des solutions des
équations Landau Lifshitz dans un multi-structure mince ferromagnétique com-
posée de deux films minces orthogonaux d’épaisseur respectif h* et h®. On
distingue différents régimes: lorsque limZ—ZL €]0,00[. On identifie le probleme
limite et on montre que ce dernier est coulf;lé par une condition de jonction sur
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'axe vertical 3, pour tout x3 €] — 3, 5

La troisieme partie est liée a ce dernier travail, nous complétons 1’étude précedente
. hy .
lorsque limy# = 0 et +oo (voir [2]).

Ensuite dans la quatriéme chapitre, on a étudié des phénomenes de micro-
magnétisme dans un multi-structure mince: il s’agit d’un ouvert connexe de R?
composé de deux parties ayant un angle 6 €]0, 7|, le but est d’étudier les com-
portements asymptotiques de 1’énergie libre dans ce domaine lorsque ’épaisseur
tend vers zéro. Il s’agit d’un probléme non convexe et non local. On identifie le
probléme limite, et on montre que 'aimantation m" converge vers une fonc-



tion p = (u®, u®) qui minimise ce dernier. Le probléme limite obtenue est local,
couplé par une condition de jonction p®(xz2,0) = p°(0,z2) pour z2 €] — 3, 5[,

MOTS CLES : ferromagnétisme, micromagnétisme, film mince, multi-structure,
junction, analyse asymptotique, équation Landau Lifschitz, énergie d’échange,
énergie de Zeeman, énergie d’anisotropie, énergie de démagnétisante.



Abstrat

The ferromagnetic materials prossess the property of becoming magnetic when
placed in a magnetic field and conserve a part of this magnetism when the field is
removed. For this reason, these materials have become usual in many industrial
applications. The model micromagnetism was introduce by W. F. Brown in the
40s (see [11]) to describe the behavior of the magnetization from ferromagnetics
materials.

To study thin physical phenomenon, we transform it into a system of partial
differential equation. The results obtained from the study of these equation give
the physical information in this space. In this thesis, we are intersted in thin
ferromagnetic structures. In practice, a thin structure is a three-dimensional
object having one or two direction preponderant. For exemple a plate, a bar
and a wire. We study the asymptotic behavior, as the thickness of the film
tends to zero.

In the first work, We generalize a result due to Gioia and James to dimensions
superior to 4. More precisely, we consider a thin bounded ferromagnetic domain
in R™. The goal is to study the asymptotic behavior, where the free energy of
this thin ferromagnetic domain.

In the second work, we are intersted in a dynamic approach to the problem
micromagnetism. We study the asymptotic behavior of solution of equations
Landau-Lifshitz in a thin multi-structure ferromagnetic, composed of two thin
orthogonal films a thickness h% and h? respectively. We distinguish different
regimes depending on the limit lim Z—,:; €]0, +oo[. We identify the limit problem
and we prove that it is coupled by aTjunction condition on the vertical axis xs,
for all zo €] — 1, 3.

The third part is linked to the second part. We complete the previous work by
studying the cases when lim Z—% =0 and +oo (see. [2]).

Then in the fourth chapter, wenstudy the micromagnetism phenomenon in a thin
multi-structure domain. This domain is an open connected in R3 composed of
two parts forming an angle 6 €]0, 7| between them. The goal is to study the
asymptotic behavior of the free energy in this domain when the thickness tends
to zero, this is non-convex and non-local problem. We identify the limit prob-
lem, and we prove that the magnetization m) converges to y = (u, u?), which
minimizes our limit problem. the obtained limit problem is local, and coupled

by the junction condition p?(z3,0) = p°(0,z2) pour z3 €] — 1, 3[.
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KEYWORDS: Ferromagnetism, micromagnetism, thin film, multi-structure,
junction, asymptotic analysis, Landau-Lifschitz equation, energy exchange, zee-
man energy, anisotropy energy, demagnetizing energy.
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Introduction

0.1 Propriétés des matériaux ferromagnétiques

Les matériaux ferromagnétiques ont la particularité de présenter une aiman-
tation non nulle en ’absence de toute excitation extérieur, et ceci sera une
de leurs importantes caractéristiques. Grace a cette propriété les matériaux
ferromagnétiques sont devenus d’usage dans de nombreux secteurs d’activités
industrielles, par exemples (télécommunication, protection de radar, stockage
informatique,...).

Cette théorie a été developpée par W.F. Brown dans les années 40 (voir [11]),
a pour but d’identifier les principaux phénomeénes intervenant dans la config-
uration de aimantation au sein d’un échantillon et leur associer une énergie.
Les positions d’équilibre correspondent aux minima de I’énergie totale. Il est
également possible d’utiliser un modéle dynamique, décrivant ’aimantation au
cours du temps, en utilisant un systéme introduit par L.D. Landau et E.M.
Lifschitz en 1935 (voir [50]).

0.2 Propriétés de base de ’aimantation

Dans la théorie classique du micromagnétisme, un matériau ferromagnétique
est caractérisé par une aimantation spontannée representée par un moment
magnétique m:
m:QCcR>— §?

ol  est un ouvert borné de R3, il représente d’échantillon dans lequel le
matériau est confiné, S? est la sphere unité de R3, le corps est toujours lo-
calement magnétisé a une aimantation saturée |m(x)| = ms(T), ou T est la
température locale. Soit T, la température de Curie, ms > 0 si T > T, et
ms = 0 sinon. En principe, I'aimantation m n’est pas définie dans l’espace
entier R3, mais uniquement dans 1’échantillon € du matériau ferromagnétique.
Dans toute la suite, on considérera m comme un champ défini sur tout R3, m
prolonge m par 0 a 'exterieur de €2, ce qui permet de donner un sens aux diverses
équations. Dans cette these, le moment magnétique m et le champ magnétique
H sont liés par 'une des équations de Maxwell (sans charge, ni courant)

B=H+m, dans R3

13



14 INTRODUCTION

ot B et H(m) sont définis sur tout R?, avec H(m) = —D(¢ (¢ est le potentiel
magnetique).

0.3 Energie libre du modele classique en micro-
magnétisme

Les moments magnétiques observés sont des minimiseurs (locaux) de 1’énergie

ferromagnétique

(0.3.1) E(m) = /Q (a\Dm|2 +p(m) + %qu — 2fm)dx

nous allons expliquer chaque terme.

0.3.1 L’énergie d’échange

L’énergie d’échange est due a l'existence d'une force responsable a aligner les
spins voisins des deux atomes. Cette contribution est locale, elle dépend des
propriétés microscopiques du matériaux, cette énergie s’écrit:

E.(m) = / a|Dm|?dx,
Q
ou « est le coéflicient d’échange.

0.3.2 L’énergie d’anisotropie

L’anisotropie magnéto-cristalline tient compte des effets d’anisotropie dus a la
structure cristalline du matériau. On en tient compte grace a une fonction paire
et continue
0:8% — R
Nous observons principalement deux cas

e [‘anisotropie unixiale: cette anisotropie se trouve dans les cristaux hexag-
onaux (Co). L ’expression de cette énergie est :

p(m) = —Kim? + Kom;,

ol m, est la composante selon ’axe z du vecteur m, K; et K5 sont les
coefficients d’anisotropie dépendant de la température, les valeurs de ces
coefficients sont tirées de l'expérience (dans les plupart de cas méme Ky
est négligeable) par exemple dans le cas du matériel fer on a K7 = 4,81 x
106Jm=3 et Ky = 1,2 x 10%.

e L’anisotropie cubique: Dans le cas des cristaux cubiques (Fe, Ni), les axes
x, y et z étant choisis le long des axes du cristal, I’expression de 1’énergie
est la suivante:

2 2 2 2 2 2 2 2 9
w(m) = Kl(mxmy +mym; + mimy) + Kaomam,m;
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ou K et K sont les coefficients d’anisotropie dépendant de la température
et m,, my et m, les composantes du vecteur m. A température ambiante,
voici les valeurs calculées pour certains matériaux ferromagnétique (voir

[21])

Matériaux Fe(ce) Ni(cfe) NiggFeag
Ki(Jm™3) 4,81 x 10° —5,48 x 10° 0
Ky(Jm™3) 1,2 x 104 —2,47 x 10° —1,5 x 10°

0.3.3 L’énergie magnétostatique

Le troisieme terme de (0.3.1) représente I'énergie magnétostatique en présence
d’un champ magnétique qu’elle produit par elle méme. En partant des équations
de Maxwell sans charge ni courant, on trouve que le champ magnétique est
déterminé a partir de I'aimantation comme solution du probleme suivant:

div(H (m) + m) = 0, dans R?,
(0.3.2)
rotH(m) = 0 dans R®.

Par conséquent, on obtient

1 1
Epag(m) = 5/Qngdac = E/Rs |D¢|?dzx.

Remarquons que I’énergie magnétostatique exprime une interaction non locale.

0.3.4 L’énergie de Zeeman ou extérieure

L’énergie de Zeeman, ou l’énergie du champ externe, est 1’énergie d’un corps
ailmanté dans un champ magnétique externe, elle est donnée par:

Eept(m) = —2/Qfmdx,

ol f:Q — R3 est le champ extérieur.

0.4 nD-—pD Réduction dimentionnelle des struc-
tures micromagnétiques

0.4.1 Présentation du probleme

Ce travail est publié dans Ricerche di Matematica (2014). Dans ce travail je
géneralise un résultat di & Gioia et James (voir [39]). Ces auteurs ont étudié le
comportement asymptotique d’un film mince ferromagnétique de R?, d’épaisseur
h, h est un paramétre positif qui tend vers zéro. Ce chapitre généralise leur
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résultat, précisement je détermine via une analyse asymptotique 1’énergie libre
d’un domaine ferromagnétique p-dimensionnel dans R", 1 < p < n.

On considére un domaine mince dans R™, défini par 2, = ©x] — h, h[*"PC
R™, ou h est un parametre qui tend vers zéro, © est un ouvert borné de RP. Le
but de ce chapitre est d’étudier le comportement asymptotique, quand h tend
vers zéro, du probleme suivant:

(0.4.1) hnl_p / (Dm|2 + o(m) + %Dzm — 2Fhm> dz,m € H (Q, 5™ 1)

Qp
avec

z € {u € L},.(R") : uwe L*(B), Duc (L*(R")", / udr = 0},
B

(0.4.2)

DzD(dzx = mD(dz, V(el,

]R‘!L R‘n

oil B est un ouvert contenant Qj, ¢ : S"1 = {x € R" : |z| = 1} — [0, +o0]
est une fonction paire continue, Fj, € L?(Qp,, R™), et m = 0 & Pexterieur de Q, et
vérifie les propriétés de base de 'aimantation (voir paragraphe 0.2). La fonction
z : R™ — R est le potentiel magnétique, il est lié & 'aimantation par (0.4.2).
D’apres Visintin (voir [57]), le probléme (0.4.1) admet au moins une solution.
Afin de travailler sur un domaine fixe, on utilise le changement d’échelle suivant

(x/,x”) €eQ— (x/,hm”) € Qp,

ou (z',x") est un point de R", avec & = (21,...,2p) et & = (Tpp1,.r &)
Posons
fu(@) = Fu(z', ha'), x p.p. dans Q,

on va supposer que

(0.4.3) fn—7f faiblement dans L?(2, R™)

quand h tends vers zéro.

0.4.2 Les principaux résultats

En étudiant les comportements asymptotiques de 1’énergie libre on trouve que
nos résultats principaux dépendent de n — p € N*,

Soit
(0.4.4) M ={pe H'(Q,5" ") : uest indépendant de 2" } ~ H (6, 5" ).

Dans le cas n — p > 2, on y établit le résultat suivant:
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Théoréme 0.4.1. Soit m") est une solution minimisante de (0.4.1) et (M) est
lunique solution de (0.4.2) qui correspond & m M) . Alors, il existe une sous-suite
notée aussi (m(h’))h et une fonction 1 € M dépendant de la sous-suite, tels que

m" — i fortement dans H'(Q,S"1),

1
EDx”m(h) — 0  fortement dans L2(Q, S"_l),

Dw’C(h) —0 fortement dans L? (R™),

1 ~
EDQC”C(}L) — & fortement dans L*(R™),
ot fu est une solution de probléme suivant:
EO([I“) = min {EO(N)»/J € M} ’

avec

. Z fii(z")D Pi(z") p.p. dans © x R"7P,
£(z) = i=p+1

0 p.p. dans RP\O x R"7P,

de plus on a
lim B (m™) = Eo ().
lim 37 (m™) = Eo(f1)

Avec

Eo:peM — / (Dot + (1) = 2f p)da+
Q

—_

(0.4.5) ) > /RM (le//Pilg/elm\Qd:c’)dx +

i=p+1

—_

1> /R -~ (D, PiD, P /@ pipyda’ ) do

0,Ji25=pP+1

ou fi;, i € {p+1,...,n} est le i*° composante de fi, et P;, i € {p+1,...,n}
est I'unique solution du probleme suivant:

(0.4.6)
P, € BLy(R"™P),

D,/ PD¢dz’ = / D,,¢dx’,  Vp € BLo(R"P),
Rn—p ]-1,1[—
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ol BLy(R™™P) est lespace Beppo-Levi dans R" P, voir [34] pour plus de detail
en dimension 3.
La preuve du théoreme répose sur la proposition suivante:

Proposition 0.4.1. On suppose quen >3, p>1 et n—p > 2. Soit (mh)h C
L?(Q,R™). Supposons qu’il existe p € L?(Q,R™) qui ne dépend pas de x " tel
que

mp — p fortement dans L*(Q, R™),

quand h tends vers zéro. Soit p, est 'unique solution du probléme (0.4.2) qui
correspond a myp. Alors, on a

D, Ch — 0 fortement dans (L*(R™))P,
1
h

quand h tends vers zéro, ot

D,nC, — & fortement dans (L*(R™))"P,

n

S (@)D Pa"),  pp. dans © x RMP,
§(z) = i=p+1

0, p.p. dans (RP\O®) x R"~P,
avec Py, i € {p+1,...,n}, Uunique solution de (0.4.6). De plus,

1 n " ’
: mag . P 2 12
}llln}) E" Y (my) = 3 E /Rnip |D,» P;|*dx / |ps|“dx +

i=p+1
1 n " !
5 > . D,»P,D,» Pjdx i pripiid .
hLj=p+1
iFJ

Si n —p =1 on prouve le résultat suivant

Théoréme 0.4.2. Soit m™ est une solution minimisante de (0.4.1) et (") est
UVunique solution de (0.4.2) qui correspond a m M. Alors, il existe une sous-
suite de m™ notée aussi (m(h))h et i € M, dépendant de la sous-suite tels que,
pour tout 3 =1,...,.n—1

m" — i fortement dans H'(Q,S"71),
1

hDMm(h) — 0  fortement dans L*(9, ™),

et
D, ¢ — 0 fortement dans L*(R™),

1 -
EDan(h) — [in,  fortement dans L*(R™),
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ot ﬁn est le prolongement par zéro de f[i, sur R", et i est une solution du
probléme suivant:

Eqy(p) = min{Ey(n),p € M}.
De plus, on a

lim B (m™) = Ey (p).
lim 37 (m™) = Eq(f1)

Ou
1
EiipeM— / (01D l? + (1) ~ 2f e + / in 2dz.
Q Q

Comme précédemment pour démontrer ce théoreme on commence par prou-
ver le résultat de convergence de 1’énergie magnétostatique.

0.5 Probleme en présence de poids

Je suis en train de généraliser ces résultats le méme probléme en présence de
poids a®™(z), 8 (z) and v™ () dépendant de h

0.6 Problem with weight

Dans ce travail, je reprends le probleme précedante en prsence de poids. Plus
précisément, on étudie les comportements asymptotiques du probleme suivant:
(0.6.1)

min { hnlfp /Qh (<J<h(JU)Dm|2 + o(m) + %ﬁh(x)DQm — 2Fhm> dz,m € H"(Qp, 3"1)}

a condition que

(0.6.2) div ( -7, (x)D¢ + Bh(x)m> =0 dans R",
oll

(0.6.3) a, € L), B, € L=(), 7, € LZ(R"),
(0.6.4) 0<p,(z), xp.p. dansQy, Vh,

il existe une constante c¢; > 0 tels que
(0.6.5) a1 < ap(z), zp.p. dans Qp, Vh,
et

(0.6.6) c < lh(a:), z p.p. dans R™, Vh.
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Afin de travailler sur un domaine fixe, posons
ap(z) = gh(:cl, ha'), Bulz) = ﬁh(x',hx”), z p.p. dans
Y (x) = lh(x/, hx”), x p.p dans R",
fulx) = Fh(a:/,hx”), z p.p. dans Q,
et supposons que

ap — «  fortement dans L% (Q),
(0.6.7) Br — B fortement dans L=(),

v — v  fortement dans L>°(R™),

De méme, notre résultat principal dépend de n — p. Précisément, sin —p > 2,
je prouve que

Theorem 0.6.1. Soitn > 3, p>1etn—p > 2. Pour tout h, soit m; est
une solution minimisante de (0.6.1) et soit (p, est unique solution de (0.6.2)
qui correspond a my,. Supposons (0.6.3)=(0.6.7). Alors, il existe une sous-suite
notée aussi {mp}n, et i € M, dépendant de la sous-suite, tels que

mp — fi fortement dans H*(Q,S" 1),

1
EDx”mh — 0 fortement dans (L*(Q))""?,

et
D, ¢, —0 fortement dans (L*(R™))?,

1 «
ﬁDmN Ch —¢& fortement dans (L*(R™))""?,
ot fi est une solution de probléme suivant

Eo(p) = min{Eo(pn), pe M}

avec

. Z ﬂi(x/)Diu Pi(z"), p.p. dans © x R"7P,
§(z) = i=p—+1
0, p.p. dans (RP\O) x R"7P

ot Py, 1 € {p+1,...,n}, est Vunique solution de (1.2.1). De plus

lim Ey(mp) = Eo(f1).
h—0
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Avec
Boiwe M — [ (@IDyuf? +olp) = 2fu)dot
1< y o I\,
3 > (IDJ-”PZ-I V| pil dx)dw +
(0.6.8) i=p+1 TRTP ©
1 ~ N
ij=p+1 °
i# ]

Sin —p =1, on prouve le résultat suivant

Théoréme 0.6.1. Soit n > 2 et n —p = 1. Pour tout h, soit my est une
solution minimisante de (0.6.1) et (p, est Uunique solution de (0.6.2) correspond
a my. Supposons (0.6.3)=(0.6.7). Alors, il existe une sous-suite notée aussi
{mu}n, et i € M, dépendant de la sous-suite, tels que

my — i fortement dans H'(Q,S"™1),

%Dznmh — 0 fortement dans L*(%),
et, pour j =1,...,n—1,

Dy ;¢ — 0 fortement dans L*(R™),

1

thn Chn — é,&n fortement dans L2(R"),
0

ou fi est une solution de probléme suivant:
Ey(fr) = min{Ey(n), pe M}
et /in est le prolongement par zero o l'extérieur de Q). De plus on a
lim Eh(mh) = El (ﬂ)
h—0
Avec
ﬁQ

1
EyvipeM— /Q(O‘|Dgc’/~t|2 + () = 2fp)dz + 3 /Q 7|/~Ln|2dff~

0.7 Jonction des films minces ferromagnétiques
en micromagnétisme

Le deuxieme et le troisieme travail est en collaboration avec L. Faella sont con-
sacrés a étudier le comportement asymptotique d’'un modele quasi-stationnaire
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ferromagnétique, composé de deux films minces perpendiculaires, et qui se joint
par une condition de jonction sur (h%zq,z2,0). D’un point de vue physique,
ce modele décrit les propagations d’ondes électromagétiques dans un milieu fer-
romagnétique. Plus précisement, pour n € N, on considere , = Q2 U Qb

avec
2
|: X ]_hlfr)wo[) )

- (L) e

ot {h},cn s {hljl}neN C ]0,1] tel que

DN | =

b
(0.7.1) limh2 = 0 = lim A, lim i _ q € [0,+00].
n n

Un
n h%
D’apres les propriétés de base de I’'aimantation le moment magnétique M induit
un champ magnétique H (M) donnée par

H(M) € (L* (R%))’
(0.7.2) curlH(M) =10 dans D’ (R?)
div (H (M)+ M) =0 dans D' (R?).

Le but de ce travail est d’étudier le comportement asymptotique, quand n
diverge, du probleme quasi-stationnaire suivant

ot ot
avec (0.7.2)

oM oM
Dans ces chapitres ’aimantation M dépend du temps t, soit My ’aimantation
au temps t = 0. Pour My(z) € H(Qy,), |[Mo(X)| =1 p.p et div(Mp) + Mo =0
sous ces hypothéses initiales, probleme (0.7.3) admet au moins une solution

faible M € L> (0,T; H' (2,,)) de telle sorte que 8671\5 € L?(0,T; H' (2,)) (voir

[14] et [57]). En étudiant le comportement asymptotique du probleme (0.7.3),
on remarque que notre résultat dépend de ¢ € [0,4o00]. Dans le chapitre 2
on traite le cas ¢ €]0, +oo[, nous obtenons deux probléemes 2D couplés par un
condition de jonction sur ] — 1, 1[. Soit

Y= (%, 9¥) € H' (Q,5%) x H' (Q°,52) : 4" ne dépend pas de 1,

M:{ ¥® ne dépend pas de x3, ¥?(0,z2,0) = *(0, x2,0), pour z3 p.p. dans }—%, %[

Dans ce chapitre on y établit le résultat suivant

Théoréeme 0.7.1. Soit m, = (m%,mb) est une solution du notre probléme

|
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(0.7.3) avec ces hypothéses initiales:

o = (o) € M.
mé — po fortement dans H' (Q®, S?),

md - g fortement dans H! (Qb, 52) ,

Lng

D, m% — 0 fortement dans L? (Q“,R3) ,

h7 T1=—=no

D,,m? — 0 fortement dans L* (Qb,RS) .

1
hT T3"—=ng
n
n? n
m,,. Alors, il existe une sous-suite (my,), et p= (u*, pb) = ((g‘f,gg,ﬁ) ) (ﬁ?vﬁévﬁé)) S
L>(0,T; M), dépend de la sous-suite de telle sorte que

Notons u, = (u“ ub) lunique solution du Probléme (0.7.2) qui correspond a

m,, — p faible * dans L™ (O,T; M, Sz)
m,, — p fortement dans L? (O,T; L?(Q%) x L? (Qb)) et p. p. dans [0,T] x (Qa U Qb)

ot p est la solution du probleme suivant:

u(t =0) = p, = (ug, 1) € M
= (u* pb) € L= (0,T; M)
vt € [0,T] !H‘ =1 pour p.p. € Q*UN°
op 2
o € 12 (0.1 2% (|4, 3[ x 0.1, 8%) x 22 (] 5", 8*))
YoeD(,T) etg= (ga,gb) eM
f op” op” f op o
= a A a = b a5 b —
/ / <8t +/L/\at>cpgdxdt+/ / <8t —|—,u/\8t>cpgdmdt
?]-3 3 a0l °]-4af

0133 [x0.1( °1-340
Vtel0,T] ) )
2
ope? opb
E, (u(t,)) +/H“ dxdt—i—q/ L dedt < E, ((1(0,)))
= Ot || 2(qa) ot =
0 0 L2(Q°)
ou
a2 2 1 ol? 1 2
Ey(p(t,) = |Dp®|"+q / |Dﬁb| +§ / ’&’ dxgdx3+§q / ‘Hg’ dxidzs.

J=3.3[x0.11 =340 J=3.3 <01l J-43[
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Dans le troisieme travail, on complete ’étude précédente dans les cas ¢ =0
et ¢ = 400, la structure se comporte comme un seul film. Plus précisement,
lorsque ¢ = 0 (c.a.d h? < h%) nous prouvons que le probleme limite se réduit
a un film mince verticale 2D et on perd la condition de jonction. Pareillement,
pour ¢ = +oo (c.a.d h? < h) nous prouvons que le probléme limite se réduit
a un film mince horizontale 2D et on perd aussi la condition de jonction (voir
Chapitre 2).

0.8 Analyse asymptotique de deux films minces
obliques ferromagnétiques

Ce travail est écrit en collaboration avec R. Hadiji. Un multi-domaine mince
est une structure de deux domaines minces qui sont liés par une condition de
jonction, et qui sont tres fins. Gaudiello et Hadiji ont beaucoup étudié sur ce
type de multi-domaine (voir [31], [33],[34]).

0.8.1 Mise en équations du probleme

Dans ce chapitre on considére une multi-structure composé de deux films minces
ferromagnétiques, formé de deux films minces ayant un angle 6 €]0, 7[ et sont liés
par une condition de jonction sur I'axe (h%21, z2,0), V(z1,22) €]—%, 1[x]—1 1.
Plus précisement, on considere Q% = Q2% Qb avecn € N, Qb =] — %, %[ x]—
R 0] et

a0 3 h 11 :
Qo = {({El,(EQ,.’Eg) € R’ : |z1 —cot fyzs| < - (z2,x3) 6]—5, 5[><[07sm90[},

ot he et hb sont les épaisseurs de Q2% et O respectivement, tels que

limh? = 0 = lim A,
(0.8.1)
lim

b
_n
nh‘TlL

=q € [0,+].

Le but de ce chapitre est d’étudier le comportement asymptotique quand n
diverge du probleme suivant:

(0.8.2) min { /9 (a|Dm|? + p(m) + %DC@ —2F,m)dxz,m € H*(Q%, 52)}
avec
z € {u € Li,.(R®) : uw € L*(B), Duc (L*(R%))3, / udr = O},
B
(0.8.3)

DzD({dx = | mD(dx, Y(elU,
R3 Q
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ol B est un ouvert contenant Qif;. Le probéeme (0.8.2) admet au moins une
solution minimisante voir [57]. Afin de travailler sur un domaine fixe, on utilise
le changement de variable suivant:

1 11
(21, 22,23) € Q¥ = {(9017932,303) € R® : [z1 — cot O3] < 3 (w2, 3) €] — 3 §[><]07Sin90[}

0
(O
sin 0

(1 —hi)xs,xe,x3) € int(QfL"go),

X] — 1,0[—) (Il,xg,hzzg) € Ql:v,
Cette fois I'estimation de I’énergie libre du systeme est établie d’une part grace
au résultat de convergence de 1’énergie magnétostatique et d’autre part en util-

isant le résultat de densité suivant.
Soit

Myeg = {“ = (u", 1) € C1(Q2%0,5%) x C(QP, 5?)

1@ ne dépend pas de 1, u® ne dépend pas de z3,

1)1 0x- 1, 3x 1,0 € CH([=35,0] x [=3, 3] x [-1,0], §%),

272

1/ 10, 11x(— 1. 11x(—1,00 € CH([0, 5] % [=3, 5] x [-1,0],5%),

272
42 (22,0) = 5(0,22) ponr a5 €] ~ . ;[}7

et
M= { = (uo, %) € H (@20, 5%) x H'(@, $?) -

1 ne dépend pas 1, 1’ ne dépend pas w3,

1 (z2,0) = pb(0,22), pour 2 p.p. dans | — 3, %[}

Proposition 0.8.1. M,., dense dans M.

0.8.2 Les principaux résultats

En étudiant le comportement asymptotique de I’énergie libre on trouve que nos
b

résultats dépendent de lim,, Z—a =gq € [0, +o0].

Plus précisement, dans le cas ¢ €]0, +oo[ on obtient le résultat suivant:
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Théoréme 0.8.1. Supposons (0.8.1) avec q €]0,+00[. Pour tout n € N, soit

m, = (m&,mb) est une solution minimisante de (0.8.2) et ¢, = (ﬁ,(ﬁ

) est
lunique solution de (0.8.3) qui correspond am,, , soit 5,(11)(302, z3) = [*, m&(x1+
2
cot Opxs, T2, x3)dxy. Alors, il existe une sous-suite (my,)ien et (4%, 4%, €%) €
M x F dépendant de la sous-suite choisie, tel que

mg — i fortement dans H' (Qa0 52),m$’“ — fib fortement dans H' (9", S?),

hi (mg, — 7(111)) — &9 faiblement dans F,

ng

1 .
— Dy, m% — Dy, & fortement dans L*(Q%% R?),

hTL
1p b 0 fort t dans L*(Q°,R?)
35 Daa i ortement dans ,R%),
et
1 ~ -
hTDme{t — sin? Gpf1§ — sin O cos O /i, Dy, (% — 0, Dy, Ct, — 0 fort. dans L?(RY),
1 -
Dw1€rbh — 07 Da:zczl — 07 hTDI3C21 — ﬂg fOTt' dans LZ(REL

quand i et n divergent, ou fﬁ, ﬁg et ﬁg sont les prolongements par zéro de 1§,
fg et il dans R® respectivement, et (j1,£%) est une solution de probleme suivant

Eq(j1,€") = min {Eq (1, £2) : (1,€%) € M x F}.

De plus, on a

ot

Eg: (p*,p6") e M X F —
/Qa)eo <a|(Dw1§“, Dyypt®, Doy pn® — cot 0g Dy, €2 + o(u) + %| sin fou§ — cos 90,u§|2> dr—
2/ f“(xl,xg,xg)u“dx—Zq/ fox1, xg, x3) ulda+
Q% Qb
of <a<Dmub,Dmub>|2 +eolut) + ;ulsilz)dwldzz,

avec

F={feLl?(Q>%): D, feL*Q"%)}.
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Pour ¢ = 0 (i.e. h% < h%), le probléme se réduit & un probléme en 2D (un
film mince vertical), et on perd la condition de jonction. De maniére analogue,
si ¢ = +oo (i.e. h < hl), le probléme se réduit & un probléme en 2D (un film
mince horizontal), et on perd ainsi la condition de jonction.
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Chapter 1

nD — pD Dimensional
reduction of micromagnetic
structures

S. Soueid. n D - p D Dimensional reduction of micromagnetic structures, accepté
pour publication Ricerchie Mat. Doi: 10.1007/s11587-014-0186-8.

Abstract. Starting from a nD, n > 2, non-convex and nonlocal micromag-
netic energy, we determine, via an asymptotic analysis, the free energy of a pD
ferromagnetic domain, 1 < p < n.

Mathematics Subject Classification (2000): 78A25, 74G65, 7T8M35.

Keywords: micromagnetics, variational problem, dimensional reduction.

1.1 Introduction

This paper is devoted to generalize a result due to G. Gioia and R. D. James in
[39]. By starting from the classical micromagnetic energy for a bounded domain
in R™, n > 2 (cf. L. D. Landau and E. M. Lifshitz in [50]), we determine via an
asymptotic analysis, the free energy of a ferromagnetic p-dimensional domain
inR™" 1<p<n.

Magnetic thin-film elements are used in many applications: inductive thin
films heads, magnetic recording, megnetoresistive sensors, thin films memories,
etc. (see [46]).

We consider a thin domain ), = ©x] — h, h["*"PC R™ with small thickness
h, where h is a positive parameter tending to zero, and with cross-section O,
where © is a smooth bounded open subset of RP. The aim of this paper is to
study the asymptotic behavior, as h vanishes, of the following problem
(1.1.1)

min { hnl_p / <|Dm|2 + o(m) + %DC@ — 2Fhm> de, m <€ H (Q, S”1)}
, a, S

29
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subjected to
(1.1.2) div (-D¢+m) =0 inR",

where S"~! = {z € R" : |z| = 1}, ¢ : S"1 — [0,4+00[ is a continuous even
function and Fy, € L?(Qp,,R™). In (1.1.2) it is understood m = 0 in R™ \ §,.

In the classical theory of micromagnetics, if n = 3, m : €, — R? denotes
the magnetization and the body is always locally magnetized to a saturation
magnetization |m(x)| = ms(T) > 0 unless the local temperature T is greater or
equal to Curie temperature depending on the body, in the latter case ms(T") = 0.
This model was proposed by Brown in [11]. We suppose that the temperature
is constant and lower than Curie temperature and, without loss of generality,
we assume that |m| = 1, ie. m(z) € S ! ae. in Q. The function ( :
R3 — R denotes the magnetic field potential. The magnetic field potentiel and
the magnetization m are connected by equation (1.1.2). The energy in (1.1.1)
consists of several contributions. The exchange energy th |Dm|?dz penalizes
the spatial variation of m, driving the body to have large regions of uniform
magnetization separated by thin transition layers. The magnetostatic energy
th D¢mdx = [, |D¢|*dx favors divin = 0 in ), and m - v = 0 on 99, where
v denotes the exterior unit normal to 0€2;. The anisotropy energy th p(m)dx
models the existence of preferred directions of magnetization. The external
(Zeemann) energy th Fymdx favors magnetization parallel to an externally
applied field.

In the sequel, following [17], we reformulate our problem on a fixed domain
Q =0x]—1,1[""P. Precisely, for describing the limit problem, we set

(1.1.3) fo(@) = Fu(z',ha’), zae. inQ,

where r = (x/,a:”) denotes the generic point of R™, with ' = (x1,...,xp) and
¢ = (xpi1,,2n), and we assume

(1.1.4) fn — f weakly in L*(Q,R"),

as h vanishes.
Our main results depend on n — p. Precisely, if n —p > 2, we prove that the
limit problem is given by

(1.1.5)
. 1 & " ,
mm{ / (1D, 1P + ¢(n) = 2/ @)z + 5 / D, Pi*da / P’ +
Q i=pt1/RP S
1 n " ’
= > D, P;D,» Pjdx /umjdx, pe HY(O,58m 1),
2 o Rn—p (C]
,j=p+1

i F ]
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where p;, i € {p+1,...,n}, is the i*" component of y and P;, i € {p+1,...,n},
is the unique solution of the following problem

P; € BLo(R"?),
D P,D,¢dz = / D,,¢dx’,  Vé € BLy(R"P),
Rn—P ]-1,1[r—

BLo(R™P) denoting the Beppo-Levi space on R"7? (cf. Section 1.2) and
(xp+1,- -+ ,Tp) the generic point of R* 7.

Remark 1.1.1. If ¢ = 0 and f = 0, the solutions of (1.1.5) are given by

P
constant fields (c1, ..., ¢p, 0,...,0) with Zc? = 1. This last claim follows imme-
i=1
diately from the fact that
(1.1.6)
> / |D, Pif2dz” / il ?da’ +
i=p+17R"7P ©
n n
Z DI//PZ'DIHP]‘CZQJ / ,uiujdx = / | Z /,LiDmHIDi‘QdQL‘
. Rn—P S oxrr—r )
hj=p+1 b
iFj

and that D« P;, i =p+1,--- ,n, are linearly independent.

In the case n — p = 1, we prove that the limit problem is given by

1
(1.1.7)  min { / (\DIIMI2 + (i) + 5 lunl* = 2fu)dx, pe Hl(@,S"—l)},
Q

W denoting the last component of u.

Remark 1.1.2. If ¢ = 0 and f = 0, the solutions of (1.1.7) are given by

n—1
constant fields (c1, ..., cn—1,0) with Z cZ=1.
i=1

Remark 1.1.3. We point out that the limit problem remains non-convez, but
1t becomes local and it depends on n — p. Roughly speaking, the limit problem
behaves as a ferromagnetic thin film if n —p = 1, while it behaves as a thin wire
ifn—p>2.

Several results regarding the study of a single ferromagnetic thin film via
dimensional reduction appear in literature. In [39] the authors proved that the
limit energy becomes local. In [19] and [49], the authors considered also others
regimes. The time dependent case was treated in [5] and in [12]. In [41] and
[42], the authors studied a micromagnetic thin film with degenerate exchange
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energy. Other models of micromagnetic thin films were proposed in [2], [3] and
[62]. For related problems, some interesting regularity theorems were obtained
in [43]. A ferroelectric thin film was studied in [35].

For ferromagnetic thin wires we refer to [15], [53] and [55].

In what concerns the study of ferromagnetic multistructures, we refer to [33]
for two joined thin films, to [34] for two joined thin wires and for a thin wire
in junction with a thin film. We explicitly remark that formula (1.1.5) was
obtained in [34] in the case n = 3 and p = 1. For junction 1D-2D we refer to
[31] and [36]. For junction 1D-1D we refer to [32].

1.2 Some preliminary results

Let
BL(R"P) = {u €D (R"P): Due (LQ(R”‘P))”_"}-

BLy(R™?) = BL(R"?)/R endowed with the inner product

(u,v)pr, = / DuDwvdy.
Rn—p

is a Hilbert space (see [18]). Consequently, for every ¢ in {p + 1,...,n} and for
every ¢ = (Cpt1, ..., Cn) € R"7P, the following problems
(1.2.1)

P € BLy(R™P),

D, PD,pda” = / Dy,bde”, Vo € BLy(R™P),
Rnr—P ]-1,1[n—P
(1.2.2)
P. € BLo(R"™P),
DI”PCDZE” ¢d$” - / CDJ:” (bdﬂf//, V(b S BLO(Rn_p)a
Rm—p ]-1,1[»—»

admit a unique solution. Moreover, it is evident that

i=p+1
By using a result of Kryloff (cf. [54], Th. XV, page 181) one has

Proposition 1.2.1. If n —p > 3, then

2(n—p)

BL(R"P) = {u €Ly " (R"P): Due (LZ(R"”’))"*T’}

loc
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If n—p=2, then

BL(R?) = {ue N Li.(R?):Duc (L2(R2))2}.

ek loc
We conclude this section recalling the Poincaré’s Lemma.
Lemma 1.2.2. Let (&)icq1,...s3 € (L2(R®))*, s > 2. Suppose that
(1.2.4) 0:¢;=0;¢ inD(RY), Vi,j=1,..s.
Then, there exists a unique ¢ € BLo(R®) such that
(1.2.5) Dy =¢.

Proof. The fact that 0;§; = 0;& in D’'(R®) ensures the existence of ¢ € D'(R®)
such that £ = Dy (cf. [54], Th. VI, page 59). ¢ is unique up to a constant. On
the other hand, since Dy € (L?(R®))*, it results that ¢ € BL(R?).

O

1.3 The setting of the problem

Let B =] — a,a[Px] — 2,2["P, where a is a positive constant such that © C
| — a,alP, and set

=u 1 nYy . 2 m 2 ny\\n T = .
u_{ € LL (R") : uwe L3(B), Du € (LA(R ))7/BUd 0}

Remark that U is contained in L?

7 o(R™) and it is a Hilbert space with the inner
product

(u,v) = DuDvdx—l—/ uvd.
Rn B

From the Poincaré-Wirtinger inequality it follows that a norm on U is given by

(u,u)¥ = (/ |Du|2dw) °

Then, for m € L?*(Q,,R"), Lax-Milgram Theorem ensures that the following
problem

z€U,

(1.3.1)
DzD{dx = mD(dx, Y(eU,
R - Qp - -
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admits a unique solution z and it is characterized as the unique minimiser of
the following problem

1
(1.3.2) min{2/ |D§—m|2dx :CEL{},
where it is understood that m = 0 in R™ \ €. Moreover, z belong to H*(R™)
up to additive constant (see. [48]).
Let us consider the following problem
(1.3.3)

1 1
min{ / <Dm|2—|—<p(m)+Dzm—2Fhm) dr:m € Hl(Qh,Sn_l)},
Qn

hn—p

[\

where m and z are linked by (1.3.1), and F,, € L?(Q2). This problem has
at least one solution (compare [57]). In general, the solution of (1.3.3) is not
unique. In fact, if my, is a solution of (1.3.3) with Fj, = 0, then also —m,, is a
solution.

The aim of this paper is to study the asymptotic behavior of problem (1.3.3),
as h vanishes.

1.4 The rescaled problem

In this section, we reformulate problem (1.3.3) on a fixed domain, using the
following rescaling o, S,
(x,2 )eQ— (x ,hx )€ Qy,

1"

where 2 = (1, @p), * = (Tp+1, ..., Ty), and denoting with f; the function
defined in (1.1.3). Namely, U defined in previous section is rescaled in the
following one

(1.4.1) U, = {< € L}, .(R™) : ¢ € L*(By), D¢ € (LAR™)", Cdr = 0} ,
By,
where By, =] —a,a[P x]— %, 2[*7P. Then, for every m € L?(€2, R™), the rescaling
of equation (1.3.1)
(1.4.2)
z € Up,

1 1 1
/ (Dm/z, EDZ” Z)(Dz/<7 EDz”C)dx = /Qm(Dmlg, EDr” C)dl’, VC € Uy,

admits a unique solution z, which is also the unique solution of the following
problem

(1.4.3) min{jn(C) : ¢ € Un},

where

, 1 1 2
(1.4.4) Jh 1 CEeEUp — 3 (D, ¢, ED;c”O —m| dz,
Rn
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understanding m = 0 in R™\ Q. Remark that 2 belong to H*(R™) up to additive
constant.
Let

1 1 1
En:me HY(Q,8" ) — / (|(szm7 EDIHm)P + p(m) + §(Dm/z, EDruz)m — thm>dx,
Q

where m and z are linked by (1.4.2). Then, the function defined by my, (', hz'"),
with my, solution of (1.3.3), solves the following problem

(1.4.5) min {Eh(m) :m € HY(Q, S“l)}.

The goal of this paper becomes to study the asymptotic behavior, as h vanishes,
of problem (1.4.5).
By setting

(1.4.6) Ee(m) = / n

from (1.4.2) it follows that
(1.4.7)

Bu(m) = | (‘(szm,,tDm//m

2

+ o(m) — 2fhm> dz+E]"(m), V¥Yme H'(Q,S" ).

1.5 The main results
Let
(151) M= {M € H'(Q, 8™ ') : p is independent of a://} ~ H'(0,5").

Forn—p > 2, let

Boswe M — [ (Dyuf? +oln) ~2fu)dot

1< / o / o)
— D, P;|*dx Wil “dr +
5 > RW\ | e| |

(1.5.2) i=pt1

N =

> D, P,D, . Pdz’ / pripda
.o Rn—P ©
hj=p+1

i FJ

The following theorem contains our first main result.
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Theorem 1.5.1. Letn >3, p > 1 and n —p > 2. For every h, let my, be a
solution of (1.4.5) and let ( be the unique solution of (1.4.3) corresponding to
mp. Assume (1.1.4). Then, there exist a subsequence of {mp}n, still denoted by
{mn}n, a subsequence of {Cp}n, still denoted by {Cp}n, and i € M, depending

on the selected subsequence, such that

(1.5.3) mp — i strongly in H' (9, 8™ 1),
1
(1.5.4) EDx”mh — 0 strongly in (L*(Q))"7P,
and
D, ¢ —0 strongly in (L?(R™))P,
(1.5.5)

1
h

as h vanishes, where [i solves
(1.5.6) Eo(f) = min{Eo(p), ne€ M}

and

n

D, Cp — éc strongly in (LQ(]R”))n—p7

Z lzi(xl)Dw//Pi(CC”), a.e. in © x R"7P,

(15.7) &)= 5

0, a.e. in (RP\O®) x R"7P,

with P;, i € {p+1,...,n}, the unique solution of (1.2.1). Moreover, the conver-

gence of the energies hold true for the whole sequence, i.e.
(1.5.8) lim E}(my) = Eo(f).
h—0

In the case n —p =1, let

1
(1.5.9) Ei:peM— /Q(|Dm/u|2 +o(p) —2fu+ §|un|2)dm.

The following theorem contains our second main result.

Theorem 1.5.2. Letn > 2 and n—p = 1. For every h, let my, be a solution of
(1.4.5) and let (}, be the unique solution of (1.4.3) corresponding to my,. Assume
(1.1.4). Then, there exist a subsequence of {mp}n, still denoted by {mp}n, a
subsequence of {Cptn, still denoted by {Cptn, and i € M, depending on the

selected subsequence, such that

(1.5.10) my, — fi strongly in H'(Q,S™™1),

1
(1.5.11) EDInmh — 0 strongly in L*(Q),
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and
. 2 n .
D, ¢p — 0 strongly in L*(R™), Vj=1,..,n—1,
(1.5.12) ]
EDI"Ch — [in,  strongly in L*(R™),
where [i solves
(1.5.13) Er(p) = min{Ey(n), pe M}

and fzn denote the zero-extension of [i,, to R™. Moreover, the convergence of the
energies hold true for the whole sequence, i.e.

(1.5.14) lim Ej,(mn) = B1 ().
h—0

Remark 1.5.3. In previous theorems, in the cases where the limit is zero the
convergences hold true for the whole sequence.

1.6 The proof in the case n —p > 2

We begin by proving a general convergence result for the magnetostatic energy.

Proposition 1.6.1. Letn >3, p>1 andn—p > 2. Let {mp}n C L2(,R").
Assume that there exists u € L?(Q,R™) independent of x such that

(1.6.1) mp — pu strongly in L*(Q,R™),

as h vanishes. Moreover, let (}, be the unique solution of (1.4.3) corresponding
to my. Let E;" be defined by (1.4.6). Then, it results

D, C, — 0 strongly in (L*(R™))P,
(1.6.2) 1
EDI,, Chn — & strongly in (LQ(Rn))nipv

as h vanishes, where

n
Z Mi(x,)DzuPi(xN), a.e. in © x R"7P,
(1.6.3)  &(@) =19 S

0, a.e. in (RP\O®) x R" 7P,
with P;, i € {p+1,...,n}, the unique solution of (1.2.1). Furthermore,

1 " 1" !
. mag _ 12 12
fim Bt =5 37 [ 1D R [ i+

i=p+1
(1.6.4) 1 n ) /
= > D, P;D, P;dx / pipda.
2 .o Rn—p ©
L,j=p+1

]



38 CHAPTER 1. nD — pD Dimensional reduction

Proof. The proof is developed in several steps and it is inspired by [34]. In the
sequel, ¢ denotes any positive constant independent of h.

By choosing ¢ = 0 as test function in (1.4.3) corresponding to m;, and using
the fact that |my| = 1, one derives

1Dy Culltrameyye < ¢

(1.6.5) 2 Vh.

<6

1
=D Ch
H h—* (L2(R))n—p

Since ¢;, € H'(R™) up to an additive constant and n > 3, the Sobolev-Gagliardo-
Nirenberg inequality and (1.6.5) provide

(1.6.6) 1< +enll <S¢, Vh,

2n_

w2 (k)
for a sequence {cp,}, C R. Estimates (1.6.5) and (1.6.6) ensure the existence of
a function ¢ € L7z (R™), with D¢ € (L2(R™))™ and ¢ independent of z", and a
function & = (€pi1, ..., &) € (L?(R™))""P such that on extraction of a suitable
subsequence (not relabelled)

Chten—¢C weakly in L7 (R™),
(1.6.7)
D¢, — D¢ weakly in (L*(R™))",
1
(1.6.8) EDa:”Ch —~¢ weakly in (L?(R"))"~P,

as h vanishes. Moreover, the fact that ¢ is independent of 2" and D¢ €
(L?(R™))™ provide

400> [ |DePde> | ( |D1f<|2da:’) ' = - o) [ |D.CPdr
n ]a7b[n—p Rp Rr
Va,b € R with a < b,

which gives that ¢ is independent of x/7 too. Then, ¢ = 0, since zero is the only
2n
constant in L»=2 (R™). Consequently, from (1.6.7) it follows that

(1.6.9) D¢, — 0 weakly in (L*(R™))",

as h vanishes, and this convergence holds true for all the sequence.
The next step is devoted to identify £. To this aim, starting from

1 1
D:vj (hD:I/’lCh) = D{L’,, (hD:EJCh) ’ in D/(Rn)u VZ,] = p+ 1u ey Ty
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and using (1.6.8), we derive
(1.6.10)

&Dy pde = | D, pdx, Yo € HY(R™), Vi,j=p+1,..,n.
R™ R™

If we choose p(z) = ¢(z”)x(x) in (1.6.10), with ¢ € H'(R"P) and