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Résumé

Nous nous intéressons dans cette these, a ’étude de certaines méthodes numériques
de type Krylov dans le cas symplectique, en utilisant la technique de blocs. Ces méthodes,
contrairement aux méthodes classiques, permettent a la matrice réduite de conserver
la structure Hamiltonienne ou anti-Hamiltonienne ou encore symplectique d'une ma-
trice donnée. Parmi ces méthodes, nous nous sommes intéressés a la méthode d’Ar-
noldi symplectique par bloc que nous appelons aussi bloc J-Arnoldi. Notre but es-
sentiel est d’étudier cette méthode de fagon théorique et numérique, sur la nouvelle
structure du K-module libre R?"*2% avec K = R?**?% olt s << n désigne la taille des
blocs utilisés. Un deuxieme objectif est de chercher une approximation de ’epérateur
exp(A)V, nous étudions en particulier le cas ou A est une matrice réelle Hamilto-
nienne et anti-symétrique de taille 2n x 2n et V' est une matrice réctangulaire ortho-
symplectique de taille 2n x 2s sur le sous espace de Krylov par blocs K,,(A,V) =
blockspan{V, AV,..., A"~'V} en conservant la structure de la matrice V. Cette ap-
proximation permet de résoudre plusieurs problemes issus des équations différentielles
dépendants d’un parametre (EDP) et des systemes d’équations différentielles ordi-
naires (E'DO). Nous présentons également une méthode de Lanczos symplectique par
bloc, que nous nommons bloc J-Lanczos. Cette méthode permet de réduire une matrice
structurée sous la forme J-tridiagonale par bloc. Nous proposons des algorithmes basés
sur deux types de normalisation : la factorisation SR et la factorisaion R’ R. Dans une
derniere partie, nous proposons un algorithme qui généralise la méthode de Greville
afin de déterminer la pseudo inverse de Moore-Penrose bloc de lignes par bloc de lignes
d’une matrice rectangulaire de maniere itérative. Nous proposons un algorithme qui
utilise la technique de bloc. Pour toutes ces méthodes, nous proposons des exemples
numériques qui montrent 'efficacité de nos approches.

Mots clés : Matrice structurée (Hamiltonienne, anti-Hamiltonienne, symplectique),
Arnoldi symplectique, Lanczos symplectique, sous espace de Krylov, matrice JJ—tridiagonale,
matrice J—triangulaire, matrice J—Hessenberg, factorisation SR, factorisation R’ R,
Householer symplectique, réflecteur symplectique, pseudo-inverse, inverse généralisée
de Moore Penrose.



Abstract

We study, in this thesis, some numerical block Krylov subspace methods. These
methods preserve geometric properties of the reduced matrix (Hamiltonian or skew-
Hamiltonian or symplectic). Among these methods, we interest on block symplectic Ar-
noldi, namely block J—Arnoldi algorithm. Our main goal is to study this method, theo-
retically and numerically, on using R?"*%¢ as free module on (R**%¢ + x) with s < n
the size of block. A second aim is to study the approximation of exp(A)V, where A is a
real Hamiltonian and skew-symmetric matrix of size 2n x 2n and V' a rectangular matrix
of size 2n x 2s on block Krylov subspace K,,(A,V) = blockspan{V, AV, ... A™" 1V},
that preserve the structure of the initial matrix. This approximation is required in many
applications. For example, this approximation is important for solving systems of or-
dinary differential equations (ODESs) or time-dependant partial differential equations
(PDEs). We also present a block symplectic structure preserving Lanczos method, na-
mely block J—Lanczos algorithm. Our approach is based on a block J—tridiagonalization
procedure of a structured matrix. We propose algorithms based on two normalization
methods : the SR factorization and the R/ R factorization. In the last part, we propose
a generalized algorithm of Greville method for iteratively computing the Moore-Penrose
inverse of a rectangular real matrix. Our purpose is to give a block version of Greville’s
method. All methods are completed by many numerical examples.

Keywords : Structured Matrix (Hamiltonian, skew-Hamiltonian, Symplectic), Sym-
plectic Arnoldi method, Symplectic Lanczos method, Krylov subspace, J—tridiagonal
matrix, J—triangular matrix, J—Hessenberg matrix, SR factorization, R’ R factoriza-
tion, Symplectic Householder, Symplectic reflector, Generalized Moore-Penrose inverse.
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Notations

Nous résumons ici les notations les plus courantes qui seront utilisées tout au long

de ce manuscrit.

U
C
R

€k
exp(A)
rg(A)
tr(A)
det(A)

span(ey, eg, . . .

Fin de la démonstration

Corps des nombres complexes
Corps des nombres réels
J—produit scalaire

la norme euclidienne de vecteur x.
Matrice transposée de A

Matrice transconjuguée de A
J—transposé de A

Pseudo-inverse de A

Matrice nulle d’ordre n

Matrice identité d’ordre n
Conjugué du nombre complexe z
kime vecteur colonne de la matrice identité
Exponentielle de la matrice A
Rang de la matrice A

Trace de la matrice A
Déterminant de la matrice A

Sous-espace engendré par la famille (eq, e, ...

,€n)



Chapitre 1

Introduction

1.1 Objectifs de cette these

En algebre linéaire, une matrice par bloc ou matrice partitionnée est une matrice
pouvant étre divisée en matrices rectangulaires de dimension inférieure appelées blocs
ou sous-matrices. Cette technique est utilisée pour alléger les calculs sur les matrices, les
développements en colonnes et lignes et autres applications en informatique. Comme par
exemple, les matrices tridiagonales par blocs sont parfois rencontrées dans les solutions
numériques des problemes d’ingénierie et plus particulierement en mécanique des fluides
numériques.

Nous nous intéressons dans cette these, a I'’étude des méthodes numériques de
type sous espace de Krylov adaptées aux matrices structurées (Hamiltonienne, anti-
Hamiltonienne et symplectique), en utilisant la technique de bloc. Parmi ces méthodes,
nous utilisons la méthode d’Arnoldi symplectique par bloc et la méthode de Lanczos
symplectique par bloc. Ces méthodes sont construites de telle sorte que la conservation
de la structure d’origine de la matrice soit garantie lors du processus de réduction de
celle-ci, ce qui permet de donner des méthodes numériques moins cotiteuses et plus
précises.

Une matrice M € R?"*?" est dite Hamiltonienne si elle s’écrit sous la forme suivante,

A R
w-(2 1) -

ol A, G et R € R™™ et vérifient GT =G et RT = R



Cette matrice est obtenue a partir de I’équation matricielle de Riccati définie par

G+ AX + XAT - XRX =0 (1.2)

Le calcul de la solution de 1’équation algébrique de Riccati (1.2), intervient dans
plusieurs domaines nous citons a titre d’exemple, le controle optimal, le traitement
de signal ([31], [32], [35], [36]), comme par exemple, le probleme de controle linéaire
quadratique (LQ) suivant :

+o0
min / [y Gy(t) + u(t) u(t)dt
0
ou y(t) € R™ et u(t) € R™ vérifient I’équation différentielle

{ y/(t) = Ay(t) + Bult) (1.3)

On sait qu’il existe une solution unique @ du probleme (LQ). Sous des hypotheses
classiques, u est donnée par la loi de feedback

a(t) = ~B"Xg(t)
oit X > 0 est solution de (1.2) avec R = BBT.

L’équation différentielle (1.3) est obtenue a partir de la discrétisation d’un probleme
d’équations aux dérivées partielles (EDP). Comme par exemple, I’équation de diffusion
suivante :

Yt = Yaa
y(0,1) = u(t)
yo(1,8) =0

L’utilisation de la discrétisation par différence finies sur la variable spatiale  permet
d’aboutir au systeme linéaire suivant :

y (1) = Ay(t) + Bult)

-2 1 0 0
1 -2 1
avec y = (y1,---,yn)", A = o . . . 0 |, B= %61. Pour obtenir la
1 -2 1
0 0o 1 =2
matrice M de (1.1), on pose G = I, et R = BBT = %elef.
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La solution de I'équation (1.2) est liée au calcul de sous espaces invariants de la
matrice Hamiltonienne M associée.

Si les matrices Y, Z, W appartiennent a R™*", avec Z non singuliere et satisfont :
A R Y Y
= %%
alors X =Y Z~! est I'unique solution de (1.2). Donc la résolution de I'équation (1.2) est

liée a la détermination des sous-espaces invariants < ) de la matrice Hamiltonienne

Z
correspondante M.

. . s . . . Py Pro
Maintenant, si on arrive a déterminer une matrice inversible P = ( PP
21 L2

0, Ra

Pll Pll
M = R
(Pm) <P21> H

. Dans ce cas, X = P, P;;" est solution de (1.2). Pour profiter de la structure Hamilto-

telle que P~'M P soit réduite a la forme ( o Fas ), alors on a

nienne de M, nous devons prendre P symplectique ([3]).

Dans cette these, nous allons utiliser deux nouvelles méthodes de factorisation d’une
matrice structurée Hamiltonienne ou anti-Hamiltonienne en utilisant la version symplec-
tique de Gram-Schmidt, et du réflecteur. Ces deux méthodes sont, d’une part, la factori-
sation R’ R ([8]), avec R J—triangulaire et d’autre part, la factorisation SR ([3]). Cette
derniere est nouvelle dans le sens ou il y a un parallélisme entre cette décomposition
et la décomposition Q)R dans le cas Euclidien et le fait qu’elle est facile a implémenter.
Cette factorisation joue un role fondamentale dans 'algebre linéaire et surtout dans les
méthodes numériques qui conservent la structure d’origine d’une matrice structurée. Il
y a deux types de factorisation SR. Dans la premiere S est orthogonale et symplectique
Riy Ry
Ry R
Ry strictement triangulaire supérieure). Par contre, dans la deuxiéme, S est symplec-
Ri1 Ry
Ro1 R
Ry sont triangulaires supérieures et Ry strictement triangulaire supérieure).

et R = est semi-.J-triangulaire ([39], [44]) (R;; triangulaire supérieure et

tique mais non-orthogonale et R = ( ) est J-triangulaire ([12]) (Ry1, Ri2,

La premiere méthode que nous définissons et étudions dans cette these est la méthode
d’Arnoldi symplectique par bloc que nous appellerons aussi J-Arnoldi par bloc. Elle est



utilisée pour déterminer une approximation de 'opérateur exp(A)V d’une matrice Ha-
miltonienne A € R?"*?" et d’une matrice V € R**2?% avec s << n. Notre approche
consiste a approcher exp(A)V dans le sous espace de Krylov par bloc [20]

K (A, V) = blockspan{V, AV, ... A"V}

en utilisant les algorithmes J-Arnoldi par bloc proposés dans ce travail. Cette ap-
proximation permet de résoudre plusieurs problemes, dont les équations différentielles
dépendants d'un parametre (EDP) et les systemes d’équations différentielles ordinaires
(EDO). L’utilisation de méthodes de sous-espace de Krylov dans ce domaine a été
étudiée dans ([14], [15], [17], [21], [29], [26], [43]). Des procédures d’approximations de
exp(A)V préservant les propriétés géométriques de V sont plus efficaces et plus précis
lorsque la matrice A est anti-symétrique et Hamiltonienne ou simplement Hamilto-
nienne. Avec cette approche, certaines méthodes d’intégration géométriques sont plus
efficaces ([16], [34]). Des méthodes basées sur ces conditions ont récemment connues
quelques intéréts, pour plus de détails voir ([17], [19], [29]). Des méthodes préservant
la structure de la matrice ont été appliquées notamment dans le calcul de I'exposant
de Lyapunov, dans les systemes dynamiques, pour la géodésique, etc... voir ([13], [15],
[19], [29]). Voila un exemple qui traite I’étude de la position et la vitesse de la corde de
controle d’un véhicule, la matrice du systeme associé est Hamiltonienne et donnée par

A G

ou
G = diag(1,0,1,0,---,0,1),
F = diag(0,10,0,10,---,10,0),
et
A A
Ay A
A=
0
A —1
0 0 -1
avec

-1
Aii:< 1 8) et Ai,i+1:<_01 8) pour¢=1,--- ,n—1.

Si on considere le systeme suivant :
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avec A = J71S et S est une matrice symétrique & coefficients uniformément répartis,
la matrice A est Hamiltonienne et une approximation de la solution est donnée par

exp(A4)q(0).

La deuxieme méthode présentée dans cette these est la méthode de Lanczos symplec-
tique par bloc que nous nommons J—Lanczos par bloc. Nous présentons 'algorithme de
Lanczos symplectique par bloc pour une matrice Hamiltonienne dans le K-module libre

RZHX2S — R2s><28

, avec K . Cette méthode est basée sur la forme réduite J-tridiagonale

Hamiltonienne par bloc d’'une matrice Hamiltonienne s’écrivant sous la forme suivante,

Les éléments de cette matrice sont des blocs de taille s x s. Nous proposons des
algorithmes basés sur la factorisation SR et la factorisation R’ R.

Ferng, Lin et Wang [26] ont proposé l'algorithme de J-Lanczos qui est basé sur la
forme J-tridiagonale Hamiltonienne suivante :

aq 1 b

a2 bl Cy

M _ (7% bn—l Cn
q1 —a
q2 —Q2

an —Qp,
Ils ont imposé des conditions sur les colonnes de la matrice symplectique
S = [Q1,CI27 oy lns n1,9n+2, 0 7q2n]

qui sont ||g;||2 = 1 et ¢;Lgy+; pouri =1,---  n, dans le but de calculer les coefficients de
la matrice M = S™'HS ainsi que les colonnes de la matrice symplectique S. Par contre,
notre approche a été réalisée sans imposer aucune condition. De plus, notre méthode



est construite de telle sorte que la matrice réduite garde la méme structure d’origine,
ce qui garantit de donner une méthode numérique moins cotiteuse au niveau du calcul
c’est-a-dire en nombre d’opérations et donc numériquement plus précise.

En algebre linéaire, le calcul de l'inverse d’'une matrice est un probleme majeur.
Les méthodes classiques se ramenent souvent a la résolution de systemes linéaire. Le
probleme dans beaucoup d’applications est que la matrice a résoudre est une matrice
rectangulaire ou a un déterminant nul (non inversible). Le systeme n’a alors pas de
solution ou peut admettre une infinité de solutions. L’algorithme congu par Gréville
[28] construit la matrice A™! | ligne par ligne, & partir des colonnes de A. Son principal
intérét vient aussi du fait qu’il peut étre appliquer sur des matrices non inversibles
conduisant ainsi a la nouvelle notion de pseudo-inverse. Dans ce travail, nous avons
introduit une nouvelle méthode itérative permettant de calculer la pseudo-inverse de
Moore-Penrose ([37], [41]) d'une matrice triangulaire en se basant sur la technique par
bloc.

Il existe de nombreuses définitions du pseudo-inverse. En voici quelques unes :

— La pseudo-inverse de Moore-Penrose dans le cas des matrices carrées non inver-
sibles.

— La pseudo-inverse de Drazin [18] qui détermine la matrice qui constitue un point
fixe dans la multiplication par ’exponentiation de matrices carrées au dela d’un
degré fini.

— La pseudo-inverse a gauche et la pseudo-inverse a droite, utiles dans le cas des
matrices non carrées qui ne sont jamais inversibles pour déterminer la factorisation
en valeurs singulieres, et qui ne sont pas nécessairement égaux meéme dans le cas de
transformées non commutatives comme les opérateurs fonctionnels et distributions
non discretes.

1.2 Organisation du manuscrit

Cette these est organisée de la fagon suivante :

— Dans le deuxieme chapitre, nous introduisons quelques outils théoriques utiles
tout au long de ce travail. Nous rappelons quelques définitions et propriétés sur
les matrices structurées et les méthodes de factorisations ainsi que la normalisation
par bloc d’une matrice dans R?"*2s,

— Dans le troisieme chapitre, nous nous intéressons a 1’étude de la méthode d’Ar-
noldi symplectique par bloc pour déterminer une approximation de 'opérateur

6
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exp(A)V. Nous rappelons I'approche de Lopez et Simoncini [33]. Les propriétés et
I’algorithme de la méthode d’Arnoldi sont rappelées et des exemples numériques
sur la conservation des propriétés géométriques de l'opérateur exponentiel sont
donnés. Enfin, une comparaison entre notre approche et celle donnée par Lopez
et Simoncini est détaillée.

— Le quatrieme chapitre concerne I'étude de la méthode de Lanczos symplectique
par bloc. Cette méthode utilise la décomposition SR et R’R. Nous présentons
deux approches qui permettent d’obtenir une matrice J-triangulaire par bloc et
une matrice symplectique. Les algorithmes de ces deux approches sont donnés et
des résultats numériques sont proposés montrant leurs efficacités.

— Pour le cinquieme chapitre nous proposons une méthode itérative pour calculer
le pseudo inverse par bloc d’'une matrice rectangulaire en se basant sur l'algo-
rithme de Greville [28]. Nous commencons par rappeler la définition et les pro-
priétés du pseudo-inverse. L’algorithme de Greville classique est donné. Enfin,
nous présentons 'algorithme de Greville dans sa version par bloc.






Chapitre 2

Outils de développement théoriques

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques outils théoriques qui seront utilisés
tout au long de cette these. Nous donnons également certaines définitions et propriétés
sur les matrices structurées (Hamiltonienne, anti-Hamiltonienne, symplectique). Nous
rappelons ensuite quelques méthodes de factorisation de matrices structurées. Enfin,
nous donnons la méthode de normalisation dune matrice dans le K-module libre R?"*2"
avec K = R2s%2s,

Tout au long de ce travail, nous utilisons la matrice par blocs J € R?**2" définie par,

On I,
J:J2n:<_1— 19) )7

ou O, et I, sont respectivement la matrice nulle et la matrice identité de R™*". La
matrice .J est anti-symétrique et orthogonale, i.e, J,! = JI = —J,,. Notons que J a

comme déterminant +1 et que J? = —1I5,.

Définition 1. La J—transposée d’une matrice réelle A de dimension 2nx2m est définie

par A = JL AT J,,.

Mll M12

Proposition 1. Soit M =
(le Mo,

) une matrice réelle d’ordre 2n x 2m. La



J—transposée de la matrice M est
My, M

Démonstration. Nous avons
M7 = J2TmMTJ2n
B L, O ML, ML ~I, O,
Mg, —Mf,
—Mj, M

O

Proposition 2. Soient A et B deuz matrices dans R**?" nous avons les propriétés

suivantes :
1. (A+B) = A7+ B/
. (AB)! = B’ A’
(A7) =
(AT = (A

pour tout 2 € C, (zA)” =zA
si M € R**? alors :

(a) M7 M = det(M)I,

(b) M7 + M = tr(M)I,

Démonstration. 1. (A+B)’ = JL (A+B) Jy, = JL (A Jop+JL (B)T Jon = (A) +
(B)”.

2. (AB)? = JL (AB)T Jy, = JL (B)T(A)T Jy, et puisque la matrice J, est orthogo-
nale nous obtenons JI (B)T(A)! Jy,=JL (B)T JonJL (AT Jo,=B7 A7,

3. (AN =JL JL Adypdo, = A .
4 (AT = T3 (AT o = (J3, )(AT)H(J5,) = (A7)
Les autres propriétés se démontrent facilement. O

10
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2.2 Matrices structurées

Définition 2. Une matrice M d’ordre n dont les coefficients sont notés (m; ;)i j=1,.n
est dite :
— Symétrique si MT = M.

Diagonale si m; ; =0 pour i # j.

— Tridiagonale inférieure si m; j = 0 pour i < j.
— Tridiagonale supérieure si m;; =0 pour i > j.
— Orthogonale si MTM = MM7T =1,.

Hessenberg supérieure st m; ; = 0 pour ¢ > j + 1.

Dans le cas complexe on remplace la matrice transposée M par la matrice adjointe

M.

2.2.1 Matrice symplectique

Définition 3. Une matrice réelle S, de taille 2n x 2n est dite symplectique si elle

satisfait la condition ST J5,S = Jo,.

R2n X2n

Théoreme 1. Une matrice S € est symplectique si et seulement si S7S = Iy,.

Démonstration. = Supposons que S est symplectique, nous avons S’ S = JI STJ,, S,
et puisque ST.J,, S = Js,, alors nous obtenons S’S = JQTHJQ,L = I,,, sachant que Jy, est
orthogonale.

<= Supposons que S7S = I,, alors nous avons J;STJQHS = [,, et comme Jg;z est
inversible d’inverse Js,,, nous en déduisons donc que S”.J,,S = J,,,. Par conséquent S

est symplectique. O

R2n>< 2n

Proposition 3. 1. Si A et B sont symplectiques dans , alors AB est sym-

plectique.

2. Toute matrice symplectique A € R?**?" est inversible et sa matrice inverse est

donnée par son J—transposé A~ = —Jo, AT Jy,.

3. Le déterminant de toute matrice symplectique réelle est £1.



Démonstration. 1. Soient A et B deux matrices symplectiques dans R?"*?"  alors
(AB)" Jon(AB) = BT A’ J,,AB
——
= BT J,, B
= Jon.
2. Soit A une matrice symplectique dans R?"*?" alors A’ A = I,,, d’ou
A_l - AJ = —JgnATJQn.
3. Soit A une matrice symplectique, par définition AT’JA = J. En passant au

déterminant dans cette égalité, nous avons

det(A") det(.J) det(A) = det(J)
Or le déterminant de J est non nul, et puisque det(A”) = det(A), nous obtenons
apres simplification (det(AT))? = 1. Par conséquent,

det(A) = £1.

O

All A12

Lemme 1. Soit A = ) une matrice symplectique avec (A;j); j=12 € R(—k)x(n—k)

Ay A
ou 1l <k <mn. Alors S définie par
Iy 0 ‘ 00
g 0 Apn 0 A
I, 0 I, 0O

est aussi une matrice symplectique d’ordre 2n x 2n.

Démonstration. Puisque A est une matrice symplectique, alors

AL — AT A A
ATA = 22 12 11 12 = Dytn_p).
( —A3, Al ) ( Ag1 Ag 2

I 0 ‘ 00 I 0 ‘ 00
AL — AL A A

D’autre part, nous avons S”.5 = Y 22 0 12 0 1 0 Ai
0 0 I, 0 I, 0 I, 0

0 —A3 | 0 Af 0 Ay | 0 Axp

12
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Un simple calcul par bloc, nous permet d’en déduire que la matrice S est symplec-

tique. ]

2.2.2 Matrice Hamiltonienne

Définition 4. Une matrice Hamiltonienne M est une matrice réelle 2nx2n satisfaisant
A

M7’ = —M. Elle s’écrit sous la forme M = ( . —iT ) avec A, G et R appartenant

a R et telles que GT = G et RT = R.

Remarque 1. Les matrices Hamiltoniennes forment un sous-espace vectoriel de di-

mension 2n? +n, dans l'espace vectoriel des matrices 2n x 2n.

Nous présentons, dans la suite, quelques propriétés utiles et facile a démontrer.

Proposition 4. — La transposée d’une matrice Hamiltonienne est Hamiltonienne.
— La trace d’une matrice Hamiltonienne est nulle.
— Le commutateur de deuxr matrices Hamiltoniennes est Hamiltonien.
— Les valeurs propres d’une matrice Hamiltonienne sont symétriques par rapport a
l’aze imaginaire.
— L’exponentiel d’une matrice Hamiltonienne est symplectique.

— Le logarithme d’une matrice symplectique est Hamiltonien.

My Mo
My, —ME
Rr=kxn=k o5 1 < k < n. Alors N définie par

Lemme 2. Soit M = une matrice Hamiltonienne avec (M;;); j=12 €

I, 0 ‘ 00
N — 0 My 0 Mo
I, 0 I, 0
0 My | 0 =ML

est une matrice Hamiltonienne d’ordre 2n X 2n.



Démonstration. Si M est une matrice Hamiltonienne, alors MY = —M. Nous avons

I, 0 ‘ 00
N — 0 My 0 M ’

I, 0 I, 0

0 My | 0 =ML
d’ott

I, 0 00

00 I, 0

0 —MEL 0 M~

Puisque ML, = My et M1 = My, nous obtenons que N/ = —N. Par conséquent N

est Hamiltonienne. O

2.2.3 Matrice anti-Hamiltonienne

Définition 5. Une matrice M € R*"*2" est dite anti-Hamiltonienne si et seulement si

M7 = M. Autrement dit, M est anti-Hamiltonienne si elle est sous la forme suivante :

_ A R 2nx2n
M_(G AT)ER

ou A, R et G € RV avec RT = —R et GT = —G.

Proposition 5. 1. Si M est une matrice Hamiltonienne, alors M? est anti-Hamiltonienne.

2. 8i S est une matrice symplectique, alors S + S~ est anti-Hamiltonienne.

Démonstration. 1. Posons N = M?. Puisque M est Hamiltonienne, alors M7 = —M.

Nous avons N7 = MM’ = M? = N. D’ou N est anti-Hamiltonienne.

2. Comme S € R?"*?" est symplectique, S7S = I,,. Ceci donne S7 = S~'. Posons
M=S8"1+S alors M/ = (S+57) =857 +85=5"14+S5 =M. Dou M est

anti- Hamiltonienne.

14
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2.2.4 Matrice J-triangulaire

Rll R12
R21 R22

Rossont triangulaires supérieures et Roy possede ses éléments diagonaux égauz a 0. Elle

Définition 6. Une matrice R = est dite J-triangulaire si Ryy, Ri2, Ra1,

est donc sous la forme suivante :

Remarque 2. Une matrice R est dite J-triangulaire si et seulement si PRPT est

triangulaire supérieure avec P = [e1, €,41, €2, €pi1...€2,] une matrice de permutation.

Théoréme 2. L’inverse d’une matrice réelle réguliére J—triangulaire supérieure (res-
pectivement J—triangulaire inférieure) de taille 2s x 2s est également J—triangulaire

supérieure (respectivement J—triangulaire inférieure).

S S

Démonstration. Soit R =) > EZ-RZ-J»EJT une matrice réelle J—triangulaire supérieure
i=1j=1

de taille 25 x 2s, oit E; = [e; e,1i] € R*™ 2 ¢; est le i vecteur colonne de la

matrice identité d’ordre 2n. Nous montrons par récurrence la proposition suivante

K
(Px) : R™'Ey = Y- EiTy, ou (1), <), sont dans R**?. Supposons que (P;), ;. est vraie
=1
pour 1 < i < k, (k < s). et montrons qu’elle reste vraie pour i = k + 1. Nous avons
K+1

R™'Epy1 = Y E;Ripy1, donc
i=1

Kk
R Y (RE,,) = R <Z EiRijj1 + Ek+1Rk+1k+1)
N , ,

i=1
Erq1
. 1 1
= Y RT'EiRjpy + R B Reyie
i=1
. Tk+1,k+1 * . . AN T N
Puisque Ryt 541 = est inversible et grace a I’hypothese de
0 Tn4k+1,n+k+1



récurrence, nous obtenons donc,
1 1 o 1 1
R7 By = BpaBRypgg — Zl RTE; (Rik+1Rk+1k+1)
1=
1 o i 1
= B Ry — 21 ZlEJTJ (Rik+1Rk+1k+1)
1= =

K K
= EpRply, — ZlEjTj <Z Rik+1Rlzi1k+1>
i=j

k+1

= > EG
=1

1

*
_ p-1 _ Th+1,k+1
avec Gry1pt1 = Ry = 1 . O
0

T'n4-k+1,n+k+1

2.2.5 DMatrice J-tridiagonale

My My
My Mo
Moy sont des matrices diagonales et Mo est tridiagonale. Elle est donc sous la forme

Définition 7. Une matrice M = est dite J-tridiagonale si My, My,

swvante :

NN
_\ \_

2.2.6 Matrice J—Hessenberg

Hyy Hi
Hy  Hy
Hys, sont de Hessenberg supérieures et His et Hoy sont triangulaires supérieures. Elle

Définition 8. Une matrice H = est appelée J-Hessenberg si Hyy et

est sous la forme suivante :

16
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2.3 Ecriture matricielle dans le K—module R?*"*2s

Nous rappelons que la famille {eq, es, ..., €2, } désigne la base canonique de espace

R2", o1 ej, est le k™ vecteur colonne de la matrice identité d’ordre 2n.

Proposition 6. La famille (E;)1<i<, définie par E; = |e; e,yi] € R*™ 2 forme une base

du K-module libre R?"*? o0 K = R**2. Elle vérifie,

1 st 1=y

E;J, = JQmEi, EZJ = EZT et EZJEJ' = 5ijI2 avec 5ij = { 0 si i 7£]

Donc toute matrice M réelle de dimension 2n x 2p s’écrit d’une facon unique sous

la forme suivante :

n p
N my; My pt-j
B S A |

i—1 g1 Mptij Mntiptj

Son J—transposé est donné par

n p
J_ JpT s J_ | Mntip+s —Mip+j
M’ = E E EjMijEi ou Mij = ( .

i TMntig T

Proposition 7. Nous supposons que n = m x s, l’ensemble des matrices (F;), .., qui

s’écrit sous la forme,

: 2nx2s
Fi = [6(1—1)s+1, €(i—1)s+2) " " " Cis Cni(i—1)s+1) Cnt(i—1)s+25 " " '6n+is] eR
forme une base du K-module libre R*"*%5 ou K = R?$*25_ Elle vérifie,

1 s 1=y

Fioy = JanFy, F = F et F'F; = 61y 0 F{ = J3 F oy et 6;5 = { 0 siidj

De plus, ey (i—1)s+j = —J€(i—1)s4j pourt=1,--- met j=1,---s.



Proposition 8. Toute matrice réelle U de taille 2n X 2s, s’écrit comme combinaison

linéaire unique de (Fy), ., sous la forme U =3 " F;C; telle que,

Uis,2s c R2s><2s

UG—-1)s4+1,1 ~° Ui—1)s41,s U(G—1)s4+1,5+1 U(1—1)s+1,2s
U(i—1)s4+2,1 = U(i—1)s+2,s U(j—1)s42,5+1 U(i—1)s4+2,25
Uis,1 e Uis,s Uis,s+1
C; =
Un+(i-1)s+1,1 " Unt(i—1)s+1,s Un+(i—1)s+1,5+1 Un+(i—1)s4+1,2s
Un+t(i—-1)s+2,1 " Ung(i—1)s+2,s Un+(i—1)s+2,5+1 Un+(i—1)s4+2,25
Up+is,1 e Unp+is,s Up+is,s+1 Up+is,2s

Remarque 3. Soit M une matrice réelle de taille 2n x 2n, oun = m X s. Alors M

m m

s’écrit d’une fagon unique de la maniére suvante M = Y% F;M;; F" avec M;; données

i=1j=1
par :

Mi—1)s+1,G—1D)s+1  “°° M(i—1)s+1js MGi—1)s+1n+G—1s+1  *°° M(i—1)s+1n+js
M(i—1)s+2,G—1)s+1  “°° M(i—1)s+2js MGi—1)s+2n+G—1)s+1  °°° M(i—1)s+2n+js

Mys (j—1)s+1 T Mis,js Mis n+(j—1)s+1 Misn+js
Mpt(i—-1)s+1,(j—1)s+1 " Mpip(i—1)s+1,js Mpt(i—1)s+1,n+G-1)s+1 " Mp4(i—1)s+1,n+js
Mp4(i—-1)s+2,(j—1)s+1 " Mpi(i—1)s+2,js Mpt(i—1)s+2,n+G-1)s+1 " Mp4(i—1)s+2,n+js

Mptis,(j—1)s+1 o Mptis,js Mptisnt(j—1)s+1 o Mp+isn+js

2.3.1 Matrice bloc J-tridiagonale

n p
Définition 9. Une matrice M écrite sous la forme M = Y~ % F;MJF] est dite J-
i=1 =1

tridiagonale par bloc si M;; = 095 pour |i — j| > 1 avec M4,

J-tridiagonales.

2.3.2 Matrice bloc J-triangulaire

€ R?*25 des matrices

Définition 10. Une matrice M = ZZEH,-J-FJ-T € R2sm>2sm oot dite sous forme J-

i=1j=1

triangulaire par bloc si H;j = Oa pour i > j et les matrices (H;j); j=1,....m € R2%28 sont

18
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J—triangulaires.

2.3.3 DMatrice bloc J-Hessenberg

Définition 11. Une matrice H,, Z ZFHUF]-T € R&=mx25m est dite sous la forme J-
i=15=

Hessenberg par bloc si H;; = Og5 pouri > ]+1, avec Hjiq; € R¥m™*Em J_trigngulaires.

Théoreme 3. Une matrice J-Hessenberg par bloc et Hamiltonienne (respectivement

anti-Hamiltonienne) est exprimée sous la forme

m  min(i+1,m)

Z Z EHijFJT
1=1 j=max(:—1,1)

ot Hyj = 0gg pour i > j+1 eti < j—1. De plus, les matrices Hy; sont Hamiltoniennes

de taille 25 x 2s et vérifient HY, , = —H,; 1, H , ; = —H;_1; (respectivement H;; sont

i1y
anti-symétriques et H'; | = —Hiq;, H | ;= —H;_1;).
2.4 J-Produit scalaire
Considérons I'application suivante :
<, >g R2n><2s % R2n><2s — R2s><2s
(U, V) — < UV >;=VU

Proposition 9. L’application <,>; est une forme J-sesquilinéaire, J-symétrique et

non-dégénérée.

Démonstration.

1) La J-sesquilinéarité,

YU, Uy, V, Vi € R?25 et ¥ M;, N; € R?>**2% nous avons,
<U—|—U1M1,V >7 = VJ(U+U1M1)

VU + VUM,
<UV>;4+< U,V >; M



et
<UV4+VIN, >; = (V+V1N1)JU

(V‘I—l—NlJVIJ)U
<UV >;+N/ <UV, >,

2) La J-symétrie,
<UV>; = VU
= (U'v)’
(< V,U >,)’

3) La non-dégénérescence,

< U, V >,= 025725, VVe R2HX2S — U = 09y,x92s-

En effet, soient U = [u; us] et V' = [v; vs]. Nous avons,

<U,V>;=VU= ( v Jun —vy Jus )

vl Juy vl Jug

Si < U,V >;= 09, ¥V € R alors vl Ju; = vl Juy = 0gs et vl Ju; = vl Juy =
095 V1,75 € R?™. Ce qui nous donne Ju,; et Juy orthogonaux a tout l'espace R?". Par

conséquent U = 0y. O

2.5 Décomposition SR

La décomposition SR est équivalente a la factorisation Q) R dans le cas symplectique.
Cette factorisation consiste a déterminer une matrice symplectique S et une matrice
J—triangulaire R en se basant sur le procédé de Gram-Schmidt ou Householder ou

réflecteur symplectique. Nous rappelons ce dernier procédé.

2.5.1 Algorithme du réflecteur symplectique

Le réflecteur symplectique est un outil tres efficace permettant de décomposer une

R2n X2s ]R2n X2n

matrice A dans sous la forme A = SR avec S € symplectique et R €

R2%2s ] —triangulaire.

20
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Algorithme 1 : réflecteur symplectique

Entrée :

une matrice réelle A d’ordre 2n x 2s.

21

Sortie : une matrice symplectique S € R?"*?" et une matrice J-triangulaire

€ R¥% telles que Ryy, Ria, Ra1, Ryy sont triangulaires.

Ri1 Rio
R pu—

( R21 Rao
Posons A := [a1, ag, asz, -+, ag] et S = Iy,
Pour k=1,2,........ s faire

Ak :n,k)

P X =1[b by] = '

osons X = [by b2 <A(n+k:2n,k)

A(k:n,s+k)
An+k:2n,s+k)

) c R(n—k—l—l) X2

Si X est non isotropique, alors calculons W = X¢(X)™! le normalisé de X et le

réflecteur symplectique

H =

ou M = I, + (Ef"_Hl))JW et H;; € RO—FHUX(=k+1) pour 4,5 = 1,2.

Posons P =

Hll H12
H21 H22

Iy

On—rkt1)x (k-1

Ok—1)x (n—k+1)

Hy

Iy

On—kt1)x (k1)

) — (W+ E:En—k+l))M—l(W+ E:{n—k)"rl))t] o Izn

Ok—1)x (n—k+1)

Hy»

Iy

On—k+1)x(k—1)

Ok—1)x (n—k+1)

Hy

et mettons a jour A := PA, S := SP’.

Fin si

Fin de la boucle

Posons R := A.

Iy

On—k+1)x (k—1)

Ok—1)x (n—k+1)

Hy o




2.5.2 Algorithme du réflecteur unitaire et symplectique

N

Dans 'algorithme ci-dessous, nous prenons X = [by, —Jb;]. A chaque itération k,
k = 1,2,...,s, la matrice S symplectique obtenue par le dernier algorithme devient

unitaire et symplectique et la matrice R est semi J—triangulaire.
Algorithme 2 : réflecteur unitaire et symplectique
Entrée : une matrice réelle A € R?7*2s

Sortie : une matrice unitaire symplectique S € R*"*?" et une matrice R € R?"*%s

semi J— triangulaire.

Posons A := [a1, ag, as, -+, as) et S = Iy,.
Pour k=1,2,........ s faire
Ak :n, k)
P b= ! Rn=k+1),
omons (A(n—i—k:Qn,k))E

Si X = [b, —Jb] est non isotropique alors calculons W = X¢(X)™! le normalisé de X

et le réflecteur symplectique

Hy H e n—
H = 11 12 _ (W"— E§ k+1))M_1(W+ Ei k-l—l))J i IQn
H21 H22

ou M = I, + (Ef"_Hl))JW et H;; € RO—FHUX(=k+1) pour 4,5 = 1,2.

Iy Otk—)x(n—k+1) | Lk—1 Ok—1)x (n—k+1)
O¢pe _ H O¢p— _ H

Posons P (n—k+1)x (k—1) 11 (n—k+1)x (k—1) 1.2
Iy Ok—D)x(n—k+1) | Ik—1 Ok—1)x (n—k+1)
On—rrn)xk—1)  Ha2n Otn—rryx(k—1)  Hap

et mettons a jour A := PA, S:=SP’
Fin si Fin de la boucle

Posons R := A
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2.6 J—factorisation R’R d’une matrice anti-Hamiltonienne

Notre but dans cette partie est de présenter les différentes approches données dans
8] qui consistent & décomposer une matrice anti-Hamiltonienne M sous la forme R R.

Cette décomposition sera utile lors de la normalisation d'une matrice dans le K—module

R2n X2s

2.6.1 Premiere Approche : en utilisant la racine carrée d’une
matrice Hamiltonienne

Cette approche est basée sur un résultat donné dans [38]. Ce résultat nous dit que
toute matrice anti-Hamiltonienne admet comme racine carrée une matrice Hamilto-
nienne. Nous utilisons un algorithme donné dans [11] pour obtenir cette racine carré.
Dans cet algorithme, on décompose une matrice réelle tridiagonale de dimension n x n
sous la forme A = FG avec F' € R™" symétrique tridiagonale et G € R™ ™ une matrice

diagonale.

Proposition 10. Soit M une matrice réelle anti-Hamiltonienne de taille 2n x 2n. I

A0 ) ou A € R™™™,

existe une matrice symplectique S vérifiant ST'MS = ( 0 AT

Démonstration. Toute matrice A € R™*™ peut étre exprimée comme produit A = FG,

de deux matrices symétriques réelles ([7], [24]). Par conséquent, toute matrice diagonale
: : : A 0 . . , : :
anti-Hamiltonnienne par bloc 0 AT possede une racine carrée Hamiltonnienne

sous la forme 0 F . En effet :
G 0



M= s gg)s
= S g;G (]);G>Sl
- s(or (gg’)s
s(m ) s (B s
2

0, F
M s’écrit donc comme le carré de la matrice Hamiltonienne S ( a oo ) S-t. O

Proposition 11. Soit M une matrice réelle anti-Hamiltonienne de taille 2n x 2n. Il
N 0

existe une matrice symplectique S vérifiant STMS = ( 0 NT

) , ot N est tridiago-

nale.

Démonstration. Soit M une matrice réelle anti-Hamiltonienne de taille 2n x 2n. D’apres

. . . M : 3 Q g g A On
la proposition 10, il existe une matrice symplectique S telle que S™'M S = ( 0. AT ) )

avec A € R™". Si on pose A = PNP~! la réduction en bloc de Jordan de la matrice

A [3], nous obtenons

0, AT
PNP~! 0

= 9 " 51
On (PNPH" )
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N étant la forme canonique du bloc de Jordan d’'une matrice anti-Hamiltonienne et

P 0,
S=S5 est symplectique. En effet :
0, (P
P 0 ! P 0
SIS = " SIS "
On (P—l)T> <0n (P‘l)T>
B Pt 0, P 0,
~\o, PT 0, (P17
(PP oo,
Vo, PT(PYH

Lemmel[11] : Factorisation symétrique d’une matrice tridiagonale
Il a été prouvé que toute matrice réelle de dimension n x n peut étre exprimée comme le
produit de deux matrices symétriques réelles A = F'G [11]. La démonstration n’est pas
constructive, mais nous donnons dans la suite, un algorithme qui calcule les matrices

F et GG dans le cas particulier ot A est tridiagonale.

Algorithme 3 : Factorisation symétrique d’une matrice tridiagonale
Entrée : A une matrice réelle tridiagonale de dimension n X n et ¢t un parametre réel.
Sortie : I’ une matrice réelle symétrique tridiagonale de dimension n x n et G une
matrice réelle diagonale de dimension n X n.

Initialisons F' et G a la matrice nulle et ¢(1) = ¢.

Calculons F' et G :

Pour i =1,---  n faire
G(i,1) = t(1)
Fli—1,i)=A0=LD

t(7)

) B t(i)A(i, i+ 1)
Hit+1) = A(i+ 1,4)
Fin de la boucle



Calcul d’une racine carrée d’une matrice Hamiltonienne

Pour calculer la racine carrée d'une matrice Hamiltonienne H, H étant le carré d’une
matrice anti-Hamiltonienne réelle M de dimension 2n X 2n, on commence par diago-
naliser M en utilisant 1'algorithme 2.3 donné dans [4]. Nous obtenons S symplectique
et A tridiagonale. Par 'algorithme 3 donné ci-dessus, nous décomposons la matrice tri-
diagonale réelle A sous la forme F'G ou F' est une matrice tridiagonale symétrique et G

est une matrice diagonale réelle. La racine carrée d'une matrice Hamiltonienne associée

. ) 0, F J B 0, —F .
aMestdonneeparS(G On>S etH—S(G 0. )S . En effet

M:si%yq
-0 anG v )s
s ) ()
:s%ing;yl

C(E D))

- HJHoﬁH:S(O" _F>S‘1.

2.6.2 Deuxieme Approche : en utilisant la factorisation SR
d’une matrice anti-Hamiltonienne

Dans ce paragraphe, nous présentons une méthode permettant de décomposer une

matrice anti-Hamiltonienne M sous la forme R’ R, en utilisant la factorisation SR.

Si P = [e1,€3,...690_1,€2, €4, ..., €2,], alors PRPT est triangulaire supérieure. Soient
) ) ) ) 0, —F ) .
M une matrice anti-Hamiltonienne et H = S G:L 0 S~! une matrice Hamilto-
n

nienne réelle telles que M = H”H. En appliquant la décompositin SR & la matrice H,

26
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nous obtenons H = SR ou S est symplectique et R est J-triangulaire. Nous avons donc

M = H’H = (SR)’(SR) = R'R.

2.6.3 Troisieme Approche : en utilisant la J-décomposition de
Cholesky d’une matrice anti-Hamiltonienne

Dans cette partie nous présentons une nouvelle J—factorisation R’ R d’une matrice
anti-Hamiltonienne M, avec R J—triangulaire, en se basant sur la J—décomposition

LU avec la stratégie de pivotement total [8].

Définition 12. Une matrice M anti-Hamiltonienne réelle de taille 2n x 2n est dite
J—définie si U MU = aly ot v # 0 pour chaque U = [uy, us] € R*™? non J—isotropique
(i.e., ul Juy #0).

Proposition 12. [8] Soit M une matrice anti-Hamiltonienne réelle de taille 2n x 2n
et J—définie. Soit M = LU sa J—factorisation LU. Alors R = (LD)” avec D une
matrice diagonale définie par
D= iEz v/ sign(ug;)u | 0 | ET
i1 0 sign i)/ 8ign (i) g
ot u; = elUe; et By = [e; enyi] € R*™ 2 pouri=1,....,n. De plus R est J—triangulaire

inférieure et vérifie M = R’ R.

Démonstration. Si M = LU est une J—Tfactorisation LU d’une matrice M anti-Hamiltonienne

réelle de taille 2n x 2n et J—définie, alors M admet une J—factorisation M = LAL’
0

Ui;

ou A =>F; uO“ ET (uy désigne la composante de la i—eme ligne et i—eme
i=1

colonne de U). En effet, comme M est une matrice anti-Hamiltonienne, nous prenons
U = AN. Nous obtenons donc
M = LU
— UJLJ
— NJAJLJ
= N/(LA)’.
La matrice M = N7(LA)” n’est autre que la J—factorisation LU de M. Puisque N7 est

J-triangulaire inférieure avec 1 sur la diagonale et (LA)” est J-triangulaire supérieure,



par unicité de la J—factorisation LU, nous en déduisons que N’/ = L. Alors, nous

avons M = N/(LA)’. Comme A = DD’ =Y E, ( 0
i=1 Wii

) EF et R = (LD)’ est
g . . ;. J _ JrJ _
J—triangulaire inférieure alors R’ R LDf L M.
De la J—décomposition M = LU, nous en déduisons
i /si Vs 0
D= E, sign(wg; )ug; BT
; < 0 sign(ug;)+/sign(ug;)ug; ‘

ot u;; = el Ue;. Nous obtenons donc M = R/R avec R = (LD)” . O

2.7 Normalisation dans R?"*2s

La normalisation d’une matrice non-isotropique est une étape nécessaire pour décrire
certaines méthodes de projections. Parmi ces méthodes, il y a la méthode J-Arnoldi par
bloc et la méthode de J-Lanczos par bloc. Dans ce paragraphe nous présentons deux

cas, le cas ou s = 1 et I'autre cas quand s > 1.

2.7.1 Premier Cas : s=1

Définition 13. Etant donné U = [u, v] € R>2 une matrice non isotropique. La

-1

matrice normalisée associée a U est définie par V- = Uq(U)~" ot la matrice q(U) est

définie comme suit :

Vals stae>0
qU) = 1 0 avec o = ul Jv.
\/—()é(O _1> st <0

Proposition 13. La normalisée V = Uq(U)™! de la matrice U obtenu ci-dessus vérifie

VIV = .

Démonstration. Dans le cas réel, si U = [u v] € R**? la matrice ¢(U) € R**?

donnée ci-dessus vérifie q(U)’q(U) = U’U. Par conséquent [Uq(U)_l]JUq(U)‘1 =
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q(U)7UUq(U)~! = I, et donc

VIV = qU)UUqU)!
= q(U)7q(U) q(U)q(U)~!
= ]2.

0

Remarque 4. Notons bien que la normalisation précédente existe lorsque U est non-
isotropique, mais elle n'est pas unique. En effet, M = U’U est une matrice de taille
2 x 2 anti-Hamiltonienne et toute matrice réelle de taille 2 x 2 vérifiant C/C = U’U,

nous donne une normalisation de U € R**2 par V =UC!.

2.7.2 Deuxieme Cas : s > 1

Nous traitons maintenant la normalisation d’une matrice U € R?"*25. Nous com-

mencons par donné le lemme suivant.

Lemme 3. La normalisation d’une matrice non-isotropique U € R*% (det(U’U) #
0) est donnée par V. =UC"" ou C € R**? vérifie C'C = V’V. La matrice normalisée
V wverifie VIV = I,.

Remarque 5. Pour trouver la normalisation d’une matrice non-isotropique U €
R2"%2s 4] suffit de déterminer une matrice réelle C' de taille 25 x 2s vérifiant C/C =
U’U. Cette normalisation dépend donc du choiz de la matrice C. Puisque nous avons
besoin de linverse de la matrice C', nous devons choisir C' J-triangulaire. La matrice
normalisée V.= UC™ ( qui n’est pas unique) est symplectique.
VIV = ¢TUUCT = D
c/c

Le résultat suivant explique comment on peut construire la normalisation d’une
matrice non-isotropique U € R?*"*2% en posant M = U’U, avec M une matrice anti-

Hamiltonienne

Théoreme 4. Pour toute matrice M anti-Hamiltonienne de taille 2s x 2s, il existe une

matrice Hamiltonienne C € R?***% telle que M = C/C.



Démonstration. 11 a été montré dans [22] que toute matrice M réelle anti-Hamiltonienne

de taille 2s x 2s peut étre réduit par similitude symplectique en une matrice diagonale
W 0,

0. W7 o W € R et § € R2%%5 egt
S

par bloc sous la forme, S~'MS = (

symplectique.
La matrice W € R**® peut étre exprimée comme le produit W = F'G de deux matrices

symétriques F' et G ([23]). Nous obtenons alors

Moo= sV )&1

0, Wt
B FG 0, .
= 0, FG)S

2.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les outils nécessaires qui seront utiles par
la suite. Nous avons rappelé quelques définitions et certaines propriétés des matrices
structurées (Hamiltonienne, anti-Hamiltonienne, symplectique). Apres avoir présenté
une nouvelle structure du K-module libre R?%*2¢ o1 K = R2?¥*2?%  nous avons défini le
J-produit scalaire par bloc et la normalisation correspondante. L’écriture matricielle

d’une matrice dans cette nouvelle structure du K-module libre R?7*2s

nous a permis
d’introduire de nouveaux versions par blocs aux matrices (J-tridiagonale, J-traingulaire
et J-Hessenberg). Nous avons également rappelé, deux méthodes de factorisations pour

les matrices structurées.
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Chapitre 3

Méthode d’Arnoldi symplectique
par bloc

3.1 Introduction

La méthode d’Arnoldi classique est une méthode de projection de type Krylov per-
mettant de construire, pour toute matrice A, une base orthonormée V- = [vy, -+ ,v,,] du

m=lyg} engendré par le vecteur

sous-espace de Krylov K,,(A,vg) = vect{vg, Avg,--- , A
o, elle permet également de réduire la matrice A sous la forme Hessenberg H = VT AV
(hi; = 0 pour ¢ > j + 1)voir [6]. Le procédé d’Arnoldi classique peut se construire en
deux facons :

— avec une orthonormalisation de type Gram-Schmidt,

— avec les transformations de Householder standard.

Ce chapitre a pour but dans un premier temps, de présenter la version par bloc de

la méthode d’Arnoldi symplectique (bloc J-Arnoldi). Nous introduisons un algorithme

pour construire une base symplectique du sous-espace de Krylov par blocs [20]
K (A, V) = blockspan{V, AV, ... A"V}

sur lequel nous allons chercher 'approximation de exp(A)V en conservant les pro-
priétés géométriques de V. Nous étudions en particulier le cas ou la matrice A est
une matrice réelle de taille 2n x 2n Hamiltonienne et anti-symétrique et V' est une ma-

trice rectangulaire symplectique et orthogonale avec s < n. De cette fagon, 'approxi-



mation du produit exp(A)V est encore orthogonale et symplectique et les propriétés
géométriques de V' sont conservées. Cette approximation est la clé pour résoudre les
systemes d’équations différentielles dépendant d’un parametre (EDP) et les systemes
d’équations différentielles ordinaires (EDO). Des résultats de comparaison entre notre

approche et celle donnée par Lopez et Simoncini [33] sont présentés.

Dans la section suivante, nous rappelons brievement I'approche de Lopez et Simon-

cini.

3.2 Approche de Lopez et Simoncini

Lopez et Simoncini ont proposé, dans [33], une approche permettant de calculer
I’approximation de l'opérateur exp(A)V, ou A est une matrice carrée (Hamiltonienne
ou anti-symétrique et Hamiltonienne) de taille N x N et V' est une matrice rectangulaire
dans RV*P. Cette approche est basée sur I’algorithme de Lanczos par bloc sur le sous
espace de Krylov par bloc K,,(A, V). Cette approche utilise la formule de récurrence
suivante :

Avm - VmHm + Vm-i—lhm-‘rl,mEg;a

ot V,, = [V, Va, oo, Vil € RY*™ avec Vi = V., EL =[0,0,...,Ip] € RP*™ et H,, =
(hi;) € RmPXP est une matrice de Hessenberg supérieure par bloc, ot les h; ; sont des

blocs de taille p x p. De cette formule, ils obtiennent I’approximation suivante :
eXp(A)V = Vm eXp(Hm)E1XO

ol xo € RP*P et V = V,,E1xo. L’algorithme de la méthode de Lanczos symplectique

par bloc est rappelé dans 'algorithme 1.
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Input : une matrice A € R*?" et V = [q1, 1, @2, @2, - - -] € R?™*2P
Output : V,, € RZV?™ ot H, € R2mpx2mp

X=V
=1
fori=1,2,--- ., mdo
X = AX
k= 2m

jo = max{l, k—2(2p) + 1}

for j=j0:2:42pdo
élj:j+1/,£:l+2p—l = ng?;]—i-le

X=X-— V5:j+1Hj:j+1,l:l+2p—1
end
(X, Hjji10042p-1) = mbsgs(X)
V=1V, X]
l=1+2p

end

Vm = ‘/:,1:2mp,7 Hm = H1:2mp,l:2mp-
Algorithm 1: Algorithme de la méthode de Lanczos symplectique

A~

Dans cet algorithme, la fonction mbsgs(X) permet d’orthogonaliser les colonnes de

X afin de conserver la structure symplectique.

3.3 Algorithme d’Arnoldi symplectique par bloc

Dans cette section, nous décrivons comment construire le procédé d’Arnoldi sym-
plectique par bloc pour une matrice générale et en particulier pour une matrice Hamil-
tonienne dans R?"*?" pour que la structure d’origine de la matrice soit garantie lors

du processus de calculs.

Nous donnons, ci-apres, I'algorithme d’Arnoldi symplectique par bloc dans la struc-
ture du K-module libre R?"*%¢ (K = R**2%) pour une matrice A € R***2?" qui n’est pas
nécessairement Hamiltonienne. Cet algorithme calcule Vi, Vo, - -+ [ V11 les éléments de
la base de sous espace de Krylov par blocs K,,,(A, V') et la matrice bloc J-Hessenberg H,,
de taille 2sm x 2sm en se basant sur le Gram-Schmidt symplectiques ([3]). L’algorithme

2 donne ce procédé. Nous donnons également son version modifiée dans I'algorithme 3.



Input : une matrice A € R?**?" et une matrice non-isotropique V' € R?7*2s
Output : une matrice symplectique S,,, € R?"*2™ et une matrice bloc
J—Hessenberg. H,, € Rsmx2sm
Calculer V; = VO ! on O} est donnée par la normalisation par bloc sur R?"*2* et
vérifie CYCy = VIV,
for j=1,2,--- ,mdo

Calculer H;; = VAV, pouri=1,---,j

Calculer W; = AV, — zj: ViH,;

i=1

if W; est non-isotropique then
Vigg = W,C et Hjy1; = C ou C est obtenue par la normalisation par
bloc sur R¥"*?** et vérifie C7/C' = W/W;
end
end

" Algorithm 2: Algorithme de la méthode d’Arnoldi symplectique par bloc

Supposons que 'algorithme va jusqu’a l'itération m, alors par construction, les ma-
trices V; pour ¢ = 1, 2,..,m+ 1 sont symplectiques et J—orthogonales entre elles c’est-a
-dire :

VIV, =Ly et V/V; =0y pour i#j, d,j=1,-,m+1.
Posons S, = 3 V;FT et H,, = f: i FiH;;F]" ou H;; € R***%s,

i=1 i=1 j=max(i—1,1)

Grace a 'algorithme 2 nous obtenons,
J
VisiHjrj = AV, = > Vi,
i=1
Par conséquent,
j+1
AV; = ViHj;.
i=1
En multipliant a gauche de 1’égalité précédente par Vj‘] , NOUS avons
V/AV; = Hj; et VJAV; = 0a pour i# j.
En multipliant a droite par F]-T nous obtenons,
T = T
j+1 . .

i=1
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Cela implique que

m m j+1
AYViFES = Y Y ViFFiH,F}
j=1 j=1i=1
m+1 m
= Y ViE' Y FHyF
=1 j=max(i—1,1)
= Y ViFf > F;'HijF’jT + Vi1 Hirm F.
i=1 j=max(i—1,1)
D’ou .
ASp =S Y FHGF + Vi Hyr -

1,j=1

Cela mene a 1’égalité suivante
ASy = SmHpm + Vipr1 Hyn i m F.

Puisque nous avons
m

J
S%]nSm = (Z VJFJT> ZVJ'FJ'T
j=1 j=1

= L EVVE]

nous obtenons facilement
S;,’lASm = S;,’lSmHm

Hy,

ou H,, est sous la forme J—Hessenberg par bloc suivante :



\

Nous présentons dans 'algorithme 3, 'algorithme d’Arnoldi symplectique par bloc

modifié.

RZTL X2n RZTL X2s

Input : une matrice A € et une matrice non-isotropique V' €
Output : une matrice symplectique S,, € R*"*25™ ot une matrice bloc J—
Hessenberg. H,, € R2smx2sm
Calculer V; = VO ! ol O} est donnée & 'aide de la normalisation par bloc sur
R2%2s et vérifie C{C, = VIV,
for j=1,2,--- ,mdo
Calculer W; = AV
fori=1,2,--- 7 do
Calculer H; ; = V/W;
Calculer W; =W, — V,H, ;
end
if W; est non-isotropique then
Calculer V1 = W;C ' et Hj 1 ; = C ou C est donnée par la
normalisation en bloc sur R*"*? et vérifie C/C = W/W;
end

end
Algorithm 3: Algorithme d’Arnoldi symplectique par bloc modifié

3.4 Application : Calcul de Papproximation de exp(A)V

L’approximation de l'exponentielle a suscité récemment une grande attention en
mathématiques appliquées et l'ingénierie mathématique. Une approximation de 'opérateur
exp(A)V qui garde les propriétés géométriques de V' est décisif pour lefficacité de cer-

taines méthodes géométriques d’'intégration. Les propriétés structurales sont encore plus
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riches au cas ou A serait anti- symétrique et Hamiltonienne, ou simplement Hamilto-

nienne.

Nous proposons dans cette partie une nouvelle approche pour déterminer I’approxi-
mation de Popérateur exp(A)V qui profite de la structure des matrices A € R?"*2s
et V € R* 2 gur le sous espace de Krylov par blocs en se basant sur I’algorithme

d’Arnoldi symplectique par bloc.

Nous avons
AV = AS,, IC,
Sy H FL Oy 4 Vi n Hor i FEFL O
——

0

Comme la matrice C vérifie Ci] Cy = V'V et comme H,, est de la forme J-Hessenberg

par bloc, alors

AV = AS,H,F,C,
= SmH72nFlcl + Vm+1Hm+17an1;HmFlol~
———

0

Dans le processus décrit ci-dessus, on génere les m + 1 matrices Vi, Vs, - -+ | V11 mais

uniquement les m premieres interviennent dans ’approximation, nous avons alors
Pm-1(A)V = Spupm—1(Hp) F1C

pour tout polynome p,,_; de degré inférieur ou égal a m — 1. On obtient finalement la

relation suivante :

exp(A)V ~ S, exp(H,,)F1Ch.
Proposition 14. Soit A une matrice donnée de taille 2n x 2n et V une matrice de
taille 2n x 2s. Nous avons les résultats suivants :
1. Si A est anti-symétrique, alors exp(A) est orthogonale.
2. Si A est Hamiltonienne, alors exp(A) est symplectique.
3. Si A est anti-symétrique et Hamiltonienne, alors exp(A) est ortho-symplectique.

4. Si A est anti-symétrique et Hamiltonienne et V est ortho-symplectique, alors

exp(A)V est ortho-symplectique.



3.4.1 Approximation de ’exponentielle d’une matrice Hamil-
tonienne et anti-symétrique

Cette partie présente I'approximation de exp(A)V dans le cas ou A est une matrice
Hamiltonienne et anti-symétrique de taille 2n x 2n et V' est une matrice rectangulaire
de taille 2n x 2s, en se basant sur 'algorithme d’Arnoldi symplectique par bloc proposée
ci-dessus. Puisque la matrice A est Hamiltonienne et anti-symétrique, alors la matrice

J-Hessenberg par bloc

m  min(i+1,m)

Z Z F;'HMFJ'T’

=1 j=max(:—1,1)

de taille 2sm x 2sm est J-tridiagonale par bloc, Hamiltonienne et anti-symétrique.

Il est facile de voir que A vérifie AJ = JA. Si S est une matrice ortho-symplectique,
alors S vérifie SJ = JS. Remarquons aussi que V' est de la forme V' = [v, —Jv] si
et seulement si V vérifie V/ = VT, Si Z € R?*?* est une matrice non singuliere
J-triangulaire supérieure vérifiant Z = [z, —Jz], avec z € R**% alors Z~! est J-
triangulaire supérieure et vérifie 777 = Z77T (ie., U = Z7! = [u, —Ju]). Pour plus de
détails sur la J-triangularité, voir [8]. Rappelons ci-dessous le théoreme du réflecteur

symplectique définie dans [4].

Théoréme 5. Soient U € R*™2 une matrice non-isotropique et W = Uq(U)™! son

normalisé obtenue par la méthode de normalisation donné dans la section 2.7 (1°" Cas
avec s = 1 et U € R*?). Si la matrice M = Iy + E{W est non singulicre, alors le
réflecteur symplectique défini par S = (W +Ey)(Io+E{W)"Y W + E;)’ — I, transforme

W en Ey et donc U en FE1q(U). Dans ce cas, SU est sous la forme suivante :

* 0
0 0
0 0
0 * v n+1.
0 0
0 0
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Par exemple, si n = 4, le théoreme précédent entraine que R qui provient de la

factorisation SR d’une matrice, est sous la forme suivante :

* % x % 0 *x x x
0 % *x x 0 0 % =
0 0 % = 0 0 0 x
0 0 0 x 00 0 O
I 0 * x x [ % % %
0 0 % = 0 x %
0 0 0 x 0 0 % x
0000 100 0 =
Proposition 15. Soit W = [w, —Jw]| une matrice réelle de taille 2n x 2s ot w €

R2%%s - Alors il existe une matrice triangulaire supérieure N, de taille s x s et une

matrice strictement triangulaire supérieure No de taille s X s, telles que la matrice
Ny —N,
Ny Ny

la forme V = [v, —Jv] avec v € R**5.

N = ) vérifiant V.= W N est ortho-symplectique. De plus, V' s’écrit sous

Démonstration. Par 'utilisation du reflecteur ortho-symplectique, on peut calculer la

matrice ortho-symplectique S qui est de la taille 2n x 2n et la matrice J-triangulaire
Ry —Rs
Ry Ry
en posant N = R~! on obtient V = WN qui est ortho-symplectique. Comme nous
avons W = [w, —Jw|, W’/ = WTet N7 = N”. Finalement, on trouve V’/ = N/W/ =
NTWT = VT et donc V = [v, —Jv] avec v = wN; — JwNs. O

R = , telles que W = SR. D'ou W/W = WTW = RTR. De plus,

Proposition 16. Soit A une matrice réelle Hamiltonienne et anti-symétrique de taille
2n X 2n et V' une matrice rectangulaire, ortho-symplectique de taille 2n x 2s, vérifiant
V = [v,—=Jv]. Alors S,, construite par l'algorithme 3, est ortho-symplectique et la

matrice H,, est Hamiltonienne et anti-symétrique.

Démonstration. Supposons par récurrence que Vi, ..., V; sont ortho-symplectiques. Comme
V = [v,=Jv] et AJ = JA, par lalgorithme 3, W; = AV, — iViHi,j et vérifie
W; = [vj, —Jvj] avec v; € R*™ % et Hy; = V,JAV; = VT AV, Alorszz‘/l'kTWj = VW, =
VAV, — inJ%Hi,j =VJ/AV; — Hy; = 0 pour k = 1,---,j. En utilisant la proposi-

tion 15, la matrice normalisée V; 1 = W;C~! de taille 2n x 2s reste ortho-symplectique



et vérifie Vji1 = [vj41, —Jvj41] avec v; € R?*™*. Cela prouve que S, est ortho-
symplectique. Puisque la matrice A est Hamiltonienne et anti-symétrique, alors la ma-
trice J-Hessenberg par bloc H,, = S AS,, est encore Hamiltonienne et anti-symétrique,

en effet,

H? = (S]AS,)’
ST A7S,,
— -SJAS,,
_ _Hm

0

Proposition 17. Etant données une matrice A réelle Hamiltonienne et anti-symétrique
de taille 2n x 2n et V = [v, —Jv| une matrice ortho-symplectique de taille 2n x 2s. Alors
exp(A)V est approchée par Syexp(H,,)Fy qui est aussi ortho-symplectique avec S,, et

H,, générées par l'algorithme 3.

Démonstration. Nous avons

(Smexp (Hp) FL)" (Smexp (Hy) Fir) = Flexp (HE) (SLSy) exp (Hy) Fy

IQms

= Fl((exp (Hp))" exp (Hp) By

(.

~~

12ms
FL'Fy
Is,.
La démonstration est équivalente pour montrer la J—transposition. O

3.5 Résultats numériques

Tous les calculs ont été réalisés sur Matlab 9. Nous présentons dans cette partie,
lerreur commise lors de 'approximation de exp(A)V par S, exp(H,,)F;C;. Nous tes-
tons l'erreur lorsque la dimension m du sous espace de Krylov augmente et nous testons
I'erreur de la symplecticité et la propriété d’orthogonalité en préservant ’approxima-
tion exponentielle. Les matrices considérées dans les exemples numériques sont issues

de Lopez et Simoncini dans [33].
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3.5.1 Exemple 1

Soient n = 100, A; et Ay deux matrices de taille n X n, respectivement anti-
symétrique et symétrique. Ces matrices sont générées aléatoirement. Dans cet exemple,

nous considérons la matrice A anti-symétrique et Hamiltonienne définie comme suit :

A Ay
A= .

Considérons maintenant, la matrice V' de taille 200 x 2s donnée par V = [U, —JU]
ou U = exp (G) Iy,xs avec G une matrice 2n X 2n anti-symétrique et Hamiltonienne
définie de la méme maniere que la matrice A (I, est la matrice identité rectangulaire
d’ordre 2n x s ). Puisque G est anti-symétrique et Hamiltonienne, V = [U, —JU] est

ortho-symplectique.

Posons s = 2 et faisons varier m de 1 a 50. Les figures 3.1 et 3.2 présentent 1’erreur

commise par I’approximation.

x 10 Block Krylov method of skew-symmetric Hamiltonian matrix
6.5

6 =
=
S 551
S
[
(=]
<
£ sl
Q
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o
o
> 45F
£
<
S
o 4r
£
IS
B | -
5 35
@

3 =

25F
2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 J
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Block Krylov space dimension, m

FIGURE 3.1 — Orthogonalité, cas n = 100, s =2, m=1,--- ,50
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25F

error of symplecticity preserving property

15F

Il Il
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I
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Block Krylov space dimension, m

45 50

FIGURE 3.2 — Symplecticité, cas n = 100, s =2, m =1,---,50

Notons U,, 'approximation de exp(A)V. Le tableau 3.1 donne les résultats obtenus

en comparant notre approche avec celle de Lopez et Simoncini :

Approche de Simoncini et Lopez Notre approche
m | ||[Und Up—Jos | U U Ios|| [ U Un— Jas|| | 1UgUnm—Ios]|
1 2,5249¢~14 2,5597e~ 14 6.2231e~1° 6.4100e=1
2 2,2105e~14 2,4717e 14 5.1959¢71° 5.9776e~1°
3 2,6457e~ 14 2,8592¢ 14 5.3570e~ 15 6.6371e~15
4 2,0475¢~14 2,5974e~14 7.0890e~1° 7.8247e71°
5 3,2515e~ 14 3,6217e 14 5.2928¢71° 5.8958¢ 15
6 2,5311e 14 2,7904e~14 6.3244e~1° 7.6453e71°
7 2,4948¢~ 14 2,9303e~ 14 4.8687¢~1° 7.4674e71°
8 2,6959¢ 14 3,3816e~ 14 6.5298¢e 17 7.0595¢71°
9 3,3527e~ 14 3,9958¢ 14 6.1542¢~1° 9.1620e~1
10 | 2,8564e 14 3, 1646e~14 6.2742e71° 8.4282¢71°
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Maintenant, posons s = 6. et faisons varier m de 1 a 16. Les résultats obtenus sont

données par les figures 3.3 et 3.4 et le tableau 3.2.

o5 x 10 *®Block Krylov method of skew—symmetric Hamiltonian matrix

error of orthogonality preserving property

6 1 1 1 1 1 1 1 J
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Block Krylov space dimension, m

FIGURE 3.3 — Orthogonalité, cas n = 100, s =6, m =1,--- ,16
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FIGURE 3.4 — Symplecticité, cas n =100, s =6, m=1,---,16



Approche de Simoncini et Lopez Notre approche
m HUmJUm—JZSH ||UnTzUm—]2s|| HUmJUm—JZSH HUg;Um—IZsH
1 4,7120e~ 14 5,1477e~14 8.2333¢71° 9.5631e~1°
2 6,4224e 4,6034e~ 14 8.3597¢~1° 8.4042¢71°
3 5,5361e 14 5,9217e~14 8.1992¢~1° 8.8368¢ 717
4 6, 5580e 4 7,1523¢~ 1 7.4100e71° 8.2617¢71°
5 5,3517e 14 6,4597¢~14 9.3882¢ 717 1.0725e~14
6 5,7162¢~14 7,2058¢~14 8.2415e71° 9.4135e~1°
7 6, 3882¢ 14 7,7346e~14 7.3672¢71° 8.7258¢ 17
8 5,2415e~ 1 6, 5304~ 8.1287¢71° 1.0014e~
9 5,5321e 6,6984¢ 4 6.8591e~1° 9.8738¢71°
10 4,7034e~14 5,4387e~14 6.5296¢~1° 8.1277e~1°

TABLE 3.2 — Cas s =6

Les tableaux ci-dessus montrent bien dans cet exemple, que notre approche donne

de meilleurs résultats que ceux donnés par Lopez et Simoncini.
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3.5.2 Exemple 2

Soit n = 1000. Considérons A; la matrice creuse définie par la fonction Matlab
sprand, ou le conditionnement de la matrice vaut 10 et le pourcentage de coefficients

non nuls est de 10%. Ay et A3 sont des matrices symétriques de taille n x n définies de

(A A
(4 4 -

La matrice V' de taille 2000 x 2s est donnée par

la méme fagon que A;.

V =lexp(G)(:,1:8),exp(G)(;,n+1:n+s)]

ou GG est une matrice creuse et Hamiltonienne de taille 2n x 2n, générée de la méme

maniere que la matrice A

Posons s = 2. Nous obtenons la précision représentée dans les figures 3.5 a 3.9.
Notons que pour m = 10, un sous-espace de Krylov par bloc de dimension supérieure a
40 est construit.

En faisant varier m de 1 a 10, nous obtenons les figures 3.5 et 3.6 ou 'on compare,
d’une part, notre approximation a celle donnée par Matlab et d’autre part, la propriété

de symplecticité de notre approximation.
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La figure 3.7 représente le cas ou 'on fait varier m de 7 a 10.
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FIGURE 3.7 — Cas n =1000, s =2, m=7,---,10

Les résultats pour m variant de 50 a 100 sont données par les figures 3.8 et 3.9.
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FI1GURE 3.9 — Symplecticité, Cas n = 1000, s = 2, m = 50, --- ;100
Maintenant, posons s = 6. La matrice V' est de taille 2000 x 12 et est donnée par
V =lexp (G) (:,1:6),exp (G) (:,2001 : 2006)]

ou GG définie comme avant. Nous obtenons la précision représentée par les figures 3.10 a
3.12. On remarque que pour m = 15, Le sous-espace de Krylov par bloc est de dimension
supérieure a 180. Les figures 3.10 et 3.11 représentent les cas ou m varie de 10 a 15. La

figure 3.12 est un zoom de la figure 3.10 avec m variant de 13 a 15.

48



Chapitre 3. Méthode d’Arnoldi symplectique par bloc

x 107 Block Krylov method of sparse Hamiltonian matrix
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3.5.3 Exemple 3

Soit n = 100. Considérons A; la matrice "wing” définie par Hansen [40], Ay est la

matrice symétriques ”deriv2” de taille 100 x 100 définie aussi par Hansen. Posons

. Al Ag
(4 4

Considérons maintenant, la matrice V' de taille 200 x 4 donnée par V = [U, —JU] ou
U = exp (G) Iz, xs avec G une matrice 2n x 2n anti-symétrique et Hamiltonienne définie
de la méme maniere que la matrice A. Puisque G est anti-symétrique et Hamiltonienne,

V = [U, —JU] est ortho-symplectique.
Posons s = 2 et faisons varier m de 1 a 50. Les figures 3.13 a 3.18 représentent
I’erreur commise par I’approximation.
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FIGURE 3.13 — Symlecticité, Cas n =100, s =2, m=1,---,50
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Pour finir, posons n = 1000 et s = 10 et faisons varier m de 1 a 100. Les résulats

obtenus sont données par les figures 3.19 a 3.21.
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x 10~* Block Krylov method of skew—symmetric Hamiltonian matrix
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3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous constatons que la méthode d’Arnoldi qui est de type sous
espace de Krylov par bloc est bien adaptée pour le calcul de 'approximation de exp(A)V
en préservant la structure géométrique de I'opérateur exponentielle lorsque la matrice
A est Hamiltonienne et anti-symétrique et V' est orthogonale auquel cas exp(A)V est
orthogonale. Les exemples numériques montrent l'efficacité des algorithmes proposés.
En plus notre méthode donne des résultats meilleurs que ceux donnés par Lopez et

Simoncini.
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Chapitre 4

Méthode de Lanczos symplectique
par bloc

4.1 Introduction

La méthode de Lanczos est une méthode de projection de type sous espace de
Krylov permet, entre autres, de calculer certaines des valeurs propres, et des vecteurs
propres d'une matrice creuse de grande taille. Nous nous intéressons dans ce chapitre, a
I’étude d’une nouvelle méthode de Lanczos dans le cas symplectique et par bloc, cette
méthode est plus efficace lorsqu’elle est appliquée a une matrice structurée Hamilto-
nienne ou anti-Hamiltonienne, elle permet a la matrice réduite de garder la structure
d’origine, et garantie de donner une méthode numérique peu cotiteuse en libre calcul,
et donc numériquement plus précise. Plusieurs travaux de recherche ont été effectués
dans ce contexte, par exemple, Benner Fassbender et Watkins ([10], [45])ont proposé
une famille de méthodes de Lanczos pour les matrices structurées Hamiltonienne et

anti-Hamiltonienne.

Dans ce chapitre, nous décrivons un algorithme de Lanczos symplectique par bloc
que nous appelons bloc J—Lanczos pour une matrice Hamiltonienne dans le K-module
libre R?"*2% ofi K=R?*25_ Cet algorithme est basé sur la forme J-tridiagonale Hamil-

tonienne par bloc suivante :



XX EOE
* *
* *
* 0k x ok
XX E
* *
x *
x 0X x ok

ol * sont des blocs de s X s.

Dans le cas classique, s = 1, Ferng, Lin et Wang [26] ont proposé un algorithme de

J-Lanczos basé sur la forme J-tridiagonale Hamiltonienne suivante :

aq 1 b

a2 bl (6))
bn—l
M = (n bn— 1 Cn
q1 —ai

q2 —as

qn —An

M qui est une autre réduction obtenue par similarité symplectique (voir [12]), est sous

e
_\ \_

Ils ont supposé que pour toute matrice Hamiltonienne N, il existe une matrice

la forme suivante :

SympleCtique S = [q17q27 5 An Gn+154n42, * - 7q2n] € R2n><2n telle que M = S_lNS'

Ils ont imposé les conditions suivantes
qZJ—C_In-H et ||QZ||2 =1lpouri=1,2 ..n,
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dans le but de calculer les coefficients de la matrice M, ainsi que les vecteurs colonnes
de la matrice symplectique S. Une autre approche de J-Lanczos est donnée dans [1] ou

aucune contrainte supplémentaire n’est ajoutée.

Notre approche est définie comme suit : Soit M une matrice Hamiltonienne. Nous
construisons une matrice symplectique Qr, = [q1, -, @k © Qes1, -+ qor)] € RZ>2F (k<
m), avec ¢; € R? pour i = 1,2,---,2k, ot m X s = n et une matrice H) € R*skx2sk
telle que MQy, = QrpHy+ Wi Fl, ot W), € R*** J-orthogonale avec Q. (i.e., QW =
02525 Ce qui signifie également que qZTJWk = Ogxos pour @ = 1,2, -+, 2k). Hy sous la

forme bloc J—tridiagonale Hamiltonienne suivante :

ap ¢ o OélT
by ay c ap [ OézT
bg [6D)
Ch1 e e
H, = bpe—1 ax ag-1 B
Moo —af —bf ’
01 Yo 5; —c{ —ag —bQT
5 .- T
51{—1 _bg—l
Ok—1 Tk —Ci, —aj,

avec v , Bi , a; 5 by ¢, 05 € R et ap # 0,0 #0, ¢ # 0,0 # 0 pour
Pi=1,2.- k.

Notre objectif est d’utiliser la relation de récurrence a trois termes par bloc de Lanc-
zos pour déterminer les blocs colonnes de la matrice symplectique ). et les composantes

de la matrice Hj, en étudiant deux approches, par deux méthodes de normalisation.

Par identification des colonnes dans la relation M Q) = Q.H) + W, F; ,;‘F 1, Ious ob-

tenons

Mag; = Qi-1Cic1 + G + Qi1 + Gerio105 1+ QeriVi + Qeriv 0
May; = Qi—1Oé;F_1 + ¢ + Gir104 — Qk+i—1b§p_1 - Qk+ia? - Qk—i—i-i-lC;TF

pourt=1,--- .k et bg=0,co =0, ag =0, g = 0.



Puisque Q. est symplectique, nous avons

QzTqu—H = lsxs €t qZTJq] = Osxs pour ]7& k+ 1.

Les coefficients a;, 7;, 5; se calculent de la maniere suivante :

a; = —qf;JMg
v = qiTJMq,- pourz=1,---,k
Bi = _Qg+i<]qu+i

Le fait que Hy est Hamiltonienne impose aux -; et [3; d’étre symétriques. En effet :

ﬁzT = (_qg+iJMQk+i)T = —ng(JM)quH = B
~———
JM
o= (¢ IMg)" = ¢l (IM) g =
JM

Pour calculer les autres composantes des matrices Q). et Hy nous proposons les deux

approches suivantes :

4.2 Premiere Approche

Posons
up = Mg — q1¢i1— gia; — Qk+z‘—15,T_1 = qr+i7i
vi = Mg — G0 — 6B + QGerimabl_y + Qrrial
pour i = 1,---  k, et calculons les blocs colonnes ¢;11, qxriv1 de Qy tels que
Ui = Giy1bi T Qi1 (4.1)
Vi = Gi+104 — Qk+i+1CiT
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Nous devons d’abord vérifier la J-orthogonalité de u; et v; avec la famille {ql, T TR P qk+i}.

Il s’agit d'une condition nécessaire qui justifie (4.1).

(gl Ju = ¢/ JMg; —n; = Osxs
qg—i—i*]ui = ngJMQi + a; = Ogxs
aly Ju; = ¢ JMg -, = - (MQi—l)TJ%— oL, = Ogxs

T,
q/fﬂ_ljui = qlfﬂ_lJqu- +Ci1 = _(MQk+i—1)TJQi +cic1 = Ogxs
—————
\ —Ci—1
.
ql Jv; = ¢ IMqyi +a] = T (MC.Iz')TJC.Ik@*' aj = Osxs
—aT
T oJvi = ¢ M + B = —(Maers) " Jquss + B — 0
qk.H i qk—i—z dk+i ) N dk+i Qk—l—z i SX S
—B;
g1 Jvi = g1 JMari +0, = _(MQi—l)TJQk-l'Ji_'_ bl = Ogxs
T
qlzﬂ—l‘]w - —%fﬂ_lJquH + %T—1 = ¥(MQk+i—l) qu+j-+ %T_1 = Ogxs
—a

Pour obtenir les résultats précédents, nous devons prendre en compte le fait que

qZTquH = I . et qZTqu = Ogxs pour j # k + i, et le fait que M est Hamiltonienne,

c-a-d (JM)T = —M7TJ. De méme, quui = q,fﬂjui = q;frJv,- = q,:eriji = Ogxs
pour 7 = 1,2,--- 4. Toutes ces équations nous permettons d’en déduire que u; et
v; sont J—orthogonaux avec la famille < g1, -, ¢i:qrs1, -, qusi ¢~ Cela aboutit au

calcul de [gi41 Qrrir1 | avec une simple J—normalisation de [u; v;], en utilisant la
décomposition SR a l'aide de réflecteurs symplectiques comme rappelé dans [3], ou bien
la décomposition R’ R. Cette derniére décomposition est basée sur la .J-factorisation LU

de Cholesky [8].

Remarque 6. Dans [’étape de normalisation, plusieurs options de normalisations équivalentes
mathématiquement sont envisageables. On montre lors des exemples numériques [’in-

fluence de chacune de ces normalisations.



Posons
W, = [Uz Uz’]

b,’ a5
= [¢i+1 Qi1 ] 5 T |-

4.2.1 Normalisation en utilisant la décomposition SR

A I’étape 7, nous utilisons le réflecteur symplectique pour construire la décomposition
SR de la matrice W; € R?"*25 telle que W; = S'R’ avec S* € R**2% yne matrice

% %

21 1t
o Ry, € R¥** pour k,l = 1,2 et R}, Ry, Ry, sont triangulaires supérieures et R!, est

i i
symplectique et R' = ( 172 ) ¢ R25%25 yne matrice J-triangulaire supérieure,

strictement triangulaire supérieure. Nous obtenons alors (en utilisant les notations de
matlab).

{ qi+1 = Sl(,l . S)

Gerivn = S'G,n+1:n+s)
et '
b; = R'(l:s,1:59)
a; = R(l:s,s+1:2s)
5 = R'(n+1:n+s,1:59)
—c' = Rn+1:n+s,s+1:2s)

Ce qui nous conduit a écrire ’algorithme 4 suivant du J-Lanczos par bloc.
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Input : une matrice Hamiltonienne M € R?"*?" et une matrice symplectique
Vi=[q qri] € R*** (n=ms et k <m).

Output : une matrice symplecticque Qr = [q1, -+ , @k * Qry1, -, Qox) € RZVZF et

une matrice Hj;, € R%#*2%* bloc J-Hessemberg Hamiltonienne, vérifiant
Posons by =0, ¢cg =0,a9 =0, 0g =0
Qr(1:8)=q, Qe ,E+1:k+3)=qn1
fori=1,2,--- Jk—1do
Qjp1 = —qgﬂ-JMQi
Yi+1 = QZTJMQZ‘
Biy1 = —qgﬂ-JMQkH
up = Mq; — qi—1¢i-1 — qia; — Qk+i—15iT_1 — Qe+i7i
Vi = M@+ — qi_laiT_l — qifi — qk+i_1b,-T_1 - Qkﬂa?
L’étape de normalisation :{ Wi = [ul vl = S,ZRZ décompositior% Sk }
en utilisant le réflecteur symplectique
bi=R'(1:s,1:s)
G=—[Rin+1:n+ss+1:25)]"
a;=R'(1:s,s+1:2s)
Si=Rn+1:n+s,1:s)
Giv1=S(:,1: )
Gryivr = S'(n+1:n+ s)
end
Algorithm 4: Algorithme de Lanczos symplectique par bloc

Normalisation par la décomposition SR avec J—réorthogonalisation

Dans le but de récupérer la perte de J—orthogonalité produite par ’algorithme bloc

J-Lanczos donnée précédemment, nous calculons la décomposition SR de
Wi = [Qr(:, 1 :48), uiQr(, k4 1 k4 is), v;] € R2>20+Ds

au lieu de prendre W; = [u; v;]. Sachant que

Ui = Git1b; + Qoyit19;
_ T
Vi = i+10 — Qr+i+1C;



la décomposition SR de la matrice W; permet de déterminer une matrice

St € R?™2" et une matrice R’ qui est sous la forme suivante

Iy 0, 0, 0,
I, - 0, 0 Os
IS 05 Os 05
RY, * Ry * *
0, * 0, = *
0, 0, ) 05 05 =
08 08 IS 08
0, 0, I 0,
0, | O, I, | 0O
91 * * by % *
0 * 0, = *
0, 0, = 0, 0, %
On obtient 4 4
u; = Qi+1Ri1 + Qk+z’+1RZ21
Vi = Qi1 By + Qv Ry
Nous en déduisons aisément les coefficients b; , ¢! | ; , 6; en posant
b; = RLy=R(is+1:(i+1)s,is+1:(G+1)s)
a; = RL,=R(is+1:(G+1)s,(2i+1)s:2(i+1)s)
i = Ry =R(n+is+1:n+(G+1)s,is+1:(i+1)s)
—T' = Riy,=[R(n+is+1:n+@Gi+1)s 2i+1)s:2(i+1)s)]"
et
Qr(tyis+1:(i+1)s) = S(Cyis+1:(i+1)s)
Qi k+is+1:k+(i+1)s) = Stn+is+1:n+(i+1)s)

4.2.2 Normalisation en utilisant la décomposition R’ R

Dans cette partie, nous cherchons la J—décomposition R/R; & 1'étape i, on R;

€ R2%2 vérifie W/W; = R/ R;. R; provient de la J-décomposition LU avec la stratégie
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b; Q;

(Si —CT

] nous obtenons
(A

de pivot total ou partiel [8]. Puisque W; = [¢i11 Qrrir1 | [

[Qit1 Gmsit1] = WZ-R;I.
Normalisation par la décomposition R’R avec J—réorthogonalisation

A Tétape i de I'algorithme 4, nous calculons R; € R2:%25 sachant que W/ W; = R/R;
avec
W; = [Q(;, 1 :is), uiQ(, k +1: k +is),v;] € R,

R28X28

Donc [giy1, @erit1]=WiR; L et la matrice R; € provient de la J-décomposition

LU avec la stratégie de pivot total ou partiel.

4.3 Deuxieme Approche

A Ditération 7, nous avons pour ¢ = 1,--- , k
Mag; = Qio1Ci—1 + @i + Qi1 + Qerio10 1 + QeriVi T Qeritr10;
M@ = gaal,+¢Bi+ g0 — Grrioibl ) — @rrial — qeriach

Donc, nous pouvons combiner les deux équations comme suit :

T
Ci—1 QG ai B bi
M g; qi+i] = [Gi—1 Qrvi—1] < 5T T, >+[Qi h+i) < S >+[qi+l h+i+1] ( 5. —cf ) :

7 7

'

H; 1, H;; Hiy1,
Posons
Vieir = qi—1  Gk+i—1 }
Vi = | & Qi }
Vz‘+1 = qi+1  Qk+i4+1 }
et )
T
Ci—1 a
_ J _ 7 i—1
Hi;=C;i, = T\ st
i—1 i—1

a; @'




J
bi_1 ;1 bi1 i Ci—1 04T_1
Ciq = =, = = — i .
(Cis ( oio1 —cly ) -t ( dic1 —Cly ) ( 01 —by )
On obtient donc
MV, = =V, 1CL, + ViT; + Vi Ci.

On pose A; = Vi1 C;, on normalise A; par la décomposition SR (i.e A; = S’R"). On en
déduit [ Git1 Qeriv1 | = Vigr = S'Fy, Le

qi+1 = SZ(,l : 8) '
et Cz = FITRZ
Qi1 = S',n+1:n+s)

La condition Viile =0, pour k =1,2,...,7 est vérifiée.

R2n X2n

Input : une matrice Hamiltonienne M & et une matrice symplectique

Vi=ln @] € R**, (n=ms and k < m).

Output : une matrice symplecticque Qr = [q,, -+ , @k * Qrs1, -, qox] € R¥KS et
une matrice sous forme J-Hessenberg Hamiltonienne par bloc Hj, € R2#sx2ks,
vérifiant QiMQk = Hk
Posons Vy = Ogpxas, ho1 = Co = Oaexas et Vi € R vérifiant Vi/V) = I,
fori=1,2,--- J/k—1do

Hi; =T, =V/MV,

Ay =MV, + Vi H/

i—1,2

G, = ViT;
A; = S*R' décomposition SR

L’étape de normalisation : . i )
en utilisant le réflecteur symplectique

Vien=S'Fy
Hi-l-l,i = Cz = Hz{i—i—l = FlTRZ (IlOU.S avons Az = ‘/i—l—lci)
end
k k  min(j+1,k)
Qe=YViFl et Hy=3% Y FEH;F
i=1 j=li=min(j—1,1)

Algorithm 5: bloc J-Lanczos par compacte

Remarque 7. Dans l’étape de normalisation de [’algorithme bloc J-Lanczos par com-

pacte donné ci-dessus, au lieu d’utiliser la décomposition SR on utilise la J—décomposition
LU avec la stratégie de pivot total ou partiel afin de calculer R; € R**2%5 qui vérifie
A/A; = R/R; et Ay = MV; + Vi HY | ,C/ | — ViT, € R***. Nous obtenons donc

Hi7i+1 = Cz = FlTRZ et ‘/i—i-l = AZRZ_l
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Remarque 8. Pour récupérer la perte de J-orthogonalité, on normalise la matrice
W; = ZV]F]T + NFL € R2>x20+Ds gy liew de prendre W; = A;. En utilisant la
j=1

décomposition SR nous obtenons Viy1 = S'F,q et Hyjy1 = Ci = FL R'F,.q. Par la
décomposition R’ R, nous calculons Z = W;R;' ou R; € R2FVx20+Ds sqchant que

WIW,; = R!R;. Alors nous avons Vi, = ZF;,, et Hijv =0 = FEFIR,-FZ-H, i.e

[Qr(:yis+1: (i4+1)s) Qr(c, ntis+1 : n+(i+1)s)] = [S'(:,is+1 : (i+1)s) S'(:, k+is+1 : k+(i+1)s)]

Input : une matrice Hamiltonienne M € R?"*?" et une matrice symplectique
Vi=ln qrpa] € R¥

Output : une matrice symplecticque Q; = [q,,+ , Gk * Qrr1, ", Gor] € RZ%F et
une matrice H € R2sk*2sk
= Qi Hy.
Posons Vo =0, Cp = 0, Vi € R?"2 vérifiant V'V, = L, , C) = Iy,
fori=1,2,....m—1do

A = MV, + Vi, G = ViT;

/V[Z. = Z{/}.f’jT_|_AiﬁT
j=1

i+1

sous la forme bloc J-Hessemberg, telles que M Q)

Décomposition SR, en utilisant le réflecteur symplectique /V[Z = SR
Vien = SF;11, ou Viile =0pour k=1,2,....1
Ci = F;'THR
end
Algorithm 6: bloc J-Lanczos par compacte 2

j+1

Nous avons MV; = V,_1H;_1; + V;H;; + V;11Hj1 4, donc MV; = .ZIVZ'HZ'J'
i=j—

Supposons que l'algorithme 5 va jusqu’a l'itération m. Par construction, les matrices

Vi pour j = 1,2,..,m+ 1 sont symplectiques et J—orthogonales entre elles, c’est-a-dire

Vj‘]Vj = I et VjJVZ- = 09 pour ¢,j =1,--- ,m+1 et ¢ # 7. En multipliant a droite de
j+1

Pégalité MV; = > V;H;; par F] nous obtenons,
i=j—1

j+1
A{L@I@T = i£§zlngfﬁlﬁr

Jj+1 - -

= > ViFyEH;F}.

i=j—1



Ce qui implique que

<

> ViEy
j+1

j=li=j5-1

= Y VE Y

= Y Vi

2.

s
Il
—_

m j=min(i+1,m)

- sz Z

i=1 j=max(i—1,1)

m m j=min(i+1,m)

SVE et Hy =3y
=1

J 1=1 j=max(i—1,1)

ou Qm:

j=max(i—1,1)

Fz’Hz’jFJT + Vit 1 Hmp1,m s

ViFTFiHy; FY

j=min(i+1,m)

FH;; FT

gt

j=max(i—1,1)
j=min(i+1,m)

F}HijFJT + Vis1 Hprm FL

m?

FiH;; . Cela mene a 'égalité suivante

MQm - QmHm + Vm—i—le—i-l,anj;-

Puisque nous avons

J
A A
7j=1 7j=1
- Ly
123
= 3 F; FJ.T
j=1
- IZsm>
nous obtenons facilement que
QnMQy, Q7 QmHy,
- H,

ou H,, est sous la forme Hamiltonienne .J—Hessemberg par bloc.

4.4 Calcul de 'approximation de exp(M)V

Etant données une matrice M réelle Hamiltonienne et anti-symétrique et V' une

matrice rectangulaire. Nous proposons une nouvelle approche pour déterminer 1’ap-
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proximation exp(M)V sur le sous espace de Krylov, en utilisant cette fois-ci, 'un des

algorithmes proposés de J—Lanczos par bloc. Nous avons

MV = MQ,FC =Q,H,F\C)+ Vm+1Hm+17anz;Flcl-
——

0

La matrice C; vérifie C{Cy; = VIV et comme H,, est de la forme Hamiltonienne .J-

Hessenberg par bloc, alors

M?*V = MQ,H,FC;
QuHZF\Cy + Vi1 Hopr o F Hy Fy O
T
Dans le processus décrit ci dessus, on génére les m + 1 matrices Vi, Vo, -+ Vi
mais uniquement les m premieres interviennent dans I’approximation, nous avons alors
Pm—1(M)V = Sppm—1(H,,) F1Cy pour tout polynéome p,,_; de degré inférieur ou égal a

m — 1. On obtient finalement la relation suivante :

exp(M)V ~ S,exp(H,,)F1Ch.

4.5 Exemples numériques

4.5.1 Comparaison des différentes factorisations

Exemple 1

Posons n = 100. A; et As sont deux matrices de taille n X n, respectivement anti-
symétrique et symétrique. Ces deux matrices sont générées aléatoirement. La matrice

anti-symétrique et Hamiltonienne A est construite en posant

A A
A= |

La matrice V' de taille 2n x 2s est donnée par V = [I,,(:,1:s),,(:;,n+1:n+s)]. On
pose s = 4 et on fait varier m de 1 a 25. Les figures 4.1 et 4.2 testent la symplecticité

de la matrice @Q et la réduction H = Q7 AQ.



log10(norm(QJ*Q-eye(2*n)))

-10

-12

-14

-16

FIGURE

log10(norm(H-QJ*A*Q))

-10

-12

-14

Block symplectic Lanczos method s=4, n=100

—— SR Normalisation without J-reorthogonalization
—+— SR Normalisation with J-reorthogonalization

&— RJR Normalisation without J-reorthogonalization
—v— RJR Normalisation with J-reorthogonalization

Block Krylov subspace dimension, m

Block symplectic Lanczos method s=4, n=100

—*— SR Normalisation without J-reorthogonalization
—+— SR Normalisation with J-reorthogonalization

©— RJR Normalisation without J-reorthogonalization
—v— RJR Normalisation with J-reorthogonalization

T

4.1 — Symplecticité, cas n =100, s =4, m=1,--- ,25

Block Krylov subspace dimension, m

FI1GURE 4.2 — Réduction, cas n =100, s =4, m=1,---,25
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Pour ce deuxieme test, on pose n = 200, s = 10 et on fait varier m de 1 a 20. Nous

obtenons les résultats donnés par les figures 4.3 et 4.4.

Block symplectic Lanczos method s=10, n=200

—g H —*— SR Normalisation without J-reorthogonalization
—+— SR Normalisation with J-reorthogonalization

-7 H ©— RJR Normalisation without J-reorthogonalization
—v— RJR Normalisation with J-reorthogonalization

log10(norm(QJ*Q-eye(2*n)))
N
w N B O © o

1
N
~

T

|
=
[&)]

FIGURE 4.3 — Symplecticité, cas n = 200, s =10, m =1,---,20



Block symplectic Lanczos method s=10, n=200

_4 ~
—#— SR Normalisation without J-reorthogonalization
=5 || —+— SR Normalisation with J-reorthogonalization
&— RJR Normalisation without J-reorthogonalization

6 —v— RJR Normalisation with J-reorthogonalization
~—~ _7 [
o
< -8 r
5
¢
r 97
E
g -10
3
2 -11

_12 [

_13 [

_14 1 1 1 J

0 5 10 15 20

Block Krylov subspace dimension, m

FIGURE 4.4 — Réduction, cas n =200, s =4, m=1,---,20

Exemple 2

Dans cet exemple, nous considérons une matrice de taille 300 x 300 Hamiltonienne

et anti-symmetrique définie comme suit

A A

A—
—Ay Ay

ou Ajest définie par
Ay = tril(CC, —1) — tril(CC, —1)"

et Ay par
Ay = tril(CC) + tril(CC, —1)T,

avec C'C' une matrice aléatoire de taille nxn et tril(CC, —1) définie la partie strictement

triangulaire inférieure de la matrice C'C. La matrice V' de taille 2n x 2s est donnée par

V=[LG1:s),I,(,n+1:n+s).
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Posons s = 5 et faisons varier m de 1 a 28, la symplecticité de la matrice @) et la

réduction H = Q7 AQ sont testées dans les figures 4.5 et 4.6.

Block symplectic Lanczos method s=5, n=150

0 ~-
—%*— SR Normalisation without J-reorthogonalization
-2 +| —+— SR Normalisation with J-reorthogonalization
©— RJR Normalisation without J-reorthogonalization
4 [| TV RR Normalisation with J-reorthogonalization

£
& -6 r
()
>
?
i
g
€
5 —-10 r
£
o
-
8-12 r

-14

-16 Il Il Il Il Il J

0 5 10 15 20 25 30

Block Krylov subspace dimension, m

FIGURE 4.5 — Symplecticité, cas n =150, s =5, m=1,---,30



Block symplectic Lanczos method s=5, n=150

—— SR Normalisation without J-reorthogonalization
—+— SR Normalisation with J-reorthogonalization

©— RJIR Normalisation without J-reorthogonalization
—— RJR Normalisation with J-reorthogonalization

log10(norm(H-QJ*A*Q))

0 5 10 15 20 25 30
Block Krylov subspace dimension, m

FIGURE 4.6 — Réduction, cas n =150, s =5, m=1,---,30

Posons n = 200, s = 10 et faisons varier m de 1 a 20. Nous obtenons les figures 4.7

et 4.8.

Block symplectic Lanczos method s=10, n=200

—*— SR Normalisation without J-reorthogonalization
=7 | —+— SR Normalisation with J-reorthogonalization

©— RJR Normalisation without J-reorthogonalization
~8 | —— RJR Normalisation with J-reorthogonalization

_10 -

log10(norm(QJ*Q—eye(2*n)))

_13 -

-14 +

-15

Block Krylov subspace dimension, m

FIGURE 4.7 — Symplecticité, cas n = 200, s =10, m=1,---,20
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Block symplectic Lanczos method s=10, n=200

_4 ~-
-5 || =% SR Normalisation without J-reorthogonalization
—+— SR Normalisation with J-reorthogonalization
-6 ©—— RJR Normalisation without J-reorthogonalization
—— RJR Normalisation with J-reorthogonalization

~— _7 i
o
< -8
5
¢
T 97
£
g -10
S
= |-
2 -11

_12 -

_13 [

_14 1 1 1 J

0 5 10 15 20

Block Krylov subspace dimension, m

FIGURE 4.8 — Réduction, cas n =200, s =10, m=1,---,20
Les figures 4.9 et 4.10 montrent les résultats pour s = 5 et m variant de 1 a 20.

Block symplectic Lanczos method s=5, n=200

-10.5-
11 b —*— SR Normalisation without J-reorthogonalization
—+— SR Normalisation with J-reorthogonalization x/
—11.5+ ©— RJR Normalisation without J-reorthogonalization
—— RJR Normalisation with J-reorthogonalization <
=-12 r
£
)
o -12.5-
v
@ -13
5
g
£ -13.5-
o
£
S -14
(=)
k)
-14.5-
_15 -
_155 1 1 1 J
0 5 10 15 20

Block Krylov subspace dimension, m

FIGURE 4.9 — Symplecticité, cas n =200, s =5 m=1,---,20
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_9 ~-
—*— SR Normalisation without J-reorthogonalization
=95 —— SR Normalisation with J-reorthogonalization >
_10 ©— RJR Normalisation without J-reorthogonalization
—%— RJR Normalisation with J-reorthogonalization B
- -10.5
o
< -11 |
5
¢
z -11.5-
£
g -12
a
8 -12.5-
_13 -
-13.5r
_14 1 1 1 J
0 5 10 15 20

Block Krylov subspace dimension, m

FIGURE 4.10 — Réduction, cas n =200, s =5, m=1,---,20

Les courbes montrent bien que les méthodes avec J-réorthogonalisation sont meilleures
que celles sans J-réorthogonalisation, et que la normalisation avec la factorisation R’ R

est plus mieux que celle utilise la factorisation SR

4.5.2 Comparaison bloc J-Lanczos avec bloc J-Arnoldi

Dans ce paragraphe, nous testons 'algorithme J-Lanczos et 'algorithme d’Arnoldi
symplectique sur quelques exemples numériques. Nous testons la J—orthogonalité de
la matrice symplectique Q (i.e, ||lo, — Q’7Q||r) et la réduction de la matrice A (i.e,
|A—QHQ’| ) lorsque que I'on applique I'algorithme J—Arnoldi, proposé dans [5] et

les deux appoches de J—Lanczos définies dans ce chapitre.

Exemple 1

Posons n = 300. A; et Ay sont deux matrices de taille n x n,, respectivement anti-

symétrique et symétrique. Ces deux matrices sont générées aléatoirement. La matrice
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anti-symétrique et Hamiltonienne A de taille 600 x 600, est construite en posant

A A A
—Ay A
La matrice V' de taille 2n x 2s est donnée par V = [U, —JU], avec

U=1[I(1:5),I(:n+1:n+s)

Pour le premier test nous posons s = 5 nous faisons varier m de 1 a 30. Les figures

4.11 et 4.12 présentent les résultats obtenus.

Block symplectic Arnoldi and Lanczos methods with SR normalisation s=5, n=300

-128 < Block J-Amoldi
—*— Block J-Lanczos 1st Approach
—6— Block J-Lanczos 2nd Approach Y TV VY
-13 F SV a2
£ 135
o
()
>
¢
Q14 t
bl
g
£
2
S -1457
—
[))
o
_15 [
-15.5! L L I . | .
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Ensuite posons s = 10 et m varie de 1 a 20. Les figures 4.13 et 4.14 montrent les

résultats obtenus.
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Exemple 2

Maintenant, considérons les matrices A de taille 200 x 200 Hamiltonienne et anti-
symmetrique et V' définies comme dans la section 4.5.1. Dans tous ces tests, nous
représentons la symplecticité de la matrice Q et la réduction H = Q7 AQ. Pour s = 2,

faisons varier m de 1 a 50. On obtient les figures 4.15 et 4.16.
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Ensuite posons s = 4, faisons varier m de 1 a 25. Les figures 4.17 et 4.18 montrent

les résultats.
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Enfin posons n = 200 et s = 10. Les figures 4.19 et 4.20 montrent les résultats pour
m allant de 1 a 10.
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Exemple 3

Les matrices considérées dans les exemples numériques suivants sont issues de V.
Lopez et L. Simoncini dans [33].
Soit n = 1000. Considérons A; la matrice creuse définie par la fonction Matlab sprand,
ou le conditionnement de la matrice vaut 10 et le pourcentage de coefficients non nuls
est de 10% Ay et As sont des matrices symétriques de taille n x n définies avec les

meémes parametres qu’avant(que la matrice Ay).
Al A2

A= ) 4.2

( Az —AT ) (4.2)

La matrice V' de taille 2000 x4 est donnée parV = [exp (G) (:,1 : 2),exp (G) (:, 1001 : 1002)]
ol GG est une matrice creuse et Hamiltonienne de taille 2n x 2n, générée de la méme

maniere que la matrice A

Posons s = 2. Nous obtenons la précision représenté dans les graphiques suivants.
Notons que pour m = 10, un sous-espace de Krylov par bloc de dimension supérieure a

40 est construit.

En faisant varier m de 1 a 10, nous obtenons les courbes suivantes,
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Pour s = 6, et m variant de 1 a 10, nous avons les figures suivantes.
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Pour s = 10,
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FIGURE 4.25 — Symplecticité, cas n = 1000, s =10, m =1, --

log10(norm(H-QJ*A*Q))

et m variant de 1 a 10, nous avons les figures suivantes.
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Block symplectic Arnoldi and Lanczos methods with RNJ}R normalisation s=10, n=1000
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4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode de Lanczos symplectique par
bloc appliquée a une matrice Hamiltonienne. Cette méthode nous a permis de réduire
une matrice Hamiltonienne en une matrice J-tridiagonale Hamiltonienne par bloc. Deux
approches ont été proposées et étudiées, la premiere utilisant a chaque étape de 1'algo-
rithme deux équations a trois termes écrites avec des blocs de taille s x s, et la deuxieme
plus compacte, utilisant a chaque étape une équation avec des blocs de taille 2s x 2s.
Ces approches basées sur deux méthodes de normalisations différentes, la normalisa-
tion par SR et la normalisation par R’ R. Les exemples numériques présentés montrent
bien l'efficacité des algorithmes proposés, ainsi que la nécessité de la technique J—
réorthogonalisation pour avoir une plus grande précision. La comparaison est faite avec

les travaux de Lopez et Simoncini.
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Chapitre 5

Pseudo-inverse de Moore-Penrose
par bloc

5.1 Introduction

La modélisation linéaire de nombreuses applications scientifiques et industrielles
aboutit souvent a la résolution d’un systeme d’équations linéaire Az = b, dont le nombre
d’équations est parfois, plus grand que le nombre d’inconnues. Le probleme est que la
matrice associée au systeme est non inversible, le systéeme n’a pas alors de solutions, ou
admet une infinité de solutions, il est donc possible de chercher parmi ces solutions une
qui minimise la quantilté ||Az — b||, pour une matrice A € R™*" z € R" et b € R™, le
minimum est attient en un unique vecteur x de R, qu’on note A™h, ou A" est appelée

la pseudo-inverse de A.

La pseudo-inverse de Moore-Penrose A" d’une matrice A a été indépendamment
décrite par Eliakim Hastings Moore [37] en 1920 et Roger Penrose [41] en 1955. Plus
tot, Fredholm [30]avait déja présenté la notion de pseudo-inverse d’opérateurs intégraux
en 1903. le concept d’inverse généralisé est employé parfois comme synonyme pour la
pseudo-inverse. Nous allons présenter dans ce chapitre, la méthode de Gréville par bloc
qui consiste a construire, bloc de lignes par bloc de lignes, la matrice inverse généralisée
de Moore Penrose d’une matrice A € R™*" a partir de blocs de vecteur colonnes, chaque

bloc étant de dimension m X s avec s < n. Le principal avantage de cette méthode est



u’elle permet de calculer, de maniere itérative, la pseudo-inverse d’une matrice donnée
b b

en un nombre fini d’étapes.

5.2 Définition et propriétés

Définition 14. La pseudo-inverse, A*, d’une matrice A de taille m x n, a coefficients

réels ou complexes est ['unique matrice de taille n x m satisfaisant les quatre critéres

swvants :
1. AATA=A
2. ATAAT = AT

3. (AAT)T = AAT (AAT est une matrice symétrique)

4. (ATA)T = AT A (AT A est également symétrique)

Remarque 9. Pour les matrices dont les composantes sont des nombres compléxes
au liew des nombres réelles, AT sera remplacée par A*, ou A* désigne l'adjointe de la

matrice A.

Théoreme 6. (Graybill[27]) Soit A une matrice de taille m x n. On a
AT = (ATA)T AT = AT (AAT)"

Théoreme 7. La pseudo-inverse appelée aussi inverse au sens de Moore-Penrose existe

et est unique pour toute matrice réelles ou compleze.

Démonstration. L’unicité

Supposons qu’il existe deux matrice inverses A} et A de A. En utilisant les criteres 1
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a 4, de la définition 14, nous avons :
Al = ATAAT

= A (AAT)

= Af(A]) A

= Af (A7) (447 A)
= Af (A7) A" (A47)

1 (A7) A AA7

A (AT AAL
AT AATAAT
AT AAT.

I
S

Avec les mémes criteres, nous avons :

Af = AJAAS

= (AFA)Af
(A} AATA)*AF
(AFA) (A A) A5
— ATAATAAD
— ATAAL

Finalement nous obtenons A = A3, d’ot I'unicité. O

L’existence

Pour montrer I'existence de la pseudo-inverse, il suffit d’en dégager une forme explicite.

Soit A = F'G une décomposition de rang maximal ou F' et G sont deux matrices de
plein rang, alors nous avons, AT = GT(FTAGT)~'F'. En effet, Nous avons (FTAGT) =
(FTF)(GGT), et puisque les matrices (FTF) et (GGT) sont deux matrices carrées de

plein rang donc sont régulieres, Posons

Sy
|

GT(FTAGT)—IFT
— GT(GGT)—I(FTF)—IFT

Il est facile de vérifier que B satisfait aux 4 proprietés et d’apres l'unicité de la

pseudo-inverse, nous déduisons B = A™

Proposition 18. 1. Sila matrice A est réguliére, alors le pseudo-inverse et l'inverse

coincident, i.e
AT = A1



2. La pseudo-inverse est réversible. C’est son propre inverse :
(AT =4

3. Si A est une matrice symétrique et idempotente AT = A.
4. Les matrices A, AT, ATA, AA" sont de méme rang.

5. La pseudo-inverse de la matrice nulle est la matrice nulle :
A=0 AT =0.

6. La pseudo-inversion permute avec la transposition, la conjugaison et en prenant
le conjugé de la transposée, i.e : (AT) T = (AT, et (A*)T = (AT)* dans le cas
complexe.

7. La pseudo-inverse d’un multiple scalaire de A est le multiple réciproque de AT :
(A)" =a AT pour a #0

8. Si la pseudo-inverse de AT A existe, elle peut étre utilisée pour calculer AY, en

effet :
AT = (ATA)T AT

9. Si A est de rang mazximal en colonnes, alors :
At = (ATA)T AT

et on trouwve AT A = I, mais AAT # I,,. De méme, si ( A AT) * est déja connue
alors :
AT = AT (AAT)T

10. St A est de rang maximal en lignes, alors :
At = AT (A447)7

et on obtient AAY =1,,  mais ATA#1I,.

11. Soit BC' une factorisation de rang maximal d’une matrice A alors
At = (BCY" =CtB*

Théoréme 8. Soit A une matrice réelle de taille m x n, telle que AT A soit inversible.

La solution de Ax = b de norme euclidienne minimale est donnée par ATb.
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5.3 Algorithme de Greville classique

Une méthode efficace de calcul itératif du pseudo-inverse d’une matrice est donnée
par I'algorithme de Greville qui ne demande pas de traitement préalable de la matrice.

Cet algorithme est tres utile pour trois raisons :

1. Il permet de calculer d’'une maniere récursive la pseudo-inverse d'une matrice en

un nombre fini de pas.

2. Il est indépendant du conditionnement de la matrice donnée, on n’a pas besoin

de factoriser cette matrice.

3. Il ne demande pas d’inversion de matrices, seules des quantités scalaires sont a

mverser.

Soit A une matrice réelle d’ordre m x n, la détermination récursive de la matrice

pseudo-inverse de A s’appuie sur 1'idée de partition de A en colonnes. On a

A= [alaa'Za"' >an]'
La premiere étape de la méthode est décrit par la formule suivante : A7 = a; =
0 si ap = 0 A 1302 . . PN .
T (.T ) A Titération k, la pseudo -inverse est calculée a partir de
af /[ (afay)  sia; #0

A |, la matrice constituée par les (k—1) premieres colonnes de A et la colonne courante

d’indice k de la matrice A,

En supposant que k > 2 et A | a été déja trouvé, nous présentons I’algorithme de

Greville classique.

Algorithm de Greville classique

Posons :A; = a;

Af =at (afal)_l sia; #0



A Tétape k :

(

(I - Ak—lAiJcr—l) Ak
[(7 = A AL an

3 si (I - Ak—lAz—_l) Qe 7A 0
Pr = T
(A;—l) Al ay
(1+ A onlP)

sinon

On pose

P

+ T
Al = ( A (1= i) )

5.4 Algorithme de Greville par bloc

Soit A une matrice réelle d’ordre m x n, on pose A = [E B] avec E € R™*("=5) ¢t
B € R™**. Nous essayons de chercher I'inverse généralisée de Moore Penrose que 1’'on

notera par A™ sous la forme,
M
At = ( , ) olt M € RI=9%m of P e R™*,

et satisfaisant les 4 propriétés suivantes :
1. AATA=A
2. ATAAT = AT
3. (AAT)T = AA+
4. (ATA)T = AT A.

Nous limitons notre étude au cas m > n. Ci-dessous les cas qui se présentent :
— 1¢" cas : A et F sont de rang maximal distinct.

— 2%m€ cas : A et E sont de méme rang.
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5.4.1 1 cas : A et E sont de rang maximal distinct

Proposition 19. Si on suppose que les deux matrices A et E sont de rang mazimal

distinct, alors

A [ ET-ETB(Un - EET)B)*
- (I, — EET)B)" '

Démonstration. Nous avons AT = (ATA)+AT et puisque AT A est inversible, AT =

(ATA)™ AT don
i E'E E'B B
~ \ B"E B"B BT |-

Rappelons ci-dessous un résultat d’inversion d’une matrice en utilisant ses blocs.

A B
BT C
titionnée en quatre sous-matrices telle que le bloc A est inversible. L’inverse D' de la

Lemme 4. (d’inversion matricielle) Soit D = une matrice réquliere par-

matrice D est donné par D! = ( }i(T }; ) ot

= A7+ A'B(C—-BTAT'B)"'BTA™,
—~A7'B(C — BTA™1B)™ 1,

= (C-BTA'B)"L

X
Y
A

D’apres ce lemme nous obtenons,

-1
ETE ETB B
BTE BTB N

1

[ (ETE)"'+ (E"E) " E"B (B'B - B'E(E"E)”! ETB)_l BTE (ETE)

= ((BTB ~ B'E (E"E) " E"B) _1) ' B7E (ETE)™

~(E"E)"" E"B(B"B - B'E (E'E) " E"B) o
(B"B - B"E(ETE)" E"B) o



-1
Posons K = (BTB — BTE (ETE)_1 ETB> . La matrice K est symétrique (K7 = K)

et on a

1

E'E 5’3\ [ (ETE)'+ (E"E)ETBKBTE(E'E)" - (E'E)'ETBK
B'E B"B | | —-K"BTE(ETE)” K
Dol
T [ (ETE)™' + (ETE)"' ETBKBTE (ETE)"' —(E"E)'ETBK | [ ET
| —KTBTE (ETE)™ K BT

[ (E"E)"'E" + (E"E)” ETBKBYE (E'E)" E” — (ETE)” ETBKB" |

~K"BTE (ETE) "' ET + KB”

[ B+ + ETBKBTEEt — EYBKBT

~KTBTEE'T + KBT

E+ — E*B(KBY(I,, — EEY))

KBT(I,, — EE*)

Calculons KB (I,, — EE™"),
KB'(I,, — EEY) = (BTB — BTE (ETE)™ ETB> ~ BT, — BE)
— (B"(I,, — EEY)B)"' B"(I,, — EE™).
Or (EEN)" = EET, done (I, — EEN)T = I,, — EE™ et
(In — EEY'(I,, — EE*) = [—2EE*+ EE*EE*
— I, — EE*,
Dol
KB'(I, — EEY) = (B"(I, - EE")"(I,, — EE")B)" B'(I,, — EE")"
= ((In,—EE")B)".
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Finalement, on obtient

e ()

[ Ef-E*B((I,-EE")B)"
- (I, — EET)B)" ‘

5.4.2 2" cas : A et F sont de méme rang

Proposition 20. Si on suppose que les deux matrices A et E ont le méme rang, alors :

Aif_l - AZ_—IB’C (Is + BTAgT1Ag—1Bk)_1 BgAZ_TIAZ_—l
A—i— _
L=
(I + BEAT AF By) ™ BEATT AL

Démonstration. Soit A = [ E B }, avec rg(A) = rg(E) = r. Posons £ = FG et

B = FN sont les factorisations de rang maximal de £ et B. On obtient donc

A= |E B]
- | FG PN |

= F [ G N ] est la factorisation de rang maximal de A

+
Par conséquent AT = [ G N ] F* et puisque [G N] est de rang maximal en lignes,

;

on peut alors écrire :

o ] =[S |([e ~]

T
- gT (GGT + NNT)™'

GT
NT

D’apres le lemme 4 et le fait que GG” est une matrice carrée de rang maximal
(GGT + NNT)™' = (GGT + NI,NT)™
-1
= (GG = (GG N (I + NT(GGT) I N)NT (GG



Donc :

= le ] F
_ ]C\:; ((GGT)‘1 —(GGT)'N (18 +NT (GGT)™! N) TN (GGT)_l) Ft
- [ 67 (cam) ™+ — o (GaT) ' N (1, + N7 (GG") ' N) CNT (Gan) R
L NT(GGET) R N (G6T) N (14 N (66T N)_l NT (GGT) T
et -GN (1 N (66T N)_l NT (GGT) ' F |
L NT(GGET) R - N (G6T) TN (14 N (G6T) N)_l NT (GGT) T

De plus N =F*B et F* = GE™". Nous avons donc,

Ch
At =
avec

C, = BTF*T(GGT) ™' F+—
BIFH(GGT) ™ FEB (1 + BTFT (GGY)

-1

—1

FB) CBTRT (GG F

-1

= L= B'FT (GG FOB (14 BTRYT(GGT) F+B)_1] BTF+T (GGT) ™ F*

= ((I 4+ BT p+r (GGT)—l F+B> _ BT p+T (GGT)_l F+B>

I, + BTF+T (GGT)” F+B)_1] BTF*T (GGT) ™' F+

1 -1

(&

= (L+B"FT(GGT) F*B)_ BTF+T (GGT) ™ F+
= (1

= (L

= (I

_1F+

BTE+TGT (GGT) F+B> -1 BTE+TGT (GGT)
+ BTE+TG+F+B) L BT p+T G+ p+
BTE+TE+B) BTE+TE+,
et
Ci = G'F*~G*F*B(1,+ BTF*T (GG) " F*B) T pTEeT (GoTy T P
= EFT—FETB (Is —+ BTF+T (GGT)_l F+B)_1 BTF+T (GGT)—l
Et —ETtB (Is + BTE+TE+B)_1 BTE+T E+.

F+

Donc, nous obtenons A* comme suit :

Et — E*B(I,+ B'ETTE*B) " BTETTE*
(Is + BTE+TE+B) -1 BT E+T g+

A+
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Algorithme 5.2 : Algorithme de Gréville par Bloc

1. A I’étape k
B =A(:(k—1)s+1:ks)

2. Si Ay et By, sont de rangs maximum distincts, Alors

Af =

A =

_ +
Al—:—l - Al—l_—lBk ((Im - A:—lAk—lBk) 1Bk)

<(Im — A A B Bk>+

3. Si Ap_; and By sont de méme rang Alors
Al = AL By (Lo+ BT AT AL By ™ BIAIT AL

—1
| (IS + BgAli_TlAli_—lBk) BgAI_TlAﬁ_l

5.5 Exemples numériques

Exemple 1 : A = rand(m,n)

-10.5|

-11

S A-AA" A:m=500, n=400, s=20
- AT-ATAA"

= (AAHT-AA*
-~ (A*A) - AT A:LOG10

-115

-12

-12.5

-13

-13.5

-14

-145

-15
0

10

12

14

16

18

20
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Exemple 2 : A = rand(m,n)
_7 T T
&= A-AA" A:m=400, n=600, s=20
- A"-ATAA"
-8H o (AAHT -AAT
-~ (A*A)T-A"A:LOG10

-10F

11+

—12+

-13}+

Exemple 3 : A= [M,2M] ou M est une matrice random .

- A-AA"A:m=800, n=400, s=20
“115) o At pAtAAT
o (AAHT -AA*
- (A*A)T - A" A LOG10
1oL : J
-125} e
_13b J
-135} J
-14 J
-145} e
-15 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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Exemple 4 : A = [M,2M] ou M est une matrice random.

&= A-AA" A:m=400, n=800, s=20
- A" -ATAA"
o (AAN -AA*

-~ (A*A)T - AYA:LOG10

-7

-10}

-12+
-13}

e e

-15 I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40

5.6 Conclusion

Nous avons proposé dans ce chapitre, une nouvelle méthode itérative pour calculer
la pseudo-inverse de Moore-Penrose, en utilisant une approche de bloc appliquée a la

méthode de Greville.



Conclusion et perspectives

Conclusion :

Dans cette these, nous avons défini une nouvelle structure de K-module libre R?7*2

avec K = R?*2_ Nous avons défini le J-produit scalaire et la normalisation correspon-
dante. Ceci nous a permis d’élaborer la version symplectique par bloc des méthodes de
type sous espace de Krylov numériquement efficaces bloc J—Arnoldi et bloc J—Lanczos
appliquées sur des matrices structurées (Hamiltonienne, anti-Hamiltonienne, symplec-
tique). Nous avons montré sur des exemples numériques 'efficacité de ces versions. Nous
avons mené une étude sur I'approximation de 'opérateur exp(A)V sur le sous espace
de Krylov par bloc K,,(A, V) = blockspan{V, AV, ..., A™"71V} associé¢ a A € R¥*?" et
V € R?*25_Nous avons constaté que les méthodes de type sous epace de Krylov par bloc
sont bien adaptées pour le calcul de I’approximation préservant la structure géométrique
de 'opérateur exponentielle, lorsque la matrice A est anti-symétrique et Hamiltonienne,
et V ortho-symplectique auquel cas exp(A)V est ortho-symplectique. Les exemples
numériques montrent 'efficacité des algorithmes proposés. Nous avons également intro-
duit une généralisation de la méthode de Greville, notre approche consiste a déterminer
d’une maniere itérative, le pseudo-inverse de Moore-Penrose d’une matrice rectangu-
laire A € R™*™ bloc de lignes par bloc de lignes, a partir de blocs de vecteur colonnes,

chaque bloc étant de dimension m X s avec s < n.
Perspectives :

Comme perspectives aux travaux de cette these, nous comptons :
[0 Etudier les méthodes données dans ce travail, en profitant de ’approche des méthodes

globales.
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0 Etudier la complexité et la stabilité numérique pour les différentes algorithmes

pProposés.

O Utiliser notre approche proposée de I'approximation de I'opérateur exp(A)V pour
résoudre des problemes issus des équations différentielles dépendants d’un parameétre
(EDP) et des systemes d’équations différentielles ordinaires (EDO) ayant des matrices

structurées.
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