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Résumé

Cette thése présente des travaux originaux dans le domaine des méthodes de moyen-
nisation d’ordre élevé. On s’intéresse notamment & des procédures de moyennisa-
tion dite stroboscopique ou quasi-stroboscopique dans des espaces de Banach ou
de Hilbert. Ces procédures sont ensuite appliquées a des exemples concrets : des
équations d’évolutions hautement oscillantes.

Plus précisément, on montre dans un premier temps un résultat de moyennisation
stroboscopique dans un espace de Banach ou ’on obtient des estimations d’erreurs
exponentielles. Ce théoréme est ensuite appliqué sur deux équations des ondes semi-
linéaire hautement oscillantes. On montre également que la Stroboscopic Averaging
Method s’applique a une équation des ondes semi-linéaire avec conditions de Dirich-
let. On trouve enfin numériquement, une dynamique intéressante de I’équation des
ondes semi-linéaire mise en lumiére par la procédure de moyennisation.

Dans un second temps, on présente un théoréme de moyennisation quasi-strobos-
copique dans un espace de Hilbert quelconque avec des estimations d’erreurs expo-
nentielles. Ce théoréme est alors appliqué de facon indirecte a une équation de
Schrédinger semi-linéaire oscillante. Cette équation est d’abord projeté dans un
espace de dimension finie pour qu’on puisse lui appliquer le théoréme de moyen-
nisation quasi-stroboscopique. On écrit alors un résultat de moyennisation quasi-
stroboscopique pour I’équation de Schrddinger semi-linéaire avec des estimations
d’erreur polynomiales.
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Abstract

This thesis presents some original work in the field of high order averaging procedure.
In particular, we are interested in stroboscopic and quasi-stroboscopic averaging pro-
cedure in abstract Banach or Hilbert spaces. This procedures is applied to concrete
examples: some highly oscillatory evolution equations.

More precisely, we first show a theorem of stroboscopic averaging in a Banach
space where we obtain exponential error estimates. This theorem is then applied
on two semi-linear and highly oscillatory wave equations. We also put in evidence
that the Stroboscopic Averaging Method works fine with a semi-linear wave equa-
tion with Dirichlet conditions. Finally, the averaging procedure puts in evidence,
numerically, an interesting dynamics regarding the semi-linear wave equation with
Dirichlet conditions.

In a second part, we present a quasi-stroboscopic averaging theorem in a Hilbert
space with exponential error estimates. This theorem is applied on a semi-linear
Schrédinger equation. This equation has first, to be project in a finite dimen-
sional space in order to fit in the hypotheses of the theorem. We then write a
quasi-stroboscopic averaging theorem for a semi-linear Schrédinger equation with
polynomial error estimates.
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Chapter 1

Méthodes de moyennisation
stroboscopique appliquées aux
équations différentielles ordinaires

1 Introduction et historique

1.1 Un petit historique de la moyennisation

I’ étude des problémes perturbés vient originellement de 1'objectif de relier les ob-
servations sur le déplacement des planétes avec les théories de Newton. Les premiéres
tentatives des physiciens furent de créer des tables astronomiques pour chaque nou-
veau cas qu’ils rencontraient. Cependant aucune théorie globale ne permettait de
résoudre des équations différentielles toujours plus complexe. L’idée de regarder un
probléme moyenné (souvent plus simple) que le probléme de base afin d’en déduire
des résultats qualitatifs vient notamment de Clairaut [21], Laplace [26] et Lagrange
[36]. De nombreux autres scientifiques comme Jacobi, Van der Pol ou Poincaré, ont
par la suite, repris cette méthode.

Cependant, la relation entre les solutions de 1’équation de départ et de I’équation
moyennée, bien que trés utilisée en physique, restait formelle. La premiére preuve
de validité asymptotique fut apporté par Fatou [28] en 1928 pour des champs de
vecteurs périodiques. En union Soviétique, a la méme époque des résultats similaires
sont obtenus par Mandelstam et Papalexi [33]. Une percée importante est faite par
Krylov et Bogoliubov [35] lorsqu’ils appliquent les résultats de la moyennisation aux
champs de vecteurs presque périodiques. Les thérories sur la moyennisation sont
alors rassemblées dans un livre important écrit par Bogoliubov et Mitropolsky [5]
en 1955 (traduit en Anglais en 1961 [4]) .



CHAPTER 1. METHODES DE MOYENNISATION STROBOSCOPIQUE
APPLIQUEES AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

Ce sera le point de départ d'un grand nombre de travaux explorant plusieurs
domaines des mathématiques. On peut citer notamment :

e Les formes normales de Birkoff qui consiste & mettre un systéme Hamiltonien
sous une forme plus simple a intégrer.

e La théorie KAM du nom des trois mathématiciens qui en sont a l'origine:
Kolmogorov [34], Arnold [2] et Moser [41].

e La moyennisation d’ordre élevé notamment présentée par Perko [44] en 1969
puis par Ellison, Saenz et Dumas [27] qui est au coeur des travaux de cette
these.

De nombreux autres auteurs ont apportés des contributions dans ces domaines aux
cours des derniéres décénnies et il serait fastidieux de tous les citer et de n’en ou-
blier aucun. Cependant, un certain nombre sont revenues réguliérement dans mes
recherches. A propos des formes normales de Birkhoff, on peut se référer & Bambusi
[3]. Au sujet de la moyennisation, le livre de Sanders, Verhulst et Murdock [47] con-
tient énormément d’informations. Enfin, Hairer Lubich et Wanner [32] reprennent
la théorie KAM ainsi que de nombreux autres concepts (B-séries, Erreur de analyse
rétrograde ...). Ils sont également a l'origine d’une méthode de moyennisation par-
ticuliére appelée "modulated fourier expansion" [22].

Durant ces derniéres années, Chartier, Méhats, Murua, Sanz Serna et Castella
(19, 10, 11, 13, 16, 17, 20]) ont développé I'idée de moyennisation stroboscopique et
trouvé une méthode numérique efficace pour résoudre les problémes avec champs de
vecteurs périodiques. Nous présentons maintenant plus en détail le principe de la
moyennisation stroboscopique.

1.2 Problémes de références

On s’intéresse tout d’abord aux problémes en temps long de la forme

dy*®
dt

=cf(t,y), v (0)=wo (1.1)

On considére un entier D > 1 et on note X = R” ou CP. Dans I'équation (1.1),
y°(t) est dans X, € > 0 est un petit paramétre et f est une fonction réguliére et
P-périodique par rapport a la variable t. On note alors T le tore de période P, c’est
adire T = R/(PZ). Ces problémes sont appelés hautement oscillants et 'on cherche
a les résoudre sur un intervalle de temps [0,7'/e] o T est indépendant de e.

2 1. INTRODUCTION ET HISTORIQUE



CHAPTER 1. METHODES DE MOYENNISATION STROBOSCOPIQUE
APPLIQUEES AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

Ces problémes sont équivalents aux problémes dits hautements oscillants que 1’on
peut formuler ainsi:

avec f, une fonction réguliére de T x X a valeurs dans X. On cherche alors si (1.2)
a une unique solution pour 7 € [0,7]. Ces deux problémes, mathématiquement
semblables, s’appliquent a de nombreux problémes concrets (cf section 1.3). Si dans
la thése, on étudiera indistinctement 1'une ou 'autre forme, on présente dans cette
introduction, la moyennisation stroboscopique pour des problémes sous la forme
(1.1) (problémes en temps long).

Le principe de la moyennisation est de trouver un changement de variable ® :
T x X — X régulier ainsi que le flot ¥ d’une équation autonome

(1, o) = =C(U(t, 0): ) (1.9

tel que la solution y* du probléme (1.1) s’ écrive
V(1) = @ (1, (U(ty)) . Ve € [0.7/2]. (1.4

La fonction G est alors appelée champs de vecteur moyenné de I’équation (1.1). 1l
dépend du champs de vecteur f et de ses différentes dérivées.

En pratique, 'expression (1.4) n’e peut étre obtenue que dans des cas trés par-
ticuliers. (Par exemple, dans le cas ou f est une application linéaire). En régle
générale, on cherchera a montrer une version tronquée de la relation (1.4). C’est a
dire, pour tout n € N*, on trouve un changement de variable ®™ : T x X — X et
le flot U d’une équation autonome

%\Iﬂ t, o) (ZSJ LGy (vl yo))> : (1.5)

tel que

V() — D (¢, m[ﬂ]@,yo))‘x — 0@, Vel T/ (1.6)

ot | - |x est la norme usuelle de R” ou CP et O est la notation de Landau classique.
Dans la suite, on uitilisera la notation classique

VieR O(t):ye X - X > P(t,y).
1. INTRODUCTION ET HISTORIQUE 3



CHAPTER 1. METHODES DE MOYENNISATION STROBOSCOPIQUE
APPLIQUEES AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

Il a été prouvé que si, pour tout n € N*, le champs de vecteurs
G =G +eGy+...+e" G,

est unique, il y a en revanche une infinité de choix possible pour le changement de
variable ®. Classiquement, on impose alors que le changement de variable soit de
moyenne nulle, c’est a dire,

() — %/OP B(0)d0 = 0. (1.7)

Une autre possibilité qui méne alors a la moyennisation dite stroboscopique, est
d’imposer ®(0) = Idx. Ce choix de moyennisation a plusieurs avantages. Pre-
miérement, la moyennisation stroboscopique est la seule qui préserve la structure du
probléme de base (cf [16, 17| et partie 2.3). Ensuite, cette procédure méne a une
méthode numérique: la Stroboscopic Averaging Method (SAM) (cf [10] et partie 3).

On définit 'ensemble

Ts = {Pk, k € Z}. (1.8)
Les éléments de T g sont appelés les temps stroboscopiques et jouent un role impor-
tant dans la procédure de moyennisation stroboscopique. En effet, la solution y°

de l’équation (1.1) et la solution (formelle) Y de equation (1.3) coincident sur ces
temps stroboscopiques. Ecrit différemment,

Vt € Tg, ylt) =Y(t).

Cette remarque est essentielle pour la construction de la SAM.

On notera que dans les cas ou la fonction f de I’équation (1.1) est analytique par
rapport & la variable y, on peut raffiner 'inégalité (1.6). En effet, il est possible
de construire (cf [13] et Partie 2.3) un changement de variable ®¢ et un champ de
vecteur G° tel que le flot U¢ de I'équation autonome

d

L ) = <670t ).

satisfasse la relation

Co

|y° () = ©°(t, U5 (¢, o)) [x < Cre” =

ou (' et (5 sont deux constantes positives indépendantes de €.

4 1. INTRODUCTION ET HISTORIQUE



CHAPTER 1. METHODES DE MOYENNISATION STROBOSCOPIQUE
APPLIQUEES AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

Enfin on s’intéresse également aux problémes ou la fonction f dans (1.1) n’est
plus périodique en ¢ mais quasi-périodique (cf [42, 38]). Cela englobe notamment
tous les problémes de la forme

dy*®
dt

=cf (twy,...,twe, %), ¥ (0) =yp. (1.9)

Dans I'équation ci dessus, d est un entier plus grand que 2, la fonction f: T¢ x X —
X est supposée réguliére et les réels wy, . .., wy sont non rationnellement dépendant.
Plus précisément, ils devront vérifier une hypothése de non-résonnance forte qui sera
exposé dans la partie 4. On définit alors w = (wyq, ..., wy), le vecteur des fréquences
de l’équation (1.9). Par souci de simplifications, on notera pour (¢,y) € R x X,

fltw,y) = f(twy,. .., twe,y).

Par analogie avec la cas périodique, on cherche alors un changement de variable
ol . T¢ x X — X régulier ainsi que le flot U™ d’une équation autonome tel que

Yo () — D (1, ) (t,yo))( — 0@, Vte[o,T/el. (1.10)

1.3 Exemples de problémes pour les Equations Différentielles
Ordinaires.

Dans cette partie, on donne trois exemples d’équations différentielles ordinaires en-
trant dans la catégorie des problémes de références cités plus haut.
Un probléme jouet

On considére le probléme suivant,
dx
dt

Cette équation est intéressante pour appréhender le concept de moyennisation stro-

= —2ime’t e @™ g% 2(0) = 29 € CP. (1.11)

boscopique. On vérifie en introduisant la variable ¥ = et et y = i ), que le

probléme (1.11) peut étre mis sous la forme (1.1)

dy €
% = ( —ime T 67217rt 72 ) = Ef(tay)

La fonction f est 1-périodique par rapport a t, réguliére par rapport a y: L’ensemble
des temps stroboscopiques est tout simplement Z.
On connait une solution de ’équation (1.11) donnée par

1

A 2gp-2imt | £ (p—2imt _ 1)’
oo —&te +i5- (e 1)
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Frincips de movennization sroboscopiqus

1.015% -
solution exacte
—#—sgolution stroboscopigue
1.1
1.00%
14
0.99%
Dgg 1 1 1 1 1 1 ]
1] 0.z 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14

Figure 1.1: La solution de I'équation (1.11) et la solution de ’équation moyennée
correspondante.

L’intéret de cet exemple est qu’on peut calculer exactement le champ moyénnée G°
et donc la procédure de moyennisation stroboscopique est exacte. Aprés calculs, on
trouve

G(z;e) = 2%
Ainsi le flot de I’équation

dwe (t, l’o)

7 = G (tmo)s €) = 2 (Y7t 20))°

se calcule et 'on a

. 1
v (tvajO) = 1 _gt‘

o

Il est plus fastidieux de calculer le changement de variable correspondant. Cepen-
dant, ce n’est pas nécessaire pour remarquer que pour t € T, := Z, on a

z(t) = VUe(t, xp).

On retrouve cette propriété sur la figure 1.1 ou 1’on voit que la courbe rouge (solution
de I’équation initiale) et la courbe bleue (solution de I’équation moyennée) coincident
aux temps stroboscopiques.

6 1. INTRODUCTION ET HISTORIQUE
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L’équation de Van der Pol

L’équation de Van der Pol, du nom du physicien Néerlandais Balthasar Van der Pol
est une équation hautement oscillante qui a trouvé de nombreuses applications en
sciences physiques et biologiques. Etant donné wgy > 0, 'oscillateur libre de Van der
Pol est régi par ’équation

i+wir=ce(l—2%)i,  2(0)=z0, (0)=um. (1.12)

Le changement de variable y = ( i ) donne automatiquement I’équivalence entre

I'équation (1.12) et I'équation suivante

j = ( _(LO 060 )y+6F(y)7 y(0>=(§?>,

ou la fonction F' est donnée par

F:(y1>eR2—>R2 ( )
Y2 1_?/1

0

wo

Wo
0
de variable v = e'y montre que I’équation (1.12) est équivalente & I’équation

b= e Fe ),  v(0) = ( o )

T

Par souci de simplification, on définit A := ( B ) Le deuxiéme changement

qui est bien sous la forme du probléme (1.1).

Le probléme de Fermi-Pasta-Ulam

Le probléme de Fermi-Pasta-Ulam (ou probléme FPU), du nom du Physicien En-
rico Fermi, de 'informaticien John Pasta et du mathématicien Stanislas Ulam qui
I'ont étudié [29] est un modéle simple de mécanique qui entraine un comportement
dynamique innatendu. On considére que m ressorts raides (partie linéaire) sont ac-
crochés en alternance avec m + 1 ressorts mous (partie non linéaire). Les ressorts
sont accrochés a chaque extrémités et on s’intéresse au mouvement de chaque points
entre deux ressorts i, ..., Ta, (cf figure 1.3).

Pour tout 2 =1,...,2m, le point x; satisfait I’équation différentielle suivante
B = (Tio1 + 21— 225) + (21 — 2)* — (2 — 121)°) (1.13)

On note alors x le vecteur de 1, . . ., Xo,,. Le systéme d’équation associé au probléme
FPU s’écrit

&= Ax +eg(x), z(0) = xg, (0) =21, (1.14)
1. INTRODUCTION ET HISTORIQUE 7
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gquation de van der Pol(portrait de phass)
25 T T T T T T T

solution exacks
solution moeyénnés 1

Figure 1.2: Portrait de phase de la solution de 1’équation de Van der Pol (bleu) et
de I’équation moyennée associée (rouge)

Figure 1.3: Le probléme FPU.

8 1. INTRODUCTION ET HISTORIQUE
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otl la matrice A est la matrice avec des —2 sur la diagonale et des 1 sur les sur et
sous diagonales :

-2 1 0 0 --- 0
1 -2 1 0 -+ 0
A= : :
o --- 1 =2 1 0
o --- 0 1 -2 1
o -~ 0 0 1 =2
La matrice A est définie négative, on peut donc définir /—A. Appliquant le change-
ment de variable y = ( i , on montre que le systéme (1.14) est équivalent au
systéme
. 0 vV—A x
y = ( Yy >y+6F(?J)7 y(0) = ( x? ) ) (1.15)

R ) 2m\2 0
avecF.y—(y2)€(R )_><g(y1))'
0 vV—A
—v=-A 0
L’équation (1.14) est finalement équivalente a ’équation

On pose alors B := ) et le changement de variable v = Py .

b =eBF(eBy),  v(0) = ( o ) . (1.16)

X1

On remarque alors que I'application ¢t — e'® est quasi-périodique avec un maxi-

mum de 2m fréquences (les quasi-périodes dépendent des valeurs propres de /—A).
L’équation (1.16) est alors sous la méme forme que I'équation (1.9) avec d < 2m.

2 Différentes méthodes de résolutions.

On reprend la propriété fondamentale de la moyennisation (1.4), En dérivant cette
égalité par rapport au temps, on obtient

dy*®
dt

On en déduit, d’aprés (1.1) et (1.3),

5f(t7 ya(t)) = atq)(t7 qj(tv yO)) + anq)<t, \I/(t7 yO))(GE<\I]<ta yO)))

(1) = 0y D(t, W (t, yo)) + Oy P(t, U (t, yo)) (0¥ (%, v0))-

En posant alors y = W(¢, 1), on obtient une équation sur X,

0®(t,y) =cf (t,®(t,y)) —€0,P(t, y)G*(y). (2.1)
2. DIFFERENTES METHODES DE RESOLUTIONS. 9
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On sait qu’il n’exite pas en général de solution pour cette équation appelée équation
homologique dans la théorie KAM. Néanmois, plusieurs techniques permettent de
trouver des quasi-solutions (le terme quasi-solution est introduit dans [13]) pour
(2.1) que lon présente maintenant.

2.1 Reésolution utilisant les séries de Taylor.
Développement de Taylor des formules de la moyennisation

L’idée de base de la méthode est de présenter ® et G comme des séries (formelles)
en puissances de . Autrement dit, pour tout ¢ € R, on suppose que

O(t) = Id+ed(t) +2Dy(t) + ... (2.2)
G = G1+€G2+E2G3+... (23)

En admettant que le développement précédent soit valide, on a
at(I)<t) = 8@@1(15)—1—82@(1)2(25)—1—. .. et 3y<I>(t) = Id—i-gay(bl(t)—i—gzat(bg(t)—i— Ce (24)

On développe alors f(t, ®(t,y)) et 9,P(t,y)G*(y) en puissance de € en utilisant leur
séries de Taylor. Cela donne, pour les premiers termes,

ft,@(t,y) = f(t,y) +e0,f(t,y)Pi(t,y) + O(e?) (2.5)
et
9,®(t,y)G"(y) = Gi(y) +e(Ga(y) + 9,1 (t, y)Gi(y)) + O(?).  (2.6)
On introduit alors les formules (2.4), (2.5) et (2.6) dans I'équation (2.1). En identi-
fiant les puissances en £, on obtient
flty) = 0®i(t,y) + Gi(y).
O ft,y)2i(ty) = 9Pa(t,y) +9yP1(t,y)Gi(y) + Ga(y)

On remarque que pour k£ € N*, ces équations sont toutes de la forme

0P (t, y) + Gr(y) = gk(t,y) (2.7)

avec g une fonction ne dépendant que de f, Gy,...Gj_1 et de ®q,... P . De
plus, gi est P-périodique par rapport a ¢t. La fonction ®; étant périodique en ¢, on
prend la moyenne dans (2.7) et on obtient une formule pour Gy:

1 [P
VEe N Vye X, Gply) = 5/ gr(t,y)dt. (2.8)
0

Le changement de variable ®; peut alors étre calculé par la formule
t
VEEN teRyeX, Pty = / 91(0,y) — Gr(y)do. (2.9)
0

10 2. DIFFERENTES METHODES DE RESOLUTIONS.
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Théoréme de moyennisation de Perko

Pour tout n entier positif et toute région K convexe de X on définit P"(K)
I'ensemble des fonctions f : [0, 00[x K — X qui sont P-périodiques et continues par
rapport a la premiére variable et qui sont de classe C™ par rapport a la deuxiéme
variable.

On définit ensuite pour tout ¢ € [0, o[, 'approximation de y* d’ordre n
Yn(t) = Yo (t) + ) e0®; (1, Y, (1)) (2.10)
j=1

ol la fonction Y,, est la solution du systéme autonome tronquée

ay,
T G1(Y,) + ...+ "G (V). (2.11)
Les fonctions ®4,...,®,, Gy,..., G, sont alors respectivement données par les équa-

tions (2.9) et (2.8) avec les fonctions ¢y, ..., g, définis par (pour j =1,...,n)

<

i—1
1
gj(tv y) = Z ( Z Eagljf(t? y) [(I)iu R (I)lk] (t7 y) - ay@k@ﬁ y)Gj—k(y)> :
k=1 \i1+..+ig=j—1
(2.12)

On redonne ici le thoréme prouvé par Perko dans [44].

Theorem 2.1 Soient T > 0, n € N*, K un domaine convexe de X, yo € K,
f e PK). On suppose que l'équation autonome d’ordre 1

dy;
——=Gi(Y), Yi(0) = w0

a une unique solution Y1(t) incluse dans K pour tout 0 <t < T/e. Alors,
o Il existe £, > 0 tel que pour 0 < e < &,, Uéquation (1.2)

d £
=ef ), O =

a une unique solution y© telle que y(t) € K pour 0 <t < T/e.

e L’approzimation d’ordre n, notée y, et définie par (2.10) satisfait pour 0 <
t<TJe,
y(t) = yn(t)] < Cpe” (2.13)

avec C,, une constante indépendante de c.

2. DIFFERENTES METHODES DE RESOLUTIONS. 11
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Proof. On ne redonnera pas ici la preuve compléte que 'on peut retrouver dans [44]
mais les idées générales qui menent au résultat.

La premiére étape est bien entendu de vérifier que pour 7 = 1, ..., n les fonctions
g; et ®; sont des fonctions de P* I (K) et donc que la formule des g; est valide
par récurrence.

La seconde étape est de montrer que puisque Yi(t) reste dans K pour tout
0 < 7 < T/e, 'équation autonome d’ordre n (2.11) a une unique solution Y;, qui
reste également dans K lorsque ¢ est suffisament petit.

La troisiéme et la plus importante étape est de calculer les restes dans les séries
de Taylor de la différence y*(t) — y,(t) et de vérifier que ces restes sont bornés par
em.

Enfin, par un raisonnement en boucle (bootstrap argument), en supposant que
I'estimation (2.13) est valide pour ¢ < T}, on montre qu’en choisissant ¢ suffisament
petit, la solution y° de I’équation (1.2) existe et reste dans K pour 0 <t < T'/e.

Remark 2.2 Afin de faire le lien avec la partie 1.2, on écrit

(I)[n] —1Id+ Zgjq)j et G[H] — Zgj_lGj'
j=1 =1

2.2 Reésolution utilisant les B-séries

En analyse numérique et notamment pour les méthodes de Runge-Kutta, il est
intéressant de faire correspondre les différents termes de la solution d’une équation
autonome développée en séries de Taylor avec des arbres a racine (rooted tree) |14,
40]. Cela permet de simplifier les notations, les calculs et donne des conditions
d’ordre (souvent trés simples) pour les méthodes numériques. Les B-séries sont
alors des séries formelles sur ’ensemble des arbres a racines . La théorie des B-séries
a été développée par Butcher dans les années 1963 - 1972 [7, 8| puis par Hairer et
Wanner [31]. Le concept des B-séries a ensuite été appliquée par Chartier, Murua
et Sanz-Serna [16] & la moyennisation stroboscopique.

Présentation des B-séries

Afin d’introduire les B-séries, on considére I’équation autonome suivante

dz ~
- = f(z), z(to) = 2o (2.14)
12 2. DIFFERENTES METHODES DE RESOLUTIONS.
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Le but ici est de trouver un méthode simple et efficace pour calculer les dérivées

d4
qiéme d_tj de la solution de cette équation. On a
dz ~
a f(2)
d*z 5, dz
o f (2)%
d3z dz dz

_ >
T a5

d*z ~ dz dz dz ~ d?z dz L dz
'z g (42 dz dz\ | am (42 d2 5 A2
a7 (dt’ ar’ dt) 377 (dt?’ dt> A

On remplace alors les dérivées de z dans les membres de droites afin d’obtenir des
relations qui ne dépendent que des dérivées de f. On trouve formellement (pour des
soucis de clarté, on a ommis les dépendances en z),

dz ~
i
d*z 5
@
= ()T
d*z
dtt

L’idée générale des B-séries est d’associer a chaque éléments différentiels qui se
trouvent dans les membres de droites ci dessus, un arbre & racine.

Definition 2.1 L’ensemble des arbres a racines, noté T, est défini récursivement
par

1. Le graphe e muni d’un unique point (appelée la racine) appartient o T .

2. Siuy,...,u, € T, alors le graphe obtenu en reliant les racines de uq, ... U,
& un point appartient encore ¢ T noté u = [uy,...,Uy]. Le nouveau point
d’attache est la racine de u.

On appelle alors l'ordre de ’arbre u et on note |u| le nombre de points du graphe.
Dans le tableau 2.2, on répertorie tous les arbres a racines d’ordre inférieur a 4.

On définit ensuite les éléments différentiels qui & chaque arbre lui associe les
dérivées d’une fonction.

2. DIFFERENTES METHODES DE RESOLUTIONS. 13
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Figure 1.4: Exemple d’arbres & racines

Definition 2.2 Soit f : X — X une fonction réguliére. L’élément différentiel d’un
arbre & racines u € T est une fonction F(u) : X — X définit par récurrence:

1. F(e)(y) = f(y).
2. Flu)(y) = il_mm ~(y)[F(ul)(y), ooy Flug) ()] sioon au=luy,..., upl.

|ul u Graphe F(u) o(u)

1 °

[[¢]; o]

(0,0 0]

SR REARPETENE

FOGD | 6

Table 1.1: Arbres a racines d’ordre inférieur a 4.

Si z est la solution exacte de 'équation (2.14), sa dérivé n-iéme est donnée par
la proposition suivante.

Proposition 2.3 Si la fonction [ est de classe C™(X), la solution de l’équation
(2.14) vérifie pour ¢ < m,
diz
ﬁ(to) = a(u)F(u)(z), (2.15)
lul=q

14 2. DIFFERENTES METHODES DE RESOLUTIONS.
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ot les coefficients a(u) sont des entiers positifs.

Afin de trouver 'ordre d’'une méthode numérique, on développe la solution exacte
a l'aide de série de Taylor et 'on compare la solution numérique développée elle aussi
en série. Ainsi, on a pour h suffisament petit,
dz h? d?z

Z(to + h) = Z(t()) + h%(to) + Eﬁ(to) 4+ ...

2
= o+ () + o 0) Fla0) + -

L’introduction des B-séries est motivée par la formule précédente. Il s’agit de
séries formelles en puissance de h utilisant les éléments différentiels F'(u) définis plus
haut. Cependant, pour des raisons pratiques, on introduit également un coefficient
de symmeétrie lié & chaque arbre.

Definition 2.3 Le coefficient de symmétrie o(u) est défini par récurrence. On a
o(e) =1 et pour u = [uy,..., Uy,

o(u) = o(ur) ..o (um)mlpa! .
ot les entiers piy, o, . .. compte le nombre d’arbres identiques parmi uy, . .., Up,.

Par exemple, le coefficient de symmeétrie de Parbre [o, o] est 2. On explique plus en
détail dans [32] la raison de Iintroduction de ces coefficients de symmétrie. Cela
nous permet de donner la forme courante des B-séries.

Definition 2.4 Pour une application a : T N {0} — R, on appelle B-séries une
série formelle de la forme

Jul
Bl(a,z) = a(0)z + Z :(u) a(u)F(u)(z). (2.16)
u€T

B-séries et formules de moyennisation

Dans cette partie, on va utiliser les B-séries dans la procédure de moyennisation
stroboscopique. Revenons au probléme en temps long (1.1)
dy*®
dt

- €f<t7 ye)v ys(o) =%

La fonction f étant P-périodique, on peut la développer en séries de Fourier. Ainsi

on obtient P
y 2in
at > e P ().
kez

2. DIFFERENTES METHODES DE RESOLUTIONS. 15
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Afin de ne pas compliquer inutilement les calculs, on va supposer que dans cette
partie, la fonction f est 2m-périodique. Ainsi le développement en série de Fourier

donne,
dye i €
o = ).
keZ

On introduit alors ce qu’on appelle des arbres a racines colorés, c’est a dire des
arbres ou chaque point posséde une étiquette k € Z.

Definition 2.5 L’ensemble U des arbres a racines colorés se définit par récurrence.
o Pour tout k € Z le point coloré (k) appartient ¢ U.

o Siuy,...,uy, €U alors le fait de greffer les racines de uy, ..., U, a un nouvveu
point de couleur k se note

u = [ul,...,um]k
et est un arbre de U.

On note, comme pour les arbres a racines, |u| le nombre de points du graphe. Les
éléments différentiels sont définini en fonction des modes de Fourier de la fonction

f.

Definition 2.6 L’élément différentiel d’un arbre o racines coloré u € U est une
fonction F(u) : X — X définit par récurrence:

1. F(®) () = fi(y).

2. Sionau=luy,..., unlg, on définit
Fu)(y) = [ WIF @) @), F ) )

Les coefficients de symmaétrie o(u) sont définis de la méme fagon que précedemment
(voir Définition 2.3). On a alors le résultat suivant: La solution y° de 'équation
(1.2) posséde un développement en B-séries

URTES SER = USRS DED DE T UISNCAL

ueld g2l Jul=j

Les entiers f3,(t) sont les coefficients élémentaires de 'arbre u et sont définit ci-aprés.
(Les détails de 'obtention de cette séries ainsi que les calculs des coefficients de 3,
peuvent étre trouvés dans [16]).

Definition 2.7 Les coefficients B, (t) sont définit par récursivité.

16 2. DIFFERENTES METHODES DE RESOLUTIONS.
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1. Pour Uarbre u = (&), on a
t .
Bu(t) = / e*ag.
0
2. Siu est de la forme u = [uy,..., Uplk, 00 a
t .
Bult) = / H95,.(0) ... B, (0)d0.
0

Ce qui est intéressant ici, c’est que les coefficients (3, () sont universels dans le sens
qu’ils ne dépendent pas de la fonction f de I’équation de départ. Il ne semble pas
possible d’obtenir des formules simple pour ces coefficients. Cependant, Chartier
& al. montrent qu’il y a un moyen d’obtenir ces coefficients par récurrence. On
introduit pour tout » € N et k£ € Z, les fonctions

bri(t) = t"exp(ikt) et Bou(t) = / bri(0)d0.
0

Les coefficients Br,k se calculent eux par la formule de récurrence suivante valide
pour k # 0 et r € N*,

~ 1 1 ~ ir ~ 1
Box(t) = T Eelkta Bri(t) = Eﬁr—l,k(ﬂ - E¢r,k(t)-
Quand £ =0, on a
~ tr+1
rolt) = .
Bro(®) r+1

On sait alors qu'il existe des constantes a,,; € C tel que les coefficients (3, (7)

s’écrivent
BU(T) = Z au,r,k(br,k(T) = Z Clu’nkTTelkT.

reN keZ reN,kez
Les constantes a,,, peuvent alors étre trouvées par récurrence en utilisant les fonc-
tions (3, (voir [16] pour plus d’informations).
En utilisant la décomposition en Fourier et les B-séries, on peut directement
écrire la solution Y de I’équation moyénnée

dY
E = EG(Y7 E)
sous la forme d’une B-série. Si I'on définit

&u(t) = Z Qo ke tTu

reN,kEZ
2. DIFFERENTES METHODES DE RESOLUTIONS. 17
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alors Y s’écrit formellement comme

Y(t)=yo+ Y &Y iu(gf))F(U) (%0)-

=l Jul=j

De 1a, on peut calculer les valeurs du champ moyen G en dérivant I'expression
précédente par rapport a t.

Il faut préciser que les formules obtenues ici sont formelles dans le sens que les
séries considérées ne sont pas convergentes. Afin d’obtenir des résultats concrets,
on tronque les séries et on borne les erreurs associées. Les calculs et les bornes
d’erreurs ont été obtenus par Chartier & al. [18] dans un cadre plus général (un
cadre quasi-périodique, cf partie 4).

2.3 Reésolution utilisant une équation de transport

On reprend I'équation (2.1) obtenue en dérivant I’égalité de moyennisation (1.4):

ef (1, 2(t,y)) = 0, 2(t,y) + £9,2(L,y) G(y).

On rappelle la notation de la moyenne

@)= [ o0,

et on note f o ®(t,y) = f(t,P(t,y)). On remarque alors qu’en prenant la moyenne
dans I’équation (2.1) et en supposant que J,®(¢,y) est inversible, on obtient pour le
champ de vecteur G°,

G(y) = (0,2(y)) " (f o @(y))- (2.18)
On en déduit alors léquation de transport pour ®
0:2(t,y) = e(f(t, 2(t,y)) — %P (t,y) (D, (-, 1))~ (f o B(-,1))). (2.19)
On introduit ensuite deux opérateurs non-linéaires A et ' définit par
A(@)(t,y) = f(t, (t.y)) — 9, 2(t,y) (0, @(-,)) " (f © 2(-,y)) (2.20)
et .
P(@)(ty) =0+ = | A@)(O,)ds (221)
0
Avec ces notations 1'équation (2.19) se réécrit
O0(t,y) = eA@)(t,y), P(0,y) =y (2.22)
ou bien dans sa version intégrale
O(t,y) =1°(2)(t, ). (2.23)

Au vu des résultats précédents, il n’est pas possible, en général de trouver une
solution pour I’équation (2.22). On cherche alors des quasi-solutions qui ont par
exemple été introduites dans [13].
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Construction des quasi-solutions et estimation exponentielle

La construction de la moyennisation stroboscopique par l'équation de transport
(2.22) n’a jamais été publié dans le cadre des EDOs. Actuellement, la seule pub-
lication sur le sujet est [13] qui donne la construction dans le cadre plus général
des espaces de Banach (en dimension infinie) et donne ’exemple d’une équation de
Schrodinger semi-linéaire. C’est cette construction que I'on présente succintement
ici.

Dans cet article, Castella & al. montrent également que lorsque la fonction f
de I’équation (1.1) est analytique par rapport a la seconde variable (et non plus
de classe C" comme dans le Théoréme 2.1) 'erreur dans estimation (2.13) est
exponentiellement petite (par opposition a 'estimation en O(g")).

Ce type d’estimation est classique en théorie KAM (on pourra consulter a ce sujet
[32]). En ce qui concerne la moyennisation stroboscopique, de premiers résultats ont
été obtenus par Chartier & al. en utilisant les B-séries (cf [16]).

Pour tout ouvert K de R, on définit I’élargissement de K dans CP de taille p > 0
par

K,={y+17, () € K xCP, st. |jlco < p}

On s’intéresse ensuite & 'ensemble A, des fonctions ¢ : (t,y) € T x K, — CP >
¢(t,y) analytiques et bornées sur K,. L’ensemble A, est alors un espace de Banach
muni de la norme

lell, = sup ey, -
(t,y)eETX K,

On consiére n € N* et la suite de fonctions
o) =1dx, @kUt) =T(@M)(t), k=0,...,n, (2.24)
(Popérateur ' étant défini par (2.21)) ainsi que le champ de vecteur
GH(y) = (0,2 (-, y)) " (f o 2HI(-, y)). (2.25)

Pour finir, les fonctions Gy (kK = 0,...,n) intervenants dans I’équation autonome
(2.11) sont données par

1 dGW
Gk(y) = 7

= g (v) (2.26)

e=0

On a alors le théoréme suivant:

Theorem 2.4 Soient T > 0, R > 0, K un domaine conveze de RP et yo € K. On
suppose que la fonction f: TxRPY — RP de I’équation (1.1) est bornée et analytique
dans Ksp.
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o Alors, pour tout n € N, il existe e(n) > 0, tel que pour 0 < ¢ < e(n) et

k=0,....,n les fonctions ®¥ et G¥ sont bien définies, P-périodique et de
classe C* par rapport a t et analytiques en la variable .

De plus, il existe €* et pour 0 < ¢ < €%, n. € N tel que les propositions suivantes
soient vérifiés (Par souci de simplification, on note ®° = o<l G= = Glnel),

20

1. L’équation (1.1)

dy*®
dt

= gf(t’ys>, ye(()) =Yo

a une unique solution y° satisfaisant y*(t) € K pour 0 <t < T/e.

. La solution y° satisfait

Vie 0,7/, yF(t) = Ot V(1))
ou Y est la solution de [’équation quasi-autonome suivante

O =)+ RMY). (2.27)

Le reste R ci-dessus est alors C' et périodique en t, analytique sur Kg par
rapport & la seconde variable et vérifie

IRl < Cre™

ou Cy Cy sont deux constantes positives indépendantes de €.

. On introduit alors Ve le flot de I’équation autonome

= GEY), Y(0) =

La solution y° de l’équation (1.1~) est alors exponentiellement proche de ®F o
Ue(t,yo). Cest a dire qu’il y a Cy et Cy deux constantes positives telles que

Vt e [0,T/e], |y(t) — D o (£, yo)|en < Cre /2, (2.28)

. De plus, si la solution de l’équation (1.1) a une unique solution restant dans

K sur R alors Iéquation (2.27) est valable sur R et la relation (2.28) est valide
pour 7 € [0, T /7%, pour tout T >0 et 0 < a < 1 pour € suffisament petit.
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Préservation des invariants dans le cas d’un systéme Hamiltonien

Un des avantages de la moyennisation stroboscopique par rapport aux autres choix
de moyennisation est la conservation des invariants dans le cas d’équation hamil-
tonienne. On suppose dans cette partie que D est un nombre pair et que ’équation
(1.1) est Hamiltonienne. C’est a dire qu'’il existe une fonction H : T x RP? — R
analytique par rapport a la seconde variable telle que I'équation (1.1) s’écrive

dy*®

i eJ'VH(t,y), v (0) = yo, (2.29)

ol la matrice .J est la matrice symplectique

_ 0 —Ipp
J = 2.
( Ipp 0 )

On rappelle également qu’une fonction (¢,y) — (¢, y) est dite symplectique si

V(t,y,y1,52) € T x K x (R”)?, (JOyo(t, y)yr, Oye(t, y)y2) = (Jy1,y2)

oil (-, -) est le produit scalaire usuel sur RP.

De fagon formelle, le champ de vecteur G' (de 'équation (1.3)) est Hamiltonien
tandis que le changement de variable ® est une fonction symplectique. Mais, tout
comme on ne peut pas avoir 'expression (1.4) de maniére exacte, les fonctions GI™
et ® définis en (2.8) et (2.9) sont respectivement Hamiltoniennes et symplectiques
en commettant une erreur en O(e"!).

Definition 2.8 Un champ de vecteur f est dit Hamiltonien & une perturbation en
g™t pres si il existe une fonction F telle que

Vye K, f(y)=J'VF(y)+0OE").

De méme, une fonction o est symplectique & une perturbation en " si elle vérifie
pour (t7y7y17y2) €T x K x (RD)27

(JOy(t,y)yr, 0y (t,y)y2) = (Jyr, y2) + O (" yi|zr |yalrp) -
On a alors le théoréme suivant prouvé encore une fois dans [13].
Theorem 2.5 Sous les hypothéses du Théoréme 2.4 et en supposant que f est

Hamiltonien (avec la fonction hamiltonienne associée H). Pour tout n € N, les
fonctions ® et G définis par (2.24) et (2.25) sont respectivement symplectique
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n+1

et Hamiltoniens a un terme de perturbation en e"t'. C’est a dire que pour (t,y) €

T x K,y1,y» €RP, on a

(JO, @M (¢, )1, 0,2 (¢, y)y2) = (Jyr,y2) + O (€ w1 |go |y2|rp)

GlM(y) = J'VHM(y) + O("),

ot la fonction HM est définit par
1
H[n]<y) = <H © (I)[n-l-l}(" y)) - 2_<(Jatq)[n+1](7 y)7 q)[n-l-l}(" y))>
€

On sait alors que la procédure de moyennisation stroboscopique permet de con-
server le caractére Hamiltonien de lI'équation de base. En fait, il préserve tout
invariant du systéme (1.1). Plus précisemment, on suppose que la solution y* de
(1.1) admette un invariant @, c’est a dire une fonction réguliére de T x RP? — R
telle que

vt €[0,T/e], Q¥ (t)) = Q(0, o).

On remarque qu’en dérivant les deux cotés de la derni ere équation, on obtient

8tQ(t7 ya) + EQ(tv ya)f(tv ya) = O (230)
On a alors le théoréme suivant relatif a la préservation des invariants.

Theorem 2.6 On se place sous les hypotheses du Théoreme 2.4, et on suppose que
la fonction (t,y) € T x RP — Q(t,y) € R est un invariant de l’équation (1.1) dans
le sens que Q satisfait I’équation (2.30) pour tout (t,y) € T x K. On suppose de
plus que Q) est analytique par rapport a la variable y sur K, pour 0 < p < R. Alors,
pour tout n € N, le changement de variable ®" et le champ de vecteur moyénné
Gl satisfont pour tout y € K,t € T,

Qt, @t y) = Q(0,y) + O(™™), et (9,Q(0,))G"(y) = O(™).

Remark 2.7 La preuve du théoréme 2.6 présentée dans [13] utilise I’hypothése que
Uinvariant @ est analytique. Afin d’obtenir des erreurs, en €™, peut conjecturer
qu’il suffit que Q) soit simplement de classe C™ par rapport & a la variable y.

3 Une méthode numérique: La SAM (Stroboscopic
Averaging Method)

La difficulté de calculer numériquement les solutions des équations (1.1) ou (1.2)
avec des méthodes standard (Runge Kutta, Méthodes de Taylor, ...) est bien
connue. Cela provient notamment du fait que le pas d’intégration doit étre un O(1)
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alors que le temps d’intégration est en T'/e (ou bien le pas d’intégration doit étre
choisi inférieur & € pour des problémes hautement oscillants) ce qui augmente de
maniére drastique les temps de calculs. L’idée a la base de la moyennisation étant
de substituer I’équation oscillante par I’équation moyénnée autonome (1.3)

%\P(tv yO) = €G<lll(t7 yO)))

on cherche des méthodes numériques qui approchent le flot W(t, yo).

Malheureusement, le champ de vecteur GG est trés compliqué a calculer numérique-
ment (que ce soit en utilisant les formules de Taylor, les B-séries ou 1'équation de
transport). Méme en ne s’intéressant qu’au premier termes du développement de
G, c’est a dire aux fonctions G et Gy dans la formule (2.8), les calculs numériques
restent importants.

3.1 Principe général de la SAM

La Stroboscopic Averaging Method (ou SAM) développée par Chartier & al. dans
'article [9] s’inspire des méthodes dites multi-échelles afin d’intégrer numériquement
I'équation moyennée autonome (2.14) sans jamais calculer le champ de vecteur G.
Elle est basée sur la relation (formelle)

ys(t) = @(t, \If(t, yO))

qui donne directement
Vt e Ty, y(t)=Y(t,v), (3.1)

ou l'on rappelle que Tg = {Pke,k € Z} est ’ensemble des temps dit strobo-
scopiques. Bien que les égalités écrites précédemment soient formelles, elles peuvent
étre rendues rigoureuses en considérant les versions tronquées exposées précedem-
ment:

)y(t) — o3, \IIM(t,yo))’ =0("), Vtel0,T/e].

Cependant, n pouvant étre choisi aussi grand que I’on veut (sous certaine hypothéses
sur la régularité de f, voir partie 2), Perreur commise en O(g") est négligeable en
comparaison des autres erreurs qui interviennent dans la méthode numérique.

Dans l'esprit des méthodes multi-échelles, on choisit une méthode macro ayant
un pas d’intégration At supérieur & la période P de la fonction f afin d’intégrer
numériquement, I’équation

dv
E(t’ Yo) = G (¥ (t,90)). (3.2)
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Si 'on utilise par exemple des méthodes de Runge Kutta pour la méthode macro,

les seules informations dont on a besoin sont les valeurs de G(y*) pour y* € RP.

L’information nécessaire pour calculer G est alors donnée par une micro-méthode

ayant un pas d’intégration h suffisament petit pour pouvoir intégrer numériquement

I'équation (1.1). (Les méthodes macro et micro n’étant pas forcément les méme).
Par définition, on a

(@)

t=0 7=0

que l'on peut approcher par une formule des différences finies centrées

G (y") = % (\If (gy> —- v (—Sy)) + 0(8?).

En notant of le flot de I’équation de départ (1.1), en prenant 6 = Pe et en utilisant
la relation (3.1), on obtient

1

G(y") = 55 (°(Py") — o (=P,y")) + O("). (3.3)
5
Les quantités o (P, y*) et a®(—P,y*) peuvent alors étre calculés numériquement en
intégrant ’équation (1.1) (en prenant pour condition initiale y*) avec la méthode
micro entre 0 et P puis entre 0 et —P.
On peut noter que I'approximation par différences finies qui conduit a I’expression
(3.3) peut étre modifiée afin d’obtenir des erreurs en O(g%), O(g*)... Par exemple,

on a

1

(0 *) — _ AE * € *) e(__ * e(__ 4
G(y') = 135z (— a*@P.y") +8*(P.y") = 8a*(—P.y") + * (=2P.0) ) + O(€").

(3.4)

3.2 Estimations d’erreurs et exemples numériques

On analyse dans cette partie 'erreur numérique commise par la SAM. On se souvient
que la méthode consiste a intégrer (3.2) avec une macr- méthode sachant que G est
donné par (3.3) et que le flot a® est approché par une micro-méthode. Il y a donc
trois considérations & prendre en compte dans l’erreur.

e L’erreur commise par I’approximation due a la macro-méthode .

e L’erreur induite par 'approximation de G° par une méthode de différence finie
(cf formules (3.3) et (3.4)).

e L’erreur commise lors de 'approximation du flot of par la micro-méthode.
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Erreur £n eps -- méthode stroboscopigue
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Figure 1.5: Erreur numérique de la SAM en ¢ pour différent pas d’intégration At.

On donne maintenant précisément les erreurs commises dans chacun des cas.
Tout d’abord, si I'on considére que la macro-méthode est d’ordre p et a un pas
d’intégration At, Perreur commise sera en O((At)P).

L’erreur commise par I'approximation de la fonction G* dépend de la méthode
des différences finies utilisée. Néanmoins Uerreur sera en O(g°) avec § = 2 dans
I'expression (3.3) et 6 = 4 dans 'espression (3.4).

Enfin, l'erreur due & I'approximation du flot o® par une micro-méthode d’ordre
q et de pas d’intégration h est bornée par %hq. Finalement l’erreur totale de la
méthode de moyennisation stroboscopique est

O <(At)f’ +e% + éhq) .

D’autres remarques sur 'erreur poduite par la SAM ainsi que de nombreux
exemples numériques peuvent étre trouvés dans [9].

Afin d’étayer 'affirmation précédente, on présente un exemple des erreurs en e
(Figure 1.5) et en At (Figure 1.6). On a ainsi calculer numériquement par la SAM,
les solutions de I’équation (1.11) (probléme jouet) que I’on a confronté a la solution
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Erreur en H -- méthods sroboscopigue
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Figure 1.6: Erreur numérique de la SAM en At pour différentes valeurs de e.
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e 1 .
exacte du probléeme. La condition initiale est yy = ( 1 ) . On a appliqué une méth-

ode de RK4 pour la macro-méthode et la micro-méthode (avec un pas d’intégration
pour la micro méthode suffisament petit pour que 'erreur due a la micro-méthode
soit négligeable) tandis que 'on a utilisé la formule (3.3) pour calculer G. Les résul-
tats obtenus sont ceux espérés avec un phénoméne de saturation qui s’explique par
la présence des autres termes présents dans l’erreur.
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4 Les probémes quasi-périodiques

Comme annoncé dans la partie 1.2, on s’intéresse en second lieu aux problémes
b)
quasi-périodique. Pour d > 2, on considére les équations de la forme (1.9),

dy*®
dt

On supposera que la fonction f : T? x X — X est réguliére. Dans cette équation,
le vecteur w = (wy,...,wy) est appelé vecteur des fréquence de f. Pour simplifier
les notations, on écrira f(tw,y) = f(twy, ..., twy, y). Afin de gérer ce qu’on appelle
les petits diviseurs (|42, 32|) le vecteur de fréquence w doit satisfaire une condition
de non résonnance forte (ou condition diophantine de Siegel) définie ci-aprés par
I’hypothése 1.

=cef(twy, ..., twa,¥°), y(0) = yo. (4.1)

Assumption 1 I/ existe deux constantes positives v et v, telles que pour tout k non
nul dans 72, la relation suivante soit vraie.

|- wl = k[,
ot Uon note pour tout éléments de 72, |k| = S0 |ki.

L’hypothése ci-dessus semble restreindre drastiquement le choix des vecteurs w mais
il n’en est rien. En effet, il a été montré (cf [42]) que pour v > d, I'ensemble des
vecteurs w qui ne vérifient pas 'hypothése 1 est de mesure nulle dans R<.

On cherche alors, comme dans le cas mono-fréquence (cf partie 2) un changement
de variable quasi-périodique (0, y) € T¢ x X — ®(0,y) ainsi que la solution ¥ d’une
équation autonome

O ts0) = <G (¥ (t,0)
tel que l'on ait
ye(t) = @(tw, UL, yo))- (4.2)
On dérive formellement 1’égalité (4.2) par rapport au temps, ce qui donne en notant

w-0= ijl w;0y,

dy
dt

D’un autre coté, on a

() = (w - 0p)P(0, Y (t, yo))lg—y, + €0y P(tw, W(t, 40))G*(¥(t, 4o))

dy°®
U (6) = & (1w, @10, V¢, o))

En prenant y = W(¢,y0) et en remarquant que I'espace {tw,t € R} est dense dans
T?, on trouve I’équation homologique pour (#,y) € T? x X,

(w-09)2(0,y) = (fo@(0,y) —0,2(0,y)G(y)) . (4.3)
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Une fois ’équation homologique écrite, les mthodes sont les mémes que dans le
cas périodique. Ainsi Perko (cf [44]), donne un théoréme de moyennisation pour
un champ de vecteur quasi-périodique. C’est également le cas de Chartier & al.
(cf |17, 18]) qui présentent un théoréme de moyennisation en utilisant les B-séries.
Enfin, le chapitre 3 présente un théoréme de moyennisation dans le cadre plus général
ou X est un espace de Hilbert séparable de dimension infinie. On présente dans cette
partie les travaux de Chartier & al.

On suppose que I’équation 4.1 est étudiée sur un domaine I C R”. On considére
alors ||||la norme sur CP et 'ensemble K, C C” donné par

Ko={y+3eC’yek |z <p}
Finalement, on définit la norme sur les fonctions bornées ¢ défini sur K, par

[¢ll, = sup [[¢(y)]l -
yeks,

L’hypothése de travail pour la fonction f de I’équation (4.1) est alors donnée par

Assumption 2 [ existe R > 0, pn > 0, et un ouvert U C K, telle que pour tout
0 € T¢, La fonction f(-,0) est prolongeable en une fonction analytique de U. De
plus, on suppose que les coefficients de Fourier fi, de la fonction f satisfassent

VE € Z% || fallp < ane "
avec M =) ") paaj < 00.
Avec ces hypothése, on peut prouver le théoréme suivant.

Theorem 4.1 On suppose que f satisfait ’hypothése 2 et que w € R (d > 1)
satisfait Uhypothése 1. Il existe alors e9(n) > 0 tel que pour tout |e| < eo(n), la
solution y¢ de l’équation (4.1) satisfait

Vt e [0,T/e], y(t) = O (tw, Y (1))

ot Y est la solution de I’équation quasi-autonome suivante

Ay
= eGM(Y) + RM(tw,Y). (4.4)
Le reste R\ ci-dessus vérifie
ble/eql
RM|| < SN
H HR— 1— [e/eq|

De plus, il existe e* > 0 tel que pour |e| < &, il existe n(e) tel que

. C
IR < Cromw (-~ e )

ou C1 et Cy sont deux constantes positives indépendantes de €.
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5 Résumé des résultats de la thése

Cette derniére partie de 'introduction reprend tous les résultats de la thése chapitre
par chapitre et explique en quoi ces résultats sont nouveaux dans le contexte de la
moyennisation stroboscopique.

5.1 Différentes méthodes pour différents point de vue

Méme si toutes les méthodes présentées dans la partie 2 aménent aux mémes ré-
sultats, les méthodes différent par leur mise en oeuvre et leur philosophie. Ainsi la
méthode par séries de Taylor est plus intuitive. Les formules obtenues sont com-
pactes et facilement compréhensibles puisqu’elles ne dépendent que de la fonction
f de I'équation de départ (1.1)(et de ses dérivées). Cependant la mise en évidence
de la préservation des invariants et de la géométrie du probléme par cette méthode
n’est pas évidente. On présente par exemple dans le chapitre 2 les Hamiltoniens des
deux premiers termes du champs de vecteurs moyennée (les fonctions G et Gy de
la formule (2.8)). Il n’est pas facile de trouver par ce biais les Hamiltoniens pour
des termes plus élevés (Gs, Gy, . . .).

A Tinverse, la méthode utilisant les B-séries qui consiste a décomposer la fonc-
tion f en séries de Fourier, permettent de montrer facilement la préservation des
invariants et de trouver les Hamiltoniens associés au champs de vecteur moyenné
(cf [16]). Par contre, les résultats sont donnés sous formes de sommes des modes de
Fourier de la fonction f. Ces formules sont du coup plus difficiles a appréhender et
demandent un investissement pour étre comprise.

Entre ces deux extrémes, se situe la méthode par équation de transport. Les
formules sont moins éclatées que dans le cas des B-séries puisqu’on n’ a pas besoin
de décomposer la fonction f en séries de Fourier. Cependant, les formules reposent
sur la résolution (approchée) d’une équation de transport et ne sont donc pas aussi
explicite que dans le cas de la méthode de Taylor. L’avantage principal de cette
méthode est que I'on peut montrer facilement la préservation des invariants (cf [13])
sans passer par les B-séries.

Dans la table 1.2, on donne les différentes contributions dans le domaine de la
moyennisation stroboscopique d’ordre élevée. On doit faire quelques remarques sur
ce qu’il contient. Ainsi, les travaux de Perko sont exposés dans un cadre qui n’est
pas celui de la moyennisation stroboscopique mais uniquement la moyennisation
usuelle (voir section 1.2). Le cas quasi-périodique en dimension infinie est traité
dans le chapitre 3. Cependant, aucun exemple de dimension infinie ne vient étayer
Ianalyse. Il faut user d’'un subterfuge présenté dans le chapitre 4 pour appliquer
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Table 1.2: Résumé des différents travaux dans le cadre de la moyennisation strobo-

scopique d’ordre élevée.

Méthode des
séries de Taylor

Méthode des
B-séries

Méthode avec
équation de transport

Cas périodique, Perko [44] Chartier & al. [16] | Castella & al. [13]
dimension finie (Cas polynomial) | (Cas analytique) (Cas analytique)
Cas quasi-périodique, Perko [44] Chartier & al. [18| Chapitre 3
dimension finie (Cas polynomial) | (Cas analytique) ( Cas analytique)
Cas périodique, Chapitre 2 Castella & al. [13]

dimension infinie

(Cas analytique)

(Cas analytique)

Cas quasi-périodique,
dimension infinie

Chapitre 3 et 4
(Cas polynomial)

la procédure de moyennisation quasi-stroboscopique a une équation de Schrédinger
non linéaire.

5.2 Chapitre 2 : Méthode de moyennisation stroboscopique
et équation des ondes hautement oscillantes

Dans ce chapitre, on considére la méthode de moyennisation stroboscopique ap-
pliquée a des équations d’évolutions hautement oscillantes, posées dans un espace
de Banach X, de la forme

0 t
au(t) :g(—,u,aS), u(0)=up € X, teR, e >0.

- (5.1)

La fonction g est supposée P- périodique par rapport a sa premiére variable, réguliére
par rapport a la seconde variable et au moins continue par rapport a la troisiéme
variable. Ce probléme est similaire au probléme hautement oscillant (1.2) dans un
espace de Banach de dimension infinie.

On étend ici le travail de Perko (cf [44] et section 2) dans trois directions: On
adapte la construction de Perko a la moyennisation stroboscopique, on donne les
résultats pour des équations dans des espaces de Banach de dimension infinie et on
va au dela des erreurs polynomiales pour montrer des estimations d’erreurs expo-
nentiellement petites ( sous réserve que la fonction g soit analytique).

Il s’agit dans un premier temps, de redéfinir 'analyticité des fonctions dans un
espace de Banach. Ainsi, on introduit la complexification de I'espace X

Xc ={U = u+ia, (ui) € X?}.
L’espace X¢ est un espace de Banach sous réserve de lui associer la norme

IR(U) x
U = sup ————=.
H ||XC ze([g* |Z|
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De plus pour tout p > 0 et K un ouvert de X, on considére le plongement ouvert
de K de taille p > 0 dans I'espace X¢ par

K,={u+1u: (u,a) €0 x Xc, |l <p}
Nous sommes alors prét & donner les hypothéses sur g.

Assumption 3 La fonction g est réelle analytique, c’est a dire qu’il existe R > 0 et
e* > 0 tel que g soit une fonction analytique et bornée par M sur T x Ky x [0,*].

Le théoréme principal de ce chapitre est alors le théoréme de moyennisation strobo-
scopique avec estimation d’erreur exponentiellement petite.

Theorem 5.1 Soit ug € X et g satisfaisant Uhypothése 3. Alors il existe g > 0 tel
que pour tout 0 < & < gy, il existe N(g) € N tel que

1. La solution de l'équation (5.1) et Uapprozimation u. := un() défini par la
formule (2.10) existent et sont inclus respectivement dans Opgjs et Or pour
t €10, TY].

2. On a

C
sup [lu(t) - u.(t)]|y, < Ciexp (__)

t€[0,Ty]

ou C et Cy sont deux constantes positives indépendantes de €.

Dans le cas ou 'espace X est un espace de Hilbert et que le champ de vecteur
initial ¢ est Hamiltonien, il a été montré que les champs de vecteurs moyénnés
G, (formule (2.8)) sont également des champs de vecteurs Hamiltoniens. Dans ce
chapitre, on exhibe les Hamiltoniens correspondant aux champs de vecteurs G, et

Go.

Dans la partie 3, on applique le théoréme (5.1) sur deux exemples. Le premier
exemple est I’équation des ondes semi-linéaire et hautement oscillante

0%u 1 Ou

1
— R 1 2
52 T 25 8f(u), teR, z€l0,1] (5.2)

avec des conditions de Dirichlet au bord du domaine. Le second exemple est
I’équation des ondes semi-linéaire

*u 1 0%u

ﬁ—;@:f(ul teR, z¢€l0,1]

muni de conditions périodiques au bord du domaine.
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Enfin, la derniére partie du chapitre est consacrée a l'application de la SAM
a l'équation des ondes (5.2) (avec condition de Dirichlet au bord du domaine).
L’utilisation de la SAM pour des équations d’évolutions est alors novatrice. Elle
a dans le méme temps et par la suite été testée sur d’autres équations d’évolutions
(des équations de Schrodinger dans [13, 19]. Aprés avoir vérifié que les estimations
d’erreurs de la méthode numérique étaient semblables au cas des équations différen-
tielles ordinaires (cf section 3), on s’intéresse a la dynamique des modes de fourier
de I’équation des ondes. L’é¢tude de la dynamique de I'équation moyennée permet
de mettre en évidence, heuristiquement, des phénoménes périodiques ou presque-
périodiques.

5.3 Chapitre 3 : Méthode de moyennisation quasi-strobos-
copique dans des espaces de Hilbert

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux équations d’évolutions posées dans un espace
de Hilbert réel X de la forme

%ug(t) =eg(t,u(t)), u (0) =uy € X, tel0,T/¢] (5.3)

avec g(t,u) = G(twi, ... twg,u) et w = (wy,...,wy) € R La fonction G est une
fonction de T¢ x X — X et est supposée 1-périodique par rapport a chaque variable
de T9, réguliére par rapport & § € T? et v € X. La fonction ¢ est ainsi quasi-
périodique et le probléme est similaire & ceux de la partie 4 dans des espaces de
dimension infinie. Le vecteur des fréquences w devra donc satisfaire une condition
de non résonnance forte (hypothése 1). L’étude est alors faite dans le cas ou la
fonction ¢ est a la fois analytique par rapport & § € T¢ et par rapport & u € X.
Sous cette condition, on peut écrire un théoréme similaire au Théoréme 5.1.

La premiére partie du chapitre est donc consacrée a la présentation des fonctions
f:T¢x X — X quasi-périodique et analytique par rapport aux deux variables. On
considére un ouvert K et on définit alors, pour p > 0, A, I'’ensemble des fonctions
de X dans X analytique et bornée dans K,. La définition de K, étant la méme
que dans la partie précédente (section 5.2). On définit ensuite I'ensemble A% des
fonctions f € CT (R, A,) quasi-périodiques de vecteur de fréquence w, ¢’est a dire
qu’il existe une fonction F € C4 (T4, A,) telle que

Vie RVue X, f(t,u) = F(tw,...,twg,u).
Enfin, on définit I'ensemble Ay , des fonctions f € .A‘;j qui sont analytiques sur
D, ={0 =0, +i0, (61,05) € T x R%, ||62], < 0}

et pour lesquelles la fonction F' correspondante est bornée. Cela nous permet d’écrire
la condition sur g:
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Assumption 4 ] existe R, W et C trois constantes positives telles que la fonction
g appartiennent o Agyop et soit bornée par C.

La deuxiéme partie du chapitre est alors consacré a la preuve du théoréme suiv-
ant.

Theorem 5.2 On suppose que les hypothéses 1 et j sont satisfaites. On note n =
(v +d+ 1)t Alors, il existe € > 0 tel que pour tout 0 < € < &, on construise
un changement de variable ¢° € A5y, p et un champ de vecteur autonome G° € Ag
satisfarsant

Vte[0,T/el,  [u(t) — ¢°(t, U5 (t,  uo))llx < Crexp (—Coe™),

ou C et Cy sont deux constantes positives indépendantes de € et ou 1° est le flot de
Péquation autonome $¢°(t,ug) = £G(¢V° (¢, uo)).

5.4 Chapitre 4 : Méthode de moyennisation quasi-strobos-
copique pour une équation de Schrodinger semi-linéaire.

Dans ce chapitre, on cherche a appliquer le théoréme 5.2 du chapitre précédent a
I’équation de Schrodinger non linéaire suivante:

d
: 0?
10w (t,x) = — ij@ v (t,x) +ef (v (t2)?)y (tx), t>0, zeT
j=1 J
ya((]’ ) = Yo
(5.4)
Dans cette équation d est un entier supérieur a 2, f est une fonction analytique réelle
et w = (wy,...,wy) satisfait 'hypothése 1. Le probléme principal est que 1'équation

(5.4) ne peut pas étre mis sous la forme (5.3) avec une fonction g analytique par
9%

~ . . 3 2 tw] ox2 9
rapport a 0 (cela vient notamment du fait que 'opérateur ¢ — e i n’est pas
analytique par rapport a t).

La premiére chose que I'on fait dans ce chapitre est de transformer 1’équation 5.4
afin de la réecrire sans les nombres complexes. On note alors R(y) et (y) la partie
réelle et imaginaire de y € C et on définit le changement de variable

eip oy (It x))
u(t,z) = < R (L, 7)) ) € R xR.

Pour s > %, on travaille alors dans les espaces

X = H3(TP) x HY(T") and Z = LE(T") x L(T")
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oll 'espace H? est I'espace de Sobolev des fonctions s-dérivables au sens des distri-
butions et dont toutes les dérivées sont dans L?. Enfin, on note pour j = 1,...,d,

0 9? d
AJ:< s %?)GL(X,Z) et w-A=S wA,.
7j=1

- 31]2. 0

Finalement, écrivant u = ( ]; ) € X, |ul2 = p? + ¢* 'équation (5.4) est équivalente

! ol (t,r) = (w-Aus(t,x) +eh(u(t,z)), t>0,xeT?
ue((),.) = wugp:= ( {;{((yy(;)) > c X, (55)

h:uEX—>X9f(’U|§)J_1u7 and ‘]_1:(—01 (1)>

Notre but est alors d’appliquer le théoréme 5.2 sur un sous espace de X de di-
mension fini. On introduit alors pour tout L € N*, I'espace

Z; = Vect{x  eBnle) e 7P gt k| < L} c 2

On note alors X l'espace vectoriel de dimension finie X N Z; et on introduit la
projection
Iy:ue X — Xp 3 (t,x) — Z Gy 2 k),
|k|<L

oll les Uy sont les coefficients de Fourier de la fonction u. Cet artifice nous per-
met alors de prouver le théoréme (on rappelle que la constante v est définie dans
I'’hypothése 1).

Theorem 5.3 Soit s > max(d/2,4(v+d)) et n < gy Alors, pour € suffisament

petit, il existe un changement de variable ®° quasi-périodique et analytique ainst
qu’un champ de vecteur G tel que

Vit e [0,T/¢e], |u(t) — D°(¢, ¥ (¢, Lug))|, < Ce™
ot u est la solution de l’équation (5.5), 1° est la solution de [’équation autonome
d 1> € 1>
%w (t, ruo) = eG°(¢*(¢, Lug))

et ou C' est une constante positive indépendante de €.
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Chapter 2

Stroboscopic averaging of
highly-oscillatory non-linear wave
equations

1 Introduction

In this article, we consider the so-called stroboscopic averaging technique applied
to general, highly-oscillatory evolution equations, posed in a Banach space X, of the

form

d t
Eu(t):g(g,u,g), w0)=up e X, teR, e>0. (1.1)

Here ¢ is assumed to be T-periodic with respect to its first variable 7 = ﬁ (we

shall denote accordingly T = R/TZ), smooth in u € X and continuous in the third
variable. When ¢ is small, this system is highly-oscillatory with a single frequency. In
a seminal paper [44], Perko constructed the averaged equations at arbitrary order in
e for highly-oscillatory ordinary differential equations (ODEs), and obtained error
estimates. Here, we extend this analysis in three directions: we adapt Perko’s
construction to the stroboscopic averaging, we set up the equations in the infinite
dimensional context and we go beyond polynomial errors to produce an exponential
error estimate. In contrast with Castella et al. [13]|, where a similar problem is
studied, our analysis is based on formulas derived in [44], and leads to explicit
constants in both polynomial and exponential error estimates.

Generally speaking, the goal of stroboscopic averaging is to find an averaged
system of the form
% = G(V,E) = Gl(V)+€G2(V)+, tER,
(1.2)
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whose solution approximates the solution of system (1.1) at times ¢, = nTe (called
"stroboscopic times") that are multiples of the t-period.

In accordance with [44], the first order averaged model

T
ivl =G1(Vh), with Gi(V)) = l/ g(1, Vi, e)dr,
dt T J,

will play a specific role. We will assume that this system has a unique solution in an
open ball B C X, for all time ¢ € [0,7%] and for all € € [0,¢*]. This general setting
applies to many Partial Differential Equations considered as evolution equations in
a Banach space. We fully treat below the case of semi-linear wave equations in a
high-frequency regime.

In a more technical way, we look for a periodic, near identity and smooth, change
of variable gb(ﬁ7 ) and a flow 1, of a non-oscillatory autonomous differential equation
(1.2) on X such that the solution of the original equation can be written as

u(t) = ¢(£>wt(uo)>. (1.3)

We refer to Lochak-Meunier [39] or Sanders-Verhulst-Murdoch [47] for textbooks
on these issues. We point out here, that there are several possible choices for the
change of variable ¢. The choice made in the work of Perko is such that ¢ is the
identity map in average. Here, we impose ¢(0,-) = Id as in [16] and [11]. Therein, it
is shown that stroboscopic averaging is the only geometric averaging procedure (i.e.

structure preserving). It also leads to a numerical method, the so-called Stroboscopic
Averaging Method (SAM), introduced in [10].

The formulas given by Perko in [44] and used in section 2.2 can be seen as an
expansion in ¢ of ¢ and G. By differentiating both sides of (1.3) with respect to ¢,
we get

) l%wo)] , (1.4

where D¢ denotes the derivatives of ¢ with respect to the variable in X. We formally
expand ¢(L, V) =V +e¢1 (L, V) 4+ e2¢2(, V) + ... . Using equations (1.1), (1.2)
and relation (1.3), we deduce from (1.4), the expression for G,

G(V;e) = (ch(é,V))l g(é,qb(é,‘/),g) _EM '

ot
We then expand gog and D¢ =" by their Taylor’s formula. For example, D¢~ (£, V) =
Vo eDén (L V) £ O2) and g(10(1V).2) = g(5V.2) +eDg(L V. on(t/e V)] +
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O(e%). By using expression (1.5), the expansions of g o ¢, D¢~! and by identifying
the terms with identical power in € we obtain,

0
G = g— % =0 — %,
dgs . 0

Gy = D¢1g1+ Dgor — 52 = g2 — o

This expansion leads to the functions g, defined in Section 2.2. Then, the change
of variables ¢, and the vector field G, are defined respectively by the equation

a{% = G, — gn (called homological equation in the Kolmogrov , Arnold, Moser

(KAM) context) and the relation G,(V,¢) = %fOT gn(7,V,€)dr. One key-aspect of
our work is to adapt and extend Perko’s results to the case of stroboscopic averaging
in a Banach space.

Finally, we present and apply the Stroboscopic Averaging Method (SAM) to gen-
eral non-linear wave equation (NLW) in a high-frequency regime. The SAM was
introduced in the ODE case by Calvo, Chartier, Murua and Sanz-Serna in [10]
and applied to non-linear Schrodinger equations by Castella, Chartier, Méhats and
Murua in [13]. The numerical part of this paper is concerned with two aspects.
First, the study of qualitative properties for a resonant NLW (harmonic actions and
Fourier modes) and its averaged system. Second, we observe that the SAM displays
the expected qualitative properties (conservation of energy, accurate approximation
of harmonic actions and Fourier modes, numerical error). While the dynamics of the
resonant non-linear Schrodinger equation in the torus and the non-resonant NLW
have been studied by various authors (see for instance [3], [6], [23], [12] and [30]),
the dynamics of the resonant wave equation has remained mostly unexplored up to
our knowledge. This paper is a contribution in this direction.

Our first main theorem (Theorem 2.7), an averaging result in an abstract Banach
space generalizing the theorem of Perko (Theorem 2.4), is stated in Subsection 2.5,
once preliminary assumptions and Perko’s formulas have been settled in Subsection
2.2 and properties of analytic functions in Banach space recalled in Subsection 2.4.
Section 3 considers the application for NLW of Theorems 2.4 and 2.7. In the NLW
context, Theorem 3.3 (Dirichlet boundary conditions) and Theorem 3.4 (periodic
boundary conditions) can be considered as the main output of this paper. Finally,
Section 4 is devoted to numerical illustrations obtained by the SAM. The numer-
ical method and a confirmation of the numerical order behaviour are exposed in
Subsection 4.2. Subsection 4.3 and 4.4 are devoted to numerical illustrations of the
qualitative properties of the SAM.
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2 High-order averaging and analytic functions in a
Banach space

We present in this section the formulas of high-order stroboscopic averaging and
the main theorem of this paper which states the exponentially small error estimates.

2.1 Preliminaries

Let X be a real Banach space equipped with the norm |[|-||, N an integer and
up € X the initial value. The function g in (1.1) is supposed to satisfy the following:
Assumption 5 (N) The function g: T x X xRy — X is

e T'-periodic and continuous w.r.t. the first variable,
e continuous w.r.t. the third variable,

o of class CN w.r.t. the second variable and there exists 0 < e* < 1 such that g
and all its derivatives are locally bounded in X uniformly in the first and the
third variable for 0 < e < &*.

Notations For the sake of clarity, we will, unless necessary, omit the third variable
in g. We denote the 5™ derivative of g with respect to u in the directions aj, ..., a; €
X by Dig(t,u)as,...,a;] and for a € X, @’ := [a,...,a]. Let HH% denotes the
norm of a continuous j-linear mapping defined as

. |Dig(r,u)|ai,...,a;|
[Dtr ], = s Sl
X aeagex lallx o llaglly

For j = 0, by convention, we denote D°g(7,u) := g(7,u) and LS := X.

Let rg > 0 and » > 0. We denote by B, C X the open ball centred in uy with
radius r. For j € N, we introduce the norm |||, ,

1D7gll, = s |[DIgl(rue

)HU' )
TET; UuEBry+r,0<e<e* X

for the functions ¢ satisfying Assumption 5(j).

In this notations, Taylor’s expansion of a function g satisfying Assumption 5(N)
with respect to u is written, for h =u —ug, 7 € Rand u € X,

1

mDNﬁlg(T, UQ)hNil + RN(T, U),

g(t,u) = g(1,ug) + ...+

where

Ry(7,u) = ! )!/O (1—0)N"'DNg(r,u — Oh)AN db. (2.1)

(N1
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The following result can be deduced straightforwardly from Grénwall lemma.

Lemma 2.1 Consider g : Rx X xR, — X satisfying Assumption 5(1). We suppose
that ug € X, define the function Gy : X xRy — X as

1 T
Gh(u) = —/ g(T,u)dr, (2.2)
T Jo
and denote M, := ||DG1]|,. Then, equation
av;
d—tl(t) =Gi(Wi(t), V1(0) = uo (2.3)

has a unique solution remaining in B, for all, 0 <t < T} with

1 To
e L ()
T M\ M ol

In the sequel, the equation (1.1) will be studied on [0, T7].

2.2 Perko’s formulas

In this subsection, we recall some formulas and results from [44]. As mentioned in
the introduction, averaging formulas can be deduced from relation (1.3). The main
difference here is that the relations are stated in a Banach space X and in the case
of stroboscopic averaging.

We define, for (¢,¢) € [0,T%]x]0;*], the Nth order approximation function uy by

N-1
; t
un(t) = Vi(t) + z; &1 ¢; (; VN(t)), (2.4)
]:
where Vy is the solution of the truncated autonomous system
VN _ v, N1 =
e 1(Vn)+ ... +¢€ ~Vn),  Vn(0) = uo, (2.5)

and the maps ¢; are changes of variables from X to X defined by the formula

im0 =7 [ (500 = Gw))as (2.6
where, 7 € [0,7}/¢], u € X,
Gj(u) = % /0 g;(7, u)dr, (2.7)

2. HIGH-ORDER AVERAGING AND ANALYTIC FUNCTIONS IN A BANACH 41
SPACE



CHAPTER 2. STROBOSCOPIC AVERAGING OF HIGHLY-OSCILLATORY
NON-LINEAR WAVE EQUATIONS

and

<

gj(7-7 u) - i Z i' Dkg(T, u) [¢l1 (7_7 u)> ¢lk (7_7 u)}
k

k=1 Nip4ofig=j—1 (2.8)
~Dou(r.w[Gy-a(w)] ).

Ultimately, we denote g; := g, the function introduced in equation (1.1). One
can remark that equation (2.3) in Lemma 2.1 is the autonomous equation (2.5)
with N = 1. The difference with [44], is that the changes of variables ¢; verify
¢;(0,u) = Id. In order to prove Theorem 2.4, we now give two lemmas.

Lemma 2.2 Let N >0 be an integer and suppose that g satisfies Assumption 5 (N ).
Then, for all j € [1,N], the functions ¢;, G; and g; respectively defined by (2.6),
(2.7) and (2.8) verify Assumption 5 (N —j+1).

Proof of Lemma 2.2 The regularity of ¢;, g; and G; can be proved easily by an
induction argument. The periodicity of ¢; with respect to 7 stems from

o+ T =4 [ (0.0 o).

T
and from the periodicity of g;.
Lemma 2.3 Let N > 0 be an integer, r > 0 and 0 < ¢ < €*. We suppose that
g satisfies Assumption 5 (N) and that, equations (1.1) and (2.5) have a unique

solution noted respectively u(t) and Vy(t) in By, for t € [0,T¢]. We define the
N _order approzimation

QNLN(t) = UN(t) + ENqu(t/E, VN(t)) (29)

where un and ¢n are defined by (2.4) and (2.6). We finally introduce for (t,u) €
T x Bro—&—w

~ N—1 kEN+1 gj—N_l
R (r,u) = S D [on () by ()] (2.10)
k=1 j=N+1i14..4ip=j—1
01yt g SN
and -
Ry(r,u) = ™ 3" Dy, (1,u)Giy(u). (2.11)
Jj=N i1+io=j
i1,i0<N

Then, we have the following relation for all t € [0, T},
(- 2)0) = g(Lu®) gt an()
+eN¥(Ry + Ry — Ry) (t VN(t)>,
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where Ry is defined by expression (2.1). Besides, the functions Ry, Ry and Ry are
bounded in T X By .

Proof of Lemma 2.3 The proof of relation (2.12) in this lemma uses Taylor
expansion and is similar to the proof of Theorem 1 in [44]. Boundedness of Ry, Ry
and Ry stems directly from relations (2.1), (2.10), (2.11) and Lemma 2.2.

2.3 Averaging theorem with polynomial remainder

Before stating our main result (exponential error estimate), let us prove a poly-
nomial error result.

Theorem 2.4 Let N > 1 be an integer, up € X and r > 0. We suppose that g
satisfies Assumption 5 (N ). We denote by M = S"%  |[DGilly, M =N, 1|Gillo»

Cri= (IR, + ||

Rl )eM T+ gl

and

r r r
en(r) =min | ", —= , — ,— . (2.13)
( 2(MTf)€MTf 22;‘\7:11 H¢j”r/2 Cl)

Then for 0 < e < en(r), the following statements hold true.
1. FEquation (2.5) has a unique solution Vi (t) in By, ir2 fort € [0,T}].
2. Equation (1.1) has a unique solution u(t) in By, fort € [0,T}].

8. The N order approzimation, uy(t) defined by (2.4) remains in By, for
t €10, T%] and satisfies,

sup lu(t) —un(t)]|x < Cne™, (2.14)
tG[O,Tf]

where Cy = (HRNHF"HRNH +||Bx|| )eM T g |, is a constant independent
of € and t. '

Proof of Theorem 2.4 By applying Lemma 2.1, equation (2.3) has a unique
solution Vj(t) remaining in B,, for all 0 < ¢ < T;. We now prove the first point of
the Theorem.
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By standard techniques, it is clear that equation (2.5) has a unique solution for
t € [0,Ty]. We now prove that V() remains in B,,,/>. Using equations (2.3) and
(2.5), we have

Vn(t) — Vi(t) = 6/0 (Gl(VN(oz)) + .+ TGN (Vi(a)) - Gl(Vl(oz))>da,

for t € [0,Ty]. This leads to

IVa(t) = Vi)l < 6/0 Z 1Gi(Vi(a)) = Gi(Vi(@)) | da

. (2.15)
w2 [ S l60i@)]y do
i=2
By Lemmas 2.1 and 2.2, we have for all ¢ € [0,7%] and i € [1, N],
IG:(Vi@)llx < IGill, (2.16)
and
1G:(Va (1)) = Gi (Vi) x < [IDGillg [[(Viv () = Vi)l - (2.17)

Using relations (2.13), (2.15), (2.16), (2.17) and Gronwall Lemma, we obtain for
t €10, Ty],

IV () = Vi)l < e(MTy) exp (MTy) <

Y

N =3

which proves 1.

For the second and third points, one can remark that by definition of uy (see
(2.4)), we have for all ¢ € [0, Ty],

[un(t) = Vi)l x <[I[(Vw =VI)(@)lIx +¢ Z_ 165l,/2 -

We conclude that uy is in B,,, using (2.13) for ey.

Once again, standard techniques ensure that equation (1.1) has a unique solution
u(t) for t € [0,Tf]. We introduce the N order approximation @y defined by relation
(2.9). We deduce from Lemma 2.3 and relation (2.12) that

! X
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for t € [0,7%]. By Gronwall lemma, we deduce that for ¢ € [0, T}]
lut) a0l < ¥ Rw, + | R]| + Rl Je .
Due to the relation ||un(t) — un ()|l < eV ||on]|, we finally get for ¢ € [0, T}],
Ju(t) - un (@l < =¥Cy. (2.18)
The next and final step is to prove that the solution v remains in B, 4, for all

t € [0,T]. For N = 1, we have u; = Vj and the relation (2.18) holds true. This
means that for ¢ € [0, 7Y,

[u(t) =Vi(t)]x <eCr <7

and the result is proved. =

2.4 Analytic functions in a Banach space

In this part, we deal with analytic functions in a Banach space (see e.g. [45]). We
first introduce the complexification of X, defined as

Xe ={U = u+ia, (u, @) € X?}.

We denote by u = R(U) and @ = Z(U), the real and imaginary parts of U. The
space X¢ is a Banach space with the norm

IR(=U)| x
U ‘= su .
” HXC zeg ‘z’

Now, given any p > 0, we consider the (complex) open enlargement of B,, of size p
in X¢ given by

Op = {u+i: (u,@) € By x Xe, [ll, < p}.
We define analytic functions f : R x X¢ x Ry — X¢ on T x O, x [0,£*] as functions

continuously differentiable on O, w.r.t. the second variable.

Then, we introduce the norm || - ||, of the bounded analytic functions on T x O,,

Ifl,=  sw frue)lly, .

TET, uc0,,0<e<e*

Analytic functions on a Banach space share many properties of standard analytic
functions of C like the Cauchy formula. This allows us to use Cauchy’s estimates in
a neighborhood of any point u € O,, i.e. for any k € N*,

3]
DM, < s, (2.19)

2. HIGH-ORDER AVERAGING AND ANALYTIC FUNCTIONS IN A BANACH 45
SPACE



CHAPTER 2. STROBOSCOPIC AVERAGING OF HIGHLY-OSCILLATORY
NON-LINEAR WAVE EQUATIONS

We are now ready to formulate the additional assumption for g.

Assumption 6 The function g is real-analytic in the following sense. There exists
R > 0 such that g is analytic and bounded by K on T x Ogp x [0,*].

The above assumption freezes the definitions of R and K throughout this section.
We further introduce R; = 2R — j%, for j € [1, N].

Lemma 2.5 If g satisfies Assumption 6, then, for j € [1, N]|, the functions g;, G,
and ¢;, defined by expressions (2.8) (2.7) and (2.6) are analytic and bounded on
T x Og, x [0,€*] and we have the following inequalities for all k:

EIN*

D%, < WK, (2.20)
1Gillg, < llgsllg, - (2.21)
10illr, < 21l95llR, » (2.22)

(K )N
195l g, < TR (2.23)

In order to prove these inequalities, we use the following combinatorial result,
whose proof is given in Appendix.

Lemma 2.6 For two integers 7 > 1 and j > k > 1, let
ol = {(ir, ...,ix) € [1, NJ*, with iy + ... +ix = j}.

Then, we have

> i< (2.24)
(31, zk)Eai
and
i1 . 5 .
D PG-pUT <SG - 1) (2.25)
p=1

Proof of Lemma 2.5 Inequality (2.20) is a direct consequence of Cauchy esti-
mates (2.19). Inequalities (2.21) and (2.22) stem directly from (2.6) and (2.7). It
remains to prove (2.23). Introducing

gyl B
%= RN
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and using the expression (2.8), we get

—

; 1
-1 k
IS >'=t oM y - TN

R;,
100l Gl ) -
Then, owing to relations (2.20), (2.21) and (2.22), we obtain
. K NF
-1
lol, < S0 (S et e @lonln, )2l

#2100l o1, , )

2\
(;) vy ...0, + 2akozj_k>.
j—1

and

Using Lemma 2.6 and an induction argument where we suppose that «; < I! for all
[ <7, we get

)

<
VAN VAN
YaS <
= [

| Ll

N

C‘: )

~__

A ~
. —~
WMW <
— = |

.

—_
|- =
— L
VRS
e +
\/ I

= X

|
Sy @

|

—_

~

Notice that for j > 4, we have

1 /2\F 5 1 5
— =)t | S —+-=-<2.
— -1\ J J—1 7

The inequalities for j = 2 and j = 3 are clear. Finally, since e(j — 1)7 < j7, we get
for all 7,

(]

a; < jj
which proves (2.23). n
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2.5 Averaging theorem with exponential error estimate

We now present the main theorem of this paper. We use estimates of Theorem
2.4 and Lemma 2.5 to show exponential decrease when the non linearity is analytic.

Theorem 2.7 Let uy € X, 19 > 0, My and T be defined as in Lemma 2.1 and sup-
pose that g satisfies Assumption 6. Let C' := (2K + 6R)e™ s Cy := max (%, %),

~ In3/2
CQ = =
V3c,

Cui= (il + [ Aa] + Il + hoalla,

) e R 1 [4—/3 261 20
i= min — = nl| =
0 '2C, 3C, 2 2 R

and N(g) := { L _ 1J. Then for all 0 < ¢ < gq, the following statements hold

vV 3018

true.

1. The solution u(t) of equation (1.1) and the function u-(t) := un() defined by
(2.4) remain respectively in Ory and Og, fort € [0,Ty].

2. Function u. is exponentially close to function u, i.e.
Cy
sup () = 0.0y, < Cexp (= ),
t€[0,Ty] €

Proof of Theorem 2.7 Following the proof of Theorem 2.4, we have that u
satisfies

- R
lu(t) = Vit)llx, < eCh < 5,

for all t € [0,T%]. Hence, with standard techniques, there exists t1(¢) > 0 such that
u. is well-defined and remains in Op for ¢t € [0,t,(¢)] .

Here, to simplify the expressions, we denote N(¢) by N. On the one hand, the
definition of N(g) and ¢ give
1 1
— < N? < —. (2.26)
4018 3018

We then deduce from (2.26) that e < 1/(2C1N?). On the other hand, relation (2.14)
in Theorem 2.4, i.e.

Ju(®) = ux(®ll < (lonlln + (| Rullp + | B, + 1Bl expOnT))e"
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where Ry, Ry and Ry are respectively defined by formulas (2.1), (2.10) and (2.11),
is valid for all t € [0,¢,(¢)]. We now give explicit bounds for ||¢n|| 5, HRNHR, HRNHR

and ||Ry| . Using Lemma 2.5, we have,

(KN)NNN—I
lonln < 25—

Expressions (2.11), (2.26), Lemma 2.5 and Lemma 2.6 then give,

2N
[Bx|l, < D™ > IDillg
j=N

i1+ia=j

< 2R(CyN)NNN-L,

izR

2N KJNJ 1 2N .
< ¢V ZsﬂQ D i <2ReN Y (CigjNY
i1+i2=j Jj=N
1 N72 -N N AT2\N
< <§> Re™N < 4R(2C,N?)

Similarly, we have,

R, < > Il

k=1 j=N+1i1+4..+ip=75—1

N

IN
(‘f)‘
=

R;

and

R i=1

2 .
4KE < N~*, we obtain

], = renyE(5)

< K(2x4KR2N*)N < K(2C,N*)N

Moreover, since Cy < 5 and

Finally, we compute the last term,

1Dl || o |1
o 215 ; SRN <ZH5¢JHR>

< e M2RHVNK < K(201)NN2N+1.
Combining all the terms together, it holds, for all ¢ € [0,¢;(g)],
lu(t) = ue(t)]x, < CQONZTHD. (2.27)

IA

BN
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1
36’18

Now, using relation (2.26) and since N < — 1, we obtain

:

2\ Voors ¢

for all t € [0,#,()]. Finally, since ¢ < CyIn 2C |, the function u. remains in B,

=+
=

for ¢ € [0, 7] and stays exponentially close to the function u. n

2.6 Geometric properties of stroboscopic averaging

As proved in [16] and [13], stroboscopic averaging preserves geometric properties
of the original equation. In particular, if g is Hamiltonian, then all averaged vector
fields G; defined by (2.7) are also Hamiltonian. Here, we give a direct proof of this
property and exhibit the Hamiltonians corresponding to vector fields G; and Gb,
using only formulas (2.6), (2.7) and (2.8).

We assume in this section that X is a Hilbert space equipped with scalar product
(+,-)x. Function g : Rx X — X is said to be Hamiltonian (w.r.t. the second variable)
if there exists a skew-symmetric, bounded and invertible linear map J : X — X
and a function H : T x X — R (called the Hamiltonian function) such that, for all
TeTand u e X,

g(t,u) = J'VH(T,u). (2.28)

Remark We recall that the gradient in a Hilbert space is defined by
Y(r,u,v) € T x X2, (VH(1,u),v)x := DH(7,u)[v].

Besides, Lie and Poisson brackets are respectively defined for g, g : R x X — X and
H H:Rx X —Rby

[9(7_7 u)> g(”—> u)] = Dg(T> u) L(}(T, u)] - Dg(Tv u) [9(7—7 u)]

and
(H, H}(r,u) = (JH(T, w), H(r, u))X

It is well known that if g and § are Hamiltonian such that g(r,u) = J'"VH(7,u)
and g(7,u) = J"'VH(7,u), then the Lie bracket of g and g is also Hamiltonian and
satisfies

lg(r,u), 4(r,w)] = J'V{H, H}(r,u).
Before stating the formulas of the Hamiltonian functions corresponding to the aver-

aged flows GG; and G,, we prove the technical lemma:
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Lemma 2.8 Let g, : RxX — X two functions satisfying Assumption 5 (1). Then
we have

_/ / §(60, )] + 9(6,u), §(r, )] ) dodr = F(u)

/Opg(T, w)dr, /OPQ(T, u)dT] :

Proof of Lemma 2.8 With an integration by part, we get directly

%/OP u),/OTg(Q,u)dﬁldT - 3 /Pg(T u)dr, /Opg(f,u)dT]
3 | [ 00005000

Proposition 2.9 The averaged vector field Gy defined by (2.7) satisfies

Golu) = % /0 P%[g(T, w), /0 Tg(@,u)d&] dr.

As a consequence, assuming that the function g satisfies (2.28), the averaged vector
fields G1 and G5 then are of the form

where

Gi(u) = J 'VHi(u) and Gy(u)=J 'VHy(u),

= %/OPH(T,U)CZT
Hy(u) = %/OP%{H(T,U),/OTH(@,u)d@}dr

Proof of Propositon 2.9 We prove the proposition by using only the formulas
of G5, g9 and ¢ defined in Subsection 2.2. We recall that for all 7 € T and u € X,

where

and

&@=%Ag@w%

om0 = 7 [ (900.0) = Gau))ap (2.29)
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and

6ol = 7, [ (Do(6.06,0) = Do (6,060

We denote ¢ (7, u) = T%(T, u) = (g(r,u) — Gi(u)). To simplify, we omit the
variables when it is clear. We remark that for all 7 € T and v € X,

1 1 1_.
Dg¢, = §Dg¢1 + §DG1¢1 + §D¢1¢1, (2.30)

and
1 1 1 .
DQZ51G1 = §D¢1G1 + §D¢1g — §D¢1¢1 (231)

Using expressions (2.30), (2.31) and the fact that
1 /T I ;
T/ Dy (1, u) 1 (T, u)dr = —T/ Dy (1, u)pr (T, u)dT,
0 0

we obtain

Gatw) = 7 | 3latr.uén(r] + 5[Ga(w), ()l

We have for all 7 € T and v € X,

[Q(T, u)7¢1(7_’ u)] = [9(7—7 u)7/07—g(8’u)d6] - [g(ﬂu)’/oq— Gl(u)del

and

(G, d1(T,u)] =

G (u), /OTg(Q, u)d@] :
Since, 7 [fOT Gi(u)dr, fOTg(T, u)dT] = [G1(u), G1(u)] = 0, Lemma 2.8 gives

1 T
!

Then, we deduce

Gi(u), / Tgw,u)de] -

g(T7 u)7/OT G1<U)d9] dr = 0.

GQ(u)z%/OT

and the vector fields G; and G5 derive from the Hamiltonian functions H; and Hs.

g(T,u), /OT g(0, u)d@] dr
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3 Two examples : Wave equations with Dirichlet
and periodic boundary conditions

In this section, we present two examples to illustrate Theorems 2.4 and 2.7. We
consider two highly-oscillatory semi-linear wave equations with Dirichlet (section
3.1) and periodic (section 3.2) boundary conditions.

In each case, our goal is to rewrite problem (1.1) under the form

d—uzlAu+F(u,5), u(t =0) =ug € X. (3.1)
dt ¢

Here, X will be a Hilbert space and A a skew adjoint unbounded operator from a
dense domain D(A) C X to X. This ensures, by Stone’s theorem (see [43] or [46])
that the operator exp(—7A) is well defined for all 7 € R. Besides, A will have a
compact resolvent and its spectrum will be a subset of iAN for some A\ > 0. In this
case, exp(—T7A) is a unitary operator and is periodic with respect to 7.

Then, we rewrite equation (3.1) by applying the change of unknown v = exp ( —
LA)u. We obtain the equation (called the filtered equation)

© () (La)oc) o) o

Finally, we remark that the stroboscopic averaging technique can be applied to
other Partial Differential Equations, in particular the ones which can be put under
the form (3.1) (for example, the case of a semi linear Schrédinger equation was
treated in [13]).

3.1 A semi-linear wave equation with Dirichlet Boundary
conditions.

We introduce € = [0, 1] and the highly-oscillatory semi-linear wave equation

Pu 10%u 1

- - = teR Q 3.3
ot?2 g2 0x? ef(u)’ €R TE (33)

with Dirichlet boundary conditions
u(t,r =0)=u(t,z =1)=0, (3.4)

and with initial conditions
ou

u(t =0,2) = up(x), 6E(t =0,z) = vo(x). (3.5)
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Here we have f : R — R a smooth function satisfying f(0) = 0, the initial conditions
ug € HY(Q) = {u € L*(Q) s.t. d,u € L*(N) and u(0) = u(1) = 0} and vy € L*(Q).
We use the norm ”UHHg = H(M)UHLZ = ||@,ul > on the space Hj. We recall that
for any function v € L*(Q), there exists a unique function @ € HJ(f2) such that
u = v/—Au. Finally, we denote

X = L*(Q) x L*(Q).

Let us put equation (3.3) under the form of equation (3.2). We introduce the new

unknown
- ou .
Sat

Then U satisfies (3.1) with

and

Fv=(0) = (s ) .

The initial condition associated with this problem, U,, belongs to X. Finally, equa-
tion (3.3) is equivalent to filtered equation (3.2).

Remark The initial value for the problem (3.2) is now

VO::UO: < (V_A)UO).
Vo

The case with V4, = 0 is trivial. So we assume for the remain of the section that

ro == ||Vollx > 0.

Proposition 3.1 Assume that f is in CNTH(R) and satisfies f(0) = 0. Then g is
well defined and satisfies Assumption 5 (N ).

Proof of Proposition 3.1 Periodicity of g w.r.t. the first variable stems from the
properties of the operator A. This is a skew adjoint operator with domain D(A) =
H} () x H}(R2) and the embedding D(A) C X is dense. The eigenfunctions and
the eigenvalues of (—A) with Dirichlet conditions are respectively (sin(7mkz))xen and
(72k?)ren. Then, the spectrum of A is a subset of irZ, so we can define the operator
exp(7A) and remark that this operator is 2-periodic w.r.t. 7 and HeTAHLX < 1, for
all 7 € R.
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The well-definition of ¢ and all its N** derivatives come from the following tame

estimate. For & € H}(Q) and for k € [0, N], the functions D*f(@) are in 51;11(9)
0

and
|04 @) < Chlaly).

where Cf : R* — R are continuous and non-decreasing functions for all k € [0, N].

Now, for U € X, k € [0, N] and &,...,& € X, we denote
_ ([ WA : — :
U._< (M)@) and Vj e [1,k], & ._( (V=A)

where @, 0,4, and 0; are in Hj (). Then F (see (3.6)) satisfies,

[P P&l < 1D @ Il el

0

< CHUIUT) M€l - Nl -

Finally, for all T e R, V € X, k € [0, N] and &;,...,& € X,
Dkg(T, W&, &) = e_TADkF(eTAV)[ETA&, . eTAfk].

Then, g(7,V) isin X for all 7 € R and V € X, and we have,

1D V)l &llly < Mlem ™l CFCle™ Vi) TT el

Jj=1

which implies
D% (. V)| o < CFUIV ),

since €™ is unitary on X. Finally, g satisfies Assumption 5 (V). n

Proposition 3.2 Assume that f is real analytic and satisfies f(0) = 0. We denote
by X = HNQ) x HL(Q), Ry the radius of analyticity of f and ¢ the norm of
the continuous embedding X C X = L>®(Q) x L®(Q). We finally assume that
ro = |Vollx < 2. Then g satisfies Assumption 6 on Oap with

Cc1

Oqr = {V*FV S Bro X Xc¢,

7]

2
XC< R}

and R > 0 such that

ro+ 2R < %. (3.7)
1
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Maodes 1 for the oscillatory and the stroboscopic solutions.

TRl
1t el |

— T e |

1 mode 1

Figure 2.1: The modes 1 for the solutions of equation (3.3) and the corresponding
averaged equation (2.5). Computed with f(u) = —4u?, ug = sin(nz), vy = 0 and
e=0.2.

(V=4)u
(V=4)0

Proof of Proposition 3.2 For all U = (

il < H( )

so i is in the analytic domain of f. Hence we can write , for any function h € HZ(Q)
such that ”ﬁ‘ (or Hﬁ‘

> in Oy, we have

< &

<a(llU- VOHXC + ||V0||XC) < Ry,

X¢&

is small enough, the relation

Hg LE")

F(@+h) - f(@) - f(@h = / (L= 6)f"(@ + thy (Rt

Combined with the fact that H}() is an algebra, one can say that the right hand
side is an o(HhHHé) Hence, it is now easy to see that the functions F', then g, are
analytic on Oyr. Moreover, the boundedness of g on the open bounded set Osp
stems directly from the proof of Proposition 3.1. =

Theorem 3.3 Let N > 1 be an integer, ro and R defined as in Proposition 3.2.
We assume that f : R — R is of class CN*1 and f(0) = 0, ug € HL(Q) and
vg € L*(Q). We define ex(R) as in Theorem 2.4. Then for 0 < ¢ < eyx(R), the

following statements hold true.
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Modes 1 for the oscillatory and the stroboscopic solutions.

04 i : :: | -: & mode 1
1 ( | | 1 i mode 1

045 | | | | — 7 e 1

V mode 1

-0

~0.55

-06

—{1.65

=07

=075 -

=085 -

1 1 | | |
] 605 6.1 615 6.2 625 63 635 64 645
Time

Figure 2.2: Zoom of the figure 2.1 .

1. Equation (3.2) has a unique solution V (t) in B, 4r fort € [0,T}] and equation
(3.3) has a unique solution u(t) remaining in a bounded domain fort € [0, Ty].

2. The N order averaged equation (2.5) corresponding to equation (3.2) has a
unique solution Uy in B, g/ fort € [0, T%].

8. The N order approzimation V,(t) defined by
N-1 :
V() = () + 30, (zen).

where the changes of variables ¢; are defined by (2.6), is in By, fort € [0, T}]
and satisfies

sup V(1) = Viv(t)]lx < Cne™ (3-8)

t€[0,Ty]

with Cy a constant independent of € and t.

4. Besides, if [ is real analytic, we define ¢g and N(g) as in Theorem2.7. Then,
the function V. := V() satisfies for 0 < e < g,

C
sup V() = Vo)l < Coxp (- 2),

te[0,T]

with C, Cy independent of t and «.
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Proof of Theorem 3.3 Proposition 3.1 ensures that ¢ satisfies Assumption 5
(N). The first 3 statements then follow from Theorem 2.4. Ultimately, if f is real
analytic we use Proposition 3.2 and Theorem 2.7 to prove 4. n

Figure 2.1 represent the first modes (see section 4.2) of the solution of the fil-
tered equation (3.2), together with the solution of the associated averaged equation
(2.5). We notice in Figure 2.2 that the exact solution coincide with the stroboscopic
solution at stroboscopic times ¢, = 2ne.

3.2 A semi-linear wave equation with periodic boundary con-
ditions.

In this part, we are interested in the semi-linear wave equation

*u 1 0%u

w—?@:f(lb), tER, .TGQ, (39)

with the periodic boundary conditions

u(t,z =0) =u(t,z=1), (3.10)
and the initial conditions
ou
u(t =0,2) = up(x), 55(75 =0,z) = vo(x). (3.11)

Here, the non-linearity f is smooth and f(0) = 0, uy is in H}

1L(Q) = {u e
L*(Q), s.t. dyu € L*(Q2) and u(0) = u(1)} and vy is in

1
La(Q) == {u € L*(Q) s.t. / u(y)dy = 0}.
0
Then, we introduce the Hilbert space
X = Lg(Q) x Lg(Q),

and the projector I1 : H! () — R,

per
1
Im:u— / u(zx)dx.
0

Let us recall that the operator v/ —A : H;
for u € H,,
ugy = Iu.

58 3. TWO EXAMPLES : WAVE EQUATIONS WITH DIRICHLET AND PERIODIC
BOUNDARY CONDITIONS

(Q)NLA(QY) — L3(Q) is invertible. So,
(Q) N L2(Q) and

er

(), we write u = u; + up with uy = (Id — Il)u € H}

per



CHAPTER 2. STROBOSCOPIC AVERAGING OF HIGHLY-OSCILLATORY
NON-LINEAR WAVE EQUATIONS

Equation (3.9) is equivalent to the equations

82161 1 82141 !
o2 2 92 fluy +ug) — /0 flur +ug)de = fi(ug, ua),
82u2

1
62 = / f(u1 + UQ)dI = fg(ul,lbg), t e R, x €.
0

Again, we use the change of variables

e (VB ()

EW ot
to obtain
oU 1
8_751 = AU +eR(U1h), teERzEQ, (3.12)
oU.
8_152 = F(Uy,Uy), (3.13)

with, for U; = ( Ui ) and i =1, 2,

(%

Fy:(01,05) — ( fl(w_—AO)—lal,m) ) ’

~ - o
(U, Up) — e - ,
009 (=B )
. . 0 vV—=A
and where A is the skew adjoint operator ( JA 0 )

With the change of unknown U; = e~ =AU, equation (3.12) is equivalent to

oU t t o
a_tl = 5exp(—;A)F1(exp <EA) Uy, Us).
Finally, equations (3.12) and (3.13) are equivalent to the semi-filtered equation

ou t

where, for U = ( U ),
t Ue) eexp(—ﬁA)Fl(eXp (EA) Uy, Us)
NoPe )= Fy(exp (ﬁA)Ul,Ug) :
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Theorem 3.4 sums up the averaging results for the semi linear wave equation with
periodic conditions (3.9).
Theorem 3.4 Let ug € H,,.(Q), vo € L§(9Q), X = H..(Q) x H,.(Q), Uy =
(V—Aug,vg), ro := ||Uo|lx > 0. Let R > 0 and assume that f : R — R is of class
CN*L and f(0) = 0. Then, we define ex as in Theorem 2.4 and for 0 < ¢ < ey, the

followings hold true.

1. Equation (3.14) has a unique solution U(t) in B, g fort € [0,Tf] and Equa-
tion (3.9) has a unique solution u(t) remaining in a bounded domain for
t €10, TY].

2. The N order averaged equation (2.5) corresponding to (5.14) has a unique
solution Wy (t) in Byyyrye fort € [0,TY].

3. The N** order approzimation U, defined by
N—-1 ;
Un(t) = Ux(t) + 2 &6;(2 Un ().
j=1

where the changes of variables ¢; are given by (2.6), is in B,,gr fort € [0, T}]
and satisfies

sup ||U(t) — Un(t)|x < Cne™ (3.15)

tG[O,Tf]

with C'y a constant independent of € and t.

4. Besides, if f is real analytic, we introduce Ry its radius of analyticity, co the
norm of the continuous embedding X C X = L>(Q2) x L>®(Q2), ¢; the norm
of the continuous operator (v/—A)~': L§ — H),. N L§. We assume that ¢ is

defined as in Theorem 2.7 and we have rq > 0 and R > 0 such that,
2cocimo + corg < Ry , 2coc1mo + coro + 2R < Ry.

Then g verifies Assumption 6 and the function U. == Uy, satisfies for 0 <

€§507

C
sup [[U(t) = U.(0)], < Crexp(~—2)

t€[0,T]
with C, Cy independent of t and €.

Proof of Theorem 3.4 The proof is similar to the one of Theorem 3.3. We just
notice that if f is of class C" and f(0) = 0, the function ¢ (given by (3.14)) satisfies
Assumption 1(N). The difference, here, is the continuous dependence in a third
variable €. For the analytic part of the theorem, we choose M and R such that

(vV—A) lu is in the analytic domain of f for all U = ( Z ) € Oyp. -
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4 Stroboscopic Averaging Method for a semi-linear
wave equation.

We present in this section the Stroboscopic Averaging Method (SAM) introduced
by Chartier, Murua and Sanz Serna in [11] and [10]. The SAM is an efficient
numerical method for highly-oscillatory ODEs and PDEs. This method is faster
than the usual ones to solve problem (1.1) with an acceptable error and preserve
some invariants.

4.1 The numerical method

We integrate numerically problem (1.1), with g satisfying Assumption 5(N). We
have shown (Theorem 2.4) that the solution V' of equation (2.5) and the solution u
of problem (1.1) satisfy for all n € N,

u(Tne) = V(Tne) + O(eN). (4.1)

The aim of the SAM is to obtain numerically V' at the stroboscopic times t,, = Tne,
without the (difficult) calculation of the vector field GIV := Gy + ... +eV"1Gy.

To apply the SAM, we use two numerical methods : One macro-method with a
macro-step H and one micro-method with a micro-step hA. On the one hand, the
micro-method is used to approximate the equation (1.1) over a finite number of
period, so the micro-step h has to be smaller than T'c. On the other hand, the
macro-step can (and ideally should) be chosen larger than the small period Te. It
is convenient to choose a macro-method that requires only the value GV (u*;e) at
given values of the argument u*. In this case, for all ©* € X, we approximate
GWl(u*; ) by a finite difference formula and relation (4.1).

We denote respectively by ¥,.. and 1. the flows of equation (1.1) and (2.5). By
a finite difference formula, we have

0 1
G[N] *a = tie *7 = i€ * —d5¢ . @ 52 :
(u€) (9tw’ (u”,¢) o 25[1/)5, (u*) — o 5; (u”)] (6%)

Setting = T'e in the right hand side, we obtain,

1
G (u'se) = o [Waree(u”) = Wogree (u')] + O(c?) (4.2)
2T
To compute Vor..(u*) and ¥_sr...(u*) , we integrate problem (1.1) over one period
forward and one period backward with the micro-method.
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Error vs Macro step for different values of epsilon.

Order 2
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Figure 2.3: Error vs. step size of the macro method for different values of ¢.

We can use other difference formulas instead of (4.2). For example, we can ap-
proximate GV (u*, ¢) with an error in O(e*) by using the formula

‘II—QTe;a(U*) - S\I]—Te;a(U*) + S\PTa;a(U*) - lIj?Te;a(u)k)
12T

We make the choice, here, to use symmetric in time approximation of £ because the

wave equation is symmetric. Of course, if we have a non symmetric equation or if

we can not calculate the solution for reverse times, we use non-symmetric methods.

GV (u*; ) = + O(eh).

The error for the SAM is divided in three parts (see [11] or [48]), the approxima-
tion of the macro-method, the approximation of G by the finite difference and the
approximation of the micro-method. We refer to [11] for a discussion of the various
terms of the error. Altogether, one has a bound of the form

O(H”+€5+5<§)q>,

where p is the order of the macro-method, ¢ the order of the micro-method and ¢
the order of the finite difference approximation in (4.2). For the numerical tests, we
compute the SAM for the semi-linear wave equation (3.3) with Dirichlet boundary
conditions and with f(u) = —4u?, ug(z) = sin(mx) and vo(z) = 0. We use the Runge
Kutta method of order 2 for the macro-method and the Strang splitting method for
the micr- method. Figure 2.3 illustrates the error versus step size H of the SAM for
different values of ¢ and the results are conform at those expected.
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. Strang Spliting | — Action 1} . Stroboscopic Averaging Method
100 T - Action 3|10
—— Action 5
== Action7| ,
1 - Action 9 oy
> i - B

Actions

Figure 2.4: Non conservation of the harmonic actions for a resonant semi-linear wave
equation.

4.2 A semi-linear wave equation with Dirichlet boundary con-
ditions: Numerical results.

We consider the semi-linear wave equation with Dirichlet boundary conditions
(3.3), with f(u) = —4u® and the initial conditions uy(z) = sin(rx) and vy(x) = 0.
This initial conditions imply that there is only one non-zero harmonic action (see
(4.3)) at t = 0. Then, at ¢ > 0, all the odd harmonic actions are non-zero.

We introduce the frequencies of the system w, = 7n and the harmonic actions

I, = = (wiul + v7). (4.3)

N =

It is well known that the harmonic actions I, are constant for the linear wave
equation. We also know (see Bambusi [3|, Bourgain [6] or Cohen, Hairer, Lubich
|23| ) that in the case of a non-resonant semi-linear wave equation, the actions remain
almost constant for small initial datas. The dynamics of the harmonic actions and
modes (see below) is not yet investigated for a resonant semi-linear wave equation.
We illustrate the behaviour of the actions and modes numerically in figures 2.4, 2.5
and 2.6.
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Strang Spitting
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Figure 2.5: Modes for v and v computed with the Strang splitting method, e = 1072.

We denote by u(t) the solution of equation (3.3) for ¢ € [0,7%] and by v the
function v := £%% The functions u and v are in HJ(Q2), so that we have for all

t €0, T¢], z € Q, the Fourier decomposition,

u(t,z) = Z U, (t) sin(w,x)

neN*

and

v(t,x) = Z U () sin(w,z).

neN*

The functions wu, and v, are the n'* Fourier modes of the functions v and v. We
represent in figure 2.5 different modes for v and v computed with Strang splitting
method, ¢ = 1072 and an integration step small enough for the numerical solution
to be considered as "exact".

Then we compute the modes U, and V,, for the solution U of the autonomous

system (2.5) and the function V := % in two ways.

e The first order averaged system (2.3) is computed with formula (2.2) where
the integral is approximate very accurately (figure 2.6(a)).

e The autonomous system (2.5) is computed with the SAM (figure 2.6(b)).
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(a) First Averaged Method
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(b) Stroboscopic Averaging Method
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—umode5
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——umode9
vmode 9
—— Energy

modes, energy

Figure 2.6: The modes of U and V' computed with a direct method and with the
Stoboscopic Averaging Method.
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In regards of these numerical results, we can make the following remarks.
e The dynamics of the modes for the averaged equation is "neater" as compared
to the original equation.

e We observe, in Figure 2.6, a beating effect between U; and V.

e In contrast with SAM (Figure 2.6(b)), the first order averaged equation (Figure
2.6(a)) does not allow a reliable approximation of modes smaller than e.

4.3 Energy exchange between modes in a non linear wave
equation : heuristic analysis.

In this last part, we look for the formal equations satisfied by the modes w,,, v,,
U, and V,,. An analysis of the equation for U; and V; will then help to explain the
numerical results and the observed beating effect between U; and V.

It is convenient to introduce the functions

a(t) = (un(t) - 1“—(“) (4.4)

2 Wn

Z_p = Z, for all n € N* and we denote by U = ( g ) the solution of equation

(3.2), by @, and 9, the n'® modes of @ and ©. Then function z, can be rewritten as
1 Un(t
2alt) = 3 (an(t) - lvw—i))
Finally, for all ¢ € [0, 7], we introduce
1 V.. (t
2,00 = 5 (a0 -2 (45

2 Wn,

and Z_,, = Z, for all n € N*.

Proposition 4.1 Let u be the solution of (3.8) with f(u) = —4u®, ug(z) = sin(7x)

and vg = 0. Then, functions (2,)nez+ defined by (4.4) are solutions of the equations
i .

P —— Z zkzlzmel(wk+WZ+wm_wn)7r7—0|k:||le"n‘, (46)

2w
"kl meZ*

with eklmn = 1k+l+m:n+ lkflfm:n—i_ ]-lfkfm:n—'—]-mflfk:n - 1kflfm:fn - 1l7k7m:7n -
1yt k=—n- This implies that the functions (Z,)nez defined by (4.5) satisfy the

equations .

i

7 = —— YA/ )
n o Z 1 Z1 Zm Ok 1] jm||n) + O(€), (4.7)
(k:,l,m)E.An
with A, = {k,I,m € Z*,k +1+m —n = 0}.
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Proof of proposition 4.1 Replacing the Fourier decomposition of u into equation
(3.3), we get,

3l sinwar) + > (%)2% Sin(wn) = —é( 3w, Sin(wn:ﬂ)>3. (4.8)

neN* neN* neN*

We then develop the right-hand side of (4.8) as

—4( > un sin(wnx)>3 = =4 ) wptgty, sin(wgr) sin(wz) sin(wy, ).

neN* k,l,meN~

This leads to

3
—4( Z Uy, sin(wnx)> = Z U Uy Uy Ot SIN (Wi, ).

neN* k,l,mneN*
By projecting on sin(w,x), we obtain
wn \ 2 1
Vn e N*, !l + (—n> Uy = — Z WUy Uy Ot - (4.9)
< k,l,meN*

Now, u,, can be easily written in terms of 4, and v,

N 1 . .
U, = cos(w,T)l, + — sin(w,T)v,
Wn

and we get

o (wg+wi+wm )T R
> gt O = Y 222 OO = a( 7).
k,lmeN* k,l,mez*

Equation (4.9) is now equivalent to

Vi — ( — L sin(wa)an(t, 7) ) |

n cos(w,T)ay,(t, 7)

and for all n € N*,

1 0, i . ,
2 = 3 ((ﬂn)/ — I(Zn) > = —ﬁan(t, T)e " and z, = ana_n(t’T)elwnT‘
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Finally, for alln € Z*, z, satisfies equation (4.6). The first order averaged equation
then reads as (4.7). n

A study of the beating effect observed numerically could be interesting. A similar
effect was exhibited for NLS (see [30]). However, in our case, this analysis can not
be easily adapted. Indeed, all odd modes interact with each other in the first order
averaged system (4.7) and it is far from obvious that an expansion in powers of €
can help. Nevertheless, equation (4.7) and the numerical experiments support the
following observations:

e One can easily see that the harmonic actions I, defined by (4.3), satisfy
I, = 2w?| Z,|?, with w, = nr.

e If there are only odd modes in the initial condition, even modes of the solution
of the first averaged system and of the oscillatory system (3.3) are zero. In
other terms, for p € Z*, the solutions 2y, of equation (4.6) and Z,, of equation
(4.7) vanish.

e When computing the solution U of the averaged equation with SAM, we ob-
serve in Figure 2.6(b) that the modes Uypy; and V5,41 remain bounded. The
observed bounds for the quantities max;cjo r,)(|Z2p11(t)]) for different values
of p are gathered in the following table.

D 0 1 2 3 4
max (| Zap1]) | 05| 1.5.10 2| 4510 % | 1.410°° | 6.10 "

These numerical results support the following assumption:
1
36 > 0, \le € N, |ng+1’ < 55}0 (410)

(For this problem, § ~ 0.033).

For the remaining of the discussion, we then suppose that (4.10) holds true. Since
the sum of the harmonic actions remains constant, i.e. > I,(t) = [,(0) = %2, we

have I(t) = %2 + O(6?). Neglecting all terms bounded by § in (4.7), we obtain the
following equations,
Zi = 5 (2P 2+ 0() =i Zi + 06),
1
Zy = 5—((Z) = 121125 + O(9)),
2(,03

with C = 8%. It follows that

1.
Zi = 569+ 0(9)
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and the equation for Z3 reads

Z; = iCQZg — ;egiclt + O((S),

487
for Cy = ==. We then obtain
2i i(@
Zs(t) = ! e T sin((3C) — C)t) + O(9).

4877'(301 - 02)

Now, we remark that ~ 0.015 is of size §. As a consequence, function Z3

2
487(3C1—C3)
is bounded by ¢ which is consistent with relation (4.10). Let us emphasize that, the
solution found for Z; in this heuristic analysis is consistent with the numerical tests
and Figures 2.1, 2.4 and 2.6.

5 Appendix

Proof of Lemma 2.6 We first prove inequality (2.25) then relation (2.24) is given
with an induction argument. We can not prove (2.25) by a simple recurrence, we
have to be more precise and remark the symmetry of the expression.

If j — 1 is even, then we split the sum like

j—1
> PG—p ”>—2pr?]— ),
p=1

p_

and we use the fact that p? < (51)? and (j — p)U?) < (j — 1)U~P). This gives us

zpw— i <2 (-1 z( )
The last sum is less or equal to 1 and so we get the result for even j — 1.

If j —11is odd, then the work is the same except that we add a term to the first

sum like |
j—1 ' % | . % ‘ %
S ru-ni =2x Y-+ (4) (3)
p=1 o1

Then we have,
prj_ U=P) <2 (j—1) ()

and we use the function x — (-Z;)” to prove that (%)] <i(j—1)7if j >3 and to
obtain the result (the case j = 2 is obvious).
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To prove relation (2.24), we use an induction argument on k and inequality (2.25).

If £ =1, the result is obvious. Now we remark

S i = pr( 3 )

(i1,~~-,ik+1)€Uf;+1 (i1,.ik)ETL
and, using the induction property, we get
K
> A< pr j -
(il,...,ik+1)€o'i+1

Ultimately, we use relation (2.25) to bound the right hand side by
e(j — 1)7 < j7 this completes the proof.

70
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Chapter 3

Quasi-stroboscopic averaging in
Hilbert spaces

1 Introduction

In this chapter, we are concerned with highly-oscillatory evolution equations posed
in a real Hilbert space X (equipped with the scalar product (-, -) and the associated

norm | - ||). More precisely, given a fixed w € R? we shall consider differential
equations in X of the form

d

Gor) =gt (), WO =meX, tef0T/ (@) (L

with g(t,u) = G(tw,u) for some function G : T¢ x X — X (T? = (R/Z)%) assumed
to be 1-periodic w.r.t to each component of T¢, smooth in § € T¢ and in v € X.
Under appropriate assumptions, the solution of (1.1) exists and remains in a bounded
path-connected open subset K of X. The main output of this chapter is given in
Theorem 2.13. Tt states that under additional regularity assumptions (analyticity)
on the vector field g, the solution u® of (1.1) can be obtained, through a change of
variables, from the solution of an autonomous averaged equation. The specificity
of the change of variables retained in the present analysis lies in its stroboscopic
nature: it coincides with the identity map at time ¢ = 0 and is quasi-periodic. It
will be shown in next chapters that this property is of paramount importance for the
preservation of geometric structures. In addition, it can be helpful to numerically
solve (1.1).

Note that the mono-frequency case has been addressed in previous works, both
in finite and infinite dimensional spaces X (see || and [13]). The technique developed
in [13] in particular can be extended to the new situation at the price of additional
assumptions and difficulties. The main new obstable to which we are confronted here
is the occurence of small denominators in the resolution of the homological equation
(for the change of variable). In order to overcome the growth of the coefficients in
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Fourier series, we are thus led to require that ¢ is analytic also in the variable ¢
(while continuity is enough in the mono-frequency case). We emphasize that this
hypothesis will not be satisfied in some situations of interest, such as for instance
the Schrodinger equation, where the operator e® is certainly continuous but sure
enough not analytic. However, the technique developed here entails the same ad-
vantages as in the mono-frequency case: unlike other papers (Meunier [LM88| or
Sanders-Verhulst [SVMO07]) where a similar result is derived and where the averaged
equation and the change of variables are sought by performing power expansions in
e, we identify here a new equation on the change of variables per se, which can be
solved independently using a fixed point procedure. Let us finally emphasize that
although not directly applicable, the result derived in this chapter will be used to
deal with the Schrodinger equation. The treatment of this equation will combine
optimal truncation in € as explained here and projection onto a space of optimal
dimension.

1.1 The formal equations of quasi-stroboscopic averaging

As in the mono-frequency case [13], we first derive formal equations. Generally
speaking, the purpose of averaging techniques is to find a near-identity change of
variable, quasi-periodic in ¢ (in a sense that will be defined precisely in next section)

(t,u) e R x K — ¢°(t,u) € X

together with the flow map ¢°(¢,ug) of an autonomous differential equation with
vector field G¢ on X

d
%ws(ta U()) =eG° (wg(tv UO)) ) (1‘2)
such that the solution of the original equation (1.1) takes the composed form
us(t) = 67 (95 (t, (6°) 7' (0, uo))). (1.3)

In the framework of quasi-stroboscopic averaging, we further impose that the map-
ping (t,u) — ¢°(t,u) satisfies ¢°(0,-) = id. This last assumption is similar to the
mono-frequency situation. Nonetheless, if w € R? is a non-commensurable vector,
we emphasize that ¢°(¢,-) will not coincide with the identity map for positive time
t, a major difference as compared to the mono-frequency case.

Let us now derive (formally) the equations for ¢° and ¢°. By differentiating both
sides of (1.3) w.r.t. ¢ and using (1.2) we readily get

0 (1, 071, 00) + 00 (8,07 (1 o)) G° (0 (1 w0)) = £ g (1,67 (071, w0)) ), (1.4)

so that, upon substituting ug = ¥°(—t,u) (recall that ¢° is the t-flow of an au-
tonomous vector field and as such satisfies ¢°(—¢,¢*(t,-)) = idy), we obtain

0" (£, u) + £0,6° (1) O (u) = 2 g (1, 6° (1, ) ). (1.5)
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Now, the first equation is obtained by averaging over ¢ € R both sides of (1.5).
Owing to the quasi-periodicity of ¢, the average of the term 0,¢° vanishes so that

0u(¢%) (1) G"(u) = (g 0 ¢%) (u),

where we have used the shortcut notation go¢® for the function (¢,u) — g(t, ¢°(t, u))
and the standard notation

for the average w.r.t. ¢ of a quasi-periodic’ function (t,u) € R x X — f(t,u) € X.
Assuming for the time being that the linear operator 0,(¢)(u) is invertible for any
u, we finally get

G (u) = (9u(6%) ()~ {g 0 &%) (w). (1.6)
In other terms, we have here obtained the value of the vector field G° (hence that of
1) in terms of ¢°.

The second equation is then derived by inserting previous relation in equation
(1.5)

067 (1, ) + 0,07(1,w) (D7) () (g0 ) (w) =g (1.7 (1,)). (17)

This is a closed nonlinear equation on ¢°. However, there is here a sharp discrepancy
with the mono-frequency case, as we solve it in the set of quasi-periodic functions
and thus have to resort to Fourier expansions. This draws additional technical
difficulties and is the very reason why we shall consider functions that are real-
analytic in both ¢ and u, and quasi-periodic in . It thus remains to turn the above
formal computations into a rigorous analytic procedure. To this aim, we right-away
define the following operators A(¢) and I'°(¢) (whenever 9,¢ is invertible):

A(@)(t u) = g(t, ¢(t,u)) — Dud(t, u)(Dud) ™' (u)(g © &) (u) (1.8)
and .
(o) (t,u) :=u+ 5/0 A(@) (T, u)dr. (1.9)
We then can write the so-called homologic equation
Oip(t,u) = eAN(9)(t,u), (1.10)

or in an integral version

ot u) = T%(o)(t,u). (1.11)
1Tt is known that for quasi-periodic functions, this limit exists and is finite.
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2 Abstract settings
2.1 Analytic functions in a Hilbert space
Given the real Hilbert space X, we introduce its complexification defined as
Xc ={U = u+ii, (u,a) € X*},

for which we denote u = R(U) € X and 4 = $(U) € X the real and imaginary
parts of U. The space X¢ is again a Hilbert space when endowed with the Hermitian
norm associated to the complex scalar product

(u+it,v+iv)x = (u,v) +(@,0) +i((@,v) — (v, 0)),

i.e. the norm

1Ullxe = VIRW)IP + [SO)]>

Since for U € X, ||U||x. = ||U||, we shall also denote by || - || the norm on X¢. Now,
given any p > 0, we consider the open enlargement of K in X¢ given by

K,={u+ua :(u,u) € Kx X¢, ||| <p}

Note that since K is open path-connected in X, so is K, in X¢c. We then define
analytic functions as follows:

Definition 2.1 (Analytic functions on X) Consider a continuous function u €
K, — f(u) € Xc. It is said to be analytic on K, C Xc if it is continuously
differentiable on K,, i.e. if there exists a continuous map

Kp — E(X(c)
u > (0uf)(w)

where L(Xc) is the set of bounded linear maps from Xc to Xc, which satisfies

Vu € Ky, 36 >0, Vh e Xe, [|b]| <6, [[f(u+h) = f(u) = (0uf)(u)h]| = of[[]]).

When u +— f(u) is a bounded analytic function on K,, we further denote

1£1l, = sup [Lf (w)]-

uckK,

Proposition 2.2 The set of bounded analytic functions on K,, denoted (A, ||-|,),
18 a Banach space.
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Proof. Consider a Cauchy sequence (fy,)nen in A§ for the norm || - ||,. The space
Xc being complete, it converges pointwise towards a function f. The convergence
is furthermore uniform: let > 0 be given, N = N(n) such that ||f, — ful, <7
as soon as m > n > N, and consider for any v € K,, m = m(u) > N such that

1f (u) = fm(w)]| < n, then
1 (w) = fa(w)]] < [f(u) = frn (@] + [[frn(w) = fu(w) ]| < 21

so that || f — fu|l, < 2n. This implies that f is continuous and bounded on K, and
by Morera’s theorem, analytic on K, (which is path-connected in X¢). As a matter
of fact, each f, of the Cauchy sequence being holomorphic, for all linear forms
[ : Xc — Cand all (uy,us) € K, x K,, the function z € C +— lo f,(u; + zuz) € C is
holomorphic (a concept known as weak analyticity) in the usual sense. This implies
that for all C* closed curve v such that {u; + zus, 2z € v} C K,

/l ©) fn(ul + ZUQ)dZ =0

~

and by uniform convergence

/lof(u1+zu2)dz = / ( lim [o fn> (u1+zus)dz = lim [ lof,(ui+zug)dz = 0.

v 'Y n—-+o0o n—-+o0o y

By Morera’s Theorem, this proves that u — lo f(u) is analytic on K, and thus f is
analytic as well. n

2.2 Quasi-periodic functions with values in A,

According to Moser [42], quasi-periodic functions f € C*™'(R,A,) are functions
which can be written as?

f(t) = F(tw)
for a given vector of frequencies @ = (@1,...,@y) € R? and a given function F €

CH(T? A,). This vector being specified in the original equation, we shall consider
functions f in the set A% defined as follows.

Definition 2.3 A function f € CHY(R,A,) belongs to the set A% if there ewits
F € C™Y (T A,) such that

VieR, f(t) = F(tw).

Functions of A} can be expanded in Fourier series. This follows from the following
lemma, that we present for the sake of clarity. Prior to that, we define |z| = Z?Zl |z
for x € C%, a notation which will be used in the sequel both for § € C? and k € Z¢.

Whenever convenient, we shall also write F(t@1,...,tw,) in lieu of F(t@).
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Lemma 2.4 Let f be a function of Aj. Then there exists I € CHYT A,) such
that ' )
f(t) — Z GQZWt(w.k)Fk
kezd
where Fy, = Jpa € HTORE(6)d6.
Proof. For f € A%, there exists F € C*™(T? A,) such that f(t) = F(tw). By

assumption, 0 € ’]I‘dpr—> F(#) € A, is (d + 1)-times continuously differentiable, hence
we may estimate Fourier coefficients (k is here a non-zero multi-index of Z%)

b = / e 2 OR) F(9)dg
Td

through several integration by parts as follows

dd+1 o
_— O E 2.1
S R P, 19 E e (2)

—2z7r(9 -k)
1 Fll, = H/ a0 F(0)do

where j is an index such that |k;| = sup,_; ,4|k|. The uniform convergence of
the series dzlkezd 2R [ towards F(6) is then ensured by the summability of
> keza KT m

2.3 Analytic quasi-periodic functions with values in A,

As already noticed in Introduction, our analysis requires analyticity assumptions
with respect to the variable # € T¢. To this aim, given ¢ > 0, we introduce the open
complex strip D, as the enlargement of the d-dimensional torus T? defined by

D, = {9 = 0y +i0y, (01,05) € T x R, ||6y]|0 < a}. (2.2)

Definition 2.5 (Analytic functions with values in A,) Consider a function
[ €Ay, It is said to be analytic on D, if the associated function F € CHHT A,)
18 continuously differentiable on D,, i.e. if there exists a continuous map

D, — L£(D,,A,)
0 (9,F)(6)

where L(D,, A,) is the set of bounded linear maps from D, to A,, which satisfies
Vo e D,, 46 >0,Vhe D,,

[Plloe < 6, sup [[F(0 + h) = F(0) = (9o F)(0) ]|, = o([[ ]| o)

0eTd
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We then denote by A3 the set of functions f € A3 which are analytic on D, for
which F'is bounded and we define the norm on Af{p by

1f1l4,, = sup [|[F(O)]],- (2.3)
0D,

The set (A3, [||l,,) is then a Banach space (a consequence of Morera’s theorem).
Note that for functions of A§ , the estimate on Fourier coefficients (2.1) of Lemma
2.4 can be refined as

1Exllp < 1 fllop e (2.4)
through a contour-integral in D, .

Remark 2.6 Denoting 0 = (01,...,04-1), k= (k1,...,kq_1) and 0 < 6 < o, we
have indeed

~ o~ 1 ~ ~
Fk: _ / €—2i7r(k~9) </ G_Qiﬂkdng(e, ed)d9d> do
Td-1 0

and the inner-most integral can be cut into three pieces (with sq = £1 and s =
(S1,.-,54))

Sda' ~ 1 . - ~ 0 ~
/ ie*™ v (), iy)dy+/ e~ 2imkaletsai®) p(f) x+sdi5)dx—|—/ ie*™ Y (0, 14-iy)dy.
0 0 s

do

By periodicity of F in its last variable 04, the first and third integrals cancel each
other leaving only the second one. Now repeating this operation d times for each
component of 0, we obtain

~

F, = 62”&(5'1“)/ e 2R (0 4 iGs)dh
Td

which can be bounded by e~*"I9||f||,, by choosing s; of the sign of —k; for all
i=7,...,d. We then get (2.4) in the limit ¢ — o.

In the process of averaging the following elements of calculus will be frequently used
for the average of a function f € Ay

(f) = lim %/Opf(t)dt.

P—+o00

Lemma 2.7 If f belongs to A§,, then for any 0 < ¢ < o, O,f belongs to Ag_; ,
and one has

<atf > =0.
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Proof. For f in Af , there exists F € C**!(T? A,) analytic and bounded on D,,
such that f(t) = F(tw). It follows that (0;f)(t) = (w - OpF)(tw). Since F is
analytic on D,, each partial derivative &;J.F is also analytic and bounded on D,_;
by I supgep, ||F(0)], owing to Cauchy’s formula. It then follows that

w|
10:fllo-5.0 < =I.flloo

where we recall that |w| = ijl |w;j|. This implies the first part of the statement.
Now,

I 1
@f) = lim 5 [ @50 = Jim S~ £0) =0
since t — f(t) is bounded. -

Next lemma requires an additional assumption on w, the so-called “Siegel’s con-
dition" or “strong non-resonance condition" (see [42], [44] or [32]). It is essential in
order to deal with small divisors.

Assumption 2.8 There exist constants v > 0, v > 0, such that
|k wl > k|7,
for all k in Z% and k # 0.

Remark 2.9 It is known (see [42]) that for v > d — 1, the set of vectors w which
do not satisfy Assumption 2.8 has Lebesque measure 0 in RY.

Lemma 2.10 Suppose thal w salisfies Assumption 2.8. If f belongs to A3, then
for any 0 < & < o the function defined by

f@—Af@%—W7

belongs to Aﬁ,”_&jp. Furthermore, the following estimate holds true

~ [{/0
1fllo-5.0 < =555 £l (2.5)

. o p14d
with R = W .

Proof. By assumption, f(t) = Y,z e2imt(kw) By where the coefficients Fj, satisfy

(2.4). Hence, we have
2imt(k-w) __ 1 .

e P

I0=2 St

k0
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where the convergence of the series for ¢ € R is ensured by

2im(k-0) __ 1 .

2m(oc—5)|k| 1 275 k|
i e +

- e
< — || F} < -
_; 27|k - wl H k||p_z7r|k:-w|’

k0

1> S
2im(k - w)

sup

HED(J'—?T P

k0

which, owing to Assumption 2.8, becomes

|
< HfHU,p Z |k|y6_27r‘]g‘& S V. ||f“a’,p Ze—ﬂ]d&

B 0 (") %

|7

o—0,p Yy

where we have used that x”/v! < e* with © = 75 |k|. Finally, the bound (2.5) follows

from
= Yo (1re 4\
—mlkle < [ 142 —me ) < (28 ) <[ 2.

kezd

2.4 Main Result: Exponential estimates for the quasi-strobos-
copic averaging procedure

We are now in position to state the assumptions on g in (1.1) required by our
analysis.

Assumption 2.11 The mapping g belongs to Asy,p and is bounded by C, i.e.
HgHQW,QR <C,

where R, W and C' are positive constants.

Under Assumption 2.11, it is straightforward to prove the following theorem:

Theorem 2.12 The Cauchy problem (1.1) is uniformly well-posed in the following

sense. There exist T > 0 and € > 0, such that, for all ¢ €])0,e*], for every

g € Brya(ug), the Cauchy problem

du®
dt

(t) = eg(t,a(t)), a*(0) = dg (2.6)

has a unique solution in C'([0,T/e], X) remaining in Kg for allt < T/e. Further-
more, for iy = ug, u(t) remains in K.

The main result of this chapter is now stated in the following theorem.
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Theorem 2.13 Suppose that Assumptions 2.8 and 2.11 are satisfied and let n =
(v+d+1)7'. There exists 0 < é <e*, C; >0, Cy >0, 0 < 0 < R/2 such that: for
all 0 < e < ¢, there exist a change of variable ¢° € Afy, p and an autonomous vector
field G € AR satisfying

Vito € Byluo), Vit € [0,7/], [[uf(t) = 6°(t, (6, )| < Croxp (— Coe™),
where ¢ is the t-flow of the autonomous equation %wa(t, Up) = eGe (Ve (t, Ug)).

The remaining of the paper is concerned with the proof of previous theorem under
(2.11).

3 Technical proofs and intermediate results

3.1 Preliminary Lemmas

Our next task is to justify that the operators A and I'* are well-defined.

Lemma 3.1 Let 0 < 6 <0 <2W and 0 < p < p < 2R. If ¢ andqg are two
functions of A§, satisfying

DO [ ™

5 .
lo—idl,, <5 |6
then the following statements hold

1. The function (0,¢) " is well-defined in A,_; and we have

-1
[(0ud) [, <

2. The mappings A(¢) and I'°(¢) belong to respectively A3, 5 and AZ_5 , 5 and

HA(¢>Ho‘,pfﬁ S 407 HF€(¢) - ldHa o,p—p — < 40’% U V+d)|€’ (31)

3. The mappings A(¢) and I'°(¢) satisfy the following estimates:

160

INOER® , (32)

5 lle=4l.,

a,p—

(3.3)

I*(¢) — ()
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Proof. Applying Cauchy’s estimate to the function ¢ — id, we obtain

1 ) 1
19u6 = 1dl,,,; < 5 llo =id[l,, < 5.
On the one hand, this gives H&@HM 5 < 3/2 and on the other hand, using Neumann
series, we can assert that (9,¢) "' is well-defined in A,_; with

[@u) M, < D 0w =14l ;<> ous —Td|lL, ;< 2.

k>1 k>1

This proves the first statement. Now, consider the functions G and ® associated
with the quasi-periodic functions g and ¢, such that g(¢t,u) = G(tw, u) and ¢(t,u) =
O (tw,u). Then the composition (god)(t,u) = g(t, ¢(t,u)) = G(tw, ®(tw, u)) belongs
to A“’ _;* as a matter of fact, for all 0 € D, and v = u; +uy € K,_; with u; in K
and ||u2|| < p — p, the following inequality holds

120, u) —w]| < [|¢ —id|| <2R, (34

o.p—p

l\DIbz

+ [Jua]] < 2+(P p)<p—
so that, for all 0 € D,,, ®(0, K,_;) C Ksp, and eventually

||g o ¢Ho’7p—ﬁ S Sup ||G(0)||2R S G
0eD,

In passing, we get [[{(go ¢)|[, ; < C. Collecting all terms in the expression of A it

follows that [[A(®)]], , ; < {c' Using Lemma 2.10 and the fact that (A(¢)) =0, we
also have
IT5(9) —idll,_s,,_ < 4Ckoa "+ V[e].
In order to prove the last statement, we denote, for the sake of brevity
A = i
a,p—p
A = o -0 H<aua>>—lup_ﬁ lgo o,
4 = g o -@d| ledl,,
A4 = u¢ ~ < u¢>7 <go¢ go¢> N
o,p—p p—p —p

< Ay + As + Az + Ay First of all, taking (3.4)

va_ﬁ

so that we have HA((D) — A(D)

into account

A < |9ug]|

0'7/)_13/2
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We then have H&V@H(wiﬁ < 3/2, H<8u¢>_1prﬁ <2, |{go ¢>prﬁ < C and similarly
for q~§ It follows that

Regarding As, we notice that ( ugzﬁfl — (0,0)7" = { u¢>7 (0,0 — 8u¢><au(5>71 to

obtain
|@.0)7 = (0.6)7 0.0 _[|oud - aue

IN

a,p—p

o),
4
7

‘¢ — QBH , and this completes the proof. Estimate (3.3) is
a,p

IN

Therefore, A3 < (6C/p)
obtained by application of Lemma 2.10. n

To obtain a quasi-solution, we fix n € N* and we consider the sequence of
functions

Vvt eR, () =idx, € Agr, OFTI =T(p*), E=0,...,n, (3.5)

and

G = (9,0 Hgooly k=0,... n (3.6)
We denote by r, = R/(n+ 1), w, = W/(n+ 1) and for all £ = 0,...,n+1,
Ry = 2R — krp,, Wy = 2W — kw, so that Ry = 2R, W, = 2W, R,.; = R and
W1 = W. We first show that the two sequences of ¢*’s and G*/’s are well-defined
respectively in Ajy, z and Apg, .

Lemma 3.2 Let k1 = oo, For e € C such that (n + 1) e| < 2(k1)7",
the maps ¢, for k =0,...,n+ 1, and the vector fields G¥, for k =0,...,n, are

well-defined respectively in Ay, p - and Ag, . Moreover, we have
. Tn
[ —idl|,,, , < - and IG¥|g,.,, <2C. (3.7)

Proof. The proof proceeds by induction. The case k = 0 is clear since ¢/ (¢) = idx,.
and GI% = (g). Now, assuming that ¢ € A, , and that (3.7) is fulfilled, the
function pl*+1 = T'*(¢¥l) is, by Lemma 3.1 with & = w, and p = r,,, well-defined in

W1 Ry, From inequality (3.1), we further have

H¢[k+1] i HWM s < ACkow,, (v+d) \5| 2

and repeating some of the arguments of Lemma 3.1, we get, if £ <n — 1, that
10.6" ) rey, <2 and (g o ¢ )|g,.,, <C

thus proving the statement for k& + 1. n
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3.2 Resolution of (1.11) with polynomial remainder estimates

So as to estimate the remainder in equation (1.11), we introduce ¢/% = —eA(id) and
the sequence of defects ¥ for k = 1,...,n, defined by the relation
¢ = e (¢ ) —eA(¢M) € A R, (3.8)

We now show that £ is bounded by "1,

Lemma 3.3 (Existence of quasi-solutions to (1.11)) Let k; as in Lemma 3.2.

.....

the following statements hold true:

1. The mappings o™, G and € are well-defined and belong to A o Rt s
AR and Ay, g

2. The mappings o™ —id, G and £ are bounded as follows

" =il s i < %", (3.9)
g, < 2¢. (3.10)
1€y 5 < AC el (k1 (n+ 1) )" (310

3. For all t € R, the mapping ¢ (t) € AR is a one-to-one map from Kg onto
oM (1) (KR). Its inverse is defined at least on Kp with values in Kg.,, and is
analytic. Moreover, (¢ (1)) (Kgr_,.) C Kg

Proof of Lemma 3.3 The first point of this Lemma and estimates (3.9) and
(3.10) are direct consequences of Lemma 3.2 for £ = n. Then, using the fact that

gl — e (Ao ) = A(oM)),

Lemma 3.1 with ¢ = w, and p = r, leads to

I e < S E o = gy, s,
< WOl pe(gin2y — re(gln ) oy pa,
< 165|€| 160m0w;(”+d)7’;1|€| ch[n_Q] - Qb[n_l]HWn,l,Rn,l
< ..
< U gemguy @ eyt fid — 6],

n
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Besides, ||¢!!) — idHWhRl = [|Te (o) < 4Ckgwn " |e| and so

- 1dHW1,R1

16 C'|e|

Hf[n] ||W n < (160/430w;(y+d)7“;1|€Dn_1401€0w;(y+d) |5‘

This proves (3.11). As far as the last statement is concerned, let ¢ € R be given
and consider u, % € K such that ¢I")(t,u) = ¢["!(¢, ). We have

lu—al < [0 —id|l, o llu—al

1 : | 3
< et —idlly, g, e —all < 5 =l

This proves that ¢l"l(¢) is a one-to-one map from Ky to its image. It remains to
show that this image is included in Kr,,,. Let u=v+ 0 be in Ky with v € K and
a = ||7|| < R. We consider the sequence uy defined by

Ug = U, Upy1 = Up — <b["] (t,ug) + u.

First of all, whenever u; € K(r4a4r,)/2, noticing that (R + o +1r,)/2 < R+ r, and
using the second statement, we have

R+a+r,

||Uk+1 - UH < HﬁH + H¢M B idHWn,Rn < 2

and, by induction, the sequence (u;)ren belongs to K(gia+r,)/2. Besides, we have

|lugsr — | = H(¢[n] (t, ur) — ug) — (¢[n] (t,up—1) — Uk—l)H
< H@ugzﬁ["] - idHWn,Rn—(R—i—r"—a)/Q [l — |
Tn
< - - p— .
- R+7’n—aHuk w1

Since o« < R, (ug)ren is a Cauchy sequence of the complete space X¢ and thus
converges. Its limit lies in Kp,,, for « < R and in Ky if « < R — r,. Finally, the
Inverse Function Theorem shows that (¢ (¢))~! is analytic. n

Remark 3.4 We note that the map £ satisfies the following bound equivalent to

(3.11)

R
E)i-d Hg[n]HWn,R < Z(“l(n + 1)V+d+1|5|)n+1~

wy,
Lemma 3.5 Let kq be the constant of Lemma 3.3 and let n € N* be given. Consider
o€ Ay, ki, the quasi-solution of (1.11) obtained in Lemma 3.3, ¢* € Ay, po,.

such that
r

16 = idlhy, 47, < 2
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and the defect £ be defined as
(t,u) = 019" (t,u) — eA(@")(t,u) € Apy p.

Finally, we assume that £ satisfies

) ~
wr+d Hg*HW,R < C|5’n+1
n

where C' is a constant independent of €. Then for all (n + 1)t e| < (2k1) 77,

o

R n ~
— 0|, 32”+d(z(m<n+1>”+d“|e\) “+2O!el"+l>- (3.12)

Proof. Using Lemma 2.10 and 3.1, first with ¢ = w,,/2 and p = r,, and then with
0 =w, and p = r, leads to

o =

v+d_ ™0 ko
wn < 2 wrtd \@cﬁ

2 'n Wn,Tn

< 2”*"{5—” [eA(ol ) —eA(6") — &
16C
_ TM<EE$kﬂwmu_¢mwmn s )

Wn,Tn

21l+d

IN

n+1 1/+d+1|€| ||¢n 1] +C~«|€‘n+1

Wn,2Tn

ININA

,_.

n—

(lil(n+1)y+d+1’€‘> C,g‘n+1>

i

0

< ovtd

v+d
n

2y+d( ku(n+ 1)) fid = 6%y, g
+

1/ n Ko * N ~n
(ra + 14l e A 4 2C1 ).

The result stems from

Ko
prard

* Ko
¢ )HWn,R < 4Cw +d

n

< ki(n+1)"T I R/4,

3.3 Proof of Theorem 2.13

In this section, we derive the main theorem, namely an averaging result for problems
under the form (1.1). Exponential error estimates are obtained under the condition
that ¢ is analytic with respect to both variables.
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Lemma 3.6 Definen = (v+d+1)"! and r; = V%,GEL’Z(}{. Let k > K1 be given and

suppose 0 < |e] < (ek)™'. Finally, let us define n. := {(e/ﬁ|5|)*’7J — 1. Then one

has n. > 0 and estimate (3.11) for n = n. becomes either
1€ wp < 4C entem D

or

Re —(erle|)™
”f[n]HWnRS Te (erle)™7

Moreover, condition (n + 1)"*4*e| < 2k of Lemma 3.3 for n = n. is satisfied.

Proof. By definition of n., (exle]))™ =1 < (n.+1) < (erle])™” < (erile|)™”
Choosing n = n. in estimate (3.11) thus leads to

6w, < 4C el ™ < AC |e] XD < 4 Qoo lenkD

and to

40%0

ne R R _
(/{1(n5+1)y+d+1|8|) o e —(net1) < 46 —(erle)™"

|’§["]HWnR< <7

wu+d

Since || < (ex)™!, we further have (exl|e])™ > 1 and n. > 0. Finally, (n. +
Y e| < (ery)™! < 2r7 n

Proposition 3.7 Suppose that Assumptions 2.8 and 2.11 are satisfied, let k >
16Cr0_ be given and

Wu+dR
R N3 R
. . " 1 n e S
£ = min (5 , (65) ) <2TC> (el-{,) "8Ce2m) Qm)’

where m = v+ d +2|. Consider 0 < e < ¢ and n. = {(e/{\d)_"J — 1. Denoting
6 =g,

G = (0,9°) Mg o ¢) (3.13)

and V=(t) the time-flow of the autonomous equation with vector field G*

Dt u0) = G (6 (1,w0)
one can assert that
Ve [0,T/e], |Juf(t) — ¢ (£, * (¢, uo))|| < 4Cer " exp ( . % <e,<;g)*"), (3.14)

wheren =1/(v+d+1).
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Proof. According to Lemma 3.6 , we can apply Lemma 3.3 with n = n. and obtain
the following bounds for ¢5 and £° = ¢l

”QS 1d||W+wn5 R“l‘rne — ||g€||R < 20 and ||€€||W+wn5 R > < 406/{' _(€H|8|)7’q

The vector field G° is analytic on Kp thus Lipschitz-continuous on K, for all 0 <
p < R. Hence, there exists 77 > 0 such that the map °(¢, ug) is well-defined and
remains in K for all ¢t € [0,7)/e]. By differentiating v°(t) := ¢°(¢,¥°(t, up)), we
obtain

d

S0 = 07t ¥ (¢, uo)) + 20ud" (8 Y7 (2, 10)) G (U7 (E, wo))-

Since, for allv € Kr_,,_,
0% (t,v) = eA(¢°)(t,v) + £ (t,v) = eg(t, d°(t,v)) — 0, ¢ (t,v)G" (v) + £ (¢, v),
we have for ¢ € [0, 7] /e]
d
S0 =gt (1) + & (t, (&)t v7(1))).

Since 0 < € < €*, Theorem 2.12 ensures that u®(t) € K for all ¢ € [0,7/¢], hence we
can Consider u®(t) and v°(t) on the interval [0, min(7,7})/e] . Moreover, as long as
) remains in Kg_,, , we have (¢°)"'(¢,v°(¢)) in Kp (Lemma 3.3) and

H f(t)' < ellgltut(0) — gt ()] + [l () (1 @)
< S O + 1

where we have used that ¢(t), being analytic on Ksr and bounded by C, is C/R-
Lipschitz continuous on Kx. Owing to Gronwall Lemma, we thus obtain the follow-
ing bound

Cte _ _ _
) =0 O < 1€ v €% < 40" exp (CR7e|— (enll) 7).

1

Since € < g9 := <%>;, we have for all t € [0,7/¢]

exp (OR‘1t|e| - (em|8|)_”) < exp (CR‘IT - (eﬁ|g|)—n> < exp ( - %(e,qu—n).

Using the inequality e™* < % valid for all z > 0, we have, since mn > 1 and

erle] <1
1
exp ( - §(eﬁ\€|)"> < m!2™(ek|e])™ < ml2Mek|e]
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Now, since € < min(ey, &9, €3) with e3 = R (8Ce?*m!2™)~!, we further have

1 R
4Cer ™t exp (C’R_lt|€| - (e/£|€|)_") < 4Cek 'exp ( - §(e/<a|6|)_’7) < 7
Finally, by a bootstrap argument, v*(¢) exists and remains in Kg for all ¢t € [0,7/¢]
since,

- R
|uf (1) — v (t)|| < 4C(er) te~ (/D erlED™ < 5 < R—ry,.

Finally, inequality (3.14) holds for t € [0,T/e]. -

Remark 3.8 With the same proof, we have, for all n € N,;t € [0,T/¢|, a constant
C(n) independent of € such that

[[uf(t) = (8, w1t o)) || < Cm)e™.
One can ask what happens to Theorem 3.7 when we change the initial condition
in equation (1.1). It turns out that the theorem remains valid under some conditions.

Proposition 3.9 Let p = e‘CTRﬂ% and Ty € B,(ug). Then, for all 0 < € < ¢,
the solution u° of equation (2.6), the functions ¢° and ¢° defined in Proposition 3.7
satisfy

Vit € [O,T/E], @Z)E(t,ﬂo) € Kg (315)

Vi€ [0.7/e].  [luf(t. o) — ¢°(t, v (1. 0))| < 40~ exp ( % (en2) 7). (3.16)

Proof. We adapt the proof of Proposition 3.7 with iy € B,(ug). The vector field G*
is analytic, hence there exists Ty(to) > 0 such that the map 1°(¢, 4g) is well-defined
and remains in Ky for all ¢ € [0, min(7, Tx(t))/e]. The map v°(t) := ¢°(t, ¥°(t,0p))
is then well-defined and satisfies (following the proof of Theorem 2.12),

~€ ~€ Ce ~€ ~€ €
103" (t) = 0Ol < — [15°(E) = OOl + 1€ Nl s,

The computations made in the proof of Theorem 2.12 remains valid for
t € [0, min(7, Ty(tg)) /€]

and we have

R
Vt € [0,T/e], |las(t) —o°(t)]| < 4C(er) 'exp(—Che™) < 5
On the other hand, since @y € Kg/» a Gronwall Lemma gives
_ R R
Wt € [0,T/e], [a(t) — ()] < e |l — uo| < 7S5 e

Hence, for all t € [0,T/¢|, 9°(t) is in Kr—,,_ and the proof is clear with a bootstrap
argument. ]
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Chapter 4

(Quasi-stroboscopic procedure for a
semi-linear Schrodinger equation

1 Introduction

In this chapter, we give a concrete example of quasi-stroboscopic averaging, namely
a nonlinear Schrédinger equation which can be put under the form

iue =g(t,u), u(0)=up. (1.1)
dt
Here, the function g is assumed to be quasi-periodic and analytic with respect to its
two variables, which allows us to apply the Theorems of the previous chapter.
However, the analyticity in ¢ for the function ¢ is an issue for nonlinear waves
equation or Schrodinger equation. The main problem is the unboundness of the
Laplacian operator. In this work, this difficulty is overcome by introducing a finite
dimensional space in which the Laplacian operator is bounded.
The main theorem of this chapter is then the application of the quasi-stroboscopic
procedure to the projected Schrodinger equation (Theorem 4.2).

Given d > 2 an integer, and the d-dimensional torus T¢ := [0, 1]¢, we introduce
LZ4(T?) the Hilbert space of square integrable functions of T¢ with values in C
equipped with the usual scalar product (-,-). The space H},.([0,1]) denotes the
Sobolev space of periodic functions on [0, 1]. Hence, for j = 1,...,d we define the

domain D; := L4([0,1]) ® ... ® H2,([0,1]) @ ... ® L4(]0,1]) of the linear operator

per

2

Aj = 5.2 DiC LZ(TY) — LA(T%).

J

It is trivial that the operator A; (for j = 1,...,d) satisfies the following statements.
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e This is a self-adjoint operator (it means that for all y;,y2 € D; we have
(Ajy1,92) = (11, Ajy2)).-

e For all i € [1,d], the operator A; commutes with the operator A;.

e The spectrum of A; is 27N.

We are interested in the following nonlinear Schrodinger equation:

d
0y (tr) = =Y wihjy(tz)+ef (I (o)) (ta), t>0, zeT
j=1
yE(Oa ) = Yo
(1.2)
The function f : R — R is assumed to be real analytic and the vector of frequencies
w = (wy,...,wy) satisfies a strong non-resonance condition

Assumption 1.1 There exist constants v > 0, v > 0, such that
|k - w| = [k,
for all k in Z¢ and k # 0.

This assumption seems to restrict the choice of the w;’s. However, we recall that for
v > d — 1, the set of vectors w which do not satisfy Assumption 1.1 has Lebesgue
measure 0 in R?. This assumption fixes the values of 7 and v throughout the
remaining of this paper.

Notations In the sequel, we constantly use for s > d/2 the Sobolev space H(T?)
defined by

HE(TY) = {y € LL(TY)| Vas.t. || < s, 8%y € LE(T)}
equipped with the scalar product

Yy, 5 € HA(TY), (v,9)s = (1 — A)*y, (1 — A)*p)

and the inner norm ||-||..

The condition s > d/2 implies that for any nonlinear function g € C*(C) satisfying
g(0) = 0, there exists a constant C, (depending on ||y||_ and ||7]|..) (see [15]) such
that

lg@)lls < Colllyllo) 19l -
Besides, the space H&(T?) is an algebra (for yi,y» € H&(T?), we have |[y192, <

lall, llw2ll,)-
We now give the following tame estimate
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Lemma 1.2 Lel s > d/2 and consider a function g € C*(C?,C). Then for M > 0,
there exists Cy(M) > 0 such that

l9(y: 2) = 9(9: 2)l 2 < Co(M) ly = 9l 12 (1.3)
where y, 7,z € HE(T?) satisfy ||yl <M, |7l <M and |z| < M.

Proof. We denote

Cy(M)= sup  |0yg9(y1,92)l-
ly1| <M, |y2|<M

It follows that for all x € TP, we have

19(y(@), 2(x)) — 9(§(x), 2(2))| < Co(M)[y(x) — y(a)],

which ends the proof. =

Finally, we confirm that the Cauchy problem (1.2) is well-posed in our Hilbert
setting.

Proposition 1.3 Let s > d/2 and assume that §o € HZ(TY) and f € C1(C).
There exists T > 0, 1 > £* > 0, such that, for all € €]0;e*], the Cauchy problem
(1.2) has a unique solution

g € C([0,T/e], HE(TY)) nC* ([0, T/e], HE*(T?))

and
vt <T/e, |5 ), <2l

Proposition 1.3 is proved in [13].

2 Projection of the nonlinear Schrodinger equation

We now write equation (1.2) under its Hamiltonian form. We then give the geo-
metric properties satisfied by the Hamiltonian system. Next, we define a projection
of this equation on a finite dimensional space. Then, we shall apply (in the next
section) the quasi-stroboscopic procedure to the projected equation in the finite
dimensional space.

2.1 Geometric form of the nonlinear Schrodinger equation

We denote, R(y) and J(y), respectively, the real and imaginary parts of y € C. We
set for all ¢ € [0,7/¢] and = € T,

o I
u(t,z) = ( R (t 7)) ) € R xR. (2.1)
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Then, we introduce the real Hilbert spaces
X = Hy(T%) x HY(T?) and Z = LE(T%) x Li(T%

equipped with the scalar products

= (2 )= (1) ex. @ik = a0 +il00). - @51

v = (g)u: (5) €7, (wi)s=@h)+(@d+i[d - (@.5)]

and the inner norm denoted ||-|| and ||-|| ,.We note that for u € X, the definition
of the scalar product leads to [|u|y = ||¢ + ip|l,.

For j=1,...,d and s > d/2, we denote

_( 0 4
Aj_(_Aj 0 )eC(X,Z)

by A the collection of operators (A;);—1. 4 and
d
w - A = Z ijj'
j=1

Finally, denoting for all v = ( ]q) > € X, |ul3 = p* + ¢* equation (1.2) reads

oul(t,z) = (w-Au(t,z) +eh(ué(t,x)), t>0,r¢€T?

J 2.2
uf(0,) = wug:= %(ZZ)> > € X, (2:2)

with
hiueX — X3 f(Ju3)J v, and J'= ( _01 (1) > ' (2:3)

Proposition 2.1 Let s > d/2, then the following statements hold true.
1. For all j € [1,d] and u,u € X, we have
(Aju, QNL)Z = —(u, Aj’l])z.

2. Forallj=1,...,d, the spectrum of A; is 2inZ.
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A

3. For uy € X, we denote by e™“i%iug, the solution of the linear equation

du
dt

718 1—periodic with respect to tw; and is an isomelry

=w;Aju, u(t=0)=u.

Then, the operator e’

on Z and on X.

Y

(Ajpvﬁ)s = (pa A]ﬁ)s and (AJQ7Q)S = (Q7 AJQ)S Then,

For j =1,...,d the spectrum of A; is 2rN. Hence, the spectrum of A, is 2i7Z.
Finally, since the operator A; is skew-symmetric, using Stones Theorem, the
operator ei4i is well-defined, it is an isometry on Z and on X and it is 1—periodic
with respect to tw;. m
For 0 <t < T/e, we have u®(t) := u°(t,-) in X and more precisely, the following
relation holds:

vte[0,T/el, [lv@lx = 177l < 2170ll, = 21luollx -

Proof. Let u = 2 U = g € X. We have that p,q,p,q are in D; and so

Introducing the set K = {u € X, |Jully < 2|luol/y }, it is clear that u®(¢) remains
in K for all ¢ in [0,7/¢]. We deduce from the tame estimate (1.3), the following
proposition concerning the function h defined in (2.3)

Proposition 2.2 Let s > d/2 and f € C}(R), then there exists a positive constant
C), such that,
Vu,a € K, |[h(u) = h(@)]l ; < Cpllu —all, . (2.4)

Proof. Let u = (Z),ﬁ = <§) € Z, then h(u) = f(p2+q2)(_pq) and

h@) = (5 + @) ( b ) It follows that

1h(w) = k(@) ||, < ||[f @+ o — FB + @)D . + || F0° + )a— FB + )| -
Denoting ¢ : (p,q) — f(p* + ¢*)p, we have g € C'(C? C), and
l9(p,q) — 9B, Dl 2 < g, @) — 9 Dl 2 + g @) — 9B, DIl 12 -

Then, since ||p|| ., < |lully < 2||luolly (we have the same bound for ¢,p,q), there
exists Cy(2 ||uol| ) (Lemma 1.2) such that

lg(p: @) = 9(B, Dl 2 < 2C(2 [Juollx) llu =@l 5 -

Repeating the arguments for the second part of the inequality, the result is proved.
[
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2.2 Hamiltonian character of equation (2.2)

In this context, a function g : K C Z — Z is said to be Hamiltonian if there exists
a function H : K — R such that

V(u,v) € K x X, O,H(u)v] = (Jg(u),v)z.
A smooth map ¢ is said to be symplectic if for all (u,v,7) € K x X?, we have
(JOup(u)[v], up(w)[0]) z = (Jv,0)z.
Remark As in the finite dimensional case, the flow map of an Hamiltonian equa-
tion is a symplectic map.
Proposition 2.3 Whenever s > 2, the following statements hold true.

1. The function h : w € K — Z > f(Jul3)J 'u is Hamiltonian with associated
Hamiltonian

Hw) = [ Fu@) B,
where F(u) = [} f

2. For all j € [[1,d]], the linear operator A; € L(X,Z) of (2.2) is Hamiltonian
with associated Hamiltonian

1
I](U) = 5(JAjU,U)z.
8. For all j € [1,d] and for all 0; € [0, 1], the linear operator ¢ is a symplectic
map.
Proof. We have for (u,v) € K x X,
O, H (u)[v] = (f(Jul3)u,v)z = (Jf([ul3) ]~ u,v) 7z = (Th(u),v)z.

Similarly, we have

Oulj(u)v] = (JA v,u)z + = (JA U, ) 7.

A,
is symmetric w.r.t. (-,-)z and 0,1;(u)[v] = (JA;u,v)z. Finally, for v1,v, € X,
have for 0; € R,

. . . 0
The operator A; is symmetric w.r.t. (-,-), so the linear operator JA; = ( J )

8gj(JeejAjvl, e¥i%ivg), =0
since the operator A; is skew-symmetric w.r.t. (-,-)z. Then we conclude
(Jeliiyy, eitivg) ; = (Juy,vy) 2.

]
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2.3 Projection in a finite dimensional space

Every function p in L3 (Td) can be developed in Fourier series. For k € Z%, we define
the k' Fourier coefficients of p as the function p, € C, by

P = / plz)e "+ dy,
Td

Whenever the function p is in Hy (Td), we have

Il = > (L + K1) [nf?

kezd
with |k| = Z?Zl |k;|. We directly have

A 1 A Il
Wk T, (Bl < e S0 (L WPl €
T 2, T+ k)

We now decompose the function u = ( 2 ) € X in Fourier series. We define
the Fourier coefficients of u as
Wew,m:(%)
dk
where the p,’s and ¢,’s are respectively the Fourier coefficients of p and ¢q. We recall
the notation |ul = (|p|? + ]q\2)1/2. Then, it follows that

e = DU+ k) 1a + ipel” = D (1+ [k[*)* |3

kezd kezd
and we have )
ke zd a2 < Ik 2.5

For L € N*, we introduce the R2-vector space
Zp, = Span{x — Bk g e 7St k| < L} C Z.

We denote X the finite dimensional vector space X N Z; and we introduce the
projection onto X,

I, :ue X — X3 (t,x) = Z i eQiﬂ(k.x)’
|k|<L

where the u;’s are the Fourier coefficients of w.
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Lemma 2.4 Let s > d/2. For any u € X and L € N*, the following bound holds.

]
=Ty, < T (26)

Proof. 1t is clear that the Fourier coefficients of the function u — Il u are ay if
|k| > L and vanish if |k| < L. Thus we have for all s > d/2,

2

2 .12 (L+kP)® o o Jullx

lu—=Tully = D lal3 < > mhﬁkb S T
k> k>

"

For the sake of simplicity, we denote for all ¢ € [0,T/¢], u5 (t) = I u(¢), where

the function u® is defined in (2.1). Applying II; on both sides of (2.2), u5 satisfies
the equation

o (t,z) = (w- A)ug(t,z) +elly (h(us(t, x))), u7(0,+) = Mpug (2.7)
or the equation
Ous (t,x) = (w- A)ui (t,x) + ellph(ul (t,x)) + eAL(t, ) (2.8)

with initial conditions w3 (0,-) = I uy € X and where we have denoted, for the
sake of brevity,

Ap(t,x) = Uph(u(t, x)) — Hph(ui(t, x)). (2.9)
It is clear that we have
2 ||u
Vt € [0,T/¢c], |u (t) —uL(t)], < ”L(:HX. (2.10)

The next step is to bound the function Ay in Z and to solve a truncated version of
equation (2.8) (in the next section).

Lemma 2.5 Let s > d/2. We have for all t € [0,T/¢] the following bound:

20}, HUOHX

AL < —5 (2.11)
Proof. We have for t € [0,T/¢] and x € T? the relation,
Ap(t, ) = T (Au(t,2)) = hui(t, 7).
We directly have by Proposition 2.2 (since it is clear that u5 € K),
AL < lh(w(8) — h(uz ()], < Cullu(t) —ui ()l 5,
which leads to the result. -
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3 Application of the quasi-stroboscopic averaging
procedure in X

In this part, we take L > 0 and we apply the quasi-stroboscopic procedure to the
following equation,

ot (t,r) = (w- A (t,x) + e Hph(a(t,z)), @ (0,-) =1 uy € X1 (3.1)

which is a truncated version of equation (2.8). We note that the space X is a
separable Hilbert space equipped with the scalar product (and the inner norm)

\V/U7’1~L € XL) (uva)XL = Z(1+|k|2)sukﬁka
k<L
where we write respectively for all x € T¢,
u(z) = Z upe”™ k0 and  a(z) = Z e k)
|k|<L |k|<L
More precisely, with this norm, the space X is a Banach Algebra.

As in Chapter 3, we denote by XT the complexification of the space X equipped
with the norm (again denoted) [|-|| , by K7 the open space

K; = {u € Xyp,s.t. HU’HXL < M}

where M := 2Tl uol|y,. For p > 0, we denote by Ky, the open enlargement of
Ky, of size p:

KL,p = {Ul + Uo, (Ul,UQ) € K x Xf,S.t. HUZHXL < p}

We denote by A, the set of bounded analytic functions on K , (see definition 2.1
of Chapter 3) equipped with the norm I[l4,- Finally, for s > d/2, we introduce the

notation
& = Z (1+ [k[*)* < oo.
kezD

Proposition 3.1 We assume that the radius of analitycity of the function f, Ry,
satisfies Ry > M?E,. Then, the function h defined in equation (2.2) is analytic in
the sense of definition 2.1 of Chapter 3. More precisely, we have

LAl g, < C

with R = i(, / %—M) and C' = (4R+M) || f|| . two positives constants independent
of L
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Proof. Let i = ( Z; ) € Ky 4r, such that for all z € T¢, p(x) = D ikl<L pre? ™ and
q(x) = X k<, €™ . Then, we clearly have
SN2 2 2 2 2
sup [i(w) [} = sup (Ip(@)* + [a@)?) < (D Ipl) + (2 laul)
zeTd zeTd k<L k<L
Using Cauchy-Schwarz inequality, it follows

() < S S+ kPl < & 3 (0 RP) il

k<L k<L k<L k<L
2
and we have the same estimates for (ZM:ISL |qk|> which leads to

sup [a(2)[; < & ||ally, < &(M +4R)” = R

z€Td

so |@|2 is in the analytic domain of f. Hence we can write, for any function v € X
such that [|0]y, is small enough, the relation

Iy, (h(@ + ©) — h(ii) — d,h(@)d) = 11, /O (1 — 1)O2h(@ + t0)[, 7).

One can say that the right hand side is an o([|7]| ., ). Hence, the function @ — Il h(@)
is analytic in the sense of Definition 2.1 from Chapter 3. Moreover, for all & € Ky 4r
the function I h(a) is bounded as

Mehllgy = sup [[Hoh(@)lly, <Cu sup [laflx,

UEKL,ALR UGKLAR

which ends the proof. =

3.1 A theorem of quasi-stroboscopic averaging

In order to apply Theorem 2.13 of Chapter 3, we transform equation (3.1) with
the change of unknown v(t,z) = e 4a(t,z) for t € [0,T/e] and z € T¢. We obtain
the equivalent equation

%U(t, z) = eg(t,v(t,x)) = e M h(e ™ v(t, z)) (3.2)

with the initial conditions
’U(O, ) = HLUO S XL
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The function g defined above is clearly quasi-periodic since the operator e%4i is

1—periodic with respect to ¢;. In accordance with the previous chapter, we shall
denote (for p > 0 and o > 0), A% the set of functions in C**'(T% A,) quasi-periodic,
D, the enlargement of the d-dimensional torus T¢

D, = {9 = 0, + iy, (01,05) € T? x R, ||6y]|o0 < a}, (3.3)

and A¢ ) the set of function in Aj which are analytic on D, and for which the
associated function is bounded. The set Ay , is then a Banach space with the norm
IIl., defined in Chapter 3 (section 2.3).

Remark 3.2 To every quasi-periodic functions ¢ we associate a function ® €
CHYT, A,) such that ¢(t) = ®(tw). It is this associated function ® which has
to be bounded in the definition of A .

Remark 3.3 In this setting, each operator A; is bounded. It is actually essential
to apply Theorem 2.13 of Chapter 3. Indeed, the operator %43 is then analytic with
respect to 0;.

Lemma 3.4 The operator w- A € L(X) is upper bounded by

Jw - AHc(XL) < |w]pdn®L?

, 4 N\ 12
with lwls = (X0 losl?)
Proof. Let u € X, such that for all x € T¢,
_ 2ir(k-x) ._ Pk i (k-x)
u(x) = = .
(@)= 3w = 3 ()
|k|<L |k|<L

We then define by p (respectively ¢, p, q) the function with the coefficients pj, (re-
spectively gk, Pr, @), namely

Vo e T p(z) = Z pp, A,
|k|<L
We then have
Vr e T Ajp(r) = —4n? Z (k:j)ka e2imka)
|k|<L
Using the definition for the scalar product in X, we obtain
lojAsully, = loslP(m®)? 30+ 6P ((k)'ed + (h)'a?)
|k|<L
< Jwy AP LA full,
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which gives the result. =
By the Stone’s theorem, we directly have the relation

0-A
sup el v,y <1

Besides, whenever 6 is in D, for ¢ > 0, the following corollary holds.

Corollary 3.5 For all 0 > 0 we have,

. 272 . . 279
gseugi H‘EQAH,C(XL) < "W g eseugj HGGA _eﬁn(e)A”E(XL) < oL

Proof. This is a direct consequence of Lemma 3.4 and Definition (3.3) for D,. m
We are now ready to assert that the function g defined in equation (3.2) is a
bounded analytic and quasi-periodic function of Agg.

Proposition 3.6 We assume that the function f of equation (1.2) is real-analytic
with Ry, its radius of analyticity satisfying Ry > M?E, and that the vector of fre-
quencies w satisfies the strong non-resonance condition 1.1. Then, introducing

1 AR+ M
W=—1In(— "= A
8dr2L? n(2R+M) (3:4)

the function g defined in equation (3.2) is in Aswar and

AR+ M -
”gHZW,ZR <C:=

2R+ M (3:5)

where C is defined in Proposition 3.1.

Proof. First of all, the analyticity on f gives, by Proposition 3.1, that II.h is
bounded in Ayg by C. Let v = vy + vy € Ky og such that v; € K, [Jvaf[x, < 2R

and 0 € Doy Then, e®@4y; belongs to K and using Corollary 3.5, we compute

"o —e® v || <l = O L ol 1€ gy vl
< <€8d7r2L2W B 1>M + ST LW o
< €8d7r2L2W(2R_'_M) — M < 4R.

Finally g is in A3y, and is bounded by the following:
7T2 2
Hg||2VV,2R < MW [hllyr = C. (3.6)

[
We are now in position to apply the quasi-stroboscopic procedure developed in

Chapter 3 to equation (3.2).
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Theorem 3.7 We assume that the function f of equation (1.2) is real-analytic with
Ry > M?3¢,, its radius of analyticity and that the vector of frequencies w satisfies the
strong non-resonance condition 1.1. Then, there exists £(L) > 0 under the form

&(L) = min (g*, e, 51L—2<”+d>> (3.7)

such that for all 0 < e < &(L), the solution v¢ € C°([0,T/¢], X1) of (3.2) remains
wn K and there is a quasi-stroboscopic change of variable ¢° and a vector field G¢
such that for all t € [0,T /€],

o°(6) = 6° (¢, 0 (, Tug)) I, < CoL™> D exp (= B4V e)™) (39

where n = ﬁ, e* is the constant from Proposition 1.3, 1° is the solution of the
autonomous equalion

d
SVt o) = eG7 (¢ (¢, o))
and where Cy, B, By and €1 are positive constants independent of L and ¢.

Proof. The proof is an application of Theorem 3.9 from Chapter 3, where we care-
fully write the constants. By assumption, the vector of frequencies w satisfies the
condition of strong non-resonance and the function g is bounded by C in Asw2g.
Hence, whenever 0 < & < &(L), there is Cy and Cj such that

Ve 0,T/e], v(t) = 6 (v (1 T, < Crexp (= Cae™)
where

e From Theorem 3.7 of Chapter 3 :

~ . * - R 2 B i
g(L) = min (5 ’(GH) 17 <2TC)"(€H> 1’ m>’

m=|v+d+1|, C,=4Cex™', Cy= =(er)™,
k=16Cro R W+

® Ky = w’,j!—f;lﬂ (Lemma 2.10 of Chapter 3)

o W=_ton(48M) 0= 1B O (Relations (3.4) and (3.5)),

8dm2L2 2R+M 2R+M

¢ R=1 ( [Ea M) , C'= (4R+ M) ||f||.. ( Proposition 3.1) .

We recall that €* is defined in Proposition 1.3. The proof is then straightforward
noticing that L is only present in W hence k. n
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Remark 3.8 The quasi-stroboscopic procedure is then deduced for Equation (2.2).
Indeed, taking ®°(t) = e A¢(t) which is a quasi-periodic function, we obtain

(1) — (1,6, T L, < CoL2 D exp (= B0 ) 7) (3.9)

We now show that the function @° solution of equation (3.1) is close to u3, solution
of equation (2.8).

Proposition 3.9 Let s > d/2. The solutions u° and uj of equations (3.1) and
(2.8) satisfy

2Ch [[uollx e*
Is E.

vt e [0,T/e], [la(t) —uz (), < (3.10)

Proof. For t € [0,T/e], we introduce v (t) = e~ (). Hence, the functions o°
and v5 satisfies respectively equations (3.2) and

o (t) = ce A (HLh(et“"Avi(t))) + 56_t“'BAL(t, ).

Since He‘tw"“”ﬁ(z) < 1, using relation (2.11) (in Lemma 2.5), it is clear that for all
t €[0,T/el,
~e e ' ~e e 2C), ||U0||
J5°() =~ v 0l <= | Cullo*r) — ()l dr + 2
0
A Gronwall Lemma ends the proof. =

Finally, combining the relations (2.10), (3.9) and (3.10) we obtain
1. A quasi-periodic change of variable ®°,

2. A vector field G° with ° the solution of the autonomous equation
d 154 € 1>
%w (tv HLUO) = {;‘g (¢ (t7 HLUO))7

such that for all ¢ € [0,7/¢], L € N*, we have

Ol 02 —B(L2vHd)gy—n

[|us(t) — ®=(t, @ZJE(HLUO))”Z < s + WG , (3.11)

where C; = 2 |lug||x (1 + Cre“?T) is a constant independent of L and e (we have
here considered that ¢ < 1).
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4 Quasi-periodic averaging with polynomial remain-
der estimates

In this part, we would like to optimize in estimation (3.11), the choice of the integer
L in order to obtain exponential remainder estimates. However, the choice of such
a L imposes that for a fixed € > 0, s has to be large enough (which implies that
the initial condition ug has a high regularity). Besides, whenever ¢ is close to zero,
s goes to infinity.

The fact that s has to be large when ¢ is small is an issue. However, the quasi-
stroboscopic averaging remains true for any values of s with polynomial remainder
estimates. From now on, the quantity s is fixed and satisfies s > 4(v 4+ d). We then

define n € N* an integer such that
s
n< ———.

A(v+d)

We show that we have unconditionally polynomial remainder estimates (in the sense
that they are valid for all values of ¢).

Lemma 4.1 Assume that s > 4(v+d) and considern < j°—, Lo = e |41 ¢
N*. Then estimation (3.11) reads for all t € [0,T/¢],

Jus(t) — ®°(t, v° (I ug)) ||, < (Cy + Co)e™, (4.1)
where C' and C~’2 are constants independent of €.

Proof. First of all, since L, > e we clearly have

1 < on

— <M

L —
Secondly, using the inequality e™* < x%: (valid for all z > 0 and m € N) with
x = B(L*¥+)e)™ we have for all m € N,

1 2(v+d) -\ — m'
- B v+ )s) n 0 r2(v4-d)(mn—1) .mn
L2(u+d)e < BmL €

€

The choice of m is crucial here and we consider

1 /n—2(+d)
=|- ——= 1 € N*,
me= [y (o)) ¢
This quantity is well defined since (2(v + d)s™! < 1/2 and 2n(v + d)s™! < 1/2.
Hence, we have on the one hand

mn > w > 1+n——1 > 1
T=\1-zpta)~ -2 +d)) =
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and on the other hand
2 2
i (1 - ?"(Hd)) + ?”(wd) - g(z(y+d)(1 —mn) +mn >n

which leads to
527”(u+d)(1fmn)+mn < en

Since mn — 1 > 0, we consider

Lz(u—&-d)(mn—l) < (6—n5*1 + 1)2(u+d)(mn71) < (2€—n5*1)2(u+d)(mn—l).

Combining all inequalities together, we obtain

1 arr2(v4d) - m)! _
B(L 7" < _22(y+d)(mn 1)
€ >
L2(V+d) ﬁm

£

e”.

Then, estimate (4.1) holds with C; = %QZ(VJFd)(m”_I)CQ. n
We are now ready to give the main result of quasi-stroboscopic averaging for the
semi-linear Schrodinger equation.

Theorem 4.2 Let s > max(d/2,4(v +d)) and n < ora- Assume that

2
0 < e < min (5*,51, L)

24(v+d)

where * is introduced in Proposition 1.3 and the constants €1 and [y are defined in
Theorem 3.7. Then there exist a quasi-periodic analytic change of variable ®° and
a vector G¢ such that for all t € [0,T/¢],

[ () — @(t, 47 (¢, TILuo)) || , < C " (4.2)

where u® is the solution of equation (2.2), n =
autonomous equation

ﬁ, Y s the solution of the

% °(t, Mpu) = eG°(¢°(t, MLug))

and where C is a positive constants independent of €.

Proof. We prove this theorem by applying Theorem 3.7 in a finite dimensional space
X1, with L well-chosen. We define

Le=|e™ | +1eN
Then for every € < gy := %(ﬁy—id), the following holds true.

_n S 1 1 o) — i
LE S 25 s S 26 4(v+d) S 264(V+(i)€ 2(v+d) S 61 £ 2(1/-‘,—d)7
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1
4(v+d)*

equivalent to ¢ < f(1Lc Hence, for ¢ < min(e*, ey, B7(274“+9)) we have
e < &(L.) where £ is defined by (3.7) in Theorem 3.7.

We then apply Theorem 3.7 in the space X_ which provides ®° and ¢ such
that relation (3.11) holds for all t € [0,7'/¢] :

where we have used the relation ns™! < It is clear that this relation is

2(v+d)

€ € e Cl CZ — 2(v+d)g)—n
|lu®(t) — ®°(t, 0" (¢, U up))|| , < Ts + T307a € B(L )"
Finally, applying Lemma 4.1, we obtain
[Jus(t) — ©°(¢, ¥° (¢, ML uo)) |, < Ce”

where C = C; + ég (we recall that the constant 02 is given in the proof of Lemma
4.1) is a constant independent of €. n
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