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Introduction

Le probléme du filtrage consiste a estimer ’état d’un systéme dynamique & partir d’observa-
tions bruitées des états passés du systéme. Plus précisément, le but de ce probléme, généralement
en temps continu, est de calculer, & chaque instant ¢, la distribution de probabilité conditionnelle
m¢ de Vétat X sachant les observations passées o— algebre )y, ou : Yy = 0 (V;,0 < s < t). La dis-
tribution m; avec convention 7 ( la mesure initiale) est appelée le filtre optimal. La recherche en
filtrage est motivée par de nombreuses applications dans des domaines variés telles que le pistage
de cible, la commande optimale, ou I’évaluation du risque en finance! ect. Nous mentionnons ici
briévement le contexte applicatif du filtrage.

Pistage de cible ( estimation de la position d’un satellite ) La modélisation de l’évo-
lution dans le temps du mouvement du satellite s’écrit sous la forme d’un terme d’évolution déter-
ministe et d’un terme aléatoire (& cause de I'influence de la pression de radiation, du frottement
atmosphérique, de l'influence d’autres corps (lune, soleil),ect),

dX d

B = F () +9(x)
Pour suivre un satellite, on dispose de n stations radar . La i—iéme station radar regoit une partie
du signal et une autre du bruit de mesure qui est un bruit blanc,

Yir =h (6, X)) +mi, 1<i<n

Quand la fonction h; est nulle, on dit que la station correspondante ne recoit pas de signal. Le
probléme ici est de déterminer la position du satellite & chaque temps ¢. Il s’agit donc le cas du
filtrage non linéaire en temps continu.

Estimation de la volatilité pour les modéles financiers
L’évolution de la volatilité peut s’écrire sous la forme, avec X de loi donnée :

Xt:Xo—i-/ f(Xs)ds—i—/ b(X,)dW,
0 0

Pour estimer la volatilité, nous évaluons la variation quadratique du prix du marché des instants

discrets,
X
Y, =exp (5") Vi

log Y2 = X, +log V2

ce qui est équivalante de :

Ou (W), est le processus de Wiener standard et (V,),,~, est une suite de v.a gausiennes indépen-
dantes et identiquement distribuées. Il s’agit de déterminer la volatilité X, & partir d’observations
bruitées (log Y7, ...,log¥;?). On tombe bien sur un probléme de filtrage non linéaire et non gaus-
sien.

Les premiers travaux sur le filtre optimal non linéaire sont dus & Ruslan L.Stratonovich ([Str59],
[Str60]), Harold J.Kushner[Kus67| et Moshe Zakai[Zak69]. Ils ont introduit une dynamique
simplifiée pour la loi conditionnelle non normalisée du filtre, connu comme équation de Zakai. Ce-
pendant, dans le cas général, la solution est de dimension infinie. Certaines approximations et des
cas particuliers sont bien compris : par exemple, les filtres linéaires sont optimals pour les variables
gausiennes, connus comme le filtre de Wiener et le filtre de Kalman-Bucy. C’est Kalman-Bucy (en
1960) qui fournit le premier algorithme de filtrage récursif permettant le calcul exact et rapide
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8 INTRODUCTION

du filtre optimal, le probléme est de dimension finie. Plus généralement, comme la solution est de
dimension infinie, il faut des approximations en dimension finie pour mettre en oeuvre dans un
ordinateur qui a la mémoire finie. Un filtre non linéraire approché de dimension finie est connu
comme le filtre de Kalman étendu qui linéarise le systéme. Toutefois, les résultats sont mauvais
lorsque le systéme est trop non linéaire ou lorque le filtre est mal initialisé. Une autre approche
basée sur les calculs de la solution des équations du filtrage par des techniques de maillage de 1’es-
pace d’état. Néanmoins la complexité de ces méthodes augementant fortement avec la dimension
de D’espace les rend inutilisables en temps réel, a partir de dimension trois. Plus récemment, les
méthodes de Monte Carlo ont été utilisées dans ([G.K96]), grace a leur quasi-insensibilité a la
dimension de ’espace et aux non linéarités du systéme, leur utilisation est adaptée au filtrage non
linéaire. Cependant, dans le cas de systéme faiblement bruités ou dehors de certaines hypothéses,
ces algorithmes sont instables et divergents. En étudiant les propriétés de stabilité du filtre opti-
mal, Del Moral et Guionnet[MGO1] ont déduit la convergence uniforme en temps des méthodes
particulaires avec interaction, sous des conditions de mélange sur le signal. Récemment, la stabilité
du filtre optimal joue le role important dans plusieurs travaux. Plus précisément, on considére le
filtre optimal (7¢),-, avec la vraie condition initiale 7o, appelé le filtre bien initialisé. En rempla-
cant mp par une mesure de probabilité 7, - applée la fausse condition initiale, on calcule le filtre
optimal (7;),- . Le but est d’étudier dans quelle mesure la distance entre le filtre optimal ; et le
filre mal initialisé 7, tend vers 0 , quand ¢ tend vers 'infini. Le premier résultat de la stabilité du
filtre optimal est obtenu par Ocone et Pardoux (1996) qui ont utilisé I’approximation de Kunita
(1971) pour en déduire I'oubli de la condition initiale ( la stabilité) au sens LP, si le signal est
ergodique. Cependant, leur méthode ne fournit aucun taux de convergence. Plus récemment, une
nouvelle méthode est proposée par Atar et Zeitouni[RO97] et Da Prato et Al.[GMP99], en uti-
lisant, la métrique projective d’Hilbert pour obtenir des résultats sur la stabilité exponentielle du
filtre optimal par rapport & sa condition initiale. Aussi grace a cette métrique, Le Gland et Mevel
([IGMO0Q]) ont donné des résultats de stabilité en traitant le modéle de Markov caché avec ’espace
d’état qui est finie. Le résultat de Atar et Zeitouni est étendu pour le modéle de Markov caché
I’espace d’état qui est polonais. La stabilité est aussi obtenue, dans le cas ou ’espace d’état qui est
non compact, par Atar (JAVO99], [Ata98]|), Budhiraja et Ocone ([BD97], [AD99]) en proposant
une nouvelle approche. Indépendament, Del Moral et Guionnet[MGO1] ont dévéloppé une autre
approximation basée sur les techniques de semi-groupe et sur le coeffient ergodique de Dobrushin
pour obtenir la stabilité qui est utilisée pour montrer la convergence uniforme des méthodes par-

«
ticulaires avec interaction vers le filtre optimal avec taux de convergence de (1 /VN ) , pour tout

« > 1, sous des conditions de mélange pour le noyau de transition. Cependant, la condition de mé-
lange est une condition forte, elle n’est pas vérifié dans le cas du filtre de Kalman, on voudrait donc
lignorer. Sous des conditions de mélange fort (moins forte que la condition de mélange) pour le
noyau de transition et en supposant que ’observation est assez bonne, en utilisant la technique de
robustification, F. LeGland et N. Oudjane[LO03] ont approximé uniformément en temps le filtre
optimal par une suite de mesure de probabilité, appelée le filtre robuste, qui est stable exponen-
tiel. L’idée de la robustification est la suivante : si on peut construire une suite de distributions de
probabilité qui est a la fois stable exponentiel grace & quelques conditions de mélange et proche du
filtre optimal uniformément en temps, le filtre optimal est donc stable. Le filtre robuste est obtenu
en troncature la fonction de vraisemblance, comme dans Oudjane et Rubenthaler[ORO05]. Aussi
grace a la technique de robustification, Oudjane et Rubenthaler[ORO05] ont montré la stabilité
uniformément du filtre optimal au sens de la moyenne et ainsi qu’ils ont obtenu l’approximation
uniforme en temps du filtre optimal par des systémes particulaires avec interaction dans des cas ot
le signal n’est pas ergodique et au-dela de ’hypothése de mélange fort pour le noyau de transition.
Les résultats de stabilité dans les travaux au-dessus sont obtenus surtout en temps discret. Pour
le temps continu, on a peu de travail théorique qui donne des conditions de stabilité. Aussi pour
I’algorithme de filtrage, on sait peu de choses sur leurs qualités en temps continu. Par exemple,
Hiroshi Kunita]Kun'71] a étudié le comportement asymptotique des erreurs du filtre nonlinéraire
en supposant que le processus d’état est un processus de Markov Feller avec ’espace d’état qui
est compact. Il a montré que le processus a valeurs mesures constitué par le filtre optimal (),
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est lui méme aussi un processus de Markov Feller. En outre il montre sous certaines conditions
techniques, que ’existence d’une unique mesure invariante pour le signal entraine aussi l’existence
d’une unique mesure invariante pour le filtre optimal. Cet article met ’existence d’un lien entre les
propriétés ergodiques du signal et du filtre optimal, mais aucun véritable résultat de stabilité n’est
pas encore prouvé. Plus récemment, A.BudhirajaJA.B03] a étudié les relations entre différentes
propriétés asymptotiques du filtre nonlinéraire en admettant que le signal a une unique mesure
de probabilité invanriante. Il adopte la possibilité de changer l’ordre des opérations d’intersec-
tion dénombrable et de maximum pour certaines tribus comme une issue centrale en étudiant le
comportement asymptotique du filtre nonlinéraire. Sous certaines conditions, il montre que cette
propriété est équivalente & certaines propriétés recherchées pour les filtres, telles que : (i) 'unicité
de la mesure invariante du signal, (ii) I'unicité de la mesure invariante du couple (signal, filtre),
(iii) une propriété de mémoire finie du filtre, (iv) une relation entre la tribu du signal et la tribu
engendrée par les observation, (v) la stabilité asymptotique du filtre. Cependant, les résultats dans
ces articles ne sont pas vérifiés quand le signal n’est plus ergodique.

Dans cette thése, nous nous limiterons & considérer le filtrage de processus de diffusion en temps
continu. Le but est d’étudier la stabilité du filtre optimal par rapport & sa condition initiale au-dela
de I’hypothése de mélange fort pour le noyau de transition en ignorant ’ergodicité du signal. Plus
précisement, sous quelques hypothéses pour le paramétre 7 dans R* , pour tout n dans N, nous
établissons la stabilité du filtre (7,,),~,- L'idée pour la stabilité est basée sur I'article [ORO5]
de Oudjane et Rubenthaler, nous utilisons la technique de robustification pour construire un filtre
robuste (7T$T)n>0 qui approxime le filre optimal, en tronquant la fonction de vraisemblance par des
compactes raisonnables. Pour obtenir la stabilité du filtre robuste, nous construisons une chaine de
Markov avec le noyau de transition mélangant telle que le filtre robuste peut s’écrire sous la forme
d’une formule de Feynman-Kac par rapport & cette chaine et & la fonction de vraisemblance, on
obtient donc une problématique similaire & [NMS11]. En servant la somme téléscopique ([ORO05],
page 443), nous déduisons que le filre optimal peut s’estimer uniformément en temps par le filtre
rosbuste et ainsi qu’il est stable.

La thése s’organise de la fagon suivante. Dans le premier chapitre, nous décrivons le modéle
du filtrage sur lequel on travaille. Puis nous donnons une formule récursive pour le filtre optimal.
Les résultats principaux de ce chapitre sont le lemme et le lemme [1.6|.

Le deuxiéme chapitre a pour objet ’étude du noyau de transition et de la fonction vraisem-
blance étant potentiels pour le filtre optimal. Ces potentiels sont définis au chapitre précédent.
Dans ce chapitre, nous donnons ’encadrement pour ses potentiels ce qui servent a obtenir la pro-
priété de mélange et & traiter ’erreur. Nous étudions aussi le comportement asymptotique pour
la fonction vraisemblance. Les résultats principaux pour ce second chapitre se trouvent dans la
proposition , le lemme , le lemme [2.8] et la proposition 2:12] .

Le troisiéme chapitre est consacré & construire le filtre robuste et & établir sa stabilité. Nous
construisons une chaine de Markov non-homogéne qui est mélangeante et nous donnons une nou-
velle représentation du filtre robuste par rapport a la chaine construite. Nous montrons ensuite
que le filtre robuste est stable grace a la nouvelle représentation. Les résultats principaux de ce
troisiéme chapitre sont placés sur la proposition la proposition et le lemme [3.9

Dans le chapitre 4, nous montrons que le filtre optimal peut étre approximé uniformément
en temps par le filtre robuste. Plus précisement, nous estimons des erreurs entre le filtre optimal
et le filtre robuste, estimation de D'erreur locale se donne dans la proposition [4.6] et I'estimation
de lerreur globale se trouve dans la proposition Puis au théoréme nous établissons le
résultat de stabilité du filtre optimal.






CHAPITRE 1

Description du filtre optimal

1.1. Modéle et Hypothése

Sur I'espace de probabilité (Q,P, F), soient (V;),, et (W;),~, deux mouvements browniens
indépendants. Notons F; est la filtration associée a (Vt, W;). On suppose que processus de signal
(X¢);>o est F;- adapté et déterminé sur I'espace d’état (R, B (R)) et qu'il satisfait une équation
differentielle stochastique :

t
(1.1) X :X0+/ f(Xs)ds+V;
0

Ou X, est une variable dans R de la loi 7.
Supposons que processus d’observation (Y),., est Fi- adapté, déterminé sur l’espace d’état
(R,B(R)) tel que :

t
(1.2) Y, = h/ X,ds + W,
0

HypoTHESE 1. Supposons que f est C' et || fl|loo, [ f']lc SONt bornées par une constante
positive M. On suppose que h > 1.

1.2. Filtre optimal

1.2.1. Notations et Définitions. Pour étudier le filtre optimal, nous avons besoin d’intro-
duire des notations et des définitions qui seront utilisées tout au long de ce mémoire.
— L’ensemble des mesures probabilités sur une espace mesurable (E, &) et 'ensemble des
mesures non-negatives sur (£, &) sont notés P (E) et M (E) respectivement.
— Pour toute fonction non-négative W et mesure € M (E) telles que : [, ¥ (x) pu (dx) > 0,
nous définissons un produit projectif e entre ¥ et y :

¥ (2) 1 (da)
T ¥ (@) i (de)”

— Pour tout noyau K positif de E dans F et mesure y € M™ (E), définissons :
Ki(do) = [ plde!) K (o)
E

— Pour tout noyau K positif de E' dans F' et mesure y € M (E) telles que : [ Ky (dx) # 0,
définissons I'opérateur non-linéaire K sur M7 (E),

Ve p(de) =

= Ky (dx)
R (1) (de) = om0
fF Ky (dx)
— Pour tous noyaux non-négatifs K7, Ks... définis sur Fq, Fs, ..., pour tout 7 < j, on définit
le noyau :
K1 (w,dxj) = / / Kip1 (@i, dxip1) Kiyo (i1, driqe)
Tiy1€EE; 1 Tj1€EE; 1

. Kj (ZL'j_hd(ﬂj)

— Deux mesures positives u, A € MT (E) sont comparables s’il existe deux constantes posi-
tives «, O telles que : X (A) < u(A) < SA(A) pour tout A C E.

11



1. DESCRIPTION DU FILTRE OPTIMAL

— (Propriété de mélange). Le noyau positif K défini sur E est dit mélangeant, s’il existe
une constante 1 > € > 0 (constante de mélange), et une mesure positive non nulle, A €

M (E), telles que :
A)<K(z)<ir() VreR
€

— (Propriété de forte mélangeante). Le noyau positif K défini sur E est dit fortement-
mélangeant, si pour tout compact C' de diamétre A, il existe une constante 1 > € (A) >
0(constante de mélange), et une mesure positive non nulle, A\c € M™ (E), telles que

(M)A ()< K (x,.) < TZ)AC(.),V:C eC

Ou € (A) ne dépend que de I’observation Y et du diamétre A du compact C.
— (Métrique de Hilbert). La métrique de Hilbert sur M™ (E) est définie par :

1 (A)
SUPA:pu/(A)>0 ! (A)
log 1 (A) si et p’ sont deux mesures
inf 4.0 (4)>0
h(u7ul): w(A)> M/(A)
nonnulles comparables,
0, sip=pu =0,
400, dansles autre cas.

— (Variation totale). Pour toutes mesures signées p et u’ € M™ (E), nous appelons varia-

tion totale entre p et p, le réel :
= 1l = 2sup | p(A) =1’ (4) 1,

Ou le sup est pris parmi tous les boréliens A de E. On peut montrer
= wlyr = s | [ 1@ i) - [ 1

— (Taux de contraction sous la variation totale). Soit K un noyau markovien de F
dans F et soit ;4 une mesure dans M™ (E) . Nous appelons tauz de contraction de K pour

la variation totale et notons 8 (K), le réel compris entre 0 et 1 tel que :
Ku
B(K) = sup || ||VT,
w(E)=0 ||MHVT

Ou le sup est pris parmi les mesures finies signées non nulles.
— (Taux de contraction de Birkhoff). Soit K un noyau markovien de E dans F et soit

p une mesure dans M™ (E). Nous appelons tauz de contraction de Birkhoff de K pour la

métrique de Hilbert et notons 7 (K), le réel compris entre 0 et 1 tel que :
h(Kp, Kp')

T(K) = sup
( ) 0<h(p,p")<oo h(u7/’('/)

)

Ou le sup est pris entre les mesures u et ' positives et non nulles.
1.2.2. Probléme de filtrage. Le probléme de filtrage non-linéaire est de calculer & chaque
pas de temps la loi conditionnelle m; de I’état X; sachant qu’une réalisation des observations

FY =0 (Ys,0 < s <t)jusqu’a I'instant courant ¢, i.e
m (dz) =P (X, € da | F))

La suite de probabilités conditionnelles (), avec la convention 7, est appelée filtre optimal.
Dans ce mémoire, on se concentrera d’étudier le filtre optimal (7,-),~,,7 € N, ot 7 > 0, un

paramétre dont la condition va étre ajoutée plus tard.
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1.2.3. Notes sur la formule de Feynman-Kac et le filtre optimal. Dans cette subsec-
tion, nous remarquons que le filtre optimal peut s’exprimer comme la loi marginale d’une chaine
de Markov. Soit (X,),>0 une chaine de Markov prenant les valeurs dans les espaces mesurables
Ey, Fy ..., avec les noyaux de transition 9, Qs, ... (cette chaine peut étre non-homogéne). On
suppose que, pour tout k, j est ex-mélangeant. Soient ¥y : Fy — Ry, Uy : Ey — Ry, ... les
fonctions mesurables dans R, et soit 7y une mesure de probabilité sur Ey. On s’intéresse & une
suite de mesure probabilité (1), sur Ei, Ey ... respectivement, qui est définie par :

]E??o (‘P(xk) HlSiSk v, (xz))
Eno(H1§z‘§k \IIZ(%Z)) ’

Ot la notation E, signifie que I'on prend ’espérance en sachant la loi de X est 7. Les mesures
(M) > sont appelées une suite de mesure Feynman-Kac sur (Ey),~, basée sur les noyaux de
transition (Qx)r>1 , les potentiels (¥y),~, et la mesure initiale 7y. Pour tout k, si la fonction Wy,
est la fonction de vraisemblance associée a I’observation d’une chaine de Markov avec les noyaux
de transition 9, Qo, ... et la loi initiale 7y, alors la suite (), devient le filtre optimal.
Supposons qu’on a une autre mesure initiale 7}, on pose :

Eq (p(Xk) ngigk W;i(X:))
E%(ngigk U;(X:))
On s’intéresse sur la différence entre 7, et 7}, . Fixons n > 1, on aimerait exprimer 7,, comme la loi

marginale d’une chaine de Markov. Nous utilisons l'idée dans [MIGO1]. Pour tout k € {1,...,n},
posons :

(1.3) Vk>1,Y9 € G (Ex), m(p) =

Yk > 1, Ve € Cf (Ey), nu(p) =

Ri(z,dx’) = Uy (2)Qp (2, d’) ,
et pour tout k € {0,1,...,n — 1}, définissons:
\I/n‘k(x) = / e / mk+1($7 d!Ek+1) H i)%i(xi,l, d{I?Z) .
Thi1€EEK41 Tn €Ly k+2<i<n
Si k = n, on définit ¥, ,(x) = 1. Pour tout k € {1,2,...,n}, on pose:
Vo kg1(2')
\I’n|k(l‘)

A partir de [MGO01], nous avons le résultat suivant (une démonstration simple peut se trouver
dans [ORO05], proposition 3.1).

Gn\k(xadx/> = mk—!—l(xadﬂcl) :

PROPOSITION 1.1. Les opérateurs (&, )o<k<n—1 sont markoviens. Pour tout k € {0,1,...,n—
1}, G,k est gy 1-mélangeant. Nous avons :

M = Gn\n716n\n72 s Gn\O(\IIMO i 770) )

77»:1 = Gn\n716n\n72 cee Gn\()(\llnm L4 776) P
Et
nn =l < TT (1= €R) X [[njo @ 10 = Pjo @ 15 -
1<k<n

Grace aux calculs dans [ORO05], page 434, nous pouvons borner :

1.4 W0 @10 — Wpjo ® 1 §21nf<1, ) .
(1.4) 10 ® 70 0 ® 7ol ) llm0 — ol
Pour tout x dans Fj,

\I}nlo(l') _ fZeEl mQ;n(z, En)ml (x7 dZ)
(10, Wanjo) nyEo fzeEl Ron (2, En)R1 (y, dz)mo(dy)
) e, Pl E A M) 1
B szEl 9%2171(21 En)el)\l(dz) 6%
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On parle de la stabilité du filtre optimal si :
. / _
Jim (= [y =0

Il existe une version en temps continu pour la formule de Feynman-Kac et ainsi pour le filtre
optimal. Nous en donnons ici une version simplifiée. On considére un processus (X;),~, dans un

espace E de la loi initiale 7o, et un processus d’observation (Y7),-, dans R? sous la forme :

t
n:/hug@+m
0

avec (Wy),>, est un mouvement brownien dans R?%. Pour tout ¢ > 0, pour toute fonction test f,
pour tout processus (Uy),~, qui a la méme loi que (X¢),- , définissons les mesures :

() =By, (1@ e ([ h(U) v, - / t In @17 as) )

7 (f)
¥ (1)
La mesure v; est appellée la mesure de Feynman-Kac non-normalisés et la mesure 7, est appellée
la mesure de Feynman-Kac normalisée. Grace au théoréme de Girsanov, nous pouvons montrer
que le filtre optimal (en temps continu) peut s’exprimer en terme d’une mesure de Feynman-Kac :

L, (Xt | (YS)ogsgt) =M

Supposons que ’on a une autre mesure initiale 7, notons 7; est une mesure de Feynman-Kac par
rapport a la mesure initiale nj. On parle de la stabilité en temps continu, si :

ne (f) =

. ! _
tlgglo 17 77tHVT =0

1.2.4. La représentation du filtre optimal. Dans cette subsection, nous allons montrer

que le filtre optimal peut s’exprimer en récursion. Soit V= {Vt, t> 0} processus aléatoire définit
par :

t
Vt:vt+/ f(Xg)ds, t>0.
0

A partir de [BC09] ( Chapitre 6, Section 6.1), on définit la nouvelle probabilité P telle que :

dP 2 h? [
— |7 =7, = exp /f dV—f/f ds—l—h/ XSdYS——/XSds
dP 0 2 Jo

PROPOSITION 1.2. Sous la probabilité P nous avons (V, Y) = {(‘?}, Y})} est un mouve-
£>0
ment brownien de deux dimensions, X 1LY et X; = Xo + V.

DEMONSTRATION. Voir [BCO09]- page 143. O

Pour tous 0 < s < 7 et n > 1, notons : Y. e (Yu)s<u<r. On suppose que Y est fixé, pour
tout (zg,71) € E?, définissons la fonction de vraisemblance :

ﬂ(w
) = AP Fin 1) rinm

(=
dap

Le lemme suivant montre que la loi de Y{,,_1)r.n, conditionné sur (X(,_1),, Xpns) posséde la
fonction ¢ comme la densité par rapport & une mesure de Wiener.

X(n—l)r = z0, Xpnr = T1, Yin—l)r:vn7>

(16) ¢ (5/'(”71)7_:”773,‘0,1‘1
X(nfl)r = x0, Xpr = .%‘1)

Flin—1)rin7]
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LEMME 1.3. Pour tout k > 1,
P (Yo 1yrikr € dy | Xpo1yrs Xir) = U (Yib-1)raer = ¥ X(k—1)rs Xior) Aier (dy)
Ou (5\;”) mesure de Wiener.
k>1
DEMONSTRATION. 1l nous suffit de montrer ce lemme dans le cas ou k = 1. Notons que C [0, 7]

est ensemble des fonctions continues de [0, 7] vers R. Pour toute fonction test ¢ dans C [0, 7] , en
utilisant la formule Kallianpur-Striebel, nous avons :

dP

Eﬁ” <¢(YO:T) ﬁ X07X‘r>
EF (¢ (Yor) | Xo, Xr) = 7

s [ dP
EF < d]f” X07X7‘>

EP ( - X07X‘raYO:T>
EF | ¢ (Yo.r) T

s [ dP
o (2] o)

Par la proposition nous avons (V, Y) = {(Vt, Yt)} - est un mouvement brownien de deux
>0

dimensions. Donc, conditionement sur Xy, X,, la loi de Y., sous P a la densité suivante par

rapport & une mesure de Wiener :
5 [ dP
]EP ( dIFD . XOaX‘mszT = yO:T>

s [ dP
EF ( d]@ XOaX'r>

Pour tous 7 > 0,n > 1, le filtre optimal de couple ((X(n_l)T, X"T))n>1 avec la mesure initiale
1o , est défini par :

(17) Hnr (d'r/) =P ((X(nfl)'anT) € dxl I 1/0:717')

Fr

XOaXT

F.

Yo:r w(YO:T = Yo:7, XOvXT) =

7.
]

Notons @ le noyau de transition de la chaine Markov (X(n=1)r>Xnr)), >, €t Q est le noyau de

transition de la chaine de Markov (X,,.), -, La relation entre ses deux noyaux est présentée par
le lemme suivant

LEMME 1.4. Pour tous v = (x1,72),2" = (2}, 2}) € R?,

Q (w1, w2, d’y, dxh) = Q (2}, dxh) 8y, (dx])
01 6, est la mesure de Dirac au point xs.
DEMONSTRATION. Pour tous Ay, Ao C R, nous considérons:
Q (1,7, A1, As) = P (Xpr € A1, X(ni1)r € As | X(n_1)r = &1, Xnr = T2)
Si xe ¢ Ap, nous obtenons:
Q (z1,22, A1, A2) =0
Si x5 € Aq, nous obtenons:

Q (1,19, A1, Ag) =P (X(ni1)r € A2 | X(n—1yr = 21, Xy = 22)
=P (X(n+1)7— €A | Xpr = CU2) = Q (22, A2)
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En utilisant lemme [T.3], le filtre optimal de couple peut s’exprimer par une mesure Feynman-

Kac basé sur la transition Q (x,dz’) et les potentiels ¥, (.) = 1 (Y(n_l)ﬂm7 .), c’est & dire on

peut exprimer (finr),~; par le schéma suivant :

(1.8) Wn—1)r Bregiarion, Hnrl(n—1)7 = QU(n—1)r Gorreation, Hnr = ¥nr ® lar|(n—1)7

REMARQUE 1.5. Notons que fR2 Ynr (T) fnr|(n—1)r (dx) est positive p.s. En effet

P (1/'(”,1)7_:”7 € dy | YE)Z(TL*l)T) = /]]{2 P (}/(nfl)'r:nr € d?/ ‘ (X(nfl)TﬂX’I’LT) = Z‘)

x P ((X(n—l)T7X?’lT) €dz | YO:(n—l)T)

= (/RQ Unr (Y, @) nr|(n—1)7 (d$)> Anr (dy) = lnr (y) Anr (dy)

lnr (y) = /R | nr (@) inr|(n—1)r (d)
Alors

P |:/ wn'r (:L') Hnz|(n—1)r (dl’) =0 | YOI(TL—l)T:| = / lnr (y) ;\nr (dy) =
R2 {ln'r(y):()}

Pour tous = = (z1,22),2' = (2},25) € R%, n> 1,7 > 0, notons :

Tor (z,d2’) = s (2') Q (2, dx’)
Le filtre optimal de couple peut s’exprimer en récursion :
(1.9) Hnr = T’I’LT (,U(n—l)r) == T’H,T:MT (Memr)
Le filtre optimal (7,,7),,50.n € N peut étre regardé comme la marginale du filtre (t5r),50,n € N,

c’est a dire :

(1.10) Tnr (d2") = pinr (R, d2’) = / o (dz, dz")
zeR

Notons que, pour toute mesure u € MT(R),
Qu(dz,dz') = p(dz)Q(z,da’) , Vo, 2’ € R
Grace & la représentation (|1.10]), nous avons le résultat suivant :

LEMME 1.6. Pour tout (r1,z2) € R?, notons R, un noyau non-négatif défini sur R x B (R)
tel que Ry, (1,dx2) = Ynr (21,22) Q (21, dx2). Nous avons :

(1.11) Tnr = R (T(n—1)r)
B,
(1.12) Linr|(n—1)r (dz,dz’) = Qvﬂ'(n,l)T (dx,dz")

DEMONSTRATION. Grace aux (1.8)), (1.10) et lemme nous avons :

wnT (ya xl) Hnr|(n—1)T (dil/» d.’L'/)
Tt da') = / Mnr dy7dm/ =
( ) yeR ( ) yeR fy,x’ ’(/)TLT (y7 J)/) /’Ln’r|(n71)r (d% dxl)

. / wnT (ya CU/) fy')g; H(n—1)r (dy/a dx) Q (y/, z, dya de/)
Yy

€R [y o e (U:2) [0 Bn—1)r (dY', d2) Q (¢, @, dy, da’)
Unr (4,2") [, in—1yr (dY', dz) Q (y, da’) 6z (dy)
ver Jy o Ynr (4, 2) [, 4 Bn—1)r (dy', dz) Q (y, da’) &, (dy)
Fubini fy/,x VYnr (2,2") Q (z,d2") pn—1)r (dy', dz)
T a0, 2) Q (2,487) i1 (dy )
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_ fm wn‘r (:L’,ﬁC/)Q(CE,dII) T(n—1)T (dlL’)

fw,x’ d}nr (1’7 LC’) Q ((E, dxl) T(n—1)T (d{E)

Maintenant, nous allons montrer (1.12)). Pour tous « et 5 dans R, nous avons :

E (exp (iaX(nfl)'r + Z/BX’I’LT) | YO:(nfl)T)
=K (E (eXp (iaX(nfl)T + ZﬁXnT)) | XO:(nfl)Ta WO:(nfl)'r ‘ YOZ(’IL*l)T)
=E (E’ (exp (iaX(nfl)‘r + ZBX’I’LT)) | XOZ(’IL*l)T | }/02(7171)7')
=K (eXp (Z.O‘X(nfl)‘r) E (exp (i/BXnT)) | X(nfl)T ‘ YOI(TL*l)T)

= / exp (iox + i) m(_1), (dz) Q (z,dz")
R2

= By () (d)

= / exp (iazx + ifz") Qvﬂ'(n,l)T (dx,dx")
RQ

En utilisant le théoréme de "approximation de Weierstrass pour toute fonction complexe borné,
continue. Pour toute fonction test g sur R?, nous avons :

g (X(n—l)T7XnT) = r1i>n;olo g(r) (X(n—l)TaXn'r)
Ou :

g(r) (X(nfl)Ta Xn‘r) = Z a’z exp (iBI:,lX(nfl)'r + iﬁ;,QXTLT)
k=1

Donc, ’égalité suivante aboutit & la démonstration de (1.12)) :

E (g (X(n—l)Tv Xn'r) | YO:(n—l)T) = 42 g (xa xl) @W(n—l)‘r (de, dxl)






CHAPITRE 2

Traitement du noyau de transition et de la fonction
vraisemblance

Suite au chapitre 1, le filtre optimal 7, peut s’exprimer comme une mesure Feynman-Kac
basé sur le noyau de transition @ et les potentiels 1, .. Il est donc nécessaire d’étudier les propriétés
concernant ces termes. Dans ce chapitre, nous allons estimer le noyau de transition et la fonction
de vraisemblance. Ces estimations servent & obtenir les propriétés mélangantes que 1’on verra dans
les chapitres qui viennent.

2.1. Estimation du noyau de transition

Pour tout 7 > 0, rappelons que @ (z,dz’) est noté pour le noyau de transition de la chaine
Markov (Xyr),,~q- Nous avons le lemme suivant.

PROPOSITION 2.1. Pour tous z,z’ € R, Q (x,dz’) a une densité Q (x,z’) par rapport a la
mesure de Lebesque et

M
+ M |z’ —x|+T>

Q(z,a') < 5

1 (z/ — x)°
T exp | 2
VorT P 2T

IRy
exp <_(~”62$>_Mx/_$|_71‘4<M+1>>
T

Q) > 5

2T

DEMONSTRATION. Nous définissons une nouvelle mesure de probabilité P par:

dP B . T /\ B 1 T 9
= p( | reoav—5 [ (Xs>ds) .

(2.1) dp
Vtzvt+/tf(xs)ds, t> 0.
0

dP
Ou:

A partir du théoréme de Girsanov, V' est un mouvement Brownien standard sous P. Nous posons

F une primitive de f. Nous avons:
T N _1 T ) 2
| eaar 5 [ o = [ recax- g [ )
1
PO - FOX0) — 5 [ 11 dS——/ F2(x

M (M +1)
2

Y

_M|XT_XO|_
Et,
v 1T M
/f(Xs)dVS—i/ A(X)ds < M|X, XOHT—
0 0

Donc, pour toute fonction test ¢,
f,)

dP
dP

E(p(X-)) = B (p(X:)) = EF (@(XT)

19
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> E° ((p(XT)eXp (—M|XT — Xo| - TM(2M+1)>) .

Be(r) < B (e (M1X, — X+ 50 )

2.2. La fonction de vraisemblance

Rappelons que la fonction de vraisemblance est définie par:

E? < @
dP Fln—1)rinr]
ol L
dPP
Pour tout n > 1, (zg,z1) € R?, définissons :

R . nTt h2 nTt
1[)(}/'(71,1)7-:“7-71‘0751;1) £ EIP (exp <h/ X.dY, — 7/ X3d5>
( (

n—1)1 n—1)1

X(n—l)T =z, Xnr = fl,nn—l)rznr>

'(/) (Yr(nfl)T:nTa Zo, .’L'l) =

X(nfl)T = x0, Xpr = .’131)
Fln—1)rin7]

|X(n71)7 = x0, Xnr = T1, Y(nl)T:nT)
Nous allons d’abord donner une formule explicite pour 1Z

2.2.1. Calculs de 9. Pour tout (z,2) € R2, nous allons calculer :
- . T h2 T
Y (Yo.r, x, 2) £ EF (exp (h/ X, dY, — 5 des) ‘ Xo=u1z, X, = z,Y0:T>
0 0
Sous la probabilité P, (Xt);>0 est un mouvement brownien. Donc, en utilisant le pont brownien,

-~

nous pouvons écrire i par:

&(Your,2,2) = E (exp (h/ (:c(l B s EBT) dy,
0 T T T

h? [T s s s 2
5 (m(l—;)—i—z;—i—Bs—;BT) ds)),

Ou : (Bs,s € [0,7]) est un mouvement brownien sous la probabilité P.
Par changement variable s’ = s/7 et en utilisant la propriété d’invariance par changement d’échelle,
nous obtenons :

1
Y(Yo.r,2,2) = E (exp (h/ (x(1 =&)Y+ 28 + B,y — 8'B,)dYy,
0

—%‘2 01 (z(1 — ') + 28' + Bro — §'B;)’ ds’))
—E <exp (h/ol (2(1— 8) + 25 + V7 (Bs — $B1)) dYar
—77}12 1 (x(1 = 8) + 25 + V7(Bs — sB1))” ds))
0

D’autre part :

1 1 1
h/o (z(1 =)+ 25+ /7(Bs — sB1)) dYs; = h/o (x(1 — s) + 25) dYST—l—h\ﬁ/O (Bs — sB1) dYs,
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1 1 1 1
= hx/ (1—-35)dY,, + hz/ sdY,, — hﬁ/ (YST — / YSTds) dB,
0 0 0 0

h /0 (x(1—s)+zs+7(Bs —sBi1)) ds=h /0 (x(1 —s) + zs)" ds+h T/O (Bs —sB1) " ds

+ 2h2ﬁ/0 (x(1 —s) + 25) (Bs — sBy) ds

B222 B2.2 B2 1 ! 2B?
T rE m+h27</ deerBl/ 52st1>
3 3 3 o o 3

1 1
— 2 z\ B
on2yr (E=2) / 2dB, — / dB, + (L4228
+ ﬁ( 5 Os xos 5 +3)3
Donc,

~ h2 2 1 h2 9 1 h2
00 o 2 [0y, B [, )
0 0

1 1 1
x]E(exp(—hﬁ/ (YST —/ YSTds> st+h273/2x/ sdBs+
0 0 0

2,.3/2 1 2 1
het (z—x)/ SQdBS_hQTB/Q (§+E)Bl_ (h1) Bl/ s2dB,
0

2 0 36 2
(hr)?

hr)? [t
B} — ( / des))
3 ! 2 J

2.2.1.1. Changement de mesure. Pour tout 7 > 0, nous introduisons une nouvelle probabilité

Q telle que :
1 2 1
dQ‘ = exp —hT/ B.dB, — M7 / B2ds
dP |, 0 2 Jo

Par le théoréme de Girsanov, sous la probabilité @Q, le processus suivant est un mouvement brow-
nien :

+

t
(2.2) B, = B, + hT/ Byds, YVt >0
0

Nous obtenons :

hira?

1 2.2 1 2
R ) .
(2.3) w<Yo:T,x7z>—exp( +ha / (1= 8)dYs, — =2 +hz / sdYsr — ”“)
0 0

6
1 1
x EQ <exp<hﬁ / <YS, - / stds> dB,+
0 0

1 2_3/2 1
h
+ h%?’/%/ sdBy + (2 — x)/ $2dB, — n*r? (24 2) By
0 0 3.6
+ (hT)2 + E B2 o (h’T)zB ! S2dB _ E
3 2 |7t 2 'y *T 2

2.2.1.2. Calculs de Covariances. Notons :

1 1 1 1
Gy := B;, Gy ;:/ sdB, , G3 ;:/ s2dBy, G4 ;:/ <YTS—/ Ymdu> dB;.
0 0 0 0

11 s’agit de cas gausien. Donc, ’espérance dans la formule (2.3]) peut s’exprimer comme une fonction
de matrice de covariance de ces gausiens. Nous allons calculer les covariances qui ne dépendent
pas d’observation Yj.,. Nous avons besoin des lemmes suivants.
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LEMME 2.2. Pour tout t > 0, pour toute fonction g : R — R mesurable par rapport a la mesure
de Lebesgue telle que ﬁf g(s)?ds < oo, nous avons :

/Otg(S)st = /Ot (9(8) — e /: e_eug(u)du> dps
O :

(2.4) 0 :=hr.

DEMONSTRATION. Sous Q, B est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck (voir équation ([2.2))).
Nous pouvons écrire B comme une solution forte de (2.2)) :

t
(2.5) B, = e*‘”/ e’ dB, , Yt > 0.
0

Nous utilisons la formule d’Ito pour calculer :

/0 t (g(s) _ et / t e_aug(u)du) dB.
- /O t <g(3) — 9 /0 te_aug(u)du) dBs + /0 t (9698 /0 ) e—9“g(u)du> dBs
_ /Otg(s)dgs - (/Ot e_eug(u)du> </Ot Geesdﬁs> +/0t (9695 /0 e_eug(u)du> dp,
- /Otg(s)dﬂs - /Ot e~0ug(u) (/Ou 0695d53> du — /Ot (/0 eeug(u)du) be®dB,
+ /O t (0695 /O ) 60“g(u)du> dfs

_ /0 " o()dB. /O Do) Bydu — /O " o(s)dB.

LEMME 2.3. Nous avons, pour toutes s,t > 0,

. e+ if g(u) = 1, Yu,
g(s) — 9698/ e g(u)du = (t+35)ef=t — 4 if g(u) = u, Yu,
S (B+3+3) e (3 +5)  ifg(w) =, Va,
DEMONSTRATION. Pour toutes s,z > 0 :

t 1 t
1-— 9693/ e My = 1—6¢e% {—06_‘9“}
S

— e@(s—t)

t
_ pLPs ! —0u _ _pLls _E _ i —0Ou
s —fe ue Mdu = s—0be Az e
S £}

Il Il
—  ®
o+ |
+ SS
I =
N— |
(¢} | ~+
)
=

B \
= Rl
~_

| = mqb
- D
e

+

S
/‘\

| ®»

|

NI
~

t 2 2y 2 !
s? — 0695/5 we du = s*—6e% [(_ue — 9—1; — 93> 69“]
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23
_ (2 2 2N ey (25,2
—(t+9+926 st
O
LEMME 2.4. Nous avons :
oG 71—6720
VG ="
N? (1—e20) 1 2 2 -
VQ(G2)=<1+9> (29)+92—<92+93>(1—e 9,
2 2\’ (1—e2%) 2 2\°¢ 4 4 2 2
Q _ 2,22 4
Vi(Ga) = (1+9+92) 20 +(9+92) 6~ 305 92<1+9+92>
1 1 e f —1
Q _ —26
Cov (Gl,GQ) = <29+202> (1—6 )+ 02 5
11 1 B 2
COUQ(Gl,Gg): (20+02+03) (1—6 29)—02,

1 1 1 1 1 2 2 1
Q _ —26 -8
Cov (GQ,G3)—(1+6‘)<29+92+63>(1—6 )_<6‘2+6‘3+94>(1_6 )—9?
DEMONSTRATION. En utilisant Lemme [2.2] sous la probabilité Q, les variables Gy, G2, G3, G4
sont Gaussiens centrés. En utilisant Lemma [2.3] nous pouvons calculer les espérances suivantes :

1
EQ(G%) = /eQa(S_Uds
0

1—e 20
260 ’

1
6
L LY e L2 (1Y ey
t9) 2 g\ Tg)
1 2629(5—1)+ s 1+1 2¢0(s—1) '
0 26 02 0 |
1\’ (1—e2) 1 2 2 »
= <1+9> 29+92_<92+93>(1_6 )
! 2 2 25 2
1 0(s— 1) =2 - —
/O((+9+ ) s, 2)) g -
L 2 2 229 25 2 2 25 2
“ (s—1) & 1 0(s—1) [ =2 ) =
/o(w (G 2 (eiem) e (5 g)
1
2\% 260 95 2\%¢ 2 2\ [2s\ ,
L2y 2 2) 2912222 (s=1)| —
<1+9+92> 20 +<¢9+92>6 <+9+92><92>€ i
12 2) 0™ 2 2N 4 4 2
0" 62 20 6 62) 6 365 62 6" 62
! 1 1
EQ(G1G2) = / 60(5_1) X ((1 + 0) 60(5_1) — 0) ds
0

1 620(571) 60(571) 1 1 1 676 -1
— 1 - _ — 7 - 1— —260
[( + 9) 20 5 L (29+292)( et =

[ V)
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! 2 2 2s 2
EQ — 0(s—1) 1 “ “ 0(s—1) _ [ 22 “
(Gng) /0 (& + 9 + 92 € 9 + 02 ds

2 2\ e 9, 1Y /111 2
_ “ ey EsE A2 B(s—-1) I - - =20 4
[<1+9+92) 20 02° ]0 (29+92+93>(1 )@

' 1 0(s—1 1 2 2 0(s—1
s = [ (1) =5) (5 a) "~ (
! 1 2 2 1 2 2
— 1 - 1 “ “ 20(s—1) _ — 1 “ “ 0(s—1)
/0(+9)( +9+92)e e 2)e
1 25 2 1
— (1 - 0(s—1) [ =2 & =
<+9>6 o tez) Ty
1 1 1 2 2 26D 12 92\ D
[(+9)<+0+92>29 (e*eﬁw) g
1\ 25 prss s2 25\
()@ (55,

B N/1 1 1 o 1 2 2 a1
—(14-9)(29—!-02—1—03)(1 e ) <92+93+94>(1 e”") 7

0

Soient Uy, Uz, Us, Uy i.i.d. de loi N(0,1). Nous pouvons trouver «, 3,7, a, b, ¢, A1, A, A3, Ay € R
telles que :

Gl OéUl
G3 laJv ﬁUl +’YUQ
Go B al; +bUs +cUs
Gy MU +2Us +A3Us +AUy
En effet, nous prenons :
Cov®(G4,G
(2.6) o= Ve, p= ) L ey 2,
Q Q _
(27) o= Cov (Gl,Gg) b= Cov (GQ,G?,) af o= \/V@(G2>—a2—b2.
« Y
Et nous cherchons A1 (Yo.7),..., A4 (Yo.-) en résolvant :
a (Yo.r) = Cov¥(G1,Gy)
(2.8) B (Yoir) 4722 (Yoir) = Cov¥(G3,Ga)
ahi (Yo.r)  +bA2 (Yo.r)  +chs (Yo.r) = Cov¥%(G2, Gy)

)\% (YE):T) +)\% (YO:T) +)\§ (YOZT) +)\421 (}/E)ZT) = VQ(G4) .

Nous observons que «, 3,7, a,b,c peuvent s’exprimer explicitement en terme de paramétres de
probléme.
2.2.1.3. Calculs d’intégrale. L’espérance dans la formule (2.3]) devient :

62 0 62
(2.9) E° <GXP<(3 + 2) Gi - §G1G3 — n?r3/? (g + %) G

B273/2

+h2T3/2$G2+ (Z—{,C)Gg—h\ﬁG4>) =

1 92 9 5 o 62 ) 3/ - -
T i@ (5 5) 2%t = oo+ 30s) -0 (54 ) s
2.3/2
—|—h27'3/2x(au1 + bug + cug) + T

(2 — @) (Bus + 7uz) — b/ gy + -+ + A4u4>)
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2 “ e 2
exp (_(ul—|—2—|—u4)> duy ...duy =

1 1 o [ OPay 9 3/0 (T 2
o _ _ _ h2.3/2 (7 7) R2.3/2
(27r)2 [Jl’wweReXP{ 20% [U1 [ ( 5 U9 T 3 + 6 a—+ h°T7 "za

2

h273/2
()= )|
02 B273/2 2
+ % |:_20[/yu2 — h273/2 (g + %) a+ h2r3za + 1L (z—x)0 — hﬁ)\l]
B273/2
+ 27322 (bug + cus) + 5 (z — 2)yuz — h/T(Agua + - - - + Aguy)
2 PR 2
_(uz—i-—l—u4)}du1 duy,
2
Ou :
02 0 0208 1)\ '
2.1 2 (o (Z42) a2 : .
(2.10) o2 <<<3+2)a+ ‘ +2>)
Parce que l’espérance au-dessus est finie, donc o7 est bien définie. Nous posons :
h273/2
(2.11) my = o° (—h273/2 (g + %) a+ h2r32za + L1 (z—x)p— hﬁ)g) .

L’espérance dans (2.9) devient :

02

2
1 1 y
2.12 = 2 _
( ) (27‘1’)2 /ul,.u,u4€]R €Xp ( 20% |:U1 + o] 5 U9 ml]

202 2 2 2
o780 ay o 1 mi [0 ay
+< 2 ) Y2557 ¥ 552 g )Mt

) h273/2
+ W23 2 (bug + cus) + T (z — x)yusg
2 2 2
7h\/7>'(>\2U2 + )\311,3 + >\4U4) - W) dU1 . dU4 =
1 / . 1 i 292a'yu m 2
- <p [ ——— o _
@ Juysaen -\ 207 [T
h273/2 6% aym, 2
202 [ug—oz (h2 3/2 b—|— 5 (z—x)'y—hﬁ)\g—Z)]
2_3/2 _ (u + uf)
—|—2 -|- Gy + h*T°/“xcus h\f()\g,u?, + )\4’LL4) B duy ...duy
Ou :
020402y 1\\
(2.13) o2 = (2 (—18 + 2)) :
Et,
h2r 3/2 62
(2.14) me = (h2 32pp 4+ ——— 5 (z — )y — h/TAg — ?m1> .

Donc (2.12)) est égal a :

1 1 0%ary 2 1 o m3 2
2.15) ——= - 2 — - — — —2Z 4 1
( ) (27_‘_)2 /ul,---,u4eR C€Xp ( 202 |:u1 + 07 9 U2 ml] 20_% [’LL2 m2] + 202 + 5 %

25
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1 2 1
—5 |:US—h2T3/QC!L'+h\E/\3:| —5 [U4+h\ﬁ>\4}2

1 1
+§(7h273/2xc + h/TA3)? + (h\ﬁ/\4)2> duy . ..duy =

m2 m1
0102€Xp | —5 —|— —= +

207 2( W72 xc + ha/TAs)? + ;UMW)

2.2.1.4. Asymptotiquement. A partir de (2.3)) et (2.15), nous pouvons écrire : @(x,z,Yo:T) =
o109 exp(P(z,2)), oit P est un polynéome de 2 degrés. Notons —As (6) pour le coefficient de 22
dans P, —By () pour le coefficient de 22 dans P, C; (6) pour le coefficient de xz dans P, A%’O’* (9)
pour le coefficient de = dans P, B}*" (9) pour le coefficient de z dans P, C3*~ (8) pour la constante
dans P. Nous avons :

(2.16)

(@, 2, Yo.r) =0102 exp (—Az (0)a® = B2 (0) 2° + AY*" (0) & + BY*" (0) z + C1 (0) wz + Cg ™" (9>)

Ou ses coefficients sont définis ci-dessous :

0 o? a p S|
2.1 A —he — pp3 (= _ 2 L3 2
(2.17) A2 (0) h6 5 ho ( 3 3 +a> 2h9 c

2 2 2 2 2
(2.18) Bs (0) =hY — TLpge (—‘g + g) — 22 pp3 (” _ oy (—O‘ + g))

B 0 27 13 a f a f
0%ary a p v BPay a f
21.n3 - 2(_ =~ 2 _= =
e (0-3- 50 (53 00)) G50 (53)
2 2
(2.20) cYor (0) & MA +@A2 he(A2— 1920%1) C’WAQ—g
AYor (g) & h/ (1 —s8)dYyr — h0*Asc + o1 ho? (g‘ + g - a) A
0
v, Pay 5 (a B %ay
(2.21) +02h92<b—2+ 5 2<3—|—2—a>>< Aot —— §A1>,
Y N ! a B
BYor (9)=h/ sdYy, 4 o7h6? (—) A+
0 6 2
v 0ay a B 0%y
(2.22) + o5 ho? (2— 5 af<—6+2)> (—A2+ 5 oiA

Supposons que h fixée. Nous aimerions étudier As (), B2 (8), C; (f) quand 6 — +oc.

LEMME 2.5. Nous avons :
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DEMONSTRATION. A partir du lemma[2.4] et des formules (2.6), (2.7), nous obtenons :

(2.23) a:\/%—k (01n> Vn € N*,
(2.24) Cov(Gy,G3) = 219—912+913+o<913> ,
(2.25) ﬁ=129—93\/§2+95\/§2+0(051/2>7
(2.26) 52_219—922+;3—;4+o(914),
(2.27) VO(G3) = 219—322+o<014> ,

(2.28) M Vi, f+ (94>

o3 62 13 T gt

6 18 18 54 1
(2.29) ﬁ=++_+o(>,

6 62 0 64 64
(2.30) Cov¥(G,Ga) = % — 2—; +o0 (913) ;
(2.31) a= \/% - ﬂ1193/2 +o <951/2> )
(2.32) VE(Gs) = % - % +o <913> ,
(2.33) ? = # 423 +o (;) ,
(2.34) 0323% ;+2+0(913>
A partir de ces limites, nous obtenons :

- Ta( g =Bl

(2.35) As () ——
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2 2
o . « 0 1
Lhe? ——+é =h(=—=+0(1)]),
2 6 2 6 2

(2.36) By () ——

Et,

w|Q
I
|
_|_
S~
S~
/~
o2
|
S
n
M‘Q
=2
Q
=N
/I—\
o Q
_|_
|
~
S~
>
1
+
8
o

2 2
O3, 03 (p_ 0 _0ay of
2h0 <b 5 5 01<

2
Oy (0B G DY
o o ( 3 2+a>( 6+2>_h(6 20 1t°\5))
Donc,
3h 1
2. -2 -
(]
REMARQUE. Les calculs asymptotiques au-dessus sont faites en utilisant Mathematica.
2.2.1.5. La formule de 12 en général. Dans le cas général, par changement variable :
Xs = Xs+(n—1)r
Ys = Y5t (n-1)7
Nous obtenons :
{ZJ\(Y(n_l)T;nT, T,2) = 0109 exp(—Az (0) 2% + AYM DT () x4 Cy (0) w2
(2.38) + By () 2 = Ba (0) 22 4 Co "V (0))
Ou :
Yin-1yrinr o ho 2 ho
(239) C’O( ) (9) = 75 + = (A4 (}/in—l)T:nT)) + ?(A3 (Yp(n—l)T:n‘r))2
o2h0 020% ? 2h9 2
2 <)‘2 (}/(nfl)'r:nr) -1 9 ry)‘l (Yv(nl)rzn'r)) + ()\1 (}/(n 1)7: nT)) ;
Y, " a B
Al(n_l)T:nT (0) = h/ ) (n—s)dYs — h6‘2)‘3 (Y(n—l)‘r:n‘r) c+ U%h@g (3 + 9 a) A (Y(”—l)Tin")

62 62
+ 0§h92 <b - % + %U% (g + g - a) (_)‘2 (Y(n—l)fzn'r) + %U%)‘l (Y(nl)‘“m')> )

n
By () = h/ 1 (s +1—n)dYs, + oihb? (6 - 5) M (Yin—1)rinr)
.

0% o 0%
+ U%hez (; - Tf}/a% <_6 + g)) (_)‘2 (Y(n—l)’r:nr) + B) VU%)\I (Yr(nl)rzn'r)>

Et, les parameétres A (}/’(TL—l)TZTLT) s A2 (}/(n—l)T:nT) ;A3 (1/(71—1)7'27”') s Ad ()/(n—l)f:nr) sont définis
par :

(2.40)
oMt (Yin—1)rmr) = Cov (GlaGé(Ln )
B\ (Yo-tyrnr) %2 (Yie)rinr) = Cov?(G3, G
art (Yin—1)rmr) , +bA2 (Yin—1)rmr)  +eAs (Yin—1)rinr) = Cov¥(Go, G("))

Sy (i (Yine1yrinr)) = Ve(G{).
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GT):i/ (xj—:/ Yﬁﬂu)st
n—1 n—1

Pour tout n > 1, on s’intéresse maintenant aux termes qui dépendent de l’observation dans la
> . s Yin—1)rinr Yin—1)rinr

formule de 1. Nous allons établir quelques propriétés sur A; " ™" (9) et B; """ (#). Donc,

nous introduisons la nouvelle définition suivante.

Ou :

DEFINITION 2.6. Soient f1, fo deux fonctions de F dans R. Nous écrivons f; < fo 8’il existe
une constante C' qui ne dépend pas de paramétre du probléme tel que f; (z) < C'f2 (2) avec pour
tout z € E. En particulier, quand on traite avec une fonction de paremétre 2\, nous écrivons
f 2 f2 ou bien f1 (A) 2 f2 () ¢l existe une constante C7 qui ne dépend pas de paramétre du

probléme et une autre constante C5 qui peut dépendre du paremétre de notre probléme telles que
f1 (D) <Cifa (D) + Cs.

Nous donnons une propriété pratique (sans démonstration) pour la définition au-dessus dans
le lemme suivant.

LEMME 2.7. Supposons que nous avons des fonctions f, f1, fo, h1, ho de E dans R, o1 les
fonctions f, f1, fo sont positives et E est un ensemble quelconque. Si f < f1+ fo et f1 < fa, alors

f=fa. Si f<f1+ foetlog(fr) 2 hi et log (f2) 2 ha, alors log (f) E sup (hi, h2).

Pour tout s <t, notons :
Ws,t = sup |W51 - WS2| ;Vs,t = sup |‘/;1 - ‘/52‘ .

(s1,52)€[s,1] (s1,52)€[s,1]
En utilisant la définition, nous avons le résultat suivant pour le terme Bf("_l)”" (9).
LEMME 2.8. Pour tout k € N,

‘Bl (YkTZ(k}Jrl)T) 9) - B (Yv(k+1)'r:(k‘+2)7'a 9)’ = Mht + thT,(kJrQ)T + hWk‘r,(kJrQ)‘r )
et
|B1(Yo:7,0)| = Mht + hVo2r + hWp 2r .

Avant de montrer ce résultat, nous allons d’abord montrer le lemme suivant.

LEMME 2.9. Pour tout k € N, s € [k, k+ 1],

k+1 k+1
Yo — / Yrudu — YT(3+1) +/ YT(u+1)du
k k

1,0 1 -0
e~ Y sinh(0s e~ Y sinh(0s
/ %dyﬂcﬂs —/ %dyﬂkﬂ)m
0 0

DEMONSTRATION. Nous avons :

= hT*M + bV (k4 1)r + Waer, (k41)r

Mt + VkT,(k+1)T + WkT,(k+1)T

<
- 0

k+1 k+1
Yrs — / Yrudu — Y‘r(s+1) + / Y‘r(qul)du
k k

T(s+1) k+1 T(u+1)
/ hX,du+ WT(S+1) — W, — / h/ X,dv + W-r(qul) — Wi | du
T k TU

k+1 T(s+1) T(u+1)
/ h!/ &M—/ X,dv | du
k TS TU
k+1 T(s+1)
h/ / Xy — Xv—l-‘r(u—s)d” du
k TS
k+1 7(s+1) v
h/ / / f(Xt)dt +V, - V;;—l-‘r(u_s)d’l) du
k TS v+7(u—s)

= + Wk‘r,(k+2)7‘

+ Wk‘r,(k—l—Q)‘r

+ Wk‘r,(k,—',—Q)T
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< hTzM + hTVkT,(k+2)T + Wk‘r,(k-‘rQ)T ’
et

1 _—0.: 1 —0 .
e Ysinh(0s e Ysinh(0s
/ Adeﬂs—/ Adyﬂk-&-l)-&-rs
0 0

0 0
/T e~ % sinh(hs)
0 0

/T e~?sinh(hs)
0

(h(XTk+s - XT(kJrl)Jrs)dS + dW‘rk—i—s - dWT(kJrl)Jrs)

e~?sinh()
0

< h(X‘rkJrs - XT(k+1)+s)dS +

0

Warkg1) — W‘r(kJrZ))‘

+ 7 0

T

T e~ % cosh(hs MT + Vir (k427 Wir, (k42)7
0

g

DEMONSTRATION DU LEMMA 2.8l On prouve ce lemme dans le cas ott £ = 0 et on fait de la
méme maniére dans le cas général. A partir du lemme [2.2] et du lemme [2:3] nous avons :

1 1
(2.41) Cov@(Gy, GS)) = / =) <g1 (s) — 9693/ e gy (u) du) ds
0 s

1 1 1
= / Vg (s)ds—0 [ €25V (/ e g1 (u) du) ds
0 0 s

1 1t 1
= / /N g, (s)ds — 5/ (/ e g1 (u) du) de??s—1)
0 0 s

1 1 —0s Os
- +
=/ " Vg (s)ds — 6_9/ (676)91 (s)ds
0 0

2
1 —0s Os
= ) o (s
0

1
= / g1 (s)e~? cosh (0s) ds
0

1
(2.42) Cov¥(Gy, fo)) = / g2 (s) e~ cosh (0s) ds
0

1 1
g1 (5) £ Y:s */0 YTudu7 g2 (S) £ YT(S+1) 7/0 YT(u+1)du
Et,
(2.43)

1 1 !
Cov?(Gy, Gil)) 1+ 9) = 7)) \n (s) — 0698/ e g (u) du) ds

Il
O\H
+
—

—_

\H
Q
=
—~
[
N~—
IS
@
+
S—
o
)
>
»
VS
c\
iy
ml
=)
e
Q
[y
=
N—
QU
<
~~_
IS
@

0

_|_

_|_

D= D= DR D= N
=

D= D= D= D= e

e %g) (s)ds

_|_

S~ N 7N 7N 7N
Q
—
—
N
QU
@
+
ST —
o\

=
Q
=
—
=
ISH
&
|
|
S—
N
o
&
<
Q
[
=
N~—
<
<
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1

(2.44) Cov (GQ,G(2 )= (1 + ) Cov(Gl,G ) - é e %%gy (s)ds
0

2 2 2 (! —0s
(2.46) Cov (Gg,G( )) (1 tgt 02) Cov(Gl,Gfl )) — 0—2/0 g2 (s) e %ds
En utilisant (2.8]),(2.23))-(2.34)), les calculs ci-dessous se font avec mathematica :

—o?hp? (— + 5) A1 (Yo.r) = —h(20 + O(1))Cov®(Gy, G)

6
2 (v Pavet (o BVY (L
02<2 2 (6+2 =015)"
0%ayo? Q (1) 1 2 2 B B 0%y03
—/\2(}/0;7—)+ /\1(Y07—) = Cov (G17G4) —; 1+§+6T2—a _077+ B)
1
Ou
+ 62/0 g1(uw)e™ " du
_ Wy, [ ou 1
(2.47) Cov=:(G1,Gy )+ [ gi(w)e™™du) x O 7
0
Donc,
(2.48)

31

62 2 62
—otht? (_6 + B) M (Yoir) + 03 (; - a;OI <—g + g)) (—)\2(5/0:7) + a;al A (Yo: r))

1 1
= —2h(0 + O(1))Cov®(Gy,GY) + O (02) /0 g1 (w)e " du.

D’autre part, la formule (2.41)) peut étre réécrite sous la forme :

1 1
COVQ(Gl,GS)) = / (YTS—/ Ymdu> e_ecosh(ﬁs)ds
0 0
1 —0 1 -6
(YT—/ Ymdu) e~ sinh(0) _/ e smh(&s)dYTs
0 0

0 0
1 —0 o 1 -0
(2.49) _ / sdY.. x e~ ?sinh(6) _/ e smh(es)dym’
0 0 0 o
Donc,
(2.50)

0
e~ ? sinh

1 1
+ h/ sdYy s+ 2h(6 + 0(1))/ %de
0 0

— 2h(0 + O(1))Cov®(Gy, GV + h/1 sdY,s = —2h(0+ O(1)) (/01 dem) (219 - 62;9>
0
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=— 1deTs x O 1 +2h(0 + O(1)) 1Mdi’m
(/o ) (T) /o 0

Donc, en utilisant la définition de BI/("*””” (9), lemme , les équations d2.48|), d2.49|), d2.50|)
(Les mémes formules sont validées en remplagant Y., par Yp.o,), nous obtenons:
Mt + Vo 2r + Wo,zf)

0

|Bl (}/0:7') 0) - B2(YT:27'? 9)|

IA

1
;(hTQM + hTVO,QT + Wog-,—) + 2h6 (

PN

Mht + hVo2r + hWo 2r .
O

LEMME 2.10. Pour toutn > 1, 8i Y(,_1)rnr a la loi d’'un mouvement brownien entre (n — 1) 7

Yin—1)rinr Yi-1)rinr . .
et nt, alors A, V77 (0) et B, "V (0) sont des variables gausiennes.

DEMONSTRATION. Considérons AY°7 () et By°7 (). Nous observons que ces deux termes
peuvent s’écrire sous la forme :

(251) A% (9)=h /0 (1= 8)dYar + a3 (6) As (Yo ) + as (8) Aa (Your) + ax (6) A1 (Your)

Ou:

a B
a1(9) éO’%h92 (3+2—a
2 2
912 (1 Y 90472%@ oy ,
+o5h0 (b 5 5 01<3—|—2 )) 5 01
o o (p 2 P07 o (0 B
az () = —o2ho (b 2+ 5 01<3+2 ))
az (0) = —chh?
Et,
1
(2.52) Bf‘” (0) = h/ $dYsr + ba (0) Aa (Yo.r) + b1 (6) M (Yo.r)
0
Ou :

b (0) 2 o2ho? (6 - 'g) +
2
+o2ho? ( _ Mgf <0‘
2 2 6

Jr
2
by (0) 2 —03hb? (g _ oy A 52 (_cg

2 1

En appliquant la formule d’It6, nous avons :

1 1
(2.53) / Yo ds / (1— 5)dY,,
0 0

1 1 —0s _ _—0
(2.54) / YSTefesds:/ <66> dYs;
0 0 6
1 1 0 _ _0s
(2.55) / Y, e%ds = / (e ¢ >dYST
0 0 0

(2.56) /01 Y, cosh (s) ds = /01 <sinh (6) — sinh (80)> dYs,

0

1 1 1 1
(2.57) / g1 (s)e %ds = / Yire %%ds — </ YSTds> / e %%ds
0 0 0 0
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(5 (50

D’autre part, en utilisant les définitions (2.8]) et les formule (2.41) — (2.46), (2.53)) — (2.57),

679 !
(2.58) M (YO:T):7 /O g1 (5) cosh (0s) ds

1 1
(/ Y., cosh (0s) d / Ysrds | cosh (6s) ds)
0 0

e ? sinh (0) — smh (sf) sinh ()
( 0 9)ar.,

a Jo
e ? 1
=7 ; (ssinh (0) — sinh (0s)) dYs,
(2.59)
_1n.,0 1y, B
)\2 (YE):T) - §COV (Gg, G(4 ) - ;Al (YOIT)

1 2.2 W, 2 [ —0s B~ 0 )
= ; ((1+ 7 + 02) Cov(G1,G,7) — 97/0 g1 (s)e "ds | — ,y—aCov (G1,Gy7)

1 2 2 B 2 [t W
— (14242 _2 Vo) — —— s
5 ( 7T a) aX (Yo.r) e /0 g1 (s)e™"%ds

:/0 (67_; ( +3+0 g) (s sinh (6) — sinh (0s))
2

o (e = (=) (=) s

1

((1+7)a=a) 2 o)~ D) - 5 | g () e ds
:/Ol(ec_; <1+;_Z_3(1+Z+;2_§)> (s sinh (6) — sinh (6s))
. (% _ 1) (e e (1) (1)) )Y,

Daus les formules (2.51) , (2.52)), nous remplagons l’expression de A1 (Yo.-), A2 (Yo.r) , Az (Yo.r) dé-
terminées par (2.58) , ([2.59) , (2.60). Nous obtenons que A}*" (9) et By (§) peuvent s’écrire sous
la forme d’une intégrale d’une fonction déterminée par rapport a dYs,, sous lintervale [0, 1], ¢’est
a dire :

(2.60) As (Yo.r) =

(2.61) AP )= [ hi0)av,
(2.62) B (9) = /1 f2(s,0)dY,,
0

Donc, quand Yp., a la loi d’un mouvement brownien entre 0 et 7, alors AY”" () et By () sont
des variables gausiennes. (]

2.2.2. Estimation de la fonction de vraisemblance.
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LEMME 2.11. Nous fivons Y, pour tout n > 1,V (z, z) € R?,

M ~
’l/) (}/(n—l)r:nra .T,Z) > exp <—2M.I - Z‘ -TM <2 + 1>> Z[}(}/(n—l)‘r:n‘rv'ra Z)

M ~
w (Yv(nfl)'r:nra QT,Z) < exp <2M|.’IJ - Z| +7TM (2 + 1)) 1ﬁ(Yv(nfl)'r:n'm:177 Z)
DEMONSTRATION. Définissons la fonction F telle que :
F'(z)=f(z),Vzr eR
Par la formule d’It6, nous avons :
nTt . 1 nTt
F(Xpr) =F (X(n_1)7) +/( ) f(Xs)avs + 2/( ) f(Xs)ds
n—1)tT n—1)r

Donc,

dIP) nTt
e e = o0 F (o) = F (X 40 [ X,
dP (n—1)7

n—1)1

BT NCACORIRCART S ds)

Nous pouvons encadrer :

dP

dP ™ (M +1)
d]f” ‘]:[(nfl)ﬂ':nﬂ']

> exp (_M|Xn'r - X(n—1)7'| - 9

> 12;(}/(”—1)7':”7'7 X(n—l)ra Xn'r)
Et,

dPP M\ ~
ﬁ ‘]—"[(n,l),:,w] < exp (M|Xn7' - X(n71)7| + 2) w(YV(nfl)T:nﬂX(nfl)Ta XTLT)

Nous obtenons donc :

5 [ dP
P
E (d]@ |]:[(n—1)7':n7']

5 ( dP
P
E <d]@’ |f[(n71)f;m]

M
Xn1yr =, Xpr = z> < exp <M|z — x|+ T2 )
(2.63)

M(M+1
Xn—1)yr =2, Xnr = z) > exp (—Mz — x| — T<+)>

2
Et,

s [ dP
2.64) EP (
(2.64) e |7

X(n—l)T =z, Xnr = 2, }/(n—l)T:nT)

(n—1)7:n]

<6Xp <M|Z_$+) 1}\(}/(71 1‘rn771‘ Z)

(n—1)7in7]

5 [ dIP
265) EF( =
(2.65) ( 2l

X(nfl)'r = vanT =z, }/(nl)T:nT)

M(M+1)\ ~
ZGXP <_M|Z_x|_7-(2—i_)) 1p(Y—(n 1‘r'n7'7:1j Z)
Donc, ce lemme est bien obtenu grace aux (1.6]), (2.63) — (2.65). O

En utilisant les formules (2.16]) et (2.38]), nous obtenons :
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PROPOSITION 2.12. Fizons Y, pour tout n > 1,V (z,2) € R?,
M
) (Y(n_l)T;nT,x, z) > 0109 €xp (—TM (2 + 1) —2M|x — 2| — A3 (0) 2% — By (0) 22

Oy (0) 3z + AT (B) 4+ By YT (0) 2+ O T (9))

M
VY (Yin—1yrinr @, 2) < 0102€xp (TM (2 + 1) +2M|x — z| — Az (0) 2% — By (0) 22

Oy (0) 3z + AL TIT(0) 4+ By VT (0) 2+ O T (9))
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CHAPITRE 3

L’approximation robuste du filtre optimal

La stabilité joue un réle important en étudiant 'approximation particulaire du filtre optimal.
On remarque que sans stabilité, le filtre optimal 7, ne peut pas étre approximé uniformément en
temps par un systéme de particule parce que la borne sur ’erreur qui apparait quant on utilise les
approximations particulaires croit linéairement en temps. La stabilité du filtre optimal est difficile
d’obtenir directement. Pour surmonter cette difficulté, nous allons construire un filtre robuste
72 ( dépendant de paramétre A € R ) qui satisfait & la fois un rapprochement uniformément en
temps de 7, et d’avoir la propriété de stabilité. La stabilité de 71'7%_ nous permet de montrer que
I’approximation uniformément en temps de 74 est un filtre particulaire noté 723", ott N est le
nombre de particule. Donc, grace & un tel filtre robuste que nous pourrions avoir, la stabilité et
'approximation particulaire 74" pour 7,,. La littérature du filtrage non-linéraire nous montre
que tout va bien sur un espace compact( voir Atar et al. [AVO99]|, Del Moral et Guionnet [MGO01],
Budhiraja et Ocone [BD97]). Donc, il faudrait construire le filtre robuste en restreignant le filtre
optimal sur un compact qui dépend de paramétre A. L’idée est comme celle de « Oudjane et
Rubenthaler » (voir [ORO05]), nous tronquons la fonction de vraisemblance 1, par un compact
(qui va étre défini dans la suite). Ce chapitre est consacré a déterminer le filtre robuste avec ses

propriétés et a établir sa stabilité.

3.1. Description du filtre rosbuste

Notons :

o a0 -0
3.1 K =

Ci (0

- 12( ) By (0)
Cette matrice peut étre décomposée sous forme :
As (0) 0
_ pT 2
(3.2) k=P { 0 By (6) ]P.
Ou :
7 02(9) 1/2
(3.3) po[r 0] | (- mome) O ,
P21 P22 _ 6.9 1
2B5(9)

P2,2P1,1 P2,2

1
0
Plzl_péé{l 1 ‘|

1
Dorénavant, nous supposons que les paramétres 7, h sont satisfaites, avec ¢ € (57 1).

1
HypPoTHESE 2. Fixons ¢ € (5, 1), on suppose

1—2po;

[ 2B5 (0) p2,10' " >0, p11 >0, pa1 <

h 1
(3.4) B (0) > 1’ 3

37
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Cette hyphothése est possible d’arriver parce qu’a partir du lemme nous avons: By (0) pa1 —

60— +oco
0,p22 — Lipp — 1.
0—+oo 0—+oo

Soit A > 0, pour tout 7 > 0, pour tout k > 0 et pour tout b, définissons les compacts :

(3.5) C(A,b) = {z : |2By (0) (L + pa1)z — b| < A},
Cir1(A) = C(A, B (g)),

Et,

(3.6) m(b) b

" 2B, O)(1+p21)’

Mpy1 = m(BfkT:(Hl)T (0)).
Nous supposons que mg est un point dans le support de 7 et posons :
A A
[mo T O (L4 pen) " 2B (0) (1 + o)
A partir de Phypothese 2] et du lemme [2.8] il existe une constante universelle C' telle que :

Co(A) =

CMT 4+ Vik—ayrpr + Wik—oyrkr) fk>2,
(37) = i < § ST H Viearrir FWaaymir)
mo-i-C(MT—‘rVo’T—f—WO’T) ifk=1.
Notons :
A (1 - 2192 1) 1—
3.8 d(A) = —== —2B 0 7"A — 4M,
(3-8) (A) 1+ pas 2P2,1
Quand A est assez grand, la fonction d(A) est positive.
Définissons:
1—e 2
24Ch+/T exp (—1 62 )
(3.9) T(A) = Hio) + (s itreal o
AANVE S P11
49 2 M 2 —1 T
8B, 5 M T+ I (BM+T)+4| M2 (1,-1)k 1 (1,—1)7| 1
X 010211 2 i) exp (élBgd(A)2)

HYPOTHESE 3. Supposons que le support de 7y est compact et que mg est choisi telque :
mo(Co(A)°) 2 T(A),
Pour tout A assez grand.

Pour tous k > 1,7 > 0, pour tous z et 2’ dans R, définissons :

(3.10) Ui (2,2") = Yir (2, 2") Loy (a) (a)
Et,
(311) Dk = |mk — mk_1| y
Pour tout D > 0,
(3.12)
2
A
1 (D + Bo(1+p2 1)) < < A ) M (M + ].)>
D,A) = e — ’ e —-M | D+ — ,
&l ) VonrT P 27 P By(1+p21) 2
(3.13)
(p-5tm).)
D——-—_4
1 ( Ba(14+p2,1) +> A M
D, A) = e — e M{(D+——|+— ),
&(D,8) = ——cx - o (3 (D4 gy ) + )
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On définit :
A / ! : A
(314) RkA+1($7d$/) _ kaJrl(x:x/)Q(xa dx ) / S% T e Ck( ) )
VYicrr (7, 2)€1(Dyy1, A)da"  siz ¢ Cr(A).

Le filtre robuste (TFA )n>0 est défini par :

nTt

(3.15) {WOA -

A=A —A
2 =R, oR,_j0---0Ry (m) pour tout k> 1.

3.2. La nouvelle représentation pour le filtre robuste

Au chapitre 2, dans la subsection [1.2.3] nous avons indiqué que s’il existe une chaine de Markov
avec un noyau mélangeant telle que la formule est vérifiée, alors nous pouvons obtenir la
stabilité pour le filtre (grace a la proposition . Cette section a donc pour but de construire une
chaine de Markov mélangeant telle que notre filtre robuste vérifie la formule (1.3)).

3.2.1. La construction de la chaine de Markov. Fixons Y. Pour tous z = (21, 22) ,2' =
(27, 24) € R?, k et n dans N* | n > k, définissons :

(3.16)
=z EkA (%dx/) - ]leil(A)(xil)d}’i(x:)QZ(z,dx,) ) ) g S? T2 € Ok—2(A)
]].Ck—l(A) ($1)1/1k (x )61 (Dkfla A)Q (xlv 1'2) dxldl'g simon
w2A|2k( ) = {éQAﬂOEQA”—QO"'OEﬁJrz(%RQ) sik<n-—-1,
n ! si k= n,
Uhmonr2(t') <
niRA d , k< _q
SzAn\zk(x»dﬂﬁl) = w2An|2k(x) Sepo(r,dx’) sik<n—1,

dx’ sik=n-—1.
Ci-dessus, nous utilisons les mémes notations utilisées dans [MGO1]. @ a la densité par rapport
a une mesure de Lebesgue sur R, donc S;‘n |2k(:c, dx') a la densité par rapport & une mesure de

Lesbegue sur R2. Notons cette densité par : (z,2') € R? S;‘n‘%(a:, 2"). Nous définissons wﬁn’@k(x)

et S2P (z,da’) de la méme facon que de définir ¢2A7L|2k(x) et S2 . (z,dx") sauf qu'on remplace

2n|2k 2n|2k
Y2 par 1. Notons aussi (z,2') € R? — SzAn’lz;k(m,x’) la densité de SzAn’lp%(x, dz') .

LEMME 3.1. Fizons n, k € N, pour toutes v = (x1,12), 2" = (2},25) € R, n > k > 0. Nous
savons que SQAM% (z1, 29,2, 2h) et SQAn’lgk (z1, 29,21, 25) ne dépendent pas de x;.

DEMONSTRATION. A partir du lemme nous avons :

(3.17) Q% (w1, 9) , d (', 2h)) = / Q (z1, 22, dy1, dy2) Q (y1, Y2, dz', dz?)

(y1,92)

_ /( Q1) e () Q o ) by (4
Y1,Y2

~Qa},du) |

Y2
~Qaldet) [ Qan,dye)d,, (ds)

Y2

D’autre part, pour toute fonction test f, nous avons :

Qo dys) by (1) = [ F(ah) [ Qo) by, o)

( " Q (y1, dy2) 0u (dy1)> 5, (dz))

Y2

= [ f(y2) Q(22,dy2)

Y2
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= Q (‘r27 f)
Autrement dit,
(3.18) | @z s, (d54) = @ oz, o)
Y2

En combinant (3.17)et (3.18]), nous obtenons :
(3-19) @2 ((mlﬁ x2) .d (mlla l‘é)) =Q (x/lv dl‘é) Q (x27 dx/l)
D’autre part, nous avons :

A SA BA SA
(3.20) Vom2k (x1,22) = R3,, © Ry1y0-0Rops (z, RQ)

DA DA DA
:/ R2nOR2(n—1) o...oRy ,(z,dy)
yER?
DA DA A DA
= / / Ryj iy (2,da’) Ry, 0 Ry, yyo...0 Ry (2, dy)
yEeR2 J g/ cR2

SA SABA SA
= / Ry yo (@, da’) / Ry, 0 Ry, qy0...0Ry (2, dy)
z/ €R? yEeR?

AN DA
= / 22 1/}2m|2k+2 () Ry s (z,dz")
x' €

En utilisant (3.19) et la définition de ﬁkA, nous savons que E?}wrz (21, z2,dx}, dzh) ne dépend
pas de x;. Donc, la formule (3.20) nous confirme que 1/}2&"‘% (z1,22) ne dépend que de x5, nous

obtenons tout de suite le fait que SQAM% (21,22, 27, 24) ne dépend que de xq, z}, 5. O

Pour tout D > 0, posons :

f1(D, A)
3.21 D,A) = | =75,
(3:21) e(D,A) &(D.A)
Pour tout k£ dans N , notons :
€ — E(Dk, A) .

. s A Ap
Le lemme ci-dessous nous donne de plus des propriétés sur les noyaux S%‘Q,c et S2n\2k' Plus
précisément, ces noyaux sont des opérateurs Markoviens et contractants sous la norme variation

totale.

LEMME 3.2. Pour tout k < n—1, le noyau SQAM% est markovien et est contractant avec le taux

de contraction qui est (1 —€2 ) sous la norme variation totale. Le noyau S2P - est markovien
2k+1 2n|2k

et est contractant avec le tauz de contraction qui est (1 - €§k+1) sous la norme variation totale.

A
2n|2
nous obtenons la démonstration pour SQAn "gk . Pour toute mesure probabilité p sur R?, ainsi que
pour tout kK <n —1,

DEMONSTRATION. On va écrire la démonstration pour S, ,, et en faisant de la méme maniere

A , ¢§z|2k+2(x/) ~A ,
M(dx)52n|2k(‘r7 dz') = M(dﬂﬁ)iA R2k+2(33a dz’)
R2xR2 R2 X R2 %n\gk(f)

EATLO"'OEA (xl7R2>~
[ i) 2SR (o da)
R2 xR2 R2n0-~-OR2k+2(x,R )

Fubini / (d )/ EQATL ©--0 E%c-i-él(x/a R2)R§H_2(CL’7 dCU/)
= w(dz = =
R2 R2 RQAn 0-++0 Rﬁc_ﬂ(x, R2?)

:/RZ;L(dx)zl.
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SA

o2k est un opérateur markovien.
Pour tout £ > 1 et pour tous z1, zo dans R. Notons :

Ae(dz1, dr2) = Loy (a)(®1) Loy (a) (22) Yk (1, 22)Q (71, 22) dz1dTs
A partir de la proposition [2.1} pour tous z1 € Ci_2 (A), z2 € Ck_1 (A), nous avons :
§1(Dgp—1,A) < Q (w1, 22) < &(Dp—1,A)
Donc, a partir de la définition (3.16]), pour tous x1, z2, 21, 22 dans R et k > 2, nous avons :
E1(Dg—1, D) (d21,d22) < R (1,22, d21,d23) < €a(Dyo1, A) A (dzn, d2o)

En notant que pour tout k¥ < n —1, an‘Qk = Jroype( RS, .. R2k+4)(y7dz)R2k+2(x dy), nous
obtenons :

Yok () < / (RS, ... RS,y 1) (y, d2)€a(Dajy1, A)dapa(dy)
R2 xR2

Von
Donc, en remarquant que pour tout k¥ < n — 1, SQAH‘Qk(‘T?dz/) _ MRzkw(xadﬂf’), on
2n|2k
obtient :
D A EA‘ ”RQ A dx’'
(3.22) Sonjon (@, da’) > & (Dary1,8) « ookt a(® RE)Agpi2(da’)

~ &(Dag41, A) Jz2 ﬁfn:%H(y, R2) Agpio(dy)
En faisant similairement, nous obtenons :
&(Darr1,8) R, o a(@', R?) Aok yo(da’)
T a(Daki1,A) [, éfnz%ﬂ(y, R2) Agjpo(dy)
Les inégalités et nous confirment que S5, 2% ©st un noyau mélangeant de coefficient
de mélange €3, ;. Donc, a partir de [OR05], page 430 (et de [MGO1]), nous obtenons que SQAn‘%

(3.23) SzAnl%(x dx') <

est contractante avec le taux de contraction qui est (1 — €3, ) sous la norme variation totale. [J

Notons Zy = (0 Z(z)) ol Z(z) est une variable aléatoire. Définissons (ng = (Zéi), Zé?))
\ 0<k<n
S.

une chaine de Markov non-homogéne avec les noyaux de transition S4 STILTRERE

2n|0° i.e, la loi de

Zsi. sachant la loi de Zop_o est S2n|2k—2 (Zak—2,.). On suppose que le support de Z(()Q) est un

sous-ensemble de Cy (A) et notons que Zé,lc) prend valeur dans Cax_1 (A) et Zéi) prend valeur

dans Cyy, (A).

Définissons en plus (Zéz) = (Z (e)(1) . Zy (p )(2))>0<k< une chaine de Markov non-homogéne avec
SRS
(1)

A, A, A, . — 2
2n |(§ ) Szn|(2p)’ SRR S2n|(§7172' Posons : Upp11 = (ZQ(k)’ Z2k+2)

pour tout k € {0,1,...,n — 1} et U2(711)+1 = 2. Posons: U2(£2|-1 — (z®) Zéi)f)) pour

ke€{0,1,2,...,n — 1}. Ces nouvelles suites forment des nouvelles chaines de Markov.

Z(() ) = Z, et les noyaux de transition S

LEMME 3.3. La suite (U1,Us,...,Usp_1, U2(711)+1) est une chaine de Markov non-homogéne. La

suite (U U U ) est une chaine de Markov non-homogene.

DEMONSTRATION. Nous allons montrer la propriété markovienne pour la suite Uy,. .. ,Usp—1, UQ(??H
et nous faisons pareillement pour la suite Ul(p ), Uép ) Uéﬁ) 1- Prenons une fonction test ¢ dans

C;‘(RQ). Pour tout k£ € {1,...,n — 1}, et pour tous z(() ),zél), sz) dans R, nous avons:

1 2
E(p(Uair1)|Us = (287, 28), o Usir = (2575, 250)) =
2 1 2 2 2 1 1
E(p (ZQ(k)aZ2k)+2)|Z ) = () ""Zék) _Zék) 27Z2(k) :Zék))

Selon le lemme S2An|2k ne dépend pas de premiére composante, on peut noter :
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(2) (1) (2 (1)

6% (z z ) £ ! P\ Pk 0 %
k=2 72k ) A o @ 1) @) .2 2k * “2k+2
fIR S2n|2k—2 (ZQk—Q’ “ok—25 %2k » “2k ) dzy), IR

A (1) (2) 1 (2 A 1 (2 1) (2) (2) (2) ;7,(1)
SZn\2k72 (sz—zv “ok—21 %2k 1“2k ) (/R S2n\2k (sz 1 29k 1 F2k+2) sz+2) dzzk-+2> dzg), dzg), o

On obtient donc ( voir la preuve complémentaire [A.1) :
E (‘p(U%-H) | U= (=, 47), . U = (%?47%20 =0 (Zéilwzék))

Nous faisons les mémes calculs pour E (gp (Uérll)ﬂ) | Uy, .. .,U2n71>. Donc, Uy,...,Usp—1, UQ(:L)H
est une chaine de Markov. O

3.2.2. La propriété mélangeante. Notons Sgn|2k+1 pour le noyau de transition entre Usg 1

et Usgt1 (pour tout k = 1,2,...,n — 1), et Sgllmﬂpour le noyau de transition entre Us,_; et

UQ(:L)H. On note Séi)|[2]k+1 pour le noyau de transition entre Uéle et Uézzrl (pour tout k =
1,2,...,n—1). Posons:
(3.24)

A A 2
€(D,A)=exp| —-02M+A (+D>—B 2 <+D> ,
( ) p < ( Ip2,1) Ba(1 + pas) 2P2,1 Ba(1 + pas)
Pour tout £ € N,
€, = € (|myg — mp_1],A).

PRrROPOSITION 3.4. Pour tout k = 1,2,...,n, le noyau Sgn‘%ﬂ est mélangeant avec le co-

M (M+2) 4

efficient de mélange qui est e~ €561 (62k6/2k)2. Pour tout k = 1,2,...,n — 1, le noyau

(U 5 . 5 . —TM(M+2) 4 ARY
5’2”‘%“ est mélangeant avec le coefficient de mélange qui est e ( )6%_1 (€ar€hy)”.
Avant de montrer la proposition ci-dessus, nous avons besoin d’introduire un lemme technique.
Pour simplifier les calculs, notons que avec pour tout ¢y, to, x, z dans R,

(&)= ()

2M (|1 —
gy = ML= paal)
P11
LEMME 3.5. Supposons que, pour tout D > 0,
| — 2| < D,

12B; (0) (pr2 + 1)z — 15| < A
Alors,

1
exXp (—w(té - 232(]7271 + 1)2)2 — Bg (9) p§,1D2 - A |p271| D)

< exp (—45;(@(75’2 — 2B (0) (p2ax + Z))2>

1
<exp | ——5—(th — 2B (0) (p21 + 1)2)* + By (9)P§,1D2 + [p21| DA ).
4B> (9)

DEMONSTRATION. Pour tous a et b dans R, Iinégalité suivante est évidente : exp(—(a—b)?) <
exp(—a? + b? + 2|ab|). Donc, en I'utilisant, nous obtenons :

exp ( 4321 (9) (ty = 2B2 (0) (p21% + z))2>

= exp <_zm£@(té —2B5 () (p21 +1)z) + 2B2 (0) p21 (2 — x))Q)
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1
< exp (_43(@@/2 —2B5 (0) (p2,1 + 1)2)* + B2 (0) p3 1 (2 — ©)* + [p2,1(2 — @) |[th — 2B2 (0) (p2,1 + 1)Z|>
2

1
<exp | == (th — 2B (0) (p21 + 1)2)* + B> (9)p§’1D2 + |p2,1| DA
4B; (6)

Et,

exp (— 4B21(9) (ty —2B5 () (p2,1 +p2,2z))2>
- exp (_1(t/2 B 2B2 (0) (pz,l + 1)2)2 _ B2 (Q)pg’l(z o (E)2 _ \pz,l(z — {I;)Hté — 232 (9) (p2,1 + 1>Z|>

1
> exp (gt~ 2B20) aa + 1217 — B (0)33, 0% ~ 2| DB
O
) ooy A Y (—1)rikr A Yk—1)rikr Yk—1)r:kr _ pYk—1)rikr
REMARQUE 3.6. Dorénavant, on réécrit : A; (0) = A , B; (0) = B, ,
Ag (0) = As, By (0) = By, Cy (8) = Cy, Cy *~074 () = O =07k

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.4l Nous allons écrire la preuve pour S2n|2k+1 avec
pour tout k € {1,2,...,n — 1}, Pautre cas doit étre fait de la méme maniére. Soit ¢ une fonction
test(dans C; (R?)). A partir de (3.22), (3.23), nous obtenons :

A (2)
Szn\2k—2((z Zop—2)> (sz 722k ))
A (2) (1)
Je SQn\2k72((Z Zop—a), (225 5 2'))dz

~ 2 2 1) (2
RQAn:Qk—&-Z((Zék)’Zék)) R? ey, 1(A)(Z§k))]lczk(A)(Zék)>w2k(’z§k)7Zék))Q (zék)7zék))
Jr Reneanra (257 2. B2 Lo,y ) (55 Lowe () (o (45, 2)Q (261 ) !

Donc, pour tout k € {2,...,n— 1}, pour tous zéilz € Cop—_a(A) et zé? € Co,—1(A), nous avouns :

4
> €951

2 2) 1
(3:25) E((Uak1) U1 = (2575 280)) =07 (25,28 ) = ey

= 2 @
/ ( @ (1) )RQAn:zkH((Zék 7Z§k)) R?*)1c,, ,(a) (Zék))]lCQk(A)(ZQk )ka(ZQk)7Z§k))Q (Zék)7zék))
X P(Zak s Zogga = 1 1) (2
" Jo Bonan (245, 2), R Loy, () (25 ) Lo ) () oan (41, 2)Q (261, 287 )

A 1) (2 1 2 2 2), (1
X (/R Szn\zk Zék)’zgk)) (Zék)-i-27zék)+2)dzék)+2> dz( )dzék)m

A partir de la proposition , pour tous zé? € Cor—1(A) et zéi) € (5 (A), nous obtenons :

M
(3.26) 1/)2k(z§k),z§k)) > 0109 exp ( 2M|22,C — sz)| —TM (2 + 1))

% exp( A2(Z2k) o Bz(zéi))Q + Clzg}c)zéi +Ai’(2k71)7;2mzé}c) _‘_Bf(zkfmnzmzéi) + 03/(21%1)7:2“)

Yor—1)r2kr Yor—1)r2kr 2
_ 1) _ @ ™™ 1 (A —p2aB
= 0109 €x —2M |z M+ 2)+ —
102 €Xp ‘ 2k | ( ) 4A, < Pis
Y, . Y, . 2
v . 2 1 AY@e-vr2kr Do \B (2k—1)7:2kT L
B (21971)«2197-) o 1 > 1 — 924 (1)
*exp 432 ( 1 4A2 P11 2P1,129;,
1 2 . 2k
-5 (Bz/(zka)fsz 232(]92 12512 n 2(2))> 4 Cg/(zk1)7.2m>
2
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M
> (& partir du lemma [3.5) 002 exp (—72 (M + 2))
Y, . Y, . 2
1 A1(2k—1)7.2kr — ps 1B1 (2k—1)7:2kT 1 v . 2 Yoo
, B (2k—1)-r.2k-r) C (2k—1)7:2kT
X exp 4A2 ( P11 * 432 ( 1 + 0
Y, . Y, . 2
1 AT er-DT2k BY@r-1r2kr
X exp 4A, < 1 P11 - 1171 1 - 2A2p111,z$€)
1 Yok 1)ri2ker 2
4B, (Bl GETUTET 2B (p2 + 1)25?)

1 2 1 2
By () — 2)2 — (M + Alpa,]) |4 — 221 -

Posons:

. 1 AY<21¢71)T:21¢T Do 1BY(21¢71>T;21@T 2
ék) (.T) =exp | ——— L — ! L — 2A2p1713} s
P11 P11

1 2
ﬁ) (:L') — exp (_43 (B}/(Qk—l)-rﬁk‘r . 232(102,1 + 1).%‘) )
2

Y, ; Y, . 2
1 A (2k—1)T:2kT — o 1B (2k—1)T:2kT 1 Yook 1)miain 2
€1 (Y(2k—1)‘r:2k‘r) = 0102 eXp<4A2 ( ! 1 1’ ! + 7432 (31 Rk )

Yior— Ti2kT A
e (r=nrkr (gpf 4 Alpa1]) (MM +D2k>

A
o 2 D 2
B2p271(327(1 P + Do)

Parce que :
\Zéi) - Zéi)| = |Z§? — Mok—1 — (Zéi) - mZk) + mok—1 — May
= +|m — Mgk
= Bo(l+ pos) 2k—1 2k
A
Ba(1+p21) 2

Donc, grace a (3.26)), nous obtenons:

™™™
(3.27) Yo (24y), 25)) > exp (—(M+2>) €1 (Yoon-1yranr) 055 (25 )08 (257
Faisons de méme pour,
™M
(828)  wau(ely) 74y < exp (2 <M+2>) &2 (Vian-1raanr) Vi (251 051 (257))

Ou:

1 AY(%A)T:%T BY(Qk—l)T:QkT 2 1 9
1 — P2,15, (BY(2k—1)r:2k7->

€2 (Yiok—1)rakr) = 0102 eXp<% Pia + 1B, \1

A

+ 03/(21@71)7:2% + (2M + A\p2,1|) (w

+ D2k> + B2p§,1(27
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Notons que :

€1 (}/'(Qk—l)TIQkIT) A
— L —exp| —2(2M + Alpo, ——+D
€2 (Y2k—1)r:2k7) ( IP2a]) Ba(1+p21) o
A
—2Bop? (et Dyy)?
2192,1(32(1_‘_])271) Zk) )
2
= (€dy,)
Et que, pour tous zé}c) € Car—1(A) et zéi) € Cax(A),
(3:29) &1(D 8) < Q (24 2 ) < ©(Dar, )

En appliquant (3.27) , (3.28)et (3.29) pour (3.25]) , nous obtenons :

E(p(Uzir1)|Usior = (255 o, 25,))) = e MO (epehy)?

1 2 2 2
x/ <p(z(2) ey )R2n12k+2((zék)7'zék>) R2)]‘C2k(A)(zék)) ék)(zék))
2k » 72k+2 ~
R2 fR R2n:2k((zé}€)7 )7R2)]1C'2k(ﬁ) (Z ) (Z )dZ

A 1) (2 1 2 2 2, (1
X (/ Szn\zk Zék)’zék)) (Zék)-i—wzék)—m)dzék)—m) dz( )dzék)w

EQAH:%H((%,C), zék)) R?) et S;‘nl%(zé?, zék), .) ne dépendant pas de zé ). Nous obtenons que SY

—7TM(M+2) 4

2n|2k+1

est mélangeant avec le coeﬂiment de mélange qui est e €351 (62k62k) . De la méme ma-

niére, nous obtenons que SiP est mélangeant avec le coefficient de mélange qui est €3, (€a5,)?.

2n|2k+1
Car e}, | (eap)? > e ™TMMF2)ed, (€2k€2k) , donc, on peut dire que le coefficient de mélange de
(P)U —TM(M+2
Sopjakt1 st aussi e (M+2)ed, | (ezke%) . O

3.2.3. Représentation du filtre robuste par rapport aux chaines construites.

PROPOSITION 3.7. Soit n > 1. Pour toute mesure u sur R. Si nous supposons que Zy a de loi
wg‘nlo o fi, ot ji (dz,dx’) = 8o (dx) p (dz’). Alors, pour toute fonction test ¢ (dans C; (R)),

E(o(USth1) Tl cicn U551 (Uziz1))
E(ngign ¢§—1 (U2i—1))

Si nous supposons que Zg a de loi 77/127;‘%7) o i, ot fi(dx,dx’) = § (dx) p (dx'). Alors, pour toute
fonction test o (dans C; (R)),

E(p (Uzn )H1<'L<n o 1(U2p) ) N N N
= (R n—1© R n_920" "0 R
E(ITi<i<n ve_(UP) ( 2n—1 " S2n-2 1 (M)) (¢)

REMARQUE 3.8. Notons que dans notre cadre de travail, nous fixons I'observation (Y),., =

(3.30)

= (Boy o Ry 00 B (1)) (9)

(3.31)

(Ys) >0 La proposition au-dessus nous montre que, avec pour tout n, Eﬁ oﬁffl o-- ~o§1A(u) peut
s’exprimer comme le n — ieme terme d’une suite de Feynman-Kac qui est basée sur les noyaux de
transition mélangeants (par la proposition . Nous pouvons donc appliquer la proposition
pour cette suite. Cette représentation reste toujours vraie pour la mesure R, oR,,_;0---0 R, (1),
pour tout k£ < n, et n est une mesure de probabilité sur R.

DEMONSTRATION. Nous allons montrer (3.30|) et nous faisons similairement pour (3.31)). Pour
toute fonction test ¢(dans C;(R)), nous avons :

(3.32) E <<P (v ) TT s <U2i1)> -

i=1
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= /(]R2) » (2'2”) H ¢2k+1 (z% ,z2k)+2) SQAM% (22K, 22k+2) ¢2An‘0 o ji(dzg)dzy...dza,

= | Yonjonra(22642)
= /(R2) +1 (2) H [wwRzAk+2(22k»d22k+2)1/}2k+1(25k)7Z§k+2) (1/J2n\0 ® fi)(dzo)
" k=0 2n|2k

n—1 (2)
_ (2) SA A @ ) ] #ldzT)
= [ oD TT [Resnloons deanra)vfh s (7, 410 | 50—
/IR%XR 2 kl;[o 2tz TRk T2k 2 N(%An\o)
Par définition, nous avons :
(3.33) (R2 OR2n 10 ORlA(/i)) (¥)
n—1
proportionnel 2 9
X /]R2 R‘P(Zén)) H |:R2k+2(zék)+27dz2k+2)R2k+1(Z2k 7dz2lc)+2) H(dz(() ))
"X k=0

D’autre part, par définition,

S 2 1 1 2 2 1 1 2
Rﬁc+2(z2kadz2k+2) = ]]‘C2k(A)(Z£k))]l‘Czk+1(A)(Zék)-l-Q)wﬁﬁ—Q(Zék)-i-%Zék)-FQ)Q(Zék) dz ék)-‘rQ)Q(zék)-‘r27dZ;k)+2)

2 1 1 2 2
+ Lo (Zék))]]‘cszrl(A) (Zék)—&-Q)"/)%g-&-Z(zék)-i-Q’ Zék)+2)§1 (D241, A)Q(’Z%H’ dzék{r?)

Et,
R (z,da’) = g, (a) (@) (2, 2)Q(z, da’) + Leg a) (2) ¥Ry 1 (2, 27)61 (Diyr, A)da!
Donc,
= 2) _(1 1 2 1
(3.34) RzAk+2(22k> d22k+2)¢§c+1 (Zék)v Zék)w) R%c+2(zék)+23 dzék)Jr2)R2k+1 (ng) dzék)Jrg)
Cette proposition est donc bien obtenue grace a (3.32), (3.33)) et (3.34). O

3.3. La stabilité du filtre robuste

La proposition nous indique que le filtre robuste peut s’exprimer sous la forme d’une
suite de Feynman-Kac basée sur une chaine de Markov avec un noyau de transition mélangeant.
Donc, nous pouvons appliquer la proposition pour cette suite pour obtenir la stabilité. Dans
cette subsection, nous allons utiliser I'idée dans [OR05] pour montrer la stabilité. On suppose que

A e .
(75), oo () sont des filtres robustes avec les condictions initiales 7, 7)) respectivement.
n>0 nr ). 2o

7o — (71")A

. S D&
Nous nous intéressons & l’espérance E (‘ foul o

). Pour tous t dans R et £ > 1, notons :
T

co = e~ TM(M+2)

7(t,A) =1 — co(e(t, A)ge’(t, A))2 ,

T =1—c¢g (ei_leke;f

Pour tout L > 0, on pose :
_ 48Chy/T 1 L 2
L)= ——F—— o —= )
a(L) Lyr P ( 2 <6Ch\/?) )

(3.35) L>3mg+3CMt et a(L) <

On fixe L tel que

,.J;\,_.

Posons:

(L, A) +/7(L,A)? + 4a(L)(1 — 7(L, A))
5 )

p:
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LEMME 3.9. Pour tout 0 < k < n, nous avons :

2

DEMONSTRATION. Pour tout k& > 1 et pour L > 0 fixé, notons :

cole(L, A)3e' (L, A)2)\" " *
E (TonTon—2 - . - Toky2|Yoi2kr) < (1— o(e( i ) ))

0 — T(L,A) si |m2k_2 — mgk_1| < L et |m2;€_1 — m2k| <L
2k 1 sinon.

Remarquons que pour tout & > 1, [my — my_1| est une fonction de Y, _oy, ripr €t 7op < Oop < 1.
Introduisons cette nouvelle notation :

E (02n02n—2 . .. O2ky2|Yoi2kr) sik<n—1,
€on|2k+2 = .

1 sinon,

Donc, nous avons :
E (TonTon—2 . . Tort2|Yo:26r) < €2pjort2
C’est pourquoi, pour montrer ce lemme, nous allons majorer ey, zx42. Pout tout 0 <k <n — 2,
nous avons :
eanj2ht2 = E (E (fanbon—2 | Yo.2n—1)r) O2n—s - - - O2kt2 | Yoiokr)

Et,

E(02n02n—2|Y0:(2n—2)7)
= E(02,—2(1 — 19,2y (D2n) L0,y (Dan—1)) + 7(L, A)02n 2110, 1) (D2n) L0,y (D2n—1)[Yo:(2n—1)r)
= E(Oan—o7(L, A) + (1 — 7(L,A))02n,—2(1 — Lio,1y(D2n) L0, (D2n—-1))|Y0:(2n—4)7)
< 7(L, A)E(O2n—2|Y0:(2n—a)7) + (1 — 7(L, A)) [P(|ma2n — man_1| > L|Yo.c2n—a)7)+
+ P(|man—1 — man—2| > LYy (2n-4)7)] -

D’autre part, pour tout k£ > 1, pour tout L satisfaisant (3.35)), pour tout x, pour tout p < k — 2,

nous avons :
P(V(k—Q)JrT,kT > LE) < P(2|W27'| > -T) 5
P(W(kf2)+‘r,k‘r > Jf) < IED(2|I/V27'| > Jf) .

En utilisant (3.7) et les inégalités au-dessus, nous déduisons:
L L
P(jmr — mr—1| > L|Yo.pr)) < 2P [ Ch x 2|Wa | > = | =2P | [W]| > —————
(1 = sl 2 Ei¥or)) < 2P (Chx 2War| > 5 ) =28 (1] 2 L)

En utilisant I'inégalité suivante pour P (\W1| > m),

+oo t2 exp (—é)
oo [ (2)ae ),

z
Nous obtenons :
24Chy/T 1 ( L )2
P(lmy — mp_1| > L|Ypipr ) < ——=—exp | —= [ ——=— )
Donc,
]E(62n02n72|y():(2n—4)7') < T(La A)E(92n72|YO:(2n—4)7) + (]- - T(La A))a(L) .

Par conséquent, pour tout n, nous pouvons majorer :

eanjzkte < T(L, A)eap_gjary2 + (1 — 7(L, A))a(L)ean_aj2k+2
En particulier, parce que : egpjopt2 = 1, €apyopone < let 1> p=7(L,A)+ %(1—7’<L, A))a(L) >
T(L,A) 4+ (1 —7(L,A))a(L), nous avons :

eanrapkte < T(L,A) + (1 —7(L,A))a(L) < p
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Par récurrence, pout tout 0 < k < n — 2, (en remarquant que p est une solution d’une équation
de dégrés deux définie par : 22 — 7(L, A)x — (1 — (L, A))a(L) = 0), nous obtenons :

eonjokyz < p"
- 1
Parce que a(L) < 7 hous avons :
L,A)+1 L A3 (L, A))?
p < 2( (L, A) 4+ /7(L,A)2 + 1 —7(L, A)Si( ’2)+ :1—00(6( : )5( .4))
Donc, ce lemme est bien montré. O

REMARQUE 3.10. Similairement, on peut montrer que :

%MLAP&LAW>Q%W*L

E(TaTn-2.. Tht2|Yourr) < <1 - 5
Gréce a ce lemme, nous obtenons le résultat suivant.
PROPOSITION 3.11. Pour tout n, nous avons :
n—2
LAY (L, A)2\ L7 )
E(‘ )<2(1_co(6(7 )6(7 )))
VT 2

DEMONSTRATION. En appliquant la proposition [I.1] et la proposition 3.7], pour tout p € N*,
nous obtenons :

JAN AN
Tpr = Tnr

HWQPT 7r2p,r S 2TopTo(p—1) - - - T2

et

’

HWA _ab
(2p—1)7 Cr=D7|[yr

< 27’2(1),1)7'2(:0,2) T2

Grace au lemme [3.9]

E (H’ITA —np
2pT 2pT VT

><<2<1—00@U”AP§U;A»2>p1

Et,

VT) =2 (1 — ¢ (e(L, A)g’;’(L7 A))2>p—2

A AN
EwW%Aw_W%AV

Donc, pour tout n, nous avons :

5]

A AN
Tpr = Tpr

BES (1 pacs A>‘°’;’<L, A))?) L=,




CHAPITRE 4

Stabilité du filtre optimal

Tout au long de ce chapitre, nous supposons que les paramétres 7, h, A satisfont I’hypothése
[2] et 'hypothese [3]

4.1. Estimation des erreurs

Au chapitre 3, nous avons construit un filtre robuste qui est stable. Dans cette section, nous
allons montrer que le filtre optimal peut étre approximé uniformément en temps par ce filtre
robuste. Nous nous intéressons & la différence entre 7,, et 72 par rapport  la norme variation
totale. Cette différence est appelée 'erreur globale. Notons que cette erreur peut étre majorée

comme sui :

A —A —A —A
7nr = 7o llve < 1Tnr = Ry (tn—vye)lve + D [ Rr (Thr) = B (B (w(e—1)-))llvr
1<k<n-—1

. . . . . A
L’inégalité ci-dessus nous suggere & considérer tout d’abord la différence entre . et Ry (m(—1)-),
appelée 'erreur locale.

4.1.1. L’erreur locale. Rappelons que ” <7 est définie dans la définition [2.6] et la fonction
T(A) est définie dans la formule (3.9). Rappelons qu’a partir du lemme [2.10} sous la mesure de
Wiener A, nous savons que A}/O:* et Bf %7 sont des variables gaussiennes, notons W (.,.) est la

fonction densité du vecteur (A}/‘):T,BIYO‘*). Définissons la fonction ¥ de R? dans R telle que :

(4.1) W (t1,t2) = B (exp (O30 ) [A]07 = 11, BIYo7 = 1) 0 (11,12)
Notons ¥; une fonction de R? dans R telle que :

1
(4.2) v (tl, tz) = exp <—4 (tl, tQ) Ii_l (tl, tg) T) \111 (tl, tg)

On rappelle ici la probabilité P qui est définie dans (2.1]). Pour toute fonction test ¢ dans C;“ (R?%)
(I'ensemble des fonctions continues, bornées sur R?), nous avons :

E; <¢ (4. BY) %‘E X0 =2, X, = z>

Eg <j§’}; | Xo =z, X, z)

Et, conditionné sur Xy = x et X, = z, nous avons l’encadrement suivant (la démonstration simple
se trouve dans la proposition [2.1) :

TM(M+1)> < dp
2 ~ dP

Sous la probabilité P . Nous savouns que X est un mouvement brownien, donc Xy., conditioné par

Xo =2, X; = z est le pont brownien. Le lemme suivant nous donne des propriétés de A{O’*,B}/"”

sous la probabilité P.

(4.3) Ep ((p (Af0=f,Bf°=f) X =2, X, = z) -

M

< exp (M|x—z|+>
f

(4.4) exp (—M|x -zl = 5

T

LEMME 4.1. Sous la probabilité ﬁ, conditionné par Xo = x et X, = z, nous savons que A%/”’T et
B sont deus variables gausiennes. D’ailleur, la matrice de covariance du vecteur (A%/“’T,B%/‘“)
ne dépend pas de x et z.

49
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DEMONSTRATION. En utilisant le pont brownien, nous avons :
c ((XS)SE[OJ | Xo =2, X, = z) =L ( (1 - 7) +z7 + B, - Bﬁs € [077})

Ot (Bs) 4¢[o,,) €st un mouvement brownien sous la probabilité P qui est 1ndependant de (Ws)se(0,7)-
A partir du lemme [2.10] conditionné par Xy = z et X, = z, nous avons :

A}/“”:/ f1 dY_h/ fi de+/ f1(§)dW
[ B2 e ()52 [ (2o
1

1 1
=hr fl(s)(x(lfs)+zs)d5+hﬁ/0 fl(s)(BsfsBl)dsqLﬁ/o f1(s)dW,

0
(intégrale par partie)

—hT/ f1(s) (z(1—s)+ zs) ds—|—hf/ (/ l—s)fl(s)ds—/osfl(u)du>d3
7 [ nsaw

Similairement, nous obtenons la forme pour BYO:T conditionné par Xg =z et X, =z

BY‘”—hT/ f2(8) (x (1 — 5) + 25s) ds+hf/ (/ 1—s)f2(s)ds—/osf2(u)du)st
+VT ; fz(s)dW

Donc, A} et B}°" sont deux variables gausiennes et la matrice de covariance du vecteur
(A{OJT,B}/O’T) ne dépend pas de x et z. O

Nous allons ensuite donner un encadrement pour ¥; qui est définie dans la formule (4.2]) en
utilisant les faits ci-dessus :

LEMME 4.2. Il existe une constante positive Cy (h,T) telle que, p.s. par rapport 4 (x, z) dans
RQ

Uy (2(z,2)k) < Ci(h,7)exp (AM|z — z| + 7M (M + 2))
Et,
Uy (2(z, 2)k) > (Cy(h, 7)) exp (=AM |z — 2| — TM (M + 2))

DEMONSTRATION. Fixons (z,z) dans R%. Pour toute fonction test ¢ dans C;(R?), nous avons :

ws) [ oy PALT BE )50 2, DA dr) = B (AT, B )5 (Wor,2))
0,7
=FE (@(A‘{VO:’,BYVO”) exp (—AQS(}Q — By + Chzz + A}/V“”a? + BYVO’TZ)

x E (exp (C’WO T) A‘l/Vo:TvBYV[):T))

= 0102/ o(t1,t2) exp (—A2x2 — By2? + Chzz + 1z + t22) U(ty,ta)dtrdts,
]R2

Pour toute fonction ¢ dans C; (R?), on utilise la proposition et la formule ([4.5)) pour obtenir :

(4.6) /C oy AL BN 2
0,7
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: / (A, By )Mo= M)y, 2) A (dyor)
c((o,7)

— 0,10,262M|z—z\+‘rM(%+1) / @(tl, t2)67A212*B2z2+clzz+tlz+t2z\1/(t1, tg)dtldtg
R2

o(t1,t2) exp <_jl((t1’ ta) — 2(x, Z)I{)I{_l((tl, tz)T — 2k(x, z)T)>

X \I/l(tl, tg)dtldtg

| M (M
109 2M|z—z|+ M( 4 +1)
R2

Pout tout t; et t5 dans R, notons

1
Q(thtg) = exp <—4(t1,t2)l€1(t17t2)T> .

D’autre part,

@n) B (o (AP BY) Xo=a X, =2) = [ oAl Bl 2,2 o)
c((o,7])

Grace aux (4.3)) et (4.4), nous obtenons donc,

(4.8) Ep ((p (A}”O:*,Blyw) 1Xo = a, X, = z)

M (M + 2
< exp (211 — o)+ LG g (o (e, B ) 1o = 2. X, = 2)

Et
(4.9) Ep ((p (Af“”,BfO”) Xo =2, X, = z)

M(M+2
> exp (2M|x —z| - T(H) Es (g@ (A}/O:T,B}/‘”) | Xo=2,X,; = z)

2
En appliquant le lemme nous avons une expression :
(4.10) Es (ap (Af‘”, Bf””) | Xo =2, X; = Z) = / @ (t1,t2) Q. (t1,t2)dt1dty
RQ

Ou log Q;’Z(tl, t2) est une forme quadratique en ¢ et to.
Nous obtenons, & partir de (4.6) — (4.10),p.s. en (¢1,t2) par rapport & une mesure Lebesgue dans
R?,

(4.11) Q;7Z(t1, tg) < 0'10'264M‘ziz|+TM(M+2)Q((tl, tg) - 2(33‘, Z)H)\Iﬁ('ﬁh tg) .
Et, en utilisant la borne inférieure dans la proposition 2:12], nous obtenons :
(4.12) Q;,z(th tg) Z 0'10'2674M|x72|7TM(M+2) Q((t1, tg) — 2(1‘, Z)/Q)\Ill(th tg) .

Notons M€ et m = (my, ma) sont la matrice de covariance(qui ne dépend pas de (z,z)) et le
moyen(qui dépend de (z,z2)) de (A?O”,B%/O’*), respectivement. Pour tous z, z, t1 et t» dans R,
nous avons :

1
maxQ’, , (t1,t2) =

tita 2m+/det (M¢)

1

2m/det (M¢€)

Donc, a partir de (4.12)), on gagne 'existence d’une constante positive qui dépend de 7 et h, notée
Cy(h,7) telle que :

Et

Q. . (m1,mz) =

Wy (2(x, 2)K) < C (7, h)etMle=zltmM(M+2)
Par ailleur, nous voyons dans la démonstration du lemmeque le vecteur de moyen m = (mq,ms)

peut s’exprimer sous forme m = (z, z) k", ou &’ est une matrice fixée dans M 5 (R). Donc, & partir
de (4.11)), avec pour tous = et z dans R, nous avons :
) )
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Q(w,2) K = 2(w, 2)K) = Q. ((x,2) &) (102) " e M= = MO (0 (2, 2) 7))
1

= 2m+/det (M*€)

— 1 — | _ 1(y 1—101 _\T
(0_10_2) 101(’7’,]1) 16 AM|z—z|=2TM(M+42)—4M |5 (z,2)c"x ™ (1,—1)7 |

Donc,

(4.13)  Q((z,2) K — 2(x, 2)k)e*MIe—21+4M |3 (@.2)ns =1 (1, =)
1

= 2m+/det (M©)

(0102) 7" Cy (7, h)~te 2T M(M+2)

Si k' # 2k, nous avons :

im  O((z,2) & — 2(, 2)k)e*Mle—zH4MI3 (@.2)x"s 7 1.-1)T] —
(z,2)—(00,00)

Ce qui est contradictoire avec I'inégalité (4.13)), donc " = 2k. Dans (4.11)), en remplagant (1, t2)
par (2(x, z)k), nous obtenons :

Wy (2(z, 2)k) > (Cy(h, 7)) exp (—4M |z — 2| — 7M (M + 2))
(]
LEMME 4.3. Si nous avons un ensemble A = {yo.. € C([0;7]) : (A}"",B{"") € B}, ou B est

un sous-ensemble de R?. Alors,

/ QZ(yO:T7 Z, Z);\T(dyO:‘r) < 010201 (h, 7')
A

/ +(
X exXpy ———
(ta,t2)EB 4

)2
By! 9
—— ([t2 = 2Ba(p2,1w + 2)| — 4M)

xexp (4 |M?(1, - )™ 1, =)+ 7M (M + 2) 4+ 4M |z — z|) dt1dts
(

i p2aty
P11 P11

1 P
P11 P1a

—4M

—2A9p1 12

Et,

/A Do, 22 2) e (yorr) > (0102) Cr (s 7))

/ N
X eXpqy ———
(tQ,tg)GB 4

B—l
_% ([ta — 2Ba(pa1x + 2)| + 4M)2}

1 P
P11 P11

t1  p2ate
P11 P11

+4M

;

x exp (—4 |M2(1, —1)r7(1, —1)T| — 1M (M +2) — AM |z — z|) dt1dto

—2A49p1 12

DEMONSTRATION. Nous donnons ici I'inégalité pour la majoration et faisons de méme pour
la minoration. Grace & I’équation (4.5]), nous avons :

/A’IZ(yO:Tax7Z)5\T(dyO:T)
= alag/BeXp (—(az, 2)k(z,2)" +tix + tgz) exp (—jl(t17t2)ﬁ_1(t1,t2)T) Uy (t1, ta)dt1dty
=010 ex —1 —2(z, 2)kT k! T ok(z, 2)T
=01 2/3 P< 1t t2) = 2(z, 2)R7 k(0 82)" — 26(, 2) ]) Wi (t1, t2)dtrdls
= 0109 /B exp (i[(tl,tQ) —2(z, 2k (1, t2) — 2(z, z)n]T>

1
X \I’l (2(t1,t2)2,‘€1/€> dtldtg
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(Grace au lemma [4.2))
< 0'102/ exp (—i[(fl,tg) — 2(%,2)/{]5_1[@17152) — 2($,Z)ﬁ]T>
B

x Cy(h,7)exp (2M|(t1, t2)k " (L, =) + 7M (M + 2)) dtydt»,

Pour tous ¢ et ty dans R, pour tout § € {—2,2}, nous avouns:
1 _ -1 _ T —1/1 _\T
exp 4[(t1,t2) 2(x, )R] [(t1,t2) — 2(x, 2)K]" + IM X (t1,t2)k™ (1, 1)

— oxp (—i[(tl, ta) — 2w, 2)k — 26M (1, — 1)~ Y[(t1, £2) — 2(z, =)k — 26M (1, —1)]”

+4M?(1, -1 11, =17 + 26M (z,2)(1, -1)T)

= exp (—i[(tl,tg)P_l —2(x, 2) PT [ ‘%2 jg? } —26M(1,-1)P1]

S [Agl g [P 2™ | @ 0| s, P

x exp(4M>(1, -1~ (1, =1)T 4+ 20 M (2, 2)(1, —1)T).
Donc, grace a cette égalité, nous obtenons le lemme. (]

Rappelons 7y, est le filtre optimal bien initialisé avec la vraie condition initiale mg et . est
le filtre optimal mal initialisé avec la fausse condition initiale 7. Notons que, pour toute mesure

n e M*(R),
Qu(dx,dz') = p(dz)Q(x,da') , V2’ € R?
Le lemme suivant nous montre que le filtre optimal 7y, est concentré sur les compacts Ci(A).
LEMME 4.4. Si
(4.14) 0'""A > 3mg +3CMT, d(A) >0,
Alors, pour tout k > 0, nous avons :
E(m-(Ck(A)°) 2 T(A)

DEMONSTRATION. Pour tout k > 1, nous avons :

]]-\mk—nLk,l|§A01—L7Tk‘r(ck(A)C) = ]]-\mk—nbk,ﬂgAHl_‘

VY (z,2") , N /
* g, a(2) (Lo, o) (@) + 1o, )8 ()@ (e1)r (da, da’),
/(xvxl)E]Rz <Q7T(k71)'rv'(/}k‘r> Cr8) k-1(24) Cr-1(24) ( )

Ou <C~27r(k_1)7,wkf> est l'intégrale pour la fonction vy, par rapport a la mesure @W(k_l)T.
D’autre part,

P (Yir € dy| Yo.(k—1)r) = /( - P (Yir € dy| X(j—1)r = @, Xppr = @)
z,x’)e

X P ((X(k—1yrs Xir) € (da, da’)| Yo.(h—1)r)
(Grace au lemme [1.3] et au lemme

- /( P 020 Qe (8, 1) A )
z,z’)ER?

Nous obtenons donc :
(4.15)

E IL|mk—mk71\<A91_L_/ ~wkﬁr(#x/)ILCk(A)G(xl)ﬂckfl(QA)(‘r)éﬁ(k—lﬁ'(dx’d‘T/)
- R2 <Q7r(k—1)‘raql}k'r>

YO:(k‘—l)T)
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:/ l\mrmk_ﬂgaelﬂ/ ilikr(y,337xl)lck(A)ﬂ(wl)ﬂck,l(m)(x)@ﬂk—l(diﬂ,dﬂf')j\kr(dy)
yeC(((k—1)7.kr]) R?

(En utilisant lemme [2.11{ lemme et le théoréme de Fubini)

201 _ —1/1 _1\T|.3 —x
§0_10264|M (1L,=Dr" 1,7 |+ 3T M(M+2) x/ / oOMz—a'|
(z,2")ER? J(t1,t2) ER? : [my (t2) —mp—1 | <AO ¢

1 t1 _ P2,1t2

_ (| 14+p21
x e AA2\|r1,1 P1,1

72A2p1,1$|*4M| T DQefﬁ(‘tszBz(p2,1w+a:')|f4M)2

Pareillement, nous obtenons :

X Loy (a8 (2) Loy, 20) (2)dt1dtaQr—1 (dz, da') .
wkT SC,I,

E(/z Mlckm)ﬂ( Ve,  @ar(® VQT—1(dx, dz’)| Yy, (h—1)r
(k—1)7> Wkt

/ / i (5,222 Ly 0 () Ty 20 ()@ (1) (0, ' Mg ()
eC([(k—1)1,kT])

= /Rz Loy oy (7)o, 2nys (2)QT -1y (d, da’) < m(g—1)r (Cro1 (24)F).
Pour tous = € Cy_1(2A), 2/ € Cr(A, 15)°,

to P21
p21+1  pag+1

|t2 = 2Bs(p21z +2')| = '—232»’3/ + ty —2Bopax

Z T — 2Bapa 1 |my(t2) — mg—1| — 2Bapa 1|mi—1 — |

> A (1 — 2]7271)

> 1 . — 232p2,1917"A si ‘mk(tg) - mk_1| < ' A

Donc,

E(mer (C(A)8)) < P(Imp — miu—1| > 017" A) + E(m—1), (Cr1(24)8))

—1-0102/ / A(1-2p31)
(CL’,ZE/)GRZ (tlytg)ERzt|t27232(}7211:641*&7’)|2W2’21'172ng271017"A

e6M|:r7z'\+4|M2(1,71)n_1(1,71)T |[+8 70 (M+2)

t P2,1t2 1+p2.1 [\?
e )
X e 2 \|P1,1 P11 P11

« 6—ﬁ(|tz—2Bz(p2,1x+wl)|—4M)2dt1dt2éﬂ_k_1(dm,dx/).

Pour tout x, nous avons :

k—2)47,kT] ((k—2)47,kT] -

<P sup Vi >z/2 —HP(— inf VSZJ:/Q)
[(k=2)+7,kT] [(k—2)47,kT]

= 9P(2|Vay | > )

(4.16) PV (k—2)rpr = 2) =P < sup V,— inf V, > ac)
[(

(4.17) PWik_a).rpr = ) < 2P(2| Wy | > ).

En utilisant (3.7)) et les inégalités au-dessus, nous déduisons:

P(| | >0 A) < 4P (Ch X 2|Wor| > 91_LA> = 4P (|W | > LHA )
me — Mg— - > >
g b= - ? 3 ! 6Chv21
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En utilisant I’inégalité suivante pour P (\W1| > 601 ‘A )

Chv2r

+oo t2 exp (—é)
(4.18) z>0, / exp (> dt < ————2

. 2 z
Nous obtenons :

24ChyT 1/6'A )2

4.19 — > A —— | ——= .
(419 Bl = maal )< ayE ™ ( 2 (60\/5

Pour tous x et x’, nous avons :

(4.20) / . A(—292.1) )
(t1,t2)€R :\tg7232(p2,1x+z/)\271+p2.1’ —2Baops 101 A

1 t1 _P2at2 54 )_4M’1+P2,1 |)2
e %42 (‘P1,1 P1,1 2P1,1%® P1,1

o th (-2t a0 gy g

/
(Changement des variables : ( ;é ) =P HT ( 2 ))

1 , 1+p21 [\2
e Az (|t1_2A2P1111|_4M) P11 |)

/t/ 1) ER2 ¢ |t 232(p2,1w+w’)|>(11%§211) 2Baps, 101 A

X e 432(‘%*232(?2 12+ )| 4M) p171dt’1dt/2

(A partir de (4.18) et du théoréme de Fubini, voyons aussi I'explication [A.2)

<8M1 +paaf NTQ) ) exp (4132 (d(A))2> Pt

P11

D’autre part, & partir du lemme [2.1}

(4.21) /( PGy )
z,x’)E

1 — a)? M
< / exp (_(a:a:) +7M|z — 2’| + T) dx'm—1(dz)
(z,z")€ER? 27 2

V2T
4 M
< 2exp <29M27'—|— 72> .

Nous avons :

1—¢ 2
E(mer (Ce(A)D) < E(mge1r (Cos(2A)0) + VT <;<e A>>

01—t AT LA\f 6CV21
|1+ poi] ) 8B,
+ | 8M ——=— +2+/7A —
( P11 TAY 0102P1,1d(A)

49 M

X exp (—41192(61@))2 —M?r + 5 (BM+7) )+ 4|M?*(1,-1)k —1(1,—1)T|> .

En notant que, pour tout ¢ > 0,
d(2°A) =2'd(A) +4M (2" — 1) > 2'd(A) > d(A)
Nous obtenons, donc :

k—1 . 2
C C 240]7,\/; 1 2191_LA
E(7rr (Cr(A)?)) < E(WO(CO(QkA) ) + ZZ:; <W eXp <—2 (m> )

1
+ <8M| + P2 + 2/ 7TA2> 0102P1,1

P11
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DO M2+ I (BM A7) +4| M2 (1,-1)x " (1,-1)7 |
B 2 1 .
8 2¢” . exp | —— (d(2’A))2
d(2!A) 4B,

o2
24Ch+/T exp (—% (660\/2%) ) too

< E(mo(Co(A)%)) + 5t
NV vark
1
+ (sulEzal o )
1,1
8Bye T M T+ T (BMAT)+4| M2 (1= 1)s~ (1, )T | 1 RE
X 0102D1,1 dA) €xp _432 Zf
=0

= E(m0(Co(A)%)) +

1—¢ 2
48Ch\/T exp (—é ac % )
(6 ’ ) + (SM’ +2\/7TA2>

91*LA\/E P11
O M2+ T (BM A7) +4| M2 (1,- 1)~ (1,-1)7 |
16B5e™ 2 1
X 0102P1,1 2 d(A) exp <—432 (d(A))2> :
O

COROLLAIRE 4.5. Supposons que w, et my sont comparables. Sous U’hypothése du lemme pré-
cédent, pour tout k > 0, nous avons :

E(m}, (Cr(A)8) < T(A)eh(mom)

DEMONSTRATION. Pour tout k > 0, nous avons :

(422) h (Wk‘rv W;m') <h (7707 7T6)

D’autre part, pour tout I’ensemble A tel que 7 (A) > 0, nous avons :
(A

(123) exp (~h (mir, 7)) < 2 < exp (h (i 7, )

Ther (A)
Donc,

E(r, (Ci(A)%) < E(h (mo, 7) mar (C(A)C) < T(A)e! (m0m0)
O

PROPOSITION 4.6. Supposons que A satisfait ’hypothése du lemme précédent. Pour tout k > 1,

nous avons .
E(||h, — By (lgo_pyp)ll) < T(A)e2(roomd)

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION .6 Définissons des mesures sur R2:

B= QT(Ek—l)T )

M/(d$7d$/) = ]le(A) (:L‘I)@(]lckfl(A)ﬂ-zkfl)-r)(dx,d.’l?l)
+ (1) (Coo1(A)D)EL (D, A) L, o) (2 )dada
Ou:
Q(llck 1(A)7T(k nr )(dx da’ ) = ]lC'k_l(A) (x)ﬂ-gk—l)q—(dx)Q(a?,dx/) )

Par définition de 'opérateur R® et en utilisant les calculs dans [ORO05], page 433, nous

obtenons :
—A
[Ter = By, (i) )l < [[$kr @ 1 — e @ /||y

hr (2,0) . , ,
2/ = % L ap(@)Q(Ley_y(a)T(k—1),)(dz, dz’)
R? <Q7TE]€_1)7-7¢/€T> B (k=1)

N

IN
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+Q(Ley 4 (A)eT (k1)) (dz, dz’)
(4.24) +70 1) (Che1 (B)0)€1 (Di, ALy (a) (2 )dada']
IZ) T xax, ~
(1.25) E( [ G X e 400 Foa
2 (k—1)72 Vkr

¢(y,x,x’) ~ ! /
= —————1 A (@) QT 1y, (dx, dz)
/yecq(k—l)r,kr]) /R Qg 1y Yrr) & (=

X /2 émk_l)T (du, du') ¥ (y, u, u') Aer (dy)
R
(grace awx (L22) ot (L23))

V(y, 2 ) e, | (A (x)@w{kfl)T(dx, dz") Mer (dy)

Nous avons :

< eh(”o’ﬂé)

/yEC([(k—l)T,kT]) R2

Et,

= M(mom) ) (Cra(8))
w T Y ! / / /
(4.26) E (/]R2 Wﬂ(k—l)r(ok—l(A)c)gl(DkaA)]le(A)(‘T )dzdx Y():(k—1)7—>

< Mromt) / / By, 2 )7 102 (Crt (A0 (D ALy ('’ A (dy)
yeC([(k—1)T,k7]) JR?

< Mo m)ml ) (Cra (8)F).

K):(k}—l)T)
Uy, z, z')

= ]l\m._m _ |<A91—L/ 1 (A c(x’)]lc ~ (A)(x)éﬂ-/k—l T(dx,dx’)
/yecw—l)nkrn B R (QT ()0 Urr) B(A) ke (k=1)

Nous avons :

E( Ly - j<a01— / Mlck(A)c(z’)Q(]lC,Hl(A)wfk_l)T)(da:,dx’)
B R? <Q7rgk_1)7-a¢k‘r>

X /2 éﬂ-(k—l)‘r (duv dul) ¢ (ya U, ul) 5\k'r(dy)
R
(a partir des (1.22) , (1:23))
< ezh(”‘)’ﬂé)/ ]1|mk_mk71‘§A91ﬂ/ z/J(y,x,x')]lck(A)c(J:’)]lck_l(QA)(x)éﬂ(k,l)T(dx,dx’)j\;w(dy)
yeC([(k—1)7,kT]) R2
(a partir des (4.15)), (4.20) et (4.21))

, 1 B
< 62h(7r0,7r0) 8MM + 2\/@ 0102P1 1&
P11 " d(A)

1 49 M
X exp <—4BQd(A)2 + ?MQT + 77 (BM +7) +4|M*(1,—1)s (1, —1)T|>

Utilisons en plus ’expression (4.19)), nous obtenons :
(4.27)

e (@,2) . ,
E —_— 1 1 1) d ,d
</RQ (Q7 (k—1)7> Vrr) (a8 ()R y () Ty ) (dev, dar’)

Donc, la proposition est bien montrée grace aux (4.24]) — (4.27) et grace au lemme O

Yo:(k-l)7> < 2Hmom) ()
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COROLLAIRE 4.7. Supposons que A satisfait I’hypothése du lemme précédent. Pour tout k > 1,
nous avons :

E(||mar — By (mgenye)ll) = T(A)

4.1.2. L’erreur globale. Rappelons que ” <7 est définie dans la définition nous avons
A

le résultat suivant. Notons ||.|| pour la norme de variation totale. Nous avons les résultat suivants.

LEMME 4.8. Pour tous n > 1 et k dans {1,2,...n— 1}, pour toutes mesures p et p' dans
P (R),

—A —=A
IR g1 (1) = Rrpia (W)l <

L7L k
: = |
H €k+2l 1€k+2l6k+21) ) (ll’lf (17 c ( 2 7 2

0 6k+16k+26k+2)

DEMONSTRATION. Nous allons montrer ce lemme dans le cas ot n — k est impair, nous faisons
de la méme maniére avec le cas pair. A partir de la proposition de la remarque pour toute
mesure p € P (R), pour toute fonction test ¢, nous avons :

(n—k)/2 (n—k—2)/2

—A
Ry (1) (0) o /80( SJ)rl) H Yicroi1 (Ukt2i1) H Seikrai1 (Ukaio1, dugyoi1)
i=1

i=1
X S7Ul|n+1 (un_l,dug)) /Z/G Sn|k ((O,z,(f)) (duéz_zl,dz )) (%Auk (0,.) e u) (dz,(f))
(2)

Ou on intégre sur z;~’ € R, up41,Uk+3, ..., Up—1 dans R? et u<1) € R. A partir de la proposition
pour tout ¢ dans {1,2,...,1+ (nf )/2}, nous savons que SY nlk42i—1 €St mélangeant avec
le coefficient co(€7, o;_1€x+2i€h42;)>- A partir la la proposition et de I'équation (1.4)), nous
obtenons :

—A —A
||Rn:k+1(/‘L) - Rn:k—‘—l(y’l)” S

L=+ ,
. p— |
<2 H 0(€F +2i— 1€k +2i€h+2:)°) (mf (17 ol 2H / 2))

0 6k+16k+26k+2)

O

PROPOSITION 4.9. Il existe hoo et Too telles que, si h > hoo €t T > Too, alors, pour tout n > 0,

1 [1—2py,y ~ 2
log(E(||mrpr — 75 ) = —— ( =—22 — 20 ‘B A?
o8 (I~ ) % ~ g5 (T 22
Et,
log(E(I,, — ()5 1) < 5 (S22 o=t ) A% 4 ()
nr "TUVT A 4B \ 1+4pa2a ’
DEMONSTRATION. Nous avons :
n—1
—A —A —A —A
(428)  mnr — 7o | < ll7nr = Ry, (Wn—1ye )l + D IRt (Thr) = Rrpa (R, (w(r—1)2)) |
k=1
Fixons k € {1,2,...,n — 1}. A partir du lemme précédent, nous avons :

—A —A —A
(429) ||Rn:k+1(7rk7') - Rn:k+1(Rk (Tr(k—l)T))”

|25 ] A
. Tkr — Ry (m(— T
<2 (1- Co(ei+2i716k+2i6;c+2i)2) (mf (1, H c (D) H)) .

2 ! 2
1 Co (€% 41€h+2€12)

2
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| “2* ] N
| 7hr — R, (ﬂ-(kfl)r)H
<2 1—cole? i1 €k2i€ k12 I linf (1, .
7;1;[2 (1 = co(€iqai1€h+2i€ri2i)) 0@ rerrady)’

A partir du lemme [3.9] nous obtenons :

(4.30)  E(|[Roppops(7hr) = Rt (B (1))

§2<1

A —=A —A
= EE([Byiger1 (M) = Brpigd (B (T-)2)) | | Yo:(h42)))

e (63(L7A)6/(L,A))2>(|‘nsz2)+ B <inf (17 H7Tk7' _RkA<7r(k‘1)T)>> )

2 / 2
2 €0 (€% 41€h+2€12)

A partir de [ORO05], page 434, nous pouvons borner :

(4.31)

r—R T(A -—R 2
e (1,1 umlgngm%L22<>/ )<t i = R (ren )
CO(€k+1€k‘+26k+2) CO(€k+1€k+26k+2) T(A)

(4.32) E (inf <1, |

Thr — Rkww]_n|>>
T(A)

—A —A
g (1mer =B )IP (ke = B (o) P
T(A) o) T(A)

—A
P <||7Tk7 — Ry, (m(e—1)r)|I? S 1)

T(A)
< T2(A) E(||7kr — E?(W(k_l)T)H)(Grace a la prop. <VT(A).
Maintenant, nous traitons le terme inf(1,T(A)cy (€7, | €x+2€),0)~*). Notons :
(4.33)
exp(%JruM(erm)Jr%M(MJr?)) stz > maty
2

€1(z) = exp <3(

(4.34) e (2) =exp <4ng§71 (B (

P R —

A 2
——+2z| +42M+A
5 1+p2’1) ) ( |p271

>(Bg<ﬁm“)>'

Nous obtenons que les fonctions €1 (z) et €2 (2) sont croissantes par rapport a z.

A partir de (3.6), (3.7), nous obtenons:

(4.35)

(4.36)
Notons Z £ Vik—1)r
(4.37)

Comme les varlable

équations ([4.16)) et (4.17]

Dy S C(TM + Vig—1)r,(k+2)r + Wk—1)r,(k+2)7) 5

Dy < C(TM + Vig—1)r,(k+2)r + Wk—1)r,(k+2)7) -

(k+2)r T Wik—1)r,(k+2)-- Donc,

(€hsrert2chis) " S e (C(TM + Z)) &2 (C (M + Z)))

k D (k+2)r €6 Wi_1)r (k+2)> sont indépendantes et controlées par des
, IOUS pouvons majorer :

Ve eR,P (V(k D (2)r T W-Dmes2)r = @) < 2P (2Wo 3, > 1/2)
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A
= CB2(1+p2,1)

(4.38) E (inf (L, T(A)ey e (C(TM + 2)) €2 (C(TM + Z))) 1 5 _TM> < T(A)cy?

2
e 3(C(TM+Z)+#,>
X /CBQ(1+ > exp( Balltez) +12M(C (TM + 2)
0

T

+ #
By(1+p21)

A
By(1+p21)

A
Ba(1+p21)

)+ 3t M (M + 2)> X exp <4ng§,1 ( +C(TM + z))

+4(2M + Alp21l) ( +C(TM + z)))) X e 6rdz

Nous majorons l'intégrale au-dessus par :

A 3 (C+1)A )2
= 4Bopi + 2 ) (Crm 4 S22
CBs(1+p21) x eXP(( 2P2,1 T 7.) ( TM By (1 +p2.1) +

(c+1)A

+4(5M + A CtM+ ———F——
( |p2,1|)< ’ By(1+p231)

) +37M (M+2)>

Nous avons :

+log (A) — A% < —A?
A
Pour la fonction T'(A) qui est définie dans la formule (3.9)), nous avons donc :
(4.39) log(T(A)) < — ((121’24) 9By 191L>2 A2
A 4Bs 1+ p2a ’

Il existe donc hg et 7y telles que pour tous h > hg et 7 > 79, nous avons :

1 (1—2p21) 1— )2 2
(=27 __ 9B (2 A
4B, ( 1+pa 2P2,1

(4.40) log (E (inf (1,T(A)cy?er (C(TM + Z)) €2 (C (M + Z))) Ly 8 .y
2(1+p2 1)

>IA

Maintenant, considérons :

E (inf (1, g *T(A)ey (C(TM + Z)) €5 (C (TM + 7)) ]lZchzuﬁpu)—TM)

Pour tout z > 0, posons :
12C(tM 4+ 2) A
TBo(1 + p2;1)

A 2
4Byp? _ M
X exp( 203 1 (32(1 ot +C(TM + Z)> +

T S
By(1+p21)

®(z) = ¢y *T(A) x exp ( +3TM (M + 2))

+4(5M+A|p2,1|)< +0(TM+Z)>>.

La fonction ®(z) est croissante. Remarquons que quand z > m — 7M (ce terme est
positif quand A est assez grand), le produit ¢y *T(A)e; (C (1M + 2)) 2 (C (TM + 2)) devient ®(z).
Notons :

zo = inf{z : ®(z) > 1}.
Prenons € € (0, 1), nous voulons montrer que zg > A717¢ quand A est assez grand. Considérons
®(A7T!7¢). En utilisant le lemme [2.5] nous gagnons :

1 B h
p271 0—+o0 0 ’ 2 0—s+o00 2 ’
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Il existe donc hy et 71 telles que pour tous h > h; et 7 > 7, nous avons :
1/0 AN 1 ((1=2p1) A >2
-] >—= | ———— —-2B 01N —AM
2 (60\/27’) 4B, < 1+ pa,1 b2

Donc,

d(A)2 1 (1_2172,1) 1—¢ 2 2
g(T(A) >~ 74B, aliee 1B, (1+p ~2Bap2a67 ) A

Il existe ho et 75 telles que pour tous h > ho et 7 > 79, nous avons :

1 ((1 — 2p2.1)

4B, 1+p21

2
12C

- 2B ) -

2P2,1 ) 7B (1 +p271)

1 ? 1

— 4Byp? ( + CTlE) —4lp ( + CT1€> >0

221 By(1+p21) P21 By(1+p2,1)
Donc, pour tous h > sup(hy, ha), 7 > sup(r1, 72), nous avons:

(AT — 0,
A—+oo

Ce qui confirme qu’il existe A;(7, h) telle que avec pour tout A > Ay (7, h), nous avons :
2o > AriTe

D’autre part, il existe h3 et 73 telles que pour tous h > hz et 7 > 73, nous avons :

1
—— — 4Byp? 0
187 2P2,1 >

Ce qui implique que pour tous h > hs et 7 > 73, l'intégrale [, ®(z)exp (—é) dz est finie. On
peut donc calculer :

A

/Rcb(z) exp (—gj) dz = ¢y >T(A) exp (4 (5M + Alp2.1]) (Bz(1+pz,1)

+CTM)

12ACM

iR % (
By(1+p21) 221

Bs(1+p21)

1
(= —4Bp2.C2 2
x/ﬂ@exp( (67‘ 202 1 )z =+

12AC A
+ <TB + 8Bop3 ,C ( + &M) +4C (5M + Ap2,1|)> z) dz
2

2
+ CTM) + 37 M (M + 2))

(1+p2y) By (14 p21)

La derniére intégrale au-dessus est égale a :

1 -t 1/1 !
o2 (67’ - 4B2p§71) X exp (4 <6T — 4ng§71>

< 12AC A
TBy(1+p21) By (1+p2,1)
Donc, il existe hy et 74 telles que pour tous h > hy et 7 > 74, nous avons :

22 1 /(1=2pay) 2
4.41 lo P(z)exp | ——— |dz ) = —— | =—22 —2Bopy 16170 ) A2
( ) g(/R (2) P( 67'> > A 4B, ( 1+ pos 2P2,1 >

Pour tous h > sup(hi, he, hs, hy), T > sup(71, T2, T3, T4), nous pouvons donc majorer :

2
—|—832p§,10< +CTM> +4C(5M+A|p2,1|)) ) .

(4.42) E (inf (1, T(A)eg?er (C(TM + Z)) 2 (C (TM + Z))) lys c32<1A+p2,1>TM>

— 5 (i (1L 0(2) Uz s o)
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20 2’2 +oo 22
< _Z _Z
7/0 @(z)exp( 6T> dz—i—/zo exp( 6T>dz
22
22 exp (fﬁ)
< / ®(z) exp <—) dz + ————2%
R 6T

20

Par ailleurs,

ex (—i) 2_1-2
p 671 A T €
N e 2

log o < 5 —logA —(1—¢€)logT
1 (1—2p21) 1)2 2
4.43 = —=-2B 07t A
( ) ~ 4B, ( 1+ pas 2P2,1

Donc, a partir des (4.41) — (4.43) et du lemme 2.7 nous obtenons :

1 1-2 2
= —— ((val) _ 232p27191L) A2
N T+ pa;

En utilisant le lemme et les formules (4.40) et (4.44)), nous obtenons avec pour tous h >
sup (ho, ..., hq) et 7 > sup (70,...,74),

. T(A) 1 ((1—2p21) ) A
4.4 1 E fll, 55— {X—— | —=-2B 07t A
(4.45) og( <1n < 7Cg(ﬁi1€k€;€)4)>> > 1B, ( 15 pos 2P2,1

A partir des (4.31)), (4.32)), (4.39), et de (4.45]), nous obtenons :

: mr — By (m(—1)7) | 1 ((1—2ps.) - )
1 E fl1 < —— | —*-2B 0t A
0og ( <1n < ) Co(€i,1€k€§c)2 ~ 4B, 1+ pa 2P2,1

En utilisant 'inégalité (4.28)), nous obtenons :

(444) log (E <inf (1, T(A)Ca2€1 (C (TM =+ Z)) €9 (C (TM + Z))) ]IZ>7032(1A+;;2,1) —7—M>)

1 ((1-2 ?
10g (E (|mnr — 710 11)) 2 —log (¢*(L, A)é' (L, A)) — 1B, ((1+;2211) - 232p2,191_L) A?

1 (1—2p21) 1— >2 2
——— | —————= - 2B 0t A
432 < 1 —‘y—pg,l 2p271

>IA

4.2. La stabilité du filtre optimal

On appelle 7, le filtre bien initialisé avec la vraie condition initiale mg, et ) le filtre mal
initialisé avec la fausse condition initiale 7, qui sont définis respectivement, par :

Tnr = En:l (7‘—0) et 71—»/,”— = En:l (77(1))
Le probléme de stabilité consiste & étudier la différence entre le filtre optimal et le filtre mal
initialisé. Dans cette section, nous allons établir la stabilité par rapport & la norme variation
totale. Nous avons le résultat suivant.

THEOREME 4.10. Soit w) € P (R) satisfaisant la méme condition que o (Hypothése[3). Sup-
posons que tous les paramétres h, 7 , A satisfont Uhypothése [1] et U'hypothése [ Alors, il existe
une constante positive vg telle que :

E(Imnr — 7 [l) = O(n™).
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DEMONSTRATION. Nous décomposons :
—A ’
oo Ry (mo)

—A —A
+ R, 0+ 0 Ry (mp) — m. |-

—A —A —A —=A —=A
(4.46) |7 — || < 7nr — Ry 00w 0 Ry (mo)|| + || Ry 0+ 0 Ry (mo) — R

n

Gréace a la proposition [4.9] nous avons :

=A =A 1 1-2 _ 2
(4.47) log(E(|lmnr — Ry 00 Ry (m0) ) < =5 <(1+;’22711> — 2Bypy 10" ) A2
2
=A =A 1 1-2 _
418 ol ~ Ry o o R 3 - g (U5 - 2mupmae ) 2

En utilisant la proposition nous obtenons :

(6(L,A)361<L,A)>2 LHT%J
2
A partir des définitions (3.12), (3.13)) et (3.21), (3.24) de € et €/, nous avons :

E([RS o 0 B (m) - B> o o RE(my)) < 2 (1 e

2p3 4 2[p21 3 A2
By(1+p21)?  Ba(l+pai) 27B2(1+p2i)?

Pour tout v, considérons A,, = /v log(n). En utilisant I'inégalité (1 — x)" < e "% Vo € (0,1),n €
N et Papproximation (4.49), nous obtenons ’existence des constantes ng > 0 et by telles que,
Vn > ng :

(449)  log(e(L, A)°¢(L,A)) < - (

/ 2 LTJ _
(4.50) (1 ~ (G(LvAvJ?’; (L,An)) > < exp (—‘;OL” 5 2| (e(L, An)3e’(L7An))2)

2
co,n 2p3 4 2 |p2,1] 3 2
<e ——l=]e =b ’ + : + AL +b
- Xp( 2L2J Xp( 1<Bz(1+]92,1)2 By(1+p21)  27B3(1+p2y)? n
_2 ,
= exp (—C;LnQ n™" ebz>

>. A partir de (4.47) et de (4.48)),

s 2p3 4 2|pa1| 3
Oouv' =bv 5 2 2
By(1+p21)*  Ba(l+p21) 27B5(1+p21)
il existe deux constantes b/ et b} telles que :

b ((1 —2p21)

—A —A
E(||7pr — R, 0+ -0 Ry " (7 < e —
( 2wl xp< (G5

2
— Qngz,lel_L> A?L + b/2>

(4.51) = n Ve

= b ((1 —2p21)
4By \ 1+p2a
. OEf" (mo))- A partir de (4.46) et (4.50) — (4.51)), nous obtenons :

E (s = mhell) < 20xp (=515 e ) 4 207" elh

2
—A,
— QBngylﬂlb) . Nous avons la méme borne pour E(||7],, — R,,

Ou: v’

Pour tout € € (0, 1), en choississant :

—1
2p%1 2|p2 1| 3
=(1-— b 2 + ? +
v ( 6) ( 1 <B2(1 +p2,1)2 32(1 +p271) 27—33(1 +p2’1)2

1
Nous obtenons : v/ = 1 — €. En sélectionnant vy = - nou obtenons :

BOR (tr — T l) — 0
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Conclusion et Développement

L’étude de la stabilité du filtre optimal dans le contexte non linéaire a initié de nombreux
travaux. Mais les résultats sont obtenu surtout en temps discret, sous condition ergodique pour
le signal ou sous ’hypothése de mélange (mélange fort) sur le noyau de transition qui sont les
conditions fortes. Pour le temps continu, nous n’avons guére de travail théorique qui donne des
conditions de stabilité. Dans cette thése, nous avons considéré un modéle simplifié en temps conti-
nue pour le filtrage qui est capable d’appliquer & des problémes de pistage radar. Nous avons
étudié la stabilité pour le filtre 7,,, par rapport a sa condition initiale, avec 7 satisfaisant 1’hy-
pothése 2] La stabilité du modele dans notre cadre de travail est établie sans avoir besoin de la
propriété ergodique ni de ’hypothése de mélange sur le signal. En servant la somme téléscopique,
nous avons également déduit une approche robuste 75 uniformément en temps du filtre optimal
qui est stable. Nous avons aussi donné des bornes pour le noyau de transition et pour la fonction
de vraisemblance. Dans la limite du temps, il nous reste des questions & développer.

1. Etudier la stabilité du filtre optimal 7; avec pour tout ¢ € R*. Pour étudier
limy—, o || — ;|| 1/, nOus voudrions chercher une constante C telle que :

W\_%JT - FIL%JT vT

La stablité du filtre en temps continu 7; sera obtenu grace a la stabilité du filtre discrétisé Tt

t
=

I = millyr < Cr

2. Etudier Papproximation particulaire du filtre optimal. La stabilité du filtre 7,,, nous
permet de montrer que nous pouvons approximer uniformément en temps par un filtre particulaire
7N, ot N est le nombre de particule. Le travail & venir sera donc de proposer de nouveaux
algorithmes particulaires présentant un comportement plus stable dans le temps que les méthodes

particulaires classiques.
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Résumé

Le probléme de filtrage consiste & estimer 1’état d’un systéme dynamique, applelé signal qui
est souvent un processus markovien, & partir d’observation bruitées des états passés du systéme.
Dans ce mémoire, nous considérons un modéle de filtrage en temps continu pour le processus de
diffusion. Le but est d’étudier la stabilité du filtre optimal par rapport & sa condition initiale
au-dela de '’hypothése de mélange fort pour le noyau de transition en ignorant ’ergodicité du
signal.
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ANNEXE A

Démonstrations complémentaires

A.1. Démonstration complémentaire pour le lemme 4.3.

Pour toute fonction test f et pour toute fonction test ¢. En utilisant la propriété markovienne

pour la suite (ng = (Zéi), Zé?)) , nous obtenons :
0<k<n

Ay B (5 (2020202 o (2. 280)) = [ 1 (A A0 o)
® (zéi), zé}ﬁ)ﬁ) IP’(ZSU € dz(()l), Z(()Q) € dz((f), e Zéi) € dzé}c),
2 € d) 25, € A 27, € 42
— [ (A0 A 0 AD) 0 (52 40
P (ZO € (dz(()l),dz((f))) S& (zél),z(()2),zé1),z§2)> S2An|2 (zél),zg),zil),zf))

2n|0
N n 2 0 2) 1) 5.(2) ;. (1) (2 1) 2)
o Sonjok (sz ,Zék ,zék)H, zék+2) dzé )dz2 dz;(l )dzi ) cl,7;ék+2cl,zék+2

2 1 2 1 2 1 2 1
(82) B (4020, 20 o 200 20 20 07 (2800 280)) =

2) (1) (2 1 2 1 2 1
= /f (Z(() )725 )vzé )v .- '?Zék)—wzék)fwzgk)) s (Zék)fwzék))

P (ZO € (dzél),dzéz))) SQAn|0 (zél),zéz),zél),zé2)> SQAn|2 (zél),zéz),zil),zf))

..8e

2n[2k—2

= /]P’ (ZO S (dz(()l), dz(gQ))) /f (252), zél), 252), ey z;?_Q,zéi)_? zgi)) 0¥ (Zéi)—w zéi))

1 2 1 (2 1), (2 1, (2
(Zék)—zv Zék)—QV Zék)7 zék)> dzé )dzé h dzék)dzék)

A n @ 1) ) o ) (2 1) (2
X S2n|0 (Z(() )’Z(() )725 )’Zé )) SQn\Q (Zé )7Z§ )724(1 )azz(l ))
N 1 2) ) (2 1), (2 1), (2
<+ Sonj2k—2 (Zék),y Zék727 Zék)7 Zék)) dzé )dzé b dzék)dzék)

= /IP’ (ZO € (dz(()l),dz(()z))) /f (282),251),252), .. .,252)72,z§ilz,zéi)> SQAn|O (z(()l),zém,z;l),zéz))
S2An\2 (251)7 352)7 Zz(xl)a 24(12)) e SQAn|2k—4 (zé}c)%, ch)fzu Zéi),g, Zéilz)
) Y I ) PR P A
= /]P’ (ZO € (dzél),dz(()Q))) /f (252),251),252)7 - ,zé?_wzéi)_wzé?) SzAn|0 (z(()l),z((f),zél),zg))

(1) (2 (1) _(2) A (1) (2) (1) (2)
<Z2 1Z2 % % )"'32n|2k74 (ZQk—4’Z2k—4722k—2722k—2>X

(2) (1) A (1) (2) (1 ()
/90 (ZZk 722k+2) San|(2k—2) (ZQk—zv Pok—2> %2k 1 2k )
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A n 2 1 (@ 2 4,1 ) 1 4,(2) 1)
S2n|2k (sz s 2ok s Zokigas Zakg2 ) A%k 2oy 0029y pdzy "d2y™ . . dzg,

2) (1) (2 1 2 1 2) (1 1 2
= (A Y () P (0 (0, 47))
A 1 1) (2 A 1) (2) (1) _(2
S2n\0( ( ) Z(() )’Zg )725 )) 52n|2 <Z£) Zé )724(1 )7 ( )>
A 1) (2) (1 2 1 2 1 1 2
52n|2k ( (k)7'z§k)7zék)—i-2’zék)+2) dz ( )dz( )dz( Jdz ( ) ék)—&-deék)—o-Q

Donc, en identifiant - ) et (A.2), nous obtenons :
2 2 1 1
E (@(U%H) | U1 = (Z(() ),zg ))7 v Uggmr = (zék)fwzék))) 0% (sz 2’Z§k)>
A.2. L’explication complémentaire pour la formule 4.20
Considérons I'intégrale :

1+pa.1 [\2 +oo 1 , 1+p21 [\ 2
/ e 4A2 (‘t172A2P1 1$| 4M| P D dt/l _ / e Az (t1*2A2P1,1$74M| P11 D dt;_
t' ER 2A2p1y11

2A2p1 1T 1 , 1+p2.1 [\2
Jr/ e—m(t1—2Azp1,1r+4M‘ o D dt!

— 00
Par changement variable, nous obtenons :
400 1 , 1+p31 2 too 1.2
/ T (ti—242p1 1a—an| 121 it :/ T gy
1+p21
2A2p1 17 4M‘ P11 ‘
Et,
2Az2p1,12 1+p 4M‘ e )
’ _ 1 _92A 4M) 21| P1,1 1.2
/ e oz (Hi-240p1 0 P1 ) dt] = e A" duy
— 00 — 00
Donc,
1+p21
__1 ’_ _ 1+p2,1 )2 41”‘ Pi ) 1,2 Foo 1,2
J e e T P N
t) eR —am || —0
+p2 1
< 8M‘ » + 2+/mAs
1,1
Considérons 'intégrale :
“+ o0
1 ’ ’ 2 1,2
/ G*E(V?*QB?(”?’lm*z )|—41) dt}y, = 2/ e 1B Y du
th:[th —2Ba2(p2,1z+a’)|>d(A)+4M d(A)
2
< < 4B o~ T3 d(A)
=@

A.3. L’explication complémentaire pour I’'inégalité 4.37

Rappelons la définition de la fonction T (A) :

11— 2
24Ch+/T exp (—é (ﬁ) )
+ <

11+ pa1| )
T(A) = 8M-—=— +2+/7A
() 01— A7 Pria ?
49 2 -r]% 2 -1 T
8Byes M2 74+ (BMAT)+4|M? (1,- 1)k~ (1,-1)7| 1 )
X 0102p1,1 N exp ~1B, d(A)

On voudrait montrer que :

log(T(A))

D>IA
N
Sl
[ V)



A.3. ’EXPLICATION COMPLEMENTAIRE POUR L’INEGALITE 4.37

Pour tout A assez grand, nous avons :

+log(A) — A% < — A?

A
1(6'A 2
| 2AChT exp (2 (6Cx/?> > oo HChYT LA
og( - A/x ) = Og(m)— og( )—5 (66\/?)

A

1 (M)
~ 2 \6CV2r

1+
log( <8M|pp21| + 2\/71712) 0102P1,1

)

y SBQB%MQH%(3M+7)+4|M2(1,—1)m1(1,—1)T| id(A)Q )
d(A) P\ "B,
zlog((8M|1+p2’1| +2 /777142) 0102p118326%M2T+TTM(3Jvf+7)+4\Mz(1,—1)K*1(1,—1)T|)
P11 ’
1 1 1 /(1-2p21) 2\
—log(d(A)) — —d(A)? = ———d(A)? < —— [ 2 9Bopy 107 A2
O8(d(A)) = (A %~ g = g (S22 2,

En plus, pour tous h et 7 assez grands, nous avons :

1/ 60 AN 1 /(1-2p21) 2
__ < - (=2 9B 017L AQ
2 <60\/27’> 4B, ( 1+pan 2P21 )

Donc, cette inégalité est bien montrée.
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