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Introduction

Dans la nature et en ingénierie, les écoulements turbulents sont omniprésents et se retrouvent
dans des domaines aussi variés que ’astrophysique, les écoulements atmosphériques, certaines zones
de ’écoulement d’un fleuve, ou encore le panache de fumée sortant d’une cheminée.

La turbulence apparait naturellement pour dissiper ’énergie injectée et elle est connue pour ses im-
portantes propriétés de mélange. Par conséquent, les écoulements turbulents sont utilisés dans une
multitude de processus industriels comme les réacteurs chimiques ou les chambres de combustion. Ces
problématiques de mélange sont étudiées par le suivi d'un champ de scalaire passif représentant la
concentration des espéces chimiques en présence.

La phénoménologie du comportement du scalaire est liée & son nombre de Schmidt moléculaire Sc dé-
fini comme le rapport entre la viscosité cinématique moléculaire v du fluide et la diffusivité moléculaire
k du scalaire.

Beaucoup de travaux ont été dédiés a I’étude du mélange turbulent en mécanique des fluides numé-
rique. L’origine des difficultés de résolution de ces configurations d’écoulement provient du caractére
turbulent du fluide. Ces écoulements sont principalement caractérisés par un comportement chaotique
et par un nombre important d’échelles spatiales et temporelles ou les phénoménes de plus basses fré-
quences sont propres d chaque écoulement et controlent le mélange turbulent des grandes échelles.
Lorsque le mélange d’un scalaire dans un écoulement turbulent est étudié par la simulation numérique,
il est difficile d’envisager une résolution explicite de 'ensemble de la gamme des échelles du mouvement
et du mélange dans de nombreuses configurations d’intéréts industriels. Ceci étant posé, les puissances
de calculs actuellement disponibles demeurent trop limitées pour permettre la simulation numérique
directe de ces configurations. Une approche proposée pour surmonter cette limitation et permettre la
réalisation de simulations instationnaires des écoulements du mélange turbulent est la Simulation des
Grandes Echelle (SGE). Cette stratégie de modélisation propose de résoudre explicitement les grandes
échelles de I’écoulement et de modéliser 'influence des petites échelles sur celles-ci. Cette méthode ré-
duit considérablement la puissance de calcul nécessaire par rapport a une simulation numérique directe
tout en résolvant la majorité des phénomeénes physiques d’intéréts. L'un des enjeux majeurs de cette
approche est le probléme de fermeture induit par les échelles sous-maille qui ne sont pas explicitement
résolues [80]. Depuis les 30 derniéres années, des efforts ont été apportés pour le développement de mo-
déles sous-maille. La SGE du mélange turbulent est au centre de ce travail, ou de nouvelles approches
originales sont étudiées, basées sur des outils de mathématiques appliquées encore peu ou pas utilisés
dans ce domaine.

L’approche la plus répandue en SGE consiste a utiliser un modéle basé sur le nombre de Schmidt de
sous-maille & la maniére des modéles proposés par Moin et al. [57] et Métais & Lesieur [56] pour ne
citer qu’eux. Cette approche est qualifiée de "fonctionnelle" car elle tend a reproduire la fonction de
dissipation de I’énergie résolue, induite par le transfert de cette énergie aux échelles sous-maille [80].
Cependant, ces modéles reproduisent mal le terme sous-maille lui-méme et peuvent faire preuve de
sur-dissipation. Une autre classe de modéle, qualifiée de "structurelle", est basée sur des opérations de
filtrage ou de développements en série de Taylor qui sont congus pour reproduire fidélement le terme
sous-maille lui-méme [80]. Cependant, ces modéles tendent & mal prédire la dissipation sous-maille et
conduisent a des simulations instables. Un premier point important des présents travaux de thése est
de fournir des diagnostics des modéles sous-maille en prenant en compte leur comportement & la fois
fonctionnel (capacité a reproduire la fonction de dissipation de I’énergie résolue) et structurel (capacité
a représenter le terme sous-maille).

ix
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Ce travail s’inscrit dans le prolongement des travaux initiés par Antoine Moreau [58] il y a prés d’une
décennie. Dans ses travaux [59], A. Moreau développe la notion d’estimateur optimal dans le contexte
de la SGE de la variance de scalaire sous-maille pour des applications liées & la combustion. La notion
d’estimateur optimal est un outil qui permet & A. Moreau - et va nous permettre également dans ce
mémoire - de poser un diagnostic sur le potentiel d’amélioration structurel d’'un modéle. En conclusion
de ses travaux [59], A. Moreau suggére 'utilisation de l'estimateur optimal directement en modéles
sous-maille par le biais de réseaux de neurones. Nous reprenons et concrétisons cette idée dans le présent
mémoire en faisant appel a des réseaux de neurones d’une part pour reproduire le comportement de
I’estimateur optimal comme modéle sous-maille mais aussi pour modéliser des coeflicients dynamiques.
Dans ce mémoire, nous faisons une utilisation large de la notion d’estimateur optimal puisque nous
ferons successivement appel a cet outil pour :

— améliorer des modéles algébriques existants en exploitant les diagnostics de performance déduits
de l'utilisation de ’estimateur optimal.

— construire un modéle sous-maille de type structurel en utilisant directement ’estimateur optimal
comme approximation du terme sous-maille, avec utilisation d’un réseau de neurones comme
modéle substitut

— développer une stratégie hybride dans laquelle une forme fonctionnelle est adoptée pour le
modéle sous-maille avec des coefficients dynamiques dont 1’évaluation est réalisée a partir de
réseaux de neurones cherchant & optimiser les performances fonctionnelles et structurelles du
modéle.

Au-dela des modéles sous-maille ainsi construits, ’objectif de ce travail est d’évaluer de nouvelles mé-
thodologies permettant la construction systématique de modéles sous-maille. Ce mémoire est organisé
en 5 chapitres.

Le chapitre 1 est dédié & un état de l'art sur les notions abordées dans ce manuscrit. Les équa-
tions régissant le mélange turbulent ainsi que les phénomeénes pilotant le mélange seront rappelés. La
difficulté de la simulation numérique directe de ces phénoménes nous conduit & étudier de facon privi-
légiée la stratégie de SGE. Les équations filtrées des phénomeénes de mélange conduisent a modéliser
des termes supplémentaires pour fermer les équations. Dans le domaine de la modélisation des termes
de sous-maille, Sagaut [80] propose de classer les modéles en deux catégories : modéle fonctionnel d’une
part et modéle structurel d’autre part. Nous exploiterons cette classification dans la suite du mémoire
pour évaluer des modéles existants et en développer de nouveaux, en faisant appel de facon systéma-
tique au concept d’estimateur optimal.

Le chapitre 2 sera consacré a la présentation des outils et concepts utilisés dans ces travaux pour
mener a bien les développements des modéles sous-maille des chapitres suivants. Une premiére notion
clef est la performance structurelle et fonctionnelle des modéles sous-maille qui sera mesurée dans des
tests a priori pour évaluer les modéles. Un deuxiéme concept sera la notion d’estimateur optimal qui
permettra de diagnostiquer les performances structurelles des modéles et ainsi de les améliorer. Enfin,
les développements de modéle s’appuieront tous sur une connaissance a priori des termes exacts. Ces
évaluations feront donc appel a des bases de données de SND, qui permettront d’effectuer des diagnos-
tics a priori et d’entrainer des modéles sous-maille faisant appel & des réseaux de neurones.

Le chapitre 3 propose d’améliorer les performances structurelles et fonctionnelles d’un modéle sous-
maille structurel classique. A cet effet, une régularisation sera proposée et l’estimateur optimal sera
utilisé comme outil de diagnostic. Ces améliorations a priori seront validées a posteriori sur différentes
configurations d’écoulements. Ces améliorations s’appliqueront sur les déclinaisons scalaire et vitesse
de ce modéle sous-maille. Pour finir, des tests a posteriori sur des SGE de vitesse et de scalaire couplées
seront conduits pour évaluer les performances de cette nouvelle famille de modéles par rapport a la
famille d’origine.

Le chapitre 4 propose l'utilisation de I'estimateur optimal directement en modéle sous-maille. I’ob-
jectif est de construire un modéle ayant la meilleure performance structurelle que peut fournir son
jeu de variables. Aprés des tests sur des modéles classiques qui montrent une amélioration de la per-
formance structurelle sur les tests a priori puis sur des tests a posteriori, le concept est étendu & un
modéle sous-maille se basant sur un plus grand nombre de variables et utilisant des modéles substituts
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de type réseaux de neurones pour calculer I'estimateur optimal. Cependant les tests a posteriori de ces
modéles vont montrer des lacunes d’universalité dés que les configurations simulées s’éloigneront de
celles utilisées pour construire les modéles.

Le chapitre 5 propose finalement d’utiliser les réseaux de neurones pour construire des procédures
de calcul de coeflicients dynamiques sur des modéles sous-maille dont la forme est postulée & partir
de développements vectoriels et tensoriels des termes sous-maille. Une méthode d’apprentissage des
réseaux de neurones basée sur une optimisation bi-objectifs est alors mise en place. Cette optimisation
vise & fixer les paramétres du réseau de neurones, fonction de substitution de I'estimateur optimal, de
facon & optimiser simultanément les performances fonctionnelle et structurelle des modéles sous-maille
développés. Des conclusions générales sur I'apport de I'estimateur optimal et des réseaux de neurones
dans la construction de modéles sous-maille pour le mélange turbulent sont finalement tirées sur la
base des résultats obtenus dans ces travaux et des perspectives précises de développement de modéles
pour la SGE sont proposées.
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Chapitre 1

La simulation des grandes échelles du
mélange turbulent
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1.1 Lois de conservation

Les phénoménes de mélange d’un scalaire passif dans un écoulement turbulent vont étre numé-
riquement simulés via la résolution des équations de la dynamique des fluides et de transport du
scalaire. Cette introduction a pour objectif de présenter synthétiquement les équations régissant ces
phénoménes, ainsi que la physique associée.

1.1.1 Systéme d’équations de Navier-Stokes

Les fluides newtoniens en écoulement incompressibles dans un repére Galiléen a coordonnées car-
tésiennes sont régis par les équations de Navier-Stokes :

ou; __
oz = 0
] (1.1)
Ju; Ou; 1 0P 07u;
8_151"'_“]8_;::; - _Eami—’_yam?z

ou P est la pression, p la masse volumique, u; les composantes de la vitesse et v la viscosité cinématique
moléculaire. Il s’agit d’un systéme d’équations différentielles & dérivées partielles pour lequel n’existe
pas a ce jour de preuve d’existence et d’unicité de solution (sauf dans ces cas d’écoulements trés
simplifiés) En réalité, ’écoulement n’est caractérisé que par son champ de vitesse, car en prenant
la divergence de I’équation vectorielle de la quantité de mouvement, I’hypothése d’incompressibilité
conduit & I’équation de Poisson :

Bui Buj 1 82P
— - 1.2
Oxj Ox; p Ox? (12)




2 CHAPITRE 1. LA SIMULATION DES GRANDES ECHELLES DU MELANGE TURBULENT

L’écriture de la pression est simplifiée p = P/p pour alléger les écritures. En définissant la longueur
caractéristique de I’écoulement L et la vitesse caractéristique U
U , T oy P

+ -
L L Ty P T

il vient une nouvelle écriture de 1’équation de la conservation de quantité de mouvement du systéme

(1.1) :
ou; LUy opr 1 0%Uf

or I 0zt Oz Re Oz}’

(1.4)

ou Re = UL/v est le nombre de Reynolds. Ce nombre caractéristique indique le régime de ’écoulement
en exprimant le rapport entre les effets d’inertie et les effets visqueux. Dans le cas des faibles nombres
de Reynolds, les forces visqueuses sont prépondérantes, ce qui conduit & un écoulement laminaire. A
fort nombre de Reynolds, ce sont les effets d’inertie du fluide qui vont dominer et 1’écoulement est alors
turbulent.

Comme indiqué dans l'introduction générale du mémoire, les écoulements de fluides rencontrés dans
le contexte industriel ou géophysique se produisent majoritairement dans un régime turbulent, qui se
caractérise par une multitude d’échelles spatiales et temporelles dans 1’écoulement. Les échelles spa-
tiales sont comprises entre ’échelle intégrale [;,; qui est une longueur macroscopique de l'ordre des
plus grandes dimensions de ’écoulement et 1’échelle de dissipation visqueuse qui est une longueur en
dessous de laquelle il n’y a plus de variations significatives des composantes de la vitesse du fluide, de
sorte que le nombre de Reynolds basé sur cette échelle est de 'ordre de 1'unité.

Un autre aspect de ces écoulements est leur caractére imprévisible qui rend la résolution des équations
particuliérement complexe. Cet état chaotique apparait en réponse a 'apport excessif d’énergie aux
grandes échelles. Cet état conduit & des transferts énergétiques qui se manifestent sous la forme de
structures tourbillonnaires emboitées les unes dans les autres jusqu’a atteindre ’échelle de dissipation
ou cette énergie est convertie en chaleur.

Dans ce manuscrit, les écoulements simulés et/ou modélisés seront en majorité des cas de Turbu-
lence Homogeéne et Isotrope (THI) dans un domaine cubique et périodique dans les trois directions a
des nombres de Reynolds assez élevés pour que la théorie de Kolmogorov [41] puisse s’appliquer. La THI
est représentative de ce qui se passe au coeur des écoulements turbulents (loin des parois et des régions
de forts cisaillements). Les propriétés de I’écoulement sont invariantes par rotation et translation,

(i1, t)) = 0. (15)

Kolmogorov a contribué a plusieurs avancées majeures dans la compréhension et la formalisation des
phénomeénes turbulents. Il a notamment établi la loi d’échelle du spectre de 1'énergie cinétique [41] en
s’appuyant sur la théorie de Richardson [74]. Ce dernier suggéra I'idée d’une cascade d’énergie vers les
petites échelles. A partir d’un certain nombre de Reynolds, les structures tourbillonnaires & 1’échelle
de I’écoulement moyen [;,,; sont génératrices de tourbillons & des échelles un peu plus petites, qui eux-
mémes générent des mouvements & des échelles plus petites, etc... Ce processus de cascade d’énergie
se termine finalement lorsque les mouvements de trés petites tailles sont dissipés sous l'effet de la
viscosité moléculaire. Ce concept de cascade fait abstraction de 1’écoulement moyen et se focalise sur
l'organisation spatio-temporelle de 'agitation turbulente. En particulier, il ne s’agit pas d’un mouve-
ment localisé & une échelle de mélange mais d’une hiérarchie de mouvements en interaction permanente
et réalisant un transfert d’énergie des grandes vers les petites échelles. Cette cascade d’énergie vers les
petites échelles s’effectue & un taux d’énergie constant qui s’exprime comme :

€=2v . 1.6

<31‘j 31‘j ( )
Le taux de dissipation d’énergie cinétique € et la norme du vecteur d’onde k sont les seules variables
dont dépend le spectre d’énergie d’aprés les hypothéses faites sur la phénoménologie de la turbulence.
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Par conséquent, le théoréme d’analyse dimensionnel a permis & Kolmogorov [41] de conclure sur I’ex-
pression :

Ey (k) = Cge3E=/3, (1.7)

ou Ok est la constante de Kolmogorov et F,, est la densité spectrale d’énergie cinétique pour le nombre
d’onde k. Cette expression est valable dans la zone inertielle du spectre de I’énergie cinétique comprise
entre I’échelle intégrale l;,; et ’échelle de dissipation visqueuse. Comme imaginé phénoménologique-
ment par Richardson [74], les grands tourbillons cédent leur énergie vers de plus petits comme le
schématise la figure 1.1.

FIGURE 1.1 — Schéma des mécanismes de cascade énergétique ot les structures de taille [;,,; représentent
les plus grandes structures qui se subdivisent en de plus petites structures jusqu’a atteindre la taille
minimale de [;.

L’échelle de dissipation visqueuse I, marque la transition de la zone inertielle vers la zone de dissipation
visqueuse du spectre de ’énergie cinétique et elle s’exprime comme :

1/3 1/4 v

ol 7, est le temps de retournement caractéristique des plus petits tourbillons avoisinant les échelles
dissipatives. La théorie de Kolmogorov permet donc de définir 'amplitude des échelles spatiales et
temporelles de résolution dans le cas de la turbulence pleinement développée.
Les échelles de longueur intégrale et de Taylor sont définies & partir du tenseur des corrélations a
deux points :

Rij(rk,t) = (ui(xl,t) u]‘(.%'l +7“k,t)> (1.9)

Dés lors, les fonctions de corrélation longitudinale f(z,t) et transverse g(z,t) se définissent dans le cas
d’une THI comme [72] :

Ty

Rij(ri,t) = (g(rk,t)éij + {f(rk,t) — g(rg, t)—2 D . (1.10)
rmrm

avec u' = Rym(0,t). Dans le cas isotrope, la fonction d’autocorrélation transverse g(0,t) est entiére-
ment définie par la fonction d’autocorrélation longitudinale telle que [72] :

T af(ria t)
rit) = flri,t) + ————. 1.11
o(rist) = f(ri,1) + 22 (111)
La fonction d’autocorrélation longitudinale f permet de décrire statistiquement les phénoménes induits
par la cascade d’énergie cinétique. Cette fonction a un comportement globalement monotone décroissant
qui est une conséquence de la séparation des échelles. Deux échelles remarquables en sont issues.

L’échelle intégrale longitudinale est d’abord définie comme,

lint = /OOO F(r,t)dr (1.12)

Enfin I’échelle de Taylor [, longitudinale [90] est définie comme 'intersection de la parabole osculatrice
p(r) en f(0,t) avec 'axe des abscisses (cf. figure 1.2), ce qui revient & trouver les racines de la parabole
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f(r,t)

FIGURE 1.2 — Fonction d’autocorrélation longitudinale d’une THI ( ) et sa parabole osculatrice p(r)
(---)en f(0,t) ou p(ly) = 0 avec Iy la longueur caractéristique de Taylor.

o La racine positive [y est
r=

d’équation p(r) = § %

<8u1> ~va¥ (1.13)

Oy N

ou uq et x1 sont des composantes de la vitesse et de la position dans une direction arbitraire de ’espace.
Par conséquent, il est possible de définir un nombre de Reynolds a 1’échelle de Taylor tel que :

/
Rey~ 2. (1.14)
1%

Le niveau de turbulence des écoulements étudiés dans ce mémoire sera donné & cette échelle. Le nombre
de Reynolds Re), est relié a celui de I’échelle intégrale par la relation [72] :

20
Rey = ERemt ~ 2.6v/ Rejnt. (1.15)

Les écoulements turbulents ont de fortes capacités de mélange et grace a ces propriétés ils peuvent étre
vus comme des "accélérateurs" de mélange. Cela s’explique par les temps caractéristiques de diffusion
moléculaire d’un scalaire passif qui sont plus longs que les temps convectifs turbulents. Ainsi le mélange
d’une espéce chimique ou d’un champ de scalaire, tel qu'une température, sera d’autant plus rapide
que l’état de turbulence du fluide sera grand.

1.1.2 Equation du scalaire passif

Dans cette partie, nous nous consacrons & la description de la physique du scalaire et aux mé-
canismes du mélange turbulent qui ont largement été étudiés par le passé [99]. L’équation décrivant
I’évolution d’un scalaire 6(x;,t) avec x; les coordonnées de 'espace, s’écrit comme ’égalité entre la dé-
rivée lagrangienne du scalaire et sa diffusion qui est pilotée par le gradient de scalaire et son coefficient
tensoriel de diffusion moléculaire r;; :

o6 00 o [ 00
P = (e ). 1.1
ot "oz o (“” axj) (1.16)
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Le coefficient de diffusion moléculaire sera, dans ce travail, supposé isotrope et constant ce qui simplifier
I’équation (1.16) sous la forme :

9 90

ot Tligy, T o

(2

(1.17)

D’aprés son équation d’évolution (1.17), le scalaire est borné par les valeurs extrémes de son champ
initial car 920/0x? est positif dans le cas d’'un minimum et négatif dans le cas d’un maximum, ce qui
entraine la diminution des valeurs absolues des extremums & chaque instant. L’équation d’évolution
(1.17) est linéaire en € donc son évolution sera identique quelle que soit la transformation affine qui
pourrait lui étre appliquée. Par conséquent, le scalaire étudié dans ces travaux évoluera entre des
bornes voisines de 0 et 1. La distribution spatiale des valeurs du champ de scalaire peut en partie étre
caractérisée par sa moyenne volumique :

0y = %/‘/H(ac)d:c, (1.18)

et sa variance (6?) — (9>2 qui mesure la dispersion des valeurs avec la moyenne. En prenant la moyenne
de l'équation (1.17) on obtient 0 () /0t = 0 car 'intégrale volumique de la diffusion du scalaire est
équivalente a 'intégrale surfacique de son flux a travers les limites du volume. Dans notre cas d’étude,
les conditions aux limites de la boite de calcul sont périodiques. Le premier moment statistique de la
distribution de scalaire est donc conservé au cours du temps et il vaut une valeur arbitrairement fixée
par son initialisation.

Pour obtenir ’équation d’évolution de la variance de scalaire, il faut construire ’expression de 1’évolu-
tion de la quantité 2 en multipliant I’équation (1.17) par 26 :

o o e, o
ot “’axi ~ Rz K&’ci Ox;’
———

(1.19)

)

2Kwy=¢€y

avec wy 'enstrophie scalaire. La moyenne de I’équation (1.19) représente exactement la variation de
la variance de scalaire!. Dans ce cas, d; (6?) = —2k (wy) < 0 et donc ne se conserve pas au cours
du mélange. En conséquence, le processus de mélange de scalaire tend & homogénéiser les valeurs du
scalaire vers sa moyenne & travers le terme de dissipation dans la variance de scalaire.

L’étude de I’évolution de cette dissipation de scalaire qui est & 2k prés celle de ’enstrophie, soit

2 2 2
Oeg Oeg O0%eg 2/{2( 90 > _9 99 90 Sii, (1.20)

E u]%j N K@xiamj B 8%1({9%] Ka—m,@—mj
avec S;j = 1/2(0u;/0xj + Ou;j/0x;) le tenseur des déformations, montre clairement le role joué par
le champ de vitesse dans le mélange. La dissipation de scalaire ne se conserve pas au cours du temps
a cause des deux termes dissipatifs 2k%(9;0;0)% et 2k0;05,;;0;0 et comme attendu, elle est pilotée par
la dissipation moléculaire k. Le premier terme indique que la dissipation est d’autant plus grande
que les gradients de scalaire sont grands et le deuxiéme explicite le role des gradients de vitesse dans
I’étirement des gradients de scalaire. La turbulence est un "accélérateur" de mélange par le biais des
gradients de vitesse qui amplifient la dissipation de scalaire.

En adimensionnant 1’équation d’évolution du scalaire (1.17), par les grandeurs de I'expression (1.3) :

9 .00 1 9%

i ; = —— 1.21

le nombre de Peclet, Pe = Sc Re, apparait et il fait intervenir le nombre de Schmidt moléculaire

v

Se=— (1.22)

1. également appelée énergie scalaire par analogie avec I’énergie cinétique
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Le nombre de Schmidt Sc indique la part des effets visqueux de ’écoulement par rapport aux effets
de diffusion moléculaire propre au scalaire sur son mélange, tandis que le nombre de Peclet met les
effets d’inertie et de diffusion moléculaire en concurrence. Le nombre de Schmidt moléculaire donne le
rapport entre la longueur de ’échelle de dissipation de I'énergie cinétique I, et I’échelle de dissipation
de la variance scalaire [p dite échelle de Batchelor [7] telle que :

Iy = D (6 )1/4 (1.23)

Sc VK2

Les figures 1.3 représentent des coupes de champs de scalaire dans un plan (zy) ayant des nombres de
Schmidt moléculaire variant de 0.7 & 32. Ils sont tous transportés par le méme champ de vitesse ayant
un nombre de Reynolds basé sur 1’échelle de Taylor Rey = 90.

FIGURE 1.3 — Coupes du champ de vorticité pour Rey = 90 (a) et des scalaires de nombre de Schmidt
moléculaire de Sc¢ =1 (b), Sc =8 (c) et Sc =32 (d).

La coupe 1.3(a) montre la composante de la vorticité orthogonale au plan (zy). On constate qualita-
tivement que I'augmentation du nombre de Schmidt moléculaire du scalaire provoque ’apparition de
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structures de mélange de plus en plus petites devant les structures vorticitaires du champ de vitesse.
Ce constat est une conséquence de la diminution de la taille de I’échelle de dissipation par la diffusion
moléculaire du scalaire par rapport a ’échelle de dissipation visqueuse du champ de vitesse.

Ces différences d’échelles s’observent dans I’espace spectral en comparant les spectres de I’énergie ci-
nétique et de la variance de scalaire. La physique du mélange d’un scalaire passif dans un écoulement
turbulent est principalement définie par son nombre de Schmidt moléculaire. Il est naturel de com-
parer les comportements relatifs des spectres de la variance de scalaire et de ’énergie cinétique en
fonction de ce paramétre. De plus ces statistiques globales donnent une représentation pertinente de
la phénoménologie du mélange.

E(k) E(k)
. “\\kfs/:s

L1773

1/lf 1/10 1/17, o2k 1/lf 1/17, 1/[3 o2k
(a) Sce<<1 (b) Se>>1

FIGURE 1.4 — Représentation schématique en échelle logarithmique des spectres de la variance de
scalaire ( ) et de lénergie cinétique (------) en fonction de la norme du vecteur d’onde k pour
Sc<<1 (a)et Sc>>1 (b).

Les premiéres approches décrivant la physique du scalaire passif ont été proposées par Corrsin [79] et
Obukhov [2] pour les petits nombres de Schmidt moléculaire Sc < 1. Leur vision de la physique du
scalaire est trés proche de celle de la turbulence du champ de vitesse proposée par Kolmogorov [41],
avec un effet de cascade des structures de scalaire. Cette analogie se traduit par la division successive
des structures de scalaire jusqu’a atteindre une échelle minimale [y ot elles sont dissipées par diffusion
moléculaire. Deux cas de figures apparaissent :

— le cas on Péchelle de dissipation par diffusion moléculaire Iy = nSc3/* est petite devant l;) soit
Se << 1. Ici, le spectre du scalaire représenté sur la figure 1.4(a) présente deux régimes dans
sa partie décroissante :

1. le régime inertiel-convectif ot k € [ky; kg|. Le scalaire est mélangé par les effets inertiels
du champs de vitesse sans influence de sa diffusion moléculaire. Par conséquent, ’expression
de son spectre est homogéne a :

Ey(k) = ege Y3575/, (1.24)

2. un régime inertiel-diffusif ou k£ € [ky; k;]. Le scalaire subit les effets de sa diffusion mo-
léculaire et d’inertie du champ de vitesse. L’expression du spectre dans cette zone est du

type :
Ey(k) = epe?33k717/3 (1.25)

— le cas des grands nombres de Schmidt Sc¢ >> 1 oil le spectre de la variance représenté sur
la figure 1.4(b) de scalaire a une forme plus complexe. Dans la partie décroissante en k—5/3,
le scalaire est en régime inertiel-convectif et son spectre s’exprime toujours avec la méme
expression (1.24). Les grandes structures de scalaire sont brisées sous l’action inertielle du champ
de vitesse tandis que la diffusion moléculaire n’a que trés peu d’influence a ces échelles. Dans la
partie des nombres d’onde k > k), le régime est visqueux-convectif et il est caractérisé par
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un spectre en k! prédit par Batchelor [8] dont I’expression est :
Ey (k) ~ ' BB~ Se>> 1. (1.26)

Dans ce régime, les mécanismes de mélange sont dominés par les effets convectifs des écoulements
laminaires jusqu’a ce que les structures de scalaire deviennent fortement influencées par la
diffusion moléculaire. Dés lors, elles se diviseront jusqu’a devenir de la taille de 1’échelle de
Batchelor (3.
La théorie d’Obukhov-Corrsin du mélange turbulent atteint ses limites hors turbulence de grille siire-
ment & cause des phénomeénes anisotropes du scalaire aux petites échelles. Il semblerait que le scalaire
connaisse une lente transition vers l'isotropie. Cette intermittence persiste méme avec un champ de
vitesse gaussien [42|. Alors que Corrsin et Obukhov développent leur théorie pour le scalaire passif,
Kolmogorov, au méme moment corrige sa premiére théorie [41] pour prendre en compte I'intermittence
des fluctuations de vitesse en proposant I’hypothése de la loi log-normale [40].
Le phénoméne d’intermittence des petites échelles en THI est la conséquence du processus d’étirement
des filaments tourbillonnaires [50]. L’intermittence méne en particulier a la formation des tourbillons co-
hérents longs. Ainsi, dans une THI, les fluctuations de vitesse ne sont pas distribuées uniformément dans
I’espace. Cette hypothése de tourbillons n’est pas incompatible avec I’hypothése d’homogénéité qui est
une propriété moyennée de I’écoulement. La dissipation locale de I'énergie cinétique 2v0u; /0x;0u; /Ox
a alors d’importantes fluctuations par rapport & sa valeur moyenne.

1.2 La simulation d’écoulements turbulents

La phénoménologie de la turbulence du mélange dans un écoulement turbulent a été abordée dans
les paragraphes précédents. Ils nous ont permis de mettre en avant le caractére multi-échelles de la
turbulence, du mélange de scalaire et 'action "catalytique" de la turbulence sur le mélange. Nous
allons maintenant décrire les méthodes de résolutions numériques employées pour étudier le mélange
d’un scalaire passif.

A A
£
§ DNS
£ (NS, LBM)
3 no model
w — — — A— — — — —_— — — — — — — — — — — — L -
gn & model
A HE: LES
~ = Y
% £ E g
gl =| 2 Hybrid RANS/LES
Tg é = Limit = DNS (DES, SAS, ...)
| [~ Omitzons . 40 & =~ ~— - = ===
] = y
3| 8| & unsteaay Unsteady RANS
E] & - ee—— R
8 A\ 5 steady
ya RANS

F1GURE 1.5 — Hiérarchisation des méthodes de résolution d’équations traduisant des phénomeénes
spatio-temporels [81].

La résolution numérique du probléme de mélange impose de résoudre les équations de Navier-Stokes
(1.1) et du transport du scalaire (1.17). Il existe plusieurs méthodes de résolution pour ces équations
qui sont hiérarchisées sur la figure (1.5). En haut de cette pyramide se trouve la Simulation Numeérique
Directe (SND) qui est une méthode de résolution compléte des équations. Comme vu dans les para-
graphes précédents la simulation du mélange d’un scalaire passif de Schmidt moléculaire avoisinant 1 a
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des nombres de Reynolds méme modérés comporte une large gamme d’échelles & résoudre. Elle s’étend

de I’échelle intégrale l;,,; a I’échelle de Kolmogorov I,,. Ainsi, la complexité d’'une SND 3D est de I'ordre
de

Tint X Lint ~ Re'/? x ReV/* = R4, (1.27)
Tn Iy

avec Tj; le temps de retournement des tourbillons a I’échelle intégrale. D’un point de vue industriel, si
on considére par exemple I’écoulement d’une voiture dans de I’air initialement au repos et se déplagant
& environ 100 km.h~!, le nombre de Reynolds & 'échelle intégrale est de l'ordre de Rey,, ~ 7 x 10%,
ce qui demanderait environ 5 x 103 points de grille a résoudre sur environ 2600 pas de temps pour
ne simuler qu'un seul retournement des plus grands tourbillons. Dans le tableau 1.1, Spalart [87] fait
une table prévisionnelle de la mise & disposition d’un tel calcul en se basant sur la loi d’évolution de
I'accroissement des puissances de calcul de Moore?. En confrontant ces prévisions et la demande en
ressource (configuration de la voiture), Spalart ne prévoit pas une utilisation industrielle de la SND
d’écoulements a trés haut Reynolds avant la fin du 21e siécle.

Type de modélisation || Dépendance en Reynolds | Cellules | Pas de temps | Disponibilité
URANS faible 107 103 1985
SGE moyenne 10115 1067 2045
QSND forte 0% 1073 2070
SND forte 1016 1077 2080

TABLE 1.1 — Projections prévisionnelles des capacités informatiques pour résoudre un probléme d’aé-
rodynamique externe & haut nombre de Reynolds avec différentes méthodes de résolution selon Spalart
[87]. Dans sa notation, SGE est une simulation des grandes échelles avec des lois de parois et QSND
est une SGE avec un maillage trés fin, sans loi de paroi ou la part de modélisation est faible.

Afin de lever ces limitations, d’autres approches ont été proposées. Ces approches consistent & ne
résoudre qu’une partie de 1’écoulement. Ainsi, la méthode RANS (pour "Reynolds-Averaged Navier-
Stokes") et sa déclinaison instationnaire URANS (pour "Unsteady RANS") proposent de ne simuler
explicitement que les champs moyens de ’écoulement en s’appuyant sur la décomposition de Reynolds
des champs instantanés. L’influence des champs fluctuants issus de la décomposition de Reynolds sont
alors prise en compte a travers des modéles. Ce type de modélisation est peu cotiteux mais il im-
pose une bonne connaissance a priori de la solution, car les modéles RANS ne sont pas universels
et dépendent donc de la configuration de 1’écoulement. De plus, les approches RANS et URANS ne
fournissent qu’une information statistique de I’écoulement contrairement & I’approche SND qui donne
accés a une information spatio-temporelle riche.

Entre ces deux approches, il existe désormais des stratégies effectuant des compromis entre la com-
plexité de modélisation et le colit de calcul comme le schématise la pyramide de la figure 1.5. La
terminologie "méthodes hybrides" regroupe ainsi un vaste nombre de méthodes s’appuyant en partie
sur des dérivations ou améliorations de méthodes RANS. La méthode SAS pour "Scale Adaptative
Simulation" adapte le modéle de turbulence RANS en fonction de la taille de la grille de résolution
pour résoudre une part des fluctuations présentes dans I’écoulement tandis que la méthode DES pour
"Detached Eddy Simulation" est une modélisation de type interface qui délimite des zones de 1’écou-
lement résolues avec des méthodes RANS (proche paroi ou écoulement quasi-stationnaire) et celles
résolues avec la Simulation des Grandes Echelle (SGE) (zone d’écoulement tridimensionnel) [22].

Enfin, la SGE qui fera I'objet de ce manuscrit constitue une stratégie de simulation a part entiére.
Elle est la méthode la plus riche en information sur I’écoulement, aprés la SND, mais aussi la méthode

2. Cette loi vérifiée depuis les années 70 stipule que le nombre de transistors dans les unités de calcul double environ
tous les deux ans ce qui permet de prédire 'augmentation du nombre d’opérations par seconde.
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de résolution avec modélisation de la turbulence la plus cotiteuse en ressource comme le schématise la
figure 1.5. Avec 'accroissement des puissances de calcul, la SGE commence désormais a étre applicable
a des écoulements industriels [26, 69, 62].

1.2.1 Simulation des grandes échelles

La SGE repose sur 'idée de 'universalité des petites échelles des écoulements & haut nombre de
Reynolds et de leur décorrélation avec les échelles macroscopiques responsables des principaux trans-
ferts. Par conséquent, le principe de la SGE est de résoudre toutes les échelles de I’écoulement jusqu’a
une certaine longueur de coupure A = 7/k. oil k. représente la norme du vecteur d’onde de coupure
dans ’espace spectral. En deca de celle-ci, les structures tourbillonnaires seront modélisées comme le
schématise la figure 1.6.

Les grands tourbillons, i.e. ceux dont I’étendue spatiale est telle qu’ils peuvent étre capturés par la
grille de discrétisation®, sont directement résolus et seule l'influence des petites structures doit étre
modélisée.

La stratégie de SGE est similaire & celle d'une SND sous-résolue puisque le maillage n’est pas suffisam-
ment fin pour simuler les plus petites échelles du scalaire (g et de la vitesse [,,. Cette sous-résolution se
retranscrit formellement par une opération de filtrage. Cette opération de filtrage est le plus souvent
implicite, induite d’une part par la sous-discrétisation spatio-temporelle et d’autre part par les mé-
thodes numériques utilisées pour résoudre les équations. Dans ces travaux, a I'exception de quelques
simulations, les SGE seront soumises au filtrage implicite spatio-temporel et aux méthodes numériques
de type spectrales dont le filtre explicite est trés bien connu.

résolu
£ \\ résolu modélisé
00 ¥\ 1/
,/—\\
N
,\\ &
A \\modélisé

FIGURE 1.6 — Schéma représentatif des structures résolues et modélisées dans 'espace physique (a) et
la fonction de densité d’énergie de ces mémes parties dans 1'espace de Fourier (b).

Leonard [31] donne la premiére définition rigoureuse du champ explicitement résolu en définissant un
produit de convolution du signal spatio-temporel de la vitesse u;(x,t) avec un filtre G* tel que :

+o0o  pt+oo
ui(x,t) = / G (x— 't — t)u(x, t)dx'dt’, (1.28)

ou u; représente la partie résolue du champ de vitesse complet. Cette relation montre que la stratégie
de la SGE résumée dans la figure 1.6 revient & effectuer un filtrage spatial de longueur de coupure I,

3. Le théoréme de Nyquist-Shannon stipule qu’il faut une fréquence d’échantillonnage au moins deux fois supérieure
a la plus haute fréquence du champ & résoudre
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mais également un filtrage temporel de fréquence de coupure 7. sur le signal de vitesse de ’écoulement.
Ce double filtrage passe bas en fréquence est défini dans le filtre G* du produit de convolution (1.28)
et sert de point de départ a la formalisation mathématique de la SGE. Dans ces travaux, nous ne
considérerons pas la partie temporelle du filtrage qui est par ailleurs implicitement induite par le
filtrage spatial. Dorénavant, le filtre sera noté G et le produit de convolution de 'expression (1.28) sur
un champ scalaire 6 ou vectoriel w & un instant donné sera noté

=G0 ou u=Gxu. (1.29)

Enfin, le champ résiduel de ce filtrage est noté u; = u; — u; et constitue la partie sous-maille du champ
filtré.

Afin que le filtre G puisse s’appliquer au systéme d’équations de Navier-Stokes, il doit respecter les
propriétés fondamentales suivantes :

— permutation avec les dérivées partielles :

or ox < ot T ot (1.30)
— linéarité :
C(U1 + u2) = Cuy + Cuo (1.31)

Ces propriétés pourraient étre celles d’un opérateur de Reynolds tel qu’utilisé dans I"approche RANS.
Cependant, le filtre ~ n’est en général pas idempotent

i+, (1.32)

et ainsi la partie résiduelle du signal par le filtre G n’est pas nulle par le produit de convolution * avec
le filtre G tel que

u—u#0 (1.33)

Cette derniére propriété différencie 'opérateur de filtrage de la stratégie SGE et 'opérateur de Rey-
nolds de la stratégie RANS.

Filtres classiques de la SGE

Dans les filtres couramment cités, notons les filtres boite, coupure spectrale et gaussien. Les filtres
boite et coupure spectrale ont des comportements opposés selon ’espace dans lequel ils sont représentés.
Le filtre boite monodimensionnel

< si Jz-d|< %
Gz — ) (1.34)

0 sinon,

représente un filtrage par la moyenne des valeurs spatialement voisines du point & filtrer. A l'inverse,
le filtre de coupure spectrale annule les nombres d’onde au dessus de la valeur de coupure k. :

1 si k< ke
G(k) (1.35)

0 sinon.

Le filtre boite dans I’espace physique et le filtre coupure spectrale dans I'espace de Fourier sont tous
les deux locaux alors que leurs expressions dans ’espace qui leur est complémentaire :

G(k) = sinc <%> , (1.36)
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pour le filtre boite dans I’espace spectral, ot sinc est le sinus cardinal, et

/
G(z —2') = sinc <M) , (1.37)
A
pour le filtre coupure spectrale dans I’espace physique, sont des opérations non locales sur les champs
a filtrer. On notera que le filtre de coupure spectrale est idempotent et qu’il n’est pas inversible. De
plus, il n’est pas défini positif & I'inverse des filtres boite et gaussien. Cette propriété de filtre défini
positif est nécessaire pour assurer une énergie cinétique sous-maille ou une variance sous-maille qui
soit bien définie positive [93].
Le filtre de coupure spectrale sera exclusivement utilisé dans ces travaux puisqu’il émule les méthodes
numériques de type spectral utilisées dans ce mémoire pour réaliser les opérations de dérivation spatiale.
Le filtre boite émule exactement le filtrage implicite des opérateurs de dérivation spatiale discrétisés
par des méthodes numeériques volumes finis centrées d’ordre 2 [77, 85].
Comme le filtre boite, le filtre gaussien est un filtre inversible et défini positif. Cependant il est non
local dans les espaces physiques

p 6 —6|z — 2’|
Gx—12') = —2 P X2 , (1.38)
et non local dans ’espace spectral
“ —AZE?
G(k) = exp ( 54 ) . (1.39)

Equations d’évolution filtrées de la SGE

La SGE est donc une méthode de résolution qui revient formellement & un filtrage du systéme
d’équations résolus pour prédire le mélange d’un scalaire dans un écoulement turbulent, Eqgs. (1.1) et
(1.17). L’application du filtrage aux équations du champ de vitesse fournit les équations dites filtrées :

ou;
axi

=0 (1.40)

ou; _ aﬂj . op 82ﬂi 87'@']'
ot Y or;  Ox; v oz Ozj (1.41)

avec

Tij = Cij + Rij + Lij = UU; — ﬁzﬂj. (1.42)

ol Cz‘j = W
R;; = W est le tenseur de Reynolds qui représente les interactions des petites échelles entre elles,
et L;; = u;uj — U;u; le tenseur de Leonard qui représente 'interaction des grandes échelles entre elles.
Cette décomposition triple ou de Leonard [31] peut aussi étre obtenue directement depuis 1’équation

de quantité de mouvement. Le filtrage de ’équation de champ de scalaire

— u/u; est le tenseur des interactions croisées entre les échelles résolues et modélisées,

o0 90 v 9%  on

P ig T LIY 9 1.4
ot ""or; ~ Scox?  oa; (1.43)

avec

7 =L; + C; + R; = u;0 — u;0, (1.44)

ot les termes L; = w0 — w;0, C; = 4 0 — w0 et R; = W ont des roéles similaires aux termes de
la décomposition (1.42). Les nouveaux termes des équations filtrées (1.44), (1.42) doivent étre pris en
compte dans la résolution des équations. Ils doivent étre modélisés car les variables dont ils dépendent
ne sont pas accessibles au cours d’un calcul de SGE.
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Dans le cas ou la décomposition SGE, Eq. (1.29), devient u” = 0, soit G = 1 dans le produit de
convolution, alors les termes sous-maille tendent vers 0 et les champs résolus tendent vers leurs si-
gnaux complets. Par conséquent, la stratégie SGE a un comportement asymptotique tendant vers la
SND lorsque la grille de résolution devient assez fine pour résoudre jusqu’a I’échelle de Kolmogorov 1,,.

Un des enjeux de la SGE [73, 46| est donc de proposer des modéles fiables pour prédire les termes,
7ij et 7;. Ces modeéles sont communément appelés modeéles sous-maille. La construction de modeles
sous-maille doit respecter au préalable un certain nombre de critéres comme la conservation de l'in-
variance Galiléenne des équations de Navier-Stokes ou la minimisation de l'influence sur les échelles
résolues pour ne pas impacter la dynamique des macro-échelles. D’un point de vue technique, compte
tenu du cott déja important de la SGE, le modéle sous-maille doit étre le plus local possible en es-
pace ? et en temps. 11 se doit également d’étre algorithmiquement peu complexe pour cette méme raison.

Les modéles doivent reproduire les termes sous-maille (1.42) et (1.44) et respecter les transferts d’éner-
gie entre les échelles modélisées et les échelles résolues. Nous verrons que ces deux propriétés ne sont
pas nécessairement respectées simultanément [80] et les modeéles présentés dans ce mémoire cherchent
a les regrouper. Par exemple, dans le cas du scalaire passif, ’équation de la variance de scalaire résolu
62 /2 obtenue en multipliant (1.43) par 20 :

00> 06  9%0* 5 06 00 éan

b = — R — 1.4
ot om0 w0 om (1.45)
——
—Tsas
et ’équation de la variance de scalaire sous-maille Vggg = 1/2 (@ — 99)
IVsas _ 0Vsas 82VSGS 00 00 00 00 0 ,— _0T;
: = - - - T . 1.4
o0 T g =5 o "\ Gmom  Gwiom) By (0~ w00) g (146)
——
+Tscs

caractérisent les échanges énergétiques du scalaire. Les mécanismes d’échange inter-échelles sont couplés
par le terme Tsgg qui apparait dans les deux équations précédentes avec un signe opposé. Dans le cas
de transfert de variance des échelles résolues vers les échelles sous-maille, ce terme est positif, ce qui
représente un puits dans la partie résolue (1.45) et une source dans la partie modélisée (1.46). De telles
équations d’échange énergétique peuvent également étre établies pour la vitesse. L’équation de I’énergie
cinétique résolue est obtenue en multipliant I’équation de transport de quantité de mouvement par u; :

1 0u;t; B 0 wp v Oouu; . ou; 0u; &
2 ot 855]' (_ p 2 856]' _TZJSZJ) Vaxj 856]' +7i5 555, (1.47)

Fsgs

2.

et I’équation de I’évolution de ’énergie cinétique sous-maille 7;; = uf —uj :

107y . 0 1 — v 07 G ou; Ou; ou; 0u; &
20t O (_P (ep —ap) + 2 Oz; i TZJSZ]) ) (&rj Oxj  Ox; 8:Uj> w—/msw ' (148)
—Fsas

Le terme Fgsgg est le terme d’échange entre 'énergie cinétique résolue et 1’énergie cinétique sous-
maille. Si Fsgg est négatif alors le transfert sous-maille est direct des échelles résolues vers les échelles
modélisées (forwardscatter) et inverse dans le cas inverse (backscatter).

La description des échanges énergétiques est une question délicate, puisqu’elle n’est pas locale dans
I’espace de Fourier malgré la coupure opérée par 'opération de filtrage implicite de la SGE. Dans
les cas du scalaire et de la vitesse, ces échanges sont majoritairement des grandes vers les petites
échelles conformément & la notion de cascade d’énergie évoquée en début de ce chapitre. Cependant,

4. cette condition n’est jamais respectée dans un code spectral si le modéle fait intervenir une dérivé spatiale
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des transferts inverses, des petites vers les grandes échelles, existent localement.

1.2.2 Modéles de sous-maille

La présentation des modéles sous-maille va largement s’appuyer sur la classification proposée par
Sagaut [80] qui classe les modeéles en deux catégories : les modeéles fonctionnels et les modéles structu-
rels. Tous les modéles sous-maille ne sont pas regroupés dans ces deux catégories mais cette distinction
est profondément inscrite dans les modéles développés dans ce mémoire. Un rapide apercu des caracté-
ristiques des modéles structurels et fonctionnels est proposé, sans chercher a fournir une liste exhaustive
des nombreux modéles sous-maille qui ont pu été proposés dans la littérature. Le lecteur pourra se
référer & 'ouvrage [80] pour plus de détails.

Modéles fonctionnels

Ce paradigme de modélisation cherche a reproduire les transferts énergétiques entre les
échelles résolues et les échelles modélisées. L’étude de ces interactions énergétiques montre
— une prédominance du drainage de ’énergie des échelles résolues vers les échelles modélisées :
transfert direct ou "forwardscatter" devant la remontée d’énergie des échelles modélisées vers
les échelles résolues : transfert indirect ou "backscatter".
— les transferts énergétiques dépendent de la forme du spectre d’énergie cinétique et du type de
filtre de coupure. Ici, nous utiliserons exclusivement le filtre de coupure spectrale.
— dans le cas des modéles sous-maille pour I’équation de transport de la quantité de mouvement
filtrée, ce sont les champs de vitesse et de vorticité qui sont responsables de ces transferts.
Nous nous intéresserons aux modéles sous-maille de type fonctionnel ne modélisant que le transfert
direct d’énergie via la construction explicite de modéles algébriques. Cette modélisation classique sera
formellement utilisée avec les modéles de type Smagorinsky [86] définis un peu plus loin. Le role du
modeéle sous-maille fonctionnel peut aussi étre obtenu par 'utilisation de méthodes numériques dont les
erreurs de troncature reproduisent les effets dissipatifs du transfert direct (ILES pour "Implicit Large
Eddy Simulation").

Des modéles explicites s’appuient sur ’hypothése d’équilibre énergétique induit par la séparation
d’échelles dans ’espace spectral. Parmi ceux-ci, les modéles spectraux se basent sur des expressions du
spectre de ’énergie cinétique et sur 1’échelle de coupure implicite de la SGE. A partir de ces informa-
tions est calculée une viscosité effective permettant d’évaluer un terme sous-maille. Ces modéles sont
principalement issus des travaux de Kraichnan et de 'EDQNM [50] et ils s’appliquent exclusivement
4 des codes de calcul utilisant des méthodes numériques spectrales ou pseudo-spectrales.

Une autre partie des modéles fonctionnels explicites se basent sur 'hypothése de viscosité sous-maille.
Dans ’espace physique, ce mécanisme de transfert direct d’énergie a pour objectif d’étre similaire & un
mécanisme de diffusion piloté par une viscosité artificielle dont une formulation algébrique est donnée
par Boussinesq dans ’expression du tenseur pour la vitesse :

Tij = —2vs5GsSi; + %Tkk(sij. (1.49)
En incompressible, la trace du tenseur sous maille utilisée dans I'expression précédente est ajoutée au
terme de pression p de l'expression (1.41) qui devient p + %Tkk@-j. Se baser sur une telle expression
implique de considérer qu’il y a une séparation totale entre les échelles résolues et les échelles modélisées
et que cette viscosité sous-maille dépend d’une longueur et d’un temps caractéristique qu’il faut définir
localement pour aboutir & un modéle. L’expression du tenseur sous-maille (1.49) contraint 1’alignement
des vecteurs propres du tenseur sous-maille avec ceux du tenseur des déformations filtrées. Plusieurs
auteurs comme Horiuti [37] pour le tenseur sous-maille de la vitesse et Chumakov [12] pour le vecteur
sous-maille du scalaire ont montré que cette colinéarité n’existait pas. Cela confirme que les modéles
fonctionnels & viscosité sous-maille n’ont pas pour but de reproduire le tenseur sous-maille directement,
mais les effets de ce tenseur sur les transferts.
Les modéles basés sur la viscosité sous-maille sont partagés en trois types :
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— les premiers sont les modéles basés sur le champ résolu complet. Les modéles de Smagorinsky
[86] font partie de cette classe et nous verrons au cours de ces travaux les différentes déclinaisons
de ce modéle. A Dorigine, le modéle de Smagorinsky [86] a pour expression :

— dans le cas du vecteur sous-maille du scalaire :

o = 00
.= CA? 1.
= CA%S| (1.50)
— dans le cas du tenseur sous-maille de la vitesse :
— 5 = OUy;
mij = CA?|S| ==, (1.51)
J 31‘j

ot A est la longueur de coupure, |S| = \/QSijSij est la norme du tenseur des déformations
filtrées et C' une constante & déterminer selon le type d’écoulement & simuler. Dans le cas d’une
THI et pour le champ de vitesse filtré Métais & Lesieur [56] déterminent que C' = —(0.18)2. La
déclinaison dynamique de ce modéle a été proposée par Germano et al. [33| puis améliorée par
Lilly [51] ot le coefficient dynamique C' s’écrit dans le cas du modéle pour la vitesse :

—

LM ~ N — 9 A a
C = < *J 2J> avec Mij = A2|S|SU —A2|S|Sij et Lij = UU; — UjUy- (152)

(M Mij)

et dans le cas du modele pour le scalaire [57] :

A

<L1Mz> 22 00 9. o0 — -
C (M, avec M, S| B, |S] e et L;=1u;0— ;0 (1.53)

Dans les prochains chapitres, les modéles de cette famille seront notés DSM (pour "Dyna-
mic Smagorinsky Model") ou DEDM (pour "Dynamic Eddy Diffusivity Model") dans le cas
spécifique des modéles sous-maille pour le scalaire.

— les modéles s’appuyant seulement sur les grandeurs des plus hautes fréquences des champs
résolus, i.e. celles au voisinage de la fréquence de coupure dans ’espace spectral. Ces modéles
se basent sur une hypothése d’équilibre énergétique au voisinage de la longueur de coupure.
Cela se traduit formellement par I'existence d’un transfert si I’énergie est strictement positive
a I’échelle de coupure.

— les modeéles dérivant une viscosité sous-maille directement depuis les grandeurs de sous-maille.
Ces derniers modéles, de par leur interaction directe avec les quantités de sous-maille® per-
mettent de lever I’hypothése d’équilibre énergétique a I’échelle de coupure. Cette particularité
rend ces modéles plus performants dans la reproduction des échanges.

Tous ces modéles affichent des résultats satisfaisants dans des simulations de THI avec une longueur de
coupure assez haute dans le spectre d’énergie, soit environ 80% de I’énergie totale résolue dans la SGE
[72]. Des améliorations ont été apportées dés lors que 1'écoulement simulé a des zones anisotropes ou de
transition. Parmi ces techniques d’amélioration, notons le calcul d’un coefficient dynamique basé sur le
calcul de grandeurs a une échelle de filtrage test A = 2A [33] ou encore une technique d’accentuation
des hautes fréquences des échelles résolues [24]. Ces techniques seront utilisées dans le chapitre 3 de ce
mémoire.

La classe des modéles fonctionnels & viscosité sous-maille comprend également une famille de modéles
déterministes modélisant le transfert inverse d’énergie et des modéles stochastiques basés sur 'ajout
d’un forcage [80].

En résumé, 'hypothése essentielle motivant le développement de modéles fonctionnels est que l'in-
teraction entre les échelles résolues et les échelles modélisées est principalement de type énergétique.
Par conséquent, la modélisation du transfert énergétique entre ces deux gammes d’échelles, suffit &
modéliser I'influence des échelles sous-maille sur les échelles résolues. Ce transfert bi-directionnel se

5. représentées par la résolution d’équation de grandeurs de sous-maille supplémentaires
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compose en une large part de transfert des échelles résolues vers les échelles modélisées (transfert
direct) et dans une moindre mesure, d’un transfert des échelles modélisées vers les échelles résolues
(transfert indirect).

Modéles structurels

Les modéles sous-maille de type structurel ont pour but de reproduire le plus fidélement possible
les composantes des termes sous-maille. Ils peuvent ainsi fournir des informations sur la struc-
ture de la turbulence de sous-maille ou sur les structures de scalaire de sous-maille. Leurs méthodes
de construction différent des modéles fonctionnels en se basant sur des principes de développement
mathématique.

— La premiére classe de modéles s’appuie sur des décompositions formelles des termes filtrés.
Parmi eux, les modeéles de déconvolution ne nécessitent aucune information a priori. Ces mo-
deéles cherchent a reconstruire la partie sous-maille du champ de SGE (déconvolution forte) par
le calcul de la bijection du filtre implicite supposé étre utilisé. Seul les filtres inversibles tel que
le filtre boite ou gaussien permettent de reconstruire une partie du champ de sous-maille (dé-
convolution faible). L’inversion du filtre G s’effectue par la connaissance de sa forme analytique,
ce qui permet d’écrire son développement en série de Taylor tronqué a ’ordre N :

N \k B k B
Gz)=> ( kll) AkMk(x)sz(x) + O(AN), (1.54)
k=0 ’

avec A la longueur de coupure implicite et My () les moments statistiques d’ordre k du filtre
GS. Ainsi, G+ G~ = Id + o(AV)

— Dans un autre registre, les développements en série de Taylor des filtres des SGE sont appliqués
aux champs de vitesse et de scalaire pour reconstruire les composantes des tenseur et vecteur
sous-maille. Cette méthode de construction aboutit au modéle du gradient introduit par Leonard
[31] et repris par Clark et al. [13| qui sera le point de départ du développement de nouveaux
modéles dans le chapitre 3. Les expressions des modéles du gradient développés avec les filtres
boite et gaussien sont :

— pour le vecteur sous-maille du scalaire :

= — — 1.55
7 12 31‘j 31‘j ( )
— pour le tenseur sous-maille de la vitesse :
A? ou; 3ﬁj
= = —. 1.56
Tij 12 31‘k 8.%'k ( )

Cette famille de modéles sera notée GM (pour "Gradient Model") dans les prochains chapitres.

— Les modéles non linéaires utilisant des décompositions tensorielles et vectorielles des vecteurs et
tenseurs sous-maille & modéliser. Ces modéles utilisent la théorie des bases d’intégrité et seront
utilisés dans la partie 5 de ces travaux [88, 67].

— Les modéles de similarité d’échelle sont construits sur différents niveaux de filtrage parmi les
échelles résolues. Le modéle de similarité d’échelle de Bardina et al. [6] a motivé la construction
des modéles mixtes opérant la combinaison linéaire de modéles fonctionnels et structurels. Le
modeéle de Clark [13] en est un exemple et sera utilisé dans le chapitre 4 a la section 4.2.1.

— Des outils de mathématiques appliquées tels que les réseaux de neurones commencent a étre
utilisés. La procédure d’utilisation impose de connaitre a priori une solution exacte comme nous
le verrons dans les chapitres 4 et 5 ou une solution issue d’'une SGE connue [83]. L’estimateur
optimal introduit par Moreau et al. [59] dans le domaine de la SGE sera introduit pour permettre
de construire de nouveaux modéles

6. Les moments statistiques du filtre de coupure spectrale sont des intégrales impropres non convergentes. Il n’y a
donc pas de développement possible de ce filtre.
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1.2.3 Comparaison des modéles structurels et fonctionnels

Les modéles de type fonctionnel modélisent le transfert d’énergie & travers 1’échelle de coupure
de la SGE. Ils ont pour inconvénient d’étre faiblement corrélés au terme sous-maille exact car ils
contraignent les composantes du tenseur des contraintes de déformation & étre alignées avec celles du
tenseur sous-maille exact ce qui n’est pas généralement le cas [37]. Les modéles de type Smagorinsky
[86] ne dérogent pas a la régle car ils sous-estiment largement les fluctuations des grandeurs dont ils
modélisent la partie de sous-maille et cette sur-dissipation, dans le cas du modeéle de Smagorinsky
original, conduit, par exemple, & une mauvaise prédiction de transition vers la turbulence [95].

Les modéles structurels modélisent le plus souvent chacune des composantes des vecteurs et tenseurs
sous-maille en ne faisant aucune hypothése sur la forme fonctionnelle générale du modéle comme
peuvent le faire les modéles fonctionnels se basant sur I’hypothése d’une viscosité sous-maille par
exemple. Les modéles structurels cherchent a étre corrélés au terme sous-maille exact mais ils ne re-
produisent pas correctement les transferts sous-maille ce qui les conduit & produire des simulations
instables ce que nous retrouvons dans ’exemple du modéle du gradient. En effet, comme tout modéle
structurel, le modéle du gradient a de bonnes corrélations avec le tenseur sous-maille exact. Cependant,
ce modeéle est instable dans la pratique & cause du transfert inverse d’énergie cinétique sous-maille qu’il
effectue, comme le montre Love [54]. Vreman et al. [94] ont montré sur I’équation de Burgers 1D que
I'ajout du modéle du gradient est responsable de ’apparition d’instabilités dans les modes élevés de
I’écoulement. Ces instabilités sont caractéristiques du transfert inverse d’énergie cinétique modélisée
vers les petites échelles résolues. Des corrections ont été proposées comme celle de Liu et al. [52] qui
introduisent un limiteur coupant brutalement le modéle dans les zones ot il effectue du transfert inverse.

Une hiérarchie entre les deux familles de modéles semble exister car il est envisageable qu'un modéle
structurel reproduisant fidélement le terme sous-maille exact puisse également reproduire les transferts
énergétiques entre les échelles résolues et les échelles modélisées. Les modéles sous-maille structurels
sont donc en théorie les meilleurs candidats pour permettre une résolution fine des plus petites struc-
tures de la turbulence résolue.

Dans ce mémoire nous cherchons & construire de nouveaux modéles sous-maille qui se baseront natu-
rellement sur des modéles sous-maille structurels issus des familles :
— basées sur le développement en série de Taylor du terme sous-maille exact.
— non linéaires et issues de la théorie des bases d’intégrité.
— utilisant les outils de mathématiques appliquées : les réseaux de neurones, ’optimisation mul-
tiobjectifs et 'estimateur optimal.

En résumé

La problématique de la modélisation sous-maille” dans le contexte de la SGE pour le mélange du
scalaire passif dans les écoulements turbulents a été abordée.
La SGE conduit & de nouveaux termes dans les équations filtrées qui doivent étre modélisés. Les
modeéles sous-maille classiques pour ce mémoire ont été présentés selon la classification fonctionnelle et
structurelle [80] qui permet de caractériser les origines de leurs constructions, leurs aptitudes et leurs
insuffisances.
Dans ce mémoire, nous nous proposons de construire de nouveaux modéles sous-maille se basant sur
des modéles structurels. Les étapes de leurs constructions vont faire appel a des outils et des concepts
que nous allons présenter dans le chapitre suivant.

7. hors de toutes considérations numériques
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Chapitre 2

Méthodologie suivie pour 'analyse et le
développement de modéles sous-maille
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Le précédent chapitre a introduit les concepts de base de la modélisation sous-maille pour la réalisa-

tion de SGE du mélange turbulent. Il a été mis en évidence que la SGE du mélange turbulent conduit &
des termes sous-maille issus du filtrage du terme d’advection de I’équation de quantité de mouvement,
Tij = Wit; — U;Uj, et du filtrage du terme de convection de I’équation de transport du scalaire passif,
7; = u;f — ;0. Puisque ces termes sous-maille sont en partie composés de variables inaccessibles lors
de la réalisation de SGE, ils doivent étre modélisés pour fermer les équations.
L’objectif de ce mémoire est de présenter une méthode de diagnostic des performances des modéles
sous-maille se basant sur la classification proposée par Sagaut [80] et d’évaluer la pertinence d’ap-
proches de modélisation de ces termes sous-maille utilisant des techniques issues des mathématiques
encore peu exploitées en SGE. La méthodologie suivie dans la suite de ce mémoire s’appuie sur les
concepts et techniques qui vont étre introduits dans ce chapitre.

2.1 Définition des performances fonctionnelle et structurelle d’un mo-
déle sous-maille

La classification des modéles sous-maille proposée par Sagaut [80] distingue les modeéles sous-maille
visant & reproduire globalement les transferts énergétiques entre les échelles résolues et les échelles
modélisées, qui ont été qualifiés de modeéles de type fonctionnel, des modéles reproduisant le plus
fidelement possible le terme sous-maille & modéliser, donc visant & reconstruire les échelles non résolues
et qui ont été qualifiés de modéles structurels. Dans ce mémoire, nous proposons de nous appuyer sur
cette distinction pour déterminer les performances des modéles sous-maille. 1l s’agit ainsi de distinguer
la performance fonctionnelle d’'un modéle, de sa performance structurelle. Suivant la classification
de Sagaut [80], la performance fonctionnelle vise & mesurer la capacité d’'un modeéle & correctement
reproduire les transferts globaux d’énergie a I’échelle de coupure, alors que la performance structurelle

19
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cherche a évaluer & quel point le modéle est une représentation locale fidéle du terme sous-maille. Des
critéres quantitatifs sont ainsi proposés pour mesurer ces deux performances.

2.1.1 Performance fonctionnelle

Puisque la performance fonctionnelle est la capacité d’un modéle a bien reproduire les transferts
globaux d’énergie, il est naturel de s’intéresser aux termes de transferts énergétiques mis en évidence
dans le couple d’équations (1.45), (1.46) pour le transfert sous-maille d’énergie cinétique résolue et
dans le couple d’équations (1.47), (1.48) pour le transfert sous-maille de la variance du scalaire résolu.
Globalement, ces transferts sont contrdlés par les termes dits de dissipations sous-maille, <g—in> et
<Tij5,~j> respectivement pour le scalaire et la vitesse. Il s’agira ainsi de mesurer si le modéle conduit a
une prédiction correcte de ces dissipations sous-maille. Méme si les transferts globaux d’énergie sont
les premiers transferts & considérer pour 1’évaluation de la performance fonctionnelle d’un modéle,
les transferts d’autres quantités peuvent étre évalués. En particulier, dans le chapitre 3, le transfert
d’enstrophie sera également considéré afin de mieux caractériser le comportement aux plus petites
échelles résolues des modeles [38].

2.1.2 Performance structurelle

La mesure de la performance structurelle revient donc a mesurer localement ’erreur entre le terme
exact et le modéle. Différentes définitions de I'erreur peuvent étre données, mais Langford & Moser
[45] ont montré que lerreur quadratique entre le terme sous-maille exact et le modéle sous-maille
testé était 'erreur la plus pertinente pour quantifier cette performance. Par conséquent la performance
structurelle s’évaluera sous la forme d’une moyenne volumique d’erreur quadratique! :

eq= (T —7)°) (2.1)

ou dans cette expression 7 est le modéle et T le terme exact. Puisqu’il s’agit plus particuliérement
d’évaluer la performance du modéle & décrire localement le terme apparaissant dans les équations de la
quantité de mouvement filtrée et dans I’équation du scalaire, ’erreur ne sera pas directement calculée
sur le tenseur 7;; (pour la vitesse) et sur le vecteur 7; (pour le scalaire), mais sur leur divergence.
L’erreur sera ainsi calculée sur le vecteur 07;;/0x; pour la vitesse, et sur d7;/0x; pour le scalaire.

2.2 Notion d’estimateur optimal au sens de la performance structu-
relle

2.2.1 Définition de I’estimateur optimal

Au-dela des critéres d’évaluation de performance des modeéles qui viennent d’étre définis, en distin-
guant les performances fonctionnelle et structurelle, une information utile serait de pouvoir quantifier
le degré d’amélioration possible d’'un modéle. En particulier, si on note que la modélisation consiste
& approcher un terme inconnu en combinant un certain nombre de variables connues, il est utile de
savoir si I'erreur d’un modéle vient d’'un mauvais choix de variables ou d’une mauvaise combinaison de
ces variables entre elles. Moreau et al. [59] proposent une méthode de diagnostic donnant accés a ce
type d’information sur la performance structurelle. En notant 7(¢) le modéle construit a partir d’un
jeu de variables ¢, Moreau et al. décomposent I'erreur quadratique (2.1) en :

eq = (T —(T1))°) +((T19) —=7)%). (2.2)

Eir ef >0

ou (T|¢) est la moyenne conditionnée de T' par le jeu de variables ¢. Ils montrent ainsi que 'erreur
quadratique e, de I'expression (2.1) sera toujours supérieure ou égale a I’erreur quadratique construite
avec l'estimateur (7’| ¢) puisque e > 0. En d’autres termes, le meilleur modeéle possible s’appuyant

1. Cette erreur quadratique est une norme Lo afin de pouvoir la généraliser au scalaire, vecteur, tenseur...
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sur le méme jeu de variables ¢ que le modéle 7 est (T'| ¢). Moreau et al. [59] définissent ainsi (7| ¢)
comme ’estimateur optimal de T pour le jeu de variables ¢. Par conséquent, la plus petite erreur
quadratique que 'on peut construire avec ¢ est atteinte avec ’estimateur optimal tel que :

eq > (T = (T|¢)%) = eir, (2.3)

ol e; est I'erreur irréductible. Cette décomposition d’erreur permet donc de distinguer la part due
au choix de variables, ¢, pour la modélisation (donnée par l'erreur irréductible, e;.) et la part due a
la fonction combinant ces variables entre elles (donnée par ey que I'on peut qualifier d’erreur de forme
fonctionnelle 2).

Le calcul des termes de l'expression (2.2) va permettre différents diagnostics structurels sur les
modéles sous-maille. Trois principaux types d’informations peuvent étre déduits de cette analyse :

1. les performances structurelles de différents modéles peuvent étre mises en concurrence en
comparant leurs erreurs quadratiques.

2. le jeu de variables qui serait le meilleur candidat pour construire un modéle. Ce sera le jeu
de variables conduisant a ’erreur irréductible la plus faible.

3. le potentiel d’amélioration d’'un modéle qui est quantifié par 'erreur de forme fonction-
nelle.

Si un modéle a une erreur quadratique bien plus grande que son erreur irréductible (donc une erreur de
forme fonctionnelle élevée), une amélioration du modéle peut étre espérée. A l'inverse, la performance
structurelle d’'un modéle ayant son erreur quadratique proche de son erreur irréductible (donc une
erreur de forme fonctionnelle basse) ne pourra étre améliorée qu’en modifiant le jeu de variables. Ces
concepts sont largement utilisés dans les chapitres qui suivent et ils ont déja été utilisés dans de précé-
dents travaux [3, 4, 5, 29, 59| ot le concept d’estimateur optimal a toujours été utilisé comme outil de
diagnostic, dans l’esprit de la description qui vient d’étre proposée. Dans le chapitre 4, nous propose-
rons une nouvelle utilisation de I'estimateur optimal puisque nous cherchons a 'appliquer directement
comme modéle sous-maille.

2.2.2 Techniques de calcul

Le point crucial pour les différentes utilisations que I’on souhaite faire de ’estimateur optimal réside
dans le calcul de la moyenne conditionnelle pour évaluer I’estimateur optimal lui-méme. Son évaluation
intervient dans la phase de diagnostic des modéles et éventuellement dans la phase de "construction"
du modele sous-maille (comme ce sera le cas dans le chapitre 4). Différentes stratégies de calcul basées
sur la méthode histogramme sont mises en oeuvre en fonction de l'utilisation finale de ’estimateur
optimal et du nombre de variables de conditionnement. A cet effet, nous différencierons les calculs de
la moyenne conditionnelle des estimateurs optimaux d’une variable et de plusieurs variables.

Moyenne conditionnelle d’une seule variable

On définit un domaine V' et 7 la position d'un point dans ce domaine. Soient A(Z) et B(Z) deux
champs scalaires qui varient spatialement dans ce domaine. Le calcul de la moyenne conditionnée de
A par une variable B peut se faire par une méthode dite histogramme consistant a discrétiser en
segments uniformes la plage de variation de B. La moyenne de A conditionnée par B sera ainsi donnée
par les différentes moyennes arithmétiques de A calculées sur les ensembles des points ¥ ayant une
valeur de B incluse dans les mémes segments. Ainsi, soit Np, le nombre de segments de B tel que
max(B) —min(B) = d Np avec ¢ I'amplitude des segments discrétisant la variation totale de B. On
définit Np centres de segments de la variable B tel que

Cp(i) = min(B) + (2i + 1)6/2 (2.4)

2. Cette appellation ne doit pas étre confondue avec les modéles fonctionnels ou la performance fonctionnelle.
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La technique histogramme revient & construire la fonction de densité de probabilité de B et ensuite &
effectuer la moyenne pondérée de A par cette densité de probabilité de B. On définit alors un ensemble
FE de Np sous-ensembles F; tels que chaque F; liste les coordonnées spatiales des points ol la valeur
B(Z) est incluse dans le segment 7. Ainsi,

E; = {#|Cp(i) — 6/2 < B < Cyli) +6/2} i€[l:Ng]. (2.5)

L’ensemble F représente en quelque sorte la fonction de densité de probabilité de la variable B avec I'in-
formation spatiale de la position des valeurs. Avec ces conventions d’écriture, la moyenne conditionnelle
du champ A(Z) sur les Np segments de B est égale a

(A1 B)= iy X AR, (2.6

Le calcul numérique de la moyenne conditionnelle de A par B conduit a l'obtention d’une tabulation
de Np valeurs des ( A| B), en fonction des centres des segments discrétisant B. Cette stratégie de calcul
donne des résultats satisfaisants lorsque ’estimateur optimal est calculé avec une unique variable de
conditionnement. C’est le cas lorsque 'estimateur optimal est utilisé comme outil de diagnostic aux
chapitres 3 et 4, ou lors des premiers tests visant & utiliser directement ’estimateur optimal comme
modeéle sous-maille dans la premiére partie du chapitre 4.

Cependant, le choix du nombre de segments discrétisant la variable B a un impact sur la valeur finale
de l'estimateur optimal. De plus, ce choix ne peut pas étre universel car il dépend grandement de
la distribution des valeurs du champ B. Pour montrer cette dépendance, dans le chapitre 4 (section
4.2), deux calculs d’erreur généralisée de l'estimateur optimal définie & ’équation (4.14) et pour deux
variables de conditionnement différentes, sont effectués (cf. figure 4.1) pour trouver numériquement
une valeur "optimale" de nombre de segments qui minimisera cette erreur généralisée. Les deux erreurs
généralisées aboutissent toutes les deux & un nombre de segments assez voisin, aux alentours de &~ 300
puisque les distributions de variable B sont similaires.

Cette dépendance de I'estimateur optimal vis-a-vis du nombre de segments discrétisant sa variable de
conditionnement s’accentue avec I’augmentation du nombre de variables de conditionnement.

Moyenne conditionnelle de plusieurs variables

Il a été observé qu’en gardant un échantillonnage des variables de conditionnement constant, i.e.
& = cst, Verreur quadratique de I'estimateur optimal avec le champ qu’il estime était élevée. Une autre
stratégie de calcul de 'estimateur optimal a été utilisée pour tenter de minimiser cette erreur. C’est
une alternative dynamique de celle proposée par Antoine Moreau dans 'annexe de sa thése [58|. Dans
sa thése, A. Moreau propose une méthode de distribution des bornes des segments de la variable B en
loi de puissance du type :

. i \P
mam(B)ﬁ—Zmin(B) = (NLB) avec p>0 et i€[l:Ng], (2.7)
ol f; est la borne supérieure du segment i. Cette méthode est statique et adaptée a des variables de
conditionnement avec un unique pic de densité de probabilité. De plus il faut ajuster p en fonction de sa
position dans la plage maz(B) —min(B). Dans ce travail, la méthode de discrétisation des variables de
conditionnement & pas non constant est suivie tout en développant une méthode ne nécessitant ni une
forme de densité de probabilité particuliére ni de la connaitre. Nous montrerons numériquement que
cette méthode n’apporte pas d’amélioration & la méthode histogramme classique lorsqu’elle est utilisée
pour une unique variable de conditionnement, donc elle sera exclusivement mise en oeuvre dans les
calculs de moyennes conditionnelles de plusieurs variables.

Dans le cas des moyennes conditionnelles a n variables {B1,..Bj, .., By}, les sous-ensembles E; (2.5)
définissant les listes des points qui composent la fonction de densité de probabilité jointe des variables
de conditionnement, deviennent dans le cas de longueurs de segments constantes et propres & chaque
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variable :
E; = {f] C, (kij) — 6;/2 < B;(%) < Cp, (kij) +6;/2, Vj € [1: n]]} , iel:K] (2.8)

ou k;; est une matrice d’ordre 2 de dimensions K x n contenant les combinaisons des coordonnées des
segments j locaux & chaque variable, et représentant le segment global ¢. Cela augmente considéra-

n
blement le nombre de segments de calcul de la moyenne conditionnelle puisqu’il passe & K = [] Np;

j=1
segments. Parallélement la probabilité qu’il existe des variables de conditionnement dans un inter-
valle ¢ chute aussi, ce qui augmente les chances d’avoir des segments d’échantillonnage de moyenne

conditionnelle non convergés.
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FIGURE 2.1 — (a) évolution des erreurs irréductibles et (b) évolution du nombre d’intervalles d’échan-
tillonnage ne contenant pas de points en fonction du nombre de segments d’échantillonnages par variable
de conditionnement pour les méthodes histogrammes a échantillonnage constant (- - - ) et dynamique
( ). Dans les deux figures, les calculs sont effectués pour des moyennes conditionnelles allant de 1
& 4 variables. Les courbes sont indicées par le nombre de variables de conditionnement.

Deux méthodes de calcul de ces moyennes conditionnelles sont possibles. Une premiére dite & échan-
tillonnage constant ot § = cst & I'image de la technique & une seule variable. La seconde méthode,
dite a échantillonnage dynamique ot les longueurs des segments j de chaque variable i et notés d;;
sont définies de sorte que la densité de probabilité de chacune des variables de conditionnement soit
équirépartie. Ceci implique un calcul a priori des bornes de chacun de ces intervalles en fonction de la
distribution de chaque variable de conditionnement.

Sur les figures 2.1 sont représentées les évolutions des erreurs irréductibles (cf. figure 2.1(a)) et du
taux de segment d’échantillonnage vide (cf. figure 2.1(b)) en fonction du nombre de segments Np,
discrétisant chaque variable B;. Dans les cas multivariables, les nombres de segments sont les mémes
pour toutes les variables. Sur la figure 2.1, on constate que pour le calcul de Perreur irréductible
de l'estimateur optimal & une variable, la stratégie a échantillonnage dynamique n’a aucun segment
d’échantillonnage vide alors que pour la stratégie a échantillonnage constant, dés que la discrétisation
dépasse 20 segments, des segments vides apparaissent. Par contre la stratégie d’échantillonnage a peu
d’influence sur 'erreur irréductible. Elles sont toutes les deux superposées et trés élevées.

Des différences d’erreur irréductible entre les deux stratégies apparaissent dés que le nombre de variables
de conditionnement est supérieur a 1. Dans ces cas, l'erreur irréductible calculée avec ’échantillonnage
dynamique est toujours inférieure a celle calculée avec I’échantillonnage constant pour le méme nombre
de segments par variable de conditionnement.

La stratégie de moyenne conditionnelle par méthode histogramme dynamique permet de sensiblement
améliorer la convergence. Ainsi elle sera utilisée pour les diagnostics de variables de modéle sous-maille
de plus d’une variable dans tous les chapitres de résultat de ce mémoire. Cependant, cette stratégie
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ne sera pas utilisée lorsqu’il s’agira d’appliquer directement ’estimateur optimal comme modéle sous-
maille. En effet, la tabulation des modéles sous-maille multivariables serait trop biaisée et il faudrait
faire intervenir des polynémes d’interpolation afin de lisser le modéle qui en serait issu. Dans ces cas
bien précis, nous nous tournerons directement vers la construction de modéles de substitution de type
réseaux de neurones qui sont également connus pour leurs aptitudes a étre des estimateurs optimaux
[59].

Les réseaux de neurones sont des fonctions non-linéaires et paramétrables qui sont capables d’approxi-
mer n’importe quel nuage de points de valeurs discrétes, tant que le nombre de degrés de liberté du
réseau de neurones est assez grand. Cette technique sera utilisée dans le chapitre 4 ot une présentation
rapide sera donnée dans la section 4.4.

2.3 Tests a prior: et a posteriori d’un modéle sous-maille

L’utilisation des concepts qui viennent d’étre présentés nécessite une connaissance de quantités
exactes. Ces quantités exactes sont nécessaires pour évaluer les performances fonctionnelles en com-
parant les dissipations sous-maille exactes & celles générées par les modéles. Soit la comparaison des
termes :

<Tij 5,jj>emact ot <Tz‘j51‘j>m0dele 7 (29)

89 exact aé modele

pour le scalaire. Pour I’évaluation des performances structurelles, le calcul de 'erreur quadratique, Eq.
(2.1), et la décomposition de cette erreur pour faire intervenir lerreur irréductible, Eq. (2.2), néces-
sitent une connaissance des termes que ’on cherche & modéliser. Ainsi, ces évaluations ne sont possibles
qu’a priori. Dans ce mémoire ces tests a priori sont menés via I’analyse d’une base de données de SND.
Les champs SND sont filtrés afin de calculer les différentes quantités SGE. Le terme exact et son mo-
déle sont ainsi connus en tous points, permettant une comparaison locale, et ’évaluation des différents
critéres de performances. La phase de tests a priori constitue ainsi la premiére étape d’analyse des
modéles.

Techniquement, tous les tests a priori seront réalisés avec le filtre de coupure spectral. Ce filtre re-
produit le filtre implicite lors de SGE réalisées avec des méthodes numériques spectrales qui sont les
méthodes utilisées dans le code de calcul. Les critéres d’évaluation des performances seront tous en
fonction du rapport entre la longueur de coupure du filtre et de la taille de la cellule de la grille SND,
de rapport noté A/A.

pour la vitesse et

La seconde étape s’appuiera sur des tests a posteriori. Il s’agira ainsi de réaliser des SGE utilisant
les modéles sous-maille testés. Le comportement chaotique de la turbulence et du mélange associé ne
permet pas d’envisager une comparaison locale des grandeurs instantanées de la SGE avec celles d’une
SND de référence, lors de cette étape. Les erreurs quadratiques et irréductibles ne peuvent donc plus
étre pertinemment confrontées. Il s’agira alors de comparer les quantités statistiques globales telles que
la moyenne et la fluctuation dans les directions homogénes de la configuration, puis les spectres et les
fonctions de densité de probabilité.

2.4 Outils numériques : base de données SND

Comme cela vient d’étre évoqué, les tests a priori menés reposent sur une base de données permet-
tant d’évaluer les termes que ’on cherche & modéliser. Les bases de données sont donc calculées par
SND avec un code pseudo-spectral [11] développé au sein de I’équipe de recherche MoST (Modélisation
et Simulation de la Turbulence) du LEGI (Laboratoire des Ecoulements Géophysiques et Industriels).
Ce code résout les équations du systéme de Navier-Stokes dans un domaine cubique et 27 périodique.
L’avancement temporel des équations est effectué par un schéma de type Runge-Kutta d’ordre 2 et la
régle de "dealiasing" classique est appliquée aux champs 3D.
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Grace aux méthodes spectrales, les calculs a priori de performance structurelle sont exempts d’erreurs
numériques et ils ne prennent donc en compte que les erreurs de modélisation du terme sous-maille
étudié. De plus, les méthodes numériques spectrales induisent un filtrage implicite qui est reproduit
par le filtre de type coupure spectrale. Concrétement, les performances calculées a priori sur une base
de données de SND filtrée seront identiques aux performances calculées a posterior: depuis la méme
base de données filtrées. Ce cas de figure se rencontre lorsque qu’une SGE est initialisée avec une base
de donnée filtrée qui est issue de celle utilisée pour les tests a priori du méme modéle.

Deux bases de données pour la vitesse sont utilisées dans ce mémoire. Elles sont statistiquement
convergées vers un état stationnaire de THI. Ces champs de vitesse sont obtenus par I’emploi d’un
forcage de type de Alvelius [1] avec kyqq l; = 1.5. Cela permet de résoudre jusqu’a l'échelle de Kol-
mogorov afin de s’assurer de la dissipation totale de I’énergie injectée aux grandes échelles [72]. Les
forgages permettent d’atteindre des nombres de Reynolds basés sur ’échelle de Taylor de Rey = 90
et Rey = 160. Ces niveaux de turbulence nécessitent des grilles de résolutions de 2563 et 5123 points,
respectivement.

Les bases de données de scalaire passif utilisées sont de nombres de Schmidt moléculaire Sc¢ = 0.7 et
Sc = 16. Les bases de données de scalaire a Sc = 0.7 sont résolues sur des grilles de 256 et 5123 points
de grille pour les champs de vitesses de Rey = 90 et 160, respectivement. Pour le cas & Rey = 90 et
Sc = 0.7, le scalaire est maintenu par un forcage aléatoire des premiers nombres d’onde dans 'espace
spectral de fagon similaire & la méthode d’Alvelius pour la vitesse. Le cas Rey = 160 et Sc = 0.7 cor-
respond & la décroissance libre d’un scalaire initialisé par la méthode d’Eswaran & Pope [28]. Le champ
de scalaire est extrait au moment ou toutes les valeurs de scalaire sont présentes de fagon équiprobable
dans le domaine de calcul.

Le champ de scalaire de nombre de Schmidt moléculaire Sc¢ = 16 est transporté avec le champ de
vitesse de nombre de Reynolds Rey = 90. Le calcul de ce champ de scalaire utilise le couplage de
méthodes de résolution spectrale et particulaire. L’association de ces méthodes numériques permet de
résoudre le scalaire & un nombre de Schmidt Sc > 1 avec une erreur numérique minimale sur le terme
de convection du scalaire tout en minimisant les temps de calcul pour atteindre un état de mélange
donné [44]. Afin de respecter la résolution compléte de ce champ jusqu’a I’échelle de Batchelor, il est
calculé sur une grille de 10242 points et son état de convergence est obtenu via le forcage aléatoire des
premiers nombres d’onde dans ’espace spectral.
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FIGURE 2.2 — Spectre de I'énergie cinétique du champ de vitesse de THI résolu sur 5123 points de grille
a Rey = 160.

Ces bases de données montrent les statistiques classiques observables sur ce type de champ : des zones
inertielles avec des pentes en k~%/3 et des zones de dissipation sur les spectres de I'énergie cinétique (cf.
figure 2.2), les spectres de variance des scalaires de nombre de Schmidt moléculaire Sc¢ = 0.7 montrent
des comportements similaires et en accord avec la théorie (cf. figure 2.3(a)) avec une superposition des
échelles de Batchelor et de Kolmogorov, une pente en k~5/3 dans la zone convective-inertielle et une
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pente en k~! dans la zone visqueuse-convective sur le spectre de la variance du scalaire de nombre de
Schmidt moléculaire Sc = 16 (cf. figure 2.3(b)).
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FIGURE 2.3 — Spectres de la variance du scalaire (——) des bases de données Rey = 160, Sc¢ = 0.7
(a) et Rey = 90, Sc = 16 (b) utilisées pour les tests a priori. Le spectre d’énergie cinétique (- - -)
est également représenté pour la seconde base de données afin d’illustrer la séparation d’échelles. La
position des différentes tailles de filtre est également illustrée.

Dans la suite du mémoire, ces bases de données seront exploitées, en lien avec le concept d’estimateur
optimal, pour mener des tests a priori afin de poser des diagnostics sur les modéles sous-maille existants
mais aussi sur des modéles élaborés dans ce mémoire. Ces bases de données vont également servir de
base d’entrainement pour les modéles basés sur des techniques d’apprentissage de type réseaux de
neurones (chapitres 4 et 5).

2.5 Meéthodologies suivies

Les concepts qui viennent d’étre définis vont étre utilisés dans les trois prochains chapitres avec
différentes stratégies visant chacune & proposer de nouvelles approches de modélisation.
Ainsi dans le prochain chapitre (chapitre 3), la stratégie est d’améliorer la performance fonctionnelle
et structurelle du modeéle du gradient, Eqs. (1.55) et (1.56), qui est un modeéle basé sur une stratégie de
modélisation structurelle. Une régularisation algébrique de ce modéle est proposée et des tests a priori
sont d’abord menés pour mesurer 'amélioration obtenue. Le concept d’estimateur optimal permet de
mesurer objectivement la performance de la nouvelle formulation proposée. Des tests a posterior: sont
finalement réalisés pour confirmer les performances des nouveaux modéles algébriques proposés. Ce
premier chapitre illustre donc 'intérét de la notion d’estimateur optimal comme outil de diagnostic
d’un modéle sous-maille.

Dans le chapitre 4, nous proposerons une nouvelle approche de modélisation puisque nous cherche-
rons & appliquer 'estimateur optimal directement comme modéle sous-maille. A cette fin, une pre-
miére approche de modeéle sous-maille s’appuyant sur un calcul d’estimateur optimal par tabulation
est effectuée. Ensuite une nouvelle approche de calcul d’estimateur optimal se basant sur un modéle
substitut de type réseaux de neurones est développée. Des tests a priori de ces modéles confirment les
bonnes performances fonctionnelle et structurelle. Cependant, les tests a posteriori menés montrent
que ces modéles sont trop spécialisés et ne permettent pas de simuler des configurations d’écoulements
s’écartant des bases de données utilisées pour les générer.

Finalement, une approche hybride est proposée dans le chapitre 5. Cette approche, vise a étendre
I'universalité des modéles sous-maille construits avec les modéles substituts de type réseaux de neu-
rones. Le point de départ des modéles proposés sera les décompositions vectorielles et tensorielles des
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termes sous-maille faisant apparaitre des coefficients a fixer. Ces coefficients seront calculés dynami-
quement par des réseaux de neurones. Dans le développement de ces modéles, les tests a priori auront
pour particularité de participer directement au développement de la procédure dynamique de calcul des
coefficients puisque les procédures dynamiques seront mises au point en optimisant les performances
structurelles et fonctionnelles des modéles sous-maille calculés a priori sur les bases de données. Des
tests a posteriori seront ensuite menés afin d’évaluer 'universalité de cette stratégie par rapport a celle
du modéle sous-maille développé dans le chapitre 4.
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Chapitre 3

Estimateur optimal : outil de diagnostic
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Comme cela a été évoqué en introduction, Sagaut [80] propose de classer les modéles sous-maille
en deux familles, chacune correspondant a des stratégies de modélisation différentes : i) I'approche
fonctionnelle s’appuie sur des considérations de transferts énergétiques, i) ’approche structurelle, par
opposition, ne tient pas compte de ces transferts et a pour unique but de reproduire le terme sous-
maille exact. Ainsi, les performances d’'un modéle peuvent étre caractérisées en termes de performances
structurelles et fonctionnelles.

Les modéles dits mixtes, tels que le modéle de Clark dynamique et al. [13], ou le modéle mixte formulé
par Zang et al. [101], incluant le modéle de Bardina et al. [6], sont des modéles qui cherchent & assurer
de bonnes performances structurelles et fonctionnelles, en combinant un modéle basé sur une approche
structurelle et un modéle basé sur une approche fonctionnelle. Toutefois cette combinaison est effectuée
par l'ajustement de deux coefficients ce qui rend assez artificielle la double performance attendue de
ces modéles.

29
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L’objet de ce chapitre est de proposer des modéles nativement "structuro-fonctionnel" respective-
ment pour le vecteur sous-maille du scalaire passif et pour le tenseur sous-maille de la vitesse. Leurs
propriétés structurelles s’expliquent par le point de départ de leurs formulations qui s’appuient sur le
modéle du gradient de leurs termes sous-maille respectifs. Les propriétés fonctionnelles découlent de
la méthode de régularisation qui consiste & sélectionner des termes en tenant compte des transferts
énergétiques.

La régularisation du modéle du gradient pour le scalaire passif est traitée en premier. A partir d’une in-
terprétation du role joué par les gradients de vitesse résolus dans la dissipation sous-maille de variance
du scalaire résolue, des régularisations du modéle du gradient pour le scalaire passif sont proposées.
Dans le cadre de ces régularisations, le concept d’estimateur optimal est ainsi utilisé a priori pour
mesurer les performances structurelles des nouveaux modéles proposés. Des tests a posteriori sont
également menés pour comparer les nouveaux modeéles proposés aux modéles les plus classiquement
utilisés. L’application d’une démarche similaire est ensuite proposée pour permettre la régularisation
du modéle du gradient pour la vitesse.

La régularisation des modeéles du gradient pour la vitesse et le scalaire vont conduire & une nouvelle
famille de modéle dite "régularisée" au méme titre que les modéles de Smagorinsky pour le scalaire
et la vitesse constituent une famille de modéle. La derniére partie sera consacrée au couplage de SGE
scalaire/vitesse pour comparer les prédictions d’évolution de statistique de scalaire passif résolu pour
les deux familles de modéle.

3.1 Reégularisation du modéle du gradient pour le scalaire

Le point de départ est de considérer le modéle du gradient (GM) pour le flux de scalaire sous-maille
introduit dans le chapitre 1 & la section 1.2.2,

on Ao 90
T; = — -,
! 12 axj 856]'

(3.1)

avec A la longueur de coupure du filtre. Comme ce modéle est issu du développement de Taylor de
lopération de filtrage [9], il fait partie des modéles structuraux. Ce modeéle a donc de bonnes perfor-
mances structurelles, mais il conduit & des simulations instables en raison de mauvaises performances
fonctionnelles [31].

L’objectif de cette étude est d’interpréter les échanges de variance du scalaire sous-maille opérés par
ce modéle, afin d’en proposer une régularisation. Il est & noter qu'un modéle structurel a été choisi
comme point de départ car il semble difficile de pouvoir justifier un modéle de type diffusivité sous-
maille comme la plupart des modéles fonctionnels, du point de vue de la modélisation structurelle,
puisque le vecteur de flux scalaire sous-maille et le vecteur des gradients du scalaire résolu ne sont
pas alignés d’une fagon générale [36]. L’idée est donc de montrer qu'une approche de modélisation de
type gradient, grace & la procédure de régularisation, peut se justifier également du point de vue d’une
approche de modélisation fonctionnelle.

3.1.1 Décomposition et interprétation physique

Les gradients de vitesse 0u;/0x; qui apparaissent dans le modéle (3.1) peuvent étre décomposés
en leurs parties symétriques et antisymétriques respectivement S;; = 1/2(04;/0z; + 0u;/0z;) le ten-
seur des taux de déformation et Q;; = 1/2(0%;/0x; — 0ij/Ox;) le tenseur des taux de rotation. Par
conséquent le modéle (3.1) se réécrit :

T; = (SU + Qz]) ; (3'2)
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Cette réécriture permet d’interpréter le modéle du gradient comme la composition des effets de dé-
formation et de rotation du champ de vitesse résolu sur les gradients du scalaire résolu. Puisque le
tenseur filtré du taux de déformation est représenté par une matrice symétrique réelle, d’aprés le théo-
réme spectral, il est diagonalisable, ses valeurs propres sont réelles et il peut étre décomposé comme,

3
Sz‘j = Z )\(k)ez(k)egk), (3.3)
k=1

k o PN
avec A¥) les valeurs propres et ez( ) les composantes de norme unitaire du vecteur propre associé a A(¥),

Le modéle du gradient devient

A2 00

GM __ QD cO 0. .
avec 5
52 =3 max (A®,0) eMe, (3.5)
k=1
et 3
SS = Z min ()\(k), 0) egk)eg-k). (3.6)
k=1

Une méthode analytique de calcul des termes Sf? et SS est présentée dans I'annexe C. Afin d’interpréter
le role fonctionnel du modeéle du gradient, donc les transferts entre les échelles résolues et sous-maille
qu’il prédit, la dissipation sous-maille (voir section 1.2.2 du chapitre 1) de ce modeéle peut étre réécrite

avec la décomposition (3.2) :

o0 A% _ _ 00 90
GmM 2z _ = . A Wt
Ti 83:2 12 ( K * QU) axj 83:2
A% 00 00
- = (k) o (k) (k) Z7_
12 kgl)\ € ej 8.%']' 31‘2
A% 90 \*
- = (k) [ o)
1 ,;1)\ (el 8%) , (3.7)

puisque szg—;; 883?1 = 0. Le signe de la dissipation sous-maille est donc donné par le signe des valeurs

propres de S.
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(a) étirement et compression (b) compression pure (c) étirement pur

F1GURE 3.1 — Ilustration du développement du mélange dans une configuration bi-dimensionnelle. Le
contour 6(z,y,t) = 36(0,0,0) est montré pour ¢t = 0 (cercle) et pour ¢ = a~! pour le cas associant
létirement et la compression (a), pour le cas de compression pure (b) et pour le cas d’étirement pur
(c). Le carré représenté en ligne discontinue représente la maille dans laquelle la variance du scalaire

sous maille, 62 — 52, est calculée dans la figure 3.2.
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Puisque les valeurs propres négatives et positives de S correspondent respectivement aux effets de
compression et d’étirement par le champ de vitesse résolue [68], une interprétation physique du modéle
du gradient peut étre proposée en termes d’effets de compression, d’étirement et de rotation du champ
de vitesse résolue sur le mélange. Les effets de rotation n’auront pas de conséquences sur la dissipa-
tion sous-maille. Les transferts énergétiques de variance sous-maille semblent seulement causés par les
effets de déformation. La compression de ’écoulement conduira & une création de petites échelles du
mélange avec un transfert direct de la variance des grandes vers les petites échelles. Inversement, les
effets d’étirement ménent & un transfert inverse de variance du scalaire des petites vers les grandes
échelles.

Cette analyse conduit & une interprétation fonctionnelle du modéle du gradient. L’interprétation du
role joué par les effets de compression et d’étirement sur le mélange s’appuie sur ce modeéle. Une illus-
tration a pu étre réalisée sur un cas d’écoulement modeéle par J. Le Sommer (LGGE, Grenoble) qui a
collaboré a cette étude [3]|. Ce cas modéle considére un scalaire passif initialisé avec une loi gaussienne,
centrée en (z,y) = (0,0), dans un écoulement caractérisé par une compression pure dans la direction y
et un étirement pur dans la direction x. Le champ de vitesse a ainsi la forme (u,v) = (ax, —ay) avec
a > 0. De cette configuration, I’évolution temporelle de la distribution de scalaire peut étre calculée
dans la direction y. Les effets d’étirement de 1’écoulement subis par le scalaire dans la direction z
(figure 3.1(c)) correspondent bien a une création d’échelles du mélange supérieures a 1’échelle initiale.
Inversement, les effets de compression de I’écoulement imposés au scalaire dans la direction y corres-
pondent bien & une création d’échelles du mélange inférieures a 1’échelle initiale, figure 3.1(b). C’est

. ) . . , . . . a1 75 72
cette génération d’échelles qui controlera 1’évolution de la variance du scalaire sous-maille, 62 — 6°.

FIGURE 3.2 — Evolution de la variance sous-maille pour les cas de champ de vitesse (u,v) = (ax, —ay)

(—), (u,v) = (0, —ay) (- - -) et (u,v) = (ax,0) (-----) en fonction de I’évolution temporelle en o~ .

Les trois cas d’évolution de variance du scalaire sous-maille dans une "maille" représentée par le carré
en ligne discontinue dans la figure 3.1 sont illustrés sur la figure 3.2. Comme attendu, le cas associant les
effets d’étirement et de compression de I’écoulement conduit & une croissance de la variance du scalaire
sous-maille, donc principalement & un transfert des échelles résolues vers les échelles sous-maille. Si
seuls les effets de compression sont retenus, le transfert est observé dans la méme direction, avec
une croissance de la variance sous-maille. C’est seulement dans le cas ou les seuls effets d’étirement
sont retenus qu’'un transfert inverse, des échelles sous-maille vers les échelles résolues, est observé,
conduisant a la décroissance de la variance du scalaire sous-maille initiale. L’analyse permise par cette
configuration d’écoulement modéle montre que I’évolution de la variance scalaire sous-maille est en
accord avec l'interprétation déduite du modéle du gradient.

3.1.2 Choix de la régularisation du modéle du gradient basé sur le concept d’es-
timateur optimal

Notre objectif est de construire un modéle permettant de conserver les bonnes performances struc-
turelles du modéle du gradient tout en ne conservant que la prédiction de transfert direct de la variance
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du scalaire. D’aprés les tests analytiques menés dans le paragraphe précédent, il semble que les phéno-
ménes d’étirement soient responsables du backscatter. En supprimant ces effets du champ de vitesse
résolu du calcul du modéle sous-maille, des simulations stables peuvent étre espérées. Cette idée revient
a améliorer les performances fonctionnelles du modéle GM. Dans ce but, a partir de la décomposition
du modéle du gradient de la relation (3.4), deux modéles sont possibles. Le premier noté RGM 1 (pour
Regularized Gradient Model 1) s’écrit :

A*__ 90
RGM1 _ o

Il n’intégre que le terme de compression du champ de vitesse résolu tandis que le second, noté RGM?2,
est la combinaison des effets de compression et de rotation du champ de vitesse résolu

A 2

7"RG]\/I2 = é (gg + sz)

00
' 12 '

oz, (3.9)
Ces deux modéles prédisent la méme dissipation sous-maille de variance du scalaire résolu et ils ont
donc les mémes performances fonctionnelles. Ces modéles a diffusivité sous-maille tensorielle peuvent
étre rapprochés du modeéle bidimensionnel proposé par Le Sommer et al. [48] pour les mouvements
océaniques. Enfin, cette approche de régularisation s’apparente a celle utilisée par Cottet & Wray [15]
pour développer un tenseur sous-maille anisotrope.

Pour finaliser le développement du nouveau modeéle, des tests a priori sont menés sur la base des
modéles RGM1 (3.8) et RGM2 (3.9). Ils ont pour objectif de mesurer les performances structurelles
et fonctionnelles et de les comparer a celles des modéles classiques du gradient (noté GM et présenté
par 'équation (1.55) dans le chapitre 1) et de Smagorinsky (noté DSM et présenté par ’équation
(1.56) dans le chapitre 1 ).

Deux bases de données SND sont utilisées pour ces évaluations de performances. Toutes les deux
sont des THIF avec un forgage de type Alveluis [1] sur le champ de vitesse.

La premiére THIF est résolue sur 5123 points de grille et conduit & un nombre de Reynolds basé sur
la micro-échelle de Taylor de Rey = 160. Le scalaire a un nombre de Schmidt moléculaire unitaire et
il est en décroissance libre. L’instant de mélange retenu pour effectuer les tests a priori est celui ayant
une équiprobabilité d’existence des valeurs de scalaire tel que présenté dans la section 2.4 du chapitre
2. Un spectre de la variance de ce champ est présenté sur la figure 2.3(a) du chapitre 2.

Pour la seconde THIF, le champ de vitesse est résolu sur 256° points de grille avec un niveau de
turbulence basé sur la micro-échelle de Taylor de Rey = 90. Le champ de scalaire est forcé et a un
nombre de Schmidt moléculaire de 16 afin de tester I'influence du nombre de Schmidt moléculaire sur
les performances des modéles. Compte-tenu des propriétés physiques, le champ de scalaire est discrétisé
sur un maillage de 1024 points dans chaque direction afin de résoudre directement toutes les échelles
du mélange. Les champs de vitesse et de scalaire sont a un régime statistiquement stationnaire par le
biais de leurs forgages respectifs et ils sont représentés par les spectres de la figure 2.3(b) du chapitre
2.

Un filtre spectral est utilisé pour émuler les quantités SGE afin de tester a priori les performances des
modéles. Sur les spectres 2.3 figurent également les différentes longueurs de coupure utilisées pour le
filtrage.

La divergence du flux scalaire sous-maille est la quantité que nous cherchons a modéliser. La meilleure
formulation est recherchée parmi celles proposées dans les deux équations (3.8) et (3.9). L’erreur ir-
réductible de chacun de ces jeux de variables est calculée afin de retenir la formulation menant a la
meilleure performance structurelle potentielle. Cette démarche nous conduit a utiliser I'estimateur op-
timal & la maniére d’un évaluateur de performances structurelles, tel que Moreau et al. [59] 'ont utilisé
initialement dans le contexte de la SGE. Comme expliqué dans le chapitre 2 a la section 2.2, le calcul
de l'erreur irréductible consiste & calculer 'erreur quadratique entre la quantité exacte et ’estimateur
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optimal du modéle & considérer. Les estimateurs optimaux sont fonctions des jeux de variables issus
des modéles & tester. Dans notre cas, ce sont des jeux a une variable dont les expressions sont :

— pour le DSM _
HPSM _ AQa‘zi Og,?j@) 7 (3.10)

— pour le GM _
$CM — A2aii (gj;(f_i) , (3.11)

— et pour les RGM _
PTEML _ Azaixi (5%%)7 (3.12)
HRCM2 _ 52% ((53 + sz> %) i (3.13)

Pour les modéles RGM, il est également possible de déterminer un jeu de deux variables défini comme

20 (2000 20 (o 00
RGM3 __ 2 S 2 .
{p}REMS = {A &Ci( 5 (%k),A o <Qk axk)}' (3.14)

Comme les jeux de variables ¢fEM1 et ¢REM2 peyvent étre déduits du jeu de variables {¢}RGM3,
d’aprés la définition de l'estimateur optimal, I'erreur irréductible calculée avec {(b}RGM3 sera infé-
rieure aux erreurs calculées avec les jeux de variables ¢CM1 et ¢RGM2 Dang le cas ou les jeux de
variables ¢pfFGML ot pRGM2 p’ahoutiraient pas a des résultats satisfaisants, il serait possible d’envisager
la construction d’un modéle sous-maille basé sur le jeu de variables {¢}RGM3. Le découplage des termes
devrait alors étre effectué par le calcul de deux coeflicients distincts. Les erreurs irréductibles calculées
pour les différents jeux de variables en fonction de la longueur de coupure du filtre sont représentées
sur les figures 3.3.

FIGURE 3.3 — Evolution des erreurs irréductibles des jeux de variables ¢&M (- 4-), ¢PM (- m-),
PROML (e} HRCM2 (_g) of {p}FEM3 (- o-) sur les bases de données Rey = 160, Sc = 0.7 (a) et
Rey =90, Sc =16 (b)

Pour la premiére base de données utilisée pour les tests de la figure 3.3(a), le nombre de Schmidt uni-
taire conduit & des échelles de dissipation d’énergie cinétique et de variance du scalaire similaires, alors
que dans la seconde base de données utilisée pour les tests de la figure 3.3(b), il existe une séparation
entre ces échelles due au nombre de Schmidt moléculaire plus élevé. Cette séparation entre les échelles
dissipatives du champ de vitesse et de scalaire introduit une zone inertielle-convective en k! dans le
spectre de la variance du scalaire (figure 2.3(b)).

Malgré les différentes physiques de mélange, les conclusions sur la performance structurelle potentielle
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des modéles sont communes aux deux bases de données. Comme attendu, le jeu de variables ¢@M a
une erreur irréductible inférieure au jeu de variables ¢PM ce qui montre la meilleure corrélation du
jeu de variables GM avec le terme exact. Ce résultat confirme la moins bonne corrélation des modéles
a diffusivité sous-maille de type fonctionnel par rapport aux modéles structurels (comme déja évoqué
a la section 1.2.3 du chapitre 2).

Parmi les variables issues des formulations régularisées proposées, le jeu de variables M1 conduit
4 une nette diminution de l'erreur irréductible en comparaison & celle calculée avec le jeu de variables
¢“M  Cela suggére qu'une régularisation du GM peut étre proposée avec le jeu de variables ¢pfPEM1 et
qu’une meilleure performance structurelle que le modéle d’origine peut étre obtenue. En revanche, le jeu
de variables M2 conduit & une erreur irréductible nettement supérieure a celle calculée avec le jeu
de variables &M &PSM pour les tailles de filtres

se trouvant dans la zone inertielle du spectre d’énergie cinétique. Par conséquent, le jeu de variables
¢RGM 2

, voire supérieure a celle induite par le jeu de variables

n’est pas pertinent du point de vue des performances structurelles puisqu’il ne sera pas possible
de proposer un modéle algébrique s’appuyant sur ce jeu de variables avec une meilleure performance
structurelle que DSM. Enfin, le calcul de I'erreur irréductible du jeu de variables {¢}7“*?3 montre
qu’il y a effectivement une meilleure performance structurelle potentielle & attendre d’un modéle & deux
coefficients distincts. Mais le gain n’est pas suffisant (au mieux 10% de lerreur irréductible calculée

¢RG’M1)

avec au point de justifier le développement d’un modéle plus complexe. Cette piste ne sera

donc pas explorée ici et cette perspective d’amélioration reste ouverte pour des travaux ultérieurs.
Il ressort de cette analyse que la variable ¢f¢M1! apparait comme un bon compromis pour développer
un modéle performant sans ajouter une trop grande complexité de développement. En associant un
coefficient dynamique, la formulation du modéle algébrique noté DRGM pour Dynamic Regularized
Gradient Model devient : o5
rPRGM _ oA2gg 20
8.%'k
La suite du développement du modéle est consacrée a la mise en place d’une procédure de calcul pour
le coefficient dynamique C' de la relation (3.15).

(3.15)

3.1.3 Choix d’un coefficient dynamique

La procédure de calcul de coefficient dynamique permet au modéle de s’ajuster a ’écoulement,
notamment pour le niveau de transfert d’énergie global. Cette procédure est inspirée de celle proposée
par Fabre & Balarac [29] dont le but est de construire une procédure dynamique consistante avec les
décompositions de Taylor & 'origine des modéles de type gradient. Le développement mathématique
consiste donc & appliquer le developpement de Taylor proposé par Bedford & Yeo [9] & un filtre test,
noté - , de longueur de coupure A = 2A. Pour f et g des quantités de 1’écoulement, ce développement
de Taylor conduit & :

—~ .. A?9f 89 a4
= _— A . 1
fo= 19+ 13505, + OAY (3.16)
En posant f =1u; et g = 9_, on peut écrire :
— - A200; 96 .
u;0 = e AY). 1
wf = u;0 + 15 02, Oy O(A%) (3.17)

En négligeant les termes d’ordre supérieur & 2 et en effectuant la méme régularisation conduisant &

Pexpression (3.15), on obtient :
- = S PP 89_
— 2 2

En supposant le méme coefficient , pour les deux niveaux de filtrage, cette relation établie un lien entre

(3.18)

le vecteur de type Leonard L; = %;0 — u,@ pour le scalaire et le modeéle & I’échelle du filtre test. Enfin,
la valeur du coefficient dynamique est calculée par le produit scalaire avec les gradients de scalaire
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(L)

C=— " (3.19)
00

ou N; = A2§gaa—fk et (.) est 'opérateur de moyenne dans les directions homogenes de ’écoulement. Le
modéle DRGM est donc décrit par les équations (3.15) et (3.19). Les sections qui suivent détaillent
les tests a priori, puis a posteriori, menés pour établir les performances de ce modéle dans sa forme
définitive.

résolu,

3.1.4 Examen a priori du modéle proposé : mesure des performances structurelles
et fonctionnelles

Les tests a priori sont menés afin de mesurer la performance du modéle DRGM proposé en com-
paraison au modéle classique de diffusivité sous-maille DSM et au GM qui est le point de départ
du DRGM . Cette derniére comparaison est intéressante car elle permet de mesurer 'amélioration des
performances induite par la procédure de régularisation proposée. Les modéles sont comparés en terme
de performances structurelles et fonctionnelles.

L L L L L L L
4 8 12 16 20 24 28 32

FIGURE 3.4 — Evolution des erreurs quadratiques des modeéles GM (- - - ), DSM (---- ), DRGM (—)
et de leurs erreurs irréductibles (s ) pour les bases de données Rey = 160, Sc = 0.7 (a) et Rey = 90,
Sc=16 (b)

La performance structurelle des modéles est mesurée par leurs erreurs quadratiques. L’erreur quadra-
tique d’un modéle est également comparée & I'erreur irréductible du jeu de variables extrait de celui-ci
(voir section 2.2 du chapitre 2). Il s’agit du second usage proposé par Moreau et al. [59] du concept
d’estimateur optimal en SGE. En effet, dans la partie précédente (section 3.1.2), ce concept a été
utilisé pour déterminer le jeu de variables le plus adapté au développement du modéle en comparant
les erreurs irréductibles de différents jeux de variables. La comparaison de 'erreur quadratique du
modele avec son erreur irréductible renseigne sur la pertinence des procédures proposées (par exemple,
la procédure dynamique) pour prédire le terme sous-maille & partir des variables sélectionnées.

L’évolution des erreurs quadratiques et irréductibles des différents modéles pour différentes tailles
de filtre est présentée sur la figure 3.4. Les deux bases de données utilisées conduisent & des conclusions
similaires. Ainsi, pour DSM, les erreurs quadratiques et irréductibles sont proches et relativement
élevées. Cela confirme la mauvaise performance structurelle de DSM et son faible potentiel d’amélio-
ration. L’erreur irréductible du jeu de variables du GM est plus faible que celle du jeu de variables du
DS M, mais son erreur quadratique reste élevée et proche des erreurs calculées avec DSM . Finalement,
le modéle DRGM conduit & une erreur quadratique nettement inférieure aux erreurs irréductibles des
jeux de variables du GM et du DSM. Cela montre qu’aucun modéle basé sur les variables du DSM ou
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du GM ne pourra conduire & des performances structurelles similaires. De plus, lerreur quadratique
du DRGM reste proche de son erreur irréductible, confirmant la pertinence de la procédure dynamique
utilisée.
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FIGURE 3.5 — Dissipations de la variance du scalaire sous-maille des modeles GM (- - - ), DSM (---- )
DRGM ( ) en comparaison avec la dissipation sous-maille exacte de la SND filtrée (+ +), pour les
bases de données Rey = 160, Sc =1 (a) et Rey =90, Sc =16 (b)

La performance fonctionnelle des modeéles est maintenant mesurée en comparant les dissipations sous-
maille de variance du scalaire prédites par les différents modéles et par la SND filtrée. L’évolution des
dissipations sous-maille en fonction de la taille de filtre est représentée sur la figure 3.5.

Alors que le modele DSM apparait globalement comme un modéle sur-dissipatif, le caractére instable
du GM est retrouvé avec une forte sous-dissipation. L’augmentation du coefficient du modéle per-
mettrait d’augmenter le niveau global de transfert, mais cela augmenterait également le niveau des
transferts inverses locaux, ce qui maintiendrait le caractére instable des simulations. Finalement, le
modéle DRGM apparait comme le modéle ayant la meilleure performance fonctionnelle, conduisant a
la dissipation sous-maille la plus proche de la SND filtrée.

Sur les tests menés pour différentes longueurs de coupure et pour différents nombres de Schmidt
moléculaire, le modéle DRGM accroit sensiblement les performances du modéle GM dont il est issu.
Il montre également de meilleures performances que DSM, tant d’un point de vue structurel que fonc-
tionnel. Des tests a posteriori sont maintenant menés pour confirmer l'intérét de ce modéle pour la
réalisation de SGE du scalaire passif.

3.1.5 Tests a posteriori

Dans cette partie, le modéle DRGM est testé dans des SGE. Il est comparé aux modéles DSM,
GM et aux SND filtrées. Ces tests permettront de valider les performances mises en évidences dans les
tests a priori précédents. Pour rendre les comparaisons des tests a posteriori pertinentes, I’évolution du
scalaire passif doit directement traduire la performance du modéle sous-maille employé pour simuler
son évolution. Cette contrainte est respectée en résolvant simultanément les SGE des scalaires passifs
avec un champ de vitesse commun issu de SND. De plus, des interpolations spectrales permettent de
discrétiser sans erreurs numériques le champ de vitesse sur les grilles de SGE. Par ce procédé, seules
les erreurs de modélisations liées aux modéles sous-maille impactent les évolutions des scalaires.

Deux configurations de SGE sont considérées pour ces tests. La premiére est une décroissance de
scalaire dans une THIF du champ de vitesse et la seconde est un jet temporel.
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Décroissance scalaire

Nous allons effectuer des décroissances de scalaire dans des configurations de THIF du champ
de vitesse avec un forgage de type Alvelius [1|. Les champs initiaux de vitesse sont statistiquement
convergés a un régime de turbulence stationnaire et le champ de scalaire est initialisé aléatoirement
selon la méthode d’Eswaran & Pope [28].
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FI1GURE 3.6 — Evolution des variances des scalaires résolus par SGE avec les modéles sous-maille DSM
(-e=), DRGM (—-) et GM (-=) en comparaison avec la SND filtrée (——) et la SND (- ).

Ce cas de simulation est similaire & celui émulé & partir de la base de données des tests a priori. Avec
cette configuration, nous allons faire varier plusieurs paramétres pour effectuer des tests de sensibilité
des modéles & :

1. plusieurs niveaux de variance du scalaire résolu via deux résolutions de SGE & Re) et nombre
de Schmidt fixés.

2. l'intensité de la turbulence via deux Re).
3. des physiques de scalaire différentes via deux nombres de Schmidt moléculaires.

Dans le premier cas, les bases de données initiales sont identiques & celles utilisées pour les tests a
priori de la partie précédente. Nous rappelons que le champ de vitesse est dans un régime de turbulence
statistiquement stationnaire a un nombre de Reynolds basé sur la micro-échelle de Taylor de Rey = 160.
Pour pouvoir évaluer les différents niveaux de variance du scalaire modélisé, les champs SGE de scalaire
a nombre de Schmidt moléculaire de Sc¢ = 0.7 sont résolus sur un maillage de 323 points et sur un
maillage de 642 points.
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(a) Sc=0.7; Ry ~ 160; 32° points (b) Sc=0.7; Ry =~ 160; 64% points

(c) Sc=0.7; Ry =~ 300; 64° points (d) Sc=4; Ry =~ 160; 64% points

FIGURE 3.7 — Spectres des variances des scalaires résolus par SGE avec les modéles sous-maille D.SM

(—e-), DRGM (—+-) et GM (—=) en comparaison avec le spectre de la variance du scalaire de la SND
_ 9\ SND
(—) a l'instant ou <9’2> =0.1.

Dans le deuxiéme cas, le champ de vitesse SND sera résolu sur une grille de 10243 points avec un
nombre de Reynolds basé sur la micro-échelle de Taylor de Rey = 300. Le champ de scalaire SND est
également résolu sur une grille de 10243 points avec un nombre de Schmidt moléculaire de Sc = 0.7 .
Les SGE de scalaire sur cette configuration s’effectueront sur des grilles de 643 points.

Pour le troisiéme cas, les SGE sont menées avec un nombre de Schmidt moléculaire de Sc¢ = 4 dans
un champ de vitesse de Rey = 160 sur une grille de 5122 points. Par conséquent le scalaire SND est
résolu sur une grille de 15363 points afin de permettre la résolution de toutes les échelles du mélange.

La premiére série de conclusions des tests a posteriori sur ces configurations se fera sur les évolu-
. . . . . - */2 P 2 2 :
tions de la variance statistique de scalaire résolu <9 > représentées sur les figures 3.6. Les évolutions

des variances scalaires des SGE sont comparées a celle de la SND filtrée et a celle de la SND <9’ 2>
afin d’évaluer la part d’énergie du scalaire en sous maille. Sur ces résultats, nous vérifions bien que la
variance des scalaires calculés a partir de la SND est toujours supérieure a celle des scalaires calculés a
partir de la SND filtrée. Ces écarts de variance sont augmentés par la diminution de la résolution des
SGE a nombre de Schmidt moléculaire fixé (figures 3.6(a) et 3.6(b)), ou par I'augmentation du nombre
de Schmidt moléculaire & résolution de SGE fixée (figures 3.6(b) et 3.6(d)).

Dans les quatre configurations de SGE des scalaires, les mémes conclusions peuvent étre tirées. Le
modéle DSM sous-estime la variance du scalaire résolu par rapport a la SND filtrée. Ce comportement
a été mis en évidence lors des tests a prior: de ce modéle qui montrent une sur-dissipation sous-maille.
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A Tinverse, l'utilisation du GM conduit & la prédiction d’une variance scalaire supérieure a celle de
la SND (non-filtrée). Cela traduit une accumulation non physique d’énergie aux petites échelles de la
variance du scalaire résolu. Ce comportement est di & une sous-prédiction des transferts sous-maille
par rapport a la SND filtrée. Comme pressenti lors des tests a priori, DRGM corrige ce défaut du
GM en prédisant une variance du scalaire résolu plus proche de la SND filtrée avec une légére sous-
estimation. Malgré cette 1égére sous-estimation, la prédiction de la variance reste toujours supérieure
a celle du DSM. Les spectres de variance des différents scalaires sont représentés sur la figure 3.7 a
Iinstant du mélange ot la variance du scalaire de SND filtrée vaut <9/ 2> =0.1 . Ces résultats confirment
les tendances des modéles déja observées sur les évolutions de variance. Le modéle GM produit une
sur-estimation de variance des petites échelles de scalaire résolu & cause d’'une mauvaise prédiction des
transferts. Le DS M sous-estime la variance du scalaire aux petites échelles & cause de sa sur-prédiction
de dissipation sous-maille. Le DRGM, quant & lui, se rapproche de la SND tout en étant légérement
sous-prédictif. Notons que ces comportements ne sont pas influencés par les différents Rey et Sc choisis.
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FIGURE 3.8 — Fonctions de densité de probabilité des scalaires résolus par SGE de résolution 323 points

avec les modéles sous-maille DSM (-e-), DRGM (—#-) et GM (—=) en comparaison avec la SND filtrée

— o\ SND
(+-+++) a linstant ou <9’2> =0.1.

Les fonctions de densité de probabilité des valeurs de scalaire résolu sont présentées sur la figure 3.8 au
méme instant que les spectres. Elles conduisent & des conclusions analogues sur le comportement des
modéles. La sur-dissipation sous-maille du DSM se manifeste par la sous-prédiction des probabilités
d’existence des valeurs de scalaire résolu au voisinage de 0 et 1 et une sur-prédiction de valeur autour
de 0.5 (i.e. de scalaire mélangé). A D'inverse, la sous-prédiction de dissipation sous-maille du GM
prédit des valeurs non physiques de scalaire (hors de l'intervalle [0;1]), ce qui produit une probabilité
excessive de valeurs au voisinage de 0 et 1. Enfin, DRGM se distingue des deux modéles en prédisant
des valeurs de scalaire et des probabilités d’existence de celles-ci, en accord avec la SND filtrée.

Jet turbulent

Le second cas test est une configuration de jet temporel similaire a la configuration étudiée dans
da Silva & Pereira [19]. Le domaine de calcul est périodique dans les trois directions et nous étudions
I’évolution temporelle de ’écoulement générée par une initialisation de type jet plan. Les profils initiaux
de vitesse et de scalaire sont décrits par une évolution en tangente hyperbolique [19]. Le nombre de
Reynolds est fixé & Rey = (U; — Ux)H/v = 10%, ot v est la viscosité moléculaire du fluide, H est
I’épaisseur initiale du profil du jet, U; est la vitesse initiale du jet et Us est la vitesse de 1’écoulement
co-courant. Le scalaire est initialisé & 1 dans le jet et & 0 ailleurs. Son nombre de Schmidt moléculaire
est fixé & Sc = 1. Le domaine de calcul est de taille (L,, Ly, L,) = (4H,6H,4H), avec z, y et z
respectivement la direction principale de 1’écoulement, la normale au plan du jet et son envergure.
Pour la SND, la grille de résolution est de (N, Ny, N,) = (1024, 1536,1024) afin de garder un maillage
cartésien isotrope et de minimiser le confinement du développement spatial du jet. Une coupe du champ
de scalaire résolu par SND est montrée a deux instants différents sur la figure 3.9. Le maillage des SGE



3.1. REGULARISATION DU MODELE DU GRADIENT POUR LE SCALAIRE 41

est de (128,192,128) points. La comparaison entre le scalaire de la SND filtrée et les résultats de la
SGE va permettre d’évaluer les capacités prédictives des modéles dans les zones de transition vers la
turbulence et les zones de cisaillement.

FI1GURE 3.9 — Coupe du champ de scalaire de SND dans un plan (z,y) a deux instants de mélange. Le
blanc représente la valeur nulle de scalaire et le noir la valeur unitaire.

Nous avons montré avec les tests a posteriori de décroissance de scalaire dans les THIF que le DRGM
avait effectivement de bonnes performances, comme souligné auparavant dans les tests a priori. Pour
confirmer les résultats des SGE en THIF, les SGE des scalaires passifs dans la configuration de jet
temporel utilisant les modéles GM, DSM et DRGM sont effectuées. Pour les modéles dynamiques,
les procédures de moyenne sont effectuées dans les plans de directions homogénes donc les plans (z, 2)
dans ce cas.
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FIGURE 3.10 — Profils des variances des scalaires résolus avec les modéles DSM (-e-), DRGM (—o-)
et GM (-=) en comparaison avec la SND filtrée ( ) et la SND () pour deux instants différents
du développement du jet.

Nous comparons les résultats des SGE et de la SND filtrée de deux instants pour illustrer les étapes de
mélange dues aux tourbillons cohérents. Dans un premier temps, les tourbillons de Kelvin-Helmholtz
dominent ’étape de transition. Ensuite des tourbillons longitudinaux apparaissent pour rendre 1’écou-
lement pleinement tridimensionnel ce qui conduit & un développement de la turbulence en accord avec
les scénarii classiques d’écoulement cisaillé libre [10].

La figure 3.10 montre les profils de variance du scalaire résolu, dans les plans (z, z), par les modéles
sous-maille, la SND filtrée et la SND. Le maximum de variance du scalaire est atteint dans les plans
ly/H| = 0.5 qui sont les lieux de cisaillement maximum ot les deux zones d’écoulement se raccordent.
Par la suite, la variance croit dans le plan y/H = 0, au milieu du jet, a cause de la fusion des deux
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couches de mélange et du développement d’échelles turbulentes au coeur du jet (qualitativement visible
sur la maniére dont le champ de scalaire évolue sur les coupes de la figure 3.9). Dans cet écoulement,
les performances des modéles sont similaires aux performances observées dans la THIF, & savoir :

— DSM est sur-dissipatif donc il sous-prédit la variance de scalaire résolu.

— GM est sous-dissipatif donc il sur-prédit la variance de scalaire résolu.

— DRGM corrige la sous-dissipation du GM et produit la variance du scalaire la plus proche de

la SND filtrée.

Des statistiques supplémentaires sur les spectres en deux dimensions dans les plans |y/H| = 0.5 ,
représentés sur la figure 3.11, confirment également le bon comportement du DRGM .

EQ(kxz)

FIGURE 3.11 — Spectres de la variance des scalaires résolus avec les modeles DSM (—e—), DRGM (o)
et GM (—) en comparaison avec la SND ( ) pour deux instants différents du développement du
jet dans les plans |y/H| = 0.5.

Conclusions sur le modéle du gradient régularisé du scalaire

La premiére partie de ces travaux sur la régularisation du modéle structurel du gradient pour le
scalaire passif, montre des améliorations fonctionnelles comme attendu, mais également des améliora-
tions de performances structurelles, comme ’ont montré les tests a priori et les tests a posteriori. Les
performances mises en évidence justifient son appellation de modéle "structuro-fonctionnel".

La procédure dynamique permet d’exploiter efficacement tout le potentiel de performance structurelle
de la forme régularisée du modéle. Elle participe également au bon ajustement de la dissipation sous-
maille de la variance du scalaire résolu. Elle joue donc un réle majeur dans le développement du DRGM .

Dans la partie suivante, nous allons appliquer cette procédure de régularisation au modéle sous-maille
du gradient pour I’équation de quantité de mouvement filtrée. Le nouveau modéle obtenu sera égale-
ment noté DRGM !.

3.2 Reégularisation du modéle du gradient pour la vitesse

Dans cette partie, nous proposons de régulariser le modéle du gradient pour la vitesse comme nous
I’avons fait préalablement pour le DRGM?. La premiére étape est la décomposition des gradients de
vitesse par leurs parties symétrique et anti-symétrique respectivement les tenseurs des déformations et
les tenseurs des rotations puis leur développement. Ces opérations vont produire plusieurs termes qui
vont nous permettre d’alimenter une discussion conduisant & la régularisation du GM. Les propriétés
de backscatter et de forwardscatter de chacun des termes, ainsi que leurs erreurs irréductibles vont
permettre de sélectionner des termes importants pour les performances structurelles et fonctionnelles

1. Au moment de différencier les modéles, nous noterons respectivement MODELE® et MODELE?® les modéles
pour la vitesse et le scalaire
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du GM. A Tissue de cette sélection, deux modéles peuvent étre proposés. Une procédure de calcul de
coeflicient dynamique est associée & chacun des modéles afin de leur conférer un bon niveau de dissipa-
tion sous-maille d’énergie cinétique et une bonne corrélation avec le terme exact. Une série de tests a
priori est effectuée pour sélectionner le modéle offrant le meilleur compromis entre performance et sim-
plicité. Enfin, des SGE du nouveau modéle seront effectuées dans trois configurations de simulation :
une THI en décroissance, une THI forcée et un canal plan.

3.2.1 Régularisation fonctionnelle

La décomposition des deux gradients de vitesse résolue du tenseur sous-maille du GM de la re-
lation (1.56) en partie symétrique et antisymétrique puis leurs développements meénent & la forme de
décomposition tensorielle :

<2
A _ _ _ _
oM = o (SitSik + QirSik + Sk + Q) - (3.20)
A partir de cette expression, le premier terme S'Z-kS'jk est décomposé en une partie positive et une partie
négative

Sij = S;‘; + SS (3.21)
avec S;‘; et SZ-? définis par les relations (3.5) et (3.6). Ainsi le modéle devient la somme des termes :
A%, o = - ~ - =
TZ?’M — E (Sf]’isjk + SZ%SJ]g + Siijk + Qiijk + Qiijk> . (3.22)

Dans cette décomposition, seuls des termes aux propriétés analogues au terme sous-maille exact peuvent
étre considérés. Une des propriétés importantes abordée ici est la symétrie. Le dernier terme Qiijk de
la relation (3.22) est bien symétrique. Les termes Sikﬂjk + Qikgjk ne peuvent pas étre dissociés pour
conserver la symétrique. Pour les deux premiers termes de la relation (3.22), on remarque que :

3 3
SiSji = (Z )\(l)e e,gl)) (Z A(m)eg»m)e,gm)>

=1 m=1
3 3
= Z Z )\(l))\(m)e e( )eg)el&m)
I=1m=1 7’_/
Im

~ Z AOAD DD, (3.23)

puisque les vecteurs propres forment une base orthonormée e,(;)e,(cj ) — 0i;. Cette réécriture de S'ikgjk
nous montre que, quelle que soit la décomposition linéaire des valeurs propres A de Sz, la décom-
position linéaire résultante de Sikgjk sera formée de termes symétriques. Ainsi, la décomposition du
modéle du gradient est bien une combinaison linéaire de 4 termes symétriques. L’objectif est désormais

d’identifier les termes responsables du transfert inverse d’énergie cinétique de ce modéle (backscatter).

Un des points cruciaux dans la modélisation fonctionnelle des petites échelles de I’écoulement par
un modeéle sous-maille est de modéliser le bon niveau de transfert d’énergie cinétique résolue aux
échelles sous-maille. De ’équation d’évolution de ’énergie cinétique résolue (1.47), et de I’équation
de ’évolution de I'énergie cinétique sous-maille (1.48), il apparait un terme commun Tijgij [17, 71],
caractérisant la dissipation sous-maille d’énergie cinétique résolue. Si ce terme est positif alors le mo-
dele sous-maille sera responsable d’un transfert inverse, i.e. un transfert des échelles modélisées vers
les échelles résolues (backscatter). Si ce terme est négatif, il agit comme un puits d’énergie cinétique
résolue et par conséquent, I’énergie résolue cascade bien des échelles résolues vers les échelles modélisées
(forwardscatter). Si le terme de transfert 7,;S;; est réécrit avec le tenseur sous-maille du modéle du
gradient décomposé en tenseurs des déformations et des rotations, tel que dans la relation (3.22), on
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obtient :

12
TgMSij = % (Sf,’iSijU + S%SJkSU + (Sle]k + szS]k) Sz‘j + QiijkSij> , (3.24)
avec la convention de sommation sur les indices répétés toujours adoptée. Cette relation (3.24) inclut 4
termes dont les contributions & la dissipation sous-maille sont examinées individuellement. Les termes
Sikﬂjkgij et Qikgjkgij sont tous les deux nuls, donc ils ne participent pas a la dissipation sous-maille.
La réécriture de Sggjkgij—l—gggjkgij en utilisant I'expression (3.3) de fagon similaire & la régularisation
du modele du gradient pour le scalaire (3.7), méne a 'expression simplifiée :

3

3 3
Sikgjkgij <Z )\(l)ez(l)elgl)> <Z )\(m)egm) eém)) (Z )\(n)ez(n) egn)>
=1 m=1 n=1

3 3
= 3T ST ADAIIA (D) ) () (D fm)
l=1m=1n=1 TT/—/T

w

3
SuSSy = YA (AO), (3.25)

Le signe de la dissipation sous-maille de I’énergie cinétique produite par ce terme peut étre piloté par
celui des valeurs propres A*) du premier tenseur des déformations. En procédant a la décomposition
des valeurs propres positives (3.5) et négatives (3.6), de S;; nous obtenons les termes,

3
S’f,%gjkgzj = Zmax ()\(l),()) ()\(l)>2 > 0, (3.26)
=1
et ;
555,S = > min (AD,0) (\O)* < 0. (3.27)
=1

Donc nggjkgij produit un transfert des échelles modélisées vers les échelles résolues et Sﬁgjkgij de
la dissipation directe des échelles résolues. Enfin le terme Qikﬂjkgij n’a pas une forme permettant de
tirer de conclusions analytiques sur son signe. Une base de données a été utilisée pour calculer des
valeurs de ce terme. Il s’agit d’une THI statistiquement stationnaire calculée sur une grille de 5123
points a un Rey = 160. Un spectre de I’énergie cinétique instantanée de ce champ de vitesse est tracé
sur la figure 2.2 du chapitre 2.

En émulant les grandeurs de SGE avec un filtre spectral, nous calculons a priori le terme Qikﬂjkgij.
Les fonctions de densité de probabilité de ce terme sont représentées sur la figure 3.12. Pour différentes
tailles de filtre, le terme Qikﬂjkgij peut prendre des valeurs positives ou négatives. Il est donc locale-
ment responsable de transfert sous-maille direct et indirect pour GM.

Cette analyse montre que le mécanisme de dissipation sous-maille d’énergie cinétique du modéle du
gradient se répartit comme,

N 2

_ A = o = = o = -
75 Sy =5 | SkSinSi+ SkSinSij + (Suuyk + UukSin) Si+ QulynSy . (3.28)
N—————

>0 <0 =0 échanges bi-directionnels

En conclusion, seuls les termes S'Z%S'jk et Sikﬂjk—l—ﬂikgjk sont conservés pour la suite du développement
car ce sont les seuls qui ne sont pas responsables de transfert sous-maille inverse. Malgré les transferts
inverses opérés par le modéle sous-maille exact, le choix de les supprimer de la régularisation nous
permet de nous placer dans des conditions