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Introduction générale

L’enjeu industriel important des études de nocivité chez EDF concerne la siireté des installa-
tions et des moyens de production dans le cadre de son activité de production d’électricité. Une
meilleure compréhension des phénoménes de fissuration permet a l’entreprise de mieux appré-
hender les risques et les marges de dimensionnement associés au moment de la construction des
ouvrages et également tout au long de leur vie. En plus, 'extension de la durée de fonctionne-
ment des tranches du parc nucléaire de 40 ans & 60 ans nécessite d’appréhender la nocivité de
défaut en service en revisitant des méthodes mécaniques existantes et en proposant des approches
plus représentatives des phénomeénes physiques. Les effets liés au vieillissement (irradiation, ther-
mique, etc.) et a I'évolution des caractéristiques variées des matériaux peuvent conduire a des
critéres de nocivité plus restrictifs que EDF doit justifier auprés de I’Autorité de Sureté Nucléaire
(ASN). Outre les conséquences sur les marges de dimensionnement, cela peut amener 'entreprise
a adapter les stratégies d’inspection. Par ailleurs, le suivi des évolutions réglementaires et des
demandes de I’ASN sur les hypothéses a considérer sur les défauts constituent également un
enjeu important. Ces travaux sont liés & 1’évolution des méthodes, des pratiques de I'ingénierie
et des données d’entrée utiles pour les études de justification de 'aptitude des composants a
assurer leur fonction. Dans ce domaine, EDF se doit d’étre vigilant afin d’accompagner les évo-
lution réglementaires et y participer en utilisant les résultats scientifiques les plus avancés. Ces
derniers sont le plus souvent portés par la R&D et ont pour but de rendre compte de fagon plus
réaliste des différents phénomeénes mécaniques, thermiques, dynamiques, etc. Les études avancées
permettent également de caractériser le conservatisme des approches codifiées. Les résultats des
études avancées de R&D sont plutot appliqués sur les parcs nucléaires existants. L’objectif princi-
pal de ces études est de justifier de la poursuite de I’exploitation des installations avec 1’évolution
des caractéristiques des matériaux, en particulier la ténacité, dont la marge de sécurité ne peut
plus étre justifiée par les méthodes codifiées. Par conséquent, les nouveaux modéles, qui sont
toujours conservatifs mais plus physiques et nous permettent de gagner la marge de sécurité,
doivent étre proposés et étudiés.

Plusieurs composants du parc nucléaire peuvent étre concernés par la mécanique de la rup-
ture au regard des domaines dont ils relévent (ruine plastique, rupture fragile, rupture ductile) et
au regard de la complexité des études de nocivité qu’ils nécessitent. Par exemple, les viroles du
coeur de la cuve se fragilisent au cours du temps avec l'irradiation tandis qu’en fonctionnement
nominal, on reste bien dans le domaine ductile. Certains transitoires thermomécaniques peuvent
conduire & vérifier 'intégrité de la cuve dans le domaine fragile. Des études ont été menées de-
puis de nombreuses années pour mettre en évidence certains effets bénéfiques sur le risque a
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I’amorcage liés & ce type de transitoire thermomécanique, tels que 'effet de pré-chargement a
chaud («WPS : Warm Pre-Stressing» en anglais), l'effet de petits défauts. D’autres études ont
été engagées pour étudier l'effet des zone ségrégées qui sont localement fragiles ou encore pour
évaluer la stabilité et la longueur d’une fissure propagée. De nombreux calculs sont également
menés pour le développement d’un modéle de passage non empirique de la résilience a la ténacité.
Par ailleurs, d’autres composants, dont les plaques de partition de générateur de vapeur, sont
fortement plastifiés lors des épreuves hydrauliques. Plusieurs modes de ruine peuvent intervenir,
dont la déchirure ductile ou la ruine plastique. Il est nécessaire de discriminer lequel de ces deux
mécanismes est en jeu en fonction du type de défaut. L’utilisation des approches critéres permet
de fournir des justifications supplémentaires aux approches codifiées d’analyse limite mais pré-
sente des limitations essentielles en présence de plastification importante. Ainsi, une modélisation
fine de la rupture ductile est nécessaire. D’autres composants du parc admettent un amorgage
de fissure en ductile suivi d’'une propagation de celle-ci en fragile. Ce type de rupture est nommé
transition ductile-fragile. Du fait que le domaine de la transition est difficile & rendre compte,
et par souci de conservatisme, le matériau est considéré comme fragile. Des travaux de R&D
au sein du groupe d’EDF ont pour but principal de faciliter les études de nocivité de défaut et
de maitriser le phénomeéne de fissuration couplé avec d’autres phénomeénes complexes, dont la
dissipation plastique, les effets d’échelle, les évolutions dynamiques.

En se basant sur le modéle de zone cohésive proposé premiérement par [Dugdale, 1960] et
[Barenblatt, 1962|, I'objectif de cette thése est d’apporter des modélisations analytiques et des
simulations numériques de la fissuration fiable et robuste concernant deux phénomeénes méca-
niques particuliers importants, dont le couplage fissuration-plasticité et les effets de la non-
uniformité du champ de contrainte sur la nucléation de fissure. Ces deux piliers s’appuient sur
des bases théoriques solides en gardant une description macroscopique des phénomeénes. D’une
part, les formulations variationnelles unidimensionnelles et multidimensionnelles avec les dissi-
pations d’énergie par fissuration cohésive et par plasticité permettent de fournir des résultats
analytiques intéressants et de premiers résultats numériques prometteurs. D’autre part, les cal-
culs analytiques utilisant ’approche & deux échelles et I’analyse complexe apportent une réponse
originale et détaillée sur les effets du champ de contrainte non uniforme dans plusieurs cas de
figure de fissuration. Ces travaux de thése sont présentés de la fagon suivante.

Dans le premier chapitre, on construit les formulations énergétiques en prenant en compte le
couplage entre la fissuration adoptant les hypothéses de zone cohésive de [Barenblatt, 1962] et la
plasticité de type Von-Mises. Les résultats obtenus dans [Charlotte et al., 2000; Charlotte et al.,
2006| sont généralisés en présence de la plasticité. Les conditions de stabilité locale d’énergie nous
permettent de réunir I’équilibre, les critéres de plasticité et d’amorcage de fissure cohésive, ainsi
que la stabilité de la solution dans un formalisme énergétique unique. La réponse de la barre
élastoplastique unidimensionnelle sous traction avec la présence de fissure est abordée entiére-
ment. L’effet d’échelle est mis en évidence par l'introduction d’une longueur critique L. de la
barre au dela de laquelle la solution au seuil cohésif est instable. On démontrera également que
la plasticité n’influence pas la longueur critique L. qui ne dépend que du module de Young et de
la dérivée seconde a l'origine de la densité d’énergie de fissuration. L’approche variationnelle est
également établie pour le probléme généralisé multidimensionnel. Ainsi, on pourra exprimer les
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critéres de plasticité et d’amorgage cohésif sous la forme de courbes dans le plan des contraintes
de Mohr. La comparaison de ces deux critéres est présentée et discutée dans certains cas parti-
culiers. L’effet de la triaxialité des contraintes sur 'amorgage de fissure cohésive & partir de la
structure saine sera mis en évidence.

Le deuxiéme chapitre présente les résultats analytiques originaux concernant les effets du gra-
dient du champ de contrainte sur la nucléation de fissure au sein de structures bidimensionnelles
de comportement purement élastique. La non-uniformité de contrainte, associée & une longueur
caractéristique ¢, a un effet de stabilisation sur I’évolution de fissure. La fissure cohésive adopte
les hypothéses de Dugdale dans un premier temps et de Barenblatt dans un deuxiéme temps.
On distingue deux phases de I’évolution de la fissure : une premiére phase ot toute la fissure
est soumise & des forces cohésives, suivie d'une seconde phase ol une zone libre de contrainte
est présente au centre de la fissure. En supposant que la longueur caractéristique d. du modéle
cohésif est beaucoup plus petite que les dimensions du domaine, ’approche & deux échelles peut
étre utilisée. Les solutions analytiques complétes de fissure cohésive de type Dugdale et semi-
analytiques de celle de type Barenblatt sont mises en évidence. En particulier, on montrera que
I’évolution de fissure est stable dans un premier temps puis instable avec un saut brutal de la
longueur de fissure dés que la zone libre de contrainte apparait. Cette évolution se traduit par
la présence d’'un snap-back sur la courbe chargement-longueur de fissure. La sensibilité de la
solution & la taille de I'imperfection préexistante pourra étre également exploitée.

Dans le troisiéme chapitre, I'implémentation numérique et la validation des résultats analy-
tiques par des simulations numériques sont présentées. La courbe cohésive intrinséque est mise
en ceuvre dans Code Aster pour étudier Iinitiation et la propagation de fissure cohésive en
mode mixte au sein du matériau élastoplastique. Les calculs d’'implémentation s’appuyant sur la
méthode énergétique de lagrangien augmenté sont détaillés. L’effet de la triaxialité de contrainte
sur la position du site d’amorcage est mis en discussion. Les résultats présentés dans [Lorentz,
2008 se basant sur le modéle cohésif de type [Talon et Curnier, 2003] sont généralisés en prenant
en compte deux contraintes critiques distinguées (o, 7). Par ailleurs, la simulation numérique
sur une structure bidimensionnelle nous permet de valider des résultats analytiques du chapitre
précédent.

Dans le dernier chapitre, on s’intéresse a un essai de déchirure sur un troncon de tuyau-
terie de composant de centrale nucléaire sollicité en flexion 4 points. Ce trongon est en acier
ferritique revétement d’acier inoxydable en paroi interne. Cette maquette comporte un défaut
semi-elliptique circonférentiel débouchant en paroi interne. La sollicitation en flexion fait propa-
ger la fissure radialement jusqu’au percement de la paroi externe, puis la propagation continue
circonférentiellement jusqu’a un point critique ot la rupture est brutale. On utilise le modéle
cohésif pour simuler les différentes phases de la propagation du défaut. La mise en place des
éléments cohésif d’interface dans le maillage et le choix des parameétres cohésifs ont pour but de
fournir la réponse globale force appliquée-ouverture de fissure la plus proche des résultats d’essai.
En comparant avec des modéles des autres équipes de recherche, on met en évidence de premiers
résultats encourageants, des avantages et également des difficultés de I'utilisation de ’approche
cohésive dans l'ingénierie.






Chapitre 1

Initiation et propagation de la fissure
cohésive couplée avec la plasticité
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Objectifs du chapitre

En se basant sur I’approche variationnelle et le critére de stabilité locale présentés dans
[Francfort et Marigo, 1998] et [Del Piero, 1999], le chapitre a pour but d’étudier analytiquement
les effets de la plasticité sur la nucléation et la propagation de la fissure cohésive. Afin d’aborder
ce but, on construit dans ce chapitre les formulations en implémentant 1’énergie dissipée par
la plasticité et la densité d’énergie surfacique de fissure cohésive dans le potentiel d’énergie
total. L’évolution de la fissure cohésive couplée avec la plasticité dépend du rapport entre la
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contrainte critique o. du modeéle de zone cohésive et la contrainte critique o, du comportement
de plasticité (ou dans le cas général tridimensionnel, entre la courbe cohésive intrinséque et la
zone limite d’élasticité dans le plan des contraintes). Cela conduit a deux scénarios possibles,
soit I’évolution de la fissure cohésive en absence de plasticité, soit la phase élastoplastique suivie
de I'évolution de la fissure cohésive. Le premier est identique au cas de la fissure cohésive au sein
d’une structure fragile purement élastique étudié dans [Charlotte et al., 2000; Charlotte et al.,
2006|. Dans le second, on étudie les influences de la plasticité sur ’'amorcage et la propagation
de la fissure cohésive en utilisant le concept de minimisation locale d’énergie. Tout d’abord,
les critéres d’amorcage de la fissure & partir de la structure saine et de propagation de fissure
sont formulés grace a la condition de stabilité locale d’ordre 1. Par la suite, la stabilité des
solutions sont étudiée grace a la condition de stabilité locale d’ordre 2. Cette derniére nous
permet de mettre en évidence des effets d’échelle, en particulier la longueur critique de la barre
unidimensionnelle sous déplacement imposé a 'extrémité.

1.1 Introduction

1.1.1 Du modéle classique de la mécanique de la rupture a ’approche varia-
tionnelle

Depuis longtemps, le modéle présenté dans [Griffith, 1920] est le modéle le plus utilisé dans
la mécanique de la rupture grace a sa simplicité concernant le comportement du matériau. Ce
modéle est basé sur le concept du taux restitution d’énergie GG et ainsi le critére de propagation
de fissure s’écrit sous la forme G < G,, ou G, dénote la valeur critique du taux de restitution
d’énergie reli¢ a la ténacité du matériau. Dans le cas de ’évolution réguliére (i.e. au moins
continue) de la fissure, le modéle de Griffith peut s’écrire sous une forme plus synthétique de la
loi-G («G-law» en anglais), voir [Marigo, 2010).

Définition 1 (10i-G). Une fonction continue t — £(t) satisfait (ou est la solution de) la loi-G
dans Uintervalle [tg, t1] avec la condition initiale £(tg) = by (0w Ly est une longueur admissible de
la fissure) si les trois propriétés suivantes sont validées

1. Irréversibilité : t — ((t) n’est pas décroissante
2. Critére du taux de restitution d’énergie : G(t,L(t)) < G. Vt € [to, 1]

3. Balance d’énergie : ((t) est strictement croissante lorsque G(t,4(t)) = G,

Néanmoins, ce critére classique présente des lacunes importantes lors de la considération des
phénoménes de fissuration. Dune part, la singularité de contrainte de 'ordre 1/4/7 est présente au
voisinage de la pointe de la fissure. Cette singularité n’est pas admissible physiquement. D’autre
part, 'amorcage d’une fissure & partir d’une structure saine ne peut pas étre mis en évidence
par le critére de Griffith. Suite & ces lacunes du modéle classique de Griffith, plusieurs modéles
analytiques et numériques ont été proposés dans la littérature. Parmi ces modéles, [Francfort et
Marigo, 1998| ont développé un modéle analytique, intitulé loi-FM dans la littérature («FM-law»
en anglais), basé sur la minimisation globale de I'énergie en gardant I’hypothése de Griffith sur la
densité d’énergie surfacique de fissure. On présente ici les définitions du principe de minimisation
globale d’énergie et de la loi-FM.
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Définition 2 (Minimisation globale d’énergie). Supposons que l’énergie totale £ du systéme
est une fonction réguliére du champ de déplacement u. Un champ de déplacement cinématique
admissible u correspond a un état d’équilibre globalement stable si [’énergie totale correspon-
dant o cet état est inférieure a ’énergie totale correspondant o tous les autres états cinématique
admissibles

E(u) < &(v), Vv admissible

Dans cette définition, un champ de déplacement est dit «cinématiquement admissibley seulement
s’il est régulier par morceau et satisfait les conditions cinématiques auz limites et la condition de
non-pénétration a travers la fissure.

Définition 3 (Loi-FM). Une fonction continue 0 <t — £(t) satisfait (ou est la solution de) la
loi-F'M avec la condition initiale £(0) = ly si les trois propriétés suivantes sont validées

1. Irréversibilité : t — ((t) n’est pas décroissante
2. Stabilité globale d’énergie : E(t,((t)) < E(t,4) Vt > 0,V > L(t)

3. Balance d’énergie : £(t,0(t)) = £(0,4p) + / E(r, (T

La loi-FM nous permet d’expliquer le phénoméne d’initiation de la fissure a partir d’une
structure saine. Par contre, ce modéle ne peut pas étre utilisé dans le cas des forces imposées.
En effet, lorsque des forces sont imposées, la présence du travail des efforts extérieurs dans la
formulation énergétique conduit & une énergie totale qui n’est (en général) plus bornée inférieu-
rement. Donc, la minimisation globale de 1’énergie totale du systéme tend vers —oo. En plus,
du fait que la minimisation globale ne prend pas en compte la barriére d’énergie, ce modéle
conduit & une évolution discontinue de la fissure dans le temps, i.e. la longueur de la fissure
prend immédiatement une valeur non nulle aprés son initiation.

1.1.2 Minimisation locale d’énergie - Modéles de zone cohésive

Afin de s’affranchir des difficultés de la minimisation globale avec la densité d’énergie sur-
facique de fissure de Griffith, les modéles de zone cohésive basés sur les travaux de [Dugdale,
1960| et [Barenblatt, 1962] présentent des résultats trés prometteurs. Dans ce type de modéles,
la densité d’énergie surfacique de fissure cohésive ®(Ju]) est une fonction non-triviale continue,
croissante, concave du saut de déplacement & travers la fissure. Par exemple, ® du modéle de
Dugdale en mode I est une fonction linéaire du saut de déplacement normal [u,] & condition que
le dernier soit plus petit que la valeur critique d., et prend la valeur G. dés que [u,] est plus
grand que 6,

+00 si Jun] <0
O([un]) = < Gefun]/de st 0 < [u,] <6
G, si [un] > 6c
La grandeur o. := G./é. joue le role de la contrainte critique cohésive. Ainsi, les lévres de

la fissure sont en interaction par les forces cohésives. En mettant en place la densité d’énergie
surfacique de fissure cohésive dans la formule énergétique du systéme et utilisant le principe
de minimisation locale d’énergie, le phénoméne d’initiation de fissure peut étre expliqué par un
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critére en contrainte (soit une contrainte critique o, dans le probléme unidimensionnel, soit une
courbe cohésive intrinséque dans le cas tridimensionnel, voir [Del Piero, 1999; Bourdin et al., 2008;
Charlotte et al., 2000; Charlotte et al., 2006]). La définition du principe de minimisation locale
d’énergie s’exprime comme suit.

Définition 4 (Minimisation locale d’énergie). Supposons que l’énergie totale £ du systéme est
une fonction réguliere du champ de déplacement u. Un champ de déplacement cinématique ad-
missible u correspond & un état d’équilibre localement stable s’il existe un voisinage de u
(dans le sens de la norme choisie) pour que l’énergie totale correspondant au champ u soit in-
férieure a énergie totale correspondant a tous les autres états cinématique admissible dans ce
voisinage

3 h(u), Vv admissible tel que ||v —u|| < h(u) (1.1)

E(u) < &(v) '

Dans cette définition, un champ de déplacement est dit «cinématiquement admissibley seulement
s’il est régulier par morceau et satisfait les conditions cinématiques aux limites et la condition de
non-pénétration a travers la fissure.

En plus, la minimisation locale d’énergie nous permet de réunir le probléme d’équilibre et de
stabilité dans une formulation unique. Suite & la présence des longueurs caractéristiques dans les
modéles de zone cohésive, les effets d’échelle sont possibles, par exemple la longueur critique de
la barre unidimensionnelle dans [Charlotte et al., 2000].

1.1.3 Modéles de plasticité

La plasticité est un phénomeéne non-linéaire particuliérement important de la mécanique de
résistance des matériaux. Plusieurs travaux expérimentaux, analytiques et numériques dans la
littérature ont pour but de modéliser le comportement élasto-plastique du matériau. La phéno-
ménologie de plasticité et sa modélisation sont étudiées dans [Lubliner, 2008|. Les modéles mathé-
matiques de la plasticité sont proposés, comparés et discutés dans les travaux de [Nguyen, 2000;
Han et Reddy, 2012|. L’implémentation numérique du comportement élasto-plastique du maté-
riau est référencée a [Simo et Hughes, 2006]. A travers ces travaux, les concepts du matériau
standard généralisé, de I'équilibre thermodynamique, des procédures irréversibles avec les va-
riables internes sont introduits pour la plasticité. En particulier, le critére de plasticité est souvent
modélisé par une limite d’élasticité dans le plan des contraintes. Evidemment, plusieurs choix
de cette limite d’élasticité sont possibles. Parmi ces choix, le critére de plasticité de Von-Mises,

1
concernant la partie déviatorique du champ de contrainte s = o — =(tro)l, est le plus utilisé

dans la mécanique d’ingénieur. Concrétement, le critére de Von-Mises dans le cas de plasticité

parfaite s’écrit sous la forme
3
flo) = \EHSH — 0, <0 (1.2)

ol oy, étant une constante positive correspondant a la contrainte critique de plasticité. Si on
prend en compte l'écrouissage linéaire cinématique ou isotrope, le critére en contrainte (1.2)

8
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devient

\/7 |s — Keepl| — (écrouissage linéaire cinématique)
flo.ep,p (1.3)

\/7 H H — oy — Kip (écrouissage linéaire isotrope)

Dans cette formulation, (K., K;) représentent respectivement le tenseur d’ordre 4 de module
d’écrouissage cinématique et le module d’écrouissage isotrope, €, désigne la déformation plas-

9 t
tique, p := \/; / Hép(T)HdT désigne la déformation plastique cumulée. Les formulations du

critére de Von-Mises (1.2)-(1.3) s’écrivent pour chaque point matériel. Afin d’implémenter la
plasticité dans 'approche variationnelle, il faudrait exprimer ’énergie libre élastique (récupé-
rable) et I'énergie dissipée par la plasticité (non-récupérable) sous la forme d’intégrale sur toute
la structure. En particulier, dans le cas de la déformation infinitésimale ou la déformation totale €
s’écrit comme une somme de la déformation élastique e, et la déformation plastique €, I’énergie
libre élastique récupérable s’exprime comme suit

Ee(u,ep,p) = /Q <;A(s —€p)-(e—¢gp) + H(sp,p)> dQ (1.4)

ou A représente le tenseur d’ordre 4 d’élasticité, H(ep,p) correspond aux effets d’écrouissage

1
durcissant ou adoucissant. Cette fonction est égale & §Kip2 dans le cas de I'écrouissage isotrope

linéaire ou a =K., - €, dans le cas de ’écrouissage cinématique linéaire. Par ailleurs, 1’énergie
9 p p ’

dissipée par la plasticité (non-récupérable) s’écrit sous la forme suivante

Dle,) = gy/ot/guépn i dr =0, [ pa (15)

1.1.4 Couplage entre la plasticité et la mécanique de la rupture

Méme si plusieurs modéles de plasticité et de rupture sont proposés et développés depuis
longtemps dans la littérature, le couplage entre ces deux phénoménes mécaniques non-linéaires
est encore en débat. Les résultats prometteurs sont obtenus dans les travaux concernant le
couplage entre la plasticité et les modeéle continus d’endommagement. Dans la premiére ap-
proche, [Lemaitre et Chaboche, 1994; Mazars et Pijaudier-Cabot, 1989] ont introduit le concept
de la contrainte effective afin de coupler les mécanismes de plasticité et d’endommagement in-
terne. Néanmoins, cette approche conduit en général aux matrices de rigidité tangentes non-
symétriques. La deuxiéme approche du couplage plasticité-endommagement consiste a faire varier
les critéres de plasticité et d’endommagement en fonctions des variables internes. |[Einav et al.,
2007| montrent que le probléme de couplage peut étre formulé par deux potentiels dépendant des
variables d’état. [Alessi et al., 2014; Alessi et al., 2015| étudient les influences de la plasticité sur le
modéle d’endommagement & gradient dans le cadre variationnel. Dans ces travaux, la contrainte
critique de plasticité est une fonction décroissante de la variable interne d’endommagement.

9
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Une autre famille de modéles de couplage plasticité-rupture considére la présence d’une sur-
face de discontinuité au sein de la structure et construit une solution élastoplastique en fond de
fissure afin de s’affranchir la question concernant la singularité de contrainte. [Hult et McClin-
tock, 1956; McClintock et Irwin, 1984] supposent que le champ de contrainte dans le matériau est
borné par le critére de plasticité. Sachant que o ~ K;/+/7r (o1l K| désigne le facteur d’intensité
de contrainte en mode I en pointe de la fissure), une zone plastifiée est présente dans un voisinage
de la pointe de la fissure. La taille et la forme de cette zone sont étudiées numériquement dans
[Rice et Rosengren, 1968].

Ce chapitre est consacré a I'étude de l'initiation et la propagation de fissure cohésive en
prenant en compte le comportement élastoplastique du matériau. L’approche variationnelle est
utilisée dans notre étude, ainsi la phase élastique est suivie de la phase élastoplastique, puis
la fissure cohésive s’initie au sein de la structure. Les équations d’équilibre, les conditions aux
limites et également les critéres sont déduits grace a la condition de stabilité locale d’ordre 1.
En plus, la condition de stabilité locale d’ordre 2 nous permet de considérer la stabilité de la
solution, on verra que celle-ci dépend de la taille de la structure. Dans un premier temps, les
solutions analytiques du probléme de la barre unidimensionnelle de comportement élastoplastique
sous traction simple s’expriment explicitement et sont comparées avec le cas purement élastique
présenté dans [Charlotte et al., 2006]. En conséquence, les influences de la plasticité sur le critére
d’initiation de fissure cohésive et sur la réponse globale sont mises en évidence. Dans un deuxiéme
temps, les formulations du probléme généralisé tridimensionnel sont développées. La relation
entre les critéres d’initiation de fissure cohésive et de plasticité dans le plan des contraintes est
mise en discussion. La stabilité de la réponse est formulée grace a la condition de stabilité locale
d’ordre 2 et le coefficient de Rayleigh.

1.2 Etude d’une barre unidimensionnelle sous traction

1.2.1 Comportement élastoplastique de la barre, loi cohésive et chargement

FIGURE 1.1 — Barre unidimensionnelle sous chargement en déplacement imposé

Considérons une barre de longueur naturelle L et de section normale S. Son comportement
élastoplastique est caractérisé par ses coefficients de Lamé (A, 1) (ou de maniére équivalente, son
module Young F et son coefficient de Poisson), son module d’écrouissage plastique isotrope K;
et la contrainte critique de plasticité o,. Dans le cas unidimensionnel, le champ de contrainte
o est scalaire, donc la barre est plastifiée dés que la contrainte dans la barre atteint la valeur
critique de plasticité ¢ = o,. Ce matériau adopte la loi de zone cohésive de type Barenblatt
dont les ingrédients principaux sont rappelés par la suite. Avant d’étre soumise au chargement,
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la barre est supposée saine et sans déformation. Sa configuration de référence est dénotée par
Q :=[0, L]. Lorsque la fissure est présente dans la barre, le champ de déplacement scalaire u est
discontinue & 2 € [0, L] et sa limite & droite (respectivement, & gauche) est dénotée par u™ (x)
(respectivement, u~ (x)). Le principe de non-pénétration induit que le saut de déplacement a
tous les points n’est pas négatif

[u](z) := v (2) —u"(z) >0 (1.6)
L’ensemble des points de discontinuité du champ u est dénoté par S,
Sy :={z€l0,L]: [u (z) > 0}

On considére seulement le cas ou le champ u admet un nombre fini des points de discontinuité,
i.e. card(S,) < +o0. La barre est bloquée a l'extrémité x = 0 et soumise & un chargement en dé-
placement imposé U a 'autre extrémité x = L qui est croissant en temps. La force volumique est
ignorée. U,q(U) dénote 1’ensemble des champs de déplacement cinématiquement admissible, i.e.
I’ensemble des champs scalaires satisfaisant les conditions aux limites cinématiques et admettant
le saut non négatif le long de la barre

Ug(U) = {u* € H(Q\ S, R):  u*(0) =0, u*(L)=U, [u*](z)>0Vze]l0,L]}

ot H' désigne I'espace vectoriel de Sobolev associé a la norme naturelle H . Hl Afin d’avoir la
formulation de I’énergie surfacique de la fissure, on devrait étudier des propriétés de la densité
d’énergie surfacique de fissure cohésive ®([u]) étant une fonction du saut de déplacement. Cette
fonction est croissante, concave et tend vers la valeur critique du taux de restitution d’énergie
G, lorsque le saut de déplacement tend vers 'infini. La dérivée de cette fonction & 0, dénotée par
0. := ®'(0), joue le role de la contrainte critique cohésive. En prenant en compte de la condition
de non-pénétration du champ de déplacement, on peut écrire les propriétés de ®([u]) sous une
forme plus synthétique

O([u]) = 400 si Ju] <0, @(0)=0, P([u]) — G lorsque [u] — +oo
O ([u]) >0, @"([u]) <0, @"([u]) >0 pour [u] >0 (1.7)
P'(0+) =0,>0

La figure (1.2) représente la densité d’énergie surfacique de fissure cohésive ® en fonction du saut
de déplacement [u].

Remarque 1. Dans la construction de la densité d’énergie surfacique de la fissure (1.7), on
introduit trois conditions essentielles de ses dérivées pour [u] > 0. Ces conditions relient étroite-
ment aux hypotheses de régularité du modéle de zone cohésive et également facilitent notre analyse
de la barre unidimensionnelle. Concrétement

o La dérivée premicre ®'([u]) > 0 : cette inégalité présente la monotonie (strictement) crois-
sante de la fonction ® de la loi cohésive. Ainsi,  croit monotonement de 0 a valeur critique
G. du tauzx de restitution d’énergie.
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FIGURE 1.2 — Densité d’énergie surfacique de fissure cohésive en fonction dusaut de déplacement

o La dérivée seconde ®"([u])) < 0 : la concavité de la fonction ® désigne le comportement
adoucissant du matériau dés que la fissure apparait. En plus, on en déduit que la contrainte
dans la barre ne peut pas dépasser la contrainte critique o. = ®'(0) et donc la modeéle cohésif
n‘admet pas de singularité de contrainte. La présence d’une contrainte critique est la plus
importante contribution du modéle cohésif par rapport au modéle classique de Griffith.

e La troisieme dérivée ®" ([u]) > 0 : cette condition est une hypothése supplémentaire dans
le probleme unidimensionnel qui nous permet d’étudier plus facilement la stabilité de la
solution globale de la barre fissurée. Les discutions sont approfondies a la fin de cette section.

1.2.2 Formulations énergétiques

Pour un déplacement imposé U donné, I’énergie totale de la barre £(u, ey, p) étant fonction

du déptlacement scalaire u € Uqq(U ), déformation plastique €, et déformation plastique cumulée
p= / |ép|dT s’exprime comme une somme de I'énergie libre, I’énergie dissipée par plasticité et

I’énergie surfacique de fissure (sachant que la barre n’est pas soumise a la force imposée)
g(u,e’;‘p,p) = Se(u,ep,p) +gp(p) +gs(u) (18)

En utilisant (1.4) pour le cas unidimensionnel avec 1’écrouissage isotrope linéaire, on obtient

<1E(u' —ep)? + 1K¢p2> Sdx (1.9)

E%(1L7€p71)) = J/F 2 2

Q\ S,

Comme dans le cas général présenté précédemment (voir (1.5)), I’énergie dissipée par plasticité
s’exprime comme suit

Ep(p) = ay/ p Sdx (1.10)
Q\ S,
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Aussi, I’énergie surfacique de la fissure cohésive s’écrit comme suit

Es(u) = ®([u])s (1.11)
Su

Selon Définition 4, le triple (u,éep, p) est la solution du probléme d’évolution de fissure cohésive
au sein de la barre unidimensionnelle élastoplastique si et seulement s’il minimise localement
I’énergie totale de la barre dans ’espace des champs admissibles des variables d’état. Pour h > 0
suffisamment petit, considérons les champs tests suivants

u* = u+ hv, gy = &p + h(, p*:=p+ h|(] (1.12)

ou

{v eD:={ve  H(QR): v(0)=uv(L)=0, [v] arbitraire sur S, [v] > 0 sur S, \ Sy} (1.13)

¢ arbitraire

En injectant les champs (1.12) dans la Définition 4 et développant jusqu’au deuxiéme ordre, on
obtient 'inégalité

h2
he' (u,ep, p) (0, G IC1) + 5 € (us €p,0) (v, G, [C]) 2 0 (1.14)

Dans la formulation (1.14), les premier et deuxiéme termes concernent respectivement les dérivées
premiére et seconde directionnelles de 1’énergie totale de la barre par rapport au triple des
variables d’état. Cette inégalité devrait étre validée pour tous les (v, () admissibles dans le sens

de (1.13).

Remarque 2 (Les conditions de stabilité locale). La condition de stabilité locale d’ordre
1 s’exprime comme la non-négativité de la dérivée premiére directionnelle de I’énergie totale de
la barre par rapport auz variables d’état E'(u,ep,p)(v,¢,[C]) > 0 pour tous les champs (v, ()
admissibles. Cette condition est nécessaire mais pas suffisante pour que la minimisation locale
(1.14) soit validée. En particulier, pour les champs (v,() tels que &' (u,ep, p)(v,¢,|C]) > 0, ie.
inégalité stricte, (1.14) est automatique validée du fait que h > 0 suffisamment petit. Par contre,
pour les champs (v,C) tels que E'(u,ep,p)(v,¢,|¢]) = 0, on devrait étudier la positivité de la
dérivée seconde directionnelle de l’énergie totale de la barre £"(u,ep, p)(v,¢,|¢|). Cela déduit la
condition de stabilité locale d’ordre 2. En résumé, on a

1. Condition de stabilité locale d’ordre 1 :
& (u,ep,p)(v,¢,[C]) >0 Vv € D,V¢ (1.15)

2. Condition de stabilité locale d’ordre 2 :
Vv € D,VC tels que E'(u,ep,p)(v,(,[C)) =0 E"(u,ep,p)(v,¢,[¢]) >0 (1.16)

On considére dans les sous sections suivantes les conditions de stabilité locale au cours de
I’évolution de fissure cohésive au sein de la barre unidimensionnelle.
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1.2. Etude d’une barre unidimensionnelle sous traction

1.2.3 Condition de stabilité locale d’ordre 1

En injectant (1.8)-(1.11) dans (1.15), la condition de stabilité locale d’ordre 1 s’écrit sous la
forme explicite Yv € D, V(¢

/[OL]\S (E(U’—6p)(v’—<)+ (ay+Kip)!C\) Sdz + > @' ([u])[v]S > 0 (1.17)

S

Considérons les différents champs (v, () suivants

(7) Choisissons des champs réguliers v € D tels que [v] = 0 sur [0, L] et ¢ = 0. Sachant que la
signe de v est arbitraire, on obtient les équations d’équilibre classiques

% (E(u’ - gp)> =0 sur[0,L]\S,

[E(u —ep)] =0 sur Sy

(1.18)

En conséquence, la contrainte dans la barre o := E(u’ — ¢)) est homogene et donc F =
ES(u' —€,) est une constante a déterminer. En injectant (1.18) dans (1.17) et sachant que
Sy = Sy, U (S, \ Su), on obtient

[ (- FC S, Kp)d)) de

[OVL}\Su*

+3(52([u) - F)el + Y (Soe—F)[o] > 0
Su

Sv\Su

(1.19)

ol 0. := ®'(0+) désigne la contrainte critique cohésive.

(i7) Choisissons ¢ = 0. Sachant que [v] peut étre choisi arbitrairement sur S, tandis que [v]
devrait étre non-négatif sur .S, \ Sy, on obtient les relations entre F' et la densité d’énergie
surfacique de fissure cohésive ®

{F < So. sur [0, L]\ Sy (1.20)

F=S%([u]) surS,

(7i1) Choisissons v tel que l'ensemble des points de discontinuité de v appartient dans celui de
u, i.e. Sy \ Sy = 0, on en déduit que

S(oy + Kip)|(| = FC V¢ (1.21)

L’inégalité (1.21) n’est rien d’autre que I'un critére de plasticité de Von-Mises avec ’écrouis-
sage isotrope linéaire

J(F) = |F| - S0, ~ SKjp <0 (1.22)

Remarque 3. La condition de stabilité locale d’ordre 1 nous donne des résultats importants
concernant ’équilibre de l’état, ainsi les critéres de plasticité et de zone cohésive
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Chapitre 1. Initiation et propagation de la fissure cohésive couplée avec la plasticité

e Les équations d’équilibre et le critére de plasticité de Von-Mises peuvent s’exprimer comme
des résultats naturels du principe de minimisation d’énergie. La formulation du critére de
plasticité est en fait cohérente avec les formes de ’énergie libre et de I’énergie dissipée par
plasticité écrites dans (1.9) et (1.10).

e La condition (1.20) déduite de la condition de stabilité d’ordre 1 contient non seulement
la contrainte cohésive sur les lévres de fissure donnée par la dérivée de la densité d’énergie
surfacique mais également le critére en contrainte d’amorcage de fissure cohésive. Du fait
que la densité d’énergie surfacique de fissure cohésive est une fonction concave du saut de
déplacement, la contrainte cohésive est toujours inférieure ou €gale a la contrainte critique
o.. En conséquence, la contrainte homogéne dans la barre est bornée par o. o tous les
mstants.

e Dans le cas ou la contrainte critique cohésive o, est plus petite que la contrainte critique de
plasticité oy, la contrainte dans la barre est ainsi plus petite que o, a tous les points et a tous
les instants. Donc, la phase purement élastique est suivie de I’évolution de fissure cohésive
et la plasticité n’est jamais présente. Dans ce cas, on retrouve les résultats concernant
Uévolution de fissure cohésive dans un milieu purement élastique présenté dans [Charlotte
et al., 2000; Charlotte et al., 2006/. Par ailleurs, on s’intéresse dans ce chapitre au cas o
oc > 0y, par conséquent la phase purement élastique est suwie de la phase €élastoplastique
des que la contrainte dans la barre atteint oy, et la fissure cohésive s’initie dans la barre
lorsque 0 = 0.

1.2.4 Condition de stabilité locale d’ordre 2

La condition de stabilité locale d’ordre 1 est nécessaire mais pas suffisante pour que la stabilité
locale (1.14) soit validée, donc on devra prendre en compte la condition de stabilité locale d’ordre
2 donnée dans (1.16). L’étude de cette condition consiste & deux questions suivantes qui devraient
étre répondues 'une aprés 'autre

e Avec quelles conditions et/ou correspondant & quels champs tests (v, (), la dérivée pre-
miére directionnelle de I'énergie totale par rapport aux variables d’état &' (u, &, p) (v, ¢, [C])
s’annule, i.e. I'inégalité (1.17) devient une égalité ?

e En admettant telles conditions et/ou choisissant tels champs tests, la dérivée seconde di-
rectionnelle de I'énergie totale " (u, ey, p)(v, ¢, [C]) est-elle non-négative ?

Avant de répondre concrétement a ces questions, on démontre la proposition suivante concernant
le comportement de la barre unidimensionnelle fissurée.

Proposition 1. Lorsque la fissure cohésive évolue au sein de la barre unidimensionnelle sous
traction simple, i.e. [u] > 0 et [u] > 0, le comportement de la barre est en décharge élastique,
i.e. p = 0. En conséquence, la phase élastique de la barre est suivie de la phase élastoplastique,
puis la fissure cohésive apparait et la barre est en décharge élastique.

Démonstration. A partir des critéres de zone cohésive et de plasticité écrits respectivement dans
(1.20) et (1.22), les deux lois de dissipation (cohésive et plastique) s’écrivent sous les formes
suivantes contenant le principe d’irréversibilité (ir), la stabilité (st) et la balance d’énergie (be)
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1.2. Etude d’une barre unidimensionnelle sous traction

e Loi cohésive )
(ir) [u] =0
(st) F—S%([ul) <0 (1.23)
(be) (F —5@/([u]))[u] =0

e Loi de plasticité
(ir) >0
(st) F—So,—SK;p<0 (1.24)
(be) (F — Soy, — SKm) =0

ou on remplace |F| dans (1.22) par F' du fait que la barre est en traction.

Supposons que le comportement de la barre soit toujours élastoplastique, i.e. p > 0, lorsque la
fissure est présente dans la barre, i.e. Ju] > 0. Ainsi, les deux critéres de zone cohésive et de
plasticité sont atteints. En utilisant (1.23) et (1.24), cela déduit que

F = 8%'([u])
F = SO'y + SKZp
D’ou ®'([u]) = oy + K;p. En dérivant cette égalité par rapport au temps, on obtient
' ([u]) = Kip (1.25)

Par ailleurs, on a
: *® >’
(I)/ = =
el = 310t = o2
du fait que la fonction ®(Ju]) est strictement concave pour [u] > 0. En conséquence, (1.25)
conduit & une absurde et la Proposition est démontrée. O

[u] <O

Grace a la Proposition 1, on va répondre & deux questions de la condition de stabilité locale
d’ordre 2 dans deux configurations suivantes : barre plastifiée sans fissure et barre fissurée en
décharge élastique.

1.2.4.1 Barre plastifiée sans fissure

Dans ce cas, a partir de (1.19), (1.20) et (1.21), la dérivée premiére directionnelle de 'énergie
totale par rapport aux variables d’état &' (u, €y, p)(v, ¢, |¢]) s’annule seulement si

S, = 0
F = So, (1.26)
F = So,+SKijpet(>0

A cet instant, les deux critéres cohésif et de plasticité sont atteints et la déformation plastique
cumulée p atteint sa valeur critique suivante



Chapitre 1. Initiation et propagation de la fissure cohésive couplée avec la plasticité

D’ou, le déplacement a 'extrémité de la barre unidimensionnelle (autrement dit, le déplacement
imposé) u(z = L) = Uy a cet instant s’exprime comme suit

F o Oc— O
U:/ u’azda::/ <+p)d$:L<C—I— = y) 1.28
*" Jon ) oo \ES 1 E H 129

L’espace des champs tests admissibles introduit dans (1.13) devient

Dp:={v: v(0)=v(L)=0,[v]>0surS,}
(>0

Les conditions aux limites affectant les champs tests de déplacement v déduisent que

Vdr+ ) [v] =0 (1.29)
/[O,L}\Su %}:

En injectant (1.8)-(1.11) dans (1.16), la condition de stabilité locale d’ordre 2 s’écrit sous la
forme d’intégrale Vv € D), V(¢ > 0

I \2 2 r " v 2 .
/[O,L]\SU [E(v )+ K¢ ]Sd +;S<I> (O)[v]? >0 (1.30)

v

Introduisons la grandeur suivante

¢>0, veD,

A= min [F(U,C) = / [E(v' — ¢)* + H(?]dx (1.31)
s, 1?=1 O

Afin de considérer la stabilité locale d’ordre 2, il nous faudrait identifier A, ensuite comparer cette
valeur critique avec —®”(0). Nous cherchons la valeur minimale de la fonction de deux variables
F(v,() par la minimisation alternative. Tout d’abord, en fixant ¢ > 0, la fonction F(v,() est
considérée comme une fonction d’une seule variable v € D, paramétrée par ¢, dénotée par g¢(v).
La dérivée de g¢(v) par rapport a v dans la direction v € D), s’écrit comme suit

! 7) = 2E(v — O)v'de = — 2E(v — &) od 1.32
4. (0)(®) /MS” (W — () da /[0 g, 20 e (1.32)

L’intégrale par partie est réalisée en prenant en compte la condition limite du champ de dépla-
cement admissible (0) = o(L) = 0. Pour que g¢(v) atteigne sa valeur minimale, g¢-(v)(7) = 0.
Donc, cela déduit que (v — () est constant par morceau. Supposons que 1’ensemble des points de
discontinuité du champ v contient n points, i.e. S, = {1, 22, ...,y } pour z; € [0, L] et utilisons
les notations conventionnelles g = 0, x,+1 = L. En conséquence, sur tous les morceau continus
de la barre, on a

(W' =) (x) =Cy, Vo € (i, ziq1), Vie{0,1,..,n} (1.33)
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1.2. Etude d’une barre unidimensionnelle sous traction

ou (C;) sont n constantes & identifier. En injectant (1.33) dans (1.32), on en déduit que

n

gt (v)(®) =2E ) (Ci — Ciy1)v(x;)
1=0

Cette dérivée directionnelle s’annule seulement si toutes les constantes C; sont identiques le long
de la barre unidimensionnelle. Cette constante unique est dénotée par C. En conséquence

W —O)(z)=C,  Vrel0,L]\S, (1.34)

En intégrant le long de la barre privée de ’ensemble des points de discontinuité de v, on obtient

I’égalité suivante
/ v'dw — / (dx =CL
[0,L1\Sy [0,L1\Sw

En injectant (1.29) dans cette égalité, on a

—ZM—/ Cdx = CL
S, [0,L]\S,

Du fait que le saut du champ test de déplacement [v] > 0 sur son ensemble des point de
discontinuité S, et ¢ > 0, cela déduit que la constante C est non-positive. Donc, la fonction
(v — ¢)(z) est homogéne et égale & une constante non-positive sur toute la barre privée des
points de discontinuité de v

(W =@ =c<0 Vzel0,L]\S, (1.35)

Pour v € D), donné, F(v,() est maintenant considérée comme une fonction d’une seule variable
¢ > 0 paramétrée par v, dénotée par f,((). La dérivée de la derniére par rapport a ¢ dans la
direction ¢ > 0 s’exprime comme suit

fxo@%aéuwiﬂE@’c>+Hde (1.36)

Suite & (1.35) et la non-négativité du champ test ¢, nous déduisons de (1.36) que

fo(€)() =0

Par conséquent, f,({) est une fonction monotone croissante de ¢ > 0. D’ou sa minimisation
correspond & ¢ =0

: _ _ 12
n?nm—n@—/ Boda (1.37)

[0,L1\S»

En injectant ¢ = 0 dans (1.35), on en déduit que v’(x) = C < 0. Ainsi on peut écrit la formulation
de minimisation A sous le forme plus explicite

A = minmin f,(¢) = min ELv"
v ¢ v
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Chapitre 1. Initiation et propagation de la fissure cohésive couplée avec la plasticité

En injectant (1.29) et sachant que v’(x) est homogéne le long de la barre privée de 'ensemble
des points de discontinuité de v, cette formulation devient

E ?
A= 7 min <Z[[v]]>

Sy

Du fait que [v] > 0 sur S, on a l'intégrale élémentaire suivante

(ZM) > S =1
Sy Sy

En conséquence, la grandeur de minimisation A peut se calculer tout simplement

A=— 1.38
2 (1.38)
Selon (1.30), la condition de stabilité locale d’ordre 2 est validée seulement si A donnée par (1.38)
est plus grande que —®”(0). Cela conduit & une condition suivante sur la longueur de la barre

unidimensionnelle .

o @ (0)
Donc, la condition stabilité locale d’ordre 2 d’une barre unidimensionnelle plastifiée sans fissure
est équivalente & un critére de longueur de la barre : si la longueur de la barre est inférieure a la

longueur critique L. donnée par (1.39), la solution correspondant a &' (u, e, p)(v, ¢, [¢]) = 0 est
stable ; dans le cas contraire, la solution est instable.

L<L.:=

(1.39)

Remarque 4. Ce cas est en fait correspondant & linitiation de la fissure cohésive au sein de
la barre plastifiée ou la contrainte élasto-plastique (homogéne) dans la barre atteint la valeur
critique o. = ®'(0). Donc, la solution au seuil cohésif est localement stable si la longueur de
la barre est plus petite que la longueur critique L. donnée par (1.39) mais localement instable
dans le cas contraire. Par ailleurs, la déformation plastique cumulée atteint la valeur critique py
calculée dans (1.27) a Uinstant d’initiation de la fissure.

1.2.4.2 Barre fissurée en décharge élastique

Dans ce cas, a partir de (1.19), (1.20) et (1.21), la dérivée premiére directionnelle de 'énergie
totale par rapport aux variables d’état & (u,ep, p)(v, ¢, |¢]) s’annule seulement si

F = S®([u]) surS,
<
F < So. sur[0,L]\S, (1.40)
Sy C Sy
F < Soy+SKip et (=0

Le champ test ( est identique a 0 du fait que le comportement de la barre est en décharge
élastique, .e. la déformation plastique n’évolue pas dans cette phase ¢, = 0. Cette derniére
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1.2. Etude d’une barre unidimensionnelle sous traction

est seulement une fonction de = (peut étre constante dans le cas pratique), dénotée par e,(x).
Rappelons que F = ES (u' (x) — Ep(l')) est homogene le long de la barre privée I'ensemble des
points de discontinuité de u (mais dépend évidemment du temps). Ainsi, on a

o (z) = % + ep(x) sur [0, L] \ Sy (1.41)

Par ailleurs, du fait ®([u]) est concave, la fonction ®'([u]) est monotone décroissante sur 1’en-

semble des points de discontinuité de u. Ainsi, cette fonction est inversible. Donc on peut réécrit
la premiére équation dans (1.40) comme suit

[u] = @ (g) (1.42)

En conséquence, le déplacement a l'extrémité de la barre unidimensionnelle (autrement dit, le
déplacement imposé) u(x = L) = U s’exprime comme suit

F F
U :/ u'dr + E u]| = L— + e,(x)dz + card(S,)®' ! <> 1.43
[0,L1\Su Su[[ I=1%s [0,L1\S. #l2) () S (1-49)

ou card(S,) désigne le nombre d’éléments de Iensemble S,. L’équation (1.43) est la réponse
globale de la barre qui fait lien entre le déplacement imposé a l'extrémité x = L et la contrainte
(homogene) dans la barre. Voyons que F et ep(z) sont indépendantes, du fait que F' est une
constante par rapport a x mais dépend du temps (ainsi, du chargement), par contre e, (z) dépend
de x mais n’évolue pas avec le temps. La dérivée de la fonction U(F') se calcule facilement

L card(Sy)

—+
el ()

Par ailleurs, l’espace des champs tests admissibles introduit dans (1.13) devient

U'(F)= (1.44)

Dy={v: v(0)=v(L)=0,5, C Sy}

En injectant (1.8)-(1.11) dans (1.16), la condition de stabilité locale d’ordre 2 s’écrit sous la
forme d’intégral Vv € Dy

/[O,L]\Su ESv=dx + SZ@”([[u]])[[v]] S>0 (1.45)

u

On utilise I'inégalité (1.45) pour démontrer la proposition suivante concernant une propriété trés
importante concernant le nombre d’éléments de ’ensemble des points de discontinuité du champ
u qui satisfait la condition de stabilité d’ordre 2.

Proposition 2 (Nombre d’éléments de Sy,). Tous les champs de déplacement d’équilibre u avec
plus d’un point de discontinuité, i.e. card(S,) > 1 est instable. Seulement la solution d’équilibre
située sur la branche décroissante de U(F') avec un et seulement un point de discontinuité est
stable.
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Chapitre 1. Initiation et propagation de la fissure cohésive couplée avec la plasticité

Démonstration. Considérons le champ de déplacement u avec n > 1 discontinuités, i.e. ’ensemble
des points de discontinuité contient n > 1 éléments S, = {x1,x2,...,2,}. On choisit le champ
test de déplacement v tel que

v(x) =0Vr & [x1,2,]) et v(x) =1Vr €y, x|

Ce champ v est évidemment admissible dans le sens de Dy. En effet, les conditions aux limites
sont satisfaites et I'ensemble des points de discontinuité de v est S, = {z1,2,} C Sy. Ce champ
test v est constant par morceau sur [0, L]\S,. En injectant ce champ test dans (1.45), la condition
de stabilité locale d’ordre 2 est récrite comme suit

s|@" ([ul@n) + " ([ul(zn) | = 0

La concavité de la fonction ®([u]) induit la négativité de ®” ([u](z1)) et ®”([u](xn)). En consé-
quence, la validité de la condition de stabilité locale d’ordre 2 est impossible pour le champ
de déplacement v choisi. Donc, la solution u avec plus d’un point de discontinuité est instable
(localement).

On considére maintenant un champ d’équilibre u avec un seul point de discontinuité S, =
{z1} ot z1 est arbitraire dans I'intervalle (0, L). L’espace des champs tests admissibles devient

Di={v: v0)=vL)=0,S, C{z1}}

La condition de stabilité locale d’ordre 2 s’exprime comme suit
/ ESv?dz + S (ﬂu]](xl)) [v]? > 0
(0,L\{z1}

Introduisons la grandeur suivante

A= min h(v) = / Evdx
veD1, [v]=1 [0,L)\{z1}

Afin d’étudier la stabilité locale d’ordre 2, nous devons identifier A, ensuite comparer cette valeur
avec —®" ([u](z1)). La dérivée de la fonction h(v) par rapport & v dans la direction v € Dy
s’exprime

b (v)(v) = —2F v"vdx (1.46)

(0,L\{z1}
Pour que la fonction h(v) atteigne sa valeur minimale, h'(v)(v) = 0. Cela déduit que v”(z) = 0.
Donc v'(x) est constante par morceau sur [0, L] \ {z1} = [0,21) U (21, L]. Introduisons deux

constantes telles que

, C1 pour z € [0,71)
vi(z) =
Cy pour z € (z1, L]

En injectant les constantes dans (1.46), on obtient
R (v)(v) = 2E(Cy — Ca)v(z1)
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1.2. Etude d’une barre unidimensionnelle sous traction

L’égalité h'(v)(v) = 0 déduit que C; = Cy. En conséquence, la dérivée du champ v qui minimise
h(v) devrait étre homogene sur [0, L] \ {z1}. Par ailleurs, les conditions aux limites sur v nous

donnent
/ Vdr = —[v](z1) = -1
(0,L]\{z1}

1
D’ott, h(v) est minimisée lorsque le champ test de déplacement v satisfait v'(z) = ~7 le long de

la barre unidimensionnelle privée le point de discontinuité z;. Donc

E
) = n hv) = — 1.47
e (v) =7 (1.47)

Selon (1.45), la condition de stabilité locale d’ordre 2 est validée seulement si A donnée par (1.47)
est plus grande que —®" ([u](z1)). Cela déduit que

E+ if’([[u}] (xl))L >0 (1.48)

En injectant (1.42) dans cette inégalité, on obtient

E+ 9" [@’1 (g)] L>0 (1.49)

Par ailleurs, la dérivée de la fonction U(F') donnée par (1.44) dans le cas d'un seul point de
discontinuité s’exprime comme suit

L 1
U'(F) = —= +

)

Sachant que la fonction ®([u]) est concave, i.e. ®”([u]) < 0 et combinant la condition (1.49)
avec la formulation de la dérivée U’'(F) exprimée dans (1.50), on en déduit que

(1.50)

U'(F)<0

Donc la solution stable (localement) se situe sur la branche décroissante de U(F'). La Proposition
est ainsi démontrée complétement. O

Voyons que la stabilité de la solution dépend éventuellement de la longueur de la barre. En
effet, 'inégalité (1.49) peut étre réécrite sous la forme d’un critére en longueur

E

o)

Donc, & chaque instant donné, la réponse de la barre unidimensionnelle est stable seulement si
la longueur de la derniére est plus petite que I'une longueur critique qui dépend du chargement
(ou de maniére équivalente, de F'), et instable dans le cas contraire. En particulier, juste aprés

L < L(F):= (1.51)
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Chapitre 1. Initiation et propagation de la fissure cohésive couplée avec la plasticité

I'amorgage de la fissure cohésive, 'ouverture de la fissure est trés proche de zero [u] ~ 0 et la
force F' est trés proche de la force cohésive F' ~ So,, le critére en longueur (1.51) devient

L < L(So.) = — qﬁm (1.52)

On démontre la proposition suivante

Proposition 3 (Critére de longueur). Si la longueur de la barre est inférieure a la longueur
critique L.(So.) définie dans (1.52), la réponse de la barre unidimensionnelle est toujours stable
des que la fissure est présente dans la barre. Dans le cas contraire, si la longueur de la barre est
supérieure a la longueur critique L.(So.), la réponse de la barre est instable juste apres linitiation
de la fissure cohésive et la contrainte chute brutalement dans la barre.

Démonstration. Deux cas de la longueurs de la barre sont considérés successivement

E
~570)
donnée dans (1.7), on a ®”([u]) > 0 pour toutes les valeurs non-négatives du saut de
déplacement. On en déduit que

(1) Si L < L.(So.) = : par construction de la densité d’énergie surfacique ®([u])

o"(0) < @"([u])  V[ul 20

En conséquence,

F FE
L==3m0) = (]

Donc le critére de stabilité en longueur (1.51) est toujours validé au cours de 1'évolution
la fissure. Ainsi la réponse de la barre est toujours localement stable dés que la fissure
cohésive s’initie. L’évolution de la fissure cohésive au sein de la barre unidimensionnelle est
dite continue.

V[u] >0

E
(1) SiL> L. = ~37(0) : Juste aprés l'initiation de la fissure cohésive & un point z; € [0, L],

le critére de stabilité en longueur n’est pas validée, ainsi la réponse de la barre se situe sur
la branche croissante de la courbe U(F') et est instable localement. En conséquence, un
snap-back devra apparaitre sur la courbe de réponse globale U(F'). La contrainte dans la
barre, et également F', chutent immédiatement aprés 'amorgage de la fissure lorsque 1’on
continue & augmente le déplacement imposé U. L’évolution de la fissure cohésive au seine
de la barre unidimensionnelle est dite discontinue.

La Proposition est ainsi démontrée. ]

Remarque 5. La longueur critique L.(So.) donnée dans (1.52) est identique au résultat obtenu
dans le cas de la barre plastifiée sans fissure (1.39). En particulier, cette longueur critique est
indépendant du module d’écrouissage K; mais dépend du module Young E et la dérivée seconde
de ’énergie d’énergie surfacique de fissure cohésive par rapport au saut de déplacement a [ori-
gine ®"(0). Nous déduisons que si la barre est suffisamment courte L < L. = L.(So.), une et
seulement une fissure apparait a un point arbitraire dans la barre x1 € [0, L], ensuite le saut de
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1.3. Formulations du cas tridimensionnel

déplacement [u] croit et la contrainte dans la barre F/S décroit continument lorsque l’on aug-
mente le déplacement imposé. La barre est en décharge élastique dés que la fissure s’initie. La
réponse de la barre unidimensionnelle est stable.

La figure 1.3 montre la réponse globale de la barre F(U) dans les cas stable et instable (avec
snap-back) avec un seul point de discontinuité.

F
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S b

Sog |-

...'-------.
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FIGURE 1.3 — La réponse globale de la barre F'(U) dans les cas stable et instable avec un seul
point de discontinuité

1.3 Formulations du cas tridimensionnel

1.3.1 Comportement élastoplastique de la structure tridimensionnelle et for-
mulation énergétique

Considérons une structure de dimension N = 3 en matériau élasto-plastique isotrope. Le
systéme cartésien (x1,x2,x3) avec sa base orthonormée (e, ez, e3) sont utilisés. La configuration
de référence de la structure est un ouvert borné, connect Q de RY avec un bord régulier 9. Le
comportement élastoplastique isotrope du matériau est caractérisé par ses coefficients de Lamé
(A, pt) (ou de maniére équivalente son module Young E et son coefficient de Poisson v), le module
d’écrouissage isotrope K; et la contrainte critique de plasticité o,. La structure est soumise a la
force volume de densité f. La partie dp{) de la borne du domaine est soumise au déplacement
imposé U, tandis que la partie Oy$2 de la borne du domaine est soumise a la force imposée F. Les
chargements (U, F) sont fonctions croissantes monotonement du temps. Lorsque la fissure est
présente au sein de la structure, le champ de déplacement u admet un ensemble des discontinuités
dénoté par Sy . Cet ensemble est un hyperplan de dimension N — 1 dont le vecteur normal au
point x est dénoté par v(x) € S* = {n € R? : |n|| = 1}. Le vecteur u*(x) (respectivement,
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Chapitre 1. Initiation et propagation de la fissure cohésive couplée avec la plasticité

u (x)) désigne la limite du u(x) sur la lévre supérieure (respectivement, inférieure) de la fissure

ut(x) = lim u(x+y)

y—0: y-v(x)>0
Le saut de déplacement a ce point s’exprime comme suit
[ul(x) = u™(x) —u(x) (1.53)

Le principe de non-pénétration induit que le saut normal de déplacement devrait étre non-négatif
sur I’ensemble des discontinuité

u(x)-v(x) >0 sur Sy

Le saut de déplacement normal est dénoté par [u,] := [u]-v et le saut de déplacement tangentiel
est dénoté par [u] := [u] — [u] - vv. Dans 'ensemble des de discontinuités S, du champ de
déplacement u, S}, (respectivement, Sfl) dénote la partie ol le saut de déplacement est purement
normal (respectivement, purement tangentiel)

Syi={x € Sy: [u](x) =0}, Sti={x¢€ Su: [un](x) =0}

En particulier, [u,] > 0 sur Sy, \ S%,. Notons U,4(U) I'ensemble des champs de déplacement
cinématiquement admissible, i.e. ’ensemble des champs vectoriel satisfaisant les conditions aux
limites cinématiques et admettant le saut normal non négatif a travers ’ensemble des disconti-
nuité

Ug(U) = {u* € H(Q\ Sy, RY): u* =U surdpQ, [u,](x) >0 sur Sy} (1.54)

ott H' désigne I’espace vectoriel de Sobolev associé a la norme naturelle H . Hl Correspondant au
déplacement imposé U et & la force imposée F donnés, chaque triple composé du déplacement

2 t
u € Uyq(U), déformation plastique €, et déformation plastique cumulée p = \/; / Hép(T)HdT
0

associe a I'énergie totale de la structure £(u, €y, p) étant une somme de I’énergie libre, I’énergie
dissipée par plasticité, I’énergie surfacique de fissure et le potentiel des effort extérieurs

E(u,ep,p) = Ee(u, €p,p) + Ep(p) + Es(0) + Fear(u) (1.55)

K.
En utilisant (1.4) avec la densité d’énergie élastoplastique récupérable wy(p) = ———— 1+1/m

T 1+1/m
oll m est une constante du matériau, on obtient

Ee(u,ep,p) = / 1A(f-z(u) —gp) - (e(u) —egp) + Lplﬂ/m dQ (1.56)

P 2 P PP 14+ 1/m

O\ Sy

L’énergie dissipée par plasticité garde la méme forme donnée dans (1.5)

&) =y [ pic (157)
Q\ Sy
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1.3. Formulations du cas tridimensionnel

Le potentiel des efforts extérieurs correspondant a la force volumique de densité f et la force
surfacique imposée F sur dy§) s’écrit comme suit

]:ext(u):_/f.udﬁ— / F - udS (1.58)

Q ONQ2

Par ailleurs, ’énergie de surface de fissuration s’exprime comme suit

E(u) = /@([[u]],u)dS (1.59)

Su

Suite a I'isotropie du matériau, la densité d’énergie surfacique de fissure ®([u], v) dépend seule-
ment des invariants de ([u],v). Du fait que |[v|| = 1, deux invariants de ([u],v) sont le
saut de déplacement normal [u,] = [u] - v et la norme du saut de déplacement tangentiel
|[Tue|| = ||[u] — [u] - vv||. En conséquence, il existe une fonction ¢ définie sur [0, +00)? telle
que la densité d’énergie surfacique de la fissure s’écrit sous la forme

@([u].v) = 6([ua]. |[w]]) v €S ueU(V) (1.60)

La densité d’énergie surfacique s’annule quand [u] = 0, donc ¢(0,0) = 0. Du fait que la densité
d’énergie surfacique ®([u],v) est une fonction continue positive, ¢ est également une fonction
continue positive. Néanmoins, elle n’est pas nécessairement différentiable, en particulier a I’origine
(0,0). On fait ’hypothése que la fonction (a, 3) — ¢(a, B) est une fonction continue sur [0, 4-00)?
avec des propriétés suivantes

(1) ¢ est différentiable continiment en tout point (o, 5) # (0,0). ¢, et ¢, dénotent les deux
dérivées partielles de ¢
_ 9% _9¢
~ 0a’ 0B

(17) ¢ est dérivable directionnellement a l'origine, i.e. il existe une fonction ¢ homogéne de
degré 1 telle que V(a, B) : > 0,8 > 0, (o, B) # (0,0)

¢,n ¢,t

0 < ol §) = lim 5 9(ha, hB), @(A, AB) = Ap(a B) (1.61)
o et 7. désignent les dérivées partielles de ¢ a l'origine :
oc=¢(1,0) >0, 7.=¢(0,1) >0
Dans le cas ol ¢ est dérivable & l'origine, ¢ est linéaire
pla,B) = oca + 7.3

Dans cette formulation, (o, 7.) sont les constantes du matériau qui ont la dimension des
contrainte. En fait, ils jouent les roles des contraintes critiques du modéle de zone cohésive
que 'on discutera plus en détails par la suite.
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Chapitre 1. Initiation et propagation de la fissure cohésive couplée avec la plasticité

En injectant (1.56)-(1.60) dans (1.55), on obtient la formulation explicite de I’énergie totale de
la structure

1 K; m
fwepr) = [ . {A(e(u)—sp»(e(u)—spwp1+1/ o] d0

1+1/m
+/Su¢( )dsS (1.62)

—/f-udQ— / F-udS

Q ONSQ2

Selon Définition 4, le triple (u, €,,p) est la solution du probléme d’évolution de fissure cohésive
au sein de la structure tridimensionnelle élastoplastique si et seulement s’il minimise localement
I’énergie totale de la structure dans I'espace des champs admissibles des variables d’état. Pour
h > 0 suffisamment petit, considérons les champs tests suivants

ui=u+hv, e,:=¢,+h(, p*::p+h\/§HCH (1.63)

ol

{VGD:: {(ve H(Q,R): v =0sur dpQ, [v,]>0sur (Sy\ Su)USL} (1.64)

¢ arbitraire

En injectant les champs (1.63) dans la Définition 4 et développant jusqu’au deuxiéme ordre, on
obtient 'inégalité

hE (u,ep,p)(v C,f“(” 8"u €p,0)(v, ¢, \/7HCH (1.65)

Dans la formulation (1.65), les premier et deuxiéme termes concernent respectivement les déri-
vées premiére et seconde directionnelles de ’énergie totale de la structure par rapport au triple
des variables d’état. Comme dans le cas unidimensionnel, cette inégalité conduit a I’étude des
conditions de stabilité locale d’ordres 1 et 2

1. Condition de stabilité locale d’ordre 1

&' (u,ep,p)(v,¢, \/gHCH) >0 YveD, ¥¢ (1.66)

2. Condition de stabilité locale d’ordre 2

Vv € D, Y¢ tels que &'(u,ep,p)(v, ¢, \/EHCH) =0: &"(uep,p)(v,¢, \/EHCH) >0
(1.67)

On considére dans les sous sections suivantes les conditions de stabilité locale au cours de I’évo-
lution de la fissure au sein de la structure tridimensionnelle.
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1.3. Formulations du cas tridimensionnel

1.3.2 Condition de stabilité locale d’ordre 1

La formulation du développement de la norme H[[ut + th]]H est différente dans S}, et dans
Su\ Su
h[ve] || + o(h dans S},

[T + h[[vt]] +o(h) dans Sy \ S” (1.68)

Il + el || =

]
[T T

En dérivant I’énergie totale donnée dans (1.62) par rapport aux variables d’états dans la direction

2
v,(, 0= et utilisant (1.68), la condition de stabilité locale d’ordre 1 s’écrit explicitement
3

comme suit Vv € D, V(¢
L.

A(e(u) —€p) - (e(v) — ¢) + (ay + Kipl/m) \/EHCH] 0
—i—/SV\SUgo(vn,H[[vt]]H)dS—/f-de— / F . vds

° NS (1.69)
+/S ( ([[Un]] 0)[[vn]] +¢t([[un]] )H[[Vt]]H)dS
+/5u\Su ( ( )[[Un]]+¢t( )H[[ ]]H t]])ds > 0

Considérons les différents champs (v, {) suivants
(7) Choisissons des champs réguliers v € D tels que [v] = 0 dans 2 et ¢ = 0, on en déduit les
équations d’équilibre classiques et la condition aux limites

dive+£f=0 dans Q \ Sy
[o]Jn=0 sur Sy (1.70)
on=F sur On§2

Dans les équations d’équilibre, & = A(e(u) — g,) désigne la contrainte locale dans la
structure. En injectant (1.70) dans (1.69), on obtient

2
—o- pl/m z
/Q\Su* 7ot (Uy M > \/;HCH

— ov-vdS Un, | [Ve]|])dS
Sy +/Sv\5us0( H[ HH) (1.71)

+/Sn< n([un], 0) [vn] + & ([un], O)H[[Vt]]H)dS
# g (BTl IEad el + 04 el

(it) Choisissons ¢ = 0 et v tel que Sy NSy = 0. Cela déduit que [v] = 0 sur Sy et Sy \ Sy = Sy.
En injectant ces champs test dans (1.71), on a

J.

t]])dS > 0

)—UV-V)dSZO
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Chapitre 1. Initiation et propagation de la fissure cohésive couplée avec la plasticité

(iii)

D’ou
o([vn. [[[vel]) z ov - v (1.72)

En particulier, l'inégalité (1.72) est validée pour tous les champs v € D dans le cas ou Sy =
(), i.e. la structure est saine. Donc, (1.72) nous donne le critére en contrainte d’initiation
de fissure cohésive au sein de la structure tridimensionnelle. Suite a la 1-homogénéité de la
fonction ¢, on peut réécrire ce critére pour un vecteur de saut unitaire § € S?

(6 -v,||[6—6dv-v|)>0ov-6 V(8,v) € S* x S? tels que § - v > 0 (1.73)

Choisissons ¢ = 0 et le champ test v tel que ’ensemble des points de discontinuité de v
appartient dans celui de u, i.e. Sy \ Sy =0, (1.71) devient

-/ *Uy-vdS—f—/S <¢n([[un]],0)[[vn]]+<Z5t([[un]]70)H[[VtHH)dS
o 0 i ) 2 0

u

)[[Un]]+¢t

En décomposant la contrainte en composantes normale et tangentielle ov = Yv + T ou
T -v = 0 et sachant que [v,] est non-négatif sur S mais arbitraire ailleurs, H[[Vt]]H >0
pour tout v, on en déduit les propriétés des composantes dans contraintes sur chaque partie
de Sy

Y= ¢7n([[un]], 0), T < <;57t([[un]], O) sur Sy
5 < dn(0,]|[ud|], T =0.(0, ) sur S (1.74)
E:¢7n( ), T:¢7t( ) sur S’u\(SﬁUSfl)

Choisissons v = 0. En injectant ce champ test dans (1.71), on obtient I'inégalité élasto-
plastique locale

ot (oK) 2l =0 v (1.75)

L’inégalité (1.75) nous donne un critére de plasticité avec I’écrouissage isotrope

= \/EHUH - (ay —|—K¢p1/m> <0 (1.76)

Dans un cas particulier ot on prend en compte une propriété supplémentaire des champs
de déformation plastique tre, = tr{ = 0, (1.76) devient le critére de plasticité de Von-Mises

= \/EHSH - <0y +K¢p1/m) <0 (1.77)

ou s dénote la partie déviatorique du champ o .

Remarque 6. La condition de stabilité locale d’ordre 1 nous donne des résultats importants
concernant ’équilibre de l’état et les critéres de plasticité et de zone cohésive
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1.3. Formulations du cas tridimensionnel

o Les équations d’équilibre (1.70) et le critére de plasticité (1.76) peuvent s’exprimer comme
des résultats naturels du principe de minimisation d’énergie. La formulation du critére de
plasticité est en fait cohérente avec les formes de ’énergie libre et de [’énergie dissipée par
plasticité écrites dans (1.56) et (1.57). Le critére de plasticité est représenté comme une
ellipse dans le plan des contraintes dont la taille dépend de la déformation plastique cumulée
p au point considéré. En particulier, [’ellipse de limite d’élasticité s’agrandit monotonement
en temps.

o A partir de la condition de stabilité d’ordre 1, on en déduit les expressions (1.74) des
composantes de contraintes dans différentes parties de l’ensemble des discontinuités Sy du
champ de déplacement u données par les sous-dérivées de la densité d’énergie surfacique
de fissure et également le critére d’initiation de fissure cohésive en contrainte exprimé dans
(1.72). Ce critére est représenté par une courbe cohésive dans le plan des contraintes dont
la forme dépend de la formulation de la densité d’énergie surfacique cohésive. Quelques
exemples des courbes cohésives intrinséques dans les cas particuliers sont présentés par
la suite. Il faudrait noter que cette courbe est une propriété intrinséque du matériau qui
n’évolue pas avec le chargement, ainsi ne dépend pas de la déformation plastique cumulée.

o Afin d’étudier la couplage entre la plasticité et [’évolution de fissure cohésive, on devrait
mettre en comparaison [’ellipse de limite d’élasticité et la courbe cohésive intrinséque. Dans
le cas o la courbe cohésive intrinséque est a l'intérieur de la limite d’élasticité correspon-
dant a p = 0, cette configuration est toujours valable suite a l’agrandissement monotone de
la limite d’élasticité. Donc la phase purement élastique est suivie de ’évolution de fissure
cohésive et la plasticité n’est jamais présente. En conséquence, on retrouve les résultats
concernant I’évolution de fissure cohésive dans un milieu purement élastique présenté dans
[Charlotte et al., 2000; Charlotte et al., 2006/. Par ailleurs, le cas ow la courbe cohésive
intrinséque n’est pas a lintérieur de la limite d’élasticité correspondant a p = 0 est trés
délicat. En effet, des zones en décharge élastique existe a coté des zones élastoplastique du
fait que la contrainte est en général non-uniforme.

1.3.2.1 Exemples des critéres de plasticité et de zone cohésive

Afin de visualiser concrétement la comparaison entre les critéres de plasticité et de zone
cohésive dans le plan des contrainte, on considére la réponse de la structure dans I'essai bi-axial.
Pendant cet essai, le tenseur de contrainte est diagonal dans la base (e, eq, e3) et s’écrit sous la
forme suivante

o =o01€e1 e +o09er P ey
Supposons que la structure est toujours en traction bi-axiale, donc o1 > 0,0 > 0. Le critére de
plasticité de Von-Mises donné dans (1.77) devient

O'% + 0'3 — o102 <oy + Kipl/m

Ceci correspond a une ellipse centrée & (0,0) dans le plan des contraintes (o7, 02) dont le demi
grand axe est suivant la premiére bissectrice et vaut \/§(O'y + Kipl/ ™) et le demi petit axe est
orienté suivant la deuxiéme bissectrice et vaut \/%(ay + Kipl/ ™). Sachant que o1 > 0,09 > 0,
la limite d’élasticité se situe au quadrant I et est bornée par l'arc d’ellipse d’excentricité 1/2/3
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Chapitre 1. Initiation et propagation de la fissure cohésive couplée avec la plasticité

passe par les points (o, + Kp'/™, 0), (oy + Kpt/™, oy + Kipl/m), (0,04 + Kipl/m). Du fait que
la déformation plastique cumulée p est une fonction croissante du temps, la taille de la limite
d’élasticité augmente monotonement en temps.

Par ailleurs, la courbe cohésive intrinséque dépend de la formulation de la densité d’énergie
surfacique de fissure cohésive ¢. En particulier,

(i) Cas ot ¢(Jun], H[[ut]]H) est différentiable a l'origine. Le critére d’initiation de fissure co-
hésive (1.72) consiste a un critére de traction maximale, caractérisé par la contrainte critique
cohésive de traction o, et un critére de cisaillement maximal, caractérisé par la contrainte cri-
tique cohésive de cisaillement 7,

max(o1,02) < o, lor — o2 < 7¢

Dans le cas pratique, on suppose que 7. < g.. Ainsi, la courbe cohésive intrinséque dans le plan des
contraintes (01, 02) est un hexagone situé au quadrant I qui passe par les points (7¢,0), (o¢, 0 —
7e), (0¢,0¢), (0c — 7¢), (0, 7¢). Selon les valeurs de (o, 7c, 0¢), on a trois configurations possibles
suivantes des critéres de plasticité et de zone cohésive

e S5i 7. < 0. < gy : la courbe cohésive intrinséque est a l'intérieur de la limite d’élasticité
correspondant & p = 0 et donc Vp. Dans ce cas, la phase purement élastique est suivie de
I’évolution de fissure cohésive et la plasticité n’est jamais présente.

e Si 7. <0y <o :une partie de la courbe cohésive intrinseque est a 'extérieur de la limite
d’élasticité correspondant & p = 0. Selon I’état du champ de contrainte, la phase élastique
est suivie de la phase élastoplastique et l'initiation de fissure cohésive, ou la fissure cohésive
s’initie & la fin de la phase élastique sans passer par la phase élastoplastique.

e Sioy < 7. < o.: 'entiére courbe cohésive cohésive intrinseque est a 'extérieur de la limite
d’élasticité correspondant & p = 0. Sachant que la limite d’élasticité s’agrandit avec la
déformation plastique cumulée p au cours du temps,la courbe cohésive intrinséque intersecte
avec la borne de la limite d’élasticité correspondant & p > 0. Associant & cette intersection,
une fissure cohésive s’initie au sein de la zone plastifiée de la structure.

Ces trois configurations des critéres de plasticité et de zone cohésive dans le plan des contraintes
sont représentées dans la figure (1.4).

(ii) Cas ou qb([[un]H [[ut]]H) est seulement directionnellement différentiable a l'origine. Le
critére d’initiation de fissure cohésive (1.72) s’exprime comme suit

loz=o| (o2t
2 2

@'() = inf {p(\.1) - AT}

La démonstration est détaillée dans [Charlotte et al., 2006]. Comme dans le cas précédent, trois
configurations sont possibles

e La courbe cohésive intrinséque est & l'intérieur de la limite d’élasticité correspondant a
p =0 et donc Vp
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i 01
0 OyTe O¢

FI1GURE 1.4 — Trois configurations possibles des critéres de plasticité et de zone cohésive dans le
plan des contraintes lorsque ¢([u,], ||[u]||) est différentiable & I'origine

e Une partie de la courbe cohésive intrinséque est & 'extérieur de la limite d’élasticité cor-
respondant a p = 0.

e [’entiére de la courbe cohésive intrinséque est a 'extérieur de la limite d’élasticité corres-
pondant & p = 0.

Ces trois configurations des critéres de plasticité et de zone cohésive dans le plan des contraintes
sont représentées dans la figure (1.5).

1.3.3 Condition de stabilité locale d’ordre 2

La condition de stabilité locale d’ordre 1 est nécessaire mais pas suffisante pour que la stabilité
locale (1.65) soit validée, donc on devra prendre en compte la condition de stabilité locale d’ordre
2 donnée dans (1.67). L’étude de cette condition consiste & deux questions suivantes qui devraient
étre répondues 'une aprés 'autre

e Avec quelles conditions et/ou correspondant a quels champs tests (v, {), la dérivée premiére

2
directionnelle de I’énergie totale par rapport aux variables d’état £'(u, &, p)(v, ¢, \/;HCH)
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F1GURE 1.5 — Trois configurations possibles des critéres de plasticité et de zone cohésive dans
le plan des contraintes lorsque ¢([u,],||[u:]||) est seulement directionnellement différentiable &
lorigine

s’annule, i.e. 'inégalité (1.71) devient une égalité ?
e En admettant telles conditions et/ou choisissant tels champs tests, la dérivée seconde di-

2
rectionnelle de I'énergie totale £ (u, €, p)(v, ¢, \/; |¢]]) est-elle non-négative ?

Suite & la non-uniformité du champ de contrainte, la structure entiére n’est pas en décharge
élastique lorsque la fissure est présente comme dans le cas unidimensionnel (voir la Proposition
1). Ainsi, il est possible que I'une zone C en décharge élastique apparaisse dans un voisinage de la
fissure mais hors de cette zone, la déformation plastique continue a évoluer, i.e. p(x € C) > 0. On
consideére la condition de stabilité locale d’ordre 2 dans deux configurations suivantes : structure
plastifiée sans fissure et structure fissurée.

1.3.3.1 Structure plastifiée sans fissure

Dans cette configuration, a partir de (1.71), (1.72) et (1.76), la dérivée premiére directionnelle

2
de 'énergie totale par rapport aux variables d’état &' (u, ,, p)(v, ¢, \/QHCH) s’annule seulement
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1.3. Formulations du cas tridimensionnel

si

Su = 0
IxeQ, I6,v) €S x S tel que §-v >0

0'1/~5:g0((5~u, 5—61/4/“)

*HUH = Jy"‘Kz‘pl/metU'CZO dans Vy
¢= dans Q\ Vx

\
oll Vx € 2 désigne un voisinage du x. Donc, le critére de zone cohésive est atteint au point x
du domaine et le critére de plasticité est atteint dans une zone du domaine autour de x. Ce cas
correspond & l'initiation d’une fissure cohésive au sein de la zone plastifiée du domaine. Hors de
la zone Vy, le domaine admet toujours la solution purement élastique. L’espace des champs tests
admissibles introduit dans (1.64) devient

D, = {v: v=0surdp, [v,] >0sursS, C Vx}
P = {{: o0-¢>0dansVy, ¢ =0dansQ\ Vx}

En injectant (1.55)-(1.59) dans (1.67), la condition de stabilité locale d’ordre 2 s’écrit sous la
forme d’intégrale Vv € D), V( € P

/ [A<s<v> — )+ (e(v) = O) + = KipV/m|¢ ﬂ sy
Q\Sy

sm (1.78)

+/S (ol [val)ds = o

v

Dans cette formulation, x désigne la dérivée directionnelle de la fonction ¢ a l'origine qui est
définie négative et homogeéne de degré 2, i.e. V(a,8): > 0,8 >0,(«, ) # (0,0)

0> x(o, §) = lim T p(ha h),  x(Aa, AB) = Nx(0, ) YA > 0

On étudie deux cas possibles du chargement & la borne du domaine 952

e Force imposée sur une partie non-vide de la borne du domaine. Dans ce cas, ONQ # 0.
Rappelons que v = 0 sur la partie dp€) mais arbitraire sur la partie dy§2 de la borne. La formule
d’intégration de Green nous donne

/ div(v)dQ = / vondS— [ [v]-vds (1.79)
Q\Sv N2 Sv

Choisissons les champs tests admissible (v,v) € D, x P respectant les propriétés suivantes

¢ = 0 dans Q\ Sy
e(v) = 0 dans Q\ Sy
v.-n > 0 sur On§
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En injectant ces champs dans (1.79), on a

/[[v]]-udS— v-ndS >0
Sv INSQ2

Ainsi, la condition de stabilité locale d’ordre 2 donnée dans (1.78) de ’énergie totale devient :

/va([[vn]],

Cette condition ne peut pas étre validée du fait que x([vn],||[v¢]||) est définie négative. En
conséquence, dans le cas ot la force est imposée sur une partie non-vide de la borne du domaine,
i.e. ONSY # 0, la solution correspondant a &' (u, ey, p)(v, ¢, [¢]) = 0 est instable.

e Borne 0N) totalement controlée en déplacement. Dans ce cas, Oy§) = (), ainsi 092 = IpQ et
v = 0 sur JN). Lintégral de Green peut se réécrire :

/Q |, (a0 = - /S ERZE

Introduisons la grandeur suivante

2

o 1/m—1 2
K| de

A= min {k(v.¢)= /Q\S [A<e<v>—<>-<e<v>—<>+

vED, (EP (1.80)
[vil[)ds }

+/S x([vnl,

v

Afin de considérer la stabilité locale d’ordre 2, il nous faudrait identifier A, ensuite comparer cette
valeur critique avec 0. Nous cherchons la valeur minimale de la fonction de deux variables k(v, ¢)
par la minimisation alternative. Tout d’abord, La dérivée directionnelle de k dans la direction
(0, k) est étudiée pour séparer les deux variables

K00 = [

[—QA(S(V) —¢) + iKipl/m_lé’ k>0 VkeP
Q\Sy

3m

On en déduit que
2 _
Ale(v) = ¢) = =—p""¢

3Im

D’ou on obtient une relation suivante entre deux champs tests (v, {) qui minimisent la fonction

k(v,¢)
¢ = <A - ;nKipl/mlI> - Ae(v) = Be(v) (1.81)

Dans cette formulation, I désigne le tenseur unitaire d’ordre 4, B est également un tenseur
d’ordre 4 qui dépend du tenseur de rigidité A, du module d’écrouissage, de la loi de plasticité
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2
et de la déformation plastique cumulée réelle p correspondant & &'(u, €,,p)(v, ¢, \/;HCH) En

remplacant (1.81) dans (1.80), la fonction k devient une fonction k d’une seule variable v

1. v _ o t _ i 1/m—1pt V) elv
F(v) /Q\SV [(1 BJ'A(I-B) + BB} e(v) - e(v) dO

4 /S (D vl as

L’étude de la condition de stabilité locale d’ordre 2 exprimée dans (1.78), ainsi le probléme de
minimisation (1.80), peut étre reformulés en introduisant le coefficient de Rayleigh R(v) comme
suit

fg\sv [(I - B)'A(I-B) + ?jnpl/m_lBtB} g(v)-e(v) dQ

R(v) =
[ s, x(Tw]. [Eved s |

En conséquence, la stabilité des champs de solution (u,ep,p) correspondant a

(1.82)

2
&' (u,ep,p)(v, ¢, \/;HCH) = 0 est donc équivalente a I'inégalité suivante

min R(v) > 1

veDy
Ainsi, on devrait cherche le champ test de déplacement v € D, qui minimise le coefficient de
Rayleigh R et compare cette valeur minimale du dernier & 'unité.

1.4 Conclusion du chapitre

On a construit dans ce chapitre la résolution du probléme d’initiation et de propagation de
fissure cohésive en mettant place les énergies dissipées par la fissure cohésive et par la plasticité
dans la formulation variationnelle. Dans un premier temps, I’exemple d’une barre unidimension-
nelle du matériau élastoplastique adoptant la loi cohésive de type Barenbaltt sous chargement en
déplacement imposé est traité analytiquement. En supposant que la contrainte critique cohésive
o. est plus grande que la contrainte critique de plasticité oy, la phase élastique dans la barre
est suivie de la phase élastoplastique, ensuite la fissure cohésive s’initie dés que la contrainte
homogéne dans le barre atteint o.. Les équations d’équilibre, les critéres de plasticité et de zone
cohésive sont déduits naturellement a partir de la condition de stabilité locale d’ordre 1. Les
effets d’échelle sont mis en évidence en étudiant la condition de stabilité locale d’ordre 2. En
effet, si la longueur de la barre L est inférieure a une longueur critique L. dépendant du module
Young et de la dérivée seconde de la densité d’énergie surfacique cohésive par rapport au saut de
déplacement, la solution au seuil cohésif est stable. De plus, lorsque ’on continue & augmenter le
déplacement imposé, la solution est toujours stable et la fissure cohésive évolue progressivement
au sein de la barre, i.e. la contrainte est une fonction continue, décroissante en temps aprés
I'initiation de la fissure cohésive. Dans le cas contraire ou L > L., la solution au seuil cohésif
est instable et la contrainte chute brutalement & cet instant. Ceci est dii & la présence du snap-
back sur la courbe de la réponse globale force-déplacement. Si les effets d’inertie sont négligés,
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Chapitre 1. Initiation et propagation de la fissure cohésive couplée avec la plasticité

le point final de la chute peut étre identifié par la conservation d’énergie. On remarque que la
longueur critique L, ne dépend pas du module d’écrouissage de plasticité et elle est identique au
cas purement élastique.

Dans un deuxiéme temps, les formulations énergétiques sont généralisées pour le cas d’une
structure multidimensionnelle du matériau élastoplastique adoptant la loi cohésive de type Baren-
baltt. En utilisant la condition de stabilité locale d’ordre 1, on retrouve les équations d’équilibre,
le critére de plasticité sous la forme d’une ellipse et le critére de zone cohésive sous la forme d’une
courbe intrinséque dans le plan des contraintes. Néanmoins, en raison de la non-uniformité du
champ de contrainte au sein de la structure, I’étude de la stabilité de la solution avec la condition
de stabilité locale d’ordre 2 devient trés délicate. On peut formuler le probléme de stabilité de
la solution & l'initiation de fissure cohésive en introduisant le coefficient de Rayleigh. Au cours
de I’évolution de fissure, une zone en décharge élastique autour de la fissure cohésive et la zone
élastoplastique «loin» de la fissure pourraient exister en méme temps. Ce probléme compliqué
ne nous permet pas d’obtenir une solution analytique compléte. La simulation numérique par la
méthode d’élément fini est ainsi nécessaire. On étudiera dans le chapitre suivant la nucléation
de la fissure au sein de la structure bidimensionnelle de comportement purement élastique en
prenant en compte des effets du champ de contrainte non-uniforme. Laissant de c6té le couplage
plasticité-fissuration, le chapitre 2 donne une vision analytique compléte de ’évolution de la
fissure, de purement cohésive & partiellement non-cohésive, en s’appuyant sur les hypothéses de
Dugdale dans un premier temps et de Barenblatt dans un deuxiéme temps.
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Chapitre 2

Effets du champ de contrainte
non-uniforme sur I’évolution de la
fissure cohésive
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2.1. Introduction

2.A Le probléme local général et sa résolution par ’analyse complexe . 97

Objectifs du chapitre

Dans la réalité industrielle, le champ de contrainte au sein de la structure est en générale
non uniforme. Cette non-uniformité du champ de contrainte est due a plusieurs facteurs, dont
I’hétérogénéité du matériau, le chargement appliqué, l'irrégularité géométrique. Le champ de
contrainte non-uniforme permet de localiser le site d’amorcage de fissure et d’empécher la propa-
gation brutale de la fissure dans le structure. Ce chapitre est consacré aux études de nucléation
et propagation de la fissure cohésive au sein de la structure bidimensionnelle élastique en prenant
en compte l'effet de stabilisation du gradient du champ de contrainte. L’évolution de la fissure
est gérée par le modeéle de zone cohésive de type Dugdale dans un premier temps et de type
Barenblatt dans un deuxiéme temps. En particulier, on introduit une longueur caractéristique
£ liée a la non-uniformité du champ de contrainte dans un voisinage du point ou la fissure est
initiée. L’évolution de la fissure contient deux phases, dont la premiére de la fissure purement
cohésive puis la deuxiéme de la fissure partiellement non-cohésive. Dans la premiére phase, toute
la fissure est soumise a des forces cohésives (de type Dugdale ou de type Barenblatt) et dans la
deuxiéme phase, une partie libre de contrainte apparait au centre de la fissure. Supposant que
la longueur caractéristique d. associée au comportement élastique du matériau et la loi cohésive
est trés petite devant la taille L de la structure, le probléme d’évolution de fissure est formulé
dans 'approche & deux échelles utilisant ’analyse complexe. La solution de I’évolution de fissure
peut étre exprimée sous la forme analytique dans le cas de la loi cohésive de type Dugdale et
étudiée semi-analytiquement grace & la méthode des polynémes de Tchebychev dans le cas de
la loi cohésive de type Barenblatt. On montre que la propagation de la fissure est stable lors de
la premiére phase mais devient instable avec un saut brutal de la longueur de fissure dés que la
partie non-cohésive apparait au centre de la fissure. L’influence des paramétres, en particulier
deux longueurs caractéristiques (d, £), sur I’évolution de la fissure est discutée. La sensibilité de
la solution & la taille du défaut préexistant au sein de la structure est également étudiée.

2.1 Introduction

2.1.1 Nucléation de fissure et stabilité de 1’évolution de fissure utilisant le
modéle de zone cohésive

Une des lacunes les plus importantes du modéle classique de Griffith est I'incapacité de
modéliser le phénoméne d’initiation de la fissure. En effet, le modeéle de Griffith est basé sur le
concept du taux de restitution d’énergie G et le critére de propagation de fissure s’écrit sous la
forme G < G.. Néanmoins, le taux de restitution d’énergie G tend vers 0 lors que la longueur
de la fissure tend vers 0. D’ailleurs, la contrainte au tour de la pointe O de la fissure est de

1
I’ordre 7 ou r signifie la distance entre le point considéré et le point O, donc la contrainte
r

est singuliére en pointe de la fissure. Le modéle de zone cohésive et 'approche variationnelle
nous donnent un outil efficace afin d’affranchir des problémes posés dans le cadre du modéle de
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Griffith. Basée sur des résultats de I’approche variationnelle et du critére de stabilité présentés
dans le cas unidimensionnel par |Del Piero, 1999|, la comparaison entre deux modéles peut
étre réalisée dans la restriction 1D [Charlotte et al., 2000]. En particulier, en supposant que la
densité d’énergie surfacique de fissure est une fonction ®(Ju]) continue, croissante et concave du
saut de déplacement [u], la condition de stabilité d’ordre 1 induit que le champ de contrainte
o(x) a l'équilibre devrait étre par tout plus petit que la dérivée a 0 de la densité d’énergie
surfacique o(x) < 0. := ®'(0). Ainsi, 0. joue le role de la contrainte critique du matériau. En
plus, la condition de stabilité d’ordre 2 nous donne une valeur critique de la longueur de la
barre au dela de laquelle I’évolution de la fissure est instable et la contrainte dans la barre chute
brutalement lorsque le déplacement imposé continue & augmenter aprés la nucléation de la fissure
cohésive. Ce résultat peut étre généralisé pour le probléme tridimensionnel. En supposant que
le matériau est isotrope, la densité d’énergie surfacique de fissure est seulement une fonction du
saut normal de déplacement et de la norme du saut tangentiel de déplacement a travers la surface
de discontinuité, dénotée par ®([u] - n, ||[u] — ([u] - n)n||) ou n désigne le vecteur normal de
la fissure. Grace aux travaux de [Laverne et Marigo, 2004] et [Charlotte et al., 2006], le critére
d’initiation de fissure cohésive s’écrit sous la forme d’une courbe intrinséque dans le plan des
contraintes de Mohr. Dans ce critére, la dérivée directionnelle & (0,0) de la fonction @ joue un
role essentiel. En particulier, lorsque ® admet les dérivées partielles a (0,0), le critére d’initiation
de fissure devient simplement deux critéres de cisaillement maximal et de traction maximale

max |loen—opunl <7, max op, < o.
n:||n||=1 n:||n|=1
ol 7. et 0. désignent respectivement la contrainte de cisaillement maximale et la contrainte
normale maximale auxquelles le matériau peut supporter. Ce résultat fait un lien fondamental
entre le critére d’initiation de fissure cohésive et les critéres standards de résistance des matériaux
proposés par les ingénieurs au début du vingtiéme siécle.

Néanmoins, ce résultat dit seulement que la fissure devrait apparaitre quelque part dans la
structure lorsque le champ de contrainte du probléme élastique atteint un seuil, mais la question
concernant I’évolution de la fissure reste encore ouverte. Afin de résoudre ce probléme délicat, une
formulation unique contenant la nucléation et la propagation de fissure devrait étre construite.
L utilisation de ’approche variationnelle nous donne des résultats trés prometteurs, voir [Bourdin
et al., 2008|. Dans le contexte des modéles d’interface, certains résultats partiels avec plusieurs
problématiques différents sont obtenus. Par exemple, la propagation de la fissure au sein des
matériaux composites sont étudiée dans les travaux de [Monerie, 2000; Raous et Monerie, 2002]
en s’appuyant sur la zone cohésive entre les fibres et la matrice. Les formulations dynamiques du
modéle cohésif sont établies dans [Monerie et Acary, 2001]. L'utilisation des modéles d’interface
dans la construction de maconnerie est présentée dans [Fouchal et al., 2009]. Par ailleurs, |[Ferdjani
et al., 2007; Ferdjani et al., 2009] étudient les effets de la taille et de la forme des défauts pré-
existants au sein de la structure dans le cadre du modéle cohésif de type Dugdale. Les auteurs
démontrent que la nucléation de la fissure cohésive dépend fortement & la forme du défaut mais
des défauts suffisamment petits n’ont pas d’influence sur la résistance globale de la structure.
A coté des résultats concernant les effets des défauts pré-existants, le probléme de nucléation
et de propagation de fissure cohésive de type Dugdale a partir d’'une entaille est considéré dans
[Dang et al., 2013; Dang et al., 2014]. Dans telle situation, la fissure cohésive est initiée dés que le
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chargement est appliqué. La longueur et 'ouverture de fissure évoluent de maniére qu’il n’existe
pas de singularité de contrainte en pointe de la fissure. Quand la fissure est purement cohésive,
I’évolution de la fissure est stable mais devient instable lorsque I’ouverture de la fissure a ’entaille
atteint le saut critique 6. du modéle de Dugdale. En conséquence, la fissure macroscopique se crée
dont la longueur est identifiée grace a la conservation d’énergie. Dans ces travaux, la technique
& deux échelles est utilisée pour obtenir les résultats analytiques en supposant que la longueur
caractéristique du matériau, liant au comportement élastique et a la loi cohésive, est trés petite
devant les dimensions du domaine.

2.1.2 Nucléation et propagation de fissure a partir d’un point régulier

Le probléme considéré dans ce chapitre est similaire & celui étudié dans [Dang et al., 2013;
Dang et al., 2014] mais la structure est différente. En effet, on suppose que la structure ne
contient ni entaille ni coin qui peuvent produire de singularités de contraintes dans la solu-
tion élastique. Ainsi, le champ de contrainte de la réponse élastique est régulier et borné, mais
non-uniforme. Considérant une structure symétrique soumise a un chargement croissant monoto-
nement et adoptant la loi cohésive de type Dugdale (ou Barenblatt), une fissure cohésive apparait
au point matériel ol la contrainte normale est maximale lorsque le chargement atteint la valeur
citique. La question posée est ’étude de la nucléation et la propagation de fissure en soulignant
les effets du gradient du champ de contrainte. L’évolution de la fissure contient deux phases, dont
une de fissure purement cohésive suivie d’une autre de fissure partiellement non-cohésive. Dans
la premiére phase, la fissure cohésive se propage progressivement et la longueur de fissure est
une fonction continue réguliére du paramétre de chargement. L’évolution de la fissure cohésive
est controlée par la dérivée au second ordre du champ de contrainte. Dans la deuxiéme phase,
lorsque le chargement atteint la valeur critique telle que 'ouverture de la fissure au centre de
fissure atteigne d., une partie non-cohésive est présente au centre de la fissure et la derniére se
propage brutalement, i.e. la longueur de fissure devrait sauter a une valeur liée & la longueur ca-
ractéristique du gradient de contrainte. Aprés le saut de la longueur de fissure, la partie cohésive
devient négligeable. On peut également utiliser ces résultats afin d’étudier les effets des défauts
pré-existants au sein de la structure sur I’évolution de fissure. Le principal objectif du chapitre
est d’obtenir des résultats sous la forme analytique dans le cas de la fissure de type Dugdale et
de formuler la méthode semi-analytique dans le cas de la fissure de type Barenblatt en utilisant
la technique & deux échelles et ’analyse complexe.

2.2 Description du probléme et hypothéses

2.2.1 La structure, son comportement élastique et le chargement

L’analyse est réalisée dans le cadre de déformation plane. Le systéme cartésien (z1,z2,3)
avec sa base orthonormée (e1, 2, e3) sont utilisés. La configuration de référence de la structure est
un ouvert  de R? dans le plan (z1,z2). Le matériau est fragile isotrope dont le comportement
élastique est caractérisé par ses coefficients de Lamé X\ et p (ou de maniére équivalente son
module Young F et son coefficient de Poisson v). Ce matériau adopte la loi de zone cohésive de
type Dugdale (ou de type Barenblatt par la suite). La structure est soumise & un chargement
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croissant monotonement qui est proportionnel & un paramétre ¢ > 0 appelé le temps. Ainsi,
lorsque la solution est purement élastique et la fissure est absente, le champ de déplacement
u®l(t) et le champ de contrainte o®(¢) au temps t sont les solutions du systéme linéaire suivant

div o®(t) =0 dans

o (t) = Mr(e(u(t))I 4 2ue(u(t)) dans (2.1)
o (t)n = (F sur On2 '
uwl(t) =tU sur  dpfl

Dans (2.1), e(u®l(t)) signifie le champ de déformation associé au champ de déplacement u®(t),
i.e. le gradient symétrique de uEI(t). La force volumique est négligée, dpf) représente la partie
de la borne du domaine soumise au déplacement imposé, tandis que dn§) représente la partie
de la borne du domaine soumise & la force imposée. Le chargement est croissant monotone-
ment de maniére que 'intensité de la force imposée et 'amplitude du déplacement imposé sont
proportionnelles au paramétre de chargement ¢.

(RN

4—
4—
4—

(o

—_—
—_—
tF—> 9)
— <+
— <+

Phat]

FIGURE 2.1 — La structure et le chargement appliqué

Puisque le probléme (2.1) est linéaire, ses solutions dépendent linéairement du temps ¢ et on
peut écrire

wl(t) =tu®, o) =to® (2.2)

ol (uel, ael) sont solutions du probléme élastique linéaire de chargement unitaire suivant

div o' =0 dans

o = Mr(e(u)I + 2ue(u®) dans Q (2.3)
oc'n=F sur On§) .
w'=U sur Opf?
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2.2. Description du probléme et hypothéses

2.2.2 Symétrie et hypothéses de régularité
Supposons que la structure est symétrique par rapport aux deux axes x1 = 0 et o = 0. En
plus, le chargement l'est également et la réponse élastique admet les propriétés suivantes

1. La composante de cisaillement 0§, de contrainte s’annule sur les deux axes z; = 0 et
x9 = 0. En conséquence, le tenseur de contrainte est diagonal dans la base (e1,e2) a tous
les points du domaine et ses valeurs propres sont dénotées respectivement par U‘fl et O'Sl.

2. Le champ de contrainte élastique O'el(X) est une fonction réguliére de x. Sa composante
normale ¢¢ (x) atteint sa valeur maximale positive a I'origine O = (0,0) dans la direction
n=eo.

Ces hypothéses de symétrie et de régularité du probléme induisent des propriétés importantes
de répartition de contrainte le long de 'axe xo = 0. En particulier,

1. Le vecteur de contrainte o® (21, 0)ey est purement normal et ainsi s’exprime comme suit
o (x1,0)ey = X(z1)en (2.4)

2. Ladistribution de contrainte normale (1) est une fonction paire réguliére de 1 qui atteint
sa valeur maximale & x1 = 0. Donc, en développant cette contrainte normale jusqu’au
deuxiéme ordre (dans un premier temps) de x; autour de z; = 0, on obtient

1
B(w1) = 05(0,0) + 50511(0,0)27 + ofa}) (2:5)

Dans cette formulation, la contrainte normale & I’origine ¢5(0,0) est positive et sa dérivée
seconde 0';}11(0, 0) est négative.

3. On introduit la longueur caractéristique du gradient de contrainte

a5(0,0)

=2, | ————— (2.6)
_‘75111(07 0)
Le développement de la distribution de contrainte normale se réécrit comme suit
el 21"% 2

Le développement est une bonne approximation de 3(z1) lorsque 1 est trés petit devant
£. On considérera & la section suivante une formulation plus générale de cette distribution
en développant ¥(z1) jusqu’aux ordres supérieurs.

Remarque 7. Si on considére que le développement de Y (x1) jusqu’au deuxiéme ordre est la
vraie distribution de la contrainte normale, i.e. 3(x1) s’exprime comme suit

273

1 1

S(ar) = o310.0)(1- %)

donc la contrainte normale est mazimale a 0, positive (en traction) pour |x1| < 5/\@ et négative
(en compression) pour |x1| > £/\/2. La présence de la zone de compression & une grande distance

de l'origine limite la propagation de la fissure. On discutera cette limite a la fin de ce chapitre.
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Chapitre 2. Effets du champ de contrainte non-uniforme

2.2.3 La loi cohésive de type Dugdale

La nucléation et la propagation des fissures dans la structure sont gérées par la loi cohésive
de type Dugdale. On rappelle des ingrédients principaux de la loi. Dans cette derniére, la densité
d’énergie surfacique de fissure dépend de maniére non-triviale du saut de déplacement, tandis
que le modéle de Griffith suppose que cette quantité est constante. Concrétement, en supposant
que la fissure est toujours en mode I, i.e. seulement le déplacement normal est discontinu, la
densité d’énergie surfacique s’écrit comme suit

+o0 si Jup] <0
P ([un]) = Gelun]/0c st 0 < [un] < 6c (2.8)
G, si [[Un]] > 0

Dans (2.8), [uy] signifie le saut de déplacement normal, G, est la valeur critique du taux de
restitution d’énergie du modéle de Griffith, tandis que . est le saut de déplacement critique de
la loi cohésive. Le rapport G./d. est la contrainte critique cohésive

Oc = — (2.9)

Pour la force cohésive, la contrainte normale o, correspondant & l'interaction entre les lévres
de fissure est égale & o, lorsque 0 < [u,] < d. et s’annule dés que [u,] > 6.

<o, si Juy]=0
Opn =4 =0 si 0< [[un]] < O, (210)
=0 si [un] >dc

La densité d’énergie surfacique et la contrainte cohésive dans le modéle cohésif de Dugdale sont
visualisées dans la figure 2.2. Donc, la fissure contient en général deux zones : zone cohésive dans
laquelle la contrainte cohésive est égale & o. et zone non-cohésive dans laquelle la contrainte
cohésive s’annule.

Remarque 8. Le fait que o, joue le réle de la contrainte critique a la rupture du matériau peut
étre vérifié dans le probleme d’une barre unidimensionnelle sous traction simple, voir [Del Piero,
1999; Charlotte et al., 2000; Bourdin et al., 2008/. En effet, en utilisant le principe de mini-
misation d’énergie, on peut démontrer que la solution élastique n’est plus un minimum local de
l’énergie totale de la barre dés que la contrainte dans la barre atteint la valeur critique o.. Dans le
cas général tridimensionnel présenté dans [Charlotte et al., 2006/, .. devient la contrainte critique
d’un critére d’initiation de fissure cohésive de traction maximale. La présence d’une contrainte
critique est cohérente avec la réalité d’ingénieur, dont une structure donnée n’est supportée a
qu’un chargement d’amplitude limaitée.

Remarque 9. §. caractérise ouverture critique de la fissure cohésive au dela de laquelle la
contrainte cohésive s’annule dans le modéle de Dugdale. Cette grandeur est évidemment une
longueur caractéristique du matériau. Par ailleurs, on introduit une autre longueur caractéristique
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2.2. Description du probléme et hypothéses

o Onn

Gc_ O-C_n

Oc¢

: [un]
e e

[un]

FIGURE 2.2 — Densité d’énergie surfacique et contrainte cohésive dans le modéle cohésif de
Dugdale

du, matériau dans le cadre des calculs en déformation plane qui inclut également les paramétres
du comportement élastique

7'(' E
= 2.11
dC 8(1 —V2) 0_65() ( )

Cette longueur nous donne l'ordre de grandeur de la taille de la zone cohésive. En pratique, le
module Young E est beaucoup plus grand que la contrainte critique o., donc d. est beaucoup plus
grand que .

2.2.4 Formulations de ’approche variationnelle de I’évolution de fissure

Les hypothéses de symétrie et de régularité nous permettent de supposer que la fissure cohé-
sive s’initie au point O = (0, 0) & l'instant critique ¢, lorsque la contrainte normale maximale du
probléme élastique atteint la valeur critique o,

Oc
te = —7—— 2.12
“T 0,0 =
En injectant (2.12) dans (2.7), la distribution de la contrainte normale devient
t 2a%
S(@1) = oo ( - Z;) + o(2?) (2.13)
€

Apres linstant critique t., la fissure est supposée toujours droite et se situe sur 'axe xo = 0.
En conséquence, la fissure a I'instant ¢, définie comme ’ensemble des points de discontinuité du
champ de déplacement u(t) et dénotée par Su(t), est un sous-ensemble de la partie I' de Iaxe
r9 = 0 inclue dans 2

Say =1x€Q & [u(t)](x) #0} CT'= QN {xy =0}

En plus, suite a la symétrie du probléme, le saut de déplacement a travers la ligne de discontinuité
est purement normal. Donc la fissure est toujours en mode I et le saut normal [uz(¢)](x1) du
déplacement a (x1,0) € Su(t) s’appelle I"ouverture de fissure a z;.
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Chapitre 2. Effets du champ de contrainte non-uniforme

Avec ces hypothéses concernant le chemin de fissure, le probléme d’évolution de la fissure
pour le but d’identifier 1’état de fissure et le champ de déplacement & linstant ¢ peut étre
formulé en utilisant I’approche variationnelle, voir [Ferdjani et al., 2007; Ferdjani et al., 2009;
Bourdin et al., 2008]. Notons U,q(t) I'ensemble des champs de déplacement cinématiquement
admissible, i.e. ’ensemble des champs vectoriels réguliers satisfaisant les conditions aux limites
cinématiques qui admettent le saut a travers I' seulement et le saut normal est non-négatif

Uyg(t) = {u* € HY(Q\T;R?) : u* =tUsur 9pQ, [uj] >0 sur I'} (2.14)

ott H' désigne I'espace vectoriel de Sobolev associé a la norme naturelle || - ||;. Pour un temps
t donné, chaque vecteur u* € U,,(t) associe a I'énergie totale de la structure &(u*) comme une
somme de ’énergie élastique, 1’énergie surfacique de fissure et le potentiel des efforts extérieurs

)= [ (G0r e pe) e )i |

On présente maintenant les éléments les plus importants de I’approche variationnelle pour 1’évo-
lution de fissure. Une définition du probléme variationnel sous la forme d’une minimisation locale
est introduite, ensuite on considére la condition de stabilité locale d’ordre 1 et déduit des pro-
priétés du champ de contrainte.

&([u3]) dxl—/a Bt ds. (215)

u*

Définition 5 (Formulation variationnelle de 'évolution de fissure). A chaque temps t, le champ
de déplacement u(t), parmi l’ensemble des champ de déplacement cinématiquement admissible
Una(t), minimise localement ’énergie totale de la structure &. De maniére formelle, u(t) satis-
fait les deux conditions suivantes

1. u(t) € Upg(t) ;
2. 3h(t) > 0 tel que E(u(t)) < E(u™), Yu* € Uyy(t) tel que Hu* - u(t)H1 < h(t).

Le champ de contrainte & linstant t se calcule grice a la relation linéaire du comportement
élastique o (t) = Mtr e(u(t))I 4+ 2ue(u(t)) et la fissure correspond a ensemble des points de
discontinuité Sy du champ de déplacement u(t).

Remarque 10 (Avantages de la formulation variationnelle). La formulation variationnelle appli-
quée au probléme d’évolution de fissure présente des avantages importants par rapport aux autres
formulations basées sur les équations d’équilibre et les conditions standards, en particulier

1. Le probléme est formulé sous une forme compacte qui est toujours valable malgré des chan-
gements de comportement, de chargement ou de géométrie

2. Les concepts d’équilibre et de stabilité se réunissent dans une formulation unique. En effet,
on peut démontrer que les formulations classiques basées sur les équations d’équilibre et
les conditions standards sont simplement la condition de stabilité locale d’ordre 1 (voir
Proposition 1)

3. La formulation variationnelle peut étre implémentée naturellement dans les codes d’élément
fing en utilisant la méthode du Lagrangien augmenté (voir [Lorentz, 2008/).
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2.2. Description du probléme et hypothéses

Remarque 11 (Absence des conditions d’irréversibilité). Lors de l'introduction du modéle
de Dugdale et la résolution du probléme d’évolution de fissure, les conditions explicites d’ir-
réversibilité sont absentes. Cette absence simplifie la présentation du probléme mais peut étre
considérée comme une faiblesse de la formulation, du fait qu’elle peut conduire aux solutions
non-physiques. Des détails de la formulation compléte prenant en compte le principe d’irré-
versibilité sont présentés dans les travaux de [Jaubert et Marigo, 2006; Bourdin et al., 2008;
Abdelmoula et al., 2010/ concernant le probleme de propagation de fissure fatigue.

On présente dans la Proposition suivante les conditions locales auxquelles u(t) et o (t), tant
que les solutions du probléme variationnel de Définition 5, devraient satisfaire.

Proposition 4 (Condition de stabilité locale d’ordre 1). Le champ de déplacement u(t) et le
champ de contrainte associé o(t) sont solutions du probléme de Définition 5 seulement s’ils
satisfont aux conditions locales suivantes

e Equations d’équilibre :
dive(t) = 0 dans Q\ Sy
e (Conditions aux limites :
u(t) =tU sur 9pQ), o(t)n =1tF sur ON§2

e Chemin de fissure :

[[u(t)g]] =0, O'(t)lg =0, U(t)gg < 0c = (I)I(O—i-) sur T’ \ Su(t)

[u(t)2] =0, o(t)12 =0, o(t)2e = ' ([u(t)2])  sur Sy
Démonstration. La démonstration est réalisée pour le cas général, pas seulement dans le cas
du modéle de Dugdale, en mettant en place la densité d’énergie surfacique générale dans la
formulation variationnelle. Considérons des champs de déplacement cinématique admissible u* =
u(t) + hv € Uyy(t) pour h > 0 suffisamment petit. En injectant u* dans la condition de stabilité
présentée dans la Définition 5, on obtient &(u(t) + hv) — &(u(t)) > 0. En divisant par h et
passant la limite lorsque h — 0, cela induit que

/ o(t)-e(v) dx—i—/ & ([u(t)2])[v2] dz1 —/ tF-v dS > 0. (2.16)
O\ Sy Sy NG
Considérons les types différents des champs v
1. Choisissons des champs réguliers v tels que [v] = 0 sur I" et v = 0 sur 9p2. On en déduit
que
dive(t) =0 dans Q\ Sy
o(t)n=tF  sur OyQ (2.17)
[[O'(t)]]eg =0 sur Su(t)
En intégrant par parties la premiére intégrale de (2.16) et injectant (2.17), on obtient
I'inégalité suivante

J

qui devrait étre valable pour tous les champs v admissibles.

<<I>’([[u(t)2]]) - a(t)22> [v2] dzey — / o(t)12]01] dz1 > 0 (2.18)

u* u*
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Chapitre 2. Effets du champ de contrainte non-uniforme

2. Du fait que [v1] peut étre choisi arbitrairement sur I', on en déduit que o(t)12 = 0 sur I
Sachant que Sus = Sy U (Sv \ Su)), (2.18) devient

/S 5 (®'([u(t)a]) — o(t)22) [oa] drs + /S (00— o(0))[ex] dn 0, (219)

v \Pu(t)

ot . := ®'(0+). D’ailleurs, parce que [vs] peut étre choisi arbitrairement sur Su(t) tandis
que [vz] devrait étre non-négatif sur Sy \ Sy, on obtient les conditions suivantes sur la
composante normale du champ de contrainte

o(t)a < o. sur I'\ Sy (2.20)
o(t)a2 = ' ([u(t)2]) sur Syy
La démonstration est ainsi compléte. O

Remarque 12. Soulignons les résultats les plus importants de Proposition 4

o L’équation d’équilibre, les conditions aux limites et de chemin de fissure sont seulement les
conditions nécessaires pour que u(t) soit stable dans le sens de Définition 5. En général,
elles ne sont pas suffisantes et on devrait étudier la condition de stabilité locale d’ordre
2. Cette condition nous permet de considérer la stabilité et également unicité de la solution.
Néanmoins, dans ’étude de ce chapitre, on ne rentre pas dans les détails de cette condition.

e La condition de chemin de fissure contient non seulement le fait que la contrainte cohésive
sur les levres de fissure est donnée par la dérivée de la densité d’énergie surfacique o(t)9e =
&' ([u(t)2]), mais également le critére en contrainte d’initiation de fissure o(t)y < o, =
&' (0+). En conséquence, le champ de contrainte est nécessairement borné et la singularité
de contrainte n’est pas autorisée dans le modéle cohésif.

2.3 Reésolution du probléme d’évolution de fissure

2.3.1 Réduction du probléme avec les hypothéses de symétrie

Le probléme d’évolution de fissure introduit précédemment sous la forme générale peut étre
réduit grace aux hypothéses de symétrie présentées dans la section 2.2. Néanmoins, il faudrait
noter que 'unicité de la solution n’est pas assurée, donc la recherche d’une solution respectant
les hypothéses de symétrie requiert certaines hypothéses supplémentaires concernant la symétrie
de fissure et la monotonicité de I'ouverture de fissure.

Hypothése 1 (Fissure centrée). A chaque instant t, soit l’ensemble des points de discontinuité
Su@t) du champ de déplacement u(t) est vide, soit il est centré a O = (0,0), i.e. il existe une
longueur a(t) telle que Sy = (—af(t),a(t)) x {0}.

Hypothése 2 (Symétrie et monotonicité de [u(t)z2]). Lorsque Sy est non vide, l'ouverture de
fissure [u(t)2] est une fonction continue de x1, mazimale & x1 = 0 et décroissante a 0 lorsque
|x1| tend vers a(t).
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frett frett frett

3 CTS e T b T
= e {111 S B ¢

I IRy IRy

(4) (i) (i)

FIGURE 2.3 — Trois types possibles de 'état de fissure : (i) sans fissure, (ii) fissure purement
cohésive, (iii) fissure partiellement non-cohésive

Grace aux hypothéses, I'ensemble des états de la fissure a I'instant ¢ est limité. Concrétement,
on considére dans ce chapitre chacun des cas suivants visualisés dans Figure 2.3

(i) La fissure est absente dans la structure, i.e. a(t) = 0 et Sy = ). La réponse de la structure
est purement élastique, donc ’ensemble des états de fissure de ce type satisfaisant a la
condition de stabilité locale d’ordre 1 s’appelle la branche élastique.

(77) 1l existe une fissure au sein de la structure dont l'ouverture a x; = 0 est inférieure a la
valeur critique d. du modeéle cohésif de Dugdale, i.e. a(t) > 0 et Ju(t)2](0) < .. Dans
ce cas, toute la lévre de la fissure est soumise a la contrainte cohésive o.. L’ensemble des
états de fissure de ce type satisfaisant a la condition de stabilité locale d’ordre 1 s’appelle
la branche purement cohésive

(737) Il existe une fissure au sein de la structure dont l'ouverture & x; = 0 est supérieure a
de, .e. a(t) > 0 et [u(t)](0) > .. Dans ce cas, du fait que l'ouverture de fisure est une
fonction monotone de |z1] et décroissante a 0, il existe deux points symétriques (£b(t),0)
pour 0 < b(t) < a(t) auxquels [u(t)2](£b(t)) = d.. Ainsi, la fissure se divise en deux parties

e la zone cohésive ou la contrainte cohésive est égale & la contrainte critique cohésive
de Dugdale o,

e la zone non-cohésive ou la contrainte cohésive s’annule

On décrit ce cas sous une forme plus synthétique suivante

si ‘1'1’ < b(t) : [[u(t)g]](xl) > 507 O’(t)gg(.%‘l,()) =0
sib(t) < |zi| <a(t) : 0<[u(t)](x1) <dey, o(t)2(x1,0) =00

L’ensemble des états de fissure de ce type satisfaisant a la condition de stabilité locale
d’ordre 1 s’appelle la branche partiellement non-cohésive

L’évolution des pointes de la zone cohésive a(t) et de la zone non-cohésive b(t) est a identifier
lors de notre étude. La condition de non-singularité du champ de contrainte et la minimisation
locale d’énergie permettent de démontrer les Propositions suivantes concernant les propriétés
importantes de a(t) et b(t).
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Proposition 5 (Facteur d’intensité de contrainte en pointes de la zone cohésive). Du fait que
la contrainte normale o(t)9e devrait étre bornée partout sur ', la singularité n’est pas autorisée
en pointes de la zone cohésive (+a(t),0) et le facteur d’intensité de contrainte en mode I devrait
s’annuler a 1 = *a(t).

Démonstration. Considérons les cas dans lesquels la fissure est présente au sein de la struc-
ture, i.e. a(t) > 0. Dans le voisinage des pointes de la fissure cohésive (fa(t),0), le champ de
déplacement u(t) et le champ de contrainte o (t) devraient satisfaire a la relation linéaire du
comportement élastique et la condition aux limites o (t)es = o€z sur les lévres de a fissure (a
coté de la pointe). En conséquence, on retrouve la situation d’une fissure au sein d’un milieu
élastique linéaire isotrope soumis aux conditions aux limites de type Neumann. La solution du
probléme est détaillée dans [Bui, 1978; Grisvard, 1985]. Cette solution contient ¢ priori une sin-
gularité. En effet, en prenant en compte les hypothéses de symétrie et supposant que la fissure
est toujours en mode I, le champ de déplacement u(¢) dans un voisinage de la pointe de fissure
(a(t),0) s’exprime comme suit

Ky |/ 0 0
u(t)(x) = 2—/1 %(3 — 4v — cosf) <cos el + sin 2e2> + termes réguliers

ou (r,0) désignent les coordonnées sphériques de x, i.e. X = rcosfe; + sinfey. Ainsi, le saut
normal de déplacement sur les lévres de la fissure a coté de la pointe (a(t),0) est donné par

K, | _
Ju(t)2](x1) = 8(1 — Z/Q)EI a(t)2x1 + termes réguliers
T

Puisque le saut normal devrait étre positif [u(t)2](z1) > 0, le facteur d’intensité de contrainte
Pest également K| > 0. Par ailleurs, la contrainte normale o(t)22 sur 'axe § = 0 a coté de la
pointe (a(t),0) s’écrit comme suit

K
o(t)(r1) = = ! ) + regular terms
1 —

Du fait que o(t)22(z1) devrait étre inférieure que la contrainte critique o, le facteur d’intensité
de contrainte devrait étre non-positif K| < 0. En conséquence, K| = 0 O

Proposition 6 (Ouverture de fissure en pointe de la zone non-cohésive). La position b(t) de la
pointe de la zone non-cohésive, lorsqu’il existe, devrait satisfaire a la condition suivante concer-
nant [’ouverture de la fissure

[u(t)2](£b(t)) = dc (2.21)

Démonstration. On démontre cette Proposition en utilisant la formulation variationnelle. Notons
(a*,b") respectivement les positions arbitraires admissibles des pointes de la zones cohésive et
non-cohésive de la fissure, ainsi

0<b* <a’, (a*,0) €T, (b*,0) €T
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2.3. Résolution du probléme d’évolution de fissure

Considérons un champ de déplacement cinématique admissible correspondant u* € U,4(t). La
zone cohésive et la zone non-cohésive de la fissure sont ainsi dénotées par

I = {x:€Q 0< [u](z1) <} = (—a*, —b*) U (b*,a*) x {0},

Iy, =S \Te = (=0",0%) x {0}

Sachant que la contrainte cohésive est égale a 0. sur la zone cohésive et s’annule sur la zone
non-cohésive, on réécrit I'énergie totale du systéme (2.15) comme une fonction du champ de
déplacement u* et les deux longueurs (a*, b*)

E(u*,a™,b%) = ;/Q\S As(u*)-s(u*)dx—i—/

ocJus]dxi + G.dxy —/ tF-u*dS (2.22)
I rx. ONQ2

Dans cette expression, A signifie le tenseur de rigidité du matériau et G, représente la valeur cri-
tique du taux de restitution d’énergie de Griffith. La formulation de minimisation locale d’énergie
s’exprime sous la forme suivante

3h(t) > 0,Y(a™,b*,u") tels que
u* € Upq(t),0 < b* < a*,||u” —u(t)|1 < h(t),|a” —a(t)| + |b(t) — b*| < h(t) (2.23)
E(u(t),a(t),b(t)) < &(u*,a™,b")

On choisit u* = u(t), a* = a(t) et b* = b(t) + hB pour h > 0 suffisamment petit. En in-
jectant ces grandeurs dans (2.23), la condition de stabilité devient & (u(t),a(t),b(t) + hf) —
E(u(t),a(t),b(t)) > 0. En divisant cette inégalité par h et tend h vers 0, cela déduit que

—20:Ju(t)2] (b(t))B + 2G> 0

Du fait que B peut étre choisi arbitrairement, cette inégalité nous donne la condition suivante
du saut normal de déplacement en pointes de la zone non-cohésive

[u(t)a] (b(t)) = &€ =&,

Oc

La Proposition est donc démontrée. O

2.3.2 Calculs analytiques avec ’approche a deux échelles

On arrive maintenant a la construction de la solution analytique de 1’évolution de la fissure
en supposant que la longueur caractéristique du matériau définie dans (2.11) est beaucoup plus
petite que la dimension L de la structure. En plus, on suppose que la longueur ¢ qui caractérise
le gradient du champ de contrainte est de méme ordre ou beaucoup plus petite que L

do<L, (<L

La hiérarchie des longueurs permet d’utiliser la technique a deux échelles afin de construire la
solution analytique (approximative). La résolution du probléme suit la procédure d’évolution de
fissure.
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Chapitre 2. Effets du champ de contrainte non-uniforme

2.3.2.1 Détermination de la branche élastique

On résout le probléme élastique (2.3) et détermine le champ de déplacement u® et le champ
de contrainte o, On en déduit la distribution de la contrainte normale o$h(x1) le long de T
L’équation (2.12) nous permet de calculer le temps t. correspondant a la limite de validité de la
réponse élastique. Le champ de déplacement de la solution élastique correspondant & 0 < t < ¢,
est donné simplement par u(t) = tu®l. Au dela du chargement t., la fissure est présente dans la
structure.

2.3.2.2 Détermination de la branche purement cohésive

Considérons une fissure purement cohésive de longueur 2a > 0 & I'instant ¢ > 0. Pour a et ¢
donnés, on définit les champs associés de déplacement et de contrainte comme la solution unique,
dénotée par (ult,al, o[t,a]), du probléme élastique linéaire posé sur la structure fissurée soumise
a la contrainte cohésive uniforme sur les lévres de la fissure

divo[t,a] =0 dans Q\ ([—a,a] x {0})

ot,a] = Mr(e(uft,a]))I + 2ue(uft,a]) dans Q\ ([—a,a] x {0})

uft,a] =tU sur Opfl, (2.24)
olt,aln = tF sur  OnQ2

ot,ales = oce9 sur [—a,a] x {0}

Ce probléme, et sa solution également, admettent les mémes hypothéses de symétrie que le
probléme élastique original. Dans ce cas, du fait que la longueur de la fissure est beaucoup plus
petite que les dimensions du domaine, la fissure perturbe les champs élastique seulement dans
un voisinage de l'origine O. En conséquence, introduisons dans (2.24) les différences entre la
solution avec la fissure purement cohésive et la solution élastique, i.e.

el el

ut,a] = uft,a] — tu®, ot,a] = o[t,a] — to

La différence de champ de contrainte &[t, a](x) devrait tendre vers 0 lors que ||x|| devient grand
devant a. Par ailleurs, sur les lévres de la fissure, la différence de contrainte normale vérifie la
condition [t, alaa(x1) = 0. — t3(x1) ou X(z1) est donné par (2.13). En conséquence, on obtient

t t x?
altyalaa(r1) =(1—— ) oc+ 2——2106 + o(z?), lz1| < a
t t. 0

Lorsque a < ¢, le terme o(x%) est négligeable et donc on considére seulement les deux premiers
termes du développement. Méme dans le cas ol a est & méme ordre que ¢, on peut considérer
la distribution parabolique comme le cas le plus simple pour étudier I'influence du gradient de
contrainte sur la nucléation de fissure. Une forme plus générale de cette distribution sera mise
en place dans la section prochaine. En conséquence, cette simplification nous permet d’écrire le
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2.3. Résolution du probléme d’évolution de fissure

probléme concernant les champs de différences (u, &) dans un voisinage de l'origine comme suit

divelt,a) =0 dans R?\ ([—a,a] x {0})

ot,a] = Ar(e(uft,a]))I + 2ue(alt, a]) dans R?\ ([—a,a] x {0})

&lt,al(x) — 0 lorsque ||| — oo, (2.25)
2

olt,a)(z1,0)ex = <1 — ti + 2;2) ocez lorsque z7 € (—a,a)

La construction du probléme est ainsi basée sur une approximation et une hypothése suivantes

1. Le probléme est posé sur le plan R? en respectant la condition que la contrainte & tend
vers 0 & l'infini. Du fait que la longueur de la fissure a est beaucoup plus petite que L,
on devrait retrouver la solution purement élastique loin de la fissure. En conséquence, le
probléme est traité dans I’échelle de a et considére la borne du domaine comme 'infini.

2. La répartition de la contrainte normale sur les 1évres de fissure est supposée quadratique.
Cette hypotheése est un cas particulier du chargement ou une approximative valable lorsque
a < /L.

Grace a la simplification, le systéme d’équations (2.25) peut étre résolu analytiquement. En
effet, le probléme simplifié est un cas particulier de la famille des problémes élastiques planes qui
peuvent étre traités avec la méthode des potentiels complexes développée par [Muskhelishvili,
1963]. Les procédures principales de cette méthode sont rappelées dans I’annexe 2.A du chapitre
et on présente directement ici les résultats associés a la contrainte normale suivante

T(a1) = (1 _ty 2’5”5%) o (2.26)

Le facteur d’intensité de contrainte en pointe de la fissure cohésive s’exprime comme suit grace
aux calculs d’intégrale (2.116) donnée dans l'annexe 2.A

Kilt, d] :acw?a<(1_ 2‘2) tt _ 1)

La condition K|[t,a] = 0 nous donne ’évolution de la position de la pointe de la fissure cohésive
en fonction du temps
t

a(t) =04/1 — f (2.27)

Ainsi, la longueur de la fissure est proportionnelle & la longueur caractéristique ¢ du gradient
de contrainte, égale & 0 & l'instant ¢, et augmente monotonement en temps. Cette solution est
valable pendant la phase ou 'ouverture de la fissure & 1 = 0 est encore inférieure a d., et donc
la composante normale de & est inférieure a o, le long de I'axe. L’ouverture de fissure et la
contrainte normale sont obtenues grace aux intégrales présentées dans I’annexe 2.A. D’abord, on
peut calculer la dérivée du potentiel complexe défini dans I’annexe grace a U'intégrale (2.114)

, Oe 222 2z 22
SD(Z)ZQ(Ze_l)(CL(t)Q_l_a(t) a(t)Q_l) (228)
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Chapitre 2. Effets du champ de contrainte non-uniforme

ot la longueur a(t) est donnée par (2.27). On obtient également ’expression de contrainte normale
dans la zone non-fissurée I' \ [—a, a] en mettant place (2.26) dans (2.115)

te a(t) \ a(t)

Donc, a[t,a(t)]22(x1,0) est une fonction monotone décroissante de |xi| > a(t) qui décroit de
oc(t/te—1) en pointe de fissure a 0 lorsque |z;| — co. On peut vérifier facilement que la contrainte
normale o(t)22(x1,0) est plus petite que la contrainte critique o, pour toutes les valeurs de z;.

xz X 1'2
5[t a(t)]as(21,0) = o, <t 1> <a2(t)12 CqAml e 1) S |o|>alt)  (2.29)

Remarque 13. Les expressions au dessus sont valables a petite échelle en supposant que la
longueur de la fissure a(t) est trés petite devant la dimensions L du domaine. Avec ces approxi-
mations, on peut déduire facilement que la contrainte normale o(t)22(x1,0) est inférieure a o. @
petite échelle, i.e. dans un voisinage de ’origine. Il est possible que le critére de traction maxi-
male puisse étre atteinte a d’autres points (loin de origine) a instant t. Dans tel cas, d’autres
fissures s’initient a ces points. Néanmoins, dans la premiére phase de leurs évolutions, on suppose
qu’il existe pas d’interaction entre les fissures, ainsi notre procédure de calculs reste valable.

A partir de (2.28), on peut déterminer maintenant ’ouverture le long de la fissure cohésive.
Notons z* = 21 + 10 les points sur les lévres supérieure et inférieure de fissure & z; pour
|z1| < a(t). A partir de (2.28), on obtient

/ oc (t 222 L 2xq x?
=5 (1) <a<t>12 ERRRPTON a<t1>2>

Cela déduit le saut de la dérivée du potentiel complexe & travers la fissure

[e] (1) = Qiac<t 1>m

T a(t)2

e

En utilisant la relation (2.117) entre [¢] et [u(t)2] présentée dans I'annexe 2.A et la condition aux
limites [uz](f£a) = 0, on en déduit que [p](+a(t)) = 0. Par conséquent, les calculs d’intégrale
nous donnent [p](z1). Cela nous permet de calculer le saut de déplacement normal au point z;
comme suit

o 22 \3/?
futal(on) = 50 -0 %t (£ -1) (1- 25 (2:30

te

On remarque que 'ouverture de la fissure cohésive est une fonction paire de 1 et maximale a
Porigine qui justifie a posteriori Hypothése 2. D’ailleurs, (2.27) peut étre réécrite sous la forme

suivante
t t
ty=0/=—-1
o) =0/ (£ -1)

En injectant cette expression et remplagant la longueur d. donnée par (2.11) dans (2.30), 'ou-
verture de la fissure & l'origine x1 = 0 s’écrit comme suit

(0200) = Ty ' (%- 1)3/2 (2.31)
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2.3. Résolution du probléme d’évolution de fissure

Donc 'ouverture a z; = 0 est une fonction croissante du temps t pour ¢ > t.. Elle atteint la
valeur critique d. au temps ¢; donné par

3 2
t t; 9d
el _q) = Ik (2.32)
ti te s 252
Ce temps t; correspond a la fin de la branche purement cohésive. La mi-longueur de la fissure
a l'instant t; est dénotée par a; := a(t;). Aprés cet instant, une zone non-cohésive apparait au

centre de la fissure. Dans le cas ol d. est beaucoup plus petit que ¢, le temps t; est calculé
approximativement comme suit

ti 3d,\*/*
— =1 2.33
le " ( ml ) ( )
et la mi-longueur de la fissure & cet instant est exprimée par
3d 1/3
a; ~ ( C> ¢ (2.34)
ml

Dénotons € := d./¢ le rapport entre deux longueurs caractéristiques du probléme. Par la hiérar-
chie des longueurs, on déduit que € est de méme ordre ou trés petit devant l'unité, i.e. € < 1.
Donc (2.34) induit les relations suivantes

En conséquence, 'ordre de magnitude de a; est entre d. et ¢

de <a; <UL (2.35)

2.3.2.3 Détermination de la branche partiellement non-cohésive

On consideére finalement le cas d’une fissure partiellement non-cohésive & l'instant ¢. La lon-
gueur de la zone non-cohésive est 2b et les pointes des zones cohésives se situent & +a. Corres-
pondant & (¢,a,b) donnés pour 0 < b < a et t > 0, on défini les champs de déplacement et
de contrainte associés comme la solution unique, dénotée par (ult,a,bl,o[t, a,b]), du probléme
élastique linéaire suivant posé sur la structure soumise & la contrainte non-uniforme sur les lévres
de fissure

divelt,a,b] =0 dans Q\ ([—a,a] x {0})

olt,a,b] = Mr(e(uft,a, b))+ 2ue(ult,a,b]) dans Q\ ([—a,a] x {0})

ult,a,b] = tU sur Opfl, (2.36)
olt,a,bn = tF sur OnQ2

olt,a,blea =0 sur (—b,b) x {0}

olt,a,bles = o.e2 sur  ((—a,—b)U(b,a)) x {0}

Ce probléme, et sa solution également, admettent les mémes hypothéses de symétrie que le pro-
bléme élastique original. Du fait que 0 < b < a < L, la fissure perturbe les champs élastiques
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Chapitre 2. Effets du champ de contrainte non-uniforme

seulement dans un voisinage de l'origine. En conséquence, on introduit dans le systéme d’équa-
tion (2.36) les différences entre la solution avec fissure partiellement non-cohésive et la solution
élastique, i.e.

ult,a,b] = uft,a,b] — tu, olt,a,b] =olt,a,b] — to®!
En utilisant les mémes approximations et hypothéses que dans le cas de fissure purement cohésive,

le probléme concernant les champs de différences dans un voisinage de l'origine s’écrit comme
suit

divelt,a,b] =0 dans R?\ ([—a,a] x {0})
at,a,b] = Atr(e(Q[t, a, b)) + 2ue(aft,a,b]) dans R?\ ([—a,a] x {0}) (2.37)
oft,a,bl(x) = 0 lorsque |x| — o0
olt,a,b](x1,0)es = T(x1)er sur (—a,a) x {0}
ou )
<—t+2tx21> oc st |z <b
o=y ', Uk (235)
(1_t6+2te€21>00 st b<|zi]<a

Le probléme (2.37) peut étre toujours résolu analytiquement parce qu’il est encore un cas par-
ticulier de la famille des problémes élastiques planes présenté dans I’annexe 2.A. Correspondant
a un triple (¢, a,b), la solution ult, a,b] est unique & un déplacement du corps rigide prés et le
champ de contrainte o[t,a,b] est unique. Pour un temps ¢ > 0 donné, la solution appartient a
la branche partiellement non-cohésive seulement si a et b satisfont aux conditions concernant le
facteur d’intensité de contrainte en pointe de la zone cohésive K|[t, a,b] et I'ouverture de fissure
en pointe de la zone non-cohésive (voir Propositions 5-6)

Kilt,a,b] =0 (2 39)
[ult, a,b]2](b) = . :

En utilisant la distribution de contrainte normale (2.38), le facteur d’intensité de contrainte en
pointe de la fissure cohésive s’exprime comme suit grace aux calculs d’intégrale (2.116)

2\ ¢ 2 b
Kilt,a,b] = ocv/Ta <(1 - a> — — 1+ —arcsin > (2.40)

2 )¢, T a

La condition K|[t, a,b] = 0 nous donne une premiére relation suivante entre a,b et ¢

2
2
<1 - (22> t_2 arccosé. (2.41)

te s a

Afin de calculer 'ouverture de la fissure en pointe de la zone non-cohésive [ult,a,b]2](d), il
faudrait considérer le saut du potentiel complexe (z) défini dans 'annexe 2.A & travers les
zones cohésives, i.e. [p](z1) pour b < |z1| < a. En utilisant (2.38) et (2.41) et la méthode
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2.3. Résolution du probléme d’évolution de fissure

présentée dans I’annexe 2.A, on obtient 'expression de la dérivée du saut du potentiel complexe

comme suit
22t 1 by/a? — x2
(1) = —2i0, | 2VLC TH Y L 2 pretanh | SV 0 ) 9.42
[ () 1‘70( ZE T N ey 242

En sachant que le saut de déplacement normal s’annule & 1 = a et utilisant la relation (2.117)
donnée dans 'annexe 2.A, on en déduit que [¢](a) = 0. Donc l'intégrale de (2.42) nous donne

. 1t (@-0)%2 b a
[¢](b) = 2i0, <3%€2+Wlnb

En conséquence, le saut de déplacement normal & la pointe de la zone non cohésive 1 = b peut
s’exprimer comme suit

e a2 — b2)3/2 a
[ult, a, b]2] (b) = 8(1 — VQ)E (;tt(;) + ;ln b) : (2.43)

Suite a la deuxiéme condition du systéme (2.39), on obtient la deuxiéme relation entre a, b et t

7t (a® —b?)3/2 a

——————+bln- =d.. 2.44

31, @ Uy (2:44)
Remarque 14. On a capacité de démontrer que si (t,a,b) satisfont (2.41) et (2.44), les champs
associés uft,a,b] et ot,a,b] vérifient la condition de stabilité locale d’ordre 1 et ainsi le systéme
sutvant

[u(t)2](x1) > o si Jxi| < b(t)
0 < [u(t)2](x1) < e si b(t) < |xi| < al(t) (2.45)
U(t)22($1) S O¢ St ]acl\ Z a(t)

La démonstration est basée sur l’étude du potentiel p(z) pour z = x1+ 10, pour toutes les valeurs
possibles de x1.

2.3.3 Représentation des trois branches

Dans cette sous section, on visualise les résultats trouvés précédemment et on aborde le pro-
éme d’évolution de la fissure partiellement non-cohésive en utilisant la méthode des courbes
bl d’évolut de la fi tiell t h tilisant 1 thode d b
paramétrées.

(i) La branche élastique commence & t = 0 et s’arréte a t = t. donné par (2.12). Le long de
cette branche, la fissure est absente a(t) = 0. En conséquence, la branche élastique correspond
au segment [0, t.] x {0} sur le diagramme (¢, a).

(ii) La branche purement cohésive commence a t = t. et s’arréte a t = ¢; donné par (2.33).
Le long de cette branche, la longueur de la fissure cohésive a(t) augmente progressivement en
temps ¢ de 0 & la valeur a; donné approximativement par (2.34). L’évolution de a en fonction de
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Chapitre 2. Effets du champ de contrainte non-uniforme

t s'exprime dans (2.27). Ainsi, la branche purement cohésive correspond a la courbe monotone
présenté dans la figure 2.5 sur le diagramme (¢, a) qui passe du point (¢.,0) au point (¢;, a;).

(iii) Pour la branche partiellement non-cohésive, les deux longueurs (a,b) et le temps ¢ se
lient par deux conditions (2.41) et (2.44). Afin d’étudier I’évolution des longueurs en temps, on
introduit une variable sans dimension suivante

b
=-¢c (0,1
a="e(01)

En injectant cette grandeur et (2.41) dans (2.44), on obtient

3 2
(;(1 — a?)*? arccosa + aln a> 2—3 + dz;z —aln a% - % =0. (2.46)
Pour v € (0,1) donné, (2.46) est une équation de troisiéme ordre de la grandeur sans dimension
a := a/l qui dépend du paramétre € = d./{. Cette équation admet une solution unique, dénotée
par a“(a). Cette solution dépend de o de maniére non-monotone. En effet, a°(a) commence a
a;/l = /1 —te¢/t; correspondant a o = 0, puis décroit jusqu’a a,, /¢ avant de croitre et finalement
tend vers 1 lorsque « tend vers 1, voir la figure 2.4. Par ailleurs, (2.41) permet d’écrire t/t. en
fonction de « en prenant € comme parameétre

12 — (a) = 2arccos o
N ol —ac(@)?)

te
La fonction °(«) commence a t;/t. correspondant a a = 0, puis décroit jusqu’a t;/t. correspon-
dant & a = «; avant de croitre & l'infini lorsque « tend vers 1, voir la figure 2.4. Il reste ainsi &
étudier I’évolution de b en fonction de « avec la fonction b°(«)

b TE . A€
7= b (a) := aa(a). (2.48)

La figure 2.4 montre 1’évolution de b avec «, qui commence & 0 correspondant a o = 0 puis croit
de maniére monotone et tend vers ¢ lorsque « tend vers 1.

En conséquence, le triple (¢,a,b) satisfaisant a (2.41) et (2.44) peut étre considéré comme
deux courbes (t(a),a(a)) et (t(a),b(cr)) paramétrées par o € (0,1). Ces courbes dépendent de
la longueur caractéristique ¢ et le rapport d./¢. En particulier, la courbe (¢(a), a(«)) représente
la branche partiellement non-cohésive sur le diagramme (¢, a), voir la figure 2.5. Du fait que les
fonctions a“(«) et t°(«) sont respectivement non-monotone et décroissante monotonement pour
petit «, la branche partiellement non-cohésive contient un snap-back dans un voisinage de (¢;, a;)
et un point a limite (¢;, a;). Les deux points dépendent de ¢ et d.. Donc, la branche a la forme
d’une boucle et peut étre divisée en deux parties, dont la partie inférieure entre (¢;, a;) et (¢, a;)
et la partie supérieure aprés (47, a;).

(2.47)

Remarque 15. Le fait que les deux longueurs a et b tendent vers une limite, ici la longueur
caractéristique £, lorsque t tend vers l'infini est di au fait que la distribution de contrainte normale
de la réponse élastique est négative a grande distance de l’origine, voir Remarque 7. Par ailleurs,
la limite ¢ est supérieure a la distance E/\@ a laquelle la compression apparait dans la solution
élastique. Remarquons également que la limite de a et b dépend de la forme du développement
de contrainte normale. On discutera plus de détails de cette limite lors de [’étude des formes
générales de contrainte normale.
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«

FIGURE 2.4 — Dépendance typique de a, b et t & « = b/a. Ces courbes correspond au cas ou
d./¢ =0.1.

2.3.4 Discussion

2.3.4.1 Dépendance des courbes d’évolution de fissure aux longueurs caractéris-
tiques (d., {)

Afin d’étudier cette dépendance, on suppose que la contrainte critique cohésive o, est fixée. En
conséquence, l'instant t. correspondant a l'initiation de la fissure cohésive est fixé et la branche
élastique est toujours la méme. On considére ainsi la dépendance des branches d’évolution de
fissure a d. pour £ fixée, ou a ¢ pour d. fixée.

o Cas ou { est firée. Pour toutes les valeurs de d., la branche purement cohésive sur le
diagramme (¢, a) est toujours une partie de la courbe a fonction a = ¢4/1 — t./t. Seulement le
point final de cette branche (¢;,a;) dépend de d., en particulier ¢; et a; sont fonctions croissantes
de d. (ainsi de € = d./¥), voir (2.33)-(2.34) et la figure 2.6. D’une part, lorsque d. (ou €) tend
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14
— a(t)
b(t)
branche partiellement
non-cohésive
=)
= QUE
o
S Qg R
R R brganche purement
:  cohésive
branche elast%que\

0 b te U

FIGURE 2.5 — Le graphe typique des trois branches sur le diagramme (¢,a). La courbe grise
représente ’évolution de la pointe de la zone non-cohésive b pour la branche partiellement non-
cohésive. Ces courbes correspondent au cas ou d./¢ =0, 1.

vers 0, t; tend vers t. et a;/¢ tend vers 0 & méme ordre que €'/3. D’autre part, lorsque d.//¢

tend vers l'infini, t; tend vers l'infini et a; tend vers £ fixée. Cela déduit que plus la longueur
caractéristique du matériau d. est petite, plus l'effet de stabilité du gradient de contrainte est
faible. De méme maniére pour la branche partiellement non-cohésive, plus la longueur d. est
petite, plus le snap-back est accentué et plus la taille de la boucle est grande. Lorsque d. tend
vers 0, le paramétre a,, correspondant au point le plus bas de la boucle tend vers 1/e et ainsi

2t
le temps t,, tend vers —< arccos(1/e) = 0, 760t, tandis que a,, ~ ed. tend vers 0 & méme ordre
T

que d.. La longueur de la fissure a; correspondant au point a limite de la boucle tend vers £/ V5
55/4

tandis que le temps associé t; ~ —— Q—Zte tend vers 0 & méme ordre que /e.
T

o Clas ot d. est fizée. En considérant un matériau fixé, la longueur d. est fixée et on peut
étudier 'influence du gradient de contrainte sur les branches d’évolution de fissure, voir la figure
2.7. Rappelons que plus le gradient de contrainte est important, plus la longueur ¢ est petite.
En particulier, le cas de la distribution de contrainte normale uniforme correspond a ¢ = 4o00.
On voit que plus le gradient de contrainte est important, plus la branche purement cohésive est
grande, plus la boucle de la branche partiellement non-cohésive est petite et plus la longueur
finale de fissure est petite. L’évolution asymptotique de la fissure lorsque € tend vers 0 (i.e. ¢
tend vers l'infini) est la méme que dans le cas ou £ est fixée.
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FIGURE 2.6 — Dépendance des branches d’évolution de fissure a la longueur caractéristique du
matériau d. = el pour la longueur caractéristique de gradient de contrainte ¢ fixée

2.3.4.2 Reéponse sous un chargement croissant monotonement

Si la structure est soumise a un chargement croissant monotonement qui commence a ¢t = 0 et
croit & l'infini, la réponse est purement élastique a condition que ¢t < .. Dans l'intervalle (., t;),
une fissure cohésive s’initie au sein de la structure et sa length s’agrandit de maniére continue,
la fonction a(t) est monotone, croissante. A l'instant ¢t = ¢;, la longueur de la fissure cohésive est
égale a a; et 'ouverture maximale de la fissure (& z; = 0) atteint la valeur critique J., ainsi la
force cohésive a ce point s’annule. En conséquence, dés que le chargement est plus grand que t;,
il faudrait que I'une zone non-cohésive apparaisse au centre de la fissure. Du fait que la branche
partiellement non-cohésive contient un snap-back, la réponse ne peut pas suivre sa boucle et
donc I’évolution de la fissure devrait étre discontinue & l'instant ¢;. Si les effets d’inertie sont
négligeables, le longueur totale de la fissure devrait sauter de a; a la longueur a; située sur la
partie supérieure de la branche partiellement non-cohésive correspondant au méme chargement
t;, voir la figure 2.8.

Le fait que ’on peut négliger les effets d’inertie lors de ’évolution discontinue de la longueur de
fissure devrait étre justifié par I'analyse dynamique prenant en compte le principe de conservation
d’énergie. Des études concernant la propagation de la fissure de type Griffith dynamique sont
détaillées dans les travaux de [Dumouchel et al., 2007; Charlotte et al., 2008; Lazzaroni et al.,
2012|. Dans le cas ot les effets d’inertie sont négligés, 'amplitude du saut de longueur de fissure
dépend du parameétre sans dimension € = d./¢ : plus € est petit, plus 'amplitude du saut est
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FIGURE 2.7 — Dépendance des branches d’évolution de fissure a la longueur caractéristique de
gradient de contrainte ¢ = d./e pour la longueur caractéristique du matériau d..

importante. En particulier, pour la longueur caractéristique du matériau d. est fixée, si £ est
grande et ainsi € est petit, a;/¢ est petit et de méme ordre que ¢'/3 tandis que a; est grande
et proche de £. Cela déduit que la nucléation de la fissure non-cohésive est brutale et l'effet de
stabilité du gradient de contrainte est faible. Au contraire, dans le cas o £ est de méme ordre
que d., 'amplitude de saut de longueur est faible et I'effet de stabilité du gradient de contrainte
est important, voir la figure 2.7.

Remarque 16. Il semble que la forme de la boucle et le snap-back de la branche partielle-
ment non-cohésive ne jouent pas de role dans ’évolution de fissure sous un chargement croissant
monotonement. En plus, on doute que le snap-back soit un concept purement mathématique de
notre modélisation du fait le principe d’irréversibilité de la propagation de fissure n’est pas pris
en compte. En effet, méme si le chargement est diminué aprés la fin de la branche purement
cohésive, la fissure ne peut pas suivre la branche partiellement non-cohésive parce que la longueur
totale de la fissure a devrait décroitre dans ce cas et cette évolution n’est pas admissible physique-
ment. Néanmoins, on montre dans la sous section prochaine que la boucle est observable lors de
l’évolution de fissure et joue un réle essentiel lors que la structure contient un défaut préexistant
avant Uapplication du chargement.
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FIGURE 2.8 — Evolution de la longueur de la fissure sous un chargement croissant monotonement
dans le cas ou d./¢ = 0,1. Le saut de la longueur de la fissure a lieu a l'instant t = ;.

2.3.4.3 Sensibilité aux défauts pré-existants

Jusqu’a maintenant, toute notre analyse est réalisée dans le cas idéal dans lequel la structure
est homogeéne et ne contient aucun défaut avant d’étre soumise au chargement. Ce cas est appelé
le cas parfait en opposition au cas avec un défaut pré-existant. Dans cette partie du chapitre, on
consideére le cas ot le défaut correspond & une coupe initiale le long 'axe o = 0, centrée a 0 et de
mi-longueur ag < £. Autrement dit, on suppose que la structure contient une fissure non-cohésive
pré-existante (—agp, ag) X {0} dont la longueur est un paramétre. La réponse purement élastique
n’est plus une solution satisfaisant & la condition de stabilité locale et la zone cohésive de type
Dugdale devrait s’initier en pointes du défaut x1 = +ag dés que le chargement est appliqué,
i.e. t > 0. La longueur totale de la fissure est notée 2a. Le facteur d’intensité de contrainte
devrait s’annuler en pointes des zones cohésives x1 = 4a selon la Proposition 5. En supposant
que la longueur totale de la fissure est toujours trés petite devant les dimensions du domaine,
i.e. ag < a < L, on peut utiliser I’approche a deux échelles présentée dans la Section 2.3.2.
En particulier, le facteur d’intensité K|[¢, a,b] correspondant au temps t, la mi-longueur totale
de la fissure a et la mi-longueur de la zone non-cohésive b est toujours donné par ’expression
(2.40). Donc, la relation entre a,b et ¢ pour que le facteur d’intensité de contrainte s’annule
écrite dans (2.41) est toujours valable. De méme, I'ouverture de la fissure en pointe b, dénotée
par [ult,a,b]2](b), est toujours donnée par (2.43). Deux relations nous permettent a étudier
I’évolution de la fissure avec un défaut pré-existant sous un chargement croissant monotonement.
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L’évolution de la fissure peut contenir deux ou trois phases suivantes, selon la valeur de ag

1. Phase purement cohésive : Fuvolution de deux zones purement cohésives symétriques,
les pointes de la zone mon-cohésive restent & tag. Pour le chargement ¢ suffisamment
petit, la fissure non-cohésive initiale ne se propage pas du fait que I'ouverture de fissure en
pointes Fag est encore plus petite que d., mais deux zones purement cohésives symétriques
se propagent afin d’éliminer la singularité & +a. La relation entre a et t est donnée par la

condition K|[t,a, ag] = 0, ainsi en injectant b = ag dans (2.41) on obtient

ag
" 9 arccos —

_Z__a (2.49)

E T a?
(1 - 52)

L’équation (2.49) nous donne une relation croissante monotonement entre ¢ et a pour
a € [ap, £]. Cette relation est ainsi inversible et a est une fonction croissante monotonement
de t qui est égale & ag lorsque ¢t = 0. Cela permet de définir la branche purement cohésive
associée a la longueur initiale du défaut ag sur le diagramme (¢,a). En plus, pour a et t
satisfaisant a la relation (2.49), 'ouverture de fissure de fissure & b = ag exprimée dans

(2.43) devient

g 11t a2 — a2 3/2 a a
[ult. . a0]2] (a0) = 8(1 ~ 1) 5 (gte(gz‘)) LM )

™ a

Donc l'ouverture & 4ag est une fonction croissante de ¢ prenant la valeur 0 a ¢ = 0. Par
construction, cette ouverture atteint la valeur critique 6. lorsque le triple (a, ag, t) satisfait
les deux conditions (2.41) et (2.44). En conséquence, ce triple est le point sur la branche
partiellement non-cohésive du cas parfait correspondant a b = agy. Le parameétre associé ag

est calculé grace a ’équation

Be (Oé())€ = Qg

L’unicité de la solution est assurée par la monotonicité de la fonction b(ap). Autrement
dit, la phase purement cohésive se termine lorsque cette branche intersecte la boucle du cas
parfait. En conclusion, la branche purement cohésive commence au point (0, ag) et s’arréte
au point (£°(ap)te, a“(ap)¥) sur le diagramme (¢, a). Pendant cette phase, la longueur totale
et Iouverture le long de la fissure sont fonctions croissantes de ¢, donc il n’existe pas

d’incomptabilité avec le principe d’irréversibilité.

2. Saut possible de la longueur de fissure : Propagation brutale de la fissure si la branche
purement cohésive intersecte la partie inférieure de la boucle du cas parfait. D’une part, si
le point final de la branche purement cohésive est plus bas que le point & limite de la boucle
du cas parfait, i.e. si a°(ap) < aj, 'évolution de fissure devrait étre discontinue. En effet,
I’évolution de fissure ne peut pas suivre la partie inférieure de la boucle dans la direction
croissante du temps suite au principe d’irréversibilité. En conséquence, si on néglige les
effets d’inertie, la possibilité unique est que le point juste aprés le saut de la longueur de
fissure se situe au méme temps t“(ag)t. sur la partie supérieure de la boucle. D’autre part,
si le point final de le branche purement cohésive est coincide ou au dessus du point a limite
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de la boucle, i.e. si a“(ag) > a;, I'évolution de fissure peut suivre contintiment la partie
supérieure de la boucle dans la direction croissante du temps et il n’existe pas de saut de
longueur de fissure.

3. Evolution continue de la fissure partiellement non-cohésive. Dés que la partie
supérieure de la boucle est atteinte aprés le saut de la longueur de fissure, ’évolution de
la fissure suit simplement la partie supérieure de la boucle dans la direction croissante du
temps. La longueur de fissure tend finalement vers ¢ lorsque ¢ tend vers I'infini comme dans
le cas parfait. Le systéme ignore finalement son défaut initial.

-
cassauannas

R

FIGURE 2.9 — Evolution de la longueur de fissure a sous un chargement croissant monotonement
pour différentes valeurs ag de la fissure non-cohésive centrée initiale. Ici, d./¢ = 0,1 and ag =

0;dc/2;de;2dc;4,15d,; 6 d.

Tous ces résultats peuvent étre visualisés dans la figure 2.9 correspondant a cinq cas différents
de la taille du défaut pré-existant ag. Les trois premiers cas correspondant & petite ag conduit
au saut de la longueur de fissure tandis que dans les deux derniers cas correspondant & ag
suffisamment grande, ’évolution de fissure est continue. Evidemment, la longueur critique du
défaut pré-existant, au dela de laquelle I'évolution de fissure est continue, dépend de £ et de d..
Dans tous les cas, la boucle du cas parfait joue un role essentiel dans notre analyse.

2.3.5 Comparaison avec le modéle de Griffith

On compare maintenant 1’évolution de fissure en utilisant le modéle de Dugdale avec le
résultat obtenu en utilisant modéle de Griffith. Considérons une fissure non-cohésive centrée

66



Chapitre 2. Effets du champ de contrainte non-uniforme

initiale de mi-longueur ay < L et on détermine le niveau de chargement ty auquel la fissure
se propage selon le critére de Griffith. Du fait que la longueur de la fissure initiale est petite,
les résultats de 'approche & deux échelles sont toujours valables. Suite & la manque de la force
cohésive dans le modéle de Griffith, le champ de contrainte est singulier en pointes +ag de la
fissure et le facteur d’intensité de contrainte est donné par (2.40) avec a = b = ap.

a2\ t
Kilto, ao, ag] = oc/mag < - g) 0

te

En utilisant la formulation d’Irwin, le taux de restitution d’énergie G dans le probléme de défor-
mation plane est calculé comme suit

2 2\ 2 ;2
_ N ag\ 1o
G—T('(l—l/ )-Eca()( —£2) %

Le critére de propagation de fissure de Griffith G = G, permet de calculer le chargement t sous
lequel la fissure initiale de longueur 2ag se propage. En remplagant G. par o.d0. et injectant la
longueur caractéristique d. donnée par (2.11), la relation entre ¢y et ag s’écrit comme suit

to _ 2v2 [d. 1?
te ap 2 — a?

Le graphique de cette relation sur le diagramme (¢, a) se divise en deux branches partant du
point (tg,aq) donné par
5°/4 Ve ‘
tg = —=+ve€le, ag = —
71'\@ ¢ \/5

Le long de la branche supérieure (au dessus de (g, aq)), to croit a U'infini lorsque ag croit vers ¢,
tandis que le long de la branche inférieure (au dessous de (tg,aq)), to croit a U'infini lorsque ay
décroit vers 0. En conséquence, lorsque ag < ag, plus la longueur de la fissure initiale est petite,
plus le chargement pour qu’elle se propage est grande. Dans le cas limite, la fissure ne peut pas
s’initie & partir de la structure saine correspondant a ag — 0, qui est une des lacunes principales
du modéle de Griffith. Lorsque 0 < ag < ag et on néglige les effets d’inertie, la longueur de
fissure saute brutalement a ¢y au point afy sur la branche supérieure de Griffith. Aprés ce saut
de longueur de fissure, la fissure se propage continiment en suivant la branche supérieure de
Griffith, voir la figure (2.10). Dans le cas contraire ou la longueur initiale ag plus grande que ag,
I’évolution de fissure de Griffith est continue sans saut de longueur de fissure.

Comparons ces résultats avec le modéle de Dugdale. Pour de petites valeurs du parameétres e,
la partie supérieure de la branche partiellement non-cohésive de Dugdale est proche de la branche
supérieure de Griffith. En particulier, lorsque € tend vers 0, a; tend vers a¢ et le rapport ¢/t tend
vers 1 tandis que ¢; et tg tendent vers 0 de méme ordre que v/e. Néanmoins, la partie inférieure
de la branche partiellement non-cohésive et la branche purement cohésive du modéle de Dugdale
sont toujours différentes de la branche inférieure de Griffith. En particulier, le chargement sous
lequel la fissure cohésive s’initie ou le défaut préexistant se propage ne peut pas étre plus grand
que t. dans le modéle de Dugdale, tandis que il n’est pas borné et dépend fortement de la taille de
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l
a/Ek) LS ~ "'-"'-'"h'\"‘.i
\brhnches de Griffith
< .-‘ A
AL : branches de Dugdale ,
/ .
ag - —— : e e e ]
0 ti to

FIGURE 2.10 — Comparaison entre les branches de Dugdale les celles de Griffith pour € = d./¢ =
0,1. En noir, la réponse associée au modéle de Griffith sous un chargement croissant monotone-
ment lorsque la structure contient une fissure initiale de m-longueur ag < ag.

la fissure initiale dans le cas de Griffith. Donc, le nucléation et la premiére phase de propagation
de fissure sont trés différentes en utilisant un des deux modéles. Par contre, lorsque la longueur
de la fissure est suffisamment importante, les zones cohésives peuvent étre négligées et les deux
modéles donnent pratiquement les mémes résultats.

2.4 Généralisation du probléme par la série de distribution de
contrainte normale

Dans cette section, on reprend 'analyse des branches d’évolution de fissure de type Dugdale
en utilisant une forme plus générale du développement de la distribution de contrainte nor-
male donnée dans (2.13). Ce développement est considéré maintenant jusqu’a un ordre supérieur
quelconque. Ainsi, une série des paramétres sans dimensions et une longueur caractéristique de-
vraient étre introduites afin de caractériser la contrainte normale non-uniforme dans un voisinage
du point ou la fissure s’initie. En supposant que la longueur de fissure est toujours trés petite
devant les dimensions du domaine, 'approche & deux échelles est toujours utilisée dans notre
analyse. Les résultats concernant la longueur et 'ouverture de la fissure purement cohésive, puis
partiellement non-cohésive sont formulés analytiquement. Certains cas particuliers sont mis en
comparaison avec le cas de la distribution quadratique de contrainte normale que 1'on consi-
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dére précédemment. Rappelons que dans le dernier, la longueur de fissure tend vers la longueur
caractéristique du gradient de contrainte lorsque le chargement tend vers l'infini. On discutera
dans la section cette valeur asymptotique de la longueur de fissure correspondant aux différentes
distributions de contrainte normale.

2.4.1 Calculs analytiques avec ’approche a deux échelles
2.4.1.1 Détermination de la branche élastique

L’objectif est de réviser le probléme élastique (2.3) en considérant une forme plus générale du
champ de contrainte non-uniforme. Suite aux hypothéses de symétrie et de régularité, le vecteur
de contrainte O’el(:Bl)eg est purement normal et s’exprime comme suit

0'01(131, 0)62 = E(:cl)ez

La distribution de contrainte normale 3(z1) est une fonction paire réguliére de x1 qui atteint sa
valeur maximale & x1 = 0. Le développement de cette fonction autour de 1 = 0 peut étre écrit
sous la forme générale suivante

(1) = 080,0) + 205k, (0,022 + ... + —— onog (0,0)z2" +
1) = 09 s 70'2711 ; 1 n y 1
2 (2n)! Oz3

Dans cette formulation, on suppose que la contrainte normale a P'origine ¢5'(0,0) est positive
2n el
o

et toutes ses dérivées d’ordres impaires sont négatives. En introduisant une longueur

2n
Oxy

caractéristique ¢ du gradient de contrainte et les paramétres sans dimension positifs (ay,)n, le
développement de la distribution de contrainte normale s’écrit sous la forme d’une série suivante

¥(z1) = 651(0,0) (1 - Zan:g:> (2.50)
n=1

Le temps t. correspondant & la limite de validité de la réponse élastique est toujours donné par
(2.12). Le champ de déplacement de la solution élastique correspondant au chargement 0 < ¢ < ¢,
est donné simplement par u(t) = tu®. Au dela du chargement t,, la structure contient une fissure
centrée dans un voisinage de 1’origine O.

2.4.1.2 Détermination de la branche purement cohésive

Considérons une fissure purement cohésive de longueur 2a > 0 & I'instant ¢ > 0. Pour a et ¢
donnés, on définit les champs associés de déplacement et de contrainte comme la solution unique,
dénotée par (ult,a], o[t,a]), du probléme élastique linéaire posé sur la structure fissurée soumise
a la contrainte cohésive uniforme sur les lévres de la fissure. Le systéme d’équations s’écrit dans
(2.24). Ce probléme, et sa solution également, admettent les mémes hypothéses de symétrie que
le probléme élastique original. Dans ce cas, du fait que la longueur de la fissure est beaucoup
plus petite que les dimensions du domaine, la fissure perturbe les champs élastique seulement

69



2.4. Généralisation du probléme par la série de distribution de contrainte normale

dans un voisinage de l'origine O. En conséquence, introduisons dans (2.24) les différences entre
la solution avec la fissure purement cohésive et la solution élastique, i.e.

at,a] = uft,a] — tu®, &lt,a] = olt,a] — to®
La différence de champ de contrainte &t a](x) devrait tendre vers 0 lors que ||x|| devient grand
devant a. Par ailleurs, sur les lévres de la fissure, la différence de contrainte normale vérifie la
condition &[t, alee(x1) = 0. — t3X(x1) ot X(x1) est donné par (2.50). En injectant t. donné dans
(2.12), on obtient

2n

t t e~ T
6[t,a]22(:1:1): <1—> ac—i——acZan%, ‘371’ <a
te te — 14

En conséquence, le probléme concernant les champs de différences (u, ) dans un voisinage de
I’origine s’exprime comme suit

(dive[t,a] =0 dans R?\ ([—a,a] x {0})
ot,a] = Atr(e(uft,a]))I + 2ue(alt, a]) dans R?\ ([—a,a] x {0})
olt,al(x) =0 lorsque  ||x|| — oo, (2.51)

t ot
olt,a)(z1,0)ea = [ 1 — T + te;anﬁ” ocez2 lorsque z1 € (—a,a)

\

On étudie le probléme (2.51) de méme maniére que le cas précédent de la distribution de
contrainte normale quadratique en utilisant la méthode des potentiels complexes développée par
[Muskhelishvili, 1963]. Les procédures principales de cette méthode sont rappelées dans I’annexe
2.A et on présente directement ici les résultats en considérant la contrainte normale suivante

_ (4 t t = "

Le facteur d’intensité de contrainte en pointe de la fissure cohésive s’exprime comme suit grace
aux calculs d’intégrale (2.116)

Kit,a] = ocv/Ta [tte -1- ti Z (?;L(LQ” H 2i2_i 1)] (2.52)

€ n=1 i=1

La condition K|[t,a] = 0 nous donne une relation implicite entre la position de la pointe de la
fissure cohésive et le temps

n
a2n

te 2 —1
S (eI 25

=1

Du fait que les paramétres («,,) sont positifs, la longueur de la fissure est fonction croissante
du temps t et égale a 0 lorsque ¢ = t.. Cette solution est valable & condition que l’ouverture

70



Chapitre 2. Effets du champ de contrainte non-uniforme

de fissure & x1 = 0 soit plus petite que d.. L’ouverture de fissure est calculée grace au potentiel
complexe défini dans 'annexe 2.A dont la dérivée s’exprime comme suit

/ O¢ t g9 t Z2n
— = . 1 _c_
i 2 <“ ><+ zteg; e (2.54)
—1 . .
4%t a(t)? — 22 i Gn | 2(n-1) 4 nz (2 — 1)”a(t)2iz2(n7ifl)
2t f2n 2\
e n—1 =1 ( ’L)..

ou la longueur a(t) est donnée par (2.53). Dans cette expression, on utilise les notations suivantes

7

@Mzﬁ%J%4W=HW—D
j=1

j=1

Notons zt = 21 + 10 les points sur les lévres supérieure et inférieure de fissure a x; pour
|z1| < a(t). A partir de (2.54), on obtient

2n
1o+ oc [t o9 t 7
— = 771 _c 1
(e = G () G e
oct o o
¢i§?$1\/m2672 [x?(n U—FZ 223:2(71 - 1)]
€ n=1

Cela déduit le saut de la dérivée du potentiel complexe & travers la fissure en utilisant les notations
conventionnelles 0!! = (=1)!! =1

00 n—1 .
t o (2¢ — 1! 9 (m—ie1
/ o . 2 n 2i 2(n—i—1)
[[SO]] (.%'1) = —10:T1 a<t)2 - te nzl: (EQn ;:0: (22)” a(t) Ty >

Du fait que [¢](Fa(t)) = 0, les calculs d’intégrale nous donnent [¢](z1). En utilisant la relation
entre [p] et [u(t)e] présentée dans 'annexe 2.A, on en déduit que l'ouverture au centre de la
fissure, i.e. z1 =0

Oe t o= i— (n—i—1)
[u(t)2] (0) = 4(1 —»° EZZZ Z"HZ 222 11| n_l)+1;|)|) (2.55)

Du fait que la longueur de fissure est une fonction croissante de ¢, 'ouverture de fissure a 1 = 0
est aussi une fonction croissante de t pour t > t.. Lorsqu’elle atteint la valeur critique J., la
branche purement cohésive se termine et une zone non-cohésive apparait au centre de la fissure.
Le chargement critique t; correspondant & cet instant se calcule grace a ’équation implicite
suivante

ti 2t (2(n—i—1)! _ 2
Z €2n Z 22 || n B Z) + 1)” - ﬂ_dc (256)
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2.4.1.3 Détermination de la branche partiellement non-cohésive

On considére finalement le cas d’une fissure partiellement non-cohésive & l'instant ¢. La lon-
gueur de la zone non-cohésive est 2b et les pointes des fissures cohésives se situent a +a. Cor-
respondant a (t,a,b) donnés pour 0 < b < a et t > 0, on défini les champs de déplacement et
de contrainte associés comme la solution unique, dénotée par (ult,a,b|,o[t,a,b]), du probléme
élastique linéaire donné par (2.36) posé sur la structure soumise a la contrainte cohésive non-
uniforme sur les lévres de fissure. Ce probléme, et sa solution également, admettent les mémes
hypothéses de symétrie que le probléme élastique original. Dans ce cas, du fait que la longueur de
la fissure est beaucoup plus petite que les dimensions du domaine, la fissure perturbe les champs
élastique seulement dans un voisinage de l'origine O. En conséquence, on introduit dans le sys-
téme d’équation (2.36) les différences de la solution entre la solution avec fissure et la solution
élastique, i.e.

alt,a,b] = ult,a,b] — tu®, alt,a,b] = olt,a,b] — to®

En utilisant les mémes approximations et hypothéses que le cas de fissure purement cohésive,
le probléme concernant les champs de différences dans un voisinage de 'origine s’écrit comme
(2.37) avec la distribution de contrainte normale suivante

t ot e~ oz
<—+ an1> O si |z <b
— n=

(2.57)
1 .
1-— % + . ng O‘”pn) o. si b<|zi|<a

Ce probléme peut étre toujours résolu analytiquement parce qu’il est encore un cas particulier
de la famille des problémes élastiques planes présenté dans ’annexe. Correspondant a un triple
(t,a,b), la solution ult,a,b] est unique a un déplacement du corps rigide prés et le champ de
contrainte ot, a,b] est unique. Pour un temps ¢ > 0 donné, la solution appartient a la branche
partiellement non-cohésive seulement si a et b satisfont les conditions concernant le facteur d’in-
tensité de contrainte en pointe de la zone cohésive K|[t, a, b] et 'ouverture de fissure en pointe de
la zone non-cohésive (voir Propositions 5-6)

K|[t, a, b] =0 (2 58)
[ult, a, 2] (b) = éc .

En utilisant la distribution de contrainte normale (2.57), le facteur d’intensité de contrainte en
pointe de la fissure cohésive s’exprime comme suit grace aux calculs d’intégrale (2.116)

t t = [a® 42i—1 2 b
Ki[t,a,b] = oc.v/ma [t —-1- x Z <Z2na” H ZZZ’ > + = arcsin a] (2.59)

€ n=1 i=1

La condition K|[t,a,b] = 0 nous donne une premiére relation suivante implicite entre a,b et ¢

t Zfa H2i-1 2 b
> [ ; ( 7o o }_[1 5 )] - arccos . ( )
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Afin de calculer 'ouverture de la fissure en pointe de la zone non-cohésive [ult,a,b]2](d), il
faudrait considérer le saut du potentiel complexe ¢(z) défini dans 'annexe 2.A sur les lévres
de la zone cohésive, i.e. [¢](z1) pour b < |z1| < a. En utilisant (2.57) et (2.60) et la méthode
présentée dans I’annexe 2.A, on obtient

1
' = —2i —arctanh
el (1) io, 7Tau"c an o\l @

n—1
n 22_1 o2 2(n i—1)
S (e

Du fait que [¢](a) = 0, 'intégrale de (2.61) sur la zone cohésive nous donne le saut du potentiel
complexe en pointe de la zone non-cohésive

(2.61)

[e](b) = io [m

(
+tFZ On 2n+1z ”(2 n—z—1)n"Z":2 2+ D1 (b 2j+2
te a? = 2n (2i)11(2(n — i) + 1) = (27 +2)!! \a
— i 1— f .- g2n+1 Z (26 — D! 1 é 2(n—i)
te (L2 EQTL 27/ ” n _ 1/) + 1 a

En utilisant la relation entre le saut de déplacement et le saut du potentiel complexe donnée
dans I'annexe 2.A, on en déduire le saut de déplacement au point x1 = b. Suite a la deuxiéme
condition du systéme (2.58), on obtient la deuxiéme relation entre a,b et t

24, = —bln -
T

- ( I
n—i—2 . 2742
t Qi a2nt1 ”(2 n—z—l))!! (25 + )N b\
21 = = Z
+t \/jz rzn? Z (2i) u Q(n i) + 1)1! jzz: (25 +2)!' \a
_ P i b)Y
a? 4 E% (20" 2(n—i)+1\a

(2.62)

2.4.2 Représentation des trois branches dans des cas particuliers
2.4.2.1 Cas du développement de distribution de contrainte jusqu’a ’ordre 2

Dans ce cas, un seul paramétre « avec la longueur £ sont introduits afin de caractériser la
distribution de contrainte normale non-uniforme. Par conséquent, la distribution de contrainte
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normale (2.50) se réduit simplement a

¢ 2
E(331) = ch (1 - 0412)

En choisissant ay = 2, on retrouve les résultats dans ’analyse précédente de la distribution
quadratique de la contrainte normale.

2.4.2.2 Cas du développement de distribution de contrainte jusqu’a l'ordre 4

Dans ce cas, deux paramétres (a1, ag) avec la longueur ¢ sont introduits afin de caractériser
la distribution de contrainte normale non-uniforme. On choisit ’ensemble des valeurs suivantes
des paramétres pour étudier les branches d’évolution de fissure en forme analytique

8
o] = 2, a9 = g (2.63)
La distribution de la contrainte normale 3(z1) de la réponse élastique donnée par (2.50) se réduit
a la forme suivante en utilisant I'expression de ¢, dans (2.12)

2 4
S(x1) = acti (1 ot 8xl> (2.64)
e
Rappelons que la branche élastique commence a ¢t = 0 et se termine lorsque le chargement ¢ at-
teint la valeur t.. Cette branche correspond au segment [0,t.] x {0} sur le diagramme (¢, a). Au
dela du chargement ¢, la fissure s’initie et se propagation au sein de la structure. On détaille deux
branches de cette évolution, branche purement cohésive et branche partiellement non-cohésive,
correspondant & la distribution (2.64) de X(x1).

(i) Branches purement cohésive. A linstant ¢, une fissure cohésive de longueur 2a
est présente au sein de la structure pour que la condition concernant le facteur d’intensité de
contrainte en pointes de fissure Ki[t,+a] = 0 soit satisfaite. Cette condition déduit la relation
générale (2.53) entre la mi-longueur de la fissure a et le chargement ¢ qui se réduit dans ce cas

comme suit ) A
t a a
(1= ) =1 2.65
-5 %) 269

Ainsi, le chargement est une fonction croissante monotonement de la longueur de la fissure. Cette
relation est donc inversible et on déduit que la longueur de la fissure est une fonction continue,
croissante monotonement du chargement. La solution est valable jusqu’a ce que 'ouverture de
la fissure & x1 = 0 atteigne la valeur critique §.. Correspondant a la distribution de contrainte
normale (2.64), Pexpression générale (2.55) de 'ouverture de fissure a 'origine devient

oc [1talt)®  2ta(t)°

[ult, al2](0) = 8(1 — V2)E 3t 2 51, (A

(2.66)

ot a(t) est calculée par (2.65). Donc 'ouverture de fissure & x; = 0 est également une fonction
croissante monotonement de ¢ pour t > t.. Elle atteint la valeur critique cohésive d. a 'instant
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t; donné par ’équation implicite

(2.67)

7  t.\3 5 (2 03

de _ ti (1 2@(%)2) a(ti)’®

(ii) Branches partiellement non-cohésive. A linstant ¢ > 0, une fissure partiellement
non-cohésive dont la longueur de la partie non-cohésive est 2b et les pointes des zones cohésives
se situent & £a pour que la condition concernant le facteur d’intensité de contrainte en pointes
de la zone cohésive K|[t,a,b] = 0 soit satisfaite. Cette condition déduit une premiére relation
(2.60) entre deux longueurs (a, b) et le chargement ¢ qui se réduit dans ce cas comme suit

t a®> ot 2 b
& (1 — €4> = —arccos — (2.68)

Correspondant a la distribution de contrainte normale (2.64), 'ouverture de la fissure en pointe
de la non-cohésive x1 = b s’écrit comme suit

b.oa 1t (-3 t1 (2 4
fablolb) = 81— 2 |2 & 22 7o) 8 2 (22 p2y3/2 _ E 2 _ p2)5/2
[ult o, 8a1(0) = 80— % | 28 4 2 DO ST LT (22— - )
(2.69)
La condition [u[t, a, b]2](b) = 0. nous donne la deuxiéme relation entre a,b et ¢
Ino 4 - 70 2T Z g2 p)3/2 - (g2 —p)5/2) =g, 2.
bnb—l—?)te 7 +te€4 3(a b) 15(a b) d (2.70)

Les deux longueurs (a,b) sont liées au chargement t par les deux relations (2.68) et (2.70).
Afin d’étudier ’évolution de la fissure partiellement non-cohésive, on introduit une variable sans
dimension suivante

b

a=—¢ (0,1)
En injectant (2.68) et cette variable dans (2.70), on obtient
2 4 3 5 5
. <1 _ %2 - ‘24> (Zalna+ ‘i) + m%sau — a2y ‘2—3 +2Z—5 - 2(1 —0‘2)25] =0
(2.71)
Pour a € (0,1) donnée, (2.71) est une équation de cinquiéme ordre pour a := a/¢ qui dépend
du paramétre € := d./¢. Cette équation admet une solution unique, dénotée par a‘(«). Cette

solution dépend de o de maniére non-monotone. En effet, a“(a)) commence de a;/¢ = /1 — t./t;
correspondant & a = 0, puis décroit jusqu'a a,,/¢ avant de croitre et finalement tend vers la

V5 -
2
d’écrire t/t. en fonction de v en prenant € comme paramétre

limite a, := ¢ < £ lorsque « tend vers 1, voir la figure 2.4. Par ailleurs, (2.68) permet

o (o) = 2arccos o
te o (1 —af(a)? - af(a)d)

(2.72)
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La fonction t°(«) commence de t;/t. correspondant & o = 0, puis décroit jusqu’a ¢;/t. qui est
atteint & @ = g avant de croitre vers 'infini lorsque « tend vers 1, voir la figure 2.11. Il reste
ainsi a étudier 1’évolution de b en fonction de « avec la fonction b°(«)

b 7€ e =€
7= b () := aa(a). (2.73)

La figure 2.4 montre 1’évolution de b avec «, qui commence de 0 correspondant & « = 0 puis

V5 —1
2

croit de maniére monotone et tend vers a, = /¢ lorsque « tend vers 1.

En conséquence, les triples (¢, a, b) satisfaisant (2.68) et (2.70) peuvent étre considérés comme
deux courbes (t(«),a(a)) et (t(a),b(e)) paramétrées par o € (0, 1). Ces courbes dépendent de la
longueur caractéristique £ et le rapport d./¢. En particulier, la courbe (t(«), a(a)) représente deux
branches d’évolution de fissure dont la branche partiellement non-cohésive sur le diagramme (¢, a),
voir la figure 2.12. Du fait que les fonctions a“(a) et t() sont respectivement non-monotone et
décroissante monotonement pour petit «, la branche partiellement non-cohésive a(t) contient un
snap-back dans un voisinage de (t;,a;) et un point a limite (¢, a;). Les deux points dépendent
de ¢ et d.. Donc, la branche a la forme d’une boucle peut étre divisée en deux parties, dont la
partie inférieure entre (¢;,a;) et (¢;,a;) et la partie supérieure aprés (¢, a;).

La dépendance des courbes d’évolution de fissure aux deux longueurs caractéristiques liées
au comportement du matériau d. et au gradient de contrainte £ est étudiée comme dans le cas
précédent de la distribution quadratique de la contrainte normale. En fixant la contrainte critique
0. du modéle cohésif, ainsi le chargement t. correspondant & l'initiation de la fissure cohésive,
I’évolution de la fissure pour £ fixée et différentes d. est montrée dans la figure 2.13, puis pour
d. fixée et différentes ¢ est montrée dans la figure 2.14. Les propriétés des courbes sont similaires
au cas précédent.

Par ailleurs, la réponse sous le chargement croissant monotonement est montrée dans la figure
2.15. Ainsi, la solution élastique est valable lorsque le chargement ¢ est dans U'intervalle (0,¢.),
puis la fissure purement cohésive se propagation continiiment pour ¢ € (., t;) et la longueur de la
fissure devrait sauter & l'instant ¢; lorsque la zone non-cohésive apparait au centre de la fissure.
Si on néglige les effets d’inertie, a 'instant ¢; la longueur de la fissure saute de la valeur a; a la
valeur a; située sur la partie supérieure la la branche partiellement non-cohésive.

Sensibilité aux défauts pré-existants. Comme dans le cas précédent de la distribution
quadratique de la contrainte normale, la forme de la boucle et la partie snap-back de la branche
partiellement non-cohésive ne jouent pas de role dans la propagation de fissure sous un charge-
ment croissant monotonement (voir Remarque 16). Néanmoins, cette boucle joue un role essentiel
dans I'étude des effets de 'imperfection sur la réponse de la structure fissurée. On considére le
cas ou le défaut correspond & une coupe initiale le long 'axe xo = 0, centrée & O et de mi-
longueur ag < £. Autrement dit, on suppose que la structure contient une fissure non-cohésive
pré-existante (—agp, ag) X {0} dont la longueur est un paramétre. La réponse purement élastique
n’est plus une solution satisfaisant la condition de stabilité locale et la zone cohésive de type
Dugdale devrait s’initier en pointes du défaut =1 = H+agp dés que le chargement est appliqué, i.e.
t > 0. La longueur totale de la fissure est notée 2a. Le facteur d’intensité de contrainte devrait
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aoub

FIGURE 2.11 — Dépendance typique de a, b et t & a = b/a. Ces courbes correspond au cas ou
d./¢=0,1.

s’annuler en pointes des zones cohésives 1 = +a. Donc, la relation entre a,b et t pour que
le facteur d’intensité de contrainte s’annule écrite dans (2.68) est toujours valable. De méme,
Pouverture de la fissure en pointes b, dénotée par [ult, a, b]2](b), est toujours donnée par (2.69).
Deux relations nous permettent & étudier I’évolution de la fissure avec un défaut initial sous un
chargement croissant monotonement. On considére briévement 1’évolution de la fissure qui peut
contenir deux ou trois phases suivante, selon la valeur de ag

1. Phase purement cohésive : Fuvolution de deux zones purement cohésives symétriques,
les pointes de la zone mon-cohésive restent & +ag. Pour le chargement ¢ suffisamment
petit, la fissure non-cohésive initiale ne se propage pas du fait que I'ouverture de fissure en
pointes Faq est encore plus petite que d., mais deux zones purement cohésives symétriques
se propagent afin d’éliminer la singularité & +a. La relation entre a et ¢ est donnée par la
condition K|[t,a, ag] = 0, ainsi en injectant b = ag dans (2.68) on obtient
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14
— ()
b(t)
L€
o branche partiellement
= non-cohésive
) Qi Lo
3 l
Q; [, | (ORCIRURRERRRREY
@, [ ........... ;branche purement
cohésive
branche éla;&;tique\&
0 t te

FIGURE 2.12 — Le graphe typique des trois branches sur le diagramme (¢,a). La courbe grise
représente 1’évolution de la pointe de la zone non-cohésive b pour la branche partiellement non-
cohésive. Ces courbes correspondent au cas ou d./¢ =0, 1.

= a__. (2.74)

E ™ a? a?
AT

L’équation (2.74) nous donne une relation croissante monotonement entre ¢ et a pour
a € [ap, £]. Cette relation est ainsi inversible et a est une fonction croissante monotonement
de t prenant la valeur ag & t = 0. Cela permet de définir la branche purement cohésive
associée a la longueur initiale du défaut ag sur le diagramme (¢,a). En plus, pour a et ¢
satisfaisant la relation (2.74), 'ouverture de fissure de fissure a b = ag exprimée dans (2.69)

devient

[ult, a, aols] (o) = 8(1 — 12)

Donc 'ouverture & 4ag est une fonction croissante de ¢ prenant la valeur 0 a t = 0. Par
construction, cette ouverture atteint la valeur critique 6. lorsque le triple (a, ag, t) satisfait
les deux conditions (2.68) et (2.70). En conséquence, ce triple est le point sur la branche
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FI1GURE 2.13 — Dépendance des branches d’évolution de fissure & la longueur caractéristique du
matériau d. = el pour la longueur caractéristique de gradient de contrainte ¢ fixée

partiellement non-cohésive du cas parfait, i.e. le cas sans défaut préexistant, correspondant
a b = ag. Le paramétre associé aq est calculé grace a ’équation

b (o)l = ag

L’unicité de la solution est assurée par la monotonicité de la fonction b°(ayg). Autrement
dit, la phase purement cohésive se termine lorsque cette branche intersecte la boucle du cas
parfait. En conclusion, la branche purement cohésive commence au point (0, ag) et s’arréte
au point (t°(ap)te, a“(ap)l) sur le diagramme (¢, a). Pendant cette phase, la longueur totale
et Pouverture le long de la fissure sont fonctions croissantes de ¢, donc il n’existe pas
d’incomptabilité avec le principe d’irréversibilité.

2. Saut possible de la longueur de fissure : Propagation brutale de la fissure si la
branche purement cohésive intersecte la partie inférieure de la boucle du cas parfait. Le
point d’intersection entre la branche purement cohésive et la boucle du probléme parfait,
ainsi ’évolution de la fissure avec le défaut pré-existant, dépendent de la mi-longueur ag
de la fissure initiale. Lorsque ag est petite, le point d’intersection est plus bas que le point
limite de la boucle, i.e. a®(ap) < ay, il existe un saut de longueur de fissure et 1’évolution
de la fissure est discontinue aprés la branche purement cohésive. Par contre, si ag est
suffisamment grande, le point d’intersection est coincide ou plus haut que le point limite
de la boucle, i.e. a“(ap) > a;, I’évolution de fissure suit continiiment la partie supérieure
de la boucle.
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FIGURE 2.14 — Dépendance des branches d’évolution de fissure a la longueur caractéristique de
gradient de contrainte ¢ = d./e pour la longueur caractéristique du matériau d..

3. Evolution continue de la fissure partiellement non-cohésive. Dés que la partie
supérieure de la boucle est atteinte aprés le saut de la longueur de fissure, I’évolution de
la fissure suit simplement la partie supérieure de la boucle dans la direction croissante du

V5 —1
2

temps. La longueur de fissure tend finalement vers a. = ¢ lorsque t tend vers

I'infini comme dans le cas parfait. Le systéme ignore finalement son défaut initial.

Les courbes d’évolution de la fissure avec défaut pré-existant peuvent étre visualisées dans la
figure 2.16 correspondant a cing cas différents de la taille du défaut initial ag. Les trois premiers
cas correspondant a petite ag conduisent au saut de la longueur de fissure tandis que dans les deux
derniers cas correspondant & ag suffisamment grande (concrétement ag > 4, 65d.. avec notre choix
des valeurs des paramétres pour que d../¢ = 0, 1), ’évolution de fissure est continue. Evidemment,
la longueur critique du défaut pré-existant, au dela de laquelle ’évolution de fissure est continue,
dépend de ¢ et de d.. Dans tous les cas, la boucle du cas parfait joue un role essentiel dans notre
analyse.
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aoub

FIGURE 2.15 — Evolution de la longueur de la fissure sous un chargement croissant monotonement
dans le cas ou d./¢ = 0,1. Le saut de la longueur de la fissure a lieu a l'instant ¢ = ;.

2.5 Généralisation du probléme avec la loi cohésive de type Ba-
renblatt

L’objectif de cette section est de généraliser des résultats d’évolution de la fissure que 1’on
étudie précédemment pour des lois cohésives de type Barenblatt. Dans ce type de modéles, la
contrainte cohésive n’est pas constante le long de la zone cohésive, i.e. la zone ot 0 < [us] < 4,
mais dépend du saut de déplacement normal [us]. Cette dépendance induit des équations intégro-
différentielles dont la solution analytique n’est pas disponible. En conséquence, on présente dans
cette section une méthode semi-analytique utilisant le développement en série des polynémes de
Tchebychev afin de résoudre le probléme d’évolution de fissure. Les hypothéses de la structure
et son comportement élastique, du chargement, de la symétrie et de la régularité sont les mémes
que dans les sous-sections 2.2.1-2.2.2. On rappelle tout d’abord quelques ingrédients principaux
de la loi cohésive de Banreblatt, puis les problémes d’évolution de la fissure purement cohésive et
partiellement non-cohésive sont formulés de maniére générale. Les calculs semi-analytiques avec
la séries des polynomes de Tchebychev sont ensuite détaillés dans un cas spécial de la loi cohésive
de type Barenblatt linéaire.
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A
R

FIGURE 2.16 — Evolution de la longueur de fissure a sous un chargement croissant monotonement
pour différentes valeurs ag de la fissure non-cohésive centrée initiale. Ici, d./¢ = 0,1 and ag =
0;d./2;dc;2de; 4,65 dc; 6,5 de.

2.5.1 La loi cohésive de type Barenblatt

Dans ce modéle, la contrainte normale o, correspondant & l'interaction entre les lévres de
fissure dépend de maniére non-triviale du saut de déplacement, tandis que le modéle de Dugdale
suppose que cette quantité est constante le long de la zone cohésive. Concrétement, en supposant
que la fissure est toujours en mode I, i.e. seulement le déplacement normal est discontinu, la
contrainte normale est une fonction décroissante monotonement du saut de déplacement normal
lorsque 0 < [uy] < 6. et s’annule dés que [u,] > 6.

< o, si Jup,] =0
Onn § = ac(l - f([[un])) si 0 < [un] < 0 (2.75)
=0 si [un] > 0c

Dans cette formulation, f est une fonction positive, croissante monotonement de [us]. Cette
fonction est égale a 0 correspondant a [u,] = 0 et égale a 1 lorsque [Jus] > d.

£(0) =0, f([un]) = 1 V]un] > dc, £ ([un]) > 0 V[u,] >0 (2.76)
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En conséquence, la densité d’énergie surfacique peut s’écrire sous la forme suivante

0o+ si [u,] <0
[un]
O ([un]) = ] oc |[un] —/0 f(s)ds] si 0 < Juy] <de (2.77)
G, si [[un]] > 0c

La relation entre la contrainte critique cohésive o, et la valeur critique du taux de restitution

d’énergie s’écrit sous la forme
de
G, =o, [50 — / f(s)ds]
0

La densité d’énergie surfacique et la contrainte cohésive dans le modéle cohésif de Barenblatt
sont visualisées dans la figure 2.17. La fissure contient ainsi en général deux zones : zone cohésive
dans laquelle la contrainte cohésive est égale & oc(1—£([un])) et zone non-cohésive dans laquelle
la contrainte cohésive s’annule.

@
Gert
L > [,
- ]
Unn
Oc
> [uy,
- [u:]

FIGURE 2.17 — Densité d’énergie surfacique et contrainte cohésive dans le modéle cohésif de
Banreblatt

Sachant que les hypotheéses de la structure et son comportement élastique, du chargement, de
la symétrie et de la régularité sont les mémes que dans les sous-sections 2.2.1-2.2.2, I’ensemble des
états possibles de la fissure est également visualisé dans la figure 2.3 : sans fissure, fissure purement
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cohésive et fissure partiellement non cohésive. La réponse élastique reste la méme que dans le cas
de Dugdale, en conséquence, la distribution de contrainte normale le long de I" est donnée par
(2.13) et I'équation (2.12) permet de calculer le temps ¢, correspondant a la limite validité de la
réponse élastique. Les hypothéses concernant la hiérarchie des longueurs, i.e. d. < L, ¢ < L, sont
toujours valables, donc on peut utiliser 'approche & deux échelles afin d’étudier I’évolution de
fissure purement cohésive de type Barenblatt. Les équations sont formulée dans le cas général de
la loi cohésive de type Barenblatt, puis la méthode semi-analytique utilisant le développement en
série des polynémes de Tchebychev est détaillée dans un cas particulier de la loi cohésive linéaire.

2.5.2 Formulation des calculs avec ’approche & deux échelles du cas général
de la loi cohésive de type Barenblatt

2.5.2.1 Fissure purement cohésive

Considérons une fissure purement cohésive de longueur 2a > 0 & I'instant ¢ > 0. Pour a et t
donnés, on définit les champs associés de déplacement et de contrainte comme la solution unique,
dénotée par (ult,al, o[t,a]), du probléme élastique linéaire posé sur la structure fissurée soumise
a la contrainte cohésive non-uniforme de type Barenblatt sur les lévres de la fissure

divelt,a] = dans Q\ ([—a,a] x {0})
olt,al = )\tr( (ult,a)))I + 2ue(ult,a]) dans Q\ ([—a,a] x {0})
uft,a] =tU sur  9pf?, (2.78)
ot,an =tF sur  OnQ2
olt,ales = oc(1 — £([u(t)2](z1)))e2  sur [—a,a] x {0}

De méme maniére que les calculs précédents de la fissure de type Dugdale, introduisons dans
(2.78) les différences entre la solution avec la fissure purement cohésive et la solution élastique,
1.€.

at,a] = ult,a] — tu®, &t,a) = oft,a] — to®

La différence de champ de contrainte &t a](x) devrait tendre vers 0 lors que ||x|| devient grand
devant a. Par ailleurs, sur les lévres de la fissure, la différence de contrainte normale vérifie la
condition &[t, alaz(21) = o (1 —£([uz])) —tE(21) ot (z1) est donné par (2.13). Par conséquent,
on obtient

22

alt,alaa(zy) = (1 - Z) oc — £([u(t)2](z1))oc + 2t 7 Lo 4+o(2?), |r|<a

e

La simplification d’une distribution de contrainte normale jusqu’au 2e ordre de x; nous permet
d’écrire le probléme concernant les champs de différences (u, ) dans un voisinage de 1'origine
comme suit

divelt,a) =0 dans R?\ ([—a,a] x {0})
alt,a] = Mr(e(alt, a))I + 2ue(ult, a]) dans R?\ ([—a,a] x {0})
olt,al(x) = 0 lorsque ||x|| = oo, (2.79)

22
olt,al(x1,0)es = <1 — £([u(®)2](z1)) — ti + 2i€21> ocez lorsque z1 € (—a,a)

e
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Chapitre 2. Effets du champ de contrainte non-uniforme

Ce probléme peut toujours étre traité avec la méthode des potentiels complexes développée par
[Muskhelishvili, 1963] dont les ingrédients sont rappelés dans ’annexe 2.A. Dans ce cas concret,
la méthode est appliquée pour la contrainte normale suivante

2
t t x7

T(x1) = (1 —£(Ju(t)2](x1)) — — + 27 | oc (2.80)

te | Tt
Le facteur d’intensité de contrainte en pointe de la fissure cohésive s’écrit comme suit grice aux
calculs d’intégrale (2.116)

Kilt,a] = ocv/ma <<1 - Zi) tte - 1> + \}% _if([[u(t)Q]](s)) th

La condition K|[¢,a] = 0 nous donne une relation implicite entre le temps ¢, la mi-longueur et
I’ouverture de la fissure purement cohésive

Ta (1 - <1 - ‘;) Z) = /C; f([[u(t)g]](s))\/ﬁds (2.81)

Cette relation est valable pendant la phase ot l'ouverture de la fissure & z; = 0 est encore
inférieure & §.. Afin d’étudier I'ouverture de la fissure, il faudrait considérer le saut du potentiel
complexe p(z) & travers la fissure cohésive. En injectant la distribution de la contrainte normale
(2.80) dans l'intégrale (2.114), 'expression de la dérivée du potentiel complexe s’écrit comme

ds

suit

, o. [t z oc t 2222 — a2 222 a’z
o) = = |—-1 _ =14+ == ey T Yy T
2 te 22— g2 2 t. 14 V4 02/22 — g2

f t
RGO,
2im Jg, x(¢H)(¢—2)

(2.82)
Dans cette formulation, Sy = [—a,a] x {0} dénote I’ensemble des points de discontinuité du

champ de déplacement u et x signifie la fonction complexe suivante définie sur C\ Sy

C\Su — C

= 1 2.83
X z — x(z) = T (283)

A partir de (2.82), en considérant la différence entre ¢ (%) associces a deux points sur les lévres
supérieure et inférieure de la fissure, on en déduit le saut de la dérivée du potentiel complexe a
travers la fissure

t iz t  x1(22? —a?)
") = —0o (—1>+011
Ll (@) “\t. a? — 2 “te 02\/a® — z3
o [ 2t =
P —— u(t)2](s)) ———ds
‘ma? =22 ) 5 — 1
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En utilisant la relation entre le saut du potentiel complexe et le saut du déplacement normal
donnée dans I'annexe 2.A, cela induit que

oe t x1(222 — a? !
+41—V)Et€iﬂ;_x;
4(1 - o Va2 =2
\/—E a £(Jult )2H<3>)S_7xlds

Notre objectif est de trouver les formulations de la longueur a(t) et 'ouverture [u(t)z2] le long
de la fissure purement cohésive correspondant au chargement ¢ en résolvant les deux équations
intégro-différentielles (2.81) et (2.84).

(2.84)

2.5.2.2 Fissure partiellement non-cohésive

On étudie maintenant le cas d’une fissure de type Barenblatt partiellement non cohésive
a l'instant ¢. La longueur de la zone non cohésive est 2b et les pointes des zones cohésives se
situent & +a. Correspondant & (t,a,b) donnés pour 0 < b < a et t > 0, on définit les champs de
déplacement et de contrainte associés comme la solution unique, dénoté par (uft,a, b, ot a,b]),
du probléme élastique linéaire sur la structure soumise & la contrainte cohésive non-uniforme
sur les lévres de fissure. En utilisant la méme technique de perturbation du cas de la fissure
purement cohésive, on considére le probléme suivant concernant les champs de différences dans
un voisinage de l'origine O

divelt,a,b] =0 dans R?\ ([—a,d] x {0})
alt,a,b] = Mr(e(qft, a, b)) + 2ue(aft,a,b]) dans R?\ ([—a,a] x {0}) (2.85)
olt,a,b)(x) — 0 lorsque |x| — oo
olt,a,b](x1,0)es = T(x1)es sur (—a,a) x {0}
t t a3 .
<——|—2£2>0 si |z <b
T(21) = e 1 L . (2.86)
(1—f([[u(t)2]](m1)) _e+2te€2l)g si b< |1 <a

Pour un instant ¢ > 0 donné, la solution appartient & la branche partiellement non-cohésive
seulement si a et b satisfont les deux conditions suivantes (voir Propositions 5-6)

{M%mﬂ—o
[ult, a,b]2](b) = 6.
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En injectant la distribution de contrainte normale (2.86) dans le calcul du facteur d’intensité de
contrainte (2.116) présenté dans 'annexe 2.A, on obtient

2 2
Kilt,a,b] = O'\/?T(l((l—a) t 1—|—arcs1nb)

e (] oo i)

La condition K|[t, a,b] = 0 nous donne une premiére relation implicite entre (a, b, t) comme suit

(B (-5) ) [t st

(2.88)
Afin de calculer le saut normal de déplacement [u[t,a,b]], on devrait calculer le saut du po-
tentiel complexe ¢p(z) & travers les les zones cohésives, i.e. [¢](x1) pour b < |z;|. En utilisant
la distribution de contrainte normale (2.86) et la procédure de calculs présentée dans I’annexe
2.A, on écrit directement I'expression (implicite) de [¢]’(x1) sans rendre le détail des intégrales
intermédiaires

ay) = —doem (a2 b
[l (z1) = 2<7fe <1 £2> — arccos -

a? — xf
2 2 2 2
) r1y/a® —x] t 1 by/a* — x7
—210’0 (ﬁte + % arCtanh (m
Va2 — g2 b a2 — g2
—ds — f t _
\/7< —a (0] xl)) 2l ° /—b ([[u( )2ﬂ($1)) s—I
(2.89)

8 —_—
Finalement, en utilisant la relation entre le saut normal de déplacement et le saut du potentiel
complexe donnée par (2.117), on obtient une équation intégro-différentielle sur u(t)2 comme suit

ds

oy o AA=voery (t (0 e\ 2 b
[u(t)2] (1) = E\/m i 1 7 ﬂarccosa

. 2 _ 2 1 b 2 _ 2
sty (VT L (WY
E 14 e Va2 — b2

2 2 02 — 52
L A0 =)o 4(1 = v*)o, (/ £ ([ult )2]](:61))\/ -5 ds—/ ([u(®)a] (1)) ﬁds)
nE\/a? — 23 1
(2.90)
La résolution semi-analytique est considérée dans le cas le plus simple de la loi cohésive de type
Barenblatt : la loi cohésive linéaire.
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2.5. Généralisation du probléme avec la loi cohésive de type Barenblatt

2.5.3 Cas particulier de la loi cohésive linéaire de type Barenblatt

Pour cette loi, la contrainte cohésive est une fonction linéaire décroissante du saut de dépla-
cement normal lorsque 0 < [u,] < d. et s’annule lorsque [u,] > 0

<o, si [u,] =0
Onn & = O <1 — [[12"]]> si 0 < [un] < 0
=0 si [un] > 6.

En conséquence, la densité d’énergie surfacique est une fonction d’ordre 2 du saut de déplacement
normal

oo+ si Jun] <0
O([un]) = { oc [un] <1 - [[;‘(;iﬂ) si 0 < [un] < 6
G. si [un] > 6
Dans ce cas concret, la relation entre la contrainte critique o, et la valeur critique du taux de

o

restitution d’énergie se réduit & G, = . En utilisant cette loi cohésive linéaire, on présente &
cette étape une méthode semi-analytique pour étudier I’évolution de la fissure cohésive de type

Barenblatt dans les phases purement cohésive et partiellement non-cohésive.

2.5.3.1 Fissure purement cohésive

La relation (2.81) devient

a (1 - <1 - C;) ;) = Z [[”(t;i]](s) \/ﬁds (2.91)

L’expression de la dérivée du saut de déplacement (2.84) se réécrit comme suit

[u(ta] (1) = = —4(1- %)%~ <1_tte> o
2 GctW

1= )Ete gzm (2.92)

41—17) e [ [u(t)](s) Va? — 5

+77
mat -2 E J Oc s — 1

La longueur a(t) et le saut de déplacement normal [u(t)z2] sont solutions du systéme des deux
équations intégro-différentielles (2.91) et (2.92) dans le cas de la loi cohésive linéaire de type
Barenblatt. Du fait que la résolution analytique du systéme des équations intégro-différentielles
n’est disponible, on présente dans cette sous-section une méthode semi-analytique pour résoudre
le probléme de ’évolution de la fissure purement cohésive de type Barenblatt. Introduisons tout
d’abord la coordonnée et le saut de déplacement normal adimensionnées comme suit

ds

3t

f= ey, 5 = L] (2.93)
a .ot 0
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Utilisant ces grandeurs adimensionnées, (2.91) devient

a?\ t a’ t 1+5s
1-(1-2) 1) = 55 2 ds
”( ( €2>te> a2 te/_ S 154

Cette équation peut étre réécrite sous la forme plus compacte suivante

(1—22(1—?)) - ;c/_llét( )\/Fds (2.94)

En injectant les grandeurs adimensionnées et la longueur d. introduite dans (2.11), la forme
adimensionnée de I’équation intégro-différentielle (2.92) s’exprime comme suit

VF
Wﬂd / h(s

—ds
On cherche la solution du saut de déplacement normal adimensionné gt(:'i;l) sous la forme d’une
série des polyndémes de Tchebychev a la seconde espéce, en sachant que 0,(Z;) est une fonction
paire suite & la symétrie et en prenant en compte les conditions aux limites d;(+1) = 0, i.e.

Si(1) =Y _ ab, (Uny(@1) — (2p+ 1)) (2.96)

Dans cette formulation, (agp) sont les parameétres du développement a identifier et Us,(Z1) désigne
le polynéme de Tchebychev a la seconde espéce d’ordre 2p. En injectant (2.96) dans (2.95), on
obtient

N -
2 t 1l (A ! 2 le ~92
; ZlanUQP(xl) = 17_57% |:—a2 1 — ? + (2:1:1 — 1)
v1-—3§
U 2 1)) ——ds
(T Z/ (1)~ (24 ) Tz s
Les propriétés des polynémes de Tchebychev nous donne
N -
2 t / - .'1:1 62 te ~92
; z:lanUzp(.%'l) = 17% |:—a2 1— ? + (21’1 — 1)
p= (2.98)

2p + 1))

\/1_7(1 ZGQp TQP-H(xl) (
1

ot Tpp4+1(Z1) désigne le polyndéme de Tchebychev a la premiére espéce d’ordre 2p + 1. (2.98)
est équation linéaire de p paramétres (atQp). En multipliant cette équation par Tj(Z1) pour j =
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1,2,..., M et lintégrant sur l'intervalle [—1, 1], on obtient

N 1 1 2 = =
2 t//~ e /{5< t) 2 ]xlTj(fEl)~
—Ea U, (21)T;(21)dT1 = 1—— )+ (227 —1)| ——=dx
. s 2p . 2p( 1) J( 1)dIy . 02 P ( 1 ) m 1
N
a T2 +1($1)T (1‘1)
I > b, 3 L dy (2.99)
p=1
N 1 ~ ~
a xlTj(m) -
+— (2p+1)a ———dx
dcp; g VI

Cette équation peut étre réécrite sous la forme matricielle suivante

[Fj} = ([ij] + [Djp] - [Ejp]) [a’gp] (2-100)

ou les composantes de quatre matrices [F;], [Cjp], [Djp], [Ejp] s’expriment a partir de (2.99)

r 1 2
F, = /_1 [—22 (1 — t;) + (233 - 1)} xllTEx:d”
D, = a/1 Top i1 (71 )Tj(ﬂh)dm
deJor /1 (2.101)
Ep = (2p+1 )/ xlT LEHCIVRTS
dc ) -1 v/ 1-— i’%
Civ = % /_1 Usp(21)T(21)d2

Afin de calculer ces matrices, on utilise les intégrales suivantes des polynémes de Tchebychev

1 T‘z T
/ Mdl‘l = E(SU (2'102)
—1 1— $% 2

Dans ces formulations, (J;;) désignent les symboles de Kronecker

1 si 1=
0ij = o
0 si i#7

Ainsi, on obtient les formulations explicites des composantes de trois premiéres matrices (2.101)

w1 1 /2 te
Fjo= 2i25j3+<2_a2<1_t>>5j1}
v

Djp = g5j(2p+1)

Ejp = 2d (2p + 1)5

Pour la matrice [Cjp], on réécrit le polynome impair Uj,(z1) sous la forme d’une com-
binaison linéaire des polyndémes a la premiére espéce de Tchebychev d’ordres impaires
(T (1), T5(21), ..., Top—1 (1)) comme suit
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Usp(1) = 73,71 (x1) + v3,T5(x3) + .. + 750 Top1(21) Z’Y i1 (1)

N 1 L. SN N . . e, / N
ot 73, désigne la constante associée a Ii-éme terme dans la combinaison linéaire de Uy,. Dot la
matrice [Cj,] peut s’exprimer comme un produit matriciel

[Cjp] = %[Tji] - [Kip) (2.103)

ol

1
Tj; :/ Tj(z1)T2i—1(x1)dxy, Kip = szfo !
—1

Application numérique. Afin d’avoir des résultats plus concrets pour faciliter la comparaison
avec le cas de la loi cohésive de type Dugdale, la série des polynémes de Tchebychev (2.96) est
tronquée en choisissant N = 5, ainsi p € {1,2,...,5}. Pour identifier les cinq paramétres (agp),
on devrait choisir M = 9, ainsi j € {1,2,...,9}. Les quatre matrices dans (2.101) s’écrivent
explicitement comme suit

T 5,33 9,60 13,71 17,78 21,82 ]
0 0 0 0 0
—3,20a 5,94 11,28 15,93 20,33
5 0 0 0 0 0
[cjp]:; -0,76 —7,87 5,21 11,78 17,12
0 0 0 0 0
—0,36 —2,30 —13,37 3,70 11,54
0 0 0 0 0
| —0,21 —1,19 —4,39 —19,45 1,60 |
1 2 te\ |
[0 000 07 (35 7 9 117 2_az<1_t>
00000 0000 0 0
10000 0000 O 1
00000 0000 O 9
[Djp]—% 01000 ,[Ejp]:% 0000 0 ,[Fj]:g 0
1o 0000 cloo0oo0o0 0 0
00100 0000 0 0
00000 0000 O 0
L0001 0] L0000 0| 8

En injectant la formulation de la série des polynomes de Tchebychev tronquée dans (2.94), on
obtient

2 t
1-= (1 - ) = —d3(2a; + 4aly + 6af + 8a§ + 10at,)
C
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2

™ a

En utilisant cette relation et introduisant un paramétre sans dimension A\ := T qui est
(&

proportionnel & la longueur de la fissure a, le systéme des équations linéaires sur les paramétres
(aép) peut s’écrire sous la forme matricielle explicite suivante

O5,33— )\ 9,60— X\ 13,71—X\ 17,78 =X 21,82 -\ ] 1]
0 0 0 0 0 0
3,204+ X\ 5,94 11,28 15,93 20, 33 as 1
0 0 0 0 0 ay | 0
~0,76  —7,87+ A 5,21 11,78 17,12 ag | =— 1| 0
0 0 0 0 0 as 81 o
~0,36 ~2,30  —13,37+ A 3,70 11,54 a1 0
0 0 0 0 0 0
—0,21 ~1,19 4,39 —19,45+X 1,60 | L0 |
(2.104)

En conséquence, correspondant & chaque valeur de A, ainsi & chaque valeur de la longueur de la
fissure a, les paramétres (aép) sont identifiés grace & (2.104). A partir du développement (2.96),
cela déduit que I'expression du saut de déplacement adimensionné §; dépend de la longueur de la
fissure qui croit évidemment avec le chargement ¢. A cette étape, on réécrit des résultats obtenus
dans le cas de la fissure de type Dugdale sous la forme adimensionnée et les compare avec la
fissure de type Barenblatt correspondant aux différentes longueurs de fissure.

e Cas de la fissure purement cohésive de type Dugdale. En injectant les variables adimension-
nées (2.93) dans l'expression du saut de déplacement normal de la fissure purement cohésive de
Dugdale (2.30) et utilisant (2.27), le saut de déplacement normal adimensionné de cette fissure
s’écrit tout simplement comme suit

5u(31) = g(l — 32)3/2 (2.105)

Donc, la formulation du saut de déplacement normal adimensionné de la fissure purement cohésive
de type Dugdale reste toujours la méme lors de la propagation de la fissure. En particulier, cette
grandeur est décroissante avec |Z1|, s’annule pour Z; = £1 et atteint sa valeur maximale 7/3 a
l'origine 7 = 0. En particulier, la phase purement cohésive se termine lorsque le saut maximal de
déplacement [u(t)2](0) atteint la valeur critique é.. En dénotant ¢; le chargement correspondant
4 la limite de validité de la phase purement cohésive, a partir de (2.93) et sachant que §;(0) = 7/3
pour toutes les valeurs de t, on a

ga:s(ti)ti — d %,

e Cas de la fissure purement cohésive de type Barenblatt de trés petite longueur. Ce cas
correspond au début de I’évolution de la fissure purement cohésive, i.e. le temps ¢ est trés proche
de t. ou la fissure s’initie au sein du domaine. Dans ce cas, la longueur de la fissure a est assez
petite par rapport a la longueur caractéristique d. liée au comportement du matériau, ainsi
le paramétre A\ est trés petit devant l'unité. Par conséquent, les inconnues (aé,ai,aé,aé,aﬁo)
peuvent étre calculées approximativement & partir du systéme linéaire (2.104) en remplacant
A =~ 0. D’ailleurs, I’évolution de la fissure de type Barenblatt dans ce cas peut étre approchée
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par celle de type Dugdale. En effet, du fait que 'ouverture de la fissure purement cohésive de
type Barenblatt est encore trés proche de zéro, la contrainte cohésive le long de la fissure est
quasiment uniforme et égale a la contrainte critique o.. Cette bonne approximation est affirmée
par la figure 2.18.

e Cas de la fissure purement cohésive de type Barenblatt de grande longueur. Lorsque la
longueur de la fissure a est & méme ordre de grandeur ot beaucoup plus grande que la longueur
caractéristique d. liée au comportement du matériau, i.e. A 2 1, les inconnues (aép) devraient
étre calculées en remplagant les valeurs concrétes de A dans le systéme linéaire (2.104). Les
courbes du saut de déplacement normal adimensionné correspondant aux différentes valeurs de
A sont montrées dans la figure 2.18. §;(#1) est une fonction décroissante de |#1|, s’annule pour
Z1 = 1 et atteint sa valeur maximale, qui est toujours plus grande que 7/3 du cas de Dugdale,
a lorigine z; = 0. En particulier, la phase purement cohésive se termine lorsque le saut de
déplacement [u(t)z2] atteint la valeur critique .. En dénotant ¢; le chargement correspondant, a
partir de (2.93) et sachant que la formulation du saut de déplacement adimensionné d;(0) dépend
du chargement, on a

8¢ (0)a® (7)1t} = del*te

/—/K—Z
/7»—1
=02
S %""""""'l/ ““““““““
A=0
07 0 1
T1

FIGURE 2.18 — Le saut de déplacement adimensionné de la fissure purement cohésive de type
Barenblatt correspondant aux différentes valeurs de A = 0;0, 2; 1;2 en comparant avec le cas de
Dugdale (courbe noire)
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2.5.3.2 Fissure partiellement non-cohésive

La premiére relation (2.88) entre deux longueurs de fissure (a,b) et le paramétre de charge-
ment devient

a (i arccosg - (1 - Cg) t) = _C; [[“(t()i]]( \/ﬁ / [t 2]] “F 5 s (2.106)

L’équation intégro-différentielle sur le saut normal de déplacement se réécrit sous la forme sui-
vante

4(1 —v®)oexy [t a? 2 b

)] = —— 2 (1-=)-= -

[u(t)2]' (1) Va2 \i 7z ) — - arccos —
oc [ x1y/a® — a3t 41 1 arctanh by/a? — x?

E 2 te \/ﬁ
+4<1—V2>0c<“[[U(t>z]]() = /ﬂu (5) Va2 =5 |

—8(1 —1?)

TE\/a? — 23 de s — 5 — 1
(2.107)
En injectant les grandeurs adimensionnées données par (2.93) et posant a = — € (0,1), on peut

a
exprimer (2.106) comme suit

2 a?\ t a® t 1+3s 1+s
7r<7rarccosa—<l—€2>te>:dcé2te<_5t \/ _Sds—/ 6+(5 \/ ds

D’oti on obtient I’équation suivante

d. (202t Iz S S
T < — € arccosa + 1 — 2) = 5t \/ fds — / 5:(3 \/ fal~ (2.108)
a Ta t a — 5 — 5

On écrit également 1’équation intégro—diﬁérentielle sous la forme adimensionnée

2, 2 0% ¢ 2

=0i(71) = f——earccosa—kl——z

14, o I=F
~ ~9 1
-9 (;1;‘1 a2 — 7+ s ° arctanh <m>> (2.109)

\/1—~2 Iy
VT 05— | 55— as

mz\/1—:z% (/ YT 5 o B
Afin d’étudier I’évolution du saut de déplacement adimensionné étant la solution du systéme
d’équations (2.108) et (2.109), on utilise la méthode semi-analytique se basant sur le dévelop-
pement de 0;(%1) en série des polynéomes de Tchebychev de seconde espéce. Les conditions de
symétrie devraient toujours étre respectées, ainsi 8;(#1) peut toujours s’écrire sous la forme don-
née par (2.96). En plus, la condition du saut aux pointes de la zone non cohésive [u(t)2] (£b) = .
nous donne une condition supplémentaire

_ 2d, t.
o) = ad t

(2.110)
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Du fait que la présence de la zone non cohésive alourdit de maniére importante des calculs, on
considére 6;(Z1) sous la forme d’une série tronquée suivante

8¢(%1) = ab(Ua(Z1) — 3) + a4 (Us(Z1) = 5) + ag(Us(Z1) — 7)

En injectant cette série dans (2.108), aprés des calculs d’intégrales on obtient

de (202 s /1— /1
WCLC(TFGQEarccosa—i—l—aQ) = —2(ab + 2d} + 3a}) <7T+2arcsin 2a—2arcsin —;a)

8
+V1—-a? (4@304 + 8ala® + gaé(&f’ — 5a3))

L’équation (2.110) nous donne une relation entre les coefficients (a5, a}, a§) et (a,t) comme suit

2
dy(Un(a) — 3) + al(Us(a) — 5) + ab(Us(a) — 7) = Eagfc%e

2.6 Conclusion du chapitre

On résume les résultats principaux obtenus dans ce chapitre. D’une part, la nucléation et la
propagation de la fissure cohésive de type Dugdale sont étudiées en prenant en compte le champ
de contrainte non-uniforme dans un voisinage du point ot la fissure est initiée. La présence d’une
contrainte critique o, dans le modéle de Dugdale permet d’expliquer le phénoméne de nucléation
de fissure correspondant & un chargement fini ¢., qui est une des lacunes importantes du modéle
classique de Griffith. Néanmoins, seulement dans la premiére phase purement cohésive, dans
laquelle toute la fissure est soumise & des forces cohésives, I’évolution de fissure est progressive
et ainsi la longueur de la fissure est une fonction continue croissante du chargement. Dés que
le saut maximal de déplacement atteint la valeur critique d., I’évolution de fissure devrait étre
discontinue et cela conduit & un saut de la longueur de fissure suite & la présence d’un snap-
back sur la branche d’évolution. En plus, les effets d’échelles sont possibles grace a la longueur
caractéristique du matériau d. du modéle de Dugdale et la longueur caractéristique £ du gradient
de contrainte. Dans le cas pratique ot les longueurs caractéristiques sont trés petites par rapport
aux dimensions du domaine, le probléme d’évolution de fissure peut étre traité analytiquement
par la technique a deux échelles. En particulier, la réponse est trés sensitive au rapport € entre la
longueur caractéristique d. du matériau et la longueur caractéristique ¢ du gradient de contrainte.
Plus € est petit, plus la premiére phase purement cohésive est courte et plus le saut de longueur
de fissure & l'instant ¢; de l'initiation de la zone non-cohésive est grand. Le snap-back sur la
branche partiellement non-cohésive joue un réle important lors de ’étude des effets du défaut
pré-existant. De plus, la longueur de la fissure tend asymptotique vers une valeur de méme ordre
que £ lorsque le chargement tend vers I'infini. Cette valeur asymptotique dépend de la formulation
de distribution de contrainte dans le voisinage du point d’initiation de fissure. On considére ainsi
dans ce chapitre les cas particuliers des distributions quadratique et d’ordre 4 de contrainte et
le cas général de la distribution sous la forme d’une série.

D’autre part, des résultats utilisant la loi cohésive de Dugdale sont généralisés pour le mo-
déle cohésif de type Barenblatt. L’approche & deux échelle et I'analyse complexe sont toujours
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utilisées, mais la résolution du probléme conduit & un systéme d’équations intégro-différentielles
dont les solutions analytiques ne sont pas disponibles. En conséquence, on présente la méthode
semi-analytique avec la série des polynémes de Tchebychev. Le saut de déplacement normal
adimensionné correspondant aux différentes longueurs de fissure purement cohésive de type Ba-

renblatt peut étre étudié approximativement et comparé a la fissure purement cohésive de type
Dugdale.
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2.A Le probléme local général et sa résolution par ’analyse com-
plexe

Considérons le probléme élastique plane suivant dans le plan R? privé d’une fissure de longueur
2a centrée a 'origine dans la direction x;

dive =0 dans R?\ ([—a,a] x {0})

o = Mre(u)l +2ue(u) dans R?\ ([—a,a] x {0}) (2.111)
o(x) =0 lorsque  |x| — oo,

o(z1,0)es = T(x1)ey lorsque 1 € (—a,a)

ot T(zp) signifie la distribution de la force normale sur es lévres de la fissure. En utilisant
les potentiels complexes, la solution a un déplacement de corps rigide prés est présenté dans
[Muskhelishvili, 1963]. En effet, les composantes du champ de déplacement et de contrainte
sont données par les combinaisons des potentiels complexes (p(2),1(z)) ou la variable complexe
Z2=x1+ iz

o22(r1,2) — io12(21,22) = ¢'(2) +¢'(2) + 2¢"(2) + ¢/ (2) (2.112)
20 (ur (21, 22) + iug(w1, 29)) = iig:w(z) —2¢/(2) = 9(2) (2.113)

Dans ces formulation, (\, u) signifient les deux coefficients de Lamé du comportement élastique du
matériau, (¢, 1) sont holomorphes dans le plan privé de la fissure, la barre signifie la conjugaison
complexe. Sans rendre dans les détails des calculs complexes, on obtient ’expression de la dérivée
du potentiel complexe ¢

, 1 ¢ T(s
() = 2wV 2% — a? /_a =

Cela déduit la distribution de la contrainte le long de ’axe 2 = 0 hors de la fissure

(21,0) 1 /“ T(s)Va? — s?
022\T1, =
m/r?—a? ) o S—I1

Rappelons que dans le modéle classique de la mécanique de la rupture, la contrainte normale
est singuliére en pointes de la fissure avec la singularité du type oaa(a +7,0) ~ K/ V27 pour r
proche de 0, ot K| signifie le facteur d’intensité de contrainte en mode en pointes de la fissure.
D’ailleurs, la relation entre K| et la répartition de contrainte normale T s’écrit comme suit

VaZ — 52
S_

d 2.114
— (2114)

ds pour |xi|> a. (2.115)

1 * a+s

K =— T(s ds. 2.116
==/ 1 (2116)
En intégrant (2.114), on obtient la relation entre le saut de déplacement normal & travers la
fissure et le saut du potentiel complexe ¢ (le déplacement arbitraire du corps rigide ne joue

aucun role)
— 2
el = U el .117)
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Objectifs du chapitre

Apres deux chapitres principalement analytiques, ce chapitre est consacré aux études d’ini-
tiation et de propagation de fissure a travers des simulations numériques dans Code_ Aster. La
premiére partie du chapitre a pour but I'implémentation du modéle de zone cohésive en mode
mixte dans Code_ Aster pour les études numériques d’initiation et de propagation de fissure.
D’une part, le critére d’initiation de fissure utilisant la courbe cohésive intrinséque est mis en
place dans le post-traitement élastoplastique afin d’identifier la position du site d’amorgage et
la direction potentielle de la fissure cohésive au sein des structures multidimensionnelles. En
particulier, en comparant les résultats de simulations numériques avec des essais expérimentaux
sur les éprouvettes axisymétriques entaillées (AE) de différentes tailles, les effets de structure
et de triaxialité du champ de contrainte sont mis en discussion. D’autre part, se basant sur
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des résultats concernant les éléments finis d’interface cohésifs présentés dans [Lorentz, 2008], la
propagation de fissure cohésive en mode mixte est généralisée dans le cadre d’une loi cohésive
contenant deux contraintes critiques distinguées (o, 7.). Les formulations de Lagrangien aug-
menté sont détaillées et implémentées dans Code  Aster. Ce type d’éléments d’interface est mis
en place dans la simulation numérique d’arrachement en cisaillement pur. La partie suivante du
chapitre est consacré & valider des résultats analytiques dans le chapitre 2 concernant les effets
de la contrainte non-uniforme sur 1’évolution de la fissure. Dans cette simulation, une structure
symétrique bidimensionnelle de comportement purement élastique est soumise & un chargement
non-uniforme sur son bord pour que fissure s’initie et se propagation sur la ligne de symétrie de
la structure. Les évolutions de la longueur et de 'ouverture de fissure en fonction du temps sont
considérées numériquement et mises en comparaison avec les solutions analytiques.

3.1 Introduction des modéles numériques

3.1.1 Meéthode de Lagrangien augmenté pour les éléments cohésifs d’interface

Les éléments cohésifs d’interface consistent & une couche d’éléments finis insérés le long de la
fissure potentielle qui permet de modéliser la discontinuité du champ de déplacement. La loi de
comportement mécanique volumique de la structure hors de cette couche d’éléments est supposée
indépendante de la présence de la fissure. L’implémentation de la technique d’éléments cohésifs
d’interface dans les simulations d’évolution de fissure présente des avantages importants. D une
part, 'approche variationnelle du modéle de zone cohésive avec deux paramétres supplémen-
taires, contrainte critique cohésive o, et la valeur critique du taux de restitution d’énergie G,
nous donne une description compléte de I'initiation & la propagation de fissure. En mettant en
place le coefficient pénalisation, on pourrait en construire une formulation de Lagrangien aug-
menté afin de s’affranchir la difficulté concernant la non-différentiabilité de la densité d’énergie
surfacique de fissure en fonction du saut de déplacement. D’autre part, pour la technique ot le
saut de déplacement est possible & travers n’importe quel élément, il est trés difficile & assurer la
convergence de la simulation dont le résultat dépend éventuellement du maillage. Ainsi, méme
si ’hypothése du chemin de fissure prédéfini limite nos études concernant la direction variée de
fissure, elle nous permet de traiter de maniére fiable et robuste plusieurs problémes industriels.
Ainsi, la méthode de Lagrangien augmenté pour les éléments cohésifs d’interface admet trois
hypothéses suivantes

o Chemin de fissure prédéfini : la fissure s’initie et se propagation selon la loi cohésive seule-

ment sur les éléments d’interface pré-insérés.

e Petits déplacements : cette hypothése est valable pour le matériau élastique fragile et peut
étre couplée avec la réactualisation de géométrie pour le matériau élastoplastique.

e Loi de comportement volumique indépendante des éléments d’interface : dans le cas du ma-
tériau élastique fragile, la relation linéaire entre les champs de contrainte et de déformation
reste valable avec le tenseur d’élasticité inchangé. Dans le cas du matériau élastoplastique,
le tenseur d’élasticité et la loi de plasticité restent les méme lors de I’évolution de fissure.

On présente maintenant des ingrédients principaux de la méthode de Lagrangien augmenté pour
les éléments cohésifs d’interface au sein du matériau purement élastique, dont les étapes de
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calculs sont détaillées dans [Lorentz, 2008]. Considérons 1’énergie totale de la structure § étant
une fonction du déplacement u et le saut de déplacement § a travers la surface de discontinuité
I' comme suit

£(u, ) = /Q . SAE() - <(u)d + /F B(8)dS + Frur(u) (3.1)

Dans cette formulation, A désigne le tenseur d’élasticité, ® et F.,; dénotent respectivement
la densité d’énergie surfacique de fissure et le potentiel des efforts extérieurs. Par ailleurs, les
champs (u, d) appartient & I’espace des champs cinématiquement admissibles suivant

C:={(u,8) € HY(Q\T,R?) x H'(T,R?): u=Usur dp,d-v>0sur[,[u] =8 sur '}

ou IpfQ est la partie de la borne de la structure §2 soumise au déplacement imposé U et v désigne
le vecteur normal unitaire de la fissure. Selon le principe de minimisation locale (Définition 4
du chapitre 1), (u,d) sont solutions du probléme seulement s’ils sont admissibles et minimisent
localement ’énergie totale du systéme £(u, d). Afin d’aborder ce probléme de minimisation sous
contrainte, introduisons le Lagrangien £ avec le champ de multiplicateur lagrangien A et le
coefficient de pénalisation r

£(u,8,7) = S(u,é)—l—/r)\-([[u]]—5)dS+/F;H[[u]]—5H2dS (3.2)

En conséquence, les champs solutions (u, d, A) devraient minimiser localement le Lagrangien £
dans l’espace des champs admissibles. Choisissons les champs tests admissibles suivants pour
h > 0 suffisamment petit

u :=u+hv, 6":=0+hn, XN :=AX+h(

La minimisation locale du Lagrangien nous donne les propriétés suivantes

/ (f— A—r([u] - 5)) -ndS =0 ¥n admissible (3.3)
r
Ae(u) - g(v) —i—/ ()\ +r([u] — 6)) [v] + Fext(v) =0 Vv admissible (3.4)
o\T r
/([[u]] —9)-¢dS =0 V(¢ admissible (3.5)
r

ou f désigne le sous-gradient de la densité d’énergie surfacique de fissure par rapport au saut de
déplacement f € 0®(4d). Ainsi, f et § sont liés par la loi cohésive. On en déduit de I’équation
(3.3) que le champ de multiplicateur lagrangien A mesure la force cohésive, & un terme de
pénalisation prés. L’équation (3.4) nous donne les équations d’équilibre avec les conditions aux
limites. Finalement, (3.5) n’est rien d’autre que la condition admissible pour (u, d).

Ces formulations de Lagrangien augmenté sont & mettre en place dans la discrétisation d’élé-
ment infini. Un schéma de la discrétisation par élément fini d’interface est montré dans la fi-
gure 3.1. A chaque instant ¢, 'objectif de I’algorithme convergent de type Newton-Raphson est
d’identifier numériquement le champ de déplacement u dans Q \ I" et le champ de multiplicateur
lagrangien (autrement dit, la force cohésive) A sur I'. En particulier, le champ de déplacement u
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admet U'interpolation quadratique avec 1’élément fini classique lagrangien (P2-continue), ainsi
I’espace des champs de déplacement discrétisé s’écrit comme suit

U, = {u: vx € Q\ T, u(x)=[N(x){U}}

ou {U} dénote le champ de déplacement au nceud et [N] désigne la matrice des fonctions de
forme quadratiques. La discontinuité du champ de déplacement se calcule grace & la projection
de u sur les lévres supérieure I'y et inférieure I'_

vseD [u(s)] = DEU}  pour [D(s)] = [Ny (x)] - [N_(x)]

ou [N4] et [N_] sont respectivement les projections sur I'y et I'_ de la matrice [N], [D] désigne
la matrice des fonctions de forme quadratiques qui interpole la discontinuité de déplacement. Par
ailleurs, le champ de multiplicateur lagrangien est interpolé par les fonctions de forme linéaires par
morceaux (P1-continues) et donc 'espace des champs de multiplicateur lagrangien discrétisé
s’exprime comme suit

Lhi= {X: VseTl, A(s) = [L(s)|{A}}

ou {A} dénote le champ de multiplicateur au nceud et [L] désigne la matrice des fonctions de
forme linéaires. En utilisant (3.3), on en déduira le champ du saut de déplacement § & travers
la fissure I'. D’ailleurs, il faudrait noter que la discrétisation du saut de déplacement d est basée
sur les points de Gauss de I' dont leurs positions sont dénotées par s,. On choisit 'interpolation
linéaire P1-discontinue pour 4. Le poids du point de Gauss s, de I' est dénoté par w,. L’équation
(3.3) induit la relation suivante sur chaque point de Gauss de I

[uy] = [D(sy) {U}

£y = Ag + r([uy] - &) € 9(8,)  pour {Ag = [L(s,){A}

Cette relation nous permet de calculer d4 en fonction des valeurs aux nceuds ({U}, {A})
0, =06(U,A) (3.6)
Il faudrait noter que le coefficient de pénalisation assure l'unicité de cette solution, ainsi la

robustesse de l’algorithme. En injectant (3.6) dans (3.4)-(3.5), on obtient un systéme d’équations
non-linéaires dont les inconnues sont les déplacements nodaux {U} et les multiplicateurs nodaux

{A}

/Q\F[ A[VN] +ng ( J{A} +r[D,{U} — T(S(U,A)) — (Fo.)

> enlly I'(ID,J{U} - 6(U, A)) =0 .
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Prae Q+ P

FIGURE 3.1 — Discrétisation par élément fini d’interface

3.1.2 Meéthode du pilotage du chargement

Cette méthode numérique nous permet de suivre I’évolution de la fissure au sein de la struc-
ture en assurant la convergence de l'algorithme de Newton-Raphson en quasi-statique malgré
I'instabilité de la réponse globale, i.e. lorsque le snap-back est présent sur la derniére. Le pilo-
tage est parfois nécessaire méme si la réponse globale n’admet pas de retour arriére, du fait que
I'ouverture brutale locale peut exister lors de ’évolution de la fissure. Le principe du pilotage
du chargement est de calculer I'intensité du chargement en contrélant la variation d’une autre
grandeur physique P de la structure. Dans ce cas, le chargement auquel la structure est sou-
mis n’est plus proportionnel au temps courant ¢ comme dans la simulation «classique» mais la
grandeur physique P l'est. Concrétement, on considére que le chargement (forces extérieures F
et déplacements imposés U) se décompose additivement en deux termes, 'un connu et imposé
par l'utilisateur (Fipmpo et Ujmpo) et Nautre (Fpi, et Up,) dont la direction est connu mais
Iintensité dénotée par 1 est une nouvelle inconnue du probléme.

F = Fimpo + an’ilO
U = Uimpo + nUpilo

La relation entre la variation de la grandeur physique P(n) étant une fonction de 7 et le pas de
temps s’écrit sous la forme

At
e
ou C désigne le coefficient de pilotage. Ainsi, la variation de P est proportionnelle au pas de
temps lors du chargement. La résolution de I’équation (3.8) dépend de la nature du controle de
pilotage. En particulier, dans les simulations utilisant le modéle de zone cohésive, deux types de
pilotages suivants sont réguliérement mis en ceuvre

AP(n) (3.8)

(i) Pilotage par contréle d’un degré de liberté de déplacement. La variation de la fonction P
est celle d’un degré de liberté de déplacement d’un noeud choisi. Un cas particulier de ce
type du pilotage consiste a controler I'ouverture de fissure & la position d’un point situé sur
la ligne de discontinuité. Ce type de pilotage est trés simple a réaliser et ne dépend pas de
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la loi de comportement mais la simulation peut étre difficile & converger suite & I'ouverture
brutale locale.

(7i) Pilotage par la prédiction élastique. La variation de la fonction P est le maximum de
I’énergie dissipée prise sur tous les points de Gauss entre deux pas de temps. En effet, la
formulation de P est construite & partir des calculs élastiques et un critére dissipatif. Ce
type de pilotage est spécifique et donc requiert une implémentation associée a chaque loi de
comportement et chaque loi cohésive. L’avantage important de ce type de pilotage est de
faciliter la convergence de simulation grace & l'identification automatique du point «sorti
du critére» par maximisation d’énergie.

En se basant sur la méthode de Lagrangien augmenté et le pilotage, le chapitre est consacré
d’une part a la validation des résultats analytiques des chapitres précédents, d’autre part de
mettre en ceuvre le modéle de zone cohésive dans les simulations d’évolution de fissure au sein
des structures industrielles. Le critére d’initiation de fissure cohésive en mode mixte sous la
forme d’une courbe cohésive intrinséque est implémenté dans Code Aster. Le post-traitement
élastoplastique nous permet d’identifier la position du site d’amorgage au sein des éprouvettes en
prenant en compte la plasticité et la trialité de contrainte. Les effets de structure sur 'amorcage
de fissure cohésive sont donc considérés. Par ailleurs, les effets du champ de contrainte non-
uniforme sur I'initiation et la propagation de fissure sont considérés numériquement et comparés
avec des formulations analytiques présentées dans le chapitre 2. Les évolutions de la longueur et
I'ouverture de fissure en fonction du chargement sont mises en discussion.

3.2 Initiation et propagation de fissure cohésive en mode mixte

La section est consacrée a I'implémentation du modéle cohésif en mode mixte dans le code
d’élément fini. L’initiation d’une fissure a partir de la structure saine et la propagation de fissure
cohésive sont abordées successivement. On considére une forme particuliére de la courbe cohésive
intrinséque et met en place le post-traitement du probléme élasto-plastique afin d’étudier ’amor-
cage de la fissure cohésive. De plus, la forme de la densité d’énergie surfacique de fissure cohésive
prenant en compte le couplage entre deux modes de fissuration est détaillée. La discrétisation des
grandeurs, dont le champ de déplacement, le saut de déplacement et le champ de multiplicateur
lagrangien, est mise en ocuvre. Les exemples concernant 'initiation et la propagation au sein des
éprouvettes différentes sont étudiés et mis en discussion.

3.2.1 Post-traitement - Critére d’amorcage cohésif multidimensionnel

3.2.1.1 Procédure d’identification du site d’amorgage de fissure cohésive

Considérons dans cette sous section l'initiation de la fissure cohésive au sein d’une structure
Q étant un ouvert de R3. La matériau est isotrope, homogéne de comportement élastoplastique.
I" dénote un hyperplan arbitraire de dimension 2 qui passe par un point O € . Son vecteur
normal unitaire est dénoté par n. Rappelons que le critére d’initiation de fissure cohésive au sein
d’une structure multi-dimensionnelle s’exprime comme suit (voir (1.73))

<p(6-n,H5—5n'uH) >on-0 ¥(d,n) € S x S tels que § -1 > 0
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ou ¢ défini dans (1.61) désigne la dérivée a 0 de la densité d’énergie surfacique de fissure, o
désigne le tenseur de contrainte et § est un vecteur de saut unitaire. En particulier, dans le cas
ol ¢ est seulement Gateaux-différentiable & l'origine, le critére d’amorcage cohésif basé sur les
contraintes principales s’écrit comme suit

ain — o « [ Om+ o
DL PP DL
e ()

* — inf 1) — A%
© ;rzlo{w(% ) — A}

Dans la formulation du critére, les contraintes principales sont dénotées dans ’ordre croissant
o1 < o < on- A partir du critére d’initiation de fissure cohésive sous la forme d’une courbe
cohésive intrinséque dans le plan des contrainte, I'implémentation dans Code Aster est réalisée
comme suit. Correspondant au vecteur unitaire n arbitraire, le champ de contrainte o au point
O peut étre décomposé en composantes normale et tangentielle on = ¥n+ T ot T - n = 0.
Le critére cohésif sous la forme d’une courbe cohésive intrinséque elliptique dans le plan des
contraintes (X, T) devrait étre validé pour tout n € S?

2
(HTH> <1 six <0
Tc

flo) = 5 2 (3.9)

<E> —i—(HTH) <1 six>0

Oc Te

Le rapport entre deux contraintes critiques est dénoté par 5 = o./7.. Ce critére signifie que la
fissure cohésive s’initie lors que le cercle de Mohr correspondant & (o, oy, oy1) est tangentiel a
la courbe cohésive intrinséque dans le plan des contraintes. Dans ce cas concret (3.9), la courbe
cohésive est un rectangle semi-infini dans le demi-gauche et une courbe elliptique dans le demi-
droite du plan des contrainte, voir la figure 3.2. On fait ’hypothése que cette courbe cohésive est
une propriété intrinséque du matériau, ainsi elle ne dépend pas de I’état du champ de déformation.
En particulier, lors de I’évolution de la fissure au sein d’un matériau élastoplastique, la courbe
cohésive est indépendante de la déformation plastique dénotée par p. Afin d’identifier la position

de site d’amorgage, ainsi les champs de contrainte et de déformation associés, en utilisant cette
courbe cohésive intrinséque, les procédures de simulation et post-traitement sont comme suit

e Maillage. En supposant que la fissure ne s’est pas encore initiée, toute la structure est
maillée réguliérement.

e Données du matériau. A coté des constants du comportement élastoplastique (module
Young E, coefficient de Poisson v, courbe traction-déformation durcissante, contrainte cri-
tique de plasticité o), la courbe cohésive intrinséque devrait étre entrée par 'utilisateur.
Dans le cas du matériau admettant (3.9), seulement les valeurs de contraintes critiques
(0¢, Tc) sont & saisir.

o Simulation élastoplastique sans fissure. Le chargement augmente monotonement. La simu-
lation par élément fini nous permet d’obtenir le champ de contrainte o (x,t) dans toute la
structure correspondant & chaque instant.
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1T

N

Te

Oc

gl an

F1GURE 3.2 — Critére d’initiation de fissure cohésive sous la forme d’une courbe intrinséque du
matériau

e Post-traitement. A partir du champ de contrainte o (x,t), le post-traitement nous permet
de calculer les contraintes principales (o1(x,t), on(x,t),om(x,t)). On en déduit le cercles
de Mohr dans le plan des contraintes de chaque point du domaine a chaque instant dont

O’|(X,t)+0'|||(x,t) 0’|||(X,t) —U|(X,t)

2 2

I'un de ces cercles de Mohr est tangentiel a Uellipse donnée par (3.9), la fissure cohésive

s’initie, ainsi on pourra identifier la position du premier site d’amorgage de fissure cohésive

et I'instant correspondant. La figure 3.2 nous montre un schéma de cette configuration.

le centre se situe a (0, ) et le rayon vaut . Lors que

Remarque 17 (Effet de la triaxialité de contrainte). La configuration du cercle de Mohr dans
le plan des contraintes, ainst le point de contact entre ce cercle et la courbe cohésive intrinséque
dépend de la triazialaité de contrainte donnée par

Cltre V2 o1+ on+on

304 3V3 V(201 — o — on)? + 201 — o1 — om)? + (201 — 01 — on)?

En effet, plus la triazialité n est grande, plus le cercle de Mohr des contraintes se situe a droite
de laze 3 et plus le point de contact entre ce cercle et lellipse donnée par (3.9) se situe proche
du point (o¢,0) dans le diagramme (X, TH) Considérons deux cas particuliers suivants

n:

— Clisaillement pur : tr o = 0, donc n = 0. Dans le cas ot o) = 0,0 < oy = —0y, le centre du
cercle de Mohr se situe a l'origine et le rayon vaut oyy. Le point de contact est (0,7.) sur
laze HTH du diagramme (X, TH) Cela confirme que 1. joue le role de contrainte critique
cohésive de cisaillement.

— Pression hydrostatique : oy = oy = oy, donc n — o0o. Dans ce cas, le centre de du cercle
de Mohr se situe a oy et le rayon s’annule. Le point de contact est coincide au point
d’extrémité (o.,0) de la courbe cohésive intrinséque.
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3.2.1.2 Exemple d’initiation de fissure cohésive au sein des éprouvettes axisymé-
triques entaillées

u = Upte,, u = Upte.

e S G

u = —Upte, u = —Upte,

F1GURE 3.3 — Géométries de deux éprouvettes axisymétriques entaillées, éprouvette AE1 & gauche
et éprouvette AE2 a droite

La simulation a pour ’objectif d’identifier la position du site d’amorcage par le post-traitement
élastoplastique du champ des contraintes utilisant la courbe cohésive intrinséque du matériau,
ainsi ces résultats nous permettent d’étudier les effets de la structure et de la triaxilité de
contraintes sur l'initiation de fissure cohésive. Afin d’aborder cet objectif, les simulations sont
réalisées sur deux géométries différentes d’éprouvettes axisymétrique entaillées (AE) dont les hau-
teurs h et les largeurs du ligament [ des éprouvettes sont les mémes mais les rayons de I’entaille
sont différents. Les dimensions des éprouvette sont représentées dans la table 3.1. Avant d’étre
soumis au chargement, la structure n’est pas déformée ni fissurée. Les chargements en déplace-
ment imposé monotones, proportionnels au temps t sont appliqués a deux extrémités de chaque
éprouvette. Par symétrie, les essais sur ces éprouvettes sont simulés par la modélisation 2D axi-
symétrique. La figure 3.3 présente le schéma bidimensionnel des deux géométries d’éprouvettes
axisymétriques entaillées avec les conditions symétriques et les chargements monotones. La ma-
tériau admet le comportement élastoplastique homogéne, isotrope avec le critére de plasticité de
Von-Mises. Ce comportement est donné par la réponse globale déformation moyenne-contrainte
dans l’essai de traction uni-axial. Ce comportement est évidemment une entrée de notre simula-
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tion et peut étre écrit approximativement par la loi de puissance suivante

Ee si e<oy/E

o = B\ UN
oy <s) si e>o0y/E

g

Dans cette formulation, € et o désignent respectivement la déformation moyenne et la contrainte
de I'essai de traction uni-axial. Les constantes du matériaux entrées par utilisateurs sont le module
Young E = 2,1.10°MPa, la limite d’élasticité oy = 420MPa et le coefficient de durcissement
N = 0, 1. Cette loi de comportement est représentée dans la figure 3.4. Par ailleurs, la courbe
cohésive intrinséque devrait également entrée par 'utilisateur. En supposant que le matériau
considéré admet la courbe cohésive elliptique (3.9), seulement deux contraintes critiques (o, 7¢)
sont nécessaires. Choisissons 0. = 1680MPa, 7. = 420MPa.

Remarque 18. L’identification des paramétres (o.,T.) reste une difficulté dans la pratique expé-
rimentale et numérique. En particulier dans le cas d’évolution de la fissure au sein du matériau
ductile, les contraintes critiques d’initiation de fissure ne sont pas coincides auzx contraintes a
la rupture. De plus, au point de vue expérimental, il est difficile a détecter de maniére exacte
Uinstant d’amorcage de fissure en considérant seulement la réponse globale de la structure, suite
a les influences des différents phénomenes non-linéaires, dont la grande déformation, la plasticité
et la décharge locale.

TABLE 3.1 — Géométrie de deux éprouvettes axisymétriques entaillées

AE1 AE2
[(mm) 3.0 3.0
h(mm) 21,0 21,0
7(mm) 2.4 1,2

On suit les procédures présentées dans la sous section précédente. En augmentant mono-
tonement le chargement de 0, la simulation nous donne le champ de contrainte o (x,t), ainsi
les contraintes principales (o(x,t), oy(x,t), o (x,t)) & chaque point x correspondant & chaque
temps ¢. Afin de comparer les cercles de Mohr du champ de contrainte o (x,t) avec le critére de
plasticité de Von-Mises et avec la courbe cohésive intrinséque (3.9) dans le plan des contraintes
lors du post-traitement, introduisons une variable d’identification d suivante

0 zone purement élastique
d= <1 zone ot le critére de plasticité est violé

2 zone ou le critére cohésif est violé

La figure 3.5 présente I'évolution de zone purement élastique (de couleur bleue, d = 0), zone
plastifiée (de couleur verte, d = 1) et zone ou le critére cohésif est violé (de couleur rouge, d = 1)
sur les deux éprouvettes axisymétriques entaillées au cours du temps. Cette évolution peut étre
divisée en quatre étapes suivante
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(N
7

> £

FIGURE 3.4 — Loi de puissance de comportement d’élastoplastique

e Aprés la phase purement élastique, lorsque le critére de plasticité de Von-Mises est violé,
la premiére zone plastifiée apparait sur les éprouvettes AE. Sur les deux éprouvettes AE,
la premiére zone plastifiée se situe toujours au bord du ligament.

e La zone plastifiée évolue au sein de I’éprouvette et puis tout le ligament est plastifié.

e A linstant critique t., le critére d’amorcage de fissure cohésive est violé & un point sur
le ligament et donc la fissure s’amorce & ce point. En particulier, la position du premier
site d’amorgage n’est pas identique sur les deux éprouvettes AE. En effet, la zone rouge
d apparait au centre de la priére éprouvette mais au milieu du ligament de la deuxiéme
éprouvette. L’influence de la géométrie sur la position du premier site d’amorcage est mis
en évidence numériquement.

e [’évolution de la zone rouge d = 2 est différente sur les deux éprouvettes AE. En effet, le
changement de direction potentielle sous la forme d’une cone de cette zone est beaucoup
plus remarquable sur la premiére éprouvette que sur la deuxiéme. Dans tous les deux cas,
on voit que le changement de direction de fissure cohésive lors de son évolution au sein de
I’éprouvette AE est pertinent malgré la symétrie du probléme.

Remarque 19. Le résultat le plus important du post-traitement utilisant la courbe cohésive
intrinséque est lidentification du premier site d’amorcage au sein de [’éprouvette. Ce résultat
nous permet G comparer avec les essais expérimentaux qui identifie approximativement la posi-
tion d’amorcage en étudiant la faciés des éprouvettes cassées apreés chaque essai. Néanmoins, en
général I’évolution de la zone rouge d = 2 n’est pas coincide au chemin réel de la fissure. En
effet, lors du post-traitement, on n’a pas pris en compte la variation du champ de contrainte
en présence de la fissure. Donc, on peut identifier la position du premier site d’amorcage sur le
ligament de ’éprouvette et conclure seulement que la direction de la fissure varie lors de son évo-
lution. Sachant que le chemin de fissure devrait étre pré-défini et les éléments cohésifs d’interface
devraient étre posés le long du chemin dans la simulation numérique utilisant le modéle de zone
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cohésive, cette conclusion montre une difficulté lors de ’étude numérique de la propagation de
fissure cohésive au sein de ’éprouvette axrisymétrique entaillée.

l I | I
(b)

FIGURE 3.5 — Post-traitement - Visualisation sur les EAE (zone rouge)-critére d’amorgage violé,

(zone verte)-plastification, (zone bleue)-purement élastique)

3.2.2 Propagation de fissure cohésive en mode mixte au sein du matériau
élastique

3.2.2.1 Loi cohésive de type Talon-Curnier généralisée

Dans cette partie du chapitre, notre objectif est de généraliser la loi cohésive de type Talon-
Curnier |[Talon et Curnier, 2003| pour la fissure en mode mixte présenté dans [Lorentz, 2008| en
prenant en compte le couplage entre deux modes de fissuration. Rappelons que dans |Lorentz,
2008], les relations (affines) entre la contrainte normale-saut normal de déplacement et entre la
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contrainte de cisaillement-saut tangentiel de déplacement sont indépendantes. En plus, 'auteur
considére un cas particulier ou les valeurs de deux contraintes critiques (o, 7.) sont identiques.
Ces hypothéses ne sont pas valables en général. En se basant toujours sur les arguments énergé-
tiques de fissuration, on reformule la loi cohésive de type Talon-Curnier et I'implémente dans le
code d’élément fini.

I" dénote toujours un hyperplan de dimension 2 qui passe par un point O € 2 dont le vecteur
normal unitaire est dénoté par n. Différemment du probléme d’initiation de fissure & partie d’un
structure saine, la direction de la surface potentielle de discontinuité, i.e. le vecteur normal n,
devrait étre pré-définie. Du point de vue d’élément fini, une couche d’éléments cohésifs interface
est pré-posée au sein du domaine et la fissure n’évolue que le long de cette couche. Le saut de
déplacement au point x € S a linstant ¢ > 0 peut étre décomposé en composantes normale et
tangentielle

8(x,t) = [u](x,t) = 5u(x,t)n + 6;(x, 1)

ol ;(x,t) -n = 0. De plus, on considére le cas ou la direction (potentielle) du saut tangentiel
de déplacement t est connue, donc d(x,t) est caractérisé simplement par un couple de scalaires
(On(x,1),0¢(x,t)) o §¢(x,t) = &(x,t) - t. Suite & la non pénétration, le saut de déplacement
normal d,, devrait étre positif. Par contre, le saut de déplacement tangentiel d; peut étre positif
ou négatif. Afin de prendre en compte le couplage entre deux modes de fissuration, définissons
un produit scalaire suivant des deux vecteurs a = (an, a;)" et b = (by, b;)" comme suit
CLtbt

a-b=ayb, + 5 aTb (3.10)
ou f = o./7. désigne le rapport entre deux contraintes critiques et T dénote la matrice de
transformation écrite dans la base locale (n,t)

1 0
T=|, ! (3.11)
B2

Il faudrait noter que cette matrice est intrinséque du matériau. En conséquence, la norme du
saut de déplacement & peut étre écrite comme suit

HéH(X,t) = \/(5,,L(x,t)2 + 5125t(x,t)2 = a(x,t)Td(x,1) (3.12)

Le principe d’irréversibilité est pris en compte en introduisant une variable scalaire interne x qui
mesure la valeur actuelle maximale de la norme du saut de déplacement

k(x,t) = f{ugi 6|l (3.13)

De maniére similaire & la loi cohésive de Talon-Curnier présenté dans [Lorentz, 2008|, la densité

surfacique de fissure cohésive étant une fonction de la norme du saut de déplacement s’écrit

comme suit

oc||9]
2G,

Ge si ||8]| > 2G./oc

Soellal <2_ s |8 < 2G./o.

B(0) = (3.14)
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Cette formulation fait apparaitre 'ouverture critique de la fissure cohésive

26,

Oc

dc

A ce stade, I’énergie surfacique de la fissure cohésive est entiérement définie. On peut en déduire
la relation explicite entre le saut de déplacement & et le vecteur de contrainte cohésive f qui est
défini dans (3.3) comme le sous-gradient de la densité d’énergie surfacique de fissure cohésive,
i.e. f € 0®(9). En particulier, le sous-gradient 0®(d) dépend du saut actuel de déplacement d et
de la variable interne scalaire £ donnée par (3.13)

(1) Pour k=0 etd = 0. Ce cas correspond a '’adhésion parfaite et le vecteur f admet le critére
d’amorcage de fissure cohésive (3.9)

2 2
8(1)(6):{fe]R3: %+%§1}

(i) Hyper cone H(SH =k > 0. Ce cas correspond a la décharge verticale de contrainte

Oc

2G,

8@(6):{fnn+pT6: 0§p§01:<1— n> etfngo,anzo,fnanzo}

(tit) Domaine o HEH < k. Ce cas correspond au retour du saut de déplacement & zéro &
contrainte nulle

00(8) = {fan: o 0,002 0, fudn = 0}
(tv) Domaine ou HJH > k. Ce cas correspond a l’évolution de fissure cohésive

Oc

00 = Ut

Oc . _
(1= 5 ol o £ 0.0, > 04,6, =0}

On écrit maintenant ’énergie totale de la structure fissurée étant une fonction du champ de
déplacement u et le saut de déplacement § & travers la surface de discontinuité I"

£(u, 8) :/Q\F ;Ae(u)-s(u)dQ—l—/F(I)(é)dS—i—fext(u)

Notre objectif est de trouver (u,d) qui minimisent localement 1’énergie totale de la structure
en respectant la condition de saut de déplacement [u] = . Afin de résoudre le probléme de
minimisation locale sous condition, le lagrangien avec le champ de multiplicateur lagrangien &
et le coefficient de pénalisation r comme suit est considéré

E(u,&,é):S(u,d)—i—/r)\-([[u]]—6)dS+/F;H[[u]]—5H2dS

Les champs solutions (u, d,A) devraient minimiser localement le Lagrangien £ dans 'espace des
champs admissible. Choisissons les champs tests admissibles suivants pour A > 0 suffisamment
petit

u :=u+hv, 6":=0+hn, XN :=AX+h(
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La condition de stabilité locale d’ordre 1 de L£(u,d,d) s’écrit comme suit

L'(u,6,6)(v,n,¢) 20 V(v,n,()

Cela induit que V(v,n,¢)

0 < — —

90 _ 00D | )y - g AL 5“]-nds

- Jr| 0o
aP\'([[u]]— 9)]
+/F B3N -¢dS
e(u)-e(v ()\ [[u]] LH{UH_JH v v
v [ At el )dQ+/F S rld = 6| | VS + P v
(3.15)
On en déduit un systéme d’équations suivant
o <1 I|5H> Iﬁ\ — TArT(u]-6) (3.16)
[u] = & (3.17)
Ae(u) - s(v)dQ+/ [TA+rT([u] —8)] - [v]dS = Feur(v) Vv (3.18)
o\ r

La premiére équation du systéme désigne une relation entre le saut de déplacement et le champ
de multiplicateur lagrangien, la deuxiéme équation est la condition admissible entre (u,d) et la
derniére nous donne les équations d’équilibre avec les conditions aux limites. Introduisons un
nouveau vecteur de force 7 qui ne dépend pas de &

T := X+ r[u] (3.19)

En injectant ce vecteur dans I’équation (3.16), on obtient

o o
e 1_65>+r =11 (3.20)
On en déduit une équation des normes comme suit
oz
oot (r= o) I8l = || 3.21)

On retrouve I’équation du modeéle de Talon-Curnier présenté dans [Lorentz, 2008] en cherchant
I'intersection de deux droites de variable H6 H

O¢c —

(3.22)

Lors que la fissure évolue au sein de la structure, la premiére droite de (3.22) n’est rien d’autre
que la norme du sous-gradient de la densité d’énergie surfacique de fissure cohésive, autrement
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Il

AN

Oc

> [|o]

FIGURE 3.6 — Schéma de 'intersection de deux droites dans (3.22)

dit la norme du vecteur de contrainte cohésive HfH La deuxiéme droite admet une pente —r et
passe par le point (0, }TH) dans le diagramme des normes (H&H, fH) Le terme de pénalisation
de la deuxiéme droite de (3.22) permet d’assurer I'existence et 'unicité de la solution en HéH En
effet, pour que (3.22) admet une solution unique, le coefficient de pénalisation r devrait satisfait
la condition suivante

0P O
Le schéma de 'intersection de deux droites dans (3.22) est montrée dans la figure 3.6.
2G 2
En remplacant §, = — et h = Ie _ 2, la solution en HJH de I’équation (3.22) s’exprime
Oc 2Gc 56
comme suit H H
T|| — 0c
ol =——— 3.24
o) = 1= 320

Introduisons la variable d’écoulement comme suit

= 1] - [H(;CH (1 - "i”) +r

En injectant (3.24) dans cette formulation, on obtient 'expression explicite de [y étant une
fonction de HTH

-1

1 HTH — 1,
lbg = 0 3.25
. w(* r=h o)
A partir de (3.20) et (3.25), les composantes de § peuvent s’exprimer sous la forme suivante
5n = lden, 5t = ldet (326)
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Par ailleurs, le vecteur de contrainte cohésive f (sous-gradient de la densité d’énergie surfacique

cohésive) s’exprime comme suit
f="T(r —rd) (3.27)

. . 09 . .
On cherche maintenant & calculer la matrice tangente o En utilisant 1’équation (3.25), I’équa-
T

tion (3.20) se réécrit sous la forme explicite

T T 1
6:5c<1_rh> |‘TH+T—hT

En conséquence, la matrice tangente peut s’exprimer sous la forme suivante

2 TnTt
-
06 " 2
= =yl +D 5, (3.28)
or o Tt
nlt ﬁ2

ot I =n®n+t®t désigne la matrice unitaire écrite dans la base locale (n,t) et le scalaire
D= (2 —t)
=\ —d| 73"
reh I

3.2.2.2 Discrétisation

Le champ de déplacement u est interpolé par les fonctions de forme quadratiques (P2-
continu) dans le volume Q\ I'. En conséquence, ’espace des champs de déplacement discrétisés
s’exprime comme suit

U={u: vx € Q\I' u(x) = [N(x)|{U}}

ou {U} et [N] désignent respectivement le champ de déplacement au nceud et la matrice des fonc-
tions de forme quadratiques. On en déduit la discontinuité du champ de déplacement discrétisé
en projetant u sur les lévres supérieure '} et inférieure I'—

vsel [ul(s) = [D(s){U} = (IN4(s)] - [N-(s)]) [RI{U}

Dans cette formulation, [N1] et [N_] sont respectivement les projections de N sur I'y et T'_,
[D] représente la matrice des fonctions de forme quadratiques qui interpole la discontinuité de
déplacement. R est la matrice de rotation qui transforme les coordonnées dans le repére global
(ex, ey) vers coordonnées dans le repére local (n, t). D’ailleurs, le champ de multiplicateur lagran-
gien admet 'interpolation linéaire par morceaux (P1-continu) sur la surface de discontinuité T
Donc 'espace des multiplicateurs lagrangiens discrétisés s’écrit comme suit

L= {Xx: Vsel, A(s) = [L(s){A}}

ou {A} et [L] désignent respectivement le champ de multiplicateur lagrangien aux nceuds et la
matrice des fonctions de forme linéaires. Par la définition (3.19), la forme discrétisée du vecteur
T peut étre écrite sur la surface de discontinuité I'

7(s) = [L(s)[{A} +r[D(s){U}  sel
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L’équation (3.20) devrait étre résoute en chaque point de Gauss sy. Le terme de pénalisation r
satisfait la condition (3.23) pour assurer l'existence et I'unicité de la solution 4, aux points de
Gauss. Le poids du point de Gauss s, sur la surface de discontinuité I' est dénoté par wy. La
solution au point de Gauss de I’équation (3.20) s’exprime sous la forme

8y = 6([u](sy), A(sg)) = 6(U, A)

A partir de la solution, on peut calculer la forme discrétisée du vecteur de contrainte cohésive
aux points de Gauss f; grace a la relation (3.27)

£, = T([L(sg) {A} + (D (s, {U} - &,))

D’ou la force intérieure discrétisée correspondant a [u] s’exprime :
FY, = zyﬂwm (s {A} + 7(ID(s,)|{U} - 8,))

Par ailleurs, la contrainte généralisée aux points de Gauss reliée au multiplicateur lagrangien A
se calcule & partir de (3.15)

x, = T([uly - 8,) = T(ID(s,){U} - 6,

On en déduit la force intérieure discrétisée correspondant a A :

W—Z%U( (5){U} - 8,

Les composantes de la matrice de rigidité se calculent en dérivant (F9,, F,

inty mt) en fonction de
(U,A)

6Fzgt t 86 aﬂ% t 669
- => w,D{Tr (D _aT Dg), Z wyL!'T ( atgng)

g
OFM t 00y 8F Ut tp 00,
81\2/7} - ;w‘ngTatng7 dC Z D TT%LQ
06
D’ailleurs, on peut démontrer facilement que la matrice Ta—tg est symétrique. En effet, en utili-
g
sant l’expression (3.28) on obtient
tnt
2 nit
ST I O B "
T tte 17
0 © B
5 U L
La symétrie de la matrice Ta—tg induit que 876” t 6711\/? sont symétriques et que
g
oFg,\" _ oFk,
OL ou
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FIGURE 3.7 — Schéma du cas test d’arrachement d’une armature rigide

3.2.2.3 Exemple du cas test d’arrachement d’une armature rigide

Ce cas test a pour l'objectif 'étude numérique de l'arrachement d’une armature rigide en-
castrée dans un cylindre creux en utilisant le modeéle de zone cohésive de type Talon-Curnier
généralisé. La simulation numérique est basée sur I’hypothése que la fissure est toujours en mode

)
IT pure, ¢.e. seulement le saut tangentiel de déplacement est non-nul, donc HJ H = L. Le cas

test nous permet de valider la mise en place de la contrainte critique de cisaillement 7., ainsi la
relation entre la contrainte cohésive f; et le saut tangentiel de déplacement d; lors de I’évolution
de fissure cohésive.

Considérons un cylindre creux de longueur L, de rayon extérieur R, et de rayon intérieur
R;. I'. et I'; dénotent respectivement les surfaces extérieure et intérieur du cylindre creux. Une
armature rigide de section circulaire R; est encastrée en son centre. Le matériau du cylindre
creux admet le comportement élastique homogéne, isotrope caractérisé par le module Young F
et le coefficient de Poisson v. Concernant la loi cohésive, I'utilisateur devrait entrer les valeurs des
contraintes cohésives (0., T.) et la valeur critique du taux de restitution d’énergie G.. Selon les
calculs précédents, on devrait choisir également un coefficient de pénalisation r assez grand pour
assurer l'existence unique de la solution. Les valeurs numériques sont listées dans la table 4.1. Il
faudrait noter que ces données ne correspondent & aucun matériau en particulier. Du fait que le
fissure est toujours en mode II, i.e. cisaillement pur, la contrainte critique de traction o, ne joue
pas de role lors de la simulation. D’ailleurs, un chargement consiste a appliquer sur 'armature
rigide un déplacement Uje, ainsi qu'un déplacement nul sur le bord extérieur du cylindre I'.

En supposant que le probléme admet une solution axisymétrique, on peut restreindre notre

117



3.3. Effets de la contrainte non-uniforme

TABLE 3.2 — Données numériques du cas test d’arrachement
L(mm) Re(mm) R;(mm) E(MPa) v o.(MPa) 7.(MPa) G.(MPamm) r
10 5,9 0,5 100 0 100 25 20 100

étude & un domaine bidimensionnel rectangulaire €. Le chargement sur 'armature rigide est pris
en compte en appliquant le déplacement imposé U;e, sur tout le c6té I'; du domaine €2 ainsi
qu’un déplacement nul sur le co6té I'. pour prendre en compte ’encastrement du cylindre. Une
couche d’éléments cohésifs d’interface est posée le long de I';. Hors de cette couche, le domaine
Q) est maillé réguliérement avec l'interpolation quadratique. Afin de valider I'implémentation
numérique de la loi cohésive de type Talon-Curnier généralisée, on considére la relation entre le
saut tangentiel de déplacement et la composante tangentielle de contrainte cohésive & un point de
Gauss quelconque de la couche d’éléments cohésifs d’interface. Rappelons que la variable interne
scalaire x mesure la valeur actuelle maximale de la norme du saut de déplacement Hé” = 4;/p.
La simulation contient cinq étapes suivantes

o
e Chargement U; croissant et adhésion parfaite k = <=0

B

)
Chargement U, croissant et évolution de fissure Et > K

Chargement U; décroissant et décharge verticale de contrainte suivie du retour de §; a zéro

. . ¢
& contrainte nulle B <K

)
Chargement U; décroissant, contrainte nulle et §; devient négatif en respectant Bt‘ <K

0
Chargement U; décroissant, d; est négatif mais ‘Bt| > K, contrainte devient non nulle et

décroissant en temps.

Les étapes de simulation sont visualisées dans la figure 3.8.

3.3 Effets de la contrainte non-uniforme

Les effets du champ de contrainte non-uniforme sur l'initiation et la propagation de la fissure
au sein d’un milieu bidimensionnel sont étudiés par la simulation numérique dans cette section et
comparés avec les formulations analytique du chapitre 2. Le comportement homogéne, isotrope,
purement élastique du matériau est caractérisé par le module Young F = 2,07.10°MPa et le
coefficient de Poisson v = 0, 3. En effet, ces valeurs numériques sont les données élastiques de
I’acier utilisé dans plusieurs piéces industrielles. On suppose que la fissure est toujours en mode
I, ainsi seulement la partie normale du saut de déplacement [u,] = u-n n’est pas nulle, ou
n désigne le vecteur normal unitaire de la fissure. Ce matériau adopte a loi cohésive de type
Dugdale dans laquelle la relation entre la densité d’énergie surfacique de fissure @ et le saut
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FI1GURE 3.8 — Relation entre le saut tangentiel de déplacement et la composante tangentielle de
contrainte cohésive

normal de déplacement [u,] s’écrit comme suit

+00 si [u,] <0
O([un]) = < ocfun] s 0 < Ju,] < Ge/oe
G. si [un] > Gefoe

La contrainte critique et la valeur critique du taux de restitution d’énergie sont respectivement
données par l'utilisateur : G, = 100MPa.mm, o, = 1200MPa. Le rapport entre deux grandeurs
représente le saut critique de la fissure cohésive d. := G./o. ~ 0,08mm. A partir des données du
comportement élastique du matériau et de la loi cohésive, on en déduit la valeur de la longueur
caractéristique du matériau définie dans (2.11)

E
T —d ~ 5,95mm

de= —
8(1 —v?) o,

I1 nous faudrait générer un champ de contrainte (plane) non-uniforme au sein de la structure
pour initier et faire propager la fissure, soit en appliquant un chargement non-uniforme sur un
domaine régulier soit en créant une singularité de géométrie dans la structure. En choisissant
la premiére technique, on réalise la simulation sur un carré de c6té L = 400mm dans le plan
(e1,e2), dénoté par ABC'D = [—200, 200] x [—200, 200]. Notons que la dimension L du domaine
est éventuellement trés grande par rapport & la longueur caractéristique du matériau d.. Les
chargements non-uniformes sont appliqués sur les cotés opposés AB et C'D du carré pour que
les hypothéses de symétries suivantes soient satisfaites

119



3.3. Effets de la contrainte non-uniforme

e Le champ de contrainte ne contient pas de composante de cisaillement
e La fissure est toujours en mode I et se propage sur 'axe 9 = 0

Donc, on pourrait choisir a appliquer les forces linéiques non-uniformes paralléles a es le long
de AB et C'D. Par symétrie, une moitié du carré est considéré avec la condition de symétrie
imposée sur 'axe xo = 0. L’intensité de force linéique le long de AB est choisie comme suit

Fr = T(1)t = 2,06.10°—— exp [1 (”1)1 ¢ (3.29)
5V2m 2\5

ou t désigne le temps qui est considéré comme un paramétre de chargement et la fonction de

chargement 7 (x1) est une fonction gaussienne de I'abscisse x1, voir la figure 3.9. En conséquence,

092(t) est la seule composante non-nulle du champ de contrainte le long de 'axe z2 = 0.

104
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FI1GURE 3.9 — Fonction de chargement appliqué sur AB

La structure est maillée réguliérement avec interpolation quadratique et une couche d’élé-
ments cohésifs d’interface de trés faible épaisseur h — 0 est posée sur la ligne symétrique, i.e.
I’axe xo = 0. Figure 3.10 représente le maillage régulier de la structure avec une zone des éléments
cohésifs d’interface posée sur la ligne de symétrie.

En augmentant monotonement le chargement, ainsi le paramétre de chargement ¢, la simu-
lation suit la procédure d’évolution de fissure, de la phase purement élastique & l'initiation et la
propagation de la fissure.

3.3.1 Branche élastique

Pour cette branche, les éléments cohésifs d’interface ne sont pas encore actifs et la simulation
purement élastique nous donne la distribution de la composante 0512(;101) du champ de contrainte
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FIGURE 3.10 — Maillage régulier de la structure avec une zone des éléments cohésifs d’interface
posée sur la ligne de symétrie

le long de 'axe z2 = 0 correspondant a ¢t = 1. Cette fonction de z; maximise a 'origine 1 = 0.
Dans un petit voisinage de l'origine O, par exemple z1 € [—25,25](mm), la distribution de
contrainte peut étre approximée par une fonction quadratique suivante

1 1 a?
ohten) =) (1- 75 )

ou ¢ désigne la longueur caractéristique liée au gradient du champ de contrainte. Dans cette
simulation, 6$5(0) ~ 1,2.103MPa et ¢ ~ 175mm. Notons que la valeur numérique de ¢ est
beaucoup plus grande que la longueur caractéristique du matériau d.. La distribution du champ
de contrainte et la fonction quadratique approximative sont représentée dans la figure 3.11. Par
la linéarité du probléme élastique, cela induit la distribution o$h(¢)(x1) & Uinstant ¢ > 0 avant
I'initiation de fissure oSy (t)(z1) = tosy(21). On peut calculer Pinstant critique . correspondant
a l'initiation de fissure cohésive & 'origine lorsque la contrainte normale & ce point atteint o,

Oc
a55(0)

Au dela du chargement t., la structure bidimensionnelle contient une fissure horizontale centrée
dans un voisinage de l'origine O.

te =

3.3.2 Branche purement cohésive

Considérons une fissure purement cohésive de longueur 2a & l'instant ¢t > t.. La simulation
avec Code_ Aster nous permet d’étudier I’évolution de la longueur et 'ouverture de fissure au
cours du temps. Afin de faciliter la comparaison avec le résultat analytique présenté dans (2.27),
on trace dans la figure 3.12 la relation entre la demi-longueur de la fissure a et la grandeur sans
dimension /1 — t¢/t. Cette relation affine est parfaitement cohérente avec le résultat analytique.
En plus, en étudiant la pente de cette droite, on retrouve la valeur numérique de la longueur
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F1GURE 3.11 — Distribution de la contrainte normale le long de I'axe zo = 0 et la fonction
quadratique approximative

caractéristique liée au gradient de contrainte £ ~ 175mm que ’on a obtenue lors de la simulation
élastique.

Apres avoir calculé numériquement la valeur de la longueur caractéristique et 1’évolution de
la longueur de fissure, on a tous les ingrédients pour construire la formulation analytique du saut
de déplacement normal le long de la fissure a chaque instant ¢ comme suit (voir I’équation (2.30))

o 22 \*/?
fu(tel(en) = 50 = A 5al0) (£ -1) (1- k) (3.30)

Il faut remarquer que la formulation du saut de déplacement le long de la fissure purement
cohésive ne dépend que des paramétres du comportement élastique, du chargement ¢ et de la
contrainte critique o., mais pas de la valeur de G, (ou de maniére équivalente, de ). Autrement
dit, le choix de la valeur de G, n’influence pas notre analyse numérique lorsque la fissure est
purement cohésive. La simulation avec Code Aster nous donne I’évolution de profil du saut de
déplacement normal le long de la fissure cohésive au cours du temps. La figure 3.13 montre quatre
profils du saut de déplacement le long de la fissure correspondant a quatre instants choisis donnés
par la simulation avec Code_Aster en comparant avec la solution analytique (3.30). Donc, les
résultats concernant 1’évolution de la longueur et du saut de déplacement normal de la fissure
purement cohésive sont bien vérifiés. Evidemment, cette solution est valable jusqu’a ce que le
saut de déplacement normal au centre de la fissure atteint la valeur critique cohésive 9.
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FIGURE 3.12 — Evolution de la longueur de la fissure

3.3.3 Branche partiellement non cohésive

Lorsque le saut de déplacement normal au centre de la fissure atteint d., le paramétre de
chargement ¢ vaut ¢; et la partie non cohésive s’initie a ’origine O. Néanmoins, la simulation ne
peut pas étre convergente dés ’apparition de la partie non-cohésive, i.e. dés le début de la branche
partiellement non-cohésive, méme si le pilotage du chargement présenté dans l'introduction est
mis en place. Cela vient du fait que la longueur et le saut de déplacement normal devraient sauter
brutalement & cet instant. Cette évolution discontinue de la fissure a été discutée dans le chapitre
2 des calculs analytiques. En effet, le snap-back de la courbe mi-longueur de la fissure-paramétre
de chargement a(t) et le principe d’irréversibilité conduit & un saut brutal de a a l'instant ¢; (voir
la remarque 16 du chapitre 2).

3.4 Conclusion du chapitre

On a abordé dans ce chapitre la partie numérique de la thése. D’une part, la simulation nu-
mérique utilisant le modéle de zone cohésive sur une structure bidimensionnelle élastique soumise
& un chargement non uniforme nous permet de valider des résultats analytiques présentés dans
le chapitre 2. Les évolutions de la longueur et I’ouverture de la fissure sous l'effet du gradient
du champ de contrainte pendant la phase purement cohésive, ol toute la fissure est soumise
& des forces cohésives, calculées numériquement sont parfaitement cohérentes avec les courbes
analytiques. Néanmoins, lorsque 1'ouverture au centre de la fissure atteint la valeur critique d., la
zone non cohésive apparait et la longueur de la fissure devrait sauter brutalement & cet instant.
Le saut brutal conduit a la non-convergence inévitable de la simulation numérique. D’autre part,
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FI1GURE 3.13 — Profils du saut de déplacement le long de la fissure correspondant a quatre instants
choisis donnés par la simulation avec Code Aster en comparant avec la solution analytique

I'implémentation du critére d’initiation de fissure cohésive sous le forme d’une courbe cohésive in-
trinséque dans le post-traitement élastoplastique nous aide & identifier la position du site d’amor-
cage au sein des différentes structures. Les simulations utilisant ce post-traitement montrent des
effets importants de la structure et la triaxialité du champ de contrainte sur 'amorgage de la
fissure. De plus, la propagation de la fissure cohésive en mode mixte est simulée numériquement
grace aux formulations énergétiques de Talon-Curnier généralisées dans ce chapitre en prenant
en compte le couplage entre deux modes de fissuration. L’utilisation des formulations dans le
code d’élément fini est visualisée par une simulation d’arrachement d’une armature rigide. En
utilisant des éléments du modéle cohésif présentée dans ce chapitre, on considéra dans le chapitre
suivant un cas d’application industrielle concernant 1’évolution de la fissure dans une structure
tridimensionnelle MU-3. Des résultats numériques prometteurs et avantageux en comparant avec
des essais expérimentaux nous permettent d’obtenir une vision plus concréte de 'utilisation du
modéle cohésif dans 'ingénierie.
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Cas d’application industriel
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Objectifs du chapitre

L’objectif de ce chapitre est d’étudier expérimentalement et numériquement 1’évolution en
régime ductile de la fissure au sein d’une structure industrielle de grandes dimensions. Le maté-
riau pour ces études est un acier ferritique faiblement allié. La structure se présente sous la forme
d’un trongon de tuyauterie revétue d’alliage d’acier inoxydable. Dans une premiére phase, des
essais expérimentaux sur de différentes éprouvettes normalisées sont mis en ceuvre a la tempéra-
ture ambiante afin d’identifier les paramétres du matériau. Ensuite, ’essai de flexion 4 point est
réalisé sur la maquette de grandes dimensions. Dans une seconde phase, les analyses numériques
se basant sur le modéle de zone cohésive sont réalisés afin de s’approcher de la réponse globale
force appliquée-ouverture de fissure donnée par ’essai expérimental. Dans ce chapitre, on pré-
sente rapidement des résultats principaux les essais expérimentaux et on détaille la simulation
numérique avec ’approche cohésive. Les évolutions de la fissure et de la zone plastifiée sont étu-
diées en se comparant avec les résultats expérimentaux sur la maquette de grandes dimensions
en déchirure ductile.
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4.1 Introduction

La justification de la bonne tenue mécanique des structures industrielles requiert la connais-
sance solide des propriétés mécaniques des matériaux considérés. Ces propriétés sont habituelle-
ment obtenues & partir d’essais mécaniques sur des éprouvettes de la mécanique de la rupture
normalisées de petites dimensions garantissant généralement le conservatisme de ces données
(les données les plus pénalisantes étant obtenues sur les éprouvettes de petites dimensions).
La transposition des propriétés mécaniques mesurées sur éprouvettes aux structures («trans-
férabilité éprouvettes — structures») est un probléme récurrent et générique, quelque soit le
mode de rupture considéré (clivage, transition clivage — ductile, ductile). Les différences de
comportement observées entre éprouvettes et structures sont généralement attribuées a divers
facteurs tels que la taille et géométrie des éprouvettes, la nature du chargement (flexion, trac-
tion, etc.), la niveau de triaxialité et le domaine de température considéré. Des modéles nu-
meériques micro-mécaniques ont été développés et implantés dans divers codes d’élément fini
pour rendre compte de ces effets, en clivage présentés dans les travaux de [Beremin et al., 1983;
Bordet et al., 2006; Gao et al., 1999] et en déchirure ductile étudiés dans [Rousselier, 1986;
Gurson, 1977; Needleman et Tvergaard, 1984]. Néanmoins, I'utilisation des modéles pour simuler
I’évolution de fissure au sein des grandes structures présente des difficultés importantes. D’une
part, la plupart de ces modéles ne permettent pas de mener a terme la simulation dans laquelle la
longueur de la fissure est assez grande et la non-linéarité géométrique est non négligeable. D’autre
part, la mise en place des modéles numériques micro-mécaniques nécessite 'identification d’un
grand nombre de paramétres et une construction de maillage trés délicate. Par ailleurs, le mo-
déle de zone cohésive, s’appuyant sur le comportement & 1’échelle macroscopique du matériau,
présente des avantages remarquables en fiabilité et en robustesse des calculs numériques, ce qui
nous permet d’obtenir des résultats prometteurs en comparant avec des essais expérimentaux.

Un effort important a été engagé ces derniéres années & EDF sur la thématique «transféra-
bilité» dans le domaine de la déchirure ductile, s’appuyant sur une contribution expérimentale
significative sur des éprouvettes normalisées et des structures de grandes dimensions, et égale-
ment les simulations numériques correspondantes. Ce travail, basé sur le modéle cohésif, a été
mené dans le cadre du projet européen STYLE (essai de déchirure ductile sur une tuyauterie de
grandes dimensions). L acier retenu pour ces études est 'acier ferritique faiblement allié. En com-
parant avec des essais sur les éprouvettes normalisées, des simulations numériques permettent
d’identifier les données intrinséques du matériau élastoplastique, dont le module Young, la limite
d’élasticité, la courbe de traction élastoplastique, et également de différents paramétres des mo-
déles de fissuration, dont la contrainte critique et I’énergie surfacique de fissure du modéle de
zone cohésive. Ensuite, la simulation numérique utilisant les paramétres identifiés et les éléments
cohésifs d’interface est mise en place pour étudier 1’évolution de fissure au sein de la struc-
ture industrielle. Le chapitre exploite 1'utilisation du modéle de zone cohésive implémenté dans
Code Aster dans ce cas concret, ce qui permet de simuler les différentes phases de propagation
de fissure au sein de la structure de comportement élastoplastique. On considére aussi I’évolution
de la zone plastifiée de la structure et les influences de cette zone sur la fissure. Les avantages
mais également les challenges du modéle en pratique d’ingénierie sont discutés. A partir de ces
différents points de vue, des améliorations de 'utilisation du modéle pour les études de déchirure
ductile sont proposées.
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Le chapitre est présenté de la facon suivante. Dans la premiére partie, des essais expéri-
mentaux réalisés au sein du département MMC-EDF (voir [Roirand et al., 2014]) sont exposés
rapidement. Des données du matériaux, I'installation des dispositifs expérimentaux et également
la réponse globale force appliquée- ouverture de la fissure obtenue par ’expérimentateur sont
présentées. La partie suivante du chapitre est consacrée a notre étude numérique, en utilisant le
modéle de zone cohésive. Des résultats numériques sont comparés & avec la courbe expérimentale
tout le long du chapitre.

4.2 Essais expérimentaux

4.2.1 Description de la maquette de grandes dimensions

Dans le cadre du projet STYLE, une tuyauterie revétue en acier ferritique faiblement allié
est utilisée. La présence d’une couche de revétement inoxydable en paroi interne de la tuyauterie,
qui assure une protection de 'acier ferritique contre la corrosion, modifie significativement le
comportement de la piéce dans les premiers millimétres de 1’épaisseur de la tuyauterie, i.e. dans
la zone affectée thermiquement gérée lors du dépot du revétement. Ce trongon est représentatif
des tuyauteries de la ligne d’expansion du pressuriseur des réacteurs PWR Allemands. Le tableau
4.1 montre 'analyse chimique de 'acier du trongon utilisé dans notre étude. Lors de les essais
expérimentaux réalisés par MMC-EDF, la maquette MU-3 contient le trongon revétu et deux
cylindres d’extension en acier ferritique. Les dimensions de la maquette sont données dans la
figure 4.1.

TABLE 4.1 — Analyse chimique de ’acier du trongon
C S P Si Mn Cr Ni Mo V Cu Al

Y%masse 0,19 0,003 0,006 0,26 1,63 0,1 093 051 \ 0,13 0,02

4.2.2 Installation de P’essai de flexion 4 points

La maquette comporte un défaut semi-elliptique circonférentiel débouchant situé sur la sur-
face interne revétue (cf. figure 4.2). En mettant place la maquette dans l’essai de flexion 4 point
4 la température ambiante, I’expérimentateur fait propager la fissure de maniére ductile radia-
lement dans une premiére phase jusqu’au percement du tuyau puis circonférentiellement dans
une seconde phase. L’installation de I'essai de flexion 4 points sur la maquette est montrée dans
la figure 4.2. Les supports sont encastrés et le déplacement monotone des vérins est imposé au
cours d’essai. Un capteur de force est posé sur une extrémité du vérin. L’expérimentateur installe
une série de jauges de déplacement sur la surface intérieure du tuyau afin de mesurer 'ouverture
de la fissure en supposant que la fissure est toujours en mode I et se propage toujours dans le
méme plan. La figure 4.2 montre également 1’évolution du défaut au sein du tuyau revétu.
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FIGURE 4.1 — Maquette MU-3 avec son troncon central revétu en paroi interne

4.2.3 Reéponse globale de la maquette

La réponse globale force appliquée (mesurée par le capteur a 'extrémité du vérin) - ouverture
de fissure (mesurée par le capteur au point débouchant a l'intérieur du tuyau, cf. figure 4.2) est
montrée dans la figure 4.3. On observe que dans une premiére phase, méme si la fissure se propage
radialement, le comportement élastique linéaire de la structure hors de la fissure domine et la
réponse globale est quasi-linéaire. Dans une deuxiéme phase, la réponse globale devient durcis-
sante. Ceci est du a l'effet de ’écrouissage plastique du matériau. Lorsque ’avancement radial
de la fissure au sein de la structure est assez importante, la réponse globale de la maquette MU-3
est adoucissante, i.e. la force appliquée aux vérins diminue tandis que le déplacement imposé des
vérins et 'ouverture de fissure continuent & augmenter. Cette phase se termine lorsque le fond de
la fissure atteint le bord du ligament du tuyau, et puis la fissure se propage circonférentiellement
dans la paroi du trongon. Cette phase correspond au plateau quasi-horizontal dans la courbe
force appliquée-ouverture de fissure, ainsi la force appliquée aux vérin varie assez peu lors de la
phase de propagation circonférentielle de fissure. L’essai s’arréte au moment ot la fissure se pro-
page brutalement, i.e. la force mesurée par le capteur a 'extrémité du vérin chute brutalement
lorsque 'on continue & augmenter le déplacement imposé des vérins.

Cet essai de flexion 4 points réalisé sur la maquette de grandes dimensions MU-3 impose de
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FIGURE 4.2 — Installation de I'essai de flexion 4 points sur la maquette et évolution du défaut
au sein du tuyau

grands challenges pour la simulation numérique. D’une part, du fait que la longueur et ’ouverture
de la fissure sont trés importantes (i.e. au dela de quelques millimétre) dans la structure tridi-
mensionnelle, certains modéles de fissuration micromécaniques ont beaucoup de difficultés pour
mener & terme la simulation et leurs résultats sur la réponse globale force appliquée-ouverture de
fissure ne sont pas satisfaisants. D’autre part, le passage de la propagation radiale a la propaga-
tion circonférentielle de fissure induit certaines instabilités, i.e. la fissure se propage brutalement
& certains points. Par conséquent, la mise en ceuvre de la technique de pilotage que 1'on a consi-
dérée dans le chapitre précédent est trés délicate et nécessite beaucoup d’attention pour assurer
la convergence de simulation. En plus, le role de la plasticité est non-négligeable dans cet essai
de déchirure ductile. En prenant conscience de toutes ces difficultés, on obtient dans la section
suivante du chapitre des résultats encourageants du modéle de zone cohésive pour la simulation
sur la maquette.
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FIGURE 4.3 — Réponse globale force appliquée-ouverture de fissure au cours d’essai

4.3 Simulation numérique utilisant le modéle de zone cohésive

4.3.1 Maillage avec éléments cohésifs d’interface

Par symétrie, on met en place dans la simulation seulement un quart du tuyau en utilisant le
modeéle tridimensionnel dans notre simulation. Hors de la fissure, la structure élastoplastique est
maillée réguliérement avec 'interpolation quadratique. Afin de simuler I’évolution de la fissure
au sein de la structure, une seule couche de trés petite épaisseur d’éléments cohésifs d’interface
est posée sur le plan de propagation potentiel de fissure. L’utilisation des éléments cohésifs
d’interfaces est considérée dans le chapitre 3. L’épaisseur de la couche cohésive dans ce cas
concret est choisi de 0,3 mm. Le maillage de cette couche d’éléments d’interface, ainsi de la
partie volumique dans son voisinage, doit étre trés fin pour représenter correctement 1’évolution
de la zone cohésive. La figure 4.4 montre le maillage du quart de la maquette avec la couche
d’éléments cohésifs d’interface. Par convention de simulation numérique, ’axe du cylindre est
coincide a I'axe Z et le chargement est selon 'axe Y.

4.3.2 Mise en ceuvre de la simulation numérique

Du fait que la fissure est toujours en mode I, & c6té des données du comportement élasto-
plastique (module Young FE, coefficient de Poisson v, limite d’élasticité o,, courbe contrainte-
déformation élastoplastique), deux parameétres du modeéle de zone cohésive doivent étre fournis
par 'utilisateur : contrainte critique cohésive o, et ’énergie surfacique de fissuration G.. Dans la
pratique, les données du comportement élastoplastique sont identifiées grace aux résultats expé-
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oL

FIGURE 4.4 — Maillage de la maquette MU3 avec la couche d’éléments cohésifs d’interface

rimentaux de traction simple et sur des éprouvettes normalisées AE et CT. Ces essais permettent
également d’estimer approximativement les valeurs du couple (0., G.) du modéle de zone cohé-
sive. La simulation est réalisée en utilisant plusieurs couples de valeurs (0., G.) pour l'objectif
de suivre au mieux la réponse globale sur la maquette MU-3 donnée par 'essai expérimental.

Lors de notre simulation numérique sur la maquette MU-3, la partie volumique de la structure
hors de la fissure est modélisée avec le comportement de plasticité de Von-Mises. La loi cohésive
de type trapéze est utilisée afin de simuler la déchirure ductile de la maquette. La relation entre
la contrainte normale cohésive et 'ouverture de fissure en mode I de cette loi est présentée dans
la figure 4.5. L’aire sous la courbe est G,.. Par ailleurs, le pilotage en ouverture de fissure au
point débouchant & 'intérieur du tuyau est mis en place lors de la simulation de fissure. Plus de
détails de la technique de pilotage ont été présentés dans le chapitre 3.

Pendant la simulation de la déchirure ductile, I’apparition de déformations importantes est
inévitable et ’hypothése de petites perturbations n’est plus pertinente. Notre simulation consiste
a approximer les formulations de grandes déformations par la réactualisation de la géométrie du
probléme au cours des itérations de Newton (et non a la fin de chaque pas de temps). Ceci
signifie que toutes les quantités intervenant dans les équations du probléme sont évaluées sur la
configuration actuelle.

4.3.3 Résultats de la simulation numérique

On présente des résultats numériques concernant la propagation radiale, puis circonférentielle
de la fissure pour le couple de valeurs suivantes du modéle de zone cohésive : o, = 1800MPa,
G. = 300MPa.mm. Ces valeurs sont estimées grace aux essais expérimentaux et aux simulations
numériques sur les éprouvettes normalisées AE et CT. Les résultats numériques sont comparés
a l'essai expérimental. L’évolution du fond de la fissure et de la zone plastifiée dans la structure
est mise en évidence.
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FIGURE 4.5 — Loi cohésive de type trapéze

4.3.3.1 Propagation radiale de la fissure

La figure 4.6 nous montre une visualisation du champ de déplacement selon Y a un instant
choisi de l'essai de flexion 4 points. Cet instant correspond & l'ouverture de 10 mm du point
débouchant a l'intérieur du tuyau. Le déplacement selon Y est évidemment négatif dans la zone
entre deux supports et positif hors de cette zone. Par ailleurs, la zone supérieure du tuyau est en
compression et la zone inférieure du tuyau est en traction. Cette traction fait propager la fissure
au sein de la maquette tridimensionnelle. Le fond de la fissure correspondant & ’ouverture de
10 mm du point débouchant a lintérieur du tuyau est également montré dans la figure 4.6.
Le modéle de zone cohésive montre son avantage en nous permettant d’étudier ’évolution de
la fissure avec la surface de discontinuité. Une striction avec une déformation importante est
observée dans la section de la fissure.

Afin de mieux appréhender la propagation de la fissure au sein de la structure, on devrait
étudier I’évolution de la couche d’éléments cohésifs qui lie les lévres de la fissure. Cette couche,
adoptant la loi cohésive de type trapéze, s’ouvre et se propage au fur et & mesure du chargement.
La figure 4.7 nous montre le profil de cette couche déformée correspondant a trois instants choisis
(autrement dit, trois valeurs de I'ouverture de fissure au point débouchant a l'intérieur du tuyau)
pendant la propagation radiale de la fissure. Le profil de cette couche respecte la condition de
continuité du saut de déplacement et également la condition de non-singularité en pointe de
la fissure (reliée a la dérivée du saut de déplacement normal en Y & ce point). On remarque
qu’une large zone du fond de la fissure est quasi-paralléle au bord extérieur du tuyau et cette
zone pourrait s’ouvrir quasi-instantanément si on continue & augmenter le chargement & la fin
de phase de propagation radiale. Ce phénoméne complexifie la convergence de la simulation lors
du passage de la propagation radiale & la propagation circonférentielle de fissure.

Dans notre analyse de déchirure ductile, 'effet de la plasticité joue un role fondamental. En
effet, pendant toute la phase de propagation de fissure, le voisinage de la fissure est plastifiée.
En plus, la zone inférieure du tuyau est plastifiée en traction mais la zone supérieure du tuyau
est plastifiée en compression. L’évolution de la configuration des zones élastiques-plastifiées est
étudiée grace a une variable d’indicateur qui vaut 0 pour la zone élastique et 1 pour la zone
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FI1GURE 4.6 — Champ de déplacement selon Y et fond de fissure au sein de la structure dans la
phase de propagation radiale

plastifiée (cf. figure 4.8). Par ailleurs, une forte concentration de plasticité est observée dans le
ligament devant le fond de la fissure. La figure 4.8 montre le champ de déformation plastique
cumulée dans un voisinage de la fissure correspondant a I'ouverture de fissure de 10,2 mm du
point débouchant a I'intérieur du tuyau. A cet instant, la déformation plastique cumulée devant
le fond de fissure atteint la valeur de 200% qui est beaucoup plus grande que dans d’autres zones.

La comparaison des réponses globales de 'essai expérimental et la simulation utilisant le mo-
deéle cohésif avec un couple (o, G.) choisi est présentée dans la figure 4.9. On obtient des résultats
encourageants dans la premiére phase quasi-linéaire et la phase durcissante de la réponse globale,
malgré la sous-estimation de valeur maximale de la force appliquée. La phase adoucissante de la
réponse globale lorsque la longueur de la fissure est importante est également captée. Le calcul
confirme notre analyse sur la difficulté de convergence quand la fissure touche le bord extérieur
du tuyau, d.e. lors du passage de la propagation radiale a la propagation circonférentielle de
fissure. Certaines stratégies pourraient étre mises en place pour suivre ’évolution de la fissure
en propagation circonférentielle : introduction d’éléments plus «souples» au bord extérieur du
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ligament, utilisation d’autres techniques de pilotage, utilisation de la matrice sécante a la place
de la matrice tangente dans ’algorithme de Newton, etc.

4.3.3.2 Propagation circonférentielle de la fissure

La difficulté de la convergence en phase de propagation circonférentielle de la fissure est
surmontée grace a la technique des matrices sécantes de I'algorithme Newton. Par conséquent,
on peut mener a terme la simulation de I’évolution de la fissure dans la structure de grandes
dimensions avec des résultats prometteurs. La figure 4.10 nous montre le tuyau percé et la fissure
propageant circonférentiellement. La striction du ligament peut étre observée clairement.

La figure 4.11 nous permet de mettre en lumiére ’évolution de la couche d’éléments cohé-
sifs déformée liant les lévres de la fissure dans la phase de propagation circonférentielle. Ceci
montre la fin de la phase de propagation radiale de la fissure, ensuite deux instants de 1’évolution
circonférentielle de la fissure dans la structure.

Finalement, on compare la réponse globale force appliquée - ouverture de fissure sur toute la
simulation avec l'essai expérimental (cf. figure 4.12). L’accord entre les résultats numérique et
expérimental est remarquable. En particulier, le plateau horizontal aprés la partie adoucissante
de la courbe de réponse globale est bien obtenu pour une ouverture du point débouchant &
Iintérieur du tuyau supérieure & 11,2 mm. On remarque que la propagation circonférentielle
commence lorsque 'ouverture du point débouchant a l'intérieur du tuyau est de 10,3 mm. Ceci
est un peu avant le début du plateau sur la courbe de réponse globale. Un recalage des paramétres
cohésifs (0., G.) pourrait donner de meilleurs résultats numériques en comparant avec la courbe
expérimentale. Par ailleurs, I'utilisation d’une cinématique en grandes déformations est envisagée
pour mieux capter le pic de la contrainte appliquée.

4.4 Conclusion du chapitre

On a présenté dans ce chapitre des résultats de simulation numériques utilisant le modéle
de zone cohésive pour le probléme de I’évolution de fissure au sein d’une structure industrielle
de grandes dimensions. Le principal 'objectif du travail est de se rapprocher au mieux de la
réponse globale expérimentale force appliquée - ouverture de fissure. Le modéle de zone cohésive
est un trés bon candidat pour ce type de simulation au niveau de simplification d’utilisation, de
robustesse et de fiabilité, sachant que la fissure est toujours en mode I et le chemin de fissure est
connu a priori. En effet, la mise en place des éléments cohésifs d’interface sur le trajet potentiel
de fissuration est trés facile a réaliser et ne nécessite pas de refaire le maillage de la partie non
fissurée. En plus, seulement deux parameétres cohésifs (0., G.) sont a identifier grace aux calculs
sur des éprouvettes normalisées, avant d’étre mis en ceuvre dans la simulation sur la structure de
grandes dimensions. La courbe de réponse globale obtenue dans la simulation utilisant le modéle
de zone cohésive suit de maniére trés satisfaisante la courbe expérimentale lors de la propagation
de la fissure au sein de la maquette. Les phases quasi-linéaire, durcissante, puis adoucissante et
finalement le plateau horizontal de la réponse globale sont trés bien captées, malgré une sous-
estimation de la force appliquée maximale. La concentration de la déformation plastique dans la
partie devant le fond de la fissure est mise en lumiére grace a la simulation numérique. Ce champ
de déformation influence de maniére importante la propagation de la fissure.
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Par ailleurs, on a rencontré la difficulté de convergence de calcul lors du passage de la pro-
pagation radiale & la propagation circonférentielle de la fissure, i.e. quand le fond de la fissure
touche le bord extérieur du tuyau. Cette difficulté est due au fait que, quand la fissure s’approche
du bord extérieur du tuyau, le fond de la fissure est quasi-paralléle & ce bord et une trés large
zone pourrait s’ouvrir quasi-instantanément si on continue & augmenter le chargement. En plus,
I'approximation de la grande déformation par la réactualisation géométrique pourraient présenter
des limites, du fait que la déformation plastique cumulée peut atteint la valeur de 200%. Afin de
mener a terme la simulation utilisant le modéle cohésif, différentes stratégies doivent étre mises
en place. En utilisant la matrice sécante a la place de la matrice tangente dans ’algorithme de
Newton, la propagation circonférentielle de la fissure dans la structure peut étre mise en évi-
dence numériquement. Le résultat numérique est trés prometteur et on a bien obtenu le plateau
horizontal de la réponse globale force appliquée - ouverture de la fissure. Ainsi, la simulation nu-
mérique utilisant le modéle cohésif nous permet d’obtenir toutes les phases de la réponse globale
(quasi-linéaire, durcissante, adoucissante, puis plateau horizontal) de maniére satisfaisante.

D’autres valeurs du couple (o, G.) peuvent étre envisagées afin de suivre mieux la courbe
expérimentale. En plus, on pourrait mettre en place dans notre simulation des modélisations
numériques de grandes déformations et comparer avec le résultat de ce chapitre. La loi cohésive
de type trapéze a été utilisée dans la simulation en supposant que la fissure est toujours en mode
I pur. D’autres types de loi cohésive, en particulier la loi cohésive en mode mixte développée et
présentée dans le chapitre précédent, peuvent nous fournir de meilleurs résultats numériques.

On peut envisager également de comparer les résultats numériques encourageants utilisant le
modeéle cohésif avec d’autres modéles d’endommagement micro-mécaniques proposés par diffé-
rents équipes de recherche. L’objectif est d’améliorer notre approche pour proposer a I'ingénierie
un modéle de fissuration ductile facile a utiliser et qui donne des résultats de simulation fiables.
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FIGURE 4.7 — Evolution de la couche d’éléments cohésifs déformée dans la phase de propagation
radiale de fissure
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FIGURE 4.8 — Configuration des zones élastiques (bleues)-plastifiées (rouges) et le champ de
déformation plastique cumulée
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FIGURE 4.9 — Réponse globale force appliquée - ouverture de fissure au cours de la simulation
en comparant avec l'essai expérimental

FIGURE 4.10 — Fissure au sein de la structure dans la phase de propagation circonférentielle (la
couleur correspond au déplacement selon Y, cf. figure 4.6)
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FIGURE 4.11 — Evolution de la couche d’éléments cohésifs déformée dans la phase de propagation
circonférentielle de fissure
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FIGURE 4.12 — Réponse globale force appliquée - ouverture de fissure au cours de la simulation
en comparant avec l'essai expérimental
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Conclusion et Perspectives

Le travail de thése a porté sur des analyses analytiques et numériques des effets de la plasticité
et du gradient du champ de contrainte sur l'initiation et la propagation de fissure cohésive.
D’une part, a travers les calculs analytiques variationnels en prenant en compte la dissipation
d’énergie par la plasticité et I’énergie surfacique de fissure cohésive, également des simulations
numériques sur 1’évolution de fissure au sein des structures élastoplastiques, on peut étudier le
couplage entre la fissuration et la plasticité. D’autre part, on montre dans le manuscrit les effets
particuliérement importants de la non-uniformité du champ de contrainte sur la nucléation de
la fissure. En introduisant les longueurs caractéristiques associées au gradient de contrainte et
au comportement du matériau, I’approche & deux échelles et ’analyse complexe sont mises en
ceuvre pour le but d’exprimer analytiquement les étapes d’évolution de fissure. On résume dans
ce chapitre des résultats principaux et contributions originales de la thése avant d’ouvrir les
perspectives de travail possible.

Fissure cohésive couplée avec la plasticité

Le couplage entre la plasticité et la fissuration dans des études de rupture ductile est un enjeu
essentiel dans I'industrie. La premiére partie de la thése a pour but de contribuer une modélisation
fiable de I’évolution de la fissure au sein des structure de comportement élastoplastique, d’étudier
des effets associés de la triaxialité de contrainte, de la géométrie, de la déformation plastique et
d’implémenter dans le code d’élément fini. Les deux critéres de plasticité et d’amorgage cohésif en
contrainte dans le cas unidimensionnel, puis le cas et tridimensionnel, sont mis en comparaison
en utilisant ’approche variationnelle

(i) Barre 1D élastoplastique en traction : les critéres de plasticité et de cohésif sont donc
caractérisés respectivement par les valeurs scalaires critiques o, et o.. En supposant que
o. > o0y, la réponse globale élastique de la barre est suivie de la phase élastoplastique
lorsque la contrainte homogéne dans la barre F'/S > o, puis la fissure cohésive s’initie dés
que F'/S atteint la valeur critique o.. Les équations d’équilibre, les critéres de plasticité
et de cohésif sont déduits a partir de la condition de stabilité locale d’énergie d’ordre 1.
En utilisant la condition de stabilité locale d’énergie d’ordre 2, on a montré que la réponse
globale au seuil cohésif est toujours instable si la force est imposée a l'extrémité de la
barre. Néanmoins dans le cas du déplacement imposé, 'instabilité de la réponse globale
de la barre dépend de leffet d’échelle, i.e. le rapport entre la longueur de la barre L et
une longueur critique L.. En effet, si L < L. la réponse est stable et la fissure cohésive
évolue progressivement, dans le cas contraire ou L > L. la solution au seuil cohésif est
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instable et la contrainte dans la barre chute brutalement. En plus, on a montré que cette
longueur critique L. dépend seulement du module Young du matériau et la densité d’énergie
surfacique cohésive, mais pas du module d’écrouissage. La plasticité n’influence donc pas
la stabilité de fissure cohésive dans le cas unidimensionnel.

(17) Structure multidimensionnelle : les formulations énergétiques sont généralisées dans
le cas multidimensionnel. On met en comparaison les critéres de plasticité et de cohésif
étant les courbes dans le plan des contraintes de Mohr. La fissure cohésive s’initie dés que
le cercle de Mohr du champ de contrainte est tangentielle a la courbe cohésive intrinséque.
En supposant que la derniére est une propriété intrinséque du matériau qui ne dépend pas
du champ de déformation élastoplastique, ’effet de triaxialité de contrainte sur 'amorcgage
de fissure apparait évidemment. L’implémentation de la courbe cohésive intrinséque dans
les simulations numériques sur les structures multidimensionnelles nous permet d’identifier
la position du site d’amorcage de fissure. Par ailleurs, on considére numériquement dans le
chapitre 3 la propagation de fissure cohésive en mode mixte dans le cadre de la méthode de
lagrangien augmenté. Les résultats utilisant la loi cohésive de type Talon-Curnier [Talon
et Curnier, 2003] présentés dans [Lorentz, 2008| sont généralisés en mettant place deux
contraintes critiques distinguées (o, 7¢).

Malgré des difficultés et limitations concernant 1’étude analytique de stabilité locale d’énergie
(d’ordre 2) de la solution multidimensionnelle et le chemin de la fissure, le modéle cohésif prenant
en compte la plasticité présente de premiers résultats prometteurs dans certains cas particuliers.
Ces résultats sont basés sur les formulations analytiques solides et peut étre utilisés ultérieure-
ment dans 'ingénierie. Le développement et I'implémentation du modéle cohésif en mode mixte
de fissuration est présenté dans le chapitre 3. Le critére d’amorcage cohésif sous la forme une
courbe cohésive intrinséque des contrainte et les formulations énergétiques de lagrangien aug-
menté sont détaillés. Cette modélisation numeérique généralise des travaux de [Lorentz, 2008]. Un
cas d’application industriel sur une maquette de grandes dimensions est présenté et discuté dans
le chapitre 4 de la thése. On montre dans le dernier la capacité remarquable du modéle cohésif
pour simuler un probléme industriel complexe de maniére satisfaisante.

Effets du gradient de contrainte

Une des contributions majeures du modéle cohésif est d’expliquer le phénoméne de nucléation
de la fissure en mode I au sein d’une structure saine. En effet, on a montré que la fissure peur étre
initiée avec un chargement fini. Une partie importante de la thése est consacrée a 1’étude des effets
essentiels du gradient du champ de contrainte sur la nucléation de fissure, de I'initiation de fissure
cohésive a Iapparition de fissure «macroscopiquey». Une vue panoramique et également détaillée
analytiquement du probléme de fissure au centre d’un milieu bidimensionnel infini élastique est
présenté

(i) Fissure cohésive de type Dugdale : en utilisant 'approche a deux échelles et 'analyse
complexe dans le cadre de I'hypothése cohésive de Dugdale, ’évolution de la fissure a
partir de la structure saine est étudiée analytiquement, de la branche élastique a la branche
purement cohésive, puis la branche partiellement non-cohésive. On a montré que la solution
est progressive pendant les deux premiére branches mais discontinue dés que la zone non
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cohésive apparait au centre de fissure, ainsi la longueur de fissure saute brutalement du fait
que la derniére branche contient un snap-back sous la forme d’une boucle. Cette boucle
peut étre observable et joue un role essentiel lors de I’étude de sensibilité & 'imperfection
préexistante dans la structure. Par ailleurs, apres le saut brutal de la longueur de la fissure,
la taille de la zone cohésive deviens trés petite devant la longueur totale de fissure et la
réponse globale de la structure fissurée tend asymptotiquement vers la solution classique
de [Griffith, 1920]. La solution analytique est vérifié¢ par la simulation avec Code Aster.

(17) Fissure cohésive de type Barenblatt : on prend en compte dans ce cas la variation
de la force cohésive en fonction du saut normal de déplacement. Les procédures de calculs
restent similaires & la fissure cohésive de type Dugdale, mais ’analyse complexe conduit
a un systéme des équations intégro-différentielles dont la résolution analytique n’est pas
disponible. Afin de s’affranchir cette difficulté, on présente dans la thése la méthode semi-
analytique utilisant le développement du saut de déplacement adimensionné en série des
polynémes de Chebychev.

Au point de vue d’ingénieur, la non-uniformité du champ de contrainte est pertinente au sein de
la structure suite au chargement, aux singularités géométriques ou a ’hétérogénéité du matériau.
Le travail de thése permet de modéliser de maniére compléte 1’évolution de fissure controlée par
cette non-uniformité. D’ailleurs, I’étude du saut brutal de longueur de la fissure dés que la zone
non cohésive apparait requiert des hypothéses supplémentaires concernant les effets d’inertie et
la modélisation de fissuration dynamique.

Perspectives

Les perspectives pour les études des couplage entre le modéle de zone cohésive et d’autres
phénomeénes mécaniques sont nombreuses. Sur le plan analytique, on peut envisager d’utili-
ser I’approche a deux échelles et ’analyse complexe pour étudier ’évolution de fissure initiée
au bord d’'un domaine semi-infini sous les effets du gradient de contrainte. La transformation
conforme devrait étre mise en place. En supposant que la longueur de fissure reste beaucoup
plus petite que les dimensions du domaine, les résultats concernant la fissure débouchante pour-
rait compléter le travail de la thése pour considérer toutes les configuration de la nucléation
de fissure en mode I au sein d’une structure bidimensionnelle élastique. On pourrait également
généraliser les résultats de la thése en prenant en compte 'inclinaison de la fissure lors de son
évolution, i.e. la fissure est en mode mixte I-II. Dans ce probléme, le critére cohésif en mode
mixte étant la courbe cohésive intrinséque dans le plan des contraintes devrait étre utilisé. En
conséquence, la longueur caractéristique associée au gradient du champ de contrainte controéle
non seulement la longueur mais également la direction de la fissure. On pourrait ainsi déduire
un critére de changement de direction de fissure basant sur les propriétés du champ de contrainte.

Par ailleurs, il serait intéressant de modéliser le couplage fissuration cohésive-plasticité dans
un cas multidimensionnel simplifié. L’existence en paralléle des zones de fissuration, de décharge
élastique et d’élastoplastique au sein de la structure devrait étre prise en compte. On pourrait
envisager d’utiliser la méthode asymptotique raccordée en supposant que le champ de déforma-
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tion plastique est régulier a travers ces différentes zones. Afin d’aborder ce probléme, des calculs
numériques approximatifs pourraient étre nécessaires.

L’approche cohésive pourrait étre comparée avec d’autres modéles de fissuration. D’une part,
le modéle d’endommagement & gradient basé également sur 'approche variationnelle est souvent
comparé avec le modéle de zone cohésive. La convergence d’un modéle a ’autre est établie grace a
la convergence énergétique (voir [Bourdin et al., 2008, [Lorentz et al., 2011]). L’utilisation alter-
native des deux modéles lors de la modélisation de fissuration pourrait nous fournir une méthode
trés avantageuse qui prendrait en compte le couplage plasticité-fissuration et le branchement de
fissure. D’autre part, il serait intéressant de faire le lien entre le modéle phénoménologique de
zone cohésive et I’approche micro-mécanique. En conséquence, les paramétres cohésifs, dont la
courbe cohésive intrinséque et la valeur critique du taux de restitution d’énergie, pourraient étre
modélisés & une échelle inférieure.

Sur le plan pratique, la modélisation de la déchirure ductile utilisant le modéle cohésif de-
vrait étre améliorée. D’'une part, la technique d’identification de (o, 7., G.) & partir des essais
expérimentaux sur des éprouvettes standardisées (AE, CT) devrait étre développé systémati-
quement. D’autre part, 'existence de la zone de transition entre la fissure et la zone plastifiée
«loiny de fissure devrait étre prise en compte. Autrement dit, le couplage fissuration-plasticité
devrait modélisé numériquement par un mécanisme supplémentaire. Par ailleurs, le probléme
du changement et du branchement de fissure au cours de son évolution au sein d’un matériau
élastoplastique reste ouvert. Les astuces numériques, dont la X-FEM, ou un critére mécanique
basant sur le champ de contrainte pourraient étre mis en ceuvre.
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Résumé : L’objectif de cette thése est d’étudier I’évolution de la fissure sous les effets de plas-
ticité et du champ de contrainte non-uniforme a l’aide du modéle de zone cohésive. Dans un
premier temps, I’évolution de la fissure au sein du matériau élastoplastique est explorée dans le
cadre de ’approche variationnelle. Les solutions sont explicitées dans le cas d’une barre 1D sous
traction simple grace aux conditions de stabilité locale d’énergie au premier ordre et au second
ordre. Cette étude nous permet de mettre en lumiére l'effet de la plasticité sur le comportement
adoucissant du matériau dés que la fissure cohésive apparait. En effet, la réponse globale de la
barre sous déplacement imposé est stable seulement si la longueur de la barre est inférieure & une
longueur critique. Cette derniére est démontrée indépendante du module d’écrouissage plastique
mais dépend du module Young et de la dérivée seconde de la densité d’énergie de fissure. Les
formulations énergétiques peuvent étre généralisées pour la structure 3D. Dans ce cas, les critéres
de plasticité et de cohésif deviennent les courbes dans le plan des contraintes de Mohr. La com-
paraison des courbes nous permet d’étudier la nucléation de fissure cohésive au sein du domaine
plastifié. Dans un deuxiéme temps, les effets de la non-uniformité du champ de contrainte sur la
nucléation de la fissure au sein de la structure élastique sont mis en évidence. On construit la
solution analytique en utilisant la technique & deux échelles et I’analyse complexe. L’évolution de
la fissure purement cohésive et partiellement non-cohésive est controlée par le gradient du champ
de contrainte lié & une longueur caractéristique. L’utilisation des différentes lois cohésives dans le
probléme est explorée. La sensibilité de la solution & la taille du défaut préexistant est également
étudiée. Finalement, des résultats analytiques sont validés par les simulations numeériques et le
modéle de zone cohésive en mode mixte est implémenté dans Code Aster.

Mots clés : modéle de zone cohésive, plasticité, gradient de contrainte, approche variationnelle,
approche a deux échelles, analyse complexe

Abstract: The aim of this work is to study the crack evolution under plasticity and non-uniform
stress field effects by using cohesive zone model. Firstly, based on the variational approach, the
crack evolution in the elastoplastic material is investigated. The solutions for 1D beam under
simple tension loads are explicitly expressed through the first and the second order’s stability
conditions of energy. This study shows that the plasticity effects on the material softening
behavior start as soon as the crack appears. In fact, the global solution of the beam under
described displacement is stable only if the beam length is lower than a characteristic length.
This length is independent of plasticity’s hardening module but it depends on Young modulus
and on the second derivative of crack energy density. The energy formulations can be generalized
for 3D structure. In this case, the plasticity and cohesive criteria become two curves in Mohr’s
stresses plane. The comparison between theses curves allows to consider the crack nucleation
in the plastified domain. Secondly, the non-uniform stress field effects on the crack nucleation
in the elastic material are highlighted. The analytical solution is established by using two-scale
technique and complex analysis. The evolution of fully cohesive crack and partially non-cohesive
crack is controlled by the stress gradient, which is related to a characteristic length. Different
cohesive laws are used in this study. The sensitivity of solution to pre-existing imperfection
size is also explored. Finally, analytical results are validated by numerical simulations and the
cohesive zone model in mixed mode is implemented in Code_ Aster.

Key words: cohesive zone model, plasticity, stress gradient, variational approach, two scales
technique, complex analysis



