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Résumé

L•échantillonnage est une étape clé dans le rendu graphique. Il permet d•intégrer
la lumière arrivant en un point de la scène pour en calculer sa couleur. Générale-
ment, la méthode utilisée est l•intégration Monte Carlo qui approxime cette intégrale
en choisissant un nombre “ni d•échantillons. La réduction du biais et de la variance
de l•intégration Monte Carlo est devenue une des grandes problématiques en rendu
réaliste. Les techniques trouvées consistent à placer les points d•échantillonnage avec
intelligence de façon à rendre la distribution la plus uniforme possible tout en évitant
les régularités. Les années80 ont été de ce point de vue un tournant dans ce domaine,
avec l•apparition de nouvelles méthodes stochastiques. Ces méthodes ont, grâce à une
meilleure compréhension des liens entre intégration Monte Carlo et échantillonnage,
permis de réduire le bruit et la variance des images générées, et donc d•améliorer leur
qualité. En parallèle, la complexité des méthodes d•échantillonnage s•est considéra-
blement améliorée, permettant d•obtenir des méthodes à la fois rapides et ef“caces en
termes de qualité. Cependant, ces avancées ont jusqu•à là été faites par tâtonnement
et se sont axées sur deux points majeurs : l•amélioration de l•uniformité du motif
d•échantillonnage et la suppression des régularités. Bien que des théories permettant
de borner l•erreur d•intégration existent, elles sont souvent limitées, voire inappli-
cables dans le domaine de l•informatique graphique.

Cette thèse propose de rassembler les outils d•analyse des motifs d•échantillon-
nages et de les mettre en relation. Ces outils peuvent caractériser des propriétés spa-
tiales, comme la distribution des distances entre points, ou bien spectrales à l•aide
de la transformée de Fourier. Nous avons ensuite utilisé ces outils a“n de donner
une expression simple de la variance et du biais dans l•intégration Monte Carlo, en
utilisant des prérequis compatibles avec le rendu d•image. Finalement, nous présen-
tons une boite à outils théorique permettant de déterminer la vitesse de convergence
d•une méthode d•échantillonnage à partir de son pro“l spectral. Cette boite à outils est
notamment utilisée a“n de classi“er les méthodes d•échantillonnage existantes, mais
aussi pour donner des indications sur les principes fondamentaux nécessaires à la
conception de nouveaux algorithmes d•échantillonnage.
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Abstract

Sampling is a key step in rendering pipeline. It allows the integration of light
arriving to a point of the scene in order to calculate its color. Monte Carlo integration
is generally the most used method to approximate that integral by choosing a “nite
number of samples. Reducing the bias and the variance of Monte Carlo integration has
become one of the most important issues in realistic rendering. The solutions found
are based on smartly positioning the samples points in a way that maximizes the
uniformity of the distribution while avoiding the regularities. From this point of view,
the 80s were a turning point in this domain, as new stochastic methods appeared.
With a better comprehension of links between Monte Carlo integration and sampling,
these methods allow the reduction of noise and of variance in rendered images. In
parallel, the complexity of sampling methods has considerably enhanced, enabling to
have fast as well as good quality methods.

However, these improvements have been done by trial and error focusing on two
major points : the improvement of sampling pattern uniformity, and the suppression
of regularities. Even though there exists some theories allowing to bound the error of
the integration, they are usually limited, and even inapplicable in computer graphics.

This thesis proposes to gather the analysis tools of sampling patterns and to
connect them together. These tools can characterize spatial properties such as the dis-
tribution of distances between points, as well as spectral properties via Fourier trans-
formation. Secondly, we have used these tools in order to give a simple expression
of the bias and the variance for Monte Carlo integration ; this is done by using pre-
requisites compatible with image rendering. Finally, we present a theoretical toolbox
allowing to determine the convergence speed of a sampling method from its spectral
pro“le. This toolbox is used speci“cally to give indications about the design principles
necessary for new sampling algorithms.
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1Introduction

Le travail présenté dans ce manuscrit a été effectué dans le domaine de la synthèse
d•image, au sein de l•équipe R3AM du laboratoire LIRIS. Il présente donc une ap-
proche orientée sur cette thématique. La synthèse d•image vise à générer des images
arti“cielles à partir d•une description numérique d•une scène. À la manière d•un ap-
pareil photo évoluant dans un environnement réel pour immortaliser un instant et
un point de vue précis du monde, le moteur de rendu se déplace dans une scène
numérique a“n d•en créer une image. Les objets de ces scènes peuvent provenir de
capteur numérique ou tout simplement être créés par des artistes. Le fait de prendre
des "photos" dans un monde numérique plutôt que réel impose des contraintes to-
talement différentes, puisqu•un élément crucial est manquant, la lumière. En effet,
la lumière, qui permet de voir dans le monde réel, est totalement absente dans les
scènes numériques et doit donc être simulée. De nombreuses méthodes de rendu ac-
tuelles cherchent donc à recréer la trajectoire des photons, de la source de lumière
jusqu•a l•objectif de la camera, ou bien de la camera jusqu•à la source de lumière. La
“gure ( 1.1) illustre ce concept. Les deux grandes problématiques actuelles se résument
donc de cette façon : comment simuler correctement la lumière et comment calculer
correctement cette simulation ?

En général, l•image “nale est composée de pixels dont le moteur de rendu cherche
à calculer la couleur (au sens large). On souhaite donc simuler la quantité de lumière,
pour chaque longueur d•onde, arrivant à la surface du pixel. Mathématiquement, la
quantité de lumière arrivant en un point est modélisée par une fonction et la quan-
tité le lumière atteignant la surface, et donc la couleur du pixel, est modélisée par
l•intégrale de cette fonction. Malheureusement, le processus de simulation est sou-
vent trop complexe pour permettre de connaître le résultat de cette intégrale de façon
analytique. Les chercheurs en synthèse d•images ont donc recours à des méthodes
d•approximation d•intégrale, à l•origine créées pour des raisons tout autres 1. Le choix
de la méthode d•approximation dépend notamment de ce que l•on est capable de sa-
voir sur la fonction à intégrer. Dans les algorithmes de rendu d•image, il n•est possible
de calculer que la trajectoire d•un photon à la fois. Il est donc possible de connaître
l•intensité lumineuse en un point de la surface du pixel, mais pas sur l•ensemble de
la surface. Le choix de la méthode d•approximation de l•intégrale s•est donc naturel-
lement porté vers l•échantillonnage. L•échantillonnage consiste à prélever la fonction
en un certain nombre de points et de calculer la moyenne de ces valeurs. À mesure
que le nombre d•échantillons augmente, la moyenne devient de plus en plus précise
jusqu•à atteindre un seuil d•acceptabilité. On parle d•intégration Monte Carlo quand la
position des points est aléatoire, et d•intégration Quasi Monte Carlo quand la position

1. On notera par exemple l•impact du Projet Manhattan sur les méthodes Monte Carlo.
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(a) (b)

Figure 1 .1 …Illustration du modèle de lumière utilisé en rendu d•images.(a) : Les rayons simulant
les photons vont d•une source de lumière vers l•objectif.(b) : Les rayons partent cette fois de l•objectif
pour atteindre les sources lumineuses. Dans les deux images, les ”èches jaunes indiquent la trajectoire
d•un rayon après son émission, les ”èches oranges une des trajectoires possibles d•un rayon après un
«rebond » sur une surface (ici, sur le fruit et sur le sol) et les ”èches rouges une des trajectoires possibles
d•un rayon après un deuxième rebond. L•image “nale est constituée par les rayons qui traversent le plan
image, dont les longueurs d•ondes sont déterminées par leurs interactions avec la scène.

des points est déterministe. Toutefois, nous utilisons abusivement dans ce manuscrit
le terme Monte Carlo pour designer ces deux méthodes.

1.1 Critère de qualité en informatique graphique

L•intégration Monte Carlo étant une approximation, on parle d•erreur d•intégration
pour designer la différence entre cette approximation et l•intégrale que l•on cherche
à estimer. Il est rapidement apparu que la position des points d•échantillonnage sur
la fonction affecte grandement la qualité de cette estimation. La position des échan-
tillons doit par exemple être la plus uniforme possible, c•est à dire éviter que certaines
parties de la fonction soient plus échantillonnées que d•autres. Partant de ce constat,
les échantillons ont donc été disposés de façon régulière sur le domaine d•intégration.
Cependant, cette disposition n•est pas sans créer des dif“cultés. Comme le montre la
“gure ( 1.2), lorsque la position des échantillons est trop régulière, l•intégration Monte
Carlo devient très sensible à certains détails de la fonction, comme les discontinuités.
Les alignements des échantillons, et de manière plus générale les structures régu-
lières dans leur disposition, sont donc devenues une des principales causes d•erreur
dans le rendu graphique. Le phénomène le plus connu, l• aliasing2 , résulte de ces
défauts dans la position des échantillons. Pour supprimer ces structures, des proces-
sus stochastiques et quasi-stochastiques ont été introduits dans les échantillonneurs.
La sensibilité aux discontinuités dans le signal est alors réduite, mais au prix d•une
augmentation de la variance. En effet, puisque la position des échantillons change à
chaque estimation de l•intégrale, du fait de l•utilisation de processus stochastique, le
résultat de l•estimation varie d•une fois à l•autre.

L•objectif actuel des méthodes d•échantillonnage est donc de calculer la position
des échantillons d•une façon non-régulière mais uniforme. En parallèle, certains cher-

2. Le terme d•aliasing, issue de l•anglais, se traduit généralement en français par crénelage, terme qui
correspond en fait à une des manifestations de l•aliasing. Nous utilisons donc dans ce manuscrit le terme
anglais pour éviter toute confusion.
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(a) (b) (c) (d)

Figure 1 .2 …Rôle de la position des échantillons dans la couleur d•un pixel. La portion de scène visible
depuis le pixel est constituée d•un fond blanc et d•une partie de l•orange. Les cercles représentent des
échantillons. Le carré en haut à droite de chaque image montre la couleur du pixel, calculée en moyennant
les échantillons.(a) : Les échantillons sont mal répartis sur la surface du pixel. Le fond de la scène est
trop représenté, aboutissant à un pixel trop blanc.(b) et (c) : Les échantillons sont placés de façon
régulière. On remarque que la couleur peut varier fortement lorsque l•on décale la position des points.
L•alignement des échantillons rend l•intégration Monte Carlo très sensible aux contours présents dans
la scène(d) : Les échantillons sont placés aléatoirement, tout en restant répartis sur la surface du pixel.

cheurs se sont employés à déterminer le lien théorique entre l•erreur d•intégration
et certaines propriétés dans la disposition des points d•échantillonnage. Cette re-
cherche, plus fondamentale, permet de déterminer la position souhaitée des échan-
tillons et ainsi de donner un objectif clairement dé“ni en terme de placement de
points pour les méthodes d•échantillonnage. Dans ce domaine, Ulichney [1987] a pro-
posé un modèle basé sur les propriétés spectrales de l•ensemble de points d•échan-
tillonnage 3. Bien qu•empirique, ce modèle a servi de boussole à une partie de la
communauté scienti“que pour le développement de nouveaux algorithmes d•échan-
tillonnage. Nous reviendrons dans le dernier chapitre de ce manuscrit sur la perti-
nence de ce modèle. Depuis les années2010, de nouveaux travaux [Durand, 2011;
Subr and Kautz, 2013] portant sur les liens entre intégration Monte Carlo et position
des échantillons ont permis de mieux comprendre comment positionner les échan-
tillons a“n de limiter la variance de l•intégration. Le travail présenté dans ce manuscrit
est dans la continuité de ces travaux.

1.2 Contributions et plan de thèse

Ce manuscrit, organisé en huit chapitres, contient plusieurs contributions scienti-
“ques dans le domaine de la synthèse d•image et de l•échantillonnage.

Formalisme mathématique Dans le chapitre 3, nous détaillons une formalisation de
l•espace d•échantillonnage et des ensembles de points dans la perspective de l•intégra-
tion Monte Carlo pour l•informatique graphique. Les dé“nitions énoncées ainsi que
les propriétés qui en découlent, forment un tout permettant de mieux comprendre
les ensembles de points et les relations qui les lient à l•intégration Monte Carlo. Ce
formalisme est orienté vers une conception particulière de l•échantillonnage, où au-
cunes informations sur l•intégrande n•est disponible et où l• aliasingest une contrainte
supplémentaire. Dans ce contexte, nous avons donc axé notre vision mathématique

3. Pour une dé“nition de l•analyse spectrale, voir le chapitre 6.
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de l•échantillonnage sur les processus stochastiques et sur l•homogénéité. Les dé“ni-
tions et lemmes présentés ici ne doivent pas être vu comme des contributions. C•est
la réunion de ces dé“nitions et propriétés, dans une perspective et un formalisme
communs qui peut être considérée comme tel.

État de l•art Le chapitre 4 détaille les méthodes d•échantillonnage mises en place
pour l•intégration Monte Carlo dans la synthèse d•images. Cette vue d•ensemble per-
mettra d•avoir une idée concrète de ce que sont les ensembles de points, et des enjeux
mis en place pour les améliorer. Nous verrons en particulier les méthodes d•échan-
tillonnage utilisant des processus stochastiques, celles utilisant des partitions de l•es-
pace, ainsi que des méthodes par optimisation d•énergie.

Outils théoriques d•analyse Les chapitres 5 et 6 rassemblent un ensemble d•outils
théoriques pour analyser les propriétés des ensembles de points. Bien que ces outils
soient connus, nous les avons regroupés et liés ensemble à travers le formalisme ma-
thématique que nous avons introduit. Nous détaillons également les propriétés des
ensembles de points homogènes pour chacun de ces outils.

Intégration Monte Carlo En poursuivant les travaux de Durand [2011] et Subr [Subr
and Kautz, 2013], nous montrons, dans le chapitre 7, comment le spectre de puis-
sance est relié à la variance de l•intégration Monte Carlo, dans le cas des ensembles
de points homogènes. Ce lien permet de mieux diriger la recherche portant sur les
méthodes d•échantillonnage stochastiques en décrivant explicitement des conditions
suf“santes pour qu•un ensemble de points soit ef“cace pour l•intégration. À l•heure où
les méthodes de contrôle spectral commencent à apparaître, tel que le contenu spec-
tral de l•ensemble de points prend une importance de plus en plus grande, il nous
a semblé important de formaliser ce le lien entre le domaine spectral et l•intégration
Monte Carlo.

Analyse de l•état de l•art Dans le dernier chapitre, nous nous sommes attelés à éva-
luer, à l•aide des mêmes outils et des mêmes normalisations, les méthodes d•échan-
tillonnages stochastiques qui nous semblent importantes. Les résultats produits per-
mettent de mieux comprendre ce que chaque méthode a réussi à accomplir, tout en
soulignant les différences fondamentales de leurs caractéristiques. L•ensemble des ou-
tils d•analyse que nous avons utilisés est mis à la disposition de la communauté scien-
ti“que.

Publications Dans [Pilleboue et al., 2015], publié à la conférence SIGGRAPH 2015,
nous détaillons comment exprimer la variance de l•intégration en fonction du spectre
de puissance de l•ensemble de points et de l•intégrande. Nous montrons également
comment la vitesse de convergence de l•intégration est affectée par la forme du spectre
de puissance dans les basses fréquences. Ces résultats théoriques sont montrés pour
l•espace hyper-cubique périodique ainsi que l•espace sphérique. Dans [Kazhdan et
al., 2015], nous montrons que l•expression de la variance en fonction du spectre de
puissance peut être généralisée à d•autres espaces en utilisant la théorie des représen-
tations. Ce manuscrit reprend l•essentiel des contributions présentées dans ces deux
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articles, mais présenté dans un cadre théorique uni“ée. L•étude de la vitesse de conver-
gence n•est ainsi plus limitée à l•espace hyper-cubique périodique et à l•espace sphé-
rique. Finalement, dans [Wachtel et al., 2014], nous pressentons une méthode d•échan-
tillonnage utilisant des pavages hiérarchiques. Bien que nous mentionnons cette mé-
thode dans l•état de l•art, chapitre 4, ce manuscrit ne détaille pas les contributions de
cet article.

A la “n de ce manuscrit, une table des notations, ainsi qu•un index terminolo-
gique, sont disponibles pour faciliter la lecture. Maintenant que nous avons pré-
senté le contexte de recherche et la structure de ce manuscrit, il est temps d•entrer
concrètement dans le sujet. Cependant, il est important de souligner que nos travaux
étant principalement théoriques, un prérequis mathématique est nécessaire pour une
pleine compréhension de nos résultats. Aussi, avant de dé“nir formellement l•espace
d•échantillonnage dans le chapitre 3, nous présentons dans le chapitre suivant les no-
tations et les concepts nécessaires pour appréhender le reste de ce manuscrit.





2Prérequis mathématiques

Ce chapitre à pour vocation d•introduire les notations mathématiques et de dé“nir
les concepts fondamentaux nécessaires à la compréhension de nos travaux. En parti-
culier, nous présentons ici la dé“nition d•une topologie, la dé“nition de l•intégrale au
sens de Lebesgue et la notation en «grand O ».

2.1 Notations

On note N l•ensemble des nombres entiers naturels,Z l•ensemble des nombres en-
tiers relatifs, R l•ensemble des nombres réels etC l•ensemble des nombres complexes.
Pour les nombres complexes, on utilisera la notation i tel que i2 = Š1, et c pour le
conjugué d•un nombre complexe c. Soit x une variable représentant un élément d•un
ensembleX, nous utilisons la notation x� et x�� pour désigner deux autres variables re-
présentant des éléments deX. On retrouve également cette notation dans la littérature
pour désigner la dérivée d•une fonction. Pour éviter toutes confusions, nous utilisons
la notation de Leibniz pour les dérivées, telle que df (x)/ dx signi“e la dérivée de la
fonction f par rapport à x. Il faudra donc interpréter f � comme une autre fonction
d•un ensemble de fonctions et non pas comme la dérivée d•une fonction f . Soit X un
ensemble, nous utilisons la notation

{ x : x � X, C(x)} , (2.1)

pour designer l•ensemble des x appartenant à X respectant la condition C. L•ensemble
des nombres rationnel s•écrit ainsi comme

Q :=
� m

n
: m � Z , n � Z \ { 0}

�
. (2.2)

Le symbole � correspond à l•ensemble vide et le symbole := correspond à la dé“nition
d•un terme.

2.2 Théorie de l •intégration

Dans ce manuscrit, les intégrales jouent un rôle central, à la fois comme objets
d•étude avec l•intégration Monte Carlo, et comme outils mathématiques dans la plu-
part de nos dérivations. Nous utilisons ce concept dans sa forme classique au sens de
Lebesgue et à l•aide des mesures usuelles des surfaces et des groupes. Pour les lec-
teurs curieux souhaitant savoir ce qu•est une intégrale, nous dé“nissons ici l•intégrale

11



12 Chapitre 2. Prérequis mathématiques

au sens de Lebesgue, en introduisant les concepts nécessaires à sa dé“nition tels que
les topologies, les � -algèbres et les mesures. La dé“nition exacte de ces concepts, pré-
sentée ici, n•est pas indispensable à la compréhension du travail que nous présentons.

2.2.1 Topologie

Dé“nition 2.1 [Rudin, 1987, def.1.2.a] Soit X un ensemble et P un ensemble de sous-parties
p � X, on dit que(X, P) est unespace topologiquesi

„ � � P et X � P,
„ p 1, ...pn � P � p1 � ... � pn � P,

„ Soit Q un sous-ensemble “ni ou in“ni de P, on a

�
�

p� Q
p

�

� P.

Par souci de concision, on dira que X est un espace topologique sans mentionner
P. X reste donc un ensemble, mais pour lequel nous assumons que P existe et est
connu. On dit que les sous-parties de X appartenant à P sont des ouverts et on appelle
une union d•ouverts, un borélien. Le formalisme des espaces topologiques permet
de dé“nir les notions de continuité et de limite. Pour plus d•informations sur les
topologies, voir [Lee, 2000].

Dé“nition 2.2 [Barut and R�aczka,1986, chap.2] Soit (X, P) un espace topologique, on dit
que(X, P) est unespace de Hausdorffsi la propriété suivante est respectée

� x, x� � X, x �= x�, 	 p, p� � P tel que x� p, x� � p� et p� p� = � . (2.3)

Dans un espace de Hausdorff, lorsque l•on se rapproche d•un point, on s•éloigne
des autres. Ces espaces sont importants puisqu•ils garantissent que les limites n•ad-
mettent qu•une seule valeur. On appelle recouvrement d•un ensemble X, un ensemble
de sous-parties deX tel que X est un sous ensemble de l•union de ces sous-parties. On
appelle sous-recouvrement un sous-ensemble d•un recouvrement de X qui recouvre
toujours X.

Dé“nition 2.3 [Lee,2000, lemma4.27] Soit (X, P) un espace topologique, et p un sous
ensemble de X, on dit que p estcompact si tout recouvrement de p par des ouverts admet un
sous-recouvrement “ni.

Dé“nition 2.4 [Barut and R�aczka,1986, chap.2] Soit (X, P) un espace de Hausdorff, on dit
que(X, P) est unespace topologique localement compact si pour tout x � X, il existe
p � P tel que p est compact et x� p.

Les espaces topologiques localement compact ne sont pas directement utilisés dans
la dé“nition de l•intégrale au sens de Lebesgue. Cependant, ils possèdent de nom-
breuses propriétés, dont plusieurs seront utilisées dans ce manuscrit.

2.2.2 Mesure

Dé“nition 2.5 [Rudin, 1987, def.1.3.a] Soit X un ensemble et P un ensemble de sous-parties
p � X, on dit que P est une� -algèbre sur X si P véri“e les propriétés suivantes :

„ X � P,
„ � p � P, X \ p � P,
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„ Soit { pi } i� N véri“ant pour tout i, pi � P, et p un ensemble tel que p=
�

�

i� N
pi

�
,

alors p� P.

Lorsque X possède une� -algèbre, on dit que (X, P) est un espace mesurable, ou
tout simplement que X est un espace mesurable.

Dé“nition 2.6 [Rudin, 1987, def. 1.3.c] Soit (X, PX ) un espace mesurable et(Y, PY) un
espace topologique, on dit qu•une fonction f: X 
 Y estmesurable si pour tout p� PY, on
a

{ x : x � X, f (x) � p} � PX . (2.4)

Dé“nition 2.7 [Rudin, 1987, def.1.18.a] Soit X un ensemble et P une� -algèbre sur X, on
dit que la fonctionµ : P 
 R+ � { � } est unemesure positive si elle est� -additive, c•est à
dire si pour tout ensemble dénombrable pi d•éléments disjoints deux à deux, on a

µ

�
	

i � N

pi

�

= �
i� N

µ (pi ) . (2.5)

Dans ce formalisme, la � -algèbre P sur X permet de dé“nir l•ensemble des sous-
parties de X que l•on peut mesurer, et la mesure est la fonction permettant de quanti-
“er une "aire" associée à chaque sous-partie mesurable.

2.2.3 Intégrale au sens de Lebesgue

Dé“nition 2.8 [Rudin, 1987, def.1.16] Soit X un espace mesurable, s: X 
 C une fonction,
on dit que s est unefonction étagée si elle peut être exprimée sous la forme

s(x) = �
i� I

� i � Ai (x) , (2.6)

où I est un ensemble d•indices “ni,� i � C, Ai := { x : x � X, s(x) = � i } , et � Ai est la
fonction caractéristique de Ai telle que

� Ai (x) =



1 si x � Ai

0 sinon.
(2.7)

Dé“nition 2.9 [Rudin, 1987, def.1.23] Soit X un espace mesurable,µ une mesure de X,
f une fonction dé“nie dans X
 R+ � { � } et E un sous ensemble de X appartenant à la
� -algèbre de X on appelleintégrale au sens de Lebesguesur E, ou tout simplement intégrale
sur E, l•opération suivante

�

E
f (x)µ(dx) = sup

s� S
�
i� I

� i µAi � E , (2.8)

où S est l•ensemble des fonctions étagées réelles mesurables telles que pour tout x, s(x) � f (x).

On étend cette dé“nition aux fonctions à valeurs dans C de la façon suivante
�

E
f (x)µ(dx) =

�

E
Re( f (x))+ µ(dx) Š

�

E
Re( f (x))Š µ(dx)

+ i
� �

E
Im ( f (x))+ µ(dx) Š

�

E
Im ( f (x))Š µ(dx)

�
, (2.9)
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où Re( f (x))+ et Im ( f (x))+ sont les parties positives réelles et imaginaires et
Re( f (x))Š et Im ( f (x))Š sont les parties négatives réelles et imaginaires de f . Lorsque
la mesure est implicitement donnée par l•espace mesurable, on écrira l•intégrale sim-
plement comme �

E
f (x)dx , (2.10)

avec dx à la place de µ(dx).

2.2.4 Intégrale d•un espace discret

Tout le formalisme que nous venons de dé“nir est compatible avec les espaces
discrets. Ainsi, si X est discret, on peut dé“nir une � -algèbre simple en prenant toutes
les sous-parties possibles deX, et utiliser une mesure de comptage µC telle que

µC (p) = Card(p) , (2.11)

c•est à dire le nombre d•éléments contenus dansp.

Lemme 2.1 Soit X un espace mesurable discret, f une fonction dé“nie dans X
 R+ � { � }
et E un sous ensemble de X appartenant à la� -algèbre de X

�

E
f (x)µC(dx) = �

x� E
f (x) , (2.12)

où la mesure utilisée pour l•intégrale est une mesure de comptage.

Preuve 2.1 On pose Y égal à l•ensemble des valeurs possibles de la fonction f et Ay l•ensemble
des éléments de X tel que

Ai = { x : f (x) = y} . (2.13)

Comme X est dénombrable, alors Y l•est aussi. On peut alors écrire que

f (x) = �
y� Y

y� Ay (x) . (2.14)

Cependant, cette somme ne représente pas une fonction étagée car Y peut être in“ni. On note
Yi l•ensemble des i premières valeurs de Y et on ré-écrit f(x) sous la forme

f (x) = lim
i
 �

�
y� Yi

y� Ay (x) . (2.15)

Sachant que pour tout y� Yi , y  0, on peut dire que la suite à l•intérieur de la limite
dans Eq. (2.15) est croissante, par rapport à i, car

�

�
y� Yi+ 1

y� Ay (x)

�

Š

�

�
y� Yi

y� Ay (x)

�

= yi+ 1� Ay (x) , (2.16)

où yi+ 1 est la dernière valeur de Yi+ 1. Ainsi, la fonction étagée réelle la plus proche de f , mais
qui soit toujours inférieure ou égale à f , est donnée par cette limite. La preuve est terminée en
reprenant la dé“nition de l•intégrale donnée dans Def. (2.9) et en remarquant que tout les Ai

sont mesurables. �
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Toute somme d•éléments d•une fonction f peut s•écrire dans une forme intégrale
en assumant que l•on utilise une mesure de comptage. Il ne faut donc pas voir l•inté-
grale comme la version continue de la somme, mais plutôt comme une généralisation
de la somme aux espaces discrets et continus. Dans ce manuscrit, nous utiliserons
donc parfois des intégrales à la place des sommes pour garder une expression aussi
indépendante que possible du domaine de dé“nition de la fonction.

2.3 Fonction � de Dirac

La fonction � de Dirac est une fonction R 
 R permettant de représenter une
impulsion. Elle est dé“nie par les deux propriétés suivantes :

�


�

� (x) = 0 si x �= 0� �

Š �
� (x)dx = 1 .

(2.17)

Comme on le voit, cette fonction n•est pas complètement dé“nie par ces propriétés
puisque quand x = 0, le résultat est inconnu. En échantillonnage, on ajoute une pro-
priété supplémentaire : � �

Š �
� (x) f (x)dx = f (0) , (2.18)

où f est une fonction R 
 R. Cette propriété permet de modéliser le prélèvement
d•une valeur à l•aide d•une intégrale. Lorsque l•on veut prélever une valeur de f en
x0, on utilise une fonction � de Dirac décalée en écrivant � (x Š x0).

Dans ce manuscrit, nous serons amené à utiliser les fonctions � de Dirac dans
d•autres domaines que R. Ces domaines pourront être multidimensionnels et non-
euclidiens. On utilisera donc une version alternative de la fonction � de Dirac, donnée
par �

���

����

� (x, x0) = 0 si x �= x0�
� (x, x0)dx = 1

�
� (x, x0) f (x)dx = f (x0) ,

(2.19)

où � : X × X 
 C, f : X 
 C, et x, x0 � X. L•intégrale de la fonction � de Dirac étant
égale à 1, cette fonction est utilisée pour représenter des lois de probabilité. On parle
alors de distribution de Dirac.

2.4 Autres fonctions

Nous utiliserons dans ce manuscrit certaines fonctions a“n de simpli“er les ex-
pressions. La fonction � : R 
 R est dé“nie par la relation suivante

� (x) =

�


�
1 si Š

1
2

� x �
1
2

0 sinon .
(2.20)

La fonction sinc : R 
 R est dé“nie par la relation suivante [Bracewell, 1999, chap. 4]

sinc(x) =

�


�

1 si x = 0
sin(� x)

� x
sinon .

(2.21)
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2.5 Notations en «grand O »

Nous utiliserons les notations dites en «grand O » pour caractériser le comporte-
ment asymptotique des fonctions. Ce type de notation est courant dans l•informatique,
notamment pour étudier le temps de calcul d•un algorithme. On trouve donc des dé-
“nitions pour ces notations pour les suites et les fonctions N 
 R. Dans notre cas, les
fonctions que nous allons étudier sont dé“nies dans des espaces topologiques multi-
dimensionnels. Il nous semble donc nécessaire de redé“nir ici cette notation et d•en
donner quelques propriétés.

Dé“nition 2.10 Soit (X, P) un espace topologique, f, g deux fonctions X
 C et a � X,
on dit que f est en grand O de g quand x tend vers a, noté f� Ox
 a (g(x)), s•il existe un
entourage A� P tel que a� A et un réel M tel que

� x � A, | f (x)| � M |g(x)| . (2.22)

Dé“nition 2.11 Soit (X, P) un espace topologique possédant une origine notée x0 et f, g
deux fonctions X
 C, on dit que f est en grand O de g quand x tend vers l•in“ni, noté
f � Ox
 � (g(x)), s•il existe un entourage X0 � P tel que x0 � X0 et un réel M tel que

� x �� X0, | f (x)| � M |g(x)| . (2.23)

Ici, les entourages permettent de dé“nir des seuils à partir desquels on véri“e
l•équation | f (x)| � M |g(x)|. Dans le cas des séries ou des fonctions deR+ , ces entou-
rage sont simplement des intervalles.

Propriété 2.1 Soit X un espace topologique, f, f �, g, g� quatre fonctions X
 C et k � C,

f � O (g) � k · f � O (g) (2.24)

f � O (g) , f � � O
�
g�� � f + f � � O

�
|g| + |g�|

�
, (2.25)

dans le cas où x tend vers un élément de X ou vers l•in“ni.

Nous venons de présenter les prérequis mathématiques nécessaires, sous forme de
notations, dé“nitions et lemmes. Les bases mathématiques étant posées, nous pouvons
maintenant entrer dans le vif du sujet de ce manuscrit : l•échantillonnage. Dans le
chapitre qui suit, nous dé“nissons ce que sont les ensembles de points, c•est à dire les
positions des échantillons, et l•espace d•échantillonnage dans lequel ils évoluent.



3Ensemble de points et espace
d•échantillonnage

Dans ce chapitre, nous dé“nissons ce que sont les ensembles de points, l•espace
d•échantillonnage et l•échantillonneur. La dé“nition formelle que nous proposons sert
de base à l•ensemble de ce manuscrit et permet d•offrir un cadre général à la plupart
des outils et des résultats que nous présentons. Une attention particulière est por-
tée sur la dé“nition de l•espace d•échantillonnage, laquelle peut être vue comme une
contribution étant donné qu•une grande partie de nos résultats en dépende. Ce cha-
pitre introduit aussi l•utilisation de variables aléatoires pour décrire le comportement
des échantillonneurs stochastiques. Nous pressentons en complément, une liste des
espaces d•échantillonnage couramment utilisés.

3.1 Ensemble de points

Dé“nition 3.1 Soit D E un domaine, on appelleensemble de points, noté S, l•ensemble
indexé

S := { s1, ...,sN } , (3.1)

où chaquesk est un élément deD E et N un entier naturel strictement positif appelénombre
de points.

Chaque point étant indicé, on peut considérer aussi l•ensemble de points comme
un vecteur de dimension N. On acceptera donc que des points d•indice différent soient
égaux. L•ensemble de points, quand il est utilisé pour l•échantillonnage, peut aussi être
appelé «motif d•échantillonnage ».

Dé“nition 3.2 Soit S un ensemble de points dansD E, on appellefonction représentative
deS, la fonction S: D E 
 R dé“nie par

S(x) :=
N

�
k= 1

� (x, sk) . (3.2)

Cette dé“nition de la fonction représentative de S est liée à l•utilisation de l•en-
semble de points dans l•intégration Monte Carlo. Puisque le but des ensembles de
points dans ce contexte est de prélever une valeur, il est naturel d•utiliser la fonction �
de Dirac.

17
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L•échantillonneur est un algorithme générant l•ensemble de points S. Il existe de
multiples façons de générer un ensemble de points que nous détaillons plus loin dans
ce chapitre. Avant cela, nous allons introduire les deux grandes classes d•échantillon-
neurs : les échantillonneurs déterministes et les échantillonneurs stochastiques.

Un échantillonneur déterministe produit un ensemble de points pour un jeu de
paramètres donné. Ces paramètres peuvent être le nombre de points deS, mais aussi
d•autres paramètres propres à la méthode d•échantillonnage. Nous excluons ici les al-
gorithmes utilisant des générateurs de nombres aléatoires, car bien qu•ils soient tech-
niquement déterministes, leur objectif est de simuler un processus stochastique. On
note M Determ. la classe des ensembles de points générés par un échantillonneur déter-
ministe, et on utilisera la notation S � M Determ. pour dire que S est un ensemble de
points déterministe.

À l•opposé des échantillonneurs déterministes, on trouve les échantillonneurs sto-
chastiques. Ces échantillonneurs utilisent des processus stochastiques pour générer la
position des points de S. Chaque fois que l•échantillonneur est exécuté, un nouvel
ensemble de points est créé. On appelle chaque ensemble de points créé par un échan-
tillonneur une réalisation et on note la m-ième réalisation S[m]. A“n d•étudier les
propriétés des ensembles de points stochastiques, on utilise un formalisme faisant
intervenir des variables aléatoires. L•ensemble de points pouvant être vu comme un
vecteur de taille N, l•espaceD N

E représente alors toutes combinaisons possibles de
points formant l•ensemble S. On redé“nit donc l•ensemble de points S comme une
variable aléatoire à valeur dans D N

E à laquelle on associe une loi de probabilité PS.
Cette loi de probabilité dépend de l•échantillonneur et de ses paramètres. On dit

que deux ensembles de points sont statistiquement équivalents s•ils suivent la même
loi de probabilité. Soit f une fonction applicable sur un ensemble de points, on dé“nit
l•espérance de cette fonction appliquée à S par

� f (S)� :=
�

D N
E

f (sN )PDFS(sN )dsN , (3.3)

où l•opérateur � ...� désigne l•espérance sur l•ensemble des réalisations deS et PDFS
désigne la fonction de densité de probabilité associée à la loi PS. On peut égale-
ment exprimer cette espérance de façon empirique en utilisant chaque réalisation de
l•échantillonneur.

� f (S)� = lim
M
 �

1
M

M

�
m= 1

f (S[m]) , (3.4)

où M est le nombre de réalisations de S pris en compte dans la moyenne empirique.
La fonction f peut représenter toute opération sur un ensemble de points, ou utili-
sant un ensemble de points. Cela peut être la fonction représentative S, la transformée
de Fourier de S (voir Chapitre 6), ou le résultat de l•intégration Monte-Carlo avec S
comme motif d•échantillonnage (voir Chapitre 7). Cela peut-être aussi des opérations
simples comme «retourner le k-ième point de l•ensemble », c•est à diresk. Tout comme
S, sk devient lui aussi une variable aléatoire et possède donc sa propre loi de proba-
bilité, qui découle de PS. La fonction de densité de probabilité de sk, notée PDFsk, est
donnée par

PDFsk(x) = � � (x, sk)� . (3.5)

De l•expression de l•espérance donnée par Eq. (3.3), nous pouvons dé“nir la covariance
entre deux fonctions f et g appliquées sur l•ensemble de points :

Cov( f (S), g(S)) = � f (S)g(S)� Š � f (S)� � g(S)� . (3.6)
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La variance d•une fonction f appliquée sur S est donnée par la covariance de cette
fonction avec elle même :

Var( f (S)) =
�

f (S)2�
Š � f (S)� 2 . (3.7)

Lorsqu•un ensemble de points est stochastique, on note queS � M Stocha., où M Stocha.

est la classe des ensembles de points générés par un échantillonneur stochastique.
Pour ce manuscrit, nous utiliserons également le formalisme des ensembles de points
stochastiques pour les ensembles de points déterministes. Dans ce cas, on considérera
simplement que toutes les réalisations de l•échantillonneur sont identiques.

3.2 Espace d•échantillonnage

L•espace d•échantillonnageE est l•espace dans lequel évolue l•ensemble de points
S. Nous apportons ici une attention particulière à sa dé“nition, puisque la plupart des
résultats présentés dans ce manuscrit dépendent étroitement des propriétés de l•espace
utilisé. L•espace d•échantillonnage tel que nous le dé“nissons est un concept abstrait
permettant de généraliser les propriétés des ensembles de points généralement utili-
sées en informatique graphique. Nous commencerons donc par introduire les concepts
nécessaires, puis nous dé“nirons clairement l•espace d•échantillonnage avant de “na-
lement donner quelques exemples. La “gure ci-dessous résume les dépendances entre
chaque concept mathématique. Dans cette “gure, les ”èches indiquent qu•un concept
mathématique (queue de la ”èche) est utilisé pour en dé“nir un autre (tête de la
”èche).

Espace
d•échan-

tillonnage

Espace
homogène

Action de
groupe

Groupe

MétriqueTopologie

Mesure� -algèbre

Dé“nition 3.3 [Rudin, 1987, chap.1] Soit X un ensemble, on dit que la fonction dist:
X × X 
 R+ est unemétrique si elle respecte les conditions suivantes

„ � x, x� � X, dist(x, x�) = 0 � x = x�,
„ � x, x� � X, dist(x, x�) = dist(x�, x),
„ � x, x�, x�� � X, dist(x, x�� ) � dist(x, x�) + dist(x�, x�� ).

Lorsqu•un ensemble X est muni d•une métrique, on dit que l•ensemble est métri-
sable. On appelle égalementdist une distance et on utilisera indistinctement les deux
termes. Soit x � X et r � R+ , on appelle boule ouverte centrée en x et de rayon r, l•en-
semble { x� : x� � X, dist(x, x�) < r} . Une façon simple de créer une topologie à partir
d•un ensemble métrisable X est de considérer l•ensemble des boules ouvertes centrées
en chaque élément deX et pour tout les rayons possibles.
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Dé“nition 3.4 [Cornwell, 1997, chap.1] Soit G un ensemble et� un opérateur, on dit que
(G, � ), ou implicitement G, est ungroupe si les conditions suivantes sont respectées

„ l•opérateur � est une loi de composition interne :� g, g� � G, g � g� � G,
„ l•opérateur est associatif sur G :� g, g�, g�� � G, g � (g� � g�� ) = ( g � g�) � g�� ,
„ il existe un élément neutre :	 g0 � G tel que� g � G, g0 � g = g � g0 = g,
„ il existe un inverse : � g � G, 	 gŠ1 � G tel que g� gŠ1 = gŠ1 � g = g0.

Dans le contexte de cette thèse, le groupe représentera généralement un ensemble
de translations ou de rotations qu•il est possible de combiner ensemble. On dit que G
est un groupe topologique si G est un espace topologique et que les fonctions finv. (g) =
gŠ1 et f� (g, g�) = g � g� sont continues.

Dé“nition 3.5 [Bredon,1972, sec.1.1] Soit G un groupe topologique, X un espace topolo-
gique et� un opérateur X× G 
 X, on dit que G agit sur X, et que G est uneaction de
groupe, si les conditions suivantes sont respectées

„ � x � X, x � g0 = x,
„ � g, g� � G, x � X, x � (g � g�) = ( x � g) � g�.

On a donc un groupe, généralement un ensemble de translations ou de rotations,
qui agit sur un ensemble, par exemple des points à déplacer.

Dé“nition 3.6 [Bredon,1972] Soit X un espace topologique et G un groupe qui agit sur X,
on dit que X est unespace homogènesi l•action de G sur X est transitive, c•est à dire si
� x, x� � X, 	 g � G telle que x� g = x�.

Avec cet ensemble de concepts, nous sommes maintenant capable de dé“nir l•es-
pace d•échantillonnage.

Dé“nition 3.7 Soit D E un espace topologique muni d•une métrique distE et T E un groupe
topologique localement compact, on dit que l•espaceE := ( D E,T E) est unespace d•échan-
tillonnage si les conditions suivantes sont respectées :

„ le groupe T E agit sur D E de façon transitive,
„ le groupe T E agit sur D E en préservant les distances.

La preservation des distances implique que

� x, x� � D E, � � � T E, distE(x, x�) = distE(x � � , x� � � ) . (3.8)

D•un point de vue concret, le domaine d•échantillonnage D E est le domaine auquel
appartiennent les points de l•ensemble S, et le groupe T E est un ensemble d•actions
sur le domaine, généralement des translations ou des rotations. On appelle les élé-
ments de T E des actions. Dans le reste de ce manuscrit,x sera toujours un élément de
D E et � un élément de T E. Par ailleurs, on note � (S) l•ensemble de points dont tous
les points ont été déplacé par l•action � , et � 0 l•action neutre de T E.

Dans la section suivante, nous détaillons un ensemble d•espaces d•échantillonnage
qui nous semblent importants pour l•informatique graphique, en précisant à chaque
fois le domaine de dé“nition, la métrique et l•ensemble des actions. Nous précisons
aussi la valeur de la mesure appliquée sur l•ensemble du domaine, noté µE (D E) et la
dimension topologique de cet espace. En“n, une courte explication de l•utilisation de
chaque espace dans l•informatique graphique est donnée.
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U1 U2 U3

E2 T 2 H 2

S1 S2 HS 2

Figure 3 .1 …Différents espaces d•échantillonnage. De gauche à droite et de haut en bas, les espaces
linéaire unitaire, carré unitaire, cubique unitaire, euclidien en dimension deux, carré périodique, hexa-
gonal périodique, circulaire, sphérique et hémisphérique.
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(a) (b) (c) (d)

Figure 3 .2 …Différentes représentations de l•espace carré périodique.(a) : L•espace carré périodique
dans une représentation classique. Les quatre carrés rouges ont l•air éloignés, pourtant, ils sont proches
les uns des autres.(b) et (c) : On peut représenter l•espace carré périodique comme un espace replié sur
lui-même dans chaque dimension. Dans cette représentation, on voit pourquoi les quatre carrés rouges
sont proches.(d) : On peut aussi représenter cet espace comme un domaine périodiquement répété. Ici,
les quatre carrés rouges sont également proches.

3.2.1 Espace euclidien Ed

L•espace euclidien Ed est un espace in“ni dont le domaine de dé“nition est
D Ed := Rd. Sa mesure µE (D Ed) est in“ni et sa dimension topologique est égale à
d. La métrique de cet espace est la norme euclidienne

distEd(x, x�) := � x Š x�� . (3.9)

L•action correspond à la translation classique dans l•espace euclidien. Dans cet espace,
chaque point est un vecteur de coordonnées. Les translations sont quand à elle repré-
sentable par des vecteurs. L•ensemble des actionsT E, représentées par des vecteurs,
est égale àRd. L•espaceEd étant in“ni, il est rarement utilisé pour l•intégration Monte
Carlo. En revanche, on trouve quelques applications pour le placement d•objet où
l•ensemble de points est généré au fur et à mesure que l•on explore l•espace. Dans le
cadre de ce manuscrit, nous aborderons tout de même ce domaine dans nos dévelop-
pements, puisqu•il est relativement simple à étudier et qu•il fournit un bon point de
départ à l•étude des autres espaces. La “gure (3.1) montre un exemple d•un ensemble
de points dans l•espaceE2.

3.2.2 Espace hyper-cubique périodique T d

L•espace hyper-cubique périodique est un espace d•échantillonnage dont le do-
maine de dé“nition est D T d := Rd/ Z d, c•est à dire le quotient entre l•espace des réels
et l•espace des entiers relatifs. Cette notation veut dire que les points ne peuvent ap-
partenir qu•au sous-domaine [0, 1[d. La mesure de cet espace est donc égale à 1 et sa
dimension topologique égale à d. On peut voir cet espace comme un domaine dont
les éléments sont répétés périodiquement à l•aide des vecteurs de la base canonique.
Cet espace peut aussi être vu comme un espace replié sur lui-même tel que si l•on
se déplace dans une direction, on “ni par retomber au même endroit. La “gure ( 3.2)
illustre ces deux représentations. Pour des raisons pratiques, nous avons choisi d•uti-
liser la représentation basée sur la périodicité. La “gure ( 3.1) montre un exemple d•un
ensemble de points évoluant dans cet espace. La métrique est dé“nie par

distT d(x, x�) := min
p� Z d

� x Š x� + p� , (3.10)
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prenant donc en compte la distance la plus petite entre toutes les copies possibles
de chaque point répliqué. Comme l•espace est périodique, seul un sous-ensemble des
translations euclidiennes est nécessaire pour couvrir tout le domaine d•échantillon-
nage. On écrira donc que T T d := [ 0, 1[d.

3.2.3 Espace hexagonal periodique H 2

La périodicité décrite dans l•espace hyper-cubique periodique n•est pas la seule
solution pour obtenir un espace periodique. En dimension deux, plusieurs types de
périodicités existent dont la périodicité hexagonale [Grunbaum and Shephard, 1986,
sec. 1.3]. Cette périodicité est caractérisée par le couple de vecteur b0 := ( 0, 1) et
b1 := (

�
3/2, 1/2 ). Le domaine de dé“nition est un hexagone régulier où chaque coté

à une longueur de 1/
�

3. La mesure du domaine µE (D H 2) est de
�

3/2 et sa métrique
est donnée par

distH 2(x, x�) := min
(i,j)� Z d

� x Š x� + i b0 + j b1� . (3.11)

Comme pour l•espace hyper-cubique périodique, l•ensemble des actions de l•espace
hexagonale périodique est un sous-ensemble de l•espace euclidien dé“ni par T H 2 =
D H 2. Il est utile de préciser aussi que cet espace peut être représenté sous la forme
d•un parallélogramme periodique en utilisant les mêmes vecteurs b0 et b1. Nous avons
choisi ici, pour des raisons pédagogiques, de conserver la représentation hexagonale.
La “gure ( 3.1) montre un exemple d•ensemble de points dans l•espace périodique
hexagonale.

Cet espace n•a pas d•application directe en rendu graphique. Cependant, il est
intéressant à étudier car il permet de mieux rendre compte du comportement de cer-
tains algorithmes d•échantillonnage. En effet, cet espace peut être pavé par un pavage
hexagonale. Comme ce pavage est le plus compact possible dans l•espace euclidien
de dimension 2, beaucoup de méthodes de minimisation d•énergie convergent vers ce
type de structure. Or comme nous l•avons vu dans l•introduction, les structures régu-
lières sont néfastes pour le rendu graphique. Il est donc utile de tester les méthodes
d•échantillonnage dans ce type d•espace pour être sûr qu•elles ne créent pas de struc-
tures régulières. Cet espace est au cœur de la méthode d•échantillonnage que nous
avons présenté dans[Wachtel et al., 2014].

3.2.4 Espace sphérique S2

L•espace sphérique est le premier espace représentant des surfaces non-
euclidiennes que nous voyons dans ce chapitre. Son domaine de dé“nition est donné
par

D S2 :=
�

� x� = 1 | x � R3�
, (3.12)

x

�

	x�

� �

	 �

et sa mesure est donnée parµE (D S2) = 4� . En informa-
tique graphique, ce domaine sert à représenter des direc-
tions dans un espace euclidien de dimension trois. Il est
particulièrement utilisé pour intégrer la lumière arrivant
en un point de l•espace. L•espace sphérique est de dimen-
sion topologique deux, il est donc nécessaire d•avoir deux
coordonnées pour dé“nir la position d•un point. La façon
usuelle est d•utiliser le couple longitude, � (l•équivalent
du fuseau horaire) et latitude 	 (la distance par rapport à
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l•équateur), comme le montre la “gure ci-contre. La métrique de cet espace entre les
points x et x� est donnée par la longueur du plus petit arc du grand cercle passant
par ces deux points. Dans la “gure ci-contre, cet arc du grand cercle est montré en
vert. Sur la sphère, les déplacements se font par rotation. L•ensembleT S2 est donc le
groupe des rotations en 3D, souvent appelé SO(3). La “gure ( 3.1) montre un exemple
d•ensemble de points dans l•espace sphérique.

3.2.5 Espace discret régulier L d

Les espaces discrets réguliers sont dé“ni par le domaine D L d := Z d. La mesure
utilisée dans ce domaine est la mesure de comptage et cette mesure appliquée sur l•en-
semble du domaine est in“nie. Le groupe des actions correspond lui aussi à T L d := Z d.
La métrique utilisée est celle de l•espace euclidien, bien que d•autres soient possibles.
En informatique graphique, cet espace sert en particulier à représenter des images,
où l•information de chaque pixel est rattachée à un élément discret de l•espace discret
régulier.

3.3 Espace d•échantillonnage restreint

Il est en général dif“cile d•utiliser numériquement les espaces dont la mesure est
in“nie. Pour cela, on a recours aux espaces d•échantillonnage restreints.

Dé“nition 3.8 Soit E un espace d•échantillonnage et A un sous-ensemble deD E, on dit que
E\ A est unespace d•échantillonnage restreint sur A si la mesure, la métrique et l•ensemble
des actions deE\ A sont les mêmes que ceux deE, et queD E\ A

:= A � D E.

La plupart des propriétés des espaces d•échantillonnage ne s•appliquent pas aux
espaces d•échantillonnage restreints. Par exemple, l•application d•une action sur un
point peut faire sortir ce point du sous-domaine D E\ A

. Pour s•en convaincre, il suf“t

d•imaginer l•espace euclidien E2 restreint au sous-domaine [0, 1[2 et d•appliquer une
translation par un vecteur (2, 0). Tout point du sous-domaine [0, 1[2 se trouvera alors
en dehors du domaine restreint après application de cette translation. En conséquence,
l•ensembleT E\ A

n•est plus une action de groupe sur l•ensembleD E\ A
et D E\ A

n•est plus
un espace homogène. L•intérêt de l•espace d•échantillonnage réside simplement dans
le fait que les points de l•ensemble S ne peuvent appartenir qu•au sous-ensemble
D E\ A

. Les règles géométriques restent, elles, dictées par l•espace d•échantillonnageE.

3.3.1 Espace hyper-cubique unitaire Ud

L•espace hyper-cubique unitaire Ud est un espace similaire à l•espace euclidien,
mais cette fois-ci restreint au domaine de dé“nition D Ud := [ 0, 1]d. Sa mesureµE

�
Ud

�

est égale à 1 et sa métrique est la même que celle de l•espace euclidien. Cet espace
est un des plus utilisés puisqu•il permet de représenter une texture ou un pixel à
échantillonner. En dimension 1, on parlera d•espace linéaire unitaire, en dimension 2
d•espace carré unitaire et en dimension 3 d•espace cubique unitaire. La “gure (3.1)
montre des exemples d•ensembles de points dans ces trois espaces. Dans nos “gures,
nous représenterons toujours ce domaine entouré de hachures pour symboliser la
restriction du domaine.
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3.3.2 Espace hémisphérique HS 2

Comme nous l•avons dit, l•espace d•échantillonnage sphérique sert à représenter
des directions. Cependant, lorsque le point dont on veut calculer la couleur se trouve
sur une surface, il n•est pas nécessaire d•échantillonner les directions pointant vers la
surface1. On a donc recours à un espace d•échantillonnageS2 restreint à une hémi-
sphère. Par convention, on dé“nira cette hémisphère par

D HS 2 := { 	 > 0 : (	 , � ) � D S2} , (3.13)

où (	 , � ) sont des coordonnées sphériques telles que	 � [Š � /2, � /2 ] correspond à
la latitude. La mesure µE

�
D HS 2

�
du domaine restreint est égale à 2� . La “gure ( 3.1)

montre un exemple d•ensembles de points dans l•espace d•échantillonnage hémisphé-
rique.

3.4 Intégration et espace d •échantillonnage

Étant donné que dans le contexte de cette thèse, le but de l•échantillonnage est
d•approximer une intégrale, il est nécessaire de dé“nir ce qu•est une intégrale dans
le domaine d•échantillonnage. Comme nous l•avons vu dans l•introduction, une inté-
grale nécessite une mesure. Or nos espaces d•échantillonnage sont tous dotés d•une
mesure, qui sera précisément celle utilisée pour le calcul d•intégrale. On écrit donc
une intégrale d•une fonction f : D E 
 C sur le domaine d•échantillonnage comme

�

D E

f (x)µE(dx) , (3.14)

ou tout simplement �

D E

f (x)dx , (3.15)

puisque l•on considère que la mesure est implicitement donnée par le domaine de
dé“nition de la fonction f . Parfois, nous aurons besoin d•intégrer sur le groupe des
actions T E. On se pose alors la question de savoir quelle mesure l•on peut utiliser.

Dé“nition 3.9 [Barut and R�aczka,1986, sec.2.3] Soit G un groupe topologique localement
compact, on appellemesures de Haarles mesures d•un groupe topologique localement compact
qui sont invariantes, c•est à dire les mesuresµH qui véri“ent pour tout borélien A et pour tout
g � G

µH
��

g � g� : g� � A
��

= µH (A) . (3.16)

La mesure de Haar est aussi invariante à droite. La construction de la mesure de
Haar n•est pas explicite. En revanche, on sait que tout groupe topologique localement
compact admet au moins une mesure de Haar, et que toutes les mesures de Haar non
nulles d•un groupe topologique localement compact sont proportionnelles [Barut and
R �aczka, 1986, sec.2.3]. Dans ce manuscrit, nous utilisons la mesure de Haar à chaque
fois que l•on intégrera sur le groupe des actions T E. L•invariance de la mesure de Haar
nous permet d•écrire pour tout � � la relation suivante

�

T E

f (� )µH (d� ) =
�

T E

f (� � � � )µH (d� ) . (3.17)

1. Nous assumons ici que la surface n•est ni luminescente ni translucide.
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Dans ce manuscrit, les intégrales sur T E utiliseront toujours la mesure de Haar de
façon implicite. Nous ne préciserons donc plus la mesure de Haar dans ces intégrales.

Lemme 3.1 SoitE un espace d•échantillonnage, on a, pour tout x0 � D E, la relation suivante

�

D E

f (x)dx =
µE (D E)
µH (T E)

�

T E

f (x0 � � )d� . (3.18)

Preuve 3.1 Comme l•action deT E sur D E préserve les distances et les mesures, on a, pour
tout � � T E, l•égalité suivante

�

D E

f (x)dx =
�

D E

f (x � � )dx . (3.19)

On peut par le même raisonnement écrire que l•intégrale d•une fonction sur le domaine est
égale à la moyenne de cette intégrale sur le groupe des actions

�

D E

f (x)dx =
1

µH (T E)

�

T E

�

D E

f (x � � )dxd� . (3.20)

CommeT E est transitive, on sait que pour tout x, x� � D E, il existe� � tel que
�

T E

f (x � � )d� =
�

T E

f (( x� � � � ) � � )d�

=
�

T E

f (( x� � (� � � � ))d� . (3.21)

Le fait que la mesure de Haar soit invariante surT E permet alors d•écrire que
�

T E

f (x � � )d� =
�

T E

f (x� � � )d� . (3.22)

En en déduit alors que le point x peut être substitué par tout autre point deD E. Soit x0 un
point arbitraire deD E, on peut écrire à partir de Eq. (3.20) que

�

D E

f (x)dx =
1

µH (T E)

�

D E

�

T E

f (x0 � � )d� dx

=
µE (D E)
µH (T E)

�

T E

f (x0 � � )dx . (3.23)

�

L•intérêt de ce lemme est qu•il montre qu•il est équivalent d•intégrer une fonction
sur le domaine d•échantillonnage ou sur le groupe des actions. Cette propriété sera
utilisée notamment dans les derniers chapitres.

3.5 Homogénéité statistique

Dé“nition 3.10 Soit E un espace d•échantillonnage, etS un ensemble de points stochastique
dansE, on dit queS esthomogènes•il est invariant par action, c•est à dire si pour tout� ,
� (S) est statistiquement équivalent àS.
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On note M Homo. la classe des ensembles de points homogènes. On pourra écrire
lorsque S � M Homo. que

� � � T E, f (S) = f (� (S)) , (3.24)

ou bien encore que

f (S) =
1

µH (T E)

�

T E

f (� (S))d� . (3.25)

Cette équation sera souvent utilisée pour démontrer certaines propriétés des en-
sembles de points homogènes. Il est important de bien voir que S est ici une variable
aléatoire et donc f (S) l•est également. L•équation (3.24) montre donc une équivalence
statistique entre les deux termes.

Lemme 3.2 Soit S un ensemble de points homogène dans un espace d•échantillonnageE, la
densité de probabilité du k-ième point deS est uniforme sur le domaine d•échantillonnage :

PDFsk =
1

µE (D E)
. (3.26)

Preuve 3.2 D•après Eq. (3.25), on a

PDFsk(x) =
1

µH (T E)

�

T E

PDFsk� � (x)d� . (3.27)

Évaluer PDFsk� � (x) revient à évaluer PDFsk(x � � Š1), on peut donc écrire que

PDFsk(x) =
1

µH (T E)

�

T E

PDFsk(x � � )d� , (3.28)

où l•on a remplacé� Š1 par � par changement de variable. En utilisant Lemme (3.1), on peut
transformer l•intégrale sur le groupe des actions en intégrale sur le domaine d•échantillonnage.
On obtient alors

PDFsk(x) =
1

µE (D E)

�

D E

PDFsk(x�)dx� . (3.29)

La preuve est terminée en remarquant que l•intégrale d•une densité de probabilité est par dé“-
nition égale à1. �

L•homogénéité est une propriété des ensembles de points régulièrement étu-
diée dans la littérature. On la retrouve par exemple en physique dans l•étude des
gazes[Hansen and McDonald, 1990]. Elle est aussi utilisée en informatique graphique,
cette fois sous le nom dewidesense stationary process[Dippé and Wold, 1985]. La version
que nous proposons dans ce manuscrit est une généralisation permettant de parler
d•ensemble de points homogène dans des espaces d•échantillonnage arbitraires. Tou-
tefois, il est important de garder à l•esprit que l•homogénéité d•un ensemble de points
dépend du groupe des actions utilisé. Ainsi, un ensemble de points sera homogène
pour une action de groupe donnée, mais ne le sera pas forcement pour une autre. C•est
une des raisons pour lesquelles nous avons intégré l•action de groupe dans l•espace
d•échantillonnage. Ainsi, il n•y a aucune ambiguïté quant au groupe utilisé, du mo-
ment que l•on sait dans quel espace d•échantillonnage un ensemble de points évolue.
Nous ferons souvent référence à la notion d•homogénéité a“n de démontrer un certain
nombre de propriétés, étant donné, comme nous le verrons dans le chapitre suivant,
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que beaucoup de méthodes d•échantillonnage stochastique produisent des ensembles
de points homogènes. De plus, il est extrêmement simple de créer un ensemble de
points homogène à partir d•un ensemble de points quelconque, comme le montre le
lemme suivant.

Lemme 3.3 Soit S un ensemble de points dansE et 
 une variable aléatoire représentant une
action dansT E telle que la densité de probabilité de
 soit uniforme, alors l•ensemble de points

S� := { sk � 
 : sk � S } , (3.30)

est un ensemble de points homogène deE.

Preuve 3.3 On veut montrer que
 (S) est homogène, c•est à dire que la fonction de densité
de probabilité de� �(
 S) est la même que celle de
 S. On peut écrire l•égalité suivante

PDF� �(
 (S)) (sN ) = PDF
 (S) (� �Š 1(sN )) . (3.31)

Sachant que les variables aléatoiresS et 
 sont indépendante, la fonction de densité de proba-
bilité de
 S est égale à l•espérance de la fonction de densité de probabilité deS par rapport à
 .
On écrit alors que

PDF� �(
 (S)) (sN ) =
�

T E

PDF� (S) (� �Š 1(sN )) PDF
 (� )d� � . (3.32)


 étant uniforme, l•équation se simpli“e de la façon suivante,

PDF� �(
 (S)) (sN ) =
1

µH (T E)

�

T E

PDF� (S) (� �Š 1(sN ))d� . (3.33)

Comme la mesure de Haar est invariante, on à l•égalité suivante,

PDF� �(
 (S)) (sN ) =
1

µH (T E)

�

T E

PDFS(� Š1(� �Š 1(sN ))) d�

=
1

µH (T E)

�

T E

PDFS(( � �Š 1 � � Š1)( sN ))) d�

=
1

µH (T E)

�

T E

PDFS(� Š1(sN ))d�

=
1

µH (T E)

�

T E

PDF� (S) (sN )d� . (3.34)

Finalement, on peut repasser de l•intégrale à la fonction de densité de probabilité de
 (S) et
obtenir

PDF� �(
 (S)) (sN ) = PDF
 (S) (sN ) . (3.35)

On en conclut queS� est statistiquement équivalent à� �(S�) et donc queS� est homogène.�

Conclusion

Nous avons dé“ni dans ce chapitre l•environnement théorique nécessaire à l•ana-
lyse des ensembles de points pour l•intégration Monte Carlo. Les choix que nous
avons fait dans la modélisation mathématique de l•ensemble de points et de l•espace
d•échantillonnage sont, à notre connaissance, nouveaux au sein de la communauté du
rendu d•images et peuvent donc par conséquent être considérés comme des contribu-
tions. Le chapitre suivant offre une vision plus concrète de ce que peuvent être les
ensembles de points dédiés à l•intégration Monte Carlo, en parcourant les techniques
d•échantillonnage les plus populaires.
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Dans ce chapitre, nous détaillons une liste non-exhaustive de méthodes d•échan-
tillonnage, regroupées en cinq catégories. Tout d•abord, nous présentons les méthodes
d•échantillonnage stochastiques les plus simples (bruit blanc et disques de Poisson).
S•ensuivent, les méthodes utilisant une partition de l•espace à l•aide d•un pavage
(grilles régulières et ensemble de points jittered), puis les algorithmes d•optimisations
des ensembles de points, de la relaxation de Lloyd jusqu•au contrôle spectral. Fina-
lement, nous abordons les échantillonneurs à base de pavages hiérarchiques et les
séquences à basse discrépance. Cette vue d•ensemble permet de donner un aperçu
des stratégies mises en place pour obtenir un bon motif d•échantillonnage pour l•in-
tégration Monte Carlo. Pour chaque méthode, nous précisons les raisons derrières
chaque approche et les bases des algorithmes utilisés. L•analyse de la qualité de chaque
méthode est réservée au chapitre 8, puisqu•il nous est nécessaire avant d•introduire
chaque outil d•analyse.

4.1 Méthodes d •échantillonnage bruit blanc

Le bruit blanc, parfois appelé distribution de Poisson, consiste à choisir aléa-
toirement et uniformément les points dans le domaine d•échantillonnage, indépen-
damment les uns des autres. On dit qu•un ensemble de points est bruit blanc, noté
S � M WN , s•il respecte les conditions suivantes :

�


�
� k, PDFsk(x) =

1
µE (D E)

� i, k, i �= k � si et sk sont indépendants .
(4.1)

L•intérêt de cette méthode est qu•elle ne génère pas d•aliasingquand on l•utilise pour
l•intégration. Mais cet avantage est compensé par le niveau de bruit important qu•elle
produit. La “gure ( 4.1) montre des exemples d•ensembles des points de type bruit
blanc dans plusieurs espaces d•échantillonnage. On remarque tout de suite que les
ensembles de points ne sont pas bien répartis dans le domaine, c•est à dire que de
grandes régions du domaines ne sont pas échantillonnées.

Par dé“nition, ces ensembles de points sont stochastiques. Ils sont aussi homo-
gènes, puisque qu•ils ne sont dé“nis que par une loi de probabilité uniforme, qui est
donc invariante par translation. On peut donc écrire que



M WN � M Stocha.

M WN � M Homo. .
(4.2)

29
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(a) (b) (c)

Figure 4 .1 …Exemple d•ensemble de points bruit blanc dans différents espaces d•échantillonnage :(a)
dans l•espaceU2, (b) dans l•espaceU3 et (c) dans l•espaceS2.

Dans les espaces hyper-cubiques, les coordonnées des points sont générées en choi-
sissant aléatoirement dans chaque dimension un nombre entre 0 et 1. Dans l•espace
sphérique, le problème est un peu plus compliqué si l•on ne dispose que d•un géné-
rateur de nombre aléatoire uniforme sur l•intervalle [0, 1[, ce qui est souvent le cas.
Dans ce cas, plusieurs méthodes existent[Knuth, 1968; Marsaglia and others, 1972]
et reposent, soit sur un système de rejet de points, soit sur des transformations de
variables aléatoires à l•aide des fonctions trigonométriques. Une façon simple à implé-
menter consiste à prendre deux variables aléatoires X0 et X1 sur l•intervalle [0, 1[ et à
appliquer les transformations suivantes

	 = 2sinŠ1(
�

X0) Š � /2 ( 4.3)

� = 2� X1 , (4.4)

où (	 , � ) correspondent à la latitude et la longitude du point à générer.

4.2 Disques de Poisson

Les méthodes des disques de Poisson1 sont une alternative à l•échantillonnage
bruit blanc. Dans la littérature, on peut aussi les trouver sous le terme de random
sequential addition of hard spheres(RSA) ou dart throwing. Ces ensembles de points sont
étudiés dans de nombreux domaines, à la fois en informatique, mais aussi en biologie
(distribution de cellules ou d•arbres) et en physique [Torquato, 2002]. En informatique
graphique, cette méthode d•échantillonnage a été introduite par Cook [1986] pour sa
ressemblance avec la distribution des cônes et des bâtonnets dans la rétine humaine.
Le principe de la méthode est une extension de l•échantillonnage bruit blanc ajoutant
une condition de distance minimale entre les points.

� i, j avec i �= j, distE(si , sj )  2r , (4.5)

où r est le rayon des disques centrés en chaque point de l•ensemble. Pour générer l•en-
semble de points, la méthode classique consiste à ajouter un point avec une probabilité
uniforme sur D E à chaque itération. Si la distance entre ce nouveau point et les autres
points déjà ajoutés est inférieure à 2r, c•est à dire si les disques associés à chaque point
s•interpénètrent, alors ce nouveau point est rejeté. L•algorithme est terminé quand il

1. À ne pas confondre avec les distributions de Poisson
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N = 1 N = 2 N = 3

N = 10 N = 11 N = 12

N = 40 N = 70 N = 100

Figure 4 .2 …Progression de l•algorithme générant un ensemble de disques de Poisson avec un rayon
de0.0879694dansU2. L•ensemble de points “nal comporte100points. Le cercle noir associé à chaque
point représente le disque de rayon r, et la zone grise représente l•espace où ne peut pas être ajouté de
nouveaux points. Pour chaque étape, le dernier disque inséré est af“ché en orange. Les étapes de rejet ne
sont pas montrées.
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n•est plus possible d•ajouter un nouveau point. On dit alors que l•ensemble de points
est maximal. La “gure ( 4.2) montre plusieurs itérations pour générer un ensemble de
disques de Poisson.

L•un des problèmes de cette méthode est qu•elle nécessite un nombre d•itérations
extrêmement grand pour arriver à un ensemble maximal. Une façon de contourner ce
problème est de directement ajouter un point dans les zones valides et donc d•éviter
les phases de rejet. SoitN � le nombre de disques déjà acceptés dans la distribution, le
domaine PN�+ 1 dans lequel peut être inséré le (N� + 1)-ième point est donné par

PN�+ 1 := D E \

�
N�
	

k= 1

{ � x Š sk� < 2r | x � D E}

�

, (4.6)

c•est à dire toutes les zones qui sont à plus de 2r de distance d•un point. Pour insérer
un nouveau point, il faut alors tirer une valeur uniformément dans PN�+ 1. Toutefois,
bien que cette méthode ne nécessitent queN itérations pour arriver à un ensemble
de disques de Poisson maximal, la complexité nécessaire pour tirer uniformément un
point dans le domaine PN�+ 1 rend cet algorithme dif“cile à mettre en place. Les détails
d•implémentation de cette approche peuvent être trouvés dans [Gamito and Maddock,
2009] et [Dunbar and Humphreys, 2006].

Un autre problème concernant l•algorithme de génération est que l•on ne sait pas
quel sera le nombre de points “nal de la distribution. Il a été montré que dans l•es-
pace euclidien Ed, le nombre de points dans un ensemble de disques de Poisson tend
à suivre une loi normale à mesure que le rayon des disques diminue [Penrose and
Yukich, 2002]. Cela signi“e que pour deux réalisations utilisant un même rayon r, le
nombre de points dans chaque ensemble pourra être très différent. On cherche alors
une fonction qui donnerait � N� , le nombre de points se trouvant en moyenne dans
l•ensemble, pour un rayon donné. En dimension 1, ce résultat est connu, puisque la
méthode des disques de Poisson est similaire au problème du parking de Rényi [Dvo-
retzky and Robbins, 1985]. La proportion de l•espace compris dans les disques asso-
ciés à l•ensemble de points est égale à la constante de Rényi,R := 0.74759...,[Solomon,
1967, p. 6]. En revanche, pour les espaces euclidiens de dimension supérieure, il n•est
pas possible d•obtenir analytiquement un résultat similaire [Torquato et al., 2006, p.
4]. La seule solution restante est donc d•utiliser des approximations expérimentales
(voir [Torquato et al., 2006] pour les dimensions d e 1 à 6).

Étant donné que la méthode choisit uniformément les points à ajouter, les en-
sembles de disques de Poisson sont homogènes. On écrit alors,



M P.Disk � M Stocha.

M P.Disk � M Homo. ,
(4.7)

où M P.Disk est la classe des ensembles de disques de Poisson.
Dans l•espace sphérique, il est également possible de générer des ensembles de

disques de Poisson, puisque l•espace d•échantillonnage possède une métrique. Dans
ce cas-là, les disques sont remplacés par des calottes. Plusieurs implémentations des
disques de Poisson existent sur la sphère[Cline et al., 2009; Gamito and Maddock,
2009; Peyrot et al., 2013].

4.3 Méthodes d •échantillonnage par pavage
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(a) (b) (c)

Figure 4 .3 …Exemple de grilles régulières dans différents espaces d•échantillonnage :(a) une grille
carrée dans l•espaceT 2, (b) une grille hexagonale dans l•espaceH 2 et (c) un icosaèdre subdivisé dans
l•espaceS2.

� = � 1 � 2 � 2Lorsque l•on échantillonne une fonction, on souhaite
que la position des points recouvre l•ensemble du do-
maine de la façon la plus uniforme possible. Pour cela, une
des approches consiste à partitionner le domaine d•échan-
tillonnage en sous-domaines. On appelle tuile , notée �� ,
un sous-domaine de D E et pavage un ensemble de tuiles
recouvrant tout le domaine d•échantillonnage. En géné-
ral, lorsque l•on veut paver un domaine, on dispose d•un
ensemble deproto-tuiles � := { � 1, � 2, ...} que l•on va "pla-
cer" dans le domaine à l•aide de translation, rotation et ré-
”exion. Une tuile est donc aussi dé“nie comme un couple
formé d•une proto-tuile et d•une transformation. La “gure
ci-contre montre un exemple d•ensemble de proto-tuiles, et un pavage du domaine
D U2 à partir de cet ensemble de proto-tuiles. Il est possible de construire un ensemble
de points à partir d•un pavage en ajoutant un ou plusieurs points par tuile. Les pro-
priétés de l•ensemble de points dépendront du type de pavage et de la façon dont les
points ont été ajoutés dans les tuiles.

On notera �� k la tuile contenant sk, et � k la proto-tuile de �� k. La classe des ensembles
de points reposant sur un pavage est noté M Pavage.

4.3.1 Grille régulière

Les grilles régulières sont des ensembles de points reposant sur des pavages régu-
liers. Une dé“nition précise des pavages réguliers peut être trouvée dans [Grunbaum
and Shephard, 1986, sec. 1.3]. De façon informelle, on dé“nira un pavage régulier
comme étant un pavage ne possédant qu•une seule proto-tuile et dont toutes les tuiles
ont la même aire. Dans l•espace euclidien de dimension 1, la proto-tuile est un seg-
ment. En dimension deux, il existe trois types de pavages réguliers utilisant respecti-
vement le triangle isocèle, le carré et l•hexagone régulier [Grunbaum and Shephard,
1986, sec.1.3]. En dimension supérieure, le problème est plus dif“cile, mais des so-
lutions existent. La méthode la plus simple consiste à subdiviser l•espace avec des
hyper-cubes dont chaque coté a une longueur de 1/ d

�
N. Pour l•espace sphérique, le

problème est plus complexe car il n•existe pas de méthode connue pour générer des
pavages régulier à des densités arbitraires. En relâchant les conditions sur le nombre
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(a) (b) (c)

Figure 4 .4 …Exemple d•ensembles de pointsjittered dans différents espaces d•échantillonnage :(a)
dans l•espaceU2 à partir d•une grille carrée,(b) dans l•espaceH 2 à partir d•une grille hexagonale et(c)
dans l•espaceS2 à partir d•un icosaèdre subdivisé.

de proto-tuiles ou sur l•aire des tuiles, ont peut trouver des solutions acceptables.
On peut par exemple utiliser un icosaèdre subdivisé et re-projeté sur la surface de la
sphère, mais à condition d•accepter d•avoir un pavage dont les aires des tuiles sont
différentes. On peut également utiliser la méthode de projection HEALPix [Gorski
et al., 2005] qui donne de bon résultat, mais en acceptant cette fois d•avoir plusieurs
proto-tuiles. Une dernière solution consiste à utiliser les solutions au problème de
Thomson [Thomson, 1904], donnant ainsi la distribution de points qui minimise le
plus l•énergie de distance. La “gure ( 4.3) montre plusieurs exemples de grilles régu-
lières dans des espaces différents.

Pour passer du pavage à l•ensemble de points, les grilles régulières placent un
point au barycentre de chaque tuile. L•ensemble de points obtenu est ainsi déterministe
et on écrira donc que 


M Regular � M Pavage

M Regular � M Determ. .
(4.8)

où M Regular est la classe des motifs d•échantillonnage réguliers.

4.3.2 Jittered sampling

Les grilles régulières ont l•avantage de partitionner l•ensemble du domaine de fa-
çon simple, mais la forte régularité des points génère de nombreux défauts dans le
rendu graphique. Pour casser cette régularité, tout en gardant un pavage simple à
générer, les méthodes dejittering placent un point d•échantillonnage aléatoirement et
uniformément dans chaque tuile. Ainsi, la disposition globale des points reste uni-
forme, mais localement, la position des points est aléatoire. On appelle ces ensembles
de points les ensemblesjittered et on notera leurs classeM Jittered. Les ensemblesjittered
ont les propriétés suivantes :

�


�
� k � { 1, ...,N} , PDFsk(x) =

� �� k(x)
µE ( �� k)

� i, k � { 1, ...,N} , i �= k � si et sk sont indépendants .
(4.9)

En informatique graphique, ils ont été introduits dans la deuxième moitié des années
80 [Dippé and Wold, 1985; Cook, 1986; Mitchell, 1991]. Jusqu•à aujourd•hui, ils sont
très utilisés car ils donnent de bons résultats tout en restant très simples à générer.
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Les ensembles de points jittered appartiennent à la classe des ensembles stochas-
tiques et des ensembles reposant sur des pavages. En revanche, ils ne sont pas homo-
gènes. En effet, les propriétés des ensembles de pointsjittered ne sont pas les mêmes
sur tout le domaine et dépendent du pavage utilisé. Par exemple, il est possible que
deux points soient proches à la frontière entre deux tuiles, mais il est impossible de
trouver deux points proches au centre d•une tuile puisqu•il n•y a qu•un point par tuile.
On a donc �

�

��

M Jittered � M Stocha.

M Jittered � M Pavage

M Jittered �� M Homo. .

(4.10)

La “gure ( 4.4) montre plusieurs exemples d•ensemble de points jittered dans des es-
paces différents.

4.3.3 Hypercube Latin

Introduits par McKay [1979] dans la “n des années
70, les ensembles de points hypercubes Latin sont une
alternative à l•échantillonnage jittered. On dit d•une ma-
trice carrée qu•elle est un carré Latin si chaque élément
de la matrice n•est présent qu•une fois par ligne et par
colonne. En échantillonnage, on peut utiliser ce principe
en partitionnant l•espace d•échantillonnage (par exemple
U2 ou T 2) par un pavage régulier formé de N × N tuiles
et en ajoutant N points de façon à ce qu•il n•y ait qu•un
point par ligne et par colonne. Les ensembles de points
hypercubes Latin sont une généralisation de cette idée pour des dimensions arbi-
traires. C•est un cas particulier d•échantillonnage par pavage, puisque certaines tuiles
ne contiennent aucun point. La “gure ci-contre montre un exemple d•ensemble de
points hypercube Latin dans U2. Il existe plusieurs façons de générer des ensembles
de points hypercubes Latin. La plus simple, consiste à choisir aléatoirement les lignes
et les colonnes associées aux cases contenant un point, et à placer le point uni-
formément au sein de chaque case. D•autres méthodes reprennent l•idée des en-
sembles de points jittered à l•aide de deux niveaux de grille [Shirley and Wang, 1994;
Kensler, 2013]. La première grille permet de placer un point par tuile, et de s•appro-
cher de cette façon des ensembles de pointsjittered. La deuxième grille, plus “ne,
sert de matrice pour véri“er les propriétés des ensembles de points hypercubes Latin.
Dans tous les cas, la méthode n•est pas homogène, pour les mêmes raisons que les en-
sembles de points jittered, mais reste tout de même stochastique. On peut donc écrire
que �

�

��

M LHC � M Stocha.

M LHC � M Pavage

M LHC �� M Homo. ,

(4.11)

où M LHC est la classe des ensembles de points hypercubes Latin. Dans les espaces
U1 et T 1, cette classe de méthodes d•échantillonnage produit les mêmes ensembles de
points que les ensembles de points jittered.
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Figure 4 .5 …Illustration d•une minimisation d•énergie par une méthode d•optimisation d•un ensemble
de points. L•ensemble de points initial, à gauche, n•est pas uniforme et possède une forte énergie. À
chaque itération, symbolisée par une ”èche, l•ensemble de points devient plus uniforme. Le minimum
global de l•énergie correspond à la dernière itération. Bien que ce minimum soit très uniforme, il est
aussi trop régulier. Il faut donc s•arrêter à la deuxième itération qui est un bon compromis.

4.4 Optimisation d •un ensemble de points

Nous venons de voir comment générer des ensembles de points de façon stochas-
tique ou à l•aide d•un pavage. Pour améliorer la qualité de l•ensemble de points, on
a recourt à des techniques d•optimisation. Le critère de qualité visé est traduit en
énergie, et une technique de minimisation d•énergie est ensuite appliquée sur l•en-
semble de points. Bien que ces méthodes soient ef“caces, elles présentent en générale
plusieurs défauts. Tout d•abord, elles sont souvent lentes car le processus de minimisa-
tion d•énergie n•est jamais triviale. Ensuite, le critère d•énergie utilisé est généralement
choisi de façon ad-hoc, sans lien théorique clair avec l•erreur d•intégration. Lorsque le
minimum global est atteint, l•ensemble de points obtenu est souvent loin d•être de
bonne qualité, car «trop optimisé ». Par exemple, si l•on cherche à maximiser l•uni-
formité de l•ensemble, on obtiendra un ensemble de points régulier, ce qui n•est pas
satisfaisant. On considère alors que l•objectif de ces méthodes d•optimisation n•est pas
d•atteindre un minimum global, mais un minimum local. Ce minimum local est atteint
en arrêtant le processus d•optimisation au bon moment. La “gure ( 4.5) illustre ce prin-
cipe. La qualité “nale d•un ensemble de points optimisé dépend donc de l•ensemble
de points initial, de l•expression de l•énergie formulée, de la méthode d•optimisation
et du critère d•arrêt. Certains optimiseurs sont compatibles avec l•homogénéité, c•est à
dire que si un ensemble de points est homogène, alors l•ensemble de points optimisé
l•est aussi.

4.4.1 Relaxation de Lloyd

La relaxation de Lloyd [Lloyd, 1983] est une méthode d•optimisation basée sur les
diagrammes de Voronoi. Pour une description détaillée des diagrammes de Voronoi,
voir le chapitre suivant, section 5.4. L•objectif de cette méthode est que chaque point
de l•ensemble corresponde au barycentre de sa cellule de Voronoi. On dit alors que le
diagramme de Voronoi de l•ensemble forme un pavage barycentrique de Voronoi . En
terme d•optimisation, la fonction d•énergie à minimiser, ECVT(S), est donnée par

ECVT(S) :=
N

�
k= 1

�


 k

� x Š sk� 2dx , (4.12)




























































































































































































































