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ρF
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

d(LplasmaBV )

dt
= Rsyn

E

ρF
− CLplasma,

Lbrain =
k1Lplasma

k2 + Lplasma

+ k3Lplasma,

dE

dt
= ρFI − k6

(
E

ρF
+ FFM

)(
1 +

k7Lbrain

k8 + Lbrain

)
,

BV Rsyn C

ρ ρF FFM

E/ρF

FI

FI = k4

(
1− Lbrain

k5 + Lbrain

)
,

FI = a1(Lbrain − SP) + a2

∫ t

0

(Lbrain − SP)dt+ c1,
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dFM

dt
=

EI − EE

ρFFMΩ + ρFM
, �)))#�"

dFFM

dt
=
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ρFFMΩ + ρFM
, �)))#-"
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Ω :=
dFFM

dFM
= γΩ(1 + α exp(κFM )), '444��)
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FFM =
γΩ(κFM + α exp(κFM ))

κ
+ C, �������

��� 

C := FFM (0)− γΩ

(
FM (0) +

α

κ
exp(κFM (0)

)
.

!����� ���	 �����"�� EI −EE ��� 
� �����

�� �
 � �������� �� FI ��� FM ����� �
 ������


EI − EE = γEFI − η((ρFM + ρFFMγΩ)FM +
ρFFMγΩα

κ
exp(κFM ) + ρFFMC + ξ).
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����'� FI (�� �
���) ����
� �� �
�� ���*�� %�� 
���	��� ΦR(L) 	� ��� ����#���	� 	� 
�����


�����	
� ��� "� !���
�"�! �� ��
�� 	� 	�������	� ���	
� �+���'��� ���,� -�.	
	� ��*��

/�������	�� ��01� "� � 2�

 ������	� (&�������	� (&0))� ���
� ��� ��3���
 
���	��� ��

�
	�	
��	��
 �	 ��� !������ 	� 
�����	
�� ��#�� "�

ΦR(L) =
φRLn

Ln + θn
, ($$$�*)

���� φR ��� ��3���
 
���	���� θ � ��
���	
! �	

���	�!��� �	 0�4 	� ����#���	� ��! ���

������
 n ≥ 1 � �������#��� �	�5������

6���

� ���	
!��� �	 &�������	� (&1)� �� ������ �		! ����'� FI �� ����"���! "� ���

����#���	� 	� 
����� 
�����	
� �6
��!��� ��! 2�
���� ���*� ���
� �� �
�� ���*�� �	

dFI

dt
=

γFI
1 + ΦR(L)

− δFIFI , ($$$��)

���
� γFI !���
�"�� ��� 
��� 	� �����
���	� 	� �		! ����'�� ��! δFI !��	��� �� ����"���	�


��� 	� �		! ����'��

%�� ������ �	
��! ���� �7����	�� ($$$��)� ($$$�1)� ($$$��)� ($$$�*) ��! ($$$��) !���
�"�� ���

����
����	�� "������ �		! ����'� ��! ��� ���� ��!����! "� 
����� ��! 
����� 
�����	
�

!������� (��� 6���
� $$$�� �	
 � ����� #�
��"
� 8	� !���
��)� $� ��� �	

	����� �� �	���

	� ��� !������� 	� ���� ������ 	� �7����	��� ��#�� "�9
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����� � ������������ ���� ��� �� ������ �������� �� �������� 
����
��� �� ��� ��	��

�� ��� �����
���
 �������� ������ ��	� EI − EE � ��� ������ ��	����� ��� ��������	� ���������� ��

��� ���� ��
 �������� ���� �� ���� ���
������� ��
 ��������	� �� ����� ���
�������� �������� 	����

��������� ������ ���
������ �� 
����
����� �� ������	��� ���	� 
����
 	���� ��������� ��� ��
����� ��

��� ������	� �� � ���	�����	 ��������

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dFM

dt
=

γEFI

ρFFMγΩ(1 + α exp(κFM )) + ρFM

−η((ρFM + ρFFMγΩ)FM + ρFFM γΩα
κ

exp(κFM ) + ρFFMC + ξ)

ρFFMγΩ(1 + α exp(κFM )) + ρFM
,

dL

dt
= γLFM − δLL,

dR

dt
= γR(1 + λR1L)− δR(1 + λR2L

2)R,

dFI

dt
=

γFI (L
n + θn)

Ln(1 + φR) + θn
− δFIFI .

��������

�	
��	 
�	�	����� �� ��	 �	�� �	����� ��� �	 ��	 ���� ���	� �� ���	������	 ��	 �	�	��
�	��

�
 �	
��� �	�������	� �	� �� ���	� ����	�� �� ��	 ���!�	������� �
 ��	 ��������� �
 " ��	�

���������

#������	� L� R ��� FI �	���� ���!�	�����	 �� ���� �� ��	 ���	� �������	� ������	� ��

" ��	� �������� ��	 
������	� �� 	�
	��	�� "�������� �
 ��	 
�� ���� 	$������ ���	�	� ���
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 	� ��� 
���

������ ��	
��
� ����� ������� ����������� �
���
���� �� FM = 0 ���� dFM /dt > 0 �� 
��

���� ��

γEFI > η(ρFFM (
γΩα

κ
+ C) + ξ).
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�
����� 

���� 
�� �����
� ���������� ���� ��
� EI − EE

�� ������
� ��� ��� �
� �
��� �
�������	 ��� 
���������� �� #�� 
�� $
�� &#�� 
�� $
���

'(()� '(��* 
�� ����� �� ��� ������ 
 ���� �� ������
��� ��� FM �

-����� .,,,��(/ ���� �� ���� �� -������ ,,,�0 �� ��
����	
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 �����	��
� ������ �
��
� ���� ���� ��� 
 ���	�� ����
���
�� 2
�
������

���������	 �
��� �� ���
���� 
�� ��	�
�
���� .��� �!
���� �
�
������ δL 
�� γL �� 3��
+

���� .,,,�4// �� �������
���� ���� 
� λR1� 
�� ���
���� �� 
	��	� 3�
��������
� ����������

�
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��� ������ 
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������ ��� �!
���� ��
�������� �
� ���
�� ���� ������������ 5�

������ ���� �� ����� ���� �� ��� 

��
����� �� �
�
����� γFI � �����������	 ��� ������
����

�
�� �� ���� ���
��� 
�� �� ��
����	
�� ��� 

��
����� �� γFI �
� ������ ���� ��� ��
��+
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���
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� ������ ��

��
���� ������� �
�� �� ���� 
�� ��������� �� �����
� ��
�	���

"� ����� ���	�����
� ��
�	�� �� ���� ���
��� �� ������
��� ������ ��� �
�
����� γFI ��

��� ��������	 �
�

γFI = γFI (t) = γ0FI + g(t),
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��	� �� FM � L�

R �	� FI ��� �
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�
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���-�� �� ��,���	
 ��	�
��	� g(t)

���� .����� ����)�/ � �����	�
��	 �� 
�� �������� ��	� �	������	� �	� 
�� ����	� �	�
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�
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0�� �����	�
��	 �� 
�� ������� ��	�
��	� ��������	�� 
� �	 �	������ �	 γFI �	� 
��	 �

�������� 
� � ��
�� 
���� ��� ������� 
��	 
�� �	�
��
 ��
��� �
 �� ��������� �� g(t) ��
�

g(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, if 0 < t < t1,

Δγ1
FI

2t3−3(t1+t2)t2+6t1t2t+t21(t1−3t2)

(t1−t2)3
, if t1 < t < t2,

Δγ1
FI
, if t2 < t < t3,

Δγ1
FI
+Δγ2

FI

−2t3+3(t3+t4)t2−6t3t4t−t33+3t23t4
(t3−t4)3

, if t3 < t < t4,

Δγ1
FI
−Δγ2

FI
, if t > t4,
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����� Δγ1
FI
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��	 �� 
�� �	������	� ������� �	� Δγ2
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g(t) = ΔγFI
sin

(
2π

τ
t

)
,  !!!��"#

���
 ΔγFI
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�� �	� 

������� �� �
��
���� �� �	� �������� 
�� τ �	� ������ ��
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	� ��	�
���	 �������	�� �� �� �����������
��� 	����
���

 � �
� ������ �	�� 
����� �������� ��
� 
� �������	��� (FM ∗, L∗, R∗,FI ∗) �
���!�� ���

����������

L∗ =
γL
δL

FM ∗, ������"�

R∗ =
γR(1 + λR1L

∗)
δR(1 + λR2L∗2)

, ������#�

FI ∗ =
γFI (L

∗n + θn)

δFI (L∗n(1 + φR∗) + θn)
, ������$�


��

FI ∗ =
η

γE

(ρFFMγΩα
κ

exp(κFM ∗) + (ρFM + ρFFMγΩ)FM
∗ + ρFFMC + ξ

)
. ������%�

&���� ������"� 
�� ������#�' ��� �(�	������� ������$� 
�� ������%� ��	 FI ∗ �
� �� )	����� 
�

��������� �� FM ∗�  � ��!��

f1(FM ) :=
γFI δR(δ

2
L + λR2γ

2
LFM

2)(γnLFM
n + δnLθ

n)

δFI (aFM
n+2 + bFM n+1 + cFM n + dFM 2 + e)

)��� a = γn+2
L δRλR2' b = γn+1

L φδLγRλR1' c = γnLδ
2
L(δR + φγR)' d = δnLθ

nδRγ
2
L 
�� e =

δn+2
L δRθ

n'


��

f2(FM ) :=
η

γE

(ρFFMγΩα
κ

exp(κFM ) + (ρFM + ρFFMγΩ)FM + ρFFMC + ξ
)
.

*� ����	������� ���)��� f1 
�� f2 ��!��� 
 �
��� FM
∗' 
�� ������������ 
� �������	���

�� 
����� ��������� +������� �������	�
 �(��� ��

f1(0) > f2(0),



��� ���� ������	
 	� ��� 
���

�� f2(FM ) �� ������	
 ���������
 ��� f1 ������ �� ����� ����� ��� FM = 0� ���������

��� �
���� ���� ������
 ��� ��		����
 ����������

γFI
δFI

>
η

γE

(ρFFMγΩα
κ

+ ρFFMC + ξ
)
.
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� � ��	��������� ������� ���� ������ ������������ �
 ��� �����

γFI /δFI � ��� ����

 ������������ �� ����� �� ������ �������� � ��	�����! ��� ����

 ��	"

���� EI − EE ���� �� �������� ��� 	�� ��� ���� ���� ��
 ���� ���� ��� ���� ���������

������� ���������
 �� ��� ��	������ �� #
���� ������$�! ��� ��� ��� �� #������ ����%���� ���

������ �� � ��	����� �� ���� � ��	 �� ��� �� ����� ��������
 �� ��� ��������� ��	��� ����

&�
��� ����' ��� �����	���� ( �����	�� ���	
��� �� � ����	�)�� ����	 �� ��������� �� (�

��� � ��	������ ���� 	�� 	����� ������������� ��� 	�� ��� ���� ���� &�
���� ����'�* ���

����'�+� ����������� �� � ���	��
 ����� ���	� ��� � ��	������ ���� ��
� 	����� �������������

��� ��
� ��� ���� ����������� �� �� ����� ����� ���� 	����� ����������� �� ��������! ���

���	��
 ����� ��� � ��
� ������ �� ��������� ������� ��� ����� ����� ��� � 	�� ������ ��

���������� ,�� ��
 ���� ���� ��� ���� ���� �� �	�� ��������� �� ��� ����� �����! ��������

�� ��� ���	��
 �����! �� �������� �� ��� ���� 	���� �� �������� �� ���� ��� ���� ����! 
��

�� ��� ���� �������� �����������		
 ���� ��� �������� �� ���"���� ���� �� ���		�� ���� ���

�������� �� ��� ���� -.�		! /$$01 ��� ��� ���� �� �������� ���� ��� ��� �� ��������� ��	���

�� ���	� ����/�

�� ����
 ��� �����	��
 �� � ��	�����! �� ��������� ��� 2������� ������ J �� #
���� ������$�

�� � 
���� � ��	������ (FM ∗, L∗, R∗,FI ∗)! 
���� �


J =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

JLL 0 0 JML

JLR JRR 0 0

JLI JRI JII 0

0 0 JIM JMM

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

�����

JLL = −δL < 0, JML = γL > 0,

JRR = −δR(1 + λR2L
∗2) < 0, JLR = γRλR1 − 2δRλR2L

∗R∗,

JII = −δFI < 0, JLI =
−nγFI θnφL∗n−1R∗

(L∗n(1 + φR∗) + θn)2
< 0,

JRI =
−φγFIL∗n(L∗n + θn)

(L∗n(1 + φR∗) + θn)2
< 0, JIM =

γE
ρFFMγΩ(1 + α exp(κFM ∗)) + ρFM

> 0,
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���
��� ��� ���
����� �� ���������� �� ��� (γFI , λR2)������ ������ ���

������� �����
 ��� ���	� 
�� ����� ���� !� "��� ������
��� ��������� �����
� ��� 


��� ���������


�����������
 #��� �

����
�
� ��� ��	 ����
 ��	����� ��� 
������
 	�
���
�	 �� $ ��	 %� $� $���������� 	���

���� ��� λR2� ����������&��� ��� ��'����� �� ������ �� ��������
 	����	������ #��� γFI = 2.3 g.min−1

��	 ��� ����� ��������� �����
 ����� �
 ����� ���� � %� $���������� 	������ ��� γFI � �����
������ ���


���������� ���� �� ���	 ����(�� #��� λR2 = 0.05 mL2.ng−2 ��	 ��� ����� ��������� �����
 ����� �


����� ���� � ��� 


��� 	�
���

 ���#��� ��� ��	 ����� ���������� ��	 � �

����
�
 #��� ������
���

��� ��������� ������ )���	 ���� ����
 ��	����� 
����� ����������� #�����
 	�
��	 ���� ����
 ��	�����

��
����� ����������� )����� ���������� ������ ���	�����
 ��������� #��� �� ���������� z > 0� ��� ����� ��
˜FM � 	����	 �� ��������� �
 	�
���
�	 �
 � ��	 �����



��� ���� ������	
 	� ��� 
���

���� �	
�� �


�����

JMM = −η < 0.

��� ���� �����
��� �
�� � ��� ���	���� 	
�� 
	 JLR� ��� JLR 
	 ��	
�
�� ����

L∗ < L̃ :=
−λR2 +

√
λ2R1λR2 + λ2R2

λR1λR2

,

�� ���
��������

FM ∗ < ˜FM :=
δL
γL
L̃. �


����

��� ���������
	�
� ������ 
�� P 
	 ���� ��!��� �	

P (χ) = χ4 + uχ3 + vχ2 + wχ+ z, χ ∈ C,

�
��"

u = −JII − JLL − JRR − JMM > 0,

v = JIIJLL + JIIJRR + JIIJMM + JLLJRR + JLLJMM + JRRJMM > 0,

w = −JIIJLLJRR − JIIJLLJMM − JIIJRRJMM − JLLJRRJMM − JIMJLIJML > 0,

z = JIIJLLJRRJMM + JIMJLIJRRJML − JIMJLRJRIJML.

��� 	
�� �# z ������	 ������
�� �� ���� ���� ��� ���
�
$�
� �����	� 
� ����
������ 
#

FM ∗ ≤ ˜FM � ���� $��� JLR ��� z ��� ��	
�
���


# ���� ����	 �# ��� ����	 �# ��� ���������
	�
� ������ 
�� ��� �����
��� ��� �		��
����

���
�
$�
� 
	 ������� �	� ����
����� 	��$�� ��
�� 
# �� ���	� ��� ���� ��	 � ��	
�
�� ����

����� ��� ���
�
$�
� 
	 ��	��$���

��� %����&'���
�� (�
���
��� ����
�� �� P � �����	 �	 �� �������� ���� ��� ��� ����	 �#

P (χ) ��� �����
�� �� ���� � �����
�� ���� ���� 
# ��� ���� 
# ��� #�����
�� ����
�
��	 ���

	��
	!��� ⎧⎪⎨
⎪⎩

z > 0,

uv > w,

w(uv − w) > u2z.

�


��)�

*�� � �
��� 	�� �# ���� ���� �����	� ��� 	�	�� �
	����	 + ���
�
$�
�� �� ��	��$�� ���
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�� 	 ��������
� ���� �
���� ������� 	�� � ��� 	 ���	

�� ��	�


��

	�	
��
� �� 	 �
��

��� �������� �� 
� �	�� �� �����
�	

� ������
�� ��� � �


��
	 !	
���

	�� ��� 	��	 �� ��	�


�� ���� �
����� ������" 	�� ������# ��� �$	��
�� �� λR2 	�� γFI

��������� ��	�


�� 	��	��� %
�� ��� �	�	����� !	
��� ���� ��� �
����� ������" 	�� ������#�

����
�
��� uv > w 	�� w(uv − w) > u2z 	�� �	�
���� 	� ���� 	� z > 0� 	�� ��� ��	�


��


� ����� ����
� ������
��� ��
� �� ��� �
�� �� z� �� �	��
��
	�� ��� !	
��� �� FM ∗ 
����

��	� ˜FM � z 
� ���
�
!� 	�� ��� � �


��
�� 
� ��	�
��

�� ���� �� ����� ��	�� ��� 
���	���� ���� λR1 = 0 �	������ �� ���
�
!� ����
	�
�� ��


���
� �������� �������
�� �� 
���
��� �
��	�


�� 	
�� ������� �!��� ������ JLR < 0& ���

����
�
�� JLR > 0 
� ��� 	 ������	�� 	�� ��'�
��� ����
�
�� ��� �
��	�


��� ���	��� z �	�

�� ���
�
!� �!�� ������ JLR 
� ���	�
!��

(����� ������)� �	� ���� �� �
��	�
� �� ������	�
�� 
� ��
� 
	���� �	�� 
� �	� �
���� ��

��	�
� 	����� 	 ��	
��� �� 	� ����� � �


��
��� *�� ��!�
������ �� 
���
� ���
��	���

	�� ����
�� �	� ��
� ����� 
� ��� ��
��
�� ��	���� ��� �	�
� �� 	���	��
�� �� ��� ����� � �
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� ��	�	����
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�� �� ��� ������ �� 
�����	�� 
���
� �
��	
��

#����	�� 
�0���
��� �� 
���
� 
� ��	
��� �	�� ������ ��	� 	���� 	� 
�
�
	
 ��	�� �� �'�
���

����
	�
�� �� ���� 
��	1� 	 ������ ��	��� ������
�� 	���� 	 ��� �	��� ����������
�� �� ���

��!�
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���
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��	���� �	� 	����
	��� �
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�� ���� 
��	1� 	�� �
�� 
���
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%� ���� 	����� ��	� ���� ��
��� ���	
�� �����	��� �
�� ���� �	� �	�� 	�� �	�+���� �	��

�����	��� 	�� �� ����
 	 �����	�� 
�0���
�� �� 
���
�� /�� ������ �� Λ �ng.mL−1.min−1�

��� 
���
� 
�0���
��� ���� 7 �	�
�� �����8� �	� �� ��
����

dL

dt
= γLFM + Λ− δLL, ������9�

�
�� FM �����	���

(�	��
�� �
��� �� ��� ��	
��� � �


��
�� ���� !	�
	�
�� L� R 	�� FI � �����	� FM 
�



��� ���� ������	
 	� ��� 
���

������ ����	 
 �������� �����	 
� �����
� �����
 ������
�	 �
� �

� �
���� �

�������� ������
 � �
� ��

�
� ����	�����

 ����
	�� �	�
� ��� �
��
��
� �
������ (x(t)−min(x(t)))/(max(x(t))−min(x(t)))�
����� x = R,L,FI �� �
��
��
� � �

	��
� �����
 �
�����

�  �� �
����� ����� �	 ��
	� �
 ��� ������!
�"����������

��������	
 �� �
����� �� ������ ������

� ����
 �� �������� �� ������ �����
 �� �������� �� ��� ������� �� ���������
 ��� �

�������� �� ���� ���� �
 ������������� �� � ������� 
�������!

� ����
 � ������ ������ �����
 � �������� �� ��� ������� �� ������ ��������� �� ��� ������


��� �� �������� �� ���� ���� � ����� ���
���"�� �� � ����� ������ ���� ��� �������

������

#��� ��������� �� �������������� �� ������ ����������� $�������� �� ��� ��������� �� ���

��%������
 ������� &������������� ������
 ��� ���� ��� &������������ �&���������

�� ��� �������� ����� �� ����� �� ��� �
��� �&����
���'
 ��� �����' �� ������� ������ ����������

(����� ��%������ �� ���� ���� ���� ���� �� �'���� �� ��� ����'��� �� ��� �����' )������� ���

�����	� *��� �� ���� ����
 ��������� �� ��� ������� ����� ��� ��� �������� �� ��� ��%������


��� ��� �
����� � ������ �������� �� ��� ������� �� ��������� ��� � ������ �������� �� ����

���� �� ��� �����' �� 
���'��� '��� ������ ����������

+� ��� ��� ��� ���� '���� ),����' )�����-		 ���� ������ ����'��� ����� 
� )�����.	 ��

���������� ��� ���������� �� ������ ����������� +� ��� �/����'����� ���� ���' 0�� ���

,��� 10�� ��� ,���
 �--23
 ������
��� ���� ���� � ��� 
��� ������ ����'��� �� ����

������ � �������� ��%������ �� ������� 4������ ��� ��������� �� ������ ����5� �� �������� ��

��'������� ������� ��� ���� ���� � ��� 
��� ������ ����'��� )������� ����5�* ��� ����5�6	
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���	��	� ��� ���	 ����� �� ���� ������ ����
���	��� ���� ���� ���	 �����	�� � �	!���	� �����	
!�
 "# �� � ��
���� �	�� ��� �
��	 �! ��
����$%�&�� 
���� '�	���	� �	(�����	 �! �����	 ���
�� �� ����
� �	� ����� �	��� ��� �	� �! ��� ����
���	� 
�� "#�� ��
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 ������ �
� ��)�	 !
�� *��+���
 ��
��� �*��+���
 �� ���� ��",� �
 ��������� 
��� -���� ...���� /� 0��� �	��)� � 	������ 0��� �	��)�
�
��� �� �� �� ���	 ��� � ��& !�
 � !�& �� � �	� �	�
����� �� ��� �	����� ������ 1� 1�� &�����
� 	������ 1�� &����� ���
�� �� ���
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�� �	� ���	 �	�
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������
�� %� 2����	 
������
�� -�� �	�
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��� ���� ������	
 	� ��� 
���

������	�� 
��	 
���� ���������

γL ng.g−1.min−1 0.0954 �������
δL min−1 0.074 ���� �	 ��� ������
γR mol.L−1.min−1 5.87× 10−4 �������
δR min−1 3.26× 10−6 �������
λR1 ng−1 1.8× 10−4 �������
λR2 ng−2 1.94× 10−4 �������
δFI min−1 1.19× 10−3 �������
γFI kcal.min−1 3.46× 10−4 �������
φ L.mol−1 � �������
θ ng.mL−1 57.22 �������
n N.U. � �������
γΩ N.U. 2.2 �������� �	 ��� ������
α N.U. 7.27× 10−10 �������� �	 ��� ������
κ g−1 0.269 �������� �	 ��� ������
γE min−1 � �������
η min−1 1.77× 10−5 �������

ρFFM kcal.g−1 ��� �� ��� !��� �����" �����
ρFM kcal.g−1 ��# �� ��� !��� �����" �����
ξ kcal 1413.6 �������
Λ ng.min−1 $� �������

����� ����� 	 ��������� ��	�
 ��� ��
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 �
�� �� �������� 
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 ���� ��
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����� 	� �	���� ���� � N.U. ������
 !���"
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dM

dt
= γMC(A,F )−ΔM,

dU

dt
= γUC(A,F )− δUU,

dE

dt
=

γE
1 + λEC(A,F )

− δEE,

dL

dt
= γLk(M)M − δLL,

dF

dt
=

γFE

1 + λF1L
− δF (1 + λF2U)F,

dΔ

dt
= ε

(
1

τ

∫ t

t−τ

C(A(v), F (v))dv − 1

τ ′

∫ t

t−τ ′
C(A(v), F (v))dv

)
,

dA

dt
= f(t)− C(A,F ),

��� #!
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���� M �	
 ��� �
�� ���	��� U �	
 ��� ������ 	���
��� E ��	���−1
 ��� 	������ �
�����

�����
�� L ��	
 ��� ������ ������� F �����
 ��� �������� �

� ������ ����
��� �� ���	��

��  ������ !!� �� ���������� ��� �

� �
������ �� �� �� �"������� �� �������
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�� A �����
 ��� �"������� �

� ��� C(A,F ) �����
 ��� �
������ �

�� ��������	 
� ���

�������� �

� ������ ��� ��� �"������� �

�� !�  ������ !!� �� ���� C(A,F ) = min(A,F )

�
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� 
� �

� �$��� �
 ��� �������� "���� 
� �
 ��� �"������� �
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%�� ���� 
� ����	� ����������� Δ ����−1
 �� �
�������� �� � "������� ������� 
� � &���

��������� �� ���� �
���� �� �� ���� ���
��� �� Δ ������� 
� δM � %�� ������
� f(t) ������
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� �� � ������
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 ��������� � ���
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�� �
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�����
����	 �
 C(A,F ) = F

��� �
 �$����
� ���������	 �

� �"�����������

*� �$��������� (M∗, U∗, E∗, L∗, F ∗,Δ∗) 
� (����� �!)��
 �� ���������� �� ��� �
��
���	

�
�����
��+ ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

M∗ =
γMF

∗

Δ∗ ,

U∗ =
γUF

∗

δU
,

E∗ =
γE

δE(1 + λEF ∗)
,

L∗ =
γLk(M

∗)M∗

δL
,

F ∗ =
γFE

∗

δF (1 + λF2U∗)(1 + λF1L∗)
,

Δ∗ = Δ0,

���� Δ0 ��� ������� "���� �
� ��� ���� 
� ����	� ����������� Δ� *� �$��������� ����

�
�����
��� �
 ��� �
����
�� 
�

δF δEF
∗(1 + λEF

∗)
(
1 + λF2

γUF
∗

δU

)(
1 + λF1

γLk(γMF
∗/Δ0)γMF

∗

δLΔ0

)
= γFγE. �!)�,
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��� k(M) = aM2/(M2 + b) ���� 	�
���
 ������ �������
 ������ �� ��������
� ��

A6F
∗6 + A5F

∗5 + A4F
∗4 + A3F

∗3 + A2F
∗2 + A1F

∗ + A0 = 0, ������

���� Ai > 0 ��� i = 1, 3, 4, 5, 6 �
� A0 < 0�  �� �!���" ��� �
� �� ����� #������� ������$����

��#�
��
% �
 ��� ��%
 ��&

A2 = b

(
λE + λF2

γU
δU

)
− γF
δF

γE
δE

(
γM
Δ0

)2

,

�� ��������

' �� A2 > 0� �������
 ������ ��� �
�! � ��
%�� #������� ����� �
� 	!���" ������ ���

� ��
%�� #������� ������$���"�

' �� A2 < 0� �������
 ������ ��� �
� �� ����� #������� ������ �� ��� �!���" ��� �
�
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� ��#����
� ��� ��
�������! �� ��#��
 �
 ��� ��%������
 �� ���� �
��*�� 
�� �
!

#���"���� ������� �� ��#��
 �δL �
� γL��  �� �)����

� �� �
� �� ����� #������� ������$���

��%��! ��#�
�� �
 Δ0 �
� ��� 
���
� �� ��

���
 k(M)� �� k(M) �� � #��!
�"��� ��

���
�
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��
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���
� �� 
�� �����! ��� 
�
�����
 k(M) < 1 ��� ���

M > 0 �
� �� 
�� #����
� ���� �)#���"�
��� ����� �� k(M) �� ����"�� �� $� 
�
���
��

���� k(M) = κ < 1� �� 
�
 �""�������! ����
� ���" �������
 ������ ���� ��� �!���"

��� � ��
%�� #������� ������$���"� (
� 
�
 
��� ���� k(M) = κ 
�����#�
�� �� ��� 
���

k(M) = aM2/(M2 + b) ���� b = 0� �����
% �� A2 < 0� ���
�� �
 ���� 
���� ���� 
�� �"#�!

��� �)����

� �� ����� #������� ������ �� A1 = 0 ���
 b = 0�

,� Δ(t) 
�
 $� ����
�� ���" F (t) $! ��� �������
% �)#������
�

Δ(t) = Δ0 +

∫ t

0

ε

(
1

τ

∫ u

u−τ

F (v)dv − 1

τ ′

∫ u

u−τ ′
F (v)dv

)
du,

��� ���$����! �
��!��� 
�
 $� #�����"�� �
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 �������
� ��� M � L� E� U �
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 �� -�
�$��
 "����) J �� 	!���" ������� ����
�� �� ��� �������
� ��� M � U � E� L �
�
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F � �� � ��	
� 
�
������
� (M∗, U∗, E∗, L∗, F ∗,Δ∗)� �� ��	
� ��

J =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−Δ0 0 0 0 γM

0 −δU 0 0 γU

0 0 −δE 0 −γEλE

(1+λEF ∗)2
γLaM

∗2(M∗2+3b)
(M∗2+b)2

0 0 −δL 0

0 −δFλF2F
∗ γF

1+λF1L∗
−γFλF1E

∗
(1+λF1L∗)2 −δF (1 + λF2U

∗)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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���
������

P (χ) = χ5 + α4χ
4 + α3χ

3 + α2χ
2 + α1χ+ α0,

���� αi > 0 ��� ��� i� ��
 �������
������ ���������� ��� ��
� �� ������	
 �
�� �����

�
� ��� ��	
 �����
� ����� ���� ������	
 �
�� ����� ��������� ��  �
��!"
����# ����
!

���� ��� ����� �� P (χ) ��
 �
����	
 �� ��	
 �
����	
 �
�� ����� ��� ��
� ��
 
�
������
�

(M∗, U∗, E∗, L∗, F ∗,Δ0) �� �������������� �����
 �� ��
 ��������� ���������� ��
 �
�$��
��

% α4α3α2 > α2
2 + α2

4α1�

% (α4α1 − α0)(α4α3α2 − α2
2 − α2

4α1) > α0(α4α3 − α2)
2 + α4α

2
0�
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����� �����	
� ��
��
���	 �� ���� ���
�� ���

������	�� ����� ���	

γM 
��

 ������−1����−1

γF 1.08× 10−7 �����−1����−1

δF 2.35× 10−12 ���−1

λF1 ��
�� ��−1

λF2 ����� �−1

ε 2.093× 10−8 �−1

τ � ���
τ ′ �
 ���
Δ0 2.614× 10−5 ���−1

����� ���	 
 ��������� ���	�
 �
������� 
�� ��
��� ������� �� ���	�
 �� ��� ��

�������� ���	
��	
��� ���� �
�� �������	
 	� ���� �����

��� ����� �� � �	 	��	�� �� �!�� ����	�� ��	� " �� #$��%��� �	 ���& �
��'� ����� ��	�

��  ������ 	� � 	���� ��  ��� � "� ( )���� �" "��� ��	��� ��� *��� )����	& )�	� ���	���

��� ���� +����� "� �� ����& ���	�� ��� �������� ��� ��	� )� � �*	����� �� � � ���� �" �

 �	� ,��� -��	��� ..���� "� �� � ��	����/0

1 � ��� 2
0 ��� ����� �� ��� 
 	� �*	��� ���	��� �����	���&

1 � ��� 3�0 ( )���� �" �� ������� "������&

1 � ��� 4
0 ( )���� �" ���� ��  ��	 ��	���& )�	� � ����	��	 �����	 �" "��� �+����*��

���� ���&

1 � ��� 4�0 ( )���� �" ���� ��  ��	 ��	���& )�	� ����� "��� �+����*���	� �������� ����

)���&

1 � ��� 4�0 ( )���� �" ���� ��  ��	 ��	���& )�	� ����� "��� �+����*���	� �������� �+� �

� )���� ,��	� ��	��� �" ��) ��� ���� "��� �+����*���	�/�

3� 	�� �%��	��� ���� �*��� *��� )����	 �������� �� �������& 	�� ��	���	��� �" �� ���	� 

+����� �� �� "� ��� ������ �� 	� 	�� ��� � ����	�� �� -��	��� ..���� ��� ����� �� �� ���5

	� �  ���	�� 	� *��� )����	& "��� ��	��� ��� ��� �� �!�����	� �0 γM & γF & δF & λF1& λF2& ε&

τ ��� τ ′ ,��� ��*�� .���/& �� )��� �� 	�� ���	��� �����	��� "� 	��  �	� �" ��� �� �!�����	� �

Δ0� 6	�� �� ���	� +����� � � 	���� " �� ��*�� ..��� 7�	� 	���� �� ���	� � +�����&

A2 < 0 ��	 	�� ���	�� �������� ���� ������ � ������ ����	�+� �%����* ����

��� � ����	��� �" *��� )����	 ��� "��� ��	��� "� ��� � ���� �"  �	� �� ������ 	� )��	 )��

�*	����� )�	� 	�� ����� 	����� ��	� ������	 	�� �������� �" "�	 ���� ��� "�	5" �� ����

,��� ��*�� .���/& ���  �� ������ �!�� ����	�� ��	� ,��� 8��� �� .���& .��� ��� .���/�
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=
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dM

dt
= γMC(A,F )−ΔM,

dU

dt
= γUC(A,F )− δUU,

dE

dt
=

γE
1 + λEC(A,F )

− δEE,

dL

dt
= γLk(M)M − δLL,

dR

dt
= γR(1 + λR1L)− δR(1 + λR2L

2)R,

dF

dt
=

γFE

1 +RΦ(L)
− δF (1 + λF2U)F,

dΔ

dt
= ε

(
1

τ

∫ t

t−τ

C(A(v), F (v))dv − 1

τ ′

∫ t

t−τ ′
C(A(v), F (v))dv

)
,

dA

dt
= f(t)− C(A,F ),
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dFM

dt
=

γEFI − η((ρFM + ρFFMγΩ)FM + ρFFMγΩα exp(κFM )/κ+ ρFFMC + ξ)

ρFFMγΩ(1 + α exp(κFM )) + ρFM
,

dL

dt
= γLFM − δLL,

dR

dt
= γR(1 + λR1L)− δR(1 + λR2L

2)R,

dFI

dt
=

γFI (L
n + θn)

Ln(1 + φR) + θn
− δFIFI .

���� ��� ��
�����

 ���	� ��
������ ����
 �

 ���

�!�� "�
�����	
 �# #��$#
�� ��

 �
� 	��������� �����
�� �� ��
�����	
 �# #�� ��

% 
�

dFFM /dFM = 0� �� #�����
 ����

Ω := γΩ(1 + α exp(κFM )) = 0, FFM = FFM 0,

�	� ��� &

� �' ����	 �# ��
��� �������� ������


dFM (t)

dt
=
γEFI (t)− η(ρFMFM (t) + ρFFMFFM 0 + ξ)

ρFM
.

�!(� )������	� ��
�����	
 �# ��� #�� ��

 FM % �����	 �
 �	
��	��	�� 
�� �
�� ���%
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� �� FM � 
� ��	�

L(t) = kLFM (t), ���� kL =
γL
δL
,

����� ��
��� �������� �����


⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dFM (t)

dt
= γ̃EFI (t)− ηFM (t)− ν,

dR(t)

dt
= γR(1 + λ̃R,1FM (t))− δR(1 + λ̃R,2FM

2(t))R(t),

dFI (t)

dt
=

γFI
1 + φR(t)(kLFM (t))

− δFIFI (t),

�����

����

ν :=
η(ρFFMFFM 0 + ξ)

ρFM
, γ̃E :=

γE
ρFM

, λ̃R,1 := λR,1kL, λ̃R,2 := λR,2k
2
L.

��� ��� 
	�� �� 
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 ���� ��� ��
�� �� �	�	����� ���	����
 �� ��� ��

������

 � �	�� ��� ��

����� 	�������	
 	

!������
"

�#$� ���� ���	�� �
 %!	
� ���
�	�� �%!	
� 
��	�� 
�	�� 	

!������� ���� dFI (t)/dt = 0

	��

FI (t) =
kFI

1 + φR(t)(kLFM (t))
, kFI :=

γFI
δFI

> 0.

�#&� ��� �!������ φR(·) �
 ���
�	��� ���� φR(L) = φR�

#����� ��
��� ����� '�����


⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

dFM (t)

dt
= γE

kFI
1 + φR(t)

− ηFM (t)− ν,

dR(t)

dt
= γR(1 + λR,1FM (t))− δR(1 + λR,2FM

2(t))R(t).

���(�

�

!���� λR,1 	 λR,2� ���� 	 ��
�	
��� �� ��
��� ���(� ��)�
 �
�� ������� ��$ ��� ���	�

�

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

dFM (t)

dt
=

γFM
1 + φR(t)

− ηFM (t)− ν,

dR(t)

dt
= ρFM (t)− δR(1 + λRFM

2(t))R(t),

���$�

����� ���	����
 �	)� '��� 

����
� ����*��� ��� ��� 
	�� �� 
���
������ �� λR1 = 0� ����

��
��� ���(� �	� '� ������
� 	�	
�+���
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��� ���	
� �
	 ������ ������ (m, r) 
� ������ ������ ���� �	� 

������ �
����
��� ����������

γFM
1 + φr

= ηm+ ν ��� r =
ρm

δR(1 + λRm2)
. �����

����� ��� �
����
��

σ :=
ρ

δR
,

�� �
��
 �� �	
� ������

ηm+ ν = γFM
1 + λRm

2

1 + φσm+ λRm2
.

��� ��!�� ��� ���
��
�� f1 ��� f2 �� �
��
 �"

f1(x) :=
η

γFM
x+

ν

γFM
, ���#�

���

f2(x) :=
1 + λRx

2

1 + μx+ λRx2
, μ := φσ. �����

���$� �

�� 
� ��� ���
��
� f2� %� �&���� 1  ��� x = 0 ��� x = +∞� '
	�
(�	�

f ′
2(x) = μ

λRx
2 − 1

(1 + μx+ λRx2)2

�
 f2 �� ��
	������ �
	 x < x1 ��� ��
	������ �
	 x > x1�  ��	� x1 :=
√
1/λR�  ���

f2(x1) =
2
√
λR

2
√
λR + μ

.

%� ������
��

f ′′
2 (x) = 2μ

μ+ 3λRx− λ2Rx
3

(1 + μx+ λRx2)3

�
 ���	� �)���� � ���&�� x2 > 0 ��
� ���� f ′′
2 (x2) = 0�  ��� 0 < x1 < x2 �
�� 
�� ������


��
* ���� x2 >
√

3/λR�� +��
�� ��� ���
��
� f2 �� ,
����(�� ��
	������ 
� ��� ����	(��

[0, x1]� ��
	������ 
� ��� ����	(�� [x1,+∞)� 

�(�) 
� ��� ����	(�� [0, x2] ��� 

�
�(� �
	

x > x2� -� ���� 	��
� ��� �
��
 ��� 

�
����
� ���� .���	� ����"

����������� 	
 ��������� �� 	
� ��
�� �� γFM � 	
� ����
�� f1(x) = f2(x) ��� 
��� ��

�� �� � ��
�	����� �
��
 ���������� 	� �	���� �	�	�� (m, r) �� ���	�� ������

���
 	 �� γFM < ν� 	
�� ���	�� ����� 
�� �� �	���� �	�	��

���
 � �� γFM ≥ ν� ��� ν/γFM ≈ 1� 	
�� ���	�� ����� 
�� ��
� ��� �	���� �	�	�� ��	
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������ ��	 
 ������ �� 	�
 ���
	���� f1 ��� f2 �
��
� �� ����� ��� ����� ��� 	��

 ���
�
�	 ����
�

�� γFM � ��� ��	������� γFM > ν� ��
 ����� �� ���
	��� f2 �� �������
� �� ���
� ��
�
�� ���
	���� f1
��
 �������
� �� �
�� ��
 	�� �
� ���
 
���
������ 	� γFM = 50 ��� ν/γFM = 0.7� 	�
�
 �� ���� ��


��	
��

	��� �
	�

� 	�
 	�� 
���
� �� 	�
 ��
���	� �� x = 0� ��
 ���
 �

��� ��� 	�
 ��		�� �
�


���
� 
���
�������� 	� γFM = 95� ��� 	�
 ��	
��

	��� �

��� ��� x ����
� ��
 �����
 �
� ����
�


���
 
���
������ 	� ν/γFM = 0.7� ��� �� ����
��	
� ��	� 	��

 ��	
��

	���� ��

 �������	��� ���

(m, r) ≈ (0, 0)�

���� � �� γFM ≥ ν� ��� γFM �	 
���
� ��
� ��	�
� ����� ��	 ��
� ��
 	�
��� 	���
� ����

(m, r) ≈ (+∞, 0)�

���� � �� γFM ≥ ν� ���� γFM ∈ (γmin, γmax) ���
�
	 γmin ��� γmax ��
 �� �
 �
�
����
�

��� �
�
�� �� ���
� �����
�
� ��
�
	�� ��
� ��	�
� ����� ��	 � 	�
��� 	���
	�

�
���
� �� (ml, rl)� (mm, rm)� ��� (mh, rh) �
	�
����

�� 	��� ���� ml < mm < mh�

f ′
1(ml) > f ′

2(ml)� f
′
1(mm) < f ′

2(mm)� ��� f
′
1(mh) > f ′

2(mh)�

������ 	
�
 ��
 
��
 ����
 ��� 
��� ��

� ��

 �� ��
 �������� f1 �
 �� ����
�
��� ��������


���
����� f1(0) > 1 ≥ f2(x) ��� ��� x ≥ 0� ��

 �� ��
 �������� f1 �
���

 ����
� ���� �

��� x ���

 �� � 
� ��
  ����
� f1(x) = f2(x) ��
 ���� ��
 
������� �f1 �
 ����
�
���! f2 �


"
��
�
���� �� ��
 #������� �� x = 0� ��

 �� ��
 �������� f1 �
 $���
�! �
� ��

 ��%��"


��&����! ��" ��
� ���



 ��
 ����"
" �������� f2 ��� ����
 #���

 �� x� ��

 '� ���
 ��



�
 ����
����
" �� (����
 ����
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	 ��� ��	��� ��������� 
� ��� ������ ������ 
� ������ ������ ��� ��	
��

�� (m, r) � ������ ����� 
� ������ ��	��������
	 
� ����� ��
�	� (m, r) ����� �


⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

dFM (t)

dt
= −a(r)R(t)− ηFM (t),

dR(t)

dt
= b(m, r)FM (t)− c(m)R(t),

�����

a(r) =
γFMφ

(1 + φr)2
> 0,

b(m, r) = ρ− 2λRδRmr,

c(m) = δR(1 + λRm
2) > 0.

��	
� (m, r) �� �

���� ����!�
��
���� ������ �� �	� 
	�� ��

−η − c(m) < 0

�	�

ηc(m) + a(r)b(m, r) > 0.

"�� #��� 

	����
	 �� �����$���
������� �����#�� ��� �
 ��� !
����%��� 
� c(m)� "�� ��

	�



	����
	 ������

ηδR(1 + λRm
2) +

γFMφ

(1 + φr)2
(ρ− 2λRδRmr) > 0. ���&�

'��	$ ���(� )	�*������ ���&� �� �*��%���	� �


H(m) > 0,

�����

H(m) := η(1 + μm+ λRm
2)2 − γFMμ(λRm

2 − 1).

)� �
��
�� ���� H(m) > 0 �� �	� 
	�� ��

f ′
2(m) <

η

γFM
= f ′

1(m). ���+�

,� 
�	 ���	 

	
���� �
 ��� ��������� 
� ������ ����� �	 ��� 	�-� .�
!
����
	�

����������� 	
 ���� �����	 ����� �
� ���� ��� ���

� ��
��� ���� �� �� ���
��� 
��	��

�����
��� ��
���� ���� �����	 ����� �
� � ���

� ��
���� ���� ��� ���

� ��
��� (ml, rl)


�
 (mh, rh)� 
�����
��
 ���� ��� ����� 
�
 ������ �
���� �� m� ������������ ���� ��������

���� ��� 
�� ���
��� 
��	������
��� ��
��� �����
� ��� �����	�
�
�� ���

� ��
�� (mm, rm)
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��������� 
�
���

�� �������	
 ����	
 ����� �� �������	�

��� �����	
�� 
� ������ �����

	
��
��� ������ ������ ��� ���

m(t) :=
λR,1FM (t) + 1√

λ2R,1 + λR,2

, r(t) := R(t).

���� m ��� r ���
���

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

m′(t) =
γm

1 + φr(t)
− ηm(t)− νm,

r′(t) = γrm(t)− δr

⎛
⎝1− 2

λR,2√
λ2R,1 + λR,2

m(t) + λR,2m
2(t)

⎞
⎠ r(t),

�����

γm := γEkFI
λR,1√

λ2R,1 + λR,2

, νm :=
λR,1ν − η√
λ2R,1 + λR,2

,

γr := γR

√
λ2R,1 + λR,2, δr := δR

λ2R,1 + λR,2

λ2R,1

.

�
��� �� ������� λR,1 	 λR,2� ����

λR,2√
λ2R,1 + λR,2

≈ 0

���

γm ≈ γEkFI = γFM , νm ≈ ν − η

λR,1

,

γr ≈ γRλR,1, δr ≈ δR.
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