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Titre : Estimation de paramétres évoluant sur des groupes de Lie :
Application a la cartographie et a la localisation d'une caméra
monoculaire

Résumé : Dans ce travail de thése, nous proposons plusieurs algorithmes
permettant d'estimer des parameétres évoluant sur des groupes de Lie. Ces
algorithmes s’inscrivent de maniere générale dans un cadre bayésien, ce qui nous
permet d'établir une notion d'incertitude sur les paramétres estimés. Pour ce faire,
nous utilisons une généralisation de la distribution normale multivariée aux groupes
de Lie, appelée distribution normale concentrée sur groupe de Lie.

Dans une premiére partie, nous nous intéressons au probleme du filtrage de Kalman
a temps discret et continu-discret ou I'état et les d’observations appartiennent a des
groupes de Lie. Cette étude nous conduit a la proposition de deux filtres ; le CD-LG-
EKF qui permet de résoudre un probléme a temps continu-discret et le D-LG-EKF qui
permet de résoudre un probléme a temps discret.

Dans une deuxiéme partie, nous nous inspirons du lien entre optimisation et filtrage
de Kalman, qui a conduit au développement du filtrage de Kalman étendu itéré sur
espace euclidien, en le transposant aux groupes de Lie. Nous montrons ainsi
comment obtenir une généralisation du filtre de Kalman étendu itéré aux groupes de
Lie, appelée LG-IEKF, ainsi qu’'une généralisation du lisseur de Rauch-Tung-Striebel
aux groupes de Lie, appelée LG-RTS.

Finalement, dans une derniére partie, les concepts et algorithmes d’estimation sur
groupes de Lie proposés dans la thése sont utilisés dans le but de fournir des
solutions au probleéme de la cartographie d'un environnement a partir d'une cameéra
monoculaire d'une part, et au probleme de la localisation d'une caméra monoculaire
se déplagant dans un environnement préalablement cartographié d'autre part.

Mots clés : filtrage, lissage, variété, groupe de Lie, bayésien, pose de caméra,
incertitude

Title : Parameter estimation on Lie groups: Application to mapping
and localization from a monocular camera

Abstract : In this thesis, we derive novel parameter estimation algorithms
dedicated to parameters evolving on Lie groups. These algorithms are casted in a
Bayesian formalism, which allows us to establish a notion of uncertainty for the
estimated parameters. To do so, a generalization of the multivariate normal
distribution to Lie groups, called concentrated normal distribution on Lie groups, is
employed.

In a first part, we generalize the Continuous-Discrete Extended Kalman Filter (CD-



EKF), as well as the Discrete Extended Kalman Filter (D-EKF), to the case where the
state and the observations evolve on Lie groups. We obtain two novel algorithms
called Continuous-Discrete Extended Kalman Filter on Lie Groups (CD-LG-EKF) and
Discrete Extended Kalman Filter on Lie Groups (D-LG-EKF).

In a second part, we focus on bridging the gap between the formulation of intrinsic
non linear least squares criteria and Kalman filtering/smoothing on Lie groups. We
propose a generalization of the Euclidean Iterated Extended Kalman Filter (IEKF) to
Lie groups, called LG-IEKF. We also derive a generalization of the Rauch-Tung-
Striebel smoother (RTS), also known as Extended Kalman Smoother, to Lie groups,
called LG-RTS.

Finally, the concepts and algorithms presented in the thesis are employed in a series
of applications. Firstly, we propose a novel simultaneous localization and mapping
approach. Secondly we develop an indoor camera localization framework. For this
latter purpose, we derived a novel Rao-Blackwellized particle smoother on Lie
groups, which builds upon the LG-IEKF and the LG-RTS.

Keywords : filtering, smoothing, manifold, Lie group, Bayesian, camera pose,
uncertainty

Unité de recherche

Laboratoire IMS, CNRS UMR-5218, Groupe Signal et Image
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Introduction

Contexte

Le travail présenté dans ce manuscrit s’inscrit dans le cadre du projet euro-
péen Dem@Care (septieéme programme cadre de la Communauté européenne,
FP7/2007-2013, subvention 288199) dont 'objectif était de fournir aux méde-
cins des informations pouvant les aider a diagnostiquer 1’état d’avancement de
la maladie d’Alzheimer chez un patient donné.

Afin de fournir des informations pertinentes aux médecins, des capteurs
(caméra portée par le patient, caméra fixe, accélérometres, microphones, etc.)
sont placés dans I'environnement ou le patient s’adonne a des activités de la vie
quotidienne, et les signaux issus de ces capteurs sont traités automatiquement
par des programmes informatiques.

Parmi les informations qu’il est important d’extraire, la localisation du
patient est une donnée pouvant étre exploitée, soit directement par le méde-
cin, soit en entrée d’algorithmes de fusion de données visant a obtenir des
informations plus facilement interprétables telles que la nature de I'activité
concernée ou encore sa durée. C’est dans ce contexte que nous avons été amenés
a travailler sur le probleme de la localisation d’une personne en environnement
intérieur.

Le flux vidéo issu de la caméra portée par le patient, qui présente un point
de vue privilégié sur 'action effectuée par ce dernier, constitue une source
d’informations importante permettant de déterminer la localisation du patient
dans I'environnement. Ainsi, nous nous sommes intéressés au probleme de la
localisation d'une caméra portée évoluant dans un environnement intérieur.

Le probleme que nous souhaitions résoudre pouvait donc étre vu comme un
probleme d’estimation de la position et de 'orientation d’une caméra, également
appelé pose de la caméra, a partir de son flux vidéo.

Ce flux vidéo étant acquis séquentiellement, notre travail s’est naturelle-
ment orienté vers des approches de filtrage et de lissage permettant d’estimer
récursivement la pose de la caméra.

Cependant, une caractéristique importante de la pose d’une caméra réside



Introduction

dans le fait que cette derniere évolue, non pas sur un espace euclidien, mais
sur une variété différentiable appelée groupe de Lie. C’est ainsi que nous avons
choisi d’étudier le probleme de l'estimation de parametres évoluant sur un
groupe de Lie.

Plutot que de nous intéresser a des approches de type filtrage ou lissage
particulaire, dont le cotlit calculatoire peut sensiblement augmenter lorsque les
parametres a estimer évoluent sur une variété, nous avons préféré développer
des approches analytiques. Plus particulierement, nous nous sommes intéressés
a l'extension du filtre et du lisseur de Kalman, qui permettent d’estimer un état
évoluant sur un espace euclidien a partir d’observations elles-mémes euclidiennes,

aux groupes de Lie.

Motivation

L’étude des variétés différentiables appliquée au traitement du signal et
des images, a la robotique ou encore a la vision par ordinateur a connu un
véritable essor ces dernieres années. Il est en effet courant, dans ces différents
domaines, que la formulation de problemes d’estimation de parametres conduise
a des contraintes géométriques sur ces derniers. Dans bon nombre de cas, ces
contraintes impliquent que les parametres inconnus appartiennent alors a une
variété différentiable, généralement Riemannienne, parmi lesquelles on trouve
les variétés de Stiefel, de Grassmann, ou encore les groupes de Lie.

Dans cette these, nous avons choisi de nous intéresser au probleme de
Iestimation de parameétres évoluant sur un groupe de Lie, et plus spécifiquement
évoluant sur un groupe de Lie matriciel !. Deux raisons expliquent ce choix :
en premier lieu I'élégance de la structure géométrique sous-jacente aux groupes
de Lie et en second lieu leur implication dans de nombreux problémes présents
en vision par ordinateur.

Un élément d’un groupe de Lie (matriciel) peut étre vu comme une matrice
carrée sujette a diverses contraintes qui déterminent la géométrie de la variété
différentiable. Prenons par exemple le cas des matrices de rotation en dimension
3 qui forment le groupe de Lie Spécial Orthogonal de dimension 3 (SO(3)).
Un élément X de ce groupe de Lie est une matrice carrée de taille 3 telle
que XTX = Id et det (X) = 1. Ainsi, les matrices appartenant a SO(3) sont
formées de 9 éléments mais la dimension du groupe de Lie (on parle également
du nombre de degrés de liberté) est 3 en raison des six contraintes qui lui sont
imposées. Une maniere intuitive de se représenter ces 3 degrés de liberté est
d’essayer de faire pivoter une maquette d’avion. Ainsi, on se rend compte que les
3 axes de rotations, qui nous apparaissent naturellement (appelés lacet, tangage

1. La plupart des groupes de Lie rencontrés en physique sont des groupes de Lie matriciels
[Gilmore 2008].



et roulis), suffisent a faire pivoter la maquette dans toutes les orientations
possibles.

Cette distinction entre le nombre d’éléments constituant une matrice évo-
luant sur un groupe de Lie et le nombre de degrés de liberté de ce groupe de
Lie nous conduit & une série de questions fondamentales lorsqu’on s’intéresse a
un groupe de Lie :

Quelle est la distance entre deux éléments d'un groupe de Lie?

Quel est le chemin le plus court entre deux éléments d'un groupe de Lie?

Comment se déplace-t-on sur un groupe de Lie?

Les réponses a ces questions paraissent évidentes lorsqu’on manipule des
éléments appartenant a un espace euclidien. En effet, ce dernier est un espace
vectoriel ce qui nous permet de nous déplacer, il est muni d’un produit scalaire
ce qui nous permet de définir la distance euclidienne, et le chemin le plus
court entre deux points est la ligne droite passant par ces deux points. Cette
géométrie euclidienne est au coeur des méthodes d’estimation de parametres
euclidiens telles que le filtre de Kalman.

En revanche, lorsqu’on s’intéresse aux groupes de Lie, il devient clair qu’il
n’existe pas une bonne réponse a ces questions mais différentes réponses en
vertu du fait qu’“Une géométrie ne peut pas étre plus vraie qu’'une autre;
elle peut seulement étre plus commode.” [Poincaré 1923]. C’est pourquoi nous
sommes conduits a discuter des différentes géométries que I'on peut considérer
et tenter de motiver notre choix en expliquant en quoi celui-ci est plus commode
que les autres, notamment du point de vue de I'estimation de parametres.

Une premiére géométrie consiste a paramétrer la variété. Cela revient a
transformer les parametres que 1’on cherche a estimer, qui sont contraints a
vivre sur un groupe de Lie, en de nouveaux parametres évoluant sur un espace
euclidien et dont le nombre est égal au nombre de degrés de liberté du groupe
de Lie. Dans le cas des matrices de rotation en dimension 3, les angles de
lacet, de tangage et de roulis sont appelés les angles d’Euler et définissent une
paramétrisation possible du groupe de Lie. De cette maniere, on ne cherche plus
a estimer 9 éléments partageant des contraintes mais 3 parametres euclidiens.
Ainsi, cette géométrie a I'avantage de permettre 'utilisation de I’ensemble
des méthodes d’estimation euclidiennes. Par exemple, le filtre et le lisseur de
Kalman s’appliquent directement. Cependant, en regle générale, il n’existe pas
d’isomorphisme entre un groupe de Lie et un espace euclidien. Par conséquent,
le fait de paramétrer le groupe de Lie produit des singularités qui peuvent
fortement dégrader 1’estimation des parametres. C’est par exemple le cas des
angles d’Euler dont la singularité créée porte le nom de blocage de cardan et
a conduit les scientifiques a se détourner des angles d’Euler pour l'estimation

d’une rotation.
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Une deuxiéme géométrie consiste a voir les parametres que ’on souhaite
estimer comme étant a valeur dans ’espace des matrices carrées, mais devant
respecter certaines contraintes. Dans ce cas, la distance considérée entre deux
éléments d'un groupe de Lie est essentiellement la distance euclidienne entre les
deux matrices. Cette géométrie permet de replacer le probleme d’estimation de
parametres évoluant sur un groupe de Lie dans un contexte plus général d’esti-
mation sous contraintes. Par conséquent, il est possible de recourir a I’ensemble
des techniques d’estimation sous contraintes. Une maniere d’appliquer un filtre
de Kalman dans le cadre de cette géométrie revient a appliquer le filtre dans
I’espace des matrices carrées puis a projeter I'estimé sur la variété. Cependant,
I’espace considéré est de plus grande dimension que celle du groupe de Lie
considéré et les algorithmes sont plus facilement sujets aux mauvais conditionne-
ments. En poursuivant notre exemple sur les matrices de rotation en dimension
3, cette approche reviendrait a estimer un vecteur euclidien de dimension 9
sous diverses contraintes retranscrivant la contrainte d’orthonormalité d’une

matrice de rotation.

Une troisieme géométrie, celle dans laquelle cette these s’inscrit, revient a
prendre en compte, de maniere intrinséque le fait que les parametres que 1’on
cherche & estimer vivent sur un groupe de Lie. Plus intuitivement, toujours en
utilisant I’exemple des matrices de rotation en dimension 3, cela signifie que
la matrice de rotation estimée avec une méthode utilisant cette géométrie est
bien de taille 3 x 3 et respecte bien la contrainte d’orthonormalité. Cependant,
la méthode d’estimation n’a pas “conscience qu’a c6té” de cette matrice de
rotation il y a d’autres matrices de taille 3 x 3 qui ne respectent pas la contrainte
d’orthonormalité. Pour cette méthode, seules les matrices de rotation existent.
On dit que 'espace de recherche est intrinséquement contraint. L’intérét d’une
telle géométrie réside dans son élégance, et le fait que les méthodes d’estimation

ont alors de bonnes propriétés de convergence et une grande stabilité numérique.

Au sein de cette troisieme approche, il existe en réalité plusieurs géométries,
c’est a dire que plusieurs manieres de contraindre intrinsequement 'espace de
recherche sont envisageables. Une premiére maniére revient a s’appuyer sur
la structure riemannienne du groupe de Lie (car un groupe de Lie est une
variété riemannienne). Une seconde serait de considérer une structure venant
de I'algebre géométrique. Une troisieéme repose sur la notion de sous-groupe a
un paramétre. Du point de vue du groupe de Lie SO(3), utiliser une structure
de l'algebre géométrique revient a employer le formalisme des quaternions
unitaires qui forment un double recouvrement de SO(3). En revanche, pour le
cas spécifique de SO(3), l'utilisation de la structure riemannienne ou bien celle
du sous-groupe a un parametre ne change rien car le chemin le plus court entre
deux éléments est le méme. Cette propriété n’est pas vérifiée pour tout groupe
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de Lie et ne I'est pas pour les principaux groupes de Lie que nous considérons
dans nos applications.

Justifier le choix d’une géométrie plutdét qu'une autre semble difficile a
ce stade. Néanmoins, comme nous tentons de le montrer dans cette these, le
fait d’exploiter les propriétés du sous-groupe a un paramétre est commode et
naturel puisque cette géométrie permet des généralisations a la fois élégantes
et calculatoirement efficaces d’algorithmes d’estimation euclidiens, tels que le
filtre et le lisseur de Kalman. De plus, nous montrons sur divers probléemes de
vision par ordinateur que ces algorithmes permettent d’obtenir de meilleurs

résultats que ceux jusqu’ici répertoriés dans I’état de l’art.

Contenu du manuscrit

Nous consacrons le premier chapitre de cette these a la présentation des
principaux outils théoriques et pratiques utilisés tout au long du manuscrit afin
d’estimer des parametres évoluant sur des groupes de Lie matriciels. Les concepts
introduits sont réunis ici afin de les présenter de maniere intuitive en proposant
des illustrations graphiques permettant d’interpréter géométriquement ces
notions souvent abstraites.

Dans un second chapitre, nous nous intéressons au développement de filtres
de Kalman dédiés a l'estimation de parametres vivant sur un groupe de Lie
matriciel a partir d’observations appartenant elles-mémes & un (autre) groupe
de Lie matriciel. Nous proposons deux filtres, qui constituent la principale
contribution de ce chapitre, et permettent de résoudre respectivement un
probléme a temps continu-discret et un probleme a temps discret. De plus, ces
deux filtres ont la propriété de se réduire aux filtres de Kalman étendu discret
et continu-discret lorsque 1’état et les observations évoluent sur des espaces
euclidiens.

Le troisieme chapitre est consacré au lien que 1’on peut établir entre 1’op-
timisation sur groupe de Lie d'un c6té et le filtrage/lissage de Kalman sur
groupe de Lie d’un autre c6té. Cette analyse permet notamment d’interpréter
les algorithmes proposés dans le second chapitre sous un nouvel angle. Nous
obtenons ainsi une généralisation du filtre de Kalman itéré étendu aux groupes
de Lie ainsi qu'une généralisation du lisseur de Rauch-Tung-Striebel (également
connu sous le nom de lisseur de Kalman étendu) aux groupes de Lie.

Les concepts et algorithmes décrits dans les chapitres précédents sont mis
a profit dans un quatrieme chapitre dans le but de proposer des solutions au
probléme de la cartographie d’un environnement a partir d’'une caméra mono-
culaire d’une part, et au probleme de la localisation d’une caméra monoculaire
se déplacant dans un environnement préalablement cartographié¢ d’autre part.
Nous proposons notamment un lisseur Rao-Blackwellisé sur groupe de Lie
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reposant sur un banc de filtres et lisseurs de Kalman étendus sur groupe de Lie.
Cet algorithme nous permet d’estimer la localisation d’une caméra a partir de

son flux vidéo.
Nous terminons le manuscrit par une conclusion et des perspectives de

recherches futures.
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Chapitre 1. Introduction aux groupes de Lie matriciels

1.1 Groupes de Lie et Algebres de Lie matri-

ciels

Nous proposons ici une introduction au formalisme des groupes de Lie.
Ce sous-chapitre ne saurait remplacer un ouvrage dédié a ces derniers, c’est
pourquoi nous renvoyons le lecteur a [Abbaspour 2007 ; Hall 2003 ; Chirikjian
2012] pour une description plus détaillée.

Dans ce manuscrit, nous nous intéressons aux groupes de Lie matriciels
car la plupart des groupes de Lie rencontrés en physique sont des groupes de
matrices [Gilmore 2008]. De plus, la majorité des groupes de Lie de dimension
finie sont isomorphes a des groupes de Lie matriciels en raison du fait que toute
algebre de Lie est isomorphe a une algébre matricielle (d’apres le théoreme

d’Ado [Ado 1947]).

1.1.1 Définitions

Un groupe de Lie GG est un groupe muni d’'une structure de variété différen-
tiable de telle sorte que les opérations de multiplication et d’inversion du groupe
sont différentiables. Pour une description détaillée des variétés différentiables,
le lecteur peut consulter [Kolar 1993]. Si G est un groupe de Lie matriciel, alors
G C R™™™ et ses opérations de multiplication et inversion sont simplement la
multiplication matricielle et I'inversion matricielle. Par conséquent, ’élément
identité du groupe correspond a la matrice identité Id.

9 1

Dans ce contexte, il est possible de définir I’application “action a gauche
Ly : G — G du groupe de Lie sur lui-méme :

LyX =YX (1.1)

ou Y, X € (G. Puisque G est une variété différentiable, il est possible d’attacher
a tout point X € G C R™"™ un espace tangent TxG C R™". Cet espace
tangent est un espace vectoriel dont la dimension p est appelé dimension de la
variété.

Remarquons que la dimension p du groupe de Lie est définie comme sa
dimension au sens de sa structure de variété différentielle, alors que n représente
la dimension des matrices carrées qui permettent une représentation matricielle
de G. Le groupe de Lie SL(3), par exemple, qui est présenté plus en détails
dans la suite de ce chapitre, est un groupe de Lie de dimension p = 8 dont les

éléments peuvent étre représentés par des matrices carrées de taille n = 3.

1. Notons qu’il est possible de définir de maniére équivalente ’application “action a
droite”.
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1.1. Groupes de Lie et Algebres de Lie matriciels

Ing
U .DLyx—l
X
4
Y
- IyG

Groupe de Lie G c R"*"

Figure 1.1 — Illustration graphique de I'application tangente

En utilisant ’action a gauche du groupe sur lui méme Ly, on peut définir
une application tangente (& gauche)

DLy TxG — Tny (12)

avec

DLyv=Ywv (1.3)

ouv € TxG C R™™". L’action a gauche permet donc de transporter un vecteur
v appartenant a ’espace tangent Tx G en n’importe quel autre espace tangent.
Une illustration graphique de I'application tangente est proposée en figure 1.1.
Cette propriété nous permet d’introduire la notion de champ de vecteurs
invariant 4 gauche qui associe un vecteur tangent v (X) € TxG a chaque
élément X du groupe en transportant v (/d), le vecteur défini dans 1’espace
tangent a l'identité du groupe, sur tout le groupe en utilisant ’application

tangente DL :
v(X)=DLxv(Id) (1.4)

Ainsi, un champs de vecteurs invariant @ gauche dépend uniquement de v (I/d).
C’est pourquoi, dans le formalisme des groupes de Lie, une attention particuliere
est accordée a l’espace tangent a l'identité du groupe T7,G que 'on appelle

l’algebre de Lie et que I'on note g.

L’algebre de Lie g C R™*™ associée a un groupe de Lie matriciel G C R™*"
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Chapitre 1. Introduction aux groupes de Lie matriciels

de dimension p est par conséquent un espace vectoriel de dimension p. Il est alors
possible de définir une base de matrices réelles de I'algebre de Lie E; € R™*"
pourt=1...p.

D’un point de vue numérique, il est plus simple et efficace de travailler avec
des vecteurs colonnes de taille p plutot qu’avec des matrices de taille n x n.

Par conséquent, nous définissons un isomorphisme entre g et R? :

[l - g — RP
[]2 R g (1.5)

Exemple : Prenons a € g C R™™, alors [a]), = a € RP. Ainsi [Ej] = ¢; ou
{ei}izl...p est la base naturelle de R? et a = 3°Y_, a;F; avec a = (aq, . .. ,ap)T

1.1.2 Applications exponentielle et logarithme d’une ma-

trice

Une maniére d’exprimer le lien entre un groupe de Lie (matriciel) et son
algebre de Lie est de considérer la notion de sous groupe a un parameétre qui
est défini ci-apres. Considérons ’équation différentielle suivante qui représente
I'évolution de X (t) € G en partant de X (0) = Id avec une vitesse constante
acg:

X (t) = DLX(t)a =X (t) a

X (0)=1d (16)

Par définition X (t) € T'x (4 G. La solution de cette équation différentielle est
donnée par :
X (t) = expg (at) (1.7)

ou
expg 1 g — G (1.8)

est 'application exponentielle de matrice de taille n x n. L’application expo-
nentielle de matrice est définie par la série entiere :

SN 1 1
expg (a) =) Eakzld+u+§a2+6a3+--- (1.9)
k=0 """

Cette application permet donc de transformer un vecteur défini dans ’algebre
de Lie g en un élément du groupe de Lie G. Ainsi, 'application expg (-) est
bien un sous groupe a un paramétre de G puisqu’elle vérifie :

expg (aty) expg (ate) = expg (a (i + t2)) (1.10)
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1.1. Groupes de Lie et Algebres de Lie matriciels

Remarquons également que expg (-) respecte la propriété suivante :

expe (at) ™' = expg (—at) (1.11)

Il est intéressant de noter que les courbes engendrées par ’exponentielle de ma-
trice sont des géodésiques au sens d’une connexion de Cartan-Schouten [Niclsen
2013]. Nous ne détaillons pas plus cet aspect puisque, dans le reste du manuscrit,

nous n’exploiterons pas explicitement les propriétés de ces connexions.

La fonction (localement) inverse de 'application exponentielle de matrice
est le logarithme de matrice, défini au voisinage de 'identité par la série entiere

(voir démonstration dans [Faraut 2008] Théoréme 2.2.1) :

logg (X) = kfjl =0 (X — Id)* (1.12)

k
Une illustration graphique des applications exponentielle et logarithme de
matrice dans le contexte des groupes de Lie est proposée en figure 1.2. Notons
que les applications exponentielle et logarithme de matrice n’établissent qu’un
difféomorphisme local entre un voisinage ouvert de 0,5, dans g et un voisinage
ouvert de Id dans G. Par conséquent, nous définissons s C get M C G
comme les ensembles sur lesquels expg et log, sont des fonctions réciproques.
Plus précisément nous choisissons s comme étant un sous-ensemble ouvert,

symétrique et connecté de g.

Dans la suite de ce manuscrit, lorsque nous employons les fonctions expg (a)
et logs (X), nous supposons que a € 5, X € M et que les séries entieres de
expg et log. convergent sur s et M respectivement. Ces notions sont résumées
dans la figure 1.3 ol on note par abus de langage S = [5]é C RP. Le logarithme

de matrice respecte notamment la propriété suivante :
logg (X1) = —logg (X) (1.13)

Nous introduisons finalement les notations suivantes, qui permettent de
travailler avec des vecteurs colonnes et donc de simplifier I’écriture des calculs
a venir :

A A
expy (a) = expg ([a]G) (1.14)
et
log; (X) = [logg (X)l; (1.15)

oua € Set X € M. Par abus de langage, le vecteur a dans I’équation (1.14)
sera souvent appelé “élément de 1’algebre de Lie g” alors qu’il appartient en
réalité a R?, 'espace euclidien relié a g par l'isomorphisme (1.5).
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Algebre de Lie g= T;,G Espace euclidien R”

¥ Opa v a

\
G

X

log(X)
Groupe de Lie G c R™™"

Figure 1.2 — Illustration graphique des applications exponentielle et logarithme
d’une matrice dans les cadre d'un groupe de Lie

logq Hv
nxn — nxn g v p
McGCR . SCgCR [(}_A ScClglgCR
expg 15

Figure 1.3 — Résumé des notions reliant le groupe de Lie a son algebre de Lie
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1.1. Groupes de Lie et Algebres de Lie matriciels

1.1.3 Non commutativité

Les groupes de Lie matriciels sont en général non commutatifs :

Xexpg (a) # expg (a) X (1.16)

En effet, 'action a droite de I'incrément expg (a) sur X n’a pas le méme effet
que 'action a gauche. C’est 1a qu’intervient la représentation adjointe de GG sur
g, notée Adg (+), que nous définissons maintenant. Nous souhaitons trouver b
de maniere a satisfaire :

Xexpg (a) = expg (b) X (1.17)
Nous obtenons alors :

> ]
wyﬂm:meﬂwX*:XE:H&X”
k=0 """

BRSNS —1\F _ -1
_gmwﬁ)_wm@ﬁ) (1.18)
car .

(XaX™!)" = XaX'XaX . XaX ' = Xa* X! (1.19)
Finalement b = XaX~!. En exprimant ce résultat dans RP (b = [b]), et
a = [a]5), nous avons :

b:VM]Eﬂ%MM (1.20)

ot Adg (-) C RP*P est la représentation adjointe de G sur g qui traduit la non

commutativité du groupe :
Xexpg (a) = expp (Adg (X) a) X (1.21)

Il existe une autre représentation adjointe qui traduit également la non-
commutativité d'un groupe de Lie. En effet, en prenant la dérivée directionnelle
de XaX ™! o nous définissons au préalable X = expg (¢) = exp) (c), nous
faisons apparaitre le crochet de Lie noté |-, -] qui n’est autre que le commutateur
de matrices :

dexpg (s¢) bexpe (—sc¢)
ds s=0

=cb — bc = [c, b] (1.22)
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Remarquons que le crochet de Lie (¢, b) — [c,b] de g x g dans g est anticom-
mutatif et bilinéaire et vérifie les propriétés suivantes :

Vacg, [a,a] =0 (1.23)

et
va,b,c € g, [a,[b,c]] +[b, [c, a]] +[c, [a,b]] = 0 (1.24)
Puisque [+, ], []5 et [ sont des fonctions linéaires, le crochet de Lie peut étre

exprimé dans RP de la maniere suivante :

[, 81 = [[[elsy . 115] ], = ade ()b (1.25)

ou adg :RP — RP*P est appelé représentation adjointe de g. Remarquons que
dans le cas d'un groupe de Lie commutatif alors adg (¢) = 0pxp, Ve € RP.
Nous introduisons également la notation suivante ot (adg (c)),; correspond a

‘eme

I’élément présent & la i®™° ligne et j*™¢ colonne de la matrice adg (c) :
(adg (c));; = Lic (1.26)

ou Lij € RP.
Nous terminons ce paragraphe sur la non-commutativité des groupes de Lie

en énoncant la propriété suivante :
Adg (expy (a)) = expm (adg (a)) (1.27)

pour tout a € RP avec expm () I’exponentielle de matrice d’'une matrice de
taille p x p. Cette propriété peut étre prouvée en utilisant 1’équation (1.22).

1.1.4 Formules de Baker-Campbell-Hausdorff

Les formules de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) permettent d’exprimer
le produit matriciel de deux éléments d'un groupe de Lie directement dans son
algebre de Lie. Ces expressions seront employées lorsque nous aurons besoin
d’effectuer des linéarisations. Remarquons que la notion de “formule BCH” est
étroitement liée a la non-commutativité des groupes de Lie. En effet, si un
groupe de Lie est commutatif alors :

log, (expy (a) expg (b)) =a + b (1.28)
Cependant, ca n’est généralement pas le cas.
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1.1. Groupes de Lie et Algebres de Lie matriciels

1.1.4.1 Premieére formule BCH

D’apres 'expression de la dérivée de 'exponentielle de matrice ([Faraut
2008], Théoreme 2.1.4), nous obtenons le développement de Taylor & 'ordre 1

suivant :
log; (expg (—a) expg (a + b)) = P (—a)b+ O (||b]|2) (1.29)
ou
) W 1 S L) = 1, 4 tad 1.30
¢ T e S e @ 00

est parfois appelée matrice Jacobienne a gauche de G.
En utilisant le fait que logl, (X~!) = —log/ (X), nous avons également la

formule suivante :

logl; ((exp; (—a) expg; (a +1)) ™) = logl; (expg; (—a — b) expg; (a))
= —®g (—a)b+ O (|[b]*) (1.31)

Ainsi en définissant le changement de variable ¢ = —a et d = —b, nous obtenons
la formule miroir de (1.29) :

logf; (exp) (¢ + d) expg; (—¢)) = @ () d + O (||d|f*) (1.32)

1.1.4.2 Seconde formule BCH

D’apres [Miller 1972], Théoréme 5.5, nous obtenons le développement de
Taylor a ’ordre 1 suivant :

logl; (exp} (a) expy (b)) = b+ pa (b) a+ O (|lalf*) (1.33)
ou
o adG (b) o o BnadG (b)n - 1

est 'inverse de la matrice Jacobienne a gauche de G, c’est a dire :
De (a) " = ¢ (a) (1.35)
Les coefficients B,, sont les nombres de Bernoulli [Ireland 1990].

19



Chapitre 1. Introduction aux groupes de Lie matriciels

1.1.5 Dérivées premiere et seconde de I’application lo-
garithme de matrice

Nous nous intéressons ici aux expressions des dérivées premiere et seconde
de I'application logarithme de matrice qui nous seront utiles pour le chapitre

suivant. A notre connaissance, c’est la premiere fois que cette expression de la
dérivée seconde est obtenue.

1.1.5.1 Dérivées premiere et seconde le long d’une courbe

Rappelons d’abord la définition du logarithme de matrice :

log, (Id+ A) = Z (1.36)
k=1
Az A3
:A—?+—+O(||A||) (1.37)

olt A € R™™ et ot nous supposons que la série entiere de logg (Id + A) converge.
Les dérivées premiere et seconde le long d'une courbe peuvent alors étre obtenues
de la maniere suivante :

Cimgg (Td+ A(s) = A6 _ 1 (A (s) $AL) | ALS) (s)>

ds 2 ds ds
dA (s)
ds

ds

+ ; <dA<S)A (5)" + A(s) o

A 46 G Lo () Y
(1.38)

En partant de 'expression précédente nous avons alors :

o 14+ 4(9) = TR (4 LA LA ) (L))

ds? ds? 2 ds? ds? ds
3[4 0+ S 0 o (42
+0 (141 (4 42 vo (lar) S (1.30)

ou la notation O (||-||) (-, ) est définie de la maniére suivante :

O <||a\|k) (b,c) = F(a)(b,c) ou F (a)(b,c) est une application bilinéaire

en b et ¢ et ou il existe une constante C > 0 tel
k
qUE SUPy, ¢ avec (v =1, el =1 £ (@) (b, )| < C'lal".
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1.1.5.2 Dérivée premiere de ’application logarithme de matrice

Définissons tout d’abord :

Id+ A(s) = Yexpg (s¢) (1.40)
ouY e Getceg. Alors:
d‘zgs) = Yexpe (s¢) ¢ (1.41)
dQ;;ngs) = Yexpe (s¢) ¢ (1.42)
d@is) _ =Y (1.43)
dzjsgs) _=ve (1.44)

Ainsi, (1.38) s’exprime alors de la forme suivante :

d
d—logG (Yexpg (s¢)) (1.45)
S s=0

:yc—;<(y—m>y¢+w(y—m))

+ ; (Ye(Y = Id)?* + (Y = Id) Y (Y = Id) + (Y — Id)*Ye) + O (||(Y = Id)[*) Ve
(1.46)

En définissant Y = expg (b) et en utilisant les résultats de I'annexe B, nous

obtenons finalement :

d
£10gG (expg (b) expe (s¢))

s=0
= (]d—l—b—i-;bQ)c—;<(b+262>c+c<b+;b2) +bcb>
+ ; (6> + beb + b%c) + O ([[b]]*) ¢ (1.47)
= c+;bc— ;cb+112cbz+112b2c— 122bcb+0(||b||3)c (1.48)
=t g0+ 5 (0,10, + O (o)) € (1.49)

ou nous avons utilisé la propriété suivante du crochet de Lie (a,b € g) :

a, [a, b]] = aab + baa — 2aba (1.50)
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1.1.5.3 Dérivée seconde de I’application logarithme de matrice

D’apres (1.39) et en utilisant (1.40), nous obtenons l'expression suivante :
2
@logg (Yexpg (s¢))

Y- ; (V= Id) Y+ Y (Y —Id)) — (V)

(1.51)

s=0

[\]

+ 5 (V)P (V= Id) + Ye(Y = Id) Ye + (Y = Id) (Yo)?) + O (|[(Y = d)[|*) (<, c)
(1.52)

w

En définissant Y = expg (b) et en utilisant les résultats de I'annexe B, nous
obtenons finalement :

d2
@logg (expg (b) expg (s¢)) B (1.53)
_ 2 1 2 2 2 2
=(ld+b)c —§<bc +c b) - (c +cbc+bc)
275 2 2
+§(c b+cbc—|—bc>+0(||b|| )(c,c) (1.54)
_ 1 2 1 2 2 2
= b+ o fb— cbe + O (I16]1%) (e, ¢) (1.55)
1 2
= s [e. 160+ O ([lBlf) (c. ) (1.56)

1.1.6 Exemples de groupes de Lie

Il existe de nombreux groupes de Lie (matriciels). Nous donnons ici quelques
exemples qui sont utilisés par la suite dans les différentes applications que nous

considérons.

1.1.6.1 Espace euclidien : R"

L’application suivante permet de transformer ’espace euclidien R? en un
groupe de Lie matriciel commutatif :

Id, =

0 c RP+Dx(p+1) (1.57)

xERP%X:[

La multiplication matricielle correspond bien a ’addition :

X1X2: |:Idp X1 ] |:.[dp ) ] _ |:Idp $1+.’L'2 :X2X1 (158)

0 1 0 1 0 1
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Et les applications expg et log., sont triviales :

Id, = |\ ()" (| 1d, 2 *
(R = (CH O

o h el P I B

k
0 =x 110 =z 0 «x Id, =x
n - o :Id = P
“XPr ([0 OD ,;)k!{o o] p1t 00] [o 1]
1.61)

Un espace euclidien est donc un groupe de Lie trivial, et c’est en ce sens que la

plupart des algorithmes proposés dans ce manuscrit généralisent les algorithmes
destinés a ’estimation de parametres euclidiens.

1.1.6.2 Groupe multiplicatif : (R*x, X)

Le groupe multiplicatif, défini par les éléments de R™* munis de la mul-
tiplication scalaire, est un groupe de Lie commutatif permettant en pratique
d’estimer des facteurs d’échelle. Ce groupe de Lie étant de dimension 1, ses
applications exp¢g et log, correspondent aux fonctions exponentielle et loga-
rithme d’un scalaire. Plus loin dans ce chapitre nous verrons le lien entre ce

groupe de Lie et la distribution de probabilité Log-Normale.

1.1.6.3 Groupe Spécial Orthogonal en dimension 2 : SO (2)

Le groupe de Lie SO (2) intervient des lors que I'on souhaite estimer une

orientation dans un plan. Il est défini comme :
SO (2) = {R € GL(2) ‘RTR = Id, det (R) = 1} (1.62)

Pour trouver la forme de son algebre de Lie, nous pouvons par exemple prendre
la dérivée d'une courbe R (t) € SO (2) passant par Iidentité (R (t = 0) = Id)
et exploiter la contrainte d’orthonormalité :

d dR" dR

—R'TR=" R+RT—=—=0 1.63
dt a T g (1.63)

En ¢ = 0 nous avons R (t = 0) = Id et donc :

dR(t=0)" dR(t=0)
- 1.64
a T a 0 (1.64)
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dR(t=0) 7 . . fpos dR(t=0) ,
g est par consequent une matrice antisymetrique. Or —a est également

un élément de I'algebre de Lie so (2) de SO (2). Nous pouvons donc représenter

50 (2) de la maniere suivante :

50 (2) = {9 e R‘ 6300 = [ 2 _09 ” (1.65)

Chaque élément de ce groupe représente une matrice de rotation en dimension
2 et 0 correspond a l’angle de rotation. Ce groupe de Lie de dimension 1 est

commutatif.

1.1.6.4 Groupe Spécial Orthogonal en dimension 3 : SO (3)

Le groupe de Lie SO (3) intervient notamment dans les problemes ot il faut

estimer l'orientation d’un objet tridimensionnel. Il est défini comme :
SO (3) = {R € GL(3) ‘RTR = 1Id, det (R) = 1} (1.66)
Son algebre de Lie so (3) peut étre obtenu comme nous l'avons fait pour so (2).

Nous pouvons également employer une autre maniere qui utilise, elle aussi, la
contrainte d’orthonormalité :

T
expsogs (5o ) = ePso (o) (1.67)
1
= €XPso3) ([W]go(:&)) = €XPsq3) (_ [W]go(3)> (1.68)

[w] 2‘0(3) qui est un élément de so0 (3) est donc une matrice antisymétrique. Nous
pouvons alors représenter so (3) de la maniere suivante [Selig 2005] :

0 —W, Wy
50(3) = qw e R | [Wlgo = | w: 0 —w, (1.69)
—Way Wg 0

Chaque ¢élément de ce groupe représente une matrice de rotation en dimension 3.

La direction de w correspond a ’axe de rotation et sa longueur indique 1’angle.

1.1.6.5 Groupe Spécial Euclidien en dimension 2 : SE (2)

Le groupe de Lie SE (2) est en général utilisé pour modéliser le déplacement
planaire d'un robot qui a deux degrés de liberté en translation et un en rotation.
Ce groupe de Lie correspond au produit semi-direct SO (2) x R? et est défini
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comme :

SE(2):{C: ot

‘ReSO(2),teR2} (1.70)

Nous pouvons représenter son algebre de Lie se (2) de la maniére suivante
[Long 2012] :

9 A 0 —0 wu,
” =160 0 u (1.71)

SE(2) 0 0 O

1.1.6.6 Groupe Spécial Euclidien en dimension 3 : SE (3)

Le groupe de Lie SE (3) est en général utilisé pour modéliser le déplacement
d’un objet tridimensionnel, comme une caméra par exemple, qui a trois degrés
de liberté en translation et 3 en rotation. Ce groupe de Lie correspond au
produit semi-direct (noté x) SO (3) x R? et est défini comme :

R t

SE(S):{(J: 0

‘Re SO (3), tER3} (1.72)

Nous pouvons représenter son algebre de Lie se (3) de la maniere suivante
[Selig 2005] :

. 0 —w, wy ug
‘9 z Wz
se(3)=4{| " | R e 0 ey (1.73)
U U SE@) —Wy Wy 0 u,

1.1.6.7 Groupe de Lie des Similitudes en dimension 3 : Sim (3)

Le groupe de Lie Sim (3) = ((RT*, x) x SO (3)) x R? est notamment utilisé
pour aligner deux nuages de points 3D dont l'orientation SO (3), la position
R3 et Déchelle (RTx, x) différent. Il est défini comme :

sR t
0 1

Sim (3) = {S = ’R €S0 (3),teR? s¢ (R**, x)} (1.74)
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Nous pouvons représenter son algebre de Lie sim (3) de la maniére suivante
[Strasdat 2012] :

N \ A A Wy Wy U

) . W, A Wy Uy
sim (3) = eR = (1.75)

—Wy Wy A U,

u Sim(3) 0 0 0 0

1.1.6.8 Groupe Spécial Linéaire : SL (3)

Le groupe de Lie SL (3) est en général utilisé pour représenter une homo-

graphie en vision par ordinateur. Il est défini comme :

SL(3) = {H € GL(3)

det (H) = 1} (1.76)

La matrice H a 9 éléments et une seule contrainte (det (H) = 1). Par conséquent,
SL (3) est un groupe de Lie de dimension 8. Son algebre de Lie doit respecter

la propriété suivante :

det (eXpS[@) (h)) = et = 1 (1.77)

Donc

tr (h) =0 (1.78)

Nous pouvons représenter ’algebre de Lie se (3) de SL (3) de la maniere suivante
[Benhimane 2007] :

sl(3) =< h € R®\[Mgy s = | ha —hs—he hy (1.79)

1.1.7 Transformation géométrique et interpolation

1.1.7.1 Transformation géométrique

Les groupes de Lie matriciels considérés paragraphe 1.1.6 peuvent en réalité
tous étre interprétés comme des transformations entre deux référentiels i et 7.
Cette représentation nous permet notamment de ne plus simplement manipuler

des concepts abstraits mais des objets géométriques.

Ug
.
Prenons par exemple le cas de SE(3). Soit 2/ = Oja? = | u, | € R® un
Uy
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1 0 0
vecteur défini dans le référentiel j qui a pour base [O;; | 0 |, 1 |,] 0
0 0 1
. , i
En coordonnées homogenes x7 s’écrit z7 = ]1 T Le fait d’appliquer la

matrice Cj; = € SE(3) a 2’ permet d’effectuer

0 1 0
une rotation suivie d’une translation du point x afin de 'exprimer dans le

référentiel 7 :

- \ S r — . —_—.
, 0.0 e 0.1 O
Cyya? = Ri; 005 Ojx _ | By 0;27 + 0;0; (1.80)
0 1 1 1
[ i D0 o] ‘
_ | Oz +1@ - Olf _ g (1.81)

Ainsi Cj; permet de passer du référentiel j au référentiel i. La multiplication
matricielle reste cohérente :

. )i ). J
Ci;Cii = Ry 0:0; B O30 (1.82)
0 1 0 1
[ RyR;. R,0,0, + 0,0, Ru. 0.0y
— = =C (1.83)
0 1 0 1
Tout comme l'inverse matriciel :
.. . J .. . K
CpiCyy = | T Q07 || By 00 (1.84)
0 1 1
LR (). 1 ().J
= R”OR” R]ZO’O]1+ 0;0; =1Id (1.85)

Un élément §;; € R® de lalgebre de Lie se (3) peut alors étre associé & une
transformation entre un référentiel j' et un référentiel j grace a 'application
exponentielle :

Cjj = expaps) (9;57) (1.86)

La notion de représentation adjointe de SFE(3) sur se (3) qui traduit la non
commutativité du groupe peut également étre interprétée géométriquement :

Cijexpsps) (0j51) = expsps) (AdSE(fs) (Cij) 5jj’) Cij = expspz) (0r:) Cij (1.87)

Cela signifie que l'action d'un incrément d;; par la droite n’est pas équivalent
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a l'action de cet incrément par la gauche. Pour obtenir le méme résultat, en
utilisant I'action a gauche, il faut utiliser 'opérateur Adgpgs) (-).

1.1.7.2 Interpolation

Un probleme intéressant, permettant d’exploiter les principales propriétés
des groupes de Lie matriciels et ainsi de mieux se les approprier, est de considérer
Iinterpolation sur groupe de Lie. Une méthode intuitive pour interpoler entre
deux transformations Cj; et Cjy, est de considérer I'erreur logy H3) (CijCijgl). En

faisant varier une variable ¢ entre 0 et 1 nous obtenons alors :
C (t) = Cijexpspy) (ﬂoggE(S) (C’i;loik:)) (1.88)
En t = 0, nous avons bien :
Ci(t=0)=Cy (1.89)
et en t = 1, nous avons bien :
Ci (t =1) = Cyjexpgps) (10gg*E(3) (Ci}lCik)) =C; (1.90)

Nous avons donc défini une méthode pour interpoler de j vers k en utilisant
des incréments agissant a droite de Cj;. On peut maintenant se poser la méme
question mais en utilisant des incréments qui agissent a gauche de C;;. Nous
obtenons alors :

Ch (t) = exp) (Hogias) (CinCii')) Cyy (1.91)

Normalement, dans une interpolation, I'utilisation d’incréments a droite ou
a gauche devrait produire le méme résultat. Nous nous proposons de montrer
que c’est ici le cas, c’est a dire que Cy (t) = C ().

Cy (t) = explps (tlloggE(g)) (C’ikCif)) Cij (1.92)
= Cijexplms) (tiAdsms) (C5;') logius (CiCyy)) (1.93)

Nous devons donc prouver que :
loggE(g) (Ci;ICik) = Adgsps) (ngl) loggﬂg) (CikCl-;l) (1.94)
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10 | r y
i r

Figure 1.4 — Résultat d’une interpolation sur SE(3) ou C (t =0) = Id et

Ct=1)= [engas) ([ 750 3 3 }T> [ 10 12 10 ]T

Et en effet :

eXPp) (AdSE(S) (Ci;l) logéag) (Cikq-}l)) (1.95)
= CiglengE(g) (10g§3<3) (Cz'kcgl)) Cij = Ci;lcikciglc'ij = CZICM (1.96)

Un exemple d’interpolation sur SE(3) est proposé en figure 1.4.

1.1.8 Détails d’implémentation

1.1.8.1 Produit de groupes de Lie

Pour les différentes applications que nous considérons dans ce manuscrit,
nous souhaitons proposer des algorithmes permettant d’estimer conjointement
plusieurs parametres évoluant sur des groupes de Lie matriciels.

La maniere la plus simple de “concaténer” plusieurs parametres évoluant

sur des groupes de Lie est de considérer le groupe de Lie formé par leur produit
X 0
direct. Par exemple, si X € G et Y € G’ alors 0y EGxG ouG et

sont deux groupes de Lie matriciels. Remarquons qu'’il existe d’autres manieres
de former des groupes de Lie [Rudkovskii 1997], comme le produit semi-direct
ou encore le produit “twisted”. Dans ce manuscrit, nous utilisons exclusivement

le produit direct de groupes de Lie existant déja dans la littérature (voir
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paragraphe 1.1.6).

Puisque le produit (direct, semi-direct, etc.) de groupes de Lie est lui-méme
un groupe de Lie, un algorithme développé pour estimer un parametre évoluant
sur un groupe de Lie matriciel abstrait pourra étre utilisé pour estimer plusieurs
parametres conjointement en “concaténant” ces derniers a ’aide de 'un des

produits.

1.1.8.2 Opérateurs adg; et Adg

Pour un groupe de Lie matriciel GG, une fois que nous avons défini les fonctions
[1% et [] 4, Vexpression des opérateurs adg et Adg peut étre directement déduite

en utilisant leurs définitions respectives (1.20) et (1.25).

1.1.8.3 Applications exp), et log),

De la méme maniere que pour adg et Adg, une fois que nous avons défini les
fonctions []5 et []5, il suffit d’utiliser les fonctions exponentielle et logarithme
d’une matrice qui sont déja pré-codées dans de nombreuses librairies ainsi qu’en
Matlab pour pouvoir calculer exp) et log/. Des informations sur comment
calculer efficacement ces deux fonctions sont disponibles dans [Higham 2008].

Pour certains groupes de Lie comme SO (2) [Long 2012], SE (2) [Long 2012],
SO(3) [Selig 2005], SE(3) [Selig 2005] ou encore Sim(3) [Strasdat 2012], il
existe des formules analytiques de exp) et log/, qui permettent de respecter
plus facilement les contraintes de temps réel requises dans certaines applications.
Cependant pour SL(3) par exemple, & notre connaissance, il n’existe pas de
formule analytique.

1.1.8.4 Jacobienne a gauche du groupe de Lie @ () et son inverse
v ()

Les matrices ¢ (+) et ¢ (+) sont définies par des séries entieres faisant
intervenir lopérateur adg . De la méme maniére que pour expy; et logg, il existe
des formules analytiques pour certains groupes de Lie comme SO (2), SE (2),
SO(3), SE(3) ou encore Sim(3) (voir [Barfoot 2014]). Cependant, pour SL(3)
par exemple, a notre connaissance, il n’existe pas de formule analytique. En
pratique, que ce soit pour @ () ou ¢ (+), nous tronquons la série entiere apres

les premiers termes.
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1.2 La distribution normale concentrée sur groupe

de Lie matriciel

Afin de pouvoir développer des méthodes d’inférence bayésienne pour 'esti-
mation de parametres évoluant sur des groupes de Lie matriciels, nous devons
disposer de distributions de probabilité définies sur les groupes de Lie. Dans ce
manuscrit nous nous intéressons a une distribution appelée distribution normale
concentrée sur groupe de Lie qui possede une interprétation géométrique intui-
tive, basée sur une distribution gaussienne dans l’algebre de Lie. De plus, cette
distribution a I'avantage d’étre définie pour tout groupe de Lie (matriciel). Les
algorithmes développés pour une telle distribution pourront donc s’appliquer a

tous les groupes de Lie présentés paragraphe 1.1.6.

1.2.1 Définition

Nous introduisons ici le concept de distribution normale concentrée sur
groupe de Lie, qui est une généralisation possible de la distribution normale,
définie pour des parametres euclidiens, aux groupes de Lie. Cette distribution a
déja été employée dans différents ouvrages, tels que [Smith 2003 ; Barfoot 2014],
portant sur I'estimation de parametres sur groupe de Lie.

Une variable aléatoire X € G suit une distribution normale concentrée sur
groupe de Lie a gauche de “moyenne” p et de “covariance” P, que 'on note
X ~NE(X;p, P), si:

X = pexpy (€) (1.97)

ou € ~ Ngo (€; 0,51, P) est une distribution normale multivariée centrée de

covariance P définie dans ’algebre de Lie de G :

Q) — 1 o Hlill3
ple) (27)7 det (P) (198)

ou
el = 7 P~te (1.99)

est la distance de Mahalanobis. P C RP*P est par conséquent une matrice
symétrique semi-définie positive. Cette distribution normale concentrée sur
groupe de Lie a gauche revient donc a :

1. définir une distribution normale multivariée centrée de covariance P dans

I’algebre de Lie de G

2. transformer cette distribution en une distribution sur le groupe de Lie en
utilisant I'application exponentielle
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€XPg

J@(e;om,P)/—\WGL(x;m,P)

Id

G

Figure 1.5 — Illustration graphique de la distribution normale concentrée sur
groupe de Lie a gauche

3. transporter cette distribution autour de sa “moyenne” p en utilisant
I’action a gauche du groupe de Lie sur lui-méme

Une illustration graphique de cette distribution est présentée en figure 1.5.

De la méme maniére, il est possible de définir une distribution normale
concentrée sur groupe de Lie a droite de “moyenne” p et de “covariance” P,
que on note X ~ N (X;pu, P) :

X = expy (6) p (1.100)

Le fait d’utiliser une distribution normale concentrée sur groupe de Lie a gauche
(1.97) ou a droite (1.100) est un choix a effectuer qui dépend de 'application.
Ce choix peut avoir une influence sur la simplicité des calculs.

En revanche, il est toujours possible de trouver une représentation équi-
valente d’une distribution normale concentrée a gauche sous la forme d’une

distribution concentrée a droite en utilisant 'opérateur adjoint :

X = pexpy (€) = pexply () ™t = expp (Adg (1) €) (1.101)

Ainsi la distribution NZ (X;pu, P) est équivalente a la distribution
NE (X, Ade (1) PAde (1)").

Dans la suite de ce manuscrit, nous utiliserons I'une ou l'autre en fonction
du probléme considéré. Nous présentons cependant ci-apres uniquement la
version a gauche, le raisonnement étant facilement reproductible pour la version

a droite.
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1.2.1.1 Expression de p (X)

La définition (1.97) de la distribution normale concentrée sur groupe de Lie
a gauche permet de définir indirectement une densité de probabilité pour X
par l'intermédiaire de p (¢). Dans un certain nombre d’applications I’expression
de p(X) n’est pas nécessaire (voir [Barfoot 2014]). Cependant, dans notre
contexte, nous souhaitons définir des fonctions de vraisemblance ainsi que des
a priori ayant la forme de distributions normales concentrées. Cela requiert
I'expression explicite de p (X). Afin d’obtenir cette expression nous devons
d’abord introduire la notion de mesure de Haar invariante a gauche, que nous

notons dy X, qui respecte la propriété suivante ([Faraut 2008] Théoréme 5.1.1) :

/ FOVX) dyX = / F(X)dnX (1.102)

pour tout Y € G ou f est une fonction continue définie sur G. Cette mesure
généralise la mesure de Lebesgue (qui est invariante par translation) et que
I’on utilise habituellement pour définir des intégrales sur des espaces euclidiens.
D’apres la proposition 5.5.6 dans [Faraut 2008], si le support de f est contenu
dans M (voir Fig.1.3) alors :

/G FOO X = [ F exply () det (@ (~e)) due (1.103)

ou dre est la mesure de Lebesgue, @ (+) est la matrice Jacobienne a gauche de
G (1.30) et ¢ est une constante.

Afin de trouver 'expression de p (X), nous pouvons donc utiliser (1.103)
pour définir le changement de variable suivant :

e = log}, (u_lX) (1.104)
ainsi que le changement de mesure suivant ? :

dpX = det (P (—¢)) dre (1.105)

2. Remarquons que nous utilisons le mesure de Haar invariante a gauche puisque nous
définissons ici la distribution normale concentrée a gauche. Pour la distribution normale
concentrée a droite, nous utiliserions la mesure de Haar invariante a droite donnée par
dpX = det (P¢ (¢)) dre (voir [Kirillov 1994] pp.141). Une maniére de retrouver les expressions
de ces deux mesures est de se rendre compte de leur lien avec les formules BCH présentées
paragraphe 1.1.4.1.
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Ce qui nous permet d’expliciter p (X) :

e — 1 L
/Rpp< )i /RP \/(2m)P det (P) a

_ L tless(e )l ! .
/CM/(QW)pdet (P) det (P (—logg; (/rlXD)d .
= / p(X)dyX (1.106)
G
p(X) = ! ooz

\/(27r)p det (D (~logl, (1171 X)) Pq (—logs (1= X))")
(1.107)

Remarquons que le changement de variable que nous avons utilisé repose
sur I’équation (1.103) qui est uniquement valide si le support de f est contenu
dans M. Or nous avons appliqué ce changement de variable a une distribution

normale p (€) qui possede des queues infinies.

Le changement de variable que nous avons effectué est donc valide uni-
quement lorsque p (€) est concentrée, c’est a dire lorsque la plus grand valeur
propre de P est “suffisamment” petite pour que la masse de probabilité qui
n’est pas dans S (voir Fig.1.3) soit négligeable. C’est pourquoi nous parlons de
distribution normale concentrée sur groupe de Lie. Les parametres p et P de
p (X) sont appelés “moyenne” et “covariance” respectivement car p correspond
a la définition du barycentre sur groupe de Lie :

/Glogé (/le)p(X) dpX = /Gep (€)dre=0 (1.108)

alors que P correspond lui a la définition de covariance sur groupe de Lie :

/ logl; (01X ) ogg, (1™ X) " p (X) dyy X = / e"p(e)dre =P (1.109)
a G

1.2.1.2 Approximation de p (X)

La définition de distribution normale concentrée sur groupe de Lie est,
comme son nom l'indique, définie pour une matrice de covariance ayant de
faibles valeurs propres. Dans ce contexte, il semble raisonnable de tronquer
la série entiere de ®g () a ordre zéro dans p(X) de maniére a ce que le
terme ®¢ (—logl (171X)) devienne la matrice identité. Nous obtenons donc
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I’expression suivante :

~ 1 o bl[1og (1)1
p(X) T (1.110)

Cette expression approchée est tres pratique puisque le terme se situant de-
vant I’exponentielle devient alors une constante de normalisation. Ce terme
n’interviendra donc pas lorsque, par exemple, nous chercherons le mode d’une
distribution a posteriori ou I’a priori sur X sera donné par une distribution
normale concentrée sur groupe de Lie. Le fait de ne pas considérer I’approxima-
tion de p (X)) (1.110) mais plutdét (1.107) en tant que distribution a priori n’est
pas traité dans ce manuscrit et est laissé en tant que perspective.

I1 est intéressant de noter que d’autres travaux [Wang 2006 ; Wolfe 2011
Chirikjian 2014] sont partis d’une autre densité de probabilité de la forme :

p(x) = e Hlloss (=) (1.111)

ol « est une constante de normalisation. En faisant ensuite 'hypothese d’une
matrice de covariance P ayant de faibles valeurs propres, cette constante de
normalisation est approchée par celle d’'une distribution normale multivariée,
c’est a dire :

1
a (1.112)

(2m)" det (P)

La distribution obtenue est alors la méme que celle que nous considérons.

1.2.2 Reparamétrisation de la covariance

Nous cherchons ici & obtenir la forme de la distribution qu’on obtient dans
I’algebre de Lie lorsqu’on cherche a déplier une distribution normale concentrée

NE (X y, Py) autour d’un point 1, qui n’est pas sa moyenne.

1.2.2.1 Dépliement d’une distribution normale concentrée

En effet, lorsqu’on déplie une distribution normale concentrée
NE (X, Py) autour de sa moyenne fi,, nous avons :

logl, (Xpu; ") = logly (expgy () oty ') ~ (1.113)

Nous obtenons ainsi, par définition de la distribution normale concentrée, une
distribution normale multivariée Ng» (€y; 0px1, Pp).
En revanche, lorsqu’on déplie une distribution normale concentrée

NE (X uy, Py) autour d’un point i, # pp, nous avons alors (en utilisant la
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formule BCH (1.33)) :

g (Xug")

= logg (GXPQ (€v) Hotte 1)
Vv
G

e=1lo
~ log (e ') + ea (logé (i) e (1.114)

Ainsi, nous obtenons une distribution normale multivariée de la forme
New (51088 (oiiz ), oc (logg (g ) Popa (1o (g 1))

Le fait de déplier une distribution normale concentrée autour d’un autre
point que sa moyenne a donc pour effet logique de translater de logf, (pppe; ")
la moyenne de la distribution dans I’algebre de Lie. Cependant, nous observons
également un effet de distorsion géodésique, puisque la covariance a été transfor-
mée par la matrice o (logh (upp;t)). Nous parlons alors de reparamétrisation
de la covariance. Une représentation graphique de ce phénomene est présenté
en figure 1.6.

1.2.2.2 Interprétation géométrique

Dans le cas d’une distribution normale concentrée sur groupe de Lie
NE (X, Py), Vinformation contenue dans la matrice de covariance B, quan-
tifie 'incertitude dans I’espace tangent a la moyenne . Donc I'information
contenue dans P, a une signification uniquement vis a vis de .

La matrice o¢ (logd (pupp;t)) permet de reparamétriser Py afin de lui donner
un sens non plus vis a vis de p mais de .

: \v —1 _ \Vi —1\\—1 .

La matrice ®¢ (logd (uepe,')) = ¢ (logh (pwie, ') permet simplement de
faire 'opération inverse.

Dans les chapitres suivants, lorsque nous verrons des matrices ¢, ou bien
leur inverse ®4, agir sur des matrices de covariances, il sera ainsi possible

d’interpréter géométriquement 'effet de ces matrices.

1.2.3 Marginalisation

Nous nous intéressons maintenant a la marginalisation d’une distribution
normale concentrée.

Considérons un groupe de Lie de la forme G = G’ x G”, ou G’ est un
groupe de Lie matriciel de dimension p et G” est un groupe de Lie matriciel de

dimension ¢. Une distribution normale concentrée (& droite) peut alors s’écrire :

1
V(2P det (%)

p(X) =p (X1, Xp) ~ e~ 79X X2) (1.115)
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€XPg
f/%gp €p; pxl»Pb ,/VR(X'Id Py)

Up
X.uh’Pb

Neo (€231086 (piy' ), 0an Py ooy,

o ogg e (Kimnig By)

Id

Up JVGR (X;.Ub»Pb)
G G

Figure 1.6 — Illustration graphique de la notion de reparamétrisation de la
covariance
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on X eG, X,e€G, XoeG" et

211 212
E21 E22

- log (X1Mf1>
log (Xapz ")
(1.116)

Q (X1, Xs) = [logé, <X1M1_1>T710gé~ (Xzﬂz_l)T}

Ainsi, en tirant parti du fait que la distribution est concentrée, il est possible

de montrer que (voir annexe A) :

p(X1) = NG (X1 g1, S11) (1.117)

1.2.4 Cas particulier de la distribution normale multi-
variée

La distribution normale concentrée sur groupe de Lie est une généralisation
de la loi normale multivariée aux groupes de Lie matriciels. En effet, si 'on
s’intéresse a la forme de (1.107) pour le cas particulier ot G est un espace

euclidien R? nous obtenons alors :

p(X) = L tlhess(ex)]? L VI

J(2n) det (P) (27)? det (P)

(1.118)

0 1 0 1
vaut l'identité car le groupe est commutatif. Nous trouvons donc bien que p (X)

Id Id
ou X = p v ] et u = [ v M ] Ici, la matrice Jacobienne a gauche

a la forme d’une la loi normale multivariée.

1.2.5 Cas particulier de la distribution log-normale

Lorsqu’on écrit la définition (1.97) de la distribution normale concentrée
sur groupe de Lie pour le cas spécifique ou G est le groupe multiplicatif (qui

est commutatif), nous obtenons :
X = pexp (€) = exp (log () + €) = exp (1) (1.119)

ou 7 = log (1) + ¢, exp et log sont les fonctions exponentielle et logarithme. Par

conséquent 7 ~ Ng (7;1og (11) , 02) c’est a dire :

1 _ (r=log(u))?
p(r) = We 202 (1.120)
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Or, par définition, si une variable 7 suit une loi normale d’espérance log (1) et
de variance o2 alors X = exp (7) suit une loi log-normale [Johnson 1994] :
1 (log(X) —log(u))®
P (X) = —F—=c 202 1.121
n(X) = 70— (1.121)
Si 'on s’intéresse maintenant a la forme de la distribution norme concentrée
(1.107) pour le cas particulier de (R*%, x) dont la matrice Jacobienne a gauche

vaut identité (car le groupe est commutatif), nous obtenons alors :

1 'Og(“_IX)Q 1 (log(X) —log(1))?
X) = e 202 = e 202 1.122
P = o Varo? (L.122)

Alors que l'on pouvait légitimement s’attendre a ce que la distribution normale

concentrée sur groupe de Lie soit une généralisation de la loi log-normale aux
groupes de Lie matriciels, nous voyons ici que p, (X) # p(X). En réalité,
pm (X) est une densité de probabilité par rapport a la mesure de Lebesgue
dLX .

/ pm (X)d X =1 (1.123)
(Rt =,%)

alors que p (X) est une densité de probabilité par rapport a la mesure de Haar

ClHXZ
/ p(X)dpX =1 (1.124)
(Rtx*,%)

Si l'on se souvient maintenant que (voir [Faraut 2008] paragraphe 5.2), pour le
groupe multiplicatif :

1
dnX = diX (1.125)

alors nous retrouvons bien :

1 (log(X) —log(11))?
X)dyX = e 202 dg X
/(R+*,><)p< ) di (R+x,x) V2m0? "
1 (log(X)—log(u)? 1
= e 202 —d; X = Pln (X) dr X (1126)
/(R+*,x) V2mo? X (R*4,%)

La distribution normale concentrée sur groupe de Lie est donc bien une généra-

lisation de la loi log-normale aux groupes de Lie matriciels.

1.2.6 La distribution “en banane” sur SE(2)

Nous nous intéressons ici a la distribution normale concentrée sur le groupe
de Lie SFE (2) (voir paragraphe 1.1.6.5) dont la forme “en banane” [Long 2012]
permet d’illustrer I'intérét de cette distribution. En effet, I'illustration graphique
de cette distribution proposée en figure 1.7 fait penser a I'incertitude que 'on
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peut avoir lorsqu’on cherche a estimer la position et 'orientation d’un robot
ou d’un véhicule en train d’effectuer un virage [Thrun 2005]. Remarquons que
cette forme en banane provient de la non-linéarité de expg B(2) qui fait agir la
composante rotationnelle # sur la composante positionnelle u (fleches bleues
dans la figure 1.7). Cette propriété provient du fait que SE (2) est le produit
semi-direct de SO (2) et R?. Bien entendu, la forme en banane est accentuée
par l'action a droite du groupe de Lie (fleches vertes dans la figure 1.7).

1.3 Résumé des contributions et conclusion

Ce chapitre nous a permis d’introduire les différents concepts liés au forma-
lisme des groupes de Lie matriciels. Nous avons ensuite présenté une distribution
définie pour un groupe de Lie matriciel, appelée distribution normale concen-
trée, qui sera utilisée tout au long du manuscrit dans un cadre d’estimation
bayésienne.

La principale contribution du chapitre est le calcul de la dérivée seconde
de I'application logarithme de matrice. Le chapitre en lui-méme n’apporte
pas d’autre contribution fondamentalement nouvelle. Il constitue cependant
un recueil d’informations essentielles pour aborder le sujet de I'estimation de
parametres évoluant sur un groupe de Lie. Les concepts introduits proviennent
de différents ouvrages qui sont cités tout au long du chapitre. Ils ont été
réunis ici selon une approche intuitive, a travers des illustrations graphiques

permettant d’interpréter géométriquement ces notions souvent abstraites.

40



1.3. Résumé des contributions et conclusion

-2 0 2 -1 0 1 -5 0 5
S 0 U,
(a) Echantillons dans I’algébre de Lie se (2) tirés selon la distribution :
Nas (60351, P = [01 05 —0.2; 054 —1; —02 —1 1])

25F

20

1

-25

(b) Echantillons transformés en utilisant expy E(2) () (fleches bleues)

puis transportés autour de la “moyenne” y = expg E@2) ([w 30 20]T)

en utilisant Paction a droite de SE (2) sur lui-méme (fleches vertes)

Figure 1.7 — Illustration graphique de la distribution normale concentrée sur le
groupe de Lie SF (2). La direction d’une fleche peut étre interprétée comme
I'orientation d’un véhicule alors que la base de la fleche correspond a sa position.
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Chapitre 2. Filtrage de Kalman a temps discret et continu-discret sur groupes de
Lie matriciels

2.1 Introduction

Dans le contexte du filtrage bayésien, il existe deux grands types d’approches
permettant d’estimer un état évoluant sur un espace euclidien a partir d’ob-
servations elles-mémes euclidiennes : d'un c6té les approches de type filtrage
de Kalman, comme le filtre de Kalman étendu [Maybeck 1979], le filtre de
Kalman sans parfum [Sarkka 2007] ou encore le filtre de Kalman Cubature
[Arasaratna 2010], et d'un autre cdté les approches de type filtrage particulaire
[Doucet 2001]. Seul un nombre restreint de travaux se sont intéressés a étendre
ces approches au cadre des variétés (voir Tableau 2.1). Des filtres particulaires
dédiés aux variétés riemanniennes [Snoussi 2006], aux variétés de Stiefel [Tomp-
kins 2007] ou encore aux variétés de Grassmann [Rentmeeste 2010] ont été
proposés, alors qu’un filtre de Kalman sans parfum permettant d’estimer un
état évoluant sur une variété riemannienne a partir d’observations également
riemanniennes a récemment été développé [Hauberg 2013].

Dans ce chapitre nous nous intéressons au développement de méthodes
de filtrage de Kalman permettant d’estimer des parametres évoluant sur des
groupes de Lie.

Plusieurs approches sont envisageables. La plus simple est probablement
de paramétrer le groupe de Lie. Cela revient a transformer les parametres que
I’on cherche a estimer, qui sont contraints a appartenir a un groupe de Lie, en
des parametres euclidiens. C’est par exemple ce que nous faisons lorsque nous
définissons trois angles d’Euler pour représenter une rotation en dimension
3. Les parametres obtenus étant euclidiens, il est alors possible d’utiliser un
filtre de Kalman “classique”. Cependant, le fait de paramétrer un groupe de
Lie produit des singularités. Dans le cas des angles d’Euler, cette singularité,
désignée sous le nom de blocage de cardan, conduit a de mauvaises performances
des filtres utilisés.

Une autre approche consiste a voir le probléme comme un probleme de
filtrage euclidien avec des contraintes d’égalité forcant 1’état a rester sur la
variété. On parle alors d’approche extrinseque. Dans ce cadre, il est possible
d’utiliser des approches génériques de filtrage sous contrainte telles que celle
proposée dans [Simon 2010]. Néanmoins, les matrices de covariances sont alors
singulieres ce qui peut poser des problémes de stabilité numérique.

Ici, nous proposons d’employer une troisieme approche qui consiste a prendre
en compte la géométrie des groupes de Lie de maniére intrinseque. Comme
nous le verrons par la suite, les algorithmes obtenus sont alors non seulement
élégants mais également numériquement stables.

Dans le contexte du filtrage sur groupe de Lie, la plupart des modeles
physiques sont décrits par des équations différentielles alors que les observations
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sont discretes. Par conséquent, dans une premiere partie, nous proposons une
généralisation du filtre de Kalman étendu a temps continu-discret au cas ou
I’état et les observations évoluent sur des groupes de Lie. Plus précisément, la
propagation de I’état a temps continu est régie par une équation différentielle
stochastique sur groupe de Lie, alors que ’équation d’observation discrete relie
non-linéairement 1’état aux observations qui évoluent sur un autre groupe de
Lie.

Dans une seconde partie, au lieu de chercher une solution a un probleme
continu-discret, nous nous intéressons au cas ou I’équation différentielle stochas-
tique est d’abord approchée par une équation de propagation discrete. Cela
nous conduit alors a proposer une généralisation du filtre de Kalman étendu a

temps discret au cas ou I'état et les observations évoluent sur des groupes de
Lie.

2.2 Etat de l’art

De nombreux travaux se sont intéressés a la prise en compte de la structure
de groupe de Lie dans le contexte spécifique de ’estimation de 'orientation d’un
aéronef. Parmi ces travaux, le filtre de Kalman étendu multiplicatif (MEKF)
[Lefferts 1982 ; Markley 2003] correspond & une modification ad hoc du filtre de
Kalman étendu continu-discret (CD-EKF) permettant de prendre en compte
la contrainte de norme unitaire d’'un quaternion unitaire. Plusieurs articles
emploient ce formalisme [Mourikis 2009 ; Hall 2008 ; Trawny 2007 ; Trawny
2005].

Toujours dans le contexte de I'estimation d’un orientation 3D, des modifica-
tions ad hoc du filtre de Kalman sans parfum discret (UKF) ont également été
proposées [Crassidis 2003 ; Kraft 2003 ; Sipos 2008].

Un filtre de Kalman étendu discret (EKF), appelé Motor EKF, dédié au
groupe des moteurs représentant un double recouvrement du groupe de Lie
SE(3) [BayroCorro 2010], et utilisant le formalisme de 'algebre géométrique, a
été développé dans [BayroCorro 2000] afin d’estimer I'orientation et la position
d’un solide.

On trouve également une présentation d’un algorithme, appelé “Invariant
Momentum-tracking Kalman Filter”, permettant d’estimer un quaternion uni-
taire ainsi qu'un moment angulaire dans [Persson 2012].

Le filtre de Kalman étendu invariant récemment proposé [Bonnabel 2009 ;
Bonnabel 2007; Martin 2010; Barrau 2015; Hervier 2012] est proche des
algorithmes que nous développons dans ce chapitre. Ce filtre & temps continu
est dédié a des systemes possédant des symétries. Il permet a la fois de prendre
en compte intrinsequement la géométrie du groupe de Lie sur lequel 'état
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Approche Variété de I'état Variété des observations Type de systéme | Type de filtre
[Bonnabel 2009] Groupe de Lie Espace euclidien Continu possédant EKF
des symétries

[Snoussi 2006] Variété Riemannienne Espace euclidien Discret PF
[Tompkins 2007] Variété de Stiefel Espace euclidien Discret PF
[Hauberg 2013] Variété Riemannienne Variété Riemannienne Discret UKF
[Rentmeeste 2010] Variété de Grassmann Variété de Grassmann Discret PF
Paragraphe 2.4 de ce manuscrit | Groupe de Lie matriciel | Groupe de Lie matriciel Discret EKF
Paragraphe 2.3 de ce manuscrit | Groupe de Lie matriciel | Groupe de Lie matriciel | Continu-Discret EKF
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Tableau 2.1 — Récapitulatif des approches de type filtrage de Kalman et filtre particulaire pour un état évoluant sur une variété. (PF
= filtre particulaire, EKF = filtre de Kalman étendu, UKF = filtre de Kalman sans parfum)



2.3. Filtre de Kalman étendu continu-discret

évolue et étend également le domaine de convergence du filtre de Kalman aux
trajectoires dites “permanentes”. Toutefois, ni le probleme de mesures discretes,

ni le probleme d’observations évoluant sur un groupe de Lie n’est traité.

2.3 Filtre de Kalman étendu continu-discret

Contrairement aux approches de 1’état de ’art, nous proposons dans ce
paragraphe un algorithme capable d’estimer, de maniere intrinseque, un état
vivant sur un groupe de Lie, dont 1’évolution est décrite par une équation
différentielle stochastique sur groupe de Lie, et ce a partir d’observations
évoluant également sur un groupe de Lie.

En partant du principe que la distribution a posteriori de 1’état est une
distribution normale concentrée, nous obtenons des équations permettant de
propager et mettre a jour efficacement la moyenne et la covariance de cette
distribution. Nous montrons également que I’algorithme obtenu, appelé filtre de
Kalman étendu continu-discret sur groupe de Lie (CD-LG-EKF), se réduit au
traditionnel CD-EKF dans le cas ou a la fois ’état et les observations évoluent
sur des espaces euclidiens.

2.3.1 Rappels sur le filtrage de Kalman étendu continu-

discret sur espace euclidien

Nous rappelons ici brievement Ialgorithme CD-EKF [Maybeck 1979].

2.3.1.1 Modeles de propagation et d’observation

L’algorithme CD-EKF permet d’estimer I'état = (t) € RP d’un systéme
dynamique, décrit par une équation différentielle stochastique non linéaire, a
partir d’observations discretes reliées a 1’état par une équation non linéaire :

de(t) = Q(z(t))dt+db(t)

2.1

ou xp =z (t =tg), 2z = 2 (t = tx) € R? est une observation regue a 'instant

= tx et b(f) est un mouvement brownien de dimension p, de coordonnées
(b (t),...,b,(t)) et de matrice de covariance R. De plus, wy, ~ Nga (wy; 0, Q)
est un bruit blanc gaussien alors que Q(-) : R? — RP et h(-) : R? — R? sont
des fonctions différentiables potentiellement non linéaires.
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2.3.1.2 Principe

Une maniere d’interpréter le CD-EKF est de supposer qu’a chaque ins-
tant la distribution a posteriori de z (t) est une distribution normale mul-
tivariée de moyenne p (t) et de covariance P (t). L’objectif du CD-EKF est
alors d’estimer pu(t) et P (f) a chaque instant sachant toutes les observa-
tions précédemment regues. L’algorithme obtenu opere en deux étapes qui
alternent. Supposons qu’a I'instant ¢ = ¢, les parametres pip_qjx—1 et Pp_ipp—1
de la distribution p (xx_1|21, 22, .., 2k—1) ~ Ngo (xk_l;,uk,uk,l, Pk,l‘k,l) sont
connus. Alors, jusqu’a la réception d’une nouvelle observation, c’est a dire
de linstant ¢ = #;_; a linstant ¢ = #;, la moyenne py_yx—1 et la cova-
riance Pj_;—1 sont propagées afin d’obtenir les parametres pr—1 et Py—1
de la distribution p (w21, 22, .., 26-1) ~ Ngs (xk;uk‘k,l,PMk,l). Ces deux
parametres sont alors mis a jour en utilisant 'information apportée par la
nouvelle observation z; pour obtenir les parametres pu, et Py, de la distribu-
tion p (wx|z1, 22, s 26—1, 2k) ~ Ngo (xk; Lkl Pk‘k). Dans le cas du CD-EKF, les
équations permettant de propager et de mettre a jour la moyenne et la cova-

riance sont obtenues en linéarisant les modeles de propagation et d’observation.

2.3.1.3 Algorithme CD-EKF

L’algorithme du CD-EKF est présenté ci-apres :

Algorithme 2.1 CD-EKF

Entrée : py_1p—1, Pr_1jp—1, 2k

Sortie . ,LLk\kv Pk:|k:

Propagation sur t € [tg_1, tx] :
Intégrer les équations différentielles
d N

T = (w) ol p(tk—1) = pr—1jk—1

42 = FP+ PFT + Rob P (tj_1) = Py_y—1 et F = £Q(x)

=/

Mise a jour a l'instant ¢ = ¢, :

Ky, = Py H] (Hkpk|k—1HkT + ka) ot Hy, = #-h (z)

T=fhp|k—1
Zk=zr—h (,Uk:\k—l)

ml;|k: = K.z

Prlk = Hilk—1 + My

Py = (Id — K Hy) Pyjje—1

Cet algorithme, qui est considéré comme une méthode standard dans le
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domaine de l'estimation non linéaire, est restreint au cas ou l'état et les
observations évoluent sur des espaces euclidiens. Dans la suite de ce paragraphe,
nous proposons d’étendre cette approche au cas ou I’état et les observations

évoluent sur des groupes de Lie.

2.3.2 Modeles de propagation et d’observation proposés

2.3.2.1 Modele de propagation

Nous considérons le systeme dynamique suivant :

dX (t) = X () [Q (X ()] dt + zp: X (t)E; 0dB; (t) (2.2)
i=1

ou X (t) € G est 'état que nous souhaitons estimer a linstant ¢, G est un
groupe de Lie matriciel de dimension p, les F; sont les matrices formant une
base de I'algeébre de Lie et B (t) est un mouvement brownien de dimension
p, de coordonnées (B (t),...,B,(t)), et de matrice de covariance R, c’est a
dire B (t1) — B (t2) ~ Nre (B (t1) — B (t2) ; Opx1, (t2 — t1) R) avec t; < ty (voir
[Said 2012]). La notation o indique que nous utilisons 'intégrale de Stratanovich.
La fonction Q (X) : G — RP est différentiable et potentiellement non linéaire.
D’un point de vue plus intuitif (mais mathématiquement moins juste),

I'équation (2.2) peut étre réécrite de la fagon suivante :

X () =X ) (X )5+ 1)) (2.3)

ot n (t) ~ Nio (1 (t) ; 0px1, R) est un bruit blanc gaussien et [n (¢)] € g . Ainsi
X (t) € TxG. Le bruit blanc injecté correspond donc ici a :

EP:X (t) E;odB; (t) = [n ()] dt (2.4)
i=1
Nous n’avons a aucun moment supposé que le systeme considéré est invariant
par rapport a 'action d’'un groupe de Lie contrairement a [Bonnabel 2009]. De
plus, le fait que 2 (+) soit potentiellement non linéaire va nous permettre par la
suite de gérer des modeles de propagation complexes. Par exemple, dans nos
simulations, nous considérons un groupe de Lie composé a la fois de la pose
de la caméra et de sa vitesse (incluant la vitesse de rotation et la vitesse de
translation), cette derniére étant utilisée lors de I’étape de propagation pour
guider la pose.
Par la suite, sauf en cas d’ambiguité, et afin de faciliter la lecture, le
parametre de temps ¢ sera omis. Par exemple X (¢) sera noté simplement X.
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Remarquons que si le groupe de Lie G sur lequel évolue I'état X est un
espace euclidien, alors (2.2) se réduit au modele de propagation du CD-EKF
(voir équation (2.1)).
2.3.2.2 Modele d’observation

Nous considérons également des observations discrétes vivant sur un groupe
de Lie matriciel G’ de dimension q :

2 = h (Xy) exp (wy,) (2.5)

ou h : G — G’ est une fonction différentiable, z, = 2 (tx) € G/, Xp = X (tx) € G
est I’état que nous souhaitons estimer au temps t; et wy ~ Nga (wi; Ogx1, Q)
est un bruit blanc gaussien.

Remarquons que dans le cas ou G et G’ sont des espaces euclidiens, alors
(2.5) se réduit au modele d’observation du CD-EKF (voir équation (2.1)).

2.3.3 Solution proposée

Afin d’estimer I’état X, nous proposons de supposer que sa distribution a

posteriori a la forme d’une distribution normale concentrée (a gauche) :
p(Xilz1, ..o, 2) = NG (stuk\z, Pk|l> (2.6)

Plus précisément, nous nous intéressons aux cas ou | = k — 1 (étape de
propagation) et [ = k (étape de mise a jour). Ainsi, notre objectif est de montrer
comment propager et mettre a jour les parametres 1 et P de la distribution
normale concentrée. Dans notre formalisme, nous choisissons comme estimateur

de I'état X la “moyenne” p de la distribution normale concentrée a posteriori.

2.3.4 Propagation
Commencons par supposer que :
p (Xe1lz1s -y z0m1) = NG (Xk—1§ﬂk—1|k—17pk:—1\k—1) (2.7)
ou Mr—1jk—1 €t Pk,”k,l sont connus, et
p(Xilz1,. oo 2e) = NG (Xk; [oklle—1 Pk‘k_l) (2.8)

ol figg—1 et Pyr—1 sont inconnus. L’objectif de I'étape de propagation est
de montrer comment propager pi_1x—1 et Py_ix—1 en utilisant le modele de
propagation (2.2) afin d’obtenir fup—1 et Pyjx_1.
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La définition de l'erreur dans I’algebre de Lie € (t) sera importante pour le
reste des calculs :

e = [enl; = lloge (n)]¢: (2.9)

ou 7 représente ’erreur dans le groupe :
n=pu"'X (2.10)

Nous rappelons également que puisque (2.7) a la forme d’une distribution

normale concentrée a gauche, X peut alors s’exprimer de la maniére suivante :

Xi1 = pg—1k—16xXpg (€x—1) (2.11)

ou l'erreur dans 'algebre de Lie €;,_; est distribuée de la maniere suivante :
per—1|z1,. .., 2k—1) = Npo (€k—1; My—1jk—1 = 0, Pk—1|k—1> (2.12)

Remarquons qu’'une fagon de propager pu_ijx—1 et Pr_i—1 serait de tirer des
trajectoires selon (2.2) puis de calculer leur barycentre et la covariance comme
cela a été proposé dans [Park 2008]. Cependant, ici, nous souhaitons obtenir
des formules explicites (approchées) permettant de propager la moyenne et la
covariance et ce afin de proposer une généralisation du CD-EKF aux groupes
de Lie. De plus, le fait de tirer un nombre suffisant de trajectoires permettrait
bien d’obtenir des résultats plus précis que ceux produits par notre approche.
Néanmoins le cofit calculatoire serait beaucoup plus élevé par la combinaison du
cotit élevé de I'application exponentielle avec un nombre important de tirages.

Dans le cas spécifique ot la fonction €2 ne dépend pas de X (), c’est a dire
qu’elle soit constante ou qu’elle soit une fonction explicite de ¢, alors [Wang
2008] propose de générer des trajectoires sur de petits intervalles. Ensuite, la
moyenne et la covariance sont calculées pour chaque intervalle. La moyenne et
la covariance de la trajectoire complete sont finalement obtenues en concaténant
les moyennes et covariances estimées pour chaque petit intervalle en utilisant les
équations proposées dans leur article. Dans notre cas, nous souhaitons pouvoir
gérer des modeles de propagation complexes et nous traitons donc le cas ou {2
dépend de X ().

2.3.4.1 Propagation de la moyenne

Nous choisissons de propager la moyenne g (¢) en utilisant le modele d’état
(2.2) sans bruit :

dp = 2 [92 (u) )y dt (2.13)

N d'u
ou i < THG
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Nous montrons par la suite qu’en propageant la moyenne de cette maniere,
la moyenne de Uerreur dans I'algebre de Lie m (t) = E [e ()] demeure nulle au
premier ordre.

Remarquons que si G est un espace euclidien, alors I’équation de propagation
de la moyenne devient :

dp
i) (2.14)

ce qui correspond a '’équation de propagation de la moyenne du CD-EKF' (voir
Alg. 2.1).

2.3.4.2 Propagation de I’erreur dans 1’algébre de Lie

Nous souhaitons maintenant expliciter le terme de (t) afin, a la fois de
justifier (2.13) et également d’obtenir une équation de propagation pour la
covariance P (t). En utilisant (2.13) et le fait que d (u™'p) = d (p™') p+ ptdu

nous avons :
d(p™t) = —p ldupt = = [Q ()]G dip™! (2.15)
Donc d’apres (2.15) et (2.2) :
dp=d(p'X)=d(u )X +pldX

— — Q) dtp X + pt <X [Q(X))5 dt+§:XEi odBl->

i=1

Q)+ n(Q (O di 40y Evo dB,

i=1

n (=0 1Q ()]G + (X)) di + 1 S By dB,

i=1

) (- [Ade () Q)] dt + [Q ()5 dt + dB) (2.16)

ou )
dB = ZEZ odDB; (2.17)

i=1

Prenons maintenant le développement de Taylor a 'ordre 1 de 2 :

Q(X) = Q(pexpe ()
= Q)+ Fe+0 (|le]) (2.18)

ou

F= CZSQ (nexpe ([0%)) (2.19)

6=0
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A partir des deux résultats précédents, du fait que n = expp (¢) et que
Adg (expg (+)) = expm (adg (+)), nous déduisons I'expression de d€ (1) :

¢ =n""odn
—[Ada (77Y) Q)] dt + [ (X)) dt + dB
| )2 ()] dt -+ 12X dt +dB
= — [expm (—adg (€) @ ()]s dt + [ (X) ]y dt + dB
—[(1d = ade () + O () ) 2 (W] dt + [ () + Fe + O (Iel)] , dt + dB

= — [Adg (expg (—¢ Q
Q

= [(ade ()2 () + Fe+ O (lel’))], dt + dB
=[(F —ade (2 (1)) deydt + O ([le]|*) dt + dB (2.20)
= Lendt + O (en]?) dt +dB (2.21)
ol [e]5 = e et
Lep = [(F —ade (2 (1)) g (2.22)

Afin d’obtenir I'expression de dex (t) = dloge (), nous utilisons le lemme d’Ito
sur groupe de Lie (voir [Arnaudon 1992]) qui, dans notre cas, requiert les
expressions des dérivées premiere et seconde du logarithme de matrice (voir
paragraphe 1.1.5). Nous obtenons ainsi :

2

1d
+ 5 55logq (nexpe (sd€))

d
den = dlog () = 7-logg (nexpe (sd6))|  +5

s=0 s=0
1 1

= d& + 5 [en, d€] + 75 [ens [en, d€]]

1
+ 75 (6 (€, exl] + O (llenl) (d€. d€) + O (llenl) dé
— Lendt +dB + ; (e, dB] + 12 lex, [en, dB]]

1
+ 15 [dB.[dB. e,]] + O (leall®) dt + O (Jlenl*) dB (2.23)

Ce qui nous donne finalement :

de = (F —adg (2 (p))) edt + db + ;adg (€) db

1 1
+ —adg (¢)*db+ 5ade (db)* € + O ([leall®) dt + O (Jleal|*) db

12
_ (F —ade (Q (1) + 1120 (R)) edt
+ (1a+ ;adg (6) + 112ad(; () dv+0 (el di+0 () b (220
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ou »
db="> e;0dB; (2.25)
i=1

et ou (voir Annexe C)

p

(C (R)dt);; = (adg (db) ) Z LT dbdb” Ly (2.26)

avec

dbdb” = (zpj eldBl> (ﬂil eﬁd3m> (2.27)

=1

p P p P
Z Z €l dBldB = Z Z GZBgledt (228)
=1 m=1 =1 m=1

En négligeant les termes en O (||e|]2) dt et en O (||e||3> db dans (2.24), la
moyenne m (t) de € (f) reste nulle au cours de la propagation si m (ty) = 0 (voir
paragraphe D) :

CZ:L = Jm (2.29)
ou 1

J = F —adg (2 (n) + 750 (R) (2.30)

2.3.4.3 Propagation de la covariance

A nouveau en négligeant les termes en O (||EH2) dt et en O (He||3) db, I'équa-
tion de propagation de la covariance associée a I’équation (2.24) est alors (voir
paragraphe D) :

dP T 1 -
—r=JP+PJ + Rt E (ade (¢) Radg (¢)")
1 1 nNT
+ 12E(adg( e)°) R+ T3 RE (ade ()*) (2.31)

ou (voir paragraphe C) :

p
E (adg (6)2)@- — 3" LLPLy (2.32)
k=1
et »
E (adg (¢) Radg (e)T)ij =S Y RuLLPLy (2.33)
k=11=1

Remarquons que si G est un espace euclidien, alors adg = 0,x, et nous retrou-
vons bien I’équation de propagation de la covariance du CD-EKF (voir Alg.
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2.1).

2.3.4.4 Résumé de I’étape de propagation

L’étape de propagation consiste a intégrer les équations différentielles
(2.13) et (2.31), en partant des conditions initiales i (t = ty—1) = pp_1jp—1 €t
P (t = ty—1) = Py_1—1 jusqu’au temps ¢;, afin d’obtenir la moyenne fi,—1 et la
covariance Pyp—1. A la fin de I'étape de propagation la distribution a posteriori
de I'état est alors paramétrée de la maniere suivante :

P (Xilz1, ..oy 25m1) NG (Xk; I Pk\k—l) (2.34)

2.3.5 Mise a jour
Supposons maintenant que :
p(Xilzr, .- z) = NE (X s Pagr) (2.35)
Or a l'issue de I'étape de propagation nous avons :
p(Xelo, o zie1) ~ NG (X g, Prgpr) (2.36)

Par conséquent, ’objectif de cette étape de mise a jour est de montrer comment
incorporer 'information contenue dans z; en utilisant le modele d’observation

(2.5) pour mettre & jour figp—1 et Pyx—1 et ainsi obtenir fig, et Py .

2.3.5.1 Mise a jour de ’erreur dans l’algebre de Lie
Tout d’abord, a partir du modeéle d’observation (2.5), nous avons :
0 = log/, (expg, (—wy,) b (X))~ zk) (2.37)

En linéarisant I’équation précédente autour de I'estimée courante de ’état, nous

obtenons alors :
1
0 = —wy + logl, (h (a1 zk) — Hea+ O (llal® Joel)  (2:38)
ou

0 -1
Hk = — %lOgé/ (h (uk|k_lexpg (5)) Zk) (239)

6=0
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. . Ve . 9 . ~ 71
Ainsi, en définissant le terme d’innovation Z, = logé, (h (,uk|k_1) zk>, nous

avons :
& = Hyer +wi+ O (Jlee])” [Jwxl*) (2.40)

En négligeant les termes en O (||ek\|2 : ||wk\|2), I'équation (2.40) est linéaire en
€ qui évolue sur RP. De plus, puisqu’a l'issue de I'étape de propagation nous

avions (2.36), alors par définition de la distribution normale concentrée :

p(€er|z1, -5 2p—1) = Npo (Gk; Mik—1 = Opx1, Pk\k—l) (2.41)

Nous pouvons donc appliquer 1'étape de mise a jour du CD-EKF (voir Alg. 2.1)
pour mettre a jour myp— et Pyr—1 et ainsi obtenir les parametres mis a jours
My, et P,€’| E

—1
Ky, = Pyp—1Hi (Hkpklk—lH{ + Q’“)
-1
Zr = logly (h (Mk:|k:—1) Zk:)
Py, = (Id — Ky Hy) Py

(2.42)

Remarquons que si G et G sont des espaces euclidiens, alors le terme d’innova-
tion Zj, correspond a celui du CD-EKF (voir Alg. 2.1).

2.3.5.2 Reparamétrisation de I’état

A la fin de I’étape de mise a jour, nous nous attendons a avoir une distribution

normale concentrée :
Xk = ,uk|kexpg (Ek) (243)

avec
pexlz1, ...y 21) = Nro (Ek; Mk = Opx1, Pk\k) (2.44)

Au lieu de ¢a, nous avons une distribution de la forme :

Xi = Hijk—16XPg (61;) (2.45)

avec

p(eﬂzl,...,zk) = Ng» (e;;m,ak + 0pX1,Pk’|k) (2.46)
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Par conséquent, nous proposons d’effectuer la reparamétrisation suivante :

Xk = Hkji—1€XPg (GIZ)
= [|k—1€XDg (m,;lk + rk_‘k) (2.47)

ol 73, ~ Nge (771, 0,x1, Py, ). En utilisant (1.29), nous obtenons :
K|k klks Up K|k

X = Hkjk—16XDg (ml;|k) expg ((I)G (—m;@ T T O (HT’f_kH2>>

= [rjkexpg (€x) (2.48)
ou
[kl = [lk—1€XDg (m;ﬁk) (2.49)
et )
e = P (—m,ak) rk T O (HTkaH ) (2.50)

2
Ainsi en négligeant les termes en O (Hrk kH ), nous avons alors :

mk‘k =E [Ek] = 0P><1 (251)

P =E [Ekﬁﬂ
—E [‘PG (—m,;‘k) Tklk (ri;\k)T e (_m';'k)T]

= @¢ (—myy) Pop®o (—m,;lk)T (2.52)

Nous voyons ici apparaitre une reparamétrisation de la covariance pour
laquelle nous avons proposé une interprétation géométrique dans le paragraphe
1.2.2. En effet, la matrice Pk_|k qui a un sens vis a vis de pigx—1 se voit repa-
ramétrée par la matrice ®g (—logé (/“Lklkﬂlzﬁc—l)) afin qu’elle ait un sens par
rapport a la moyenne mise a jour fi.

Remarquons que si G est une espace euclidien, alors ®4 (-) = Id et donc
(2.42), (2.49) et (2.52) correspondent bien a la mise a jour du CD-EKF (voir
Alg. 2.1).

2.3.5.3 Résumé de I’étape de mise a jour

L’étape de mise a jour nous a permis d’incorporer I'information contenue
dans I'observation z; afin de mettre a jour les parametres pur—1 et Pyp—1 pour
finalement obtenir s, et Pyi. A la fin de I'étape de mise a jour la distribution
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a posteriori de I’état est alors paramétrée de la maniere suivante :

p (Xilz1, ..oy 2) = NE (Xk;uk|k,Pk|k> (2.53)

2.3.6 Algorithme CD-LG-EKF

L’algorithme formé par les étapes de propagation et de mise a jour présentées
précédemment est appelé filtre de Kalman étendu continu-discret sur groupe
de Lie (CD-LG-EKF).

2.3.6.1 Vue générale

L’algorithme CD-LG-EKF est résumé ci-apres (voir paragraphe 2.3.4 et
paragraphe 2.3.5 pour plus de détails) :

Algorithme 2.2 CD-LG-EKF

Entrée : pp1p—1, Pro1jp—1, 2k

Sortie : /’Lk“k’ Pk|k

Propagation sur ¢ € [tx—_1,tx] :

Intégrer les équations différentielles suivantes :

= () [ ()] o p (k1) = Hg1jps

PO — Jt)P(t)+P®)J () + R +1E (adG (e (t)) Radg (e (t))T>
+4E (ade (¢ (1)?) R+ 5 RE (adg (¢ (1))?) " ob P (tx-1) = Pe_yjpy

Mise a jour a l'instant ¢ = ¢, :

-1
Ky = Py Hf, (Hkpk|k—1Hf + ka)
~ v -1
Zp = logg ( h (Mk\k—l) 2k
m]:|k = Kz
[l = Miolk—1€XPy (m;;w)

T

Py = ®¢ (—m;\k) (Id — K Hy) Pyjp—1®c (—mm)

2.3.6.2 Détails d’implémentation

Afin d'implémenter 'algorithme CD-LG-EKF, les équations (2.13) et (2.31)
doivent étre intégrées pendant une durée At ou At représente le temps écoulé
entre deux observations. Or pu (t) et P (t) vivent respectivement sur un groupe
de Lie G et la variété riemannienne des matrices symétriques définies positives
Sym™. Nous proposons ici une technique d’intégration numérique permettant
d’assurer qu’a la fois u (t) et P (t) se propagent sur leurs variétés respectives.
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Propagation de la moyenne Pour propager p (t) = iy, nous utilisons une
méthode de Lie-Euler en faisant de “petits” pas dt, i.e 6t < At :

fese = puexpe (2 (pe) 0t) (2.54)

Propagation de la covariance Pour propager P (t), nous avons choisi la
métrique Log-Euclidienne [Arsigny 2006] ot nous effectuons I'approximation
suivante (ou f: Sym™ — Sym) :

dlogm (P)
dP

(F (P)) ~ lBmP L1 f)) — logm (P) (2.55)

La covariance peut alors étre propagée de la facon suivante en faisant de “petits”
pas 0t, i.e 0t < At :

Py st >~ expm <logm (P) + dlog;npf]%) (f (7)) 5t>

1

o~ expm ( (logm (P, + aof (P;) 0t) — (1 — a) logm (Pt))> (2.56)
a

De plus, en notant respectivement \,,;, et A4 les valeurs propres minimum

et maximum de Py, si Apin (P) > Apae (af (B) 6t) alors (P + af (P)6t) €

Sym™. Par conséquent, nous avons la contrainte suivante sur « pour que Pis;

reste sur Sym™ :
o< 2.57
M (F (P 0 (290

2.3.7 Application du CD-LG-EKF a un probléme de fil-

trage de la trajectoire d’une caméra

Nous avons choisi d’appliquer le CD-LG-EKF au probléeme de I'estimation
de la pose d’une caméra. Plus précisément, nous considérons un modele de
propagation ou l'accélération est un bruit blanc et un modeéle de mesure ou une
observation correspond & la pose de la caméra bruitée. Afin de réduire la taille
des équations, nous utilisons dans ce sous-chapitre une notation symbolique au
lieu d’une représentation matricielle utilisée jusqu’a présent. Ainsi, un élément
du groupe de Lie sera noté (-), alors qu'un élément de son algebre de Lie sera

noté (-) o Ces notations seront précisées a la page suivante.

2.3.7.1 Obtention des équations du filtre

Modeéle de mouvement Nous considérons le modele de mouvement suivant

(nous utilisons les notations “intuitives” comme dans (2.3) permettant des
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expressions plus simples. L’ensemble du raisonnement peut étre transposé aux
notations plus précises similaires a (2.2)) :

R=R ([W]go(s) + [”R]go@))

W =Ny,

. (2.58)
T=v+ nr

U = N,

ou

— R = Ry € SO(3), représente 'orientation du référentiel global (g) par
rapport au référentiel de la caméra (b)

— w = wp € R3 est la vitesse angulaire dans le référentiel de la caméra
— g

— T =0,0, €R?est la position de la caméra dans le référentiel global

— v =1, € R? est la vitesse radiale dans le référentiel global

— ng, Ny, nr et n, sont des bruits blancs gaussiens (potentiellement corrélés)

Modele d’observation Nous considérons le cas ou une caméra calibrée
évolue dans un environnement 3D et ou sa pose est estimée a intervalles

réguliers par un systeme que nous modélisons de la maniére suivante :

R., = ReXpQO(S) (wry)

(2.59)
Tzk =T + wrT,

ou

— R, € SO(3) représente une observation bruitée de lorientation du

référentiel global par rapport a celui de la caméra

— T, € R? est une observation bruitée de la position de la caméra dans le
référentiel global

— wg, et wp, sont des bruits blancs gaussiens potentiellement corrélés

Définition de I’état X et de son groupe de Lie G Nous considérons le
groupe de Lie suivant :

G =50(3) xR* x R* x R? (2.60)

sur lequel évolue 1’état X. Remarquons que nous aurions pu choisir a la place
le groupe de Lie SE(3) x R® que nous utilisons dans le chapitre suivant. Mais
ici nous avons préféré choisir un groupe de Lie permettant de faciliter la
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compréhension des étapes clés du CD-LG-EKF. Un élément de G est représenté
de maniere symbolique par :

R
Idsys w R
1
w
X = Id3><3 T = (261)
T
1
v
Idsys v G
- 1 -
RT RiR,
x| Y exx, = | T (2.62)
=T T, + Ty
v /. U1 + V2 .
L’algebre de Lie g associée a GG est donc :
_ 3 3 3
g=s50(3) x R° xR’> xR (2.63)
et nous avons les propriétés suivantes (a € R'?) :
T
a= [aﬂ,af,a?,aﬂ (2.64)
i [aR]gO(?)) ]
O3x3 aw A
0 [aR]SO(B)
Qy,
[alg = O3x3 ar =
ar
0
aU
O3x3 ay g
L 0 -
(2.65)
engO(s) (ar)
expp (a) = o (2.66)
ar
Qy o
d 0
adG (a> _ a SO(3) (CZR) 9x9 (267)
09x9 09x9

61



Chapitre 2. Filtrage de Kalman a temps discret et continu-discret sur groupes de
Lie matriciels

puisque SO(3) est la seule composante non-commutative de G.

Pg (a) = (2.68)

09><9 09><9

Dsom) (ar) Ogxo }

Etape de propagation Etant donné la définition de G, le modele de mouve-
ment (2.58) peut étre rééerit sous la forme du systéme que nous avons considéré

dans I'équation (2.3) avec
T T T
Q(X) = {W ; 013, 0 ,01x3] (2.69)

et

n= {nﬂ,ng,ng,nﬂT (2.70)

Afin d’implémenter I'étape de propagation, le seul calcul que nous devons
effectuer est celui de F'(t) :

0353 Idsx3 0Os3x3 Osx3
_ O3x3 O3x3 0343 0343 (2.71)

5=0 O3x3 O3x3 Osxs Idsxs
03><3 03><3 03><3 03><3

Définition des observations z, et de leur groupe de Lie G’ Nous
considérons le groupe de Lie suivant :

G'=S0(3) x R? (2.72)

sur lequel les observations zj évoluent. zj est représenté symboliquement de la

manieére suivante :

R., i

2k
2k = Id3><3 Tzk = ( ) (273)

T,

1 G’
r R, R,
5t = e, et 2129 = = (2.74)
S T+, ),
L’algebre de Lie g’ associée a G’ est donc :

g =s50(3) x R? (2.75)
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et nous avons les propriétés suivantes (b € R%) :

b=[vhbr]" (2.76)
. [bR]gO(S) [bR]/\
b = O3x3 br | = ( bSO(3) ) (2.77)
0 T g
A
expgy (b) = ( X0tz (Or) ) (2.78)
br o

Etape de mise & jour Etant donné la définition de G’, le modeéle d’observa-
tion (2.59) peut étre réécrit sous la forme du modele d’observation que nous

avons considéré dans I’équation (2.5) avec

Ry
h(Xy) = AXAT = Idsys T (2.79)
1

Id3yx3 O3x3 O3x1 O3xz  O3x1 O3x3 Osyi
A= 0343 Osx3 0351 Idsxs Osx1 033 0349 (2.80)
O1x3 013 0 O3 1 O1x3 O
et

Wy = [wgk, w%ﬂ (2.81)

Afin d’implémenter 1’étape de mise a jour, le seul calcul que nous devons

effectuer est celui de Hy que nous approchons de la maniere suivante :

8 —1
e s (s 0] )

0=0

. 0 v (-1 A

- %logG, (zk h (,uk‘k,lexpG (5))) . (2.82)

~ Idsy3 0O3x3 O3x3 O3y (2.83)
033 0343 Idsxz Osx3

2.3.7.2 Simulation de trajectoires

Afin d’évaluer notre formalisme sur des données synthétiques, nous devons

simuler des trajectoires de la caméra. Nous le faisons de la maniére suivante :
X (t+6t) = X (t) expg (2 (X (1)) 6t + dn) (2.84)
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N\

ou
on ~ NRM (6n, 012><1, Rdt) (285)

Pour nos simulations, nous avons choisi :

03><3 03><3 03><3 03><3
0353 R, 0343 0343

R— (2.86)
O3x3 03x3 0O3x3 O3x3
0343 O3x3 0343 R,
ou
103 0 0
R,=| 0 107 0 | in (red/e)? (2.87)
N2
0 0 (z)

ce qui correspond & une rotation principale autour de I’axe vertical de la caméra,

et
0

10
R,=|01 0 | in (m/)? (2.88)
00 1073

ce qui correspond a un déplacement dans le plan horizontal principalement.

2.3.7.3 Simulation d’observations

Une fois que nous avons simulé une trajectoire de la caméra, nous souhaitons
créer une séquence d’observations. A partir d’'une matrice de covariance (), nous
pouvons tirer un échantillon de Ngs (wy; Ogx1, Q) et simuler une observation
en utilisant (2.5). Dans le but de donner un sens physique a @, et de créer des
corrélations réalistes entre les composantes de position et d’orientation, @)y est
obtenu de la maniere suivante. Tout d’abord, la trajectoire simulée est placée
dans un cube 3D composé de points 3D sur chacune de ses faces. Puis, les
points 3D sont reprojetés dans le plan focal de la caméra en ajoutant un bruit
blanc gaussien centré d’écart type 3 pixels. Nous utilisons alors un algorithme
de Gauss-Newton pour estimer la pose de la caméra a partir des points 3D
et de leurs reprojections dans le plan focal. Ensuite, dans le but d’estimer la
covariance de la pose, nous effectuons une approximation de Gauss-Laplace
intrinseque (voir Chapitre 3) et la matrice de covariance obtenue est utilisée

comme valeur pour Q).
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2.3.7.4 Un filtre non linéaire continu-discret avec une contrainte
extrinséque (CD-Constr-NLF)

Dans le but de comparer les performances du CD-LG-EKF, nous développons
une filtre continu-discret qui prend en compte la géométrie du groupe de Lie
de maniére extrinseque. L’idée est de filtrer dans un espace euclidien de plus
grande dimension puis de projeter I'estimée sur la variété comme cela a été
proposé dans [Simon 2010; Davison 2007] pour un systéme a temps discret.
Ici, nous adaptons 1’étape de propagation pour qu’elle soit capable de gérer
notre modele de propagation a temps continu. L’étape de mise a jour reste elle

inchangée.

Etape de propagation Nous définissons les applications ()76 R — R!
qui correspond & la vectorisation d'un élément de G et (-)MG ‘R — R™™ qui
est I'application inverse de (-)"“. Nous définissons également 7 () : R™*" — G
comme la projection orthogonale de R™*™ sur G. Dans notre application par
vG T pr pr o, T 7T T 18x1
exemple z = (X)" = {Rl, Ry, Ry, w", T" v } eR ou R; correspond
a la ieme colonne de R. Nous considérons I’'équation de propagation suivante
dans R! :

(x (1)) dt + g (z () o db (t) (2.89)
£ @) = (7 (@) [ (v (@ @)e)]) (2.90)

db (t) est défini dans (2.25) et g (z (t)) est défini de telle maniere que

Mﬂmo%:<( )i Ao dB; ( )G (2.91)

=1

Les équations de propagation des deux premiers moments (u € R*! et P €
Sym® C R de x (t) peuvent étre approchées par (voir [Maybeck 1979]) :

WO f o) (292
et dP (t
O PrPH+ POPO o) Re®) (299
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N\

ol p
Py = Y@ (2.94)
L N
Apres avoir propagé u(t) et P (t) de tx_1 a tg, nous effectuons la projection
suivante : . e
_ G
HEklk—1 = <7T ((Mmk—l) )) (2.95)
Pyjx—1 = BrPg, By, (2.96)
(r ("))
d(m((x)"°
B = 2.
X o o (2.97)
=g k-1

Cette projection est équivalente a effectuer une mise a jour avec une observation
parfaite (sans bruit) ou I'observation correspond a une contrainte d’égalité
prenant une valeur nulle pour les matrices appartenant au groupe de Lie (voir
[Simon 2010]).

Etape de mise a jour Nous définissons Uopérateur (-)'¢" : G' ¢ R™*™ — R¥
qui correspond 4 la vectorisation d'un élément de G’ et ()M : RF — G C
R™™ la projection de R* sur . Nous considérons ’équation d’observation

suivante :
yp =l (zg, wy) = (h ((a:k)MG) expy (wk))vcl (2.98)

Les parametres p et P sont alors mis a jour en utilisant les équations classiques
de mise a jour du CD-EKF :

-1
Ky = Papr H{ (HePyg—1 HE + MyQie M) (2.99)
My, = Ky (yk —1 (ukugfl, 0)) (2.100)
Pre = Mkjk—1 & Mk (2.101)
ek = (Udixi — KiHi) Py, (2.102)
ou o
i, = 2w (2.103)
ox B B
T=pg|k—1,w=0
et ol )
T, w
My, = ’ 2.104
: ow ( )

T=pp|p—1,w=0

Finalement 1, et Py, sont projetés sur G en utilisant eq.(2.95) et (2.96).
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Détails d’implémentation Lors de 'implémentation de ce filtre, il faut
faire attention au fait que la matrice de covariance P est singuliere. En effet,
dans notre probleme, P est de taille 18 x 18 alors que I'état n’a que 12 degrés
de liberté. De ce fait, le schéma d’intégration numérique décrit dans (2.56) ne
peut pas étre utilisé puisque le logarithme matriciel n’est pas défini pour les
matrices singulieres. En lieu et place, nous utilisons une méthode de Runge
Kutta d’ordre 4 en s’assurant qu’a chaque pas les valeurs propres de P restent
positives. Ensuite, I'inversion matricielle dans (2.99) est remplacée par une
pseudo-inverse. Finalement, afin d’améliorer la stabilité numérique du filtre,
nous effectuons 1’étape de projection apres chaque pas du schéma d’intégration
numeérique.

2.3.7.5 Un filtre de Kalman sans parfum continu-discret avec une
contrainte extrinseque (CD-Constr-UKF)

Dans le cas euclidien, le fait d’utiliser la transformée sans parfum [Julier
1997] au lieu d’une technique par linéarisation permet d’obtenir le filtre de
Kalman sans parfum qui produit de meilleures performances de 'EKF. Nous
cherchons a comparer les performances d’un tel filtre prenant en compte la
géométrie du groupe de Lie de maniére extrinseque (& 'aide d’une contrainte)
avec celles du CD-LG-EKF qui est basé sur une technique de linéarisation mais

qui prend en compte la géométrie du groupe de Lie de maniere intrinseque.

Etape de propagation L’étape de propagation est la méme que celle décrite
dans [Singer 2006] puisque leur modeéle permet de gérer (2.89). Cependant, a la
fin de la propagation, afin d’obtenir un état appartenant au groupe de Lie, nous
appliquons la méme projection que celle effectuée apres 1’étape de propagation
du CD-Constr-NLF ((2.95) et (2.96)).

Etape de mise & jour L’étape de mise & jour est la méme que celle décrite
dans [Singer 2006] puisque leur modele permet de gérer (2.98). Cependant, a la
fin de la mise a jour, afin d’obtenir un état appartenant au groupe de Lie, nous
appliquons la méme projection que celle effectuée apres 1’étape de mise a jour
du CD-Constr-NLF ((2.95) et (2.96)).

Détails d’implémentation Comme dans le cas du CD-Constr-NLF, il
convient de faire attention, lors de I'implémentation, au fait que la matrice de
covariance P est singuliere. Premierement, la décomposition de Cholesky, qui
est habituellement utilisée pour déterminer les sigma-points, ne peut plus 1’étre
dans le cas d'une matrice de covariance singuliere. Des lors, nous y substituons

une décomposition en valeurs singuliéres et prenons la racine carrée des 12
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plus grandes valeurs propres. Deuxiemement, pour améliorer les performances
du filtre, nous effectuons I’étape de projection apres chaque pas de I'étape de
propagation.

2.3.7.6 Résultats sur données simulées

Nous simulons des trajectoires comme décrit dans le paragraphe 2.3.7.2. Pour
chaque trajectoire, nous créons une séquence d’observations comme expliqué
dans le paragraphe 2.3.7.3. Un exemple de trajectoire simulée est présenté en
figure 2.1. Pour chaque filtre, T et R sont initialisés en utilisant la premiere
observation avec une faible covariance alors que w et v sont initialisés a zéro
avec une grande covariance. Le pas d’échantillonnage utilisé pour simuler une
trajectoire est un dixieme du pas de temps utilisé pour propager la moyenne
et la covariance de chaque filtre. La figure 2.2 rapporte les racines carrées des
erreurs moyennes quadratiques (RMSE) de chaque filtre par rapport au temps
écoulé entre deux observations (At). Le RMSE est défini comme la racine

, . 2 ..
carrée de la moyenne des erreurs suivantes : ||up — T'||; (erreur en position) et

Hloggo(:;) (,uRTR) Hz (erreur en orientation).

Nous remarquons que pour de faibles valeurs de la période d’échantillonnage
At, le CD-LG-EKF le CD-Constr-NLF et le CD-Constr-UKF produisent les

mémes performances.

Cependant, pour une valeur raisonnable de At telle que 25 mesures par
seconde qui est la valeur standard pour une caméra, le CD-LG-EKF et le
CD-Constr-UKF produisent de bien meilleures performances que le CD-Constr-
NLF. Pour des valeurs plus élevées de At, le CD-Constr-NLF diverge alors que
les deux autres filtres continuent de filtrer la pose de la caméra.

Remarquons tout de méme que le CD-LG-EKF fournit des résultats légere-

ment meilleurs que le CD-Constr-UKFE' que ce soit en position ou en orientation.

Pour de plus grandes valeurs de At, le modele de mouvement devient moins
informatif mais le CD-LG-EKF demeure numériquement stable et tend vers le
RMSE des observations. Au contraire, le CD-Constr-UKF diverge.

Nous pouvons donc déduire de ces résultats que le fait de prendre en compte
la géométrie du groupe de Lie de maniere intrinseque permet d’augmenter sen-
siblement les performances d'un filtre euclidien avec une contrainte extrinseque
et permet méme d’obtenir des performances légerement meilleures que celles

d’un filtre utilisant une transformée sans parfum.
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Figure 2.1 — Un exemple d’une trajectoire simulée, d’observations simulées,
et du résultat obtenu avec les 3 filtres : CD-Constr-NLF, CD-Constr-UKF et
CD-LG-EKF. [z, y, z]" = T et [w,, wy, w.]" = logfys (R).
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Figure 2.2 — RMSE pour différentes périodes d’échantillonnage (At)
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2.4 Filtre de Kalman étendu discret

Dans la premiere partie de ce chapitre, nous avons proposé une méthode
permettant de propager et mettre a jour la moyenne et la covariance d'un
état dont I’évolution est décrite par une équation différentielle stochastique sur
groupe de Lie et ce a partir d’observations évoluant également sur un groupe
de Lie. Nous proposons ici une solution dédiée a un probleme tres similaire. En
effet, au lieu de chercher a résoudre un probleme continu-discret, nous allons
tout d’abord approcher au premier ordre I’équation différentielle stochastique
par un modele de propagation a temps discret. Le probléme a résoudre est alors
un probléeme a temps discret. En partant du méme principe que pour le CD-
LG-EKF, c’est a dire en supposant que la distribution a posteriori de 1’état est
une distribution normale concentrée, nous obtenons des équations permettant
de propager et mettre a jour la moyenne et la covariance de cette distribution.
Nous montrons également que dans le cas ou 1'état et les observations évoluent
sur des espaces euclidiens, le filtre obtenu, appelé filtre de Kalman étendu
discret sur groupe de Lie (D-LG-EKF), se réduit au traditionnel EKF.

2.4.1 Rappels sur le filtrage de Kalman étendu discret

sur espace euclidien

Nous rappelons ici brievement I'algorithme EKF [Maybeck 1979].

2.4.1.1 Modeles de propagation et d’observation

L’algorithme EKF permet d’estimer 1’état £ € RP d’un systeme dynamique,
décrit par un modele de propagation non linéaire a temps discret, a partir

d’observations discretes reliées a 1’état par une équation non linéaire :

T = f(l’k_1>+nk

(2.105)
Ze = h (Ik) + wg

ou xy =x(t =k), 2z = z (tx) € R est une observation regue a I'instant ¢ = k.
De plus, ng ~ Nre (ng; 0, Ry,) et wy, ~ Nga (wy; 0, Q) sont des bruits blancs
gaussiens alors que f(-) : RP — RP et h(-) : R? — R? sont des fonctions
différentiables potentiellement non linéaires .

2.4.1.2 Principe

Une maniere d’'interpréter 'EKF est de supposer qu’a chaque instant la dis-

tribution a posteriori de x est une distribution normale multivariée de moyenne
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i et de covariance P. L’objectif de 'EKF est alors d’estimer les parametres
i et P a chaque instant sachant toutes les observations précédemment re-
cues. L’algorithme obtenu opére en deux étapes qui alternent. Supposons que
les parametres fip—1jk—1 €t Pr_1jp—1 de la distribution p (zp_1|21, 22, ..., 2p—1) =
Ngo (xk_l;uk,”k,l,Pk,”k,l) sont connus. L’étape de propagation consiste
alors, comme son nom l'indique, a propager la moyenne p_qx—1 et la co-
variance Pjy_j,—1 afin d’obtenir les parametres jigp—1 et Pyp—1 de la distri-
bution p (zx|z1, 22, .., 2k-1) ~ Ngo (xk;uk‘k_l,Pkm_l). Ces deux parametres
sont alors mis a jour en utilisant 'information apportée par la nouvelle
observation z, pour obtenir les parametres py et Py de la distribution
p(x|21, 225 ooy 261, 2k) = NRo (ka; Lok ks Pk‘k>. Dans le cas de 'EKF, les équa-
tions permettant de propager et de mettre a jour la moyenne et la covariance

sont obtenues en linéarisant les modeles de propagation et d’observation.

2.4.1.3 Algorithme EKF

L’algorithme du EKF est présenté ci-apres :

Algorithme 2.3 EKF

Entrée : pyqp—1, Pr—1jk—1, 2k

Sortie : Hk|k» Pk|k

Propagation :
Prjk—1 = f (Mk—1|k—1)
Pyt = FrPy_15—1Fx" + Ry ot F = 2L f (2)

T=fg—_1|k—1

Mise a jour :

Ky, = Papp HF (HkPMk_lHkT + Qk.) ot Hy, = Lh(x)

T=fg g1
Zk=z2—h (Nk\k—l)

m,:m = K.z

Hklk = Hkjk—1 1 My,

Py = (Id — KxHg) Pyjp—1

Cet algorithme, qui est considéré comme une méthode de référence dans le
domaine de 'estimation non linéaire a temps discret, est restreint au cas ou
I’état et les observations évoluent sur des espaces euclidiens. Dans la suite de
ce paragraphe, nous proposons d’étendre cette approche au cas ou 1’état et les
observations évoluent sur des groupes de Lie.
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2.4.2 Modeles de propagation et d’observation proposés

2.4.2.1 Modele de propagation

Nous considérons I’équation de propagation suivante qui est une approxi-
mation au premier ordre de ’équation de propagation du CD-LG-EKF (voir
paragraphe 2.3.2.1) :

Xi = Xp—1expg (Q (Xj—1) + 1) (2.106)

ou X € (G est I’état que nous souhaitons estimer au temps t = t; et G est
un groupe de Lie matriciel de dimension p. La variable ny ~ Ngp (ny; Opx1, Ri)
est un bruit blanc gaussien. La fonction 2 : G — RP? est différentiable et
potentiellement non linéaire.

Remarquons que nous aurions pu choisir un modele de propagation plus
générique comme nous le verrons dans le chapitre 3. Nous souhaitions ici
proposer une alternative a temps discret au CD-LG-EKF, c’est pourquoi le
modele de propagation (2.106) a été choisi comme étant une approximation au
ler ordre du modele de propagation du CD-LG-EKF (2.2).

2.4.2.2 Modeéle d’observation

Le modele d’observation que nous considérons est le méme que celui du
CD-LG-EKF (voir paragraphe 2.3.2.2).

2.4.3 Solution proposée

Afin d’estimer I’état X, nous proposons de supposer que sa distribution a

posteriori a la forme d’une distribution normale concentrée (a gauche) :
p(Xilz1, - 2) = NE (X g P ) (2.107)

Plus précisément, nous nous intéressons aux cas ou | = k — 1 (étape de
propagation) et [ = k (étape de mise & jour). Ainsi, notre objectif est de montrer
comment propager et mettre a jour les parametres et P de la distribution
normale concentrée. Dans notre formalisme, nous choisissons comme estimateur

de I'état X la “moyenne” p de la distribution normale concentrée.

2.4.4 Propagation

Commengons par supposer que :

p (X121, s 26-1) = NE (Xk—l; Hk—1]k—15 Pk—llk—l) (2.108)
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ou Mr—1jk—1 €t Pk,”k,l sont connus, et
p(Xilz1, .o zim) R NE (Xk§ Hilk—1, Pk:\k:—l) (2.109)

ol figp—1 et Pyr—1 sont inconnus. L’objectif de I’étape de propagation est
de montrer comment propager p_1x—1 et Py_ix—1 en utilisant le modele de
propagation (2.106) afin d’obtenir fixp—1 et Pyjp—1.

Nous rappelons également que puisque (2.108) a la forme d’une distribution

normale concentrée a gauche, Xj;_; peut alors s’exprimer de la maniére suivante :

X1 = fr—1jr-10xpg (€5-1) (2.110)

ou l'erreur dans I’algebre de Lie €, est distribuée de la maniere suivante :

€r—1 ~ Ner (Ek—l; my_1jk—1 = 0, Pk71|k71) (2.111)

2.4.4.1 Propagation de la moyenne

Nous choisissons de propager la moyenne p en utilisant le modele d’état
(2.106) sans bruit :

[Ukjk—1 = Hk—1]k—1€XDg (Q (,uk—1|k—1)) (2.112)

Nous montrons par la suite qu’en propageant la moyenne de cette maniere,
la moyenne de I'erreur dans l'algebre de Lie my,—1 = E [¢;] demeure nulle au

premier ordre.

2.4.4.2 Propagation de la covariance

Afin de trouver une expression pour la propagation de la covariance, nous
étudions la propagation de l'erreur dans 'algebre de Lie ou nous utilisons
(2.112) et (2.106) :

expe; (er) = figp1 Xk
= exp (=2 (1r-1i-1) ) ity Xe1expfs (2 (Xo) + )
= expg (—Q (Mkfl\kfl)) expg (ex—1) expg ( (Xi-1) + 1)
= eng (AdG (eng <_Q (Mkﬂ\k—l))) 6k—1>
expy (—Q (,uk—llk—l)) expgy (2 (Xp—1) + 1) (2.113)

En linéarisant {2 en Xj_; = pi4_1x—1, nous obtenons :
2
Q (Xp—1) = Q (pr-ypp—1) + Crenr + O (Jleall”) (2.114)
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_ 9
T8

Ainsi en utilisant (1.29) :

C

Q (ui—1-1expg; (6)) (2.115)

6=0

expgy (‘Q (Nkfl\k71)> expey (2 (Xg-1) + nz)
= expg <—Q (Mk—l|k-1)> expg (Q (/Lk—1\k—1) + Crép—1 + O (Hek—le) + nk)
= eng (@G (—Q (,uk_”k_l)) (Ckék_l + nk) + 0] (HEk_l,nkHQ)) (2116)

En reportant ce résultat dans (2.113), nous obtenons finalement :
e = Fren1 + D6 (—Q (me-apr) ) m + O (Jlex—1, i)
ot
Fi, = Adg (expfy (=2 (-1p-1))) + 6 (=2 (1r-16-1) ) C (2.117)

R 2 .
En négligeant les termes en O <||ek_1, ol ), nous avons donc bien que myr_1 =

E [ex] = 0,x1. L’équation de propagation de la covariance s’écrit alors :

Py =E [EkEZ}

= kak—1|k—1FkT + @¢ (—Q (,uk:—1|k—1)) R ®q (—Q (Mk—1|k—1))T
(2.118)

2.4.4.3 Résumé de I’étape de propagation

L’étape de propagation consiste, comme son nom l'indique, a propager la
moyenne /i k1 et la covariance P,_y;—; en utilisant le modele de propagation
(2.106) afin d’obtenir la moyenne jig,—1 et la covariance Py—_;. A la fin de
I’étape de propagation la distribution a posteriori de 1’état est alors paramétrée

de la maniére suivante :

p(Xil|z1, ..oy 20m1) R NG (Xk§ Hk|k—15 Pk\kq) (2.119)

2.4.5 Mise a jour

Le modele d’observation considéré étant le méme que celui du CD-LG-EKF,
et la distribution a posteriori p (Xg|21,...,2x-1) a l'issue de la propagation
étant paramétrée de la méme maniere que dans le cas du CD-LG-EKF, I’étape
de mise a jour est par conséquent identique & celle du CD-LG-EKF (voir
paragraphe (2.3.5)).
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2.4.6 Algorithme D-LG-EKF

L’algorithme formé par les étapes de propagation et de mise a jour présentées
précédemment est appelé filtre de Kalman étendu discret sur groupe de Lie
(D-LG-EKF).

2.4.6.1 Vue générale

L’algorithme D-LG-EKF est résumé ci-apres (voir paragraphe 2.4.4 et
paragraphe 2.4.5 pour plus de détails) :

Algorithme 2.4 D-LG-EKF

Entrée : gy yp—1, Poo1jp—1 2k

Sortie : Hk|k» Pk|k

Propagation :
[elk—1 = HEk—1]k—18XP (Q (Mk—1|k—1)>
Pii—1 = FxPe_yjp—1 FF + @¢ (—Q (Nkz—l\k—l)) Ry ®¢ (—Q (Mk—uk—l))T

Mise a jour :
—1

- v -1
Zr = log& | h (Mkz\k—l) 2k
m;lk = K.z
M|k = ,U«k|k71eng (m/;uf)

B \T
Py = @¢ <_mk\k> (Id — KyHy) Py 2 (—mk|k)

2.4.6.2 Une généralisation de PEKF

Dans le cas spécifique ou G, le groupe de Lie sur lequel évolue 'état X,
et G, le groupe de Lie sur lequel évolue les observations, sont des espaces
euclidiens, alors I'algorithme D-LG-EKF prend la forme d'un EKF. En effet, le
modele de propagation devient une fonction non linéaire de 1’état X;_; avec
un bruit additif, et ’équation d’observation prend la forme d’une fonction non
linéaire de I’état X avec un bruit additif. Le D-LG-EKF peut donc étre vu

comme une généralisation de 'EKF.

2.4.7 Application du D-LG-EKF a un probleme de fil-
trage de la trajectoire d’une caméra

Comme dans le cas du CD-LG-EKF, nous nous intéressons au probleme

de 'estimation de la pose d’une caméra. Plus précisément, nous considérons
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un modele de propagation a temps discret ou l'accélération est un bruit blanc
et un modele de mesure ou 1’observation correspond a la pose de la caméra
bruitée.

2.4.7.1 Obtention des équations du filtre

Modeéle de mouvement Nous considérons le modele de mouvement suivant
qui est une approximation au premier ordre du modeéle de propagation (2.58) :

Ry, = Rk_lexpgo(g) (wr_1At + ng)
Wi = Wg—1 + Ny,

(2.120)
Tk = Tk—l + Uk_lAt + nr

V= Vg—1 + Ny
ou

— R = Ry € SO(3), représente 'orientation du référentiel global (g) par

rapport au référentiel de la caméra (b)
— w = wy € R? est la vitesse angulaire dans le référentiel de la caméra
— T = Og_ébg € R3 est la position de la caméra dans le référentiel global
— v =1, € R3 est la vitesse radiale dans le référentiel global

— ng, Ny, nr et n, sont des bruits blancs gaussiens (potentiellement corrélés)

Modele d’observation Le modele d’observation utilisé est le méme que
(2.59).

Définition de I’état X et de son groupe de Lie G L’état X et le groupe
de Lie G sont les mémes que pour I'application du CD-LG-EKF .

Etape de propagation Etant donné la définition de G, le modéle de mouve-
ment (2.120) peut étre rééerit de la forme du systéme que nous avons considéré
dans I’équation (2.106) avec

Q(X) = {WTA@OM:%,UTA??, 01x3]T (2.121)

et

T
n = {n%,nz,n;,nﬂ (2.122)
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Afin d’implémenter 'étape de propagation, le seul calcul que nous devons
effectuer est celui de C; dont I'expression est utilisée par Fj, (2.117) :

O3y At.dsxs Osxs 0343

0343 0343 033 0343
5—0 033  O3x3  Osx3 At.Jdzys

0343 033 0343 0343
(2.123)

0

=< (ukfukflexp?; (5)>

Ce = 35

Définition des observations z; et de leur groupe de Lie G’ Les obser-
vations zj et le groupe de Lie G’ sont les mémes que pour I'application du
CD-LG-EKF .

Etape de mise a jour Cette étape est la méme que pour lapplication du
CD-LG-EKF .

2.4.7.2 Simulation de trajectoires

Afin d’évaluer notre formalisme sur des données synthétiques, nous simulons
des trajectoires de la caméra en utilisant le modele de propagation (2.120).
Pour nos simulations, nous avons arbitrairement choisi les valeurs suivantes en

nous inspirant du raisonnement proposé dans [Maybeck 1979] :

r—| fo Do (2.124)
Osxs Iy
avec
At? At? A
R, =107 (AAt + BA; + ABT; + BABT;> (2.125)
° At? At? At
R, =10"" <AAt + BA; + ABT; + BABT;> (2.126)
ou .
A=] 045 Id] |05 Id ] (2.127)
et
po | Qv 1d (2.128)
03><3 03><3
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2.4.7.3 Simulation d’observations

Le modele d’observation étant identique a celui du CD-LG-EKF, les sé-
quences d’observations sont obtenues de la méme maniere que pour I’application
du CD-LG-EKF.

2.4.7.4 Filtres euclidiens

Nous avons choisi de comparer les performances du D-LG-EKF par rapport
a deux filtres EKF. Le premier, que nous appelons EKF-Constr, est un filtre
de Kalman étendu contraint [Simon 2010] qui est donc une version a temps
discret du CD-Constr-NLF (voir paragraphe (2.3.7.4)). Le second est un EKF
qui utilise une paramétrisation de G. Il tire parti du fait que pour SO(3) le
logarithme matriciel est défini pour tous les éléments du groupe. Nous appelons
ce filtre EKF-LieAlg.

2.4.7.5 Résultats sur données simulées

Nous simulons des trajectoires comme décrit dans le paragraphe 2.4.7.2. Pour
chaque trajectoire, nous créons une séquence d’observations comme expliqué
dans le paragraphe 2.4.7.3. Pour chaque filtre, T et R sont initialisés en utilisant
la premiere observation avec une faible covariance alors que w et v sont initialisés
a zéro avec une grande covariance. La figure 2.3 rapporte les racines carrées
des erreurs moyennes quadratiques (RMSE) de chaque filtre par rapport au
temps écoulé entre deux observations (At). Le RMSE est défini comme la racine
carrée de la moyenne des erreurs suivantes : ||up — T'||3 (erreur en position ) et
Hloggo(i,)) (,uRTR) Hz (erreur en orientation).

Remarquons tout d’abord que 'EKF-LieAlg n’est pas capable de filtrer
correctement. En effet, la paramétrisation utilisée conduit la partie “rotation” de
I’état a étre paramétrée par 3 parametres formant un vecteur dont la direction
peut étre interprétée comme ’axe de la rotation autour duquel tourne la caméra
et la norme comme 'angle de rotation. Donc deux vecteurs ayant la méme
direction, I'un ayant une norme proche de 27 et I’autre proche 0 représentent
“presque” la méme rotation. Or la distance euclidienne utilisée par ’'EKF ne
prend pas en compte cette périodicité, ce qui cause la divergence du filtre des
qu’il se trouve dans cette situation.

Nous remarquons que pour de faible valeurs de la période d’échantillonnage
At, le D-LG-EKF et TEKF-Constr produisent les mémes performances. Cepen-
dant, plus At augmente plus le RMSE de 'EKF-Constr se dégrade alors que le
D-LG-EKF continue de fournir de bonnes performances. Pour des valeurs plus
élevées de At, 'EKF-Constr diverge alors que le D-LG-EKF continue de filtrer
la pose de la caméra.
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Figure 2.3 — RMSE pour différentes périodes d’échantillonnage (At)

Finalement, nous nous sommes également intéressés au cas ou ’on remplace
les matrices @ par des matrices identité dans I'implémentation du D-LG-EKF.
Nous appelons cette version de ’algorithme D-LG-EKF-NoPhi. Il en ressort
que le D-LG-EKF-NoPhi produit des performances presque aussi satisfaisantes
que le D-LG-EKF pour un coiit calculatoire réduit.

Nous n’avons pas comparé les performances du CD-LG-EKF par rapport
a celles du D-LG-EKF puisqu’ils n’ont pas le méme modele de propagation.
Le modele de propagation du D-LG-EKF est simplement une approximation
au ler ordre de celui du CD-LG-EKEF. Cependant, en pratique, nous pouvons
nous attendre a obtenir des performances similaires car les deux filtres se
sont montrés stables numériquement sur des simulations avec des parametres
semblables. De plus, notre schéma numérique d’intégration permettant de
propager la moyenne et la covariance du CD-LG-EKF est une méthode du ler
ordre, ce qui est donc “presque” équivalent a ’exécution de multiples petites
propagations consécutives du D-LG-EKF dont le modele de propagation est
une approximation au ler ordre de celui du CD-LG-EKF.

2.5 Résumé des contributions et conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés au probleme du filtrage de
Kalman a temps discret et continu-discret a partir d’observations appartenant
a un groupe de Lie, ou I'état évolue également sur une groupe de Lie. Nous
avons proposé deux filtres; le CD-LG-EKF qui permet de résoudre un probleme
a temps continu-discret et le D-LG-EKF qui permet de résoudre un probleme
a temps discret.

Ces deux filtres sont basés sur la méme approximation, a savoir qu’a chaque
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instant, nous supposons que la distribution a posteriori de 1’état est une
distribution normale concentrée sur groupe de Lie.

En utilisant le formalisme des groupes de Lie, nous avons montré comment
propager et mettre a jour les parametres de cette distribution.

Nous avons également montré que le CD-LG-EKF peut étre vu comme une
généralisation du CD-EKF alors que le D-LG-EKF se réduit a 'EKF lorsque
I’état et les observations évoluent sur des espaces euclidiens.

Finalement, nous avons comparé les performances de ces deux filtres sur
une application de filtrage de la trajectoire d’'une caméra. Et dans les deux cas,
les filtres proposés se sont montrés numériquement stables, et ont produit de

meilleures performances que les algorithmes de 'état de ’art du point de vue
du RMSE.
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3.1. Introduction

3.1 Introduction

Durant ces quinze dernieres années, de nombreux algorithmes d’optimisation,
permettant 'estimation de parametres évoluant sur des variétés, ont été proposés
[Absil 2009] et employés dans diverses applications en traitement du signal, en
robotique ou encore en vision par ordinateur [Lui 2011].

Cependant, lorsque les parametres sont régis par un systeme dynamique
et/ou lorsque les observations sont acquises séquentiellement, il est important
de pouvoir les estimer récursivement en utilisant un algorithme de filtrage ou
de lissage [Haykin 2001].

Le lien entre I'optimisation et le filtrage/lissage bayésien, pour des para-
metres euclidiens et dans le contexte des moindres carrés non linéaires, a déja
été étudié [Bell 1993 ; Bertsekas 1996]. Cette analyse a donné lieu au filtre de
Kalman itéré étendu (IEKF), qui produit en pratique de meilleurs résultats
que le simple EKF, ainsi qu’au lisseur de Kalman étendu également connu sous
le nom de lisseur de Rauch-Tung-Striebel (RTS).

Bien que plusieurs travaux aient proposé des généralisations des algorithmes
de filtrage euclidien aux variétés (voir Tableau 2.1), a notre connaissance, le
lien entre optimisation et filtrage/lissage bayésien sur variété n’a pas encore
été étudié.

Dans ce chapitre, nous proposons d’établir cette connexion pour des pa-
rametres évoluant sur des groupes de Lie. Plus particulierement, nous nous
intéressons a I’équivalence que 'on peut établir entre la formulation de moindres
carrés non linéaires et le filtrage/lissage de Kalman sur groupe de Lie.

Dans une premiere partie, nous proposons une technique d’ajustement,
appelée approximation de Gauss-Laplace intrinseque, permettant d’approcher
la densité de probabilité d’une variable aléatoire vivant sur un groupe de Lie
par une distribution normale concentrée sur groupe de Lie. Cette technique
d’ajustement nécessitant de trouver le mode de la distribution cible, nous
présentons un algorithme d’optimisation de type Gauss-Newton permettant de
prendre en compte intrinsequement la structure du groupe de Lie sur lequel
vit la variable aléatoire. Les concepts et méthodes présentés dans cette partie
seront utilisés tout au long du chapitre.

Dans une seconde partie, nous montrons qu’en utilisant I'approximation de
Gauss-Laplace intrinseque il est possible d’obtenir une généralisation de 'TEKF
au cas ou l'état et les observations évoluent sur des groupes de Lie. Cette
technique d’ajustement conduit notamment a la formulation de critéres de
moindres carrés non linéaires. Nous démontrons qu’en minimisant ces criteres
a ’'aide d’un algorithme de Gauss-Newton sur groupe de Lie il est possible
d’obtenir les équations d’un nouveau filtre, que nous appelons filtre de Kalman
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itéré étendu sur groupe de Lie (LG-IEKF), établissant ainsi un lien entre
optimisation et filtrage bayésien sur groupe de Lie. De plus, l'algorithme
obtenu, qui permet de résoudre un probleme de filtrage a temps discret, est
comparé a l'algorithme D-LG-EKF présenté dans le chapitre précédent.

Dans une troisieme partie, nous proposons, d’'une maniere similaire, une

généralisation du lisseur RTS aux groupes de Lie.

3.2 Etat de l’art

Un nombre important de travaux formule des criteres de moindres carrés
non linéaires afin d’estimer des parameétres évoluant sur des groupes de Lie.
La plupart d’entre eux emploient une version modifiée de l'algorithme de
Gauss-Newton (GN) [Bjorck 1996] ou de Levenberg-Marquardt afin de prendre
en compte la structure du groupe de Lie sur lequel évoluent les parametres.
[Taylor 1994] fut un des premiers a proposer une modification du GN pour
estimer une orientation 3D. Dans un contexte différent, [Li 2009] utilise un
algorithme similaire & celui de [Taylor 1994] pour estimer des homographies.
Dans le domaine de la cartographie et de la localisation simultanée (SLAM),
diverses approches [Grisetti 2012; Jeong 2010 ; Klein 2007 ; Konolige 2010]
emploient un algorithme semblable au GN dans le but d’estimer des points 3D
ainsi que la pose de la caméra a partir d'une séquence vidéo. Dans le contexte
spécifique du débruitage de transformations relatives, différentes modifications
du GN permettant de prendre en compte le fait que les observations évoluent
elles mémes sur un groupe de Lie ont été proposées : [Chatterjeec 2013] et
[Govindu 2004] abordent le probleme dit de la synchronisation de rotations.
[Roberts 2011], de son cdté, considére le probleme de I'alignement de poses
de caméra, [Strasdat 2011] propose une solution au probleme de 1’assemblage
de morceaux de modeles 3D et [Meidow 2011] s’intéresse au probléme de la
construction d’'une mosaique d’images.

En ce qui concerne le filtrage sur variété, divers travaux ont proposé des
algorithmes inspirés du filtre de Kalman dans le but d’estimer un état évoluant
sur groupe de Lie. [Crassidis 2003 ; Markley 2003; Lefferts 1982; Persson
2012] consideérent 'estimation d'une orientation 3D. [Malis 2009] s’intéresse
a Pestimation dynamique d’homographies alors que [Davison 2007] aborde le
probléeme du SLAM.

A notre connaissance seuls quelques travaux spécifiquement dédiés au
probleme du SLAM ont proposé des méthodes reliant optimisation sur groupe
de Lie et filtrage dans le but d’obtenir des algorithmes efficaces du point de vue
calculatoire. Dans ce contexte, [Strasdat 2010b] propose un filtre d’information
alors que [Kaess 2008 ; Kaess 2012] ont obtenu des filtres fondés sur la racine
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carrée de la matrice d’information. Cependant, aucune de ces approches n’est
capable de prendre en compte des observations évoluant sur un groupe de Lie

ni de lisser les parametres.

3.3 Approximation de Gauss-Laplace intrinseque

Une fagon d’aborder un probleme de filtrage/lissage bayésien consiste a
d’essayer d’approcher, a chaque pas de temps, la distribution a posteriori des
parametres par une distribution paramétrique.

Dans ce sous-chapitre, nous proposons une technique d’ajustement, qui sera
utilisée dans le reste du chapitre, pour approcher, a chaque pas de temps, la
distribution a posteriori des parametres que nous souhaitons estimer par une

distribution normale concentrée sur groupe de Lie.

3.3.1 Probléme

Considérons la distribution d’une variable X € G, ou G est un groupe de
Lie matriciel de dimension p, de la forme :

p(X) = ae 1P (3.1)

ou la fonction ¢ : G — R™ est supposée différentiable et p < m.
Nous souhaitons trouver une technique d’ajustement permettant d’approcher
p (X) par une distribution normale concentrée sur groupe de Lie.

3.3.2 Solution proposée

Tout d’abord, définissons le minimiseur de la fonction cotit ||¢ (X)||3, :
X = argmin [|¢ (X)|5 (32)
XeG

Un développement de Taylor sur groupe de Lie de ¢ au premier ordre autour
de X nous donne :

6 (X) =0 (expgy (6) X) ~ ¢ (X) + J6 (3.3)
S do (exlzi (s) X) (3.4)

et -
0 = log, (XX71) (3.5)
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Nous supposons ici que le rang de J est égal a p. Nous choisissons alors comme
approximation de p (X) la distribution ¢ (X) :

q(X) = 56—H¢(X)+Jl°g¥:(XX’1)HQE (3.6)

Nous allons maintenant montrer que ¢ (X) peut étre mis sous la forme d’une
distribution normale concentrée (a droite) sur groupe de Lie.
Rappelons que puisque X est le minimiseur de o (X )||22, I’expression
. . 2 .
ngﬁ (X) + Jlogf, (XX*) HZ atteint son minimum en log/, (XXfl) =0.
. . 2
Remarquons maintenant que qu (X ) + Jlogf, (X X 71)”2 est de la forme
|Az — b||3, avec A = J, = = log, (X)A(*l) et b= —¢ (X) qui atteint, dans
notre cas, son minimum en Z = 0. Or il est possible de montrer que (voir annexe

E):

|Az = b||2 = (z —2)" P7Y (x — &) + cst
= 2P o 4 cst (3.7)

ou Pt = ATY71 A et cst est un terme constant par rapport a .

Nous avons donc montré que :
o (%) + ogsy (XX )2 =1og? (XX ) Plogl, (XX ) +est (3.8)

Par conséquent, 'approximation ¢ (X) de p (X) est de la forme :

2

q (X) o< 67”10gé(XX_1) ||P (39)
ce qui correspond & une distribution normale concentrée (a droite) :
¢(X) = NE (X; X.p= (JTzlj)l) (3.10)

Nous appelons cette technique d’ajustement “approximation de Gauss-Laplace
intrinseque”. Le terme “Gauss-Laplace” vient du fait qu’elle est tres semblable
a l'approximation de Laplace [Barber 2012], mais approche la Hessienne de la
méme maniere que le fait la méthode de Gauss-Newton vis a vis de la méthode
de Newton.

Cette approximation de Gauss-Laplace intrinseque est une généralisation
de l'approximation de Gauss-Laplace euclidienne notamment utilisée dans
[Bell 1993] pour obtenir les équations de I'IEKF. En effet, dans le cas ou G
est un espace euclidien, la méthode revient a ajuster une distribution normale
multivariée.

Cette technique d’ajustement sera utilisée dans le reste de ce chapitre afin
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d’obtenir les expressions du filtre et du lisseur proposés.

3.4 Algorithme de Gauss-Newton intrinseque

L’approximation de Gauss-Laplace intrinseque présentée dans le sous-
chapitre précédent suppose que nous sommes capable de trouver le minimiseur
X du probléeme suivant :

X —argmin || (X)|2 (3.11)
XeG

ou¢(-):G—R™et m>p,oup est la dimension de G.

Lorsque le minimiseur d’un tel probleme n’est pas trivial, il est courant de
recourir a une technique d’optimisation itérative pour le trouver.

Nous présentons donc dans ce sous-chapitre une généralisation de 1’algo-
rithme de Gauss-Newton aux groupes de Lie qui permet de prendre en compte
la nature des parametres de maniere intrinseque.

Cet algorithme sera utilisé dans le reste du chapitre lorsque nous aurons
recours a une approximation de Gauss-Laplace intrinseque et que le minimiseur
de (3.11) ne sera pas trivial.

3.4.1 Introduction a 'optimisation intrinseque

Les techniques d’optimisation itératives permettant I’estimation de para-
metres euclidiens, telle qu'une descente de gradient ou une méthode de Newton,
consistent a mettre a jour itérativement les parametres x € R™ de la maniere

suivante :
:L,l+1 — xl + 5l+1/l (312>

ot §/1 € R™ est un incrément qui corrige la précédente valeur des parameétres
2! afin d’obtenir leur nouvelle valeur z'*! telle que p (m”l) <p (xl>, ou p est
le critere a optimiser.

Cependant, une technique d’optimisation itérative sur un groupe de Lie
G, prenant en compte la géométrie de G de maniere intrinseque, ne peut pas
utiliser I’équation de mise a jour (3.12) puisque 'opérateur “4” ne garantit pas
que les parametres restent sur la variété.

L'ingrédient clé [Absil 2009] permettant de prendre en compte la géométrie
du groupe de Lie est de remplacer I’équation (3.12) par :

XM = expy (81 X! (3.13)
ou X!, X € G et Y € Rr. L'utilisation de I'application exponentielle
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de matrice permet en effet de s’assurer que la nouvelle valeur des parametres
demeure sur la variété.

Il est intéressant de noter la similarité entre la forme de cette équation de
mise a jour (3.13) et I'expression d'une variable aléatoire suivant une distribution
normale concentrée sur groupe de Lie (1.100).

3.4.2 Algorithme LG-GN

Un algorithme bien connu dans la littérature, permettant d’atteindre un
minimum local du probleme (3.11) lorsque G est un espace euclidien, est
lalgorithme de Gauss-Newton. Nous proposons ici d’étendre ce formalisme aux
groupes de Lie et appelons l'algorithme obtenu algorithme de Gauss-Newton
intrinseque sur groupe de Lie (LG-GN).

Remarquons qu’une généralisation de 'algorithme de Gauss-Newton dédiée
aux variétés Riemanniennes a déja été proposée dans [Absil 2009] p.126. Ainsi,
I’algorithme que nous présentons peut s’inscrire dans ce formalisme et profiter
de sa preuve de convergence. Cependant, nous proposons ici une version de
I’algorithme dédiée aux groupes de Lie en utilisant uniquement sa structure
de sous-groupe a un parametre, c’est a dire sans exploiter explicitement la
structure de variété Riemannienne du groupe de Lie.

Comme dans le cas euclidien, la convergence de 'algorithme dépend de la
valeur initiale des parametres X°. La valeur X+ des paramétres mis a jour
est obtenue en appliquant un développement de Taylor sur groupe de Lie de
la fonction ¢ (-) autour de la précédente valeur X' des parametres. A chaque

itération, il faut donc résoudre le probleme suivant :

51" = argmin o (X") — Jd| (3.14)

d€RP

ou J; est défini comme :

d (expf; (s) X')

J = —
: ds

(3.15)

s=0

Nous supposons ici que le rang de J; est égal a p. Ainsi, la solution de ce

probleme est donnée par :
(A7) 8 = g Ts e (X) (3.16)
La valeur des parametres est finalement mise a jour de la fagon suivante :
X = expgy (671/) X! (3.17)

90



3.5. Filtre de Kalman étendu itéré

Afin de s’assurer de la convergence de ’algorithme, il est courant multiplier
I'incrément 6/ par un facteur o lors de la mise & jour, ot 0 < ! < 1 :

X = exply (alél“/l) X! (3.18)

3.5 Filtre de Kalman étendu itéré

Le filtre de Kalman étendu itéré est considéré comme une méthode de
référence dans le domaine de ’estimation non linéaire de parametres euclidiens
a partir d’observations elles-mémes euclidiennes. Dans ce sous-chapitre, nous
proposons d’étendre cette approche au cas ou 1’état et les observations évoluent
sur des groupes de Lie, en utilisant les outils présentés dans les sections précé-
dentes, a savoir 'approximation de Gauss-Laplace intrinseque et 1’algorithme
d’optimisation de Gauss-Newton intrinseque.

3.5.1 Rappels sur le filtrage de Kalman étendu itéré sur
espace euclidien

Le filtre de Kalman étendu itéré (IEKF) [Bell 1993 ; Bertsckas 1996] est un
filtre dédié aux systemes non linéaires. L’objectif de ce filtre est de récursivement
approcher la distribution a posteriori p (xg|z1,...,2x) par une distribution
normale multivariée. La variable x; € RP est 1’état que nous souhaitons estimer

a l'instant k, reliée a z;_; par le modele de propagation :

ot 1y ~ Nge (ng; Opx1, Ri) est un bruit blanc gaussien et f : RP — RP est
une fonction différentiable. La variable z;, € R? est I’observation disponible &
I'instant k, reliée a x; par le modele d’observation :

2 = h(zg) + wy (3.20)

ot wg ~ Nga (wi; 0yx1, Qk) est un bruit blanc gaussien et h () : R? — R? est
une fonction différentiable. wy et le bruit du modele de propagation n; sont
supposés indépendants.

L’idée générale de ce filtre est d’approcher a chaque pas de temps la distribu-
tion a posteriori de I’état par une distribution normale multivariée en utilisant
une approximation de Gauss-Laplace (voir paragraphe 3.3). Cette technique
d’ajustement impose de trouver le mode de la distribution a posteriori qui est
utilisé comme estimé de 1’état. De cette maniere, les étapes classiques du filtre
de Kalman sont reformulées comme des problémes d’optimisation. Le fait de
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voir le filtrage de Kalman sous cet angle permet d’aboutir aux équations de
I'TEKF qui produit en pratique de meilleurs résultats que le simple EKF.

Le filtre est composé de deux étapes.

3.5.1.1 Etape de propagation

L’étape de propagation consiste a approcher la distribution suivante :

p (xk|zla s 7Zk:—1)
= /p (xk|rp—1) p (Tr_1|21,- -+, 26-1) dpTR—1 (3.21)
~ Ner (l“k;ﬂk\k—l, Pk|k—1) (3.22)

La maniere classique d’obtenir jix—; est de propager la moyenne précédente
Pk—1jk—1 & travers le modele de propagation (3.19) sans bruit. La covariance
Pyjp—1 quant a elle est obtenue en propageant P,_j;—; a travers le modele de
propagation linéarisé.

Une autre fagon de voir ’étape de propagation est d’ajuster une distribution
normale multivariée a l'intégrande dans (3.21) en utilisant une approximation
de Gauss-Laplace (voir paragraphe 3.3) puis de marginaliser z;_;. En effet,
cherchons le minimum de la log-vraisemblance négative de I'intégrande de (3.21),

oll nous supposons que p (rg_1|21, ..., 2x-1) = Ngo (fEk—l; Hk—1]k—1, Pk—1|k—1) :
A A . 2 2
(k= argminlox = f (w05, + |J2eon — o |
T ERP x), 1 ERP k—1lk—1

(3.23)

Une solution triviale de ce probleme est Ty = pp_1jp—1 et Tx = f (Mk—uk—l)-
Il suffit alors de poser pir—1 = &y, ce qui est motivé par le fait que la moyenne
coincide avec le mode dans le cas gaussien. Finalement, Py, est approchée en
utilisant une approximation de Gauss-Laplace de (3.23) autour de son mode, ce
qui conduit, dans le cas de (3.23), a une formule explicite pour la propagation
de la covariance.

3.5.1.2 Etape de mise a jour

L’étape de mise a jour consiste a approcher la distribution suivante :

p (x|, 2)
< p (zklek) p (zg|21, - 5 2K21) (3.24)
~ Ngv (Ik;uk|k7 Pk|k> (3.25)
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A nouveau, les équations de mise a jour de 'TEKF peuvent étre obtenues en
ajustant une distribution gaussienne a (3.24) a 'aide d’une approximation de
Gauss-Laplace (voir 3.3).

En effet, définissons pi), = 2 comme le minimiseur de la log-vraisemblance
négative de (3.24) :

N . 2 2
2 = argmin (sz —h (ajk)HQk + H:ck — “W“*lHP ) (3.26)
o1 ERP Jolk—1
Une maniére de minimiser (3.26) est d’utiliser I’algorithme de Gauss-Newton, ce
qui nous permet de calculer jux, alors que Py, peut étre obtenu en effectuant
une approximation de Laplace de (3.26) autour de g Or, en tirant parti de
la structure spécifique du GN appliqué a (3.26), il est possible d’aboutir aux
expressions de mise a jour de I'IEKF [Bell 1993].
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3.5.1.3 Algorithme IEKF

L’algorithme IEKF est présenté ci-apres :

Algorithme 3.1 IEKF

Entrée : Hk—1]k—1, Pk—1|k—1, 2k

Sortie : Mk‘k’ Pk:|k

Propagation :
Prjk—1 = [ (Nk—1|k—1>
Pypp—1 = FiPyqjp—1 FT + Ry ot Fyy = L f (x)

T=HE—1|k—1

Mise a jour :

Poser 20 = k| k—1

Itérer jusqu'a convergence

K1 = Pyp_ 1 HE (HiPyg_1 HT + Qi) ot Hy = b (x)
Zi=zp—h (:L'l>

m; = K <5l + H, (l’l - ,U«k|k71))
L+

r=x!

U= o1 +my

A la convergence
piggs, =

Py = (Id — KiHy) Py

Cet algorithme, qui est considéré comme une méthode de référence dans
le domaine de l'estimation non linéaire, est restreint au cas ou l'état et les
observations évoluent sur des espaces euclidiens. Dans la suite de cette partie,
nous proposons d’étendre cette approche au cas ou I'état et les observations
évoluent sur des groupes de Lie.

3.5.2 Modeles de propagation et d’observation proposés

Afin de généraliser 'IEKF aux groupes de Lie, il convient de généraliser les
modeles de propagation et de mise a jour afin de prendre en compte le fait que
I’état et les observations évoluent sur des groupes de Lie.
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3.5.2.1 Modele de propagation

Nous considérons 1'équation de propagation suivante qui est une généralisa-

tion directe du modele de propagation (3.19) aux groupes de Lie :

Xk = expg (Tbk) f (Xk—l) (327)

ou X € G est I’état que nous souhaitons estimer et G est un groupe de Lie
matriciel de dimension p. La variable ng ~ Ngo (ng; 0px1, R) est un bruit blanc
gaussien. La fonction f : G — G est supposée différentiable.

Remarquons tout d’abord que ce modele induit la distribution conditionnelle

suivante :

P (Xi|Xp—1) = N (X [ (Xm1) 5 Ree) (3.28)

Injecter le bruit de lautre cdté dans (3.27) aurait induit une distribution
conditionnelle ayant la forme d’une distribution normale concentrée a gauche.
Nous avons ici choisi de travailler avec des distributions “a droite”, mais nous
aurions pu faire mener les mémes développements avec des distributions “a
gauche”, comme dans le chapitre précédent, et les expressions obtenues auraient
été tres similaires.

Remarquons également que le modele que nous considérons ici est plus
générique que celui considéré pour le D-LG-EKF car la fonction f permet de
représenter une plus grande diversité de modeles.

3.5.2.2 Modéle d’observation

Le modele d’observation que nous considérons est le “méme” que celui du
CD-LG-EKF (voir paragraphe 2.3.2.2) a cela prés que le bruit est injecté a
gauche. Plus précisément, nous considérons des observations discrétes vivant

sur un groupe de Lie matriciel G’ de dimension ¢ de la forme :
Z = expgy (wi) b (Xk) (3.29)

ot h : G — G’ est une fonction différentiable et wy, ~ Nga (wy; 0gx1, Qk) est un
bruit blanc gaussien.

Remarquons que ce modele induit la distribution conditionnelle suivante :
P (Z Xi) = N& (Zi; b (X1) , Q) (3.30)
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3.5.3 Solution proposée

Afin d’estimer 1’état X}, nous proposons de supposer que sa distribution a

posteriori a la forme d’une distribution normale concentrée (a droite) :
p (Xl Z1, .., Z) =~ NE (Xk§ﬂk\la Pk|l) (3.31)

Plus précisément, nous nous intéressons aux cas ou [ = k — 1 (étape de
propagation) et [ = k (étape de mise a jour). Ainsi, notre objectif est de
montrer comment propager et mettre a jour les parametres pu, et Py de la
distribution normale concentrée. Dans notre formalisme, nous choisissons comme

estimateur de I'état X la “moyenne” de la distribution normale concentrée.

3.5.4 Propagation
Commencons par supposer que :
p(Xioa|Z1, .. Zoor) = NE (Xk—l; HE—1|k—15 Pk71|k71> (3.32)

L’objectif de cette section est de montrer comment ajuster une distribution
normale concentrée a la distribution a posteriori de I’état propagé a ’aide d'une

approximation de Gauss-Laplace (voir paragraphe 3.3), c’est a dire :
P (XilZ1, .. Zpa) = /p (Xi| Xp—1) p (X1l 21, .o Zimr) du X1 (3.33)
~ NG (Xk; Hkelke—15 Pk|k71) (3.34)

Nous proposons ici d’ajuster une distribution normale concentrée a I'intégrande
de (3.33) puis de marginaliser Xj_;.

3.5.4.1 Propagation de la moyenne

Afin de propager la moyenne, nous minimisons la log-vraisemblance négative
de l'intégrande de (3.33) :

{Xk,f(k_l} = argmin — log (p (Xp|Xs—1)p (Xx_1|Z1, .-, Zk_1))
XpeG,X_1€G
2 )
P 1k-1

(3.35)

= ngg%xg;irllec (Hlogé (ka (kal)_l) HQRk + Hlogé (kal/il;—lukfl)
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Une solution triviale a ce probleme est X1 = Hg—1k—1 €t X = f (ﬂk*l\kfl).
Et nous prenons finalement comme estimé pour la moyenne :

Hkjk—1 = Xi=f (,uk—l\k—l) (3.36)

3.5.4.2 Propagation de la covariance

Concernant la propagation de la covariance, nous procédons a ’approxi-
mation de Gauss-Laplace. Nous linéarisons la fonction d’erreur présente a
I'intérieur de la norme de Mahalanobis dans (3.35) autour de son minimiseur.
Nous avons alors :

2
)

%

—log (p (Xi|Xk—1) p (Xp—1]Z1, ..., Zk1)) = (3.37)

Id —F
0 Id

T
oud = [ oF oL, } , Xp—1 = expgy (Op—1) t—1jk—1, X& = expg (0x) f (qu\kq),

R
w=| " (3.38)
P 1jk—1
et .
dlogy; (f (qu\kq) f (eXpé (S)Mkfukfl) >
F,=— 3.39
b = . (3.39)
L’équation (3.37) a alors la forme suivante :
R —R;'F,
I 5 (3.40)
_Fksz FkRk Fk+Pk—1|k—1
et nous choisissons comme valeur pour la covariance P :
Ry ~R;'F -
po | B SR (3.41)
i —F R, Fp Ry, Fk+Pk71|k71
_ FyPy 11 FE + Ry FiPy_1jp1 (3.42)
Py FE Py 1k

ol nous avons utilisé le lemme d’inversion matricielle (F.1). Sous I'hypothéese
de distribution normale concentrée, le bloc supérieur gauche de P dans (3.42)
correspond a la covariance propagée Py, (voir annexe A). Ainsi, nous avons

obtenu I’équation de propagation de la covariance :

Pyp—1 = Ry, + Fy Py 11 FY (3.43)
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3.5.4.3 Résumé de ’étape de propagation

L’étape de propagation consiste, comme son nom l'indique, a propager la
moyenne /i k1 et la covariance P,_y;—; en utilisant le modele de propagation
(3.27) afin d’obtenir la moyenne jig,—1 et la covariance Py—q1. A la fin de
I’étape de propagation, la distribution a posteriori approchée de 1’état est alors

paramétrée de la maniere suivante :

p(XilZ1,.... Zpor) = NE (Xk; H|k—1, Pk\khl) (3.44)

3.5.5 Mise a jour

A Tissue de I’étape de propagation nous avons :
p(XilZ1,... Zkor) = NE (Xk; Hk|k—15 Pk\kq) (3.45)

L’objectif de cette partie est de montrer comment ajuster une distribution
normale concentrée a la distribution a posteriori de 1’état apres réception de
I'observation Zj a I’aide d'une approximation de Gauss-Laplace (voir paragraphe
3.3), c’est a dire :

~ N& (Xk;,uk\k,Pkm) (3.47)

3.5.5.1 Mise a jour de la moyenne

Afin de mettre a jour la moyenne, nous choisissons de minimiser la log-

vraisemblance négative de (3.46) :

X, = argmin (Hl()gé/ (Zkh (Xk)_1)‘
XLeG

; + |[log (Xettggh 1 ) ;lk) (3.48)

Afin de minimiser cette fonction, nous proposons d’employer 1'algorithme LG-

GN. Pour cela, nous introduisons les notations suivantes :

! = logy, (X”l (Xl>_1) (3.49)
0" = logl, (X' pgh ) (3.50)

et
5 = logf, (Xlﬂlhai,l) (3.51)

ot X! représente la valeur des parametres a l'itération [ du LG-GN.
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A Titération [, nous cherchons la solution du probléeme suivant :

2

logY, <Zkh (Xl)_1> _HS

S/ = argmin ) o
SERP + H(Sl + v (51) 5 s
= argmin Hw (Xl) - \Ifl(SHi (3.52)
dERP =k

ol Y <5l> est défini dans ’équation (1.33),

dlog?, ( Zh (expl (s) X1)
H = — gG< (dspc() ) ) (3.53)
v (x') = [ logly (Zkh (Xl)l)T ()" (3.54)
\I/zz{HlT —pc (8)" ' (3.55)
- | Q@ O
_k_[ 0 By (3.56)

Pour le reste de cette partie, nous adoptons la notation suivante concernant la
jacobienne a gauche de G et son inverse : pg (51) = et & =t

La solution de (3.52) est donnée par :
—— _1 p—
o= (wlE ) wlE Y (X
—1 -1
= (HF Qe Hi + of Pyl y01) {HlT Q;Mlogl, <Zkh (x") > _or P,;,g_lal}
(3.57)

Nous allons maintenant montrer qu’en négligeant les termes d’ordre 2 en 6!/
cette solution peut étre réécrite pour donner lieu a une généralisation de
I’équation de mise a jour de la moyenne de 'lEKF aux groupes de Lie. En

99



Chapitre 3. De I'optimisation intrinseque au filtrage et lissage de Kalman sur
groupes de Lie matriciels

effet :

1 = logl, (Xl+1 (Xz)‘l Xlﬂlzi_l)
= log/, (expg (5”1”) expy (51))
~ (pl(lerl/l +5l
_ HT —IH TP—l -1 HT -1 1 Vv 7Z.h Xl -1 . TP—l 5l 5l
= @ ( L Qi Hi+ ¢ k|k_180l) { 1 Qr loge | Zk ( ) 1 Lyp—10" ¢+
1
= i (HZTQ;Zle + SOzTP;J/i_lst)
1
{HZT Q:Mlogl, (Zkh (x") ) — P8+ (HF Qi Hy+ o Pyl o1) <I>l5’}
1

—1
= o (HF Qe Hy + TPyl o) HEQR {1ogg, (Zkh (x") ) + chblél}

— K {1ogg, (Zkh (Xl)l> + chbla’} (3.58)

ou K est appelé gain de Lie-Kalman et s’exprime de la maniére suivante (nous
omettons les indices pour cette démonstration) :

K=p(H'QH+"P ) H'Q'

— o (HTQ ' H+"P ') (HTQl (HOPOTHT + Q) (HOPSTH” + Q)l)

= (H"Q'H + QOTP_lgo)_l ((HTQ—1H<1>P<1>THT +H") (HoPS"H” + Q)_l)

— o (HTQ H + P ((HTQ 7 + 7P p) 0T HT) (HOPOTHT Q) )
= PO"H" (HOPO"H" + Q)_l (3.59)

Cependant (3.58) peut étre simplifiée en remarquant que :

' = g (") 6 = ;; (nil)!adg (6)" o' = & (3.60)
car
adg (6') 6' =0 (3.61)

Ainsi, I’équation de mise a jour des parametres du LG-GN peut s’écrire de la

forme suivante :

X —exp), (6l+1/l) X!~ exp), (Kl {logé/ (Zkh (Xl)_l) + Hl5l}> Lokl —1
(3.62)

A la convergence de l'algorithme, nous choisissons jiz, = Xj.
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3.5.5.2 Mise a jour de la covariance

Afin d’estimer la covariance mise & jour, nous proposons d’utiliser une

approximation de Gauss-Laplace intrinseque. Pour cela, nous linéarisons la

fonction d’erreur présente a l'intérieur de la norme de Mahalanobis dans (3.48)

autour de son minimiseur :

—log (p (Zk| Xk) p (Xi|Z1, ..., Zk1)) =

ou X =

2

logé, <Zkh (uk|k)_l> — Hlé

5+ w10 5
(3.63)
@ et X = expg () pugje- Dans I'équation précédente, le
0 Prr—r

terme quadratique a la forme suivante :

67 (HT Qi Hy + o] Pyl_y01) 0 (3.64)

et nous choisissons alors comme valeur pour la covariance Py :

-1
Py = (HlTQZlHl + SOZTPIJ;_lSOl) (3.65)

Cependant il est possible de montrer que (nous omettons les indices pour cette

démonstration) :

Pklk _ (HTQ—lH + gOTP_lgo)_l

= (H'Q'H+¢"P)  {(H"Q'H + J"P7'¢) 2P®" — H'Q ' HOPS" )
= oP®” — (H'Q'H + ¢"P™'y)  H'Q 'HOPY'

= dPdT — OKHOPOT

=& (Id — KH®) PO (3.66)

Ainsi, nous avons obtenu I’équation de mise a jour de la covariance qui donne

lieu a une généralisation de I’équation de mise a jour de la covariance de I'TEKF

aux groupes de Lie :

Py = @, (Id — K Hy®,) Pyjj—1 9] (3.67)

3.5.5.3 Résumé de I’étape de mise a jour

L’étape de mise a jour consiste, comme son nom l'indique, a mettre a jour

la moyenne fi,—; et la covariance Pyj,—1 en incorporant 'information contenue

dans l'observation Z; qui est reliée a I’état par le modele d’observation (3.29)

afin d’obtenir la moyenne i, et la covariance Py A la fin de I’étape de mise
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a jour, la distribution a posteriori approchée de ’état est alors paramétrée de

la maniere suivante :

p (Xl Zi, ..., Zy) = NE (XkQPJk\ka Pk|k) (3.68)

3.5.6 Algorithme LG-IEKF

L’algorithme formé par les étapes de propagation et de mise a jour présentées
précédemment est appelé filtre de Kalman étendu itéré sur groupe de Lie (LG-
[EKF).

3.5.6.1 Vue générale

L’algorithme LG-IEKF est résumé ci-apres (voir paragraphe 3.5.4 et para-
graphe 3.5.5 pour plus de détails) :

Algorithme 3.2 LG-IEKF

Entrée : pp_1p—1, Poo1jp—1, Zk

Sortie : /’Lk“ki Pk|k

Propagation :

Prjk—1 = f (Mk—1|k—1)
Pyjp—1 = FrPy_1jp—1 Fl + Ry

Mise a jour :

Poser XY = jug -1

Itérer jusqu'a convergence

Ki = Py ® HI" (Hl‘bzpmk_l@fo - Qk>_1
% = logly (Zkh (Xl)_1>

my = K {z + Hilogl (X'ui_, ) }

X = expy (ml_) Lok |k—1

A la convergence

fe = X!

Py, = ® (Id — K1 Hy®;) P19}

3.5.6.2 Une généralisation de I'TEKF

Dans le cas spécifique ou G, le groupe de Lie sur lequel évolue 'état X,
et G', le groupe de Lie sur lequel évoluent les observations, sont des espaces
euclidiens, alors 'algorithme LG-IEKF se réduit a 'IEKF. Cette propriété vient
du fait que le modele de propagation devient une fonction non linéaire de 1’état
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X_1 avec un bruit additif, et I’équation d’observation prend la forme d’une
fonction non linéaire de 'état X, avec un bruit additif.

L’étape de propagation d 'IEKF est identique a celle du LG-IEKF a cela
pres que la matrice Fy, du LG-IEKF est une dérivée utilisant la notion de
sous-groupe a un parametre qui se réduit a une jacobienne classique si G est
un espace euclidien. Concernant la mise a jour, le LG-IEKF et 'TEKF sont
trés proches. Nous observons cependant des matrices & qui effectuent des

reparamétrisations de la covariance (voir paragraphe 1.2.2), en effet :

Py = @, (Id — K Hy®,) Py 9]
—1
= O P11 ®] — B Prep—1 ] H' (qu)lpk\kfl(blTHlT + ka) H @, Py @]
Te re. e -1 re.
- k\kp—l - Pk|kp—1HlT (Hlpk\kp—lHlT + Qk) HlPk|kp—1 (3.69)

ou

rep o T
Pk\k—l = (I)lPk\k:—l‘I)z

= O (log (ki) ) Peno1®e (logl (uk\kuaiq))T (3.70)

correspond a la matrice de covariance issue de 1’étape de propagation repara-
métrée par ®; afin qu’elle ait un sens (voir paragraphe 1.2.2.2) non plus vis a
vis de pigp—1 mais de pig.

Remarquons également qu’au lieu d'un incrément additif (“47), le LG-IEKF
utilise un incrément faisant intervenir “expg”. De la méme maniére, au lieu
de considérer une erreur euclidienne (“—7), le LG-IEKF emploie I’application

2

“logl,”. Concernant Hj, la méme remarque que celle que nous avons faites
concernant Fj peut étre effectuée.
En ce sens, le LG-IEKF peut donc étre vu comme une généralisation de

I'EKF.

3.5.6.3 Lien avec le D-LG-EKF

La mise a profit de 'approximation de Gauss-Laplace et du LG-GN nous a
permis de proposer ’étape de mise a jour du LG-IEKF qui raffine le point de
linéarisation au cours des itérations contrairement a I’étape de mise a jour du
D-LG-EKF qui n’effectue qu'une seule linéarisation.

En outre, le modele de propagation que nous avons considéré pour le LG-
[EKF est plus générique que celui considéré pour le D-LG-EKF car la fonction
f permet de modéliser une plus grande diversité de modeles.

En ce sens, le LG-IEKF peut étre vu comme une extension du D-LG-EKF.

Cependant, afin d’étudier rigoureusement l'intérét des itérations lors de la
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mise a jour, nous introduisons un troisieme algorithme que nous appelons LG-
EKF qui correspond exactement au LG-IEKF du point de vue de la propagation

mais qui n’effectue qu’une seule itération lors de la mise a jour.

3.5.6.4 Fenétrage statistique

L’algorithme LG-IEKF que nous avons proposé repose sur un modele d’ob-
servation ou le bruit injecté est supposé blanc et gaussien. Cette hypothese nous
a permis de développer un algorithme a la fois élégant et efficace. Cependant,
cette hypothese rend le LG-IEKF peu robuste aux observations aberrantes, ce
qui est également le cas pour les filtres de Kalman sur espace euclidien. Afin
de rendre ’algorithme plus robuste, nous proposons d’effectuer un fenétrage
statistique [Ramachandr 2000] avant I’étape de mise a jour, qui consiste a tester,
vis-a-vis de la distribution a posteriori courante de 1’état, si 'observation regue
est aberrante ou non. Si la donnée est classée comme aberrante, alors I’étape
de mise a jour n’est pas appliquée. Nous détaillons maintenant ce fenétrage
statistique.

Une observation Z; n’est pas une donnée aberrante si :

108ty (Z:h (X)7)] ;

<t (3.71)

k

ou t est un seuil que nous allons définir. Cependant, la vraie valeur de I'état X,
est inconnue puisque 1’'objectif du LG-IEKF est de I’estimer. Nous possédons
seulement une approximation de sa distribution a posteriori :

p(XelZ,. .. Zia) = NE (X pagprs Pegi—r ) (3.72)

C’est a dire :
X = expg (€k|k—1) Hke|k—1 (3.73)

OU €gp—1 ~ Nrp (e; 0px1, Pk|k_1). Ainsi, afin de décider si Zj, est aberrant ou

non, nous proposons le test suivant :

2

<t (3.74)

err

logy (Zkh (,uk:|k—1)1>

ou

T
Qerr = E ((Hkk—1€k|k—1 + wk) (Hk|k—1€k|k—1 + wk> )
= Hyjr—1 Pugp—1 Hijp1 + Q (3.75)

En effet, en partant du modele d’observation (3.29) et en négligeant les termes
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d’ordre 2 en wy, et €31, nous avons :

= log¢y Zﬁilﬂxk)_lexpgf(—ﬂﬂk)>
h

-1
logé/ eXpG Ek\k 1) Mk\k—l) expg/ (_wk))

(
(2
(Zkh eXPG Ekm 1)#%% 1)_1> — Wi
oui

1
Zkh Mk|k; 1 > — Hpjp—1€pp—1 — Wi (3.76)

| l

| l

ou
—1
dlogg (Zkh (exp (5) frje1 ) )
ds

Hyjpoy = — (3.77)

s=0
Ainsi, sous 'hypothese de distribution gaussienne concentrée, le LHS (3.74) suit
la loi du X? avec q degrés de liberté. Par conséquent, une maniére de décider si
Z;, est une donnée aberrante ou non est de définir le seuil ¢ comme une valeur
p du x?(q) [Fisher 1949].

Remarquons cependant que puisque nous avons négligé les termes d’ordre

2, la valeur p théorique peut potentiellement étre trop “stricte” en pratique.

3.5.7 Application du LG-IEKF au débruitage de trans-

formations relatives

Nous avons choisi d’appliquer le LG-IEKF au probleme du débruitage de
transformations relatives qui consiste a estimer les transformations absolues a

partir de transformations relatives bruitées.

Un tel probleme apparait par exemple dans le cadre de 'alignement de
poses de caméra [Agrawal 2006]. Dans ce cas précis, une transformation est
une matrice du groupe de Lie des mouvements d’un solide rigide (SE(3)).
Les observations sont donc des transformations rigides entre deux poses de
caméra et les transformations absolues que nous souhaitons estimer sont les
transformations rigides entre la pose d’une caméra de référence et toutes les
autres poses de caméra.

Ici nous abordons le probleme générique ot une transformation est définie
comme un ¢élément d'un groupe de Lie. Par conséquent, la solution que nous
proposons s’applique non seulement au probleme précédemment exposé mais
également aux problemes de la synchronisation de rotations (SO(3)) [Boumal
2013b], de la construction d’une mosaique d’images (SL(3)) [Meidow 2011] ou
encore de l'alignement de reconstructions 3D partielles (Sim(3)) [Wachinger
2008].
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3.5.7.1 Probléme et objectif

Nous souhaitons estimer les transformations absolues {X;z},_,., ot chaque
transformation absolue X;r € G’ est définie comme la transformation entre un
référentiel global R et un référentiel i, G’ étant un groupe de Lie de dimension
q.

Nous considérons le cas ou les bruits sur les transformations relatives

3 . 7 !
observées {Z;;}, <icj<n SONt mutuellement indépendants. Chaque Z;; € G
représente une transformation relative bruitée, entre un référentiel j et un

référentiel i, reliée au transformations absolues par le modele suivant :
_ A (3 —1
Zij = eXPcy <bij) XirX g (3.78)

ol bl; ~ Npa (bﬁj; 04x1, Zﬁj) est un bruit blanc gaussien. Le probleme considéré
est illustré graphiquement en figure 3.1a.

Remarquons que ’équation (3.78) est invariante a I'action a droite de G'.
C’est a dire, X;gY (XjRY)f1 = XU:L'X]-_R1 pour tout Y € G'. Dans le contexte
de l'alignement de poses de caméra par exemple, cela traduit la symétrie
sous-jacente du probleme, a savoir que le fait d’appliquer une rotation et une
translation aux poses absolues des caméras n’affecte en rien les poses relatives

observées.

3.5.7.2 Cas 1 : Estimation sans données aberrantes

Dans cette partie, nous traitons le cas “simple” ou les observations ne

contiennent pas de données aberrantes.

Etat de I’art Divers travaux traitent du probléme auquel nous nous intéres-
sons dans cette partie. Cependant, en général, ils ne prennent pas intrinseque-
ment en compte la géométrie sous-jacente du groupe de Lie sur lequel évoluent

les parametres et sont souvent adaptés a une application spécifique telle que :

— Débruitage d’orientations relatives (groupe de Lie SO(3), ou SU (2) qua-
ternion unitaire), également connu sous le nom de moyenne de rotation
multiples [Hartley 2013], ou encore synchronisation de rotations [Bou-
mal 2013a]. Dans [Govindu 2001] et [Martinec 2007], afin d’obtenir un
algorithme efficace requérant uniquement la résolution d’un grand sys-
teme linéaire, les contraintes associées a la structure du groupe de Lie
sont intentionnellement omises. [Fredriksso 2012] utilise une formulation
similaire a celle de [Govindu 2001], mais les contraintes associées au
groupe de Lie SU (2) sont prises en compte de maniére extrinseque par
le biais d'une approche basée sur la dualité Lagrangienne.
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Figure 3.1 — Illustration graphique du probléeme de débruitage de transfor-
mations relatives : les données en pointillés (Z;; ou j > i + 1) sont utilisées
comme observations durant 1’étape de mise a jour du LG-IEKF alors que les
transformations observées entre deux référentiels temporellement consécutifs
(Z(i41y:) sont utilisées dans I’étape de propagation du LG-IEKF.
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— Débruitage de transformations rigides relatives (groupe de Lie SE(3)),
également connu sous le nom d’alignement de poses de caméra. Dans
[Agrawal 2006], une transformation rigide est paramétrée par sa repré-
sentation vectorielle dans 'algebre de Lie se (3) de SE(3) afin d’obtenir
un probleme non-linéaire euclidien sans contrainte extérieure. Cependant,
cette paramétrisation crée des problemes comme expliqué dans la partie
2.4.7.5. [Govindu 2004] propose un algorithme itératif qui peut étre in-
terprété comme un Gauss-Newton intrinseque sur groupe de Lie dédié
a SE(3). Néanmoins, le critere minimisé n’est pas invariant (que ce soit
par rapport a 'action a droite ou l'action a gauche du groupe de Lie
sur lui-méme) alors que le modele d’observation 'est. Nous verrons que
cette non prise en compte de la symmétrie du probleme conduit a une

détérioration des résultats.

— Débruitage d’homographies relatives (groupe de Lie SL(3)), également
connu sous le nom de mosaique d’images. Dans [Caballero 2007], un
EKF est proposé, prenant en compte la géométrie du groupe de Lie de
maniere extrinseque en effectuant une reprojection a chaque itération.
[Meidow 2011] propose un algorithme itératif basé sur une mise a jour des
parametres utilisant ’exponentielle de matrice. Cependant, ils ne tirent
pas compléetement partie de la structure du groupe de Lie SL(3). Afin
d’obtenir une solution efficace, [[Khurd 2012] effectue une “relaxation” en
ignorant les contraintes associées a SL(3).

Obtention des équations du LG-IEKF Afin d’appliquer le LG-IEKF
au probleme du débruitage de transformations relatives, nous distinguons les
transformations observées entre deux référentiels temporellement consécutifs
(Z(is1y: pour @ = 1...N — 1), que nous utilisons dans I’étape de propagation du
filtre, des autres transformations relatives observées que nous utilisons dans
I’étape de mise a jour du filtre. Nous spécifions maintenant les modeles de
propagation et d’observation puis calculons les expressions de Fy et H; (voir
Alg.3.2).

Propagation L’état que nous cherchons a estimer contient les transfor-
mations absolues. Lors de l'initialisation, 1’état contient les deux premieres
transformations absolues X et Xor. L’étape de propagation consiste a aug-
menter I'état avec la derniere transformation absolue Xz déja présente dans
I'état (Xag lors de la premieére étape de propagation) et a la propager en
utilisant la transformation observée Z 1. Cela revient a considérer le modele
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de propagation suivant :

X, = eXp/G\k ( U(J)k ) Z(k+1)§(iXkl)kR ]
-1
A i Wy, 1T Zi+nr 0 (Xk-1)pr O
— 3.79
€XPg, ( 0 ) 0 Idpk,l ] [ 0 X ( )

ou Wy = b’(“,;:ll)k.

Remarquons que dans notre modele, le groupe de Lie sur lequel évoluent
les parametres change a chaque propagation car 1’état augmente contrairement
a (3.27), c’est a dire qu’a linstant k, le groupe de Lie des parameétres Gy
(de dimension pi) a la forme suivante : Gy = G x G x --- X G, i.e k+ 1
produits directs de G. En pratique, le fait que le groupe de Lie évolue a chaque
propagation ne change rien vis a vis de 'applicabilité du LG-IEKF.

Afin d’appliquer la propagation du LG-IEKF il faut calculer ’expression
de Fj. (3.39) :

logék <f (f“k—llk—l) / (engk,l (s) Mkz—1|kz—1)_1)

~ log!, Zk+nyk 0 (Nk—l\k—l)kR 0 (3.80)
* 0 Idy, 0 fu—1pk—1

1
Zksnr O expl) OkR (Mk—1|k:—1)kR 0
0 Idy,_, § 0 0 pk—1k—1

Z 0 0 Id, 0 Z1 0
_ logék (k+1) k engk _ q S (k+1) k
0 [dpk—l ]dpk_1 0 ]dpk—l

_|Ade (Zwsne) O] |0 1d, 0 5 (3.81)
0 Id, , Id,, '
Ainsi
Adg (Z, 0
F, = G ( (k:+1)k:) 0 qu 0 (3.82)
0 [dpk'—l [dpk71

Mise a jour Le modele de mise a jour que nous considérons correspond
a (3.78), c’est a dire :

Zij = expy (b)) (Xi)in (Xi)n (3.83)

ou bﬁj ~ Nga (qul, Zﬁj) est un bruit blanc gaussien.

Afin d’appliquer la mise a jour du LG-IEKF, il faut calculer 'expression de
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H, (3.53) :

loggy (Zijexpey (651) X;rXix exply (~ir) )
= logé/ (ZinjRXi;zleng/ (Adgl (XZRXJ_Rl) 5]'3) eng/ (_611%))
~logly (Zy XX ) — 0 + Ader (XinX5}) 6 (3.84)

Ainsi

H = [0 Id, 0 —Ade <X;R (XJLR>_1) o} (3.85)

Une illustration graphique des étapes de propagation et mise a jour sont
présentées en figure 3.1.

Dans notre implémentation, ¢; et ®; sont approchés par la matrice identité.
Remarquons également que le fait que le modele d’observation soit invariant
vis a vis de 'action du groupe sur lui-méme induit que la matrice de covariance
de I'état est dégénérée, c’est a dire que ses p plus petites valeurs propres sont
nulles. En pratique, cela ne créé pas d’instabilité numérique car dans ce cas, il
est possible de montrer que lors de ’étape de mise a jour, la correction apportée
par le LG-IEKF se fait de maniere orthogonale au directions dégénérées.

Résultats sur données simulées pour un probléeme d’alignement de
poses de caméra Nous avons choisi de comparer le LG-IEKF aux algo-
rithmes de I’état de I'art sur un probleme d’alignement de poses de caméra.
Nous considérons 6 algorithmes différents :

— “Chaine” : simple composition des transformations observées entre deux

référentiels temporellement consécutifs

— “Euc-GN-LieAlg” : algorithme proposé dans [Agrawal 2006] (Agrawal et
al.)

— “LG-GN-Non-Invariant” : algorithme proposé dans [Govindu 2004] (Go-
vindu)

— “LG-GN” : algorithme LG-GN présenté dans la partie 3.4 ou ’'on minimise

2

(3.86)

3 s (2 )
2¥)

]
ij

— “LG-IEKF” : algorithme LG-IEKF Alg.3.2

— “LG-EKF” : algorithme LG-IEKF Alg.3.2 ou une seule itération lors de
I’étape de mise a jour est effectuée

Nous simulons des trajectoires circulaires (voir Fig.3.3) comportant N poses
de caméra. Les transformations relatives bruitées sont obtenues en utilisant le
modele génératif (3.78).
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Figure 3.2 — Temps de calcul et erreur résiduelle en fonction du nombre de
transformations absolues & estimer (V). Le nombre de transformations relatives
observées est fixé a N + n (pour cette expérience n = 30).

Afin de ne pas avantager le LG-IEKF par rapport aux autres algorithmes
([Govindu 2004], [Agrawal 2006] et LG-GN), ces derniers sont employés de
maniere incrémentale sur les données, ce qui permet de guider ’estimation et

réduit les chances de tomber dans un mauvais minimum local.

Tous les algorithmes ont été codés en Matlab et testés sur la configuration
suivante : core 15 4x2.27GHz, 4GB, Linux 64 bits.

Finalement, afin de comparer les résultats obtenus a la trajectoire simulée
de la caméra, nous devons aligner les estimés des poses des caméras avec les
vraies poses simulées. Pour cela, nous employons un LG-GN dans le but de

minimiser la somme des erreurs suivantes :

‘ 2

Hlogégg) (/MRXRRTWXZ-}lTW) (3.87)

L’erreur finale obtenue a l'issue de ce LG-GN pour chaque méthode ainsi que

les temps de calculs sont présentés en figure 3.2.

Les résultats montrent que le LG-IEKF produit des résultats sensiblement
meilleurs que ceux des algorithmes de 1'état de art [Agrawal 2006] et [Govindu
2004].
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En effet, la paramétrisation choisie dans [Agrawal 2006] crée des minima
locaux alors que I'approche de [Govindu 2004] qui ne tire pas complétement
partie de la géométrie du probléme (I'erreur considérée n’étant pas invariante)
tombe fréquemment dans un mauvais minimum local.

Comme nous nous y attendions, le LG-GN qui conserve toutes les données
au cours du temps produit des performances légerement meilleures que le
LG-IEKF qui “résume” l'information passée par une distribution normale
concentrée a chaque pas de temps. Cependant, le LG-IEKF a un temps de
calcul tres inférieur a celui du LG-GN.

Finalement, le fait de ne pas itérer I'étape de mise a jour (LG-EKF) dégrade
légerement les performances mais permet a nouveau un gain en termes de temps

de calcul.

3.5.7.3 Cas 2 : Estimation en présence de données aberrantes

Nous considérons maintenant le cas ou les observations contiennent des
données aberrantes et comparons les performances du LG-IEKF, muni du
fenétrage statistique avant chaque étape de mise a jour, aux algorithmes de
I’état de I’art capables de prendre en compte la présence de données aberrantes.

Comme nous le verrons dans les différentes expériences, les données aber-
rantes proviennent le plus souvent de structures identiques apparaissant plu-

sieurs fois dans l'environnement [Roberts 2011].

Etat de ’art  Plusieurs approches dédiées au débruitage de rotations relatives
en présence de données aberrantes ont été proposées. Ce probléme est appelé
synchronisation de rotations par la communauté mathématique et les solutions
proposées consistent souvent a minimiser un critere.

Dans [Bandeira 2012] et [Singer 2011], des relaxations spectrales du probléeme
sont proposées alors que [Boumal 2013b] utilise le résultat de ces approches
comme initialisation pour un algorithme d’optimisation de type région de
confiance du deuxiéme ordre sur variété Riemannienne.

[Wang 2013] présente un algorithme capable de retrouver exactement les
rotations absolues, lorsqu’une partie des observations ne sont pas bruitées.
Cet algorithme obtient de meilleures performances que [Singer 2011]. Dans
[Hartley 2011] et [Chatterjee 2013], deux approches itératives robustes visant a
minimiser des criteres basés respectivement sur la norme L1 et la norme L1-L2
sont proposés. Cependant, les fonctions minimisées possedent plusieurs minima
locaux et nécessitent donc une “bonne” initialisation.

Finalement, [Crandall 2011] propose une discrétisation de SO(3) et applique
un algorithme de type “Loopy Belief Propagation” (LBP).
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Les travaux de [Enqvist 2011}, [Jiang | et [Moulon 2013] traitent également
du probleme de débruitage de rotations relatives. Cependant, ces approches
sont spécifiquement dédiées a la topologie de SO(3) et leur généralisation a
d’autres groupes de Lie n’est pas directe.

A notre connaissance, une seule approche [Roberts 2011], permettant de
traiter du probleme générique du débruitage de transformations relatives en
présence de données aberrantes, a été développée. Il s’agit d'un algorithme de
type “Espérance Maximisation” (EM) ou des variables cachées, permettant de

classifier chaque donnée comme aberrante ou non, sont introduites.

Obtention des équations du LG-IEKF Afin d’appliquer le LG-IEKF,
nous faisons 'hypothese que les transformations observées entre deux référentiels
temporellement consécutifs (Z(;41); pour ¢ = 1...N — 1) ne contiennent pas de
données aberrantes.

Cette hypothese peut paraitre restrictive. Cependant, pour une séquence
d’images par exemple, elle est généralement vérifiée (voir partie 3.5.7.3 et
3.5.7.3).

Le LG-IEKF que nous employons dans cette partie est le méme que celui
utilisé dans la partie 3.5.7.2. Néanmoins, cette fois, nous effectuons un fenétrage
statistique, avec un seuil ayant une valeur égale a 99.9% de la p-valeur du X2,

avant chaque étape de mise a jour pour supprimer les données aberrantes.

Résultats sur données simulées pour un probleme d’alignement de
poses de caméra Nous comparons maintenant les performances du LG-
IEKF (avec fenétrage statistique) par rapport a celles des deux algorithmes de
I'état de 'art [Roberts 2011] et [Chatterjee 2013] sur un probleme d’alignement
de poses de caméra (groupe de Lie SE(3)).

L’approche de [Chatterjee 2013] est dédiée a SO(3) mais son extension a
SE(3) est directe.

Nous simulons des trajectoires circulaires (voir Fig.3.3) comportant N poses

de caméra. Chaque pose X; possede également un horodatage t; qui nous

Rrrue
permet de générer les observations de la fagon suivante :

Tout d’abord, une observation peut étre soit une donnée aberrante soit
une donnée non aberrante (sauf dans le cas ou les deux référentiels sont
temporellement consécutifs auquel cas, par hypothese, elle est obligatoirement
non aberrante). Nous modélisons la probabilité quune observation ne soit pas

aberrante comme :
P (Z;; non aberrant) = exp (—A [t; — ¢;]) (3.88)
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ou A est un parametre a fixer. Ce modele signifie simplement qu'un grand écart
temporel augmente la chance de produire une donnée aberrante. Apres avoir
tiré la classe d’une observation (aberrante ou non), nous tirons un échantillon
selon I'équation (3.78) pour une donnée non aberrante alors que la distribution
d’une donnée aberrante est modélisée par une distribution normale concentrée
sur groupe de Lie centrée avec une grande covariance.

Dans la figure 3.4, nous comparons les résultats du LG-IEKF (avec fenétrage
statistique) aux approches robustes de [Chatterjee 2013] et I'algorithme EM de
[Roberts 2011].

Les algorithmes [Chatterjee 2013] et [Roberts 2011] sont initialisés en
composant les transformations relatives temporellement consécutives comme
proposé dans leurs articles. Les parametres de ces algorithmes ont été optimisés
a la main, mais les résultats obtenus étaient en pratique peu sensible aux
changements de ces parametres.

Comme dans la partie 3.5.7.2, afin d’aligner les résultats avec la vérité
terrain, nous utilisons un LG-GN. Les erreurs résiduelles obtenues pour chaque
approche sont présentées en figure 3.4.

Nous pouvons voir que le LG-IEKF produit a la fois de meilleurs résultats
que [Chatterjee 2013] et que [Roberts 2011].

En effet, 'approche de [Chatterjee 2013] est basée sur une norme L1-L2 qui
permet de réduire I'influence des données aberrantes. Cependant, le probleme
minimisé posséde des minima locaux et 1’algorithme reste régulierement bloqué
dans un “mauvais” minimum local.

L’approche de [Roberts 2011} introduit des variables cachées permettant de
classifier chaque observation comme une donnée aberrante ou non. Cependant,
la classification obtenue a l'initialisation de I'algorithme est difficile & modifier
au cours des itérations car, dans ce formalisme, I’étape E de I’EM ne prend pas
en compte les erreurs d’estimation qui sont uniquement négligeables lorsque
N est petit. Par conséquent, beaucoup de données non aberrantes restent
classifiées comme aberrantes.

Contrairement a ces approches, notre algorithme classifie les observations
de maniere incrémentale tout en prenant en compte les erreurs d’estimation
par le biais de la matrice de covariance qui est également estimée.

Un exemple de résultat obtenu avec les trois différentes approches est
présenté en figure 3.3.

Résultats sur données réelles pour un probleme d’alignement de mo-
deles 3D partiels Nous comparons maintenant les performances du LG-
IEKF (avec fenétrage statistique) par rapport a celles des deux algorithmes de
I'état de I'art [Roberts 2011] et [Chatterjee 2013] sur un probléme d’alignement
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(a) Trajectoire simulée (b) Résultat pour [Chatterjee 2013]

(c) Résultat pour [Roberts 2011] (d) LG-IEKF

Figure 3.3 — Exemple de résultat pour un probleme d’alignement de poses de
caméra. Un coOne représente la pose d'une caméra, une ligne noire indique la
présence d’une observation non aberrante entre deux poses alors qu’'une ligne
grise en pointillés indique la présence d’une observation aberrante entre les
deux poses.
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Figure 3.4 — Erreurs résiduelles en fonction du nombre de transformations
absolues a estimer (V) pour lequel A = % et le nombre de transformations

relatives observées est fixé a BN + n avec n = 60.

de modeles 3D partiels (groupe de Lie Sim(3)). Les conditions de 'expérience
sont les suivantes : la caméra évolue autour de deux objets identiques qui sont
dupliqués dans I'environnement. L’objectif ici est d’estimer la trajectoire de la
caméra le plus précisément possible.

Afin d’estimer la trajectoire, nous commencons par couper la vidéo en
morceaux avec un facteur de recouvrement 1/2. Pour chaque morceau, nous
utilisons un algorithme de SLAM similaire & [Klein 2007] qui estime un nuage
de points 3D ainsi que les poses des caméras. Ensuite, pour chaque paire de
nuages de points 3D, nous estimons une similitude 3D avec un algorithme de
RANSAC suivi d'un LG-GN ce qui fournit une transformation relative que
nous allons utiliser comme observation dans le LG-IEKF. La covariance de
I'observation est obtenue en effectuant une approximation de Gauss-Laplace.

La difficulté du probléme provient du fait que deux objets identiques sont
présents dans la scéne. Par conséquent, a chaque fois que nous essayons d’aligner
le nuage de points représentant une partie d'un objet avec un nuage de points
représentant l'autre objet, cet alignement semble valide ce qui produit une
donnée aberrante.

Une fois les transformations absolues estimées, il s’agit d’aligner les différents
morceaux de trajectoire issus de l'algorithme de SLAM pour obtenir une
trajectoire globale.

Dans le but de comparer les résultats quantitativement, nous avons manuel-
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lement annoté chaque observation comme étant une donnée aberrante ou non.
Afin de juger de la qualité de la reconstruction, nous avons fait en sorte que la
pose de la caméra soit la méme au début et a la fin de la vidéo.

Dans la figure 3.5, nous comparons les résultats obtenus avec les trois
approches différentes.

D’un c6té, nous remarquons qu’a la fois [Roberts 2011] et [Chatterjee 2013]
n’ont pas été capables d’estimer correctement les transformations globales
car, pour ces deux méthodes, la premiere et la derniere pose sont loin d’étre
superposées. De plus, nous pouvons voir que I'approche de [Roberts 2011] a
classifié de nombreuses données non aberrantes comme aberrantes. D'un autre
coté, le LG-IEKF muni du fenétrage statistique a parfaitement classifié les
données aberrantes et les données non aberrantes (voir Fig.3.5¢). De plus, la
premiere et la derniére caméra sont presque parfaitement superposées.

Résultats sur données réelles pour un probléeme de mosaique d’images

Nous comparons maintenant les performances du LG-IEKF (avec fenétrage
statistique) par rapport a celles des deux algorithmes de I’état de 'art [Roberts
2011] et [Chatterjee 2013] sur un probléeme de mosaique d’images (groupe de
Lie SL(3)).

Pour cela, nous avons pris 53 photos de feuilles de papier étalées sur
le sol formant un carré (voir Fig.3.6a) avec un smartphone. Ensuite nous
avons détecté et apparié des points d’intérét et calculé une homographie entre
toutes les paires d’images a l'aide d’un algorithme de RANSAC suivi d'un
LG-GN ce qui nous donne des transformations relatives que nous allons utiliser
comme observations dans notre LG-IEKF. Les covariances des observations sont
obtenues en effectuant une approximation de Gauss-Laplace. Certaines feuilles
de papier sont dupliquées ce qui donne lieu a de nombreuses transformations
relatives aberrantes. Pour ce jeu de données, il y a 65% de données aberrantes
(voir Fig.3.6b).

Remarquons que pour ce jeu de données, la transformation relative entre
I'image 43 et 'image 44 n’est pas disponible. A la place, nous utilisons la trans-
formation relative entre 'image 43 et I'image 45 lors de ’étape de propagation
du LG-IEKF.

Dans la figure 3.6, nous comparons les résultats obtenus avec les trois
approches différentes.

D’un c¢bté, I'approche de [Roberts 2011] classifie & nouveau de nombreuses
données non aberrantes comme aberrantes puisque les erreurs d’estimation
de sont pas prises en compte lors de I’étape E de ’EM. Par conséquent, les
transformations absolues sont mal estimées (voir Fig.3.6¢).

D’un autre c6té, le LG-IEKF muni du fenétrage statistique a parfaitement
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(a) Exemple d’images de la séquence vidéo. La pose de la caméra au début et a la

fin de la vidéo est la méme.

indice de la scéne

indice de la scene
(b) Vérité terrain : matrice de classification | (c) [Chatterjee 2013] : trajectoire estimée
des données aberrantes annotée manuellement
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estimée

Figure 3.5 — Résultats pour le probléeme d’alignement de modeles 3D partiels :
dans une matrice de classification des données aberrantes, un pixel blanc
indique une donnée non aberrante, un pixel gris indique une donnée aberrante
et un pixel noir indique qu’il n’y a pas d’observation. Concernant la trajectoire
estimée de la caméra, la pose de la caméra pour lere image de la vidéo est
représentée par un cone rouge foncé, alors que la derniere est représentée par
un cone rouge clair. Dans la trajectoire réelle, la pose de la caméra au début et
a la fin de la vidéo est la méme. En pratique, la premiere et la derniere pose
estimée devraient donc parfaitement se superposer.
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(a) Exemples d’images a partir desquelles nous voulons créer la mosaique

10

.20 30 40
indice de I'image

(b) Vérité terrain : (gauche) matrice de classification des données aberrantes annotée
manuellement, (droite) vue de dessus de la scéne

10

.20 30 40 50
indice de I'image

(c) [Roberts 2011] : (gauche) matrice de classification des données aberrantes, (droite)
mosaique

0o 20 30
indice de I'image

(d) LG-IEKF : (gauche) matrice de classification des données aberrantes, (droite)
mosaique

Figure 3.6 — Résultats pour le probleme de mosaique d’images : dans une
matrice de classification des données aberrantes, un pixel blanc indique une
donnée non aberrante, un pixel gris indique une donnée aberrante et un pixel
noir indique simplement qu’il n’y a pas d’observation.
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classifié les données aberrantes et les données non aberrantes et produit une
mosaique visuellement trés proche de la vérité terrain (voir Fig.3.6d).

L’approche de [Chatterjee 2013] n’a pas pu étre employée sur ce probléme
pour cause d’instabilité numérique.

3.6 Lisseur de Rauch—Tung—Striebel

Le lisseur de Rauch—Tung—Striebel est considéré comme une méthode de
référence dans le domaine de ’estimation non linéaire de parametres euclidiens
a partir d’observations elles-mémes euclidiennes. Ce lisseur est construit sur la
sortie d’un filtre de Kalman, c’est a dire qu’il permet de corriger les estimés issus
du filtre de Kalman en incluant I'information contenue dans les observations

venant du futur.

Ainsi, pour appliquer ce lisseur, il faut tout d’abord parcourir les données
dans le sens “direct”, c’est a dire de l'instant £ = 1 a U'instant k =T (ou T est
la durée de la fenétre d’observation), en leur appliquant un filtre de Kalman.
Le lisseur, qui fonctionne a rebours, c¢’est a dire de I'instant £ = T a l'instant
k = 1, peut alors étre appliqué. Par conséquent, a l'issue du lisseur, ’estimé
de I'état au temps k ne tient pas seulement compte des observations passées
21,...,2; mais de toutes les observations contenues dans la fenétre d’observation
21yeens 2T

Dans ce sous-chapitre, nous proposons d’étendre cette approche au cas
ou I’état et les observations évoluent sur des groupes de Lie, en utilisant les
outils présentés dans les sous-chapitres précédents, a savoir I’approximation
de Gauss-Laplace intrinseque et 1'algorithme d’optimisation de Gauss-Newton
intrinseque.

3.6.1 Rappels sur le lisseur de Rauch—Tung—Striebel sur

espace euclidien

Le lisseur de Kalman étendu, également connu sous le nom de lisseur de
Rauch-Tung—Striebel étendu (RTS) [Sarkka 2013] est un lisseur dédié aux
systemes non linéaires. L’objectif de ce lisseur est de récursivement approcher
la distribution a posteriori p (zg|z1, ..., 2r), par une distribution normale mul-
tivariée, ou z, € RP est ’état que nous souhaitons estimer a l'instant k et
21 € RY est 'observation disponible a I'instant [. Pour ce faire, la forme des
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distributions suivante est supposée :

X
p(xk+17xk|ZI:T) :NR2P ([ k+1 ] : [ 41k

T, fk | Py Ff P
(3.89)
P (Trg1]216) = Neo (SUkH; Pk Prsie = By + FkPk\kaT) (3.90)

qui correspondent & la sortie de 1’étape de propagation de 'TEKF (ou de 'EKF)
respectivement avant et apres marginalisation. Nous supposons également
connaitre la sortie du lisseur a I'instant &+ 1 (le lisseur marche & rebours, c’est
a dire qu'il part de I'instant 7" pour arriver a I'instant 1) :

p (Ik+1|21:T) = Ng» ($k+1; MEk+1|T Pk—i—l\T) (3-91)

Par conséquent, a l'instant £ =T — 1, le lisseur utilise la sortie de I’étape de
mise & jour de I'TEKF (ou de 'EKF) qui a la forme :

p (vr]217) = Neo (ﬂfT; KT, PT\T) (3.92)

Le Lisseur RTS étant fondé sur la sortie d’'un filtre de Kalman, il suppose les

mémes modeles de propagation et de mise a jour que ce dernier (voir paragraphe
3.5.1).

Alors que la maniére classique d’obtenir les équations du RTS est de li-
néariser le modele de propagation [Sarkka 2013], il est possible d’utiliser une
approximation de Gauss-Laplace en se fondant sur les propriétés de Markov du
modele :

p (@1, xklzir) = p(@k|Thsr, 217) p (T |217)
= p(@k|Try1, 21k) P (Trga|217)
P (Thy1, Thl210)

= T 21 3.93
p($k+1|21:k) p( k+1| 1-T) ( )

Ainsi en utilisant un algorithme de Gauss-Newton pour trouver le mode de
(3.93), suivi d’une approximation de Gauss-Laplace pour la covariance et d’une

marginalisation de x, 1, il est possible d’aboutir aux expressions du lisseur.

3.6.1.1 Algorithme RTS

L’algorithme RTS est présenté ci-apres :
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Algorithme 3.3 RTS

Entrée : pyk, Prk Hkr1ikr Perik osrr1ry Peyr

Sortie : pigr, Py

Ly = Pk\kaTPk_Jrluk

BT = Pk + (Lk (#k+1|T - Nk+1|k)>
Py = Py + Lk, (Pk+1|T - Pk+1|lc) L

Cet algorithme, qui est considéré comme une méthode de référence dans
le domaine de l'estimation non linéaire, est restreint au cas ou l'état et les
observations évoluent sur des espaces euclidiens. Dans la suite de ce paragraphe,
nous proposons d’étendre cette approche au cas ou I’état et les observations
évoluent sur des groupes de Lie.

3.6.2 Modele proposé

Afin de généraliser le lisseur RTS aux groupes de Lie, il convient de généra-
liser les hypotheses du lisseur euclidien afin de prendre en compte le fait que

I’état évolue sur un groupe de Lie.

Ainsi, nous proposons d’approcher récursivement la distribution a posteriori
P (Xk+1, Xg| Z1.7), non plus par une distribution normale multivariée, mais par
une distribution normale concentrée sur groupe de Lie, ou X € G est I'état
que nous souhaitons estimer a 'instant k et Z; € G’ est 'observation disponible
a I'instant [.

De plus, au lieu d’étre fondée sur la sortie d’un filtre de Kalman euclidien
(IEKF ou EKF), le lisseur que nous développons utilise la sortie du LG-IEKF
(ou du LG-EKF) présenté dans la premiere partie de ce chapitre.

Les propriétés de Markov sont les mémes que pour le LG-IEKF (voir para-
graphe 3.5.2), a savoir un modele markovien sur I'état X, € G, I'observation Zj
dépend uniquement de I’état courant X, et est conditionnellement indépendante

des autres états sachant I’état Xj,. Ainsi, nous avons :

p (Xk+1, Xk\ZLT) = (Xk’XkJrla Z1;T)p (Xk+1’21:T)

p
= p(Xg|Xkt1, Z1) p (X1 | Z11)
p

<;<k+17‘<k"21:k‘)
()er+1’ Zl;k) D ( k‘+1‘ l.T) ( )

Nous supposons que les trois distributions qui interviennent dans (3.94) ont la
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|

(3.95)
P (Xpi1|Z1g) = NE (Xk+1; Pitilk, Prpre = Ri + FkPk\kaT) (3.96)

forme suivante :

Peyie  FrPug
Py FEl Py,

)

X ||t

X
P (X1, Xel Z1a) = M ([ k1 } . [ [k-+1]k

Ces deux premieres distributions correspondent a la sortie de I’étape de propaga-
tion du LG-IEKF (ou LG-EKF) respectivement avant et apres marginalisation.
Nous supposons également connaitre la sortie du lisseur a Uinstant k& + 1 (le
lisseur marche a rebours, c’est a dire qu’il part de 'instant T" pour arriver a
I'instant 1) :

p (Xis1|Z1r) = NE (Xk+1; Hk41|Ts Pk+1\T) (3.97)

3.6.3 Solution proposée

Nous proposons d’ajuster une distribution normale concentrée sur groupe
de Lie sur la densité de probabilité (3.94) a I’aide d’une approximation de
Gauss-Laplace intrinseque, suivi d'une marginalisation de X1 (voir annexe A).
Sous I'hypothese de Gaussienne concentrée, I'opposé du logarithme de (3.94)
est :

log?, (X bye) 1|

log, (Xkulzlk)

(X X)) =
e 2 H[ Peiye  FrPug

Py Fil Py
B 2 B 2
- Hlogé (Xk+lﬂk-|l-l|k) Peiupe + Hlogé (Xk+1ﬂk-|l-1\T> Peonr (3.98)
2
logl; (X1t 1)
log, (Xk:+1,u1;i1\k)
logé (Xlﬁ-lﬂi;iuT) ¢
ou
Peyie  FrPrx 0 0
P.Fl P 0 0
S (3.100)
0 0 — Pk 0
0 0 0 Py

Afin de trouver {Xkﬂ, )A(k} = argmin {/ (Xx41, Xx)}, nous proposons d’ap-
Xi+1,Xk
pliquer un LG-GN.
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3.6.4 Application du LG-GN

Nous commencons par linéariser le terme a l'intérieur de la norme de (3.99)

en X; = X} et X}, = XJ,;. Nous verrons par la suite, qu’il convient de

prendre pour valeurs initiales X} = i et X1 = pepayr.

Pour cela, nous définissons :
Lk
041 = logg (Xk+luk+1\k>

o7 =logé (Xtigy)
!
5kf1 = logg, (Xk+1ﬂk+1\T)
En utilisant (1.33) nous obtenons :

log, (exp@ (6,1111/1) Xk+1/%+1|k) ~ 52_’; + va (52i1> 511;11/1

logY, (eXpG ((5z+1/l> Xliﬂ/?iuk) ~ 6% 4 o (55 k) 5l+1/l

log; (eXPG (55;11”) Xk+1/~‘k+1|T) = 5554{1 + e (5Ilcfl> ‘511;11/1

Le nouveau probléeme que nous cherchons a résoudre s’écrit alors :

1k 1k 1+1/1 |2
01 T ¢c (041 51;1/ ,
RS o B
1,k 1,k I+1/1 - ||% l 1+1/1
o1+ ¢a 5k+1) 51:;1/ o ¢
1T LT\ ol+1/1
Ops1 + ¢a (5k+1) 51;-11/ ¢
ou "
YG ((5k7+1) 0 M 0
7 0 e (@ik) |1 0 S
| = —
Yac 5115-]?1 0 M 0
$ e 55511 0 L0

avec M = ¢g ((52’%), S = ¢ ((52’]“), L= ¢q (52?0 et

0k
oLF
0
0kt

e =
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La solution de (3.107) s’écrit alors :

sl .
5’;111/1 =—(Jretn)  Jlele (3.110)
k
ou ) X
R; —R;'F,
T p—1 T p—1 -1
—-P
k+1|k
Pl

Nous allons maintenant chercher a expliciter le calcul de (3.110). Pour cela,

-1
nous allons commencer par calculer le terme (JZT Qf_lJl) ainsi que le terme

JF'& te;. Nous montrerons ensuite comment calculer I'incrément 6,2111/ ! puis
I'incrément (55:1/ g
-1
3.6.4.1 Calcul de (J/'€1J,)
-1
Calculons l'inverse de chaque bloc de (JZT 03_1J1> :
~ ~ ~ _ -1
<JT€f1Jl)_l = M (Rk = Pk+11|k) M+ ETPk+l1|T£ _MTRk 'FiS
: ~STFT'R;*M ST (FIRy'Fi+ Pgi) S
(3.112)
Il est possible de montrer que (voir annexe G.6) :
Te—1 7\ !
(e tn) =
LA P LT LA P LT MILLS™T
STLML Popyr L™ SV (P + Lic (ML Peaar£7TMT = Popay) L) 877
(3.113)
ou
Ly, = P Pl (3.114)
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3.6.4.2 Calcul de J'¢ ¢

D’apros (3.108) et (3.111) :

MTR! ~M"R'F, ~MTPCLy LTy

JT@*I —
Lo ~STFIR;" ST (FIR;'Fy + Py} 0 0

M (Rt = Poly) ok, — MTRIFO + £ Pl 80T,
—STFI R0 + ST (FE RS Fy + Pt ) 6

3.6.4.3 Calcul de ;"""

Supposons que X}, = pg17, alors d’aprés (3.103) 52{1 =0et £L=1d
En utilisant (3.110), (3.113) et (3.115), nous obtenons alors :

55:;11/1 = —Per (MT (Rz?l - Pk_-i—ll\k:) 5ll~£i1 - MTRllekéli:’k>
= Popyr MTLES ST (—FI R + (FE R Fy + Pyt o)
= —Prpyr (MT (REI - Pk_—i-ll\k) 512’{?1 - MTRIZIFk‘Si’k>
— PoprMULE (=FI RS + (FURS B+ Pl) 67%) - (3.116)
En réunissant les termes communs, nous avons :
1+1/1 - - “1\ bk
Ot = —Per M (R = Ply) — LEFE R ) 6

+ (=Ry'Fy+ LY (FI Ry Fio+ P ) ) o) (3.117)

D’aprés (G.12) le terme en 6;%, est nul. Et d’aprés (G.16) le terme en 8" est

nul aussi. Donc en initialisant X}, = ju11/7, nous avons montré que :
st =0 (3.118)
pour tout [. Par conséquent : 52{1 =0et £L=1d
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3.6.4.4 Calcul de 5L+1/l

En utilisant (3.110), (3.113) et (3.115), et le fait que 5,2{1 =0et L= 1Id,

nous obtenons :

S _ g (Lk/\/lPkHTMT (Rkl — (Re+ FkPkkaT)l)
- (Pk\k + Ly, (MPk+1|TMT - Pk+1|k) Lf) F,ngl) O
~87 (— LiMPyyr M Ry Fy
+ (Pae + L (MPryeM” = Peya) Lf) (FL R Fi + P i(B)atd)

Il est possible de montrer que (voir annexe G.7) :

S = STk, (3.120)

3.6.5 Algorithme LG-RTS

En initialisant X}) = gk, et X1 = g1y, nous avons obtenu (3.118) et
(3.120) :

52111/1 - _ (JT@*IJl)il JTQEflel
5’l€+1/l ! I

0
3.121
S (Lrdgty — 6) ] (3121)

Or par définition :
1
S _ JogY, (X,’jl (x1) ) (3.122)

et
5k+1 logg; (Xilc+1ﬂl;i1|k) = logg; (HJHMTPJ/;LUC) (3.123)

donc nous avons :
5f€+1k log, (X,ljlu,;é)
= togl, (X (X1) ™" Xhy)
= log/}, (expg (5 +1/l> expy (52]“))
~ 6 4 o (51 k) 5l+l/l
= opF + 85,7
=5 +8 (=87 (~Ledit, + 6.F))
= Lo, (3.124)
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Ce qui nous donne
Xt = expg (Ludil) e
= oxpfy (Lilog; (pkrritytye) ) e (3.125)

La solution est obtenue apres une seule itération et nous avons donc :
X} = expj (Lklogé (“kHITﬂl;iuk)) Ju (3.126)

On pose alors pyr = Xj. Concernant la covariance, une approximation de
Gauss-Laplace suivie d'une marginalisation de Xy, nous indique que Py peut

étre approché par le bloc inférieur droit de (3.113) :
Pyr=D'=8"" (Pk|k + Ly (Mpk-',-l\TMT - Pk+1|k> Lf) s (3127

L’algorithme présenté dans la partie précédente est appelé lisseur de Rauch-
Tung-Striebel sur groupe de Lie (LG-RTS).
L’algorithme LG-RTS est résumé ci-apres :

Algorithme 3.4 LG-RTS

Entrée : pyk, Prk, Mk Prrijer Brr1ry Peyayr

Sortie : pgr, Py

Ly, = Peibi Py
HkjT = eXpgy (Lklogé @""*“Tﬂﬁl\k)) it
Pyp =871 (Pk\k + Ly (Mpk+l|TMT - P’f“"f) L%) st

3.6.5.1 Une généralisation du RTS

Dans le cas spécifique ou G, le groupe de Lie sur lequel évolue I'état X est
un espace euclidien, alors ’algorithme LG-RTS se réduit au RTS. Cela vient
du fait que le modele proposé (voir paragraphe 3.6.2) se réduit alors au modele
du RTS (voir paragraphe 3.6.1) puisque la distribution normale concentrée sur
groupe de Lie devient une distribution normale multivariée.

Les mémes remarques que celles effectuées concernant les différences entre
la mise a jour du LG-IEKF et celle de 'IEKF peuvent étre faites.

En effet, dans 1’équation du lissage de la covariance (3.127), les matrices
M = pq (logé (#kJrl\Tﬂl;l-l\k))’ S = dq (logé (/LMT/L,;“lc)) effectuent des
reparamétrisations de la covariance (voir paragraphe 1.2.2). Détaillons ces

reparamétrisations.

128



3.6. Lisseur de Rauch—Tung—Striebel

La matrice Pyyq)7r a un sens vis a vis de jiy4qr alors que Py, a un sens
vis a vis de pig41)x. Ainsi, pour pouvoir soustraire Pyy1 a Pyiqr, le LG-RTS
transforme d’abord P4 r avec la matrice M afin que Py ait également un
sens vis a vis de i)k

La covariance finale Py doit avoir un sens vis a vis de pu,r, or le terme Py, +
L, (MP;CH\TMT — Pk+1|k> LT aun sens par rapport a [k~ Par conséquent, ce
terme est reparamétré par la matrice S~! afin qu'il ait un sens (voir paragraphe
1.2.2.2) non plus vis & vis de fi), mais de la moyenne lissée fug7.

Remarquons finalement que, comme le LG-IEKF, au lieu d’un incrément
additif (“+”), le LG-RTS utilise un incrément faisant intervenir “expg”. De la
méme maniere, au lieu de considérer une erreur euclidienne (“—7), le LG-RTS
emploie I'application “log,”.

En ce sens, le LG-RTS peut donc étre vu comme une généralisation du
RTS.

3.6.6 Application du LG-RTS sur un probleme de lis-
sage de la trajectoire d’une caméra

Nous avons choisi d’évaluer les performances du formalisme proposé par
rapport a celle du LG-EKF sur un probleme d’estimation de la trajectoire d'une
caméra. L’objectif est d’estimer la pose C}, € SE(3) de la caméra en considérant
un modele de propagation ou I'accélération est un bruit blanc Gaussien :

Ck;+1 = engE(?)) (UkAt) Ck- (3128)

Par conséquent, la vitesse de la caméra v € RS est également estimée. Elle est

décrite par le modele suivant :
Vi1 = Vg + Ny (3129)

oul ny est un bruit blanc Gaussien centré de covariance R, .
L’état X} que nous estimons évolue donc sur le groupe de Lie G = SE(3) x
RS. Nous supposons que O}, est directement observé mais uniquement disponible

un pas de temps sur 5 :

ol wy, est un bruit blanc Gaussien centré de covariance ).

Les algorithmes LG-EKF et LG-RTS appliqués a ces modeles sont présentés
en annexe (voir Alg.H.2, Alg.H.3 et Alg.H.6).

Dans nos simulations, At = 0.1, R,, = diag(0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1) et
Qi = diag (1075,107%,1076,1073,1073,1073).
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LG-EKF | LG-RTS
EQM (norm.unit) 55.7 30.5

Tableau 3.1 — Erreur Quadratique Moyenne sur la pose (position et orientation)
C NN
de la caméra : + >N, HloggE(?)) (Cgst""@ (Cpravy 1) H (100 trajectoires)

05  — LG-RTS
< LG-EKF
=)
o 0 LD Sy D R T e N P N e N
5 \/
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5 05F
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Figure 3.7 — Erreur d’estimation de la position de la caméra sur une trajectoire

La figure 3.7 représente l'erreur d’estimation de la position de la caméra
pour une trajectoire. Le tableau 3.1 représente l'erreur quadratique moyenne
de la pose de la caméra (position et orientation). Comme nous pouvions nous
y attendre, pour cette application, le fait de prendre en compte l'informa-
tion du futur, comme le fait le LG-RTS, permet d’améliorer sensiblement les
performances du LG-EKF.

Cette combinaison des deux algorithmes, a savoir appliquer le LG-EKF pour
filtrer la trajectoire puis employer le LG-RTS pour lisser la trajectoire filtrée,
sera employée dans le chapitre suivant au sein d’un lisseur Rao-Blackwellisé

destiné a estimer la trajectoire d’une caméra sur données réelles.
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3.7 Résumé des contributions et conclusion

Dans ce chapitre, nous avons établi un lien entre I’algorithme de Gauss-
Newton intrinseque et le filtrage/lissage de Kalman sur groupe de Lie via
I’approximation de Gauss-Laplace. En exploitant ce lien, nous avons montré
comment obtenir une généralisation du filtre Kalman étendu itéré aux groupes de
Lie. Nous avons désigné ce nouvel algorithme LG-IEKF. Nous avons également
proposé une généralisation du lisseur de Rauch-Tung-Striebel aux groupes de
Lie appelée LG-RTS.

Les performances du LG-IEKF ont été illustrées sur des problemes de
débruitage de transformations relatives a la fois sur données synthétiques mais
également sur données réelles. Finalement, 'intérét du LG-RTS a été démontré
sur le probleme du lissage de la trajectoire d’'une caméra ou la prise en compte

de I'information future a permis d’améliorer sensiblement la sortie du LG-IEKF.
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Cartographie et localisation a partir d’'une caméra
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4.1 Introduction

Etre capable d’estimer la position et l'orientation d’'une caméra dans un

environnement préalablement cartographié a partir de 'information contenue
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dans son flux vidéo est devenu un probleme central dans diverse applications,
allant des services basés sur la localisation, aux véhicules autonomes, en passant
par la reconnaissance d’activités [Gonzalez D 2013].

Afin de répondre a ces besoins, dans ce chapitre, nous proposons tout d’abord
une méthode permettant de cartographier automatiquement ’environnement a
partir d’une vidéo d’apprentissage. Dans une seconde partie, nous décrivons
une technique de localisation, reposant sur la carte de ’environnement ainsi
obtenue, capable d’estimer la trajectoire d’'une caméra uniquement a partir de
son flux vidéo.

Que ce soit dans le contexte de la cartographie a partir d’'une caméra mono-
culaire ou bien dans le contexte de la localisation de cette caméra monoculaire,
nous verrons que nous serons amenés a estimer des parametres évoluant sur
des groupes de Lie. Nous mettrons donc a profit les concepts et algorithmes
présentés dans les chapitres précédents.

4.2 Cartographie a partir d’une caméra mono-

culaire

4.2.1 Introduction

Cette partie est consacrée a la cartographie d’un environnement a partir
d’une vidéo d’apprentissage issue d’une caméra monoculaire. Avant d’aller plus
loin, il convient de préciser ce que nous entendons par “cartographie”. Dans
notre contexte, ce terme signifie : estimation conjointe de la trajectoire de la
caméra et de 'environnement dans lequel elle évolue (VSLAM en anglais pour
Visual Simultaneous Localization And Mapping). Cette approche conjointe
est indépendante de I'objectif final (reconstruire I’environnement ou estimer la
trajectoire de la caméra). En effet, si on souhaite reconstruire 1’environnement
a partir des images de la vidéo, alors les poses des caméras doivent étre
préalablement estimées. Si au contraire ’objectif est d’obtenir la trajectoire
de la caméra dans I’environnement, alors ce dernier doit étre connu. Dans les
deux cas, une approche d’estimation conjointe est nécessaire.

Ce probleme du VSLAM est central en vision par ordinateur. En effet,
de nombreuses applications, telles que la localisation d’une caméra [Sattler
2011; Li 2012] ou encore la réalité augmentée, supposent qu'un modele de
I’environnement a été préalablement reconstruit. Par conséquent, étre capable
de fournir un modele précis de I’environnement est une condition sine qua non
au bon fonctionnement de ces applications.

Des algorithmes de VSLAM, dédiés aux caméras stéréoscopiques, a la fois
robustes, précis et capables de reconstruire de larges environnements ont été
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proposés il y a quelques années [Konolige 2008 ; Mei 2009]. Cependant, ce type
de caméra est encore peu répandu par rapport aux caméras monoculaires qui
sont notamment présentes sur les smartphones. Ainsi, dans ce sous-chapitre,

nous nous intéressons au probleme du VSLAM monoculaire.

La principale difficulté du VSLAM monoculaire vis a vis du VSLAM stéréo-
scopique réside dans le fait que I’échelle de la scene n’est pas observée. Illustrons
des a présent cette difficulté. Prenons le cas d’une caméra monoculaire évoluant
dans un environnement urbain. En visionnant la vidéo issue de cette caméra, il
n’est pas possible de savoir si la caméra évolue dans une maquette d’une ville
ou les batiments font quelques centimetres de hauteur, ou bien s’il s’agit d’une

ville réelle auquel cas les batiments font plusieurs metres d’envergure.

N’ayant aucune information supplémentaire nous informant sur I’échelle
de la scene, il est courant que, lors de la reconstruction de ’environnement,
I’échelle d’'une partie de la scéne soit différente de 1’échelle d’une autre partie.
On parle alors de dérive de l’échelle de la scéne. Par exemple, si une caméra
filme une rue, ou toutes les maisons sont identiques, en commencant au numéro
1 et en terminant au numéro 100, alors les maisons reconstruites numéro 1 et
numéro 100 peuvent avoir des tailles totalement différentes. Aucune information
ne contraint explicitement les reconstructions des maisons 1 et 100 a avoir la
méme envergure.

Une maniere d’ajouter une information permettant de réduire cette dérive
de I’échelle consiste a détecter les fermetures de boucles, c’est a dire les moments
ol la caméra revient dans un endroit qu’elle a déja visité. Le fait de fermer les
boucles permet ainsi d’ajouter 'information selon laquelle différents instants
de la vidéo observent la méme scene et ont donc la méme échelle, réduisant par
la méme occasion la dérive de 1’échelle entre ces instants.

Cependant, un grand environnement présente en général des endroits qui se
ressemblent fortement (comme des bureaux par exemple, ou encore des couloirs).
Dans ce contexte, de fausses fermetures de boucles peuvent étre calculées
(indiquant par exemple que la caméra a visité deux fois le méme bureau alors
qu’il s’agit de deux bureaux, certes similaires, mais situés a deux endroits
différents dans l’environnement) conduisant a une carte de I’environnement
erronée.

Dans cette partie, nous proposons un algorithme de VSLAM monoculaire a
la fois robuste et capable de cartographier de longues séquences vidéo, tout en
fermant les boucles.

Afin de cartographier I’environnement, notre méthode reconstruit tout
d’abord des sous-cartes, c¢’est a dire des morceaux de la trajectoire de la caméra
et de 'environnement, a 1’aide d’'une méthode basée sur ledit Probleme des
Orientations Connues [Olsson 2010]. L’idée de construire notre algorithme de
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reconstruction autour du Probléme des Orientations Connues provient du fait
que, dans le domaine de la reconstruction a partir d’images non ordonnées
[Moulon 2013], ce formalisme a conduit & ’élaboration des méthodes fournissant
actuellement les résultats de ’état de 'art. La qualité des résultats obtenus
est principalement due au fait que la reconstruction de la scene s’effectue alors
de maniere globale et non pas de maniére incrémentale (voir [Moulon 2013])
réduisant ainsi la dérive de 1’échelle de la scene a I'intérieur de chaque sous-carte.

Dans le but d’obtenir une reconstruction complete de ’environnement, il est
nécessaire d’aligner les sous-cartes tout en prenant garde a ne pas prendre en
compte les fermetures de boucles aberrantes. Pour ce faire, nous construisons
un graphe de similitudes 3D calculées entre les sous-cartes qui représentent
les fermetures de boucles. Afin de détecter et supprimer les fermetures de
boucles aberrantes, nous proposons un algorithme a la fois simple et efficace
reposant sur un test statistique sur le groupe de Lie des similitudes Sim(3).
Finalement, dans le but d’obtenir une méthode capable de reconstruire de
larges environnements, nous développons une approche de type Propagation de
Croyance (LBP en anglais pour Loopy Belief Propagation) capable d’aligner

un nombre important de sous-cartes efficacement.

Ce découpage en deux grandes étapes consistant a reconstruire des sous-
cartes puis a les aligner va permettre, comme nous allons le voir, d’obtenir
une solution au probleme du VSLAM monoculaire, a la fois calculatoirement
efficace et capable d’opérer dans des conditions difficiles ot les algorithmes de

I’état de 'art rencontrent des difficultés.

4.2.2 Etat de l’art

Le probleme du VSLAM monoculaire a été étudié depuis plus de vingt ans.
Ainsi, un état de I'art exhaustif est difficilement réalisable. Ici, nous proposons
plutét une description des méthodes les plus récentes et nous mettons 'accent
sur leurs différences vis a vis de la méthode que nous proposons. Le lecteur
pourra se référer a [Eade 2008 ; Strasdat 2012] pour un état de l'art plus large
sur le sujet.

La grande majorité des approches récentes, ainsi que celle que nous propo-

sons, sont constituées de deux principaux modules.

1. Un module d’odométrie visuelle (VO en anglais pour Visual Odometry)
qui permet d’estimer les poses de caméra ainsi que le modele 3D a partir
de plusieurs images consécutives de la vidéo. Dans [Clemente 2007] et
[Eade 2008 ; Eade 2007], le module de VO construit des sous-cartes en
utilisant respectivement un filtre de Kalman et un algorithme d’ajustement

136



4.2. Cartographie a partir d'une caméra monoculaire

de faisceaux ' [Engels 2005] (BA en anglais pour Bundle Adjustment)
incrémental. [Strasdat 2010a] ne construit pas explicitement de sous-cartes
mais emploie un BA incrémental avec une fenétre glissante comprenant
les dix dernieres images clés de la vidéo. Finalement, dans [Engel 2014],
une approche semi-dense est utilisée pour estimer la carte de profondeur
de chaque image clé. Par rapport aux approches de 1’état de I’art, nous
proposons un module de VO différent qui se base sur le Probleme des
Orientations Connues [Olsson 2010]. Cela nous permet d’estimer chaque
sous-carte globalement (c’est a dire de maniére non incrémentale) et
ainsi d’éviter une dérive de 1’échelle a I'intérieur de la sous-carte tout en
détectant et supprimant les données aberrantes grace a un programme
linéaire (LP en anglais pour Linear Programming).

. Un module de fermeture de boucles qui permet de réduire la dérive de
I’échelle. Pour ce faire, les fermetures de boucles entre les sous-cartes,
comme dans [Clemente 2007 ; Eade 2008] par exemple, ou bien directe-
ment entre les images clés comme dans [Strasdat 2010a; Engel 2014], sont
tout d’abord détectées. Puis, afin de prendre en compte ces fermetures
de boucles pour réduire la dérive de ’échelle, une fonction cofit, dont
les parametres estimés different selon les approches, est généralement
minimisée. Pour cela, [Clemente 2007] utilise un algorithme hiérarchique
proposé dans [Estrada 2005], [Eade 2008] emploie une descente de gradient
pré-conditionnée alors que [Strasdat 2010a] et [Engel 2014] se servent
d’'un algorithme de Levenberg-Marquardt. Il est important de remarquer
qu’aucune des approches précédemment citées n’est capable de gérer des
fermetures de boucles aberrantes, ce qui accroit fortement leurs chances
d’obtenir une reconstruction erronée, surtout dans un environnement
relativement grand. Par rapport aux approches de 1’état de I’art, nous
proposons un algorithme de propagation de croyance capable de gérer
un grand nombre de fermetures de boucles sans la nécessité d’une ini-
tialisation. De plus, nous proposons un algorithme simple et efficace de
détection de fermeture de boucles aberrantes.

Il convient de noter que la méthode proposée dans [Lim 2014] est proche de

celle décrite dans [Strasdat 2010a]. Cependant, plusieurs modifications ont été

apportées et ont permis d’obtenir les résultats de I’état de I’art sur la base de

données KITTI. Ainsi, dans la suite nous comparons notre méthode a celles de
[Lim 2014] et [Engel 2014].

1. Un algorithme d’ajustement de faisceaux consiste, a partir de correspondances entre
des points d’intérét présents dans plusieurs images, a estimer conjointement les poses des
caméras ayant capturé ces images et les coordonnées 3D des points d’intérét.
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Figure 4.1 — Architecture de VSLAM monoculaire proposée

4.2.3 Architecture de VSLAM monoculaire proposée

L’architecture de notre méthode de VLSAM monoculaire comporte 4 mo-

dules :
— sélection d’images clés
— reconstruction de sous-carte

— estimation de similitudes 3D relatives entre des paires de sous-cartes
(détection des fermetures de boucles)

— débruitage de similitudes 3D relatives (alignement des sous-cartes)

qui sont reliés entre eux comme présenté en figure 4.1. Nous présentons mainte-
nant chaque module individuellement.

Remarquons que nous nous plagons dans le cas ou la caméra a été préa-
lablement calibrée et les images rectifiées de maniére a ce que le modele de
caméra sténopé puisse s’appliquer. Ainsi, nous travaillons dans le plan focal et
non pas dans le plan image. Le lecteur qui n’est pas familier avec ces concepts
peut consulter [Hartley 2000].

4.2.4 Sélection d’images clés

Sélectionner des images clés parmi toutes les images de la vidéo est nécessaire
pour obtenir un temps de calcul raisonnable. Afin de réaliser cette sélection,
nous détectons et suivons des points d’intérét (Pol en anglais pour Point of
Interest) de Harris dans la vidéo a l'aide d’un algorithme de suivi de type
Lucas-Kanade [Lucas 1981].

La premiere image de la vidéo est une image clé par défaut. L’algorithme suit
ensuite les Pol dans les images suivantes, jusqu’a ce que la distance euclidienne
moyenne entre les Pol de I'image courante et ceux de I'image clé précédente
soit supérieure a un seuil (typiquement 5% de la largeur de 'image). Cela
nous permet donc de sélectionner peu d’images clés lorsque la caméra bouge
lentement et au contraire beaucoup d’images clés lorsqu’elle bouge vite.
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— Sous-carte
N (E;m (nuage de points 3D
cometie — et poses des caméras)
Epipolaire )
Estimation Ajustement
—» Géométrie [ De
Epipolaire Faisceaux
Images clés— : 4
. Débruitage Probleme
——— —» Orientations » Orientations
Em Relatives Connues
» Géométrie —
Epipolaire

Figure 4.2 — Architecture proposée pour la reconstruction d’une sous-carte

De plus, 'algorithme fonctionne pour tout type de mouvement de la caméra
(rotation pure, translation pure, etc.).

4.2.5 Reconstruction d’une sous-carte

Apres avoir sélectionné les images clés, nous définissons des groupes de L
images clés consécutives ayant un recouvrement d’un facteur % Cela signifie
qu’un groupe partage ses é premieres images clés avec le groupe précédent et
ses é derniéres images clés avec le groupe suivant.

Pour chaque groupe indépendamment, nous appliquons un algorithme de
reconstruction basé sur le Probléeme des Orientations Connues [Olsson 2010)]
pour obtenir un ensemble de sous-cartes. Le Probléeme des Orientations Connues
stipule que si I'on dispose des coordonnées de points d’intérét vus dans plusieurs
images ainsi que les orientations exactes de ces images, il est alors possible de
retrouver les positions 3D des points d’intérét ainsi que les positions 3D des
images en utilisant un programme linéaire. De plus, ’algorithme est capable,
dans une certaine mesure, de détecter et supprimer les coordonnées aberrantes
de points d’intéréts.

Une étape cruciale consiste donc a fournir les meilleurs estimés possibles
des orientations afin d’obtenir la reconstruction la plus fidele possible en sortie
du Probleme des Orientations Connues.

Remarquons que notre méthode de reconstruction de sous-carte est similaire
a celle proposée dans [Olsson 2011] & cela pres que dans notre cas, les images
que nous considérons sont temporellement consécutives, ce qui constitue un
avantage dont nous allons tirer parti. Une illustration graphique de notre
procédure de reconstruction de sous-carte est présentée en figure 4.2. Nous

décrivons maintenant notre méthode pour une sous-carte.
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4.2.5.1 Estimation de la géométrie épipolaire

Tout d’abord, les points d’intérét SURF [Bay 2006] sont extraits des images
clés. Ensuite les descripteurs de ces points SURF sont appariés entre des
paires d’images clés (nous ne considérons pas toutes les paires possibles, mais
uniquement un sous-ensemble, dans le but de conserver un coiit calculatoire
raisonnable). Cela permet de compléter 'information apportée par les points
de Harris (qui ont été suivis dans le module de Sélection d’images clés) et de
“fermer les boucles” a l'intérieur de chaque sous-carte.

Ensuite, pour chaque paire d’images clés considérées, les poses des deux
caméras ainsi que le nuage de points 3D sont estimés en couplant un RANSAC
avec un algorithme des 5 points [Nister 2004] suivi d’une triangulation des points
3D. Le résultat obtenu est utilisé comme initialisation d’'un BA, minimisant
I'erreur de reprojection des points 3D dans les deux images clés (qui peut
étre minimisée a 'aide d'un LG-GN ? par exemple), suivi d’une approximation
de Gauss-Laplace intrinseque afin d’avoir une estimation de l'incertitude des

parametres estimés.

4.2.5.2 Débruitage des orientations relatives

Nous pouvons maintenant récupérer les orientations relatives ainsi que leurs
covariances calculées a I’étape précédente afin d’estimer le plus précisément
possible les orientations absolues. Cette étape, que nous avons appelée débrui-
tage d’orientations relatives dans le chapitre précédent, peut étre résolue de
différentes manieres. Dans la suite de ce chapitre, nous présentons une solution
au probleme du débruitage de similitudes 3D relatives (Alg.4.1 et Alg.4.2) qui
peut étre directement appliquée pour des orientations (car une orientation 3D
est une similitude 3D avec une translation nulle et un facteur d’échelle de 1).
Par conséquent, nous sommes capables d’estimer précisément les orientations
3D tout en détectant les potentielles orientations relatives aberrantes.

4.2.5.3 Reconstruction 3D

Les orientations absolues étant estimées, nous employons un LP pour ré-
soudre le Probleme des Orientations Connues, ce qui nous donne la position 3D
de chaque pose de caméra ainsi que les positions des points 3D. Cette étape,
quant a elle, est rendue robuste aux correspondances aberrantes entre images
en utilisant le LP® proposé dans [Olsson 2010].

2. A chaque itération du LG-GN, afin de résoudre efficacement le systéme linéaire, il
est possible de tirer parti de la structure du probleme et d’utiliser le complément de Schur
[Konolige 2010].

3. Nous utilisons la librairie d’optimisation MOSEK pour résoudre chaque LP.
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Finalement, un BA est appliqué, utilisant comme initialisation la sortie du
LP et les orientations absolues placées en entrée du LP, suivi d’une approxima-
tion de Gauss-Laplace intrinseque. De cette maniere, la distribution a posteriori
de chaque sous-carte est approchée par une distribution normale concentrée

sur groupe de Lie.

Remarques concernant ’approximation de Gauss-Laplace intrinseque
appliquée au BA Dans le contexte du BA, le probleme que nous souhaitons
résoudre comporte 7 degrés de liberté (ddl) singuliers. En effet, appliquer une
similitude 3D a la fois au nuage de points 3D et aux poses des caméras ne
modifie pas la reprojection des points 3D dans les images. Par conséquent,
lorsqu’on souhaite appliquer une approximation de Gauss-Laplace intrinseque,
la pseudo-Hessienne, qui est de la forme J7X1J, est dégénérée de 7 degrés de
liberté.

Une facon d’obtenir la covariance des parametres dans ce cas [Morris 2001]
consiste a calculer la pseudo-inverse de la matrice JTX71J en utilisant une
décomposition en valeurs singulieres, ou les 7 plus petites valeurs propres sont
laissées a 0.

Remarquons cependant que cette solution aboutit a une matrice de cova-
riance singuliere.

Dans un contexte euclidien, cela ne poserait pas de probleme, car il est
possible de définir une distribution normale multivariée avec une matrice de
covariance singuliere en considérant la mesure de Lebesgue restreinte au sous-
espace non dégénéré.

En revanche, dans le cas d’un groupe de Lie, le fait de retirer des degrés de
liberté n’engendre pas en général un nouveau groupe de Lie. Par conséquent,
I'existence d’'une mesure de Haar invariante a gauche ou a droite, sur laquelle
est fondée la définition de la distribution normale concentrée, n’est dans ce cas
plus garantie.

D’un point de vue pratique, nous ne calculons jamais la covariance complete
mais seulement les covariances marginales des parametres. Les points 3D ayant
des directions dégénérées sont supprimés. Et les covariances marginales des
poses des caméras sont en pratique toujours de rang plein. Cette technique
nous permet d’obtenir un algorithme numériquement tres stable, capable de
quantifier 'incertitude des parametres estimés par le BA.

Cette méthode que nous avons proposée est capable de fournir une re-
construction précise d’une sous-carte en étant robuste a chaque étape aux
potentielles données aberrantes. Elle fonctionne méme dans des cas difficiles
ol la caméra effectue une faible translation ainsi que lorsque ’environnement

n’est pas parfaitement statique (voir partie 4.3.6).
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4.2.6 Estimation de la similitude 3D entre deux sous-
cartes

Apres avoir reconstruit chaque sous-carte indépendamment, nous souhaitons
les aligner pour avoir a la fois un nuage de points 3D de tout I’environnement
ainsi que la trajectoire complete de la caméra. Une maniere d’aligner les sous-
cartes est de commencer par calculer les similitudes 3D entre des paires de
sous-cartes, ce qui constitue I'objectif de cette partie, et d’ensuite chercher
a estimer les similitudes 3D absolues, ce qui constitue 1'objectif de la partie
suivante.

Une technique de type sac de mots [Sivic 2009] est tout d’abord appliquée
aux descripteurs SURF des points 3D de toutes les sous-cartes afin d’obtenir
un unique descripteur pour chaque sous-carte. Ensuite, pour chaque sous-carte,
nous essayons de calculer une similitude 3D entre cette sous-carte et ses 10
plus proches voisines. Ici plus proche voisine s’entend au sens de la somme des
valeurs absolues entre chaque composante des deux descripteurs. Ainsi, au lieu
d’essayer de calculer des similitudes entre toutes les paires de sous-cartes, cette
technique nous permet de réduire significativement le temps de calcul.

La similitude 3D entre deux sous-cartes i et j est obtenue de la maniere

suivante :

1. Les descripteurs SURF des points 3D (ces descripteurs ont été obtenus
en calculant la moyenne des descripteurs SURF des points 2D) des deux

sous-cartes sont appariés en utilisant un arbre k-d.

2. Un algorithme des 3 points [Umeyama 1991] combiné & un RANSAC
est ensuite appliqué pour estimer la similitude 3D. Cette similitude est
raffinée en minimisant la somme des erreurs euclidiennes pondérée par la
covariance des points 3D (estimée a la fin de la reconstruction de chaque
sous-carte) grace a un LG-GN. Finalement, une distribution normale
concentrée sur Sim(3) est ajustée en utilisant une approximation de
Gauss-Laplace intrinseque. Ainsi, en sortie de cette étape, nous disposons
d’une similitude 3D Z;; € Sim(3) entre le référentiel de la sous-carte j
et le référentiel de la sous-carte 4, de méme que la covariance ¥f; de cet

estimé.

4.2.7 Débruitage de similitudes 3D relatives

Etant donné les similitudes 3D relatives estimées comme décrit dans la partie
précédente, nous souhaitons maintenant estimer les similitudes 3D absolues
qui vont nous permettre d’aligner toutes les sous-cartes dans un référentiel

commaun.
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4.2.7.1 Sans données aberrantes

En supposant que les similitudes 3D relatives dont nous disposons ne
contiennent pas de données aberrantes, c’est a dire pas de fausses fermetures
de boucles, le probleme que nous souhaitons résoudre consiste a minimiser le

critere suivant :

argmin ( > Hloggim(?)) (ZinjSX{gl)’ ;) (4.1)
(i.j) €€ i

{XiS}ieV

ou Z;; € Sim(3) est une similitude 3D relative bruitée entre le référentiel de la
sous-carte j et le référentiel de la sous-carte i. S est le référentiel absolu (ou
référentiel global) alors que les X;g et les X,g sont les similitudes 3D absolues
que nous souhaitons estimer. Les matrices de covariance ¥}; correspondent aux
matrices obtenues en appliquant 'approximation de Gauss-Laplace intrinseque
comme expliqué dans la partie 4.2.6. Le critére (4.1) que nous cherchons a

minimiser provient du modele génératif :
Zij = exDlgigs) (V) Xin X0 (4.2)

olt b}; ~ Npgr (béj; 07x1, Z%) est un bruit blanc gaussien.

Remarquons que ce probléeme peut étre vu comme un probleme d’inférence
dans un graphe de facteurs G = {V, £}, ou chaque noeud V; correspond a une
similitude globale X;¢ et chaque lien &;; représente une similitude relative Z;;
reliant les deux noeuds V; et V;. Un exemple de graphe est donné en figure 4.5a.

4.2.7.2 En présence de données aberrantes

Le probléme (4.1) utilise une norme L2 qui est “sensible” aux fermetures de
boucles aberrantes. Or, dans notre contexte, puisque la caméra évolue dans un
grand environnement, il est tres fréquent d’observer des scenes visuellement
similaires, voire méme dupliquées, ce qui conduit a un nombre important de
fermetures de boucles aberrantes (voir Fig.4.3). Ainsi, avant de chercher a
résoudre le probleme (4.1), il est intéressant de chercher a détecter et supprimer
les fermetures de boucles aberrantes.

4.2.7.3 Etat de ’art

Dans la partie 3.5.7, nous avons proposé une méthode, basée sur le LG-
IEKF muni d'un fenétrage statistique, permettant de résoudre le probléme
(4.1). Cependant, cette méthode est limitée a un nombre restreint de similitudes
3D absolues N (typiquement N < 500) en raison de la taille de la matrice de
covariance l'état (TN x 7N).

143



Chapitre 4. Cartographie et localisation a partir d'une caméra monoculaire

Dans [Zach 2010], une approche collectant les résidus de boucles calculés dans
le graphe est proposée, afin d’identifier les fermetures aberrantes. Cependant, le
fait de calculer les résidus de toutes les boucles est trop cotiteux d’un point de
vue calculatoire et la taille maximale des boucles considérées est donc limitée a
6.

Finalement, différentes méthodes venant de la communauté robotique ont été
proposées [Sunderhauf 2012 ; Latif 2013 ; Olson 2012]. Ces approches emploient
un algorithme de Levenberg-Marquardt pour simultanément identifier les liens
aberrants dans le graphe et estimer les parametres souhaités. En revanche, ces
algorithmes n’ont pas été employés pour estimer des similitudes 3D.

Contrairement a ces approches, nous montrons qu’en exploitant la structure
du probléme traité et notre connaissance de la covariance des liens (rendue
possible grace au formalisme de distribution normale concentrée), il est possible
de séparer les étapes de détection des fermetures aberrantes et d’estimation des
similitudes globales en deux étapes distinctes. Ainsi, dans la partie suivante,
nous présentons un algorithme a la fois simple et efficace, permettant de
détecter les fermetures de boucles aberrantes. Nous décrivons ensuite un nouvel
algorithme de propagation de croyance, permettant d’estimer un grand nombre
de similitudes 3D efficacement.

4.2.7.4 Algorithme de détection de fermetures de boucles aber-

rantes

Afin de détecter les fermetures de boucles aberrantes, nous faisons ’hypo-
these que les similitudes 3D relatives Z(;_1); calculées entre deux sous-cartes
temporellement consécutives, c’est a dire les sous-cartes ayant des images clés en
commun, ne contiennent pas de données aberrantes. Cette hypothese, classique
en SLAM, est en pratique vérifiée dans toutes nos expériences (voir partie 4.2.9).
Remarquons tout de méme que cette hypothese n’est plus respectée, si par
exemple, la main du cameraman vient cacher le champ de vision. Cependant,
dans le contexte ou la scéne observée est quasi-statique, cette hypothese semble
vérifiée.

Dans un graphe sans données aberrantes, intégrer les similitudes relatives

le long d'un cycle produit un “petit” résidu, c’est a dire :
e'P e <ty (4.3)

ol € est le résidu du cycle, P est sa covariance et £,z est un seuil dont la valeur
est basée sur une valeur-p du x? (7) [Fisher 1949]. Le résidu et la covariance
d’un cycle peuvent étre calculés efficacement en utilisant les deux équations
(4.4) et (4.5) qui permettent d’intégrer/composer deux similitudes relatives et
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Algorithme 4.1 Algorithme de détection de fermetures de boucles aberrantes
Entrée : {Zj;}, ., ;< (similitudes 3D relatives), {Ezj}

covariance), t,2 (valeur-p du x? )

. (matrices de
1<i<j<N

Sortie : € (ensemble de fermetures de boucles non aberrantes)

1. Initialiser un graphe vide G = {V, &}
2. Ajouter le nceud X5 a V
3. Pour £ allant de 2 a N

(a) Ajouter Xyg a V
(b) Ajouter {Z(k_l)k, E’(“,;_ll)k} ac
(c) Pour chaque fermeture de boucle Z, avec | < k

i. Trouver le chemin de plus court entre X;s et X;s dans G (a
l’aide de 'algorithme de Dijkstra par exemple)
ii. Calculer le résidu e de la boucle et sa covariance P

iii. Si e’ P~e < t,2 alors ajouter {Zlk, ka} a&

leurs covariances :

S o St Adsims) (Zem) BT Adsim@) (Zim )" (4.5)

Un algorithme naif de détection de données aberrantes consiste, pour une
similitude relative Zy;, a calculer la covariance et le résidu de la boucle formée
par la composition des similitudes relatives temporellement consécutives, i.e
ZiZi1-1) Z-1)(1—2)--- L (k—2)(k—1) Z(k—1)k, Duis & appliquer le test (4.3). Toutefois,
cet algorithme naif ne fonctionne pas pour de longues vidéos (voir Fig.4.3¢) car
la longueur des boucles calculées ne cesse d’augmenter, tout comme l'incertitude
des boucles qui finit par étre si grande que le résidu de boucles contenant des
données aberrantes passe sous le seuil du test (4.3).

Nous proposons maintenant un algorithme capable de détecter les données
aberrantes pour de longues vidéos (voir Alg.4.1). L’algorithme vérifie les fer-
metures de boucles les unes apres les autres, non plus en considérant le cycle
impliquant les similitudes relatives temporellement consécutives, mais le cycle
le plus court* parmi toutes les similitudes relatives déja vérifiées comme non
aberrantes.

4. Le cycle le plus court s’entend ici au sens du nombre de liens, c’est a dire que chaque
lien “cofite” 1. Nous utilisons I’algorithme de Dijkstra pour trouver le cycle le plus court
entre deux noeuds.
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De cette maniere, la longueur des boucles considérées n’est plus liée a la
durée de la vidéo, ce qui permet de bien mieux détecter les données aberrantes.
Un exemple de résultat de I’Alg.4.1 est présenté en figure 4.3d.

4.2.7.5 Algorithme de propagation de croyance

Dans cette partie, nous proposons un algorithme de propagation de croyance
(LS-RSA en anglais pour Large Scale Relative Similarity Averaging) qui exploite
la structure du probleme (4.1) pour estimer efficacement un grand nombre
de similitudes absolues a partir de similitudes relatives classées comme non
aberrantes par 'algorithme 4.1.

L’algorithme consiste a partitionner le graphe original G en Ng sous-graphes
{Qk = {Vk, Sk}}kzl_NS (voir Fig.4.5a). Notre approche fonctionne ensuite de

la maniere suivante :

— résoudre le probléme suivant pour chaque sous-graphe G¥ indépendam-
ment (voir Fig.4.5b) :

argmin ( Z Hloggim(ii) (ZinijXi;flk) ;
(

{Xir, },opn \Gg)eer
2
A

+2 Hloggimﬁ) (ZiRkXﬁ%lk)
ot chaque Z;p, est une similitude 3D ayant une covariance X! g, qui peut

i€Vk

étre interprétée comme un message envoyé par les autres sous-graphes au
k k.
neeud Vi' de G%;

— calculer les messages, c’est a dire les similitudes 3D Z;p, et leurs co-

variances X! R,» €N construisant et résolvant un super graphe GSuper —
{Vsuper, 55“7”6’"} (voir Fig.4.5¢).

Chaque sous-graphe peut étre optimisé en paralleéle, ce qui rend ce nouvel
algorithme efficace. Dans la suite de cette partie, nous ne différencions pas,
pour simplifier la présentation, une variable d’optimisation Xz, de son estimé
$n.

Le pseudo-code du LS-RSA est présenté dans 1’Alg.4.2. Nous décrivons
maintenant chaque étape de cet algorithme en détail :

1. Partitionnement du graphe : La premiere étape consiste a partition-
ner temporellement le graphe original G en Ng sous-graphes de taille
maximale n o n > 1. Dans le reste des explications, nous supposons,
pour ne pas compliquer inutilement ’exposé, que N est un multiple de
Ng i.e chaque sous-graphe est constitué¢ d’exactement n nceuds. Ici, le
terme “temporellement” signifie que G est partitionné en supprimant les

146



4.2. Cartographie a partir d'une caméra monoculaire

indice de sous-carte

4 50 60 70 80 90 100 110
indice de sous-carte

(b) Vérité terrain

indice de sous-carte
indice de sous-carte

50 60 100 110
indice de sous-carte

40 50 60 70 9 100 110
indice de sous-carte

¥ [unit. norm.]

¥ [unit. norm.]

20 10 o 10
X unit. norm ]

(c) (Haut) Détection de fermetures de boucles
aberrantes en utilisant les cycles formés par
les similitudes 3D temporellement consécu-
tives. Plusieurs fermetures aberrantes sont
détectées comme non aberrantes. (Bas) La
trajectoire de la caméra n’est pas correcte-
ment estimée.

ES 10 5 5 10
x [unit. norm.]

(d) (Haut) Résultat de ’Alg.4.1. Les ferme-
tures aberrantes sont parfaitement détectées.
(Bas) La trajectoire de la caméra est cor-
rectement estimée (la trajectoire forme un
rectangle presque parfait).

Figure 4.3 — Exemple de résultat sur une vidéo prise dans le couloir d’un
batiment (le couloir forme un rectangle) (¢,2 = 16, n = 10). Dans une matrice
de classification des données aberrantes, un pixel blanc indique une donnée non
aberrante, un pixel gris indique une donnée aberrante et un pixel noir indique
simplement qu’il n’y a pas d’observation.
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(¢) itération 5, résidu 0.46

Figure 4.4 — Illustration des itérations de l'algorithme de propagation de
croyance sur la séquence vidéo présentée en figure 4.3 (n = 10)
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212

(a) Exemple d’un graphe de facteurs représentant le probléme initial. Le fait de supprimer
les facteurs en pointillés produit un graphe partitionné temporellement constitué de 3

sous-graphes de taille n = 3.
Z6Ry @
@ Z
78 7 7Rs Z46 7 56

2] (o) o (so0)
/2 . 4R, 45 [

.................

..................

Z1R, Zis| |Z2s ZzRé

(b) Graphe de facteurs impliqué dans I’étape 3) de Alg.4.2. Les sous-graphes sont déconnectés,
par conséquent l'inférence peut étre effectuée de maniére indépendante pour chaque sous-

graphe et en paralléle.
SAR S
AN

3
1°73 ZRl R2

(¢) Super graphe de facteurs impliqué dans les étapes 4) et 5) de Alg.4.2.

Figure 4.5 — Illustrations des graphes de facteurs impliqués dans notre algo-
rithme LS-RSA
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facteurs qui connectent les ensembles suivants de nceuds : {X;s}._;.,,
{Xisticpiron o 1Xis i n—nirn (Voir Fig.4.5a). Les facteurs supprimés
sont appelés inter-facteurs.

2. Messages

(a) Initialisation des messages : initialiser chaque message Z;p, avec la
matrice identité et une matrice de covariance ¥ avec une valeur

infinie et aller a I’étape 3).

(b) Calcul des messages : en utilisant les super similitudes absolues
estimées a l'itération précédente (étape 5), nous pouvons calculer
les messages qui vont étre envoyés entre les noeuds des sous-graphes.
Un nceud envoie un message a un autre nceud si les deux noeuds
sont connectés par un inter-facteur. Pour chaque inter-facteur Z;;,
un message est créé en calculant la similitude Z;p, et sa covariance

YR, de la maniere suivante :

Zin, = ZijXjr, XrsXp, s (4.7)

Sin, = Adsims) (Zi5) [Plp, + Adsimgs) (Xjm,) { Phts
T
+Adsings) (XrisXls) PrisAdsins) (XnsXr/s) } Adsins) (X5m,)" |

Adgim) (Zij)" + 2 (4.8)

Cette étape peut étre interprétée comme I'envoi d'un message de X,
vers X;p,. Si un noeud X;pg, recoit plusieurs messages i.e plusieurs
Zir, ont été calculés puisque X;p, est connecté a plusieurs inter-
facteurs, nous employons une moyenne de Karcher (voir [Barfoot
2014] paragraphe IV), c’est a dire un LG-GN suivi d’une approxi-
mation de Gauss-Laplace, pour résumer ces différents messages en

un message unique.

3) Optimisation des sous-graphes : pour chaque sous-graphe G*, les similitudes
absolues {Xig, },.,« ainsi que les covariances marginales de la distribution a
posteriori {PiiRk}ievk sont estimées en utilisant un LG-GN pour résoudre (4.6)
suivi par une approximation de Gauss-Laplace. Remarquons que si cette étape
ne contient qu’un seul sous-graphe (Ng = 1), alors l'algorithme s’arréte et
retourne son résultat. Cette étape est illustrée par la figure 4.5b.

4) Construction du super-graphe : nous construisons maintenant un super-
graphe GuPer = {VS“””, 53“”67"} (voir Fig.4.5¢) & partir de la sortie de I’étape 3)
et des inter-facteurs. Les liens de ce super-graphe sont des similitudes relatives

entre les référentiels {Rx},_,.y, que nous appelons super-facteurs. Chaque
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inter-facteur Z;; de covariance Eﬁj produit le super-facteur suivant :
_ oyl
ZRle - XiRkZinij (49)
de covariance :

R — 7 7
Yrpr = Adsims) (Xile> ( iR, T i
. T
+Adsims) (Zij) Plr, Adsim) (Zij)T) Adgim(s) (Xﬁzlk> (4.10)

Puisque chaque inter-facteur engendre un super-facteur, il est possible de se
retrouver avec plusieurs super-facteurs entre deux nceuds du super-graphe.
Lorsque cela arrive, nous employons une moyenne de Karcher pour obtenir un
unique super-facteur entre ces deux nceuds.

5) Optimisation du super-graphe : une fois que le super-graphe est construit,
nous utilisons l'algorithme LS-RSA pour estimer les similitudes absolues
{Xnr,s}i_t. v, €t leurs covariances {Pﬁ:s}k:ms. Remarquons que, pendant
cette étape, le LS-RSA est appelé de maniére récursive jusqu’a ce que 1'étape 1)
ne construise qu’un seul sous-graphe, ce qui conduit 'algorithme a se terminer
a I'étape 3). Ainsi, le LS-RSA construit une série de super-graphes les uns au
dessus des autres et peut donc étre vu comme un algorithme hiérarchique.

6) Les similitudes absolues que nous souhaitions estimer, i.e {Xjs},.,, et
{P/s},cp sont finalement obtenues de la maniére suivante :

Xis = Xir, XR,s (4.11)

s = Plp + Adsing) (Xir,) PhrsAdsimz) (Xir,)" (4.12)

et le résidu de (4.1) peut également étre calculé. Si ce résidu est plus grand
que celui obtenu a l'itération précédente, alors ’algorithme s’arréte, sinon on
retourne a l’étape 2.b).
Le résultat obtenu peut étre utilisé comme initialisation d’'un LG-GN global.
Dans la partie 4.2.9, nous démontrons sur plusieurs vidéos que le LS-RSA, qui
est certes un algorithme heuristique, permet de fournir un résultat satisfaisant
au probleme du débruitage de similitudes relatives.

4.2.8 Limites de la méthode proposée

L’algorithme de VSLAM monoculaire que nous avons proposé présente
plusieurs limites.

Tout d’abord, dans chaque sous-carte, le mouvement de la caméra ne doit
pas étre une pure rotation sinon les nuages de points 3D ne peuvent pas étre
estimés. Néanmoins, grace au Probleme des Orientations Connues, I'algorithme
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Algorithme 4.2 Algorithme de propagation de croyance (LS-RSA)
Entrée : {Zi;},, ;< (similitudes 3D relatives), {22]}
(taille d’un sous-graphe)

(covariances), n
1<i<j<N

Sortie : {X;s},c,cn (similitudes 3D absolues), { Pjs},<,cn (covariances margi-
nales) o o

1) Partitionner le graphe.

2.a) Initialiser les messages et aller a 3).

2.b) Calculer les nouveaux messages.

3) Résoudre eq.(4.6) pour chaque sous-graphe.

4) Construire le super-graphe.

5) Appliquer le LS-RSA (appel récursif) au super-graphe.

6) Calculer les similitudes absolues, i.e {X s}, et {Plg};cy, ainsi que le résidu
de eq.(4.1). Si le résidu n’a pas été réduit, sortir, sinon aller a 2.b).

proposé est capable de fournir de bons résultats pour de faibles translations de
la caméra (voir Fig.4.11).

Deuxiéemement, I’environnement 3D que nous souhaitons reconstruire doit
étre statique. Remarquons cependant que le fait que nous ayons utilisé des
approches capables d’exclure les données aberrantes a chaque étage de la
méthode permet a des objets, tels que des voitures dans la base de données
KITTI, de bouger dans ’environnement (voir partie 4.2.9.2).

Troisiemement, si les similitudes 3D relatives temporellement consécutives
contiennent des données aberrantes, alors I’Alg.4.1 ne permettra pas de détecter
les données aberrantes. Toutefois, dans tous nos tests, ce cas n’est jamais
survenu puisque les scenes reconstruites sont toutes quasi-statiques.

Finalement, la méthode proposée prend environ 5 heures pour traiter une
vidéo de 20 minutes (codé en Matlab), en utilisant les parameétres précisés dans
le paragraphe 4.2.9, ce qui ne permet pas d’obtenir un résultat en temps réel

requis dans certaines applications.

4.2.9 Résultats

Nous comparons maintenant les performances de I’approche proposée aux
algorithme de I'état de 'art [Engel 2014] et [Lim 2014] sur les bases de données
TUM et KITTI ainsi que sur d’autres séquences vidéos. Dans toutes ces
expériences, les parametres de notre approche ont été optimisés a la main sur
une vidéo, une fois pour toutes (L = 16, n = 10, t,2 = 16, ainsi que plusieurs
autres parametres tels que les seuils des RANSAC). Le fait d’augmenter L
au-dela de 16 n’a pas conduit a de meilleurs résultats.
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4.2. Cartographie a partir d'une caméra monoculaire

Concernant le probleme du VSLAM monoculaire, le modele 3D et la tra-
jectoire de la caméra sont estimés a un facteur d’échelle pres. Par conséquent,
dans le reste de cette partie, lorsque nous comparons les résultats obtenus vis a
vis de la vérité terrain, nous recalons d’abord les trajectoires en estimant une
similitude 3D minimisant la distance entre la trajectoire estimée de la caméra
et la vérité terrain a l'aide d’un LG-GN.

4.2.9.1 Résultats quantitatifs sur la base de données TUM

Dans [Engel 2014], la base de données TUM RGB-D [Sturm 2012] est
utilisée pour évaluer leur algorithme. Par conséquent, nous avons choisi cette
méme base de données pour évaluer quantitativement les performances de
notre approche. Dans la figure 4.6, le RMSE absolu de la trajectoire estimée
(cm) [Sturm 2012] de notre approche, [Engel 2014], [Engel 2013], [Klein 2007],
[Kerl 2013] et [Endres 2012] sont présentés®.

Pour chaque séquence vidéo, notre approche produit un RMSE plus petit
que pour 'approche de [Engel 2014]. Les meilleures performances de notre
approche sont probablement dues au fait qu’une sous-carte est estimée a partir
de plusieurs images clés, alors que dans [Engel 2014], une fois qu'une image
clé est sélectionnée, la carte de profondeur de I'image clé précédente n’est plus
mise a jour.

Nous pouvons également observer que les résultats de notre approche tendent
vers ceux des algorithmes de 1'état de I'art en RGB-D SLAM [Kerl 2013] qui
utilisent une caméra RGB-D au lieu d'une caméra RGB monoculaire. Dans
la figure 4.7, la trajectoire estimée de la caméra avec notre approche sur la

séquence FR2/desk est présentée.

4.2.9.2 Résultats qualitatifs sur la base de données KITTI

Dans [Lim 2014], la base de données KITTI [Geiger 2013] est utilisée pour
évaluer leur algorithme. Par conséquent, nous avons choisi cette méme base de
données pour évaluer les performances de notre approche.

Dans la figure 4.8, les trajectoires estimées des caméras par notre approche
et celle de [Lim 2014] sont comparées a la vérité terrain. Pour chaque trajectoire,
la trajectoire estimée par notre méthode est plus proche de la vérité terrain
que celle estimée par [Lim 2014]. Ce meilleur résultat est probablement di au
fait que, dans ces séquences, ’environnement n’est pas completement statique

(des voitures sont en mouvement). Ainsi, notre méthode est capable, grace a

5. Les résultats de [Engel 2014 ; Engel 2013 ; Klein 2007 ; Kerl 2013 ; Endres 2012] sont
reportés depuis la figure 9 de [Engel 2014].
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(o)
NG}
g
py Méthode Proposée [Engel 2014] [Engel 2013] [Klein 2007] | [Kerl 2013] [Endres 2012]
5
Utilise une caméra 3D Non Non Non Non Oui Oui
fr2/desk 2.22 4.52 13.50 X 1.77 9.5
fr2/xyz 1.28 1.47 3.79 24.28 1.18 2.6

Figure 4.6 — Résultats sur la base de données TUM RGB-D. Les chiffres représentent le RMSE absolu de la trajectoire (cm)
[Sturm 2012].
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— ground truth

— estimated
1r — difference
ot J‘“\ﬁ*

% [m]

Figure 4.7 — Trajectoire de la caméra estimée avec la méthode proposée sur
la séquence fr2/desk de la base de données TUM RGB-D. Cette courbe a été
obtenue en utilisant ’outil web disponible sur la page web de la base de données
TUM RGB-D.

I’exclusion des données aberrantes, de ne pas prendre en compte les objets non
statiques dans ces vidéos.

Nous présentons également les résultats de notre approche sur les séquences
13 et 15 de la base de données KITTT (Fig.4.9 et Fig.4.10) pour lesquelles la
vérité terrain n’est pas fournie. Nous disposons néanmoins d’une image de cette
vérité terrain disponible sur le site internet KITTI. Dans la figure 4.9, nous
montrons que notre approche obtient de meilleurs résultats que ’approche de
[Lim 2014]. Le résultat de [Lim 2014] n’est pas disponible sur la séquence 15.
A la place, nous comparons notre résultat a celui de 'algorithme de ’état de
I'art utilisant un scanner laser Velodyne [Zhang 2015].

4.2.9.3 Résultats qualitatifs sur d’autres vidéos difficiles

Nous présentons ici des résultats sur des vidéos difficiles prises avec une
caméra dite “rolling shutter”. Les vidéos contiennent du flou de mouvement,
les environnements sont parfois peu texturés et les trajectoires contiennent de
faibles translations de la caméra.

Dans la figure 4.3d, nous montrons la trajectoire de la caméra estimée dans
le couloir d'un béatiment (le couloir forme une rectangle autour de 1'étage). Nous
pouvons voir que la trajectoire estimée forme un rectangle plat presque parfait.
Sur cette séquence, Ialgorithme de suivi de [Engel 2014] a échoué.
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500

400

z[m]

200

100

O Début seq.
Vérité terrain
——————— Limetal. 2014
———Proposé

3001

100
=30

300+

250

200

150+

z[m]

50+

50+

—100

-150r

—200¢t

-100 0 100 200 300

x[m]

(a) Séquence 00

O Début seq.
té terrain

a - Limetal. 2014
——— Proposé

—200

0 100 200
x[m]

(c) Séquence 06

z[m]

z[m]

4001

3501

300

—1001

O Début seq.
Vérité terrain
——————— Limetal. 2014
———Proposé

100+

501

—50¢

—100+

—200

-100 0 100
X[m]

(b) Séquence 05

200

0O Début seq.
Vérité terrain
Limetal. 2014
Proposé

—200

-150 -100 -50

x[m]

(d) Séquence 07

Figure 4.8 — Comparaison qualitative des trajectoires estimées avec I'approche
proposée et celle de [Lim 2014] sur plusieurs séquences de la base de données
KITTI. La plupart du temps, la trajectoire estimée par notre méthode se

superpose avec la vérité terrain, contrairement a la trajectoire obtenue par
[Lim 2014] qui dévie.
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(a) Notre méthode (utilisant une caméra mono-
culaire)

L/

(b) Résultat de [Lim 2014] (utilisant une caméra

monoculaire)
T T T T . | : |
Vérité terrain
Zhang et al. 2015 -------
0T Débutseq. B A
300 | |
200 |

100
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| | | |
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(c) Résultat de I’état de lart [Zhang 2015] (utilisant un scanner laser Velodyne)

-300 -200
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Figure 4.9 — Comparaison qualitative sur la séquence 13 de la base de données
KITTI.
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(a) Notre méthode (utilisant une caméra mono-
culaire)

I I I I I Véritlé terrain I
Zhang et al 2015
150 - Début seq. _
100 —
50 —
E of .
N
50 |
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0 50 100 150 200

250 300
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(b) Résultat de ’état de art [Zhang 2015] (utilisant un scanner laser Velo-
dyne)

Figure 4.10 — Comparaison qualitative sur la séquence 15 de la base de données
KITTI.
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Dans la figure 4.11, la trajectoire estimée d’'une caméra montée sur une
table tournante (la caméra est orientée vers l'extérieur) est présentée. Pour
cette séquence, la translation de la caméra est faible, le rayon de la table étant
de 10 cm. La trajectoire réelle de la caméra est un cercle parfait. Nous pouvons
voir que la trajectoire produite par notre méthode est bien plus proche d’un
cercle parfait que celle obtenue avec [Engel 2014].

Nous montrons finalement que notre approche est capable d’estimer la
trajectoire d'une caméra évoluant dans un appartement. Ici la séquence vidéo
contient 10000 images. Apres avoir estimé la trajectoire de la caméra avec notre
algorithme, nous ’alignons manuellement sur le plan de 'appartement (voir
Fig. 4.12). Comme nous pouvons le voir, la trajectoire estimée est cohérente
avec le plan de 'appartement, c’est a dire que la trajectoire visite les différentes
piéces sans traverser les murs (la trajectoire emprunte bien les portes).

Un vidéo illustrant le systeme fonctionnant sur une vidéo de 20 minutes est
disponible a ’adresse suivante :

https ://sites.google.com/site/guillaumebourmaud /home/videos

4.3 Localisation a partir d’une caméra mono-
culaire dans un environnement cartogra-

phié

4.3.1 Introduction

Par rapport a d’autres technologies telles que les systemes RFID (Radio
Fréquence Identification) ou les ondes WiFi, une caméra portée est un cap-
teur passif a bas cofit, ne nécessitant pas de modification de I’environnement
dans lequel elle évolue. Par conséquent, étre capable d’estimer précisément a
la fois la position et l'orientation d’'une caméra évoluant dans un environne-
ment préalablement cartographié ouvre des perspectives applicatives lorsque
I’environnement lui-méme ne peut pas étre modifié.

Dans cette partie, nous nous intéressons au probleme de la localisation
d’une caméra en environnement intérieur (VIL en anglais pour Visual Indoor
Localization). Nous considérons le cas ou l'environnement a été préalablement
cartographié en appliquant l'algorithme de VSLAM monoculaire présenté
dans le chapitre précédent a une vidéo d’apprentissage. Nous disposons donc
notamment d’une “base d’images” (les images clés de la vidéo d’apprentissage)
et de leurs “coordonnées” (les poses de ces images clés vivant sur le groupe de
Lie SE(3)).

Dans notre contexte, la caméra est portée par une personne effectuant des
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(a) Exemples d’images de la vidéo

z[m]

x [m]

(b) Notre approche

z[m]

x [m]

(c) Résultat de [Engel 2014]

Figure 4.11 — Résultat sur la séquence d'un cercle parfait
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NN

(a) Exemples d’images de la vidéo

Bedroom

— ;

Bathroom Ent nce

-
(b) Trajectoire estimée de la caméra (ligne bleue) alignée avec le plan de
I’appartement

Figure 4.12 — Reconstruction d'un appartement
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activités de la vie quotidienne (voir Fig.4.13a). Ainsi, si nous parvenons a
localiser la caméra, alors nous aurons également la position de la personne dans
I’environnement. Dans le contexte du projet européen Dem@Care par exemple,
cette information est utilisée pour effectuer le suivi d’activités d’une personne
atteinte de la maladie d’Alzheimer.

La difficulté de ce probleme de localisation réside dans le fait que :

1. les objets avec lesquels la personne interagit sont fréquemment interposés
entre la caméra et I’environnement,

2. Iimage est souvent floue a cause du mouvement de la personne et de
fortes différences d’illumination sont présentes,

3. lenvironnement change entre le moment ot ’on a pris la vidéo d’appren-
tissage dans le but de cartographier I’environnement et le moment ou
la personne effectue ses activités. De plus, les points de vue des images
présentes dans la base d’images et des images de la vidéo a localiser

peuvent étre différents.
Ainsi, nous souhaitons ici développer une méthode de localisation qui :

— repose exclusivement sur les images provenant de la caméra portée, c’est
a dire qu’aucun autre capteur (centrale inertielle, lidar,etc.) ne doit étre
utilisé,

— estime la position de la caméra, avec une précision inférieure a un metre,

ainsi que son orientation avec un temps de calcul “raisonnable”,

— est cohérente vis a vis de la topologie de I'environnement, c’est a dire que

la trajectoire de la caméra ne doit pas traverser les murs,

— est capable de détecter lorsque I'information provenant des images n’est
pas suffisante pour estimer la localisation, ¢’est a dire quand la distribution

a posteriori de la trajectoire de la caméra est soit multimodale soit trop
diffuse.

Dans ce contexte, nous proposons une nouvelle méthode de VIL permettant de

satisfaire les précédentes spécifications :

1. nous formulons le probleme de localisation comme un probléme de suivi de
cible sur le groupe de Lie SE(3), ot la cible est la pose de la caméra. Pour
chaque image de la vidéo, nous appliquons un algorithme de recherche
par le contenu (CBIR en anglais pour Content Based Image Retrieval) a
la base d’images, afin de retrouver les images clés de la séquence d’appren-
tissage les plus proches (en terme d’apparence) de 'image courante. Les
coordonnées (poses) de ces images clés sont utilisées comme observations
par notre algorithme de suivi de cible.
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2. dans le but de résoudre ce probleme de suivi de cible, tout en sélectionnant
I'observation pertinente a chaque instant, nous proposons d’appliquer un
lisseur particulaire Rao-Blackwellisé sur groupe de Lie, qui utilise a la
fois le LG-EKF et le LG-RTS présentés dans le chapitre précédent.

3. finalement, afin de prendre en compte la topologie de ’environnement,
nous introduisons des “mesures virtuelles” qui permettent de guider les
particules et les empéchent de traverser les murs.

4.3.2 Etat de l’art

Il existe plusieurs manieres d’aborder le probleme VIL. Nous les présentons
ci-apres.

Dans le domaine de la reconnaissance de lieux, des approches comme celle
proposée dans [Dovgalecs 2011] appliquent des algorithmes d’apprentissage
automatique pour apprendre l'apparence visuelle des lieux. Bien qu’étant
robustes, ces approches, qui permettent de reconnaitre la piece dans laquelle se
situe la caméra, ne sont pas capables de fournir la position et 'orientation de
la caméra avec le niveau de précision désiré.

Parmi les méthodes permettant d’atteindre le niveau de précision souhaité,
diverses approches ont été proposées.

Tout d’abord, ce probleme peut étre vu comme un probleme de VSLAM mo-
noculaire avec la connaissance supplémentaire de la reconstruction obtenue avec
la vidéo d’apprentissage. Ainsi, les approches récentes de VSLAM monoculaire
telles que [Engel 2014] ou [Eade 2008] pourraient étre employées. L’approche
de VSLAM monoculaire présentée dans le chapitre précédent pourrait bien
entendu étre utilisée, mais le temps de calcul serait prohibitif (5h de calculs
pour une vidéo de 20 minutes).

Une autre maniere d’aborder le probléeme est de considérer le nuage de
points 3D de I'environnement (par exemple issu de notre algorithme de VSLAM
monoculaire). En utilisant ce nuage de points 3D, il est possible de localiser les
images de la vidéo comme proposé dans [Sattler 2012], [Sattler 2011], [Liang
2013] ou [Kroeger 2014].

Finalement, les approches développées dans le domaine du CBIR [Conaire
2009 ; Lourenco 2012] et VSLAM par I'apparence [Cummins 2008] sont capables
de retrouver efficacement les plus proches voisins d’une image dans la base
d’images. Ainsi, les coordonnées des images retrouvées peuvent étre interprétées
comme la pose de 'image requéte dans I’environnement.

Cependant, 'ensemble des approches précédemment citées ont été déve-
loppées pour traiter des vidéos “propres” (pas d’objets devant la caméra, pas
de flou de bougé, etc.). Par conséquent, ces méthodes ne sont pas capables
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a) Exemples d’images provenant de la caméra portée lorsque la personne effectue des activités
de la vie quotidienne. Les objets avec lesquels la personne interagit apparaissent fréquemment
dans le champs de vision de la caméra.

Closet

(b) Hlustration de la base d’images d’un appartement ot chaque image a été annotée avec des
coordonnées (ici “coordonnées” signifie “pose de caméra”, c’est & dire une position 3D et une
orientation 3D). Cette base de données a été générée automatiquement a partir d’une séquence
d’apprentissage comme expliqué dans la partie 4.3.3.1. La ligne bleue correspond a la trajectoire
de la caméra lors de la séquence d’apprentissage projetée sur le plan de 'appartement.

Figure 4.13 — Haut : Exemples d’images a localiser. Bas : Illustration de la base

d’images représentant 1’environnement préalablement cartographié.
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de localiser correctement la caméra dans les conditions difficiles d’une caméra
portée durant des activités de la vie quotidienne.

En effet, les approches de VSLAM monoculaire sont encore fragiles et
nécessitent des conditions spécifiques telles que de larges translations de la
caméra, une illumination constante et un environnement statique, qui ne sont
pas respectées dans notre contexte.

Les approches de localisation basées sur le nuage de points 3D supposent
que l'environnement ne change pas ou peu entre le moment ot I'on a effectué
la vidéo d’apprentissage et celui ou l'on capture nos vidéos a localiser. De
plus, le nuage de points 3D est généralement supposé parfaitement estimé.
Ces hypotheses sont loin d’étre respectées dans un appartement habité (voir
Fig.4.13a et 4.14).

Les algorithmes de recherche d’images quant a eux retrouvent souvent des
images aberrantes, d'une part a cause des points de vue qui different entre
la vidéo d’apprentissage et la vidéo a localiser et d’autre part a cause des
objets avec les lesquels la personne interagit qui passent devant la caméra (voir
Fig.4.14).

Dans ce sous-chapitre, nous proposons une méthode qui permet de contour-
ner les limites des approches de 1'état de 'art. Notre approche consiste a
employer un algorithme CBIR sur les images de la vidéo a localiser, puis a
utiliser les coordonnées des images retrouvées dans la base d’images comme
observations dans un probleme de suivi de cible. L’originalité de cette méthode
repose principalement sur le fait que, dans ce probléeme, a la fois les observations
et la trajectoire de la caméra évoluent sur le groupe de Lie SE(3).

Les coordonnées aberrantes fournies par le CBIR sont rejetées en tirant
profit du fait que :

— la caméra doit avoir une trajectoire continue et lisse au cours du temps,

— la caméra évolue dans un environnement intérieur contraint et par consé-
quent ne peut pas traverser les murs et doit emprunter les portes pour

passer d’une piece a 'autre.

Remarquons que les approches décrites dans [Ham 2005], [Quigley 2010] et
[Wolf 2005] sont proches de celle que nous proposons puisqu’elles consistent
également a post-traiter la sortie d'un algorithme CBIR. Par exemple, [Ham
2005] utilise un filtre Kalman alors que [Quigley 2010] et [Wolf 2005] emploient
un filtre particulaire pour estimer la trajectoire de la caméra a partir de la sortie
d’un algorithme CBIR. Cependant, toutes ces méthodes nécessitent d’autres
capteurs en plus de la caméra, estiment la trajectoire de la caméra dans un
plan 2D et ne prennent pas en compte le fait que 'environnement est contraint.

Au contraire, notre méthode repose exclusivement sur I'information apportée

par les images de la caméra. De plus, afin d’estimer la trajectoire de la caméra en
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(a) Exemples d’images retrouvées avec succes dans la base d’images par l'algorithme CBIR.
Haut : Images requétes Bas : Images retrouvées

(b) Exemples d’images aberrantes retrouvées dans la base d’images par I’algorithme CBIR.
Haut : Images requétes Bas : Images retrouvées

Figure 4.14 — Tllustration des images retrouvées par 1’algorithme CBIR (plus
proche voisin). (a) exemples d’images retrouvées avec succes. (b) exemples de
résultats aberrants.

6 dimensions (groupe de Lie SE(3)) a partir d’observations évoluant elles-mémes
sur SE(3), nous proposons d’employer un lisseur particulaire Rao-Blackwellisé
sur groupe de Lie et d’introduire des “mesures virtuelles” dans le but de guider
les particules et de les empécher de traverser les murs.

4.3.3 Architecture du systeme de localisation en envi-

ronnement intérieur

L’architecture du systeme de localisation contient deux modules : un al-
gorithme CBIR qui pour une image de la vidéo retourne les coordonnées des
images visuellement proches retrouvées dans une base d’images, suivi d’'un
lisseur particulaire Rao-Blackwellisé sur groupe de Lie (LG-RBPS en anglais
pour Rao-Blackwellized Particle Smoother on Lie Groups), comme présenté en
figure 4.15.

Nous présentons maintenant brievement la maniere dont nous construisons
automatiquement la base d’images ainsi que l'algorithme CBIR. La partie
suivante est consacrée au LG-RBPS.
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Base dimages
v

Images Trajectoire
de Ia vidé —> CBIR —» LG-RBPS [ —»

Figure 4.15 — Architecture du systéme de localisation en environnement intérieur

4.3.3.1 Construction automatique de la base d’images

La construction manuelle d’une base d’images annotées avec des coordonnées
représentant un environnement intérieur est généralement une étape fastidieuse
et peu précise. Nous proposons ici une méthode automatique de création de
cette base d’images. Tout d’abord, une vidéo d’apprentissage tournée dans
I’environnement et aussi exhaustive que possible est enregistrée. Ensuite, nous
utilisons 'algorithme de VSLAM monoculaire présenté dans la partie 4.2.
Finalement, la trajectoire estimée de la caméra est manuellement alignée
avec le plan 2D du batiment. De cette maniere, chaque image de la séquence
d’apprentissage est automatiquement annotée avec des coordonnées, c’est a dire
avec une position 3D et une orientation 3D. Un exemple de base d’images d’'un
appartement automatiquement générée a partir d’'une séquence d’apprentissage

de 20 minutes est présenté en figure 4.13b.

4.3.3.2 Algorithme de recherche par le contenu

L’algorithme CBIR que nous utilisons est inspiré de [Liang 2013] et [Conaire
2009] mais possede tout de méme quelques différences importantes. Nous
décrivons maintenant cet algorithme pour une image de la vidéo a localiser.

Tout d’abord, une image miniature de taille 32 x 32 est créée [Torralba 2008]
et comparée aux images miniatures de la base d’images en utilisant la somme
des distances absolues. A la fin de cette étape initiale, seules les 100 images
retrouvées les plus proches sont conservées.

Ensuite, les points d’intéréts SURF [Bay 2006] sont détectés et appariés aux
points SURF des 100 images retrouvées en utilisant un arbre-kd. A la fin de
cette étape, seules les 5 images de la base d'images ayant le plus grand nombre
d’appariements sont conservées.

Finalement, parmi ces 5 images, seules celles ayant au moins 15 appariements
sont conservées. Ainsi, pour une image requéte, 'algorithme CBIR que nous
utilisons fournit au maximum 5 images de la base d’images, générant ainsi au

maximum 5 mesures appartenant au groupe de Lie SE(3).
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Afin de réduire le cofit calculatoire de 'algorithme CBIR, nous I'utilisons
uniquement sur une image par seconde de la vidéo a localiser.

Des exemples de résultats produits par cet algorithme sont présentés en
figure 4.14 (seul le plus proche voisin au sens du nombre d’appariements est
présenté).

Cet algorithme CBIR permet de générer efficacement des hypotheses de
poses pour une image de la vidéo.

4.3.4 Un probléme de suivi de cible sur SFE(3)

Apres avoir obtenu des coordonnées possibles des images de la vidéo, en
utilisant un algorithme CBIR, nous souhaitons maintenant estimer la trajectoire
de la caméra.

Pour cela, nous formulons ce probleme d’estimation de trajectoire comme
un probleme de suivi de cible sur le groupe de Lie SE(3) ou les observations que
nous considérons sont les coordonnées (vivant sur le groupe de Lie SE(3)) des
images retrouvées par l'algorithme CBIR. De plus, afin de prendre en compte
le fait que la trajectoire de la caméra ne doit pas traverser et emprunter les
portes, nous proposons d’introduire des “observations virtuelles”. Pour résoudre
ce probleme de suivi de cible, nous déployons un nouvel algorithme de lissage
particulaire Rao-Blackwellisé sur groupe de Lie.

4.3.4.1 Formulation du probleme

Le modele graphique associé au probléeme de suivi de cible que nous consi-
dérons est présenté en figure 4.16. Comme nous allons le voir plus en détails
dans les paragraphes qui suivent, les variables X représentent la trajectoire de
la caméra. L’observation Z; contient plusieurs composantes et la variable s
permet d’en sélectionner une. Ainsi, I'objectif de notre approche est d’estimer
conjointement la trajectoire de la caméra tout en sélectionnant 1’observation

pertinente a chaque instant.

Mesures virtuelles L’algorithme CBIR retrouve fréquemment des images
aberrantes dans la base d’images, ce qui donne lieu a des coordonnées aberrantes
(voir Fig.4.14). Par conséquent, nous devons trouver une maniére de rejeter les
coordonnées fournies par I'algorithme CBIR quand cela arrive.

De plus, pour obtenir une trajectoire de caméra cohérente vis a vis de
I’environnement dans lequel elle évolue, il est nécessaire de “guider” la pose de
la caméra pour 'empécher de traverser les murs et la forcer a passer par les
portes pour passer d’une piece a 'autre.
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Figure 4.16 — Modele graphique du probleme de localisation

Dans le but de répondre a ces deux problémes, nous définissons les observa-
tions Zj disponibles a I'instant k& de la maniere suivante :

Ze= 2o (1), 26 (2) s Z(N), Zu (N + 1) s Z4 (N + Nepr)| - (4.13)

Mesures Virtuelles Sortie CBIR

Les N premiceres composantes de Z; sont les coordonnées de toutes les images
présentes dans la base d’images. Nous appelons ces composantes des “mesures
virtuelles”.

Les Neoprr composantes suivantes sont les coordonnées des images de la
base d’images retrouvées par l'algorithme CBIR. Dans notre cas Nogrg vaut
au maximum 5 car I'algorithme CBIR retourne au maximum 5 images (voir
partie 4.3.3.2).

Ainsi, a chaque instant les observations 7 appartiennent au groupe de Lie
(SE(3>>N+NCBIR 6

Remarquons que les composantes correspondant a la sortie du CBIR sont
dupliquées puisqu’elles sont déja présentes dans les mesures virtuelles. Une
explication de cette duplication est donnée a la fin de cette sous-partie.

Un des objectifs de notre algorithme est de sélectionner, a chaque instant, la

composante qui semble la plus vraisemblable parmi les N + Nogrr composantes
disponibles.

6. La représentation utilisée dans (4.13) est un peu abusive et doit &étre interprétée
symboliquement. En effet, Z; correspond & N + N¢oprgr produits directs du groupe de Lie
SE(3) et devrait étre représenté par une matrice de taille 6 (N + Neprr) X 6 (N + Neprr)-
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Variables de sélection Dans le but de sélectionner l'observation perti-
nente a chaque instant, nous introduisons une variable de sélection s, €
{1,..., N + Nepr} qui agit comme un sélecteur parmi les composantes de Zj,
c’est a dire que Zj (s, = 1) sélectionne la iéme composante de Zj.

La probabilité de transition des variables de sélection s, est définie comme :

P (sk|sk-1) = p (sk) (4.14)

Ainsi, ces probabilités de transition peuvent étre vues comme les poids des
composantes de Z;.. En pratique, p (s, =1i) < p (s = j) pouri < N et j > N
de maniere a encourager le systeme a “utiliser” le plus possible les coordonnées
fournies par 'algorithme CBIR.

Modeéle de propagation Afin d’estimer conjointement la trajectoire de la
caméra tout en sélectionnant I’observation pertinente a chaque instant, nous
souhaitons ajouter l'information traduisant le fait que la trajectoire de la
caméra doit étre continue et lisse. Nous proposons donc d’utiliser le modele a

accélération blanche déja employé dans la partie 3.6.6 :

Ck+1 = exp§5(3) (UkAt> Ck (415>

Vgr1 = Vg + Nk

ou C} € SE(3) représente la pose de la caméra a U'instant k. Plus précisément,
C est défini comme la transformation C;, ¢ ou S est le référentiel absolu de
la carte et i, est le référentiel de la caméra a 'instant k. v, € R® correspond
a la vitesse de la caméra, ny, ~ Ngs (ny; 0«1, Ri,) est un bruit blanc Gaussien
et At correspond a l'intervalle de temps entre deux images de la vidéo. Ainsi,
I'état X, € SE(3) x RY que nous souhaitons estimer a l'instant k est le produit
direct de la pose de la caméra C}, et de sa vitesse vy.

Vraisemblance Nous considérons la vraisemblance suivante :

N+NcBir

p(ZlCrosk =i) = [ p(Zk(G)[Cr sk = 1) o Nigsy (Zi (i) ; Cr, Qi)

j=1

(4.16)

ou Qi = Qv sit < N et QQy; = Qcprr sinon. Les matrices de covariance
Qvu et Qoprr sont supposées connues. Dans la définition de la vraisemblance
(4.16), nous avons supposé que les composantes de Zj, sont conditionnellement
indépendantes les unes des autres étant donné la pose de la caméra et la variable
de sélection. De plus, seule la composante sélectionnée apporte une information,
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les autres composantes sont supposées avoir une distribution non informative
d’ou la relation de proportionnalité dans (4.16).

Remarquons que le fait que les composantes de Zj, issues de I'algorithme
CBIR soient également présentes parmi les composantes des mesures virtuelles
ne pose aucun probléeme. Une maniére (quasi) équivalente de présenter les
choses serait de supprimer les composantes issues du CBIR et de reporter leurs
poids sur les composantes des mesures virtuelles correspondantes. Ainsi, on
pourrait interpréter l'approche proposée sous un nouvel angle ou, a chaque
instant, I’algorithme doit choisir la pose d’une des images de la base d’images
alors que I'information issue du CBIR est prise en compte au niveau des poids
(valeurs des p (si)).

Cependant, cette maniére de voir les choses ne permet pas de spécifier des
covariances différentes pour les mesures virtuelles Qv s et les mesures issues de

I’algorithme CBIR Q¢prr comme nous l'avons fait.

Explications Tout d’abord, en introduisant les mesures virtuelles et les
variables de sélection, nous avons rendu le systeme capable de sélectionner une
mesure virtuelle au lieu d'une observation issue du CBIR lorsque ce dernier ne
retrouve que des données aberrantes. Donc, de ce point de vue, le systeme est
désormais “robuste” aux données aberrantes.

Ensuite, le fait d’avoir introduit des mesures virtuelles avec un modele
de mouvement a accélération blanche permet de guider les particules lorsque
I’algorithme CBIR ne fonctionne pas. En effet, a chaque pas de temps, le systéme
doit alors sélectionner une mesure virtuelle, ce qui le force a ne pas traverser
les murs, a suivre les couloirs et a emprunter les portes (voir Fig.4.17). Bien
entendu, cette astuce empéche les particules de “traverser” les murs uniquement
si la vitesse de la caméra reste faible et que le pas de temps At est petit. Si
ces deux conditions ne sont pas respectées, une particule peut faire de grands
sauts a chaque pas de temps et ainsi passer d’une piece a l'autre en traversant
un mur par exemple. En pratique, nous forgons simplement numériquement la

vitesse de la caméra a ne pas dépasser un seuil physiquement réaliste et At vaut

1

la durée entre deux images de la vidéo, c’est a dire 5 sec, ce qui ne permet

pas a la caméra de parcourir une grande distance.

4.3.4.2 Lisseur particulaire Rao-Blackwellisé sur groupe de Lie

Afin de satisfaire les spécifications techniques décrites précédemment (voir
partie 4.3.1), c’est a dire estimer non seulement la trajectoire de la caméra
mais également avoir une notion de l'incertitude de cette trajectoire esti-
mée, nous avons choisi d’approcher la distribution a posteriori complete
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Balcony Balcony

Bedroom Living Room Kitchen

; | Corridor |
Cellar Bathroom P En Cellar

Closell wC

(a) 20 échantillons de chaque mesure virtuelle  (b) t=0.3 : Dans cet exemple, les particules
sont ici représentés. La zone formée par tous  sont toutes initialisées avec la méme pose de
ces échantillons représente donc ’ensemble  caméra et une vitesse nulle.

des endroits ou la caméra est “autorisée” a

aller.
Balcony Balcony
/
\ P _
Bedroom Living Room Kitchew Bedroom Livi?‘Tg Room Kitchen
\y - b~
>~ W N o~ a‘i’ ol (
Corridor. I ridq‘,*— — 3
Balhrnoml ya /&\ 1CEIIa.r élhrmml _/‘%B—E# Cellar
Closell wcC T d CIoseLl WC

(c) t=3 sec : Les particules commencent & se  (d) t=6 sec : Les particules ont maintenant
propager dans les piéces par les portes ainsi  atteint toutes les piéces.
que le long du couloir.

Figure 4.17 — Illustration de la diffusion des particules en utilisant uniquement
les mesures virtuelles (I’algorithme CBIR est ici désactivé). Les positions 3D
des caméras sont ici projetées (bases des fleches) sur le plan de 'appartement
ainsi que leurs orientations (directions des fleches).
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p (X07 Xla ) XT7 51,82, -+ ST’Zb Z27 ) ZT) =P (XO:T7 31:T|Z1:T) ou T est la
durée de la vidéo a localiser.

Le probléme que nous avons formulé (voir paragraphe 4.3.4.1) présentant
des variables continues ainsi que des variables discrétes, nous proposons de le

résoudre en utilisant une méthode de Monte-Carlo.

Cependant, si la séquence sq.7 est supposée connue, 'estimation de Xg.p
peut étre réalisée pas les algorithmes LG-EKF et LG-RTS introduits au chapitre
3. C’est le principe de la Rao-Blackwellisation.

Ainsi, dans cette sous-partie, nous proposons d’employer un lisseur par-
ticulaire Rao-Blackwellisé sur groupe de Lie qui permet de tirer parti de la
structure du probleme ((4.15), (4.16) et 4.14) pour échantillonner efficacement

I'espace d’état et ainsi utiliser “peu” de particules .

Etat de I’art Dans le domaine de la localisation et cartographie simultanée,
plusieurs travaux ont proposé des lisseurs particulaires Rao-Blackwellisé (RBPS
en anglais pour Rao-Blackwellized Particle Smoother) [Beevers 2007]. Néan-
moins, ces approches sont des RBPS “classiques”, c¢’est a dire que le probleme
considéré conduit simplement a l'utilisation des algorithmes IEKF et RTS
euclidiens. De plus, les observations considérées n’évoluent pas sur un groupe
de Lie.

Dans [Kwon 2010], un filtre particulaire Rao-Blackwellisé (RBPF en anglais
pour Rao-Blackwellized Particle Filter) capable de traiter des observations
évoluant sur un groupe de Lie est proposé. Bien qu'une transformée sans
parfum sur groupe de Lie soit proposée, le probleme considéré ne conduit pas
les auteurs a proposer un RBPF sur groupe de Lie impliquant un filtre de

Kalman sur groupe de Lie.

Dans [Barrau 2014], un RBPF invariant est proposé. Cet algorithme est dédié
a des systemes possédant des symétries conditionnellement a certaines variables
de I'état. Ainsi, les auteurs montrent qu’il est possible de n’échantillonner
qu'une partie de I'état et d’employer le filtre de Kalman étendu invariant

[Bonnabel 2009] pour estimer 'autre partie de I’état.

Contrairement a ces approches, nous proposons un algorithme LG-RBPS

capable a la fois :

— de prendre en compte le fait que les observations évoluent sur un groupe
de Lie

7. Réduire le nombre de particules est essentiel lorsque 1’état évolue sur un groupe de Lie.
En effet, générer des particules sur groupe de Lie nécessite 'utilisation de I’exponentielle
de matrice, ce qui implique un cofit calculatoire important par rapport a des particules
“euclidiennes” [Berger 2015].
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— de tirer parti de la structure du probléme considéré pour proposer une
étape de filtrage n’échantillonnant qu'une partie de 1’état et employant
l'algorithme LG-TEKF pour gérer I'autre partie

— de tirer parti de la structure du probléme considéré pour proposer une
étape de lissage utilisant le résultat de I’étape de filtrage et impliquant
Ialgorithme LG-RTS pour échantillonner efficacement 1’état complet

Ainsi, 'approche que nous proposons peut étre vue comme une généralisation
du RBPS de [Fong 2002] aux groupes de Lie.

Algorithme LG-RBPS

Obtention des équations du LG-RBPS La démonstration conduisant
a l'algorithme LG-RBPS est présentée en annexe H. Le pseudo-code du LG-
RBPS est présenté Alg.4.3 et une description des différentes étapes est fournie
ci-apres.

Explications L’algorithme LG-RBPS présenté dans I’Alg.4.3, qui permet
d’estimer la trajectoire de la caméra, consiste en deux étapes : une étape de
filtrage suivi d’'une étape de lissage (qui repose sur le résultat de I’étape de
filtrage).

Dans I'étape de filtrage, 'objectif est d’approcher la distribution de proba-
bilité suivante :

p (XO:ka 30:k|lek) =D (XO:k|Z1:k, SO:k) p (30:k|lek) (4-17)

Le terme p (So.x| Z1.) est échantillonné par N, particules de la maniere suivante

(tirées selon une distribution de proposition q (so.x|Z1.x)) :

NP
p (Sok|Z1k) ~ ng)(; (SO:k; - S(()l)k> (4.18)
1=1

Le terme p (Xo.x| Z1.%, So:x) €st approché par une distribution normale concentrée
sur groupe de Lie en utilisant le filtre de Kalman étendu sur groupe de Lie
(LG-EKF) présenté dans le chapitre 3. L’efficacité de cet algorithme réside dans
le fait que seul sg.; est échantillonné, c’est a dire que Xy, a été marginalisé dans
(4.18). Sachant sg., la partie X, de 1’état marginalisé peut alors étre estimée
analytiquement (LG-EKF). Ainsi, N, trajectoires pondérées sont générées
récursivement.

Une trajectoire est paramétrée par sa moyenne p € SE(3) x R° | sa cova-
riance P € Sym™ (12) ainsi qu'un poids w a chaque instant. Nous expliquons

maintenant comment une de ces trajectoires est obtenue.
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La moyenne de la trajectoire est initialisée en tirant aléatoirement une pose
de caméra parmi les poses des images présentes dans la base d’images avec une
vitesse nulle. La covariance de la trajectoire est initialisée avec une matrice de
covariance prédéfinie Py et la valeur initiale de w est Nip

A chaque instant k, allant de & = 1 (premiere image de la vidéo) a k =T
(derniére image de la vidéo), 'algorithme fonctionne de la maniére suivante :

1. Etape de propagation du LG-EKF : la moyenne et la covariance de la

trajectoire sont propagées en utilisant le modele de propagation (4.15)

2. Echantﬂlonnage optimal : la vraisemblance de chaque composante de Zj,
étant donné la trajectoire propagée, est calculée et utilisée pour tirer une

des composantes

3. Etape de mise & jour du LG-EKF : la moyenne et la covariance de la
trajectoire propagée sont corrigées (en utilisant le modele d’observation
(4.16)) en incorporant 'information contenue dans la composante de Zj
sélectionnée a ’étape précédente

4. Mise a jour du poids de la trajectoire en sommant les vraisemblances de
toutes les composantes de Z;, calculées a 1'étape 2

Apres avoir appliqué ces quatre étapes a chacune des N, trajectoires, les
poids sont normalisés et les trajectoires peu vraisemblables (faible poids) sont
remplacées ® par des trajectoires plus vraisemblables (fort poids) lors de I'étape
de ré-échantillonnage.

Les calculs en lien avec cette étape de filtrage sont présentés en annexe H.1.

Les trajectoires produites par I'étape de filtrage peuvent contenir des “sauts”
en raison de I'étape de ré-échantillonnage. De plus, a chaque instant, seule
I'information venant du passé est utilisée pour tirer une composante parmi
les composantes de 'observation courante. Or, 'information future contient
une quantité d’information qui peut s’avérer tres importante, surtout dans des
situations ot les images récemment passées sont peu informatives (mains devant
la caméra, changement d’illumination, etc.). L’étape de lissage du LG-RBPS
permet de prendre en compte cette information.

Dans 'étape de lissage, ’algorithme marche a rebours, c’est a dire de
k=T jusqu'a k = 1, et génere N, échantillons de la distribution a posteriori
p(Xo.r, s1.7|y1.7). Par souci de simplicité, nous supposons ici que 1'algorithme
génere autant de trajectoires a I'étape de filtrage qu’a 1’étape de lissage, mais
rien n’empéche de réduire ce nombre pour la seconde étape, surtout que le
lissage d’'une particule est coiliteux calculatoirement. De plus, 1'algorithme
peut étre exécuté par bloc, ce qui permet de réduire 'empreinte mémoire de

8. Ici “remplacer” signifie que 'on conserve I'historique de la trajectoire et on remplace
simplement la moyenne et la covariance courante de la trajectoire par celles d’une autre
trajectoire.
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I'algorithme [Fong 2002]. Remarquons que, contrairement a ’étape de filtrage
ou seul s est échantillonné, ici toutes les variables (X} et si) le sont.

Pour obtenir chaque échantillon, ’algorithme construit (a rebours) une tra-
jectoire. L’algorithme débute en tirant une des trajectoires pondérées produites
par I’étape de filtrage et essaye récursivement de construire une trajectoire
probable parmi les trajectoires possibles produites par 1’étape de filtrage. A
chaque pas de temps, I'algorithme LG-RTS est utilisé pour fusionner 'informa-
tion venant du passé (contenue dans la trajectoire sélectionnée issue de 1'étape
de filtrage) avec l'information venant du futur (contenue dans la trajectoire
que l'on crée a rebours).

Les calculs en lien avec cette étape de lissage sont présentés en annexe H.2.

Finalement, pour chaque instant k, le barycentre et la covariance de ’en-
semble des échantillons générés sont calculés.

Les barycentres sont utilisés comme estimée de la trajectoire de la caméra,
alors que les covariances peuvent étre employées pour détecter les moments ou
la distribution a posteriori de la trajectoire de la caméra a un instant donné
est multi-modale ou trop dispersée.

4.3.5 Limites de la méthode proposée

La méthode de localisation proposée dans ce chapitre présente plusieurs

limites.

Tout d’abord, la base d’images doit étre aussi compléte que possible. En
effet, l'algorithme CBIR fonctionne uniquement si la caméra se situe dans
un endroit préalablement cartographié. En pratique, la méthode de création
automatique de la base d’images (voir partie 4.3.3.1) permet de créer tres
simplement des bases d’images grandes et completes.

Ensuite, l'introduction de mesures virtuelles est censée empécher les parti-
cules de traverser les murs. En théorie, une particule ayant une grande vitesse
pourrait traverser un mur et atteindre une mesure virtuelle de I'autre coté. En
pratique, nous utilisons un seuil afin de contraindre la vitesse de caméra a avoir

1

une vitesse physiquement réaliste ainsi qu'un petit pas temps At = szsec pour

que cela n’arrive pas.

Finalement, la méthode repose essentiellement sur le fait que I’algorithme
CBIR est capable de retrouver “régulierement” des images non aberrantes
dans la base d’images. En effet, le LG-RBPS effectue un post-traitement
du résultat du CBIR. Si ce dernier ressort une quantité trop importante de
résultats aberrants, le post-traitement ne permettra pas d’obtenir une trajectoire
cohérente de la caméra.
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Algorithme 4.3 LG-RBPS

Entrée : N, (nombre de particules), Py (covariance initiale), 7' (nombre de pas de temps),
{Zi}1—1 _ (observations), Qv (covariance des mesures virtuelles), Qcprr (covariance des
mesures’CyBIR), At (intervalle de temps entre deux images de la vidéo), Ry (covariance du
bruit de modele),{p (sk)}y—; _r (distribution de probabilité discrete)

Sorties : {g}_y 7 (trajectoire estimée), {Py},_, r (covariance de la trajectoire estimée)

Notations : ,uiz)| 4, €t Pt( \)t correspondent & la moyenne et la covariance de la trajectoire associée
a la particule 7, au temps k = t,, ayant observé {Z;},_,

Etape de filtrage Etape de lissage
Pour i = 1,2,..., N, Pour 4 =1,2, ..., Np
— Initialiser ,u(()% en choisissant aléatoirement la

5 . ”» W)~ () o pl)
pose d’'une des images de la base d’images avec 87 = Sp° Sfirir = Py Prir = PT\T
une vitesse nulle

— Faire j = [ avec probabilité wg)

(0 (0 — Tlrer

7 - ~
_ PO\O PO et Wy~ = NLP NN E(3 XR6 (XT;,U,T‘T,PT‘T)
FinPour — Pour k=T-1,T-2,...,1
Pour £k =1,2,...,T e Pour [ =1,2,...,N,

— Pouri=1,2,...,N, o Donner a r la wvaleur de

R ., D 0]
e Propagation du LG-EKF : Propager NSE(3)XR6 (Xk+1’“k+1'lk’Pk+1|k>
(4) (@)

P21 jk—1 et P()1|k , pour obtenir Mefl—1 et évaluée en Xj1q ZX;EL)A
Plg‘i])cil en utilisant Ry et At o wl(f‘)kﬂ x wl(cl)p (Gip1) T
e Echantillonnage optimal : Tirer s](;) en uti- e FinPour

Faire j = [ avec probabilité w](f‘)k 41

lisant Ml(;\)k—l’ P;gf;)q_p Zy, et p(s), et évaluer
D (Zk|5g;3€,1, Zl:k—l)

e Mise a jour du LG-EKF : Mettre a jour
“lil\)k—l et P]§|,1 | pour obtenir u,(;')k et P(”Z: en

® 5= 5;(3)7 okl = M;(q?g et Py, = P,ﬁf,i
e Algorithme LG-RTS : Lisser fig;

et Pk‘k pour obtenir fiy 1 et Pk|T en

utilisant ( l(;)) et Qeprr ou Qv utilisant fig, 1|7 et Pk+1\T

e Mise a jour du poids : e Tirer

) = w701, 210 X0~ N (X B
— FinPour — FinPour

— Normaliser les poids et ré-échantillonner les | FinPour
particules

FinPour

Finalement, pour k = 1,2,...,T calculer le barycentre py, et la covariance Py des échantillons
(4)
{Xk }2‘:1,...,N,,

Les détails concernant la propagation du LG-EKF, I’échantillonnage optimal, la mise a jour
du LG-EKF et le lisseur LG-RTS sont présentés en annexe H.
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4.3.6 Résultats

La méthode proposée de localisation en environnement intérieur est ici
évaluée sur plusieurs vidéos ou la personne portant la caméra effectue des
activités de la vie quotidienne.

Pour toutes ces expériences, les parametres de notre méthode ont été

optimisés manuellement sur une vidéo, une fois pour toutes :
1
— At = J55€c
— Qvu = diag (7T1x37 (e — 3)1><3)
- QCBIR = dlag (0.11><3, (56 — 2)1><3)

— Py = diag (051.3, (5¢ — 2)1,5, 11x6)
— N, =100

fp(sk:i):O.lpouri>Netp(sk:i):%pouri§N

En pratique, lors de ’étape de mise a jour des poids, le terme

i) N+Nc¢BIr

(2

p (Zk|80:k—17zl:k—1) = > w(l) (4.19)
=1

qui représente la somme des vraisemblances de chaque composante de Z;, est

modifié. En effet, la vraisemblance w (1) d’une mesure virtuelle est remplacée
-1

par la constante (\/ (2m)° |QVM|) p(sk =1). Cela permet notamment de ne

pas modifier le poids des particules lorsque le CBIR ne retrouve aucune image
et que les particules “se diffusent”. Sinon, lors de la “diffusion”, les poids des
particules varieraient, entrainant un ré-échantillonnage que 1’on ne souhaite
pas a ce stade.

De plus, tous les 15 pas de temps, nous utilisons comme valeur pour la
covariance du bruit de modele R; = F, afin de redonner de la flexibilité aux
particules.

Nous avons manuellement annoté 6 vidéos différentes. Comme nous 1’avons
expliqué dans la partie 4.3.2, a notre connaissance, il n’existe pas d’approche
de I'état de I’art capable de fonctionner correctement dans des conditions aussi
difficiles. Par conséquent, pour évaluer les performances de notre approche, nous
fournissons les résultats obtenus par ’algorithme CBIR seul, par le LG-RBPS
sans mesure virtuelle? et par le LG-RBPS avec mesures virtuelles.

Le RMSE (m) de chaque approche est présenté dans le tableau 4.1. Pour
chaque vidéo, comme nous pouvions nous y attendre, le LG-RBPS (avec et

9. Dans ce cas, 'algorithme “choisit”, a chaque pas de temps, entre faire 1’étape de mise
a jour avec une observation du CBIR ou bien simplement de pas faire I’étape de mise & jour
(voir [Sarkka 2007]).
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Balcony Balcony

Bathroom

/|
Closell WC

(a) Algorithme CBIR (plus proche voisin) (b) CBIR+LG-RBPS sans mesure virtuelle

Balcony Balcony

Bedroom Liyifg Room Kitghen Bedroom

Baj . cej | Cellar -'7 X

Closetl wC

ntrancej | Cellar

(c) CBIR+LG-RBPS avec mesures virtuelles (d) Vérité terrain

Closell wCe

Figure 4.18 — Illustration de trajectoires estimées sur le vidéo GOS82. Seule la
projection de la position 3D sur le plan de I'appartement est représentée.

sans mesures virtuelles), qui vise a post-traiter la sortie du CBIR, obtient un
RMSE sensiblement plus faible que celui du CBIR.

De plus, le fait d’ajouter les mesures virtuelles permet également d’améliorer
les résultats, surtout lorsque le CBIR présente de “mauvais” résultats.

Dans la figure 4.18, la trajectoire de la caméra estimée avec les trois dif-
férentes approches sur la vidéo GO82 est présentée. Sur cette séquence, le
LG-RBPS avec mesures virtuelles est la seule méthode pour laquelle la trajec-
toire estimée ne traverse pas les murs.

Un vidéo illustrant le systeme fonctionnant sur diverses vidéos est disponible
a ’adresse suivante :

https ://sites.google.com/site/guillaumebourmaud /home/videos
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laire

7

une camera monocu

GO80 GO81 GO82 GO83 GO84 GO85
CBIR seul 1.7 1.3 2.4 2.2 1.3 2.2

CBIR + LG-RBPS Sans Mes. Virt. | 0.5 0.7 1.7 09 <05 13

CBIR 4 LG-RBPS Avec Mes. Virt. | 0.5 <05 0.8 0.7 <05 0.9

Tableau 4.1 — Résultats sur 6 différentes vidéos (GOS80,..., GO85). Des exemples d’images provenant de ces vidéos sont présentés en
figure 4.13a et figure 4.14. Les chiffres représentent le RMSE en metres de la trajectoire estimée par rapport a la vérité terrain (qui a
une précision d’environ 0.5m).

Chapitre 4. Cartographie et localisation a partir d
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4.4 Résumé des contributions et conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un systeme complet de localisation
d’une caméra évoluant dans un environnement intérieur préalablement car-
tographié. L’approche proposée repose sur deux étapes. La premiere étape
vise a construire une base d’images représentant l’environnent intérieur du
mieux possible. Dans cette base d’images, chaque image est annotée avec une
orientation 3D et une position 3D. La seconde étape utilise cette base d’images
annotées pour tenter de localiser une nouvelle vidéo dans I’environnement.
Dans chacune de ces deux étapes, les concepts et algorithmes d’estimation sur
groupe de Lie présentés dans les chapitres précédents sont utilisés, a la fois
pour obtenir une méthode élégante et numériquement stable, mais également

pour caractériser l'incertitude des parametres estimés.

Tout d’abord, afin de rendre I’étape de construction de la base d’images la
plus automatique possible, nous avons introduit une méthode de localisation et
de cartographie simultanée capable de cartographier un environnement intérieur
a partir d'une vidéo d’apprentissage exhaustive. Afin d’obtenir une méthode
robuste, nous avons notamment proposé une technique d’odométrie visuelle
basée sur le Probleme des Orientations Connues permettant d’estimer des
sous-cartes dans des conditions difficiles. Ensuite, dans le but d’aligner les
sous-cartes et d’obtenir une carte complete de ’environnement, nous avons
montré une maniere de détecter les fausses fermetures de boucles en utilisant un
test statistique sur le groupe de Lie des similitudes 3D. Finalement, une fois les
fermetures de boucles aberrantes écartées, nous avons présenté une approche de
propagation de croyance permettant d’aligner efficacement un grand nombre de
sous-cartes. Nous avons montré sur de nombreux jeux de données que 1'approche
proposée est a la fois plus robuste et précise que les algorithmes de 1’état de
I’art. De plus, pour toutes ces expériences, les parametres de I'approche ont été
fixés une fois pour toutes montrant la flexibilité de 'approche proposée.

Dans une seconde partie, nous avons présenté une méthode de localisation
en environnement intérieur, dédiée a des vidéos provenant d’une caméra mono-
culaire portée ou la personne portant la caméra effectue des activité de la vie
quotidienne. Nous avons ainsi introduit un lisseur Rao-Blackwellisé sur groupe
de Lie reposant sur les algorithmes LG-IEKF et le LG-RTS présentés dans
le chapitre 3. Ce lisseur permet de post-traiter la sortie d’un algorithme de
recherche par le contenu qui, pour une image de la vidéo, retrouve des images
visuellement proches dans la base d’images. Nous avons montré sur plusieurs
vidéos que 'approche proposée permet d’estimer la position de la caméra avec
une précision de moins d’un metre, ainsi que son orientation. A notre connais-

sance, il s’agit du premier systeme de localisation visuelle utilisant uniquement
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I'information provenant d’une caméra monoculaire, capable d’atteindre une
telle précision pour ce type de vidéos ou des objets sont fréquemment interposés
entre la caméra et ’environnement, ou de séveres différences d’illuminations et
du flou de bougé sont présents et ou ’environnement change entre les images

de la base d’images et celles de la vidéo a localiser.
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Conclusion

Dans ce travail de these, nous nous sommes intéressés au probléeme de
I'estimation de parametres évoluant sur des groupes de Lie.

Parmi les différentes géométries que ’on pouvait choisir d’exploiter, nous
avons opté pour la structure de sous-groupe a un parameétre du groupe de Lie.
Nous avons montré que la géométrie naturelle et intuitive, induite par cette
structure, permettait d’obtenir des algorithmes d’estimation a la fois efficaces
et élégants.

Les algorithmes d’estimation proposés dans ce travail de these s’inscrivent
de maniere générale dans un cadre bayésien pour lequel les parametres inconnus
sont probabilisés. Pour ce faire, nous avons utilisé une généralisation possible
de la distribution normale multivariée aux groupes de Lie, appelée distribution
normale concentrée sur groupe de Lie. Cette distribution prend notamment en
compte la géométrie du groupe de Lie de maniére intrinseque, fournissant ainsi
un formalisme élégant permettant de caractériser 'incertitude des parametres
estimés.

Le filtrage de Kalman, qui est une des méthodes les plus utilisées dans le
domaine de 'estimation séquentielle de parametres euclidiens, peut étre vu
comme un algorithme de filtrage bayésien sous des hypotheses de bruit gaussien.
Nous nous sommes par conséquent logiquement intéressés au probleme du
filtrage de Kalman a temps discret et continu-discret a partir d’observations
appartenant a un groupe de Lie, ou I’état évolue également sur un groupe de
Lie. Cette étude nous a conduit a la proposition de deux filtres; le CD-LG-EKF
qui permet de résoudre un probleme a temps continu-discret et le D-LG-EKF
qui permet de résoudre un probleme a temps discret. Ces deux filtres sont basés
sur la méme approximation, a savoir qu’a chaque instant, nous supposons que
la distribution a posteriori de I'état est une distribution normale concentrée
sur groupe de Lie. En utilisant la structure de sous-groupe a un parametre
du groupe de Lie sur lequel évoluent les parametres, nous avons pu montrer
comment propager et mettre a jour les parametres de cette distribution, pour
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finalement aboutir a ces deux nouveaux algorithmes.

Nous nous sommes ensuite inspirés du lien entre optimisation et filtrage
de Kalman, qui a conduit au développement du filtrage Kalman étendu itéré
sur espace euclidien, en le transposant a ’estimation de parametres évoluant
sur un groupe de Lie. Nous avons pu établir un lien entre ’algorithme de
Gauss-Newton intrinseque et le filtrage/lissage de Kalman sur groupe de Lie,
via 'approximation de Gauss-Laplace intrinseque. Ce lien repose, une fois de
plus, sur la notion de distribution normale concentrée sur groupe de Lie puisque
I’approximation de Gauss-Laplace intrinseque est une technique permettant
d’ajuster une telle distribution a une distribution a posteriori quelconque. En
exploitant ce lien, nous avons montré comment obtenir une généralisation du
filtre Kalman étendu itéré aux groupes de Lie, appelée LG-IEKF, ainsi qu'une
généralisation du lisseur de Rauch-Tung-Striebel aux groupes de Lie, appelée
LG-RTS.

Finalement, dans le but de replacer les concepts et algorithmes d’estima-
tion sur groupe de Lie proposés dans la these dans un cadre applicatif, nous
avons concu un systéme complet de localisation d'une caméra évoluant dans
un environnement intérieur préalablement cartographié. L’approche retenue
repose sur deux étapes. La premiere étape vise a construire une base d’images
représentant I’environnement intérieur du mieux possible. La seconde étape
utilise cette base d’images annotées pour localiser une nouvelle vidéo dans

I'environnement.

Afin de rendre I'étape de construction de la base d’images la plus auto-
matique possible, nous avons proposé une méthode dite de localisation et
de cartographie simultanée. Cette méthode, qui repose en partie sur des ap-
proximations de Gauss-Laplace intrinseques, est capable de cartographier un
environnement intérieur a partir d'une vidéo d’apprentissage. Nous avons mon-
tré sur de nombreux jeux de données que ’approche proposée est a la fois plus
robuste et plus précise que les algorithmes de I’état de ’art. De plus, pour
toutes ces expériences, les parametres de I'approche ont été fixés une fois pour
toutes, prouvant sa flexibilité.

Concernant la méthode de localisation en environnement intérieur dédiée a
des vidéos provenant d’'une caméra monoculaire, nous avons introduit un lisseur
Rao-Blackwellisé sur groupe de Lie reposant sur les algorithmes LG-IEKF
et LG-RTS. Nous avons montré sur plusieurs vidéos que 'approche proposée
permet d’estimer la position de la caméra avec une précision de moins d’un

metre ainsi que son orientation.

Dans chacune des étapes de construction de la base d’images puis de
localisation, les concepts et algorithmes d’estimation sur groupe de Lie proposés
dans la these, et reposant sur la géométrie induite par la structure de sous-groupe

184



a un parametre, ont été utilisés a la fois pour obtenir des approches élégantes
et numériquement stables mais également pour caractériser I'incertitude des

parametres estimés.

Perspectives

Dans ce travail de these, nous avons proposé des algorithmes d’estimation
de parametres vivant sur un groupe de Lie permettant de prendre en compte
de maniere intrinseque la nature de la variété sur laquelle ils évoluent. Nous
avons démontré l'intérét de cette démarche sur certaines applications en vision
par ordinateur. Ce mémoire ouvre ainsi un certain nombre de perspectives pour
de futures recherches.

Parmi ces perspectives, une direction de recherche intéressante consisterait
a ne pas approcher la constante de normalisation de la distribution normale
concentrée sur groupe de Lie par la constante de normalisation d’une dis-
tribution normale multivariée. Cette perspective impliquerait probablement
I'utilisation de techniques non plus déterministes, telles que 'approximation
de Gauss-Laplace intrinseéque, mais plutdt des techniques d’approximation
stochastiques, telles que 'algorithme du gradient stochastique qui a déja été
porté sur variété Riemannienne [Bonnabel 2013] ou encore 1'algorithme du
recuit simulé [Arnaudon 2014].

Une deuxieme perspective méthodologique viserait a remplacer I’approxima-
tion de Gauss-Laplace intrinseque, qui se base sur une technique de linéarisation,
par une méthode impliquant la minimisation d’une divergence de Kullback-
Leibler. Une telle approche permettrait d’obtenir une approximation a 1’ordre
2 de la distribution que I'on cherche a approcher. Un travail préliminaire a déja
été mené dans cette direction, améliorant ainsi les résultats obtenus avec une
technique de linéarisation [Chirikjian 2014].

Du point de vue applicatif, le systeme de localisation que nous avons proposé
n’inclut pas de suivi de l'information contenue dans les images. De ce fait,
lorsque I’algorithme de recherche par le contenu ne parvient pas a retrouver
d’image correspondant a la pose courante de la caméra, l'incertitude de la pose
estimée croit trés rapidement. De plus, la base d’images n’est pas mise a jour
avec les données issues des vidéos traitées. L’utilisation d’un algorithme de
localisation et de la cartographie simultanée temps réel, tel que ceux proposés
récemment dans [Engel 2014] ou [Newcombe 2011], permettrait d’atténuer ces
problemes. Les particules du lisseur Rao-Blackwellisé seraient ainsi guidées
lorsque l'algorithme de recherche par le contenu rencontre des difficultés et
I’environnement pourrait étre mis a jour. Néanmoins, dans notre application
de localisation, I’environnement est souvent dynamique et non statique, ce qui

nous conduit a envisager une derniere perspective.
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En effet, dans le domaine de la localisation et de la cartographie simultanée,
les algorithmes de ’état de I’art, y compris celui que nous avons développé dans
cette these, reposent en grande majorité sur une hypothese de scene statique
et cherchent & supprimer les données ne respectant pas ce modele. Ainsi, une
perspective importante consisterait a modéliser non plus une scéne statique
mais une scene dynamique [Tan 2013] ce qui permettrait de tirer parti de
I'information dynamique présente dans les images.
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Les différentes annexes du manuscrit sont présentées ci-apres.
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Annexe A

Marginalisation de la distribution normale

concentrée sur groupe de Lie

Considérons un groupe de Lie de la forme G = G’ x G”, ou G’ est un
groupe de Lie matriciel de dimension p et G” est un groupe de Lie matriciel de

dimension ¢. Une distribution normale concentrée (a droite) peut alors s’écrire :

p(X)=p(X1,Xs) = \/(27)p+1q — o~ 3Q(X1,X2) (A1)

on X €G, X, €G, XoeG" et

211 212

Q(Xl,Xz)z[logé/ (o) logl (Xomz")" $21 322

log¢y (X1M1_1>
log <X2M2_ 1)

— togZy (Xupir")" S Mogly (Xupi ) +logdy (Xopsy ") S*logl (Xarsy )

T
+ 2logl (Xlul’l) Y logl (Xgugl) (A.2)
avec
E—l_ 211 212 B _ 211 212
- 221 222 - 21 3122

En utilisant les lemmes d’inversion matricielle nous avons alors :
11 e\t -1 -1 T v—1 a7 et
M= (S0 - TeiETh) =50 4 500 (B - ILEN ) ILEy

1

S = -0 T (S — SLI0 )

1 4
222 = (222 - Z{2EI11212) = 2521 + 25212{2 (Ell — 21225212{2) 2122721
(A5)
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Annexe A. Marginalisation de la distribution normale concentrée sur groupe de Lie

Apres substitution, et en définissant x; = log/, (X 1 ul_l) et 19 = loghn (XQMQ_ 1)
nous obtenons :
-1
Q (a1,22) = 21 (Eil + 30 S (222 - Efgzﬁlzm) Efﬁff) 1
-1
—+ l‘g (222 — 2{221_11212) )
-1
— 2;5{2;11212 (222 — 2{22I11212> i)
-1
=21 Sy 7+ 2] B B (222 - E%1221_11212) I
-1
+ l’g (222 — 2{221_11212) i)
-1
— 21‘{2;11212 (ZQQ — 2?22;11212) i)
— TS 4+ (55,5 ) (S — XLEIN,) T (SL 8T
=T 11$1+< 12 11351) ( 22 122411 12) ( 12 11371)
-1
+ I'g (222 - 2{221_11212) i)
T -1
—2 (2{221_111’1) (222 — 2{221_11212) T2
T -1
= x?Eﬁlxl + (SCQ — 2,{221711231) (222 — 2{22I11212) (1}2 — 2?221711;1:1)
= Q1 (71) + Q2 (71, 9) (A.6)
ou .
Q1 (X)) =logéy (Xap ) Bptlogs (Xipp!) (A7)
et

Q2 (X1, X5) = (10g¥;~ (sz_l) — B2 logg (Xllh_l))T (222 - 2?221‘11212)_1

(10gé~ <X2M51> — 25,25 logg (X1Mf1)> (A.8)

Puisque la covariance de la distribution est supposée concentrée, nous pouvons

faire ’approximation suivante :

loggn (qugl)—Eszzﬂllogé/ (Xlﬂfl) ~ logg <X2 (MQeng” (ZlTQEIlllOgé/ (X1u11>))1>

(A.9)

Et donc

Q2 (X1, X2) = loggn <X2 (/@eXP@u (21T221_1110gé/ (Xlufl)))1>T (222 - 21T221_11§312)71
ot (s (naos (S5t (")) A0)
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Ainsi nous obtenons la marginalisation suivante :

[ 6 dux;
_ / 1
- \/ (2m)P*7 det (S11) det (T2 — X551 D1)
_ 1 i@ () / 1
\/ (2" det (S, — THE'Sh)

6*%(@1(X1)+Q2(X1,X2))dHX2

e*%Qz(XLXﬂdHXQ

\/(27_{_)10 det (211)

= NE (X151, 211 / N (Xa; paexpl (S50 gl (Xapr)) s B2 — 550 502 ) d X

=N§ (Xl;ﬂlazll) (A~11)
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Annexe B

Dérivées premiére et seconde de I'application
logarithme de matrice

Nous résumons ici les approximations qui nous permettent d’établir les
expressions des dérivées premiere et seconde de 'application logarithme de
matrice dans la partie 1.1.5. Dans la suite, Y € G et b, ¢ € g.

B.1 Dérivée premiére de I’application logarithme

de matrice : résultats intermédiaires

1
Y = expg (b) :[d+b+§bQ+O(HbH3) (B.1)

1
Ye= (Id+b+262>c—l—0(\|b|]3)c (B.2)

(Y—I@Yw:@+;ﬁ+00wwn(M+b+;ﬁ+00wwwc

:(b+§w>c+onW)c (B.3)

Ye(Y - Id) = <Id+ b+ ;[72 10 (||b||3)) ¢ <b + ;rﬂ 10 (\Ibll3))

1
—¢ (b 4 252) +beb+ O (|[b]*) ¢ (B.4)

Ye(Y = Id)? =Yc(Y —1d) (Y — Id)

- (c <b + ;52> +beb+ O (||b||3) c) (b + ;bQ +0 (y|b||3))

= b+ 0 ([[b]*) ¢ (B.5)
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Annexe B. Dérivées premiere et seconde de I'application logarithme de matrice

(V = Id) Ve (Y — Id) = ((b + 2’52) ¢+ 0 (|]f) c) (b + ;52 +0 (Hb\|3))
= beb+ O (|b]]*) ¢ (B.6)

(Y — Id)*Ye = (b + ;bQ +0 (||b||3)) <<b + 262> ¢+ 0 (|o]f") c)

=b%+0([[b]*) c (B.7)

O (Y = 1d)J*) Ye =0 (Hb 4 ;62 +0(l]*) 3) <Id+ b+ ;52 +0 (||b||3)) ¢
O (|b]|3) (Id+b+;b2+0(|]b\|3)> c

O (llof*) ¢ (B:3)

B.2 Dérivée seconde de ’application logarithme

de matrice : résultats intermédiaires

ve = <1d+ b+ ;Eﬂ) 2+ 0 (|l6]*)
= (Id+b) ¢+ O (|[6]*) (¢, ¢) (B.9)

Y —Id) Y = <b + ;bQ +0 (||b||3)) ((1d+6)c+0([6]%) (c,0))
=bc>+ 0 ([[b]*) (c,¢) (B.10)

Y (¥~ Id) = ((Td+8) ¢ + 0 (J6]) (,0) (b+ ;52 +0 (o))
=cb+0 (Hb|]2) (c,c) (B.11)

2 L, 3 L, 3
(Ye)? = <]d+b+25 +0(Jel ))c<ld+b+2b +0 (] ))c
= ¢+ cbe + be® + O (][b]|*) (c, ) (B.12)
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B.2. Dérivée seconde de I'application logarithme de matrice : résultats
intermédiaires

(Ye)* (Y — Id) = (c2 + cbe + bc2) (b + ;[12) +0 (Hb||2> (c,¢)
=+ 0 ([[6]*) (¢, ) (B.13)

Ye(v — Id)ve=(1d+ b+ e (le1°) e ((o+ 262> ¢+ 0 (lo]f) <)
= cbe + O ([[b]*) (¢, ¢) (B.14)

(Y — Id) (Y¢)* = (b + ;bQ> (c2 + cbe + bc2) +0 (HbHQ) (c,¢)
=bc* + O (HbH2> (c,¢) (B.15)

O (I = 1)) (e, o) =0 (I = 1)) (o) (B16)

O(I(y = 1d)|*) Ye = O (II(Y = 1d)|*) (Ye, V)

=0 (Y — Id)[*) (¢, ¢) (B.17)
2 1 2 3 2
O (Il = 1d?) (c.¢) :O<Hb+2b +0(ls]*) >(c,c)
=0 (II6*) (c. (B.15)
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Annexe C

Propriétés de I'opérateur adg ()

Nous nous intéressons dans cette annexe a certaines propriétés de 'opérateur
adg () que nous utilisons dans le chapitre 2.

En utilisant les définitions :
(adg (2)),, = LT (1)
et
(ade (x)T)U = (adg (2));; = Ll (C.2)

ou L;; € RP et x € R, nous obtenons alors :

k=1 l:l
p
=K (Z Z lel'Rle]l.T)
k=11=1
p
=K (Z Z RlezkiL‘[I) Lﬂ)
k=11=1
p p
- Z Z Ry Ljxa’ L (C.3)
k=11=1



Annexe C. Propriétés de |'opérateur adg (+)

et

M=

(adG (x)Q) =

v

=
Il
—

I
NE

T 7T
LijxLy;x

3
I

T T

I
NE

B
Il
—
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Annexe D

Moyenne et covariance d’un systeme dynamique

Nous présentons dans cette annexe les équations de propagation de la
moyenne et de la covariance d’un systeme dynamique décrit par 1’équation
différentielle stochastique suivante :

de = f(x)dt+ g (x)dp (D.1)

ou f et g sont des fonctions bornées et lipschitziennes (voir [Maybeck 1979],
Volume 2, pp.182), £ est un mouvement brownien de matrice de diffusion @ (t),
et z € R™.

Les équations de propagations de la moyenne et de la covariance sont (voir
[Maybeck 1979] Volume 2, Chapitre 11, Section 6) :

tiy = B [f ()] (D.2)

(
E (g () Qg (x)) (D.3)
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Annexe E

Complétion du carré

Nous présentons dans cette annexe la méthode dite de “complétion du carré”.
Considérons la norme de Mahalanobis suivante :

|Az — |3 = (Az — b)" 71 (Az — b)
= 2T ATS T A — 2T ATS T — 0TS T A + sty (E.1)

ou csty eSTt un terme constant par rapport a x. En ajoutant le terme
(ATE_lb) (ATZ_lA) (ATZ_lb), qui est constant par rapport a x, nous obte-

nomns :
|Az —b]|3, = 2TATY P Ax — 2T ATY " — 0T Ax
+ (AT ) (AT A) (ATET) + esty (E.2)

Nous définissons P~! = ATY 7! A et injectons PP~ ou P~'P dans chaque

terme :
|Az —b||3, = 2" P2 — 2" P PATS ) — WIS APP
+ (A7) PPP(ATS ) + sty (E.3)
Remarquons que le minimiseur de || Az — b||2 est :
= (ATSTA)ATS

= PATYS (E.4)

203



Annexe E. Complétion du carré

Nous obtenons finalement :

|Az = bl|3, = 2T Pz — 2T P8 — 2T P e + 2T P74 + csty

— (= 2)" P (z — &) + csty (E-5)

Alinsi, nous avons “complété le carré”, c’est a dire que nous avons fait apparaitre
la distance de Mahalanobis entre x et z.
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Annexe F

Lemmes d’inversion matricielle

Nous présentons dans cette annexe les différents lemmes d’inversion matri-

cielle dont nous faisons usage dans le mémoire.

F.1 Lemme 1

A B| A1+ A 'BE1BTA-1 _A-'BE-!
B" D| ~E-'BTA! B! (1)
ol
E=D-BY"A'B (F.2)
F.2 Lemme 2
-1
A B B Gt —~G-1BD! (F.3)
BT D | =D'BTG"! D'+ D 'BTG'BD! '
ol
G=A-BD'BT (F.4)

F.3 Lemme 3

(X +VIWY) =X X VT (W e vV v (FS)
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Annexe F. Lemmes d’inversion matricielle

F.4 Lemme 4

(X+Y) ' (X+Y)=1Id

donc

Id—(X+Y)'X=(X+Y)'Y

d’ou

(Id= (X +Y)"' X))y = (X +Y)
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Annexe G

Démonstration du lisseur de Rauch—Tung—Striebel

sur groupe de Lie

Les différents résultats en lien avec la démonstration du lisseur de Rauch-Tung-Striebel

sur groupe de Lie (voir chapitre 3) sont décrits dans cette annexe.

G.1 Résultat 1
Posons :
—1
Ly = PurF Py = Pup P (Ri + FiPopFY) (G.1)

et
PyiiLly = Pk+1|kP;;11|kaPk\k = I} Py (G.2)

En utilisant (F.5) puis (G.1) et (G.2) on démontre :

—1 -1
(FIR Fe+ Pgt) = Pog — PuFY (R + FePunFY) FiPe (G.3)
= Py — Ly Py

G.2 Résultat 2

En utilisant ’égalité suivante qui se base sur (F.6) :
(Id - Pz§+11\kaPk|kaT) Ry
-1
= (]d— (Rk—i-FkPHkaT) FkPkkFg) Rgl

—1
= (Ri+ FPeFY) = Pl (G.5)
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Annexe G. Démonstration du lisseur de Rauch—Tung—Striebel sur groupe de Lie

On démontre que :

DB = 87 (Pup — ParFy Py FiPas) S (ST F{ Ry M)
= =87 (Pux — PurFd Py FPar) (FURy'M)
= =S Py (Id— Pl FuPorFY) Ri'M
= —S'PupF{ Py M
= S 'LHiMm (G.6)

ce qui prouve au passage que

(Pigk — P i Pty PPk ) FE RS = Ly (G.7)

G.3 Résultat 3

D’apres (F.5)

—1 —1
Pl = (Be+ PP ) = By = Ry (Pt + FURSR) - FURY!

(G.8)
G.4 Résultat 4
D’apres (F.6) :
-1
Pt = (R + FiPuuFy)
-1
= (]d— (Rk—f—FkPkmFg) FkPk|kF1;F> Rlzl
= (Id - Py Fi P FY ) Ry (G.9)

donc

R = Prly = Rt = (1d— Pl FePunFL) Ry (G.10)

= P FePonFy Ry (G.11)

Finalement en utilisant (G.1), on a :
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G.5. Résultat b

(Ri' = Poly) — LEFERYY = Ry = Poly — Polu B P FY Ry

— P,;jukaPk‘kaT Rt — P,;l”kaPk‘kaT R;*
=0 (G.12)

G.5 Résultat 5

D’apres (G.8) et (G.1) :

Ry'Fy - Ly (F{ Ry Fi + Pygl)

= Ry Fy — Pl FePox (FY Ry Fi + Pt

—1
— R'F, - (Rkl — Ry'F (Pgl + FIR;'R) T BT R,f) FePys (FI R B + By))
(G.13)

Or d’apres (F.6)

-1 -1
(Id — (Pgi + FIR'F) FY Rlek> P = (Pt + FLRS'F)  (G14)

Donc

-1
(R,;l — R;'Fy (P,;“i + FEREIFk) FkTREI> Fi Py
-1
=R, 'F, (Id — (Pt + FIR'F) FEREIFk) P

1

= R'Fy (Pt + FUR;'F) (G.15)

Donc en reprenant (G.13) et en utilisant (G.15), on obtient :

R'Fy — Lf (F{ R Fo+ Pyl
—1
= Ry'Fy — Ry Fx (Pt + FURS'F) (FERS'Fio+ Py)
—0 (G.16)
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Annexe G. Démonstration du lisseur de Rauch—Tung—Striebel sur groupe de Lie

G.6 Calcul de (Jfe1])"

Calculons l'inverse de chaque bloc de (JZT 03_1J1>71 :

r _ _ _ _ -1
(JTGAJZ)A [ M7 (B = PR M+ LR, L ~MTR;'F,S
l - _ _ _
_ —STFIR;' M ST (FIRS Fi+ Pgt) S
(G.17)
A B A B
ol P I i (G.18)

Calculons A’ : D’apres (F.3)
A'=(A-BD'B")"

_ _ — — — -1 — — !
= (MT (Rkl — Pl — By Fy (FkTRk YFy + Pk|li) FI;FRkl) M+ ‘CTPk-&-l1|T‘C)
(G.19)

Donc d’apres (G.8), nous avons :
A = (LPL) =L Pl (G.20)

Calculons D' : D’apres (F.3), puis en appliquant (G.4), (G.6) et (G.20), on
a:

D' = D'+D'B"ABD™
— 871 (Pk;lk‘ + Lk (ME?IP/C-F”T,CiTMT _ Pk+1|t) Lg) S*T (G21>

ol
Ly, = PyrFy Py, (G.22)

Calculons B’ : D’apres (G.20) et (G.6) :
B =-G'BD ' =L'"Poyr LT MILLSTT (G.23)

Finalement nous avons :

(J7 es*ljl)‘l _
£71Pk+1|T£7T £71Pk+1|T£7TMTL£SJT
SLML Py £ 87V (Pop + Ly (ML Ppar£7TMT = Py ) LE) ST

(G.24)
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G.7. Calcul de 65/

G.7 Calcul de g,

En utilisant (3.110), (3.113) et (3.115), et le fait que 6,7, = 0 et £ = Id,

nous obtenons :

ST g1 (LkMPkHTMT <R,;1 — (R + BPucF! )_1)
- (Pk\k + Ly, (MPk+1|TMT - Pk+1|k) L£> FICTRI;I) 0y
~87 (= LiMPyyr M R Fy
+ (Pk\k; + Lk (MPk+1|TMT - Pk+1|k) L;}F) (FER,;le + P;J;iOC)‘rrﬁﬁ?

Calcul du terme en §."

Calcul du terme en Lk/\/lPk+1|T/\/lT

— LiMPraapMT R Py + (LiMPo e MTLY) (RS Fy + P
= LiMPy e M” (Lf (F{R'F + Pyl) — Ry Fy) (G.26)

donc d’apres (G.16) le terme est nul.

Calcul du terme restant

(Pek = LiPesanLy) (FE RS Fr+ Pt)
= (Pug — Li (Re + FePopFY) LY ) (FL R Fe + Py} (G.27)

donc d’apres (G.3) le terme restant vaut Id.

Le terme en &y vaut donc —S~'d,".
Calcul du terme en 5,2’_’?1

Calcul du terme en LyMPy 7 M”

—1
LiMPyiqjpM” (Rgl - (Rk + FkPmkF;?) > - (LICMPIC+1|TMTLZ) B Ry

-1
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Annexe G. Démonstration du lisseur de Rauch—Tung—Striebel sur groupe de Lie

En appliquant (G.10), on obtient :

—1
—1
= LiMPy iy M” (—L{FE R;' + (Rk + F. Py B ) Fy P B R,})
-1
— LeMPear MY (=L + (Re+ FuPuFT) b ) FERCY)(G.29)

Et donc d’apres (G.1) le terme en Ly M Py qpM?* vaut 0.

Calcul du terme restant En utilisant (G.7), on montre que :

— (Pk|k - LkPk-i-llk:L;{) B R

= — (P = P Py Pesaie Pl FiPas) FLRZ!
= — (P — LiFPu) FY Ry

S (G.30)
Le terme en 5L’i1 vaut donc SilLk(Sﬁl.
Au final, on a donc

St = ST Lok, (G.31)
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Annexe H

Démonstration du lisseur particulaire
Rao-Blackwellisé sur groupe de Lie

Nous présentons ici les calculs permettant d’aboutir a l'algorithme du
lisseur particulaire Rao-Blackwellisé sur groupe de Lie. Cette démonstration
est inspirée de celle proposée dans [Fong 2002]. A la différence que la partie de

I’état marginalisée évolue sur un groupe de Lie.

H.1 Etape de filtrage
Nous souhaitons approcher la distribution de probabilité suivante :

p (XO:ka 30:k|Z1:k) =P (XO:k’ZLka 80:k> D (Soik’ZLk> (Hl)

Le terme p (So.x| Z1.1) sera échantillonné par N,, particules de la maniére suivante

(tirées selon une distribution de proposition q (so.x|Z1.x)) :

NP
P (Sok| Z1:k) = Zw;(cl)(s (50:kz - Sél)k) (H.2)
=1
ou "
p 8 : |Z Ik:
w,il) x <?l)kl) (H.3)
q (SO:k’|Z15k’)

Le terme p (Xo.x| Z1.k, So:x) sera approché par une distribution normale concen-
trée sur groupe de Lie en utilisant le filtre de Kalman étendu sur groupe de Lie
(LG-EKF) présenté dans le chapitre 3. L’efficacité de cet algorithme réside dans
le fait que seul sg.. est échantillonné, c¢’est a dire que Xj., a été marginalisé
dans (H.2). Sachant sg., la partie Xy, de ’état marginalisée peut alors étre

estimée analytiquement (LG-EKF).
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Annexe H. Démonstration du lisseur particulaire Rao-Blackwellisé sur groupe de
Lie

H.1.1 Formulation récursive

Pour garantir une formulation récursive de I’algorithme, la distribution de

proposition doit se décomposer de la maniere suivante :

q (0| Z1k) = q (Sk|Sok-1, Z1:k) q (Sok—1|Z1:6-1) (H.4)

Les particules peuvent alors étre échantillonnées séquentiellement :

l l l
sok = [t sox1] (H.5)
avec
l l l
Sl(c) ~(q (Sé)‘s((]:)k—la Zl:k) (HG)

De plus, la distribution cible qui nous intéresse peut étre exprimée de la maniere

suivante :

4 (Zk|3(()l:)ka Zl:k—l) D (5((){)19|le1€—1)

p (80 Z0s) =

P (Z| Z1.6-1)
p (Zk|5g:)ka Zl:kﬂ) p (Sl(cl) ’3(()171; Zl:k—l) p (S((&fﬂzmq)
= (H.7)
P (Zk| Z1:5-1)

o , . . . !
Ainsi, nous obtenons la formule récursive suivante pour les poids w,g,) ;

O P (Sél;)k|Z1;k> . D (Zk|5(()l:)ka Z1;k71) D (31(61) ]5&71, ZM,1> D (3((){)1%1|Z1:k71)

k q (8(()1:)k|21;k) P (Zi|Z1k-1) q (3](61)’58{)]{71, lek) q (S(()l:)k—lyzlskfl)

w;(lep (Zk|3g;)/m Zl:k:—l) p (Sl(f) s, lek,_l)
P (Zk|Z1:6-1) q (s,(f)|s(()l:)k_l, Zl:k:)

(H.8)

H.1.2 Echantillonnage optimal

H.1.2.1 Simulation de s;

Une maniere de réduire le nombre de particules est d’échantillonner les sy,
selon la loi de proposition dite “optimale”. C’est a dire :

D (Zk:|8(()l;3€, Zl:k—l) D (Sl(ql)ls(()l:)k—h i1

(OINO! _ D0 _ 't
q\ Sk |80:k:—17 lek = D\Sg |S[);k_17 Zl:k‘ - )
( ) ( ) P (Zk|5(()l:)k—1’ Zl:k—l)
X p (Zk|3(()l:)k; Zl:k—l) yZ (S,(fl)|s(()l:)k_1, lek_l) (H.10)
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H.1. Etape de filtrage

Concernant le second terme de 1’équation précédente, dans notre application,

nous avons l'indépendance conditionnelle suivante :
P (sg) |3(()l;)k—1a Zl:k—l) =p (s,(f)) (H.11)
Concernant le premier terme, nous avons :
(Zk|3k aso)k 1 Zl:k—l)
- / p (X Zelsy, sbik1s Zrw) dir X

:/p(Zk\Xk,sfj) (Xlsy, sk 1> Zrar ) di Xy (H.12)
Or d’apres le modele d’observation (4.16), nous avons :

D (Zk’Xk, Sp ) X NS’E(B) (Zk (Sk ) Ck, Qk#g)) <H13)

De plus, le terme p <Xk|s,(€l), 5(()1_1, lekq) peut étre approché par une distribu-

tion normale concentrée sur groupe de Lie en utilisant 1'algorithme LG-EKF :
! l
(Xk‘sk 730k 19 Zl:k71> = Ng (Xkﬂul(ﬂ)k 1,pk(“)€ 1) <H14)
Nous avons donc :

P (Zelsi, sth-1s Z11)

//\fSE(3 Zk (st):Cr. @, m)NG (X 1o Pty ) d Xy, (HL15)

En appliquant une approximation de Gauss-Laplace a l'intégrande de (H.15)
suivi d’'une marginalisation de X}, nous obtenons :

l l l
P (Zilst) sk-1, Zrn1) o< Niys) (Zk (st)) ; s (O) PRy (C)Jer,S,g))
(H.16)

Les notations /L](c?kil (C) e PIE‘II)C 1 (C) correspondent a extraire la sous-matrice
correspondant a la pose de la caméra C' dans Mgﬁk—l et P,gf,)g_l. Ainsi nous avons

obtenu le résultat suivant :

o (01010 21) o Ny (2 () s 1 (€) P €+ Qo) ()
(H.17)
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Annexe H. Démonstration du lisseur particulaire Rao-Blackwellisé sur groupe de
Lie

H.1.2.2 Calcul du poids

Nous obtenons alors la formule suivante pour les poids w,(f) :

©w_ o P (Zk|3(()l:)kv Zl:k—l) p (Sz(f) |6k _1, Zl:k—l) p (Zk\s((f;)k_u Zl:k—l)

Wy’ o W .
p (Zk;|Z1:k:—1) P (Zk|5(()l)k, Zl:k—l) p (8](€l) |S(()l:)k_1, Zl:k—l)

p Z |5(l.) YA )

@ ( k1S0:k—1) 41:k—1 0 "

W, <xw_sz._, ke— H18
o p(Zk|lek—1) k-1 ( k‘ Ok—1> L1k 1) ( )

Le terme p (Zk|sg:)k_1, Zl:k—l) peut étre calculé de la maniere suivante :

p (Zk|3(()l;)k—1, Zl:k;—l) =>p (Zk'a Sk‘s(()l:)k—h Zl:k—l)
Sk
= Zp (Zk‘sk,s(()l:)kfla Zl:k—l) p (5k|5((]l:)kfl7 Zl:k—l)
Sk

- ZN§H3) (Zk (sk) ;#/(fl|)k—1 (), Plgfl)c—l (C) + Qlas;g) P (sk)

(H.19)

H.1.3 Algorithme

L’algorithme permettant de réaliser ’étape de filtrage est présenté dans la
table Alg.H.1. Il permet d’approcher séquentiellement la distribution p (Xo.x, So.k|Z1.x)
pour k allant de 1 (la premiére image de la vidéo) a T' (la derniére image de la

vidéo).

H.2 Etape de lissage

L’objectif de cette étape est d’échantillonner la distribution jointe p (X1.7, s1.7|Z1.1)
et nous allons voir que pour cela, le résultat de ’étape de filtrage est nécessaire
ainsi que l'algorithme LG-RT'S présenté dans le chapitre 3.

H.2.1 Démonstration

Nous allons détailler comment générer un échantillon X 1.1, S1.7 de la distri-
bution jointe p (Xi.7, s1.7|Z1.7), contrairement a 1’étape de filtrage ou seul les
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H.2. Etape de lissage

Algorithme H.1 Etape de filtrage du LG-RBPS
— Pouri=1,2,...,N,
— Initialiser u(()% en choisissant aléatoirement la pose d’une des images de
la base d’ images avec une vitesse nulle

— Pé‘?) =P et w(()i) = N%,
— FinPour

— Pour k=1,2,...,T
— Pouri=1,2,..., N,

— Propagation du LG-EKF : Propager u,(jz”kil et Plg?l‘kil pour
obtenir 'ul(ci|)k—1 et P,Ef',)cil en utilisant Ry, et At (Alg.H.2)

(4)

— Echantillonnage optimal : Tirer ski en utilisant MlE:?k—l’ pY

klk—17
Zy et p(sg), et évaluer p (Zk|sg:3€71, lek_1> (Alg.H.4)

— Mise a jour du LG-EKF : Mettre a jour M,(c?kil et P]g‘i])fil pour
obtenir ug‘i et P/,grl,)C en utilisant (sg)) et Qoprr ou Quar(Alg.H.3)
— Mise a jour du poids :
) = ) (Zulhr, s )
— FinPour

— Normaliser les poids et ré-échantillonner les particules

— FinPour

Algorithme H.2 Propagation du LG-EKF

— U = fg—1pk—1 (V)

— C = pp_1jk—1 (©)
— -1 (C) = explp) (VAL) C
— k-1 (V) = v

— Pyjpo1 = FPpr FT +R

— o F = [ Adsr) (exPSps) (VA1) Bsms (vAL) At
0 Id
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Algorithme H.3 Mise a jour du LG-EKF
— K = Py (TP JT Q)
— 0 = Klog¥s) (Zeppp—1 (C) ")
— g (C) = expips) (0 (C)) prp—1 (C)

— g (V) =6 (V) + prp—1 ()
— Py = ¥ (8) (Id — K.J) Py ®F (6)

—ouJ=|1Id o]et%((s):[@sm)@(@) 0

Algorithme H.4 Echantillonnage optimal
— Pourl=1,..,N

— 8= P11 (C) + Qv
— e=loglpy) (Zu () e (C)7')
—w(l) = < (2m)° |S|)1 exp (—0.5 (eTSfle)) p(sp=1)

— FinPour

— En pratique, pour réduire le cotit calculatoire de la boucle Pour précédente,
nous utilisons un arbre-kd pour retrouver les 30 plus proches voisins (parmi
les composantes de Z) de pup—1 et nous effectuons la boucle pour ces 30
composantes seulement.

— Pourl=N+1,...,N + Necgir
— S = Py—1 (C) + Qenir
— e = loggps (Zk (1) prp—1 (0)71>

—w(l) = (\/ (2m)° |S|)_1 exp (—0.5 (eTS_le)) p(sp=1)

— FinPour
P (Zklsok—1, Z1a-1) = 2w (l)

— Faire s, = [ avec probabiité w (1)
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variables s; étaient échantillonnées :

p (XI:Ta 51:T|ZI:T)
=p (Xla 51|X2:T7 Sa.T, Z1;T) p (X2:T7 32:T|Z1:T)
=p (Xl, 51|X2:T7 S2.T, Z1:T) p (Xz, 52|X3:T, 83.7, ZI:T) p (X&T, 53:T|Z1:T)

T-1

=p (Xr, sv|Zia) T1 p (Xe, skl Xisrors Skvrr, Zir) (H.20)
k=1

P (X, Sk| Xp1.75 Skt1:75 Z1:1)

= > p(Xk, s16| X127, Sk1:15 Z1)

Sl:k—1
= Z P (Xi| X1, 517, Z1:r) 0 (S1:6| X1, Skv1:7, Z1:7) (H.21)

Sl:ik—1

En tirant parti des propriétés de Markov de notre modele nous avons :

p (51;k|Xk+1:T, Sk41:T Z1;T)
=p (816 Xk 15 Skt15 Z1:)

P (Xis1, Skt1]S1:0, Z1:k) P (51| Z1:)
N P (Xpt1, S641]Z1:k)

P (Xkt1, Se41]S1:8, Z1k) P (51| Z1:1)
B s P (Xig1, Ste41| Z1k)
P ( Xk, seqalSik, Zik) p (1] Z1k)
Y P (Xit1s seralstn Zik) p (S1k] Z1r)

P (Xiy1lS1m41, Zik) P (Skr1lsk) P (516 Z1k)

= H.22
Zslzk p (Xk+1’51:k+1a Zl:k)p (5k+1’5k)p (Slzk’ZLk) ( )
La sortie du LG-RBPF nous donne :
Yo !
p (Slzk|lek) ~ Zwl(c)(s (Slzk - Sg:)k) (H23)

=1

En remplagant p(s1.x|Z1.) par (H.23) dans (H.22), nous obtenons pour le
dénominateur :

ZP (Xkt1|51:6415 Z1:1) D (Skt1]5k) (Z wk (31:k - Sﬁc))

S1:k
Np

=) w](gl)p (Xk+1 ‘Sgl)k: Sk415 Zl:k) D (5k+1 \S;(gl)> (H.24)
=1
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Pour le numérateur nous obtenons :

P (Xis1[Strs1s Z1ke) P (Sk1]sk) (Zwk (Slk—sgl)k))

Np
= Zw,gl)p (Xk+1|8§l:)k, Sk+15 Z1;k;> 4 <Sk+1|s,(f)) o (slzk — sgl),c) (H.25)
1=1

Par conséquent :

P (81:%| Xpt1:75 Skt1:75 Z1:1)
i ’wl(gl)P (Xk+1\3%7 Sk+1, Z1: k) (5k+1|51(gl)) 0
) (sl.k -5 )
(m)) : 1:k

512 1wk p<Xk+1‘31k>5k+1azlk) (5k+1‘3k

Q

P
l l
= > ik (510 — s (H.26)
=1
ou
w® - wl(gl)P (Xk+1‘3§l;3m Sk+1, Zl:k) p (Sk+1\8g))
klk+1 — m o p-
i ZTan 1 wi(g )p (Xk+1‘35:k)> Sk+1, Zl:kz) p (Skﬂ\é‘/(f ))
o wyp (Xk+1|81;)k, Skt1s Zl:k:) D (3k+1|31(€l)) (H.27)

Et nous obtenons ainsi :

p (X, sk| Xet1:15 Skt1:7, Z1:1)
= > p(Xp| Xt s1:15 Zror) P (St X1, Sks17, Z1:te)

S1:k—1
Z p Xk’Xk—H Ty S1: TaZIT Zwk|k+1 (51k (l)k)
S1:k—1
NIJ
~ Zw;(ﬁl\kﬂp (Xk\XkH;T; Sk Sk ZI:T) 0 (Sk - 8;(;)) (H.28)

Finalement, sachant Xy, 1.7 et Sx11.7, 5 peut étre échantillonné de la maniere

suivante (5., est une variable temporaire) :

Np
S1:k ~ Z wl(ql|)k+16 (Slzk — Sgl)k,> (H.29)
=1

ou les poids sont calculés ainsi :

l l ~ l o l l
le:|)k:+1 X wl(c 'p (3k+1’3;(€)) Nsmz)xrs (Xk+1§ u,(w)r”k, P,QM) (H.30)
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Et on prend :
Sp = Sk (H.31)

Puis, X}, est échantillonné depuis :
X ~p (Xk|Xk+1:Ta S1:ks Sk+1:T) Zl:T) ~ Ngms)xrs (Xk; k| T Pk|T) (H.32)

ou fig| et Pk|k sont obtenus en utilisant le lisseur de Rauch-Tung-Striebel sur
groupe de Lie présenté dans le chapitre 3.

En itérant les quatre équations précédentes sur toute la durée de la vidéo,
on peut obtenir un échantillon de p (Xy.7, s1.7|Z1.7). Nous allons réaliser cette
opération N, fois.

H.2.2 Algorithme

L’algorithme permettant de réaliser 1’étape de lissage, c’est a dire de tirer

des échantillons de la distribution jointe p (Xi.7, $1.77| Z1.7), est présenté en table
Alg.H.5.
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Algorithme H.5 LG-RBPS

— Pouri=1,2,...,N,

— Faire j = [ avec probabilité wg)

— &) = s, il = ufiy, Prir = Py

- M) p)
~(2 I
Xp'~ SE(3)><R6(XT’MT|T7PT|T)
— Pour k=T-1,T—-2,...,1

— Pour 1 =1,2,...,N,
— Donner a r la valeur de N§H3)XR6 (Xk+1§ u,(ﬁrl'k, Plilluk
en Xpy1 = X,E?rl
a0 (5)
— FinPour

— Faire j = [ avec probabilité w](fll)k 1

~(Z)_ () ~@) () (4) ()
- ¢y Hik = :“k|k et Pk\k Pk|jk
— Algorithme LG-RTS : Llsser MI(C‘L et P(“l pour obtenir u

]515% en utilisant ﬂ,(;)rl'T et P, k+1|T (Alg.H.6)
oo 6 pl)
X3, ~ N xpo (Xk?ﬂk\Tvpk\T)
— FinPour

FinPour

Algorithme H.6 LG-RTS

L= PyF" (R+FPyF”) ot F a t¢ défini dans 'Alg.H.2

_ [ 1OggE(3) (,uk-i-l\T (©) M/;iuk (O)) ]
ME+1|T (v) — M1k (v)
0=1Lr
pr (C) = eXP@E(g) (6 (1:6)) puwi (C)
puyr (v) = 0 (72 12) + puyr (v)

Pyr = @¢ (9) (Pk:|k: + L (SOG (r) Pryyret (r) — Pk+1|k) LT) OF (9) olt D¢

a été défini dans 1’ Alg.H.3
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