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Modélisation et analyse de I’hétérogénéité tumorale lors
de résistance aux traitements : cas des métastases hépa-

tiques de GIST

Résumé : Cette these présente les travaux menés sur ’analyse et la modé-
lisation de I’hétérogénéité tumorale lors de résistance aux traitements. Nous
présentons ici un modele EDP, dépendant de chaque patient, et prenant en
compte deux types de traitements différents. Il reproduit qualitativement et
quantitativement les différentes étapes de la croissance d’une tumeur soumise
a ces traitements. Afin de pallier une instabilité numérique liée a ce type de
modélisation, un nouveau schéma numérique est construit : le twin-WENOb.
Nous développons ensuite une méthode de synthese d’images scanners de sorte
a rendre meilleure la comparaison entre les résultats numériques et les données
cliniques. Enfin un critere robuste permettant de quantifier I’hétérogénéité a
la fois des images cliniques et des images de synthése, est construit.

Mots-clés : modélisation, simulation numérique, cancer, croissance tumo-
rale, hétérogénéité tumorale, résistance aux traitements, EDPs

Modeling and analysis of tumor heterogeneity during
treatments resistance: case of GIST liver metastases

Abstract: This thesis deals with tumor heterogeneity analysis and model-
ing during treatments resistances. A patient-dependent PDEs model, that
takes into account two kinds of treatments, is presented. It qualitatively and
quantitatively reproduces the different stage during the tumor growth under-
going treatments. In order to overcome a numerical instability linked to the
type of modeling, a new numerical scheme is built: the twin-WENO5. Then,
an image synthesis method is developed to enable a better comparison be-
tween the numerical results and the clinical data. Finally, a robust criteria
that quantifies the tumor heterogeneity from the clinical data and from the
synthesis images, is built.

Keywords: modeling, numerical simulation, cancer, tumor growth, tumor
heterogeneity, treatments resistances, PDEs
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Introduction

E cancer est, dans les pays industrialisés, la deuxiéme cause de mortalité

derriere les maladies cardio-vasculaires. En 2012, TOMS* attribuait a

cette maladie approximativement 14 millions de nouveaux cas et 8,2 millions
de déces [1].

De nombreuses études fondamentales, pré-cliniques ou cliniques ont été réa-
lisées afin de mieux comprendre les mécanismes impliqués dans la genese
et le développement du cancer. De méme, de nombreux travaux ont permis
d’apprécier la réponse aux traitements. Toutefois, il persiste encore beaucoup
d’interrogations sur cette maladie. De nouvelles méthodes d’exploration et de
compréhension sont donc nécessairement a développer. D’un autre coté, les
mathématiques ont pris une place omniprésente dans la vie de tous les jours au
travers de la modélisation : aéronautique, aérospatial, automobile, économie,
télécommunication... Elles sont capables de modéliser un tres large spectre de
problemes physiques, chimiques, biologiques, épidémiologiques, etc. Pourquoi
ne pas les utiliser pour modéliser la croissance tumorale, en particulier pour
prédire les rechutes aux traitements ou pour personnaliser les traitements a
chaque patient ?

Les travaux présentés ici s’inscrivent dans cette démarche 2, 3]. Ils consti-
tuent un premier pas dans la modélisation de la résistance aux traitements,
basée sur des images cliniques. Plus particulierement, il est question ici de
proposer un modele mathématique décrivant la croissance de métastases (lo-
calisations secondaires disséminées a partir d'une lésion primitive) hépatiques
en provenance d'une tumeur stromale® de I'intestin gréle (GIST). Ce type de
cancer a une incidence de 9 a 14 cas par million de personnes par an [4]. I
s’agit donc d’un cancer assez rare mais il présente des spécificités qui en font

4. Organisation Mondiale de la Santé
5. Le stroma est un tissu de soutien, non impliqué dans la fonction premiere de ’organe.
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Introduction

un modele intéressant pour 1’étude de résistances aux traitements. Dans 25%
des cas, ce cancer migre vers le foie [5]. En fonction des mutations rencontrées
ou acquises, ces métastases peuvent étre résistantes aussi bien aux traite-
ments conventionnels (comme la chimiothérapie ou la radiothérapie) qu’aux
nouvelles thérapies ciblées (comme les inhibiteurs de la tyrosine kinase ou les
traitements anti-angiogéniques), ce qui donne un intérét certain a la modéli-
sation de leur comportement. Notre but ici, est de construire un modele qui
reproduise qualitativement et quantitativement la croissance d’une tumeur,
et ce a partir de I'imagerie médicale.

Le suivi clinique des patients sous traitement est assuré par la réalisation de
scanners réguliers, réalisés généralement tous les deux mois. Ceux-ci consti-
tuent la seule et unique source d’informations cliniques dont nous disposons
ici. A I’heure actuelle, pour mesurer l'efficacité d’un traitement, on utilise le
critere RECIST 6, qui consiste & ne retenir que le diametre de la plus large
lésion. L’information exploitée semble donc tres faible au regard de toutes
celles contenues dans les scanners. Plusieurs études ont déja montré ses limi-
tations [6], en particulier lors de traitements anti-angiogéniques. L’imagerie
fait apparaitre beaucoup d’autres particularités, notamment 1’hétérogénéité
tumorale [7, 8] & laquelle nous nous intéresserons tout au long de ce manus-
crit. L’hétérogénéité peut-elle étre liée a I’émergence de populations cellulaires
résistantes (comme dans le cas des sarcomes [9]) 7 Peut-on reproduire ce ca-
ractere par la modélisation 7 Comment la quantifier ?

Les interrogations précédemment posées seront abordées dans ce manuscrit
au travers de ses différents chapitres.

Le premier chapitre est dédié a la présentation des aspects biologiques et
cliniques du cancer. Il présente non pas de maniere exhaustive tous les méca-
nismes du cancer, mais ceux nécessaires a la compréhension des choix réalisés
dans notre modélisation. La croissance d’une tumeur sera d’abord présentée.
Puis, la maniere dont les métastases se disséminent sera abordée. Les diffé-
rents types de traitements seront ensuite présentés. La seule et unique source
d’informations cliniques que nous ayons étant des images scanners, nous nous
devons de comprendre comment ce type d’images est acquis. Nous discute-
rons ensuite du critere RECIST et de ses limitations avant de terminer par
les spécificités des métastases hépatiques de GISTs.

Dans le second chapitre, nous présentons le modele, qui consiste en un sys-
téme d’équations aux dérivées partielles (EDPs) non linéaires afin de prendre
en compte les aspects spatiaux de la croissance tumorale. Actuellement, les

6. de I’anglais : Response Evaluation Criteria In Solid Tumors
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Introduction

modeles basés sur des équations différentielles ordinaires (EDOs), comme les
modeles [10] de Mendelsohn, de Gompertz ou de Bertalanffy, permettent de
suivre la croissance de l'aire tumorale mais ils ne considerent aucun aspect
spatial de cette croissance. Nous en référons a I’analyse de Benzekry et al. pour
plus de détails sur de tels modeles 1D [I1]. Notre modele est dans le méme
esprit que celui de Ribba et al. [12] — nous renvoyons également a [13, [14] —
pour décrire I’évolution de la maladie. En ce qui concerne notre modele, il a
été choisi de travailler en 2D d’espace dans le but de coller avec les habitudes
des radiologistes (le critere RECIST imposant de sélectionner une coupe).
De nombreux modeles spatiaux existent déja : des modeles basés sur des au-
tomates cellulaires [I5], [16], & ceux basés sur la théorie du mélange [17], en
passant par les modeles d’agents [I8] et les modeles basés sur la théorie de
réaction-diffusion [19] ou sur la mécanique des fluides [13]. Plusieurs échelles
de modélisation sont couvertes par ce panel de modeles [20]. Afin de repro-
duire les données cliniques, un modele macroscopique a été choisi ici.

La principale nouveauté du modele réside en la description des traitements.
Deux traitements sont considérés : le premier traitement a un effet cytotoxique
alors que le second a un effet a la fois cytotoxique et antiangiogénique. Trois
populations de cellules proliférantes sont utilisées pour décrire la résistance
aux traitements : une population de cellules sensible aux deux traitements,
une autre sensible uniquement au second traitement et une derniere résis-
tante aux deux traitements. Nous incorporons également un modele simple
d’angiogenese puisqu’elle joue un réle crucial dans la croissance métastatique.

Dans la Section [2.5] nous comparons dans le détail les résultats numé-
riques fournis par notre modele aux données cliniques pour un patient donné,
pour lequel nous disposons de I’ensemble du protocole clinique. Une fois le
fit obtenu, nous examinons numériquement l'effet de la dose de traitement
sur la progression de la croissance tumorale. Un résultat contre-intuitif est
ainsi obtenu : avec les parametres utilisés pour le fit des données, une aug-
mentation de la dose du premier traitement n’améliore pas le temps de survie
sans aggravation. Ce résultat est expliqué dans la Section [2.5.2] Enfin, nous
discuterons sur la consistance de notre modele en présentant les différents
comportements d’évolution tumorale que 'on peut obtenir. Nous reprodui-
sons également 1’aire tumorale d’un autre patient dont la tumeur est proche
du bord du foie. Pour un tel patient, la forme de la tumeur ne pourra pas
étre retrouvée car notre modele ne prend pas en compte les contraintes mé-
caniques correspondantes. Cependant, ’aire tumorale semble bien reproduite
par nos simulations. Les résultats de ce second chapitre sont un premier pas
vers la compréhension des résistances des métastases hépatiques de GIST aux
médicaments. Cependant, comme mentionné dans la conclusion, les scanners
ne fournissent pas suffisamment d’informations pour permettre a notre mo-
dele d’étre prédictif : évaluer les parametres sur les scanners réalisés durant
la croissance avant traitement et durant la premiere ligne de traitement ne
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Introduction

suffit pas pour prédire la réponse a la seconde ligne de traitement. Ceci est di
au fait qu’en se basant sur les scanners, il est impossible d’évaluer la quan-
tité de cellules insensibles au second traitement. Nous sommes convaincus que
des données sur la structure de la tumeur, comme des biopsies ou des images
fonctionnelles, devraient aider a améliorer la prédictivité du modele.

Dans un troisieme chapitre, les aspects numériques seront abordés. Nous
étudions ici des croissances de tumeurs avec traitement, sur du long terme et
avec de forts rétrécissements de la taille induits par les traitements. Ce sont la
autant de raisons qui présentent l'originalité du probleme. Nous montrerons
que les champs de vitesses non communs obtenus lors de la simulation numé-
rique sont a l'origine d’instabilités numériques. Enfin une variante du schéma
de transport sera proposée, le twin-WENQObS, pour pallier cette instabilité.

Dans le quatrieme chapitre, nous détaillerons la reconstruction d’images
scanners de synthese a partir des résultats numériques. La simulation numé-
rique fournit la répartition spatio-temporelle de différentes populations cel-
lulaires. En aucun cas cela ne fournit les niveaux d’absorption des tissus au
rayons X, comme mesurés par les scanners. Il nous faut donc un moyen de
reconstituer des images scanners de synthese a partir de ces densités de po-
pulations, dans le but de rapprocher au plus pres le format des résultats
numériques de celui des données cliniques. Cette construction d’images scan-
ners de synthese permettra une meilleure comparaison des résultats obtenus
avec les données cliniques.

Dans le cinquiéme et dernier chapitre, nous chercherons un critere per-
mettant de quantifier I’hétérogénéité. De nombreuses possibilités sont of-
fertes [21), 22, 23] pour comparer des textures [8, 24] ou bien détecter des
contours ou des zones homogenes [25]. On pourra citer notamment des mé-
thodes statistiques [26] (étude de diverses quantités provenant des histo-
grammes de niveaux de gris ou bien de diverses autres quantités comme le
gradient absolu ou la matrice run-length [27, 28, 29] ou encore la matrice
de co-occurrence [30]), les méthodes de clustering [31], les méthodes de seg-
mentation [32, B3] ou encore les méthodes dites wavelet [22 [34]. Le critere
que l'on utilise dans ce mémoire est applicable aussi bien aux données cli-
niques qu’aux résultats fournis par la simulation numérique. Et c’est ce qui
fait ici 'originalité de la construction de celui-ci. La méthode proposée dans
ce manuscrit est basée sur ’analyse de l'intensité des pixels qui constituent
les images (cliniques et numériques). Apres avoir identifié la tumeur sur les
images, l'histogramme des niveaux de gris est étudié et décrit a 'aide d’un
modele de mélange de gaussiennes. Le critere, basé sur une évaluation de la
proximité des composantes gaussiennes, va ainsi traduire le caractére hétéro-
gene de la métastase. Il sera construit en se basant sur les scanners du premier
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Introduction

patient (Patient A) uniquement. Le second patient (Patient B) sera gardé a
titre de vérification, pour valider le critere. Une fois le critere construit, il sera
appliqué également aux images produites par la simulation numérique. La ro-
bustesse du critere vis-a-vis de la paramétrisation choisie pour la synthese des
images numériques sera présentée. Ce critere montrera notamment les limites
du modele EDP en terme de reproduction de I'hétérogénéité tumorale.

Enfin diverses annexes viendront compléter les discussions menées au cours
de ce manuscrit. En particulier, 'annexe[A]qui présente notamment, en images,
I’ensemble des données cliniques dont nous disposons pour les deux patients,
données qui ont toutes été acquises sur la méme machine.
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Le cancer : aspects biologiques et cliniques

LA biologie du cancer est encore a ce jour non entierement connue. Sa
complexité n’étant pas des moindres, on présentera dans ce chapitre
uniquement les points clés nécessaires a 1’élaboration des modeles mathéma-
tiques présentés dans ce manuscrit (le lecteur pourra se référer a [35] pour une
description détaillée de I’ensemble des phénomenes impliqués dans le cancer).
Nous présenterons tout d’abord sommairement comment croit une tumeur,
puis comment elle se répand dans l'organisme. Nous aborderons ensuite les
traitements actuels. Puis nous examinerons de plus pres le fonctionnement
d’un scanner; les scanners constituant le seul et unique support d’informa-
tions médicales dont nous disposons. Enfin, la maniere dont on évalue les
réponses au traitement (le critere RECIST) sera présentée.

1.1 Croissance tumorale

Une tumeur est un ensemble de cellules de l'organisme se multipliant de
maniere dégénérée. Certains scientifiques s’accordent & dire que cela partirait
d’une seule cellule (bien que pour 'instant aucune preuve de cela n’a encore
été apportée : le sujet reste ouvert). Apres la mitose, chaque cellule fille est
alors a son tour dégénérée et se multiplie. Sans limitation, la tumeur pourrait
alors grandir exponentiellement. En réalité, la croissance tumorale est limitée
par les besoins en glucose et en oxygene. En effet, a force de se multiplier
les cellules sont en surpopulation. Les nutriments et l'oxygéne viennent a
manquer : c¢’est I’hypoxie. Les cellules du bord de la tumeur consomment ainsi
tous les apports nutritifs amenés par le réseau sanguin environnant et n’en
laissent pas assez pour celles situées plus au centre. C’est dans ces cas la que
I’on peut voir sur les scanners des tumeurs avec deux nuances de gris :

e un gris foncé au centre, emplacement du tissu en partie nécrosé

e un gris plus clair sur le pourtour, lieu de la prolifération
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Les cellules en hypoxie
vont alors entrer dans
1 un état de quiescence
et vont sécréter des fac-
teurs de croissance, dont
le VEGF !. Ces protéines
commandent la création
de nouveaux vaisseaux
sanguins, processus ap-
pelé angiogenése. Les cel-
lules endothéliales — cel-
lules qui recouvrent la
paroi intérieure des vais-
seaux sanguins — sont
les destinataires de ces
facteurs de croissance.
Elles possedent des ré-
cepteurs spécifiques au
VEGF, les VEGFRs. Au
contact du VEGF, les
VEGFRs vont activer
diverses fonctionnalités
des cellules endothéliales
comme leur division et
leur maturation. Ceci
fournit le matériel néces-
saire a la création de nouveaux vaisseaux sanguins. Ils sont construit par chi-
miotactisme c’est-a-dire qu’ils sont orientés dans le sens ou la concentration
de facteur de croissance est la plus forte.

Ainsi la tumeur se crée son propre réseau sanguin : la néovascularisation,
comme représenté sur la Figure [T Les nutriments et 'oxygene redeviennent
de nouveau abondants. Les cellules qui étaient en hypoxie vont alors se re-
mettre a proliférer jusqu’a ce que de nouveau, il y ait surpopulation. Et ainsi
de suite, le cycle continue.

Notons qu’une cellule saine se comporte de maniere différente : si les condi-
tions extérieures ne sont pas bonnes (surpopulation, manque de nutriments,
etc), elle va activer son auto-destruction : c’est I’apoptose. A cause de muta-
tions, les cellules cancéreuses sont nettement moins (voire pas) sensibles a ce
mécanisme.

_#

A
; =y

Neordceay venous -
ot pmphatiqus

FIGURE 1.1 — Schéma descriptif de I'angiogé-
nese générant la néovascularisation [36].

1. de l'anglais : Vascular Endothelial Growth Factor
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1.2. Dissémination des métastases

1.2 Dissémination des métastases

L’ensemble du processus méta-
statique est résumé sur le schéma
de la Figure [1.2| Décrivons-le. La
tumeur primaire cherche conti-
nuellement a se vasculariser da-
vantage, mais paradoxalement, sa
croissance va endommager le ré-
seau sanguin qui l’irrigue. Une
partie des cellules tumorales (cel-
lules invasives) va alors pouvoir
pénétrer dans les voies sanguines.
La plupart de ces essaims seront
éliminés par le systéeme immuni-
taire. Une partie arrivera a s’ins-

taller dans un autre organe : elle
forme des tumeurs filles appe- FIGURE 1.2 — Dissémination des mé-

Copyright Eléonore Lamoglia/Institut Curie

lées métastases. Chaque type de tastases.

cancer a une préférence métasta-

tique [37, : le GIST, le cancer du pancréas ou du colon migre au foie; les
cancers du sein, du rein, de la vessie et de ’estomac migrent dans les pou-
mons ; le cancer de la prostate migre dans les os. Les métastases s’installent
généralement dans des endroits bien vascularisés : les poumons et le foie sont
les deux organes les plus touchés.

De simples cellules ne pourraient pas nicher dans un autre organe que celui
auquel elles appartenaient au départ. Les cellules tumorales le peuvent, car
a force de divisions elles s’indifférencient. Autrement dit, elles s’approchent
de ce qu’elles étaient au stade embryonnaire : des cellules souches qui en se
différenciant formeront aussi bien des cellules de 'intestin que des cellules
du foie. Dans le cas de métastases hépatiques en provenance de GIST, les
cellules cancéreuses provenant de I'intestin ne sont donc pas reconnues comme
étrangeres au foie et la métastase peut s’installer. La métastase créera ensuite
son propre réseau néovasculaire tout comme une tumeur primaire.

1.3 Les traitements

A Theure actuelle aucun traitement ne permet de guérir de maniere stre
les cancers, d’autant plus s’ils sont avancés. Cependant plusieurs techniques
existent pour prolonger et/ou améliorer la vie des patients.

La chirurgie ne peut-étre réalisée que sur des cancers primaires détectés
tot. C’est la premieére option considérée par le corps médical (bien que la
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chirurgie elle-méme puisse étre source de dissémination de métastase, cf. par
exemple [39].

L’ablation par radiofréquence (ou bien aussi la cryoablation, les micro-
ondes et 1’électroporation) permet, a I’aide d’'une sonde électromagnétique &
haute fréquence, de briler une région définie par le médecin. Par ce biais, une
ablation peut étre effectuée sans avoir a opérer le patient. Cette technique ne
peut cependant étre utilisée que pour des petites tumeurs, ne dépassant pas
une certaine taille (jusqu’a 6 centimétres maximum) et n’étant pas a proximité
d’organes sensibles.

La radiothérapie consiste a irradier une zone de I'organisme par une forte
dose de rayons X (et rayonnement béta pour la curiethérapie). Ceci engendre
une altération de 'ADN et permet de réintroduire de ’apoptose dans le cycle
cellulaire. Cette méthode est également utilisée sur de petites (ou moyennes)
tumeurs, car sur des tumeurs plus importantes, il y a des effets secondaires.
La radiothérapie peut étre utilisée a titre palliatif sur des petites métastases
(pulmonaires notamment).

Les chimiothérapies regroupent un ensemble de médicaments cytotoxiques
(i.e. qui détruisent les cellules) administrés en intraveineuse. Apres avoir pé-
nétré a 'intérieur des cellules, ce type de molécules agit sur toutes les cellules
en division trop rapide en affectant soit directement la mitose, soit la du-
plication de ’ADN. Ceci explique ses principaux effets secondaires car elle
va impacter aussi des cellules saines a division naturellement rapide comme
les cellules responsables de la pousse des cheveux, les cellules intestinales (de
I’épithélium), les cellules sanguines (& 'origine d’affaiblissements du systéme
immunitaire et d’anémies notamment) ou encore les gametes.

Les thérapies ciblées sont des médicaments qui peuvent également étre
administrés par voies intraveineuses, mais sont de plus en plus prescrits en sys-
témique (i.e. sous forme de comprimés a prendre a heures fixes). Bien qu’étant
diffusées dans tout 'organisme, ces thérapies ciblent un type spécifique de
voies moléculaires (ou de récepteurs), voies moléculaires généralement carac-
téristiques des cellules malignes. Chaque fonction cellulaire (mitose, apoptose,
quiescence, ...) est régie par un ensemble de protéines qui agissent en cascade
comme messagers : les tyrosines kinases (TK) (cf. Figure . Les thérapies
ciblées inhibent ces tyrosines. Elles peuvent étre des anticorps (le nom de la
molécule thérapeutique est alors de la forme X-mab), comme illustrés sur la
Figure|l.3b]ou de petites molécules ciblant les récepteurs de tyrosines kinases
(RTK) comme présentées sur la Figure (le nom de la molécule est alors
ici de la forme X-nib).
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® tyrosine kinase (TK) externe aux cellules
tyrosine kinase (TK) interne a la cellule
Y récepteur tyrosine kinase (RTK) l

@ inhibiteur RTK

anticorps
(inhibiteur TK)

0 cellule
/\| réceptrice

%

cellule
€mettrice

(a) Les tyrosines kinases : des (b) Mode d’action d’un inhi- (c) Mode d’action d’un inhi-
messagers cellulaires biteur de tyrosine kinase (X- biteur de récepteurs a tyro-
mab) sine kinase (X-nib)

FIGURE 1.3 — Les tyrosines kinases et leurs inhibiteurs

En exemple nous pouvons citer 'imatinib (Glivec ?) qui se fixe sur les récep-
teurs cellulaires de tyrosines kinases commandant 1’activité intra-cellulaire. En
inhibant ces récepteurs, 'apoptose tend a se réactiver dans les cellules défec-
tueuses. Nous pouvons également citer le bévacizumab (Avastin?), qui inhibe
I’angiogenese, en se fixant sur les récepteurs de VEGF (que 'on abrége com-
munément VEGFR). D’autres molécules, comme le sorafénib ou le sunitinib,
ont des effets multiples. Le sorafénib (Nexavar?) est un inhibiteur, a la fois,
de VEGFR et de Raf-kinase (tyrosine kinase intervenant dans la cascade de
kinases activées lors de la mitose). Le sunitinib (Sutent?) inhibe également les
VEGFRs ainsi que les KIT-kinases (protéines CD117, qui sont des tyrosines
kinases tres souvent exprimées dans le cas de GIST, kinases normalement
produites uniquement par les cellules souches).

Tous les cas cliniques que nous étudions dans cet ouvrage ont été traités
avec ce type de traitement. Dans le cas de métastases hépatiques de GIST,
I'imatinib est recommandé en premiere ligne [40]. Lorsque celui-ci devient
inefficace (des cellules résistantes se développant), le sunitinb est utilisé en
seconde ligne [41], [42], [43]. Dans certains cas de mutation génétique (du gene
KIT notamment), il a méme été montré une résistance a l'imatinib plus accrue
que chez les autres patients (cf. [44], 45] 146]).

1.4 Fonctionnement du scanner

1.4.1 Le scanner en général

Le scanner est un examen médical qui permet d’acquérir des images d’une
partie de I'organisme par le biais d’une irradiation aux rayons X. Cependant
Iirradiation est faible et de plus en plus d’études mettent en avant des mé-
thodes pour la réduire encore [47]. Le bénéfice est donc trés important devant

2. Nom commercial sous lequel la molécule en question est vendue.
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les risques marginaux. C’est certainement I'une des raisons pour laquelle le
scanner (tout comme la radiographie, ou 'IRM) est aujourd’hui tres utilisé
pour diagnostiquer une maladie, ou pour contréler la santé d’'un patient.

Un scanner procéde par acquisition d’images
en couches. En ce qui concerne le scanner du tho-
rax, le patient est « découpé » [48] selon le plan  Plan sagital (ou frontal)
axial (cf. Figure présentant l’orientation des
plans de coupe). Sur chacun de ces plans on me-
sure 'absorption aux rayons X : la tomodensito-
métrie. Cette absorption dépend de la densité du
tissu mais pas seulement : elle dépend aussi de sa
nature, de sa composition. Chaque constituant de

Plan

/ coronal

n

I’organisme a sa propre tomodensitométrie. Celle- axilf‘ 1(10u
ci se mesure en unité Hounsfield (HU). Sur cette transverse)
échelle, I’absorption aux rayons X de l'eau est dé-
finie comme étant zéro. Toute autre tomodensi-
tométrie est alors exprimée relativement a cette FIGURE 14 — Plans
absorption de référence. Par exemple 'air a une de coupe du corps hu-

tomodensitométrie de —1 000 HU, le poumon de
—500HU, la graisse de —100 a —50 HU, le foie au-
tour de +50HU, les os entre +700 et +3 000 HU
selon leur spongiosité. La tomodensitométrie est donc tres variable. Pour pou-
voir visualiser cette quantité, il est nécessaire de choisir une échelle adaptée a
ce que 'on veut regarder. L’échelle sera définie par :

main.

e deux absorptions limites choisies. Le noir est associé a la plus petite de
ces bornes, le blanc a 'autre. Au-dela de ces bornes aucune nuance de
couleur n’apparaitra.

e une fonction qui va définir la maniere de passer du noir au blanc. Géné-
ralement, une fonction linéaire est considérée c’est-a-dire que la variation
du noir au blanc est constante.

Par exemple, si nous nous intéressons aux poumons, I’échelle pourra étre fixée
entre —1200HU et +200 HU (qui est 1’échelle suggérée par le logiciel Osi-
riX [49, 50] dans le cas du poumon). Avec cette échelle le foie apparait tout
blanc avec tres peu de nuances. Elle est donc inadaptée si nous souhaitons ob-
server le foie. Pour le foie, une échelle allant de —135 a +215 HU par exemple,
sera beaucoup plus adaptée. Une telle échelle est illustrée plus loin dans ce
manuscrit, ¢f. Figure page [63 Cependant, pour le foie les variations de
tomodensitométrie sont assez faibles, méme en cas de maladie (métastases
notamment). Les médecins ont alors recours a une méthode particuliere pour
augmenter le contraste des images : le scanner avec produit de contraste iodé

(PCI).
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1.4.2 Le scanner avec produit de contraste iodé (PCI)

— Sang artériel, riche en oxygene
— Sang veineux, pauvre en oxygene

Métastase
hépatique

Intestin gréle
et autres
organes du
tube digestif

FIGURE 1.5 — Schéma de l'irrigation du foie.

Pour réaliser ce type d’examen, la procédure d’acquisition de I'image est la
méme que pour un simple scanner, avec le méme équipement. La différence
réside dans l'injection en intraveineuse d’un produit de contraste iodé (PCI),
juste avant I'examen [51]. L’iode ayant un fort taux d’absorption des rayons X,
il va éclaircir 'ensemble des zones dans lequel il se trouve (on appelle ceci le
rehaussement). En ce qui concerne le foie, pour comprendre pourquoi le foie
sain est plus éclairci par le PCI que les métastases, nous devons nous inté-
resser a la maniere dont arrive le PCI au foie et a la tumeur. La Figure [1.5
présente le schéma général de la vascularisation du foie. Il possede une double
vascularisation. La premiere est apportée directement depuis le coeur par 1’ar-
tere hépatique. Du sang riche en nutriments (glucose et oygene) vient ainsi
irriguer les cellules hépatiques. La seconde provient d’une dérivation. Le sang
veineux en provenance du systeme digestif ne retourne pas directement au
coeur : il est envoyé au foie par la veine porte. Ce sang bien qu’étant pauvre
en oxygene, est riche en glucose puisqu’il contient l’ensemble des éléments
digérés. Dans un foie sain, la vascularisation portale est de 'ordre de 70% et
la vascularisation artérielle de I'ordre de 30%. Dans une tumeur hépatique,
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ce ratio est inversé [52]. En effet, en grandissant la tumeur va accroitre ses
besoins en glucose mais aussi en oxygene : la néovascularisation se fait donc
principalement depuis la vascularisation artérielle.
Revenons au PCI. Dans la mesure ou il y a deux voies sanguines pour
accéder au foie, il y a deux temps caractéristiques (cf. [53) H4]) :
e Le temps artériel. C’est le temps apres l'injection, que le PCI met pour
parvenir au foie par la voie artérielle. Il est d’environ 30 secondes.
e Le temps portal. C’est le temps apres l'injection, que le PCI met pour
parvenir au foie par la voie portale. Il est d’environ 70 secondes.
Les scanners réalisés avec PCI, sont effectués au temps portal. Ainsi au mo-
ment de l'acquisition de I'image, le PCI se trouve majoritairement dans les
tissus vascularisés par la voie portale i.e. le foie sain. Le tissu tumoral, beau-
coup moins irrigué par voie portale contiendra donc nettement moins de PCI.
Ceci se traduit directement sur le contraste de I'image médicale : le tissu sain
ayant fortement éclairci, le tissu tumoral apparait de maniere beaucoup plus
évidente, en sombre. Des nuances au sein de la tumeur (entre le centre et le
pourtour notamment) seront méme discernables, ce qui va particulierement
nous intéresser pour tout ce qui concerne I’hétérogénéité tumorale. L’ensemble
des scanners présentés dans cet ouvrage a été réalisé avec un PCI.

1.5 Evaluation clinique de la réponse au trai-
tement : le critere RECIST

La surveillance des patients ayant des métastases hépatiques de GIST est
assurée grace a des scanners avec PCI réalisés environ tous les 2 mois. Ainsi,
tous les 2 mois, les médecins acquierent une série d’images en niveaux de gris,
chaque image représentant une coupe transversale du thorax du patient. Les
images que nous possédons ont une résolution de 512 x 512 pixels et chaque
image est espacée d’environ 1 mm, ce qui représente environ 800 images par
scanner du thorax. Le foie est présent sur environ 200 de ces coupes. Ceci
représente donc un nombre important de pixels. Ainsi, pour évaluer la pro-
gression de la tumeur, il est nécessaire d’avoir un critére, qui permette de
synthétiser les informations apportées par tous ces nombreux pixels. Le cri-
tere RECIST (de 'anglais Response Evaluation Criteria In Solid Tumors) est
actuellement utilisé. Il consiste a ne retenir de chaque scanner qu'une seule
et unique information : le diametre de la métastase (ou de la plus grosse
des métastases si le patient en a plusieurs). Si ce diametre décroit ou est
stable, alors le traitement est considéré comme efficace. S’il augmente de plus
de 10 %, I’échec thérapeutique est considéré (le traitement est alors changé).
Ce critere a 'avantage d’étre simple. Ceci étant, il a déja démontré ses li-
mites [0, 55], principalement dans I’évaluation de 'efficacité de traitements
antiangiogéniques qui font apparaitre beaucoup de nécrose. D’autres criteres
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sont a I’étude, dont le critéere Choi notamment (cf. [56, [57]). Ce critére amé-
liore le critere RECIST. Il tient compte du diametre de la métastase mais
aussi de son niveau de gris moyen. Il illustre notamment qu’une tumeur peut
évoluer sans qu’il y ait nécessairement une variation de I’aire tumorale : dans
ce cas les densités tumorales (et donc le niveau de gris sur le scanner) va-
rient. Les travaux présentés ici, proposent une maniere plus fine d’examiner
les niveaux de gris par la prise en compte de leur répartition spatiale.

Dans le chapitre suivant, nous allons construire un modele mathématique
qui simule la croissance d’une tumeur. Ce modele qui se démarque des pré-
cédents modeles notamment par son caractere spatial, soulignera particulie-
rement l'importance de la prise en compte des densités (caractére homogene
ou hétérogene) dans I’évaluation de la réponse aux traitements dans le cas de
métastases hépatiques de GIST.

1.6 Métastases hépatiques de GISTs

Les tumeurs stromales gastro-intestinales (GISTs) sont les plus communes
de toutes les tumeurs gastro-intestinales non épithéliales . Elles ont une inci-
dence de 9 & 14 cas par million de personnes par an (cf. [4]). Dans 25% des
cas (cf. [5]), ce type de cancer migre au foie.

Bien que les GISTs résistent a la plupart des chimiothérapies anticancé-
reuses conventionnelles [58], la découverte de mutations actives du géne KIT 4,
aussi bien que le r6le du PDGFR® et le développement thérapeutique qui
en découle, ont révolutionné le traitement des GISTs. Grace a ces thérapies
ciblées, les GISTs sont devenus des modeles typiques de traitements person-
nalisés du cancer [59]. En particulier, la vie des patients ayant un GIST a été
améliorée avec 1'utilisation d’inhibiteurs de tyrosine kinase comme l'imatinib
en premiere ligne, puis avec un inhibiteur multi-récepteurs de tyrosine kinase
comme le sunitinib ou le sorafénib, qui inhibe les PDGFRs, VEGFRs et KIT,
en seconde ligne de traitement. Cependant plusieurs limites, en terme de diag-
nostic et en terme de résultats, résident encore. Tout d’abord, une importante
variabilité existe dans les caractéristiques moléculaires et génétiques qui gou-
vernent le pathogene de ces tumeurs. Hirota et al. ont démontré la présence
d’altérations moléculaires du gene KIT dans ces tumeurs (c¢f. [60]). En plus de
ces mutations de la tumeur primaire, de secondes mutations ont été identifiées

3. épithélium : Tissus constitués de cellules étroitement juxtaposées (ou jointives), sans
interposition de fibre ou de substance fondamentale. Ces tissus servent notamment de paroi
entre deux milieux.

4. gene gouvernant la production des KIT-kinases (aussi appelées CD117), normalement
impliquées uniquement dans la division des cellules souches. Une mutation de ce gene peut
impliquer la production de KIT-kinases dans les cellules cancéreuses et ainsi contribuer a
leur multiplication déraisonnée.

5. un type particulier de récepteurs de facteurs de croissances. De ’anglais : Platelet
Derived Growth Factor Receptor.
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FIGURE 1.6 — Evolution de 'aire tumorale sur deux patients présentant des
mutations génétiques EXON — De telles mutations engendrent des résistances
aux traitements accrues.

chez les patients atteints de GIST avancé prétraité avec un inhibiteur de tyro-
sine kinase. A I'heure actuelle, 10 ensembles moléculaires différents de GIST
avec différentes altérations moléculaires ont été identifiés. Chez les patients
avec une mutation du gene KIT, une résistance a 'imatinib est fréquemment
observée, comme reporté dans [61] et montré sur la Figure [1.6a] Dans ces
cas la, il est alors fréquent de démarrer directement avec un traitement ha-
bituellement administré en seconde ligne (cf. Figure [1.6b]). Chez les autres
patients, 'imatinib controle les lésions métastatiques pendant une période
plus ou moins longue, autour de 20-24 mois dans 85% des cas. Les praticiens
doivent ensuite changer de molécule, ou bien utiliser une thérapie alterna-
tive. Comme le pronostic et la sensibilité aux thérapies ciblées dépendent de
chaque patient, notre but est de développer un modele mathématique qui soit
basé sur les images médicales des métastases au foie et qui soit dépendant de
chaque patient. Nous nous intéressons ici aux GISTs avancés afin de détermi-
ner, pour chaque patient, aussi bien le moment de I’émergence de mutations
dans les cellules cancéreuses, que le temps de rechute apres la premiere ligne
et la seconde ligne de traitement ainsi que des aspects géométriques de la
croissance tumorale.

Ensuite, les nouveaux agents anti-cancéreux avec des mécanismes d’actions
ciblés, comme ceux utilisés pour traiter les GISTSs, ont démontré les limitations
inhérentes et I'inadéquation de I’évaluation usuelle (i.e. le critere RECIST,
cf. [62]) de 'anatomie tumorale. En effet, celle-ci ne considere seulement que
le plus large diametre de la lésion. Pour les cliniciens, le challenge consiste
a optimiser ces traitements et en particulier a déterminer le moment le plus
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1.6. Métastases hépatiques de GISTs

adéquat pour passer de la premiere ligne de traitement a la seconde afin
d’augmenter la survie globale du patient. L’estimation du temps de rechute
est donc cruciale.

Pour surveiller I’évolution de la maladie, le suivi clinique est principale-
ment réalisé avec des scanners. Nous soulignons que 1'effet de ces nouveaux
médicaments change le paradigme selon lequel la sensibilité de la tumeur au
traitement est mesurée (cf. [63]), car les scanners montrent d’autres infor-
mations comme I’hétérogénéité tumorale : le critere RECIST ne semble plus
suffisant.
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Un modele mathématique qui reproduit la
croissance tumorale

CE chapitre, ainsi qu'une partie du chapitre suivant, ont fait ’objet d’une
publication [64] (actuellement en review) et d’un poster (présenté en
Annexe, dans la Figure , page . Apres avoir présenté la problématique,
les principaux résultats obtenus seront décrits. La construction du modele sera
ensuite détaillée. Nous discuterons enfin plus précisément, sur les résultats
numériques apportés par notre modele et les diverses informations que l'on
peut en tirer.

2.1 Problématique

Le but de ce chapitre est de construire un modele de croissance tumorale
adapté aux métastases hépatiques de GIST et a leurs traitements. Un com-
portement typique est celui de Patient A dont les données d’imagerie sont
présentées en Annexe [A] sur les Figures et Le schéma typique est
le suivant : & la détection d’une métastase (pour Patient A, & I'examen n°1,
jour 119) le patient regoit de l'imatinib (thérapie ciblée). La réponse est po-
sitive : la tumeur décroit et est controlée jusqu’au jour 867 (examen n°11) ou
I’on constate une résistance au traitement. Celui-ci est alors modifié : I'imati-
nib est remplacé par le sunitinib, thérapie ciblée ayant notamment des effets
antiangiogéniques. Ce traitement permet une nouvelle fois le contrdle de la
lésion jusqu’a une nouvelle rechute constatée jour 1179 (examen n°l11). Ce
comportement est typique des métastases hépatiques de GIST et c’est cei que
nous souhaitons modéliser ici.

2.2 Principaux résultats

Sur la Figure [2.1] est présentée I'évolution d’une métastase hépatique de
GIST de Patient A a travers une séquence de scanners (sur la partie gauche
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(g) Aire tumorale. Chaque point représente
I’aire de la tumeur mesurée sur les scanners
(d) 25 oct. 2010 et la ligne représente notre résultat numé-
Jour 776 — Jour 888 rique.

Les lettres font référence aux scanners mon-
trés sur la gauche. Les symboles @ repré-
sentent les tumeurs hétérogenes, ® les tu-
meurs plutét homogenes et O les tumeurs
pour lesquelles il est difficile de détecter sur
le scanner un aspect hétérogene ou homo-
gene dominant. Les valeurs des parametres

utilisés dans la simulation numérique sont

(e) 7 janv. 2011 — (f) 10 juin 2011 - données dans la Table @
Jour 962 Jour 1116

FIGURE 2.1 — Evolution spatiale de la métastase hépatique de Patient A
sur une série de scanners. Ici n’est présenté qu’une sélection de scanners :
I’ensemble complet est présenté dans ’annexe @

de la figure) et 'aire tumorale (sur la partie droite de la figure). Sur chaque
scanner de Patient A, nous avons contouré la région la plus sombre, qui corres-
pond principalement a la zone nécrosée. Pendant I’évolution tumorale, on peut
voir que I’hétérogénéité tumorale change (par exemple sur la Figure la
tumeur est homogene tandis que sur la Figure , elle est hétérogene). Nous
avons également retranscrit cela dans le graphique de I’évolution de I'aire tu-
morale : nous différencions les points correspondant a une tumeur homogéne
(cercles pleins) des points correspondant & une tumeur hétérogene.

Avant les recroissances tumorales au Jour 776 (Figure 2.1d) et au Jour 1116
(Figure 2.11), une couronne plus claire que le coeur sombre apparait, alors
que la réponse au traitement se traduit par un assombrissement de la tu-
meur (cf. Figure et 2.1¢]). De telles étapes successives de tumeurs ho-
mogenes/hétérogenes sont particulierement prononcées dans les métastases
hépatiques de GIST et notre but est de fournir une explication a ce type de
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comportement.

Le premier résultat de ces travaux est qu’il est possible de décrire 1’évolution
tumorale en terme d’aire tumorale comparable aux mesures réalisées sur les
scanners, comme présenté sur la Figure 2.1g]; la ligne continue représentant
notre résultat numérique. Il est important de noter que nous ne fournissons
pas un modele 1D qui décrit le volume tumoral. Nous traitons un modele
complexe d’EDPs non linéaires, qui est phénoménologique et qui décrit le
comportement des cellules cancéreuses en fonction du temps et de I'espace.
Par conséquent, le premier fit de 'aire tumorale n’est pas un résultat trivial.

Le second résultat est que notre modele apporte de nouvelles informations
sur la structure de la tumeur, ce qui semble corroboré par les scanners. En
effet, comme présenté dans la suite, nous relions ’hétérogénéité tumorale a
une augmentation de 'activité cellulaire signifiant qu'un phénotype résistant
émerge dans la région plus claire. Selon notre modele, de tels comportements
peuvent étre constatés avant la rechute effective, alors que le critere RECIST
n’a pas changé. Par exemple, sur la Figure 2.2 nous comparons la structure
de la tumeur a deux temps différents : I’hétérogénéité de la tumeur semble
bien capturée par les simulations numériques. Ainsi, nos travaux peuvent étre
vu comme un premier pas dans le développement de nouveaux outils pour
évaluer la réponse des tumeurs aux traitements basés sur des inhibiteurs de
tyrosine kinase.

y (en cm)

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
x (en em) 2 (en em)

(a) Jour 406 (b) Jour 776

FIGURE 2.2 — Comparaison entre les scanners de Patient A et les simulations
numériques.

2.3 Description du modele

Notre modele est un systeme d’EDPs similaire au modele de Bresch et
al. [65]. La tumeur est décrite grace a des densités de cellules proliférantes et
une densité de cellules cancéreuses nécrosées notées P et N respectivement.
La prolifération cellulaire conduit a une augmentation de 'aire tumorale cau-
sée par une surpression (modélisée via IT) dont le gradient v transporte les

Guillaume Lefebvre 21



CHAPITRE 2. Un modele mathématique qui reproduit la croissance tumorale

Nom Signification Unité
Py (t,x) | Fraction de cellules proliférantes qui sont sensibles aux traite- | -
ments 71 et Ty
Py(t,x) | Fraction de cellules proliférantes qui sont résistantes a 77 et | -
sensibles & Ty
Ps(t,x) | Fraction de cellules proliférantes qui sont résistantes a 7Ty et | -
aTy
P(t,x) | Fraction de cellules cancéreuses proliférantes (égale & P, + P, + | -
P)

N(t,x) | Fraction de cellules nécrosées -

S(t,x) | Fraction de cellules saines -

M (t,x) | Fraction de nutriments // Vascularisation -

&(t) Vitesse moyenne de transport des nutriments en direction de | em.d™!
la tumeur

v(t,x) | Vitesse du mouvement passif de la tumeur sous leffet de la | cm.d !
pression

II(t,x) | Pression du milieu® kg.cm™1.d?

TABLE 2.1 — Liste des quantités calculées par le modele — d = jour (day)

cellules saines environnantes S loin du cceur de la tumeur. Les cellules situées
au centre de la tumeur se nécrosent a cause du manque d’oxygene, sauf si I’an-
giogenese intervient pour leur apporter les provisions nutritives nécessaires.
L’angiogenese et I'apport en nutriments sont pris en compte dans notre mo-
dele via une description simpliste similaire a celle de [66, [67] (on pourra se
référer a [68] pour un modele plus complet de I’angiogenese) : comme la vas-
cularisation gouverne la concentration de nutriments parvenant a la tumeur,
nous introduisons une variable M qui décrit a la fois la vascularisation, la néo-
vascularisation et les nutriments apportés a la tumeur grace a une équation
d’advection-diffusion. Nous introduisons également les effets liés aux facteurs
de croissance au travers de la variable £ qui module M. L’ensemble des quan-
tités utilisées dans notre modele est résumé dans la Table 2.1l L’ensemble
des parametres est quant a lui résumé un peu plus loin, dans la Table
(page [40)).

La principale nouveauté réside en la modélisation des traitements. Deux
traitements sont considérés (on peut voir dans [69, [70], les récents travaux de
Lorz et al. pour des modeles plus élaborés sur les résistances aux traitements).
Le premier est un inhibiteur de tyrosine kinase (imatinib), qui a un effet cy-
totoxique sur les cellules proliférantes. Le second est inhibiteur multi-kinases,
comme le sunitinib ou le sorafénib, qui a un effet a la fois cytotoxique et an-
tiangiogénique. En d’autres termes, en plus de l'effet cytotoxique, il bloque la
production de facteurs de croissance, comme le facteur de croissance vasculaire
endothélial (VEGF) et ainsi réduit la quantité de nutriments apportée a la tu-

1. L’unité de masse dans la pression II et la perméabilité £ n’ont pas d’importance.
Seule la quantité kVII est pertinente et ce terme est homogeéne a cm.d~!. Ainsi k et II
doivent juste avoir la méme unité arbitraire de masse.
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meur. Il est bien connu que les médicaments cytotoxiques n’ont pas un impact
similaire sur toutes les cellules cancéreuses métastatiques car des phénotypes
résistants peuvent apparaitre dans la population de cellules proliférantes. De
plus, les cellules cancéreuses peuvent résister différemment a 'hypoxie. Par
conséquent nous découpons, comme dans [71], la densité P de cellules pro-
liférantes en 3 sous-populations P, P, et Pj, telles que P = P, + P, + Ps,
ou
o P, représente la fraction de cellules proliférantes qui sont sensibles au
premier traitement 77, basé sur la molécule d’imatinib, et sensible aussi
au second traitement 75, a base de sunitinib ou de sorafénib, qui a un
effet a la fois cytoxique et antiangiogénique.
o P, désigne la densité de cellules proliférantes qui sont résistantes a 77 et
sensibles a 7s,
o Pj5 représente les cellules proliférantes résistantes aux deux traitements.
Il est important de noter que notre but n’est pas de décrire I’évolution de la
tumeur depuis le tout début du GIST, mais de nous focaliser sur I’évolution
des métastases situées dans le foie. Par conséquent, selon les observations
cliniques, il semble pertinent de considérer que les trois sous-populations sont
déja présentes lorsqu’une métastase est détectée.

2.3.1 Le modele mathématique

Soit 2 le domaine d’intérét, ou la tumeur croit, et soit 02 son bord, qui est
supposé aussi régulier que nécessaire. Le domaine €2 est supposé strictement
inclus dans le tissu —le foie— qui est plus grand (sinon, notre modele devrait
aussi prendre en compte des contraintes physiques liées a la paroi du foie,
contraintes que nous ne savons pas décrire qualitativement). Nous supposons
donc que la tumeur n’atteint pas le bord 0f).

EDPs sur les cellules proliférantes, nécrosées et saines

La densité de cellules proliférantes est gouvernée par I’équation de transport
suivante :

0P+ V- (Vpl) = (Vpp(M) - ’Ypd(M))Pl

— (,ulxl(t) + ,Ungz(t))(l + M) P, dans 2, (2.1)
OrPy +V - (VPQ) = (’Ypp(M) - ’ypd(M))Pg - /LQXQ(t)(l + M)PQ dans Q, (22)
8Py + V- (VPy) = (M) — 3l M) Py dans Q, (2.3)

ou xi(t) = Lps 71 ((¢) est la fonction temps-caractéristique du traitement Ti

ini?

et p; représente le taux de mortalité ? causé par 7; sur les cellules proliférantes,

2. Le taux de mortalité di au traitement est clairement lié a la dose de médicament
délivrée au patient, mais pas seulement. Par exemple la sensibilité du patient et la dose
parvenant vraiment a la tumeur sont aussi impliquées.
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FIGURE 2.3 — Taux de croissance et taux de mortalité des cellules (avec 7y =
v = Cg = 1ici) — Les unités sont arbitraires.

pour i € {1,2}. Le terme v(¢,x) désigne la vitesse impliquée dans les change-
ments d’aire de la tumeur et M (¢, x) représente la vascularisation et ’apport
en nutriments. Le terme 1 + M traduit le fait que les traitements arrivent
a la tumeur principalement?® par le réseau sanguin. Le taux de prolifération
(respectivement de mortalité) des cellules proliférantes, noté ~,, (respective-
ment 7,q), dépend de M comme suit :

1+ tanh (R(M — M)

Yop(M) = 0 5 : (2.4)
) = 7y L A M) (25)

oll R est un parameétre numérique régularisant *, vy et 71 sont respectivement
les parameétres de prolifération /mortalité et My, est le seuil d’hypoxie. Comme
le montre la Figure 2.3], cette forme des coefficients assure que lorsque M est
au-dessus du seuil d’hypoxie My, alors v, est supérieur a sa valeur moyenne 7,/2
et ypq est inférieur a sa valeur moyenne 7;/2. De plus, si R est grand, 7, est
proche de 7y et v,q est proche de 0 des lors que M > My, et de facon symé-
trique, si M < My, alors 7y, est proche de 0 et 7,4 est proche de ~;.

On suppose que les cellules saines sont uniquement sensibles a I’hypoxie et
qu’elles sont passivement transportées par les changements de I'aire tumorale :

0S + V- (vS) = —vea(M)S, (2.6)

3. Un traitement administré en intraveineuse agit méme sur les tumeurs non vascu-
larisées. Une partie du traitement parvient donc toujours a la tumeur. A cet apport de
traitement de base (considéré égal a 1), s’ajoute apport par voies sanguines (M).

4. Notons que les fonctions -, et 7,4 sont des fonctions de Heaviside régularisées. Pour
les simulations numériques, nous fixerons arbitrairement R a 5.

24 Guillaume Lefebure



2.3. Description du modele

ol vsq est le taux de mortalité des cellules saines dii a 'hypoxie :
Ysa(M) = Cgy1 max <O, —tanh (R(M — Mth))>. (2.7)

La fonction 44 s’annule exactement si M > M, dans le but d’assurer que S =
1 a l'extérieur de la lésion en tout temps. Finalement, la densité de tissus
nécrosés satisfait la relation

N +V - (VN) = ypa(M)P + vsa(M)S+

(1 (P, + (D) (P + Po)) (1 + M) — 51+ )N, D)

ou
P=P + P+ P3, (29)

et ol 0 est un parametre qui controle le taux d’élimination de la nécrose par
le systeme immunitaire. Le membre de droite de I’équation ([2.8]) collecte tous
les termes de mort cellulaire des équations (2.1)),(2.2),(2.3) et (2.6). Le terme
1 + M traduit le fait que plus le milieu est vascularisé, plus I’élimination de
la nécrose est rapide®.

La condition suivante de Dirichlet est utilisée sur le bord si la vitesse est
entrante :

Pr=P=P3=N=1-S5=0 pourxed, siv.n<D0, (2.10)

ou n est le vecteur normal sortant au domaine 2.

Fonctionnement

En utilisant la condition de saturation suivante (comme dans [17])

P+N+S=1, (2.11)

et en sommant (2.1)),(2.2)),(2.3),(2.6) et (2.8]), on obtient

Vv =",P—561+M)N. (2.12)

Nous soulignons que nous traitons ici de métastases hépatiques de GIST et
non de tumeurs primaires du foie. Par conséquent, les cellules métastatiques
ne grandissent pas dans leur milieu d’origine : elles ne peuvent pas infiltrer
le foie (comme le ferait un glioblastome dans le cerveau par exemple [66])
mais leur prolifération induit une pression qui pousse les cellules saines vers

5. Les phagocytes (cellules qui éliminent la nécrose) circulent dans I'organisme a travers
le réseau lymphatique et le réseau sanguin. Ainsi, nous avons choisi de distribuer 1’élimi-
nation de la nécrose de la méme maniére : une élimination de fond de la nécrose (que 1'on
considere égale & 1), qui a toujours lieu, méme sans vascularisation, a laquelle s’ajoute une
élimination par voie sanguines (M).
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I’extérieur. Pour ces raisons, nous choisissons une loi de Darcy pour décrire
la croissance de la métastase et assurer la solvabilité du systeme, de maniere
similaire a [12] :
v(t,x) = —kVII(t,x dans (2,
(t,%) (t,%) (2.13)
II(t,x) =0 sur 0f2,

ou II est la pression dans le milieu et k£ sa perméabilité.

Bien stir, une loi de Stokes ou n’importe quelles autre loi plus complexe
(loi viscoélastique par exemple) pourrait étre utilisée, nous en référons a [71]
et [17,[72] pour plus de détails. De telles lois plus sophistiquées peuvent fournir
une meilleure description du front tumoral. Cependant, notre objectif ici n’est
pas de fournir précisément le front tumoral ni la forme de la tumeur mais de
reproduire la structure interne de la métastase.

Enfin, notons que la condition de Dirichlet homogene, dans , impose
qu’en dehors de €, la pression du tissu sain ne soit pas modifiée par la pression
générée par la croissance tumorale. Cette hypothese est valide pour de petites
métastases n’impactant pas la forme du foie. En d’autres termes, la tumeur
n’est pas mécaniquement contrainte par la région extratumorale.

Vascularisation, Nutriments et Angiogenese

Il reste a décrire 'apport de vascularisation/nutriments M et I'impact du
traitement 75 sur celui-ci. Il est important de rappeler que la seconde ligne de
traitement n’impacte pas directement M, mais qu’elle bloque la production
de facteurs de croissance qui gouvernent la quantité M.

Nous introduisons une variable scalaire £, qui est associée a la moyenne de
facteurs de croissance angiogénique produits par les cellules cancéreuses. Il a
été signalé dans [73] que les cellules hypoxiques augmentent leur production
de facteurs de croissance, tandis que les cellules hautement proliférantes n’ont
pas besoin d’apports nutritifs supplémentaires. Ainsi, si M est en dessous
du seuil My, alors £ doit augmenter. Sans traitement antiangiogénique, on
pourrait alors écrire I’équation suivante sur ¢ :

o = a [ (ec+mlM)/) P dx = ¢, (2.14)

ol le parametre \ est le taux d’élimination des facteurs de croissance angio-
génique et ou « est l'excitabilité (ou la capacité) angiogénique de I'individu.
L’intégrale représente la production moyenne de facteur de croissance. Elle
est produite par la population P avec un taux minimal e; qui augmente selon
le degré d’hypoxie vpa(M)/71.

L’effet antiangiogénique du traitement 75 diminue la production de &, mais
seulement pour les cellules P, et P, alors que P3 est la densité de cellules
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insensibles® & 77 et 75. Nous décrivons ainsi I’évolution de & par

0§ = OéfQ (ec + ypa(M)/71) ((1 — vaxa2(t)) (PL + P2) + PS) dx —AE,  (2.15)

ou le parametre adimensionné vy € [0; 1] représente 'effet antiangiogénique
de 75, qui est supposé identique pour P; et P».

La quantité M décrit a la fois la vascularisation et la concentration de
nutriments. Nous utilisons une équation de transport-réaction-diffusion pour
décrire cette quantité :

AV M
M—-—§6——VM = 1-—
WM =G VM = CoS ( Ny,

M(t,x) = 2Myy, sur 02,

—nPM +¢YAM dans Q,
) nEM Y (2.16)

ou Cj est la capacité angiogénique des cellules saines, n représente la destruc-
tion de la vascularisation par les cellules proliférantes et 1 est un parametre

de diffusion. Le terme de transport & ”g—gH.VM de décrit le fait que la
vascularisation est apportée a la tumeur depuis le tissu sain qui est supposé
bien vascularisé. L’amplitude de la vitesse est égale a &, qui représente le total
des facteurs de croissance produits par les cellules proliférantes. Le terme de
diffusion décrit I'infiltration des vaisseaux sanguins et des nutriments dans la
tumeur. D’un point de vue numérique, ce terme a un effet régularisant sur la
vascularisation M et ainsi stabilise le modele. Le terme CpS(1 — %) a deux
roles :

e C’est un terme de saturation pour la vascularisation qui empéche M de

croitre indéfiniment. Il est clair que si initialement

0 < | Mls—o| 1 < 2Mp, (2.17)

alors pour tout temps ¢, 0 < M (t) < 2Myy,.

o Il permet d'imposer M = 2My, dans le tissu sain (P = 0 et S = 1)
qui est bien vascularisé et suffisamment fourni en nutriments (de part sa
fonction qui traite ’ensemble des éléments provenant de la digestion). Ici
on suppose que la vascularisation présente dans le foie fournit 2 fois plus
de nutriments que nécessaire aux cellules dans un foie normal. Notons
que la condition limite est en accord avec ceci, puisque sur le bord 052,
on considere S = 1.

La quantité £ est scalaire et représente la concentration totale de facteurs
de croissances produite par la tumeur. Cette description est bien entendu

6. Ceci est dii au fait que plusieurs voies moléculaires permettent d’engendrer la vascu-
larisation. Le VEGF est le facteur de croissance vasculaire le plus commun et est inhibé par
le second traitement 75. La population P3 émet un autre type de molécule que le VEGF
pour se néovasculariser : elle est donc insensible au traitement 7s.
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réductrice et il existe des modeles avec une répartition spatiale des facteurs
de croissances (cf. [67]) qui inclut leur production, leur diffusion, leur élimi-
nation, etc. Ces modeles sont tres riches d’'un point de vue biologique mais
comprennent un grand nombre de parametres qui serait difficile a gérer dans
notre cas.

2.3.2 Formulation vectorielle des équations sur les cel-
lules cancéreuses

Pour simplifier les notations, considérons le vecteur des populations de
cellules W = (P, P, P3, N). Soit la fonction vectorielle

G(M,W) = t(Gl(M, W), Go(M, W), G3(M, W), G4(M,W)), (2.18)

dont les composantes sont données par :

G (M, W) = (3p(M) — 7a(M) — (pxa (t) + paxa()) (1 + M) Py, (2.19)
Ga(M, W) = (3p(M) — 3pa(M) — pzxa(t) (1 + M)) Py, (2.20)
Gs(M, W) = (3p(M) — 7a(M)) Py, (2.21)
Ga(M, W) = 7a(M)P + 7a(M)(1 ~ P — N)

+ (mxa1 Py + paxa(Pr+ Po))(1+ M) —6(1+ M)N.  (2.22)
Soit également G la partie diagonale de opérateur G :

Yop(M) = Ypa(M) — (p1x1 + pax2)(1 + M)
~ Vop(M) = ypa(M) — prax2(1 + M)
G- " ’Ypp(pM) — Ypd(M) ' (2.23)
—0(1+ M)

Il est également utile de définir F'(M, W) comme

3
F(M, W) =7, (M) > W; = 6(1 + M)Wy, (2.24)

de maniere a réécrire 'ensemble d’équations (2.1)-(2.3)), (2.8) et (2.12)) fermées
par la loi de Darcy de la maniere suivante :

W + (VW).v+ W(V-v)=GM, W) sur €2, (2.25)
W =0 sur o, siv.n<0,
et
—V - (kVII) = F(M, W), dans €2,
(2.26)
II(t,x) =0 sur 0€).

Notons que la densité de cellules saines S est donnée par (2.11)).
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2.3. Description du modele

2.3.3 Propriétés mathématiques du modele

Positivité

Propriété 2.3.1. Soient P;(t,x), N(t,x) et S(¢,x) une solution de classe
% ([0, T] x 2) du systeme ([2.25)). On suppose que la divergence de la vitesse v

est bornée (V - v e L*([0,T] x Q2)) et que M T'est aussi. Si P;(0,x), N(0,x)
et S(0,x) sont positives ou nulles alors

vte [0,T], N(t,x)=0, PFt,x)=0, S(,x)=0.

Pour démontrer cette positivité, nous allons montrer que les parties néga-
tives de ces quantités sont toutes nulles. Les parties négatives sont définies
comme suit :

Définition 2.3.2 (Parties positive et négative).

o On appelle la partie positive de f, la quantité f+ = max(0, f).

« On appelle la partie négative de f, la quantité f~ = —min(0, f).

On notera les propriétés intéressantes de ces quantités :
Propriété 2.3.3. Quelle que soit la fonction f, on a :

e ff=0et f7=0

« fIP =) et ff=—(f)

« SUIT=0 et ST =)

Démonstration de la Propriété[2.5.1. On suppose que P;, N et S sont bor-
nées. Commencons par démontrer la positivité de P;,. On a :

0P+ V - (VP) = G;P;

En multipliant par la partie négative P, puis en intégrant, on obtient l’esti-
mation d’énergie suivante :

| @rop+ | vewrar - | @ne
1pp] f (6, P) P + LQ v.anP P — L(VH)-V(P{) =, GiP P
=S [atE) - [ vner g [ vwieny) = - [ Gy
2l -5 [ v - [ (Vo= [ Gy
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CHAPITRE 2. Un modele mathématique qui reproduit la croissance tumorale

Ainsi
o JQ(P;)Q — L@C‘_’i —V-Vv)(P)* - LQ v.n(P)?. (2.27)
Or
J v.n(P7)% = 0.
o2

Si v.n > 0, ceci est immédiat, sinon la condition limite impose P; = 0. Les
quantités P; , N et M étant bornées, alors V - v et G; sont bornés. Ceci nous
conduit a la majoration suivante :

o (P < 126G - Vvl | (PP (228)
Q Q
En posant y(t) := J (P (t))?, le lemme de Gronwall nous conduit &
Q
y(t) < y(t = 0)exp(|2Gi = V - V]ost). (2.29)

Or P; > 0 au temps initial, donc y(t = 0) = 0. Il en découle que y(t) < 0,Vt = 0.
Mais par définition, y est nécessairement positive. Ainsi y est identiquement
nulle. Ceci conduit a P, (t) = 0,Vt > 0 et donc F;(t) = 0,Vt > 0.

Le méme type de raisonnement permet de montrer la positivité de S (il suffit
de remplacer P; par S et G; par —7ysq qui est borné). Pour la positivité de N,
sachant que P et S le sont alors on a

OGN + V- (VN) = GyN.

En procédant de la méme maniere et en remplacant les égalités par la mi-
noration ci-dessus, on obtient également la majoration avec N~, de
laquelle découle la positivité de N en tout temps positif. Ceci clot la démons-
tration. |

Préservation de la densité totale

Dans ce paragraphe, on considere W = {(P;, Py, P5, N, S) dans sa forme
pleine i.e. avec S. On pose :

G5(M, W) = —v54(M)S, (2.30)
pour compléter la formulation (2.25)).
Propriété 2.3.4. Si (P+ N + 5)(t =0,x) =1, Vx e Q alors

(P+N+9)(tx)=1, vxeQ, Vt=0. (2.31)

7. IPP : Intégration Par Parties.
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Démonstration. Pour réaliser cette preuve, notons o := >, W; = P+ N+S. En
utilisant les équations (2.1)),(2.2),(2.3)),(2.6)),(2.8) et (2.12), un calcul immédiat
montre que 6,0 +V - (vo) = ) [:W; + V- (VW;)] = V- v ou autrement écrit

7

que
oo +v.Vo=(1-0)V - v.

Montrons que ceci implique que ¢ = 1. Remarquons que o = 1 est solution
de I'équation ci-dessus. Il ne reste donc plus qu’a montrer son unicité pour
conclure. Considérons o; et o9, deux solutions de cette équation. Soit d :=
o9 — o1. On a alors :

od+ V- (vd) =0 avec d(t =0,x)=0.

Par le méme procédé qu’utilisé précédemment (estimation d’énergie pour dé-
montrer la positivité de la solution), on a :

atf e +J PV v - —f (va)d® < 0. (2.32)
Q Q o0

Ainsi par le lemme de Gronwall, appliqué & la fonction ({, d?) (¢), on a :

UQ d2) (t) < (L d2) (t = 0)exp(|V - v|ot) = 0 (2.33)

Donc d(t,x)? = 0, V¢, donc d est identiquement nulle. Ceci conduit donc & oy =
09, d’ou 'unicité de la solution. Il en découle donc P+ N +S=1,vi>0. N

Notons que les deux propriétés que nous venons de montrer (positivité et
conservation de la densité totale) garantissent la bornitude de chacune des
densités de population P;, N et S.

Comportement asymptotique lorsque le taux d’élimination de la
nécrose tend vers ’'infini (§ — +w0)

Nous allons montrer ici que notre modele tend, lorsque le taux d’élimination
devient grand, vers un modele sans nécrose. Nous allons procéder sur un mo-
dele un peu plus simple. Les 3 populations Py, P, et P3 vérifiant des équations
similaires, nous nous restreindrons a une seule population de cellules prolifé-
rantes. Le raisonnement étant analogue en considérant 'effet cytotoxique des
traitements ou non, nous ne considererons pas cette aspect pour simplifier les
calculs. D’autre part, nous allons ici considérer la vascularisation M constante
(dans 'espace et le temps). Posons

1
€:= S LA (2.34)

On a alors la propriété suivante :
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Propriété 2.3.5. Le modele A avec nécrose

&P + V.(0P) = (3 — 1) P, (2.35a)
(A) { N + V.(uN) = yaP — N/e, (2.35b)
Vo= prpP - N/E, (235C)

converge vers le modele B sans nécrose

B P+ V.(vP) = (Ypp — Vpa) P, (2.36a)
®) V.= (Ypp — Ypd) P. (2.36b)

lorsque € tend vers 0.

Démonstration. Considérons une nouvelle variable Z définie comme suit

Z = ypaP — NJe. (2.37)

La combinaison 7,4 ([2.35a)-(2.35b))/e nous donne que le modele A est équi-
valent & :

P + V.(vP) = (Vpp — Ypa) P (2.38a)
A)e 36,2 +V.(wZ)=~-Z/e+rP avec T = Ypa(Vpp — Vpa) (2.38b)
V=27 (2.38¢)

En multipliant (2.38b)) par Z, puis en intégrant en espace, on obtient :

1
J Z0,7 +f ZV.(vZ) = —J Z* +f rPZ (2.39)
Q Q € JQ Q

Or une série de deux intégrations par parties (IPP) nous fournit 1'égalité
suivante :

f ZatZ+f ZN .(v7) “’PJ 20,7 — JUZVZ+J (v.7) 22
Q2

atf 72— f v.V(Z?%) +f (v.7) Z*
o0
1 1
i atf 7%+ J 72V v+ J (v.7) 2>
2" Jo 2 Jo 2 Joo

D’ou :

2
@J Z* +J 7*V . = —f 7 + QJ rPZ 