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Résumé

Les polynémes modulaires sont utilisés dans le calcul de graphes d’isogénies, le
calcul des polyndomes de classes ou le comptage du nombre de points d’une courbe
elliptique, et sont donc fondamentaux pour la cryptographie basée sur les courbes
elliptiques.

Des polynoémes analogues sur les surfaces abéliennes principalement polarisées
ont été introduits par Régis Dupont en 2006, qui a également proposé un algo-
rithme pour les calculer, et des résultats théoriques sur ces polyndmes ont été
donnés dans un article de Broker—Lauter, en 2009. Mais les polynémes sont tres
gros et ils n’ont pu étre calculés que pour ’exemple minimal p = 2.

Dans cette these, nous poursuivons les travaux de Dupont et Broker—Lauter
en permettant de calculer des polynémes modulaires pour des invariants basés sur
les théta constantes, avec lesquels nous avons pu calculer les polynoémes jusqu’a
p = 7, tout en démontrant des propriétés de ces polyndmes. Mais des exemples
plus grands ne semblent pas envisageables.

Ainsi, nous proposons une nouvelle définition des polynéomes modulaires dans
laquelle I'on se restreint aux surfaces abéliennes principalement polarisées qui
ont multiplication réelle par 'ordre maximal d’un corps quadratique réel afin
d’obtenir des polyndmes plus petits. Nous présentons alors de nombreux exemples
de polynomes et des résultats théoriques.

Mots-clés : Cryptographie, isogénies, variétés abéliennes, polynémes modu-
laires.

Title : Computing modular polynomials in dimension 2

Abstract

Modular polynomials on elliptic curves are a fundamental tool used for the
computation of graph of isogenies, class polynomials or for point counting. Thus,
they are fundamental for the elliptic curve cryptography.

A generalization of these polynomials for principally polarized abelian surfaces
has been introduced by Régis Dupont in 2006, who has also described an algorithm
to compute them, while theoretical results can been found in an article of Broker—
Lauter of 2009. But these polynomials being really big, they have been computed
only in the minimal case p = 2.

In this thesis, we continue the work of Dupont and Broker—Lauter by defining
and giving theoretical results on modular polynomials with new invariants, based
on theta constants. Using these invariants, we have been able to compute the
polynomials until p = 7 but bigger examples look intractable. Thus we define a
new kind of modular polynomials where we restrict on the surfaces having real
multiplication by the maximal order of a real quadratic field. We present many
examples and theoretical results.

Keywords : Cryptography, isogenies, abelian varieties, modular polynomials.
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Introduction

Contexte

C’est un fait constatable par tous que l'informatique est de nos jours par-
tout dans notre quotidien. Nous 1'utilisons lorsque, par exemple, nous payons par
carte bancaire, nous prélevons de l'argent dans un distributeur de billets, nous
jouons avec nos téléphones, nous surfons sur le web ou lorsque nous faisons du
commerce électronique. Tout ceci est devenu tellement naturel que nous n’avons
pas conscience de cette omniprésence et de tous ces flux de données qui transitent
chaque jour, flux sans lesquels notre société “virtuelle” ne pourrait exister, et qu’il
faut donc sécuriser. Cette protection se fait a ’aide de la cryptographie.

Le protocole de cryptage asymétrique le plus utilisé est RSA [73]. Mais le fait
que les attaques connus contre RSA sont sous-exponentielles et que les puissances
de calcul des ordinateurs sont sans cesse croissantes font que la taille des clés
doit beaucoup augmenter pour préserver la sécurité, ce qui rend ce protocole de
moins en moins utilisable avec le temps. Ceci justifie que I'on s’intéresse a d’autres
méthodes de cryptage. Or, parmis celles-ci, celle qui parait étre la meilleure alter-
native (les attaques sont exponentielles) est la cryptographie basée sur les courbes
elliptiques, qui sont les variétés abéliennes de dimension 1, et les courbes hyper-
elliptiques de genre 2 (voir [64, 51, 52]), dont les Jacobiennes sont les variétés
abéliennes de dimension 2 (par le théoreme 2.7.6).

Alors que la sécurité de RSA repose sur la difficulté de résoudre le probléme de
la factorisation d’entiers, les protocoles basés sur les courbes elliptiques reposent
sur la difficulté de résoudre le probléme du logarithme discret dans un groupe.
Plus précisément, on cherche a trouver des groupes mathématiques dans lesquels
ce probléme du logarithme discret est difficile tandis que I’exponentiation, qui est
le probléme inverse, est facile & calculer. A 'heure actuelle, les meilleurs groupes
proviennent des courbes elliptiques et des Jacobiennes de courbes hyperelliptiques
de genre 2 et afin que le probléeme mentionné plus haut soit suffisasamment complexe,
il nous faut des variétés abéliennes, sur un corps fini, dont le cardinal est divisible
par un grand nombre premier. Pour ce faire, une approche consiste a utiliser la
théorie de la multiplication complexe pour construire des variétés avec un nombre
de points fixé. On pourrait également prendre des courbes au hasard et compter
leurs nombres de points jusqu’en trouver une dont le nombre de points nous
convienne.

Une isogénie est un morphisme entre deux variétés abéliennes qui est surjectif
et de noyau fini. C’est une notion fondamentale dans I’étude théorique des va-
riétés abéliennes, mais aussi pour les applications cryptographiques, car un tel
morphisme peut permettre de transférer le probleme du logarithme discret d’une
variété, ou ce probleéme est compliqué, & une autre, ou il est plus facile.

13
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Calculer une isogénie veut dire plusieurs choses : calculer une variété isogene
une fois donné un sous-groupe isotrope maximal de la torsion, calculer 'image
d’un point par une isogénie vérifier si deux variétés abéliennes sont isogenes et
si c’est le cas, expliciter une isogénie (voir [86, 24, 23, 53] en dimension 1 et
[14, 58, 59, 15] en dimension 2). Mais ce qui nous intéresse c’est le calcul de toutes
les variétés isogenes, d’un degré fixé, a une variété abélienne donnée et ceci peut
étre fait en calculant des polynémes modulaires (voir [25, 10] en dimension 1 et
[19, 9, 63] en dimension 2). De plus, ces polynémes ont de nombreuses applications.
En dimension 1, ils sont la clé pour I'algorithme de Schoof-Elkies-Atkin (SEA) qui
améliore I’algorithme de Schoof pour le comptage de points d’une courbe elliptique
[23, 77], pour construire des courbes elliptiques avec un nombre de points fixé par
la méthode de la multiplication complexe [3, 28, 81] et pour le calcul de "anneau
d’endomorphismes d’une courbe elliptique [6]. En dimension 2, ces polyndmes
peuvent jouer le méme role mais sont plus compliqués a calculer. Ils permettent
également d’accélérer I'algorithme CRT de calcul de corps de classes d’un corps
CM de degré 4 (]22]), ce qui produit des algorithmes plus rapides pour le calcul de
Jacobiennes de courbes hyperelliptiques avec une sécurité cryptographique plus
importante.

En dimension 1, les polynémes modulaires peuvent étre calculés en temps
quasi-linéaire en la taille de I'objet calculé ([10, 25]). La technique de calcul de ces
polynoémes qui nous intéresse est celle qui procede par évaluation/interpolation :
c’est celle qui a été généralisée par Dupont en dimension 2 ([19]). Pour pouvoir
utiliser cette technique, il faut étre capable d’évaluer des fonctions modulaires ef-
ficacement en suffisamment de points pour pouvoir ensuite procéder a une phase
d’interpolation de polynémes univariés. La fonction modulaire qui est principale-
ment calculée est la fonction j appelée le j-invariant (voir définition 1.1.2), qui a
la propriété que deux courbes elliptiques isomorphes ont la méme évaluation sur
Kk, o1 k est un corps, en cette fonction j. Plus généralement, on s’intéresse aux
théta constantes car la plupart des fonctions qu’on étudie s’écrivent a partir de
celles-ci.

Dans sa these [19], Dupont présente un algorithme d’évaluation rapide des
théta constantes en dimensions 1. Ce dernier allie la moyenne arithmético-géo-
métrique (AGM) et les itérations de Newton, deux algorithmes convergeant qua-
dratiquement, et est alors quasi-linéaire en la précision. En généralisant ses résul-
tats, Dupont a introduit un algorithme pour le calcul des polynémes modulaires
en dimension 2. Notons que le fossé entre ces deux dimensions est particuliere-
ment important. En dimension 1, les variétés abéliennes sont représentées comme
un point du demi-plan complexe supérieur, appelé demi-plan de Poincaré, tan-
dis qu’en dimension 2 elles le sont par des matrices 2 X 2 symétriques de partie
imaginaire définie positive. De plus, I’équivalent du j-invariant sont les invariants
d’'Tgusa (voir définition 3.3.1), au nombre de trois, ce qui fait que dans I’étape
d’interpolation, on ne doive plus interpoler des polyndémes univariés mais plutdt
des fractions rationnelles trivariées. Ceci ajoute une difficulté supplémentaire car
on ne peut plus choisir des points aléatoirement dans I’évaluation : on verra qu’il
nous faudra étre capable d’inverser les invariants d’Igusa. La généralisation de
I’AGM est ce qu’on appelle les suites de Borchardt. Nous verrons comment la
conjecture 3.6.2 nous permet a la fois d’inverser les invariants d’Igusa et d’évaluer
rapidement les théta constantes, et par suite les invariants d’Igusa, ce qui a permis
a Dupont d’introduire un algorithme quasi-linéaire pour le calcul des polynomes
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modulaires en dimension 2. En 'utilisant, il a pu calculer les polynémes paramé-
trisant les 2-isogénies, mais ces polynomes étant déja tres gros, il n’a pu calculer
que les dénominateurs et les degrés des invariants dans les numérateurs pour les
3-isogénies.



16 LISTE DES ALGORITHMES

Résultats

Nous présentons dans cette these une généralisation de I'algorithme de Dupont
pour le calcul des polynémes modulaires en dimension 2 qui permet d’utiliser des
fonctions modulaires 1, Ty, f3, dérivées des théta constantes, pour un sous-groupe
de congruence I' du groupe symplectique I'; et engendrant le corps des fonctions
modulaires invariantes par ce sous-groupe. Nous utiliserons plus particulierement
les invariants de Streng (voir définition 3.3.2) et des quotients de théta constantes.

Pour la phase d’évaluation, il nous faut inverser les fj, c’est-a-dire étre capable
de déduire Q [CHy modulo I'; a partir de 1(Q), F2(Q2) et F3(Q2). Pour cela, il nous
faut d’abord déduire des Fi(€2) les invariants d’Igusa j1(€2), J2(€2) et j3(€2) pour
pouvoir ensuite utiliser 'algorithme de Mestre pour obtenir une courbe hyperel-
liptique de genre 2 ayant les bons invariants. En utilisant les formules de Thomae,
I'intégration numérique et les suites de Borchardt, il est possible de trouver 2
modulo I'y, sous la conjecture 3.6.2. Une fois que 'on a £ modulo I';, il nous
faut trouver 2 modulo I'. Ceci peut étre fait grace a ’équation fonctionnelle des
fonctions théta (proposition 2.6.4). Il ne reste qu’a utiliser la définition 4.2.10 des
polynoémes modulaires pour terminer I’étape d’évaluation.

Tous les calculs sont fait en multiprécision flottante. Des bornes explicites sur
la taille des coefficients des polynémes modulaires ne sont pas connues en dimen-
sion 2 (c’est déja un probléme difficile en dimension 1). Ainsi, notre algorithme
est heuristique. De plus, sous des heuristiques et la conjecture 3.6.2, il est quasi-
linéaire en la taille de la sortie (théoreme 4.2.15). En pratique, on augmente la
précision jusqu’a en trouver une qui soit suffisante. Nous insistons sur le fait que
les précisions sont grandes (nous avons fait des calculs avec une précision de plu-
sieurs milliers de chiffres décimaux) et qu’il est donc fondamental de calculer les
théta constantes rapidement.

Cet algorithme généralisé sera appliqué tout d’abord sur les invariants de
Streng, qui sont équivalents aux invariants d’Igusa dans le sens ou ils décrivent
le méme espace de modules a équivalence birationnelle pres (et en effet, il existe
des formules pour passer des premiers invariants aux seconds : voir les équations
(3.4) et (3.5)). Nous avons pu calculer les polynémes paramétrisant les 2- et les 3-
isogénies, ces invariants produisant des polyndémes plus petits en termes de degrés
et tailles des coefficients par rapport aux polyndémes avec les invariants d’Igusa,
ce qui permet a la précision des calculs d’étre plus petite, comme déja remarqué
par Streng pour le calcul des polynémes de classes ([80, Annexe 3]). Par exemple,
pour p = 2, les polynoémes avec les invariants de Streng occupent 2,1 Mo contre
57 Mo avec les invariants d’Igusa.

Nous avons ensuite appliqué notre algorithme sur les fonctions bj = %
pour i = 1,2,3, qui sont des fonctions modulaires pour le groupe I'2(2,4), et

calculé les polyndmes avec ces invariants pour p = 3, 5 et 7. Comme ces polyndémes
occupent respectivement 175 Ko, 200 Mo et 29 Go, nous n’avons pas essayé de les
obtenir pour de plus grand nombres premiers. En outre, les polynémes trouvés sont
bien plus petits que ceux avec les invariants de Streng et d’Igusa. Par exemple,
pour p = 3 les polynémes modulaires avec les bj prennent 175 Mo contre 890
Mo avec les invariants de Streng. Cette différence se justifie par la présence de
symétries (theoreme 4.4.9) dans les polyndémes avec les bj et par le fait qu’ils
sont creux (théoreme 4.4.10). Nous avons également obtenu une formule pour
le degré total des dénominateurs des polynémes modulaires avec ces invariants
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(corollaire 4.4.4) et, en nous basant sur [9], nous avons également donné un sens
a ces dénominateurs (proposition 4.4.5).

Dans le dernier chapitre, on introduit des polynémes modulaires sur les sur-
faces abéliennes principalement polarisées qui,pnt multiplication réelle maximale
par un corps de nombres quadratique K = Q( D). Si on note Hj le demi-plan de
Poincaré, alors la surface modulaire de Hilbert H2/ SL(Ok Ijml) est un espace
de modules pour de telles surfaces abéliennes. Afin de distinguer les différents
types de polynémes modulaires, on appelera les premiers polynémes modulaires
de Siegel et ces derniers polyndmes modulaires de Hilbert et puisque les premiers
sont associés & des p-isogénies tandis que les seconds & des B-isogénies, on parlera
aussi de p-polyndémes modulaires et de B-polynémes modulaires. Des invariants ra-
tionnels qui jouent le méme réle que le j-invariant ne sont connus que pour D = 5
et sont diis aux travaux de Gundlach. Nous appelons donc ces invariants les in-
variants de Gundlach et nous introduirons des invariants rationnels pour D = 2
(voir théoremes 5.1.6 et 5.1.8). En outre, il existe un revétement de degré 2 de
la surface de Hilbert H2/ SLy(Ok @ﬂl) vers une surface de Ho/I'» appelée sur-
face de Humbert. Ce revétement nous permettra de transférer tous nos probleémes
sur la surface de Hilbert vers ’espace de Siegel. En particulier, nous donnerons
des formules pour exprimer les invariants de Gundlach pour D =2 et D =5 en
fonction des tirés en arriere des invariants d’Igusa (théorémes 5.1.11 et 5.1.13),
ce qui permet d’évaluer les invariants de Gundlach avec la méme complexité que
les invariants d’Igusa (théoréme 5.4.2). Ceci a pour application d’accélérer 1’al-
gorithme de [56] qui géneére des courbes de genre 2 sur un corps fini avec un
nombre de points donné sur la Jacobienne de la courbe (voir aussi [31, 21, 8, 55]
a ce sujet). On donnera également une méthode pour inverser ces invariants (voir
théoréme 5.4.1). Enfin, nous définirons des invariants grace aux tirés en arriere des
théta constantes pour tout D et donnerons un algorithme quasi-linéaire, a D fixé,
pour calculer les polyndémes modulaires de Hilbert avec ces différents invariants
(théoreme 5.4.4).

Plan de la these

Cette these est décomposée en deux parties. Dans la premiere, nous nous
concentrerons sur ’aspect théorique des variétés abéliennes de dimension g = 1.
Cette partie est divisée en deux chapitres. Dans le chapitre 1, nous traiterons
des courbes elliptiques (g = 1), principalement sur C. Nous montrerons que ces
courbes elliptiques sont des tores complexes de dimension 1 et vice versa, nous dé-
crirons l'espace de modules H1/I'1 qui paramétrise tous ces tores & isomorphisme
pres ou nous y définirons des fonctions, appelées fonctions modulaires. Nous in-
troduirons les théta constantes et expliquerons un algorithme pour le calcul des
polynémes modulaires. Enfin, nous conclurons avec plusieurs exemples de poly-
noémes avec différents invariants. Dans le chapitre 2, nous nous concentrerons sur
I’aspect théorique des variétés abéliennes complexes de dimension ¢. Nous verrons
leur lien avec les tores complexes de dimension ¢ et avec les Jacobiennes de courbes
hyperelliptiques de genre g. Nous verrons la notion de polarisation et introdui-
rons l'espace de module Hg/T'y des variétés abéliennes principalement polarisées
de dimension ¢g. En outre, nous définirons les fonctions théta et donnerons une
équation fonctionnelle décrivant le comportement d’une telle fonction par 'action
d’une matrice de I'y.
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Dans la deuxiéme partie, nous nous focaliserons sur la dimension g = 2. Cette
partie est divisée en trois chapitres. Dans le chapitre 3, nous décrirons de nombreux
algorithmes permettant de manipuler les différentes représentations des surfaces
abéliennes complexes (comme matrice de Hy, comme Jacobienne d’une courbe
hyperelliptique de genre 2, comme triplet de nombres complexes & travers les in-
variants d’Igusa, ou alors a travers d’autres invariants si on ajoute de la structure)
et passer de 'une a l'autre. Nous y verrons également un algorithme pour évaluer
rapidement les théta constantes. Dans les chapitres 4 et 5, nous parlerons des po-
lynémes modulaires sur les espace de Siegel et de Hilbert et décrirons les résultats
expliqués dans la section précédente.

Notations

Nous donnons quelques précisions quant & des notations qui seront utilisées

tout le long de cette these.

— Les classes du quotient I'1/I", de deux groupes I'1 et ', seront toujours a
droite. Cela signifie que les classes sont de la forme I'oy pour y [I} et
deux classes T'oy et I'oysont équivalentes si et seulement si yy=? est dans
I'z;

— L’action d’'un groupe G sur un ensemble H, notée H/G, est toujours une
action & gauche : on a alors pour tous g, g-dans G que g- (g h) = (gg" h),
ouh [H;

— Pour tout nombre complexe z, on note [(Z} et [(Z} ses parties réelle et
imaginaire. On utilise également ces symboles pour des matrices complexes.
L’unité imaginaire est notée par I;

— La matrice identité de taille n est I ;

— Pour une matrice carré M donnée, on désigne par Mg le vecteur composé
des éléments diagonaux de M ;

— Le symbole de Kronecker 8 vaut 1 lorsque i = j et 0 sinon;

— Soit une matrice € de 'espace de Siegel. La plus petite valeur propre de
LA) est A(2)

— L’ensemble P vaut toujours {0,1,2,3,4,6,8,9,12,15};

— La complexité pour multiplier deux polynoémes de degrés au plus d avec
des coefficients de N bits est My (d) tandis que celle pour multiplier deux
entiers de N bits est MYN).
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Chapitre 1

Courbes elliptigues

Dans ce chapitre, nous parlerons des courbes elliptiques car ce sont, d’apres le
théoréme 2.7.6, les variétés abéliennes de dimension 1. Par courbe, nous entendons
une variété projective géométriquement connexe de dimension 1. Nous commence-
rons par donner des résultats généraux sur les courbes elliptiques pour tout corps
parfait, puis nous nous concentrerons sur le corps C, ou nous verrons que toute
courbe elliptique est un tore complexe de dimension 1 (proposition 1.2.12 et corol-
laire 1.2.16). Cette représentation des variétés abéliennes de dimension 1 comme
tores complexes de dimension 1 nous fournira une nouvelle représentation de ces
variétés : comme point du demi-plan de Poincaré H;. Une classe d’isomorphisme
de courbes elliptiques sera alors une classe d’équivalence de points modulo 'ac-
tion de SLz(Z) et nous donnerons un domaine fondamental pour une telle action.
Nous étudierons des fonctions sur Hi/ SLp(Z), en particulier les fonctions théta.
Enfin, nous définirons les polynémes modulaires et donnerons un algorithme pour
les calculer.

Le contenu de ce chapitre est tiré essentiellement des références suivantes :
[79, 19, 68, 75, 61, 89, 25]. On note par K un corps parfait et par K sa cloture
algébrique.

1.1 Généralités sur les courbes elliptiques

1.1.1 Equation de Weierstrass

Rappelons que P'espace projectif P"(K) est I'ensemble des (n+ 1)-uplets d’é1é-
ments non tous nuls de K, que 'on écrit sous la forme [Xg : X1 : - -+ : Xp], muni de
la relation d’équivalence :

Xo: -+ :Xn] CI¥b: -+ :Yyn]

si et seulement il existe un scalaire A CH el que pour tout i de 0 a n on ait

Xi = AYi.
On dit d’un point P d’une variété affine donnée par une équation polynomiale
F(X41,...,Xn) qu’il est singulier si on a
oF oF
- P)=...= P)=0. 1.1
P == 2 (P) (1)

Dans le cas contraire, on dit que ce point est lisse. Pour une variété projective, on
dit d’un point qu’il est lisse s’il ’est dans une des cartes affines. Enfin, une courbe
est dite lisse si elle I'est en tous ses points.

21
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Définition 1.1.1. Une courbe elliptique est une paire (E, O) ou E est une courbe
lisse de genre 1 sur K et O [H.

Le point particulier O, qu’on appelle origine, nous sert a établir une loi de
groupe sur la courbe. Nous y reviendrons. D’apres [79, Proposition II1.3.1 (a)],
il existe des fonctions X,y dans le corps de fonctions de E, appelées fonctions de
coordonnées de Weierstrass. telles que I'application [x :y : 1] de E vers P? avec
O B [0:1:0] donne un isomorphisme entre E et une équation de \Weierstrass,
c’est-a-dire une équation de la forme

Y2Z +a;XYZ +asY 22 = X3 + a,X?Z + ayXZ% + agZ?, (1.2)

ou les coefficients ay, ..., as sont dans K. Ils ne sont pas déterminés de maniére
unique par la courbe. Dans le cas ou les coefficients aj peuvent étre choisis dans
K, on dit que la courbe elliptique E est définie sur K, ce que ’on note par E/K.
Si on déhomogénise ’équation, on obtient I’équation

Y2 4aXY +azY = X3 +apX? 4+ agX + a, (1.3)

qu’on 'on appellera dans la suite équation de Weierstrass a [nel plus un unique
point & l'infini [0 : 1 : 0]. C’est ce point qu’on prend pour origine : O = [0:1: 0].
Inversement ([79, Proposition II1.3.1 (c)]), toute courbe cubique lisse C donnée
par une équation de Weierstrass affine est une courbe elliptique d’origine [0 : 1 : 0].

En outre, ([79, Proposition II1.3.1 (b)]), deux équations de Weierstrass pour
E/K sont reliées par une changement linéaire de variables de la forme

X =u?X"r et Y = ulY B sulx it

ou u,rs,t CK et ug 0. Deux courbes elliptiques dont les équations de Weiers-
trass sont reliées par un changement de variables sur K sont dites isomorphes sur
K. Dans le cas ou la caractéristique de K n’est ni 2, ni 3, on peut alors montrer
qu’a 'aide de changements de variables on peut ne considérer que les équations
de la forme :

Y2=X34+AX +B avec 4A®+27B%2E0. (1.4)

Notons que A et B sont dans K lorsque la courbe E est définie sur K.
Une autre forme qui est parfois utile est la suivante. Une équation de Weiers-
trass est dite sous forme de Legendre si elle est de la forme Y 2 = X(X —1)(X —}),

avec A {0, 1}.

Définition 1.1.2. Pour une éguation de Weierstrass comme dans (1.4), on pose

- 3 i, , .
A =—16(4A% +27B?) et j = —1728%. Ces quantités sont appelées respective-
ment le discriminant et le j-invariant de la courbe.

Proposition 1.1.3. Pour un corps K de caractéristique di[érbnte de 2, une
courbe elliptique E/K est isomorphe sur K a une courbe elliptique E, sous forme

de Legendre, avec A CKI\{0, 1}. Le j-invariant est j(E,) = 28%.

Démonstration. Voir [79, Proposition III.1.7]. O

Bien entendu, il existe des formules ([79, Page 46]) pour définir ces quantités
pour toute équation de la forme (1.2), mais dans la suite nous nous placerons sur
K = C qui est de caractéristique nulle et donc nous supposons dorénavant que
char(K) B 2, 3. Nous renvoyons le lecteur intéressé a [79, Chapitre III].
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Proposition 1.1.4. 1. Une courbe donnée par une équation de \Weierstrass
est lisse si et seulement si A E0;

2. Deux courbes elliptiques sont isomorphes sur K si et seulement si elles ont
le méme j-invariant.

Démonstration. Voir [79, Proposition III.1.4]. O

La condition 4A3 4 27B2 B 0 dans I’équation (1.4), ou, autrement dit, A B 0,
traduit le fait que la courbe doit étre lisse. Remarquons que si ’on se place sur
K = R, alors le signe de A nous donne le nombre de zéros réels de ’équation
X3+ AX 4B : 1si A est négatif et 3 sinon. Ainsi, dans le premier cas, le graphe
de la courbe admet deux composantes connexes tandis que dans le second cas,
elle n’en a qu’une. D’autre part, j est un invariant de la classe d’isomorphisme de
la courbe et ne dépend pas de I’équation particuliere choisie. Nous verrons par la
suite le role fondamental que joue cette fonction.

Notons K(E) le corps de fraction de K[E] = K[X,Y]/(F(X,Y)), ou F est
I’équation de E.

Proposition 1.1.5. Soit E/K une courbe elliptique avec X,y comme coordonnées
de Weierstrass. On a K(E) = K(x,y) et [K(E) : K(x)] = 2.

Démonstration. Voir [79, Corollaire I11.3.1.1]. O

1.1.2 Loi de groupe

Une courbe elliptique peut étre munie d’une loi de groupe. Si on considere
une droite dans P2 (K), elle intersecte la courbe elliptique en exactement 3 points
(puisque celle-ci a une équation de degré 3) qui ne sont pas forcément distincts
car la droite peut étre tangente a la courbe. L’addition de deux points P et Q se
fait ainsi : on considére R le troisieme point d’intersection entre la droite passant
par P et Q et la courbe, puis on considére R le troisiéme point d’intersection de
la droite passant par O et R et la courbe. On pose alors : P + Q = R"

Ce procédé nous fournit bien une loi de groupe ([79, Proposition II1.2.2]), ou
O est ’élément neutre. Cette loi a en plus la propriété d’étre commutative et si
on prend E définie sur K, alors E(K) = {(x,y) [K?:y2 = x3 4 Ax + B} [{D}
est un sous-groupe de E.

On peut donner des équations explicites pour cette addition. Avant tout, on a
que O +P =P 4+ O =P pour tout P [H. Ensuite, pour toute paire d’éléments
nonnuls P =(X1:y1:1) et Q= (X2:y2:1),onaP 4+ Q = O si et seulement si
X1 = Xz et Y1 = —Y>. Sinon, soit A [ Kl tel que

B s peq

=

2y1

A

si P=Q.

Onpose d =y;—AXg et onaalors R=P +Q = (X3 :y3:1), ot X3 = A2 — X1 — X2
et Y3 = —AX3z — M. On notera que —(X:y :2) = (X: =Yy : 2).

Cette loi de groupe peut paraitre étonnante. Pour en comprendre son origine, il
faut s’intéresser au groupe de Picard de la courbe. Nous renvoyons a [79, Chapitre
IT] pour plus de détails dans ce qui suit.

Le groupe des diviseurs d’une courbe elliptique E, noté Div(E), est le groupe
abélien libre engendré par les points de E. Un diviseur D [CDiv(E) est donc
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une somme formelle D = IEIEHP(P) avec Np CAet np =0 pOliI_—tQP.S sauf
un nombre fini de points P [CH. Le degré d’un tel diviseur D est p gnp et
I’ensemble noté DivO(E) des diviseurs qui sont de degré 0 forme un sous-groupe
de Div(E).

Si on un élément f K (E)5 alors on peut lui associer un diviseur
div(f) = p ordp (F)(P), ot ordp (f) désigne 'ordre de T en P. Un tel diviseur
a alors des propriétés particulieres : d’une part div(f) = 0 si et seulement si
f CR et d’autre part deg(div(f)) = 0. On dit alors qu’'un diviseur est principal
s'il est de la forme D = div(f) pour un certain f CK(E)~'On a que div(fg) =
div(f) + div(g). Ceci nous permet d’établir une relation d’équivalence ot deux
diviseurs D1 et Dy sont dits linéairement équivalents, ce que ’on note par D; [1
Eli D1 — Dy est principal. D’apres [79, COPEFG I11.3.5] diviseur D =

p =P (P) est principal si et seulement si  nNp = 0 et I’:[;‘%I](P) = 0O, ou
Np](P)=P +P +...+ P, np fois. Le groupe de classes des diviseurs ou groupe
de Picard, noté Pic(E), de la courbe elliptique E est alors le quotient de Div(E)
par le sous-groupe des diviseurs principaux et on note Pic’(E) le quotient de
Divo(E) par le sous-groupe des diviseurs principaux.

Proposition 1.1.6. Soit (E,O) une courbe elliptique :

1. Pour chaque diviseur D [CDiiv®(E), il existe un unique point P [CH tel que
D [{B) — (O). Soit alors o : Div’(E) — E I’application donnée par cette
association;

2. L’application o est surjective;

3. Soient deux diviseurs Dy, D, dans Div?(E). Alors o(D;)
seulement si D; [Db. Ainsi, ¢ induit une bijection PicO(E CEl;

= o(Dy) si et
)
4. L’application inverse de o est k : E 5 Pic®(E), P B classe de (P)— (O).

Démonstration. Voir [79, Proposition III.3.4]. O

On peut alors montrer que K(P + Q) = K(P) + K(Q), ou la premiere addition
est dans E et la deuxiéme dans Pic®(E).

Théoréme 1.1.7. Soit E/K une courbe elliptique. Alors les équations explicites
donnant la loi de groupe définissent des morphismes :

+: ExXE — E et -: E — E
(P,Q) B~ P+Q P B~ —P
Démonstration. Voir [79, Théoréme II1.3.6]. O

1.1.3 Applications entre courbes elliptiques

Nous nous intéressons maintenant aux applications entre courbes elliptiques.
Etant donné qu’on met en valeur un point de la courbe, l'origine, il apparait
naturel de considérer les applications qui envoient ’origine de la premiere courbe
elliptique vers celle de la seconde.

Définition 1.1.8. Soient E1/K et E»/K deux courbes elliptiques. Une isogénie
entre E; et E; est un morphisme ¢ : E;/K - E»/K tel que ¢(Og,) = Og,. On
dit que ces courbes sont isogenes si I’isogénie veérifie o(E;) B {Og,}.
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On peut montrer d’une part qu’une isogénie est soit constante, soit surjective.
Dans ce dernier cas, 'isogénie est une application finie entre les courbes et ainsi
on a une injection entre les corps de fonctions ¢ f [CKI(E,) 3 f o ¢ [CK(E;).
On définit alors le degré de I'isogénie comme étant le degré de 'extension finie
K(E1)/9YK(E3)) (et par convention, le degré de Iisogénie constante est 0).

D’autre part, une isogénie est un morphisme de groupe ([79, Théoréme I11.4.8]).
Posons Hom(Ej, Ey) l'ensemble contenant les isogénies entre Ej; et E;. Alors
d’apres le théoréme 1.1.7, ¢’est un groupe ou l'addition est (¢ +¢)(P) = @(P) +
Y(P). Si de plus E = E; = E», on pose End(E) = Hom(E, E). C’est un an-
neau appelé anneau d’endomorphismes de E si on ajoute la loi de multiplication
suivante : (QY)(P) = @(WY(P)). L’ensemble des éléments inversibles Aut(E) de
End(E) est appelé groupe des automorphismes de E.

Théoréme 1.1.9. Soit E/K une courbe elliptique. Alors son groupe des auto-
morphismes Aut(E) est fini et d’ordre divisant 24. Plus précisément, cet ordre
est :

2 sij(E) 8 0oul728;
4 sij(E) = 1728 et char(K) 2 2,3;
6 sij(E) = 0etchar(K)E 2,3;
12 sij(E) = 0=1728 et char(K) = 3;
24 sijJ(E) = 0=1728 et char(K) =2
Démonstration. Voir [79, Théoreme I11.10.1]. O

Un exemple important d’isogénie est I'application [m] : E - E de multipli-
cation par m, pour m [ Sim > 0, alors [m|(P) =P + -+ P, m fois et si
m < 0, on la définit par [m](P) = [—=m](—P). De plus, on pose que [0](P) = O.
Cette application est bien dans End(E) d’apres le Théoréeme 1.1.7. Elle n’est pas
constante lorsque m £ 0 et on peut alors montrer que 'anneau End(E) est un
anneau de caractéristique nulle sans diviseurs de zéro ([79, Proposition I11.4.2]).

Dans le cas ou char(K) = 0, 'application [-] : Z - End(E) est en général
un isomorphisme. Si ce n’est pas le cas, c’est-a-dire si End(E) contient d’autres
éléments que les applications du type multiplication par m, on dit que la courbe
elliptique E a multiplication complexe. C’est systématiquement le cas lorsque K
est un corps fini (il faut alors étudier ’application Frobenius).

Proposition 1.1.10. L’anneau d’endomorphismes End(E) d’une courbe ellip-
tique est soit Z, soit un ordre d’un corps quadratique imaginaire ou sinon un
ordre dans une algébre de quaternions. Notons que ce dernier cas n'arrive jamais
si char(K) = 0.

Démonstration. Voir [79, Corollaire I11.9.4] O

Considérons une isogénie non constante @ : E; —» E,. D’apres [79, Corollaire
I11.4.9], son noyau est un sous-groupe d’indice fini. Si de plus @ est séparable,
c’est-a-dire si 'extension K(E1)/@Y(K(E,)) est séparable, alors, par [79, Théo-
reme I11.4.10], le cardinal de ce noyau est le degré de l'isogénie et ’extension
K(E1)/9YK(E3)) est galoisienne. Or, lorsque m [Z%¢t char(K) = 0 (ou alors
lorsque m est premier avec char(K)), alors [79, Corollaire III.5.4] affirme que
I’application multiplication par m est un endomorphisme de E fini et séparable.
Ceci conduit & s’intéresser au groupe suivant : le sous-groupe de m-torsion d’une
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courbe elliptique E, pour m 8 0, est ’ensemble E[m] des points d’ordre divisant
m: Em]={P [H: [m|(P)=0}.

Inversement, on a

Proposition 1.1.11. Soit E une courbe elliptique et soit G un sous-groupe d’in-
dice fini de E. Il existe une unique courbe elliptique E et une isogénie séparable
¢ : E - EPtels que kerp = G.

Démonstration. Voir [79, Proposition I11.4.12]. O

On introduit maintenant la notion d’isogénie duale qui permet entre autre
d’étudier 'application multiplication par m. Soit @ : E; —» Ep une isogénie non
constante de degré d. Par [79, Théoremes I11.6.1 et II1.6.2], il existe une unique
isogénie @ : E; — E1, qu'on appelle isogénie duale, et qui vérifie @ ¢ = [d] et
@°@ = [d. De plus, si X : E2 — Ezet § : E; - Ey, alors Xl = @ o X et
O™ = @ + i. Pour tout m [Z1 on a [thf=1th] et par suite

deg([m]) m?.

A~

Enfin, deg(@) = deg(@) et (E = @. Si char(K) = 0, on a alors que
E[m] = (Z/mZ) < (Z/mZ),

d’apres [79, Corollaire I11.6.4].

1.2 Lien avec les tores complexes

1.2.1 Fonctions elliptiques

Par réseau nous entendrons dans la suite un sous-groupe discret de C de rang 2.
Ainsi, un réseau est engendré par deux nombres R-linéairement indépendants w1
et W2, que 'on appelle périodes, et est donc de la forme A = W1Z + wW2Z. 11 nous
arrivera de noter ceci : A = w1, W2]. Le quotient C/A est ce que I'on appelle un
tore complexe.

Définition 1.2.1. Un parallélogramme fondamental pour un réseau A est un
ensemble de la forme

Fo = {w 4+ X101 + X2 : 0 < X1, X2 < 1},

ou w [A et wi, wy est une base de A. C’est un ensemble de représentants des
classes de C/A.

Définition 1.2.2 (Fonction elliptique). Soit A un réseau. Une fonction elliptique
sur A est une fonction méromorphe f : C — C [{do} qui vérifie pour tous w [Al
etz [A:

f(z+w)="~F(2). (1.5)

Une telle fonction est uniquement déterminée par ses valeurs dans un parallélo-
gramme fondamental. On note C(A) I’ensemble de toutes les fonctions elliptiques
sur le réseau A. C’est un corps.

Proposition 1.2.3. Une fonction elliptique sans pbles ou sans zéros est constante.
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Démonstration. Voir [79, Proposition VI.2.1] ou [75, Théoréme 1.1.4]. O

Soit T une fonction elliptique et soit w [CQ. On note ord,(F) et resy(F)
respectivement l'ordre et le résidu de f au point w [Cl. On remarquera que dans
notre cadre, les fonctions sont elliptiques et donc ’ordre et le résidu d’une fonction
en un point ® restent inchangés si on remplace ® par @ +® “pour un w-quelconque
doms A o 1

Ceci nous induit a utiliser la convention suivante. Par cza on entend une
somme sur tous les éléments d’un parallélogramme fondamental du réseau A.

Théoreme 1.2.4. Soit f CT(A).
L1
1. Aordm(f) = 01
2. aresy(F) =0;
3. esmanordy(flo CAL

Démonstration. Voir [79, Théoréme VI.2.2] ou [75, Théoréme 1.1.3]. O

Pour toute fonction elliptique, on dira que son ordre est son nombre de podles
compté avec multiplicité dans un quelconque parallélogramme fondamental.

Corollaire 1.2.5. Une fonction elliptique non constante a un ordre supérieur ou
égal a 2.

Démonstration. Voir [79, Corollaire VI.2.3] ou [75, Théoréme 1.1.4]. Si une fonc-
tion elliptique T a un seul pole, alors par le théoréme 1.2.4, le résidu en ce pole
vaut 0 et donc f est holomorphe. On conclut avec la proposition 1.2.3. O

Le groupe&]diviseurs Div(C/A) du tore est le groupe des sommes formelles
de la forme  cza Nw (W) avec N, CZet N, B 0 seulement pour un nombre fini
de valeurs. On définit une application de sommation

L1 L1
som:D = ny(w) CDiv(C/A) B- new CCVA
et une application degré
L1 L1
deg:D = ng(w) CDiv(C/A) B- n, CZ1

Le noyau de cette derniére application est le sous-groupe Div?(C/A) = {D [1
Div(C/A) : deg(D) = 0} de Div(C/A) des diviseurs de degré zéro.

Pour chaque fonction elliptigpe f [T(A) S on peut définir le diviseur div(f) 1
Div?(C/A) par div(f) = , cga0rde (F)(0) (on est bien dans le groupe des
diviseurs de degré zéro d’apres le théoreme 1.2.4). L’application div : C(A)™-
Div?(C/A) est un homomorphisme.

Théoréme 1.2.6. La suite suivante est exacte :
1— C c(A)™ Div0(C/A) 2 c/A — 0
Démonstration. Voir [79, Théoreme VI.2.4]. O

Le quotient Jac(C/A) := Div®(C/A)/ div(C(A)S est appelé la Jacobienne de
C/A. Le théoreme précédent affirme que le tore C/A est isomorphe a sa Jaco-
bienne.
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1.2.2 Construction de fonctions elliptiques

La fonction ¢ de Weierstrass relativement a un réseau A est :

1
e L P
on(z) =2 1- exp — + .

w CAT

1.
w ( 6)
wE0

W

EIN
N | =

Le produit infini g5 définit une fonction holomorphe sur tout C et converge ab-
solument ([75, Lemme 1.2.1]). Il a un zéro de multiplicité 1 en chaque point ®
du réseau A et seulement en ces points-la. Cette fonction n’est pas elliptique. Par
contre, nous allons voir comment on peut construire toutes les fonctions elliptiques
a partir d’elle.

En prenant la dérivée logarithmique de oa, on obtient la fonction zéta de
Weierstrass qui elle non plus n’est pas elliptique :

c—h 1 "

(@) = (log (on2)))"= 228 _ L P12
AVE) =08 R0A Coaz) 7 g2t 0 w? '
w0
et en dérivant encore une fois, on obtient la fonction [,Ide Weierstrass :
1 | I || 1
ale) = —l8(2) = 5+ ——5— (1.8)
. ) 0
wE0
et par suite sa dérivée :
— ]
-2 ——. (1.9)
o2 — W)

Cette derniere fonction est méromorphe et sa série converge absolument sur tout
compact de C—A. C’est clairement une fonction elliptique. C’est aussi une fonction
impaire d’ordre 3 et a trois zéros simples aux demi-périodes de A = w1, wz] : %,
£2 et % En effet, soit @ une de ces trois demi-périodes. On a alors 2w [CAl
et puisque [Flest elliptique, [Rw) = [Klw — 20) = [K0—w). Le fait que cette
fonction soit impaire nous dit alors que [{w) = —[{w) et donc que [Rw) = 0.
La fonction de Weierstrass [a_bst définie par une série qui converge absolument
et uniformément sur tout compact de C — A. Cette fonction est méromorphe sur
C et a un double pdle de résidu 0 en chaque point du réseau et pas d’autres poles
([79, Théoréme VI.3.1]). Du fait que [ﬁbs‘c elliptique, on déduit pour tous z [Cl
et @ A que [aAlz + @) = Callz) + ¢ ol € est une constante. Si on pose alors
= —%, on obtient que [A0§) = [Al—%) + ¢. En remarquant que la fonction [ol
de Weierstrass est paire, on trouve ¢ = 0 et on conclut que [a kst également une
fonction elliptique.

Prope'ﬁilon 1.2.7 -Jacobi). Soient ny,...,n, et z4,...,z, COsatisfai-
sant —;nj=0et [_;nNiz; %ﬂors il existe une fonction elliptique f CCI(A)
avec la propriétf:% div(f) = {=1 ni(z;). Plus précisément,_si,on normalise de
telle sorte que {—; njzi = 0, alors on peut prendre f(z) = -, 0a(z — zj)™.

Démonstration. Voir [79, Proposition VI.3.4] ou [75, Théoréme 1.3.1]. O

Exemple 1.2.8. A titre d’exemple, on peut considérer la fonction [Allz) — [alla)
pour un certain a [CQ/A. Elle a deux zéros d’ordre 1 aux points a et —a et un
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pble d’ordre —2 au point 0. Le théoréme d’Abel-Jacobi nous dit alors que [allz) —

[ala) = c- %@ pour une certaine constante c. On la détermine en

multipliant les deux cotés par oa(z)? et en prenant la limite pour z — 0. On

_ -1
trouve alors ¢ = RO

Notons que ceci nous permet d’avoir une autre caractérisation de CR1En e [€f]
en partant de I’égalité que I’on vient de montrer : [o(z)— [alla) = —O’Q(j;‘)gﬁg)_a),
en divisant les deux membres par (z —a) et en faisant tendre a vers z, on trouve

2
que [Rlz) = —2E0.

Le résultat suivant est fondamental car il dit que toute fonction elliptique
s’exprime en fonction de la fonction [a_kt de sa dérivée.

Théoreme 1.2.9. Les fonctions elliptiques sont des fractions rationnelles en [al
et [5h coe [ciehts complexes :

C(A) = C(LAI AL

Démonstration. Voir [79, Théoréme VI1.3.2] ou [75, Théoréme 1.3.3]. O

1.2.3 Courbes elliptiques et tores complexes

Intéressons nous maintenant au lien entre les fonctions elliptiques et les courbes
elliptiques. La série d’Eisenstein de poids 2k pour A est la série :

1

2k *
@) |Ilw
wE0

Ex(A) = (1.10)

Une telle série est absolument convergente quelque soit k > 1 ([79, Théoréme
V1.3.1] ou [75, Lemme 1.2.1]). On peut exprimer la fonction [ate Weierstrass en
fonction des séries d’Eisenstein.

Proposition 1.2.10. La série de Laurent de [xlau point z = 0 est donnée par :

2k
mIZ) = — + (2k + 1)E2k+2(A)Z ;
k=1

Démonstration. Voir [75, Lemme 1.4.2] ou [79, Théoréme 3.5]. On écrit dans
Iéquation (1.8)

1 1 1 1 ) ‘?H
— N2 2 2 —_z\2 = 1
(z—w)? w> (1—-3) hopy O

Ensuite, par la convergence absoluelﬁpeut intervertir la somme en w et la somme
en N. De plus, on remarquant que ¢ ay,20 w—lk = 0 pour tout entier impair k = 3,
on obtient la série de Laurent voulue. O

Notons
02 := 02(A) := 60E4(A),

g3 := gg(A) = 14OE6(A).
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Théoréme 1.2.11. Les fonctions [alet Cidsont reliées algébriquement par la

relation :
(VP = 4053 g2 [at-gs.

Le polynome 4X3 — goX — gz a trois racines distinctes qui sont ej = [alw;j)
ou les wj sont les demi-périodes du réseau A. On pose que son discriminant est
A(A) = g3 — 2793 = 16(e; —e2)?(e1 — e3)?(e2 — e3)? B 0 et son j-invariant est
J(A) = 1728g2(A)3/A(A).

Démonstration. Voir [79, Théoréme VI.3.5 et Proposition VI.3.6] et [75, Théoreme
1.4.1]. O

Proposition 1.2.12. Soient un réseau A, les valeurs associées g, g3 et E/C la
courbe elliptique Y 2 = 4X3 — g,X — gz. Alors I’application :

¢:C/A — E [PiC)

z B- [[ale): k) : 1]
0 B> [0:1:0]

est un isomorphisme complexe et analytique de groupes de Lie complexes (en
d’autres termes, c’est un isomorphisme de surfaces de Riemann qui est aussi un
homomorphisme de groupes).

Démonstration. Voir [79, Proposition VI.3.6]. O

Ainsi, a un tore complexe de dimension 1, on peut associer une courbe ellip-
tique complexe. Nous voulons étudier la réciproque, mais avant cela, regardons
les morphismes entre différents tores.

Soient A1 et Ay deux réseaux. Si a [A vérifie aA; [CA}, alors 'application
holomorphe multiplication par o

Qa: C/A1 - C/A2, @u(z) =0z mod Ay

est un homomorphisme.

Théoréme 1.2.13. 1. L’application a [Cfa T : aA; C AL} O @ [
{applications holomorphes ¢ : C/A; — C/A; avec @(0) = 0} est une
bijection.

2. Soient E; et E, deux courbes elliptiques qui correspondent aux réseaux
A1 et A, (comme dans la proposition 1.2.12). Alors I'inclusion naturelle
{isogénies @ : E; —» E»} — {applications holomorphes ¢ : C/A; - C/A;
avec @(0) = 0} est une bijection.

Démonstration. Voir [79, Théoreme VI.4.1]. O

Ainsi, on peut faire correspondre les isogénies entre deux courbes elliptiques
E1 [CCYA; et E; [CCYA, avec les nombres complexes o [ tels que aA; [CA}.
Rappelons que I’égalité dénote le fait que les courbes sont isomorphes. Le degré
de l'isogénie est alors Iindice [Az : 0A1] (par convention, cet indice est 0 lorsque
a=0).

Le corollaire suivant dit que la notion d’isomorphisme entre courbes elliptiques
se traduit en termes d’homothétie dans les réseaux.
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Corollaire 1.2.14. Soient E1/C et E»/C deux courbes elliptiques correspondant
aux réseaux Aj et Ap. Alors E; et E» sont isomorphes sur C si et seulement si
A1 et A, sont homothétiques, c’est-a-dire si et seulement si A; = aA, pour un
certain o -’

Théoréme 1.2.15 (Théoréme d’uniformisation). Soient A, B [Cltels que A3 —
27B2 8 0. Alors il existe un unique réseau A vérifiant go(A) = A et g3(A) = B.

Démonstration. Voir [79, Théoreme VI.5.1]. O

Corollaire 1.2.16. Soit E/C une courbe elliptique. Alors il existe un réseau A
unique a homothétie pres et un isomorphisme analytique complexe :

9:C/A - E [CPA(C)

z B [Lle): [{k):1]
0 B- [0:1:0]

de groupes de Lie complexes.

Démonstration. Voir [79, Corollaire VI.5.1.1]. L’existence provient des théoréemes
d’uniformisation et 1.2.12, tandis que 'unicité provient du corollaire 1.2.14. [

Nous avons donc montré 1’équivalence entre les notions de tores complexes
et de courbes elliptiques sur C. On pourrait d’ailleurs se demander quelle est la
fonction inverse de 'application @ du corollaire 1.2.16. Le résultat suivant nous
fournit la réponse a cette question.

Proposition 1.2.17. Soit E/C une courbe elliptique avec x et y comme coordon-
nées de Weierstrass.
1. Soient a et B deux lacets de E(C) formant une base de Hi(E, Z). Alors les
périodes O O
w; = dx/y et wp = dx/y
a B

sont R-linéairement indépendantes ;
2. Soit A le réseau engendré par w; et w,. Alors I'application

("
F :E(C) — C/A, FP)= dx/y mod A
o
est un isomorphisme analytique complexe de groupes de Lie. C’est Iappli-
cation inverse de celle du corollaire 1.2.16.

Démonstration. Voir [79, Proposition VI.5.2]. O

Soit E/C une courbe elliptique. On a vu que l'on peut écrire E(C) [CVA.
L’anneau d’endomorphismes s’écrit alors End(E) (& [CQ: oA [CA}. Puisque
le réseau est unique a homothétie pres, cet anneau ce dépend pas du réseau.

Théoréme 1.2.18. Soit E/C une courbe elliptique et soient w; et wy des géné-
rateurs pour le réseau A associé a E. Alors soit End(E) = Z, sinon Q(w1/w) est
une extension quadratique imaginaire de Q et End(E) est isomorphe & un ordre
de Q(w1/wy).
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Démonstration. Voir [79, Théoreme VI.5.5]. On peut rapprocher ce résultat avec
celui de la proposition 1.1.10. O

Rappelons enfin qu'une courbe elliptique est un groupe et donc sa loi de groupe
doit pouvoir s’exprimer en fonction de [, 1On a en effet le résultat suivant :

Théoréme 1.2.19 (Formule d’addition pour la fonction [x)l. Soient z,zV CCI—A.
On a alors :

1
IIGZ—FZQZ—IIGZ)—IX(]ngrim si z & £z"mod A

R P
et @22):—2@)—%% % si 2z & 0 mod A.

Démonstration. Voir [75, Théoréme 1.4.4]. O

1.3 Espace de Modules

1.3.1 Demi-plan de Poincaré

Une autre description des courbes elliptiques est possible en utilisant le fait
qu’étudier un tore c’est essentiellement étudier un réseau et que dans notre cadre,
on considere les réseaux a homothétie pres (rappelons le corollaire 1.2.14).

Soit donc un réseau A = [01, W2]. Quitte a échanger w; et w2, on peut supposer
que le quotient % a une partie imaginaire positive.

Définition 1.3.1. On appelle demi-plan de Poincaré, que I’on note Hy, le demi-
plan complexe supérieur :

H; = {z [A: [(Z) > 0}.

On I’étend parfois on considérant les pointes :

HiE H; [Q {0},

Tout réseau est homothétique & un réseau de la forme [1,T] pour un certain
T [H;. De plus, deux réseaux [1,T1] et [1,T2] de cette fqrme sont homothétiques
si et seulement si Ty = ?Sig pour une certaine matrice 25 [GLy(Z). Un simple

calcul montre que l'on a

1 1
T+b _ D
|j;‘m = (a0 = bo) (1.11)

et en particulier, les matrices de SLy(Z) envoient Hj dans lui-méme.

Définition 1.3.2. On appelle groupe modulaire, noté I'y, le groupe SLy(Z) :
1 C1 [ 1 1

I :=SL(Z)= M= i g ca,b,c,d CZdet (M) =1
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Par ce qui précede, le groupe modulaire agit sur le demi-plan de Poincaré : on
a l'action de groupe

at+b

FXH _—>H, ,T E‘—» T = .
! ! SR\ ¥ cT +d

Remarquons que la matrice —I5 agit trivialement sur Hy. C’est pourquoi certains
auteurs préferent considérer le groupe PSLy(Z) plutot que SLp(Z). L’action du
groupe modulaire sur le demi-plan de Poincaré est proprement discontinue ([4,
Proposition 8.2.5]), c’est-a-dire que tout T [CH; a un voisinage V tel que

GOCTY, YW nV B[yt =1

On en déduit que le quotient H1/T'; hérite de Hy une topologie de Hausdorff. On
peut aller plus loin et montrer que ce quotient est une surface de Riemann, qui
n’est compacte que lorsque 'on ajoute les pointes.
Cette actioEfieI__glroupe se prolonge facilement en une action sur H{11 suffit
de poser pour gg LT et g qQ:
C1 [ 1 1

a b g §icEo,
00 —
c d oo sic=0
et L1 [ 1 :al+b ]
ab p_ c§+dg sicp+dgBo0,
c d g oo sicp+dg=0.
Ainsi, Q [{do} est 'orbite de oo sous cette action. Posons
L1 L1 L1 1
0 -1 11
S= 10 et T= 01 (1.12)

Proposition 1.3.3. Le groupe modulaire I'; est engendré par S et T.

. [ I
Démonstration. Voir [19, Proposition 2.1]. Soit 282 [T}. Montrons le résultat
par récurrence sur |a| + |c|. Supposons que |a] + |c| = 1. Alors, quitte & multiplier

a gauche par S, on a |a] = 1 et |[c] = 0, et, par suite, quitte & multiplier par
S% = —1I5, la matrice y est de la forme (3 §) = T°.
Supposons maintenapt—gu’fgxiste N = 1 tel que la propriété a montrer soit

vraie pour toute matrice 2535 de Ty avec |aY+|c < n. Siy vérifie |a]+|c| = n+1,

alors en multipliant éventuellement y & gauche par S, on peut supposer |a| = |c|.
On écrit la diyisjon epelidienne de @ par ¢ : @ =qc+1r, avec 0 = r < c|. On a
donc T % = E b_dqd qui est, par hypothese de récurrence, engendré par S et T.
Ceci conclut la démonstration. ]

Posons maintenant

1
Fi={t EEIl:|T|21,|I:(_‘T_)|S§}

et
F = F]_\(éFl N {T [H; : @ > 0})

Définition 1.3.4 (Domaine fondamental, ensemble fondamental). Soit G un
groupe agissant sur un ensemble X muni d’une topologie. Un ensemble Y [X
connexe est un domaine fondamental pour I’action de G sur X si :
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— Pour tout x XA, il existe g CAety [YItelsquey =g X;
— Pour tous y1,y2, Yl et ¢ CQ\{1} telsque y1 =g -y, on ay; [3{Y) et
y2 LatyY).
Un ensemble Y [Xl est un ensemble fondamental pour I’action de G sur X si,
pour tout x XA, il existe un unique y LYl qui soit dans I’orbite de X sous I’action
de G.

Un ensemble fondamental est donc toujours un domaine fondamental mais la
réciproque n’est pas forcément vraie.

Proposition 1.3.5. La région F est un ensemble fondamental pour I’action de
I'y/#1,C$ur Hy et donc F1 est un domaine fondamental pour cette action. De
plus, on a

L1
E2 sito=1,
card({y [TH/[®I1,C10 =Y - To}) = % Si Tg = exp(z'T”),
sinon.
Démonstration. Voir [19, Proposition 2.2]. O

1.3.2 Sous-groupes du groupe modulaire

Nous allons étudier dans cette section différents sous-groupes de I'1. Tout
d’abord, notons que 'on est également capable de construire un domaine fonda-
mental pour tout sous-groupe du groupe modulaire.

Théoreme 1.3.6. Soient I' < I'; et yj un systeme de représentants des classes
(& droite) de I't/(I" 13T)). Alors

1
Fr="vi(F1)
i
est un domaine fondamental pour I'.
Démonstration. Voir [75, Théoreme 2.1.4] ou [19, Proposition 2.3]. O

Ce théoreme conduit a l'algorithme 1.3.1. Nous ne I’étudierons pas en détail
mais renvoyons le lecteur a [19, Pages 46-48].

Continuons avec un lemme qui joue un role fondamental dans ce qui va suivre.
Soit N un entier positif. On a alors :

Lemme 1.3.7. L’homomorphisme de groupe SLy(Z) - SL2(Z/NZ) est surjectif.

Démonstration. Soity [SLy(Z/NZ) et E?I b I:le représentant de cette classe dans
Mz (Z).
— On a tout d’abord que pged(c,d,N) =1 carla_d_l— bc =1 mod N ;
— Maintenant si ¢ B 0, alors on pose t = cp et d”= d+ tN. On a
-d
que pged(c,dd = 1. En effet, soit un premin p qui divise ¢. Sip-d,
alors p|t et alors p - d¥ Sinon si p|d, alors p - t, p| pged(c,d) et puisque
pged(c,d,N) =1, alors p- N et donc p - d°}
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Algorithme 1.3.1 : Domaine fondamental et générateurs d’un sous-
groupe d’indice fini de I'1

© 0 N O oA~ W N P

[N
o

11
12
13

14
15

16

Entrée : Pour un sous-groupe I' de I'1 d’indice fini, une fonction qui décide
si un élément de I'; est dans I' ou pas, plus un ensemble de
générateurs V. = {Yj}j gz...n} de I'1.

Sortie : Un ensemble S de représentants des classes I'1/I" et un ensemble

fini G de générateurs de I'.

S ={l2}
D ={lz2}
G=1[L1
tant que V 2 [Thire
choisir y [VI;
t = vrai;
pour y" Sl faire
si yly~! [Tlalors
t = faux;
G=G Y}
fin
fin
si t =vrai alors
S =S5 ¥k
V =V Cdyy; :j CL,....nYAD);
fin
vV =V\{yk
D =D 4y}
fin
retourner (S,G);

— Toujours si ¢ B 0, il existe donc o, [A tels que ac — pd”= 1. On a
aussi que ad™— bc = 1 mod N ce qui implique qu’il existe k A tel que
ad™-bc = 1+kN et alors on a ad™-bc = 1+kN =3+ (akc—BkdJN gt-donc
(a+ BKN)d™= (b+ akN)e = 1 et la matrice 1 DR P SKN gy
est dans la méme classe que VY ;

— Dans le cas ou ¢ = 0, on déduit de pged(c,d,N) =1 que pged(d,N) =1 et
par suite qued = 1 @ocﬁl. De ad = 1 mod N on déduit que a = 1 mod N
et alors la matrice § g [T} est dans la méme classe que Y.

]

On appelle sous-groupe principal de congruence et de niveau N le sous-groupe

Ii(N)={y [T} :y =1, mod N}. (1.13)

Un tel sous-groupe est le noyau de ’application d[%?duction Iy = SLy(2) -
SL2(Z/NZ) et est d’indice fini : [I'; : T1(N)] = N3 o (11— p%) Ainsi, I'1(N) est
un sous-groupe normal de I'1 et on a

1/T1(N) CSLa(Z/NZ). (1.14)
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Tout groupe I' vérifiant I'1(N) [T1 CT] pour un certain N est dit un
sous-groupe de congruence modulo N. Ces groupes sont d’indice fini dans I'1. Soit
[IT11 [ 1

ab
Pr = c d :a,b,c,d CZ ad —bc =r, pged(a,b,c,d) =1
I’ensemble des matrices primitives de déterminant r [Nl Ce n’est pas un groupe.
Proposition 1.3.8. Pour tout Ry [P}, on a Py =I'1RoI'1.
Démonstration. Voir [75, Proposition 2.2.1]. O
Pour une matrice R [P}, on considere maintenant le sous-groupe de I'1 :

I'r =1 nR7INR.

(Pour étre plus cohérent, il faudrait noter ce groupe I'1 r. Nous ne le ferons pas
dans un souci d’allégement des notations) Les cas qui nous intéressent le plus
sont lorsque I'on prend les matrices (§9) et (32), ot Pon obtient les deux groupes

suivants 1 [
Lo(r) := (rO)Z{ ab [T} :c=0modr},
oy .0t O, = (1.15)
T (r) = ((])_?)—{ cd [T} :b= IIlOdr}

De maniere générale, on a

Théoreme 1.3.9. Soit R [P}. Le sous-groupe I'r est un sous-groupe de congruence
modulo r.

Démonstration. Voir [75, Théoreme 2.2.2]. Soit R [B. D’aprés la proposition

1.3.8, il existe deux matrices My et My dans I'; telles que l'on ait 1’égalité

R = Ml(a(])_)Mz. Il en découle que I'r = FM1(51) . Or, T, Mo (f 1)M2 =I1n

(M1(§9)M2)T ' T1 (M1 (§9)M2) = T1n ((§9)M2)~ 11ﬂl(( IMz) = Liroym

Par le théoreme 1.3.10, on a que I'r = Mz_lf(ro)Mz, et en utilisant, le fait
1

que T'1(r) est un sous-groupe normal de T'1, on en déduit 'inclusion T'i(r) =
M, 01 (r) M, Emz—lr(cr) 0)Mz = T'r. O

Théoréme 1.3.10. Pour R,RY[P} et M,MY[T}, on a:
1. TR =T41R"H = CT@ =I'r
2. MTII'rM =TRgrm ;
3. IrM =T'rMY [I;RM =T';RM"

Démonstration. Voir [75, Théoréme 2.2.3]. O

En appliquant la troisiéme propriété de ce théoreme, on obtient une descrip-
tion des classes a droite de I't1/T'r, qui nous induit & définir sur P, la relation
d’équivalence

R [RF [T R =T;RY

Théoréme 1.3.11. Le nombre de classes d’équivalences modulo [&dt fini. Un
systéme de représentants est donné par les matrices triangulaires :
L1 1

,a>0,ad=r, pged(a,b,d)=1, b 0,...,d—1}.

o

a
0 d
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Démonstration. Voir [75, Théoreme 2.2.4]. O
Les résultats qui précedent permettent de démontrer le théoreme suivant.

Theoreme 1.3.12. Soient Ry,..., Ry un systéme de représentants de P, mo-
dulo [efl R une matrice arbitraire dans P,. Alors il existe des matrices unimo-
dulaires y; avec I'1R; = I'1Ry; pour i = 1,...,y(r). On en déduit que

vE—
= TRyi
i=1
et en particulier [y : Tr] = @(r) =r (1 + %)_
Démonstration. On a d’une part que

Iryi = (I n R7ITR)y; = T4 n RTIMRY; =Ty n RTINR;.

Ceci nous permet d’écrire

1 1Itl 1 )
Fryi=T1nR™ I'Ri =T'1nRP, =117,

car Ty [CR7!P,. En effet, pour y Iy, on a y = R7!Ry et Ry [CB, car
Ry = IRy [ThRI'; = Py, par la proposition 1.3.8. L’indice provient du théoréme

1.3.11. Voir aussi [75, Théoreme 2.2.5]. O
C1 1
Appliquons ce théoréeme sur la matrice R = % g U p_est un nombre premier.
1 11
On peut Prl%lldre, d’apres II%Ithéol%lme 1.3.11, Ry = 82 ,R; =R, R3 = éé ,
R4 = %g ;oo Rpr1 = épgl . On montre facilement que l'on a les relations
suivantes : R; = STIRS, R; = R, R3 = RT, ..., Rp+1 = RTP™L. Ainsi, on prend

yi =S et yx = TK2 pour k allant de 2 & p + 1. Ces matrices yj sont alors les
représentants des classes & droite du quotient I'1/I'r.

1.4 Formes et fonctions modulaires

Nous allons introduire dans cette partie les notions de formes et fonctions
modulaires et présenter des propriétés importantes de ces derniéres. L’idée sous-
jacente a ces notions est de considérer des fonctions sur la courbe modulaire
H1/T'1 : on veut en particulier des fonctions qui donnent la méme valeur pour des
points qui soient équivalents et ceci modulo I'1 ou modulo un de ses sous-groupes.
On veut aussi que ces fonctions aient un bon comportement “a I'infini”. Pour cela,
nous allons commencer par parler des formes modulaires, qui nous permettront
par la suite de définir les fonctions modulaires.

1.4.1 Formes modulaires

Définition 1.4.1. Soit I un sous-groupe de I'1 d’indice fini. On dit qu’une fonc-
tion f : Hy - C vérifie la condition de modularité sur I' et pour un certain poids
k [NIsi I’on a pour tous gg [Met 1 [H;

f(y-1) = (ct +d)*F(T). (1.16)
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On peut s’étonner de la présence de ce facteur (T + d)K mais il s’explique trés
bien quand on revient a la description des courbes elliptiques complexes avec les
réseaux : on veut une fonction ¥ qui vérifie pour a CO™ F(aA) = a KF(A). On

a donc pour y [I1
111

D:anTer
1 =f((ct +d) Hat +b,ct +d]) =

ct +d’

fly-1)="°

(ct + d)*F([aT + b, cT +d]) = (cT + d)*F ([, 1]) = (cT + d)*F(1).

Soit un sous-groupe I' de I'; d’indice fini. Remarquons que puisqu’il est d’indice
fini, il existe nécessairement un r CN™tel que T" [ (ou T est la matrice de
I’équation 1.12). Soit alors une fonction f : H;y — C holomorphe et vérifiant la
condition de modularité pour un poids K sur T'. Si on applique cette derniére
propriété sur T', on obtient : (T 4 r) = F(T'1) = (0T + 1)F(1) = F(T) et ainsi
la fonction F est périodique de période r. Elle admet donc un développement de
Fourier de la forme :

L1 | I |
f(1)=  faexp(2mIn/r) =  faqr, q=exp (2IMT).
nCZ1 nlZl

La fonction f est dite holomorphe a I'infini si f, = 0 pour n < 0. Pour un point
& [Q, on sait qu’il existe y [T} tel que & =y - co. La fonction fy : T [CH; B
(ct +d)"KF(y - 1) QA est holomorphe et vérifie la condition de modularité pour
le poids K et sur le groupe y1T'y. On dit alors que f est holomorphe en 2 si la

c
fonction fy est holomorphe a I'infini.

Définition 1.4.2 (Forme modulaire). Une forme modulaire de poids k pour un
sous-groupe I d’indice fini de I"; est une fonction f: H; — C qui :

1. Est holomorphe sur Hy ;
2. Est holomorphe aux pointes;
3. Veérifie la condition de modularité pour k et T".

Si de plus on a que, pour tout y [CTh, le coe [cieht de degré 0 du développement
en serie de Fourier de f, est nul, alors on dit que la forme est parabolique.

Remarquons tout de suite que si —l, [, alors il n’y a pas de formes mo-
dulaires de poids impair (hormis la fonction nulle). En effet, on remarque que
—y [Mpour tout y [T1 que (—y)-T =Y T et qu'on a alors

f(y 1) =F((=y) 1) = (—et —d)*F(1) = —(cT +d)*F(1) = —F(y - 1).

Par contre, pour les sous-groupes qui ne contiennent pas —l,, les formes modu-
laires de poids 1 prennent une place importante mais on ne sait pas grand chose
de la dimension de l'espace qu’elles constituent ([61, Remarque 7]). Notons par
ailleurs qui si on avait posé I't = SLy(Z)/[F1[Jalors les formes modulaires de
poids impairs seraient toutes nulles. Dans la suite, on considérera toujours des
sous-groupes qui contiennent —l, car c’est le cas des sous-groupes qui nous inté-
ressent.

On note Mg le C-espace vectoriel des formes modulaires de poids K sur tout
I'y et Sk le sous-espace vectoriel des formes paraboliques de poids kK sur I';. Les
espaces vectoriels des formes modulaires de méme niveau sont en somme directe
([61, Lemme 13]). Nous allons étudier la dimension de ces espaces.
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Pour cela, rappelon&}t d’abord que l'on a défini la série d’Eisenstein pour
k>1par: Ex(T) = (mne©0 W C’est une forme modulaire de poids
2k sur I';. Rappelons que la condition K > 1 est nécessaire pour garantir la
convergence absolue de la série. De plus, notons qu’on veut 2K car pour K impair,
la série Eg est nulle car les termes (m, Nn) et (—m, —n) s’annulent.

Théoréme 1.4.3. Pourk>1o0ona:
1 1
2(2m)%* - By, T

Ex(t) = k—1)] 4k m:102k—1(m)qm (1.17)

= exp (2Imt), By désigne le m-iéme nombre de Bernoulli et ox(n) =
0<dn d¥ est la fonction somme des puissances k-iémes des diviseurs de I’en-
tier n.

Démonstration. Voir [75, Théoreme 1.8.4]. O

Pour plus de commodité, on va considérer dans la suite les fonctions

(k —1)!

Gy =
T 2@mk

(1.18)

pour K pair supérieur ou égal & 4. Notons que le membre de droite de (1.17) a
un sens pour 2k = 2 ce qui nous permet de définir une fonction G(1). Ce n’est
pas une forme modulaire. Par contre, on peut définir la fonction non holomorphe
GHT) = Go(1) + ﬁ qui vérifie la condition I%e n&lodularité pour k = 2 sur I'y.

Un simple calcul montre alors que 1’'on a pour 23
1
at +b 2 c(ct +d)
=(ct +d)°Go(T) — ——. 1.1
2 ct+d (€T +d)"Ga(r) 4Im (1.19)

Définissons aussi la fonction discriminant A qui va nous permettre de comprendre
I’espace des formes modulaires :

A =(m*  (1—-qM)*, (1.20)

n=1

ou q = exp (2IMT). C’est une forme parabolique de poids 12 pour I';. C’est
d’ailleurs le plus petit poids pour lequel il existe une forme parabolique (voir
la proposition 1.4.6).

Soit T une fonction méromorphe sur Hy et soit Zzg [CH1. On note ordg, ()
Pordre de f au point zg : c’est le plus grand entier n tel que f(z)/(z — zp)" est
holomorphe. Remarquons que si T vérifie la condition de modularité pour le poids
k sur I'1, [75, Proposition 2.5.2] dit que cet ordre ne dépend que de la classe de
zp mod I';. Cette proposition dit aussi que pour les pointes, il suffit de regarder
ce qu'il se passe au point c0. On note orde (f) I'indice du premier coefficient non
nul de la série de Fourier de f.

Théoréme 1.4.4. Soit k = 2 un entier et ¥ une fonction méromorphe distincte
de la fonction nulle vérifiant la condition de modularité de poids k sur I';. On a :

1 1 1 k
ordeo (F) + = ord,(f) + 5 ordp(F) + orde (F) = o

2 3 T [EN{1.p,—p}
ou p = exp (21M/3).
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Démonstration. Voir [75, Théoréme 2.5.3] ou [61, Lemme 22]. O

Exemple 1.4.5. La fonction G4 n’a qu’un seul zéro : il est au point p et est
simple. De méme, Gg n’a qu’un seul zéro qui est au point 1 et qui est simple.

Ce théoréme a de nombreuses conséquences importantes. Il permet de montrer
que la seule forme modulaire de poids négatif sur I'; est la fonction constante nulle.
Ensuite, la seule forme parabolique de poids 0 est 0 car une telle fonction vérifie
ordeo = 0. Enfin, si f est une forme modulaire de poids 0, on peut construire une
forme parabolique de poids 0 en retranchant a f sa limite & Uinfini : ainsi, il n’y
a pas de forme modulaire non constante de poids 0.

Proposition 1.4.6. 1. Si k =2, alors My = S, = {0};

2. Si k=4, alors Mg = S + CGy;

3. Si k [{4,6,8,10, 14}, alors Sk = {0} et My = CG;

4. L’espace Sip est engendré par A;

5. Si k = 16, alors Sx = AMy—15.

Démonstration. Voir [61, Proposition 25]. O

Il s’ensuit que My est de dimension finie donnée par :

k <0 O

2 46 8 10 12 14 16 18 ... k ... k+12
dimMg| 0 1 0 1 1 1

12 1 2 2 ...d ... d+1

Exemple 1.4.7. Les formes 120G et Gg sont de poids 8. Or I’espace des formes
modulaires de poids 8 est de dimension 1. Etant donné que ces formes ont le méme
terme constant, elles sont égales. On peut en déduire I’égalité suivante :

o7(n) = a3(n) + 120 ’ oz(m)oz(n —m).
m=1

Exemple 1.4.8. Les espaces Mig et My, sont de dimension 1, ce qui implique
que G4Gg et Gyg sont proportionnels et que G4G19, GgGs et Gi4 le sont aussi.
On peut en déduire des formules arithmétiques reliant les di [érentes fonctions oj.

Exemple 1.4.9. En utilisant le fait que dim(S32) = 1, on peut montrer I’égalité
A = (2m)12 Q40Cay ~(504Ce)" (yoir [61, Equation (18)]).

Ces exemples illustrent également le fait que 'anneau gradué des formes mo-
dulaires sur SLy(Z) est engendré par Ga et Gg (|61, Corollaire 28]).

D’autre part, on peut montrer que pour tout f [y, la fonction F{T) +
4ImkGz (1) (1) appartient & Mg4p. Ceci se montre facilement a partir de (1.19)
et de I'égalité :

at +b
1

— §) = (cT+ d)k*2F Y1) 4 ke(et + d)<+ (1)

pour une forme modulaire de poids K sur I';. On trouve alors pour les formes G4
et Gg (voir [89, Page 15])

1

5,-CalT) = 1—7065('[) — 8G2(T)Ga(T)
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et

5( (T) = 12G,(T)Ge (1)

On peut également montrer que ZEKT) + 4ImG,(1)? est dans My et déduire
I’égalité suivante, que nous réutiliserons pour montrer un résultat sur le degré de
certaines composantes de Humbert (corollaire 4.4.4) :

o Gi{1) = T) — 2G,(1)2. (1.21)

Ces trois derniéres égalités impliquent que I'extension C[Gy, G4, Gg] de 'anneau
gradué C[Gy, Gg| des formes modulaires est fermé par différentiation. Une consé-
quence est que si f appartient & cet anneau, alors ¢’est aussi le cas de F5 fMet £
et puisque cet anneau n’a que trois générateurs ces quatreb fonctions sont reliées
algébriquement. Par exemple, on a que +G3"—48G,Gi™+ 72GZ = 0 (voir [89]).

Des résultats plus généraux sur les dlmensmns des espaces de formes modu-
laires pour des sous-groupes du groupe modulaire existent. Nous ne les énoncerons
pas ici mais renvoyons le lecteur a [61]. Il existe également des généralisations de
la notion de forme modulaire pour inclure des poids rationnels, par exemple.

Citons tout de méme un exemple de forme modulaire de poids 1. La fonction
n de Dedekind est la fonction :

nT) =92 (1-q"). (1.22)

On a la relation A(T) = (2m)'2n(1)?* ([75, Théoréme 1.9.2]) et on dispose
d’une formule de transformation de la fonction n de Dedekind (voir [75, Théoréme

1.10.1] : 1
nly-1)=0Ly) (ct+dn(r)

ou I]:ICT +d) >0 et [Y) estynggacine 24-itme de I'unité. On peut étre plus
précis. Soit une matrice y = 23 dans I'; avecc = 0 et d > 0sic = 0. Une
telle matrice est dite normalisé. Soient aussi ¢; et A [ vérifiant ¢ = ¢12* avec

ci=1mod2sicB0etci=A=1sic=0. On a alors :

11
a ab+c(d(1—a?)—a)+3(a—1)ci+3A(a%-1)
W)= _ G

ou (& ) désigne le symbole de Legendre. 1

Alnsl7 on vérifie facilement que la forme ** A(T) := 2mn(1)? est de poids 1
pour le groupe I'1(12). Remarquons que si y [T} (12) n’est pas normalisée, alors
Y T = (—Y) - T et on regarde alors comment se transforme n((—y) - T). Il est

important de noter ici que si y [Th(12), alors —y ITh(12) car —lp T} (12) ce
qui rend possible I’existence de formes modulaires de poids impair pour ce groupe.

1.4.2 Fonctions modulaires

On veut maintenant des fonctions (non constantes) qui soient en quelque sorte
des formes modulaires de poids 0. Pour cela, on considére des quotients de formes
modulaires de méme poids pour un méme groupe.

Définition 1.4.10 (Fonction modulaire). Une fonction modulaire pour un sous-
groupe I" de I'1 d’indice fini est une fonction f : Hy — C qui est :
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1. Méromorphe;
2. Méromorphe aux pointes;
3. Invariante sous I’action de I' : [yl[Tlet [TICHq, f(y - 1) = f(1).

La notion de méromorphie aux pointes et similaire a celle d’holomorphie aux
pointes. Soit T une fonction méromorphe et invariante par I' et soit r > 0 tel que
T' [T La fonction est périodique de période r et admet donc un développement
en série de Fourier de la forme :

[ — |
(1) = faqr.
n[Z]

On dit que la fonction est méromorphe a I'infini s’il existe ng CZtel que f, =0
pour tout N < ng. On définit pour y [T} la fonction fy : 1 [CH; B f(y-1) A
Elle est méromorphe et invariante sous 'action du groupe y~1I'y. Si la fonction
fy est méromorphe a l'infini, on dira que  est méromorphe en 2.

La fonction modulaire la plus importante est le j-invariant

(60E4(1))*

j(1) =1728 A

qui est d’ailleurs appelé I’invariant modulaire. Cette fonction est holomorphe sur
Hi, a un péle au point oo et est invariante pour tout I't. A partir des équations
(1.17) et (1.20), on peut voir que J a un développement de Fourier a coefficients
entiers. Les premiers termes sont :

j(t) = q71 4 744 4 196884q + 21493760q2 + 864299970q3+

202458562560% + 333202640600q° + 4252023300096q° + . . . (1.23)

Appelons Cr, le corps des fonctions modulaires pour I';. C’est une extension
de C. Le résultat principal est le suivant.

Théoreme 1.4.11. Une fonction modulaire sur I'; peut s’exprimer comme une
fraction rationnelle sur C de la fonction j : Cr, = C(j).

Démonstration. Voir [75, Théoréeme 2.5.1]. O

Corollaire 1.4.12. L’anneau des fonctions modulaires sur I'; qui sont holo-
morphes sur Hjy est donné par CJj].

Démonstration. Voir [75, Théoreme 2.5.8]. O

Théoréme 1.4.13. On a j(Hy) = Cet j(1) = j(tY = 1 [T¥mod I'y pour tout
1,9 [H;. En particulier, pour tout z [l existe un T [F tel que j(T) = z.

Démonstration. Voir [75, Théoréme 2.5.5]. O

Regardons maintenant ce qu’il se passe pour des sous-groupes de I'1. On note
par Cr le corps des fonctions modulaires sur I' pour un sous-groupe I' de I'1. C’est
une extension du corps Cr,.

Théoréme 1.4.14. Soit T" un sous-groupe d’indice fini de I'; avec —I, [
Alors :
— L’extension Cr/Cr, est algébrique et de degré [Cr: Cr,| = [I'1 : T;
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— Tout y [T définit un isomorphisme A, : f CQOr B fAv(1) = f(y - 1) [
Cy-1ry avec Ay|Cr, = ider, qtﬂ'ﬁ? dépend que des classes T'y ;

— Pour une décomposition I'; = | —; I'yk en classes a droite de I'; modulo T,
on obtient par Ay, , k = 1,...,n, tous les di [érents plongements de Cr/Cr,
vers la cloture algébrique de Cr ;

— Soit ¥ G, le polynéme

1
Pe(X,j) = (X — M)
k=1

a ses coe Lciehts dans Cr,. Si, de plus, T est holomorphe sur Hj, alors
Pe(X,j) CAX, j].

Démonstration. Voir [75, Théoreme 2.6.1]. La plus grosse difficulté dans la dé-
monstration est de montrer que les Ay, sont tous différents, c’est-a-dire démontrer
I'existence d’une fonction dans Cr telle que tous les conjugués FMV« sont différents.
Pour un sous-groupe donné, on peut essayer de construire une telle fonction expli-
citement. En général, on peut utiliser le théoreme de Riemann-Roch sur la surface
de Riemann compacte associée & H{/T.

Nous donnons ici une autre preuve du dernier point qui nous semble instruc-
tive. Soient N = [I'1 : T}, {Yk}krrmn) un ensemble de représentants des classes de
I'1/T et f une fonction modulaire sur I'. On peut écrire :

| I | ngt—
Pr(X,j) = (X =) =X"+ = ¢(1)X¥

ou les ¢k sont des fonctions de Hy vers C symétriques en les T B f(yk-T). Comme
T est modulaire pour T' et que les yx forment un ensemble de représentants des
classes de I'1/T", les cx sont invariantes sous 'action de I'1, sont méromorphes sur
Hi et au point oo, donc ce sont des fonctions modulaires sur I'1. Ainsi, par le
théoréme 1.4.11, ce sont des fractions rationnelles en j, ou, en d’autres termes, les
Ck sont dans Cr,. Si de plus T est holomorphe sur Hj, alors le corollaire 1.4.12
nous dit que P¢(X,j) COX, j]. O

Une conséquence du dernier point est que pour tout sous-groupe d’indice fini
I' contenant —l, de I'1 et pour toute fonction modulaire £ de T, il existe un
polynéme ®¢(X,Y ) CCX,Y ] de degré [I'1 : I'] en X tel que pour tout T [CHj on
ait @¢(F(1),]j(T)) = 0. Précisons que ce polyndéme n’est pas forcément le polynéme
P du théoréme car on le veut dans C[X,Y | et non pas dans C(Y )[X]. Pour passer
de P¢ a @, il suffit de multiplier le premier par le ppcm de tous les dénominateurs
de ses coefficients en X. Ainsi, on ne demande pas au polynéme ®¢ d’étre unitaire.

Définition 1.4.15 (Polynéme modulaire). Soient I'et '™ deux sous-groupes
d’indices finis de I'; contenant —I, et soient f; et f, deux fonctions modulaires
pour respectivement I'Met T™ Alors il existe un polyndme non nul ®¢, ¢,(X,Y) [
C[X,Y ] appelé polynéme modulaire tel que pour tout T [CH; on ait

P, 1, (F1(T), F2(T)) = 0.

L’existence de ce polynome est claire d’apres ce qui précede car il suffit de
considérer le résultant des deux polynomes ®¢, et ®¢, pour éliminer j.
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On peut construire des fonctions modulaires pour le groupe I'r, ot R est une
matrice primitive de déterminant r > 0, en prenant

AR

RO =JRT) 0w gr(1) =P,

ot on a bien que R T est dans Hy par 1’équation (1.11). Pour une matrice y [T,
ona Jr(yY - T) =Jry(T) et Qr(Y ' T) = Pry(T) et, évidemment, ces deux fonctions
ne dépendent que de la classe a droite I'1R de R, donc d’apr%le Iﬂﬁhéoréme 1.3.11,

onajr =] Eglg Ldt pr = 0y Bhour une certaine matrice g 3 équivalente a R.

0d
Théoréme 1.4.16. Soit gr une des fonctions jr et ¢r. Alors :

1. Crr =C(J,0r);

2. Pour un systeme complet de matrices non équivalentes R; de déterminant
r, les fonctions ggr;, i = 1,...,y(r) sont toutes di [érkntes et constituent
un systéme complet de conjugués de gr sur Cr.

Démonstration. Voir [75, Théoréeme 2.7.1]. O

Considérons les corps Qr; = Q(J) et Qrg = Q(J,jr). Le polyndéme minimal
de jr sur Cr, a ses coefficients dans Qr, .

Théoréme 1.4.17. On a [Qry : Qr,] = W(r) et les di [érknts isomorphismes de
Qr/Qr, sont donnes par les Ay;, i =1,...,0(r) si Ry;, yi [T, est un systeme
de représentants des matrices primitives de déterminant r.

Démonstration. Voir [75, Théoréme 2.7.2]. O

On appelle polynbme modulaire d’ordre r le polynéme :

biH—
(X, j) = (X—ir) (1.24)
i=1

C’est aussi le polynéme minimal de jr sur Qr,. Ici, Rj est un ensemble de repré-
sentants des classes des matrices primitives de déterminant r.

Théoréme 1.4.18. On a:

1. ®c(X,j) CAX,j];
2. & (X, X)B0;
3. Le coe [cieht dominant de ®,(X, X) est 1 pour r [N\NZ.

Démonstration. Voir [75, Théoréme 2.7.4]. Le fait que ces polynémes soient dans
Z[X,j] provient d'une part du corollaire 1.4.12 et d’autre part du fait que le
développement de Fourier de J (voir équation (1.23)) est a coefficients entiers. [
I
Un des cas qui nous intéresse le plus est lorsque ’on prend R = (1) 8 , pour p
premier. Dans ce cas 14, on parle de polyndbme modulaire classique. Nous définirons
plus tard d’autres polynémes modulaires.
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1.5 Fonction théta

1.5.1 Fonction théta et groupe de Heisenberg

On s’intéresse aux fonctions entiéres (définies et holomorphes sur tout C) qui
ont un comportement le plus périodique possible par rapport & un réseau A =
[1,T]. Le théoreme de Liouville dit qu’une fonction entiére et bornée est constante
et ainsi, une fonction entiere ne peut étre périodique de période 1 et T a moins
d’étre constante.

Définition 1.5.1. La fonction théta est la fonction analytique bivariée suivante :

L1 )
Hz, 1) =  exp(IMN“T + 2IMNZ),
n[Z]

ouz [(det 1 [H;.

Cette série converge absolument et uniformément sur un compact (voir [68]).
Cette fonction vérifie 3(z+1,1) = 9(z,T) et 3(z+T1,T) = exp (—ITT — 2IMz)d(z, T)
et c’est la fonction la plus générale parmi celles qui ont deux “quasi-périodes”.
Nous allons introduire le groupe de Heisenberg pour rendre rigoureux ce que nous
entendons par la.

Soit T une fonction holomorphe et soient a,b [CR. On considére les transfor-
mations suivantes :

(Sp(F))(z2) =F(z+b) et (Ta(F))(z) = exp (1Ma’t + 2imaz)f(z + at).
Un simple calcul permet de vérifier les égalités :
Sy (Sb2(F)) = Spy+b,(F),  Tay(Tao () = Tay+a, (F)
et SpeoTa=exp(21mab)T, o Sp.
Le groupe de Heisenberg G est le groupe engendré par ces transformations :
G =CIkRxR, ou CfE{z [Q:|z|=1}.
Le triplet (A, a,b) Gl représente alors la transformation :
(A, a,b)(F)(z) = A(Ta © Sp)(F)(z) = Aexp (1ma’t + 2imaz)f(z + at + b)
et la loi de groupe de G est donnée par
(A, a,b)(AYatby = (A Sexp (2imba’y, a 4+ ab + bY.

Le sous-ensemble G = {(1,a,b) [Gl: a,b [Z} est un sous-groupe de G . On vérifie
aisément que 'on a :

9(z +at + b, 1) = exp (—ima’t — 2imaz)9(z, 1) (1.25)

et donc la fonction théta est invariante par G. En fait, on peut méme montrer que
c’est I'unique fonction, a un scalaire pres, invariante par G.

Soit [din entier positif. On pose [Gl = {(1,[@ M)} [CGlet Vo= {fonctions
enticres invariantes sous [G}. C’est un espace vectoriel sur C de dimension [Z]



46 CHAPITRE 1. COURBES ELLIPTIQUES

([68, Lemme 3.1]). La base standard de Vgst donnée par les fonctions théta de
caractéristiques a, b I:% :

Ban(z,T) = SpTa(d) = exp (IMa’t + 2ima(z + b))9(z +at + b, 1). (1.26)

Considérons maintenant [ 2, Ey = C/(Z + 1Z) et (aj,bi) un ensemble de
représentants des classes de ((1£)/Z)2. On note 9i = 9, p; pour 0 < i < 21— 1.
L’application suivante est bien définie et est holomorphe :

o E. — PELC)

2 Be (So(@T),..., 00 (TT)). (1.27)

C’est aussi un plongement et donc Q{fE+) est une sous-variété algébrique.

Lemme 1.5.2. Tout f [V f 2 0, a exactement [21zéros comptés avec multi-
plicité dans un domaine fondamental de C/({Z +1Z)). Les zéros de 9, sont les
points (a+p+ )T+ (b+q+ 3), p,g CZ En particulier, 9; et 9; nont pas de
zéros en commun si i & j.

Démonstration. Voir [68, Lemme 4.1]. O
L1, [
Notons I'1(1,2) le sous-groupe de I'1 contenant les matrices 25 avec ab et

cd pairs.

. . (I B .
Théoréeme 1.5.3 (Equation fonctionnelle). Soit y = 28 [Ih(1,2). Alors il
existe {g une racine 8-ieme de I'unité telle que I’on ait I’équation fonctionnelle
suivante :

z at+b v
_ 2
cidord - (g ct +dexp(1mcz=/(ct +d))d(z, 1). (1.28)

Quitte a multiplier y par —I2, on peut supposer ¢ > 0 ou alors ¢ = 0 et d > 0.
Ainsi, [(ct +d) =0 et on choisit ¢t +d dans le premier quadrant (L{1) =0
et 1) = 0). De plus, on peut expliciter g :

— Si c est pair alors d est impair et {g = |%(d‘1)(ﬁ) ;

— Si ¢ est impair alors d est pair et {g = exp (—1mc/4)(9).
Ici, (%) désigne le symbole de Jacobi avec pour convention (%) =1.

Démonstration. Voir [68, Théoréme 7.1]. O

1.5.2 Théta constantes en caractéristique %

Nous nous plagons désormais en caractéristique % parce que c’est le cas qui
nous intéresse le plus pour le calcul des polynémes modulaires. C’est aussi et
naturellement la caractéristique la plus simple a étudier et nous allons voir qu’elle
est riche en propriétés.

D’apres 1’équation (1.26), nous avons les quatre fonctions suivantes a considé-
rer :

Y0,0(z,T) =9(z,1),

(z,T1) =9z + 1,1’),

1
2

8%10(Z,T) =exp (IMT/4 +1mz)d(z + g,T),
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(z,T) = exp (IMT/4 +1M(Z + %))8(2 + % + %,T)-

Plus précisément, nous allons étudier ces fonctions par rapport a T en z = 0. C’est
ce qu’on appelle les théta constantes. Pour plus de simplicité, on notera dans la
suite :

)

NI

1
51

'30('[):19070(0,'[), 191(1'):'30’%(0,'[), et '32('[):19%’0(0,1').

I1 est inutile de considérer 93(T) =9 11 (0, T) car cette fonction est identiquement
nulle, d’aprés le lemme 1.5.2. Ce méme lemme montre d’ailleurs que les trois
autres théta constantes (en caractéristique %) ne sont jamais nulles. La prochaine
propriété confirme également ce fait.

V_
Proposition 1.5.4. Notons q = exp (I11t). Pour tout T [CH; tel que (1) = 73

(et donc en particulier pour T [CH), on a pour j [0, 1} :

so-tsomn e B0 1Eos
2q4

Démonstl’ation.vlifous reproduisons la preuve de [19, Proposition 2.6]. Soit T [Hj
tel que [{T) = 73 et soit i [0, 1}. Alors,

1 [— C—1 o
6:(1) — 11 = E <—1>'q“2Es : sz WS
n=1 n=1 n=1 g

V_
et comme |g| < exp (—1‘[73), un calcul numérique montre la propriété souhaitée.

Par ailleurs, on a
1 1

Gty =2 qP — gt g g
n=0

donc
2 (1) I 1 I 1 la]?
Eg—l—@: g™ lal" = =
q4 =1 n=2 |q|
et un calcul numérique montre notre proposition. O

Nous disposons d’'une équation fonctionnelle qui ne découle pas directement
du théoréme 1.5.3 car elle ne se limite pas aux matrices de I'1(1, 2).

. (I . S i
Proposition 1.5.5. Pour tousy = gg T et j 0, 1,2}, il existe une racine
quatrieme de I'unité {4 telle que pour tout T [Hy,

(Y- 1) = L(et + d)8 ) (1),

ou on considére f la fonction qui a 0 associe (0,0), & 1 le couple (0, 1), & 2 le couple
(1,0) et ot on pose a(y,j) = F71((x +cd,y + ab)y mod 2) avec (x,y) = F(j).

Démonstration. Voir [19, Proposition 2.5]. O
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Proposition 1.5.6. Pour tout T [H;, on a

B(Tt) = (1), 9%(ST) = —ITdj(1),
R(T1) = (), 9(St) = —ItdH(1),
HB(T1) = 195(1), 95(ST) = —ItH(1).

Démonstration. Voir [19, Proposition 2.4]. La partie de cette proposition avec S
est un corollaire du théoreme 1.5.3 et de la proposition précédente car S [T} (1, 2),
contrairement a T. O

Corollaire 1.5.7. Les trois fonctions 93(t), 92(t) et 95(t) sont des formes mo-
dulaires de poids 1 pour le groupe I'1(4).

Démonstration. Voir [68, Proposition 9.2]. O
Signalons également cette propriété qui nous sera utile dans la suite.

Proposition 1.5.8. Pour tout T [Hj,

ddTlog gig; = m33(1), 4ddrlog gig; = md(1), 4(;1 log gzgg = mdf(1).
Démonstration. Voir [88, Page 82]. O
Il s’ensuit du corollaire 1.5.7 que ’application
Yz: H/Ty(4) — P%(C) (1.20)

T 8- (85(1), 94(1). 95(1))

est holomorphe. On peut alors montrer que I'image est dans la conique X3 = X3 +X3
et qu’il manque les six points (1,0,=%1), (1,%1,0), et (0,1, 1) di au fait que les

théta constantes ne s’annulent pas.

Proposition 1.5.9. Pour tout T [[Hj, limp_ 0 9(2"T) = limp 0 91(2"1) = 1
et limp _. oo 92(271) = 0.

Démonstration. Voir [19, Lemme 2.2]. Soit T [CHj. On a vu dans la preuve de la

proposition 1.5.4 que pour i = 0,1, |6;(2"1) — 1] < 12_|(|](?r|1| pour gn = exp (2™MImT).
Or, limp_, 400 [qn| = 0, ce qui montre les deux premiéres limites. La troisieme se
déduit de I’égalité de Jacobi (proposition 1.5.10). O

Ainsi, on peut atteindre le point (1,1,0) en prenant en compte la pointe a
I'infini. On obtient les autres points manquants en considérant ensuite ’action de
I'; sur cette pointe (autrement dit, en considérant les autres pointes). Au final,
en étendant Papplication Y sur un compactifié de H1/T'1(4), cette application
devient un isomorphisme ([68, Théoreme 10.1]). La conique nous fournit 1’égalité
dite de Jacobi.

Proposition 1.5.10 (Egalité de Jacobi). Pour tout T [Hj,
95(1) = 91(1) + 93(1).

Cette égalité peut étre déduite des formules de duplication.
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Proposition 1.5.11 (Formules de duplication). Pour tout T [CHj, on a :

shor) = BOHO, 9%(1) = 91+ %),

%21) = ot )191() %) = 9B(r)— %),

Sor) = BOHO, B(E) = 291 (1),
Démonstration. C’est un cas particulier de la proposition 2.6.12. O

Revenons a I'isomorphisme précédent. Une conséquence est :

Corollaire 1.5.12. L’anneau des formes modulaires pour le groupe I'1(4) est
isomorphe a C[33, 9%, 93]/ (9% — 91 — 92).

Démonstration. Voir [68, Corollaire 10.2]. O

Revenons a la fonction @y définie dans I’équation (1.27). Pour tout T [CHy,
92(E1) est une courbe Cy de P3(C) définie par les équations (voir [68, Pages 23
et 57]) :

90(0,T)%x3 = 91(0,T)?X2 + 92(0,1)%x3,

90(0,7)%x% = 9,(0,1)?x2 — 91(0,1)%x3.

On a d’ailleurs que, pour tous T, T2 [Hy, les courbes C; et Cosont soit égales, soit
disjointes. En particulier, Cy n Cro8 [ (1) = P2(tY dans P?(C) = tP=y 1
pour y [Th(4) ([68, Lemme 11.3]).

Proposition 1.5.13. Soient T, T2 [H;. Alors T =y -1 pour un certain y [T} si
et seulement s’il existe une application biholomorphe f : E; - Eo D’autre part,
pour n [N, H1/T'1(n) est équivalent a I’ensemble des tores complexes E, modulo
isomorphismes, qui préservent les automorphismes z 3 z + % etzB3 z+ L.

Démonstration. Voir [68, Propositions 12.1 et 12.2]. O

Concluons cette partie avec quelques résultats dont nous n’aurons pas besoin
dans la suite. On peut retrouver la fonction [_dk Weierstrass a partir d’une fonc-

tion théta : )

Lphy(2z) = —dd 5 log (83(z, 1)) + (constante)

ot la constante est de telle sorte que la série de Laurent de [}j(z) au point
z = 0 n’a pas de terme constant ([68, Page 25]). De plus, les théta constantes
s’expriment en fonction de la fonction n de Dedekind. En effet, pour tout T [[Hy,
on a

2 2 2
(1) = exp (=13 ((Tn(t)l)/z)' Sl(r):nn((Tr/f)’ 32(T):2nng)
et n3(T) = Fo(T)0(1)92(7)

9 '
d’apres [88, Pages 112-116]. D’autre part, les fonctions théta ont de nombreuses
applications. Celle qui est slirement la plus connue est la suivante ([68, Page
7|4};e1:‘ 89 Chapitre 0]). On appelle fonction théta de Jacobi la fonction 8(T) =

mizf™ = 1429 +29% +2¢° + ... pour q = exp (2ImT). C’est en fait Jp(21).
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Les puissances de cette fonction théta nous informent sur le nombre de fagons de
représenter un entier comme somme d’un nombre donné de carrés. Par exemple :

4 L1 2 2 m2--m2 1
9(1') = qml ma+mz+my — 1 4+ r4(n)qn

miy,mz2,m3z,my [CZ1 n=1

ou ra(l) = 8,ra(2) = 24,r4(3) = 24, ... désigne le nombre de facons de représenter
1,2, 3, ...comme une somme de la forme m2 +m3+m3+m3 avec m; [Zl On peut
montrer que 8(T)* est une forme modulaire sur I'g(4) de poids 2 et que I’espace
vectoriel My (T'g(4)) des formes modulaires de poids 2 pour le groupe I'g(4) est de
dimension deux, engendré par G,(T)—2G(21) et Go(T)—4G,(41). Donc 8(1)* est
une combinaison linéaire de ces deux vecteurs. En comparant les deux premiers
coefﬁcientsl,_o_n_ltrouve 8(1)* = 8(G2(1) — 4G, (41)) et par suite on en déduit que
ra(n) =38 dn  d (pour n > 0). En particulier, rs(n) = 8 pour tout n, donc

d&0 mod 4
chaque entier positif peut étre écrit comme somme de quatre carrés.

1.6 Calcul des polynémes modulaires

1.6.1 Evaluation rapide des théta constantes

Nous reprenons le contenu de [19, Chapitres 3 et 4] et y renvoyons le lecteur
intéressé a avoir plus de détails. Soient les fonctions de H; dans C suivantes :

2 2
k(r):ggg ot k%r)zgég. (1.30)

Elles sont bien définies sur H1 car les trois premieres théta constantes ne s’annulent
pas sur Hy. L’égalité de Jacobi (proposition 1.5.10) nous dit que k? + k2 = 1.
On en déduit aussi que ces deux fonctions k et kPne s’annulent pas sur Hy et ne
prennent pas les valeurs —1 et 1. La fonction kJest modulaire pour le groupe

CITT1 [ 1 1
[T} :b=0mod 2 et c=0mod4

qui est engendré par les matrices T2, ST#S et TST*ST. On connait explicitement
un ensemble de représentants des classes de I'1/T'ko(voir [19, Lemme 2.4]) et un
domaine fondamental

Fieo I?gﬂl‘—KE@d'EﬁEeiﬁﬁ@ﬁ,
-iE 1 B-35

pour l'action de 'y [FI,Cdur Hy. Remarquons que F1 [CFko Pour tout x [
C\{—1,0,1}, il existe un unique T [Fkotel que k{T1) = X.
Il existe une équation définissant le j-invariant en fonction de kU:

(1 —k2(r) + k4(1))®
k#(T)(1 —k2(1))?

j(t) =256 (1.31)

On pourrait réécrire cette égalité pour exprimer j en fonction de K seulement, en
utilisant 1’égalité de Jacobi.
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Soient a et b deux nombres réels positifs. On considere la suite (an,bn)nmn
définie par ag = a, bg = b et pour tout N =0 :

a b 1
n —2i_ n et bn+1 = anbn.

an+1 =

L’élément an+1 est la moyenne arithmétique de an et b tandis que bp+y est leur
moyenne géométrique, ¢’est pourquoi cette suite est appelée moyenne arithmético-
géométrique (AGM).

Supposons que ag = bg. On montre facilement que an = b pour tout n et
qu’alors d’une part an+1 —an = b”%a” = 0, geqyi signifie que la suite (an) est
décroissante, et d’autre part que bpn+1/bp = ﬁ—: = 1 et donc que la suite (bp)
est croissante. On a alors pour tout N que by < by < an < ap, ce qui implique
que les deux suites sont bornées et monotones, donc convergent. En considérant
la suite ¢, = apn — bp, on peut montrer que les suites (an) et (by) sont en réalité
adjacentes. En effet,

v_ vV v VvV
e _( an — bn)z_ ﬁn_‘Pn <1.
T T 2@ =b) T 2(Tan+ b 2

dou0=cCh+1 = %Cn = zr,%fco et la suite ¢y tend vers 0.
Notons AGM(a, b) la limite commune des deux suites (an) et (bn). Remarquons
que AGM(a,b) = AGM(b, a) ce qui fait qu’on n’a rien perdu a supposer ag = bp.
Une autre propriété basique est que AGM(a,b) = aAGM(1, g) sia g 0.
On peut donc se restreindre & 1’étude de la fonction M : R*Y - R™ M(x) =
AGM(1, x). Cette fonction est croissante et pour tout x [CRI", M(x) [, X]. Les
suites an et bn convergent quadratiquement si la limite est non nulle.
Généralisons la suite AGM a des nombres complexes.

Définition 1.6.1. Soient a,b [CL On dit que (abY est un itéré AGM de (a,h)
Si :
b
oAt

5 et b2 =ah.

Notons que tout couple a deux itérés et que les itérés de (a,b) sont les mémes
que ceux de (b, a).

Définition 1.6.2. Soient a,b Q. On dit que (@n,bn)nmoest une suite AGM
associée a (a,b) si ap = a, bg = b et si pour tout n N, le couple (an+1,bn+1) est
un itéré AGM du couple (an, bp).

Contrairement au cadre réel, les suites AGM complexes ne sont pas déter-
minées uniquement par les valeurs de départ mais aussi par le choix des racines
carrés tout le long des itérations.

Définition 1.6.3. Si (an,bn)nmnest une suite AGM et si m = 1, on dit que by,
est le bon choix de racine parmi by, et —bpy si

avec de plus E(i?nf) > 0 lorsque I’inégalité ci-dessus est une égalité. Dans le cas
contraire, on parle de mauvaix choix de racine.
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On remarque qu’une suite associée a deux réels strictement positifs ne contient
que des bons choix de racines.

Si (an, bn)nmoest une suite AGM, alors il existe A [Q tel que limp_, 00 8n =
limnp_ oo bn = A et tel que A B 0 si et seulement si le nombre de mauvais choix de
la suite AGM est fini. Soit A [Tl alors (Aan, Abp) est aussi une suite AGM et &
chaque rang N, (Aan, Abn) est un bon choix si et seulement si (an,bn) en est un.
S’il existe un rang n tel que an = 0 ou by = 0, alors =n, bm =0.

Définition 1.6.4. On définit une fonction M : C — C comme suit. Pour tout
z [CON\{—1, 0}, on prend M (z) comme étant la limite de la suite AGM associée a
(1,z) ne comportant que des bons choix de racine, et avec M (0) = M(—1) = 0.
Pour tous a,b [CC, on définit I’ensemble B (a, b) comme étant I’ensemble de toutes
les limites des suites AGM associées a (a, b).

Notons que @b QA Ca’ Bi(Aa,Ab) = {Ax,x [Bi(a,b)}. Les deux
propositions qui suivent sont des résultats fondamentaux qui vont nous permettre
d’évaluer rapidement les théta constantes.

Proposition 1.6.5. Pour tout T [H;, on a

L1
63 (1)
2 2 _ 0 )
B(BB(0),98(1) = gz v [Tk 0
Démonstration. Voir [19, Théoréme 3.1]. O

Proposition 1.6.6. Pour tout T [H M (kH1)) = 371?).
0
Démonstration. Voir [19, Proposition 3.2]. O

Ces deux derniers résultats ont été généralisés en dimension 2 (voir [19, Théo-
réeme 8.1] et la proposition 3.6.1). Le résultat qui suit permet de déduire un algo-
rithme pour évaluer la fonction M a une précision donnée.

Proposition 1.6.7. Pour tout z [CA\{0, 1} ayant une partie réelle positive ou
nulle, si I’on note (an, bn)n mola suite AGM associée au calcul de M (z) et que I’on
pose

B(N, z) = max ([dg, | log, |z||1) + Odg, (N +2) [ 2,

alors ag(n,z) est une approximation de M (z) avec une précision relative de N bits.

Démonstration. Voir [19, Proposition 3.3]. O

On cherche un algorithme efficace qui permet d’évaluer les théta constantes.
L’algorithme naif, qui consiste a utiliser les définjtienp de ces fonctions comme
séries de Fourier est de complexité en O(MYN) %), d’apres [19, Pages 97-
100], ot MYN) est la complexité de la multiplication de deux entiers de N bits.

Une autre méthode consiste a utiliser TAGM. Nous décrivons I'idée générale
de l'algorithme. Une description détaillée se trouve dans [19, Section 4.2]. L’idée
est la suivante. Supposons que 'on connaisse la valeur k%‘[) pour T [H;. On a
vu que M (k1)) = 870% pour T [[Hyo Mais comme S - T est aussi dans Fgg on

en déduit que M (kXS - 1)) ce qui se réécrit M (k(T1)) = D’ou :

_ 1 1
T 93(S Ty’ 93(1)°

M)
M(K(T)’
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sachant que la valeur de K(T) peut se déduire de celle de kY1) en utilisant I’égalité
de Jacobi avec le fait que [(K[1)) > 0 (d’apres [20, Proposition 7]).
Soit maintenant T [H et soit la fonction

 —
fr:z (" B- M(z)—tM( 1—-22) [Q

D’aprés ce qui précede, on a Fr(KXT)) = 0. On peut donc penser que des itéra-
tions de Newton sur la fonction f; vont nous permettre d’évaluer k{t). C’est une
fonction analytique car M Dest.

Proposition 1.6.8. Pour tout T [(Fkg on a

dm B 95(1) df; B -2
diz(k%)) ~m9(1)92(1)94 (1) Y. (k) = nto(1)94 (1)’
Démonstration. Voir [19, Propositions 4.2 et 4.3]. O

On peut alors montrer que 'on a :

Théoréme 1.6.9. Il existe un algorithme permettant pour tous T [H; et N >0
d’évaluer k1) avec une précision relative de N bits en temps O(MYN)logN).

Démonstration. Voir [19, Théoreme 4.3]. O

Par ce qui préceéde, on en déduit qu’'on peut également évaluer K(T) avec la
méme complexité.

Nous avons vu avec 1’équation (1.31) comment on peut exprimer le j-invariant
en fonction de k¥ Ainsi, la complexité d’évaluation de cet invariant est également
en O(MYN)logN), pour tout T [CHj (c’est bien sur Hj car tout T donné est
équivalent & un T”dans le domaine fondamental F1, et les j-invariants de T et TV
sont les mémes).

La fonction n de Dedekind est souvent utilisée pour construire des fonctions
modulaires. On a 5 3 )

)12 — k*(T)k=(1)85(1)

16
et le développement en  de n peut étre utilisé pour déterminer quelle est la
bonne racine douzieéme. On peut donc évaluer 1(t) en temps O(MYN)logN),
indépendamment de la valeur de T.

n(t

1.6.2 Algorithme de calcul et complexité

Soit T une fonction modulaire pour un sous-groupe I' de I'1. Nous cherchons a
calculer le polynéme modulaire ®¢j défini dans le théoreme 1.4.14 ou la définition
1.4.15. 1l existe plusieurs algorithmes pour cela ([25, 10, 11]). Mais nous allons nous
concentrer sur une seule méthode : celle de I’évaluation/interpolation (voir [25]),
car c’est celle que nous généraliserons pour calculer les polynémes modulaires dans
le cadre de la dimension 2. Pour pouvoir utiliser cette méthode, nous supposerons
que P j est a coeflicients entiers (d’apres le théoreme 1.4.18, c’est le cas pour les
fonctions Jgr, invariantes par le sous-groupe I'r) et que f est holomorphe sur Hj.

Avec les notations du théoréme 1.4.14, on a

[FITF]——I' [rliﬁl
q)f,j (X,j) _ (X _ f}‘Vk) _ X[rlil—] + cka,
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ou Ck est une fonction de Hy vers C qui est une expression symétrique en les conju-
gués T de f et qui est aussi, d’aprés ce théoréme 1.4.14 et notre supposition de
départ, un polynéme en j (corollaire 1.4.12).

Si on se donne une valeur T [CHj, que I'on évalue les e (T), que Pon fait le
produit des X — A (T) et que l'on sépare les coefficients en fonction des puis-
sances de X, alors on obtient les valeurs Cx(T). Ainsi, un dispose d’un algorithme
permettant d’évaluer les fonctions Ckx en un point donné et donc si on les évalue en
un nombre suffisant de valeurs, on peut procéder a une phase d’interpolation pour
trouver les Ck. Rappelons qu'il faut au moins deg; (®f,j) + 1 valeurs pour pouvoir
appliquer 'interpolation de Lagrange. Les calculs sont fait en approximation flot-
tante et on obtient donc une approximation des Cx, mais puisque 'on sait qu’ils
sont & coefficients entiers, il nous suffit d’arrondir a I’entier le plus proche. Remar-
quons que 'on peut appliquer la méme méthode si ¥ n’est pas holomorphe sur
Hi : dans ce cas, il faut interpoler pour avoir une fraction rationnelle et identifier
les coefficients a des nombres rationnels.

Etudions la complexité de cet algorithme. Notons E(N) la complexité pour
évaluer la fonction f avec une précision de N bits et posons [F [I'1 : I']. Rappelons
que la fonction j peut s’évaluer en temps O(MYN)log N ). La phase d’évaluation
comporte d'une part [{degj(®P¢j)+1) évaluations de T et degj(P¢j)+1 évaluations
de la fonction j & un cofit qui est donc en

O([deg;j(®+j)E(N) + deg;(®£,j)M(N)logN)

et d’autre part la reconstruction de degj(®¢j) + 1 polynomes de degré [A partir
de leurs racines, ce qui peut se faire, en multipliant des polynémes complexes avec
la FFT, en temps

O(deg; (®r,j) Mbg? MMYN) + M{N)logN).

Ici, le terme MQN ) log N représente le temps qu’il faut pour calculer une racine
primitive de 'unité d’un ordre assez grand.

La phase d’interpolation consiste en [nterpolations de polyndémes de degré
degj(®f,j). En utilisant des algorithmes rapides ([85, algorithme 10.11]), ceci prend

O([deg; (®r.j) log?(deg; (®£,j))MY{N)),

une fois que les racines de 1'unité sont disponibles.

Dans le cas ou T est une fonction qui s’exprime en fonction des théta constantes,
comme le J-invariant ou la fonction n de Dedekind, nous avons vu que E(N) [
O(MXN)logN) de telle sorte que la complexité totale est

O(([deg; (Pr,j) log? (max(LAleg; (Pr,j))) +log N)MIN)).

On peut enfin se demander & quelle précision il faut travailler. La hauteur logarith-
mique d’un polynoéme & coefficients dans Z est définie comme étant le logarithme
de la valeur absolue du plus grand coefficient de ce polynéme. Cette hauteur
nous fournit une borne inférieure pour la précision dans laqueenpus devons faire

nos calculs. Si on prend pour un nombre premier p : R = %g , T =T%p) et
(1) = Jr(t) = j(1/p), cette hauteur est connue (voir [12]) : c’est

6(p + 1)(logp +O(1)) [Qlplogp),
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ce qui fait que le polynéme modulaire entre j(T) et j(T/p), qui est appelé polyndme
modulaire classique, peut étre calculé en temps

O(p?log? pM{plogp)),

en supposant pas trop de perte de précision. Cette complexité est quasi-linéaire
en la taille de la sortie.

1.6.3 Exemples de polynémes modulaires

Polynémes modulaires classiques. Noyspvgnons de voir que le polynéme
modulaire reliant j et jp := Jr avec R = ég s’appelle le polynéme modulaire
classique de degré p. L’interprétation modulaire qu’ont ces polynoémes est qu’ils
paramétrisent les classes d’isomorphismes des courbes elliptiques munies d’une
isogénie de degré p lorsque p est premier.

En effet, d’apres le théoréme 1.3.12, les matrices S et T!, pour i de 0 a p—1
sont des représentants des classes & droite du quotient I'1/T%(p). Donc pour un
T [H; donné, on s’intéresse aux points TX et _—Tl En faisant agir par S, on
remarque que le dernier point est équivalent & pT modulo I'1. Or, nous avons vu
dans le théoreme 1.2.13 que les applications holomorphes suivantes qui envoient
Osur O, pourideOap—1,

C/(Z+12) — C/(Z+ 07 C/(Z+1Z) —- C/(Z+p12)
pz — z z — z

correspondent aux isogénies de degré p. Ces isogénies sont bien de degré p d’apres
ce que nous avons dit sur les isogénies duales a la section 1.1.3.

Les points % pour y [T S} sont donc des représentants des classes d’iso-
morphismes des courbes p-isogénes a une courbe T donnée.

Le polynéme modulaire classique d’ordre m entier pour R = (§ 9) est le
polynoéme
P
Om(X,J) = (X =ldml(yi 1)),
i=1

pour yj dans {T',S}.
Proposition 1.6.10. Soit m [N

1. (X, Y) CZX,Y];

2. &p(X,Y) est irréductible comme polyndme en X ;
3. Sim=>1, alors ®m(X,Y) = on(Y,X);
4

. Si m n’est pas un carré, alors &y (X,Y ) est un polynéme de degré > 1 dont
le coe [cieht dominant est +1 ;

5. Si m est premier, alors &y (X,Y )= (XM =Y )(X =Y ™) mod mZ[X,Y].
Démonstration. Voir [16, Théoréme 11.18]. O

A titre d’exemple, on a

®jj,(X,Y) = X3 —X2Y 2 4 1488X2Y — 162000X? + 1488XY 2 + 40773375XY +
8748000000X + Y 3 — 162000Y 2 + 8748000000Y — 157464000000000;
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®jj,(X,Y) = XA=X3Y 34+2232X3Y 2—1069956X3Y +36864000X3+2232X?2Y 3+
2587918086X2Y 2 + 8900222976000X Y + 452984832000000X? — 1069956 XY 3 +-
8900222976000X Y 2 — 770845966336000000XY + 1855425871872000000000X +
Y 4 4 36864000Y 3 + 452984832000000Y 2 + 1855425871872000000000Y ;

®jjs(X,Y) = X8 = X5y 5 4 3720X°Y 4 — 4550940X°Y 3 + 2028551200X°Y 2 —
246683410950X°Y 4+ 1963211489280X° + 3720X4Y ° + 1665999364600X4Y 4 +
107878928185336800X*Y 3 + 383083609779811215375X4Y 2 +
128541798906828816384000X*Y + 1284733132841424456253440X* —
4550940X3Y ° + 107878928185336800X3Y 4 —

441206965512914835246100X3Y 3 + 26898488858380731577417728000X3Y 2 —
192457934618928299655108231168000X3Y +
280244777828439527804321565297868800X 2 + 2028551200X2Y ° +
383083609779811215375X2Y 4 + 26898488858380731577417728000X2Y 3 +
5110941777552418083110765199360000X 2Y 2 +
36554736583949629295706472332656640000X 2Y +
6692500042627997708487149415015068467200X 2 — 246683410950X Y > +
128541798906828816384000X Y 4 — 192457934618928299655108231168000X Y 3 +
36554736583949629295706472332656640000X Y 2 —
264073457076620596259715790247978782949376XY +
53274330803424425450420160273356509151232000X + Y 8 4 1963211489280Y ° +
1284733132841424456253440Y 4 + 280244777828439527804321565297868800Y 3 +
6692500042627997708487149415015068467200Y 2 +
53274330803424425450420160273356509151232000Y +
141359947154721358697753474691071362751004672000.

Polynémes modulaires canoniques. Les exemples qui précédent montrent
que les coefficients des polyndémes croissent trés rapidement. Ceci justifie qu’il est
important de chercher d’a s invariants pour le groupe I'%(p). Lorsque I’on prend

la fonction fy(T) = ”r(]T({?) pour s = 12/ pged (12, p—1), qui est une “fonction de

Weber généralisé”, on obtient ce que ’on appelle le polyndme modulaire canonique
de degré p. On trouve alors

Dj (X, Y) = X3 4+48X2%— XY + 768X + 4096;
P (X,Y) = X*+36X3+270X2% — XY + 756X + 729;

i (X, Y) = X4 30X5 + 315X 4 1300X3 + 1575X2 — XY + 750X + 125.

Polynémes modulaires avec les fonctions de Schléfli. On peut également
s’intéresser & des polynomes modulaires pour d’autres groupes que I'°(p). Consi-
dérons par exemple la fonction f = Z‘@lw = Z4_81w2(z +1) qui est modulaire
pour un sous-groupe de I'1(48). Soit p un premier qui ne divise pas 48, c’est-a-dire
différent de 2 et 3. On pose fy(z) = f(z/p). C’est une fonction modulaire pour le
groupe I'1(48) n I'°(p). On peut montrer que le polynéme

o} |
Prr, (X, H(1)) = (X =Tp(yiT)),
i=1
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ot les yi sont des représentants des classes de T'1(48)/(T'1(48) n T%(p)), est dans
Z[f] et est unitaire. Il y a bien p+1 représentants car c’est le cas de T'1/T'%(p) et on
peut faire correspondre les classes de ces deux quotients d’apres le théoréme des
restes Chinois (d’ou 'importance de prendre p différent de 2 et 3). Un ensemble

de reprégentants est gonstitué des matrices ( ) pouride0ap—1,etdela

matrice 1__f88|l( 1:1%'( avec k = 487! mod p (qui correspond & S). Pour calculer

ce polynéme, on peut donc utiliser 'algorithme d’évaluation/interpolation, en
remplacant J par f. On trouve :

Prg (X, Y) = XB—X5Y5 44Xy +Y6,
B, (X,Y) = XEB—XTYT L 7X4Y 4 —8XY + Y&,

B, (X, Y) = X=Xy 4 11X%Y 9 —44X7Y 7 + 88X5Y 5 —88X3Y 3+
32XY +Y*12

Weber montre dans [87, Page 266] que le fait que le monéme Cfifis soit non nul
implique que pi + K = p 4+ 1 mod 24, ce qui permet de diviser par 24 le nombre
d’évaluations. De plus, ®f¢, est symétrique. Nous avons obtenu des résultats si-
milaires en dimension 2 pour certains polynémes modulaires.

Polynémes modulaires avec les théta constantes. Suivant [57], nous avons

également calculé des polyndémes modulaires en prenant b(T) = 91(1) o bp(T) =

— Bo(1)
91(t/p) . °
So(t/7p) pour p premier.

La fonction b est modulaire pour le groupe I'1(8) tandis que by I’est pour
I'1(8) nT%p), si p B 2. On se retrouve donc exactement dans le méme cas que

précédemment. Py ensemblele représentants est alors (3 81i ),pour ide0ap—1,

plus la matrice 1__88kk 1§l§k avec kK = 871 mod p.

Ppps (X, Y) = X*—4X3Y3 £ 6X2Y2 —4XY +Y*4

Ppps(X,Y) = X8 —16X5Y° 4 10X5Y + 15X4Y 2 —20X3Y 3 4 15X2Y 4+
10XY® —16XY + VY6,

Bpp, (X, Y) = XB—64X7Y 7 4 56X7Y 3 —112X58Y & 4 140X58Y 2 — 112X5Y 54
56X°Y + T0XAY 4 + 56X3Y 7 — 112X3Y 3 + 140X ?2Y 6—
112X2Y 2 + 56XY 5 —64XY + Y8,



o8

CHAPITRE 1. COURBES ELLIPTIQUES



Chapitre 2

Variéetés abéliennes complexes

Le but de ce chapitre est d’étudier d’un point de vue théorique les variétés
abéliennes complexes. Commengons par une définition.

Définition 2.0.11. Une variété abélienne A sur un corps K parfait est un groupe
algébrique, sur K, complet et géométriquement connexe.

Sur un corps algébriquement clos, A, en tant que groupe, est commutatif ([67,
Page 41]), d’ott le nom d’abélien.

Lorsque 'on se place sur K = C, I'espace complexe analytique sous-jacent
d’une variété abélienne A est un groupe analytique complexe et compact. D’apres
[4, Lemme 1.1.1] ou [67, Chapitre I], c’est également un tore complexe, ol par
tore complexe nous entendons :

Définition 2.0.12. Un tore complexe de dimension g est le quotient d’un espace
vectoriel complexe V de dimension g par un réseau A, c’est-a-dire par un Z-module
discret et libre, de rang 2g.

Ainsi, nous allons étudier les tores complexes et nous allons voir qu'un tel
tore est une variété abélienne s’il peut étre muni d’une forme de Riemann définie
positive, ce qui est équivalent a dire que la variété peut étre plongée dans un
espace projectif. Ceci conduira a la notion de polarisation d’une part et a 1’étude
des fonctions théta d’autre part.

Nous verrons qu’on peut représenter une variété abélienne polarisée par une
matrice dans I'espace de Siegel, et que ce dernier est un espace de modules pour les
variétés abéliennes avec une polarisation fixée, ce qui constitue une généralisation
de ce qui se passe en dimension 1 avec le demi-plan de Poincaré. Enfin, nous
verrons le lien que ces variétés ont avec les courbes.

Nous nous sommes basé principalement sur [4, 39, 68] pour écrire ce chapitre.

2.1 Homomorphismes

Il n’existe que deux types d’applications holomorphes entre les tores com-
plexes : les homomorphismes et les translations. Soient X1 = Vi/Aq et X5 = Vo/Ao
deux tores complexes de dimensions g1 et g2. Par homomorphisme, nous entendons
une application holomorphe F : X; - X, qui est compatible avec la structure de
groupe, tandis qu’une translation par un élement Xg [ X1 est 'application holo-
morphe ty, : X1 - Xj qui & X associe X + Xg. Le fait qu’il n’y ait pas d’autres
applications est justifié par la proposition qui suit.

99
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Proposition 2.1.1. Soit h : X; — X, une application holomorphe. Il existe
un unique homomorphisme f : X; - X; tel que h = t,g) = T et donc tel que
h(x) = f(x) + h(0) pour tout x [X;.

Démonstration. Voir [4, Proposition 1.2.1.a]. O

L’ensemble des homomorphismes de X1 vers X, forme un groupe abélien pour
I’'addition des applications, que 'on note Hom(X1, Xz). Soit f : X3 - Xz un
homomorphisme. On peut montrer ([4, Proposition 1.2.1.b]) qu’il existe alors une
unique application C-linéaire F : V1 — V; telle que F(A;) [CA} induisant f. On
obtient un homomorphisme injectif de groupes abéliens :

Pa : Hom(xl,XZ) H- Homc(Vl,Vz)
f B- F

que l'on appelle représentation analytiqgue de Hom (X3, X3) (d’ou le a en indice).
De plus, la restriction Fa, de F au réseau Aj est Z-linéaire et cette restriction
détermine F et . On obtient alors un autre homomorphisme injectif

Pr : Hom(Xl,Xz) H- Homz<A1,A2)
f =5 Fa,

qui est appelé représentation rationnelle de Hom(Xj, X3) (et, également, d’ou le
r en indice).

Proposition 2.1.2. Hom(Xj, X2) CZT pour un certain m < 49;0>.

Démonstration. Voir [4, Proposition 1.2.2]. On a que Homz (A1, Ap) 249192 donc

ses sous-groupes sont de la forme Z™. On conclut avec U'injectivité de pr. O
Soient X = V/A un tore de dimension g, €1,...,€g une b eV etAy..., Ay
une base de A. On peut écrire les Aj en termes des € : Aj = i=1 Aj.i€j. La matrice
[ ; ] 1
11 «-- )\1,29
== : (g >2g,C)

est appelée une matrice des périodes de X. C’est une notion qui nous apparait
fondamentale dans la mesure ou, par la suite, nous manipulerons les variétés
abéliennes grace a leur représentation en matrice des périodes. Cette matrice des
périodes dépend des bases choisies bien qu’elle représente entierement le tore. Nous
verrons dans la section 2.5.1 sur les espaces de modules comment sont reliées deux
matrices des périodes associées a une méme variété abélienne.

Inversement, on peut se demander quelles matrices de M (g < 2g, C) sont des
matrices des périodes d’un tore complexe. La proposition suivante nous fournit la
réponse a cette question.

Proposition 2.1.3. Une matrice TT [CM (g x 2g, C) esf;upe matrice des périodes

d’un tore complexe si et seulement si la matrice P = % [(My4(C) est inversible.

Démonstration. Voir [4, Proposition 1.1.2]. La matrice II est une matrice des
périodes si et seulement si ses colonnes sont R-linéairement indépendantes et en-
gendrent donc une réseau de C9. Si ce n’est pas le cas, alors il existe x [RPY non
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nul avec IIx = 0 et donc PX = 0, ce qui implique que det P = 0. Réciproquement,
si P n’est pas inversible, alors il existe deux vecteurs X et y de R?9, non nuls en
méme temps, tels que P (X4 1y) = 0 et donc II(X+1y) = 0 et II(X+1y) = 0. Mais

II(x —1y) = II(X + 1y) = 0 ce qui implique que IIx = IIy = 0 et que les colonnes
de II sont R-linéairement dépendantes. O

Considérons respectivement deux matrices des périodes II; et Il pour les
tores complexes X3 = Vi/A; et Xy = Vo/A, de dimensions g1 et g2. Soit T :
X1 - X2 un homomorphisme. Par rapport aux bases choisies pour les matrices
des périodes, la représentation analytique (resp. rationnelle) pa(F) (resp. pr(F))
est donnée par une matrice A [CMI(g2 % g1,C) (resp. R [CMI (292 % 291,Z)). La
condition pa(F)(A1) [CA3 se traduit matriciellement par

All; = IR, (2.1)

En outre, deux matrices satisfaisant cette relation définissent un homomorphisme
X1 - Xjz. Lorsque f [CEhd(X), on a la relation
C1 I g
A0 N _ N R
0A n 0
et en utilisant la proposition 2.1.3, on peut obtenir la matrice A & partir de R et
vice-versa.

Proposition 2.1.4. Soit T : X; — X5 un homomorphisme. Alors
— im (f) est un sous-tore de X ;
— ker () est un sous-groupe fermé de X;. La composante connexe (ker ())o
de ker () qui contient 0 est un sous-tore de X3 d’indice fini dans ker ().

Démonstration. Voir [4, Proposition 1.2.4]. O

Nous pouvons enfin définir la notion d’isogénie.

Définition 2.1.5. Une isogénie entre X; et X, est un homomorphisme surjectif
et de noyau fini. Le degré de I’isogénie est le cardinal du noyau.

Si les dimensions des deux tores complexes X3 et X, sont identiques, il suffit
alors que T soit surjective ou de noyau fini pour étre une isogénie. On peut en
déduire que l'application analytique F = pa(f) est un isomorphisme si et seule-
ment si T est une isogénie. Ainsi, & isomorphisme prés, on peut supposer que
F = 1d, Ay [CAb et que f est lapplication canonique Vi/A1 - Vi/Ay. Il y a
alors une bijection entre isogénies de domaine X; et sous-groupes finis de Xj.
Le degré de isogénie est également l'indice [A2 : pr(F)(A1)]. Si de plus f est un
endomorphisme, alors A1 = Ay et degf = det pr(F) (voir [4, Section 1.2]).

L’exemple le plus fondamental d’isogénie est la multiplication par m. Soit
[m] : X — X T'application qui & X associe mX. Le noyau X[m] de cette application
est appelé le groupe des points de m-torsion de X. On a

ker [m] = %A/A CAImA [{A/mZz)% (2.2)

et ainsi, la multiplication par m est une isogénie de degré m29.
Proposition 2.1.6. Soit f : X; — X, une isogénie de degré d. Il existe une

unique isogénie g : X - X telle que fog = [d]x, et gof = [d]x,. Cette isogénie
est appelé l'isogénie contragrédiente de F et est de méme degré.
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Démonstration. Voir [4, Proposition 1.2.6]. O

Notons que par cette proposition, une isogénie a une isogénie inverse dans
Homg (X2, X1) := Hom(Xz, X1) [Qlqui est (deg f)~1g, olt g est I'isogénie contra-
grédiente de f. Le corollaire 1.2.7 de [4] nous affirme qu’en fait un homomorphisme
de End(X1) est une isogénie si et seulement s’il est inversible dans Endg(Xy). En-
fin, par cette méme proposition, les isogénies définissent une relation d’équivalence
dans ’ensemble des tores complexes. On dira que deux tores complexes sont iSo-
génes s’il existe une isogénie entre eux.

2.2 Tores et variétés abéliennes complexes

Nous avons dit que toute variété abélienne est un tore complexe. La réciproque
est fausse. Nous allons voir qu’un tore complexe est une variété abélienne si ce tore
est muni d’une forme Hermitienne définie positive et voir que c’est équivalent &
I’existence d’un diviseur ample, et donc d’un plongement dans un espace projectif.

2.2.1 Forme de Riemann

Définition 2.2.1. Une forme de Riemann sur un tore complexe V/A est une
forme hermitienne H : V <V - C telle que [{H(A,A)) [Z] Nous considérons
ici une forme hermitienne H sur V. comme étant une application V <V - C qui
est C-linéaire en la premiere variable et qui vérifie H(x,y) = H(y,Xx) pour tous
X,y [V

Exemple 2.2.2. Soit le réseau A = 1:Z + ToZ pour T1,Tp A avec, quitte a les
renommer, [(11/12) > 0. Alors la forme (x,y) B ﬁxv est une forme de
Riemann par rapport a A définie positive. Ainsi, tout tore complexe de dimension
1 est une variété abélienne de dimension 1. Les résultats du premier chapitre nous

disent que c’est aussi une courbe elliptique complexe.

Exemple 2.2.3. Soit Q2 une matrice de taille g < g qui est symétrique et dont la
partie imaginaire est définie positive. Alors H(x,y) = % () "'y est une forme de
Riemann définie positive par rapport au réseau Z9 + QZ9. Ainsi, le tore C%/(Z9 +
29) est une variété abélienne.

Il existe une autre maniere d’introduire les formes de Riemann : & travers des
formes alternées.

Proposition 2.2.4. 1l y a une bijection entre I’ensemble des formes hermitiennes
H de V et I’ensemble des formes alternées E : V xV - R Vérifiant E(1x,1y) =
E(X,y). Cette bijection est donnée pour tous x,y [V par :

E(x,y)= H(xy)) et HXy)=E(xy)+IEXY).
Si, de plus, E est non dégénérée, on dit que c’est une forme symplectique.

Démonstration. Voir [4, Lemme 2.1.7]. Soit E une forme alternée vérifiant E (1X, 1y)
= E(X,y). La forme H est hermitienne car

H(x,y) = E(X,y) +1E(X,y) = —E(1y, =X) —1E(y, X) = H(y, X).

Réciproquement, soit H une forme hermitienne. La forme E = [{H) est alternée

et E(1x,1y) = H(x,1y)) = [H(X,Y)) = E(XY). O
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Exemple 2.2.5. Soit le tore C/(Z +1Z). Alors E(x + x5y +1yH = xy — xyet
H(z,zY = zz"sont une paire comme dans la proposition précédente.

Rappelons que le symbole de Kronecker ;j vaut 1 lorsque i = j et 0 sinon.

Lemme 2.2.6 (Frobenius). Soit H une forme de Riemann et E = [{[H). Alors
il existe des entiers dy,...,dg = 0 avec dj|dj+1 et une base ey,...,eg, F1,..., Ty
de A tels que

E(ei,ej) = E(fi,fj) =0 et E(ei, fj) = didi.

Une base qui Vérifie cette propriété est dite symplectique. Le produit Pf(E) :=
di---dg, appelé le Pfaffien de E, est la racine carrée du déterminant.Si on pps¢
M = diag(d1,...,dg), alors la matrice E par rapport a cette base est oM

Démonstration. Voir [39, Lemme A.5.3.1]. O

Il est clair que la forme H, et donc E, est non dégénérée si et seulement si
di = 0 pour tout i de 1 & g.

2.2.2 Diviseurs et fonctions théta

Changeons maintenant de point de vue et intéressons nous aux diviseurs sur
une variété X.

Définition 2.2.7. Un diviseur de Cartier sur une variété X est une classe d’équi-
valence de collections de paires {(Uj, fi)}i aui satisfont les conditions suivantes :

— Les U; sont des ouverts qui forment un recouvrement de X ;

— Les fj sont des fonctions méromorphes non nulles sur U;;

— Un quotient f;/f; est une fonction sans pole et sans zéro sur Ui n U; 8 5]
et ou deux collections {(U;, i) }i et {(Vj, 9j)}j rasont équivalentes lorsque, pour
tous i [Iet j L] la fonction fi/g; est sans pole et sans zéro sur U; n Vj. Deux
collections équivalentes définissent alors le méme diviseur.

La somme de deux diviseurs de Cartier est

{(Ui, ) Yoo (V5. 95) 3 coe= {(Ui 0 V4, Figi) }ijy g -

Muni de cette somme, I'’ensemble des diviseurs de Cartier forme un groupe abé-
lien que l'on note par Div(X) : I’élément neutre, appelé aussi le diviseur zéro,
étant {(X, 1x)} et l'inverse d'un diviseur {(Uj, fi)}i ooétant {(Ui,fi_l)}iEEl Un
diviseur D est dit positif ou e [eckif lorsqu’il peut étre défini par une collection
{(Ui, i) }i rrvec des fonctions fj qui sont holomorphes, pour tout i [CI1 On no-
tera ceci par D = 0. A une fonction f B 0 méromorphe sur X, on lui associe
le diviseur div(f) := {(X,f)}. Un tel diviseur est dit principal et on note par
Prin(X) I’ensemble des diviseurs principaux. Deux diviseurs sont dit linéairement
équivalents lorsque leur différence est un diviseur principal. Le groupe de Picard de
X est Pic(X) := Div(X)/ Prin(X), ot on quotiente par la relation d’équivalence
linéaire.

Définition 2.2.8. Soit h : X; — X, une application analytique complexe. Alors
I"application

ht! Div(X3) — Div(X1)
{Ui, f)}im B- {7 ), fieh)}im

est appelée le tiré en arriere de h.
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Soit X = V/A un tore complexe avec V. = C9 1 : V - X la projection
naturelle et t3 : X V1 3 a+x [Vlla translation par a [VI. Soit D = {(U;, fi)}im
un diviseur de X. Alors DP= n™® = {(n™1(U;), fi e M)} est un diviseur de V.
Or, pour toute fonction méromorphe  : X — C, le tiré en arriere nf : V. - C
vérifie TF(v + A) = nF(v), pour tous A [ A et v V. C’est donc une fonction
A-périodique et on a alors que t)'\%'j: DPpour tout A [CA. Le théoréme de
Cousin ([4, Lemme 2.1.1]) nous dit que D"est principal : il existe donc f CTI(V ),
'ensemble des fonctions méromorphes sur V, tel que D”= div(f). L’invariance de
D par ti2e traduit alors par F(v+A) = Ux(v)F(v), pour tout A [Alet ot Uy, est
une fonction sans zéro ni pole (d’apres la notion d’équivalence des diviseurs). On
appelle Uy un facteur d’automorphie et on peut écrire Ux(V) = exp (ha(v)) pour
une certaine fonction hy. Inversement, une fonction qui vérifie une telle équation
définit un diviseur de X. Le théoréme de Liouville implique que les fonctions
entieres périodiques pour A [A sont constantes. Ceci conduit & la définition
suivante qui nous permet d’étudier des fonctions assez “simples” et non constantes.

Définition 2.2.9. Une fonction entiere f sur C9 est une fonction théta relative-
ment au réseau A si elle satisfait une équation fonctionnelle du type

F(z+A) =exp (91 (2)F(2),

pour tout A AL ou gy : C9 — C vérifie ga(z + z5 + ga(0) = ga(z) + ga(zY, pour
tous z,z" [CQ9. La fonction exp (ga(z)) est appelée facteur d’automorphie de la
fonction théta.

Exemple 2.2.10. Il n'est pas di Lcild de voir que la fonction o, de Weierstrass
definie dans I’équation (1.6) est une fonction théta. En e [ef] on a vu que la fonc-
tion [ kst elliptique (c’est-a-dire A-périodique) et en intégrant deux fois puis en
passant a I’exponentielle, on trouve que I'on a oA(z+A) = exp (N(A) + a(A))oa(z),
ou n(A) et a(A) sont des constantes indépendantes de z (voir [75, Théoreme
1.2.3]). Nous construirons plus tard des fonctions théta en toute dimension.

Théoréme 2.2.11 (Poincaré). Soit D un diviseur e [eckif sur un tore complexe
X =V/A. Alors il existe une fonction théta entiere par rapport a A qui représente
ce diviseur.

Démonstration. Voir [39, Théoreme A.5.2.2]. O

Si on prend deux fonctions théta qui représentent le méme diviseur, alors
il existe d’apres [39, Lemme A.5.2.3] une forme quadratique Q, une forme li-
néaire R et une constante S telles que le quotient des deux fonctions théta vaut
exp (Q + R+ S). Une fonction théta de cette forme exp (Q + R + S) est dite une
fontion théta triviale.

Nous cherchons maintenant a associer & une fonction théta une forme de Rie-
mann. Notons pour simplifier e(z) := exp (211z). L’équation fonctionnelle d’une
fonction théta 8 par rapport au réseau A peut étre écrite comme

8(z + ) = e(L(z,A) + I(N)8(2),

ol L(z,A) est une fonction linéaire en z. A partir de cette équation et de la
définition des fonctions théta, on peut montrer que L(z,A) est Z-linéaire en A,
et puisque V = A [R] on peut étendre R-linéairement L en sa seconde variable
pour obtenir une fonction L : V XV - C, qui est donc C-linéaire en sa premiere
variable et R-linéaire en la seconde.
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Proposition 2.2.12. Soit 6 une fonction théta par rapport a un réseau A, d’équa-
tion 8(z +A) =e(L(z,A) +J(A))6(z). Alors en posant

E(X,y) := L(X,y) — L(y, X) et H(x,y) :=E(xYy)+I1E(X,Y),

on obtient une forme de Riemann par rapport au réseau A. De plus, H ne dépend
que du diviseur de 8, et si on note Hp la forme de Riemann associée au diviseur
D, alors on a une loi d’addition Hp+po= Hp + Hpo

Démonstration. Voir [39, Proposition A.5.2.4]. O

Lemme 2.2.13. Soit 8y une fonction théta par rapport au réseau A et H sa forme
de Riemann associée. Alors il existe une fonction théta 6 ayant les mémes diviseur
et forme de Riemann telle que
L1 L1
B(z+A) = exp TH(zZ,A) + gH (AMA) + 2K (A) 8(2),

ou K : A - R est une fonction qui vérifie
e(K(A+A9) = e(K(A))e(K(A%)e(%E(A, A9).

Démonstration. Voir [39, Proposition A.5.2.6]. O

Proposition 2.2.14. La forme de Riemann associée a une fonction théta est
positive.

Démonstration. Voir [39, Proposition A.5.2.5]. O

Soit 8 une fonction théta ayant pour diviseur D pour un réseau A dansV = C9.
Notons L(8) I'espace vectoriel de toutes les fonctions théta ayant la méme équation
fonctionnelle. Le lemme suivant nous dit que cet espace vectoriel est de dimension
finie. Notons [[B) cette dimension.

Lemme 2.2.15. Soit 6 une fonction théta et H sa forme de Riemann, que I’on
suppose définie positive, par rapport au réseau A [Vl = C9. Soit {eq,...,eq,
f1..., Ty} une base symplectique de E = [(H) sur A et di,...,dy les entiers
associés (comme dans le lemme 2.2.6).

— Les ensembles {e1,...,eg} et {fy,..., fy} forment des C-bases de V ;
— Aprés multiplication par unfﬂtaine fonction théta triviale, I’éguation
fonctionnelle de 6 avec z =  zje; est de la forme

B(z+ej) =06(2) et 0(z + f;) = e(dijzj + ¢i)8(z2),

ou ¢j [O;
— 1) = PH(E).
Démonstration. Voir [39, Lemme A.5.3.2 et Théoréeme A.5.3.3]. O

Soit 01, ...,0g) une base de L(8). On a I'application holomorphe :

¢p: V/A — P"(C)
z  B- (01(2),....6q9)(2)).
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Définition 2.2.16. Un diviseur D d’un tore V/A est dit tres ample si I'appli-
cation @p ci-dessus est un plongement. Le diviseur D est dit ample lorsqu’un
multiple positif de D est tres ample.

Théoréme 2.2.17. Soit D un diviseur e [eckif d’un tore. La forme de Riemann
associée a D est définie positive si et seulement si D est ample.

Démonstration. Voir [39, Théoreme A.5.2.7]. O

Le théoréeme de Chow nous dit que toute variété analytique complexe dans
un espace projectif est algébrique. Ainsi, un tore est une variété abélienne si et
seulement s’il peut étre plongé dans un espace projectif, si et seulement s’il admet
une forme de Riemann définie positive et si et seulement s’il contient un diviseur
ample.

2.3 Diviseurs du groupe de Picard

2.3.1 Théoreme d’Appell-Humbert

Soit X = V/A un tore. Le groupe de Néron-Severi NS(X) est le groupe des
formes de Riemann sur X. On pose C; := {z [Q: |z] = 1}. Un semi-caractére
pour une forme de Riemann H est une application X : A - Ci telle que, pour
tous A, AU AL

XA+ A = XA XA exp (im CE (A, AY)).
Un caractére étant un morphisme multiplicatif, la définition de semi-caractere
nous dit que les caractéres sur A & valeur dans C; sont exactement les semi-
caractéres pour 0 [CNIS(X). Notons maintenant P (A) ’ensemble des paires (H, X)
pour H [NIS(X) et X un semi-caractére pour H. C’est un groupe pour l'opération

(H1,X1) CH2, X2) = (H1 + H2, X1X2) (2.3)

et la suite suivante est exacte

1 —Hom(A, C1) —IP(A) —INS(X) —0

ot on a posé 1(X) = (0,X) et p(H,X) = H. Il n’y a que la surjectivité de p qui
n’est pas évidente. Pour la montrer, il faut tout d’abord considérer I'application
qui & un couple (H, X) de P (A) associe la fonction agq yy : AXV - CHiéfinie par

81,0 (M V) = XN exp (TH(V,A) + THA)).

On peut rapprocher une telle fonction de la fonction 8 du lemme 2.2.13, ou la
fonction e(K) est un semi-caractére. On peut montrer (voir [4, Page 30]) que la
fonction agy yy détermine uniquement un diviseur D du groupe de Picard Pic(X).
On écrira dans la suite D = L(H,X) et pour un tel D, on dit de ap = ag )
que c’est un facteur d’automorphie canonique pour D. L’application ¢ qui & tout
(H,Xx) associe L(H,X) est un morphisme de groupe. Considérons ’application
€1 : Pic(X) - NS(X) qui & tout diviseur D associe H tel que D = L(H,X). On a
alorsp=cyecC.

Posons Pic®(X) le noyau de ¢1. A tout semi-caractére X [Hom(A, Cy), on peut
associer le diviseur L(0,%) [Pic®(X). Cette application est un isomorphisme de
groupes. Tout ces résultats se résument dans le théoreme fondamental suivant :
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Théoréme 2.3.1 (Appell-Humbert). Soit X = V/A un tore complexe. 1l y a un
isomorphisme canonique de suites exactes :

1 —Hom(A, Cy) P (A) INS(X) —

( 0
1 1 1
1 ——Pic®(X) ——Pic(X) —INS(X) —0

Démonstration. Voir [4, Théoréme 2.2.3]. O

Soit = Homg(V, C) I'ensemble des formes antilinéaires de V vers C. L’en-
semble

AL {f CHomg(V,C) : [(FA)) [Z}

est un réseau dans ¢t le quotient VAk—dst un tore complexe de dimension g,
appelé tore complexe dual de X. Rappelons que nous notons €(z) := exp (21mz).
L’homomorphisme V1. Hom(A, Cy) qui & F associe e( [{¥].))) induit un isomor-
phisme entre VAt Pic®(X) ([4, Proposition 2.4.1]).

Soient Xj = Vi/Aj, pour 1 = 1,2,3, trois tores complexes et f : X3 - X
un homomorphisme avec représentation analytique F : Vi - Va. L’application
FH G !> GoF [CWlnduit un homomorphisme f—! - Xl puisque
FSL! A On a certaines propriétés évidentes comme 1dx——=—fd'|§: f. Si
h: X, - X3 est un autre homomorphisme, alors HE=1 Rt si de plus la suite
0 - X1 - X2 - X3 > 0 est exacte, alors 0 - )@—» )@—» )@—» 0 lest
également ([4, Proposition 2.4.2]).

Proposition 2.3.2. Si T : X; - X, est une isogénie de tores complexes, alors
I"application duale f=;1_. Ylest aussi une isogénie et son noyau est isomorphe
a Hom(ker (F), Cq). En particulier, deg f-=! deg f. On appelle cette isogénie 1’iso-
génie duale de F.

Démonstration. Voir [4, Proposition 2.4.3]. Supposons X;j = V/A; et que la re-
présentation analytique de f est Idy. Par définition, Idz—st la représentation

analytique de f-et donc f-ebt une isogénie. Par I'isomorphisme X1 Pic®(X), le
diagramme suivant commute

Yo L EPicd(X,)

i

Y - Picd(X;)

et si on ajoute a ceci le théoréme d’Appell-Humbert, on a que

fCI

ker i kdr (Hom(Ay, C1) — Hom(Ag,C1)) CHbm(A2/Ag, Cq).
On déduit la proposition du fait que ker ¥ ["A3/A1. O

Lemme 2.3.3. Pour chaque D = L(H,x) [Plic(X) et v X avec v [V pour
représentant, on a, en notant E = [(H),

trE(H, X) = L(H, xe(E(v, .))).
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Démonstration. Voir [4, Lemme 2.3.2]. O

Lemme 2.3.4. Soit f : X3 — Xz un homomorphisme. Pour tout L(H,x) [
Pic(X2),
FIE(H, X) = L(pa(f)"H, pr (F)X),

ol pa(F)™H désigne H(pa(F), pa(F)).
Démonstration. Voir [4, Lemme 2.3.4]. O

Soient D = L(H, X) [Pic(X) et X [X. Alors par le lemme 2.3.3 et I’équation
(2.3), le diviseur

t® DI = L(H, Xe(E(x,.))) [TI-H, XY = L(0,e(E(x, )))
est dans Pic®(X). L’application

op: X — X1Pi(X)
x B- tb ort

est un homomorphisme d’apres [4, Théoreme 2.3.3].
Lemme 2.3.5. Soit D = L(H,x) [Pic(X). L’application
Qn: Vo —
v B- H(v,.
est la représentation analytique de @p.
Démonstration. Voir [4, Lemme 2.4.5]. O

Corollaire 2.3.6. Soit f : X; - X; une isogénie de tores complexes ayant
représentation analytique F. Pour un diviseur D = L(H,x) [Ric(X1), on a
I’équivalence :

1. D = B pour un certain DY [Pic(X3);
2. AF 1A, F7IN))
Démonstration. Voir [4, Corollaire 2.4.4]. O

Corollaire 2.3.7. 1. ¢p ne dépend que de H ;
2. Op 7= ¢p + epopour tous D, DY [Pic(X);

3. ¢5=lop sous I'identification naturelle =G

4. Pour tout homomorphisme f : Y - X de tores complexes, le diagramme
suivant commute :
f
Y —IX

¢p

Yo
11

(Pf@‘

Démonstration. Voir [4, Corollaire 2.4.6]. Seule la preuve du troisiéme point peut

poser probleme. Mais puisque (p,'_|:' est la représentation analytique de (p'D,t}la

proposition se déduit du fait que, sous l'identification Homé(\y_,wb) =V, on a
]

O =0nH. O
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L’homomorphisme @p associé & D = L(H, X) est une isogénie si et seulement
si H est non dégénéré (si c’est une isogénie, alors @ est un isomorphisme et donc
H et non dégénérée; et réciproquement, si H est non dégénérée, alors @y est
injective ; on conclut avec le fait que V et Vdont de méme dimension). On dira
donc d’un diviseur du groupe de Picard qu’il est non dégénéré lorsque la forme
Hermitienne lui correspondant ’est. Ainsi, un tel diviseur D est non dégénéré si et
seulement si le noyau K(D) de @p est fini. Le degré de @p est det [[H), d’apres
[4, Proposition 2.4.9].

On peut se demander sous quelle condition un homomorphisme d’un tore vers
son dual est de la forme @p. Le théoréme suivant répond a cette question.

Théoréme 2.3.8. Soit X = V/A un tore complexe et f : X — X-in homomor-
phisme avec pour représentation analytique F : V — V-J1On a I’équivalence

1. f = @p pour D [Pic(X);

2. Laforme F : (x,y) M1 <V O F(x)(y) O est hermitienne.

Démonstration. Voir [4, Théoréme 2.5.5]. O

2.3.2 Polarisation

Soit X = V/A un tore complexe. Une polarisation sur X est une forme de
Riemann définie positive H qui provient d’un diviseur D = L(H,x) [Hic(X).
Par abus de notation, on dira parfois que D est une polarisation. Le type de la

polarisation est le type de H, c’est-a-dire diag(ds,...,dyg) comme dans le lemme
2.2.6. On définit le degré de la polarisation comme étant le produit dy - - - dg. Une
polarisation est dite principale si elle est de type (1,...,1), ce qui est équivalent

a dire qu’elle est de degré 1. Puisque H est définie positive, Qp est une isogénie
et elle est de degré 1 si la polarisation est principale. On a alors un isomorphisme
¢Pp : X - )EI

D’apres le théoreme 2.2.17, une variété abélienne est un tore complexe ayant
une polarisation. La paire (X, H) est appelée variété abélienne polarisée. On notera
parfois (X, D) au lieu de (X, H).

Nous avons vu qu’une polarisation D définit une isogénie Qp : X - pamy
qu’inversement (théoréme 2.3.8), une isogénie @ : X — X-dst de la forme @p pour
une certaine polarisation D lorsque la forme provenant de la représentation ana-
lytique de @ est hermitienne et définie positive. Ainsi, certains auteurs préféerent
définir une polarisation comme étant une isogénie de X — Xde la forme @p.

Définition 2.3.9. Un homomorphisme de variétés abéliennes polarisées
f: (X1,H1) — (X2,H>)
est un homomorphisme de tores complexes f : X; — X, tel que f'H, = Hj.

Notons que f est forcément de noyau fini. Inversement, si ¥ : X; - X; est un
homomorphisme de tores complexes de noyau fini et que D2 est une polarisation
sur X, alors Dy := T, est une polarisation sur Xy, appelée polarisation induite.
Ceci prouve que d’une part, un sous-tore d’une variété abélienne est une variété
abélienne et d’autre part qu'un tore complexe isogene a une variété abélienne est
une variété abélienne. En particulier, si X-dst le tore dual d’une variété abélienne
X, alors ce tore dual est aussi une variété abélienne, appelée variété abélienne
duale (voir [4, Page 70]).
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D’apres le corollaire 2.3.7, un homomorphisme f : X1 - Xz de tores complexes
polarisés en D1 et Dy respecte les polarisations, ¢’est-a-dire que D1 = /B, si et
seulement si le diagramme suivant commute :

f
X; —IX,
9D,

X=Xz

9D,

Proposition 2.3.10. Une variété abélienne polarisée est isogéne a une variété
abélienne principalement polarisée.

Démonstration. Voir [4, Proposition 4.1.2]. O

Nous avons vu précédemment qu'un tore complexe est une variété abélienne
lorsqu’il admet une forme de Riemann définie positive. Nous donnons une autre
formulation de ce critere.

Théoréme 2.3.11 (Relations de Riemann). Soit X = C9/11Z% un tore com-
plexe, ou IT est une matrice des périodes. Alors X est une variété abélienne si et
seulement s’il existe une matrice alternée et non dégénéré A [Myy(Z) telle que :

1. TA 1T =0;
2. ITA~ITI > 0.

Démonstration. Voir [4, Théoréme 4.2.1]. O

Ces deux relations sont appelées relations de Riemann. D’aprés [4, Lemme
4.2.2 et Lemme 4.2.3], en prenant E la forme bilinéaire alterné non dégénérée
ayant pour matrice A et en posant H(X,y) := E(1X,y) + IE(X,y), on a que H
est une forme hermitienne si la premiere condition est vérifiée, et cette forme
hermitienne est définie positive lorsque c’est la seconde qui 'est. De plus, si,
comme dans le théoreme, A est a coeflicients entiers, alors on a bien que H est
une forme de Riemann définie positive. C’est une polarisation pour le tore X, qui
est donc bien une variété abélienne.

2.4 Endomorphismes

Soit X = V/A une variété abélienne et D = L(H, X) une polarisation. Nous
avons vu que cette polarisation induit une isogénie ¢p : X - X-INotons d
son degré. La proposition 2.1.6 nous dit qu’il existe une unique isogénie Yp de
degré d telle que Yp ° ¢p = [d]x et Pp ° Yp = [d] grAinsi, %LDD est l'inverse
de @p dans Homd)@(). D’autre part, tout f [CEndg(X) peut étre écrit de la
forme rh avec h CEInd(X) et r Q. Le dual d’un tel f est défini comme étant
1oL Fhdo (0]

Définition 2.4.1. L’application

5 Endg(X) —  Endg(X)
f B fl=qg'fleb

est appelée involution de Rosati par rapport & la polarisation D.
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C’est bien une involution car ™= ((pslﬂpD)D: (pB1 D 9D = T car

é— f, flg=lgfael ob=lop (corollaire 2.3.7). On peut vérifier que 'on a de plus

que (rf + sg)"= rf+ sgtet (fg)"= g pour tous f,g [Ehdg(X) et r,s [Q.

Proposition 2.4.2. L’involution de Rosati est I’opérateur adjoint de la forme
hermitienne H, ou D = L(H, X), et aussi de la forme alternée E associée & H.
Ceci signifie que I’'on a pour ¥ [CEhdg(X) :

1. H(pa(f)(x),y) = H(x, pa(fTj(y)) pour tous x,y [VI;

2. E(pr(f)(x),y) = E(x,pr(F)(y)) pour tous x,y [AL

Démonstration. Voir [4, Proposition 5.1.1]. O

Pour tout f [CEhdg(X), le polynéme caractéristigue P{ de la représentation
rationnelle pr(f) est P (t) = det (tIdp —pr(F)) = iZo(—1)'rit?8~" o les ri sont
rationnels. Notons Try(F) le coefficient ri1, appelé trace rationnelle de f.

Théoréme 2.4.3. L’application (f,g) B Tr.(f'g) est une forme bilinéaire symé-
trique definie positive sur le Q-espace vectoriel Endg(X).

Démonstration. Voir [4, Théoreme 5.1.8]. O

Corollaire 2.4.4. Le groupe des automorphismes d’une variété abélienne polari-
sée est fini.

Démonstration. Voir [4, Corollaire 5.1.9] O

D’apres [4, Corollaire 5.1.10], si f est un automorphisme d’une variété abé-
lienne polarisée (X, D) et si N = 3 est un entier, alors il suffit que la restriction
de f au sous-groupe de torsion X|[n] soit l'identité pour que F soit la fonction
identité. Ceci induit un plongement :

Aut(X, L) B Autzsnz(X[n]) = GLyg(Z/nZ)

(pour N = 3) qui donne une majoration pour l'ordre du groupe des automor-
phismes.

Un élément ¥ [CEndg(X) est dit symétrique, par rapport a une polarisation,
¢'il vérifie f-= f. Notons End®(X) (resp. End3 (X)) le sous-ensemble de End(X)
(resp. End Q(X)) contenant les éléments symétriques. End®(X) est un groupe
additif tandis que End%(X) est un Q-espace vectoriel isomorphe & End®(X) [z Q.

Proposition 2.4.5. Soit Dy une polarisation sur X. L’application
D [NS(X) [Z®@ 8- 95 ¢0p [Ehdy(X)

est un isomorphisme de Q-espaces vectoriels. De plus, si Dy est principale, alors
cette application induit un isomorphisme de groupes entre NS(X) et End®(X).

Démonstration. Voir [4, Proposition 5.2.1] O

Une variété abélienne est dite simple si elle ne contient pas d’autres variétés
abéliennes si ce n’est 0 et elle-méme.
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Théoreme 2.4.6 (Réductibilité complete de Poincaré). Pour toute variété abe-
lienne X, il existe une isogénie

X o XM=, o= X[,

ou les X sont des variétés abéliennes simples non isogénes entre elles. Ces varié-
tés, ainsi que les exposants nj, sont déterminées uniqguement a isogénie et permu-
tation preés.

Démonstration. Voir [4, Théoréme 5.3.7] O

Corollaire 2.4.7. Endg(X) est une Q-algébre semi-simple. Ceci signifie que si

X est isogéne a X{'* x ... x XPr comme dans le théoréme précédent, alors

Endg(X) My, (Endg(X1)) 21 CV,, (Endg(Xy))
et les Endg(Xj) sont des corps gauches de dimension finie sur Q.

Démonstration. Voir [4, Corollaire 5.3.8]. On peut supposer sans perte de géné-
ralité que X = XJ'* x ... x X[r , puisque Hom(Xini,Xjnj) =0 pouri g j, on
obtient I'égalité Endg(X) =  j—; Endg(X{") et I'anneau Endg(X[") est égal a
I'anneau des matrices nj X N prenant des valeurs dans Endg(Xj). Pour une variété
abélienne simple Xj, tous les endomorphismes non nuls sont des isogénies et sont
donc inversibles dans Endg(Xj). Ceci prouve que Endg(Xj) est un corps gauche

sur Q. Il est de dimension finie d’apres la proposition 2.1.2. O

Corollaire 2.4.8. Pour toute variété abélienne X, le groupe de Néron-Severi
NS(X) est un groupe abélien libre de rang fini.

Démonstration. Voir [4, Corollaire 5.3.9] O

Soit (X, D) une variété abélienne simple de dimension g. On a vu que Endg(X)
est un corps gauche de dimension finie sur Q muni d’une involution x B3 X qui
est I'involution de Rosati par rapport a D. Soit K le centre de Endg(X). On peut
montrer que son indice dans Endg(X) est toujours un carré. Soit Kg le sous-corps
de K des éléments fixés par 'involution. C’est un corps de nombres totalement
réel ([4, Lemme 5.5.2]). Notons

[Endo(X):K]=d?, [K:Q]=e, [Ko:Q]=¢r et rang(NS(X))= [

Le couple (EndQ,ED est dit du premier type si K = Ky, c’est-a-dire si I'involution
est triviale sur tout K. Si ce n’est pas le cas, on dit de ce couple qu’il est du second
type. On a alors :

Proposition 2.4.9.

Endg(X) |d| ey | []restriction
Corps de nombres totalement réel 1] e e elg
Algébre de quaternions totalement indéfinie | 2 | e | 3e 2e|g
Algebre de quaternions totalement définie | 2 | e e 2elg
d

(Endg,D) du second type Te | egd? | egd?|g

Démonstration. Voir [4, Proposition 5.5.7]. O



2.5. ESPACES DE MODULES 73

Soit X une variété abélienne. Pour tout entier N, il existe une application
naturelle X[N] x XfN] - pp, ot py désigne ensemble des racines N-iémes de
I'unité ([67, Page 183]). Une polarisation H sur X permet alors d’en déduire un
couplage ey : X[N] %< X[N] - pn. C’est une généralisation du couplage de Weil
sur les courbes elliptiques et nous parlerons donc dans la suite de couplage de
Weil associé a une polarisation.

Définition 2.4.10. Soient (X, H1) et (Y, Hz) deux variétés abéliennes principa-
lement polarisées et soit  : X — Y une isogénie de degré [2] pour [Clin nombre
premier. On dit que f est une [=isogénie lorsque le diagramme suivant commute :

X Iy
[

OH,

‘(pEEl]_

x a1
OHy 1

Dans ce cas, ker f [kdr @y, est isotrope maximal pour le couplage de Weil
issu de [Hj. Réciproquement, soient H une polarisation sur X et K [kér @y
isotrope maximal pour ey. Alors il existe une polarisation Hy sur X/K qui est
principale et telle que f'H, = H (voir [66, 18]). Si [dst premier, alors f est une
kogénie si et seulement si K = ker f [XI[[J kst isotrope maximal pour e, . De
plus, on a K [{A/[ZA)? ce qui fait que plusieurs auteurs parlent de ([ THisogénie.
Nous avons choisi dans cette these de garder la dénomination [=kogénie pour étre
cohérent avec la notion qui suit.

Définition 2.4.11. Soient (X, Hj) et (Y, H;) deux variétés abéliennes principa-
lement polarisées de dimension 2 et soit £ : X - Y une isogénie de degré L[]
pour Clin nombre premier. Supposons qu’il existe i : Ky — Endg(X), ou Ky est
un corps de nombres quadratique totalement réel et que (= BB dans Ky avec
B totalement réel totalement positif. On dit que T est une B-isogénie lorsque le
diagramme suivant commute :

X Iy
B

PH,

‘¢BH1

x Iy
OHy 1

ol BH1(x,y) := Hi(Bx,y) = Hi(X, By).

Dans ce cas, ker f [XI[B] est un sous-groupe cyclique qui est alors isotrope
maximal pour egn,. Réciproquement, soient 3 totalement réel totalement positif
de norme [Cdt K isotrope maximal dans X[B] pour eg,, alors il existe une pola-
risation principale Hy sur X/K telle que le diagramme de la définition précédente
commute (voir [18]).

2.5 Espaces de modules

Nous avons vu qu’a un tore complexe on peut associer plusieurs matrices des
périodes, selon les bases que 'on choisit. Nous décrivons dans cette section un
critére permettant de dire si deux matrices des périodes différentes proviennent
de la méme variété abélienne ou pas. D’autre part, nous allons faire la méme chose
avec des variétés abéliennes qui ont un certain type d’anneau d’endomorphismes.



74 CHAPITRE 2. VARIETES ABELIENNES COMPLEXES

2.5.1 Espace de Siegel et matrices symplectiques

Soit X = V/A un tore complexe de dimension g et H une forme de Riemann qui
définit une polarisation de type D = diag(ds, ... ,dg). Soient Ay, ..., Ag, U1, ..., Hg
une base symplectique gejA peuj H. La forme alternée E qui correspond a H est
0 D

0

donnée par la matrice _p par rapport a cette base.

Posons maintenant ej = d%“i pour i = 1,...,9. D’apres le lemme 2.2.15,
les vecteurs ej forment une C-base de V. Par rapport aux bases €1,...,€g et
AL, ..., Ag, M1, ..., Hg, la matrice des périodes de X est de la forme II = (£2,D)
pour un certain 2 [Mg(C). On peut étre plus précis et utiliser les relations de
Riemann (théoreme 2.3.11) pour trouver qu’en fait € est une matrice symétrique
dont la partie imaginaire est définie positive et que ECQ])_1 est la matrice de la
forme hermitienne H par rapport a la base €1, ..., eg. Ceci conduit & la définition
suivante.

Définition 2.5.1. Le demi-espace supérieur de Siegel Hy de dimension g est
I’ensemble
Hg :={Q [My(C) : 'Q =0, Q) >0}.

L’espace de Siegel est une sous-variété ouverte de dimension %g(g + 1) sur
'espace vectoriel des matrices symétriques de Mg (C). On appelle variété abélienne
polarisée de type D avec base symplectique un triplet de la forme

(X, H,{)\]_, - ,)\g,p.]_, . ..,ug}),

avec X = V/A une variété abélienne, H une polarisation de type D et les Aj et ;
une base symplectique de A pour H.

Proposition 2.5.2. Soit D un type. L’espace de Siegel Hg est un espace de mo-
dules (grossier) pour les variétés abéliennes polarisées de type D avec base sym-
plectique.

Démonstration. Voir [4, Section 8.1]. On a vu déja que d’un tel triplet on peut en
déduire un point 2 [[Hy. Réciproquement, soient D un type et Q@ [Hy. On pose
alors Aq := (9, D)Zzg; c’est un réseau de V = CY et Xg := V/Ag est un tore
complexe. On définit la forme hermitienne Hgo qui s’écrit matriciellement IIS])_l
par rapport a la base standard de CY. Par définition de espace de Siegel, cette
forme est définie positive. Considérons maintenant ’isomorphisme R-linéaire de
R?9 vers CY défini par la matrice (£, D) [Mgx2g(C). Soient Az, ..., Ag, H1, ..., Hg
les images dans CY9 des éléments de la base standard de R?9. Par définition, ces
éléments forment une base de Aq. Par rapport a cette base, [[(Hq|(Ag % Ag)) est
donnée par la matrice

N O N

[0, D)(H) (D)) = %75

On a donc montré que Hg est une polarisation de type D sur Xg. ]

On cherche maintenant a se débarrasser de la base symplectique, c’est-a-dire
a se rendre indépendant du choix de la base pour I'écriture de la matrice des
périodes. En d’autres termes, a donner un critere qui permet de savoir quand
deux matrices des périodes proviennent de la méme variété abélienne.
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Définition 2.5.3. Soit R un anneau commutatif. On appelle groupe symplectique
le groupe :& ] IIIZI
Sng(R) =Y EB Y V

—lg 0 _'g

Lemme 2.5.4. Soit R un anneau commutatif.
1. Le groupe Spyy(R) est fermé par transposition ;
2. Pour une matricey = 2B [My(R), on a les équivalences suivantes :
(@) v CShyy(R);
(b) AC et BD sont symétriques et AD — 'CB = Ig;
(c) AB et C'D sont symétriques et A'D —B'C = 1.

. 1

Démonstration. Soit y [Spzg(R). Notons que Y= 4, 0 Y S, ¢ -On

vérifie qu’alors Yy -y Ié’ Y= Ié’ et donc que le premier point est vrai. Le
deuxiéme découle directement de la définition du groupe symplectique et du fait
qu’il est fermé par transposition. Voir aussi [4, Lemme 8.2.1]. O

Le groupe szg(R) agit transitivement par la gauche sur Hg par
1 1
2 L a=@me+B)CQ+D)

ow

De plus, tout sous-groupe discret I' de Spyy(R) agit proprement et discontintiment
sur Hy ([4, Proposition 8.2.5]). Ceci signifie que pour toute paire de compacts
(K1, Kz) de Hg, Iensemplg {y [T1: yKi n Kz 8 [Hest fini.

Posons Ap := '5’ g Z9 et T'p :={y [Shyy(Q) YAp [CAp} pour un type
D fixé.

Proposition 2.5.5. Soient 3, Q> [Hy. Les deux propositions suivantes sont
équivalentes :

1. Les variétés abéliennes (Xgq,,Ho,) et (Xq,, Hg,) de type D sont isomorphes;
2. Qp =y - pour un certain y [Th.

Démonstration. Voir [4, Proposition 8.1.3]. La preuve est calculatoire. Elle découle
de la relation A(Q1,D) = (Q22,D)R, vue dans I"équation (2.1), ou A et R sont
les matrices des représentations analytique et rationnelle d’un isomorphisme F :
(Xaq,,Ha,) - (Xa,,Hq,) par rapport a la base standard de C9 et des bases de
Ag, et Ag, déterminées par 21 et (2. O

Puisque I'p est un sous-groupe discret, le [4, Théoréme A.6] nous garantit que
le quotient

est un espace analytique complexe et normal de dimension %g(g + 1). Avec les
propositions précédentes, on en déduit :

Théoreme 2.5.6. L’espace Agp est un espace de modules pour les classes d’iso-
morphismes des variétés abéliennes polarisées de type D.

Démonstration. Voir [4, Théoréme 8.2.6]. O
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Il existe une autre approche pour décrire I'espace des modules des variétés
abéliennes de type D. Soit pour R un anneau commutatif de caractéristique nulle
1 1 1 ] 111
szDg(R) = y [My(R):y —OD % Y= —OD[o)

En général, ce groupe n’est pas invariant par transposition. L’application
op: Spm(R) —— [ SR}y
| 0 0
Y 8- oot Y 0D
est un isomorphisme de groupe. L’action de szg(R) sur Hg induit une action de
szDg(R) sur Hg via 0p :

y-Q:= (A +BD)Dc+DIDD)?

1 1
pour tous y = éSgE I:szDg(R) et Q [CHy. Notons aussi que 'on a I'p =

GD(szDg(Z)). On en déduit que

D
A@D = Hg/szg(Z)
est un espace analytique complexe isomorphe a Agp. D’ou

Corollaire 2.5.7. L’espace Agl, est un espace de modules pour les classes d’iso-
morphismes des variétés abéliennes polarisées de type D.

Démonstration. Voir [4, Corollaire 8.2.7]. O

Dans la suite, c’est cette dernieére description qui nous privilégierons.

2.5.2 Variétés abéliennes ayant multiplication réelle

Nous reprenons ici des résultats de [4, Sections 9.1 et 9.2]. Soit K un corps de
nombres totalement réel de degré e sur Q.

Définition 2.5.8. On dit qu’une variété abélienne X a multiplication réelle par
K lorsqu’il existe un plongement K 3 Endg(X).

Pour une telle variété abélienne, la proposition 2.4.9 nous dit que g = em pour
un certain entier m = 1.
Soit a [KI. Notons a® la valeur de a par le i-éme plongement de K dans R.
On pose
p K — Mg(C)
a B- diag(@a®ly,...,a®ly).

Soit z = (21, ...,2¢) [CHE,. On définit application

J;: (K QR [R¥Y —- (o
a B- diag((z1,Im),-.-,(ze,Im))a

ol a = t(g(l), . ,g(e)) [R% avec a) = t(agi), e a%) [R2M, Ainsi, Jz(a) est
le vecteur colonne

] ® (i) ® ) -
J(8) = zia’, ..., aw) + (@mess -0 8m) _
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Cette application est un isomorphisme de R-espaces vectoriels. Du eeppspour tpuf—
sous-Z-module libre M de K™ de rang 2g tel que la trace Trk/q a _(l)m 'g‘ b

est dans Z pour tous a,b [ (K [gR)?™, on a que J;(M) est un réseau de
CY et le quotient X, := C9/J3,(M) est un tore complexe. Posons alors

H(x,y) = Xdiag( OZ), ..., 0Z))7Yy.

C’est une forme de Riemann définie positive sur CY. Enfin, on a que p(K) [
Endg(X;) et on pose alors 1, = p.

Définition 2.5.9. Fixons une représentation p : K - Mg(C). Une variété abé-
lienne polarisée avec (K, Jp) comme structure d’endomorphismes est un triplet
(X, H, ) tel que X = CY9/A est une variété abélienne, H une forme de Riemann
définie positive qui est donc une polarisation sur X, et tel que I’on a un plongement
1: K 3 Endg(X) [Mg(C) (ici, on considere Endg(X) comme un sous-espace
de Mgy(C) via la représentation analytique) qui vérifie :

— 1 et p sont des représentations équivalentes;

— IP’involution de Rosati sur Endg(X) relativement a H prolonge I’involution

Hsur K via 1.

Proposition 2.5.10. Pour tout z [CHE,, le triplet (Xz, Hz, 1) est une variété
abélienne polarisée avec (K, idk,p) comme structure d’endomorphismes.

Démonstration. Voir [4, Proposition 9.2.1]. O

Regardons maintenant quand est-ce que deux triplets sont isomorphes au sens
suivant :

Définition 2.5.11. Soient (X1, H1,11) et (X2, Hy, 12) deux triplets avec la méme
structure d’endomorphismes (K, 5p). Un isomorphisme de variétés abéliennes
avec une structure d’endomorphismes f : (X1, H, 11) - (X2, Hz, 12) est un iso-
morphisme de variétés abéliennes polarisées f : (X1, H1) - (X2, H2) tel que le
diagramme suivant commute :

X, lez

11(a) 12(a)
X1 —I%;

pour tout a K.

L’action de Spom(R) sur Hy induit une action du groupe G := éizl Spom(R)
sur Hg,. Cette action est, pour tous z = (21,...,2e) [HY ety = (Y1,...,Ye) (G,

YZ:=(Y1-21,..-,Ye" Ze),
1 1
avec Vi - zi = (Aizi + Bj)(Cizj + Di)_l, ouYj = él' g: et les Aj, Bj, Cj, Dj
sont des matrices m x m. Pour chaque sous-module M sur Z de K?™ comme
précédemment, on pose

G(M) = {y [Q@: diag(Y1,..., Ye)M [M}.
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Proposition 2.5.12. Soient z et t deux points de Hg,. Les variétés abéliennes
polarisées (Xz,Hz, 1) et (X¢, He, 1) avec (K, Jp) comme structure d’endomor-
phismes sont isomorphes si et seulement s’il existe uny CQ3(M) tel quet=vy - z.

Démonstration. Voir [4, Proposition 9.2.2]. O

Ce groupe G(M) est discret dans G. Il agit proprement et discontiniiment sur
H5, ([4, Proposition 8.2.5]). Donc comme dans la section précédente, on en déduit
que le quotient A(M) := HE,/G(M) est un espace analytique complexe normal
de dimension dim A(M) = dim Hf, = Sm(m + 1).

Proposition 2.5.13. A(M) est un espace de modules appelé espace de mo-
dules pour les variétés abéliennes polarisées avec pour structure d’endomorphismes
(K, Yp) associé¢ au K-module M.

Démonstration. Voir [4, Page 249]. O

Notons que le choix de M fixe le type de polarisation et donc si on change M,
on change ce type. On obtient ainsi une multitude indéfinie d’espaces de modules
associés a une méme structure d’endomorphismes et chaque type de polarisation
apparait au moins une fois. Inversement, on a :

Proposition 2.5.14. Toute variété abélienne polarisée (X, H, 1) de dimension g
avec (K, idk,p) comme structure d’endomorphismes est contenue dans un espace
de modules de la forme A(M).

Démonstration. Voir [4, Proposition 9.2.3]. O

Le cas qui nous intéresse le plus est lorsque I'on a que e =g et m = 1. On
prend M un idéal fractionnaire de K, qui est ici un corps de nombres totalement
réel de degré g. On vérifie aisément que pour z [CHY, X; = C9/(Mz + M) ou
Mz +M = {'{AOz; + pu®, . NDzy + u@) Q9 : A\, p [CIM}. L'espace de
modules A(M) est appelé variété modulaire de Hilbert. Nous étudierons dans la
section 5.1 les surfaces modulaires de Hilbert.

2.6 Fonctions théta classiques

2.6.1 Plongements

Soit (Xq = CY9/Aq,H = Hgq) la variété abélienne principalement polarisée
correspondant a @ [Hg. On a que Aq = Ay [CA} avec A; = QZ9 et Ay = Z9.
Ceci induit la décomposition suivante C? = V; [V de CY en deux espaces réels
V1 = QRY et V, = RY. La forme hermitienne H est symétrique sur V, car E Dest.
Notons maintenant B I’extension C-bilinéaire de la forme symétrique H|[V2 < V5.
Cette extension B est également symétrique.

On a vu que [{ON)™F est la matrice de la forme de Riemann H et donc on a

B(x,y) = %([{Q))"y. On en déduit que

(H=B)(x,y) = XDy —y) = XA Q= Q)y1 = =21 %ys,

ouy = Qyi + Y2 (voir aussi [4, Page 223]).
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A partir de cette forme bilinéaire B, on définit ce que 'on appelle le facteur
d’automorphie classique

aq : (\,z) CTAq, CY) B- X(\)exp (M(H — B)(z,A) + g(H —B)(\,\) Ca-

Les fonctions théta associées au facteur d’automorphie classique sont appelées
fonctions théta classiques. Une fonction théta  avec un tel facteur d’automorphie
doit vérifier f(z + A) = ag(A, z)f(z) pour A Ak, ce qui donne pour m [ZP :

f(z+m)="1(2),

f(z + Om) = exp (=2 zm — 1Im'mOQm)f(z). (24)
Soit la fonction sur C9 x Hy suivante, appelée fonction théta classique
L1
8(z,Q) := exp (IT'NQN + 2im 'nz). (2.5)

n [Z9

C’est une fonction holomorphe sur C9 x Hy ([68, Proposition II.1.1]) et elle vérifie
Iéquation (2.4). On peut également montrer que toute fonction f vérifiant cette
méme équation est de la forme f(z) = cst-0(z,Q2) ([68, Pages 121-122]).

Définition 2.6.1. Soit Q@ [CHly. Une fonction entiére ¥ sur CY est Ag-quasi-
périodique de poids [3i

f(z+m)="1(2),
f(z + QM) = exp (=2 C&m — 1M CinOQm)f(z),
pour tout m [ZP. Notons R%I’espace vectoriel de telles fonctions.

Pour a,b [CQ9Y, on appelle fonction théta classique de caractéristique (a,b) la
fonction :

0[3](2,0) = omexp(MYn+a)(n+a) + 2mYn + a)(z + b))

= exp (IMaQa + 21ma(z + b))8(z + Na + b, Q). (2:6)

Remarquons que l'on a 6 [3] = 6. La quasi-périodicité de 8 [§] est donnée par

0[2](z+m, Q) = exp(amtam)o[?](z,Q);
0[] (z+Om,Q) = exp(—21mbm)exp (—1m'MOM — 211 ‘'mz) (2.7)
0[5 (z, ).
En outre, pour n,m [ZP, on a
I R
6 orm (z,9) =exp(2imam)d [§] (z, Q) (2.8)
et [ I
(2] (=2, Q) =0 2 (z,9). (2.9)

Proposition 2.6|.:|2. IS:,cl)it Q) [Hy. On a comme bases de R les ensembles :
1. fa(z) =6 ¥ (@), pour 0 <a <[]
[
2. 0(z2) =8 W (@Y, pour 0<b <[]
]

3. Si [3 k?, une troisiéme base est donnée par h,(z) = 0 vk ([Z€2), pour
0=a,b<k.
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Ces bases sont reliées par

L1 L1
gb= exp(2mFab)fa et  hyp= exp (2imk 1 &b)f,
a c=a mod k
Démonstration. Voir [68, Proposition II.1.3]. O

D’autres bases sont explicitées dans [13, Proposition 3.1.6.]. Les changements
de base sont fournis dans les pages qui suivent cette proposition.

Ainsi que nous 'avons vu dans la section 2.2, les fonctions théta permettent
d’obtenir un plongement de la variété abélienne vers un espace projectif. Soit
A [ZP9 d’indice s. Considérons la forme réelle antisymétrique sur R?9 x R29
définie par A(X,y) = X1y2 — Y1X2 ot X = (X1,X2) et Y = (y1,Y2). Le réseau
perpendiculaire a A est

AL {x CQ%9 : exp (2IMA(X, a)) = 1, [@ICAL.

Soient aj,bj CA™Pour 1 < i < s un ensemble de représentants du quotient
A/2?9. Notons eq lldentlﬁcatlon de RY9 x RY9 avec CY par (X,y) B Ox +y.
L’ensemble des points de base Bo(A) du tore complexe Cg/E(ﬁ\}?St I’ensemble

des points de ce tore qui annulent toutes les fonctions théta 6 |
Bao(A):={z [CF:6 bIQZ ) =0,1=<i=<s}eq(A).
L’application holomorphe suivante est alors bien définie

OA - (CgleQ(A)) - BQ(A) -

z H- %IZQ ., 0 bs%lzﬂ

Théoréme 2.6.3 (Lefschetz). Soit A [CZP9 un réseau d’indice s et supposons
que A XA “pbur un certain r CNL. Alors :

1. Sir=2, Bg(A) = [

2. Sir =3, @a est un plongement et son image est une sous-variété algébrique
de P71

3. Un tore complexe C9/A peut étre plongé dans un espace projectif si et
seulement si A(A) [CIQY + QY pour une certaine matrice A complexe
g < g et un certain 2 [Hy.

Démonstration. Voir [68, Théoreme I1.1.3 et Corollaire page 134]. O

2.6.2 Equation fonctionnelle des fonctions théta

Soient 1 et Qy dans Hg. Nous avons vu que les tores C9/(Z9 + Q;Z9) pour
i = 1,2 sont isomorphes si et seulement sil existe une matrice y [Sh,q(Z) telle
que y - 21 = Qs. L’isomorphisme entre les tores est donné par :

CI/(Z8 +29) — CI/(0:2° +29)
z B- Y{CQ+D) 'z

D’apres [68, Proposition I1.5.5], le groupe Spyg(Z) agit sur C9 par

y-z=YCQ+D)?!
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0.0 . . "
poury = Ep - Cette méme proposition affirme que ce groupe agit également sur
la caractéristique des fonctions théta. Les trois actions de Sp,q(Z) se retrouvent
dans I’équation fonctionnelle sur les fonctions théta qui suit.
Commengons par noter, pour une matrice M donnée, Mg le vecteur colonne
composé des éléments diagonaux de M.

., [
Proposition 2.6.4 (Equation fonctionnelle). Soient y = %B [Ty, e =
$('AC)o et e = 1('DB)o. Alors pour tous vecteurs a,b dans QY, z dans CY
et Q dans Hg, on a

1 O

0[5](vz,yQ) = &y 4et(CURpexp MZ(CQ+D)7'Cz
0 V(B + fw (z,exp(—2m{Aa+ Ch+elel
-exp(—1maA Ba) exp(—11 HC Db) exp(—21maB Ch),

ou {y est une racine huitieme de I'unité qui ne dépend que de y.
Démonstration. Voir [48, Chapitre 5 Théoreme 2] ou [13, Proposition 3.1.24]. [

Remarque 2.6.5. La racine huitiéme de I'unité et la racine carré ne dépendent
pas de la caractéristique. Comme dans la suite nous nous intéresserons qu’a des
quotients de fonctions théta, nous n’aurons pas besoin de connaitre cette racine
de I'unité ni la détermination de la racine carre.

Similairement au cas de la dimension 1, nous notons I'y le groupe Spyy(Z).
Définissons les groupes suivants qui sont les groupes que nous manipulerons le
plus :

| o o 1]
Ig(N):= £ LT}: A=D=IlgmodN,B=C=0modN ,

rg(N,zN);:%gD (N): ("AC)o (tDB)osomodm;l

[
Omod N

co [T}
Fg,o(N)::D:’gB [T}: C
et rg(N)::D%BDEq:BEOmodND

Pour ces deux derniers groupes, nous enléverons 'indice g lorsque la dimension

3,0

ambiante sera implicite.

Proposition 2.6.6. Le groupe I'y est engendré par la matrice J = _ ¢ et
les % matrices de la forme
1
g mij
Mii= lg

ol mjj désigne la matrice de taille g %< g dont toutes les entrées sont nulles sauf
les entrées (i,j) et (J, i) qui valent 1.

Démonstration. Voir [50, Pages 41-42]. O

Les générateurs de quelques sous-groupes de I'g sont donnés dans I’annexe 5 de
[68, Chapitre IT]. Terminons avec les définitions de formes et fonctions modulaires
de Siegel.
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Définition 2.6.7. Soit g = 2 et soit I' [T} un sous-groupe d’indice fini. Une
forme modulaire de poids k pour le groupe I" est une fonction holomqfﬁhe IEldéfinie
sur Hy telle que f(y - Q) = det (CQ+ D) f(Q) pour tous y = AB [N et
Q [Hy.

Pour g = 1, on a vu qu’il faut une condition supplémentaire. Le principe de
Koecher [50, Section 4] nous dit que cette condition est immédiatement vérifiée
lorsque g = 2. Par exemple, on a

Proposition 2.6.8. Soit N pair. Alors pour tous ai, az, by, by IfN%IZQ, la fonction

[
8(31(0,0)-8 & (0,)

est modulaire de poids 1 pour le groupe T'q(N?2,2N?2).

Démonstration. Voir [68, Corollaire I1.5.11]. O

Définition 2.6.9. Soit I' un sous-groupe d’indice fini de I'y. Une fonction f :
Hg - C est une fonction modulaire de Siegel lorsqu’il existe deux formes mo-
dulaires de Siegel f; et f; de méme poids et pour le méme groupe T' telles que
_f
f=4.
On peut prendre des quotients de fonctions comme dans la proposition précé-
dente pour former des fonctions modulaires.

2.6.3 Théta constantes en caractéristique % et en dimension ¢

On va étudier maintenant les fonctions théta au point z = 0 en regardant ces
fonctions comme des fonctions en 2. Dans ce cas la, on parle de théta constantes.
De plus, on se place en caractéristique % car c’est la I@_alra[;ﬂéristique la plus mal-

léable. Soient donc a,b [0, 1}9, posons 0,,(2) := 6 as2 (0,9Q).

b/2
Les équations (2.8) et (2.9) nous disent pour a,b [0, 1}9 que
[ 1 | ——
8 b (0,2)=8 372 (0,2) = exp(2m(=a/2)b)8 {72 (0,9)

et donc
Ba,n(2) = exp (11'ab)0a ().

Ceci conduit a la définition suivante.

Définition 2.6.10. Soient a,b [{D,1}9. On dit que la théta constante 8, est
paire lorsque 'ab = 0 mod 2. Si ce n'est pas le cas, on dit que la théta constante
est impaire.

Lorsque la théta constante est impaire, on a 85,(2) = —845(€2) est donc
cette théta constante est identiquement nulle. On ne s’intéresse donc qu’aux théta
constantes paires. Une récurrence montre que sur les 49 théta constantes, il y en
a 2971(29 4 1) qui sont paires et donc 2971(29 — 1) qui sont impaires.

L’équation fonctionnelle sur les carrés des théta constantes et la définition du
groupe symplectique nous donnent le résultat suivant, que nous réutiliserons.
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BI:I
D

Corollaire 2.6.11. Pour tous y = % (2,4), a,b 0,1}% et @ [Hy :

02,(y Q) = zg det (CQ + D)3 ,(92).

Ainsi, les quotients des carrés de fonctions théta paires (en caractéristique %) sont
des fonctions modulaires pour le groupe I'q(2, 4).

Proposition 2.6.12 (Formules de duplication). Pour tous a,b [0,1}9 et & [
Hg, On a

_ i _ 1)\ 'abs .
Ban(282) = 55 (—=1) *B0,p, (£2)80,0, (2);
b1+bo=b mod 2
e M —
Ba,b 3 — % (—1) *%6a;,0(2)8a,,0(2).

ai+az=a mod 2
Démonstration. Voir [19, Propositions 5.5 et 5.6]. O
On note par A(Q2) la plus petite valeur propre de la matrice [{X).

Lemme 2.6.13. Pour tous a,b [, 1}9, si (2n)nmoest une suite d’éléments de
Hg telle que limp oo A(Q2n) = +o0, alors

1
_ 1 sia=0;
Jim 0ap(€2n) = 0 siago.

Démonstration. Nous reprenons la preuve de [19, Lemme 5.2]. Soient b [0, 1}9
et (2n)nma Notons gy = exp (—TA({2n)). Alors la définition des théta constantes
montre que pour tout N = 0,

L 1 24 om2 I 1, 1 N D
1B0,(2n) — 1] = gn' 0 <28 an ) ar)F
(mg,...,mg) (ZA\{0} m C2N{0} m [Z]

1 Un
Oh < O <-——f)
m=1 m=1 1=0n
our obtenir
P 180,5(n) — 1] < 29 2
0,b - = .
; 1—=0n 1—an

Si A(Qn) tend vers l'infini, alors bien str gn tend vers 0 et I'inégalité ci-dessus
permet de montrer le résultat puisque le c6té droit tend vers zéro.

Si maintenant a 2 0 et que (2n)nmnest une suite de Hg telle que A(2n) tend
vers l'infini, alors ce qui précéde montre que pour tout b [0, 1}9,

o

nl}r-ir-loo eo'b 7 !

et en exprimant les Géb(Qn) en fonction des Bgyb(%) a l'aide de la formule de
duplication, on voit facilement que si a & 0,

nLirilm eﬁz‘fb(Qn) =0,

ce qui conclut la démonstration. O
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2.7 Jacobiennes de courbes

Nous avons vu dans le premier chapitre que les tores complexes de dimension
1 sont des courbes elliptiques. Nous allons voir maintenant le lien entre les courbes
de genre ¢ et les tores de dimension g.

Soit C une courbe projective lisse de genre g sur C de racines €y, ..., €zg+2.
C’est une surface de Riemann compacte de genre g. Le groupe d’homologie H1(C, Z)
est un groupe abélien libre de rang 2¢9. Notons Ag,...,Ag, B1,...Bg une base et
dans le cas des courbes hyperelliptiques, nous la prenons comme dans la figure 2.1.
C’est une base canonique au sens ou si on note (0, T) le produit d’intersection
de deux cycles 0 et T, alors

|(Ai,Aj):0, |(Bi,Bj):0 et |(Ai,Bj):5i,j.

Cependant, cette base n’est pas unique. En effet, le vecteur y Y(Aq, ... ,Ag,B1,...,Byg)
fournit une autre base canonique lorsque y [Shyg(Z).

Figure 2.1 — Base canonique du groupe d’homologie d’une courbe hyperelliptique

Théoreme 2.7.1 (Relations bilinéaires de Riemann). Soit C une surface de Rie-
mann compacte de genre g :

1. Pour toutes 1-formes holomorphes w, n :
= U —=h O
) - )

k=1 Ak Bk k=1 Bk Ak

n=_0;

2. Pour toute 1-forme holomorphe w :
i =
1 ) w =>0.
k=1 Ak Bk

Démonstration. Voir [68, Théoreéme I1.2.1]. O

Notons par I'(C, Q') I’espace vectoriel de dimension g des 1-formes sur la
courbe C. D’apres [69, Proposition 5.2], cet espace consiste, dans le cas hyperel-

liptique, en les 1-formes w = @ pour P un polynoéme de degré < g — 1.
Corollaire 2.7.2. On peut trouver une base normalisée w,...,wy de r(c,ob
telle que ]

_ Wj = 6i,j-
. 1 - . .
Soit 0 j = B, Wj- Alors Q;j = Q;,i et I'image de (£ j)1<i j<g est définie positive.
On obtient ainsi une matrice de la forme (lg,Q2) [Mgx=24(C) avec 2 [Hy.
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Démonstration. Voir [68, Corollaire 11.2.2]. Le couplage entre les 0 [TI(C, Q?)
et les Aj est non dégénéré a cause du deuxiéme point des relations bilinéaires
% Riemalﬁl. En appliquant le premier point a @ = ®j et N = ®j, on obtient

B; Vi — B, ¥ = 0 et donc €jj = ji. Soient qg,...,0q des réels. On pose
W= ;_;0jwj. Le point deux nous donne
%D — H v
0< [ w =L1 ag i Qi
k=1 Ak Bi k=1 i=1
et donc () > 0. O

1
Une intégrale de la forme ® pour ¢ [H;(C,Z) et 0 CLIC, Q1) est appelée
une période de C. C’est pourquoi les matrices €2 comme dans le corollaire précédent
ainsi que toute matrice de Hy sont appelées matrice des périodes.

Soit Wy, ..., Wy la base normalisée de I'(C, Ql). Considérons maintenant I'ap-
plication
per: Hi(C,Z) — 4 C%
o Ho (501,..., 4Wg).

Corollaire 2.7.3. L’application per est injective et son image est le réseau Z9 +
QZ9 engendré par les vecteurs entiers et les colonnes de .

Démonstration. Voir [68, Corollaire I1.2.3]. O

On peut ainsi définir un tore complexe & partir d’'une surface de Riemann
compacte. Ce tore est appelé la Jacobienne de C :

Jac(C) := CY/(Z9 + QZ9).

Ce tore est une variété abélienne principalement polarisée. Notons H sa polarisa-
tion principale. Elle est appelée polarisation canonique de Jac(C). Tout diviseur
O tel que le diviseur associé dans le groupe de Picard définit la polarisation cano-
nique est dit diviseur théta de la Jacobienne. On note (Jac(C), ©) la Jacobienne
canoniquement polarisée.

Nous avons vu que le théoréme d’Appell-Humbert nous permet de construire
un isomorphisme entre JM) et Pic®(Jac(C)). De plus, la polarisation étant

principale, il y a un isomorphisme entre Jac(C) et Jact®). On sait donc que
Pic?(Jac(C)) est isomorphe & Jac(C).

Le théoreme de Stokes dit qu’on peut associer canoniquement & tout élément
0 de Hy(C, Z) la forme linéaire sur 'espace vectoriel I'(C, Q1), que ’on note éga-
lement 0, suivante : -

o:0 [TIC,0Y)B. o l[A
o

La Jacobienne de C est canoniquement isomorphe & Hom(I'(C, Q*), C)/H1(C, Z)
(et ou les éléments de groupe d’homologie sont vus comme des formes linéaires).
Notons Picd, (C) le groupe obtenu en quotientant Div), (C), le groupe des divi-
seurs de Weil de degré 0, par le sous-groupe des diviseursl:ﬁr__i.licipaux Chaque
diviseur D [ivY, (C) est une somme formelle finie D = @ﬁ%][gﬂ pour
certains points pPx, gk Q. La classe de la forme linéaire w IZL k= w dans
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Hom(I'(C, Q1),C)/H1(C, Z) dépend certes du diviseur D, mais pas de sa repré-
sentation comme somme de différences formelles de points. Ainsi, I’application
suivante, dite d’Abel-Jacobi est bien définie :

Div), (C) —- J
g( ) B {0B ﬁﬁfv_cl};]km}.

k=1 ak

C’est un homomorphisme de groupes.
Les diviseurs de Weil et de Cartier sont équivalents, dans le sens ot Divyy (X) =
Div(X), pour toute variété lisse X ([38, 11.6.11]).

Théoreme 2.7.4 (Abel-Jacobi). L’application d’Abel-Jacobi induit un isomor-
phisme canonique entre Pic, (C) et Jac(C).

Démonstration. Voir [4, Théoréeme 11.1.3]. O

Ceci montre que Pic®(C) a une structure de variété abélienne principalement
polarisée.

Théoréme 2.7.5 (Torelli). Soient C et Cdeux surfaces de Riemann compactes
de genre g. Si leurs Jacobiennes (J(C), ©) et (J(CY, ©Y sont isomorphes en tant
que variétés abéliennes principalement polarisées, alors C et CPsont isomorphes.

Démonstration. Voir [4, Théoreme 11.1.7]. O

On vient de voir qu’a chaque courbe projective lisse on peut associer une
variété abélienne. Réciproquement, on a le résultat suivant.

Théoréme 2.7.6. Toute variété abélienne complexe, simple et principalement
polarisée de dimension g < 3 est :

1. Pour g =1 une courbe elliptique;

2. Pour g = 2 la Jacobienne d’une courbe lisse hyperelliptique de genre 2;

3. Pour g = 3 la Jacobienne d’une courbe lisse de genre 3;

Démonstration. Le cas de genre 1 a été vu dans le premier chapitre. Pour les deux
autres, voir [4, Corollaire 11.8.2]. O
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Chapitre 3

Di [érentes repréesentations

Dans ce chapitre, nous allons nous concentrer sur les variétés abéliennes qui
sont principalement polarisées et de dimension 2. Ceci ne nous empéchera pas de
donner des résultats qui seront vrais en toute dimension. Le chapitre précédent
nous a permis de voir que ces surfaces peuvent étre représentées via des courbes
hyperelliptiques de genre 2 ou des matrices des périodes dans Hy. Une autre
fagon consiste a considérer des invariants appelés invariants d’Igusa qui sont la
généralisation du j-invariant que ’on a vu dans le premier chapitre. Par contre, ces
invariants d’Igusa sont au nombre de trois. Nous donnerons d’autres invariants que
nous notons Cj et bj définis & partir de quotients des carrés des théta constantes.

Notre objectif ici est de donner différents algorithmes permettant de passer
d’une représentation a ’autre. Nous allons commencer par décrire un domaine
fondamental dans H», ce qui permet d’avoir un représentant d’une classe d’isomor-
phisme de variétés abéliennes principalement polarisée, et donner un algorithme
de réduction dans ce domaine (algorithme 3.1.2). L’algorithme de Mestre sert a
déduire, a partir des invariants d’Igusa, ’équation d’une courbe hyperelliptique
de genre 2 correspondant a la méme variété. Les algorithmes 3.4.1 et 3.6.1 per-
mettent alors de passer de cette courbe aux invariants Cj et de ces invariants a
une matrice des périodes de Hy. Nous verrons le réle fondamental que jouent les
suites de Borchardt, qui sont une généralisation de ’AGM, dans ces algorithmes et
comment elles peuvent étre utilisées pour évaluer rapidement les théta constantes,
en généralisant ’algorithme correspondant que 1’on a vu dans le premier chapitre
en dimension 1.

3.1 Domaine fondamental

Nous commengons par quelques rappels pour bien fixer le cadre dans lequel

nous sommes. Soit la matrice
1 1
0 g

)= —lg 0

Nous avons vu que le groupe symplectique szg(Z) est défini par

Spag(Z) :={y [Magxzg(Z) : yIYy = 3}
]
et que de facon équivalente, y = 2B [(Sbyy(Z) si et seulement si

AC = 'CA, 'BD = DB, 'DA—-BC = I,

89
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si et seulement si
AB=BA, D'Cc=CcD, AD-B'C=lI,.

Ce groupe définit une action de groupe y - Q = (AQ+B)(CQ + D) ™! sur Hg. Re-
marquons que —lg agit trivialement et ainsi, plusieurs auteurs préferent considérer
le groupe symplectique projectif Spyy(Z)/[F#1g[IRappelons que nous posons

Iy := szg(Z).

La proposition 2.6.6 dit que le groupe symplectique est finiment engendré. Dans
le cas de la dimension 2, les générateurs de I', sont les quatre matrices

0|:| |:|O 1|:| |:|0 OIZI
oFdm, = B3 1 oFdM.= Fd 0 1EH 3y
0 0

|:|1
3 M= PHo
0 P

12 12
Comme avec les courbes elliptiques (proposition 1.3.5), il existe un domaine
fondamental pour 'action de I'g/[F 155 [dur Hy.

Définition 3.1.1 (Domaine fondamental). Définissons I’ensemble Fy comme étant
I’ensemble des © = (£ ;) [Hy Vvérifiant les trois conditions suivantes :

1. | )| < 5 pour tous i,j CL1,...,9};

2. La matrice [{9) est réduite au sens de Minkowski ;
]

3. Pour tout q& B [T, |det (CQ+D)|=1.

Cet ensemble est un fermé dans ’espace des matrices complexes symétriques
([50, Page 31]). Nous ne détaillerons pas la réduction de Minkowski. Nous donne-
rons seulement sa définition et renvoyons le lecteur a [50].

Une matrice réelle symétrique A = (& j)1<ij<g est réduite au sens de Min-
kowski lorsque pour tout j [{l,...,g} et pour tout vecteur n = (ng,...,Ng) 1
Z9 vérifiant pged(ny,...,Ng) = 1, on a NAN = ajj et lorsque pour tout j [
{1,...,9—1}, on a@jjry = 0. Par [50, Proposition 1 page 13], ceci implique pour
une matrice réelle "5‘2 quec=a=2b=0.

Notons que pour g = 1, on retrouve ’ensemble F; défini dans le premier
chapitre.

Proposition 3.1.2. L’ensemble Fy est un domaine fondamental pour I’action de
I'y/ [R5 C3ur Hy. Ceci implique que pour tout 2 [CHy, il existe y [T/ [E154 ]
tel que y - Q [H, et cet élément y est unique si y - est un point intérieur de Fy.

Démonstration. Voir [50, Théoréme 2 page 34] ou [19, Proposition 5.3]. O

Notons que la troisieme condition de la définition du domaine fondamental
doit étre vérifiée pour toutes les matrices de I'y. Cependant, il est montré pour
tout g qu’il suffit que cette condition soit vérifié pour un certain ensemble fini
([50, Page 30]), qui n’est connu que pour g = 1 et g = 2. Pour g = 1, on a vu que
I’ensemble {S} fonctionne. Pour g = 2, cet ensemble est constitué des 19 matrices
suivantes (voir [33]) :



3.1. DOMAINE FONDAMENTAL

91

:IOO—lO - I:Ioo—lo L %00—01 ollzI
00 0 —1 00 0 —1 -
Ni= 100 0 = No= 16170 Ns= 10-10 -
010 0 010 0 010 0O
I:'00—10 - %00—01 oll:I I:Ioo—lo ]
_ 000 -1 - 00 0 —1
Ny = 100 0 Ns= 150 0 - Ne = 101 0
010 1 01 0 —1 010 1
%00—01 oll:I I%—10 1 I%—10 1
_ - 000 —1 00 0 —1
N7= 10-10 - Ng = 10-10 No = 101 0
01 0 —1 010 1 010 —1
1 1 [ ! 1 1 1
00-1 0 00—01 01 00—-1 0
_ 000 —1 _ - _ 000 -1
Nio= 759 71 » Nu= j00-1 » No= 7577 .
011 0 01-10 011 0
58—10 00—-10 68—10
_ 000 —1 _ 000 -1 _ 000 —1
Nizs= j0-1-1 » Nu= 77507 + Nis= 15027 ,
01-10 011 1 01-1-1
1 1 1 1 1 1
60—010 (1)0—010 % (1)88
_ 10 —1 _ 10 —1 _
NlG 100 O y Nl7_ 001 O ’ N18_ 1 —-110 ’
000 1 010 O -1101
|:1'— 0 00 —
. 0-100
Nig = 1 -1-10
-11 0 —1

On en déduit 'algorithme 3.1.1 qui permet de réduire au sens de Minkowski une
matrice symétrique réelle pour g = 2 et 'algorithme 3.1.2 qui permet de réduire
une matrice de Hy dans F (ce sont les algorithmes 9 et 10 de [19]).

La validité de l'algorithme de réduction dans le domaine fondamental découle
de [50, Lemme 1 page 29].

Lemme 3.1.3. Pour tout 2 [CFL, si I'on note 2, le premier élément diagonal de
Q, alors

\/g
E(fﬂl)27-
Démonstration. Voir [19, Lemme 5.2]. Soit la matrice % B DEDJ avec
o T .o __0 oo
A*0|g_1' B= 060" T 0o 0o D:()lg_l

On a alors |det (CQ+ D)| = [Q4]|. Par définition de Fg, on a d’une part que
[Q1] = 1 et d’autre part que | [(h)| < % On en déduit la proposition. O

Proposition 3.1.4. Soit Q@ [H,. Alors la plus petite valeur propre de [{9)
vérifie
AQ) =

1
Q1 Qo
Qo Q3

ol

Démonstration. Puisque Q =
Minkowski et on a alors :

est dans Fy, elle est réduite au sens de

(%) = [[h) = 2 [[Th) =0,
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Algorithme 3.1.1 : Réduction d’une matrice symétrique réelle au sens
de Minkowski [
Entrée : Une matrice y = ‘5‘2 symétrique réelle définie positive.

Sortie : Une matrice entiére unimodulaire U telle que Uy U soit réduite

au sens de Minkowski.

1 t=vrai;
2 U =1y
3 tant que t = vrai faire
4 si 2|c| =< |a] alors
5 si |a] < |b| alors
6 si |c] = 0-alor
=rtio, o
7 Y= 1 0-1 5
8 U = 0_01 U,
fin

9 t = faux;

sinon

A

10 Y= 0 Iﬁ —-10 »
11 u= 23§ U;

fin

sinon
12 4= Eﬁ%q ]
B vs et
14 u= 249 u;
fin
fin

15 retourner U;

Les valeurs propres de [[Q) étant les racines du polynéme X2 — (y1 + y3)X +
(y1ys —Y3) ot yi = (), la plus petite valeur propre A(Q) vérifie alors

1 L1 1 I:Iy \/g
AQ) = 5 Yitys— (y3—y1)2+4y5; = 51 =
—

par le lemme 3.1.3 et cary3 = (Y3 —y1)2 +4y3 < 0= (y2—y1ys) + (4y3 —y1y3),
ce qui est le cas. ]

3.2 Théta constantes en caractéristique % et en dimen-
sion 2

Retournons aux théta constantes et regardons les spécificités de la dimension
g = 2. Rappelons au lecteur que les théta constantes sont les fonctions théta,
définies a ’équation (2.6), vues comme des fonctions sur Hy au point z = 0. En
caractéristique %, nous avons vu a la définition 2.6.10 une notion de parité sur
ces théta constantes, qui dit que les théta constantes impaires sont identiquement
nulles. On montre aisément qu’il y a 49 = 16 théta constantes, dont 10 qui sont
paires et 6 qui sont impaires. Pour tous a = %(ag,a;) et b = ¥(bp, by) dans {0, 1}?,
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Algorithme 3.1.2 :  Réduction dans le domaine fondamental F»

Entree : Une matrigeles péiiigges‘j FrFH2.
1 QZ

Sortie : Un couple vy, QF= otian  [LIb < F3 tel que o=y . Q.
2 *°3

1y= |4;
2 Q=
3 t=vrai;

4 tant que t = vrai faire

5 U = RéductipnM inkowski( a);

6 | Y= 5l Vs

7 QP=uQtu;

8 pour j =1 a 3 faire
9 a = — o) I
10 Q"= MpOH

11 y = MJy;

fin
12 t = faux;
13 pour j =1 a 19 faire

14 si |det (CjQ"+ Dj)| < 1 alors
15 t = vrai;
16 O = N; QY
17 Y = Njy;
fin
fin
fin

18 retourner (y, Q5;

on pose
ebo+2b1+4&0+8&1 = ea,b- (32)

Avec cette notation, les théta constantes impaires sont celles dont 1’indice est dans
{5,7,10, 11, 13, 14} tandis que les paires ont un indice dans {0, 1, 2, 3, 4, 6, 8,9, 12, 15}.
Notons P ce dernier ensemble.

Proposition 3.2.1. Pour tous Q2 [ et j [0, 1,2, 3},
16 (Q) — 1] < 0.405.

Ceci reste vrai lorsqu’on remplace 2 par a2 avec o > 1.

C1 1
Démonstration. Voir [19, Proposition 6.1]. Soient 2 = g; gg CH, et j [

{0, 1,2, 3}. Notons, pour i [{1,2,3},

Gi = |exp (1IM€2%)| = exp (=1 (X))
v_
et Q =exp (—HT3). On a alors par la définition des théta constantes :

L1, 5
16;(Q2) — 1] < g g™ as".
(m,n) [Z3
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Comme {2 est dans le domaine fondamental, on a d’une part que

%) = ) =20H%) =
V_
et d’autre part que [[OQh) = 73, ce qui nous permet de déduire que

2 2
2mn QM™% gi mn = 0;
a7 q2 4 = 2(m2+mn+n2)
Q si mn < 0.

Nous utilisons ces majorations pour majorer une premiere partie de la somme :

1
A 3™ < 6Q2 + 2Q* + 4Q° + 6Q° + 4Q™° + 2Q1°.
(m,n) 0=32,2]\{(0,0)}

Pour le reste de la somme, on utilise la majoration moins fine suivante, qui provient

L) .
de ce que A(Q) = =5+ :

m2 ,2mn ,n2 mZ2+n?2
i3 =Q

a1 92 ,
pour tous m,n [Zl On trouve alors :
L1
B L R N
(m,n)Z3 m=0 n23 m23 n=1 ( Q)
|m|=3 ou |n|=3
Ces deux majorations mises ensembles nous donnent
1
16j(©2) — 1] < 6Q% + 2Q* + 4Q° + 6Q° + 4Q™° + 2Q° + ioop +§)2Q9

et une évaluation numérique permet de conclure la premiere partie de cette preuve.
La derniere affirmation de la proposition vient du fait que cette preuve s’applique
aisément dans le cas considéré. O

La proposition suivante contient des majorations pour d’autres théta constantes.
Les preuves sont similaires. Nous renvoyons donc le lecteur a [19, Propositions 6.2
et 6.3]

Proposition 3.2.2. Pour tous Q ['F, j [{4,6} et k [ {8,9}:

6, o, B o,
1 2ekp IMT— et 1 2ekp IMT—
exp ML 2 exp Im% 2

Intéressons nous maintenant aux valeurs pour lesquelles les théta constantes
paires s’annulent.

Proposition 3.2.3. Soit Q [CH, et QY [CH, qui sont dans la méme classe
d’équivalence sous I’action de I'». Alors soit la matrice Qest diagonale auquel cas
exactement une théta constante paire s’annule en Q et en méme temps 615(Q5 = 0,
soit QPn’est pas diagonale et dans ce cas aucune des théta constantes s’annule en
Q (ni en Qpar I’équation fonctionnelle de la proposition 2.6.4).

Démonstration. Voir [19, Proposition 6.5 et Corollaire 6.1] O
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Nous concluons cette section avec un premier algorithme d’évaluation des théta
constantes. Cet algorithme est qualifié de naif car il ne fait qu’utiliser la définition
des théta constantes comme séries de Fourier. Notons de suite qu’il suffit de savoir
évaluer les théta constantes sur le domaine fondamental, ce qui souvent permet
d’avoir une meilleure convergence, car pour une matrice des périodes 2 dans Ho,
on peut calculer Q”dans ce domaine fondamental qui lui est équivalente, évaluer
les théta constantes en QPet ensuite utiliser 1’équation fonctionnelle des théta
constantes pour les calculer en . De plus, on a

Proposition 3.2.4. Pour tout 2 [Hj, si I'on pose (a,b, ¢, d) = (67(2)); qo.1,2,33-
alors

(X —04(Q))(X — 83(Q)) X2 4 (b% + d? —a? — c?)X + (ac —bd)?,

(X —83(Q)(X —03(Q) = X2+ (c®+d?—a?—b%)X + (ab—cd)?,
et (X —=0L(2)(X—-6%(Q2) = X2+ (h?+c?—a?—d?)X + (ad — bc)?.

Démonstration. Voir [19, Proposition 6.8]. O

Cette proposition nous dit qu’on peut connaitre toutes les théta constantes a
une racine quatriéme pres a partir des quatre premieres. Ces racines peuvent étre
déterminées en calculant des approximations a faible précision. Nous présentons
donc un algorithme qui permet de calculer les quatre premieres théta constantes.
Nous renvoyons a [19, Section 10.1] pour plus de détails.

Pour tous b [0, 1} et Q [Hy, on a par les équations (2.6) et (3.2) que les
quatre premieres théta constantes sont

Bop(Q) =  (—1) ™exp (imhan).

VL

On cherche a approcher cette somme et pour celp;—pn igtrpduit les sommes par-
tielles Spg pour tous b = Yho,by) [0, 1}%, Q = g; g; [Hy et B =1 par
L 1 b b 2 2
Spe () = (—1) om-+ban exp (IM(M“Q1 + N“Q3 + 2mn€y)).
(m,n) (=B,BJ?

En notant g1 = exp (IM€21), g3 = exp (IMNQ3), g2 = exp (21M€22) et en utilisant les
symétries apparaissant dans Sp g, on trouve que

—1 1 F 111
(A nbo N2 n2 nb mbo+nbz ym2 /ymn —mn
Shs = 1+2 (=)™ a3 (=)™ + (=D (@M 40

n=1 m=1

C’est cette expression que 'on va utiliser pour calculer 8;(€2), j [0, 1,2, 3}. Pour
accélérer les calculs, les qi“z sont précalculés en utilisant une chaine d’addition
adaptée. Notons que pour ces théta constantes, les Sp g font intervenir les mémes
termes au signe pres, ce qui fait qu’on peut les réutiliser et ainsi, la complexité de
I’évaluation simultanée de ces quatre théta constantes est la méme que celle de
I’évaluation d’une seule d’entre elles.

Pour tous b [0,1}2, B =0 et Q [F, [19, Lemme 10.1] montre que I'on a

v ,
180.5(2) — Sp.8 ()] < 16 exp (=) B < 16exp (-1 374)E™
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et en utilisant la proposition 3.2.1, on en déduit la majoration

0B (Q) EE Vo (B2
on() 10 27exp (—T 3/4) .

Dans ces conditions, si B vérifie
—1

4(N + logZQZ)) _q
nlog, (e) 3
alors Sp g est une approximation de 0g(€2) & précision N (nous avons repris ici les

arguments de [19] en y apportant plusieurs corrections mineures). Tout ceci justifie
I'algorithme 3.2.1 (voir [19, Algorithme 15]) qui est de complexité O(MYN)N

3.3 Fonctions modulaires pour I,

Nous allons introduire dans cette section des fonctions modulaires qui sont
I’analogue du J-invariant en dimension 1 et présenter des algorithmes pour obtenir
ces invariants depuis une courbe hyperelliptique de genre 2 et vice-versa.

3.3.1 Invariants d’lgusa et de Streng

Commencgons par définir les invariants d’Igusa et de Streng. Nous allons donner
deux définitions équivalentes : une par les théta constantes et I’autre par les séries
d’Eisenstein. Nous aurons besoin des deux dans la suite.

Soient les formes modulaires de Siegel hj, pour j [{4,6,10,12,16}, de poids
j et pour le groupe I'; suivantes

hy = 9é h1o

hip = (00610204085615)*+  (B001620689012)%+  (Bp01036489015)%+
(6001030685012)*+  (00010406012015)*+  (0062030489812)%+
(6002030605015)*+  (B0020809012015)*+  (B00364060809)%+
(0162030405012)%+  (8102030609015)%+  (016264666809)*+

(01030509012015)*+  (02030405012015)*+  (04050509612615)%,

his = (08 08,)(B001626408615)%+ (68 6%5) (8081626609612)"+
(68 + 98 + 9 5)(0001030400015)%+ (6% 65 (8061036605012)%+
(68 S+ 98)(60619496912915)4+ (6% + 98 + e 69:)(8002036489812)%+
(98 —I— 98 —I— 98 + 68,)(8002030605015)*+ (98 —i— 68 —I— 98 —I— 98)(90929899912915)4—1—
(68 2 + 985)(909394969899)4+ (6§ 035)(6162630405012)" +
( + 612)(9192939699915)4+ ( 2 —I— 615)(916264969899)4+
( + 96)( 1939899912915)4+ ( —l— 99)(92939496912915)4+
(9 + 9 8 + 08)(04060509012615)%,

et enfin
he — hiohy — 3h16_

On pose alors
h h
Izz—lz, ls=hyg, lg= ﬁ, |6D: he, 110 = hio (3.3)
h1o h1o

et on a la relation 1§'= 3(I214 — 31g).
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Algorithme 3.2.1 :  Evaluation de 0, 1 4D, 1,2,3}, par les séries de
Fourier — —

Entrée: Q= g'g2 [, N=1

Sortie : (Tj)j qo1,2,33 tel que pour tout j [0, 1,2, 3},

T:/6;(Q) — 1| < 27N,
|| i () Iill

1B= N6
2 j = exp (IMQY) pour j 1,3} et g2 = exp (21MQ);
3 Q4 = 1/02;
4 a=0y;b=0qf;Qus[l] = qu;
5 pour m =2 a B faire
6 a=ab;
7 Q1s[m] = aQygs[m — 1J;
fin

e}

Sj =0 pour j 0,1, 2,3}

Qs = 1@ = 1;a4 = 1;b3 = q; ¢z = 05;
10 pour n =1 a B faire

11 a2 = az(2; a4 = asQs;

12 Qs = Qsbz; b3 = bacs;

13 So = So + Qus[nJ;

14 S1 =51+ (—1)"Qus[n};

15 | Sz =S2+ Qus[n];

16 Sz = S3+ (—1)"Qus[n};

17 Q2=1;,Q4 =1;

18 | Ao=LA =LA =(—-1)"Az=(—1)"
19 pour m =1 a B faire

©

20 Q2 = Q2a2; Qs = Qaay;
21 s = Q1,s[M](Q2 + Q4);
22 Ag=Ag+S;Ai=A1 + (—1)mS;A2 =Ar+ (—1)nS;A3 =
Az + (_1)m+ns;
23 Sj = Sj + Q3Aj pour j [{0,1,2,3};
fin
fin

24 retourner (1+ 2Sj)j qo1,2,3}
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Définition 3.3.1. On appelle invariants d’Tgusa les fonctions ji, jo et j3 définies
par

5 5 3 3
Iiz o h12 s |4|2 o h4h12

2 2
12 o |6|2 o hlﬁhlz

I3 =

1= = 12 22 _ 22 _
lo  h lo  hig lo  hi
Définition 3.3.2. On appelle invariants de Streng les fonctions iy, i; et i3 définies

par

1418 hghg 121 hihg .13 hy
|1:7:7, |2:7: 2 et |3:T:T
l1o h1o I10 hio 1o  hio
Ces invariants sont reliés par les relations suivantes
CJelia—=3is) . B B3
i1 =" =% i3g=13% (3.4)
21 1 I
et .5 .3 .2(. - )
- |2 - |2 - |2 |2 - 2'1
— 5, — Ty —_ . 35
J1 i2 J2 is I3 3is (3.5)

Historiquement, les invariants d’Igusa ont été introduits par Igusa dans [45]
tandis que les autres invariants ’ont été par Streng cinquante ans plus tard dans
[80]. Ce dernier, dans sa these, les a définis afin d’obtenir des polynémes de classes
plus petits que ceux que l'ont obtient avec les invariants d’Igusa ([80, Annexe 3]).
Les invariants de Streng sont construits afin d’avoir une puissance minimale de
hig dans les dénominateurs. Nous parlerons parfois de j-invariants en analogie
avec le j-invariant de la dimension 1 et le contexte rendra clair si nous parlons des
invariants d’Igusa ou ceux de Streng. Les résultats fondamentaux d’Igusa (voir
[45, 46]) sont les théorémes :

Théoreme 3.3.3. Le corps Cr, des fonctions modulaires de Siegel en dimension
2 est C(j1,]j2.j3) = C(iy, iz, i3).

Théoreme 3.3.4. Génériquement, deux surfaces abéliennes principalement pola-
risées sont isomorphes si et seulement si elles ont les mémes invariants d’lgusa,
ou, de maniére équivalente, de Streng.

Redéfinissons ces invariants a travers des séries. On définit la série d’Eisenstein
Yk de poids pair kK = 4 par
1 —K
Wk(Q) = det (CQ+D)™", (3.6)

CD
g

(|
ol la somme est prise sur I'’ensemble des matrices £ 5 de Sp,(Z) a multiplication
a gauche pres par SLp(Z). Soient

X10 = —271237°572771537 143867 (PaWs — Y10) (3.7)
et
X1z = 271837757377233771131 - 593(3272¢3 + 2 - 5302 — 691Y12) (3.8)

deux formes modulaires paraboliques de Siegel de poids 10 et 12 respectivement.
Par forme parabolique de poids k sur Hg, on entend une forme modulaire de poids

k sur Hy telle que sa série de fourier est de la forme

L1
f(Q) = a(t)exp (2iMTr(tQ)),

t=0
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ou t parcourt ’ensemble des matrices semi-entiéres positives ([50, Proposition 2
page 56]). Ces séries peuvent étre écrites en terme des théta constantes. En effet,
on a g4 = 27%hy, P = 27%he, X10 = =2 **h1g et X12 = 271737y, (voir [46, 47]).
L’anneau gradué des formes modulaires holomorphes de Siegel pour Sp,(Z) est
lanneau engendré par les polyndémes Wg, We, X10 et X12 (voir [46]). Ainsi, les
invariants d’Igusa s’écrivent

1 1
: 5X32 _3,3Wax3; . 5, Wex%r | .2,WaX3,
j=2-39802 g, gsg3 NIz o o g5y POXI2 4 g29Ki2 (g g
10 10 X10 X10

et on peut aussi en déduire 'expression des invariants de Streng en fonction de
ces formes modulaires, ce dont on n’aura pas besoin dans la suite.

3.3.2 Courbes hyperelliptiques de genre 2 et invariants d’lgusa

Nous allons parler ici du passage d’une courbe hyperelliptique aux invariants
d’Igusa et vice-versa. Supposons donc que 'on ait I’équation Y ? = f(X) d’une
courbe hyperelliptique de genre 2 avec T de degré 6 (on peut toujours se ramener
a ce cas). Alors, en notant Qy,...,0 les six racines distinctes, ag le coefficient
dominant et (ij) la différence (Og(iy — Og(jy), on a les relations

=83 15(12)2(34)2(56)2,

1o = al  1o(12)2(23)%(31)2(45)2(56)2(64)2,
(3.10)
lo = 88 go12)2(23)2(31)2(45)2(56)2(64)%(14)2(25)2(36)?,

-
et lio=af 5lai—aj)?

ou les indices des sommes représentent le nombre de combinaisons possibles. On
obtient ainsi les invariants d’Igusa a partir d’une courbe hyperelliptique de genre
2 (voir [46]).

Il existe un algorithme appelé Algorithme de Mestre pour résoudre le probléme
inverse. Dans son article [62], Mestre étudie les invariants associés a une forme
sextique. Ces invariants sont construits a partir d’'une opération sur les formes
appelée “Ueberschiebung”.

Il est alors montré qu’a partir d’'un modele C d’équation Y2 = F (X), avec F
de degré 6, et d’involution w, on peut construire une conique non dégénérée L,
une cubique M et un isomorphisme C/w — L dont les images des 6 points de
Weierstrass de C, c’est-a-dire des 6 racines de F, sont les points d’intersection de
L et de M. Ces conique et cubique sont définies & partir des invariants trouvés
par des “Ueberschiebung” et peuvent étre construits directement a partir des
invariants d’Igusa de la variété qui nous intéresse. L’exposition succincte qui suit
de cet algorithme provient de [56] et correspond au cas général ou la courbe a un
groupe d’automorphisme trivial. On est sur C et on pose

J2 16 )2 J3

8
=% g2y 20 g2 00 e
X=o95 1T, 0 YT LYY, T
2= % 10800000/j — 9 — 70012 — 36008 4 12400 2 " — 45000123
253125 I I} IJ 1
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La conique de Mestre est donnée par 1’équation WLV = 0 pour v = {vy1, Vv, Vv3) et

1 1
X+ 6y 6X% + 2y 27
D Y 27 9x3 + 4xy +6y2 -

2z 9x3 + 4xy + 6y?  6X%y + 2y? + 3xz

L1
tandis que '’équation  CjjkViVjVk = 0, ol les Cjjk sont définis plus bas, nous donne
la cubique de Mestre M dans P? :

C111 = 36Xy —2y — 12z7;

ci2 = —18x3 —12xy — 36y? — 2z;

cus = —9x3 —36x%y — 4xy — 6xz — 18y?;

Cizz = C113;

Ciz3 = —27x*—18x%y — 18xy? — 3xz — 2y? — 12yz;

Cisz = —27/72x* — 72x3y — 6x%y — 9x%z — 39xy? — 36y° — 2yz;
Cozz = —81x*— 54x%y — 18xy? — 8y? + 6yz;

Cooz = 9IX3y —27%x%z + 6xy? + 18y3 — 8yz;

Coaz = —81/2x° —27x3y — 9x?y? — 4xy? + 3xyz — 622;
Cazz = 81/2x% — 81/2x3z + 27x%y? + 9xy® — 18xyz + 4y — 30y?z.

En prenant un point rationnel quelconque de L, on peut réécrire la conique comme
une fonction paramétrique vj = fj(X) pour un polynéme quadratique en X, ce qui
donne d’ailleurs un isomorphisme entre L et P! sur C. En mettant ces équations
dans M, on obtient une équation polynomiale f en X de degré 6. Une courbe
hyperelliptique de genre 2 correspondant aux invariants d’Igusa de départ est
alors Y 2 = T(X). Nous renvoyons donc a l'article de Mestre pour plus de détails.
Une implantation de cet algorithme est disponible dans [29].

3.4 Invariants avec les théta constantes

En plus des invariants d’Igusa, nous allons nous intéresser a des invariants sur
des sous-groupes du groupe I', afin d’obtenir des polynémes modulaires pour ces
invariants plus petits que ceux avec les invariants d’Igusa ou de Streng, ainsi qu’il
est fait en dimension 1.

3.4.1 Formules de Thomae

Les formules de Thomae sont des formules qui permettent d’obtenir les puis-
sances quatriéme des théta constantes en dimension g a partir de I’équation d’une
courbe hyperelliptique de genre g. Elles dépendent d’un choix de la base du groupe
d’homologie. Nous les donnons avec la base canonique vue dans la figure 2.1 de la
section 2.7. Soit donc

2012
C:Y?=  (x—g)
j=1
une telle courbe. On note E = {ey,...,ex+2}, U = {1,3,5,...29 + 1} et pour
tout j C{1,...,0}, on pose
— N2j—1 le vecteur composé du vecteur de {0, 1}9 ayant que des entrées nulles
si ce n’est la j-iéme puis du vecteur de {0, 1}9 ayant que des entrées nulles
si ce n’est les j — 1 premieres;
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— N2j le vecteur composé du vecteur de {0, 1}9 ayant que des entrées nulles
si ce n’est la j-iéme puis du vecteur de {0, 1}¢ ayant que des entrées nulles
si ce n’est les j premieres;

— r]zg+1 = ((O,...,O),(l,...,l));

— N2g+2 = ((0,...,0),(0,...,0)).

Ceci nous p t de définir pour tout ensemble S [Elle vecteur nNs comme étant
la somme e; 0 modulo 2. Rappelons que la différence symétrique de deux
ensembles S et T est

SAT = (S CID\(S nT).
On peut enfin donner une version des formules de Thomae

Théoreme 3.4.1 (Formules de Thomae). Pour tout ensemble de points de Weiers-

trass E = {e1,...,ex5+2}, il existe une constante c telle que pour tout sous-
ensemble S de E de cardinal pair, on ait
Lol
si #SAU B g+1,
4 _ 1 .
ens (Q) - |j|-1)#anC x [SAU ﬁ Sl #SAU =0+ 1.
yISAU

Démonstration. Voir [83] ou [69, Section IIL.8]. O

Notons qu’il existe des formes plus générales pour ce théoréme, en particulier
on peut prendre un des points de Weierstrass comme étant le point a I'infini.

La matrice Q qui apparait dans ce théoreme est une matrice de Hg qui corres-
pond a la méme variété abélienne principalement polarisée que la courbe hyper-
elliptique de départ. Cette matrice est déterminée par un choix dans l'ordre des
racines de E. Un autre choix donne une matrice équivalente dans Hg/T'g. Notons
que les puissances quatriemes des théta constantes ne sont pas des fonctions mo-
dulaires (ce sont des formes modulaires) et donc si QPest équivalente & Q dans
Hg/Tg, on a que, en général, 03 (25 B 63 (). Par contre, les quotients 83 /67 4
sont des fonctions modulaires mais seulement pour le groupe I'q(2).

Considérons Héz) Pensemble des paires (C,0), ou C est une courbe hyperel-
liptique et 0 : {1,...,29 + 2} - E une bijection vers E [Clqui est 1’ensemble
des points de ramification de m : C - P!, modulo isomorphismes de courbes.
Puisque les points de branchement dans P! déterminent la courbe, on a, d’apres
[69, Section III.8], que

1 CIT 1
H® ] séquences de points distincts modulo équivalence
9 P1,...,Pag+2 de pl projective PGL(2, C)

et puisque I'on peut normaliser Pog+> comme étant le point a 'infini, on a aussi

1 LI 1
H® séquences de points complexes modulo équivalence
9 distincts €1,...,€2g+1 affine ej B Aej + M

et en normalisant encore en posant e;1 = 0 et e2 = 1, on obtient
L1 L1
H® ] sous-ensemble ouvert de C29~1 de points
9 (€3,...,€29+1) tel que &j B €5,6; B 0,1
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Ainsi, Hé ) est une variété affine, car c’est l'intersection de deux ouverts fonda-

mentaux. En terme de sa seconde description, si t est la coordonnée de P!, alors
p 2 . .

I’anneau de coordonnées affine de Hg(, ) est engendré par les fonctions de la forme

t(Pi) —t(P)  t(Pj) —t(Poh

t(Pj) —t(Px) t(Pi) —t(Poy

En terme de la troisiéme description, cet anneau est engendré par les fonctions de
la forme

aj — ag
aj —ag

Les formules de Thomae impliquent alors

Proposition 3.4.2. L’anneau de coordonnées a [nelde Héz) est engendré par les
fonctions =

Bap

00,0
Démonstration. Voir [69, Corollaire 8.13]. O

Le lemme 8.12 de [69] nous dit alors que Héz) peut étre envoyé dans Hg/T'g(2).

Or, lorsque g = 2, le théoréme suivant nous dit qu’il y a un morphisme birationnel
entre les deux.

Théoréeme 3.4.3. Le corps des fonctions modulaires invariantes par I'g(2) est
C(63,4/66,0)-

Démonstration. Voir [60, Théoreme 2]. O

3.4.2 Invariants pour I(2) et I,(2,4)

Tout courbe hyperelliptique de genre 2 est isomorphe via des transformations
linéaires fractionnaires a une courbe de la forme :

C:Y2=X(X=1)(X=r)(X=r)(X—r3), (3.11)
ou les rj sont appelés invariants de Rosenhain de C. On peut prendre

I S
T30 7 6303 T

r

Ces invariants sont des fonctions modulaires pour I'2(2). Notons qu’une courbe
comme dans ’équation (3.11) est équivalente a la courbe

1 111 111 1
2r 2r 2r
ChYZ=X(X—-1)(X—-2) X—-—L x--22 x-_232 (312
rp+1 r,+1 r+1

courbe que l'on obtient en envoyant le point a l'infini vers 2. On peut donc fa-
cilement obtenir les quotients des théta constantes a la puissance 4 a partir des
invariants de Rosenhain en appliquant les formules de Thomae que nous avons
données sur cette derniere courbe. On en déduit le corollaire suivant du théoreme
3.4.3.

Corollaire 3.4.4. Le corps des fonctions modulaires invariantes par I'z(2) est
engendré par les invariants de Rosenhain.
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Rappelons que le groupe I'2(2,4) est défini dans la section 2.6.2. Cette défini-
tion est équivalente a la suivante, qui est plus malléable :
[TT11 L1

1
4= 2B e Bi=co=0moda
C D
C’est un sous-groupe normal de 'y d’indice 11520. Notons pour i etj=1,2,3,
9-2(9) 0; (2/2)
i(Q) = =L t bj(Q) ="~ 3.13

Les formules de duplication de la proposition 2.6.12 permettent d’écrire les fonc-
tions Cj en fonction des bj. Inversement, on a les relations

b = (C1+Cg)(1+C4+Cg+C;|_2)_1,
b = (c2+¢Ce)(l+Ca+Cs +C12)_1, (3.14)
bs = (cg3+C15)(1 +Cq+Cg+C12)7 L

L’équation fonctionnelle des fonctions théta montre que les fonctions bj et ¢j sont
invariantes par le groupe I'2(2,4). On a de plus

Théoréme 3.4.5. Le corps des fonctions modulaires invariantes par I'>(2,4) est
C(bl, b2, b3) = C(Cl, A ,015).

Démonstration. Voir [60, Théoreme 1]. O

3.4.3 Utilisation de I'intégration numérique

Nous avons vu comment en appliquant les formules de Thomae on pouvait cal-

at(Q R
culer les valeurs CJZ(Q) = eﬁﬂ% pour j a partir d’une courbe C qui correspond
0

a une variété abélienne principalement polarisée dont 2 est une représentation.
Nous cherchons maintenant a obtenir les ¢j plutdt que les Cj2 car nous allons voir
que l'algorithme 3.6.1 nous permettra de déduire la matrice € des ¢j, si €2 est
dans le domaine fondamental. Bien entendu, une telle matrice peut étre obtenue
directement par intégration numérique, mais puisque c’est une opération cotiteuse,
nous cherchons a obtenir une complexité qui soit meilleure.

Rappelons qu’on peut prendre la base Ag, ..., Aq, By,...,Bg du groupe d’ho-
mologie H1(C, Z) comme dans la figure 2.1. Une base des 1-formes holomorphes
est I’ensemble {%,j [{0,...,g — 1}}. Si on pose
= = xK~1dx
et Ql = y
A Y kg Bi Y jkdm.g

alors la matrice Q2 = Qy 10, est dans Hg et correspond a la courbe C. Cette
matrice €2 dépend des bases choisies pour le groupe d’homologie et pour les
1-formes. Les intégrales qui apparaissent dans ces différentes matrices sont des
intégrales hyperelliptiques. Il existe plusieurs algorithmes pour les calculer. Par
exemple [17, 7, 65].

L’algorithme 3.4.1 permet d’obtenir les ¢j(£2) a partir des points de Weierstrass
d’une courbe hyperelliptique de genre 2. 1.’idée consiste a utiliser tout de méme
Iintégration numérique mais a faible précision. On obtient ainsi une matrice qui
va nous permettre de choisir la bonne racine carré de CJ2 afin d’obtenir cj.

Dans cet algorithme, seulement un nombre constant d’opérations se font a
précision N. Toutes les autres, en nombre constant aussi, se font & faible précision.
On en déduit une complexité en O(MXYN)) (voir [19, Algorithme 12]).

xKk~1dx

Qo =
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Algorithme 3.4.1 :  Evaluation des ¢j(Q) associés & une courbe
Entrée : Les racineﬁﬂ, ...,8¢) [CP d’une courbe hyperelliptique
C:Y2= S (X—¢j), N [N
Sortie : (¢j(2))j gm...153 a précision N, ot Q@ [Fp décrit la méme variété
que la courbe C.

1 Calculer la matrice QPassociée & C par intégration numérique & faible
précision en utilisant le méme choix de base du groupe d’homologie que les
formules de Thomae ;

Calculer y et Q [Fb tels que Q = yQUpar I'algorithme 3.1.2;

Calculer les CJZ(Qq par les formules de Thomae a précision N;

En déduire les CJZ(Q) = Cj2 (yQY par I’équation fonctionnelle;

a »~h W N

Calculer les ¢j(£2) a faible précision a partir de la matrice € : on peut
utiliser les définitions des théta constantes comme séries de Fourier;

6 En déduire les ¢j(£2) a précision N en utilisant leurs approximations pour
extraire la bonne racine carré de cj();

3.5 Suites de Borchardt

3.5.1 Définition générale

On note lg = (Z/2Z)9. Soit (av)vrig . On dit d’un 29-uplet (bv)v g de
C? qu'il est un itéré de Borchardt de (av)vog 'l existe (Qv)y g O tel que
pour tout v [} :

5 1 L1
a,, = ay, et b\/ = 7g C(Vl(ZXVZ.
V1+Vo=V
Le 29-uplet (ay) est le choix de racines correspondant & cette itération de Bor-
chardt. On dit de plus que c’est un bon choix si pour tous vi,v, I} on a

[Oty, — Oy, | < Oy, + Oy,

Si ce n’est pas le cas, on parlera de mauvais choix de racines. Notons qu’il y a
au plus 29 choix de racines et que les choix (Oy)yrrg et (—Qy)yrrg conduisent au
méme itéré, ce qui fait au plus 2971 itérés possibles.

Définition 3.5.1. Une suite (a\(,”))V [1g,n €St une suite de Borchardt associée a
(@8”)y rrg si, pour tout n [N, (a™™Y), g est un itéré de Borchardt de (af™)y rry.

Les suites AGM (vues a la section 1.6.1) correspondent au cas g = 1 des suites
de Borchardt.

Théoréme 3.5.2. Soit (a%™)y rig,nmoune suite Borchardt et soit (a§")y rrgnmn

une suite de choix de racines associée. Alors il existe un unique A [Q tel que,

pour tout v [T,
lim a{™ = A.

N - oo

On appelle A la moyenne de Borchardt de (a\(/o))v[@. On aque A = 0 si et

seulement si la suite (0(\(,"))\, r1g,n oo Contient une infinité de mauvaix choix de

racines. Chacune des suites (a\(,n))ngmconverge guadratiqguement vers sa limite A

sauf si A =0 auquel cas la convergence est, en géneral, linéaire.
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Démonstration. Voir [19, Théoreme 7.1 et Page 164]. O

On dispose de quelques renseignements sur la position de A par rapport a

(n)

(av’)vrog pour un N fixé :

Al < max|al®l, L) = min (L))
ot min(arg(af”)) < arg(A) < max(arg(al”).
L’archétype de ce type de suite est PTAGM associée a ag =1 et bg = 0 : on a alors
bh =0 et |an| = 2% pour tout n.
3.5.2 Une fonction associée a la moyenne de Borchardt

Soit (zv)y rrghgoy Ca?~1. On lui associe la suite de Borchardt (a\(,n))v [Ig,n (NI

définie par a(()o) =1, a\(,o) = zy pour V [IL\{0} et ol on définit (a\(,n))\,[@ par

récurrence sur N en posant

a_én+1) _ i ain; ot a\(/n+1) _ cxv%r;)a(n)

2g V Vo !
v g Vi+Vo=Vv
ou O(gn) est une racine carré quelconque de a(()n) et pour tout v & 0, O(\(,n) =0 si
O((()n) =0 ou si a\(,n) = 0 et sinon c’est une racine carrée de a\(,n) telle que

a8 — a{| < |af + alM),

avec I:(ﬁf,n)/ a(()n)) > 0 en cas d’égalité.
On note Bg((zy)v rrg\foy) la limite de cette suite. Dans le cas g = 1, on a que
B, est exactement la fonction M définie dans la définition 1.6.4.

Proposition 3.5.3. Soit (zy)ygvoy 0% avec [(z}) > 0 pour tout v. On

note (a\(,”))v r1g.n mula suite de Borchardt associée au calcul de A = Bg((zv)y rrghoy)-
Soit N = 1. On pose
- ] 1
log (1 — ) Mo
B(N, (zy)) = ——22 N +1 logy — ,
(N, (zv)) log 10 + N+ 1+ log; ™o

. L1 0 0 0 . 0
ou Ag = Vl,\,2ug|a\(,l) - a\(,z)l, Mg = maxvggﬂa\(, )|) et mp = miny oy E(Ei)).
Alors aE(N’(ZV)) est une approximation de By((zy)) avec une précision relative de

N bits.

Démonstration. Voir [19, Proposition 7.2]. O

Cette proposition justifie la validité de ’algorithme 3.5.1 ([19, Algorithme
11]) d’évaluation de Bg. On peut montrer qu'il suffit de travailler a précision N +
glog,(3)B(log (N) + 1, (zy)), ce qui implique que la complexité de cet algorithme
est en

O(MYN + B(log (N), (2/)))B(log (N), (zv))),

pour g fixé. Si de plus (zy) est fixé, alors B(log (N), (zy)) = O(log N). Cela reste
vrai lorsque (zy) varie mais que Mg est minoré tandis que Mg est majoré (ce qui
permet de majorer Ap). Dans ces deux cas 1a, la complexité de I'algorithme est
en

O(MYN)logN).
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Algorithme 3.5.1 :  Evaluation de la moyenne de Borchardt By
Entrée : N [Nt (z,), I\ [CP' tel que [{Z}) > 0 pour tout V.
—1m=27N.

- . A
Sortie : A tel que (eD)

B =B(N +1,(zy));

ap = 1;

pour v CII\{0} faire

‘ Ay = Zy;

fin

pour n =1 a B faire

pour v I%I@ faire
oy = ay tel que [{al) > 0;
by = 0;

fin

9 pour v [1j faire

10 bo = bo + av;

11 pour vy 1 faire

12 | by = by + Oy, Oy
fin

fin

13 pour v [Ij faire

14 | ay = by/29;

fin

A W N P

fin
15 retourner ag;
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3.6 Applications de la moyenne de Borchardt

3.6.1 D’une courbe hyperelliptique de genre 2 a une matrice de
H>

Il existe un lien étroit entre les théta constantes et la moyenne de Borchardt.
Soit €2 [[H,. Considérons la suite

=] 1
87 (2"Q)
(an,bn,Cn,dn) = 02(Q) pour n [NL
oY) jru12m

Elle converge vers ejﬁ d’aprés le lemme 2.6.13. Les formules de duplication
0

(proposition 2.6.12) nous disent que c’est une suite de Borchardt. Si de plus ©
est dans le domaine fondamental alors la proposition 3.2.1 nous dit que pour tout
n N, [[@(2"Q)) > 0 pour j D, 1,2,3}. Ainsi, cette suite est une suite de
Borchardt ou tous les choix de racines sont bons. On a donc montré

Proposition 3.6.1. Pour tout Q [H, on a

1
65(2)°

B2(c1(£2),¢2(92),¢3(2)) =

Démonstration. Voir aussi [19, Proposition 9.1]. O

On a vu dans 'algorithme 3.4.1 comment calculer les ¢j a partir d'une courbe
hyperelliptique de genre 2. La proposition précédente nous permet d’avoir tous les
carrés des théta constantes car GJZ(Q) = ¢j(2)82(€2). La conjecture suivante (qui
provient de [19, Conjecture 9.1]) nous permet alors de calculer §2. Rappelons que
les matrices Mj sont définies dans I’équation (3.1).

Conjecture 3.6.2. Pour tous Q [Fh et y [{1IM;)?, (IM>)?, (IM3)?},
1
05(v)’

Cette conjecture dit que si on fait comme dans la proposition 3.6.1, alors tous
les choix de racingsgont fbons.

B2(c1(y2), c2(y2), c3(y)) =

On pose 2 = g; gi [H,. L’équation fonctionnelle montre que
2 2 2 1
(E1((IMe 260, 2( (ML) (M) = B0 CEETL SR
"Rl @ @
(c1((IM2)?Q2), €2((IM2)?2), €3((IM2)?Q)) = 62(9)’ eé(@)’ Gé(ﬂ) ;
B0 BO) B0
(c1((IM3)?Q), c2((IM3)?Q), c3((IM3)%Q2)) = 92(9), Gg(Q)’ 61022(9)
et que
B0((IM1)2Q) = —19102(Q),

Q )
B0((IM2)%Q) = —102302(Q2),
B0((IM3)%Q) = (05 — Q13)85().
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Algorithme 3.6.1 :  Calcul de Q [ a partir des ¢j(2) ou des bj(Q)
Entrée : (¢j(©2))j rer LT ou (bi(Q))igma.sy CCP.
Sortie : Q [Fb tel que ¢j = ¢j(£2) pour tout j et en supposant qu’'une telle
matrice existe.

Si on part des bj, utiliser les formules de duplication pour en déduire les ¢j;
To = Ba(c1,¢2,¢3) 7%

pour j [Pl faire

-‘ Tj = Ton;

fin

A W N P

To T T
o Ise 12 .
5 Sll— IT4BZ VT4 Ta 5

6 Q3= —I1TgB, E,h,h )
e TTS TTSﬂﬁq

7a= ToBy &, ¢,

8 (2= a+ Quls tgbque (k) >0;

Q1 Qo .
9 retourner Q, Q3

En supposant vraie la conjecture précédente, on peut déduire 2 des carrés des
théta constantes car alors :

= 82(0)B Fo 2@ e (3.15)
4( ) 2 82(Q)’ 82(Q)’ 82(Q)
|
e = 83(02)B2 %(9) 02(Q) 62(Q) £ (3.16)
8 82(Q)’ 03(Q)’ 83(Q)
1
02~ s = 7 £ (3.17)

Q) 02(Q) 6%,(Q
%5()B2 ef%EQ;' eégni' 61022((9))
et de plus, comme  [Fbh, la réduction de Minkowski implique que [{Xh) >0 ce
qui nous permet de déterminer la bonne racine carré de Q% On obtient ainsi la
matrice 2. On en déduit aussi la validité de 'algorithme 3.6.1, sous la conjecture
3.6.2.
La complexité de cet algorithme se ramene a la complexité de quatre moyennes
de Borchardt. Elle est donc en O(MYN)logN) ([19, Algorithmes 13 et 14]).

Remarque 3.6.3. La conjecture a été testée et vérifiée numériquement par Du-
pont pour plusieurs millions de matrices aléatoires. Nous soulignons le fait qu’il
est facile de tester si une matrice €2 trouvée a la fin a les bons invariants d’lgusa
ou pas.

3.6.2 Deux variantes

Notons qu’il existe une variante (voir aussi [19, Pages 200-201] pour cette va-
riante et la suivante) de 'algorithme 3.6.1 qui permet de s’affranchir de la conjec-
ture 3.6.2, mais qui suppose 'utilisation d’une technique d’intégration numérique.
Soit y L{AIM1)?, (IM2)?, (IM3)?}. Supposons que I’on connaisse les valeurs des
Cj(yQ2),J 1,2, 3}, pour un certain 2 [Fh, ainsi qu'une approximation de cet
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a faible précision. Les formules de duplication et la proposition 2.6.13 nous disent
que la suite -
I%](T‘yﬁ)

2
% (YQ) j{0,1,2,3},n N

est une suite de Borchardt associée a (1, ¢1(yR2), c2(y$2), c3(y2)) qui converge vers
@ﬁ. Pour pouvoir évaluer cette suite, on peut déterminer les choix de racines
0

Coy(2nye) =

qui correspondent aux

Bo(YQ2) jE0,1,2,3}n

et ceci peut étre fait en utilisant 'approximation de £ qui nous permet d’évaluer
les théta constantes a faible précision. En tout, il est nécessaire d’en calculer qu’un
nombre fini car les quatre suites convergent vers la méme limite et donc a partir
d’un moment les racines & prendre seront toutes situées dans un méme quart de
plan, ce qui permet d’extraire les bonnes racines. A Q fixé, ces calculs & faible
précision ne changent pas le colit asymptotique du calcul de Q. On en déduit
alors en utilisant cette variante et 'algorithme 3.2.1 qu’on peut trouver, a partir
des points de Weierstrass d’une courbe hyperelliptique C de genre 2, une matrice
Q) [H, associée a C avec une précision N en temps

O(MXN)logN).

On peut également choisir de s’affranchir dans 'algorithme 3.4.1 du calcul
numérique d’intégrales hyperelliptiques mais en utilisant la conjecture 3.6.2. Sup-
posons donc que ’on a les valeurs Cj2 (Qq et qu’on cherche a calculer Q [CH, qui
soit équivalent & QY On a vu que les Cj2 sont des générateurs du corps des fonctions
modulaires pour I'2(2). Ainsi, I’ensemble

{(F(YQ))jm...153 Y [TH/T2(2)}

est calculable et de cardinal [I'2 : T'2(2)] = 720. Le vecteur (¢j(£2));j gx,...,153 est
dans I’ensemble

qui est fini et explicitement calculable. Pour le déterminer dans cet ensemble, on
peut procéder comme suit, a faible précision :

Poser S = B(QY;

Choisir un élément (Bj)j rgz...,
Calculer un élément t [Hy en utilisant ’algorithme 3.6.1;
Si t [, enlever (Bj) de S et retourner au point 2;

Sinon évaluer les bj(t);

S e W

Vérifier si les ¢j(t) correspondent aux (3 : si c’est le cas, alors on a bien
(Bj) = (cj(t)), sinon on enleve (Bj) de S et on retourne au point 2.

Cette variante ne change pas la complexité asymptotique du calcul de €, ni
méme du calcul des Cj (€2) puisqu’elle ne fait intervenir qu'un nombre fini de calculs
a faible précision. Notons que ’ensemble S du point 1 peut étre réduit en utilisant
les propositions 3.2.1 et 3.2.2.
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Algorithme 3.6.2 :  Evaluation des bj par la méthode des différences
finies
Entrée : Une approximation flottante y(™ [CP de Q [CEb en précision 2N
et une approximation x( [CP de f(Q) en précision N.
Sortie : Une approximation flottante X("*1 de () en précision 2N.

1 Soit [ 27N max; |X}n)|;
2 Soit (ej) la base standard de C3. Calculer F (x(™) et
ﬁ—fj = LF (xM + [g)) — F(x(M)) en utilisant 1'algorithme 3.6.1;

3 Soit J = (Ji,j)i,j=1,2,3 avec Ji’j = ﬁixF;’
4 Soit X(M*1) = x(M — (F(x(M) —y(M)3~1 631 'on voit les vecteurs comme
des vecteurs ligne;

3.6.3 Algorithme rapide d’évaluation des théta constantes

Une application importante des suites de Borchardt est qu’elles permettent
d’obtenir un algorithme rapide pour le calcul des théta constantes. Notons par

F c3 —. 3
(b1(€),0b2(€2),b3(2)) B~ Q

la fonction calculée par I'algorithme 3.6.1 et par

f : F2 - C3
Q B-  (b1(Q),b2(Q2),b3(2))
1 1]
son inverse dans F», ou 2 = g; gg est interprétée comme un vecteur de C3.

On utilise la méthode des différences finies sur F pour calculer T, ce qui conduit
a l'algorithme 3.6.2 qui provient de [29]. On peut trouver dans [19, Pages 212-216]
le calcul de T par des itérations de Newton utilisant la matrice Jacobienne de F.
Cette méthode est plus technique et d’apres [29], elle est également plus lente que
la premiere.

Une premiére approximation de () peut étre calculée en utilisant la défi-
nition des fonctions théta en terme de série de Fourier : c’est ’algorithme 3.2.1.
Les calculs sont faits a précision 2N bits. Bien entendu, aussi bien le calcul de
la matrice Jacobienne par différences finies que la méthode de Newton elle-méme
engendrent des pertes de précisions.

Théoreme 3.6.4 (Sous la conjecture 3.6.2). Soient 2 [E telle que 8p(2/2) E 0,
x = F(Q) et x® une premiére approximation flottante de x. Sans prendre en
compte les pertes de précision, il existe deux réels [g]> 0 et 4 > 0, qui dépendent
de x, tels que pour [|X©@ — x|| < [g] la suite x(™ définies par des applications
successives de I’algorithme 3.6.2 converge vers X avec une précision qui augmente
a chaque pas de N a 2N —3. Pour atteindre une précision N donnée, la complexité
totale est dominée par la complexité de la derniére étape qui est

O(MXN)logN).

Démonstration. Voir [29, Théoreme 12]. O



Chapitre 4

Polynomes modulaires de
Siegel

Ce chapitre a pour but de définir les polynémes modulaires sur I’espace de Sie-
gel et de décrire un algorithme de type évaluation/interpolation pour les calculer.
Nous commencons par expliquer comment on interpole des fractions rationnelles
multivariées, puis nous décrivons 'algorithme de Régis Dupont pour le calcul de
ces polynoémes avec les invariants d’Igusa. Cette these apporte une généralisation
de cet algorithme & d’autres invariants, notamment les bj qui sont définis & ’équa-
tion 3.13. De plus, nous étudierons les propriétés des polynémes modulaires avec
les b; : nous prouverons 'existence de symétries, de relations modulo 4 entre les
exposants des invariants dans les coefficients et décrirons des propriétés des dé-
nominateurs des coefficients des polynomes. Les références pour ce chapitre sont
[19, 85, 9]. En particulier, nous avons repris plusieurs preuves de [9].

4.1 Interpolation

Nous expliquons dans cette section comment interpoler des polynémes et des
fractions rationnelles multivariées. En effet, on a besoin de savoir interpoler des
fractions rationnelles trivariées pour calculer les différents polynémes modulaires
par la méthode d’évaluation/interpolation. Le probléme est le suivant : on suppose
que 'on dispose d’un algorithme f qui renvoie une approximation flottante de la
valeur P (X1, ...,Xn), pour tous Xi,...,Xn [, ot P est une fraction rationnelle
multivariée a coefficients complexes P (Xj,...,Xn) en n variables que l'on ne
connailt pas. Le but est de calculer P.

On note My (d) la complexité de la multiplication de deux polynémes de
degrés inférieurs ou égaux a d avec des coefficients de N bits. Par ailleurs, on note
MYN) la complexité de la multiplication de deux entiers de N bits. D’apres [85,
Corollaire 8.19], on a que My (d) CQ(dlogd MYN)) si on utilise la FFT et si
on suppose que N [Ql(logd), ce qui est nécessaire pour distinguer les différentes
racines de I'unité utilisées dans la FFT. De plus, MY{N) CQ(N log N loglog N)
(voir [78]).

Ce qui suit est basé sur des idées de [19]. On entre dans les détails et on fait
une étude de la complexité.

111
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4.1.1 Interpolation d’un polynéme multivarié

Le probleme de 'interpolation d’un polynéme univarié P est bien connu et peut
étre résolu par les méthodes de Lagrange et de Newton qui nécessitent degP + 1
évaluations (appels a 'algorithme f de I'introduction de cette section). La com-
plexité de l'interpolation rapide est en O(Mp(deg (P))log (deg(P))) (voir [85,
Corollaire 10.12]).

Dans le cas d’un polynoéme bivarié P (X,Y ), on note qu’il peut étre écrit sous

les formes 1 1
gk 91 1. ) dgF—1
P(X,Y)Z l—'CiJ'YJ Lxd = Ci(Y)X'.

On peut calculer le polynéme univarié P (X,y), pour y fixé, en évaluant P (Xj,Y)
pour i = 1,...,dx +1 et puis en interpolant. Le [Ekme coefficient de ce polynéme
est Crfly), qui est I’évaluation du polynéme univarié c)Y ) au point y. On a donc
un algorithme pour évaluer ce polynéme et en I'appliquant sur dy + 1 valeurs yj,
on peut en déduire les c)Y ) pour tout [dt par suite le polynéme bivarié P (X,Y ).

Reprenons. Pour interpoler P (X,Y ) on procéde comme suit. Pour j de 1 a
dy + 1, on fixe une valeur y;j et on choisit dx + 1 valeurs X; (il n’est pas génant
de prendre les mémes X; pour différents j), on évalue alors tous les P (Xj, Yj) et on
interpole pour obtenir le polynéme univarié P (X,yj). Enfin, pour (3= 0,...,dx
on interpole CHY ). Ainsi, pour pouvoir interpoler un polynoéme bivarié, il nous
faut (dx + 1)(dy + 1) évaluations et la complexité de I'interpolation est en

(dv 4+ 1)O(Mn (dx) log (dx)) + (dx + 1)O(Mn (dy ) log (dv )) [Oldxdy N).

L’interpolation d’un polynoéme trivarié peut étre faite de maniere similaire. On

écrit C1C 1 C 11
d
P(X,Y,2)= 10 Jg;zxxd
i=0 j=0 k=0
1 1
S — I S— _
= Dgiz4yi = ¢(y,z)x".
i=0 j=0 i=0
Si, pour y et z fixés, on évalue P (Xj,y,z) pouri =1,...,dx +1 et qu’on interpole,

on obtient le polynéme univarié P (X,y,z) et son [Ekme coefficient est Crfy, z).
Ceci nous fournit un algorithme d’évaluation du polynéme bivarié c{)Y,Z) en
n’importe quels points. On peut donc appliquer ce qu’on a dit sur les polynomes
bivariés pour calculer tous les c{)Y,Z) et en déduire P.

Détaillons. Pour j de 1 a dy +1 et pour k de 1 a dz 41, on évalue P (Xj, Yj, Zk)
pour dx + 1 valeurs X; et puis on fait (dy +1)(dz + 1) interpolations pour obtenir
tous les P (X,Yj,zx). Chacun des dx + 1 coefficients cf)Y,Z) est un polynéme
bivarié et on a déja donné la méthode et la complexité pour le calculer. En tout,
on fait (dx +1)(dy +1)(dz 4 1) évaluations et la complexité de 'interpolation est

(dy + 1)(dz + 1)O(My (dx) log (dx)) + (dx + 1)(dz + 1)O(Mpy (dy ) log (dy ))+

(dx + 1)(dy +1)O(Mn (dz)log (dz)) [OldxdydzN).

On peut généraliser cet algorithme par récurrence sur le nombre de yariagbles n du
polynéme multivarié P (X4,...,Xp). Le nombre d’évaluations est j_q(dx; + 1)
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et la complexité de U'interpolation d’un polyndéme a n variables est

N L . 1
(dx; +1)O(Mn (dx;)log (dx;)) LA  dx;N).
i=1j=1 i=1
j=i

Notons la symétrie entre les variables dans cette complexité. Elle indique que
I’ordre des variables n’a pas d’importance.

4.1.2 Interpolation d’une fraction rationnelle multivariée

* :
On commence par le cas univarié : F(X) = 288, avec A(X) = X aX' [

C[X] et B(X) = iXi [CCIX]. On cherche la solution avec des degrés dy et
df minimaux. Chaque paire (A, B) est alors définie & une constante multiplicative
pres.

Soit n = d§ +d& + 1. Ecrire A(X) — F(X)B(X) = 0 induit un algorithme
par algebre linéaire : il suffit d’évaluer F en n + 1 valeurs Xj et de trouver les
coefficients aj et bj en résolvant le systéme linéaire

1 C 1
ag
- I
- @ T = 0
11X X1 —F(x1) —F(X1) X1 ... —F(X1) x> -
o8 o i
1 Xn ... Xn* —F(Xn) —F(Xn)Xn ... —F(Xn) Xn* . 0

Cette méthode est particulierement facile a implanter mais elle a une mauvaise
complexité. Une autre solution consiste a utiliser I'interpolation de Cauchy (voir
[85, Section 5.8]) couplée avec l'algorithme d’Euclide rapide (voir [85, Section
11]), ce qui produit un algorithme de complexité O(My(n)log(n)). Le nombre
d’évaluations est alors n.

Décrivons briévement cette derniére méthode. Soient kK et m tels que deg A < k
et degB < m — k. Prenons Xj,...,Xm [CQ et yi = F(Xj) pour 1 < i< m et
interpolons : on obtient un polynéme univarié ¥. On cherche des polynémes r(X)
et t(X) tels que pour tout i, r(Xj) = t(X;)F (Xi); ceci implique (r(X;) = t(X;)yi =
t(X;)F(Xi) si et seulement si r = tf mod (X — X;) pour tout i) et pa héoréme
des restes Chinois, c’est équivalent a avoir que r = tf mod g, ou g = 2, (X —X;).

On utilise alors I'algorithme d’Euclide étendu sur g et f. Soient rj, sj, tj la
J-ieme ligne de cet algorithme ot j est minimal tel que degrj < k (c’est-a-dire
quer; =g, =%, s1 =1, =0,t1 =0,t; = 1 et r= gS+ Ftpour chaque ligne
O Par le corollaire 5.18 de [85, Section 5.8], rj et tj vérifient rj(Xi) = tj(Xi)yi
et tj(Xij) B 0 pour tout i. Ainsi, il suffit de calculer cette ligne pour interpoler la
fraction F et il est possible de ne calculer qu’une ligne par 'algorithme d’FEuclide
rapide (voir [85, Section 11] pour plus de détails).

On étudie maintenant le cas bivarié F(X,Y ) = %, avec

dA A dA
A(X,Y) = c%jxivi = c;i (Y)X' CQX, Y]

i=0j=0 i=0
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et similairement pour B(X,Y ). On pourrait bien entendu utiliser de I'algebre li-
néaire, mais la complexité serait vraiment trés mauvaise. On veut plutot faire
comme dans le cas des polynomes bivariés : fixer des valeurs yj, calculer les frac-
tions F (X, yj) et ensuite interpoler les coefficients comme des polynémes univariés
en Y. Si F(X,Y) CQ[X,Y], alors pour chaque fraction rationnelle trouvée, on
peut forcer les numérateur et dénominateur a avoir un contenu égal a 1. Mais
a cause de la constante multiplicative, cela ne va pas marcher comme le montre
I’exemple suivant.

Exemple 4.1.1. Supposons que I’on cherche F (X, Y ) = 3X2¥24Y22 ot que 'on a
trouvé F (X, 1) = XL F(X,2) = 18844 F (X, 3) = 22X°45 et aussi F (X, 5) =
75X°+7 Pour le plus grand coe [€ieht du numérateur, c(Y ), si on interpole avec

yi = 2,3,5, ce qui nous donne c5\(yi) = 12,27,75, on trouve 3Y? ce qui est
correct; d’un autre coté, avec y; = 1, 2,3 donnant cz(y;) = 1, 12,27, on obtient en
interpolant le polynéme 2Y 2 4+ 5Y — 6, qui est complétement faux. Cette erreur
provient de la simplification entre le numérateur et le dénominateur dans le cas
Y =1.

Remarque 4.1.2. Pour quelques valeurs de Y, il y a une simplification par un
polyndme. Par exemple, F (X, —5) = —5X — 1. Ceci est immédiatement détecté
a cause du fait que les degrés en X se trouvent diminués. A chaque fois que cela
arrive, on abandonne nos valeurs. On supposera dans la suite que cela n’arrive
jamais.

Dans I’exemple, si on avait fixé le coefficient de degré 0 du dénominateur de
la fraction rationnelle univarié calculé & une certaine valeur (3 par exemple), la
simplification n’aurait pas été un probléme. Ce n’est pas vrai en général.

. - , - 2 2
Exemple 4.1.3. Cette fois-ci, on écrit F(X,1) = X5, F(X,2) = %E%:Z}
27 %2
F(X,3) = %%; ..., ou on fixe toujours le coe [cieht de degré 0 du nume-
5 5
rateur & 1. Alors on déduit par interpolation que c¢£\(Y) = 1, ce qui est faux.
En eLef] lorsque I’on divise par une constante pour obtenir le coe [cieht 1, c’est

comme si on divisait par le polynébme Y + 2.

La difficulté est donc qu’on doit normaliser tout en étant stir que le i-iéme
coefficient du numérateur et du dénominateur de chaque fraction en X provient
bien de I’évaluation du méme polynéme en Y .

Cette normalisation est facile a obtenir dans le cas treés particulier ou un des
coefficients ¢2(Y ) ou ¢B(Y ) LY ] non nul est connu : on doit juste multiplier la
fraction trouvée par la constante qui donne la bonne évaluation pour le coefficient
connu. On peut alors obtenir par l'interpolation de Cauchy la fraction avec en
tout n(dy + 1) évaluations. La complexité de I'interpolation est alors en

(dy + 1)O(My (n) log(n)) + (n + 1)0(M (dy ) log(dy )) [Oldxdy N)
ot dx = max(dy,d®), dy = max(d®,d2) et n =d{ +d8 + 1 = 2dx + 1.

Exemple 4.1.4. On reprend I’exemple précédent. Supposons que I’or; connaisse
¢ (Y) =Y +2.0nach(l) =3 et au lieu de prendre la fraction 3= comme

précédemment, on prend plutot 3X*3. On a aussi que cf(2) = 4 et on écrit

F(X,2) = 12524 e,
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En général, une idée pour éviter la difficulté a laquelle on a fait allusion plus
haut consiste & considérer la fraction FYX,Y) = F(X,YX) = %%;((’—\8 plutot

que F(X,Y) car dans ce cas, on a toujours que CE’E(Y) est une constante. Si elle
n’est pas nulle, on peut choisir de la fixer a 1 et alors 'argument précédent (un
coefficient connu) s’applique. Ensuite, en remplacant Y par Y/X dans F (X,Y X)
on obtient F (X,Y ). Puisque dQD: df et d>B(D: d®, ou I'indice T désigne le degré
total, la complexité est en O(drdy N), ot dr = max(d®, d®).

Remarquons que dans le cas particulier oi1 le coefficient de degré zéro de c§ (Y )
est 0, cette méthode ne fonctionne pas. Néanmoins, pour surmonter ce probleme,
on peut considérer F(X +1,Y +s) au lieu de F(X,Y ) pour certaines valeurs r
et S telles que ce coeflicient ne soit pas nul.

On étudie maintenant le cas trivarié. On veut interpoler F (X,Y,Z) = 28252
avec A(X,Y,Z) et B(X,Y,Z) dans C[X,Y, Z]. Notons dr = max(d@, d?) et simi-
lairement pour dx, dy et dz. Soit n = d2 + dB + 1. Comme dans le cas bivarié,
on calcule F (X, XY, XZ) et ensuite en remplace Y par Y/X et Z par Z/X pour
obtenir F(X,Y,Z). Nous expliquons comment calculer F (X, XY, XZ) récursive-
ment.

1. Supposons que 'on soit capable de calculer F (X, XY,zX) pour z QG
fixé. Alors on n’a besoin que de dz + 1 évaluations en zj pour interpoler,
comme des polyndmes, chaque coefficient en Z et trouver F (X, XY, XZ).
Le nombre de coefficients est majoré par (n+ 1)(dy + 1) de telle sorte que
la complexité de I'interpolation pour cette étape est en

(n+1)(dy +1)O0(Mn(dz) log(dz));

2. Pour obtenir F (X, XY, zX) pour un z fixé, il suffit d’appliquer I’algorithme
d’interpolation dans le cas d’une fraction rationnelle bivariée. On applique
cette étape dz + 1 fois. La complexité est alors

(dz +1)((dv +1)O(Mn (n)log(n)) + (n + 1)O(Mn (dv ) log(dy ))).

En procédant ainsi, le nombre d’évaluations est de n(dy + 1)(dz + 1) et la
complexité totale de l'interpolation est en O(drdydzN). Dans le cas spécial ol
I’on connait un des ¢(Y,Z) ou cB(Y,Z), la complexité est en O(dxdy dzN).

Une amélioration de cet algorithme est obtenue en remarquant qu’il y a la pos-
sibilité de remplacer Y par Y/X dans la seconde étape pour trouver F (X, Y, zX)
et calculer F(X,Y,XZ) dans la premiere. Ce faisant, le nombre de coefficients
dans la premiére étape décroit et est majoré par (n“+ 1)(dy + 1) ot nYest
degi (F (X, Y,zX)) + deg® (F (X, Y,zX)) + 1 < n, ce qui nous permet de réduire
le nombre d’interpolations. La complexité est alors

(dy +1)(dz + 1)O(Mn (n) log(n)) + (n + 1)(dz + 1)O(Mn (dy ) log(dy ))+

(n" 1)(dy + 1)O(My (dz)log(dz)) COldrdydzN).

On peut généraliser tout ceci récursivement pour traiter le cas des fractions

rationnelles F ayant m variables Xi,..., Xmn. On trouve
] L [ LI L )
O( (dx; +1)Mn(n)log(n) + (dx; + 1)n(j)M (dx; ) log(dx; ))
i=2 ji=2i

=2
1=]]
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- ™
[Oldr dx;N),
i=2
o n=d2+d® +1etn(j)est 1 plus le degré en X; du numérateur plus le degré
en X1 du dénominateur de F (Xz, X, ..., Xj—1, Xj X1, ..., XmXy).

Notons que, cette fois-ci, toutes ces formules de complexité pour les fractions
rationnelles sont asymétriques. Le choix de I'ordre des variables est alors impor-
tant. Les formules suggerent qu’il est préférable de prendre X1 comme la variable
apparaissant avec le plus grand degré. Dans s, on a que N < 6dx, + 1 et la
complexité de I'interpolation est alors en O( 1o, dy;N).

4.2 Polyndmes modulaires : définition et calcul

4.2.1 Polynémes modulaires avec les invariants d’lgusa

Soit T" un sous-groupe de I'; d’indice k. Notons par Cr le corps des fonctions
modulaires de Hy invariantes sous l'action de I'. C’est le corps de fonctions de
Ho/T. Cette définition est en accord avec la définition de Cr, vue plus haut.
D’apres [32], Cr est une extension algébrique finie de degré k de Cr,.

Soit T une fonction modulaire sur 'z, y Il et p un nombre premier. On
définit la matrice yp et les fonctions Y, fy et fY de H, - C par

Q) =Tf(yQ), HREOQ=FpQ) et FYQ) ="F(yQ), (4.1)
et on définit la matrice yp par
N -
Y»:'= cmpp - (4.2)

Définition 4.2.1. Pour tout entier N = 1, on note I'o(N) le sous-groupe de I'»

défini par
] 1

[o(N) := D:'(R:B [T}:C=0modN

Soit p un nombre premier. Pour tous a,b,c [{0,...,p — 1}, on pose
|:|| 1 1 | 1
0 0o -
Ti(ab,c) = e Toab,0)= Eda o
|2 2
b ¢ b ¢
1 1 1 1
1 00 O -1 -1 1 -1
01 0 0 —1 0 0 -1 1
Bs@=Fd g1 a T=Fd o 0o =1
—a 1 0 0 1 0 0 -1

Proposition 4.2.2. Pour tout nombre premier p, I'indice du sous-groupe I'o(p)
dans I', est
T2 : To(p)] = p* +p* +p+ 1.

De plus, un ensemble de représentants des classes (& droite) du quotient I'2/T(p)
est

{Ti(a,b,c) : (a,b,c) (fD,...,p— 133}
[XT2(a,b,c): (ab,c) C,...,p— 1} tels que ac = b? mod p}
CKTs(a):a L{O,...,p—1}}
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Démonstration. Voir [19, Proposition 10.1]. O

Proposition 4.2.3. Les trois fonctions jrp := (joyp (voir définition 3.3.1) sont
invariantes sous I’action du groupe T'o(p).

En effet, si y [lo(p), alors pyQ2 = yp(pf2) et yp [y, de telle sorte que
jym(Q) = jpyQ) = jctyp(PQ)) = jctPQ) = jrp(2). En d’autres termes, ) est
équivalent a y2 pour y [Ih, c’est-a-dire que €2 et y¢2 ont les mémes invariants
d’Tgusa, mais cela ne signifie pas que pS2 soit équivalent a py<2 : ce n’est le cas que
lorsque Yy est dans I’ensemble I'o(p).

Notons Cp un ensemble de représentants des classes du quotient I'2/T'o(p). Les
matrices des périodes des variétés abéliennes principalement polarisées p-isogenes
a une variété Q donnée sont les pyQ2 pour y [Cl, (par [9, Théoreme 3.2]).

Lemme 4.2.4. On a une surjection entre I'y = Sp,(Z) et Sp,(Z/NZ) pour tout
N entier.

Démonstration. Voir [1, Lemme 3.2 page 123]. O

Proposition 4.2.5. Pour un nombre premier p, Cr, () est égal a Cr,(jgp) pour
[*+1,2,3.

Démonstration. Nous reprenons la preuve de [9, Lemme 4.2]. On a vu que Cr, =
C(j1,J2,J3) et que Cry(p) est une extension de Cr, de degré [I'z : I'o(p)]. les fonc-
tions jrp sont dans Cr,(p) par la proposition 4.2.3. Il suffit alors de montrer qu’a
[fixé, les fonctions j\,%j pour Yy [1,/To(p) sont distinctes (tout comme pour
le théoreme 1.4.14). Si deux de ces fonctions sont égales, alors le stabilisateur
S [T} de jrp dans I'> contient strictement I'g(p). Les images de S et de I'g(p)
sous l'application de réduction 1 : 'y Spy(Fp) vérifient alors m(S) ) m(I'o(p)).
Le groupe T(I'o(p)) est le stabilisateur d’un sous-espace isotrope de Spy(Fp) et
est donc maximal, par [49, Théoréme 4.2]. On en déduit que T(S) est le groupe
Spa(Fp) et S est égal a I'p, ce qui est absurde. O

Notons que les fonctions jrpnt des poles en @ [Hj tel que hip(2) = 0. Ceci
arrive quand 6;(Q2) = 0 pour un certain i [Pl Par la proposition 3.2.3, si Q" [F
est équivalent & €, alors QPest diagonal. On en déduit que € correspond & un
produit de courbes elliptiques. Ainsi, les fonctions jrp ont des poles en les @ [H»
correspondant aux vﬁﬁés p-isogenes a un produit de courbes elliptiques.

Soit @1p(X) = (X —j{p). C’est le polyndme minimal de jip sur Cr,.
Comme les fonctions jop et jap sont contenues dans Cr,(jip) = Cr,[j1,p] par
la proposition 4.2.5, on définit @3 (X) et ®3,(X) comme étant les polyndmes
unitaires dans Cr,[X] ayant un degré inférieur ou égal a deg(®1p(X)) vérifiant
jop = P2p(inp) et jzp = Paplisp)-

De plus, on a pour [Z= 2,3 que ®rp(jip) = ‘If@(jlyp)/(bl'j‘p(jlyp) ou

E— 1 O
Tp(X)= i (X =iip)-
y [C3 yHTIMY}

Du coup, on va plutot considérer Wy(X) que ®3(X), car ils sont plus petits.

Définition 4.2.6. Soit p un nombre premier. On appelle ®1p,, Wy, et U3, les
p-polyndmes modulaires pour ji, j» et j3.
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Proposition 4.2.7. Pour tout nombre premier p, les p-polyndmes modulaires
sont dans I’'anneau Q(j1, j2, j3)[X].

Démonstration. Voir [9, Théoréme 5.2]. Rappelons que le premier polynéme mo-
dulaire est le polynome minimal de jyp pa]%app%a I'extension Cryp)/Cr, : ®1p
est donc dans C(J1, J2,J3)[X]. Soit 2 = g; gg [CH,. Posons g; = exp (211).
Alors d’apres [9, Lemme 5.1], les invariants d’Igusa ont une série de Laurent en qy,

(2 et g3 avec des coefficients rationnels. Ce résultat peut étre retrouvé en regardant
la définition des invariants d’Igusa par les théta constantes. On peut écrire

I raibic
(I)l,p _ lﬁ m,a,b,chJZJSXm

— iaibic
m=0 abc dm,a,b,ci$121%

et il nous suffit de prouver que les coefficients des numérateurs et dénominateurs
sont rationnels. On réécrit I’équation ®1,, = 0 avec les séries de Laurent de j1, Jo,
J3 et jip et en regardant les termes de la forme aqfngg, on en déduit un systéme
d’équations linéaires pour les coefficients Cmapc €t dm apc. Sur les nombres com-
plexes, ce systéme a une solution qui est unique. Mais comme les coeffients qui
apparaissent sont rationnels, cette unique solution doit aussi étre rationnelle. La
preuve pour Wy, et W3 est similaire. O

Pour un p-polynéme modulaire P, on notera, selon les cas, ce polynéme comme
étant a une variable P (X) ou a quatre P (X, ]1,]2,]3)-

L’application évaluation C(j1,]2,j3) — C qui envoie j; vers jij(£2) associe au
polynéme modulaire P le polynéme P (X, j1(£2),j2(€2),j3(2)) dans C[X]. L’intérét
de @1 est que les racines de son évaluation en 2 [Hj sont les ji-invariants des
surfaces abéliennes principalement polarisées qui sont p-isogenes a la variété 2. De
plus, si X est une telle racine, alors (X, ®2p(X), 3(X)) sont les invariants d’Igusa
d’une surface abélienne principalement polarisée qui est p-isogene a la variété qui
a pour invariants d’Igusa (j1(€), j2(€2), j3(€2)).

Notons Ly le lieu de toutes les surfaces abéliennes principalement polarisées
qui sont p-isogenes a un produit de courbes elliptiques. Ce lieu Ly est une sous-
variété algébrique de dimension 2 de I’espace de modules tridimensionel Ha/T',
et peut étre paramétrisé par une équation Lp = 0 pour un polynoéme L, dans

Qlj1,j2,Ja]-

Lemme 4.2.8. Les déenominateurs des coe [Ciehts de ®1,(X), W2 n(X) et W3 5(X)
sont tous divisibles par le polynéme L.

Démonstration. Voir [9, Lemme 6.2]. Soit 2 [CH; tel qu’il existe une p-isogénie
vers un produit de courbes elliptiques et soit ¢ un coefficient de ®; . Pour un
certain y [Th/T'g(p), la valeur j1 p(Y$2) est infinie car les fonctions ji ont des poles
aux produits de courbes elliptiques (proposition 3.2.3). L’évaluation de ¢ au point
) est une expression symétrique en les jlyp(y'@)) et génériquement, il n’y a pas
de relation algébrique entre ces valeurs; I’évaluation de ¢ en 2 est donc infinie.
Mais puisque Ji(€2) est fini, le numérateur de ¢ l'est également et c’est donc son
dénominateur qui s’annule en 2. On en déduit que ¢ est divisible par L. On peut
faire une preuve similaire pour Wy, et W3 . O

Nous donnons un algorithme pour déduire d'un triplet (X,y,z) Q3 les dix
Ci(2), ou Q [H est tel que (j1(2),)2(2),j3(2)) = (X,Y,2). Ceci peut étre fait en
quatre étapes.
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Algorithme 4.2.1 :  Calcul de © a partir de (j1(€2),j2(£2),J3(22))
Entrée : (X,Y,2) = (j1(Q),]2(2),]j3(2)) pour un certain Q@ [F inconnu,
une précision N.

Sortie : Q [H,.

1 Utiliser l'algorithme de Mestre pour obtenir une courbe hyperelliptique
Y 2 = f(X) a précision N;

2 Déduire les dix ¢j(2) a précision N en utilisant une technique d’intégration
numérique a faible precision (algorithme 3.4.1);

3 Utiliser la proposition 3.6.1 pour obtenir le carré des théta constantes a
précision N;

4 Appliquer (3.15), (3.16), (3.17) pour calculer 2 & la précision ambiante,
avec quelques pertes (algorithme 3.6.1).

1. La premieére consiste a utiliser l'algorithme de Mestre a précision N pour
trouver 1’équation d'une courbe hyperelliptique Y ? = £(X) sur C avec f
de degré 6 dont les invariants d’Igusa sont (X,Y,Z);

2. Une fois que ’'on a T, il est facile de déduire I’ensemble E des racines de T a

précision N et a partir de cet ensemble, on applique les formules de Thomae
pour obtenir les puissances quatriémes des théta constantes a partir d’'un
ordonnancement des racines de f, ordonnancement qui correspond & un
choix de la base du groupe d’homologie de la courbe hyperelliptique.
Le probleme ici est que les fonctions ¢j ne sont pas invariantes sous ’action
du groupe symplectique I'z, mais sous le sous-groupe I'y(2). Ceci signifie
que pour deux matrices des périodes équivalentes sous 'action de I's (en
d’autres termes, avec les mémes invariants d’Igusa), 1’évaluation des ¢j
en ces matrices peut produire des résultats différents. Plus exactement,
pour deux telles matrices des périodes 2 et {2p, il existe une matrice y
dans I'2/T'2(2) telle que €j(21) = Ci(y€22) pour tout i [Pl Ainsi, les théta
constantes trouvées avec les formules de Thomae nous donnent ¢?(y$2) pour
un certain Y [ITh/T%(2);

3. Utilisons maintenant une technique d’intégration numérique a petite pré-
cision NPavec le méme choix de la base du groupe d’homologie que les
formules de Thomae pour trouver la matrice des périodes y{) que 'on ré-
duit dans le domaine fondamental pour obtenir €, & précision N5 et y. On
calcule ¢j(€2) a faible précision (avec I'algorithme 3.2.1 par exemple). On
pourrait utiliser I'intégration numérique a la précision ambiante N mais
alors la complexité de ’algorithme empirerait ;

4. Appliquer I'équation fonctionnelle de la proposition 2.6.4 sur les ciz(yQ)
avec la matrice y ™! permet d’obtenir les ¢?(£2) & précision N ; et connaitre
¢i(Q2) a faible précision est suffisant pour déduire les bonnes racines carrés
et obtenir les ¢j(£2) a précision N.

Hypothése 4.2.9. Notons que I'on fait I’hypothése que I'intégration numérique
fournit un yQ avec y su [sarhment petit tel que y2 peut étre correctement réduit
dans le domaine fondamental a faible précision.

On obtient ainsi 'algorithme 4.2.1. La seconde étape est 1'algorithme 3.4.1 et
les troisitme et quatriéme sont 'algorithme 3.6.1. Ils ont complexité O(MYN))
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et O(MYN)log(N)) (ott M¥N) est la complexité pour multiplier deux entiers de
N bits). Au total, cet algorithme est en O(N).

4.2.2 Définition plus générale

Dans cette section, nous donnons une définition plus générale des p-polyndémes
modulaires en utilisant d’autres invariants que les invariants d’Igusa. C’est I'ana-
logue de ce qui est fait en dimension 1 (voir les travaux de Schléfli [76] et de Weber
[87] et/ou [25, Section 4.2 et 4.3] ou alors la section 1.6.3).

On ne considere que les sous-groupes de congruence I' [T}, c’est-a-dire les
groupes qui vérifient I';(N) = {M [T} : M = Iy mod N} [Tdpour un certain
entier N. Si N est minimal avec cette propriété, on dit que N est le niveau de T.
Soient donc I' un sous-groupe de congruence et f1, 2, f3 trois fonctions modulaires
qui sont des générateurs pour le corps de fonctions de Hy/T'. Soit p un nombre
premier qui est premier avec le niveau de I' et Cp un ensemble de représentants

des classes de I'/(I" n T (p)).

Définition 4.2.10. Les p-polyndmes modulaires pour ces données sont, pour [
2,3,

1 v :yl 1 yO
Py p(X) = (X — fl,p) et Up(X) = fl?p (X — fl,p)-
y [C3 y[Cd yHCIMY}

On écrira parfois @1 (X, fy, T2, F3) et parfois @1 ,(X) et similairement pour
Urp(X). Tandis que la phase d’interpolation reste inchangée, la phase d’évalua-
tion, elle, est légerement différente. En effet, cette fois-ci, il nous faut trouver
une matrice des périodes Q@ [CHjy a partir d’un triplet (X1, X2,X3) [Q telle que
fi(Q2) = X;. Bien siir, cette étape dépend des trois générateurs, mais nous al-
lons tout de méme donner un algorithme général. D’un autre coté, les calculs de
D1 p(X, F1(Q), F2(2), F3(2)) et de Wrp(X, F1(Q2), F2(Q2), F3(©2)), pour un certain €2,
ne changent pas : on peut appliquer les mémes algorithmes et ces calculs ont donc
la méme complexité, excepté, éventuellement, celle qui provient de I’évaluation
des fonctions ;.

Tout comme dans le cadre de la dimension 1, on cherche des invariants qui
produisent les polyndémes les plus petits possibles. Ceux produits par les invariants
d’Igusa étant particulierement gros.

Les premiers invariants que nous avons essayés sont les invariants de Streng
(définition 3.3.2). Ceci est justifié par le fait que dans sa these, Streng les a utilisés
avec succes pour obtenir des polynomes de classes plus petits que ceux trouvés
avec les invariants d’Igusa. Ces invariants sont définis de telle sorte que I'exposant
de hig dans le dénominateur soit le plus petit possible.

Notons que les équations (3.4) et (3.5) nous disent que tous les résultats de
la section précédente avec les invariants d’Igusa sont également vrais avec les in-
variants de Streng et que donc on peut appliquer le méme algorithme. L’ unique
différence se situe dans l'obtention d’une matrice Q@ [H (modulo I'z) a par-
tir d'un triplet (i1(€2),i2(€2),i3(£2)), ou il nous faut ajouter une étape : a partir
d’un tel triplet, il nous faut utiliser les équations (3.5) pour en déduire le triplet
(J1(€2),J2(€2), J3(2)) et ensuite on peut appliquer I’algorithme 4.2.1. D’aprés 1’équa-
tion (3.4), le calcul de i{f2) a la méme complexité que le calcul de j{f2). Ainsi, la
complexité du calcul des polynémes modulaires avec les invariants de Streng est
exactement la méme que celle du calcul des polynoémes avec les invariants d’Igusa.



4.2. POLYNOMES MODULAIRES : DEFINITION ET CALCUL 121

Toutefois, on constate (voir section 4.3) que les polynomes avec les invariants de
Streng sont plus petits en termes de degrés et de taille des coefficients. Les cal-
culs sont donc faits a une précision plus petite et I’étape d’interpolation est plus
rapide. Le nombre d’appels a ’algorithme 4.2.1 est diminué.

Rappelons que les invariants d’Igusa et de Streng sont définis a partir de
sommes et produits de quotients de théta constantes. Ainsi, les fonctions rj et
bi, pour i = 1, 2, 3, définies dans la section 3.4.2 produisent potentiellement des
polynémes plus petits. C’est effectivement le cas. Dans la suite, nous allons nous
concentrer sur les bj qui donnent les meilleurs polynémes que nous avons obtenus.

Nous avons donc trois invariants by, b, b3 qui engendrent le corps des fonctions
modulaires invariantes par

1 [ 1
F2(2,4):D:'§|% EE&:%% =lymod2et Bp=Cog=0mod4 |,

qui est un sous-groupe normal de I's d’indice 11520 et de niveau 4. Notons que
nous utilisons les invariants bj plutdt que Cj car ces derniers sont au nombre de
10 tandis que les premiers au nombre de trois.

Proposition 4.2.11. Soit p > 2 un nombre premier. Les classes de I'2(2,4)/(T'o(p)n
I'2(2,4)) sont en bijection avec les classes de I'2/To(p).

Démonstration. Considérons I’application @ : I'2(2,4) — T'2/To(p) de noyau I'g(p)n
I'2(2,4). La surjectivité provient du théoréme des restes Chinois et du fait que
Spa(Z) - Sps(Z/4pZ) est surjectif. O

Pour p =2, on a que (I'g(p) nI'2(2,4)) = T'2(2,4) ce qui justifie que le nombre
premier p doit étre premier au niveau du sous-groupe considéré dans la définition
des polynémes modulaires.

Proposition 4.2.12. Pour un nombre premier p > 2, Cr, 4)nro(p) €St égal a
Cr,(2,4)(bip) pour tout i = 1,2, 3.

Démonstration. La preuve est similaire a celle de la proposition 4.2.5. On doit
utiliser 'isomorphisme entre I'2(2,4)/(I'2(2,4) n T'2(p)) et I'2/T'2(p) qui provient
du theoréme des restes Chinois et de la surjectivité de Sps(Z) — Sps(Z2/4pZ). O

Proposition 4.2.13. Les p-polynémes modulaires pour les invariants by, b, et bs
sont dans I’anneau Q(b1, by, b3)[X]. Plus généralement, ceci est le cas avec tous

les invariants qui sont définis a partir des théta constantes.

1

Démonstration. Cette propriété provient du fait que, pour tout Q = g; gg , les

fonctions by, by et b3 ont un développement en série de Laurent en g; = exp (211€2;)
avec des coefficients rationnels. On conclut avec une preuve similaire a celle de la
proposition 4.2.7. O

On veut pouvoir déduire 2 de (b1(2), b2(92),b3(Q2)) = (X1, X2, X3). La premiére
chose a faire est de déduire de (X1, X2, X3) les invariants d’Igusa de €. Ceci peut étre
fait facilement en utilisant les formules de duplication de la proposition 2.6.12 pour
obtenir les 10 ¢;(£2) et en utilisant la définition des invariants d’Igusa (définition
3.3.1). On utilise alors I'algorithme 4.2.1 pour déduire une matrice des périodes
QP[CH, a partir de ces invariants d’Igusa. Notons qu’on pourrait aussi déduire les
invariants de Rosenhain rj a partir des ¢j (ou des bj), desquels on déduit I’équation
d’une courbe hyperelliptique de genre 2 et de degré 6 que 'on peut utiliser dans
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'algorithme 4.2.1. Malheureusement, dans les deux cas, la matrice Q”que I'on
obtient est équivalente & € dans le sens ou elles ont les mémes invariants d’Igusa,
mais ceci ne signifie pas que bj(QY = X; parce que les fonctions bj sont invariantes
pour le groupe I'2(2,4) et non pas I',.

Pour pallier cette difficulté, il faut considérer les classes du quotient I'a2/I'2(2, 4).
Pour trouver la bonne matrice 2 modulo I'2(2, 4), on peut prendre tous les repré-
sentants y des classes du quotient et évaluer les trois bj(yQY a faible précision. Le
triplet le plus proche de (X1, X2, X3) nous donne la bonne matrice y et ensuite on
utilise 1’équation fonctionnelle des théta constantes pour obtenir bj(yQY = bj(€2) a
la précision courante N. Le probléme de cette méthode est que I'indice de I'y(2, 4)
dans I'; est 11520 ce qui est grand et par suite cette méthode est lente. Nous
proposons donc une autre méthode, plus complexe, certes, mais plus efficace.

Cette solution consiste a précalculer I'action sur les théta constantes (permu-
tations et constantes) de ’ensemble des représentants de I'2/T'2(2,4) en utilisant
I’équation fonctionnelle et en comparant les trois bj(Q) avec les trois bj(Q2Y pour
en déduire ’action et par suite le représentant y qui correspond a cette action, ce
qui nous permet d’avoir yQU= €. Ici, le temps passé sur chaque représentant est
négligeable.

Exemple 4.2.14. Nous donnons un exemple de ce que I’on appelle par action.
Soit la matrice ? Lo 1

_ 000 —

Y= 100 o

010 1

rooO
5

En utilisant I’équation fonctionnelle, on trouve que
03(y - ) = {7 det(...)85(€), que 03(y - Q) = 1Z] det(...)05,(%),

ou alors que
075(y - ©2) = —C§ det(...)075(Q2).

En oubliant les facteurs Z$ det(...) qui disparaissent lorsqu’on passe au quotient, on
peut écrire I’action de y sous la forme de deux tableaux : [6,2,12,8,3,9,4,0, 1, 15],
qui est une bijection de P, et [1,1,1,1,1,—1,1,1,1,—1].

Détaillons. On connait les trois bj(£2), donc aussi les dix ¢j(€2), plus Q74 la
précision N. Notre but est de trouver une matrice y [T} telle que yQU= Q. On
calcule les dix ¢;(QY. L’équation fonctionnelle des théta constantes nous dit que

02 (v = 7 det(...)1"¥Rp2e0H,

avec [y, k) D, 1,2, 3}, et comme les ¢ sont des quotients de théta constantes,
on peut oublier les facteurs Z$ et det(...). On dira ici que l'action de y envoie
I'indice K vers 'indice [dDans le cas ol 0 est envoyé vers 0, alors les ensembles
A des dix ¢;(Q) = ¢i(yQY et B des dix ¢;(QY sont égaux & permutation et & une
racine quatrieme de I'unité pres. Il est alors facile de comparer ces ensembles pour
en déduire 'action de la matrice y. Lorsque 0 n’est pas envoyé vers 0, les choses
se corsent. Dans ce cas, Cj(yQ pour i [CH s’écrit comme une racine de I'unité
fois un quotient de carrés de théta constantes évaluées en QY Cependant, notons
qu’il existe ¢ tel que ¢ est envoyé sur 0 et un d tel que 0 est envoyé sur

d. On a alors
Ce(yQY =11 VO~ ¢ (of~1
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et en comparant A et B a une racine quatriéme de 1'unité pres, il est possible de
trouver ¢q(2Y. On a alors

_ 82(Q) _ _
ok (] = 1100 Megﬁgg = 1O~ 0 (e ()

et il suffit de multiplier I’ensemble A par Cd(Qg_l et comparer ce nouvel ensemble
avec B pour déduire 'action de y.

Cette méthode peut aussi étre utilisée pour modifier I’étape 2 de I'algorithme
4.2.1. En effet, dans le cas ou ne peut pas choisir la base du groupe d’homologie
pour l'intégration numérique, on obtient une matrice 2 a faible précision, mais
on ne connait pas la matrice y telle que Y2 est la matrice des périodes provenant
des formules de Thomae. Comme expliqué plus haut, en comparant ¢;(§2) a faible
précision et Cj(y€2) a la précision courante N, on peut tout de méme déduire ¢;(€2)
a précision N.

C’est ce qu’on a fait en pratique car on a utilisé le code de Pascal Molin (voir
[65]) pour l'intégration numérique et on a d’ailleurs remarqué que ce code, une
fois données les six racines de la courbe hyperelliptique, renvoie une matrice des
périodes de la forme Y™™ ot QT [F, et yTsemble toujours avoir —1,0, 1 comme
coeflicients. Ainsi, nous n’avons jamais eu de probléme avec la réduction dans le
domaine fondamental de y™2™(nous rappelons ’hypothese 4.2.9).

4.2.3 Analyse de la complexité

Soient 1, fy, 3 trois fonctions modulaires pour un sous-groupe de congruence
I' de T2 qui géneérent le corps de fonctions de Ha/T'. Soient p un nombre premier
qui est premier au niveau de I' et Cp un ensemble de représentants de I'/(I" n
Io(p)). On a décrit précédemment une procédure pour trouver {2 & partir de
(FL(2), F2(2), F3(2)) & travers 'exemple des fonctions bj et on doit ensuite évaluer
les p-polynoémes modulaires pour un nombre premier p en 2, ce qui signifie que
I’on doit calculer pour [ 2,3 :

Q1 p(X, FL(Q), F2(Q), F3(Q)) et U (X, F1(2), F2(£2), F3(2))

(et chacun des coefficients de ces polynémes dans C[X] est I’évaluation en (2
d’une fonction rationnelle trivariée en fy, 2, f3 que l'on doit interpoler). Pour
ce faire, on doit d’abord calculer fV@(Q), pour tous y [0y et [3= 1,2,3. Soit
q=p3>+p>+p+1ledegré de ®15(X). L'évaluation de ®1,(X) en Q peut
étre obtenue en O(My(q) logq) en utilisant un arbre de sous-produits (voir [85,
Section 10.1]). Les deux autres polynémes quant & eux s’obtiennent avec la méme
complexité grace a une interpolation rapide (voir [85, Section 10.2]).

L’algorithme 4.2.2 résume ce que ’on a déja expliqué. La complexité de cet al-
gorithme dépend de la complexité de I’évaluation des fonctions fj en Q [H,. Dans
le cas des théta constantes et des fonctions dérivées d’elles, comme les invariants
d’Igusa et de Streng, les étapes 1 & 7 sont de complexité O(MYN)log(N)) ([19,
Théoréme 9.3)), 'étape 8 est en O(qQMYN)log(N)) (par [29, Théoréme 12] sous
la conjecture 3.6.2), ’étape 9 en O(My (q) log(q)) et la 10 en O(M (q) log(q)) de
telle sorte que la complexité totale de cet algorithme avec des fonctions dérivées
des théta constantes est

O(qMTN) log(N) + My (q) log(q)) CQIp®N).
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Algorithme 4.2.2 :  Evaluation des polynémes modulaires
Entrée : f1(Q), f2(Q), f3(Q), un sous-groupe I' de T'; tel que
Cr = C(fy, T2, f3), un nombre premier p qui est premier au niveau
de I', un ensemble Cp de représentants de I'/(I" n T'g(p)) et un
précalcul de action des représentants de I'o/T", une précision N.
Sortie : <I>1,p(X, fl(Q), fz(Q), f3(Q)) et \I/@(X, fl(Q), fz(Q), f3(Q)) a
précision N (avec quelques pertes) pour [ 2, 3.

1 Déduire les J-invariants ji(€2) ou si possible les invariants de Rosenhain
ri(Q2) a partir des fi(Q) ;
2 Utiliser ’algorithme de Mestre ou les invariants de Rosenhain pour obtenir
une courbe hyperelliptique Y 2 = £(X) & précision N ;
3 Déduire les dix Ci(€2) a précision N en utilisant une technique d’intégration
numérique a faible précision;
4 Inverser les fonctions pour trouver Q5avec les bons j-invariants & précision
N;
5 Comparer (permutations et constantes) les trois fj(£2) avec les trois f;(2Y;
6 Déduire un représentant y de I'o2/I" correspondant a cette action en
utilisant le précalcul,;
7 Calculer Q = yQY
8 Calculer les fi\’/ p(Q) a précision N pour tout y [Chy;
9 Calculer ®1 (X, f1(£2), F2(£2), F3(£2)) a précision N en utilisant un arbre de
sous-produits ;
10 En utilisant I'interpolation rapide, calculer W (X, f1(€2), F2(€2), F3(Q2));

En pratique, I’étape qui prend le plus de temps est la 8 (voir section 4.5).

Supposons que fy soit la variable qui apparait avec le plus grand degré parmi
tous les numérateurs et dénominateurs des coefficients des polynémes modulaires.
Notons dft (resp. d2) le degré total maximal des numérateurs (resp. dénomina-
teurs) des coefficients des trois polynémes modulaires et notons dg, (resp. d,, d¢,)
lexposant maximal de la variable f; (resp. f2, f3) apparaissant dans un coefficient
d’un des polynomes Soit n = df + d® < 6d¢,. Pour calculer les p-polyndmes mo-
dulaires, 'algorithme 4.2.2 est exécuté (N+1)(d¢, +1)(dg, + 1) fois et 'on a besoin
d’interpoler 3q fractions rationnelles. La complexité pour calculer ces polynémes
est alors

(n+1)(dg, + 1)(dg, + 1)O(p3N) + O(npds,de,N) [COIdg, ds,ds,p°N).

Remarquons que 'on suppose ici que 'on connait les degrés de toutes les frac-
tions rationnelles trivariées pour pouvoir utiliser l'interpolation de Cauchy avec
I’algorithme d’Euclide étendu. Nous verrons a la section 4.5 comment calculer ces
degrés.

Comme ’'on ne connailt pas de bornes explicites pour la taille des coefficients
des polynomes modulaires, on suppose qu’il suffit d’utiliser une précision flottante
en O(N), ou N est la taille du plus grand coefficient, pour faire tous les calculs
avec une précision qui, une fois la phase d’interpolation finie, permet de recon-
naitre correctement les coefficients comme des rationnels. On supposera également
I’hypothese 4.2.9.
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Théoréme 4.2.15 (Sous la conjecture 3.6.2 et les heuristiques du paragraphe pré-
cédent). Soient 1, 2, f3 trois fonctions modulaires dérivées des théta constantes
pour un sous-groupe de congruence I" de I'; qui engendrent le corps des fonctions
modulaires invariantes par Cr. Soit p un nombre premier qui est premier au niveau
de T'. Alors, sous les di [érentes hypothéses formulées, les polyndmes modulaires
pour ces données peuvent étre calculés avec une complexité en O(dg,df,dg,p°N),
ou df, = max(df,,ds,,ds,), Si les degrés en f; de tous les coe [Ciehts (numéra-
teurs et dénominateurs) des trois polynbmes modulaires sont connus. Ici, N est
la taille du plus grand coe [Cieht entier apparaissant dans ces polynémes.

Remarque 4.2.16. — La conjecture est utilisée pour la complexité mais elle
n’alecke pas la justesse de I’algorithme car il est facile de vérifier si la ma-
trice des périodes obtenue est la bonne ou pas a chaque étape d’évaluation.

— Pour que la complexité O(d¢,d¢,ds,p3N) soit quasi-linéaire en la taille de
la sortie, on doit supposer également que la taille moyenne des coe Lciehts
des polyndmes modulaires est en Q(N).

4.3 Reésultats

On présente dans cette section les différents polynémes modulaires que nous
avons calculés avec les invariants de Streng et avec les bj. Les données expérimen-
tales de cette section qui sont prouvées dans la section qui suit sont utilisées pour
optimiser I'implantation du calcul des polynémes modulaires (voir section 4.5).

4.3.1 Polynémes modulaires avec les invariants de Streng

Avec l'algorithme que nous avons présenté dans la section 4.2.1, Régis Dupont
[19] a calculé les polynémes modulaires avec les invariants d’Igusa pour p = 2.
Pour p = 3, il n’a pu calculer que les dénominateurs et les degrés des différents
coeflicients, a cause de degrés en les invariants trop élevés qui apparaissent dans
les coefficients. Quant & nous, nous avons pu calculer les polynémes modulaires
avec les invariants de Streng pour p =2 et p = 3.

Nous commencgons avec quelques notations pour pouvoir comparer les diffé-
rents résultats trouvés entre les invariants d’Igusa et ceux de Streng (voir défini-
tions 3.3.1 et 3.3.2). Pour p = 2, le nombre d’isogénies est p +p? +p+1 = 15.
Notons pour [F 2,3

P12(X) = X + wxi

i—o Bu.i(i1,i2,13)

a(X) = miil’iz'b)xi.

et = —
i=0 BEj(Il, I2, I3)

On considere le quotient Aji/Bji comme le i-ieme coefficient du j-iéme poly-
noéme modulaire. Les numérateur et dénominateur de chaque coefficient sont des
polynoémes dans Z[iy, iz, i3].

Rappelons que Dupont a trouvé que les dénominateurs des trois polyndémes
modulaires sont de la forme 1428j¢Da(j1,]j2,j3)®, pour un certain entier a qui
varie de 5 & 21 et ot Dy est de degrés 5, 7 et 5 en respectivement ji1, j2, et j3
(voir [19, Pages 225-226] pour ces résultats et pour la définition de D). Avec les
invariants de Streng, nous avons trouvé que les dénominateurs sont de la forme
ci§D5{iy, iz, i3) pour @17 et de la forme ci§(D5{iy, iz, i3))? pour les autres, ot C est
une constante dans Z, o varie de 0 a 3 et
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DY = (24576i3i3 + (96i3 —4608i3i7)if + (—6220800i3i, — 12288i3)i3 + (—23328i3 —
48i3i3 + 1088640i3i5 + 2304i3i, + 24883200i3)i2 + (93312i3i3 + 419904000i3i5 —
5909760i3i2-+(1536i3—8398080000i3) )iy +(1417176i13—5832i3i5+(6i3—94478400i3)i3+
287712i3i3 4 (—288i3 + 1154736000i3)ip 4 (—248832i3 + 755827200000i3)))

est irréductible. Il est clair que les puissances de D> et DZDsont reliées a la puissance
de hyg dans la définition des différents j-invariants. Notons par d;j e degré du
numérateur du Heme coefficient du i-iéme polynéme modulaire en ij (voir défini-
tion 4.2.10) et 0 Ja puissance de j3 qui apparait dans le dénominateur du [=kme
coefficient du i-iéme polynoéme. Les degrés trouvés sont écrits dans le tableau 4.1.

I} dy,1,md1,2, 01,3001, 021,022, 02,3, 00, d3,1,103 2,033 103,
0 |25 11 11 3 30 17 15 3 33 17 16 3
1 |23 11 11 3 28 17 15 3 31 17 16 3
2 123 11 11 3 28 17 15 3 31 17 16 3
3 |21 11 11 3 26 17 15 3 29 17 16 3
4 |21 11 11 3 26 17 15 3 29 17 16 3
5 | 20 11 10 3 25 17 14 3 28 17 15 3
6 | 20 11 10 3 25 17 14 3 28 17 15 3
7 | 18 10 9 2 23 17 14 3 26 17 15 3
8 |18 10 9 2 23 16 13 2 26 16 14 2
9 | 16 10 8 2 21 15 12 2 24 15 13 2
10 | 16 8 7 1 21 15 12 2 24 15 13 2
11 | 15 8 7 1 20 13 11 1 23 13 12 1
12 | 15 7 7 1 20 13 11 1 23 13 12 1
13 | 11 6 5 0 16 12 10 1 20 12 11 1
14 | 8 5 4 0 13 11 8 0 16 11 9 0

TABLEAU 4.1 — Degrés des numérateurs des polynémes modulaires avec les inva-
riants de Streng pour p = 2.

Les degrés des numérateurs des coeflicients des polynémes modulaires trouvés
par Dupont avec les invariants d’Igusa varient de 37 &4 60 en ji1, de 50 & 75 en j et
de 33 & 50 en j3 pour ®12(X) tandis qu’ils n’excedent pas 25 avec les invariants
de Streng. La taille des entiers dans le premier cas est majorée par 210 chiffres
décimaux et par 105 dans le dernier cas. De plus, les trois polynémes calculés par
Dupont (et accessibles dans sa page web) prennent 57 Mo d’espace mémoire et
les autres 2.1 Mo. Les invariants de Streng fournissent donc des polyndémes plus
petits en termes de degrés, précision et espace mémoire.

Nous avons aussi calculé les polynémes modulaires avec les invariants de Streng
pour p = 3. Le nombre d’isogénies est 40. Les dénominateurs ont les mémes
propriétés que celles décrites plus haut : ils sont de la forme ci§(D5{i1, iz, i3))? pour
®1 3 et de la forme ci§(Dj{i1, ip,i3))* pour les deux autres. La partie commune
D} est un polynéme irréductible de degrés 13, 10 et 8 en respectivement iy, iy
et i3. Dupont a trouvé que les dénominateurs avec les invariants d’Igusa sont de
la forme ¢j$D3(j1,j2,j3)*®, ot D3 est de degrés 14, 20 et 13 en jy, jo et j3. Nous
présentons des degrés de numérateurs dans le tableau 4.2.

Les degrés sont beaucoup plus petits que ceux avec les invariants d’Igusa qui
varient de 243 & 420. Nous ne connaissons pas les tailles des entiers des polynémes
avec les invariants d’Igusa, mais dans le cas des invariants de Streng, nous avons
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L} d1,1,d1,2,9d1,3,001, 7 d2,1,90d2,2,102,3, 102, d3,1,103,2, 1033, 103,
61 32 32 4 87 52 48 4 92 52 49 4
61 32 31 4 87 52 47 4 92 52 48 4
61 32 31 4 87 52 47 4 92 52 48 4

N = O

37141 22 21 1 67 43 37 1 72 43 39 1
3813 21 19 O 62 42 36 1 67 42 37
39131 20 17 O 57 41 33 0 62 41 35 O

[u—

TABLEAU 4.2 — Degrés de numérateurs des polynémes modulaires avec les inva-
riants de Streng pour p = 3.

trouvé qu’ils peuvent avoir jusqu’a 550 chiffres décimaux. Les trois polynoémes
occupent 890 Mo d’espace mémoire.

4.3.2 Polynémes modulaires avec les b;

Nous avons calculé les polynémes modulaires avec les bj pour p = 3,5 et 7
(voir équation (3.13) pour leurs définitions). Rappelons que pour p = 2, ces po-
lynémes n’existent pas parce que I'2(2,4) n I'g(2) = I'2(2,4). Cette fois, il n’y a
qu'un dénominateur commun Dy pour tous les coefficients des trois polynémes (il
n’y a pas de constantes ni de puissances d’un des bj). Par exemple, on a

D3 = 1024b§bSbi® — ((768b§ + 1536b3 — 256)b§ + 1536b8h3 — 25608)b8 +
(1024b§b3°% + (1024b3° + 256008 — 512b3)b§ — (512b§ — 64b3)b3)b8 — (1536b5bS +
(—416b3 +32)b4 + 32b3)bf — (512§ — 64b3)bS — 64bSb3)b2 + 25605b§ — 32b5b5 + 1.

Pour p = 5 (resp. p = 7), le dénominateur apparait avec puissance 70 (resp.
226) pour les trois bj. Ces dénominateurs pour p = 3,5,7 ont des propriétés in-
téressantes. Ils sont symétriques, les puissances des bj sont toujours paires et il
y a des relations modulo 2 et 4 entre les puissances de chaque monoéme. Nous
avons noté des propriétés similaires sur les numérateurs. En particulier, nous
avons remarqué que pour p = 3 et 5, Wy 5(X, by, by, b3) = W3,(X, by, bz, by) et
D1 p(X, b1, b2,b3) = ®15(X, by, b3, b2). En outre, les degrés totaux pour les déno-
minateurs sont 24, 120 et 336, c’est-a-dire p° — p. Nous étudierons ces propriétés
dans la section suivante.

Le tableau 4.3 montre quelques degrés pour p = 3. Ce tableau peut étre
comparé avec les résultats trouvés avec les invariants de Streng (voir tableau 4.2).
Les notations sont similaires & celles d’avant.

Le tableau 4.4 indique les degrés minimaux et maximaux de chacun des bj
dans les différents polynémes modulaires pour p =5 et 7.

Les coefficients entiers ont jusqu’a 10, 60 et 190 chiffres décimaux pour respec-
tivement p = 3, 5 et 7. Les trois polynémes occupent 270 Ko pour p = 3 (ce qui
est 3000 fois plus petit que ’espace total que prennent les polynémes modulaires
avec les invariants de Streng pour p = 3), et 305 Mo pour p = 5 tandis que
seulement les deux premiers prennent 29 Go pour p = 7 (nous n’avons pas calculé
le troisieme parce qu’en supposant la symétrie constatée dans les cas p = 3 et
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L di,1,00 dip, di3,o d2j1,00 d22,0 O3,
0 40 10 10 37 13 12
1 37 12 12 36 15 14
2 38 14 14 37 17 16
3 39 16 16 36 19 18
4 36 16 16 35 19 18
35 21 16 16 22 19 18
36 20 16 16 19 19 18
37 17 16 16 16 17 16
38 14 14 14 15 15 14
39 13 12 12 12 13 12

TABLEAU 4.3 — Degrés des numérateurs des polynémes modulaires avec les bj pour
p=3.

min-max de by b, b3
D15 75-156 70-92 70-92
Uy5 72-155 75-97 72-94
®17 233-400 | 226-272 | 226-272
Uy 230-397 | 233-279 | 230-276

TABLEAU 4.4 — Degrés des numérateurs des polyndmes modulaires avec les by pour
p=>5,7.

5, on peut déduire ce troisieme polynéome du deuxieme de telle sorte qu’essayer
de le calculer directement ne résulte qu’en une perte de temps). Comparé aux
polyndémes trouvés avec les invariants de Streng pour p = 3, ces invariants pro-
duisent des polyndémes plus petits en termes de degrés, de taille des entiers dans
les coefficients et d’espace mémoire.

4.4 Propriétés des polyndmes

4.4.1 Dénominateur et surface de Humbert

Nous allons étudier dans cette section la signification des dénominateurs qui
apparaissent dans les différents polynémes modulaires et leur relation aux surfaces
de Humbert, que nous étudierons plus profondément dans le chapitre suivant.

Soit A = 0,1 mod 4 et A > 0. On appelle surface de Humbert Ha de discri-
minant A la surfaee irrgdyctible des matrices des périodes qui sont équivalentes a

ol 82 modulo T'y qui vérifie kQ + [0 — Q3 = 0, oit k et [Hont
déterminés uniquement par A = 4k + Cdt 140, 1}. Nous renvoyons le lecteur &
[35] pour le calcul de ces surfaces.

Nous avons vu dans le lemme 4.2.8 que les dénominateurs des polynémes mo-
dulaires avec les invariants d’Igusa (ou de Streng) sont divisibles par un polynéme
Lp CQ[j1,j2,J3]- La proposition qui suit nous dit que Lp = Hy2, ce qui explique
I'importance de 1'étude des surfaces de Humbert (rappelons que Ly est le lieu de
toutes les surfaces abéliennes principalement polarisées qui sont p-isogenes a un
produit de courbes elliptiques).

un certain Q =
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Proposition 4.4.1. Soit m un entier positif. Alors la surface de Humbert H,,2
est un espace de modules pour les classes d’isomorphismes de surfaces abéliennes
principalement polarisées qui sont isogénes a un produit de courbes elliptiques via
une isogénie de degré m?.

Démonstration. Voir [70] ou [35, Proposition 2.14]. O

Pour tout discriminant A, il existe un polynéme irréductible La(j1, j2,j3) dont
I’ensemble des zéros est la surface de Humbert de discriminant A. Ainsi, par le
lemme 4.2.8, L2(j1,j2,]3) divise les dénominateurs des polynémes modulaires dé-
finis avec les invariants d’Igusa. La puissance avec laquelle L2 (j1, j2,]3) apparait
dans le dénominateur semble étre un facteur de la puissance de hyp dans la défi-
nition des j-invariants. Une raison heuristique & lapparition des facteurs j§ dans
le dénominateur d’un coefficient d’un polynéme modulaire est pour compenser
le cas ol h12(€2) = 0 (nous rappelons la définition 3.3.1). Avec les invariants de
Streng, il y a un facteur i§ pour compenser les cas ot hs(§2) = 0 (voir définition
3.3.2). Notons que j1 (resp. i3) est 'invariant parmi ji, j2, 3 (resp. i1, iz, i3) avec
la plus grande puissance dans hiz (resp. hg) dans sa définition.

L’avantage des surfaces de Humbert est qu’on connait des formules pour leur
degré. Soit - 1

— v )
ap2 = 24 01 1 +12p° =2, (4.3)

x[Z]
4(p?—x?)
o 01(N) = gnd est la fonction somme des diviseurs positifs d’un entier. On a
alors

Théoréme 4.4.2. Le degré d’une surface de Humbert de discriminant p? peut
étre obtenu par la formule

/

2 _ ap2 < o 1/2 sip=2

Vv(p?) deg(Hp2) +5 = 5 ou v(po) = L sinon.
Démonstration. Voir [40, Théoreme 8.10] ou [35, Théoreme 3.8]. O

En appliquant cette formule, on trouve deg(Hs) = 60 et deg(Hg) = 120.
Ici, le degré d’une surface est le degré de la forme homogene de L avec poids
(4,6,10,12) pour les fonctions (ha, hg, h1g, hi2) (voir [40, Pages 170-172]). On a
donc remplacé les j-invariants du dénominateur commun pour p = 2 et p = 3
par leurs définitions en terme des hj et multiplié par une puissance de hig pour
homogénéiser. Ce faisant, le degré que nous avons trouvé pour p = 2 est 100 (resp.
300) avec les invariants de Streng (resp. d’Igusa), mais il y a un facteur h3° (resp.
h?J) et on a 100 — 40 = 60 (resp. 300 — 240 = 60). Ce facteur peut étre expliqué
par le fait que tous les j-invariants s’annulent lorsque hg = 0 (resp. hiz = 0). Pour
p = 3, on a trouvé pour les invariants de Streng que le degré est 200 et qu’il existe
un facteur h3%. On a alors 200 — 80 = 120, ce qui correspond bien & la formule.

Regardons maintenant ce qu’il se passe pour les polynémes modulaires avec les
bi. Il existe 1a aussi une formule pour les degrés due aux travaux de Runge ([74],
voir aussi [35]) qui a considéré des recouvrements finis de H2/T'2 pour I’étude des
surfaces de Humbert a cause des grands degrés et coefficients qui apparaissent
dans les polynémes avec les invariants d’Igusa. Définissons I'5(2,4) comme étant
le sous-groupe normal le plus grand de I'2(2,4) qui ne contient pas la matrice
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diag(—1,1,—1,1). Il est d’indice 2 dans I'2(2,4). La projection T : Ho/T'5(2,4) -
H>/T'; est une application finie. On dit que chaque composante de T[_l(sz) dans
Hy/ F%Z, 4) est une composante de Humbert et il est possible de définir un ordre
VRpZ) pour chaque composante irréductible de Humbert Fp2 ;. Puisque F%Q, 4) est
normal, ces composantes ont le méme degré. De plus, par [74], chaque composante
irréductible du recouvrement de Hp2 est donné par 'ensemble des zéros d'un seul
polynome irréductible.

Proposition 4.4.3. Le degre d’'une composante de Humbert F ; dans Ho/T5(2, 4)
est donné par la formule

apz = 10(1 + deg(szyi)).
Démonstration. Voir [74, Page 293]. O

Corollaire 4.4.4. Soit p > 2 un nombre premier. Le degré de Fp2; est ps —p.

Démonstration. D’apres la formule du degré ci-dessus et la définition de a,2 dans
I’équation (4.3), il suffit de prouver que
L 1 L1
L Ip?—x?  5p®—6p>—5p+6
o T T 24 '

x>0

Le membre de gauche peut étre réécrit comme

L1 1
|:|p2 — %2 1 1
01 1 =3 o1(k)or(p — k).
x>0 k=1
(i 1 _
En effet, 5001 P 4)(2 = =001(5=-BX) ce qui donne, en posant k = B>,

H6o-D72 6, (k(p—K)). Or ici, peed(k, p—k) = 1 et donc 01 (k(p—K)) = 01 (K)o (p—
K), ce qui nous permet de déduire 1’égalité voulue. L’équation (1.21) et le théoreme
1.4.3 nous permettent d’écrire :

- 1
1 m D 1 m o1 1 m 1 m
moy(m)g™ = = ox(m)g"+=  oumig" =2  ai(m)g
m=1 m=1 m=1 m=1
En regardant au point m = p, on trouve :
L1 L1
5 4 1 1 1
P+l =c(P+D+(p+1)—4 5 akolp—k) ,
k=1

et un simple calcul nous permet de conclure. (De plus, en utilisant le fait que 01
est multiplicatif, on peut montrer que pour tout p > 2, le degré de Fyp2 ; est aussi
p3 — p, mais on n’aura pas besoin de ce résultat). O

Dans notre cas, on considére I'p(2,4) et non pas I';(2,4), mais nous avons
remarqué que le degré total trouvé pour p = 3,5 et 7 est toujours p> — p. La
raison a cela est que la formule du degré dépend du nombre de composantes de
Humbert et de ’ordre d’un certain sous-groupe isotrope et ces nombres sont égaux
pour les groupes I'5(2,4) et T'2(2) (voir [74, 35]). Ce doit donc étre aussi le cas
pour I'2(2,4) car T'5(2,4) < T'2(2,4) < I'(2). Ainsi, la formule du degré d’une
composante de discriminant p? pour le groupe I'2(2,4) est la méme que celle pour
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le groupe I'5(2,4), c’est-a-dire p2 — p. Notons que la définition du degré ici est
le degré total du polyndme parce que les 0j(1/2) sont des formes modulaires de
Siegel, a une racine de 'unité pres, de poids 1 pour le groupe I'2(2,4).

Considérons cette fois le lieu LE de toutes les surfaces abéliennes principa-
lement polarisées modulo I'p(2,4) qui sont p-isogénes a une surface abélienne
principalement polarisée €2 qui est elle-méme isogene a un produit de courbes
elliptiques par la 2-isogénie 2 - /2 et telle que 0p(2/2) = 0 (rappelons que
bi () := 6i(€2/2)/80(£2/2) et la proposition 3.2.3).

Proposition 4.4.5. Les dénominateurs des polyn6mes modulaires pour les fonc-
tions by, by, bz sont divisibles par un polynéme Lr',j dans Qlb1, by, bs] décrivant le
lieu précédent.

Démonstration. On adapte la preuve du lemme 4.2.8. Soit Q [H2/T'2(2,4) qui
est p-isogene a el que 8(Q272) = 0. Soit ¢ un coefficient du polynome @1 5(X).
Pour un certain y [1%H(2,4)/(I'2(2,4) n T'o(p)), b1,p(y<?) est infini. L’évaluation
de C en €2 est une expression symétrique en les b\{’p(Q). Génériquement, il n’existe
aucune relation algébrique entre ces valeurs et 1’évaluation de ¢ en €2 est donc
infinie. Or comme les bj(§2) sont finis, le numérateur de ¢ est fini. On conclut que
le dénominateur de ¢ doit s’annuler en 2, ce qui signifie que C est divisible par un
polynome décrivant le lieu. La preuve pour ®rp, [F 2,3, est similaire. ]

Nous avons remarqué que pour p = 3, 5 et 7, les coefficients des trois polyndémes
modulaires avec les b ont toujours LE comme dénominateur (contrairement aux
cas avec les différents j-invariants ou le dénominateur commun peut apparaitre
avec une puissance > 1 et ou il y a parfois des facteurs j; ou iz) Ceci justifie la
conjecture suivante, qui sera utilisée dans les sections suivantes.

Conjecture 4.4.6. Soit p > 2 un nombre premier. Le polynéme LEest le dénomi-
nateur de tous les coe Lciehts des trois p-polynémes modulaires (sauf le coe Lcieht
de degré p® +p? +p + 1 de ®1,,(X) qui vaut 1).

4.4.2 Symétries

Nous avons dit précédemment (section 4.3.2), que nous avons remarqué, pour
p=3,5, que
‘I’Z,p(x1 b11 b2! b3) = ‘113,[)()(1 b11 b3! b2)

et pour p = 3,5,7 que
P1p(X, b1, b2, b3) = ®15(X, by, bz, by).

Ces symétries ont la signification suivante. Pour toutes variétés Q [H2/T'2(2,4)
et pQ? ayant pour invariants (b1(€2), b2(£2), b3(2)) et (b1,p(2), b2 p(€2), bz p(£2)),
il existe une variété avec pour invariants (b1(€2),b3(€2),b2(2)) et telle que une de
ses variétés p-isogene a (b1(pS2), b3(p2), b2(p?)) comme invariants.

On prouve l'existence de ces symétries en regardant l'action de certaines
matrices. En effet, ®1, est le polynome minimal de byp, ce qui signifie qu'il
est 'unique polynéme irréductible unitaire tel que pour tout Q [CHlp, ®qp(X,
b1(2), b2(€2), b3(€2)) = 0 si et seulement si X = by p(y§2) pour un certain y [
I'2(2,4)/(T'2(2,4) n To(p)); en particulier, on a que ®1,5(01,p(€2), b1(€2), b2(2),
b3(€2)) = 0. Or cette derniere égalité est valable pour tout @ [CH, donc aussi
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pour Y avec y [T, d’ott @1 p(b1p(yR2), b1(y2), ba(y$2), ba(y)) = 0 pour tout
y [Ih. On cherche alors une matrice dont 'action fixe by et by p, et remplace
b, par bz et by p par bz p. Cette action sur ®1,(X) produit un polynéme unitaire
avec les mémes racines et degrés que ®1,(X). Par unicité, ils doivent donc étre
égaux.

Supposons maintenant qu’il y ait la symétrie pour ®;p. Alors par la défini-
tion 4.2.10, b = W@(bl,p)/®Ep(b1,p) pour & 2,3. L’action décrite plus haut
sur cette derniere égalité avec [ 2 nous dit alors que

bsp = W2,p(b1p, b1, bs, ba)/®T,(ba p, ba, b2, b3),
et donc
\I’Z,p(bl,pv bl! b3! b2) = b3,p®Ep(b1,p1 bl! b2’ b3) = \113,p(b1,p1 b11 b2! bg)

La recherche de la matrice qui a cette action se fait tout d’abord parmi les
représentants des classes du quotient I'2/T'2(2, 4) parce que I'2(2, 4) fixe les bj. Un
représentant y de 'unique classe telle que (bY,b¥,b%) = (by, b3, by) est

L1 L1
1-3-22

y:

ococo
|

Lor
[IFENN

oo

5

Deuxiémement, on cherche une matrice y-dans I'2(2,4) telle que yy~(ou y'y
car I'2(2,4) est un groupe normal) soit dans I'o(p). Pour p = 3,5 et 7, on peut
prendre pour yrespectivement

I:—5I24—1212I:I IQOG 4 2 1 ij\!) 12 —16 —6 1

—219-12 8 -7 2 0 et —10 =3 10 4
0 6 =5 2 ’ 0 10 =3 0 56 14 —55 —22
-24 0 3 10 -8 —6 —3 30 —40 —12 -7

Nous rappelons que nous notons Xp, pour une matrice X, le vecteur composé
des éléments diagonaux de X.

1 1
Lemme 4.4.7. Soit M = AcBL [I,/T(2,4) et M [T15(2,4) telle que
MMUY CTh(p), pour un nombre premier p > 2. Alors (MMY, est dans la méme
classe d’équivalence que M pour tout p = 1 mod 4. Pour p = 3 mod 4, c’est le cas

si on ajoute les propriétés (A"BYo = 0 mod 2 et (CHDYy = 0 mod 2.

; ; . 0. HeH o L -1
Démonstration. Soit MM*-= & 5 . Etudions sous quelles conditions (MM %M
[Th(2,4) ou, de maniére équivalente, (MMY,(MMY™L, est dans T'»(2,4). On a

A pB DIIrD Y — lz,lA‘D—thc —AB+pB A

C/p D - A — c/p'D-D'C —C/pB+D'A
] 1

ou _t?c _t;B est l'inverse de M. Comme p = 1 mod 2, ce produit est I'iden-

tité modulo 2. Maintenant pour p = 1 mod 4, on a —AB + pB'A = C/pD —
D'C = 0 mod 4 (souvenons nous que ce produit est dans I'z) de telle sorte que
(MMYp,(MMY~1 [T15(2,4). Pour p = 3mod 4, on a que —AB + pB'A =
2AB mod 4 et C/p'D — D'C = 2C'D mod 4. Donc pour étre dans I'»(2,4), on
veut que (AB)g = (C'D)p = 0 mod 2. Enfin, notons que M”= I4 mod 2 et on en
déduit le lemme. O
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Par ce lemme, on a que (yy% est dans la méme classe d’équivalence que y
pour tout premier p > 2, d’ou la permutation (b\{’\{ﬁl bﬁ,z,l b\a% = (b1,p, b3p, b2p).
De plus, la surjectivité de Sps(Z) — Sps(Z/4pZ) et le théoreme des restes Chinois
prouvent que la matrice yPexiste toujours. Ainsi, il y a des symétries pour tout
premier p > 2 (voir théoreme 4.4.9).

Par ce qui précede, on a également démontré que le dénominateur est toujours
symétrique en by et bz. Pour prouver que LE est également symétrique en by et
by (resp. by et bz), on utilise les matrices

I__O_I —1 —1 1
100 0 5995
Y410 = 0 0 0 —1 et Y8316 = _401 -5
0 0-10 0001

qui fixent bz (resp. by) et échangent by avec by (resp. avec b3).
L’action de Y410 (resp. Ys3is) sur LE nous fournit un polynoéme irréductible

avec les mémes racines que LE, qui est toujours dans LE par le lemme qui suit.

On en déduit que ce polynéme est LE et donc ce dernier est symétrique.

i O HAeH O
Lemme 4.4.8. Soit Q [L;, y = g5 [Ih/T2(2,4) et y-tel que y, est dans
la méme classe d’équivalence que y~ Supposons que I’action de y“sur les théta
constantes envoie I’ensemble {0, 4, 8, 12} vers lui-méme. Alors y2 est dans LpD.

Démonstration. Que Q [CH,/T2(2,4) soit dans LE signifie qu’il existe M [
T5(2,4)/ (T2(2,4)nTo(p)) qui vérifie 8 (pMQ/2) = 0. Soit MELTh(2, 4)/(T2(2,4)n
To(p)) tel que (MYy)M™Y [CIh(p). 11 existe alors y™ [CIh(p) avec Mly = yTM.

On a, en utilisant la formule de duplication, que

B0 (PM 'V2/2) = B0 (py "M Q/2) = Bo(y, (PMQ)/2) = 07 (vp(PMQ)).
i 0,4,8,12}

De plus, ygﬂ: (M @M_l)p est dans la méme classe d’équivalence que Yp, c’est-
a-dire que ypar hypothese (I'2(2,4) est un sous-groupe normal). L’action de yU

envoie {0, 4, 8,12} vers lui-méme, et donc

A ) :Iz
07 (vplpM ) = LZgdet(.. 62(pM Q)
i[{0,4,8,12} i[{0,4,8,12}

- zgggdet(...)eo(pm 0/2) = 0.

Nous avons prouvé le théoreme suivant

Théoréme 4.4.9. Soit p > 2 un nombre premier. Les p-polyndmes modulaires
pour by, b, et by satisfont

q)l,p(valva’bIS) - (I)l,p(x’blab?ubZ) et lI’Z,p(><lt):l.vt)21b3) - lIl3,p(><lb:|.1b3!b2)'

De plus, le polynéme Lr',j est symétrique.
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4.4.3 Relations modulo 2 et 4

On étudie maintenant les différentes relations modulo 2 et 4 qui apparaissent
entre les exposants des bj dans chaque coefficient des polynémes modulaires.
Considérons le numérateur du [=lkme coefficient du m-ieme polynéme modulaire
pour m = 1 ou 2 (nous avons vu que le troisieme polynéme peut étre déduit du
second). Leurs monomes sont de la forme Cijkbilbjzb‘é. Nous avons constaté que
pour p = 3,5 et 7, si Cjjk & 0, alors

i=[3 m+1mod?2
i +j = —plihod 4 (4.4)
J+k=p(m—1)mod4

et, avec des notation similaires, on a toujours que
i=J=k=0mod?2 et i+J=]+k=0mod4 (4.5)

pour les dénominateurs. Ces égalités sont déterminées par l'existence de ma-
trices y avec la propriété que bi(yQ) = 1%b;(Q) et bip(yQ) = 1Pibjp(Q), avec
aj et Bi dans {0,1,2,3}. On notera 'action d’une telle matrice par le vecteur
(ag, az, a3, B1, B2, B3).

Avec les mémes arguments que pour les symétries, on déduit qu'une telle ac-
tion produit un polynéme avec les mémes racines et degrés que ®1p(X) (resp.
Uy 5(X)), qui est donc ®q1p(X) (resp. Wap(X)) & une constante pres. Comme
P2 +p? +p+ 1= 0mod4 pour tout premier p > 2 et comme le coefficient do-
minant de @1 p(X) est XPPHP2HP+L on en déduit que cette action ne change pas
®1,5(X). Ce n'est pas le cas de W p(X), qui est de degré p* +p? +p en X.

La matrice |:_1| 0 0 —1

_ 0-10 O
Y134 = 2 1 —-10
1 0 0 -1

o

agit par (—1,1,1,—1,1,1) pour tout p d’apres 1’équation fonctionnelle de la pro-
position 2.6.4 et le lemme 4.4.7.

Le lemme 4.4.8 montre que cette matrice préserve la composante de Humbert
(et (Y134)p est dans la méme classe d’équivalence que Y134 par le lemme 4.4.7). On
obtient ainsi un polynoéme avec les mémes racines et degrés que LE: c’est un de
ses multiples. Comme ce dernier est irréductible, il contient au moins un monoéme
ou il n’y a pas by et donc cette matrice ne change pas ce mondme et la constante
est alors 1. Comme LE est symétrique, on en déduit qu’il a des exposants en by,
b, et bz qui sont pairs.

En supposant la conjecture 4.4.6, on a prouvé que l'action de yi34 sur les
numérateurs ne dépend pas de l'action sur les dénominateurs. Par suite, sur les
numérateurs de ®1p, I'action de Y134 montre que i 4+ [Cést toujours pair. Pour
Uy (X), on doit déterminer quelle constante apparait. Le coefficient dominant
de ce polynome est |y b\ZI'po3+p2+p. Considérons maintenant le polynéme
minimal ey (X — bg,p) de by et refuatguons qu’il est invariant par l'action
précédente, ce qui est donc le cas de y[Ca bg.p' On en déduit que la constante

. 3402 < g
est —1, a cause de XP"*P**P c’est-a-dire que

pYVis4 (bV134)p3+p2+p _ bY (b )p3+p2+p
2,p 1p - 2,p\Mlp '
y [C} y [C}
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On a donc démontré la premiere des trois égalités de (4.4).
Pour les deux autres, on doit considérer les matrices

o g o s
Yiar= 1 1 -10 et Ya= o ¢g-10 -
11 0 -1 0 1 0 —1
Leurs actions pour p = 1 mod 4 sont respectivement (1,1,1,1,1,1) et (1,1,1,1,1,1),
tandis que pour p = 3 mod 4 c’est (1,1,1,—1,—1,1) et (1,1,1,1,—1,—1) parce que
dans ce cas (Y141)p et (Y21)p sont équivalents a
dog 9 o g
Y1886 = -1 1 —1 0 et Yiss= 5 g -1 0
1 -10 -1 0 3 0 —1

Sur LpD7 I’action de Y141 ne change pas la composante de Humbert par le lemme 4.4.8,
de telle sorte que LE(Ibl, Ib2, b3) est un multiple de LpD.
Comme LE est irréductible, il existe un mondéme sans by, qui est alors de la

forme cbbb}, pour une constante ¢. On a déja montré que i = j = 0 mod 2 et donc
C(Ibz)ibfg, = icbi2b13. Si c’est +, alors action de yi141 fixe LE. Sinon 1 = 2 mod 4
et comme LpD est symétrique, on a alors que les monoémes Cbilbjz et Cbigbjz existent.
Regardons ce dernier : cbi(1by)) = +cbib). Si c’est —, alors j = 2 mod 4 et alors
c(1h1)'(1h2)} = cbib}. Dans tous les cas, ’action de yi41 fixe LE. On peut adapter
cette preuve a Y121 et en déduire (4.5).

On applique des arguments similaires sur ®;(X) et Wp(X) pour prouver
(4.4). On obtient alors

Théoreme 4.4.10. Soit p > 2 un nombre premier. Alors le polyndme LE satisfait
(4.5). De plus, en supposant la conjecture 4.4.6, les numérateurs des deux premiers
polynémes modulaires veérifient (4.4).

4.5 Implantation

4.5.1 Logiciels externes

Dans sa these, Régis Dupont a présenté deux algorithmes pour calculer les
fonctions théta. Le premier utilise la définition des théta constantes en terme de
sommes d’exponentielles et calcule 8;(2) pour i = 0,1,2,3, Q [Hy a précision
N avec une complexité de O(MYN)N). Le deuxiéme unit I'itération de Newton
avec les suites de Borchardt et est en O(MYN)log(N)) sous la conjecture 3.6.2.
Il calcule 82(2)/63(Q), i = 1,2,3. Ces algorithmes ont été étudiés et implantés
par Enge et Thomé dans [29, 30]. En utilisant la méthode des différences finies, ils
prouvent que la complexité pour calculer le carré de toutes les théta constantes
est en O(MYN)log(N)) sous la conjecture 3.6.2.

Nous avons utilisé la librairie cmh [30] écrite en C pour I’évaluation des carrés
des théta constantes et avons également récupéré dans cette librairie 'implanta-
tion de l’algorithme de Mestre et quelques autres fonctions écrites en GP. Nous
avons également utilisé le logiciel pari-gnump [26] pour pouvoir passer des dif-
férents types du systeme GNU (GMP, MPFR et MPC [34, 37, 27]) aux types
correspondants dans Pari/GP afin de pouvoir appeler les algorithmes de cmh
depuis GP.

Il y a deux raisons pour lesquelles les différents algorithmes de calcul des
théta constantes sont définis pour €2 seulement dans le domaine fondamental.
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La premiere est pour la convergence et la deuxieme parce qu’on peut employer
I’équation fonctionnelle de la proposition 2.6.4 pour déduire les théta constantes
en Q [CHy & partir des théta constantes en QY [CH,. Nous avons implanté un
algorithme qui calcule les dix fonctions ¢j pour une matrice quelconque de Haz
avec GP [2].

Pour pouvoir appliquer I’algorithme 4.2.2, on a besoin d’une méthode pour
réduire une matrice 2 [H» dans le domaine fondamental. Nous avons donc
implanté I'algorithme 3.1.2. Comme nous ’avons déja signalé, nous avons récupéré
le code de Pascal Molin [65] pour le calcul de 2 [Hy correspondant a une courbe
hyperelliptique de genre 2 donnée.

De plus, on a besoin de connaltre les représentants des classes des quotients
I'2(2,4)/(T'o(p) n I'2(2,4)) pour un nombre premier p. Ils sont bien siir calculés
dans une phase préparatoire. Une généralisation directe de ’algorithme 1.3.1 en
dimension 2 permet de calculer pour des sous-groupes I'™ [T1de T, les repré-
sentants des classes de T'/T7et un ensemble de générateurs de T7a partir des
générateurs de I' et une fonction qui dit si une matrice est dans I'”ou pas. On
peut I'appliquer deux fois : la premiere sur I' = T’y et 'Y= T'»(2,4), puis la
deuxieme sur T' = T'p(2,4) et I'V= T'g(p) n I'2(2,4). Une autre solution consiste
a utiliser la proposition 4.2.2 qui nous donne un ensemble de représentants des
classes de I'2/Tp(p) pour tout p = 2. On doit multiplier chaque représentant par
une matrice dans I'g(p) de telle sorte que la matrice résultante soit dans I'2(2,4),
ce qu’on peut toujours faire d’apres le théoréeme des restes Chinois.

4.5.2 Evaluation et interpolation

Jusqu’a présent, nous avons présenté les algorithmes sous un point de vue
théorique. En pratique, on procede comme suit. Puisque nous voulons utiliser
Iinterpolation rapide, il est nécessaire de connaitre les degrés des coefficients des
polyndémes modulaires en les trois variables f1, f2 et 3, ou on reprend les nota-
tions de la section 4.2.2. Par exemple, soit F (fq, f2, f3) un des coefficients que I'on
veut calculer. Pour obtenir le degré total de son numérateur et de son dénomina-
teur, il est suffisant de calculer les matrices 2 [H», avec 'algorithme 4.2.2, qui
vérifient (F1(Q2), F2(Q2), f3(Q)) = (Xi, Xiy, Xiz) pour un certain nombre de X; et
des valeurs y et z fixées, pour pouvoir ensuite évaluer F (Xj, Xjy, XjZ) et faire une
interpolation d’une fraction rationnelle trivariée. On en déduit les degrés totaux
plus des majorations des degrés en T, T2 et f3. Pour connaitre les degrés en Ty,
on peut calculer F(X;,Y, z) puis interpoler. On procéde de maniére similaire pour
les autres degrés. Par contre, tout ceci ne donnera pas forcément la bonne réponse
a chaque fois, en supposant que la précision est correcte et que 1’on a assez de X;j.
En effet, il peut il y a avoir des simplifications. Donc pour étre certain du résultat,
il est préférable d’évaluer et d’interpoler en plusieurs valeurs de y et z et idem
pour F (X +r,y +S,Z + t) pour plusieurs valeurs de r, S et t.

Une fois que 1’'on posseéde ces informations, on a deux choix dans la maniere
de procéder. La premiere consiste a faire suffisasamment d’évaluations pour calcu-
ler tous les coefficients en X des trois polynémes modulaires en interpolant des
fractions rationnelles. Ici, par évaluation, on entend I’évaluation des polynomes
modulaires en une matrice des périodes Q telle que (F1(Q2), F2(2), F3(2)) soit de
la forme (Xj, XiYj, XiZk). L’autre maniere consiste a se concentrer sur le coefficient
ayant le degré total le plus bas au numérateur afin de calculer le dénominateur
commun aux différents coefficients. Ensuite, on fait assez d’évaluations, cette fois
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de la forme (Xi, Yj, Zx), pour calculer les autres coefficients par interpolation de po-
lyndémes multivariés (et non pas de fractions rationnelles). On peut en effet parler
de polyndémes car on peut multiplier les coefficients par le dénominateur commun
(et, par exemple dans le cas des invariants de Streng, aussi par une puissance de
i3).

Dans le premier cas, le nombre d’évaluations dépendra du degré total maximal
des trois polynomes, tandis que, dans le second, le degré total n’intervient que
pour le coefficient avec les plus petits degrés. De plus, la précision nécessaire pour
interpoler une fraction rationnelle est plus grande que celle pour un polynéme (et
la complexité d’une évaluation des trois polynémes modulaires en une matrice {2
dépend de cette précision) et il est plus facile d’interpoler des polynémes plutot que
des fractions. Pour le second choix, les tables de degrés suggerent de se focaliser
sur le coefficient de degré p® +p? +p en X de Dy p.

On peut choisir de chercher des matrices Q telles que les fj(£2) soient entiers.
Une telle matrice 2 ainsi que les invariants de ses variétés isogénes ne sont par
contre pas a valeurs entieres mais chaque coefficient des polyndémes modulaires
évalués en cet () sont a valeurs rationnelles, car on a vu que les polynémes sont dans
Q(F1, 2, F3)[X]. Ainsi, il est possible, & chaque étape d’évaluation, de trouver ces
rationnels grace a des fractions continues, si la précision est assez élevée. L’étape
d’interpolation se fait alors avec des valeurs exactes. Cependant, en procédant
de cette maniere, la précision requise, en pratique, augmente et donc le temps
d’évaluation aussi. Il est préférable de prendre des valeurs flottantes et de retrouver
les rationnels une fois que les polynémes ont été calculés a la précision ambiante
pour trouver les coefficients exacts.

4.5.3 Temps de calcul

Notons que la phase d’évaluation peut étre divisée en deux étapes : a partir
de (f1(Q2), F2(Q2), F3(Q2)) trouver Q et ensuite évaluer les polyndémes modulaires en
Q. Cette derniere étape prend bien plus de temps que la premiere (& précision
suffisamment grande). Par exemple, pour p = 5 et 7 & une précision de 1000
chiffres décimaux il faut environ 0.5 seconde pour calculer Q & partir des bH{(2)
alors que le calcul des deux polyndmes modulaires ®1 (X, b1(£2), b2(€2), b3(2)) et
Wy (X, b1(£2),b2(£2),b3(2)) prend 12 et 30 secondes pour respectivement p = 5
et p =7 (cette différence est due au nombre d’isogénies : 156 pour la premiere et
400 pour I’autre ; notons que ce nombre est de 1464 pour p = 11).

Concentrons nous maintenant sur le calcul des polynémes modulaires avec les
invariants de Streng. Nous employons la deuxieme méthode qui n’est pas forcé-
ment la plus rapide parce qu’elle requiert deux phases d’évaluations (une pour
avoir le dénominateur et une autre pour les numérateurs), mais qui a l’avantage
de se concentrer sur le dénominateur qui est a 'origine de nombreuses difficul-
tés pour calculer les polynémes. De plus, dans notre implantation, nous faisons
I'interpolation d’une fraction rationnelle univariée par algebre linéaire.

En niveau 2, le degré total du numérateur de degré 14 de ®12(X) est 9 et celui
du dénominateur D5'est 7. Pour calculer le dénominateur, il suffit de faire (947 +
2)(5+1)(4+1) = 540 évaluations. Une fois que nous les avons faites, nous faisons
(334 1)(174 1)(16 + 1) = 10404 évaluations pour calculer les numérateurs (voir
le tableau 4.1). Tout ceci peut étre fait & une précision de 100 chiffres décimaux.
Une évaluation prend environ 1.33 secondes de telle sorte que le dénominateur
peut étre calculé en environ 12 minutes et tous les polynémes en 4 heures (sur un
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seul processeur).

En niveau 3, les degrés totaux sont 35 pour le numérateur du coefficient de
degré 39 de ®13 et également 35 pour le dénominateur. Le dénominateur peut
étre calculé avec (35 + 35+ 2)(20 + 1)(17 + 1) = 27216 évaluations en 17 heures
a précision 300 et puis tous les numérateurs avec (92 + 1)(52 + 1)(49 + 1) =
246450 évaluations (voir le tableau 4.2) en environ 30 jours a précision 1000.
L’interpolation prend environ 1 heure.

Pour calculer les polyndmes modulaires avec les bj, on peut utiliser les résultats
trouvés dans les sections 4.3.2 et 4.4. En particulier, on ne doit calculer que les
deux premiers polynémes modulaires.

Pour p = 3, les degrés totaux sont 25 et 24 pour le numérateur et dénominateur
du 39-ieme coefficient. Il faut environ (25 + 24 + 2)(12 + 1)(12 + 1)/32 = 270
évaluations pour obtenir le dénominateur et environ (40+1)(19+1)(18+1)/32 =
487 pour les numérateurs (voir tableau 4.3). Nous utilisons 100 chiffres décimaux
pour la précision et ensuite une évaluation prend approximativement 0.6 secondes
de telle sorte que les deux (et donc trois) polynémes modulaires peuvent étre
obtenus en moins de 10 minutes (la phase d’interpolation est négligeable).

Pour p = 5, les degrés totaux sont 121 et 120 pour le numérateur et dénomi-
nateur du 155-iéme coefficient. Le nombre théorique d’évaluations pour calculer le
dénominateur et tous les numérateurs est (121+1204-2)(72+1)(72+1)/32 < 40500
et (15641)(97+41)(94+41)/32 < 46000 (voir tableau 4.4). Les calculs peuvent étre
fait a une précision de 1000 chiffres décimaux ou chaque évaluation prend environ
12 secondes. Les polynémes peuvent étre calculés en moins de 12 jours (sur un
processeur). La phase d’interpolation peut étre faite en moins de 2 heures.

Pour p = 7, nous n’avons eu d’autre choix que de calculer d’abord le dé-
nominateur commun car les deux polyndmes prennent 29 Go d’espace mémoire
et les calculs intermédiaires beaucoup plus. De plus, nous avons constaté que
le coefficient dominant du dénominateur en by est respectivement 21°b3b§b1° et
27%h3%b%70 pour p = 3 et 5, de telle sorte que nous avons conjecturé qu'il serait
similaire pour p = 7. Apres quelques expériences, nous avons compris qu’il devait
étre égal a 2225p38p38h226. En connaissant ce mondme, nous n’avons pas eu be-
soin d’utiliser le degré total pour l'interpolation, comme expliqué dans la partie
de la section sur l'interpolation ou I'on explique le cas spécial o un monéme de
la fraction est connu. Ceci nous a permis de réduire significativement le nombre
d’évaluations, car ce nombre, au lieu de dépendre du degré total, ne dépend plus
que du degré de by. En effet, les degrés en b1 du 399-iéme coefficient sont 233 et
226, tandis que les degrés totaux sont 337 et 336. Le nombre d’évaluation pour
le calcul du dénominateur est d’environ (233 + 226 4 2)(226 + 1)(226 + 1)/32 <
727000 et pour les numérateurs des deux premiers polynémes modulaires d’environ
(40041)(279+1)(276 +1)/32 < 972000 (voir tableau 4.4). Pour le dénominateur,
on a réussi a le calculer en moins de 700 jours a précision 2000 tandis que pour
les numérateurs il nous a fallu environ 2000 jours a précision 3000. L’interpola-
tion nous a pris autour d’une semaine; c’est négligeable par rapport au temps
d’évaluation.

Finalement, notons que chaque évaluation est indépendante des autres ce qui
fait que le calcul des polynémes modulaires est parallélisable. L’interpolation d’un
coefficient est indépendant de I'interpolation des autres coefficients ; donc I'inter-
polation est également parallélisable.
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4.6 Exemples de courbes p-isogenes

L’objectif principal des polynémes modulaires est de trouver des courbes hy-
perelliptiques qui ont des Jacobiennes isogenes. En particulier, ces courbes peuvent
étre sur un corps fini car les p-polynémes modulaires que nous avons obtenus
peuvent étre réduits modulo un nombre premier (B p tout en conservant leur
interprétation, d’aprés un argument que ’on peut trouver dans [8, Section 6 page
511].

Nous donnons des exemples avec les différents polynémes que nous avons cal-
culés. Notons que 'algorithme que nous avons présenté est heuristique parce que
nous n’avons pas de bornes pour la perte de précision et la taille des coefficients
et nous n’avons pas de preuve que nos polyndémes sont corrects. On aurait pu
faire tous les calculs en utilisant une arithmétique d’intervalle mais nous pré-
férons vérifier heuristiquement la justesse des polyndémes en les testant sur des
matrices des périodes aléatoires qui n’ont pas servi dans ’algorithme d’évalua-
tion/interpolation. Pour un certain Q [Hp, il faut vérifier que

P1,p(F1p(2), F1(2), F2(2), F3(2)) = 0
et que pour [ 2,3,
Fip(Q) = Uip(Fap(Q), Fr(Q), F2(Q), F3(2))/ @y (FLp(2), F1(), F2(), F3(2)).

Avec un seul calcul a haute précision, on peut étre virtuellement certain que le
résultat est correct.

Les Jacobiennes des courbes suivantes sont des variétés 3-isogénes entre elles.
Nous avons trouvé ces courbes grace aux polyndmes avec les invariants de Streng
(pour p = 3 bien entendu). Les premiéres sont sur Fsg; :

Y2 = 272X5 4 4278X* + 4297X3 + 4063X2 4 1069X + 2998,
Y2 = 695X5 4+ 2322X* + 3115X3 + 4588X2 + 1453X + 655

et les autres sur Fo534267893 :

Y?2 = 1774507961X°® + 48872812X° + 2028583210X* + 1092030439X 3+
671225738X?2 + 2233670825X + 608155867,
1927466494X° + 2286039407X° 4 1720123333 X% + 87910848 X3+
2422852850X 2 + 183139891 X + 825611194.

Y2

Nous donnons également deux exemples de courbes dont les Jacobiennes sont
b-isogeénes et qui ont été trouvées grace aux polynomes avec les bj. Sur Fip1 :

Y2 = 27X 4 71X* +91X3 4+ 59X2 + 5X + 14,
Y2 = 29X5 4 26X% 4 38X3 +20X? + 7X + 51

et sur F4294967311 :

Y2 = 2420332800X° + 3653091983X* + 2536585478 X2 + 2805510580X 2+
159741347X + 2690010753,
Y2 = 4076826784X5 + 2616936853X4 + 3748957676 X2 + 1209100179X %+

3172892980X + 1266950302.

Enfin, nous donnons deux paires de courbes avec des Jacobiennes 7-isogenes, cal-
culées en utilisant les polynémes modulaires avec les bj. Sur Figogg :
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Y2 = 4826X5 4+ 471X* 4 2876X3 + 5411X2 + 7948X + 1308,
Y2 = 7218X5 4+ 7699X* + 7011X3 + 7103X2 + 1845X + 4087

et sur F3452678353 :

Y2 = 393356368X° + 1698662093X* + 471351782X3 + 448279016 X %+
1342046779X + 3241061457,
Y2 = 2171506943X5 + 2231412358X* + 2005208933X 3 + 580698082X 2+

306153493 X 4 474327543.

Le lecteur motivé peut vérifier que les courbes que nous donnons ont bel et
bien les propriétés que nous leurs donnons : il suffit pour cela de calculer leurs
fonctions zéta et voir si elles sont identiques ou pas (voir [82]).



Chapitre 5

Polynomes modulaires
d’Hilbert

Dans ce dernier chapitre, nous allons introduire une définition de polyndémes
modulaires pour des surfaces abéliennes principalement polaris¢gs qui ont multipli-
cation réelle par un corps de nombres quadratique réel K = Q( D). Au lieu d’étre
sur H»/T',, nous allons nous placer sur la surface de Hilbert H%/ SL2(Ok mﬂl),
qui s’envoie sur une surface de Humbert de ’espace précédent. L’équivalent des j-
invariants ici sont les invariants de Gundlach, qui n’ont été définis que pour D = 5.
Nous allons en définir pour D = 2 et montrerons comment réutiliser les techniques
du chapitre précédent pour calculer nos nouveaux polynémes modulaires. Enfin,
nous allons définir des théta constantes sur ’espace de Hilbert et donnerons un
algorithme de calcul de ces polynémes modulairgs avec des invariants définis a
partir de ces théta constantes pour tout K = Q( D).

Les références principales pour ce chapitre sont [56, 54, 72, 71, 36, 42, 43, 44,

74, 35).

5.1 Espaces modulaires d’Hilbert et de Siegel

5.1.1 Espace modulaire de Hilbert

Soit D un entier sans facteur carré et K = Q( D) un corps quadratique réel.
Son discriminant Ak est D si D = 1 mod 4 et 4D si D = 2, 3 mod 4. Cpnsidérons
Ok l’'anneau de§/entiers de K. On a que Ox = Z+ wZ, ou 0 = 1+2 DgiD=
1 mod4 et w= D sinon. Notons par @ le conjugué de a dans Ok.

Rappelons que lensemble H; = {z [CQ : [(Z} > 0} est le demi-plan de
Poincaré. Le groupe SLp(Ok) agit par la gauche sur H? par

I I — 1 I
b azi+b az+b

20 ()=
c d L) T i+ d ez, +d

L’espace quotient H2/ SLy(Ok) est la surface modulaire de Hilbert, qui paramé-
trise les surfaces abéliennes principalement polarisées ayant multiplication réelle
par 'ordre maximal Ok (voir section 2.5.2).

Pour A [Kl et z = (21,2,) [H%, on note

Az = (Az1,A22), N(z) =z1z, et tr(z) = 21 + 2.

141
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On définit 0 comme étant ’involution
0:(21,20) [H? B (22,71) [H.

Définition 5.1.1. Soit I' un sous-groupe de SLy(Ok ). Une fonction holomorphe
f sur H? est appelée une forme modulaire deqHilkert de poids k pour le sous-
groupe I' si elle satisfait pour chaque y = g‘g [CMetz = (z1,22) [CH? la
condition f(yz) = N(cz + d)f(z). Si de plus elle vérifie f(a(z)) = f(z) pour
tout z [CH?, alors on dit de cette forme modulaire qu’elle est symétrique. Une
fonction modulaire de Hilbert est le quotient de deux formes modulaires de Hilbert
de méme poids pour le méme groupe. On ajoute qu’elle est symétrique si les deux

formes le sont.

Théoréme 5.1.2. La surface modulaire de Hilbert H2/ SL,(Ok ) est rationnelle
seulement pour D = 2,3,5,6,7,13,15,17, 21, 33.

Démonstration. Voir [41, Théoréme 2] O

On ne connait les deux générateurs de la surface modulaire symétrique de
Hilbert H$/(SLy(Ok) [SLy(Ok)0) que pour D = 2 et 5. On se concentrera sur

ces deux cas a pré?ent. Soify [ 0 une unité dont sa norme vérifie M= —1. On

peut prendre 1 + 2 et 1+2 S pour respectivement D = 2 et D = 5. Posons

L1 L1
g1 =exp(2m(@ — )/ Ak) et 02 = exp (21M(z2 — 1)/ Ak).

Proposition 5.1.3. Soit g une forme modulaire de Hilbert pour SL>(Ok ) de poids
k. Alors elle a un développement de Fourier de la forme :

L1 ab
9(z) = ag(0) + ag(t)a1ay.
t=a+bMO)
Démonstration. Voir [56, Proposition 3.2 (1)]. O

Notons Az(SL2(Ok))k le Z-module des formes modulaires symétriques de
Hilbert de poids Ipiilk ayant des coefficients de Fourier rationnels et posons
Az(SL2(Ok)) = Az(SL2(Ok))k. Définissons la série d’Eisenstein de poids pair
k = 2 par 1

Gi(z) =1+ bic(t)afa3.
t=a-+b[MOf,
ol

1 K—1
bk (t) = K |Ok/pOK |

tOk [HOK
et K = L (K)1(2m)2K((k — 1)) 2A 2K,
V_
Lemme 5.1.4. — SiK=0Q( 2),alorsk, =2*-3, kg =2%-3.5-1171 et

Ke = 2% 3%,7-197%;
— SiK=Q( 5),alorsk, =2%-3.5,kK4=2%3.5Kkg=2%32.5.7.671
et Kjp =2%-3-52.11-4127517%.
Démonstration. Voir [71, Lemme 1.1]. O

Les séries d’Eisenstein sont des formes modulaires symétriques pour SLy(Ok )
avec des coefficients dans Q. De plus, on a
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.\/
Théoréme 5.1.5. Dans le cas K = Q( 2), on pose

—5.72 11-59 192
Hy =275372.11(G3—G4) et Hg = G3 GyGg— ————
4 (G2=Ca) 6 2798325 . 13 224 97335 . 13

G.
283313 6

Alors Gy, Hy et Hg sont dans Az(SL2(Ok ))k pour respectivement k = 2,4, 6. De
plus, elles forment un ensemble minimal de générateurs de Az(SL2(Ok)) sur Z.

Démonstration. Voir [71, Théoréme 1]. O

V_
Théoréme 5.1.6. Dans le cas K = Q( 2), le corps des fonctions modulaires
symétriques de Hilbert pour SL,(Ok ) sont des fonctions rationnelles en
_ GaHs

G3
Ji=2 et Jp= 28
'" H, 27 Th2

On appelle J; et J, les invariants de Gundlach pour K.

Démonstration. Une preuve de ce théoréme sera donnée a la page 149. ]

Théoreme 5.1.7. Dans le cas K = Q( 5), on pose

67

= ey (G2~ o)

He

Hig = 271037557°771(412751G1g — 5 - 67 - 2293G5Gg + 223 - 7 - 4231G3)
et Hip = 272(H2 — GaHy).

Les quatre formes modulaires G2, Hg, Hip et Hiz sont dans Az(SL2(Ok))k pour
k =2,6,10 et 12 respectivement. De plus, elles forment un ensemble minimal de
générateurs de Az(SLy(Ok)) sur Z.

Démonstration. Voir [36] ou [71, Théoreme 2]. O

.\/
Théoreme 5.1.8. Dans le cas K = Q( 5), le corps des fonctions modulaires
symétriques de Hilbert pour SL,(Ok ) sont des fonctions rationnelles en
~ HeG3

G3
=—= et Jo= .
Hio ? Hio

J1

On appelle J; et J, les invariants de Gundlach pour K.

5
Démonstration. Voir [36]. Notons qu'il est usuel de prendre les invariants % et

%3. Nous avons choisi de remplacer ce dernier par le produit de ces deux afin
2
d’avoir le méme dénominateur pour les deux invariants de Gundlach. ]

5.1.2 De Hilbert a Siegel
Soient z = (21,2,) [H3, x [K ety
[ R -
zL Z01202 ' XI:I:I:EJ(I -

1,
ab "[SLy(K). Notons

Ly b
% et yD: g%:l

Fixons e1, €7 une Z-base de Ok et définissons les matrices

R_Qezm 1 1

- R O
= moy et S= JRrat
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et les applications

Qeyer - H% B H> Qe e, - SLZ(K) - Sp4(Q)

et

z B- RzR y 8. sSyfS—L
Soit
[CITT11 1 1
a b
SLy(Ok ) = . g SLa(K):ad [Qk,b Calt et ¢ Cak

v_ V.
Comme K = Q( D), on a que 0k = AkOk et OP_(l = %OK. Le groupe
SL2(Ok [C@J') est engendré par les matrices

1 v 1 [ v [ . v [
11/ Ak 1w/ Ak et _\/L -1/ Ak
0 1 ! 0 1 Ak 0

Proposition 5.1.9. L’application @, ¢, satisfait :
— @g%, (T2) = SL2(Ok A7) ;
— Qeyer (Y Z) = Pey e, (Y) - Pey,e,(z) pour tous y [SLp(Ok ml) etz [HE;
— Si fy, T, est une autre Z-base de Ok, alors il existe un certain y [T} tel
que pour tout z [HZ, Qe,e,(2) =Y - 0f,.5,(2) ;
— Il existe un certain y [T} tel que @e,,e,(0(2)) =V * Pey.e,(2)-

Démonstration. La preuve est calculatoire. Nous renvoyons a [56, Proposition
3.1]. O

L’application @e, e, fournit donc une application holomorphe de H3/ SL,(Ok [
6,21) vers Hy/T', qui est indépendante du choix de la base de Ok . Elle envoie aussi
z et 0(z) vers le méme point de Ha/T5.

La base que nous choisissons gstje; = 1 et €2 =3 Netp nogetjons @ au lieu

21+22 210+2200 Q1 Q
de @1,0. On a alors que @(z) = 0, 2n 2,002 = o, [Ha et cette

application vérifie

DO +9,— Q3 =0 siD=1mod4;

DO —Q3 =0 siD=23mod 4. (5-1)
De plus, posons
11 1
1000
39 ?  siD=1mod 4
0 0 0-1
M= —g — (5.2)
1000
099  siD=23mod4.
000-1
La matrice M satisfait
0(0(z) =M -0(2), )
Considérons maintenant y = \/Ai&i?c%) (b+bd?)d/%AK [SL,(Ok 3. Alors
O a aY pY  b+pH

—1,00 Oy O g ¢ D430
)a- a+a“b+b“b+(==)b . _

} Z 2 = .

I (Di‘l)c‘lc ¢ d (2rlyd Elsl D =1 mod 4;

c cH dH d+d

o(y) = (5.4)

a EIaE'bE' b .

ng‘g‘ 3 ng si D = 2,3 mod 4.

¢ cHdY d
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Lorsque 'unité fondamentale a norme —1, il existe un isomorphisme qui per-

met de se placer sur $L2(Ok ) au lieu de SL>(Ok [aJ'). Soient [ 0 une telle
unité et o = diag(1, %‘ ), alors

@: H} — rg o @ : SLp(Ok) —- SLp(Ok b
z B Yoz y =2 aya!

sont des bijections. Notons que ceci ne fonctionne que lorsque [Ch norme —1
afin que % soit totalement positif et @o(z) I:EH% Soit @1 := @1t Q=
@1 ° @o. La base {1, THest la base que nous avons utilisée pour définir les formes
modulaires symétriques de Hilbert de la section précédente. L’application @yérifie
des propriétés similaires a celles de la proposition 5.1.9. Reconcentrons nous sur

les cas D = 2 et D = 5. Notons

L1 [ . L1 1
mq sm
Symy(2)FL T = %;‘ 2 imim [Z

le dual de Symy(Z) (les matrices symétriques de taille 2 dans Z) et Symp(Z)
le sous-ensemble de Symy(Z) “des matrices définies positives.

Proposition 5.1.10. Soit

— ;
F(2) =ar(0) + ar(T)q
T [Symy(2)

une forme modulaire de Siegel pour I', de poids k. Alors son tiré en arriére g = @
est une forme modulaire symétrique de Hilbert avec le développement de Fourier
suivant :

1 ab
9(z) = f(octz)) = a4(0) + ag(t)a7az,
t=a+bTIO}k
avec ag(0) = ar(0) et —
ag(t) = ar(T).
T [S¥my(2) =4
Qr (1,0t

Ici, Q1 (X1,%2) = (X1,X2)T (%) est la forme quadratique définie positive associée
aT. Enfin, g7 = exp (2mtr(TQ)).

Démonstration. Voir [56, Proposition 3.2]. O

Nous nous intéressons aux tirés en arriere des invariants d’Igusa. Ils sont déja
connus lorsque D = 5.

\/
Théoreme 5.1.11. Pour K=Q( 5),0n a

ods = G

(p@a = —%Gg+%G6 = Gg—2533H6;
—4930 = Hio;
12(|)|§12 = 3Hg - 2G2H10.

Démonstration. Voir [72, Théoréme 1]. O
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Corollaire 5.1.12. On a

oG = 831(333/31 —2)5;
O = 331(335/31—2)%
o3 = 27331(333/31 — 2)%(435/31 + 2°323,/3; — 3).

Démonstration. C’est une conséquence du théoréme précédent et de la définition
3.9 des invariants d’Igusa en séries. Voir aussi [56, Proposition 4.5]. O

En utilisant la proposition 5.1.10 et en comparant les différentes séries de
Fourier (comme il est fait dans [72] dans le cas D = 5), nous avons trouvé :

v
Théoreme 5.1.13. Pour K=Q( 2),o0na

ol = G2+ 144Hy;

o = G3 —648H4G, — 1728Hs;
00 = —3IHiHs;

o1 = $HGoHaHe + H3 + HE.

Corollaire 5.1.14. On a

(p% = SJ%/Jz(l +12/J35 + 1232/J1)5;

0) J2/35/2(31 + 144) (1 + 12735 + 1232/ 31)3;

O = (1412735 +123,/31)%

(33735 + 1633 + 1633735 + 23043/35 + 40833/ + 2880J1).

5.2 Surfaces de Humbert

1 1
Soit O = g; gg [CH, et a,b,c,d,e [CA. On appelle une équation de la

forme :
aQy 4+ bQy +cQ3 +d(03 — U Q3) +e =0 (5.5)

une relation singuliére. Si de plus pged (a,b,¢,d,e) = 1, on dit de cette relation
qu’elle est primitive. Enfin, on définit le discriminant d’une relation singuliére
comme étant A = b? — 4ac — 4de.

Proposition 5.2.1. Soit  [CH, satisfaisant une relation singuliére de discri-
minant A. Alors pour tout y [T}, y - Q satisfait aussi une relation singuliére de
discriminant A. Cette derniére relation est primitive lorsque la premiére I’est.

Démonstration. II suffit de montrer cette proposition sur les générateurs de I'2.
Soient M1, M3, M3 et J comme dans I’équation (3.1) et soient {2 = 8; g§ H,
et des entiers a,p:§, d, e [Ztels qu'on ait la relation (5.5). Commengons par Mj.
OnaM; Q= legl g; et alors

a1 +1) + b + (c+d)Q3 +d(QF — (U + 1)) +e—a=0

est une relation singuliére de discriminant b? — 4a(c + d) — 4d(e — a) =A. Le cap—
avec M3 est trés proche de celui avec M1. Pour My, on a My - ) = Qgil Qézl

et il nous faut prendre la relation

aQ; + (b—2d)( +1) +cQ +d((Q +1)> —U)+e—b+d=0
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1
qui est aussi de discriminant A. Enfin, on a J-Q = m _952 _Q?Z . On a
2
alors la relation singuliere
Q3 - 1 1
c —b a e d=0
B0 B0 S -0 -0
qui est bien de discriminant A. ]
1 1
Théoréme 5.2.2 (Lemme d’Humbert). Soit @ = ! 32 satisfaisant la relation

primitive singuliére :
ay + b +cQz3 +d(Q5 — 1 Q3) +e=0

de discr@iﬂnanﬁ = b? — 4ac — 4de. Alors il existe une matrice y [T} telle que
Qb g . . L,
y-Q= ngQZD vérifie une unique relation normalisée de la forme :
2 3

kQP+ @5 —-Q5'=0 (5.6)
ou k et [3ont déterminés uniquement par A = 4k + &t [T {0, 1}.
Démonstration. Voir [42, 43, 44]. O

Remarque 5.2.3. En écrivant I’équation (5.6) avec A = AQ(‘/B), on retrouve
I’équation (5.1).

Soit 0 [THy satisfaisant une relation singuliere de discriminant A. Un algo-
rithme constructif pour calculer y comme dans le lemme d’Humbert peut étre
trouvé dans [5, 74]. L’algorithme 5.2.1, que nous avons pris de [5], permet de
calculer cette matrice y dans un cadre général. Il fournit alors une preuve du
lemme d’Humbert dans le cas ou les entiers o, ..., 03 qui apparaissent dans cet
algorithme sont non nuls.

Proposition 5.2.4. Pour tout A =0 ou 1 mod 4, A > 0, I’ensemble Hp := {2 [
H»/T, : Q satisfait une relation primitive singuliére de discriminant A} est une
surface dite surface de Humbert de discriminant A.

Démonstration. Voir [35, Proposition 2.11]. O

Proposition 5.2.5. Soit Aq la surface abélienne principalement polarisée asso-
ciée a Q [H,. Soit aussi A 2 A deux discriminants qui ne sont pas des carrés.
Alors : _ _ _ I
— Aq est simple si et seulement si Q 1,0 Hmz;
— Si Q [CHAp, alors End(Ag) CQlcontient Q( A);
— Si Q [Ha nHAg alors soit Ag est simple et End(Ag) [Qlest une algébre
de quaternions totalement indéfinie sur Q, ou Ag est isogéne a E x E, ou
E est une courbe elliptique.

Démonstration. Voir [35, Proposition 2.15]. O

Notons désormais T’ = SL2(Ok Iﬂl) La proposition 5.1.9 et les équations
(5.1), (5.2), (5.3) disent que I'image par @ de H2/T et de H%/(I' [T®) sont dans la
surface de Humbert de discriminant Ak. C’est également vrai pour @e, e, parce
que les images de z par @ et par @, e, sont équivalentes modulo 'action de I';
(ce qui signifie que ces applications envoient z vers le méme point de la surface de
Humbert). Similairement, @envoie z vers cette méme surface de Humbert, méme
si les images de z par @gt par @ ne sont pas équivalentes modulo I'>. On a plus
précisément :
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Algorithme 5.2.1 :  Calcul du représentant normalisé sur une surface de
Humbert — —

Entrée : Q= &2 [H, satisfaisant la relation primitive singuliére
Qo Q3
(5.5) de discriminant A = b? — 4ac — 4de.
Sortie : Une matrice y E%Felle que Y -  satisfait 1’équation (5.6).

a0 d
Notons Rg = 7 2 _od A
—e0 a b
1 Choisirliiﬁ entiers o I%i tels que ae — B¢ = pged(e, €) =: go. Alors
o100
Mo= -1 0o o % est dans I'y et Ry = tI\/Io_lRo Mo est de la forme
1 [071%00e/d ] [ [ R
AL O
Ci ta, »avec A = —?:1 gi et Cp = _%1 o
2 Puisque pged(as, €1,€1)]91 := pged(a, €1), le théoreme de la progression
. " . . ’e : : — € ar
arithmétique de Dirichlet dit qu’il existe un entier n tel qlEIp = ng:
—Nn
est un nombre premier avec [C1]| < p. Maintenant, M1 = 290 [T)et
| 1 0 I
— AL O N
R, := ti\/ll R, M; = c; ta, Ol C, = _082 602 avec €2 = €1 + aih = g1p.

En particulier, pged(c1, €2)|g1 puisque |c1] < g1 et ainsi, pged(cy,e2)|as ;

3 Choisirdeg entiers y et d felsfiue yez — dc1 = pged(ez, €1) =: g2. Alors
yai/g 0 1 O

My = |:_Pl J 8 g LA et Ry = tl\/lz_le ™M, est de la forme
1 P @/e0pf

Az 0 _ 0 az .
0 ta, avec Az = _, bg ;
4 Choisir 9%? entiers [dt n tels qug ?5@ + ncs = pged(as, €3) =: g3. Alors
0 clgs 0 —ass
Ms= /e 0 neafes o [LLbet Ry=M;'R3Ms est de la
I:AI 00 - 0 [N 1
forme ¢ty avec Ag = _%4 et

5 Puisque pged(bs, c4) = 1, on peut choisir des entiers [ et v tels que
as +bg) + pcs = pged((ag + 1 bsg,Ca) = 1. Alors
M((a4 p1pa +ba) + pics = pged((as + 1)gayba, o) i Mo

000
_ 0 ca 0 —(as+1l)ca—bg O_ =-1100
Msa = | ((as+1)ca+ha) 0 vea 0 et Mg= 911 sont dans
0 W0 v 00fH O
A

I'; et Rs. = {MyMS) IR {M4M ) + c4ly est de la forme 0 0 " avec
Ac = Iif-)l astg.ZI
5= —1bs >
6 Soit T :|—_1—b§/2 si I%{Fst pair et T = (bs — 1)/2 sinon. Alors

00 IiAI 0 1
M5 189595 [TbetRg= tI\/I5_1R5 ™Ms — Tl4 est de la forme 0 A
op1 EI|:|
avec Ag = _01 oo avec b= 0 si bs est pair et b”= 1 si bs est impair;
7 = 4MH\@I2M1M0; si A=1mod4, M =NM avec

618 0
N= o010 ;

00 0-1
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Proposition 5.2.6. Le diagramme suivant commute :

v

H2/T @ H2 IH,

e
& ~ ~
H2/(T' [Tb) —>—/Ho/T>

ou Y est soit @e, e,, SOIt Q7T est de degré 2 et p est une application genériquement
de degré 1 vers la surface de Humbert Ha, .

Démonstration. Voir [84, Page 328] ou [40, Proposition 8.4]. O

L’espace quotient analytique H2/(I' [Tb) est appelé surface modulaire symé-
trique de Hilbert. L’involution ¢ identifie les surfaces abéliennes dont la multipli-
cation réelle different par conjugaison.

Lemme 5.2.7. Soient X une sous-variété de Y, toutes les deux irréductibles.
Alors I’application associée (qui n’est pas définie partout) sur les corps de fonctions
K(Y) - k(X) est surjective.

Démonstration. Puisque X est une sous-variété de Y , ¢’est une variété fermée dans
un ouvert U de Y . L’inclusion naturelle i : X - U nous fournit un épimorphisme
de faisceaux i™! Oy - Ox. En regardant les germes des points génériques, on peut
en déduire que P'application K(Y ) — k(X) (définie pour des fonctions f CKIY )
qui sont définies sur les points génériques de X) est surjective. O

Preuve du théoreme 5.1.6. La proposition 5.2.6 dit que I'application de ’espace
modulaire symétrique de Hilbert vers ’espace de Siegel est birationnelle a son
image (la surface de Humbert). Par le lemme 5.2.7, toute fonction modulaire
symétrique de Hilbert (vue par birationnalité comme une fonction rationnelle sur
la surface de Humbert) peut étre relevée en une fonction modulaire de Siegel.
Nous savons déja qu’une fonction modulaire de Siegel est une fonction rationnelle
avec des coeflicients complexes en les invariants d’Igusa et par le corollaire 5.1.14,
les tirés en arriere des invariants d’Igusa peuvent étre exprimés en terme des
invariants de Gundlach. Toute fonction modulaire symétrique de Hilbert peut
étre ainsi exprimée en terme des invariants de Gundlach. 0

Comme on n’a pas d’invariants de Gundlach pour chaque D, on peut prendre
jk = 5%, pour k = 1,2, 3, comme invariants sur la surface modulaire symétrique
de Hilbert. Ces fonctions sont algébriquement dépendantes. De méme, on consi-
dére les fonctions b, = @bl et fx = @ rk pour k = 1,2,3 (ces fonctions by et ry
sont définies a la section 3.4.2) . Soit

. H 8 PV (-
L(n)= va_ A< [SLy(Ok [o):a=d=1modn, b=c=0modn
Définissons alors pour respectivement D = 1 mod 4 et D = 2,3 mod 4
r a b/\/T . ]
I'e,4) = v— K 2):b=c=0mod 4 ,
s T oty Ve T o = 67
24 = ~v_2 _ WA 9) . pb= cC= 0 mod 4

Ak (c+ctd) d

Théoréme 5.2.8. Les fonctions Ty et Bk pour k =1, 2, 3 sont respgctivemgnt des
générateurs pour le corps des fonctions modulaires invariantes par I'(2) et I'(2,4),
si D =1 mod 4, et par I'(2) [172)0 et I'(2,4) [I12,4)0, si D = 2,3 mod 4.



150 CHAPITRE 5. POLYNOMES MODULAIRES D’HILBERT

Démonstration. D’aprés Péquation (5.4), on a que ¢~ +(I'2(2,4)) = ['(2,4). Ainsi,
les fonctions by sont modulaires pour f‘(2, 4). De plus, si D = 2,3 mod 4, alors ces
fonctions sont aussi modulaires pour T'(2,4)0, car la matrice M de I’équation (5.2)
appartient & I'2(2,4). Similairement, @ 1(T'2(2)) = T'(2) et les Fx sont modulaires
pour T'(2) et aussi par I'(2)o lorsque D = 2,3 mod 4. On conlut en appliquant
le lemme 5.2.7 et le fait que b; (resp. ri) sont des générateurs pour le corps des
fonctions modulaires de Siegel invariantes par I'2(2,4) (resp. I'2(2)). O

Proposition 5.2.9. Les sous-groupes I'(2) et '(2,4) de T sont d’indices
1

E3% et 576, si D =1modS§;

% et 960, si D =5modS§;
et 192, si D =2,3mod4.

Démonstration. On ne fait la preuve que pour I'(2,4) car 'autre cas fonctionne
pareil. Notons que f‘/f’(4) [S1»(Ok/40k). On a alors que Ok /40K est iso-
morphe a

— Z/4Z x Z/4Z, lorsque 2 est décomposé (D = 1 mod 8);

— Z/4Z[X]/(X? + X 4 1), lorsque 2 est inerte (D = 5 mod 8);

— Z/4Z[X]/(X?), lorsque 2 est ramifi¢ (D = 2,3 mod 4).
Le cardinal de SLp(Ok /40 ) est alors 482, 3840 ou 3072. De plus, I'indice du sous-
groupe I'(4) de T'(2,4) est 4 lorsque D = 1 mod 4 et 16 lorsque D = 2,3 mod 4.
Comme ces deux ensembles sont des sous-groupes normaux de T, le troisiéme
théoréme d’isomorphisme des groupes nous donne le résultat désiré. O

Considérons maintenant I" un sous-groupe de I's d’indice fini. La projection
T : Ho/T' - Ho/T's est une application finie. Soit A le discriminant d’un certain
corps de nombres quadratique. Une composante irréductible de m™1(Ha) dans
H>/T est appelée une composante de la surface de Humbert. Nous nous intéressons
aux cas ou I' =T1'2(2) et I' = 1'2(2,4).
Proposition 5.2.10. Le nombre de composantes de la surface de Humbert pour
respectivement I'x(2) et I'»(2,4) est

1

L1
E# si D=1modS8, E si D=1modS,
% si D =5 mod 8§, et % si D =5mod 8§,
siD=2,3mod4 si D = 2,3 mod 4.
Démonstration. Voir [74]. Un argument heuristique pour I'2(2,4) est que si 'on
note P (b1, bz, b3) la composante de Humbert qui est 'image de @ et Q = @(z) [
Ha, alors pour tout y [Th/T'2(2,4), on a que P (bi(yQ2)) = 0 seulement pour les

matrices Y qui proviennent de image de @(I'/T'(2,4)) et de @(I'/T'(2,4)0) dans
I'2/T'2(2,4). Le nombre de composantes correspond au nombre

V(D) - |T2/T'2(2,4)|/|T/T(2,4)],

ou V(D) est 1 si D = 2,3 mod 4 et % si D = 1 mod 4. Cet argument fonctionne
aussi pour I'2(2). O

Nous donnons les équations des composantes des surfaces de Humbert qui
correspondent & 'image de @ pour I'2(2,4) et D =2, 3,5

by — 3(b3 +b%) =0,

.%jb‘l‘ —.ﬂé‘t—éf.% — 2b7b3 + dbyby + 2=0, (5.8)
(BT + i jeilbibg)?) 4+ bibabs(1+ B — bibobg) =0
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et similairement pour I'2(2) et D = 2 seulement :

((16r3 — 16r3)r3 4 (—16r3 + 16r3)r2)rf 4 ((—16r3 + 16r3)r3 + (—16r3+

16r3)r3 + (16r3 — 16r3)r2)r3 + (—r3 + (16r3 — 16r3 + 2)r3 + (—14r3+

14r3 — 1)r3 4 (—16r3 + 1415 4 2r3)rp + (—r3 + 2r3 — r3))r2 + (2rar3+ (5.9)
(=163 + 14rZ — 2r3)r3 + (14r3 — 12r3)r3 + (2r4 — 2rd)ro)ry + (—r3ri+

2r3r3 — rir3) = 0.

Pour D = 3, les équations sont trop grosses pour étre reproduites ici. Le calcul des
ces équations est le sujet de [35], ol les équations associées & de nombreux discri-
minants peuvent étre trouvées. Nous avons retrouvés les équations pour les petits
discriminants D = 2,3,5 en évaluant les différents invariants en de nombreuses
matrices des périodes et en procédant & une phase d’algebre linéaire.

5.3 Polyndémes Modulaires et multiplication réelle

5.3.1 Polyndémes classiques

Notons dans cette section ' = SLp(Ok) et considéronstﬁ casou D = 2 ou
5. Le groupe I' est engen p les trois matrices S = 7 0 , T = (3§1) et
R = ( . Notons qﬂT 1 T = —S de telle sorte que nous allons parf01s
Conmderer la matrice ;i au lieu de S.

Soit [hn nombre premier qui se décompose en facteur totalement positifs :
EES BB Soit z [H3/T. Les variétés B-isogeénes sont y z tandis que les B-isogénes

sont 2y-z, pour y [I1On veut définir des polynomes qui paramétrisent des classes
d’isomorphismes de surfaces abéliennes ayant multiplication réelle par Ok munis

d’une B-isogénie. Nous commengons avec quelques notations. Rappelons que Ji et
J2 sont les inygriants de grundlach (voir théoremes 5.1.6 et 5.1.8), que ’on connait

pour K=0Q( 2)et Q( 5).
Définissons pour i = 1,2 et y CT1[Tb

‘Ji»B: H% - C ot JKB H% - C
z B~ Ji(32) z B~ Ji(gy-2)
- I I
Soit TO(B) = { @8 LT1: Blb}

Lemme 5.3.1. Le sous-groupe T°(B) de I' est d’indice [ 1. L’ensemble des
matrices ] ]

Cp= S, ThiC{,...,[+1}
est un ensemble de représentants des classes de I'/T°(B).

Démonstration. Les [3- 1 matrices de Cpg sont clairement dans des classes diffé-
rentes du quotient I'/T°(B). Remarquons que T =ST71s™! [IPB) et R =
SR™1S™1 [IP(B) de telle sorte que I est engendré par S, 'T et R. Pour tout
i (0,...,[F 1}, 'TT! et RT' sont dans la classe de T tandis que TS et RS
sont dans la classe de S. De plus, ST! est dans la classe de S et SS = Iy, ce qui
montre qu’il ne peut pas y avoir une classe de plus que les [ 1 classes que 'on
connait déja. O
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1 1
Pour une matrice y [TP(B), nous notons yp = C% b{jﬁ [T1 On a que

ou la seconde égalité provient du fait que %y "Z=Yp- (%Z) et la troisieme de la
modularité de Jj. Ainsi les fonctions Jjg pour i = 1,2 sont modulaires pour le
groupe fO(B).iCependant, ces fonctions ne sont en général pas symétriques car
Jlp(0(2) = J\i’ﬁ(z).

Rappelons que nous notons par [Tunité fondamentale de Ok . Soit I"_E'II:C];’+
une unité totalgmenfpositive de Ok. S’il existe N L4 tel que [B= 27, alors la
matrice Yy = %'] Sn  est dans [ ety-z=[3A. Ainsi, dans ce cas, Ji([F) = Ji(2),
et, en particulier, une B-isogénie est aussi une [P-isogénie.

Remarque 5.3.2. — Nous ne considérons que des unités totalement posi-
tives [Bipour garantir le fait que (A [H?;

— Lorsque D = 2 ou 5, I'unité fondamentale [ norme —1 tandis que [
O§+ a norme 1, de telle sorte que ce dernier peut toujours étre écrit
comme une puissance paire de [JAinsi, le choix de la décomposition de []
n’importe pas.

Proposition 5.3.3. Soit D = 2 ou 5 et [lin nombre premier. Ecrivons [ BB
avec B [QOy. Si Cést ramifié, alors les polyndmes

— 12X, 31, 32)
X, J1,d2) = (X—Jfp) et UX, I, J)=  Jb, ;"ix Jl 2)
y [Cg vy [Cd

sont dans Q(J1, J2)[X]. Si [3e décompose, alors les polyndmes

1 v v
o X, J1,d2) = (X — ‘Jl,B)(x - Jlﬁ) et

y[C3
L 104X, 31,3,) LT 13X,J1,3)
X, J1,J2) = JX,BW T J;,EW
y [Ch LB y [Cp 1B

sont dans Q(J1,J2)[X]. Ces polyndmes dépendent seulement de [

Démonstration. Nous ne donnons la preuve que pour ®¢ar elle est similaire pour
W et seulement dans le cas décomposé car les mémes arguments s’appliquent dans
le cas ramifié. La preuve se fait en deux étapes.

1. Définissons les fonctions ¢j : HZ - C, pour i =0,...,2([3-1) — 1, par

[ — Aty
(X = p)(X = 3] 5) = X2 ciX'.

y [ i=0

Les fonctions ¢j sont modulaires pour I’ parce qu’elles sont symétriques en
les J}"B et en les JZE’ qui sont modulaires pour I'0(B) et TO(B) respecti-
vement, et parce qu’e I'ensemble Cg est un ensemble de représentants des
classes de T/T%(B) et de T/TO(B).

De plus, les fonctions ¢j sont symétriques dans le sens ou Ci(z) = ¢i(0(z))
pour z [CHZ (en d’autres termes, ¢j est modulaire pour I' [Ib). Ceci
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provient de la symétrie de J; et puis du fait que, pour y [Ch, ‘]\1/.[3(0 (z)) =
JZE(Z). On en déduit que les fonctions Cj sont des fonctions modulaires
syfnétriques de Hilbert et par les théoremes 5.1.6 et 5.1.8, elles peuvent
étre écrite comme des fonctions rationnelles en J1 et Jo avec des coefficients
complexes.

2. Comme J1 et J» ont des coeflicients de Fourier rationnels par les théoremes
5.1.5 et 5.1.7, les mémes arguments de la preuve de la proposition 4.2.7
montrent que ¢j [CQ(J1,Jd2).

O

Définition 5.3.4. Soit [3= BB un nombre premier qui se décompose ou se ra-
mifie en éléments totalement positifs dans Ok . Les polyndmes ®{X, J1,J2) et
U (X, J1, J2) de la proposition 5.3.3 sont appelés les B-polynémes modulaires pour
K. lls ne dépendent que de []

Remargue 5.3.5. Ces polyndmes dépendent seulement de [¢ar on se focalise
sur Q( D) pour D =2 et 5, ou I'unité fondamentale a norme —1.

Par construction, pour chaque z [CHI, les polynémes modulaires satisfont
dfX, J1(2),J2(2)) = 0 lorsque X est I'évaluation de J; en un point zPqui est B-
isogéne, ou B-isogéne dans le cas décomposé, & z. Alors Jo(z5 = U 11(2Y, J1(2),
J2(2))/9H31(2Y, 31(2), 32(2)), ot ®Eest la dérivée de ®par rapport & la variable
X. Ainsi, pour J1(z) et J2(z) donnés, les B-polyndémes modulaires permettent de
calculer tous les invariants de Gundlach des variétés isogénes a z.

Soit '™ un sous-groupe de I'. Notons par Cgole corps des fonctions méro-
morphes de HZ? invariantes sous l'action de T™(c’est le corps de fonctions de
H2/TY.

Lemme 5.3.6. L’extension de corps CFO(B)/C["—'ETE est algébrique et son degré est
[T : TO(B)] = 2([F1).

Démonstration. Soit G = (I' [Ib)/T([det L = C(py Comme G est un groupe

fini d’automorphismes de K, alors par un théoréme d’Artin, ’extension L/L® est
Galoisienne de degré |G|. De plus, on peut facilement prouver que L® = Cr ig-
Soit H = I'%(B)/I'([(un sous-groupe d’indice fini de G. On a que LH = Crop)
donc par le théoreme fondamental de la théorie de Galois, I’extension CF([X‘( CFO(B)
est Galoisienne de groupe de Galois H. A partir de ces deux extensions, on en dé-
duit le lemme. Notons que le sous-groupe f‘o([.’))~ n’est pas normal donc ’extension

C# 4/ Cro(py 1'est pas Galoisienne. L’indice [I": I9(B)] est donnée par le lemme
5.3.1. ]

Lemme 5.3.7. Soit N un entier. Alors I’application SL2(Ok) — SL2(Ox/NOk)
est surjective.

Démonstration. C’est une application de la théorie d’approximation forte. ]

Théoréme 5.3.8. Le corps des fonctions modulaires de Hilbert invariantes par

[O(B) est Crogy = C(Jip, J1,J2) pour i = 1,2. Ainsi, ®{X,J1,Jz) est le poly-

nome minimal de J; g sur Cg 5 = C(J1,J2).
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Démonstration. Nous avons vu dans la preuve du lemme 5.3.6 que I'extension
Cr(nfCrifg est Galoisienne de groupe de Galois (I' [11)/T'(OJ Soient Ky =

Crig(Jip) = C(J1p,J1,J2) et Ky = c:r (B)’r(m = Cfogg)- Alors Ky Ky et
on veut prouver ’égalité. Par la théorie de Galms, les sous-corps entre Ki et Ks
correspondent aux sous-groupes de I' [Tt contenant I'°(B). Si on montre que le
groupe T9(B) est maximal dans I, alors on en déduit que K; = Cirigr K1 =Cf
ou K; = Kj. Or seulement la derniere possibilité peut étre vraie.

Soit m : I SLy(Ok/[Qk). Si ke décompose, alors SLp(Ox/[Qk) [
SL2(Z/12)? et m(T°(R)) = {(E), =< (HB}. Par [49, Théoréme 4.1], I'ensemble
des matrices triangulaires de SLy(Z/[2) est maximal et T(I'°(B)) est alors maxi-
mal dans SLy(Z/[2)?. Comme T est surjectif, on en déduit que f‘O(B) est maximal
dans T'. Si [dst ramifié, alors SLZ(OK/[OK) S, ((Z/12)[X]/(X?)) et T[(fO(B))
est I’ensemble des matrices de la fqrme X)) pour chaque x EZV[ZlEimt
groupe qui contient strictement T[(FO(B)). Alors il existe une matrlce

avec B(OI):IE 0. Si A est inversible (c’est-a-dire A(0) 8 0) alors _A¢ 9 Aal R =

5 A_llB [(Qet (A_llB:)I(O) =N de telle sorte que A71B = Xg+ X1 X avec Xg & 0.

Finalement on a que (1)X0+1Xlx 0 _Xllx qxo a partir de quoi on déduit

%?]e 1% [C3. Comme cette derniére matrice ainsi que les matrices 4§ et

sont toutes dans G et sont des générateurs de SLy(Ok ), on déduit que G
est H(F), que T(I'%(B)) est maximal et ainsi par surjectivité que TO(B) est aussi
maximal. Si A n’est pas inversible mais que D ’est, la preuve proceéde de maniere

ilaire. Sinon; i A etrB ne sont pas inversibles, alors B et C le sont. De plus,
ﬁ 9)= &1BB et (A+B)(0) B0, ce qui termine la preuve. O

B
CcCD 11

Soit L e lieu des surfaces abéliennes principalement polarisées ayant multi-
plication réelle par Ok qui sont B-isogenes, ou [B-isogénes dans le cas décomposé,
a un produit de courbes elliptiques.

Théoréme 5.3.9. Dans le cas ou D = 5, les dénominateurs des polyndmes mo-
dulaires et U—sont divisibles par un polynéme Ldans Q[J1, J2] décrivant L

Démonstration. On adapte la preuve du lemme 4.2.8 et on ne la fait que dans le cas
décomposé. Soit z I:EI% qui est B- ou B-isogéne & un produit de courbes elliptiques
et soit Cj un coefficient de ®La forme parabolique X10 (définie dans I’équation
(3.7)) s’annule aux produits de courbes elliptiques et par le théoréme 5.1.11, on a
que Hip = —4¢ gm de telle sorte que Hig s’annule aussi aux produits de courbes
elliptiques. Ainsi J1 et Jo ont des pdles en ces valeurs et il existe une certaine
matrice y CIVIO(B) telle que J1 5(2) ou JVB( ) soit infini. L’évaluation de cj en

Z est une expression symétrique en les JY (2) et en les Jy (z). Génériquement,
il n’existe pas de relations algébriques entre ces valeurs et 1 évaluation de Cj en z
est par suite également infinie. Puisque J1(z) et J2(z) sont finis, le numérateur
de Cj est fini. Le dénominateur de Cj doit s’annuler en z ce qui signifie que Cj est
divisible par LLa preuve pour Vst similaire. ]

Si D = 2, les invariants de Gundlach J; et J, ont des pdles lorsque Hg(z) = 0.
Puisque par le théoreme 5.1.13, on a que <p§10 = _71H4H6, I’ensemble des poles
est un sous-ensemble de produits de courbes elliptiques. On doit donc considérer le
sous-ensemble LEde L es surfaces z telles que H4(%y -2) =0, ou H4(%y Z) =
dans le cas décomposé, pour un certain 'y [Ch.



5.3. POLYNOMES MODULAIRES ET MULTIPLICATION REELLE 155

Théoréme 5.3.10. Dans le cas ou D = 2, les dénominateurs des polynémes
modulaires ® gt W sont divisibles par un polynéme LEZdans Q[J1, Jz] décrivant
Lt

5.3.2 Polynémes modulaires avec les fonctions théta

Dans cette section, nous allons introduire des polynémes modulaires pour tout
entier D sans facteur carré en utilisant les théta constantes. Les invariants que nous
utiliserons sont les tirés en arriére des générateurs pour le groupe I'y(2,4) définis
dans la section 3.13 : bj = @B} pour i =1,2,3, qui sont des fonctions modulaires
pour le groupe I'(2,4) qui est défini dans I’équation (5.7). Rappelons que nous
avons le théoréme 5.2.8. Nous notons dans cette section I' = SL,(Ok I:d;[l) et
nous ne considérons que des nombres premiers [3= BB différents de 2.

Pouri=1,2,3, 3 I:O; et y CL1CLH, on pose :

b; B! HZ — C BYB : HZ — C
’ oo et ! Co1
z HB- bi(z2) z B- bi(zy-2).

Lemme 5.3.11. Le sous-groupe I'(2,4) n T9(B) de I'(2,4) est d’indice [ 1.

Démonstration. Soit y CI/T°(B). 1l suffit de prouver qu’il existe un élément
yOCTP(B) tel que yly [T12,4).

Regardons y"tel que y¥ = 0 mod 4, c’est-a-dire tel que y7’=y~! mod 4, et tel
que yH= (F), mod [IPar le théoréme des restes Chinois, ces conditions modulo
4 et Cdonnent une matrice y™Pqui doit satisfaire des conditions modulo 48t par
le lemme 5.3.7, ypeut étre relevé en une matrice dans r. ]

Pour une matrice y [I12,4) n I'°(B), on aimerait pouvoir écrire

3 ) I_—l_l L1 } L1 l_—l_l [1TT11 . I;l L1 .
bYs(2) = bi Ey 'z =bi yp- Ez = b; Ez = big(z)

pour pouvoir conclure que les fonctions Bi,g pour i = 1, 2, 3 sont modulaires pour le
groupe I'(2,4) nT9(B). Cependant, la troisiéme égalité n’est vraie que si la matrice
yp est dans r (2,4). Un simple calcul montre que c’est toujours le cas lorsque
D = 1 mod4. Lorsque D = 2,3 mod 4, ceci n’arrive que si B est de la forme
a+ bw avec b pair. Si D = 2 mod 4, c’est équivalent & demander que [ 1 mod 4
et sinon si D = 3 mod 4, [doit nécessairement vérifier [ 1 mod 4. En particulier,
dans ce dernier cas, 0, 1 ou 2 polynémes modulaires avec une structure sur f(2, 4)
peuvent exister pour un nombre premier qui se décompose en facteurs totalement
positifs donné, en fonction de I'unité fondamentale [JAinsi :

Proposition 5.3.12. Les fonctions Bi,g pour i =1, 2,3 sont des fonctions modu-
laires pour T'(2,4) n T'°(B) lorsque

— D =1mod4;
— D = 2mod4 et B = a+ bw avec b pair, ou, de maniére équivalente,
[(£=1mod4;

— D =3mod4 et 3 =a+ bw avec b pair; ceci impliqgue que [ = 1 mod 4.

Proposition 5.3.13. Soit [in nombre premier. Ec[ivons B BB avec f3 Cax
et Cg un ensemble de représentants des classes de I'(2,4)/(I'(2,4) n I'°(B)). Si
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D = 1 mod 4, alors les polynémes
U 1 |—-—V—|<I> (X, b ,b ,b
(X, by, bz,B3) = (X—bY ;) et Wyp(X, by, by, By) = E _1by2 )
y[Cg y [Cg

pour k = 1,2 sont dans Q(by, by, b3)[X]. Si D = 2,3 mod 4 et B = a + bw avec b
pair, alors

S — -
g (X, b1, b, bs) = (X =big)(X —bip) et
y [Cg
gy 120X, br. o, bo) By (X, By, by, b
Wi a(X, b1, bz, bs) = B 1b 2,03) Ijvvl B( 1b 2,b3)
y[Cd VEC%

pour k = 1,2 sont dans Q(bs, b, b3)[X].

Démonstration. La preuve est comme celle de la proposition 5.3.3. La différence
entre les cas D = 1 mod 4 et D = 2,3 mod 4 réside dans les équations (5.2) et
(5.3) : dans le premier cas, par la proposition 5.2.6, 'application HZ/f‘(2 4) -
Ho/T, est injective tandis que dans le second, c’est I'application H3/(I'(2,4) [
['(2,4)0) - Ha/T', qui l'est. Les coefficients des séries de Fourier des bj sont dans
Q parce que c’est le cas des séries de Fourier des théta constantes de Hilbert (voir
[54]). O

Définition 5.3.14. Les polyndémes &g (X, by, by, b3) et Wy (X, by, by, bs) pour
k = 2, 3 définis dans la proposition 5.3.13 sont appelés les B-polynémes modulaires
pour K.

Notons qu’il existe trois polynémes pour que a b1, by et by donnés, on puisse
obtenir les valeurs b\1/,l3’ b\2/,B et b\3/,B pour tout y [Ch, alors que nous n’avions que
deux polynomes avec les invariants de Gundlach. Néanmoins :

Remarque 5.3.15. Lorsque D =2, I’ equatlon (5.8) dit que I’on doit considérer
seulement b, et bs car by est déterminé par b, et bs.

Contrairement aux polynémes modulaires avec les invariants de Gundlach, les
polynomes définis avec les bj dépendent du choix de B. Notons tout de méme que
lorsque deux paires (B, B) et (BYBD d’éléments totalement positifs dont le produit
vaut [dt qui different d’un facteur pair de [Jou Ldstpupe unjté fondamentale qui
peut étre de norme —1 ou 1, alors B = 2B = %-q E(I)n B. Ainsi pour tout

z [CHZ, si on calcule bi g(z),pouri=1,2 parlieir, d@b ) et des B-polynomes
modulaires alorlszcl)n a que b p(z) = b " &% BZ et en sachant comment la

]

matrice Eon IQ_..] agit sur les bi,g, on peut calculer les bi,Bma partir des bi,B‘ Dans

ce cas-13, il est inutile de calculer les BZpolynémes modulaires.

Exemple 5.3.16. Lorsque D = 2, 5 ou 13, I'unité fondamentale a norme —1.
— Si D=2, on aque (by 205 2b32) = (b1,b3,b2);
— Si D =5, on a que (by 2, by 2, b3 2) = (b3, b1,b2);
— Si D =13, on a que (by 12, by 12, b3 2) = (b2, b3, b1).

Lorsque la norme de [dst 1, alors si (3= BB, on a aussi que [Z= BB ou B= [l
La multiplication par [he provient pas de 'action d’'une matrice et l'argument
précédent ne tient pas.
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Exemple 5.3.17. Lorsque D = 55, I'unité foqglamentale EES 89+12\/55 a ngyme
1 et pour (3= 5, on peut choisir B = 15 +2 55 et Y= [Bl = 2655 + 358 55.
Comme 2 et 358 sont pairs, on peut définir deux triplets de polynémes modulaires
“non équivalents” (par les propositions 5.3.12 et 5.3.13) .

Théoréme 5.3.18. Si bjg est une fonction modulaire pour T'(2,4) n I°(B), alors
le corps des fonctions modulaires de Hilbert invariantes par F(2 4) n TO(B) est
CrO(B) C(b. B by, by, b3) pour i = 1,2,3. Ainsi, ®g(X, by, by, b3) est le polynébme

minimal de blB sur C(by, by, bs).

Démonstration. La preuve est similaire a celle du théoréme 5.3.8. ]

Comme ®pg est un polyndéme minimal, c’est I'unique polynome unitaire et
irréductible qui vérifie, pour tout z [HZ, ®p(byp(z),b1(2),b2(2),bs(z)) = 0.
Regardons ce qu’il se passe sur 0(z). La matrice M de I’équation (5.2) agit
comme suit : (bM, b)Y, b)) = (bl,bz,bg) si D = 2,3mod4 et (b, o), b)) =
(b3,b2,b1) si D = 1 mod 4. Ainsi (b,bg,bg) = (b1, bo,b3) si D = 2,3 mod 4 et
(bg,b 50) = (bs,by,b;) siD =1 mod 4. Le polynéme irréductible et unitaire
(I)B(bl e bg,bJ) a les mémes racines que ®g(by g, by, by, bs) et donc, par uni-
cité, ces polynémes doivent étre égaux. Ainsi par exemple, si D = 1 mod 4 (l'autre
cas étant similaire), ® (b3 B bs, by, bl) ‘%(Bl,ﬁ, by, by, 63) et il est possible d’ob-
tenir la valeur 63’3( ) pour tout z I:EI% en utilisant le B-polyndéme modulaire. On
a alors que, toujours en agissant par 0,

b,5(2) = W2 (b, 5(2),B3(2), ba(2), b (2))/ @ (b, 5(2), Bs(2), Ba(2), Bu(2)) et

b, §5(z) = Wap(by5(2), b3(2), b2(2), b1 (2))/D5(by 5(2), b3(2), b2(2), b1(2)).

On conclut qu’une fois que I'on posséde les B-polynémes modulaires, il est inutile
de calculer les B-polynémes modulaires.

On peut procéder de la méme maniére avec des matrices de y Eﬁyf(Z, 4) qui
ont des propriétés spéciales, comme dans le cas des p-polyndémes modulaires (voir
section 4.4). Si y permute les bi et les Bi,& ceci implique qu’il existe des symé-
tries dans les polynomes modulaires. En particulier, si y satisfait (5\1/, 5\2/, 6\3/) =
(bl, bs, bz) et (blB, b2 B’B ) = (6115, 63,5, 52,5), ceci signifie que

®p (X, by, by, bg) = ®p (X, by, bs, by)
et par conséquent que
W, p(X, by, bs, by) = W3p(X, by, b2, bs)

de telle sorte que 'on n’a besoin de calculer que les deux premiers B-polynémes
modulaires, car le troisieme peut gtre déduit du deuxieme. Ceci arrive par exemple
pour D=6, [F73,B=13—4 6 et pour D =10, [=41,=9—-2 10.

De plus, si y satisfait bY = 1%b; et bl,B 1Bi b,,g, pour i = 1,2,3 et qj, Bi [
{0,1,2, 3}, alors les puissances des bj dans chacun des coefficients des polynomes
modulaires vérifient des relations modulo 4. Comme ’on calcule ces polyndémes
par évaluation/interpolation (voir section 5.4), ceci peut étre utilisé pour faire
décroitre le nombre d’évaluations.

L’existence de ces matrices dépendent de D et de B. Elles peuvent étre re-
cherchées dans une phase de précalcul. Nous donnerons des exemples de relations
dans la section 5.5 (voir équation (5.12)).
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Soit Lg le lieu des surfaces abéliennes principalement polarisées z modulo
f(2, 4) ayant multiplication réelle par Ok pour lesquelles z, ou 0(z) dans le cas
D = 2,3 mod 4, est B-isogene & ztel que @(z5 est isogene & un produit de courbes
elliptiques par la 2-isogénie @(z5 - @(z5/2 et telle que 8o(9(z/2) = 0.

Théoreme 5.3.19. Les dénominateurs des polyndmes modulaires ®g et Wy g sont
divisibles par un polynéme Lg dans Q[by, by, bz décrivant Lg.

Démonstration. Soit z [Tlg et soit ¢ un coefficient de ®g. Alors il existe un
y [112,4)/(T(2,4) nTO(B)) tel que 6\1/‘[3, ou 5\1/73 si D = 2,3 mod 4, est infini. En
effet, rappelons nous que bj = g—c‘)(Q/ 2) et que par la proposition 3.2.3, exactement
une des théta constantes s’annule en (2 si et seulement si 2 est isomorphe & un
produit de courbes elliptiques. On conclut en utilisant les mémes arguments que

dans la preuve du théoréme 5.3.9. O

La raison pour laquelle nous avons introduit des polynémes modulaires avec
les bj est pour obtenir des polynémes plus petits que ceux avec les invariants
de Gundlach ou avec les tirés en arriere des invariants d’Igusa. Par le théoreme
5.3.12, les B-polyndémes modulaires ne sont pas définis pour tous les [ui se
décomposent en facteurs totalement positifs. Nous avons deux manieres de gérer ce
probléme. La premiére consiste a trouver un sous-ensemble de f(2, 4) pour lequel
Bi,g est invariant (on est dans le cas D = 2,3 mod 4). Un groupe qui fait toujours
I’affaire est le groupe T'7défini comme T'(2,4) dans le cas D = 1 mod 4. Ce sous-
groupe est d’indice 4 dans I'(2,4) et on considére le quotient T'(2,4)/(I'"h I2(B)),
contenant 4([#1) classes, pour définir nos polynomes. La seconde maniére consiste
a prendre d’autres invariants. En particulier, les tirés en arriére des invariants de
Rosenhain f; = @'r]. Nous avons déja dit qu’ils sont des générateurs pour le corps
des fonctions modulaires de Hilbert invariantes par I'(2) (voir théoréme 5.2.8) et
fig, pour i = 1,2, 3, est toujours invariant par ['(2) nTO(B). Tous les résultats de
cette section peuvent étre adaptés a ces invariants.

5.4 Algorithme

Nous décrivons maintenant un algorithme pour calculer les polynémes modu-
laires. Nous commengons par les B-polynémes avec les invariants de Gundlach.
Nous avons vu que (X, Jq,Jp) = X2 . “HED=L e sk 3y, 3,)[X].
On procede par évaluation/interpolation pour calculer les ¢y [CQ(J1,J2) et nous
réutilisons et adaptons les techniques décrites dans le chapitre précédent pour le
calcul des p-polynémes modulaires.

Rapp brievement la phase d’interpolation. Soit z I:EI% En calculant le
produit ey (X —J\{’B (z))(X _JIE(Z)) et en séparant les coefficients en fonction

des puissances de X, on obtient les valeurs Cx(J1(z),J2(z)). C’est une procédure
qui permet d’évaluer les fonctions ¢x [CQ(J1,J2) en n’importe quel point z [Hy,
sans connaitre les Cx, qui peuvent alors étre obtenus par interpolation (d’une
fonction rationnelle bivariée). On écrit

Ck = Ck(J1,J2) = A1,J2) _  mzo n=0@mndTJ7 _ mIipam(J2)JT
YT B3, 32) - LS
(J1,3J2) Cd5 ] I%Ji%lbm,nJTJQ me=o bm (J2)J"

m=0
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Soit zm pour m = 1,...,dp +d® + 2, ou T désigne le degré total, tel que
(J1(Zm), J2(zm)) soit de la forme (Um,VUm) pour un v Q@ fixé. On interpole
pour trouver la fraction rationnelle univariée cx(J1,vJ1) et on écrit la fraction
telle que le coefficient de degré 0 du dénominateur soit 1. Calculons de cette ma-
niére les fractions cx(J1,VnJdi) pour n = 1,..., max (dez, dJBZ) + 1. Il nous reste a
interpoler les polynémes am et by pour obtenir cx(J1,J1J2) et & remplacer Jy par
J2/J;1 pour en déduire cy(J1,J2).

Les calculs sont fait a une précision N qui doit étre suffisamment élevée pour
qu’on puisse a la fin reconnaitre les coefficients des fractions rationnelles biva-
riées comme des nombres rationnels. Puisque 1’on ne connait pas de bornes pour
cette précision, on I'augmente, en pratique, jusqu’a trouver une précision qui soit
suffisante. La complexité de I'interpolation d’une fraction rationnelle bivariée est
é(deJZN), ol dt = max (d-f—‘,d-l?) et dJZ = max (dJAz’d?z)

Notons que pour pouvoir utiliser cette interpolation, on doit étre capable de
trouver des z; [CH? tels que (J1(zj),J2(zj)) soient de la forme (Um,VnUm). On
décrit un algorithme (algorithme 5.4.1) pour calculer z [CHZ & partir des valeurs
J1(z) et J2(2).

Algorithme 5.4.1 :  Calcul de z a partir de (J1(2), J2(2))

Entrée : Les valeurs J1(z) et J2(z), une précision N
Sortie : z modulo SLy(Ok) [SL2(Ok)o

1 Calculer j1(€), j2(£2), ja(€2), ou 2 [Hy tel que Q = @{z);

2 Appliquer I'algorithme 4.2.1 pour déduire une matrice des périodes §2
(modulo T'2) & partir des trois invariants d’Igusa;

3 Trouver un certain y [T} tel que @{z) = Y2 et en déduire z;

La premiere étape peut étre faite en utilisant le corollaire 5.1.12 ou 5.1.14.
La seconde a déja été expliquée et peut étre faite en O(MYN)logN) sous la
conjecture 3.625 Poyra troisieme, remarquons que pour D = 5, si z CH?,
alors Q{z) = g; gg [H, vérifie par définition ;3 + Q» — Q3 = 0. La seconde
étape fournit un QY [CH» qui est plus précisément dans la surface de Humbert
Hs. Ainsi, par le lemme d’Humbert, on sait qu’il existe une matr%gnlm%, que

'on peut calculer avec I'algorithme 5.2.1, telle que QT= yQU= olmgm  vérifie
2 °°3

O QI 0= 0. On a alors que zH= ((3%)'5)’_1 RTIOMR™L. Pour D = 2, ({z)
satisfait 21 + 2Q — Q3 = 0 et on peut adapter 'algorithme 5.2.1 pour trouver la
matrice y. On a donc montré :

Théoréme 5.4.1. Soient J1(z) et J2(z), ou J; et J, sont les invariants de Gund-
lach pour D = 2 ou 5, et z [HI2. Sous la conjecture 3.6.2, on peut trouver
z [H2/(SLy(0Ok) [SLy(0Ok)o) en temps O(MYN)logN).

On doit aussi étre capable d’évaluer Ji(z) et J2(z) pour tout z [_HZ. On
pourrait le faire en utilisant leurs définitions en série de Fourier mais la complexité
serait mauvaise. On procede comme suit.
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Algorithme 5.4.2 :  Evaluation de J1(z) et J2(z), pour z [H?

Entrée : z [[H? et une précision N
Sortie : J1(z) et J2(2)
1 Calculer Q = @r{z) a précision N;
> Caleuler j3(©2), J2(®) et jo(Q);
3 Déduire J1(z) et J2(z) a partir des invariants d’Igusa;

Pour la premiere étape, il suffit d’utiliser la définition de @ Pour la seconde,
on peut utiliser l'algorithme 3.6.2 qui calcule rapidement les théta constantes
et la définition 3.3.1 des invariants d’Igusa en terme des théta constantes. La
complexité est en O(MYN)logN), sous la conjecture 3.6.2. Pour la troisitme, on
doit inverser les tirés en arriére des corollaires 5.1.12 et 5.1.14. Ceci doit étre fait
dans une étape de précalcul et on peut utiliser des bases de Grobner. Dans le cas
D =5, on a trouvé :

Jo/31 = (176912053053 — 1/23040530 53 — 1733592320503 + 17373248
0 Ho B + 178640052 — 171244169 Ho o1 + 1712441605053 +
173359232053 — 1711197449 30"3)/ (0" Ho 13 + 171944053 — 176480530 3);

J1 = — (453496320 3¢ 33 — 2584929024/5¢0 ¢ Be 3 — 499571546112/5¢ 53
093 + 11019960576/50 53052053 + 1410554953728/50 53¢ 20 53 —
20815481088/50 53¢ 5303 + 14693280768/5¢ 3¢ 13 — 1866240 ¢ 8 +
16236288/5¢0 53053053 — 12380449536/5¢0 52053 — 235146240 30 530 3 +
146887458048/50 530 13053 4 31972578951168/50 F5055 + 906992640 3
05303 — 651402114048/50 20 B3 — 90275517038592/50 30 B i —
1965150720 2053053 + 1279948013568/5¢ 139 13053 + 2267481609 3¢ 3
033 — 940369969152/50 520 13013 — 544195584750 058 + 19205108 —
22464/50 0 B0 — 18289152/5¢ 50 + 229824759519 8¢ 3 +
260527104/5¢51958053 + 30051689472/50 058 — 1342656/5¢0 510 B¢ 53
— 1482541056/50 T 0B 3 — 171240210432/5¢ 0 53053 + 97977605055
033 + 4212476928/50 0 3053 + 243799621632/5¢ 510 F0 13 — 2286144
01053053 — 5976073728750 0 5303 + 16656192/5¢0 510 T30 58 +
3386105856/5¢0 10 3053 — 13856832/5¢0 50 [0 3 + 5038848/5¢ 5058 —
320053 + 556805805 — 155520058 — 40320003 + 4572288/50 T30 53 +
3869835264/5¢ " + 155520058053 — 6718464/5¢ 3¢ 13 — 3369609 3¢5 +
388800053053 — 1866249530 "8)/ (058 — 42/50 520553 — 7776/50" 1 +
117/5¢ 1301 — 108/50 B0'13);

Dans le cas D = 2, les équations sont trop grosses pour étre reproduites ici. Nous
en profitons pour remercier Pierre-Jean Spaenlehauer d’avoir réussi a calculer cette
base de Grébner pour nous. On a donc montré :

Théoreme 5.4.2. On peut évaluer les invariants de Gundlach Ji1(z) et J2(z) pour
D =2 ou 5 en tout point z [CH? avec une complexité en O(MYN)logN), sous
la conjecture 3.6.2.

Nous avons vu que la complexité pour obtenir z & partir J1(z2) et J2(z) est
en O(N). Nous devons calculer ‘JXl/,B et JZB pour tout y [Qg, ce qui peut étre
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fait avec une complexité en O(IN). En utilisant un arbre de sous-produits (voir
85, Section 10.1]), ®{X,J1(z), J2(2)) peut étre obtenu en O(IN) et en utilisant
'interpolation rapide (voir [85, Section 10.2]), ¥ X, J1(z), J2(2)) peut étre calculé
avec la méme complexité. Tout ceci correspond & une phase d’évaluation.

Pour trouver les B-polyndémes modulaires, le nombre de phases d’évaluations
est en O(drdy,) et nous devons interpoler 4([F 1) fractions rationnelles bivariées.
La complexité est alors

O(deJz)é(m)+4(E‘_1) (deJz )Ij(deJZDSI) (510)

Nous considérons maintenant les B-polynémes avec pour invariants les bj
(ou les Tj : la méthode est la méme). On doit interpoler des fractions ration-
nelles trivariées, ce qui peut étre fait en regardant des zj avec la propriété que
(Bl(zj),f)z(zj), Bg(zj)) sont de la forme (Um, VaUm, WrUm), ou les indices m, n et
r varient de 1 au degré maximal auquel les variables by, by et bs apparaissent. Le
probléme est que ces trois variables sont algebrlquement dépendantes (rappelons
les équations (5.8) et (5.9)), de telle sorte qu’a by et by fixés, les valeurs que bg
peut prendre sont déterminées (de plus, elles ne seront pas de la forme wyum
et le nombre de valeurs sera inférieur au degré en 53). Notons par E I’équation
entre les trois variables. Une solution a ce probleme consiste & remarquer que
Q(b1, b2, b3)/(E) = Q(by, by)[b3)/(E). Ainsi, chaqu cient ¢ du B-polynome
modulaire peut étre écrit comme Ck(E)l, by, 63) = 0 Ck,i(lal, 52) t, ou d est le
degré dans lequel les variables bs apparaissent dans E et Ck.i I:Q(bl, bg).

L’interpolation est faite comme suit. Pour assez de valeurs umy, et vV, on calcule
les d racines Wy de E(Um,VnUm, X). Pour r = 1,...,d, on trouve z, [CH? tel que
(b1(2),b2(2),b3(z)) = (Um,VnUm,Wy) et on évalue les B-polyndomes modulaires
en zy. Ceci donne les valeurs cy(b1(zr), b2(zr), ba(zr)). En faisant l'interpola-
tion d’un polyndéme univarié avec Wy et cx(b1(zr), ba(z¢), b3(zr)), on trouve les
ck.i(b1(zr),b2(z¢)) = ck.i(Um, Valm). Nous venons juste d’expliquer une procédure
pour évaluer les polynomes bivariés Cx j en un point donné et on a déja vu comment
interpoler une fraction rationnelle bivariée.

Comme avec les invariants de Gundlach, on a besoin de procédures pour le
calcul des bj(z) en z [CH? et pour trouver certains z [_HZ & partir des bj(z).
Le premier est similaire a ’algorithme 5.4.2, la troisieme étape étant triviale car
bi = @M}, et a la méme complexité. Pour la deuxiéme procédure, on procéde
comme dans I'algorithme 5.4.1, la premiere étape ¢tant également triviale. Pour
la seconde, il est possible de trouver Q modulo T'2(2,4) en O(N) (voir algorithme
4.2.2 et la section 4.2.2). La difficulté réside dans la troisieme étape. En effet, nous
sommes capable de trouver y tel que @(z) = y€2, mais y n’est pas nécessairement
dans I'2(2,4) de telle sorte que I’on ne trouve que z modulo I' [Tb au lieu de z
modulo T'(2,4), si D = 1 mod 4, et modulo T'(2,4) [T12,4)0, si D = 2,3 mod 4.
Une solution consiste & précalculer toutes les classes de I'/T(2,4) et de T/T'(2,4)0
et voir comment ces classes sont envoyées vers les classes de ['2/T'2(2, 4). 11 suffit de
trouver dans quelle classe de I'2/T'2(2, 4) y appartient pour trouver la matrice ¥ qui
correspond dans I'/T(2,4) ou dans I'/T(2,4)0. On a alors @(y2z) = @(y 1)o(z) =
ylyQ = Q. Ainsi :

Théoréme 5.4.3. Supposons la conjecture 3.6.2. On peut évaluer les trois bj(z)
pour z [H? en O(MYN)logN) et on peut déduire z modulo I'(2,4) ou modulo
I'(2,4) IZE[2 4)o selon les cas & partir des bj(z) avec cette méme complexité.
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Pour calculer les B-polynémes modulaires, 1’étape d’évaluation sera exécutée
O(ddrdg,) fois, ot d est le degré en bz de E, et on doit interpoler O(d[fractions
rationnelles bivariées et faire O( [df de) interpolations de polynémes univariés. La
complexité est alors

O(ddrdz,)O(IN) +O(d0D(dr dz,N ) +O([d dz, )O(dN) [Olddrds [N). (5.11)

Théoréme 5.4.4. Sous les heuristiques du théoreme 4.2.15, la complexité du
calcul des B-polyndbmes modulaires avec les Gundlach est donnée par I’équation
(5.10), tandis que la complexité pour le calcul des B-polynémes modulaires avec
les b; est donnée par I’équation (5.11). Ces complexités sont quasi-linéaires en la
taille de la sortie.

5.5 Résultats

Nous présentons dans cette section des polynémes que nous avons calculés et
nous comparons des polynémes avec des invariants différents lorsque cette com-
paraison a un sens.

551 CasD=2

Nous avons calculé des B-polynémes modulaires avec les Gundlach pour de
nombreux nombres premiers, en particulier pour [ 2,7,17,23,31 et 41. Si on
écrit dans le cas ramifié

el — _ ol — _
DX, J1,Jp) = X2+ 6i(3, I)X' et UK, J1,J2) = di(J1,I2)X',
i=0 i=0

alors nous avons constaté que le dénominateur de Cj est de la forme D(Jq, J2)4
sauf pour i = 231, ol c’est D(J1,J2)?, et le dénominateur de d; est de la forme
D(J1,J32)®, sauf pour i = 2[F 1, ot c’est D(J1, J2)*. Nous avons par exemple pour
+7

D(J1,J2) = J3 — 3133 + 2313, — 81J1 + 64J3

et pour [+ 17

D(J1,J2) = 3] — 3833 — 63535 + 383, — 41438 + 4283333 + 23873305—
17760333, + 43181133 + 177283134 — 3319520133 — 25788561735+
6229197313, — 8051513434 — 61455363335 + 529742723333+
535037040332 + 6116816412333 + 37822859361J3 — 91648000J3J3—
6502153216125 — 75793205760J3233 — 197144611776J335—
17565696000J1J3 — 7812042752J1J% + 110592000000J8.

Le tableau 5.1 contient certaines informations au sujet de ces polynoémes. La
premiére colonne est le nombre premier [lla seconde 'espace mémoire des -
polynémes modulaires, ensuite nous avons mis le degré total et les degrés en Jq
et en Jz du polynéme bivarié D(J1,J2), et de méme pour les degrés maximaux
apparaissant dans les numérateurs. La derniere colonne est le nombre de chiffres
décimaux du plus grand coefficient apparaissant dans un des polyndémes.
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4 4 2 8
25 23 13| 66

2 10325Ko| 3 O
7 163 Ko | 3 2
17| 5.8 Mo 9 7 65 61 36| 195
23] 21 Mo |12 11 87 85 48] 280
31| 70Mo |17 14 10| 117 111 61 | 401
41 | 225 Mo |23 21 14 | 157 153 84 | 559

—_

TABLEAU 5.1 — Informations sur les B-polynémes modulaires pour D = 2.

Nous avons obtenu des B-polynémes modulaires avec les bj pour [3= 17 et
41 (qui sont congrus & 1 modulo 4, voir la proposition 5.3.12). Par la remarque
5.3.15, les B-polynémes modulaires sont

. pt—y _ 2 o
(I)B(X,bz,bg) = X2E2+ Ci(bz,b3)xl et \I’B(X,bz,bg) = di(bz,bg)xl.
i=0 i=0

N01~1$ avons constaté que les dénominateqrs ~de Ci et de dj sont de la forme
D (b, b3)? sa\yipour I =203 1, ou c’est D(by, b3). Par exemple, on a pour [ 17
etB=5+2 2:

D(by, b3) = b§b3® + (6b8 — 6b% + 1)b® + (15b3° — 24b§ + 7b3)b3* + (20042 — 4268+
9b% + 2)b3? + (15b3* — 48030 + 370§ + 4b3)b3° + (6b36 — 42b3? + 680§ — 26b3+-

3)b§ + (b3 — 24b3* + 37030 4 8b§ — b3)b§ + (—6b3E + 9b3? — 26b8 — 24bg + 2)b3+-
(7b3* + 4b3° — b§)b3 + (b3® + 2b3? + 30§ + 2bF + 1).

Pour [3= 17 et 41, les degrés des coefficients cj et dj en les variables 62 et
53 sont proches des degrés en les variables J; et Jo. Par contre, avec les Bi, il
y a certai tions entre les exposants. Le numérateur de Cj peut étre écrit
comme m \/n Ci.mnb3'by (et similairement pour d;). On a alors que pour [ 17
et=5+2 2:

m = (Omod?2 m = 1mod?2
N+i = 0Omod2 et N+i = 1mod2 (5.12)
m+n = imod4 m+n = imod4

pour respectivement Cj et di. Dans le cas [3= 41 et B = 7+ 2 2, ces équations
sont les mémes sauf pour la derniére qui est m+n = —i mod 4 pour Cj et dj. Une
autre différence est que pour [F 17, le plus grand Ci mn ou dijmn s’écrit avec 13
chiffres décimaux, contre 195 pour les polyndémes avec les invariants de Gundlach.
Pour [ 41, c’est 38 contre 559. Du coup, les B-polynémes modulaires avec les bi
sont plus petits. En terme d’espace mémoire, ils prennent respectivement 221 Ko
et 7.2 Mo, ce qui est environ 26 et 31 fois plus petit que dans le cas des Gundlach.

Lorsque [¥& 3 mod 4, nous avons fait comme expliqué a la fin de la section
5.3.2. D’une part, nous avons calculé les polynémes en utilisant le sous-groupe
d’indice 4([3F 1) et d’autre part, nous avons calculé les polynémes en utilisant
les invariants de Rosenhain. La premieére solution donne de meilleurs résultats en
terme de degrés, les polynoémes sont plus creux et ils occupent 930 Ko dans le
premier cas contre 70 Mo dans le second pour [ 7. Notons que dans les deux
cas, c’est bien plus que les 163 Ko avec les invariants de Gundlach.
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55.2 CasD=5

Nous avons calculé les B-polynémes modulaires avec les Gundlach pour [
5,11,19,29 et 31. Si on écrit
2ipt— ) 2 )
DX, J1,J) = X2+ ¢i(I, I)X' et UK, J1,J2) = di(J1,I2)X',
lorsque [de décompose, alors nous avons constaté que les dénominateurs de Cj et
de d; sont de la forme D(J1,J2)* sauf pour i = 23 1, ot c’est D(J1,J2)?. Nous
avons par exemple pour [ & 11 :

D(J1,J2) = 43] + (—12J% — 19236J, + 119497519)39 + (1233 + 5697213—
38780505233 — 278163835056J, + 35953243171744)J3 + (—4J5 — 5598033+
44973069835 + 9438372909603 — 133230692691392J3 + 66510101320998401+
13001634695104256)J7 + (185005 — 2151935003 — 1170430882000J3+
388324233980000J% — 32395226716512000J3)J3 4 (3260937535
6350917500005 — 718632513000000J8 + 3462067742400000033)J2+
(—124875000000J3 + 601911000000000J8)J; — 182250000000000J3°.

Nous avons obtenu les B-polynomes modulaires avec les bj pour [ 5,11 et 19.
Ces polynoémes sont

o E+f1r . ..
(I)B(X, by, by, bg) = )(E‘l + ( Cij (b]_, bg)bé)xl et
i=0 j=0

O Et1r . . .
‘I/k,B(X,bl,bz,bg) =XxX51 4 ( di,ij (bl,bz)b{;’)xl,
i=0 j=0
d’apres 1’équation (5.8) et ce que l'on a dit dans la section 5.4. Le tableau 5.2
contient les mémes informations que le tableau 5.1. La partie haute concerne les
polyndmes avec les invariants de Gundlach tandis que la seconde ceux avec les bi.

5 | 14 Ko ) 3 5|10 10 10 | 53
11135Mo | 10 7 10| 40 40 40 | 252
19| 33Mo | 16 12 16| 64 64 64 | 513

5| 14Ko | 16 8 8 |31 19 22 )
111296 Ko | 72 40 40| 76 49 49 | 11
19 | 3.6 Mo | 128 96 96 | 128 103 108 | 25

TaBLEAU 5.2 — Informations sur les polynémes modulaires pour D = 5.

On peut voir qu'il y a un gain & utiliser les bj en terme d’espace mémoire, sauf
pour [ 5, qui correspond au cas ramifié. Les degrés sont plus grand avec les bj
mais il y a des relations modulo 4 entre les exposants.

5.6 Exemples de courbes (-isogénes

Comme pour les p-isogénies, nous donnons des exemples de courbes hyperel-
liptiques dont les Jacobiennes sont B-isogeénes sur un corps fini.

Commencons avec des exemples de courbes trouvées en se placant sur Q(  2)
et en prengmt les invariants de Gundlach. Les Jacobiennes des courbes suivantes
sont (3+ 2)-isogenes sur Fpzss :
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Y2 = 356X58 4+ 116X° + 1589X* + 986X 3 + 178X? + 1094X + 1229,
Y2 = 144X5 +2096X5 4 387X* + 1562X3 + 478X? 4 486X + 1718

tandis que les Jacobiennes de celles qui suivent sont (542 5)—isogénes sur F345267203 :

Y2 = 288618938X° + 208826828 X% + 73681500X 2 + 329580565X 2+
193693317X + 328425210,
Y2 = 229859713X° + 180037958X% + 95105703X 3 + 68631100X 2+

32660205X + 107566399

et les Jacobiennes des courbes ci-apres sont (7 + E)—isogénes sur F3s06982779 :

Y2 = 3476666651X° + 2997006123X* + 2343918968 X3 + 1313289865X %+
1251164949X + 1521154595,
Y2 = 2390845907X5 + 2649299485X° + 3307186776 X% + 2143442296 X 3+

1448110737X? + 918458873 X + 1476608496.

Nous donnons également deux exemples de paires de courbes (‘@dculées avec

les polynomes modulaires avec les invagiants de Gundlach sur Q(  5). Premier
exemple de courbes pour des (4 — (14 5)/2)-isogénies sur Fsg311 :

Y2 = 13477X° 4 6136X* + 35146X3 + 28148X? + 7150X + 19730,
Y2 = 2953X5 4+ 26725X* + 14100X3 + 6565X2 + 22149X + 19740

V_
et deuxieme exemple pour des (5 + 2(1 + 5)/2)-isogénies sur Fg728947 :

Y2 = 3739712X® 4 4881762X° 4 6611129X* 4+ 5775262X 3 4 521647X 2%+
2066678X + 350732,
Y2 = 2707309X% + 1535264X° + 311501X* + 2965267X3 + 3507011 X2+

101110X + 5795310.

Enfin, nous donnons une paire de courbes dont les Jacobiennes sont (742 2)-

isogéne@/ sur Fsgo7gg, calculées en utilisant les polyndmes modulaires avec les bj

sur Q( 2):

Y2 540913X° + 353915X* 4 118050X 2 4 355166X 2 + 424096 X + 379433,
Y2 = 231396X° + 474300X* + 200176X3 + 335056X2 + 345222X + 464702

et une paire pour des (5 — (1 + 5)! 2)—isogé{1,igs sur Fs3g07g9, calculés en utilisant
les polynémes modulaires avec les bj sur Q( 5) :

Y2 = 2531476X° + 900554X* + 1248025X3 + 440959X 2 + 912166X +
4367293,

Y2 = 1772175X5 4 3557482X* 4 848889X 3 + 4562893X 2 + 146681 X +
475016.

Ici aussi, le lecteur motivé peut vérifier I'existence d’une isogénie entre les
différentes Jacobiennes de courbes en vérifiant que les fonctions zéta des courbes
sont identiques.
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Perspectives

Avant la présente these, une généralisation en dimension 2 des polynémes mo-
dulaires ne se retrouve essentiellement que dans les travaux de theése de Régis
Dupont ([19]), quant & Paspect algorithmique des polynémes définis avec les in-
variants d’Igusa, et dans un article de Broker-Lauter ([9]) donnant de nombreux
résultats théoriques permettant de caractériser ces polyndémes : on y montre que
le premier polynéme modulaire est un polynéme minimal, que les trois polynémes
modulaires sont dans Q(j1,j2,j3)[X] et le lien entre le dénominateur commun et
les surfaces qui sont p-isogenes & un produit de courbes elliptiques.

Nous avons pu généraliser ces différents résultats selon deux directions. D’une
part, en introduisant des polynémes modulaires pour d’autres invariants, comme
les invariants de Streng et les bj, et en démontrant des propriétés de ces polyndémes,
analogues a celles de [9] avec en plus des symétries et des relations modulo 2 et
4 avec les invariants bj, et, d’autre part, en définissant la notion de polyndémes
modulaires associées aux isogénies cycliques dans le cas ol il y a multiplication
réelle maximale, ou nous avons la aussi pu démontrer des résultats au sujet de ces
polynomes.

Néanmoins, il reste encore quelques zones d’ombres. Nous n’avons pas de
bornes sur les coefficients entiers qui apparaissent dans les polynémes, ni sur les
degrés des invariants dans les numérateurs et nous ne savons pas d’ou viennent
les exposants qui apparaissent dans la partie commune aux dénominateurs.

Alors que nous avons pu calculer de nombreux polynéomes modulaires de Hil-
bert, nous avons vu que nous ne disposons de polynémes de Siegel que pour
p = 2,3,5 et 7. Pour pouvoir obtenir plus de polynémes, nos travaux suggerent de
trouver des invariants qui seraient définis pour des sous-groupes dont la définition
fait intervenir des congruences modulo un nombre plus grand que 4. Dans tous les
cas, le nombre de p-isogénies est d’ordre p2 ce qui nous fait penser que la taille des
polynémes modulaires est en p*® (p par invariant, p3 pour le nombre d’isogénies
et p° pour la taille des entiers). Mais de meilleurs invariants ne feront que diviser
la complexité par une constante.

On pourrait également définir et calculer des polynémes modulaires sur la sur-
face de Hilbert avec des p-isogénies, au lieu des B-isogénies comme on ’a présenté
dans ce manuscrit. Le nombre d’isogénies est ici d’ordre p?.

Enfin, nous comptons appliquer ces différents polynémes modulaires comme
on le fait en dimension 1. En particulier dans ’exploration de graphes d’isogénies,
dans le calcul de I'anneau des endomorphismes de surfaces abéliennes et dans la
production d’un algorithme type CRT de calcul de polynémes de classes d’Igusa.

167



168 CHAPITRE 5. POLYNOMES MODULAIRES D’HILBERT



Bibliographie

1]

A.N. Andrianov et V.G. Zhuravlev : Modular forms and Hecke operators,
volume 145 de AMS Translations of mathematical monographs. American
Mathematical Society, 1995.

K. Belabas et al. : Pari/gp. http://pari.math.u-bordeaux.fr/, October
2012. Bordeaux, 2.5.3 edition.

J. Belding, R. Broker, A. Enge et K. Lauter : Computing Hilbert class
polynomials. In Algorithmic Number Theory 8th International Symposium
(ANTS VIII), volume 5011 de LNCS, pages 282-295. Springer-Verlag Berlin,
2008.

C. Birkenhake et H. Lange : Complex abelian varieties, 2nd ed, volume
302 de Grundlehren der mathematischen Wissenschaften. Springer-Verlag
Berlin, 2003.

C. Birkenhake et H. Wilhelm : Humbert surfaces and the Kummer plane.
Transactions of the American Mathematical society, 355(5):1819-1841, 2003.

G. Bisson et A.V. Sutherland : Computing the endomorphism ring of an
ordinary elliptic curve over a finite field. J. Number Theory, 113:815-831,
2011.

J.-B. Bost et J.-F. Mestre : Moyenne arithmético-géométrique et périodes
de courbes de genre 1 et 2. Gaz. Math., 38:36-64, 1988.

R. Broker, D. Gruenewald et K. Lauter : Explicit CM-theory for level
2-structures on abelian surfaces. Algebra Number Theory, 5(4):495-528, 2011.

R. Broker et K. Lauter : Modular polynomials for genus 2. LMS Journal
of Computation and Mathematics, 12:326-339, 2009.

R. Broker, K Lauter et A.V. Sutherland : Modular polynomials via
isogeny volcanoes. Mathematics of Computation, 81:1201-1231, 2012.

D. Charles et K Lauter : Computing modular polynomials. LMS Journal
of Computation and Mathematics, 8:195-204, 2005.

P. Cohen : On the coefficients of the transformation polynomials for the
elliptic modular function. Mathematical Proceedings of the Cambridge Phi-
losophical Society, 95:389-402, 1984.

R. Cosset : Applications des fonctions théta a la cryptographie sur courbes
hyperelliptiques. These de doctorat, Université Henri Poincaré - Nancy 1,
2011.

R. Cosset et D. Robert : Computing ([LI)disogenies in polynomial time
on Jacobians of genus 2 curves. Mathematics of Computation, 84(294):1953—
1975, 2015.

169



170

[15]

[16]
[17]

[18]

[22]

[32]

BIBLIOGRAPHIE

J.-M. Couveignes et T. Ezome : Computing functions on Jacobians and
their quotients. LMS Journal of Computation and Mathematics, 18(1):555—
577, 2015.

D. Cox : Primes of the form x? + ny2. John Wiley and Sons, Inc., 1989.

P. Davis et P. Rabinowitz : Methods of Numerical Integration, 2nd ed.
Academic Press, Orlando, FL, 1984.

A. Dudeanu, D. Jetchev et D. Robert : Computing cyclic isogenies in
genus 2. A paraitre.

R. Dupont : Moyenne arithmético-géométrique, suites de Borchardt et ap-
plications. These de doctorat, Ecole polytechnique, 2006. http://www. lix.
polytechnique.fr/Labo/Regis.Dupont/.

R. Dupont : Fast evaluation of modular functions using Newton iterations
and the AGM. Mathematics of Computation, 80(275):1823-1847, 2011.

K. Eisentréager et K. Lauter : A CRT algorithm for constructing genus 2
curves over finite fields. In Arithmetics, geometry, and coding theory (AGCT
2005), volume 21 de Sémin. Congr., pages 161-176. Soc. Math. France, Paris,
2010.

K. Eisentrager et K. Lauter : A CRT algorithm for constructing ge-
nus 2 curves over finite fields. In Arithmetic, Geometry and Coding Theory
(AGCT-10), volume 21 de Séminaires et Congrées, pages 161-176. Société
Mathématique de France, Paris, 2009.

N. Elkies : Elliptic and modular curves over finite fields and related compu-
tational issues. In Computational perspectives on number theory : Proceedings
of the conference in honor of A.O.L. Atkin, volume 7 de AMS/IP Studies in
Advanced Mathematics, Boston, pages 21-76. AMS, 1998.

N.D. Elkies : Explicit isogenies. manuscript, Boston MA, 1992.

A. Enge : Computing modular polynomials in quasi-linear time. Mathema-
tics of Computation, 78:1809-1824, 2009.

A. Enge : Pari-gnump. http://www.multiprecision.org/index.php?
prog=pari-gnump/, February 2014. 0.0.1 edition.

A. Enge, M. Gastineau, P. Théveny et P. Zimmermann : Gnu mpc -
a library for multiprecision complex arithmetic with exact rounding. http:
//mpc.multiprecision.org/, September 2012. INRIA, 1.0.1 edition.

A. Enge et A.V. Sutherland : Class invariants by the CRT method.
In Algorithmic Number Theory 9th International Symposium (ANTS IX),
volume 6197 de LNCS, pages 142-156. Springer-Verlag Berlin, 2010.

A. Enge et E. Thomé : Computing class polynomials for abelian surfaces.
Experimental Mathematics, 23(2):129-145, 2014.

A. Enge et E. Thomé : Cmh - computation of Igusa class polynomials.
http://cmh_gforge.inria.fr/, March 2014. 1.0 edition.

D. Freeman et K. Lauter : Computing endomorphism rings of Jacobians
of genus 2 curves over finite fields. In Algebraic geometry and its applica-
tions, volume 5 de Ser. Number Theory Appl., pages 29-66. World Sci. Publ.,
Hackensack, NJ, 2008.

E. Freitag : Siegelsche Modulfunktionen, volume 254 de Grundlehren der
mathematischen Wissenschaften. Springer-Verlag Berlin, 1983.



BIBLIOGRAPHIE 171

33]

[34]

[35]

E. Gottschling : Explizite Bestimmung der Randflichen des Fundamental-
bereiches der Modulgruppe zweiten Grades. Annals of Mathematics, 138:103—
124, 1959.

T Granlund et al. : Gmp - the GNU multiple precision arithmetic library.
http://gmplib.org/, February 2013. 5.1.1 edition.

D. Gruenewald : Explicit algorithms for Humbert surfaces. These de doc-
torat, University of Sydney, 2008. http://echidna.maths.usyd.edu.au/
~davidg/thesis.html.

K.-B. Gundlach : Die Bestiigmung der Funktionen zur Hilbertschen Mo-

dulgruppe des Zahlkorpers Q( 5). Math. Ann., 152:226-256, 1963.

G. Hanrot, V. Lefévre, P. Pélissier, P. Zimmermann et al. : GNU
mpfr - a library for multiple-precision floating-point computations with exact
rounding. http://www.mpfr.org/, July 2012. 3.1.1 edition.

R. Hartshorne : Algebraic Geometry, volume 52 de Graduate Texts in
Mathematics. Springer-Verlag New York, 1977.

M. Hindry et J.H. Silverman : Diophantine geometry, volume 201 de
Graduate Texts in Mathematics. Springer-Verlag, 2000.

F. Hirzebruch et G. Van der Geer : Lectures on Hilbert modular sur-
faces, volume Séminaire scientifique OTAN,77 de Presses de I'université de
Montréal, Montréal. Séminaire de Mathématiques Supérieures, 1981.

F. Hirzebruch et D. Zagier : Classification of hilbert modular surfaces.
In W. L. Jr Baily et T. Shioda, éditeurs : Complex Analysis and Algebraic
Geometry, pages 43-78. Cambridge University Press, 1977.

G. Humbert : Sur les fonctions abéliennes singuliéres i. Journal de Mathé-
matiques Pures et Appliquées, serie 5, V:233-350, 1899.

G. Humbert : Sur les fonctions abéliennes singulieres ii. Journal de Mathé-
matiques Pures et Appliquées, serie 5, VI:279-386, 1900.

G. Humbert : Sur les fonctions abéliennes singuliéres iii. Journal de Mathé-
matiques Pures et Appliquées, serie 5, VII:97-124, 1901.

J.I. Igusa : Arithmetic variety of moduli for genus 2. Annals of Mathematics,
72(3):612-649, 1960.

J.I. Igusa : On Siegel modular forms of genus 2. American Journal of
Mathematics, 84(1):175-200, 1962.

J.I. Igusa : Modular forms and projective invariants. American Journal of
Mathematics, 89(3):817-855, 1967.

J.I. Igusa : Theta functions, volume 194 de Grundlehren der mathematischen
Wissenschaften. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 1972.

O.H. King : The subgroup structure of finite classical groups in terms of
geometric configurations. In Bridget S. Webb, éditeur : Surveys in Combi-
natorics, pages 29-56. Cambridge University Press, 2005.

H. Klingen : Introductory lectures on Siegel modular forms, volume 20 de
Cambridge studies in advanced mathematics. Cambridge University Press,
Cambridge, 1990.

N. Koblitz : Elliptic curves cryptosystems. Math. Comp., 48(177):203-209,
1987.



172
[52]
[53]
[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

[63]

[64]

BIBLIOGRAPHIE

N. Koblitz : Hyperelliptic cryptosystems. Journal of Cryptologie, 1:139-150,
1989.

D. Kohel : Endomorphism rings of elliptic curves over finite fields. These
de doctorat, University of California, 1996.

K. Lauter, M. Naehrig et T. Yang : Hilbert theta series and invariants
of genus 2 curves. Journal of Number Theory, 2015.

K. Lauter et D. Robert : Improved CRT Algorithm for Class Polynomials
in Genus 2. In ANTS X - Algorithmic Number Theory 2012, volume 1 de The
Open Book Series, pages 437-461. Mathematical Sciences Publisher, 2012.

K. Lauter et T.H. Yang : Computing genus 2 curves from invariants on
the Hilbert moduli space. Journal of Number Theory, Elliptic Curve Cryp-
tography, 131(5), 2011.

I. Lovato : Computing modular polynomials with theta functions. http:
//algant.eu/documents/theses/lovato.pdf, Academic year 2011/2012.
master thesis.

D. Lubicz et D. Robert : Computing isogenies between Abelian Varieties.
Compositio Mathematica, 148(05):1483-1515, 2012.

D. Lubicz et D. Robert : Computing separable isogenies in quasi-optimal
time. LMS Journal of Computation and Mathematics, 18(1):198-216, 2015.

R. Manni : Modular varieties with level 2 theta structure. American Journal
of Mathematics, 116:1489-1511, 1994.

F. Martin et E. Royer : Formes modulaires et périodes. In Formes mo-
dulaires et transcendance, volume 12 de Séminaires et Congreés, pages 1-117.
Société Mathématique de France, 2005.

J.-F. Mestre : Construction de courbes de genre 2 a partir de leurs mo-
dules. In E [eckive methods in algebraic geometry, volume 94 de Progress in
Mathematics, pages 313-334. Birkhaduser Boston, 1991.

E. Milio : A quasi-linear time algorithm for computing modular polynomials
in dimension 2. LMS Journal of Computation and Mathematics, 18(1):603—
632, 2015.

V. Miller : Use of elliptic curves in cryptography. In Advances in Cryptology
— CRYPTO ’85 Proceedings, volume 218 de Lecture Notes in Computer
Science, pages 417-426. Springer Berlin Heidelberg, 1986.

P. Molin : Intégration numérique et calculs de fonctions L. These de doc-
torat, Université Bordeaux 1, 2010. https://github.com/pascalmolin/
hcperiods.

D. Mumford : On the equations defining abelian varieties. i. Inventiones
mathematicae, 1(4):287-354, 1966.

D. Mumford : Abelian varieties. Tata Institute of Fundamental Research
Studies in Mathematics. Published for the Tata Institute of Fundamental
Research, Bombay, Oxford University Press, 1970.

D. Mumford : Tata lectures on theta I, volume 28 de Progress in Mathema-
tics. Birkhduser Boston, 1983.

D. Mumford : Tata lectures on theta Il, volume 43 de Progress in Mathe-
matics. Birkh&user Boston, 1984.



BIBLIOGRAPHIE 173

[70]
[71]
[72]

[73]

N. Murabayashi : The moduli space of curves of genus two covering elliptic
curves. Manuscripta Mathematica, 84(1):125-133, 1994.

S. Nagaoka : On the ring of hilbert modular forms over Z. Journal Math.
Soc. Japan, 35(4):589-608, 1983.

H.L. Regnikoff : On the Graded Ring of Hilbert Modular Forms Associated

with Q( 5). Math. Ann., 208:161-170, 1974.

R. Rivest, A. Shamir et L. Adleman : A method for obtaining digi-
tal signatures and public-key cryptosystems. Communications of the ACM,
21(2):120-126, 1978.

B. Runge : Endomorphism rings of abelian surfaces and projective models
of their moduli spaces. Tohoku mathematical journal, 51(3):283-303, 1999.

R. Schertz : Complex multiplication, volume 15 de New mathematical mo-
nographs. Cambridge University Press, Cambridge, 2010.

L. Schl&fli : Beweis der Hermiteschen Verwandlungstafeln fiir die ellipti-
schen Modulfunktionen. Journal fir die reine und angewandte Mathematik,
72:360-369, 1870.

R. Schoof : Counting points on elliptic curves over finite fields. Journal de
Théorie des Nombres de Bordeaux, 7:219-264, 1995.

A. Schonhage et V. Strassen : Schnelle Multiplikation grosser Zahlen.
Computing, 7(3):281-292, 1971.

J.H. Silverman : The Arithmetic of Elliptic Curves, volume 106 de Graduate
Texts in Mathematics. Springer-Verlag New York, 1986.

M. Streng : Complex multiplication of abelian surfaces. These de doctorat,
Universiteit Leiden, 2010.

A.V. Sutherland : Computing Hilbert class polynomials with the Chinese
remainder theorem. Mathematics of Computation, 80:501-538, 2011.

J. Tate : Endomorphisms of Abelian Varieties over Finite Fields. Inventiones
mathematicae, 2:133-144, 1966.

J. Thomae : Beitrag zur Bestimmung von 8(0,0,...,0) durch die Klassen-
moduln algebraischer Funktionen. Journal fir die Reine und Angewandte
Mathematik, 70:201-222, 1870.

G. Van der Geer : On the geometry of a Siegel modular threefold. Math.
Ann., 260(3):317-350, 1982.

J. von zur Gathen et G. Jlirgen : Modern Computer Algebra. Cambridge
University Press, New York, NY, USA, 1999.

J. Vélu : Isogénies entre courbes ellitiques. Compte Rendu Académie
Sciences Paris Série A-B, 273:A238-A241, 1971.

H. Weber : Elliptische Funktionen und Algebraische Zahlen, volume 3 de
Lehrbuch der Algebra, 2nd ed. Vieweg, Braunschweig, 1908.

H. Weber : Lehrbuch der Algebra, volume 3. Chelsea Publishing Company,
New York, 1908.

Don Zagier : Modular forms of one variable. Notes based on a course given
in Utrecht, 1991. http://people.mpim-bonn_mpg.de/zagier/files/tex/
UtrechtLectures/UtBook. pdf.






Résumé

Les polynémes modulaires sont utilisés dans le calcul de graphes d’isogénies, le
calcul des polyndomes de classes ou le comptage du nombre de points d’une courbe
elliptique, et sont donc fondamentaux pour la cryptographie basée sur les courbes
elliptiques.

Des polynoémes analogues sur les surfaces abéliennes principalement polarisées
ont été introduits par Régis Dupont en 2006, qui a également proposé un algo-
rithme pour les calculer, et des résultats théoriques sur ces polynémes ont été
donnés dans un article de Broker—Lauter, en 2009. Mais les polynoémes sont tres
gros et ils n’ont pu étre calculés que pour ’exemple minimal p = 2.

Dans cette these, nous poursuivons les travaux de Dupont et Broker—Lauter
en permettant de calculer des polynémes modulaires pour des invariants basés sur
les théta constantes, avec lesquels nous avons pu calculer les polynoémes jusqu’a
p = 7, tout en démontrant des propriétés de ces polyndmes. Mais des exemples
plus grands ne semblent pas envisageables.

Ainsi, nous proposons une nouvelle définition des polynémes modulaires dans
laquelle I'on se restreint aux surfaces abéliennes principalement polarisées qui
ont multiplication réelle par 'ordre maximal d’un corps quadratique réel afin
d’obtenir des polyndémes plus petits. Nous présentons alors de nombreux exemples
de polynomes et des résultats théoriques.

Mots-clés : Cryptographie, isogénies, variétés abéliennes, polynémes modu-
laires.

Abstract

Modular polynomials on elliptic curves are a fundamental tool used for the
computation of graph of isogenies, class polynomials or for point counting. Thus,
they are fundamental for the elliptic curve cryptography.

A generalization of these polynomials for principally polarized abelian surfaces
has been introduced by Régis Dupont in 2006, who has also described an algorithm
to compute them, while theoretical results can been found in an article of Broker—
Lauter of 2009. But these polynomials being really big, they have been computed
only in the minimal case p = 2.

In this thesis, we continue the work of Dupont and Broker—Lauter by defining
and giving theoretical results on modular polynomials with new invariants, based
on theta constants. Using these invariants, we have been able to compute the
polynomials until p = 7 but bigger examples look intractable. Thus we define a
new kind of modular polynomials where we restrict on the surfaces having real
multiplication by the maximal order of a real quadratic field. We present many
examples and theoretical results.

Keywords : Cryptography, isogenies, abelian varieties, modular polynomials.



