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Chapitre 1

Introduction

Blaise Pascal a écrit : « l’homme est infiniment éloigné de comprendre
les extrêmes, coincé entre l’infiniment petit et l’infiniment grand, incapable
de voir » [36]. Et pourtant, depuis la création du premier microscope op-
tique en 1590 par l’opticien hollandais Hans Janssen, l’homme ne cesse sa
recherche de l’infiniment petit. Auparavant réservé à la biologie, la micro-
scopie s’est peu à peu ouverte à des domaines tels que la médecine, la science
des matériaux ou la physique. Cependant, l’homme s’est rapidement heurté
à un problème de taille : la longueur d’onde, λ, de la lumière. En effet, pour
les microscopes optiques, la limite de résolution, c’est-à-dire la plus petite
distance en dessous de laquelle deux points voisins ne seront plus distingués,
est donnée par la loi d’Abbe [1] :

d =
λ

2n sinα
(1.1)

Où λ est la longueur d’onde de la lumière, n l’indice de réfraction en sor-
tie d’objectif, et α, le demi angle du cône de lumière maximum accessible
(on utilise souvent l’ouverture numérique NA = n sinα). La lumière, qui
était jusque là outil, est devenue problème majeur. Pourtant, grâce à une
meilleure compréhension des équations de Maxwell et des outils de la phy-
sique statistique, de nouvelles techniques, bien plus sophistiquées, ont vu
le jour (SNOM [37, 44], microscopie confocale [31], microscopie STED [21],
PALM [6]) et ont permis d’imager la matière à des échelles jusque là inac-
cessibles (la résolution de ce type d’instrument est de l’ordre de 10nm).
D’autres chercheurs, ont, de leur côté, cherché à faire de l’imagerie à grande
résolution, et ce, en s’affranchissant directement des limites liées à la lu-
mière. C’est le cas par exemple de Gerd Binnig et Heinrich Rohrer, qui, en
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1981, utilisent un effet quantique (l’effet tunnel) pour imager des surfaces
conductrices avec un résolution atomique [8]. Malgré une résolution excep-
tionnelle, l’inconvénient majeur de cette technique vient du fait que seules
les surfaces conductrices peuvent être imagées, excluant ainsi l’imagerie de
cellules biologiques.
C’est à nouveau Gerd Binnig, qui, en 1985, met en place le premier Micro-
scope à Force Atomique (AFM) [7], permettant ainsi d’imager des objets à
l’échelle du nanomètre, et ce, quelle que soit la nature de l’objet. L’AFM a
su alors s’imposer comme un outil indispensable à la recherche actuelle. Sa
capacité d’adaptabilité (imagerie de surfaces, manipulation, forces etc.) en
a fait un outil largement utilisé et étudié de nos jours.

Le principe de base de l’AFM est simple [29, 30]. On approche une pointe
positionnée à l’extrémité d’un levier de quelques centaines de micro-mètres
de long à proximité d’un échantillon, puis, les atomes de l’apex nanométrique
de la pointe interagissent avec les atomes surfaciques de l’échantillon, grâce
aux forces de Van der Waals par exemple. Le levier se voit attiré/repoussé
(mode contact), et la mesure de la déflexion du levier nous renseigne direc-
tement sur l’état de surface de l’échantillon. Un faisceau laser, réfléchi sur la
face arrière du micro-levier et dirigé sur un capteur de position optique, per-
met ainsi de mesurer la déflexion du levier. Cette méthode n’est qu’une des
voies explorées initialement, et son utilisation dans les AFM s’est basée sur
un compromis de performances / simplicité. En revanche, si l’on est à la re-
cherche de performances poussées, l’interférométrie est un choix naturel [41].

En effet, l’interférométrie est une méthode de mesure exploitant les inter-
férences intervenant entre plusieurs ondes cohérentes [14, 32, 38, 39, 41].
Elle permet de mesurer de très petits déplacements [43], des changements
d’indices de réfraction [16] ou encore des irrégularités de surface [5]. Elle
permet aussi, à de plus grandes échelles, d’étudier la couronne solaire (radio-
héliographe de Nançay) [22], les nuages moléculaires interstellaires (ALMA,
Chili) [46], ou encore, dans un tout autre registre de chercher à détecter des
ondes gravitationnelles (programme VIRGO) [10].

En 2004, Ludovic Bellon, dans le but d’améliorer l’instrumentation AFM
en s’affranchissant des étapes de calibrations, a associé un système interfé-
rométrique monté en quadrature de phase à un AFM [34]. L’ensemble des
travaux de thèse présentés ici, se placent dans la continuité des perspectives
ouvertes par les travaux de Felipe Aguilar Sandoval [26, 34] et découlent
d’une volonté de repousser les limites de mesure de cet AFM interféromé-
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trique. Dans ce but, il est possible d’améliorer les mesures de notre système
en augmentant l’intensité lumineuse du laser permettant la mesure de la
déflexion. Cela a pour conséquence d’échauffer le levier.

L’échauffement de levier AFM est largement utilisé de nos jours. En ef-
fet, l’interaction entre une pointe chauffée et un substrat (ou inversement)
offre de nouvelles perspectives. Ainsi, il est possible de mesurer localement la
conductivité thermique de matériaux [17], mais aussi, sous vide, le transfert
de chaleur entre une pointe et un échantillon, et cela, de façon locale [33],
ou encore de mesurer la distribution de chaleur dans un nanotube de car-
bone [42]. Dès lors que l’on est en présence de gaz environnent, celui-ci va,
en fonction de sa nature et de la température de la pointe, perturber l’ima-
gerie AFM [19]. Par ailleurs, il est aussi possible d’étudier localement des
variations de tempéture dans des substrats [24, 35]. L’augmentation locale
de température d’un échantillon permet alors d’étudier des transitions lo-
cales de phase dans les matériaux. C’est le cas par exemple pour de fins
films de polymères [18] ou encore dans des cellules végétales [2]. Enfin, cette
transition de phase locale d’un échantillon, permet le stockage d’informa-
tions et cela à l’échelle nanométrique [47] et ouvre ainsi de nouvelles portes
au stockage de données.

Dès lors qu’un levier est échauffé, celui-ci se trouve dans un état hors
équilibre. Dans notre montage, les leviers utilisés sont dans un état hors
équilibre soumis à un flux de chaleur pour lequel nous sommes en mesure
de mesurer les fluctuations thermiques. Nous avons donc un système modèle
pour lequel on va se poser des questions de physique statistique hors équi-
libre. Peut-on mesurer une température effective de notre système ? Peut-on
appliquer le théorème d’équipartition de l’énergie ?

En effet, le théorème d’équipartition de l’énergie joue un rôle central
dans la compréhension de la physique des systèmes à l’équilibre. Il relie les
mouvements microscopiques à une observable macroscopique, dès lors que
les effets quantiques sont négligeables [45]. Pour un système à l’équilibre
thermodynamique le potentiel moyen et l’énergie cinétique de chaque degré
de liberté s’équilibrent à kBT/2, avec kB la constante de Boltzmann et T la
température absolue [28]. Cette égalité est reliée au théorème fluctuation-
dissipation : les fluctuations d’une observable sont proportionnelles à la
température et aux dissipations grâce à la fonction réponse associée à cette
observable [9]. Dés lors qu’un système n’est plus à l’équilibre thermodyna-
mique, une telle relation n’est plus valide et il n’est plus possible de relier
chaque degré de liberté du système à une énergie moyenne. Malheureuse-
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ment, les systèmes hors équilibre sont les plus répandus dans la nature et
une simple variation de température dans le système suffit à le placer dans
un état hors équilibre thermodynamiquement [15, 23]. Dans la littérature,
un grand nombre d’expériences sur les fluides est dédié à l’étude de sys-
tèmes où les fluctuations sont soit transitoires, soit stationnaires [13]. Dans
les systèmes désordonnés, la notion de température dépendante de l’échelle
de temps est même parfois utilisée [12]. Ainsi, expérimentalement, l’état de
non équilibre est décrit par une température effective, fictive, habituelle-
ment plus grande que la température thermodynamique [11].
Dans ces travaux, nous observerons le résultat inverse : un système fluc-
tuant moins que ce qui serait attendu à son état d’équilibre. La mesure des
fluctuations thermiques de la déflexion d’un micro-levier AFM soumis à un
fort gradient de température montre que les fluctuations de ce système sont
plus petites que celle attendues par la température moyenne du système.

Ainsi, dans un premier temps, je présenterai le montage de l’interféro-
mètre en quadrature de phase pour ensuite présenter notre outil d’analyse :
les fluctuations thermiques. Je montrerai ensuite qu’il est possible d’amélio-
rer la précision de la mesure dans notre système en augmentant l’intensité
lumineuse du laser permettant la mesure des fluctuations thermiques. Nous
verrons ainsi que l’augmentation de l’intensité du laser a des conséquences
sur le spectre des fluctuations thermiques du levier que nous assimilerons
à une augmentation de température du levier. Ainsi, nous proposerons un
modèle original permettant d’évaluer la température du levier grâce à l’évo-
lution de son spectre de fluctuations thermiques en fonction de l’intensité
du laser.
Pour appuyer notre modèle, nous montrerons qu’il est possible d’évaluer
expérimentalement le profil de température dans un levier soumis à un flux
de chaleur. Enfin, nous chercherons à savoir s’il est possible dans notre sys-
tème hors équilibre d’estimer la température du levier à l’aide du théorème
d’équipartition de l’énergie et nous proposerons alors un modèle généralisé
à un système hors équilibre, similaire au théorème d’équipartition de l’éner-
gie, permettant d’évaluer la température du levier, ainsi qu’une explication
quant aux écarts de fluctuations observés.
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2.1 L’interféromètre à quadrature de phase

Notre interféromètre est différentiel : il se base sur la mesure d’inter-
férences entre deux faisceaux lumineux (dans notre cas, un laser) réfléchis
par un micro-levier d’AFM. La séparation du faisceau laser en deux se fait
à l’aide d’un élément biréfringent. Le premier faisceau est focalisé sur le
support du levier, proche de son encastrement, servant ainsi de référence (cf
figure (2.1)). Le second faisceau quant, à lui, est focalisé sur la partie mo-
bile du levier. La déflexion de celui-ci entraine donc une différence de trajet
optique entre les deux faisceaux. La mesure de cette différence de marche
permet alors de quantifier la déflexion du levier.

Figure 2.1 – Schéma du positionnement des deux faisceaux laser sur le levier.
Le premier E0~x se réfléchit sur le support du levier, tandis que le second, E0~y se
réfléchit sur la partie mobile du levier. La différence de marche, δL = 2d, entre
ces deux faisceaux permet de mesurer d, la déflexion du levier.

2.1.1 Focalisation du faisceau laser

Les performances de l’interféromètre sont fortement dépendantes de la
qualité du faisceau réfléchi par le levier. Il est donc important que celui-ci
soit focalisé au mieux sur le levier.
Expérimentalement, le faisceau laser est focalisé à l’aide d’une lentille de
focale f = 30mm (figure (2.2)). Si nous nous plaçons dans l’hypothèse d’un
faisceau Gaussien, le faisceau n’est pas ponctuel au point focal, mais a un
certain diamètre w0 (Waist). Le diamètre w du faisceau lorsqu’on s’écarte
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Figure 2.2 – Descriptif du montage permettant de mesurer le diamètre du fais-
ceau.

d’une distance z du point focal est :

w(z) = w0

√
1 +

(
z

z0

)2

(2.1)

Où :

z0 =
πw2

0

λ
(2.2)

est la portÃľe de Rayleigh. À l’aide d’une photodiode sous le levier, il nous
est possible d’estimer le diamètre du faisceau. Pour cela, nous balayons
transversalement (selon ~y) le levier avec le faisceau laser et mesurons l’in-
tensité lumineuse détectée par la photodiode. La lentille étant mobile sur
l’axe optique (~z), il nous est possible de faire varier la position du levier
par rapport au point focal de la lentille. L’intensité lumineuse mesurée par
la photodiode correspond à l’intensité transmise par le levier. Plus rigou-
reusement, l’intensité transmise par le levier, Itr, est la convolution d’une
fonction porte, représentant le levier, avec une fonction gaussienne (le fais-
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ceau laser) :

Itr(y0) = I0 −
∫ +∞

−∞
I0

(
w0

w(z)

)2

exp

(
−2(y0 − y)2

w(z)2

)
.c.U(y − a)U(b− y)dy

(2.3)
Avec I0 l’intensité du faisceau , c un facteur d’absorption, y0 la position
latérale du point focal, U la fonction d’Heaviside et a et b deux réels tels
que a < b représentent la position des flans du levier. Après quelques mani-
pulations on obtient :

Itr(y0) = I0

[
1− c

(
w0

w(z)

)2 ∫ b

a

exp

(−2(y0 − y)2

w(z)2

)
dy

]
(2.4)

En procédant à un changement de variable tel que :

T =

√
2(y − y0)

w(z)
(2.5)

dT =

√
2

w(z)
dy (2.6)

On arrive facilement à :

Itr = I0


1− cw2

0√
2w(z)

∫ √
2(b−y0)

w(z)

√
2(a−y0)

w(z)

e−T
2

dT


 (2.7)

= I0


1− cw2

0√
2w(z)



∫ √

2(b−y0)

w(z)

0

e−T
2

dT −
∫ √

2(a−y0)

w(z)

0

e−T
2

dT




 (2.8)

Et finalement :

Itr = I0

[
1− cw2

0

√
π

2
√

2w(z)

(
erf

(√
2(y0 − a)

w(z)

)
− erf

(√
2(y0 − b)
w(z)

))]

(2.9)

Les mesures expérimentales de Itr pour différentes positions de la lentille
sont données en figure (2.3). On remarque une très bonne concordance des
courbes expérimentales avec celles du modèle. Ainsi, à partir des ajuste-
ments des données expérimentales par la fonction donnée en équation (2.9)
(qui est une bonne approximation de l’intensité lumineuse transmise par le
levier), il est possible de mesurer w(z), la largeur du faisceau. Ensuite, si
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nous faisons un ajustement des données expérimentales de w(z) présentées
en figure (2.4) par l’équation (2.1), nous obtenons un diamètre de faisceau
w0 = 5µm ainsi que la localisation de la position optimale de la lentille.

z=0.64mm
z=0.32mm
z=0.16mm
z=0mm
z=-0.16mm
z=-0.32mm
z=-0.64mm
z=-0.80mm

Position latérale y0 du faisceau (µm)

I t
r
/I

0

−60 −40 −20 0 20 40 60
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Figure 2.3 – Évolution de l’intensité sous le levier, Itr, mesurée pour diffé-
rentes distances z de la lentille et positions latérales y0 du faisceau. En lignes
pointillées les ajustements des données expérimentales par la fonction donnée par
l’équation (2.9).
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Figure 2.4 – Évolution de w en fonction de la position verticale de la lentille z.
On retrouve bien la forme attendue pour un faisceau gaussien. L’incertitude sur
la position verticale de la lentille est estimée à 0.125 mm, soit une rotation d’un
huitième de tour du support sur tige filetée de la lentille. L’incertitude sur le dia-
mètre du faisceau est quant à elle estimée par la déviation standard de l’ensemble
des valeurs estimées.
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2.1.2 Interféromètrie différentielle

Afin de produire deux faisceaux laser séparés d’une distance adéquate,
nous utilisons un prisme de Wollaston constitué de deux prismes de cal-
cites [41] accolés dont les axes optiques sont orthogonaux. En amont du
prisme de Wollaston (figure (2.5)), le faisceau laser est polarisé linéairement
à l’aide d’un prisme de Glan-Taylor (GT) associé à une lame demi-onde. La
rotation, à l’aide de la lame demi-onde, de la polarisation linéaire du fais-
ceau, permet d’ajuster l’intensité des deux polarisations en sortie du prisme
de Wollaston. Pour obtenir les meilleures interférences possibles, il faut que
l’angle de polarisation du laser soit de 45o par rapport à celui du Wollaston.
Le faisceau initial (E0(~x + ~y)) passe ainsi à travers le prisme de Wollaston
ce qui produit deux faisceaux de polarisations orthogonales (E0~x et E0~y),
séparés d’un angle αw = 2o. Si le point de séparation des deux faisceaux est
placé au point focal d’une lentille, au passage de celle-ci, les faisceaux se re-
trouvent parallèles. Il est alors possible de focaliser un faisceau sur la pointe
du levier (partie mobile) et un autre sur le support du levier (référence).
Avec une lentille de focale f = 30mm, la séparation entre les faisceaux est de
1mm. Cette distance est plus grande que la longueur du levier L = 500 µm.
Après réflexion sur le levier, les deux faisceaux se recombinent en passant
dans le Wollaston avec une différence de marche δL proportionnelle à la
déflexion du levier d.

δL = 2d (2.10)

Cette configuration de l’interféromètre reste néanmoins limitée. En effet, un
grand nombre de leviers disposent d’un revêtement (or, aluminium ou encore
tantale) qui génèrent un stress mécanique sur le levier, lui donnant ainsi une
courbure intrinsèque. Par exemple, une courbure de 2o du levier entraine
un séparation de 1mm des faisceaux après leur passage dans une lentille
de 30mm de focale. Ils ne sont plus superposés dans la région d’analyse
rendant ainsi les interférences trop faibles pour pouvoir mesurer la déflexion
du levier.
Pour pallier ce problème, la solution choisie est de déplacer, le long de l’axe
optique, le prisme de Wollaston. En effet, une translation du prisme de
Wollaston le long de l’axe optique change l’angle d’incidence des faisceaux
sur le levier (figure (2.5)). Cette manipulation permet ainsi de compenser
une légère courbure intrinsèque d’un levier.
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Figure 2.5 – (a) Le prisme de Wollaston W sépare le rayon incident ~E0 en
deux faisceaux (E0~x et E0~y) de polarisations orthogonales. Le Wollaston se trouve
dans le plan focal d’une lentille L0 permettant ainsi aux faisceaux de sortir de la
lentille parallèles, séparés d’une distance de 1mm.
(b) Le déplacement selon l’axe optique du prisme de Wollaston permet de compen-
ser une légère courbure intrinsèque du levier.



2. L’interféromètre à quadrature de phase 27

2.1.3 Analyse des interférences

Une fois les faisceaux réfléchis par le levier, ils sont recombinés à l’aide
de l’élément biréfringent. La différence de chemin optique entre eux est pro-
portionnelle à la déflexion du levier en suivant l’équation (2.10).
L’analyse de ce faisceau est basée sur la technique de détection en qua-
drature de phase [4, 34] : le faisceau réfléchi est séparé en deux par un
cube séparateur non polarisant (nous noterons n = 1, 2 les deux zones
d’analyse de l’interféromètre), ils sont ensuite focalisés à l’aide d’une lentille
(fLn

= 25mm). Afin de mettre en évidence les interférences entre les po-
larisations croisées, on place deux lames de calcite (épaisseur=5mm) dont
les axes font un angle de 45o avec ceux du Wollaston. Les deux faisceaux se
voient ainsi séparés d’une distance de 0.5mm et sont focalisés sur les deux
segments d’une photodiode deux quadrants (UDT Spot-2DMI). Si nous ap-
pelons ~x et ~y les axes du Wollaston, alors le champ électrique du faisceau
laser à analyser est : ~E0 = E0(~x + eiϕ~y) où ϕ est la différence de phase
entre les polarisations due à la déflexion du levier. Comme la différence de
phase suit la loi : ϕ = 2πδL/λ et en respectant l’équation (2.10) reliant la
différence de marche à la déflexion du levier, il est possible de relier d et ϕ
par :

ϕ =
4π

λ
d (2.11)

où λ = 633 nm est la longueur d’onde du laser He-Ne utilisé. L’intensité du
courant dans les quatre photodiodes s’écrit :

An = I0 (1 + cos(ϕ+ ψn))

Bn = I0 (1− cos(ϕ+ ψn))
(2.12)

Où n = 1, 2 représente le capteur 1 ou 2, I0 est l’intensité des faisceaux
incidents, ψ1 = 0 (capteur sans lame quart d’onde), et, nous ajoutons, sur
le second faisceau, une lame quart d’onde dans le but de soustraire π/2 à
la phase. Ainsi ψ2 = −π/2 (capteur avec lame quart d’onde). La fonction
contraste équivalente est donc :

Cn =
An −Bn
An +Bn

= cos (ϕ+ ψn) (2.13)

Ainsi, C1 et C2 peuvent s’écrire :

C1 = cos(ϕ)

C2 = sin(ϕ)
(2.14)
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Figure 2.6 – Le faisceau lumineux provenant de la région de mesure est séparé
en deux par un cube séparateur non polarisant. Dans chaque zone d’analyse une
lame de calcite de 5mm d’épaisseur (BD1 et BD2) projette les composantes de la
polarisation à 45o afin d’obtenir les interférences. Chaque composante est focalisée
sur une photodiode à deux cadrants (PD1 et PD2) à l’aide d’une lentille (L1 et
L2). Les intensités (A1, A2, B1 et B2) sont ensuite enregistrées. On ajoute à l’un
des deux capteurs une lame quart d’onde afin d’ajouter une phase ψ2 = −π/2 à
la phase initiale ϕ.
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De cette façon, le contraste est indépendant des fluctuations d’intensité du
laser. De plus, l’utilisation de deux capteurs en quadrature de phase garantit
une bonne sensibilité à la phase, et ce, quelque soit sa valeur. Il est possible,
à partir de l’équation (2.14) de définir le contraste complexe :

C = C1 + iC2 = cos(ϕ) + i sin(ϕ) = eiϕ (2.15)

Cette formulation permet d’avoir une détermination complète de la phase ϕ
(modulo 2π). Dans le plan (C1, C2), ϕ correspond à l’angle polaire du point
de mesure sur le cercle unitaire. La sensibilité du contraste complexe aux
petites variations de d est indépendante de d :

∣∣∣∣
dC
dd

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
dC
dϕ

dϕ
dd

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ieiϕ
dϕ
dd

∣∣∣∣ =
4π

λ
(2.16)

Il suffit donc de mesurer les contrastes C1 et C2 pour en déduire d grâce à :

d =
ϕ

4π
λ =

λ

4π
arctan

(
C2

C1

)
(2.17)

2.1.4 Calibration de l’interféromètre
À cause d’intensités parasites, d’imperfections d’alignement ou de foca-

lisation, le contraste complexe ne prend pas la forme d’un cercle mais plutôt
d’une ellipse inscrite dans le cercle unitaire : la visibilié des franges d’inter-
férence n’atteint jamais 100%. Si nous appelons Cm1 et Cm2 les contrastes
mesurés il faut faire un ajustement du contraste complexe mesuré en utili-
sant :

Cm = Cm1 + iCm2 = ζ1 cos(ϕ) + c1 + iζ2 sin(ϕ+ ψ) + ic2 (2.18)

Où ζn < 1 sont les amplitudes du contraste dans chaque bras d’analyse, cn
les offsets du contraste, et ψ un déphasage résiduel à la quadrature de phase
parfaite [4].
Ces cinq paramètres peuvent être aisément estimés par un réglage de l’in-
terféromètre : en excitant l’oscillation du levier à sa résonance à l’aide d’un
piézoélectrique. On balaie une gamme de déflexion permettant de parcou-
rir intégralement l’ellipse puis nous réalisons un fit elliptique du contraste
mesuré (figure (2.7)). Une fois cette calibration effectuée, un traitement nu-
mérique à posteriori sur les données permet ensuite de projeter le contraste
complexe mesuré sur un cercle unitaire, et donc d’obtenir la déflexion du
levier :

C = C1+iC2 =
Cm1 − c1

ζ1
+i

[
Cm2 − c2

ζ2
− (Cm1 − c1) sin(ψ)

ζ1

]
1

cos(ψ)
(2.19)
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Figure 2.7 – L’ellipse de contraste mesuré Cm est obtenue en mesurant la
déflexion du levier excité à sa résonance par un piézo. Un fit elliptique est réalisé
grâce à la fonction (2.18). Les paramètres ζn, cn et ψ obtenus permettent de
calculer la phase ϕ, et donc la déflexion d.

2.1.5 Fluctuations thermiques

Après avoir réalisé les étapes de calibration décrites ci-dessus, nous pou-
vons mesurer les fluctuations d’un micro-levier induites par les fluctuations
thermiques. Les fluctuations thermiques sont un bruit blanc, aléatoire, qui
excite tous les modes d’un micro-levier lorsqu’il est à l’équilibre avec son
environnement. En moyenne, les fluctuations du levier par rapport à sa
position d’équilibre sont nulles, cependant, dans l’espace de Fourier il est
possible de mesurer la Densité Spectrale de Puissance (DSP) de la déflexion
Sd. En figure (2.8), nous traçons la DSP d’un levier en silicium Budget
Sensors avec revêtement en aluminium dans le vide. Le spectre illustre la
précision de notre montage. La limitation principale de la DSP est le bruit
de fond, dans notre cas 2× 10−28 m2/Hz. La principale source de bruit de
notre montage provient du shot-noise lié aux photodiodes que nous utili-
sons. Pour mesurer le bruit intrinsèque de notre expérience nous utilisons,
à la place d’un levier, un miroir. Celui-ci se comporte comme un levier de
rigidité infinie et permet ainsi une mesure directe du bruit de fond de notre
montage.
On remarque qu’à haute fréquence, hors modes propres, ce bruit de shot-
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Figure 2.8 – Densité Spectrale de Puissance de la déflexion d’un micro-levier
AFM en silicium avec revêtement en aluminium ainsi que la DSP issue du shot
noise des photodiodes lorsque le laser est positionné sur un miroir (données issues
des travaux de thèse de Tianjun LI [25]).
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noise domine la mesure, et donne donc la limite de sensibilité de notre
interféromètre.
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2.2 Dynamique du levier et fluctuations ther-
miques

Nous introduisons, dans cette partie, la mécanique des micro-leviers et
leurs fluctuations thermiques.

2.2.1 Modèles de la poutre d’Euler Bernoulli

Si nous considérons que notre levier oscille avec de faibles amplitudes de
mouvement et que ces mouvements ont uniquement lieu dans la direction
transverse au levier, alors les vibrations du levier peuvent être décrites par
l’approche simplifiée d’Euler-Bernoulli, dans laquelle la poutre est réduite
à un objet unidimentionnel et soumis à une flexion sans cisaillement. Cette
approximation est valable car L�W,H avec L la longueur du levier, W la
largeur et H l’épaisseur. Dans cette situation, la cinématique de la poutre
est complètement décrite par :

µ(x)
∂2d

∂t2
+

∂

∂x2

[
E(x)I(x)

∂2d

∂x2

]
= F (x, t) (2.20)

Où µ est la densité linéique de masse, F la force linéique externe appliquée à
la poutre, x la coordonnée spatiale le long du levier, E le module d’Young et
I le second moment d’inertie de la poutre. Nous pouvons, dans le cas de nos
micro-leviers, faire l’approximation que le module d’Young, la densité ρ et
les dimensions transversales (W,H) sont uniformes, à température constante
(ces approximations sont garanties par les fabricants). Dans le cas d’une
poutre à section rectangulaire, on a alors : I = WH3/12 et µ = ρWH.
Dans cette situation, l’équation (2.20) devient :

µ
∂2d

∂t2
+ EI

∂4d

∂x4
= F (x, t) (2.21)

En l’absence de force extérieure, on suppose que l’on puisse écrire la dé-
flexion d sous forme factorisée : d(x, t) = φ(x)ζ(t), l’équation (2.21) devient
équivalente au système suivant :

d2ζ(t)

dt2
− α4κ2ζ(t) = 0 (2.22)

d4φ(x)

dx4
− α4

L4
φ(x) = 0 (2.23)
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Où κ2 = EI/µL4 et α est une constante. Ce système d’équations différen-
tielles répond aux conditions limites sur d(x, t) facilement transposables à
φ(x) :

φ(x=0) = 0
dφ(x)

dx

∣∣∣∣
x=0

= 0 (2.24)

d2φ(x)

dx2

∣∣∣∣
x=L

= 0
d3φ(x)

dx3

∣∣∣∣
x=L

= 0 (2.25)

Il est alors possible de montrer que les solutions spatiales φn prennent la
forme :

φn(x) =
[
cos
(
αn

x

L

)
− cosh

(
αn

x

L

)]

− cos(αn) + cosh(αn)

sin(αn) + sinh(αn)

[
sin
(
αn

x

L

)
− sinh

(
αn

x

L

)] (2.26)

Où les valeurs propres spatiales αn sont fixées par la relation :

1 + cos(αn) cosh(αn) = 0 (2.27)

Qui conduit à α1 = 1.875, α2 = 4.694,..., αn = (n− 1/2)π pour n� 1. En
figure (2.9) nous traçons les quatre premiers modes de flexion du levier.
La partie temporelle donnée par l’équation (2.22) correspond à un oscillateur
harmonique. On prédit donc une dépendance de type sinusoïdale dans le
temps : ζn(t) = An cos(ωnt + θn). Les pulsations propres ωn = 2πfn sont
fixées par la relation de dispersion :

ωn = α2
nκ2 =

α2
n

L2

√
EI

µ
=

√
k

m
(2.28)

avec m = µL la masse du levier et kn = EIα4
n/L

3 la raideur effective du
mode n.

2.2.2 Approximation de l’oscillateur harmonique

Dans la limite des petites oscillations proches d’une résonance, il est pos-
sible d’assimiler le micro-levier à un système masse+ressort. Le déplacement
d de la masse correspond à la déflexion du levier, la constante de raideur
k correspond à la réponse du système à une force extérieure, la masse m
correspond à l’inertie du système, et enfin, γ correspond aux dissipations
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Figure 2.9 – Quatre premiers modes propres de flexion d’une poutre semi-
encastrée.

(visqueuses dans l’air, viscoélastiques dans le vide) du levier. L’équation du
mouvement de l’oscillateur harmonique s’écrit :

md̈ = −kd− γḋ+ F (2.29)

Où les points au dessus des variables correspondent aux dérivées tempo-
relles. Comme nous nous intéressons au comportement fréquentiel de notre
levier, nous réécrivons cette équation dans l’espace de Fourier :

−mω2d̂(ω) = −kd̂(ω)− iωγd̂(ω) + F̂ (ω) (2.30)

La fonction réponse correspondante s’écrit alors :

GSHO(ω) =
F̂ (ω)

d̂(ω)
= k

[
1− ω2

ω2
0

+ i
ω

ω0Q

]
(2.31)

Avec ω0 =
√
k/m la pulsation propre, Q = mω0/γ le facteur de qualité et

ω = 2πf la pulsation associée à la fréquence f .
Le travail infinitésimal d’une force F pour un déplacement δd est δW = Fδd.
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Pour une transformation réversible dĤ = δW = Fδd, ainsi nous pouvons
écrire :

∂Ĥ

∂d
= F (2.32)

La force F et le déplacement d sont couplés par le Hamiltonien Ĥ du sys-
tème. On peut appliquer le théorème de Fluctuation Dissipation à la dé-
flexion, la densité spectrale de puissance SSHO

d des fluctuations de d s’écrit :

SSHO
d (f) = −4kBT

ω
Im
[

1

GSHO(ω)

]
=

4kBT

kω0

1/Q

(1− u2)2 + (u/Q)2
(2.33)

avec kB la constante de Boltzmann, T la température du système, u = ω/ω0

la fréquence réduite, et Im(.) la partie imaginaire de l’argument.
Il est ainsi possible d’effectuer un fit du spectre de fluctuations thermiques
de chaque mode propre du levier par ce modèle d’oscillateur harmonique et
ainsi d’en déduire les différentes fréquences de résonance, facteurs de qualité
ainsi que raideurs effectives. En figure (2.10) on superpose au spectre de
fluctuations thermiques des trois premiers modes d’un levier les fit réalisés à
partir de l’équation (2.33) à laquelle on ajoute un terme constant pour tenir
compte du bruit de fond du shot noise. L’étude des fluctuations thermiques
permet donc d’étudier la mécanique des microleviers. En effet, comme nous
l’avons vu dans cette section, le fit des modes propres de microleviers par
l’équation (2.33) permet d’estimer les fréquences de résonance, raideurs,
facteurs de qualité, et par extension leur longueur, largeur, épaisseur ou
masse.
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Figure 2.10 – Superposition du spectre de fluctuations thermiques des modes
1 (en haut), 2 (au milieu) et 3 (en bas) d’un micro-levier AFM en silicium avec
revêtement en aluminium sous vide, et des fits de ces modes par l’équation (2.33)
correspondant à un oscillateur harmonique.
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2.3 Réduction du bruit de fond

2.3.1 Shot-Noise
Le principal facteur limitant dans notre expérience pour la mesure des

fluctuations thermiques de microleviers est le bruit de fond de l’électronique
et notamment le shot-noise. Le shot-noise est la manifestation de la nature
quantique de la lumière. Les photodiodes utilisées « comptent » les photons
révélant ainsi leur aspect corpusculaire. La photodiode ne va donc pas re-
cevoir un flux continu de lumière mais des impacts aléatoires de photons.
Cet aspect va se traduire par un bruit dans le photocourant. Le spectre de
ce courant est donné par :

SI = 2eI (2.34)

où e est la charge élémentaire de l’électron e = 1.602× 10−19 C. Ce bruit
va ensuite se traduire par un bruit dans le contraste mesuré et ainsi un
bruit sur la déflexion estimée du levier. De cette façon, le shot-noise va être
interprété comme une déflexion du levier.
Cherchons à présent à estimer l’impact du shot-noise sur les contrastes. On
s’intéresse à ϕ proche de 0 pour simplifier, et on regarde les petites fluctua-
tions de Cm2 . Par définition du contraste (équation (2.13)) nous avons :

Cm2 =
A2 −B2

A2 +B2
(2.35)

(nous omettons ci-dessous les indices 1 et 2 pour alléger les notations)
Une petite variation du contraste peut alors s’écrire :

δCm =
δA− δB
A+B

− A−B
(A+B)

2 (δA+ δB) (2.36)

qui peut se réécrire comme :

δCm =
2BδA− 2AδB

(A+B)
2 (2.37)

Le spectre du contraste s’obtient grâce à l’équation (2.34) :

SC =
4B22eA+ 4A22eB

(A+B)
4 (2.38)

=
8eAB

(A+B)
3 (2.39)
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Nous nous plaçons dans le cas où ϕ ' 0, c2 = 0 et ψ = 0 on a alors
A ' B ' I0

2 avec I0 l’intensité totale reçue par la photodiode. Le spectre
du contraste est donc :

SC =
2e

I0
(2.40)

Enfin, si nous utilisons l’expression du contraste mesuré (équation (2.18))
alors :

δCm2 = ζ2 cos(ϕ+ ψ)δϕ (2.41)

= ζ2δϕ = ζ2
4πd

λ
(2.42)

D’où le spectre de la déflexion lié au shot-noise :

SSNd =

(
λ

4π

)2 SC
ζ2
2

=
1

ζ2
2

(
λ

4π

)2
2e

I0
(2.43)

Pour des valeurs habituelles de ζ2 et de I0 nous estimons le bruit de fond
à : SSNd = 4× 10−29 m2/Hz.
On remarque que ce bruit est inversement proportionnel à l’intensité lu-
mineuse : plus l’intensité lumineuse est grande, plus les fluctuations liées
à l’aspect corpusculaire de la matière sont négligeables. Pour améliorer la
précision sur nos mesures il nous faut donc augmenter l’intensité lumineuse
du laser.
Dans ce but, nous optons pour un laser vert d’une puissance de 150mW.
Nous faisons varier, à l’aide de filtres, l’intensité du laser et traçons, en
figure (2.11), différents spectres pour différentes intensités, et ce, pour un
levier en silicium avec revêtement en aluminium. Nous remarquons claire-
ment une baisse du niveau de bruit de fond avec l’augmentation de l’inten-
sité lumineuse. Nous traçons donc, en figure (2.12), l’évolution du niveau de
bruit de fond en fonction de l’intensité lumineuse. La variation du niveau
de bruit de fond semble décroître en loi de puissance avec I. Cependant,
un fit de ces données donne une loi proportionnelle à I−3. Le cas de figure
décrit par l’équation (2.43) est idéal, et, expérimentalement, il est rare de se
trouver dans de telles conditions. En annexe, nous décrivons l’ensemble des
calculs permettant d’arriver à l’expression du spectre réel de la déflexion lié
au shotnoise :

SSNd =

(
4π

λ

cosϕ0 sin(ϕ0 + ψ)

cosψ

)2

2e

[
S2

2 −D2
2

S3
2ζ

2
2 sin2(ϕ0 + ψ)

+
S2

1 −D2
1

S3
1ζ

2
1 cos2 ϕ0

]

(2.44)
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Figure 2.11 – Superposition de plusieurs spectres de fluctuations thermiques
d’un levier en silicium avec revêtement en aluminium pour différentes intensités
lumineuses du laser de l’interféromètre. Le bruit de fond dû au shotnoise diminue
lorsqu’on augmente l’intensité lumineuse.
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Figure 2.12 – Niveau de bruit de fond moyen d’un spectre mesuré. Il décroît en
loi de puissance avec I : il est proportionnel à I−3. Ce niveau est défini comme la
valeur moyenne de la DSP entre 50 et 60 kHz sur la figure (2.11).
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avec S1 = A1 +B1 et S2 = A2 +B2.
Ainsi, le spectre de la déflexion lié au shot noise n’est plus une fonction in-
versement proportionnelle de l’intensité lumineuse I (équation (2.43)) mais
une fonction plus complexe dépendant des paramètres de l’ellipse.
Enfin, un dernier paramètre vient modifier le comportement de l’équa-
tion (2.44). En effet, les photodiodes peuvent mesurer une intensité pa-
rasite (lumière ambiante par exemple) qui vient s’ajouter à celui du signal
mesuré par les photodiodes. Ainsi, l’expression du courant dans les photo-
diodes (2.12) peut se réécrire pour n = 1 et dans l’approximation ψ = 0 :

A1 = IA1c + Ilaser (1 + cosϕ)

B1 = IB1c + Ilaser (1− cosϕ)
(2.45)

Où IA1c et IB1c sont les intensités parasites dans les photodiodes et Ilaser
l’intensité réelle du laser. La somme et la différence sont donc :

S1 = IA1c + IB1c + 2Ilaser

D1 = IA1c − IB1c + 2Ilaser cosϕ
(2.46)

Si on considère que les intensités parasites sont les mêmes et que c1 = 0
alors on peut déduire :

ζ1 =
2Ilaser

IA1c + IB1c + 2Ilaser
=

Ilaser
I0c + Ilaser

(2.47)

avec I0c = IA1c + IB1c qui donne :

1

S1ζ2
1

=
I0c + Ilaser
I2
laser

(2.48)

Le comportement du produit S1ζ
2
1 (resp S2ζ

2
2 ) dépend alors de l’intensité

du laser. En effet, pour de fortes intensités de laser, l’intensité parasite I0c
devient négligeable devant Ilaser et ainsi, le spectre de la déflexion lié au
shotnoise devient proportionnel à 1/Ilaser (tout en tenant compte des termes
issus de l’ellispe). En revanche, dès lors que l’intensité du laser devient faible
devant les intensités parasites, le spectre de la déflexion lié au shotnoise
devient proportionnel au courant noir et inversement proportionnel à I2

laser.
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2.3.2 Modification des propriétés du levier
La diminution du bruit de fond n’est cependant pas la seule conséquence

de l’augmentation de l’intensité lumineuse du laser. En effet, en figure (2.13)
on remarque que les fréquences des modes propres de vibration du levier ont
tendance à se décaler vers les basses fréquences à mesure que l’intensité lu-
mineuse augmente. Si on se base sur l’équation (2.28), la masse du levier
étant constante, la raideur k doit forcément diminuer à mesure que l’inten-
sité lumineuse augmente.
C’est cet effet qui constitue le coeur de cette thèse : nous allons dans les
chapitres suivants en proposer une explication, l’étayer avec de nouvelles ob-
servations, pour enfin l’exploiter dans un problème de physique statistique
d’un système hors équilibre.
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Figure 2.13 – Mise en évidence d’un décalage en fréquence pour un levier en
silicium sans revêtement. À gauche, le mode 2 et à droite le mode 3.
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2.4 Conclusion
Nous avons, dans cette partie, décrit l’interféromètre à quadrature de

phase utilisé pour les mesures de fluctuations thermiques de micro-leviers
AFM (figures (2.5) et (2.6)). En plus d’être une technique originale pour
la mesure de la déflexion du levier, la quadrature de phase permet d’ob-
tenir un bruit de fond extrêmement bas (jusqu’à cent fois meilleur qu’un
AFM commercial). La limite principale de nos mesures vient du shot-noise.
Ce bruit blanc est inversement proportionnel à l’intensité du laser (équa-
tion (2.44)). Ainsi, dans le but d’améliorer la précision sur la mesure des
fluctuations thermiques de micro-leviers AFM, nous augmentons l’intensité
du laser. Cette augmentation de l’intensité lumineuse du laser permet de ga-
gner un facteur cent sur le niveau de bruit de fond de notre interféromètre
(figure (2.11)). Cependant, un second effet apparait : un décalage des fré-
quences de résonance de chaque mode vers les basses fréquence est observé
lorsque l’on augmente l’intensité du laser (figure (2.13)). En considérant
que le levier peut être assimilé à une oscillateur harmonique, notre intuition
nous laisse penser que, étant donné que la masse du levier est constante,
sa raideur k doit diminuer lorsque l’intensité lumineuse du laser augmente.
Nous allons ainsi, dans le chapitre suivant, proposer un modèle permettant
de décrire ce décalage en fréquence en l’associant à un échauffement du
levier.
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3.1 Modélisation pour une température uni-
forme

3.1.1 Description analytique de la poutre
Nous montrons dans le chapitre précédent que la déformation d’un micro

levier est décrite par la deflexion d(x, t), avec t le temps, et x la coordonnée
spatiale le long du levier. L’équation du mouvement du micro-levier s’écrit :

µ(x)
∂2d

∂t2
+

∂2

∂x2

[
E(x)I(x)

∂2d

∂x2

]
= fhydro(x, t) + fext(x, t) (3.1)

où µ est la masse linéique, EI la rigidité à la courbure du micro-levier
(E est le module d’Young, I le second moment d’inertie), fhydro la force
d’amortissement par unité de longueur, et fext la force extérieure.
En présence de forces dissipatives nous faisons l’hypothèse que la dissipation
est linéaire en fonction de la déflexion. Cela est le cas pour les dissipations
visqueuses liées au fluide environnant. On peut ainsi écrire dans l’espace de
Fourier [3, 40] :

fhydro(x, ω) = −iωγ(ω)d(x, ω) (3.2)

Cette relation est équivalente à avoir une force dissipative proportionnelle à
la vitesse avec un coefficient de proportionnalité γ. Notons que dans le vide,
seules les dissipations mécaniques internes au levier peuvent apparaitre. Il
est alors possible d’utiliser un module d’Young complexe, conduisant à :

fdis(x, ω) = −iωγ̃(ω)
∂4d

∂x4
(x, ω) (3.3)

Pour simplifier la suite de notre étude, nous nous placerons dans le cadre
de l’équation (3.2). γ(ω) varie généralement lentement avec ω [40], et la dis-
sipation est faible (facteur de qualité grand), ainsi, pour chaque résonance
une simple dissipation visqueuse est une bonne approximation de fhydro.
On peut noter que la présence d’air autour du micro-levier induit des effets
inertiels qui peuvent être pris en compte dans le modèle de Sader comme
une masse ajoutée [40].
À cause de l’échauffement du levier par le laser à son extrémité, sa tempé-
rature n’est pas uniforme. Nous supposerons dans ce qui suit, que le profil
de température est uniforme sur la section du levier et ce, indépendemment
du temps. Ainsi, le profil de température peut s’écrire :

T (x) = T0 + θ(x) (3.4)
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Où T0 est la température ambiante et θ(x) est la différence de température le
long du levier. Ce profil de température va localement modifier les propriétés
physiques du levier (et éventuellement celle de la masse d’air environnant
le levier). Dans une première approche, nous ne considèrerons que les varia-
tions du module d’Young et des dissipations en fonction de la température,
nous négligerons donc les dilatations spatiales du levier. En effet, le coef-
ficient linéique d’expansion thermique du silicium αl ≈ 2.6× 10−6 K−1 est
un ordre de grandeur plus petit que celui de la dépendance en température
du module d’Young [20] :

αE =
1

E

(
∂E

∂T

)
≈ −64× 10−6 K−1 (3.5)

De plus, nous considérons seulement une correction au premier ordre du mo-
dule d’Young : E(T ) = E0(1 +αEθ). Nous pouvons réécrire l’équation (3.1)
dans l’espace de Fourier pour expliciter la dépendance en température de
la déflexion du levier :

−mω2d+
k0

3

∂2

∂x2

[
(1 + αEθ(x))

∂2d

∂x2

]
+ iωγ(ω)d = fext(x, ω) (3.6)

où m et k0 sont la masse et la raideur statique du micro-levier (k0 est définie
à température ambiante T0), et x est à présent normalisé à la longueur L
(x = 1 à l’extrémité libre du micro-levier). En l’absence de force excitatrice
externe, les conditions aux bords de l’équation (3.1) sont celles d’une poutre
encastrée (x = 0) et d’extrémité libre (x = 1) :

d(x=0, ω) = 0
∂d(x, ω)

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0 (3.7)

∂2d(x, ω)

∂x2

∣∣∣∣
x=1

= 0
∂3d(x, ω)

∂x3

∣∣∣∣
x=1

= 0 (3.8)

3.1.2 Fréquence de résonance à température ambiante
Commençons par étudier les modes propres dans le cas où θ(x) = 0. De

cette façon, l’équation (3.6) devient :
(
−mω2 +

k0

3

∂4

∂x4
+ iωγ(ω)

)
d = 0 (3.9)

Qui peut se réécrire comme :
(
−mω2 +

k

3
L0 + iωγ(ω)

)
d = 0 (3.10)
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Avec l’opérateur L0 = ∂4/∂x4 dans l’espace D des fonctions qui remplissent
les conditions aux bords (3.7) et (3.8). Cet opérateur est auto-adjoint sur
cet espace pour le produit scalaire définit comme :

φ� ψ =

∫ 1

0

φ(x)ψ(x)dx→ L0φ� ψ = φ� L0ψ (3.11)

Ses valeurs propres λ0
n sont définies telles que :

L0φ
0
n = λ0

nφ
0
n (3.12)

Les vecteurs propres de l’opérateur L0 forment une base orthonormée de D.
Ils sont les modes normaux d’une poutre encastrée-libre dans le modèle de
Euler-Bernouilli :

φ0
n(x) = (cosαnx−coshαnx)− cosαn + coshαn

sinαn + sinhαn
(sinαnx−sinhαnx) (3.13)

où αn est la nieme solution de l’équation :

1 + cosαn coshαn = 0 (3.14)

qui conduit à α1 = 1.875, α2 = 4.694, . . . , et αn = (n−1/2)π pour n grand.
Les valeurs propres λ0

n de l’opérateur L0 correspondantes aux modes propres
sont alors λ0

n = α4
n : L0φ

0
n = λ0

nφ
0
n = α4

nφ
0
n. On projette ensuite l’équa-

tion (3.6) sur cette base pour obtenir l’évolution de l’amplitude de chaque
mode : [

−mω2 +
k0

3
λ0
n + iωγ(ω)

]
dn(ω) = fextn (ω) (3.15)

avec dn = d�φ0
n, f

ext
n = fext�φ0

n. L’équation (3.15) est celle d’un oscillateur
harmonique de masse m et de raideur kn = k0λ

0
n/3. Les pulsations propres

ωn des oscillations sont reliées aux valeurs propres spatiales par la relation
de dispersion :

mω2
n =

k0

3
α4
n =

k0

3
λ0
n = kn (3.16)

3.1.3 Décalage en fréquence pour un profil de tempé-
rature uniforme

Si on considère à présent une élévation uniforme de la température θ =
∆T 6= 0, avec αE∆T � 1, c’est à dire ∆T � 104K. L’équation (3.6) s’écrit :

(
−mω2 +

k0

3
(1 + αE∆T )

∂4

∂x4
+ iωγ(ω)

)
d = 0 (3.17)
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Qui peut se réécrire :
(
−mω2 +

k0

3
L+ iωγ(ω)

)
d = 0 (3.18)

Avec L = (1 + αE∆T )L0. Les vecteurs propres de l’opérateur L sont les
mêmes que ceux de l’opérateur L0 définis par l’équation (3.13).
Les valeurs propres λn de l’opérateur L correspondant aux modes propres
sont alors λn = (1 + αE∆T )λ0

n : Lφ0
n = λnφ

0
n = (1 + αE∆T )α4

nφ
0
n.

On projette ensuite l’équation (3.6) sur cette base pour obtenir l’évolution
de l’amplitude de chaque mode :

(
−mω2 +

k0

3
(1 + αE∆T )λ0

n + iωγ(ω)

)
dn(ω) = fextn (ω) (3.19)

avec dn = d� φ0
n, f

ext
n = fext � φ0

n.
L’équation (3.19) est celle d’un oscillateur harmonique de masse m et de
raideur kn(1 + αE∆T ).
En utilisant le fait que λn = (1 + αE∆T )λ0

n on peut écrire :

∆λn
λ0
n

= αE∆T (3.20)

Qui permet de réécrire la relation de dispersion (3.16) comme :

∆ωn
ωn

=
1

2

∆λn
λ0
n

=
1

2
αE∆T (3.21)

Expérimentalement ∆T ne nous est pas accessible, par contre, nous pou-
vons, à l’aide de filtres modifier l’intensité lumineuse du laser, et donc, à un
coefficient d’absorption près, faire varier la température. Nous avons donc
la relation de proportionnalité suivante :

∆ωn
ωn

=
1

2
αE∆T ∝ αEI (3.22)

où I est l’intensité lumineuse incidente.
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3.2 Mesure expérimentale du décalage fréquen-
tiel

Nous effectuons des mesures sur deux types de leviers en silicium et sans
revêtement de géométries différentes :

— des micro-leviers C100 de longueur L = 500 µm, de largeur W =
100 µm et d’épaisseur H = 1 µm (NanoWorld Arrow TL8).

— des micro-leviers C30 de longueur L = 500 µm, de largeurW = 30 µm
et d’épaisseur H = 2.67 µm (BudgetSensors AIO-TL).

Nous mesurons la densité spectrale de puissance (DSP) des fluctuations
thermiques des leviers en utilisant notre interféromètre. Afin d’évaluer le dé-
calage en fréquence, nous effectuons, pour différentes intensités lumineuses
I, un ajustement de chaque résonance sur les courbes de DSP par une fonc-
tion Lorentzienne pour en extraire les fréquences de résonance fn de chaque
mode n. Nous traçons en figure (3.1) et (3.2) les mesures du décalage en
fréquence ∆fn/f

0
n pour chaque mode n en fonction de l’intensité lumineuse

I du faisceau laser sur l’extrémité libre du levier. f0
n est défini comme l’or-

donnée à l’origine d’une régression linéaire de fn en fonction de I, de sorte
que ∆fn = 0 pour I = 0.
On remarque qu’il existe une dépendance entre le décalage en fréquence ∆f
et l’intensité lumineuse I (figures (3.1) et (3.2)). La dépendance de ∆f en
intensité I s’explique par le fait que lorsqu’on augmente l’intensité lumi-
neuse, on augmente le flux de chaleur ~J et donc, grâce à la loi de Fourier :
~J = −λSi~∇T , on peut en déduire qu’il existe un gradient de température
plus grand dans le levier.
Cependant l’équation (3.22) suggère que le décalage en fréquence ∆fn/f

0
n

devrait être indépendant de n, or les figures (3.1) et (3.2) montrent l’inverse.
Il nous faut donc revenir sur la notion de profil uniforme de température
dans le levier. En effet, le laser ne chauffe qu’une extrémité du levier (l’extré-
mité libre du levier). Le levier va conduire la chaleur jusqu’à l’encastrement
qui est à température ambiante, et qui va donc dissiper la chaleur. Ainsi la
température n’est pas constante dans le levier, il existe, grâce à la conduc-
tion thermique, un profil de température non uniforme.
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Figure 3.1 – Micro-levier C100 : Décalage relatif en fréquence ∆fn/f
0
n en fonc-

tion de l’intensité lumineuse I dans le vide (P = 4 Pa). Les courbes en pointillés
représentent les régressions linéaires à faible intensité lumineuse (I < 7 mW). Il
existe un aspect non linéaire pour des intensités lumineuses supérieures à 5 mW.
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Figure 3.2 – Micro-levier C30 : Décalage fréquentiel relatif ∆fn/fn en fonction
de l’intensité lumineuse I dans le vide (P = 10 Pa). Les courbes en pointillés
représentent les régressions linéaires.
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3.3 Modélisation pour un profil de tempéra-
ture

3.3.1 Profil arbitraire de température

Nous nous intéressons à présent à des profils de températures quel-
conques, mais restons dans la limite des petites perturbations de la raideur
du levier : αEθ(x)� 1. L’équation du mouvement du levier est :

−mω2d+
k0

3

∂2

∂x2

[
(1 + αEθ(x))

∂2d

∂x2

]
+ iωγ(ω)d = fext(x, ω) (3.23)

dans laquelle nous introduisons l’opérateur : L = ∂2/∂x2[(1+αEθ(x))∂2∂x2],
qui est lui aussi auto-adjoint dans l’espace D :

(
−mω2 +

k0

3
L+ iωγ(ω)

)
d = 0 (3.24)

Les valeurs propres φn associées aux valeurs propres λn de l’opérateur L
forment une base orthonormée de D. Elles sont définies comme :

Lφn = λnφn (3.25)

Faisons un développement au premier ordre en αE avec L = L0 + αEL1,
φn = φ0

n + αEφ
1
n et λn = λ0

n + αEλ
1
n :

L0φ
1
n + L1φ

0
n = λ0

nφ
1
n + λ1

nφ
0
n (3.26)

En projetant cette dernière équation sur φ0
n et en utilisant les propriétés de

L0 qui est auto-adjoint, nous trouvons :

λ1
n = φ0

n � L1φ
0
n (3.27)

En utilisant l’expression explicite L1 = ∂2/∂x2[θ(x)∂2/∂x2] on est amené
à :

λ1
n =

∫ 1

0

dxθ(x)

(
d2φ0

n

dx2

)2

(3.28)

Pour n’importe quel profil de température θ(x), il est facile de calculer le
décalage induit des valeurs propres spatiales :

∆λn = αEλ
1
n (3.29)
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ce qui nous permet finalement d’écrire :

∆ωn
ωn

=
1

2

∆λn
λ0
n

(3.30)

=
1

2

αEλ
1
n

λ0
n

(3.31)

=
αE
2α4

n

∫ 1

0

dxθ(x)

(
d2φ0

n

dx2

)2

(3.32)

Ou encore :
∆ωn
ωn

=
αE
2

∫ 1

0

dxθ(x)pωn(x) (3.33)

et :

pωn(x) =
1

∫ 1

0
dx
(

d2φn

dx2

)2

(
d2φn
dx2

)2

(3.34)

Le décalage fréquentiel est ainsi dépendant du mode : l’assouplissement
(αE < 0) du levier lié à l’augmentation de la température est pondéré par
pωn(x) le carré de la courbure locale normalisé. En effet, c’est aux parties
fortement courbées du levier que les variations du modules d’Young, liées
à l’échauffement du levier, auront la plus grande contribution. Remarquons
que si nous choisissons un profil de température constant θ = ∆T , nous
retrouvons un décalage fréquentiel indépendant du mode (équation (3.22)).
Il est important de noter que l’expression formelle (3.32) du décalage fré-
quentiel est indépendante du détail du mécanisme de dissipation mécanique.
La présence d’air autour du levier peut simplement modifier le décalage fré-
quentiel par des effets inertiels dans le modèle de Sader, ainsi qu’au travers
de la conductivité thermique altérant ainsi le profil de température.

3.3.2 Application à un profil linéaire de température
Considérons à présent le cas d’un profil de température linéaire θ(x) =

x∆T , où ∆T est la variation de température à l’extrémité libre du levier. Si
nous utilisons ce profil de température dans l’équation (3.32) nous obtenons :

∆ωn
ωn

=
1

2
κnαE∆T (3.35)

où :

κn =
1

α4
n

∫ 1

0

x

(
d2φ0

n

dx2

)2

dx (3.36)
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κn représente la projection du profil de température sur la courbure du
mode. Nous avons noté dans la table (3.1) ces coefficients κn. Par compa-
raison entre les équations (3.35) et (3.21) on voit que κn permet de relier le
décalage fréquentiel relatif à un profil de température linéaire au décalage
fréquentiel relatif à un profil de température uniforme ∆T .
Ces coefficients sont proches de 1/2 pour des nombres de modes élevés qui
ont une courbure uniformément distribuée le long du levier : on ressent la
température moyenne ∆T/2. Pour les premiers modes (plus spécialement
pour le mode 1), ce coefficient est bien plus petit que 1/2 : la courbure du
levier est grande uniquement proche de l’encastrement qui lui, est à une
température plus faible que la température moyenne du levier, c’est pour-
quoi le décalage fréquentiel est plus faible.

Numéro du mode 1 2 3 4 5 6
κn 0.193 0.406 0.468 0.483 0.490 0.493

Table 3.1 – Valeurs de κn pour les modes 1 à 6 calculés d’après l’équation (3.36).
Ce coefficient permet d’estimer la température maximale d’un levier ayant un profil
linéaire de température à partir du décalage en fréquence. Il représente également le
décalage en fréquence pour un levier avec un profil de température linéaire norma-
lisé au décalage fréquentiel d’un levier avec la même température maximale mais
un profil de température plat
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3.4 Température maximale d’un levier dans le
vide

3.4.1 Approximation linéaire du profil de température
Dans le vide, deux mécanismes principaux permettent l’évacuation de

la chaleur : la conduction dans le levier et le rayonnement. La puissance
dissipiée par rayonnement peut être estimé à l’aide des pertes radiatives du
corps noir :

PCN = σ(T 4 − T 4
0 )A (3.37)

où σ = 5.7× 10−8 Wm−2K−4 la constante de Stefan-Boltzmann, A l’aire
totale du levier et T la température du levier. Dans le cas d’un profil linéaire
de température T = T0 + ∆Tx, avec ∆T la variarion de température à
l’extrémité du levier et T0 la température de l’encastrement. Si nous ne
considérons le rayonnement qu’à travers les deux grandes surfaces du levier
alors :

PCN = 2σWL

(
(T0 + ∆T )5 − T 5

0

5∆T
− T 4

0

)
(3.38)

La conduction, quant à elle, s’évalue grâce à :

Pcond = λSi
WH

L
∆T (3.39)

avec λSi = 80 Wm−1K−1 la conductivité thermique du silicium (monocris-
tallin). Pour une différence de température ∆T = 400 K, une température
de l’encastrement T0 = 300 K, une longueur L = 500 µm et une épaisseur
H = 2.7 µm de levier, nous avons :

PCN
Pcond

= 2.5× 10−2 (3.40)

Les dissipations thermiques liées au rayonnement sont donc négligeables
devant les dissipations par conduction. Dans la suite nous négligerons les
pertes par rayonnement. Dans de telles conditions le profil stationnaire de
température peut être estimé par la loi de Fourier :

J =
αI

WH
= λSi

1

L

dT

dx
= λSi

1

L

dθ

dx
(3.41)

où J est le flux thermique (en W/m2), α est la fraction de lumière absorbée
par le levier, et λSi la conductivité thermique du silicium. Nous faisons l’hy-
pothèse que le flux thermique est homogène sur la section du levierWH. En
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ajoutant l’hypothèse que l’extrémité encastrée du levier est à température
ambiante T0 (de part sa taille macroscopique) le profil de température peut
être calculé par cette équation. Pour de faibles intensités lumineuses I, nous
négligeons la dépendance en température de λSi, le profil de température
devient trivialement :

θ(x) =
L

WHλSi
αIx (3.42)

Dans de telles conditions, la dépendance en mode du décalage fréquentiel
peut être modélisée à l’aide des coefficients κn du tableau (3.1), calculés
pour un profil de température linéaire. D’après l’équation (3.35), en notant
que ∆T = θ(x = 1) on a donc :

∆fn
fn

= KnI (3.43)

avec
Kn =

αELα

2WHλSi
κn (3.44)

Pour tester cette dépendance, nous réalisons des régressions linéaires des fi-
gures (3.1) et (3.2) (en considérant uniquement les données à basse intensité
lumineuse, c’est à dire inférieures à 5 mW, permettant ainsi d’éviter les non
linéaritées). Les pentes de ces régressions linéaires, Kn sont, d’après notre
modèle, proportionnelles à κn. Nous les traçons en fonction de κn sur la
figure (3.3).
On observe en effet la relation de proportionnalité entre les pentes Kn et
les coefficients κn, pour tous les modes mesurés dans le vide.
En utilisant l’équation (3.35), il est donc possible d’estimer la température
maximale atteinte à l’extrémité libre du levier à l’aide du décalage fréquen-
tiel.

3.4.2 Évaluation de la température des leviers

Comme on le voit en figure (3.4), cette estimation est cohérente entre les
différents modes. L’augmentation de température est significative : pour le
levier C100, proche de 100 K pour une intensité lumineuse de 3 mW, et au
delà de 600 K pour 12 mW. Pour le levier C30, l’augmentation de tempéra-
ture est proche de 200 K pour une intensité lumineuse de 3 mW, et proche
de 800 K pour une intensité lumineuse de 10 mW. Nous remarquons qu’à
intensité égale, la température évaluée à l’extrémité libre d’un levier C30
est plus grande que celle d’un levier C100. Cela s’explique par la différence
de section entre ces deux leviers. En effet, le coefficient Kn est dépendant
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de la géométrie du levier. Ainsi, plus la section du levier est faible, plus la
température estimée est élevée. Pour les intensités lumineuses plus élevées,
la courbe est non linéaire : la dépendance de λSi en température ne peut
être négligée.

Levier C30Levier C100

Fit :
Données exp :

κn (profil linéaire de temperature)
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Figure 3.3 – Pentes des décalages fréquentiels en fonction de l’intensité lumi-
neuse tracées en fonction des κn (dépendance des modes attendue pour un profil
de température linéaire). Dans le vide, cette proportionnalité est raisonnable pour
les deux leviers (C100 et C30)
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Figure 3.4 – Température à l’extrémité libre du levier estimée grâce au déca-
lage fréquentiel dans le vide, en supposant un profil de température linéaire. Cette
approximation tend à devenir fausse pour de fortes intensités lumineuses, zone
pour laquelle les non-linéarités sont importantes et l’estimation de ∆T des diffé-
rents modes est plus disperse. Nous remarquons cependant qu’un fort gradient de
température est déjà présent pour de faibles intensités lumineuses (quelques mW)
.
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3.5 Levier avec revêtement

3.5.1 Dépendance en température du module d’Young
Le coefficient αE de dépendance en température du module d’Young

est une donnée importante lors de l’estimation de la température à partir
du décalage en fréquence. En effet, il permet, à l’aide de l’équation (3.43),
de remonter à la température de l’extrémité du levier. De plus, malgré les
mesures existantes, nos leviers sont souvent couverts d’un revêtement, modi-
fiant ainsi le coefficient de dépendance en température du module d’Young
αE . Afin de l’évaluer, nous allons chauffer uniformémement et de façon
contrôlée, un levier et mesurer le décalage fréquentiel correspondant. Pour
cela, nous avons créé une expérience dédiée (figure (4.7)) dans laquelle nous
plaçons notre levier sur un support chauffé à l’aide d’un film résistif. À proxi-
mité du levier se trouve une sonde de température permettant de mesurer
la température du support. Comme nous travaillons sous vide, cette tempé-
rature est équivalente à celle du levier (le rayonnement peut être négligé).
De plus, le travail sous vide implique que nous avons peu de dissipation et
donc le profil de température au sein du levier peut être assimilé à un profil
uniforme de température. Nous pouvons alors relier le décalage en fréquence
et la température grâce à l’équation (3.22) pour en déduire αE :

αE =
2

∆T

∆ωn
ωn

(3.45)

Afin de valider notre montage, nous procédons, dans un premier temps, à
un échauffement d’un levier de type C30 en silicium sans revêtement, et me-
surons le décalage en fréquence en fonction de la température (figure (3.6)).
La première remarque que nous pouvons faire est que le décalage fréquentiel
est identique quelque soit le mode. Ceci confirme l’hypothèse que la tem-
pérature du levier est uniforme. De plus, une simple régression linéaire de
ce décalage en fréquence nous permet d’obtenir αE . Rappelons que, dans
la littérature, αE,theo = −64× 10−6 K−1. La régression linéaire de nos don-
nées expérimentales nous donne, quant à elle, αE = −65× 10−6 K−1 soit
une erreur relative ε = 1.8% (pour un profil uniforme de température, αE
est constant le long du levier). Nous pouvons ainsi, pour des leviers avec
revêtement, utiliser cette technique de mesure de αE afin d’obtenir une éva-
luation précise de la température dans nos leviers.
Nous procédons de la même manière pour des leviers en silicium de type C30
avec revêtement en tantale. La régression linéaire des données expérimen-
tales présentées en figure (3.7) donne αE,Ta = −113× 10−6 K−1 soit deux
fois plus que la valeur obtenue pour le silicium. Enfin, de façon similaire,
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Sonde de température
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Chauffage

Canal de conduction 
de la chaleur

Température 
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Figure 3.5 – Description du montage permettant la mesure de αE. Le levier est
placé sur un porte échantillon en cuivre chauffé à l’aide d’une résistance chauf-
fante. Une sonde de température permet de mesurer la température du porte échan-
tillon. Comme l’ensemble est sous vide, la température mesurée par la sonde est
celle du levier. De plus, le porte échantillon en cuivre est fixé sur un support en
céramique permettant de limiter au maximum la conduction de chaleur. Ce mon-
tage nous permet d’explorer des variations de température comprises entre 0 oC et
100 oC
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Figure 3.6 – Décalage fréquentiel obtenu après échauffement contrôlé d’un le-
vier de type C30 en silicium. La température est supposée uniforme le long du
levier, et cette supposition est confirmée par la superposition des courbes entre les
différents modes. Une simple régression linéaire de ces courbes permet d’obtenir
une estimation de αE. Ici, nous trouvons αE = −65 × 10−6 K−1
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Figure 3.7 – Décalage fréquentiel obtenu après échauffement contrôlé d’un levier
de type C30 en silicium avec revêtement en tantale. La température est supposée
uniforme le long du levier, et cette supposition est confirmée par la correspondance
entre les différents modes. Une simple régression linéaire de ces courbes permet
d’obtenir une estimation de αE. Ici, nous trouvons αE = −113 × 10−6 K−1
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nous évaluons le coefficient de dépendance en température d’un levier avec
revêtement en or et obtenons αE,Or = −90× 10−6 K−1.
Après ajout de revêtement, les leviers deviennent composites, il est donc né-
cessaire de faire des mesures expérimentales de dépendance en température
du module de Young (composite) pour évaluer leur température.

3.5.2 Estimation de la température d’un levier avec re-
vêtement à partir du décalage en fréquence

Dans la partie précédente nous montrons qu’un revêtement modifie, de
façon non négligeable, le coefficient de dépendance en température du mo-
dule d’Young αE . Ainsi, nous appliquons, sur un levier en silicium (identique
à ceux utilisés précedemment), un revêtement en Tantale de conductivité
thermique λTa = 57.5 Wm−1K−1, d’épaisseur totale d’environ 300 nm et
échauffons ce levier de la même façon que précédemment. En figure (3.8)
nous traçons le décalage en fréquence de ce levier en fonction de l’intensité
lumineuse. En utilisant l’équation (3.35) et la valeur αE,Ta = −113× 10−6 K−1

mesurée précédemment, nous trouvons des températures deux fois plus
faibles que pour le même levier sans revêtement (3.9) (450 K pour une in-
tensité de 10 mW contre 800 K trouvé précédemment). Ceci s’explique par
le fait qu’il y a, en plus du levier, de la conduction de chaleur dans le revê-
tement, ainsi, l’évacuation de chaleur est plus efficace lorsqu’on ajoute un
revêtement au levier, donc, le gradient de température est plus faible.
Nous procédons enfin à l’échauffement d’un levier en silicium avec un re-
vêtement en or sur une des deux faces du levier (levier de type µMasch-
NSC35-tipless-Cr-Au avec un revêtement d’épaisseur e = 50 nm par face).
Les variations du coefficient d’absorption vont modifier la quantité d’éner-
gie absorbée par le levier et donc influencer sur la température de celui-ci.
Nous échauffons donc le levier avec revêtement en or en présentant, dans
un premier temps, la surface en silicium au laser, puis la surface revêtue
d’or. La figure (3.10) présente une comparaison des températures atteintes
en bout de levier. Nous remarquons que les températures atteintes pour le
levier avec revêtement en or sont, quelque soit le sens du levier, plus basses
que celles d’un levier en silicium sans revêtement. Cela s’explique par le fait
que l’ajout d’un revêtement sur le levier permet une plus grande conduction
de la chaleur. De plus, l’absorption dans le levier est plus faible lorsque l’or
fait face au laser (la réflectivité de l’or est bien plus grande que celle du sili-
cium) que lorsque le silicium fait face au laser. Cette différence se retrouve
sur la figure (3.10) : le chauffage est plus efficace sur le levier en silicium.
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Figure 3.8 – Décalage en fréquence d’un levier en silicium avec revêtement en
tantale.
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Figure 3.9 – Évaluation de le température à l’extrémité d’un levier en silicium
de type C30 avec revêtement en tantale grâce aux données de décalage en fréquence
présentées en figure (3.8) et aux valeurs de κn données dans le tableau (3.1).
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Figure 3.10 – Comparaison des températures atteintes à l’extrémité du levier
pour un levier en silicium avec revêtement d’un côté du levier. Le levier avec re-
vêtement est chauffé par le laser dans deux configurations : le revêtement en or
faisant face au laser ou la partie en silicium faisant face au laser. On remarque
d’une part, que le levier en silicium atteint des températures plus élevées que celui
avec revêtement, d’autre part, l’orientation du levier avec revêtement a une inci-
dence sur la température atteinte. L’or étant plus réfléchissant que le silicium, il
atteint une température plus basse.
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3.6 Conséquences d’un échauffement sur les le-
viers

3.6.1 Leviers en silicium

Il est naturel de se demander quels sont les effets de telles variations de
température sur les leviers. En effet, les leviers, essentiellement constitués
de silicium, ont une température de fusion de 1414 oC. Lors de nos échauf-
fements, nous arrivons à atteindre des variations de températures de l’ordre
de 900K et ceci de façon contrôlée. Pour se rendre compte des effets de
l’échauffement des leviers, nous observons les leviers grâce à un microscope
électronique à balayage (MEB) avant et après échauffement.

Figure 3.11 – Levier en silicium de type C30 sans revêtement, visualisé grâce
à un microscope électronique à balayage avant échauffement. Le levier mesure
500 µm de long.

On observe en figure (3.11) un levier de type C30 en silicium sans revê-
tement. Il présente un aspect classique pour ce genre de levier. Cependant,
après une série de mesures, on observe une fonte de celui-ci pour une inten-
sité lumineuse de 25 mW (figure (3.12)). Ainsi, on peut affirmer que nous
atteignons au minimum une température de 1400oC sur le bout du levier.
Cette première information confirme que les températures présentées précé-
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demment ont un réel sens physique. Les variations de température prédites
par l’équation (3.35) à partir des décalages en fréquence mesurés sont en
adéquation avec la fonte des leviers.

Figure 3.12 – Même levier qu’en figure (3.11) visualisé après des mesures
d’échauffement. On remarque nettement une fonte du levier et un raccourcissement
de celui-ci (274 µm contre 500 µm). Il semblerait qu’on puisse voir des transitions
cristallines du silicium à proximité de la zone de fonte du levier. En haut à gauche,
un grossissement de la partie fondue.

Après plusieurs séries de mesures avec fonte du levier, nous nous sommes
rendus compte qu’il existe une taille limite pour le levier : une taille en des-
sous de laquelle le levier ne fond plus, et ce à intensité maximale constante.
En effet, dans notre expérience nous imposons le flux ~J de chaleur dans le le-
vier et non la température maximale. Ce flux de chaleur va, d’après la loi de
Fourier, induire un gradient de température dans le levier (équation (3.41)).
Dans un cas simplifié, le profil de température dans le levier peut être donné
par l’équation (3.42). La température à l’extrémité du levier est donc :

T = T0 +
JL

λSi
(3.46)

Ainsi plus le levier est long, plus la température maximale atteinte en bout
de levier est grande. À l’inverse, plus nous raccourcissons le levier, plus
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la température maximale à l’extrémité de celui-ci baisse et donc plus nous
nous éloignons de la température de fusion du levier (pour un flux de chaleur
constant). Ainsi, cela explique pourquoi il existe une longueur à partir de
laquelle il ne nous est plus possible de faire fondre le levier (à flux de chaleur
égal).
Enfin, lors de la fonte d’un levier en silicium, il est possible d’observer des
restructurations surprenantes (3.13) où il semblerait qu’après sa fonte, le
levier se soit à nouveau cristallisé sous la forme d’un matériau poreux.

Figure 3.13 – Image par microscopie électronique à balayage d’un levier en
silicium sans revêtement. Il semblerait que le levier, après sa fonte, se soit re-
cristallisé.
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3.6.2 Levier en silicium avec revêtement
Bien évidemment, la fonte du levier n’est qu’un exemple de conséquence

d’une telle variation de température. En effet, dés lors que nous utilisons
des leviers avec revétements, il est possible d’endommager le revêtement du
levier sans pour autant endommager le levier lui même.

Figure 3.14 – Image par microscopie électronique à balayage d’un levier avec
revêtement en or après échauffement. On voit nettement ici le revêtement en or
qui a fondu laissant apparaître le silicium et la couche d’accroche en chrome.

C’est le cas des figures (3.14) et (3.15), où nous pouvons observer des
leviers avec revêtement en or, dont la couche d’or a fondu. Nous voyons clai-
rement sur la figure (3.14), la couche d’or fondue et en dessous, le silicium,
qui lui semble intact. Nous voyons même, (figure (3.15)) le démouillage de
l’or sur le silicium.
Il est même possible (figure (3.16)) d’observer une restructuration du revête-
ment après échauffement. Sur la figure (3.16) nous observons des bourgeons
sur un levier avec revêtement en tantale. Nous voyons même, dans l’encart,
un aspect cristallin du tantale.
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Figure 3.15 – Image par microscopie électronique à balayage d’un levier de
type C100 avec revêtement en or après échauffement. Nous nous sommes limités
ici à un échauffement rapide et proche de la température de fusion. On peut voir
le démouillage de l’or sur le silicium.
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Figure 3.16 – Image par microscopie électronique à balayage d’un levier en
silicium avec revêtement en tantale. Nous remarquons une restructuration du re-
vêtement, initialement uniforme, avec apparition de bourgeons. De plus, la partie
exposée aux fortes variations de températures semble avoir pris un aspect cristal-
lin.
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3.7 Profil non linéaire de température
Comme nous le montrons précédemment, les températures atteintes sur

les leviers sont très importantes. De ce fait, des non linéarités apparaissent.
Elles sont dues à des paramètres qui, jusque là étaient supposés constants
mais qui, en vue des températures atteintes, sont dépendants de la tempé-
rature.

3.7.1 Profil théorique non linéaire et loi de Fourier
Nous traçons en figure (3.17) le comportement de λSi(T ) d’après la

référence [27].
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Figure 3.17 – Dépendance de la conductivité thermique λSi en fonction de la
température T . Pour de fortes températures, les variations de λSi sont significa-
tives et doivent être prises en compte [27].

Définissons :

Λ(T ) =

∫ T

T0

λSi(T
′)dT ′ (3.47)

Par intégration de l’équation (3.41) par rapport à x nous avons :

JLx = Λ(θ(x)) (3.48)
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qui donne le profil de température :

θ(x) = Λ−1(
αI

WH
Lx) (3.49)

À l’aide d’un ajustement des données présentées en figure (3.17), nous pou-
vons estimer Λ(T ) et donc sa fonction inverse Λ−1. Nous pouvons finalement
estimer la forme du profil de température pour différentes intensités lumi-
neuses I. Nous traçons ces estimations en figure (3.18) pour des leviers
C100, en considérant une absorption α = 0.5. La forme non linéaire du
profil de température est clairement visible pour des intensités lumineuses
supérieures à 10 mW.
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Figure 3.18 – Profils de température théoriques calculés pour un micro-levier
de section WH = 100 µm2 et un coefficient d’absorption α = 0.5, en prenant en
compte la dépendance en température de la conductivité thermique du silicium λSi.
Le seul processus de transport de chaleur ici est la conduction le long du levier.
Le profil de température est clairement non linéaire pour des intensités lumineuses
au delà de 10 mW.

En utilisant ces profils de température, il est possible d’estimer le dé-
calage en fréquence à l’aide de l’équation (3.32). Le résultat est tracé en
figure (3.19). Les courbes sont qualitativement très similaires aux mesures
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expérimentales de la figure (3.1). Cependant nous n’avons pas de correspon-
dance exacte et ceci peut s’expliquer par les différentes approximations :

1. La dépendance en température du module d’Young du silicium αE
n’est pas vraiment connue dans cette gamme de température. Le
montage décrit dans la partie 3.5.1 ne permet pas d’explorer cette
zone de températures très élevées.

2. Le coefficient d’aborption α dépend de la température.
3. Le profil de température n’est pas uniforme sur la section du levier

proche de l’extrémité libre du levier.
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Figure 3.19 – Décalage fréquentiel relatif ∆fn/fn en fonction de l’inten-
sité lumineuse I, en traits continus, calculé pour un micro-levier de section
WH = 100 µm2 et un coefficient d’absorption α = 0.5 et en prenant en compte
la dépendance en température de la conductivité thermique du silicium λSi. Les
symboles correspondent aux mesures de la figure (3.1)
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3.7.2 Étude du coefficient d’absorption α

Un paramètre important dans l’étude du profil non linéaire de tempéra-
ture dans le levier est le coefficient d’absorption α. En effet, il est courant
d’utiliser un revêtement, souvent en or, pour améliorer le contraste de nos
mesures. Cependant, l’ajout d’un revêtement sur un levier en silicium mo-
difie son coefficient de réflexion et donc son coefficient d’absorption. Afin
de mesurer le coefficient d’absorption α il nous faut mesurer les intensi-
tés transmises et réfléchies par le levier. La mesure de l’intensité lumineuse
captée par les photodiodes de l’interféromètre correspond, à des coefficients
de transmission près, à l’intensité lumineuse réflechie par le levier. L’in-
tensité transmise par le levier est mesurée à l’aide d’un nouveau montage
(figure (3.20)) dans lequel nous avons placé sous le levier une photodiode.
Les leviers utilisés étant fins, quelques micro-mètre d’épaisseur, une partie
non négligeable de lumière est transmise. Une simple combinaison de ces
intensités nous permet de remonter à l’intensité lumineuse absorbée par
le levier, et donc de connaitre le coefficient d’absorption α. Ainsi, si nous
utilisons les conventions présentées en figure (3.20), et en supposant que
l’intensité réfléchie Ir2 soit constante, nous pouvons déduire le coefficient
d’absorption α :

Iabs = Io − IR − Itr (3.50)

α =
I0 − IR − Itr

I0
(3.51)

Avec IR = Ir1 + Ir2.

La valeur obtenue expérimentalement du coefficient d’absorption α pour
un levier en silicium de type C30 sans revêtement est α = 0.7 elle est
plus grande que celle obtenue pour un levier en silicium de type C100 est
α = 0.55. Cette différence s’explique par le fait que le coefficient de trans-
mission est inversement proportionnel à l’épaisseur du levier. Ainsi un le-
vier C100 a une épaisseur de 1 µm alors qu’un levier C30 a une épaisseur
de 2.67 µm. Nous effectuons ensuite la même série de mesure sur un levier
en silicium de type C30 avec un revêtement en or. Nous procédons en deux
étapes : la première où le revêtement en or fait face au laser, et la seconde où
le silicium fait face au laser. L’or étant plus réfléchissant que le silicium son
coefficient de réflexion est plus grand que celui du silicium, nous trouvons
un coefficient d’absorption α plus faible du levier dans la configuration où
l’or fait face au laser. Ainsi nous trouvons α = 0.55 lorsque l’or est face au
laser, alors que α = 0.75 lorsque le silicium est face au laser.
Le coefficient d’absorption α est donc un paramètre fortement dépendant
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du levier (épaisseur, revêtement, orientation...) et il doit être mesuré expé-
rimentalement pour chaque levier utilisé.
Il ne nous est malheureusement pas possible d’explorer la dépendance en
température du coefficient d’absorption de α car il varie de quelques % ce
qui est comparable à la stabilité en puissance du laser.

Figure 3.20 – Position des faisceaux permettant d’estimer l’intensité absorbée
par le levier. À gauche, la configuration classique de notre montage, permettant
de mesurer l’intensité transmise Itr par le levier ainsi que l’intensité réfléchie par
le levier Ir1 et son support Ir2. À droite, une position avec un faisceau hors du
levier, permettant de mesurer l’intensité réfléchie uniquement par le support Ir2
et l’intensité incidente I0.
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3.8 Conclusion
Nous observons dans le chapitre précédent, qu’il existe, lors de la va-

riation de l’intensité lumineuse du laser, un décalage des fréquences de ré-
sonance des modes propres de vibration du levier. Nous montrons que ce
décalage est proportionnel à l’intensité lumineuse mais aussi qu’il est dépen-
dant du mode. Nous associons ce décalage à un échauffement du levier, et
nous présentons un cadre théorique permettant d’étudier la dynamique d’un
levier soumis à un profil de température (uniforme, linéaire, et même arbi-
traire). L’échauffement du levier modifie localement son module d’Young et
l’assouplit. Ainsi, nous pondérons, dans notre modèle, le profil de tempéra-
ture par la courbure des modes propres du levier pour calculer le décalage
en fréquence : les parties fortement courbées seront celles où les variations
du module d’Young influencent la fréquence de résonance.
Étant donné que le levier est placé sous vide, il ne peut dissiper de la chaleur
que par conduction jusqu’à son encastrement, et ainsi, le profil de tempé-
rature au sein du levier peut être assimilé, en première approximation, à
un profil linéaire de température. Dans de telles conditions, il est possible
de relier le décalage en fréquence à la température à l’extrémité du levier à
l’aide de coefficients permettant de lever la dépendance en mode. De plus,
la température et les variations de fréquences de résonance étant liées par
le coefficient de dépendance en température du module d’Young du levier,
nous avons mis en place une expérience dédiée permettant de le mesurer
quelque soit le levier utilisé.
Nous montrons, dans ce chapitre, que les variations de températures à l’ex-
trémité des leviers sont très importantes, et cela, même pour de faibles
intensités lumineuses. Enfin, nous présentons quelques images issues de mi-
croscopie électronique à balayage, montrant que les températures estimées
à l’aide du décalage en fréquence ont une réelle signification physique. En
effet, nous observons des leviers fondus, ou encore des revêtements très en-
dommagés, ce qui est en adéquation avec les températures estimées à l’aide
de notre modèle.
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Après avoir effectué des mesures de températures à l’extrémité de leviers
AFM, nous cherchons à présent à faire des mesures de profils de tempéra-
tures dans des leviers. Pour cela nous proposons deux méthodes, que nous
présentons dans ce chapitre.

4.1 Balayage du levier

Nous allons, dans cette partie, parcourir le levier sur sa longueur en
translatant la lentille de focalisation du laser sur le levier (figure (4.1)).
Nous effectuons un balayage longitudinal de celui-ci.

Figure 4.1 – Descriptif du montage expérimental permettant de déplacer les
deux lasers simultanément sur le levier. À gauche, la position de la lentille per-
mettant d’avoir les deux faisceaux à l’extrémité libre du levier. À droite, la lentille
est déplacée d’une valeur ∆x permettant de déplacer les faisceaux sur le levier.

4.1.1 Profil de température

Le déplacement du laser le long du levier va modifier le profil de tempé-
rature dans le levier (figure (4.2)).
En effet, le levier ne pouvant dissiper la chaleur qu’à l’encastrement, la
température du levier entre le faisceau et son extrémité libre est constante.
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Figure 4.2 – Profils de température attendus lors d’un balayage du levier avec
le laser de chauffage pour différentes positions du laser. Le profil de température
est supposé linéaire entre l’encastrement du levier et la position du laser, puis
constant entre le laser et l’extrémité du levier.

Reprenons la loi de Fourier :

J =
αI

WH
= λSi

1

L

dT

dx
(4.1)

où J est le flux thermique, λSi la conductivité thermique du levier (supposée
constante avec la température), le produit WH la section du levier et L la
longueur du levier. Pour un chauffage au bout du levier, on obtient le profil
de température :

θ(x) =
αI

WH

L

λSi
x (4.2)

Pour un chauffage sur une position intermédiare, si nous appelons xf la
position du laser sur le levier, alors la loi de Fourier s’intègre en :

θb(x, xf ) =
αI

WH

L

λ
x pour x ≤ xf (4.3)

θb(x, xf ) =
αI

WH

L

λ
xf = ∆T (xf ) pour x ≥ xf (4.4)

De cette manière, la température évaluée en xf pour un profil de tempé-
rature défini par les équations (4.3) et (4.4)) est la même que celle évaluée
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en x = xf pour un profil de température défini par l’équation (4.2). La me-
sure de θb(xf , xf ) = ∆T (xf ) est donc équivalente à celle de θ(xf ), le profil
de température en xf pour un chauffage en bout du levier.

4.1.2 Décalage en fréquence

Afin d’évaluer la température en tout point xf du levier, nous utilisons
la méthode du décalage en fréquence. Cependant, nous devons modifier
légèrement la théorie développée dans le chapitre 2. En effet, même si nous
sommes toujours dans le cas d’un profil linéaire par morceau de température,
les coefficients κn permettant de lever la dépendance en mode du décalage
en fréquence sont calculés au chapitre précédent pour une profil linéaire
de température sur l’intégralité du levier. Nous estimons ici un profil de
température linéaire avec une saturation en x = xf . Rappelons l’expression
générale du décalage en fréquence lié à l’échauffement du levier :

∆ωn
ωn

=
αE
2α4

n

∫ 1

0

dxθ(x)

(
d2φ0

n

dx2

)2

(4.5)

qui donne l’expression des κbn :

κbn(xf ) =
1

α4
n∆T (xf )

∫ 1

0

dxθb(x, xf )

(
d2φ0

n

dx2

)2

(4.6)

où ∆T (xf ) est la température à l’extrémité libre du levier et θ(x, xf ) est
donné par les équations (4.3) et (4.4). On obtient alors ∆T (xf ) avec l’ex-
pression :

∆T (xf ) =
∆ωn
ωn

2

αEκbn(xf )
(4.7)

Les coefficients κbn deviennent ainsi une fonction de la position xf du fais-
ceau laser. Nous reportons les valeurs de différents κbn pour quelques valeurs
de xf dans le tableau (4.1). Nous remarquons que les valeurs des κbn tendent
vers 1 lorsqu’on se rapproche de l’encastrement. Cela est dû au fait que pour
un chauffage proche de l’encastrement, le profil de température tend vers un
profil uniforme. Tous les modes deviennent donc équivalents et la correction
à apporter est donc de plus en plus faible.
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Numéro du mode 1 2 3 4 5 6
κbn(xf = 1) 0.193 0.406 0.468 0.483 0.490 0.493
κbn(xf = 3/4) 0.258 0.538 0.611 0.619 0.619 0.621
κbn(xf = 1/2) 0.378 0.702 0.718 0.741 0.740 0.748
κbn(xf = 1/4) 0.605 0.779 0.842 0.855 0.8556 0.862

Table 4.1 – Décalage en fréquence normalisé pour un levier avec un profil de
température linéaire normalisé au décalage fréquentiel d’un levier avec la même
température mais un profil de température plat en fonction de la position xf des
lasers. On remarque que plus on se rapproche de l’encastrement plus le facteur κn

tend vers 1, ceci étant lié au fait que proche de l’encastrement, tout les modes ont
une courbure équivalente, proche de 0.

4.1.3 Diminution des fluctuations thermiques

Le dernier effet à prendre en compte est la diminution des fluctuations
thermiques en fonction de la position du laser. En effet, afin de mesurer un
décalage en fréquence et évaluer la température du levier, il faut que les
fluctuations thermiques du mode considéré soient suffisamment démarquées
du bruit de fond. En effet, la déflexion d(x, ω) se décompose sur la base des
modes propres φn(x) en :

d(x, ω) =
∑

n

dn(ω)φn(x) (4.8)

Le spectre mesuré de l’amplitude du mode Sdn semble modulé spatialement
par la forme du mode :

Sd(x, ω) =
∞∑

n=1

Sdn
(ω)φ2

n(x) (4.9)

Ainsi, l’amplitude mesurée en xf des fluctuations thermiques du mode n est
directement proportionnelle à φ2

n(x).
Celle-ci pourra donc être nulle (figure (4.3)) pour des positions de fais-

ceaux xf correspondantes aux noeuds des modes et à l’encastrement du
levier. Proche de ces positions, la mesure de ∆fn/fn ne sera pas possible.

Expérimentalement, on mesure Sd(xf , ω). On en déduit l’amplitude qua-
dratique moyenne de chaque mode en intégrant sur un intervalle de fré-
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Figure 4.3 – Déflexion des quatre premiers modes de flexion d’une poutre semi-
encastrée.

quence adapté autour de la fréquence de résonance :

〈d2
n(xf )〉 =

∫

ωn±∆ω

Sd(xf , ω) = 〈d2
n〉φ2

n(xf ) (4.10)

En effet, le facteur de qualité étant grand sous vide on peut considérer qu’il
n’y a pas de recouvrement entre les modes, ainsi, la densité spectrale de
puissance du mode n est concentrée sur un intervalle ∆ω centré en ω = ωn.
Il n’est donc plus nécessaire d’intégrer sur l’ensemble des fréquences. De
plus, le spectre des fluctuations thermiques d’un levier étant la somme des
fluctuations thermiques réelles du levier et celui de bruit de fond de la dé-
flexion liée au shot-noise, nous soustrayons aux fluctuations thermiques de
la déflexion, la valeur du bruit de shot-noise évalué entre deux modes.

Nous mesurons les fluctuations thermiques d’un levier (de type C100) en
silicium sans revêtement sous vide pour différentes positions xf du laser, et
traçons, en figure (4.4) l’évolution de l’amplitude 〈d2

n(xf ) des fluctuations
thermiques de ses trois premiers modes de flexion. À ces données expéri-
mentales, nous superposons un fit avec la fonction φ2

n(x). Nous remarquons
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qu’il y a une bonne concordance entre les données expérimentales et les
fits, ce qui nous permet d’évaluer, à partir des fits, la longueur du levier
L = 460 µm. L’évaluation de la longueur du levier est importante car elle
permet, par la suite, d’évaluer précisément les κbn(xf ) nécessaires lors de la
mesure expérimentale du profil de température.
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Figure 4.4 – Racine de la déflexion quadratique moyenne des trois premiers
modes de flexion d’un levier en silicium sans revêtement dans le vide normalisés
à leur valeur maximale. Les données tracées en étoiles sont issues de la mesure
expérimentale de l’amplitude des fluctuations thermiques du mode n en fonction
de la position xf du faisceau sur le levier. En courbes pointillées, un fit de ces
données par l’expression de φ2

n(x).
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4.1.4 Mesure expérimentale du profil de température
Nous nous intéressons à présent à la mesure, expérimentale, du profil

de température dans un levier. Les données présentées ici, sont issues d’un
levier en silicium de type C100, sans revêtement, sous vide. Comme décrit
précédemment, nous balayons longitudinalement le levier avec le laser, et
mesurons, en fonction de la position les fréquences de résonance des modes
de flexion du levier. Puis, à l’aide des κbn(xf ) et de l’équation (4.7), nous
évaluons ∆T (xf ), et donc le profil de température θ(x) dans le levier.
En figure (4.5) nous traçons le profil de température obtenu pour deux in-
tensités différentes du laser vert (P = 5 mW, en bas, et P = 9 mW, en haut).
Nous remarquons, dans un premier temps, que la température calculée en
tout point xf du levier est la même, quelque soit le mode considéré. Cela
montre que l’évaluation des coefficients κbn(x) est bonne et que le profil de
température est raisonnablement linéaire dans le levier. De plus, la tempé-
rature estimée à l’extrémité libre du levier (xf = 400 µm) est en adéquation
avec les températures estimées en figure (3.4) sur un levier équivalent.

Nous effectuons la même série de mesure pour un levier en silicium de
type C30 à section plus faible, sans revêtement, dans le vide (figure (4.6)).
Nous remarquons à nouveau une bonne concordance des différents modes
pour de faibles intensités lumineuses, même s’il existe un léger décalage du
mode 1 pour de fortes intensités lumineuses. Cela pourrait s’expliquer par le
fait qu’à cette intensité, le profil de température ne peut plus être assimilé
à un profil linéaire de température. De plus, ces courbes sont en bonne
adéquation avec celles présentées en figure (3.4) (levier similaire) pour la
température à l’extrémité du levier.
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Figure 4.5 – Profils de températures obtenus pour un levier de type C100 à
section large (100 µm2), en silicium, sans revêtement et dans le vide. En haut, le
profil obtenu pour une intensité du laser de 9 mW, en bas, une intensité de 5 mW.
On remarque une bonne concordance des courbes quelque soit le mode. Les profils
de température sont linéaires en première approximation.
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Figure 4.6 – Profils de températures obtenus pour un levier de type C30 à
section mince (60 µm2), en silicium, sans revêtement et dans le vide. En haut,
le profil obtenu pour une intensité du laser de 13 mW, au milieu, une intensité
de 10 mW, et en bas, une intensité de 4 mW. On remarque à nouveau une bonne
concordance des modes pour de faibles intensités lumineuses (en bas et au milieu),
tandis que pour une intensité élevée (en haut) le profil semble moins linéaire et le
mode 1 semble ne plus suivre la tendance donnée par les deux modes suivants.
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4.2 Découplage mesure et chauffage

4.2.1 Dispositif expérimental
Initialement l’échauffement des leviers vient d’une volonté d’augmenter

le rapport signal sur bruit de notre interféromètre. En effet, l’augmentation
de l’intensité lumineuse a pour effet de diminuer le bruit de fond. Cette
méthode est adaptée pour échauffer fortement nos leviers. En revanche,
pour de faibles intensités lumineuses, zone dans laquelle il nous est possible
d’assimiler le profil de température dans le levier à un profil linéaire, le
rapport signal sur bruit devient faible, et il devient donc difficile de faire
des mesures de décalage fréquentiel.

Le laser étant à la fois l’outil d’analyse et le moyen d’échauffer le levier,
nous décidons de découpler analyse et chauffage (figure (4.7)).

Figure 4.7 – Montage expérimental permettant de découpler l’analyse du chauf-
fage. Nous utilisons donc deux lasers. Un rouge limité à la partie interférométrie.
Un vert, découplé de l’interféromètre à l’aide d’un miroir dichroique, permettant
de chauffer le levier.

Nous utilisons donc un laser rouge pour la partie interféromètrie, dé-
couplé, grâce à un miroir dichroique, d’un laser vert consacré à la partie
échauffement du levier. Ce montage présente de nombreux avantages, en ef-
fet, nous pouvons augmenter l’intensité lumineuse du laser vert sans craindre
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d’endommager les photodiodes de l’interféromètre. De plus, notre système
reste très précis pour de faibles intensités du laser vert (jusqu’à l’extinction
du laser vert). En revanche, pour de fortes intensités lumineuses du laser
vert, nous ne gagnons pas en précision. Un autre avantage de ce montage
vient du fait qu’il permet de modifier le profil de température. En effet, les
lasers étants découplés, il est possible de chauffer à différents endroits le le-
vier, modifiant ainsi le profil de température du levier. La puissance du laser
rouge étant approximativement de 150 µW cela correspond à une élévation
de température de l’ordre de 10 K qui est négligeable devant l’augmentation
de température liée au laser vert.

4.2.2 Balayage découplé de la mesure

L’inconvénient majeur de la technique décrite en 4.1, vient du fait qu’une
grande partie des paramètres varient lors du balayage (amplitude des modes,
contraste, réglages de l’interféromètre etc). Pour pallier ces variations, nous
proposons une seconde méthode, dans laquelle seul le laser vert effectue un
balayage du levier (figure (4.8)).

Dans la partie précédente, le déplacement de la lentille de focalisation
des lasers permettait de déplacer les lasers sur le levier. Ici, nous ne pouvons
plus utiliser cette technique car le laser rouge doit rester fixe. Ainsi, nous
plaçons, sur la platine tilt permettant de positionner le laser vert sur l’axe
optique de notre système, un moteur. Ce moteur va éloigner (rapprocher)
le laser vert de l’axe optique d’un angle β proportionnel à la translation
du moteur. Il nous est donc possible de déplacer uniquement le laser vert
sans modifier la position du laser rouge. De cette façon, le laser rouge se
situant constamment à l’extrémité du levier, nous affranchit des variations
de l’amplitude des modes ainsi que de la calibration de l’interféromètre. De
plus, comme nous estimons la température à l’aide d’une mesure de décalage
en fréquence, la position du point de mesure est sans importance : un mode
a une unique fréquence propre, quelque soit la position d’observation. On
s’affranchit également de la présence de noeuds pour lesquels les fluctuations
thermiques s’annulent et deviennent donc négligeables devant le bruit de
fond. En revanche, l’inconvénient de cette méthode vient du fait qu’il ne
nous est pas possible d’estimer la longueur du levier (précédemment cela
se faisait à l’aide de la variation de l’amplitude des fluctuations thermiques
des modes de flexion du levier).
Nous traçons, en figure (4.9), le profil de température d’un levier de type
C30 à faible section (60 µm2), en silicium sans revêtement et dans le vide
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pour une intensité lumineuse de I = 5 mW. La valeur des κbn(xf ) est évaluée
à l’aide de l’équation (4.6) pour une longueur de levier de 500 µm (donnée
constructeur). Nous remarquons à nouveau une bonne concordance entre les
modes ainsi qu’une élévation de température cohérente avec les observations
faites pour un levier similaire (figures (3.4) et (4.6)).

Figure 4.8 – Schéma du montage expérimental permettant de déplacer le laser
vert sur le levier sans modifier la position du laser rouge. À gauche, position pour
laquelle les deux lasers sont superposés. À droite, action sur le moteur permettant
d’éloigner de l’axe optique, d’un angle β, le laser vert, permettant ainsi de décaler
le laser vert d’une distance ∆x du laser rouge proportionnelle à la translation du
moteur.
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Figure 4.9 – Profil de température estimé pour un levier de type C30 à petite
section (75 µm2) en silicium, sans revêtement et dans le vide. Ce profil est estimé
en ne déplacant que le laser vert et en faisant l’hypothèse d’un levier de 500 µm
de long. On remarque une bonne concordance des courbes quelque soit le mode.
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4.3 Renormalisation du profil de température
Le profil de température issue de la loi de Fourier s’écrit selon l’équa-

tion (3.49) :

θ(x) = Λ−1

(
L

WH
αIx

)
(4.11)

Pour un tel profil de température, pour un levier identique, le préfacteur
Lα/WH est constant (α varie peu en fonction de T en première approxima-
tion). Ainsi, le profil de température est seulement dépendant du produit de
l’intensité lumineuse I et de la position sur le levier x. Dans les paragraphes
précédents, nous évaluons le profil de température pour différentes intensi-
tés lumineuses du laser en faisant varier la position xf du laser sur le levier.
Si nous nous appuyons sur l’équation (4.11), alors, pour un même levier, la
forme de la température θ(x) en fonction du produit Ix doit être la même
quelque soit l’intensité lumineuse du laser I et quelque soit la position du
laser xf . Ainsi, nous traçons, en figures (4.10) et (4.11) les profils de tempé-
rature obtenus respectivement pour un levier de type C100 à section large et
celui d’un levier de type C30 à section mince en silicium et sans revêtement.
Nous remarquons bien que la pente du profil de température est la même
en fonction du produit Ix, ce qui est en adéquation avec l’équation (4.11).

Comme le suggère l’équation (4.11) la température d’un même levier
doit être la même que l’on fasse varier la position x du faisceau à intensité
constante, ou que l’on fasse varier l’intensité du faisceau I pour une même
position. Ainsi, nous reprenons les données de températures estimées grâce
au décalage en fréquence issues du chapitre 3.11 (figure (3.4)), et nous tra-
çons en figure (4.11), la variation de température ∆T à l’extrémité du levier
en fonction de IL avec L = 500 µm la position du faisceau (supposée être
à l’extrémité libre du levier). Nous pouvons constater sur la figure (4.11)
que les courbes issues des mesures de profils de température ainsi que celles
issues des mesures de températures maximales à l’extrémité du levier (cha-
pitre 3.11) se superposent et ont la même pente. Cela implique que, lors de
la mesure d’un profil de température, il est équivalent de déplacer le fais-
ceau laser le long du levier et d’estimer sa température en toute position
xf du faisceau, que de laisser le faisceau laser en un point et de faire varier
l’intensité du laser.
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Figure 4.10 – Profils de température θ(x) estimés pour un levier en silicium
sans revêtement de type C100 à section large tracés en fonction du produit Ix pour
différentes intensités lumineuses I = 5 mW et I = 9 mW. Nous remarquons que
les courbes de profils de température se superposent.
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Figure 4.11 – Profils de température θ(x) estimés pour un levier en silicium
sans revêtement de type C30 à section mince tracés en fonction du produit Ix
pour différentes positions x et intensités lumineuses I = 5 mW, I = 9 mW et I =
13 mW (données de la figure (4.6)), et températures à l’extrémité du levier (x =
500 µm) pour différentes intensités (données de la figure (3.4)). Nous remarquons
que les courbes de profils de température se supperposent pour de faibles produits
Ix. En effet, dès lors que le produit Ix est grand, autrement dit que la température
est élevée, le coefficient d’absorption α et la conductivité thermique du silicium λSi

ne sont plus indépendants de la température, ainsi des non linéarités apparaissent
ce qui peut expliquer l’écart entre les courbes pour de hautes températures.
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4.4 Conclusion
Grâce aux données de décalage en fréquence, nous montrons, dans le

chapitre précédent, qu’il est possible d’estimer la variation de température
à l’extrémité libre d’un levier soumis à un flux de chaleur. Dans ce chapitre
nous mesurons l’intrégralité du profil de température dans le levier. Cette
estimation se fait grâce aux mesures de décalage en fréquence lorsqu’on dé-
place le laser sur le levier. Nous utilisons ici, deux méthodes permettant
l’estimation du profil de température. Dans la première, nous déplaçons si-
multanément la détection et le chauffage sur le levier et mesurons le décalage
en fréquence résultant. Cette méthode présente de nombreux inconvénients
(absence de fluctuations thermiques aux noeuds des modes, perte des ré-
glages de l’interféromètre, etc). C’est pourquoi nous présentons une seconde
méthode où seul le laser chauffant le levier se déplace. Dans le deux cas,
nous montrons qu’il est possible d’estimer le profil de température dans
le levier, et que ces deux méthodes donnent des résultats similaires : des
profils de températures essentiellement linéaires et indépendant des modes.
Enfin, nous montrons qu’il est équivalent de faire varier l’intensité du laser
(comme dans le chapitre 3) et de faire varier la position du laser. Il y a donc
équivalence entre intensité lumineuse et position du laser. La variation d’un
seul de ces deux paramètres permet d’estimer le profil de température au
sein d’un levier.
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Dans le chapitre précédent, nous mettons en évidence, à l’aide de déca-
lages en fréquence, l’échauffement de leviers et nous calculons leur profil de
température à l’aide d’un modèle original. D’un autre côté, nous utilisons
les spectres de fluctuations thermiques de micro-leviers pour nos observa-
tions. Ceux-ci permettent de calculer la déflexion quadratique moyenne des
modes du levier :

〈d2
n〉 =

∫

δfn

Sddf (5.1)

Où δfn est un intervalle de fréquence autour de la fréquence de résonance
considérée. Le facteur de qualité de chaque résonance étant grand, l’ampli-
tude du spectre des fluctuations thermiques n’est grande qu’à proximité de
la résonance. Il est alors possible d’intégrer le spectre autour de la résonance
et non sur l’ensemble des fréquences pour estimer pour chaque mode l’am-
plitude quadratique moyenne 〈d2

n〉 =
∫
Sdf .

Comme nous chauffons beaucoup le levier, notre système est hors équi-
libre stationnaire avec un profil de température. La mesure des fluctuations
thermiques de la déflexion permet-elle d’étendre le principe d’équipartition
avec :

1

2
kBTn =

1

2
kn〈d2

n〉? (5.2)

Quelle est alors la signification physique de la température effective Tn de
chaque mode ?

Nous traçons, en figure (5.1) la température, estimée avec l’équation (5.2),
de chaque mode Tn d’un levier en silicium avec revêtement en tantale pour
différentes intensités lumineuses I et dans le vide. Nous remarquons que les
températures estimées à l’aide de l’extension du théorème d’équipartition de
l’énergie (5.2) sont dépendantes du mode. De plus, celles-ci sont différentes
de la température estimée à l’aide du décalage en fréquence (figure (3.10)).
Nous estimons, de la même façon, la température d’un levier en silicium sans
revêtement, dans le vide, pour plusieurs intensités lumineuses (figure (5.2)).

Nous remarquons que pour de tels leviers, la température estimée par
l’extension du principe d’équipartition de l’énergie est constante et proche
de la température ambiante T0, et ce, indépendamment du mode. Une nou-
velle fois, ceci est en contradiction avec les températures estimées par le
décalage en fréquence. En effet, le système se comporte, en terme de fluc-
tuations thermiques, comme s’il était à température ambiante, alors que son
extrémité est à plusieurs centaines de degrés Celcius !
Nous allons donc, dans ce chapitre, proposer un modèle afin d’expliquer ces
phénomènes.
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Figure 5.1 – Température estimée pour différentes intensités lumineuses par
l’extension du théorème d’équipartition de l’énergie (5.2) pour un levier en silicium
avec revêtement en tantale dans le vide. Nous remarquons que les températures
estimées par cette méthode sont dépendantes du mode et ne sont pas similaires à
celle estimée par la méthode de décalage en fréquence.
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Figure 5.2 – Température estimée pour différentes intensités lumineuses par le
théorème d’équipartition de l’énergie (équation (5.2)) pour un levier en silicium
sans revêtement dans le vide. Nous remarquons que la température estimée par
cette méthode est indépendante du mode et est proche de 0, quelque soit l’intensité
lumineuse I. Les fluctuations thermiques de ce système hors équilibre sont les
mêmes qu’à température ambiante, alors même que la température à son extrémité
est à plusieurs centaines de degrés Celcius !
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5.1 Température uniforme
Pour estimer Tn en fonction du profil de température, nous partons de

l’équation du mouvement d’une poutre soumise à un profil de température :

−mω2d+
k0

3

∂2

∂x2

[
(1 + αEθ(x))

∂2d

∂x2

]
+ iωγ(x, ω)d = η(x, ω) (5.3)

Où m est la masse du levier, k0(1 +αEθ(x)) la raideur du levier, iωγ(x, ω)d
les dissipations internes au levier (supposées linéaires en fonction de la dé-
flexion), αE la dépendance en température du module d’Young et η(x, ω)
une force externe aléatoire modélisant les fluctuations thermiques que l’on
suppose delta corrélé spatialement :

〈η(x, ω)〉 = 0 (5.4)

〈η(x, ω)η(x′, ω)〉 = Γ(x, ω)δ(x− x′) (5.5)

Avec 〈.〉 la moyenne statistique, δ la distribution de Dirac, et Γ une fonction
décrivant la distribution spatiale et le comportement fréquentiel des fluc-
tuations thermiques.
La température étant supposée uniforme, θ(x) = 0, Γ(x, ω) = Γ0(ω), γ(x, ω) =
γ0(ω), l’équation (5.3) se réécrit :

−mω2d+
k0

3

∂4d

∂x4
+ iωγ0(ω)d = η(ω) (5.6)

Comme nous l’avons fait dans le chapitre précédent, nous introduisons l’opé-
rateur L0 = ∂4/∂x4 dans l’espace D des fonctions correspondantes aux
conditions aux bords (3.7) et (3.8). Les valeurs propres λ0

n de l’opérateur
L0 correspondant aux modes propres sont λ0

n = α4
n : L0φ

0
n = λ0

nφ
0
n = α4

nφ
0
n.

Nous projetons l’équation (5.6) sur cette base pour obtenir l’évolution de
l’amplitude de chaque mode :

[
−mω2 +

k0

3
α4
n + iωγ0(ω)

]
dn(ω) = ηn(ω) (5.7)

avec dn = d � φ0
n, ηn = η � φ0

n. Le forçage stochastique de ces oscillateurs
harmoniques n’est pas couplé :

〈ηn(ω)〉 = 〈
∫ 1

0

η(x, ω)φn(x)dx〉 (5.8)

= 0 (5.9)
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〈ηn(ω)ηn′(ω)〉 = 〈
∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dx′η(x, ω)η(x′, ω)φ0
n(x)φ0

n′(x
′)〉 (5.10)

=

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dx′Γ0(ω)δ(x− x′)φ0
n(x)φ0

n′(x
′) (5.11)

= Γ0(ω)δn,n′ (5.12)

En utilisant le théorème fluctuation-dissipation qui s’applique à ce système
à l’équilibre (θ = 0), il est possible de relier l’amplitude des fluctuations
thermiques au coefficient d’amortissement visqueux pour chaque mode : la
densité spectrale de puissance (DSP) Sn de la force stochastique est :

Sηn(ω) = Γ0(ω) =
2kBT0

πω
Im
(
ηn(ω)

dn(ω)

)
=

2

π
kBT0γ0(ω) (5.13)

Nous pouvons alors calculer la densité spectrale de puissance de la déflexion :

Sdn(ω) =

∣∣∣∣
dn(ω)

ηn(ω)

∣∣∣∣
2

Sηn(ω) (5.14)

L’intégration de cette dernière équation sur l’ensemble des fréquences donne
le theorème d’équipartition :

〈d2
n〉 =

∫ ∞

0

dωSdn(ω) =
kBT0

kn
(5.15)
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5.2 Profil arbitraire de température

5.2.1 Dissipation visqueuse
Partons de l’équation (5.3) et définissons l’opérateur L = ∂2/∂x2

[
(1 + αEθ)∂

2/∂x2
]

qui est auto-adjoint sur la base D. L’équation (5.3) devient :
[
−mω2 +

k0

3
L+ iωγ(x, ω)

]
d(x, ω) = η(x, ω) (5.16)

Les valeurs propres de l’opérateur L sont :

Lφn = λnφn (5.17)

Projetons l’équation (5.16) sur la base des φn :
[
−mω2 +

k0

3
λn

]
dn(ω) + iω

∫ 1

0

dxγ(x, ω)d(x, ω)φn(x) = ηn(ω) (5.18)

avec dn = d� φn, ηn = η � φn.
En utilisant le fait que d(x, ω) peut se réécrire comme :

d(x, ω) =
∞∑

n′=1

dn′(ω)φn′(x) (5.19)

alors :
[
−mω2 +

k0

3
λn

]
dn(ω) + iω

∞∑

n′=1

dn′(ω)

∫ 1

0

dxγ(x, ω)φn′(x)φn(x) = ηn(ω)

(5.20)
En général, il existe un couplage entre les différents modes. Cependant,
expérimentalement, le facteur de qualité est très grand à la fréquence de
résonance, ainsi, l’amplitude dn(ω) de chaque mode est significative unique-
ment à la fréquence de résonance ω = ωn. Nous pouvons alors négliger ce
couplage et faire l’approximation que la dissipation est égale à sa valeur à
la fréquence de résonance :

[
−mω2 +

k0

3
λn + iωγn

]
dn(ω) = ηn(ω) (5.21)

avec :

γn =

∫ 1

0

dxγ(x, ωn)φn(x)2 (5.22)
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Pour une température uniforme T0, les fluctuations thermiques sont dé-
crites par une force stochastique ηn, la densité spectrale de puissance de ces
fluctuations est proportionnelle à l’énergie thermique kBT0 et au coefficient
de dissipation γ0(ω) (équation (5.13)). Nous faisons l’hypothèse que nous
pouvons étendre cette description au cas d’un profil non uniforme de tempé-
rature : la force stochastique η(x, ω) est décrite par une DSP proportionnelle
à l’énergie thermique locale kBT (x) et au coefficient d’amortissement local
γ(x, ω) :

Γ(x, ω) =
2

π
kBT (x)γ(x, ω) (5.23)

La force stochastique agissant sur le mode n est : ηn(ω) = η(x, ω)� φn(x),
statistiquement décrite par :

〈ηn(ω)〉 = 0 (5.24)

〈ηn(ω)ηn′(ω)〉 =

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dx′〈η(x, ω)η(x′, ω)〉φn(x)φn′(x) (5.25)

=

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dx′
2

π
kBT (x)γ(x, ω)δ(x− x′)φn(x)φn′(x)

(5.26)

=
2

π
kB

∫ 1

0

dxT (x)γ(x, ω)φn(x)φn′(x) (5.27)

En général, un couplage existe entre les bruits stochastiques de chaque mode.
Pour n = n′, la dernière équation donne la DSP du bruit pour un mode :

Sηn(ω) =
2

π
kB

∫ 1

0

dxT (x)γ(x, ω)φn(x)2 (5.28)

La densité spectrale de puissance de la déflexion est :

Sdn(ω) =

∣∣∣∣
dn(ω)

ηn(ω)

∣∣∣∣Sηn(ω) =
1

(kn −mω2)2 + (γnω)2
Sηn(ω) (5.29)

avec kn = k0λn/3. Pour obtenir une relation équivalente au théorème d’équi-
partition, nous intégrons cette dernière équation sur l’ensemble des fré-
quences. Cependant, comme seules les fréquences proches de la résonance
contribuent significativement à l’intégrale, nous pouvons remplacer Sηn(ω)



104 Température d’un système hors équilibre

par sa valeur à la résonance Sηn(ωn) :

〈d2
n〉 =

∫ ∞

0

dωSdn(ω) (5.30)

=

∫ ∞

0

dω
1

(kn −mω2)2 + (γnω)2
Sηn(ωn) (5.31)

=
π

2γnkn
Sηn(ωn) (5.32)

=
π

2γnkn

2

π
kB

∫ ∞

0

dxT (x)γ(x, ωn)φn(x)2 (5.33)

=
1

γnkn
kB

∫ 1

0

dxT (x)γ(x, ωn)φn(x)2 (5.34)

Nous pouvons alors écrire :

1

2
kn〈d2

n〉 =
1

2
kBTn (5.35)

où Tn est la température effective du mode n :

Tn =

∫ 1

0
dxT (x)γ(x, ωn)φn(x)2

∫ 1

0
dxγ(x, ωn)φn(x)2

= T0 +

∫ 1

0
dxθ(x)γ(x, ωn)φn(x)2

∫ 1

0
dxγ(x, ωn)φn(x)2

(5.36)

On peut alors réécrire cette dernière équation comme :

Tn = T0 +

∫ 1

0

dxpn(x, ωn)θ(x) (5.37)

Avec :

pn(x, ωn) =
1∫ 1

0
dxγ(x, ωn)φn(x)2

γ(x, ωn)φn(x)2 (5.38)

Où pn(x, ωn) représente l’énergie élastique dissipée normalisée.
La température effective du levier est ainsi dépendante du mode. L’aug-

mentation locale de température est pondérée par la dissipation locale : la
puissance dissipée localement est donnée par fdis.(∂d/∂t), qui est propor-
tionnelle à γφ2

n pour le mode n. Si la température du levier est uniforme,
la température effective devient indépendante du mode et correspond à sa
température à l’équilibre.
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5.2.2 Dissipation viscoélastique

Intéressons nous à présent au cas où seules les dissipations internes sont
importantes. Le calcul de la partie 5.2.1 suppose, en effet, une dissipa-
tion visqueuse qui n’est pas réaliste sous vide. La dissipation mécanique
interne au levier peut être modélisée comme une partie imaginaire du mo-
dule d’Young, tenant en compte des forces viscoélastiques :

−mω2d+
∂2

∂x2

[
E(x, ω)I

L3
(1 + iϕ(x, ω))

∂2d

∂x2

]
= η(x, ω) (5.39)

À l’équilibre, la température étant uniforme, E et ϕ ne dépendent pas de
x. On peut donc écrire, en projetant l’équation précédente sur la bases des
valeurs propres spatiales φ0

n dans l’espace de Fourier :

(
−mω2 + EIλ0

n + iωγ̃λ0
n

)
dn(ω) = ηn(ω) (5.40)

où γ̃ = 1
ω
EIϕ
L3 .

Le bruit ηn(ω) est supposé non corrélé pour différents n et ω :

〈ηn(ω)〉 = 0 (5.41)
〈ηn(ω)ηn′(ω

′)〉 = Γn(ω)δn,n′δ(ω + ω′) (5.42)

où l’amplitude Γn(ω) satisfait au théorème fluctuation-dissipation pour le
mode n :

Γn(ω) =
1

π
kBT γ̃λ

0
n (5.43)

Avant d’étudier le cas d’un profil de température dépendant de la position x,
il serait intéressant de reformuler la corrélation du bruit dans l’espace réel,
tout en considérant que le levier est à l’équilibre. Cela implique que nous
devons calculer 〈η(x, ω)η(x′, ω′)〉 en partant de la corrélation 〈ηn(ω)ηn′(ω

′)〉.
Sachant que : 〈η(x, ω) =

∑
n ηn(ω)φ0

n(x) on a :

〈η(x, ω)η(x′, ω′)〉 =
∑

n,n′

〈ηn(ω)ηn′(ω
′)〉φ0

n(x)φ0
n′(x

′) (5.44)
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En utilisant l’équation (5.42) nous avons :

〈η(x, ω)η(x′, ω′)〉 =

∞∑

n=0

Γn(ω)δ(ω + ω′)φ0
n(x)φ0

n(x′) (5.45)

=
γ̃

π
kBTδ(ω + ω′)

∞∑

n=0

λnφ
0
n(x)φ0

n(x′) (5.46)

=
γ̃

π
kBTδ(ω + ω′)

∂4

∂x4

∞∑

n=0

φ0
n(x)φ0

n(x′) (5.47)

Notons qu’il est possible de faire une expension (pour x′ fixé) de la fonction
de Dirac δ(x− x′) sur la base des modes propres telle que :

δ(x− x′) =
∞∑

n=0

δn(x′)φ0
n(x) (5.48)

avec :

δn(x′) =

∫ 1

0

dxδ(x− x′)φ0
n(x) = φ0

n(x′) (5.49)

ainsi δ(x− x′) =
∑∞
n=0 φ

0
n(x′)φ0

n(x). Finalement :

〈η(x, ω)η(x′, ω′)〉 =
γ̃

π
kBTδ(ω + ω′)

∂4

∂x4
δ(x− x′) (5.50)

Grâce à cette formulation explicite de la dépendance en fréquence et espace
du bruit, il est possible d’introduire un profil non uniforme de température
T (x) = T0(1 + θ(x)). L’équation du mouvement de la poutre s’écrit :

−mω2d(x, ω)+
k0

3

∂2

∂x2

[
(1 + αEθ(x))

∂2d

∂x2

]
+iω

∂2

∂x2

(
γ̃(x, ω)

∂2d

∂x2

)
= η(x, ω)

(5.51)
avec k0/3 = EI. En projetant sur la base des modes propres φn(x) nous
obtenons :
(
−mω2 +

k0

3
λn

)
dn(ω) + iω

∫ 1

0

dxφn(x)
∂2

∂x2

(
γ̃(x, ω)

∂2d

∂x2
(x, ω)

)
(5.52)

qui peut être réécrit comme :
(
−mω2 +

k0

3
λn

)
dn(ω)+iω

∑

n′

dn′(ω)

∫ 1

0

dxφn(x)
∂2

∂x2

(
γ̃(x, ω)

∂2φ2
n

∂x2
(x)

)

(5.53)
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Expérimentalement, le facteur de qualité étant grand, nous pouvons faire
l’approximation que la valeur de γ(x, ω) est celle obtenue à la résonance
γ(x, ωn), et nous pouvons négliger dn′ pour n′ 6= n conduisant à :

(
−mω2 + iωγ̃n

)
dn(ω) = ηn(ω) (5.54)

avec :

γ̃n =

∫ 1

0

dxφn(x)
∂2

∂x2

(
γ̃(x, ω)

∂2φn
∂x2

(x)

)
(5.55)

Il nous faut à présent calculer la corrélation 〈ηn(ω)ηn′(ω
′)〉 :

〈ηn(ω)ηn′(ω
′)〉 =

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dx′φn(x)φn′(x
′)〈η(x, ω)η(x′, ω′)〉 (5.56)

Afin de prendre en compte un profil de température non uniforme T (x),
nous généralisons l’équation (5.50) :

〈ηn(ω)ηn′(ω
′)〉 =

I

π
kBT (x)δ(ω + ω′)

∂2

∂x2

(
γ̃(x, ω)

∂2

∂x2
δ(x− x′)

)
(5.57)

il est possible d’arriver à :

〈ηn(ω)ηn′(ω
′)〉 =

IkB
π
δ(ω + ω′)

∫ 1

0

dxT (x)φn
∂2

∂x2

(
γ̃(x, ω)

∂2

∂x2
φn′(x)

)

(5.58)
La densité spectrale de puissance du bruit est donnée par :

Sηn(ω) =
2IkB
π

∫ 1

0

dxT (x)φn
∂2

∂x2

(
γ̃(x, ω)

∂2

∂x2
φn(x)

)
(5.59)

La densité spectrale de puissance de la déflexion est donc :

Sdn(ω) =

∣∣∣∣
dn(ω)

ηn(ω)

∣∣∣∣
2

Sηn(ω) =
1

(kn −mω2)2 + (γ̃nω)2
Sηn(ω) (5.60)

Si on introduit une température effective dépendante du mode Tn alors :
1

2
kn〈d2

n〉 =
1

2
kBTn (5.61)

avec :

Tn =

∫ 1

0
dxT (x)φn

∂2

∂x2

(
γ̃(x, ω) ∂2

∂x2φn(x)
)

∫ 1

0
dxφn

∂2

∂x2

(
γ̃(x, ω) ∂2

∂x2φn(x)
) (5.62)

= T0


1 +

∫ 1

0
dxθ(x)φn

∂2

∂x2

(
γ̃(x, ω) ∂2

∂x2φn(x)
)

∫ 1

0
dxφn

∂2

∂x2

(
γ̃(x, ω) ∂2

∂x2φn(x)
)


 (5.63)
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La température effective Tn du mode n se calcule à nouveau comme une
moyenne du profil de température θ(x) pondéré par la dissipation locale liée
au profil du mode n :

Tn − T0 =

∫ 1

0

dxθ(x)pϕ(x) (5.64)

où :

pϕ(x) =
1∫ 1

0
φn(x) ∂2

∂x2

(
γ̃(x, ωn) ∂2

∂x2φn(x)
)φn(x)

∂2

∂x2

(
γ̃(x, ω)

∂2

∂x2
φn(x)

)

(5.65)
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5.3 Profil linéaire de température et dissipa-
tion uniforme

5.3.1 Dissipation visqueuse
Si nous faisons l’hypothèse d’un profil linéaire de température, alors nous

avons : θ(x) = x∆T . De plus, nous faisons l’hypothèse d’une dissipation
indépendante de la position x sur le levier : γ = cte. Nous pouvons, de façon
similaire aux κn calculés dans le chapitre précédent, définir un facteur ζn
permettant d’estimer la température à l’extrémité du levier à partir de la
température effective du mode n calculée par l’intégrale sous la courbe des
spectres de fluctuations thermiques de levier :

Tn − T0 = ζn∆T (5.66)

avec :

ζn =

∫ 1

0

dxφ2
n(x)x (5.67)

Nous reportons les valeurs de ζn calculées pour les six premiers modes dans
le tableau (5.1). Nous remarquons que, plus le mode est élevé, plus le co-

Numéro du mode 1 2 3 4 5 6
ζn 0.810 0.602 0.542 0.526 0.520 0.517

Table 5.1 – Facteur ζn permettant de corriger la dépendance en mode de la
température calculée à l’aide de l’équation (5.15) en considérant un profil linéaire
de température. Nous remarquons que ζn tend vers 0.5 lorsque le mode est élevé.
Cela est dû au fait que plus le mode est élevé, plus sa déflexion quadratique est
uniformément distribuée. Ainsi on ressent une température moyenne ∆T/2 ce qui
explique pourquoi ζn tend vers une valeur de 0.5

efficient ζ tend vers une valeur proche de 0.5. Ceci s’explique par le fait
que plus le mode est élevé, plus sa déflexion quadratique est uniformément
distribuée. Ainsi on ressent une température moyenne ∆T/2 ce qui explique
pourquoi ζn tend vers une valeur de 0.5

5.3.2 Dissipation viscoélastique
Pour un profil de température linéaire θ(x) = x∆T , si γ̃ est uniforme et

dans l’approximation ∂4

∂x4φn = λnφn (vrai à l’ordre 0 en αE∆T ), on obtient
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à nouveau, en partant de l’équation (5.64) :

Tn − T0 = ζn∆T (5.68)

où ζn est donné, comme dans le cas d’une dissipation visqueuse par l’équa-
tion (5.67). Les détails du mécanisme de dissipation ont donc peu d’impor-
tance si celles-ci sont uniformément distribuées.



5. Fluctuations d’un système hors équilibre 111

5.4 Interprétation des données expérimentales

5.4.1 Levier avec revêtement
Nous appliquons le facteur ζn aux données tracées en figure (5.1) pour

estimer la température en bout de levier suite à l’estimation de la tempé-
rature effective de chaque mode via l’équation (5.15) dans l’approximation
d’un profil linéaire de température et d’une dissipation uniforme.

En figure (5.3) nous traçons les températures estimées à l’extrémité d’un
levier en silicium avec revêtement en tantale sous vide grâce aux décalages
en fréquence (courbes pleines), et celles issues de l’extension du principe
d’équipartition (courbes en pointillés). Nous remarquons que les deux jeux
de mesures donnent les mêmes températures, et ce, indépendamment du
mode, bien que nous pouvons noter que le mode 1 ne suive pas la tendance
donnée par les autres modes. Ces observations valident donc l’hypothèse
d’un profil linéaire de température mais aussi le fait que la dissipation de
l’énergie élastique joue un rôle important dans l’estimation de la tempé-
rature. En effet, l’ajout d’un revêtement sur le levier va contribuer aux
dissipations élastiques du levier, assurant ainsi leur uniformité spatiale.

5.4.2 Levier sans revêtement
En revanche, les observations faites précédemment sur un levier avec

revêtement ne sont pas valables pour un levier en silicium sans revêtement.
En effet, malgré l’utilisation des coefficients ζn, l’élévation de température
estimée par l’extension du théorème d’équipartition de l’énergie est proche
de 0, et ce, quelque soit le mode. Ce phénomène peut s’expliquer par le fait
que le levier en silicium mono-cristallin (quasiment) est exempt de défauts
et dissipe peu l’énergie élastique. L’ensemble des dissipations γ se trouve
concentré à l’encastrement du levier qui est supposé thermalisé à T0. La
fonction de pondération θ(x) sera donc très piquée en x = 0 où θ ' 0. Si nous
nous basons sur l’extension du principe d’équipartition, les fluctuations sont
celles de l’endroit où notre système dissipe l’énergie mécanique, donc son
encastrement. C’est pourquoi, pour un levier sans revêtement, la variation
maximale de température effective calculée à l’aide de notre modèle est
nulle.



112 Température d’un système hors équilibre

43
21

Mode n◦:

TSd2 :

T∆ω :

Intensite lumineuse I (mW)

T
n

−
T

0
(K

)

0 2 4 6 8 10 12 14
−200

0

200

400

600

800

1000

Figure 5.3 – Température estimée par le décalage en fréquence (lignes pleines) et
température estimée par le théorème fluctuation-dissipation dans le cas d’un profil
linéaire de température (lignes discontinues) pour un levier en silicium avec revê-
tement en tantale sous vide. Les températures des deux méthodes se superposent
validant ainsi les hypothèses faites. Nous remarquons néanmoins que le mode 1 ne
suit pas la tendance des autres modes.
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5.5 Conclusion

Nous avons, dans ce chapitre, estimé la température d’un micro-levier
AFM soumis à un flux de chaleur à l’aide d’une extension du théorème
d’équipartition de l’énergie. Cependant, l’application brute de cette exten-
sion ne nous permet pas d’estimer convenablement la température des le-
viers. En effet, elle montre une dépendance en mode, mais aussi, n’a pas
le même comportement en présence ou en l’absence de revêtement sur les
leviers.

Nous montrons que la température effective s’obtient en pondérant le
profil de température du levier par la dissipation du levier. Dans l’appoxi-
mation d’une dissipation uniforme, cette pondération est proportionnelle à
la déflexion quadratique du levier (à l’inverse du chapitre 3 où nous pon-
dérions le profil de température par la courbure du levier). Nous proposons
ainsi, de façon similaire à ce que nous proposons dans le chapitre 3, un
modèle permettant d’estimer le spectre de fluctuations thermiques d’un le-
vier soumis à un profil de température. Dans le cas d’un profil linéaire de
température, nous définissons un facteur ζn, similairement au facteur κn,
permettant de relier la déflexion quadratique moyenne d’un mode du levier
à sa température, tout en levant la dépendance en mode observée. Ce cadre
théorique permet d’estimer de façon satisfaisante la température de leviers
avec revêtement dont la dissipation d’énergie est uniforme.

Cependant, nous observons de larges différences pour des leviers sans
revêtement. En effet, contrairement à ce qui a été observé dans la littéra-
ture [11], nous observons des fluctuations plus faibles que celles attendues
à l’équilibre thermodynamique pour un système ayant la même tempéra-
ture moyenne que notre système hors équilibre. Nous nous plaçons donc
en contradiction directe avec les travaux réalisés par Conti et al [11] (fi-
gure (5.4)). Nous remarquons, sur la figure (5.4), que bien que le modèle
proposé par Conti et al soit en adéquation avec leurs données expérimen-
tales, celui-ci ne peut s’appliquer à nos données. Inversement, notre modèle
(cône jaune sur la figure (5.4)), ne peut expliquer les données de Conti et
al. L’explication d’une telle divergence de résultat est encore une question
ouverte, bien que nous ayons quelques hypothèses.

En effet, une des différences majeures entre nos deux expériences vient de
l’orientation relative du flux de chaleur et des déformations observées. Dans
les expériences de Conti et al [11], le flux de chaleur est orienté parallèlement
à la déformation, alors que dans la notre, les deux sont perpendiculaires
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(figure (5.5)). Il se pourrait alors qu’il y ait une interaction entre le flux de
chaleur et les modes de vibrations du système. Cela reste aujourd’hui une
simple hypothèse et des travaux théoriques allant dans ce sens pourraient
expliquer la divergence de nos résultats. De plus, il pourrait être intéressant
d’effectuer les mêmes travaux que présentés ci-dessus, mais en se basant
uniquement sur les modes de torsion du levier.
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E↵ects of breaking energy equipartition in macroscopic oscillators subject to heat flux

 

 

Figure 5. (a) Ratio RNEQ/EQ of the average e↵ective temperature of the
transverse (blue triangles) and longitudinal (red circles) acoustic modes in NESS
over their average e↵ective temperature in equilibrium, against the normalized
thermal di↵erence (T2 � T1) /Tavg. The error bars show the statistical uncertainty.
Along the horizontal axis they are smaller than the size of the points. The black
stars show the results of the numerical experiment with their error bars. The
gray line is the best fit of the numerical data with the function of equation (11),
resulting in a = 129±2 (a defined in main text, following equation (14)). (b) shows
the results of the longitudinal mode and the line fitting the numerical result.

e↵ective temperatures are plotted in figure 4 against the mode average temperature Tavg.
For the longitudinal mode this coincides [27] with (T1 +T2)/2. The total error consists of a
statistical component between 4 and 7 K and a systematic error between 20 and 26 K. The
largest systematic error contributions in the nonequilibrium Te↵ are due to the calibration
error in �T , the error in the thermal expansion coe�cient ↵ of Al5056 and in the oscillator
mass ml. In absolute terms, the e↵ective temperature grows with increasing temperature
di↵erences more rapidly than with the temperature, as can be seen in figure 4.

For a better comparison between equilibrium and nonequilibrium states, we computed
the ratios RNEQ/EQ = Te↵/TEQ; they are plotted in figure 5 against the temperature
di↵erence at the rod extremes, normalized by Tavg. Error bars represent the statistical
uncertainty: we estimated a systematic error of ±0.01–0.03 along the vertical axis and of
±7⇥ 10�4 along the horizontal axis. Table S2 of the supplementary material (available at
stacks.iop.org/JSTAT/2013/P12003/mmedia) lists the values of RNEQ/EQ along with their
statistical and systematic errors. We note that in the temperature ratio a few quantities
cancel out: this is the case for instance of the amplifier gain G and of the oscillator mass
ml. Thus the temperature ratio is independent of these quantities and hence of their errors.
We note that RNEQ/EQ > 1. For instance, at the maximum relative temperature di↵erence,
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Figure 5.4 – Données expérimentales de température effective mesurées dans
l’article de Conti et al [11]. Supperposé à celles-ci un fit par leur modèle. Dans le
cône jaune, les données de températures effectives calculées dans ce chapitre. On
remarque bien que les températures effectives sont différentes, bien que les modèles
décrivent bien les données expérimentales.
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Figure 1. Schematic drawing of the elastic body consisting of a rod with one
extreme fixed and the other loaded by a mass and free to move. A pair of
thermometers sensed the temperatures T1 and T2 of the rod extremes (a): for the
latter case a contact-less thermopile was used. The temperature T1 of the rod top
end was stabilized actively; when the heat source shown on the left of the bottom
mass was switched on, a thermal di↵erence was set across the body. The thermal
profile along the rod in the steady state is shown in gray shading (increasing
temperature from light to dark). The central (b) and right (c) figures show the
deformation of the body respectively in the transverse and longitudinal mode. The
shape of the elastic body at rest is shown as a dashed line for comparison. The
end mass vibrations were measured by a capacitive readout formed by facing the
bottom surface of the mass to a fixed and electrically insulated electrode, shown
as a rectangle in parts (b) and (c).

an independent harmonic damped oscillator. Our oscillators are low-frequency acoustic
modes of vibration of a macroscopic aluminum piece [25]. The nonequilibrium steady
states (NESS) are due to sustained thermal di↵erences across the piece.

1. Oscillator experiment

The experimental setup is described fully in [26]: here, and in the supplementary material
stacks.iop.org/JSTAT/2013/P12003/mmedia, we add a few more details. To summarize,
we hosted three resonant devices in a vacuum environment: they were isolated from
external perturbations via a cascade of mechanical filters so that the dominant noise
force acting on them was that of thermal origin, at least in the frequency range where
the lowest transverse and longitudinal acoustic mode resonated. Each resonator consisted
essentially of a squared cross-section, 0.1 m long rod held parallel to the vertical for which
the top end was clamped and the bottom end was loaded with a cuboid mass and was
free to move (see also figure 1). Each cuboid mass weighed about 0.2 kg: they were all
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2

FIG. 1. Schematic drawing of the elastic body consisting in a rod with one extreme fixed and the other loaded by a mass
and free to move. A pair of thermometers sensed the temperatures T1 and T2 of the rod extremes (a): for the latter case a
contact-less thermopile was used. The temperature T1 of the rod top end was stabilized actively; when the heat source shown
on the left of the bottom mass was switched on, a thermal di↵erence was set across the body. The thermal profile along the
rod in the steady state is shown in a color code (increasing temperature from blue to red). The central (b) and right (c) figure
parts show the deformation of the body respectively in the transverse and longitudinal mode. The shape of the elastic body at
rest is shown as dashed line for comparison. The end mass vibrations were measured by a capacitive readout formed by facing
the bottom surface of the mass to a fixed and electrically insulated electrode, shown as a rectangle in the picture parts b and c.

The Equipartition of energy is arguably the chief principle relating microscopic motions to macroscopic observables,
such as temperature, density and volume[1]. For equilibrium systems with negligible quantum e↵ects, the principle
states that every quadratic degree of freedom within the Hamiltonian possesses on average an energy kBT/2 , with
kB the Boltzmann constant and T the absolute temperature.

The equilibrium state is an idealization. A simple nonequilibrium situation is produced by temperature di↵erences[2,
3]. For fluid systems it has been both argued theoretically[4–6] and demonstrated experimentally that spatio-temporal
fluctuations grow markedly for the lowest wave numbers[7–11]. Nonequilibrium statistical mechanics[12] and nonequi-
librium molecular dynamics techniques[13] have led to similar conclusions, with a growth of the correlations as the
signature of the departure from equilibrium. In Extended Thermodynamics[14], either local thermal equilibrium is
assumed, or the temperature is defined via an extended flux-dependent entropy[15]. In disordered systems, the notion
of time-scale-dependent e↵ective temperatures is often used[16]. Solids are seldom investigated in this context, per-
haps because their microscopic degrees of freedom are generally assumed to satisfy local equilibrium. A more florid
enterprise is constituted by research in small and low-dimensional systems[17–23].

We report an experimental study of the mean energy of harmonic oscillators in and out of equilibrium. The harmonic
oscillator is ubiquitous and is applied to the most diverse situations in both classical and quantum physics[24]. In
the low losses approximation, the response of a system is often written in terms of normal modes, each considered
as an independent harmonic damped oscillator. Our oscillators are low-frequency acoustic modes of vibration of a
macroscopic aluminum piece[25]. The nonequilibrium steady states (NESS) are due to sustained thermal di↵erences
across the piece.

The piece consisted of a 0.1 m long rod with one end clamped and the other one loaded by a freely moving 0.2 kg
mass; Figure 1 shows schematically the deformation of the piece corresponding to the first transverse and longitudinal
modes (our two oscillators), which resonated respectively at about 324 Hz and 1420 Hz. With a capacitive readout
we measured vibrations of the end-mass: the readout output signal was acquired continuously and its Power Spectral
Density (PSD) was computed and averaged over contiguous periods. Figure 2 shows a typical average PSD around
the resonance of the longitudinal mode fitted by a Lorentzian curve plus a constant, accounting for the electronic
noise.

In the case of the longitudinal mode, the output signal can be converted into longitudinal vibrations of the mass.
The area of the fitting curve becomes an estimate of the mean square vibration

⌦
xl(t)

2
↵

of the oscillator, where the
angular brackets denote a time average. At thermodynamic equilibrium with low losses, in the absence of external
noises the law of equipartition dictates that:

⌦
xl(t)

2
↵

=
kB T

ml !2
l

(1)

where ml is the mass of the longitudinal mode that resonates at !l. Thus, thanks to equipartition, the thermodynamic
temperature can be inferred from the energy stored in the mode. In general, i.e. even in NESS, we call e↵ective

Masse

Chauffage Thermopile

T1

T2

Figure 5.5 – Schéma du dispositif expérimental utilisé dans l’article de Conti
et al [11]. Une tige a une de ses extrémité fixé à un support à une température T0

tandis qu’à l’extrémité libre est fixée une masse chauffée à une température T2. Un
profil de température s’installe dans le levier (à gauche). Au centre, un schéma
modélisant un mode longitudinal du système. À droite, un mode plus complexe de
vibration du système.





Chapitre 6

Conclusion

L’homme a toujours voulu dépasser ses limites. Sa quête de l’infiniment
petit a toujours suscité beaucoup d’intêret. Ainsi, bien que de nouvelles
techniques, toujours plus performantes, nous permettent d’étudier la ma-
tière à des échelles de plus en plus petites, l’homme cherche à perfectionner
les techniques déjà existantes pour repousser ses limites. Ainsi, Ludovic Bel-
lon couple un AFM à un interféromètre en quadrature de phase permettant
de gagner jusqu’à un facteur cent sur le bruit de fond, en comparaison des
appareils commerciaux.
Après une courte introduction sur l’état de l’art des techniques d’imagerie
sub-longueur d’onde, nous détaillons, dans le chapitre 2, les différentes par-
ties du montage développé par Ludovic Bellon. Le principe de base de ce
montage est la réflexion de deux faisceaux polarisés sur la base et l’extrémité
libre d’un levier [41]. Les interférences entre ces deux faisceaux permettent
alors d’estimer la déflexion du levier. L’originalité du montage présenté dans
cette thèse réside dans l’utilisation de la quadrature de phase [4] pour l’ana-
lyse optique qui contient le déphasage due à la déflexion. Il est alors possible
d’associer la déflexion du levier et l’angle polaire d’un point représentatif sur
un cercle unitaire dans le plan complexe (modulo 2π). Dans le but d’amé-
liorer les performances de cet AFM interférométrique, nous avons augmenté
l’intensité du laser, et ainsi amélioré le rapport signal sur bruit. Cependant,
cette technique a aussi eu pour effet de diminuer les fréquences de résonance
du levier AFM et cela proportionnellement avec l’intensité du laser. De plus,
nous montrons que ce décalage est dépendant du mode propre considéré.

Ainsi, dans le chapitre 3 nous proposons un modèle dans lequel nous
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associons le décalage en fréquence à une élévation de température du levier.
En effet, les variations du module d’Young liées à l’échauffement du levier
conduisent à abaisser la raideur du levier et ainsi diminuent les fréquences
de résonance du levier. Cet effet est pondéré via le profil de température du
levier par la dérivée seconde de sa déflexion : sa courbure. En effet, les par-
ties courbées du levier correspondent aux zones où les variations du module
d’Young contribuent à l’effet sur les résonances. Nous montrons qu’au vu
des conditions expérimentales (échauffement du levier à son extrémité libre,
conduction de la chaleur à l’encastrement) le profil de température peut
être associé à un profil linéaire de température. Dans de telles conditions,
nous définissons un paramètre κn dépendant du mode propre n considéré,
permettant d’estimer la température maximale du levier en fonction des
décalages en fréquence observés lors des variations d’intensité lumineuse du
laser. Nous montrons alors que ces variations de températures peuvent être
très importantes. Enfin, nous nous appuyons sur des images réalisées au
microscope électronique à balayage pour montrer que les températures es-
timées sont cohérentes avec les effets observés (destruction du revêtement,
restructuration du revêtement, fonte du levier, etc)

Dans le chapitre 4, nous montrons qu’il est possible d’estimer le profil
de température dans le levier en mesurant le décalage en fréquence pour
différentes positions du laser sur la longueur du levier. En effet, ce dépla-
cement du laser entraine une modification du profil de température dans le
levier. Nous proposons deux méthodes d’estimations du profil de tempéra-
ture. Dans la première, nous déplaçons simultanément deux lasers (un laser
consacré aux mesures interféromètriques, un second, au chauffage). Nous
montrons que cette méthode possède de nombreux inconvénients. Dans la
seconde seul le laser chauffant le levier se déplace. Nous montrons qu’il est
possible, après analyse, d’estimer le profil de température dans le levier.
Nous estimons ce profil pour différentes intensités de laser, différentes géo-
métries du levier, et montrons qu’il reste linéaire et que les valeurs observées
sont en adéquation avec celles prédites dans le chapitre 3. Les données issues
des deux protocoles sont identiques. Nous montrons qu’il est équivalent, lors
de la mesure de profil de température dans un levier, de faire varier l’inten-
sité lumineuse pour une position fixe du laser et de faire varier la position
du laser pour une intensité fixe du laser.

Enfin, dans le chapitre 5, nous essayons, à partir du principe d’équipar-
tition de l’énergie, d’estimer la température du levier. Nous montrons alors
que les résultats obtenus sont très éloignés de ceux estimés par la méthode
décrite dans le chapitre 3 et qu’à nouveau, dans le cas d’un levier avec
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revêtement, la température est dépendante du mode. En effet, notre sys-
tème étant fondamentalement hors équilibre, le théorème d’équipartition de
l’énergie ne peut s’appliquer et nous proposons alors un "principe d’équi-
partition étendu" aux systèmes hors équilibre. De manière similaire à ce
que nous proposons dans le chapitre 3, nous pondérons le profil de tem-
pérature du levier par la déflexion du levier pour obtenir une température
effective de chacun des modes propres. En effet, les dissipations du levier
étant proportionnelles à sa déflexion, nous relions l’amplitude de ses fluctua-
tions thermiques, à l’aide du théorème fluctuation-dissipation, au coefficient
d’amortissement visqueux. Dans la cas d’un profil linéaire de température,
nous définissons, similairement au coefficient κn, un coefficient ζn permet-
tant d’estimer la température maximale du levier, quelque soit le mode, à
l’aide de notre principe étendu d’équipartition de l’énergie. La température
alors estimée est en adéquation avec les températures prédites par la mé-
thode du décalage en fréquence, et ainsi, cohérentes avec les observations
faites en microscopie.
Cette méthode ne fonctionne que dans le cas d’un levier avec revêtement
uniformément distribué à la surface du levier. En effet, dès lors que nous
appliquons notre méthode à un levier sans revêtement, la température ef-
fective estimée devient constante et équivaut à la température ambiante.
La température du levier étant estimée à l’aide de ses fluctuations, nous
montrons donc que dans le cas d’un levier sans revêtement, ses fluctuations
sont liées à la température de son encastrement à température ambiante.
À l’inverse, un levier avec revêtement dissipera de l’énergie élastique tout
le long du levier et sa température estimée sera une température "moyenne".

Cependant, cette observation est en contradiction directe avec les tra-
vaux réalisés par Conti et al [11]. En effet, ils montrent que la tempéra-
ture effective de leur système hors équilibre est supérieure à sa température
moyenne, et même à sa température maximale. L’expérience décrite par
Conti et al étant similaire à la nôtre, la divergence des résultats soulève un
grand nombre de questions encore ouvertes à ce jour. Une différence ma-
jeure entre nos deux expériences est l’orientation du flux de chaleur vis à vis
du système. Dans l’expérience de Conti et al, le flux de chaleur est parallèle
à la déformation, tandis que dans notre expérience, le flux de chaleur est
perpendiculaire. Une des hypothèses à la divergence des résultats serait qu’il
existerait un couplage entre flux de chaleur et modes propres du système.
L’étude des modes de torsion dans notre expérience pourrait être intéres-
sante pour donner des informations complémentaires aux résultats obtenus.
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Les travaux réalisés dans cette thèse décrivent une augmentation impor-
tante de la température de micro-leviers AFM, et cela, pour de faibles inten-
sités lumineuses. Ainsi, l’élévation de température d’un micro-levier AFM à
l’aide d’un laser peut avoir des répercutions importantes sur des travaux de
manipulation de polymères ou même d’imagerie. En effet, la pointe étant
chaude, il est possible que celle-ci puisse dégrader un échantillon. Les éléva-
tions de températures effectuées au sein de cette thèse ouvrent de nouvelles
portes à l’étude de transitions de phases locales d’échantillons. En effet,
les températures atteintes ici (environ 1000 K) permettraient d’étudier des
transitions de phases dans des matériaux cristallins par exemple, et pour-
raient apporter une contribution aux nouvelles méthodes de stockage de
données [47]. De façon plus générale les températures atteintes ici ouvrent
une plage plus importante d’étude du transfert de chaleur entre une pointe
et un échantillon, de plus, le cadre théorique développé pour de faibles in-
tensités lumineuses pourrait consolider les travaux existants de transferts
de chaleur pour de faibles températures.

Dans la continuité de ces observations, les travaux réalisés au cours de
cette thèse mettent en avant de nombreux effets non linéaires, et ainsi,
peuvent servir d’appui pour de nouvelles expériences de la physique non
linéaire. Enfin, la divergence des résultats observés quant aux fluctuations
d’un système hors équilibre apportent une contribution intéressante en phy-
sique des systèmes hors équilibre, domaine en ébullition de nos jours.
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Annexe A

Évolution du Shot-Noise en
fonction de l’intensité
lumineuse

Afin de décrire au mieux l’évolution du niveau de bruit de fond en fonc-
tion de l’intensité lumineuse, reprenons la définition des contrastes Cm1 et
Cm2 définis par les équations (2.18). Cm2 peut se réécrire comme :

Cm2 = c2 + ζ2

(
sinϕ cosψ +

Cm1 − c1
X

sinψ

)
(A.1)

Il est alors possible, à partir des équations (2.18) et (A.1) d’exprimer le
cosϕ et le sinϕ tels que :

sinϕ =

[
Cm2 − c2

ζ2
− Cm1 − c1

ζ1
sinψ

]
1

cosψ
(A.2)

cosϕ =
Cm1 − c1

ζ1
(A.3)

qui conduisent à :

tanϕ =
Cm2 − c2
Cm1 − c1

ζ1
ζ2 cosψ

− tanψ (A.4)
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Faisons un développement de tanϕ autour de ϕ0 :

tanϕ0+
1

cos2 ϕ0
δϕ = (. . .)0+

δCm2
Cm10
− c10

ζ1
ζ2 cosψ

− C20 − c20(
Cm10
− c10

)2
ζ1

ζ2 cosψ
δCm1

(A.5)
Cela nous permet de déduire que :

δϕ =
ζ1 cos2 ϕ0

ζ2 cosψ

[
δCm2

Cm20
− c20

− Cm20
− c20(

Cm20
− c10

)2 δCm1

]
(A.6)

Comme le contraste est défini à l’aide des intensités des courants dans les
photodiodes (équation (2.13)), il est possible de réécrire δϕ comme :

δϕ =
ζ1

ζ2 cosψ

cos2 ϕ0

(Cm10
− c10

)

[
2B2δA2 − 2A2δB2

(A2 +B2)2
− Cm20

− c20

Cm10
− c10

2B1δA1 − 2A1δB1

(A1 +B1)2

]

(A.7)
D’où le spectre Sϕ de ϕ :

Sϕ =

(
ζ1

ζ2 cosψ

cos2 ϕ0

(Cm10
− c10)

)2
[

4B2
2SA2

+ 4A2
2SB2

(A2 +B2)
4 +

(
Cm20
− c20

Cm10
− c10

)2
4B2

1SA1
+ 4A2

1SB1

(A1 +B1)4

]

(A.8)
Et comme le spectre des intensités est définit par : SIn = 2eIn, alors :

Sϕ =

(
ζ1

ζ2 cosψ

cos2 ϕ0

(Cm10
− c10

)

)2

8e

[
A2B2

(A2 +B2)3
+

(
Cm20
− c20

Cm10
− c10

)2
A1B1

(A1 +B1)3

]

(A.9)
Si on pose S1 = A1 + B1, S2 = A2 + B2, D1 = A1 − B1 et D2 = A2 − B2

alors le spectre de la déflexion lié au shotnoise est :

SSNd =

(
λ

4π

ζ1 cos2 ϕ0

ζ2 cosψ

Cm20
− c20

Cm10
− c10

)2

2e

[
S2

2 −D2
2

S3
2(Cm20

− c20)2
+

S2
1 −D2

1

S3
1(Cm10

− c10)2

]

(A.10)
ou encore :

SSNd =

(
λ

4π

cosϕ0 sin(ϕ0 + ψ)

cosψ

)2

2e

[ §22 −D2
2

S3
2ζ

2
2 sin2(ϕ0 + ψ)

+
S2

1 −D2
1

S3
1ζ1 cosϕ0

]

(A.11)
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