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Introduction générale

Le disque intervertébral (DIV) est la structure fibro-cartilagineuse comprise entre deux
vertèbres consécutives, comme le montre la Figure 1. Il est composé de trois constituants
principaux : le Nucleus pulposus (NP) amortissant au centre, l’Annulus fibrosus (AF) à sa
périphérie, et les plateaux cartilagineux qui encadrent le tout. Chacune de ces structures
est principalement composée d’eau, de collagène et d’une matrice extracellulaire. Le rôle
mécanique du DIV est à la fois d’assurer la mobilité et la flexibilité du rachis tout en
absorbant les chocs. Cependant, suite au vieillissement ou à un processus pathologique,
le DIV (et plus particulièrement son NP) subit un phénomène de dégradation progressive
appelé « dégénérescence discale ». Celle-ci est caractérisée par de sévères changements dans
l’aspect macroscopique et la composition (perte d’eau importante, notamment), entraînant
une profonde altération des fonctions mécaniques du DIV.

corps vertébral

disque intervertébral

Figure 1 – Schéma d’un segment lombaire en vue latérale illustrant l’emplacement du
DIV entre les corps vertébraux supérieur et inférieur. Illustration adaptée de OpenStax
College (2013).

Dans le contexte de la reconstruction tissulaire du DIV, des hydrogels (voir Figure 2)
peuvent être utilisés comme matériau de remplacement du NP dégradé. Les hydrogels sont
des matériaux formés de deux ingrédients : un réseau tridimensionnel de longues chaînes de
polymère connectées entre elles au niveau des points de réticulation et de l’eau (solvant).
De nos jours, la recherche tente d’associer des hydrogels à des cellules souches pour la
réalisation de greffes hybrides mi-synthétiques mi-biologiques pour remplacer le tissu lésé.
L’enjeu porte à la fois sur le développement de biomatériaux injectables, de sorte que l’acte
chirurgical soit le moins invasif possible, mais aussi sur les propriétés que doivent posséder
ces matériaux pour que la fonction mécanique du DIV soit préservée, au moins pendant
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la phase de prolifération des cellules.

Figure 2 – Hydrogel pour la réalisation de matrices extracellulaires synthétiques. Photo-
graphie issue de Weiss (2007).

Le présent travail de thèse est mené en collaboration avec le Laboratoire d’Ingénierie
Ostéo-Articulaire et Dentaire (LIOAD) de Nantes dans le cadre du programme BIORE-
GOS (« Biomatériaux et Régénération Ostéo-Articulaire ») II, dont l’un des axes scienti-
fiques de recherche est la régénération du Nucleus pulposus. L’objectif général de ce travail
de thèse est de contribuer à une meilleure compréhension du comportement du DIV, et
plus spécifiquement du NP, afin d’aider à l’élaboration de matériaux de remplacement, de
type hydrogel. Pour cela, plusieurs étapes sont nécessaires :

1. Réaliser une revue bibliographique sur le DIV pour comprendre son comportement
mécanique - notamment les phénomènes physiques qui ont lieu et leurs temps carac-
téristiques - et les stratégies de modélisation utilisées pour décrire ce comportement ;

2. Comprendre les lois de comportement utilisées pour les gels en général, et proposer
des améliorations si nécessaire ;

3. Développer un modèle générique de DIV qui intègre les lois de comportement précé-
dentes.

Le premier chapitre de ce manuscrit dresse le cadre général de l’étude et s’intéresse à
la description du DIV, depuis les aspects anatomiques et physiologiques jusqu’aux aspects
mécaniques. Un intérêt particulier est porté sur les modèles Eléments Finis existants et
les lois de comportement utilisées : le grand nombre de modèles ainsi qu’une très grande
disparité dans les paramètres matériau sont mis en évidence. En outre, l’analyse de la
littérature révèle l’importance de la diffusion des molécules d’eau à l’intérieur du NP,
induisant un gonflement remarquable de ce dernier, phénomène qui ne peut être décrit par
une approche poroélastique classique. Dès lors, une approche originale est proposée : le
recours à des modèles de gonflement de type « gel » pour décrire le comportement du NP.

Dans le second chapitre, un modèle de type « gel » couplant grandes déformations et
diffusion est proposé. Deux aspects nouveaux sont examinés : la prise en compte d’une dé-
pendance explicite de la raideur du matériau au niveau de gonflement, et la prise en compte
d’un état de référence préalablement gonflé. Dans les deux cas, les aspects théoriques et
la mise en œuvre numérique sont développés, et des exemples d’application simples sont
traités pour illustrer le fonctionnement du modèle.

Dans le troisième et dernier chapitre, un modèle complet de DIV est proposé. Celui-
ci est fondé sur une géométrie générique représentative d’un DIV lombaire moyen, et

2



Introduction

intègre les lois de comportement précédemment développées. Une étude approfondie de son
comportement en compression et sous divers cas de chargement est menée afin d’observer
l’influence des paramètres matériau d’un noyau hydrogel sur la cinématique du DIV. Les
capacités prédictives du modèle, en terme de cinématique et de variation de pression
intradiscale, sont discutées.
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Chapitre 1

Anatomie, mécanique et

modélisation du disque

intervertébral

Ce premier chapitre présente le cadre général de l’étude. Une description anatomique
et fonctionnelle de la colonne vertébrale et de ses élements constitutifs est proposée. Un
intérêt particulier est porté sur le disque intervertébral : sa structure et sa composition
sont présentées dans le but de dresser une relation avec son comportement mécanique. Le
problème de la dégénérescence du disque intervertébral et ses conséquences sur son com-
portement mécanique est également abordé. La seconde partie de ce chapitre propose une
revue la plus complète possible des modèles pour le disque intervertébral. Nous concluons
ce premier chapitre par la présentation des objectifs de l’étude et des méthodes mises en
place.
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1.1. Le disque intervertébral

1.1 Le disque intervertébral

1.1.1 De la colonne vertébrale au disque intervertébral

La colonne vertébrale, ou le rachis, est un élement de charpente indispensable du corps
humain. Elle est composée de 24 vertèbres libres, dont 7 vertèbres cervicales (C1 à C7) qui
constituent le cou, 12 vertèbres thoraciques (T1 à T12) qui constituent le haut du dos et 5
vertèbres lombaires (L1 à L5) qui constituent le bas du dos. On compte également 8 ou 9
vertèbres soudées formant le sacrum (S1 à S5) et le coccyx (composé de 3 ou 4 vertèbres).
La Figure 1.1 illustre cette description. A l’exception des vertèbres sacro-coccygiennes
soudées, les vertèbres sont liées deux à deux par un disque intervertébral (DIV), comme
le montre la Figure 1.2, et par un ensemble de muscles et de ligaments. On compte au
total 23 DIV qui représentent envion 25 % de la hauteur de la colonne vertébrale (Shankar
et al., 2009).

Figure 1.1 – Vues de face, dos et profil de la colonne vertébrale. (A) vertèbres cervicales,
(B) vertèbres thoraciques, (C) vertèbres lombaires, (D) vertèbres sacro-coccygiennes. Illus-
tration issue de Marcovschi Champain (2008).

Le rôle mécanique de la colonne vertébrale est de supporter la tête et l’ensemble du
squelette, transmettre les charges aux membres inférieurs via le bassin tout en absorbant
les chocs, et assurer à la fois la stabilité et la flexibilité du corps humain. La colonne
vertébrale autorise une large gamme de mouvement, qu’il est d’usage de décrire dans les
plans anatomiques de référence (Figure 1.3) : flexion-extension (i.e. rotation dans le plan
sagittal), inclinaison latérale (rotation dans le plan frontal), torsion (rotation autour de
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articulation facettaire
supérieure

ligament jaune

capsule de
l’articulation facettaire

foramen intervertébral

articulation facettaire
inférieure

disque intervertébral

corps vertébral

Figure 1.2 – Schéma d’un segment lombaire en vue latérale illustrant l’emplacement du
DIV entre les corps vertébraux supérieur et inférieur, ainsi que les éléments anatomiques
remarquables. Illustration adaptée de Harris et al. (1997).

l’axe vertical). L’amplitude de ces mouvements est variable selon les individus (selon le
sexe, l’âge, la morphologie...) et suivant le niveau considéré. Elle est limitée par les muscles,
les ligaments ainsi que par la géométrie particulière des vertèbres (rôle des articulations
facettaires). Pour le rachis lombaire complet, l’amplitude en flexion-extension est estimée
à 45◦, 20◦ en inclinaison latérale et environ 10◦ en torsion (Hamel, 2012). Cependant, en
raison de la complexité de sa structure et des conditions physiologiques de chargement, et
de la difficulté de la mise en place de techniques d’études, l’état des connaissances sur la
biomécanique in vivo de la colonne lombaire reste relativement limité. Le lecteur intéressé
pourra néanmoins se référer au travail de doctorat de Wang (2012) ainsi qu’aux travaux
de Ochia et al. (2006) ou Xia et al. (2010) pour plus de détails concernant notamment les
aspects cinématiques de la colonne lombaire in vivo. Les études réalisées in vivo présentent
l’avantage de rendre compte des conditions physiologiques réelles auxquelles sont soumises
les structures observées (notamment la prise en compte du chargement dû au poids du
corps). En revanche, elles mettent également en évidence des problèmes de mouvements
couplés : Fujii et al. (2007) ont notamment montré qu’un mouvement primaire du tronc
en torsion axiale entraîne des mouvements secondaires couplés en flexion/extension et en
inclinaison latérale (gauche ou droite).

La littérature rapporte également des études ex vivo réalisées sur des portions de ra-
chis ou sur un simple segment vertébral (portion de colonne comprenant deux vertèbre
consécutives et un DIV). Ces études permettent de s’affranchir de l’influence des muscles,
des ligaments et éventuellement des éléments vertébraux postérieurs (articulations facet-
taires), afin de pouvoir préciser la contribution du DIV au mouvement total. La Figure
1.4 présente les amplitudes du mouvement ex vivo pour les différents niveaux du rachis
lombaire : en flexion-extension, l’amplitude est la plus importante entre L5 et S1 et décroit
jusqu’à la jonction L2-L1 ; en inclinaison latérale, l’amplitude est la plus importante au
niveau L3-L4 et limitée au niveau L5-S1 ; en torsion, l’amplitude est très réduite quel que
soit le niveau considéré.
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X

Y

Zplan
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plan
sagittal frontal

transverse

(a)

flexion extension inclinaison
latérale
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Figure 1.3 – (a) Plans anatomiques de référence ; (b) Mouvements de la colonne verté-
brale. Illustrations adaptées de Karajan (2009).

L1-L2

L2-L3

L3-L4

L4-L5

L5-S1

flexion-extension inclinaison latérale torsion

0◦0◦0◦ 10◦10◦10◦ 20◦

Figure 1.4 – Amplitudes de mouvement ex vivo en flexion-extension, inclinaison latérale
et torsion selon le niveau lombaire. Illustration adaptée de Ayturk (2010).

9



Chapitre 1. Anatomie, mécanique et modélisation du disque intervertébral

1.1.2 Anatomie et physiologie du disque intervertébral sain

Le DIV, plus importante structure avascularisée du corps humain, est la partie fibro-
cartilagineuse comprise entre deux vertèbres consécutives. Il est constitué de trois élements
principaux, présentés sur la Figure 1.5 : le Nucleus pulposus (NP) central, l’Annulus

fibrosus (AF) à sa périphérie, et les plateaux cartilagineux (PC) qui s’intercalent entre
les vertèbres et le DIV.

Nucleus pulposus

Annulus fibrosus
plateau cartilagineux

Figure 1.5 – Représentation des trois structures essentielles du DIV : le Nucleus pulposus

au centre, l’Annulus fibrosus qui l’entoure et les plateaux cartilagineux. Illustration adaptée
de Neumann (2010).

La géométrie du DIV est relativement simple, comparée à la géométrie des autres
composants de la colonne vertébrale comme les vertèbres ou les ligaments. La forme du
DIV est globalement cylindrique et correspond à celle des vertèbres qui l’encadrent. Elle
dépend donc du niveau vertébral étudié, et varie selon les individus. Dans cette étude, nous
nous intéressons plus particulièrement aux DIV de la région lombaire. La hauteur discale
(antérieure, postérieure et dans le plan sagittal médian), le diamètre (antéro-postérieur et
latéral), ainsi que l’angle formé par les plateaux vertébraux ont largement été étudiés à
l’aide de diverses techniques d’imagerie médicale sur des panels de patients plus ou moins
importants (Twomey et Taylor, 1985 ; Aharinejad et al., 1990 ; Amonoo-Kuofi, 1991 ;
Frobin et al., 1997 ; Al-Hadidi et al., 2001 ; Gocmen-Mas et al., 2010 ; Eijkelkamp et al.,
nr) 1. Le tableau 1.1, reproduit à partir du travail de Eijkelkamp et al. (2001), fournit les
intervalles de valeurs possibles pour les dimensions géométriques principales, ainsi que les
valeurs moyennes calculées.

dimension intervalle moyenne

diamètre latéral (mm) 35-63 50
diamètre antéro-postérieur (mm) 27-45 35

hauteur* (mm) 6-14 10
angle (◦) 6-14 -

TABLEAU 1.1 – Intervalle et moyenne des dimensions géométriques principales du DIV.
Notes : * - hauteur discale dans le plan sagittal.

1. Année non renseignée.
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1.1. Le disque intervertébral

Le tissu intervertébral, autrement dit le tissu qui forme chacune des trois structures
du DIV, est composé des constituants principaux suivants : une matrice extracellulaire
composée majoritairement de protéoglycanes 2 et de fibres de collagène de type I et II 3,
des cellules spécialisées (responsables de la biosynthèse) et d’un fluide interstitiel composé
d’eau, de gaz dissous et de petites protéines (Campana, 2004). La teneur et l’organisation
de ces composants varient considérablement selon les différentes régions du DIV.

La description suivante s’attache aux caractéristiques morphologiques et physiologiques
d’un DIV lombaire sain. Le comportement mécanique et les propriétés fonctionnelles du
DIV, en lien avec sa composition et son organisation, seront exposés dans la section 1.1.3.
La notion de dégénérescence discale et les changements induits seront abordés dans la
section 1.1.4.

(a) (b)

Figure 1.6 – Photographies d’un DIV sain en coupe, où l’on distingue le NP très hydraté
et gélatineux au centre, et les lamelles de l’AF en périphérie. (a) Coupe transversale,
d’après Little (2004) ; (b) Coupe sagittale, d’après Adams et al. (2009).

1.1.2.1 Les plateaux cartilagineux

Les faces inférieure et supérieure du DIV forment les plateaux cartilagineux (PC). Leur
forme est directement adaptée au corps vertébraux auxquels ils sont reliés (courbure visible
dans le plan sagittal en Figure 1.6b). Ils possèdent une épaisseur comprise entre 0,6 mm et
1,6 mm (Shankar et al., 2009 ; Clouet, 2010 ; Hamel, 2012) et sont légèrement plus minces
au niveau du centre.

Les PC sont constitués de cartilage hyalin, cartilage le plus commun du corps humain
d’apparence bleuâtre, translucide et vitreuse. En regard des corps vertébraux, la structure
des PC est calcifiée. Le centre contient majoritairement des protéoglycanes et de l’eau,

2. Un protéoglycane est une macromolécule constituée d’une protéine centrale sur laquelle sont accrochés

de nombreux glycosaminoglycanes (chaînes répétitives de disaccharides). Ces chaînes latérales ont une haute

densité de charges négatives qui leur permettent d’attirer les molécules d’eau, leur conférant ainsi un fort

caractère hydrophile.
3. Le collagène est une protéine composée de trois chaînes alpha polypeptidiques associées, reliées entre

elles par des liaisons hydrogènes et des liaisons covalentes pouvant se combiner de différentes manières. Il

existe donc plusieurs types de collagènes, chacun possédant une structure propre et intervenant dans des

organes particluliers.
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tandis qu’à sa périphérie, la teneur en collagène est plus importante, et sa structure devient
plus fibreuse en regard du disque en raison des fibres de l’AF qui viennent s’y insérer.

Les PC sont un élément essentiel au bon fonctionnement physiologique du DIV, car
ils servent de voie d’échange entre le corps vertébral et le NP (apport de nutriments,
évacuation de déchets) du fait de leur perméabilité (Fromentin, 2005 ; Accadbled, 2007).

1.1.2.2 L’Annulus fibrosus

L’Annulus fibrosus (AF) se situe à la périphérie du DIV et encercle le NP. Son épaisseur
est plus importante dans le sens antérieur que dans le sens postérieur. L’AF est une
structure très organisée, formée de plusieurs couches de lamelles concentriques, comme
le montre la Figure 1.6a ou la Figure 1.7a. Le nombre de couches est variable selon les
auteurs : 7 à 15 lamelles selon Rannou et al. (2000), 15-25 lamelles selon Shankar et al.

(2009). Les couches de l’AF sont constituées de fibres de collagène, dont l’orientation
alterne d’une couche à l’autre avec un angle de±30◦ environ par rapport au plan transverse
(voir Figure 1.7). Des variations locales de l’angle d’orientation peuvent cependant être
observées (Holzapfel et al., 2005 ; Guerin et Elliott, 2006).

Macroscopiquement, il est possible de distinguer deux zones au sein de l’AF : une zone
interne assez gélatineuse entourant directement le NP et dont la limite avec ce dernier est
relativement floue, et une zone externe nettement plus fibreuse (voir Figure 1.6a).

La matrice extracellulaire de l’AF est synthétisée par des cellules de phénotype fibro-
blastique 4. Les fibres de collagène qui composent l’AF sont majoritairement des fibres de
type I, plus longues et plus organisées que les fibres de type II. La proportion de collagène
I varie radialement au sein de l’AF : elle est importante dans l’AF externe, qui est donc
plus fibreux et mieux organisé ; plus proche du NP, sa proportion est moins importante et
l’AF est donc moins organisé (Eyre et Muir, 1976). La teneur en eau est d’environ 60 à 70
% pour un adulte d’âge moyen (Hamel, 2012).

1.1.2.3 Le Nucleus pulposus

Le Nucleus pulposus (NP), emprisonné par l’AF, occupe une position centrale, légè-
rement décalée vers l’arrière. Dans le plan transverse, il occupe 50-60 % de la surface du
DIV (Karajan, 2009).

Le NP est un matériau gélatineux, à l’aspect blanchâtre et brillant (voir Figure 1.6)
possédant une forte teneur en eau estimée entre 70 et 90 % chez le jeune adulte (Jonge-
neelen, 2006 ; Karajan, 2009 ; Hamel, 2012).

La matrice extracellulaire du NP est synthétisée par des cellules présentant un phé-
notype assez similaire aux chondrocytes 5 articulaires. Le NP est composé presque exlu-
sivement de protéoglycanes et d’un réseau lâche de petites fibres de collagène de type II,
distribuées aléatoirement, de façon statistiquement homogène. La transition, en terme de
composition, entre l’AF et le NP n’est pas brusque, elle se fait de façon graduelle.

4. Un fibrobaste est un type de cellule, souvent surnommée « cellule de soutien ». Les fibroblastes

sont présents dans les nombreux tissus conjonctifs (ensemble de cellules de même constitution et exerçant

une même fonction, à savoir servir de soutien et protéger les autres tissus corporels) et sont chargés de

synthétiser les autres cellules formant le tissu conjonctif.
5. Les chondrocytes sont les cellules qui forment le cartilage. Ils participent à la formation du cartilage

en synthétisant du collagène et des protéoglycanes.
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Figure 1.7 – Organisation lamellaire de l’AF. (a) Schéma d’un DIV montrant la direction
d’orientation a0,1, a0,2 des fibres de collagène alternée entre deux couches successives, dans
le repère local r, θ, z. Schéma adapté de Elliott et Setton (2000) ; (b) Photographie d’un
échantillon d’AF, d’après Guerin et Elliott (2006).

1.1.3 Comportement mécanique du disque intervertébral sain

Le DIV est un système mécanique complexe. Ce paragraphe s’attache à décrire en
premier lieu le comportement mécanique des différents constituants du DIV, puis le com-
portement fonctionnel du DIV entier résultant de l’interaction de ces derniers. Il s’appuie
principalement sur la description proposée par Karajan (2009) dans son travail de thèse
ainsi que sur la revue bibliographique de Nerurkar et al. (2010).

1.1.3.1 Comportement mécanique de l’Annulus fibrosus, du Nucleus pulposus

et du tissu intervertébral

Annulus fibrosus. Le comportement mécanique de l’AF est étroitement lié à sa mi-
crostructure et à sa composition. Chaque lamelle étant composée de faisceaux de fibres
alignées dans la même direction, elle possède un comportement isotrope transverse. De
plus, étant donné que deux lamelles consécutives sont orientées de façon alternée et que
le nombre de couches de lamelles est relativement important, ceci confère à la structure
de l’AF un comportement mécanique hautement anisotrope. D’après les tests ex-
périmentaux menés par Holzapfel et al. (2005), les propriétés mécaniques des lamelles de
l’AF dépendent de la position spatiale et présentent une distribution similaire à celle des
changements de composition au sein de l’AF, avec un AF externe plus résistant (présence
de nombreuses et longues fibres de collagène de type I, peu de fibrilles de collagènes de type
II) que l’AF interne (plus de petites fibres de collagène de type II, formant la transition
avec le NP).

Nucleus pulposus. Le comportement mécanique du NP est au cœur de la fonction
du DIV, puisque c’est lui qui procure à la colonne sa flexibilité. Comme pour l’AF, ce
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Chapitre 1. Anatomie, mécanique et modélisation du disque intervertébral

comportement est également largement dicté par sa composition. En effet, la distribution
statistiquement aléatoire des petites fibres de collagène de type II lui confére un compor-

tement isotrope. En outre, la présence de protéoglycanes, molécules très hydrophiles,
au sein de la matrice extracellulaire génère une pression osmotique considérable, permet-
tant au NP de s’imprégner d’eau et de gonfler. Selon Iatridis et al. (1996), le NP
présente à la fois les caractéristiques d’un fluide et d’un solide au sens viscoélastique.
En effet, leurs expériences de relaxation de contrainte en cisaillement ont montré que la
contrainte retrouve une valeur quasi-nulle après un certain temps (environ vingt minutes),
ce qui est caractéristique du comportement d’un fluide viscoélastique. Dans des conditions
dynamiques, cependant, les paramètres matériau obtenus pour le NP indiquent un com-
portement plutôt élastique (7-21 kPa pour le module complexe qui mesure la raideur en
cisaillement, et 23-31◦ pour l’angle de phase qui mesure la dissipation interne).

Tissu intervertébral. Enfin, le tissu intervertébral est caractérisé par un comporte-
ment dissipatif dû à deux phénomènes : la présence de fluide interstitiel d’une part, et la
viscosité intrinsèque de la matrice extracellulaire d’autre part. Il est à noter que ces phéno-
mènes dissipatifs ont lieu à des échelles de temps différentes : quelques secondes concernant
la viscosité intrinsèque de la matrice extracellulaire (Iatridis et al., 1997) contre plusieurs
heures pour l’écoulement du fluide interstitiel (Holmes et Hukins, 1996).

1.1.3.2 Fonction mécanique globale du DIV

Comme il a été vu dans le paragraphe 1.1.1, le rôle mécanique du DIV est de trans-
mettre la majeure partie du poids du corps vers le bas de la colonne vertébrale et les
membres inférieurs, ainsi que d’en assurer la flexibilité et la stabilité. Le DIV est donc
soumis quotidiennement à un chargement physiologique complexe dû non seulement au
poids du corps et des charges portées mais aussi à l’activité musculaire qui entre en jeu
dans le maintien du corps dans la position souhaitée.

Nachemson et Elfstrom (1970) puis Wilke et al. (1999, 2001) ont proposé d’étudier
in vivo le chargement qui s’exerce sur le DIV dans différentes postures du quotidien. La
Figure 1.8 montre la variation de la pression intradiscale en fonction de différentes postures
ou exercices quotidiens usuels. La pression intradiscale est normalisée par rapport à la
position debout (sans charge extérieure supplémentaire), considérée comme position de
référence. Dans cette position, la valeur de la pression intradiscale mesurée est de 0,5
MPa selon les deux études. Il est alors montré que la pression intradiscale dépend du type
d’exercice, du chargement extérieur et de l’activité musculaire. En effet, le port de charges
supplémentaires entraîne logiquement une augmentation de la pression intradiscale, tandis
que la position couchée sur le dos est la position qui favorise le repos discal avec une
diminution de la pression d’environ 75 % par rapport à la position de référence. Si il y a
globalement une bonne corrélation entre les mesures effectuées par les deux auteurs sur
une grande partie des postures étudiées, l’influence de la position assise sur la pression
est plus controversée, puisqu’elle a tendance à faire augmenter cette dernière de 40-50 %
selon Nachemson et Elfstrom (1970) mais aurait peu d’influence selon Wilke et al. (1999).
L’absence de données expérimentales supplémentaires est due aux difficultés et aux risques
à la fois éthiques et pratiques inhérants à la mise en place de tels protocoles d’essais in

vivo.
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Figure 1.8 – Variation de la pression intradiscale normalisée par rapport à la position
debout en fonction de la posture. Figure adaptée de Wilke et al. (1999).

Le fonctionnement mécanique du DIV au quotidien peut être observé à deux échelles
de temps : l’échelle des temps courts et l’échelle des temps longs.

A l’échelle des temps courts (quelques secondes, voire quelques minutes), le DIV
peut être soumis à des chargements de forte amplitude (levage brusque d’une charge par
exemple). Grâce à l’interaction entre un NP très hydraté et un AF fortement renforcé
par des fibres, le DIV est capable de supporter un chargement important. En effet, sous
chargement mécanique, le DIV se déforme et le NP est mis sous pression grâce à sa forte
résistance à la compression volumétrique. Le gonflement du NP est contraint axialement
par la présence des PC rigides et radialement par la présence de l’AF. En l’absence de ces
contraintes géométriques, le NP est libre de gonfler. La Figure 1.9 montre ainsi que l’ou-
verture du disque permet au NP de sortir du plan de coupe. Sous l’action du gonflement
du NP, les longues fibres de collagène I de l’AF travaillent en traction. Du fait de leur ar-
rangement particulier, elles confèrent à l’AF une très bonne résistance à la pression exercée
par le NP. Finalement, le DIV global possède une très bonne résitance à la compression.
Il est d’ailleurs souvent qualifié d’absorbeur de chocs. La Figure 1.10 résume le principe
de fonctionnement du DIV en réponse à un chargement mécanique de compression.

A l’échelle des temps longs (chargement physiologique quotidien normal, par exemple),
le DIV subit un phénomène de fluage dû à l’écoulement de l’eau en dehors du NP. La perte
d’eau entraîne une diminution de son volume, accompagnée d’une diminution de la pression
hydrostatique à l’intérieur du NP de 13-36 % (Adams et al., 1996). Dans ce cas, le NP ne
réalise plus son rôle de répartiteur de pression et c’est l’AF qui doit supporter directement
la charge compressive. Au cours d’un cycle diurne, on observe également un phénomène
de fluage suivi d’un phénomène de réhydratation. En effet, soumis à une compression
prolongée (dû notamment au poids du corps) pendant la journée, le NP peut perdre
jusqu’à 20 % d’eau. Inversement, au repos, le NP est capable de réabsorber du fluide. La
perte d’eau entraînant une perte de hauteur, ceci permet d’expliquer la variation de taille
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Figure 1.9 – Illustration de la grande propension à gonfler d’un NP d’un DIV de bovin,
après une coupe dans le plan transverse, d’après Schröder (2008).

Figure 1.10 – Schéma illustrant le fonctionnement mécanique du DIV sous chargement
de compression (flèche noire épaisse), dans le plan frontal ou sagittal à gauche et dans
le plan transverse à droite. Le NP exerce une pression hydrostatique (symbolisée par les
flèches noires fines) sur l’AF, dont les fibres sont placées en tension (flèches rouges).

d’un individu de plusieurs millimètres entre le début et la fin de la journée.

1.1.4 Le problème de la dégénérescence discale

1.1.4.1 Qu’est-ce que la dégénérescence discale ?

La dégénérescence discale est un processus de dégradation progressive du disque in-
tervertébral au cours du temps. Elle peut prendre la forme d’un processus normal de
vieillissement ou prendre une forme pathologique, lorsque la dégradation observée est par-
ticulièrement précoce et que le processus normal est accéléré. Dans les deux cas, les trans-
formations observées au sein du DIV sont similaires, à l’échelle de temps près.

Changements morphologiques et physiologiques. La dégénérescence discale est
caractérisée par de multiples changements morphologiques (hauteur, forme, couleur, as-
pect...), comme le montre la Figure 1.11 (en comparaison avec la Figure 1.6) et un chan-
gement de composition. Les principaux changements macroscopiques et changements de
composition caractérisant un DIV dégénéré sont décrits ci-après. Pour une description ana-
tomique, embryologique et physiologique complète de l’état du DIV pendant le processus
normal de vieillissement (depuis la naissance jusqu’à l’âge de 70 ans), le lecteur pourra se
référer aux travaux de Coventry et al. (1945), par exemple.

A l’échelle macroscopique, la dégénérescence se traduit par une forte diminution de la
hauteur discale et un renflement important de l’AF vers l’extérieur (Zou et al., 2009), ce
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(a) (b)

Figure 1.11 – Photographies d’un DIV dégénéré en coupe mettant en évidence un aspect
général plus fibreux et plus sec, avec les lésions circonférentielles et des fissures radiales.
(a) Coupe transversale, d’après Little (2004) ; (b) Coupe sagittale (en haut, début de la
dégénérescence ; en bas, dégénérescence plus avancée), d’après Adams et al. (2009).

qui conduit les vertèbres à se tasser les unes sur les autres, comme on peut le voir sur
la Figure 1.13. La couleur du DIV change, traduisant un aspect général plus sec et plus
fibreux (Figure 1.11). Le NP perd son aspect brillant et gélatineux au profit d’un aspect
granuleux, et peut être le siège de fissures. Sa limite avec l’AF perd en netteté. Au sein
de l’AF, la dégénérescence entraîne une désorganisation des lamelles pouvant conduire à
un délaminage (espacement interlamellaire) et à l’apparition de fissures. Si ces fissures
s’étendent radialement jusqu’à l’extrémité externe de l’AF, cela peut conduire à la hernie,
c’est-à dire la migration du NP hors de sa cavité au travers de l’AF, comme l’illustre la
Figure 1.12. Les phénomènes inflammatoires qui accompagnent une hernie, notamment
lorsque le NP extrudé vient comprimer la racine nerveuse, jouent un rôle considérable
dans la survenue des symptômes douloureux liés à la dégénérescence discale.

L’ensemble des changements macroscopiques est induit par les changements de com-
position que subit le DIV. Lors de la dégénérescence, le DIV voit son taux de collagène de
type I globalement augmenter (Antoniou et al., 1996), tandis que son taux de collagène
de type II décroit sévèrement, particulièrement dans le NP. Le collagène étant une molé-
cule possédant une longue demi-vie, il est particulièrement sujet à des réactions chimiques
complexes dont les produits modifient les propriétés structurelles et mécaniques du réseau
de fibres de collagène, ce qui rend le tissu plus fragile (Colombini et al., 2008). Le NP
connaît une forte diminution de son taux de protéoglycanes et, par conséquent, une perte
d’eau importante (Chagnon, 2009).

Classification de la dégénérescence. Il existe plusieurs types de classification de la
dégénérescence. La classification morphologique de Thomson (Boos et al., 2002), qui décrit
les modifications du DIV et des vertèbres adjacentes dans une coupe sagittale selon cinq
grades de dégénérescence (Figure 1.13) est l’une des plus connues.
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migration du NP

compression de la racine nerveuse

AF

Figure 1.12 – Phénomène de hernie discale avec migration du NP à l’extérieur de son
emplacement et compression du nerf sciatique.

Comportement mécanique du disque intervertébral dégénéré. Les changements
de structure et de morphologie qui touchent le DIV à cause de la dégénérescence entraînent
nécessairement une profonde altération de sa fonction mécanique. Une rigidification géné-
rale du DIV est observée (Umehara et al., 1996).

D’un point de vue mécanique, le NP joue un rôle clé dans le déclenchement de la
dégénérescence discale. En effet, le NP dégénéré n’est plus capable de retenir suffisamment
d’eau à l’intérieur de sa cavité et de gonfler ; par conséquent, le NP n’est plus en mesure
de générer la pression intradiscale nécessaire à la mise en tension des fibres de collagène
de l’AF voisin. Le comportement mécanique de l’AF en est donc également altéré (Fujita
et al., 1997 ; Iatridis et al., 1998 ; Guerin et Elliott, 2006) : le NP dégénéré n’assurant plus
sa fonction de transfert de charge, ce dernier se fait directement des PC vers l’AF. L’AF
subit donc une augmentation des charges compressives, alors que sa structure n’est pas
initialement destinée à jouer ce rôle, ce qui favorise le délaminage entre les lamelles et la
fissuration (Massey, 2009).

Causes de la dégénérescence. Les causes de la dégénérescence discale sont multiples.
Il s’agit souvent d’une combinaison de mécanismes tels des problèmes de nutrition et d’ac-
cumulation de déchets due à la calcification et à la perte de perméabilité des PC ou des
fractures au sein de la matrice extracellulaire sous l’action de charges mécaniques (Cha-
gnon, 2009), notamment dus à la diminution de la densité cellulaire au cours du processus
de dégénérescence, et donc à l’absence de réparation spontanée du DIV. Les facteurs à
l’origine de ces mécanismes peuvent être de nature génétique ou environnementale - solli-
citations mécaniques répétées ou au contraire immobilisation, exposition aux vibrations,
traumatismes occasionnels, tabac (Urban et Roberts, 2003 ; Colombini et al., 2008 ; Had-
jipavlou et al., 2008 ; Hamel, 2012).

Conséquences. On estime que la lombalgie, définie comme un état douloureux du
rachis lombaire, touche de 12 à 42 % de la population mondiale au moins une fois au cours
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Figure 1.13 – Classification de la dégénérescence selon les grades de Thomson, basée
sur la description des modifications du DIV et des vertèbres adjacentes dans une coupe
sagittale (Boos et al., 2002).

19



Chapitre 1. Anatomie, mécanique et modélisation du disque intervertébral

de la vie, et augmente avec le vieillissement (Hoy et al., 2012). La controverse subsiste
quant à la relation entre lombalgie et dégénérescence discale : dans environ 40 % des
cas, un individu lombalgique présente des signes de dégénérescence discale avérée, mais
une dégénérescence discale n’entraîne pas nécessairement des douleurs lombaires (Luoma
et al., 2000). La dégénérescence discale est néanmoins souvent reconnue comme l’un des
facteurs sous-jacents de la lombalgie pouvant devenir chronique et invalidante.

1.1.4.2 Remplacement et reconstruction du disque dégénéré

Clouet (2010) dans son travail de thèse et (Whatley et Wen, 2012) répertorient l’en-
semble des traitements existants permettant la prise en charge des symptômes douloureux
liés à la lombalgie, ainsi que les stratégies novatrices de reconstruction tissulaires.

Outre les traitements conventionnels (respect de règles hygiéno-diététiques, traitements
médicamenteux), le recours à des traitements chirurgicaux est possible lorsque les traite-
ments traditionnels s’avèrent insuffisants. Parmi les traitements chirurgicaux, on distingue
l’arthrodèse, dont l’objectif est d’immobiliser l’articulation vertébrale en fusionnant deux
vertèbres à l’aide d’un greffon osseux, et l’arthroplastie, technique qui consiste à remplacer
le DIV dégénéré par une prothèse synthétique, l’enjeu étant de conserver la mobilité arti-
culaire. Dans ce dernier cas, la prothèse peut être totale (remplacement du DIV entier) ou
partielle (remplacement du NP dégadé), et peut être constituée de différents matériaux,
comme le montre la Figure 1.14. Les hydrogels constituent une part importante des im-
plants polymériques de NP en cours de développement. En effet, les hydrogels sont des
matériaux capables d’absorber une grande quantité d’eau et ainsi de restaurer la hauteur
discale du DIV non dégénéré ; de plus, leur comportement mécanique et leur composition
présentent de grandes similitudes avec le NP (Joshi et al., 2005, 2006 ; Strange et Oyen,
2012 ; Sasson et al., 2012 ; Strange et Oyen, 2012 ; van den Broek et al., 2012). En outre,
on estime que le traitement du NP dans les stades précoces de la dégénérescence du DIV,
où la NP est déshydraté mais l’AF est encore relativement épargné, peut limiter voire
même empêcher davantage la dégénérescence de l’AF (Sharifi, 2012).

L’ensemble de ces solutions permet de traiter les symptômes en soulageant les douleurs
liées à lombalgie mais présente l’inconvénient de ne pas s’intéresser directement à l’origine
du problème, à savoir la dégénérescence discale (dans la majeure partie des cas). Les
connaissances acquises autour du processus de dégénérescence discale permettent d’en-
visager de nouvelles stratégies thérapeutiques. Actuellement, la recherche s’oriente vers
le développement de stratégies plus audacieuses basées sur l’ingénierie tissulaire. Cette
discipline repose sur l’utilisation conjointe des connaissances en matière de biologie et
d’ingénierie afin de proposer une médecine régénérative. L’enjeu est de pouvoir incorporer
des cellules et/ou des agents thérapeutiques à des biomatériaux hybrides (mi-synthétiques,
mi-biologiques) pour réparer les tissus lésés (Paesold et al., 2007 ; Clouet, 2010 ; Endres
et al., 2010). A nouveau, grâce à leurs propriétés mécaniques, les hydrogels constituent
d’excellents candidats comme matériau « support ». Ils permettent également d’offir un
environnement tridimensionnel approprié à la vie et à la prolifération des cellules (Boelen
et al., 2005 ; Cloyd et al., 2007 ; Borges et al., 2010, 2011).

Qu’ils soient utilisés comme implant ou dans l’ingénierie tissulaire, les hydrogels consti-
tuent un enjeu de développement majeur dans le traitement de la dégénérescence discale.
Dans le second cas, la recherche s’attache à formuler des hydrogels possédant de bonnes
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 1.14 – Exemples de prothèse totale de DIV (a), (b) ou d’implant partiel de NP
(c), (d). (a) Dispositif SB Charité III, fabriqué par la société Depuy Synthes, Johnson
& Johnson (source photographique fabricant) ; (b) Dispositif PRODISC-L, fabriqué par
Spine Solutions (source photographique fabricant) ; (c) Dispositif PDN ("Prosthetic De-

vice Nucleus"), fabriqué par Raymedica (photographie issue de Goins et al. (2005)) ; (d)
Dispositif Aquarelle, fabriqué par Stryker (photographie issue de Goins et al. (2005)).

21



Chapitre 1. Anatomie, mécanique et modélisation du disque intervertébral

propriétés d’injectabilité afin de permettre la mise en œuvre de chirurgies mini-invasives
(Boyd et Carter, 2006).

1.1.5 Bilan

En comparaison avec les autres composants de la colonne vertébrale, le DIV possède
une géométrie relativement simple, globalement cylindrique, plus ou moins ajustée aux ver-
tèbres adjacentes. Cependant, du point de vue de la modélisation, il s’agit de la structure
qui présente le plus d’enjeu, de par son caractère inhomogène qui induit une distribution
inhomogène des propriétés mécaniques, et son comportement non-linéaire et couplé des
matériaux en jeu, les nombreux phénomènes physiques qui interviennent ou peuvent in-
tervenir - mécanique, diffusion, gonflement et écoulement, endommagement et fissuration
- mais aussi sa tendance à évoluer au cours du temps. En outre, selon l’échelle de temps
considérée, les phénomènes mécaniques mis en jeu diffèrent. Le NP se situe au cœur de
l’enjeu puisqu’il est à la fois le premier à souffrir de la dégénérescence, mais il constitue
aussi la clé vers des progrès dans le remplacement ou la reconstruction du DIV.

Afin d’aller vers une meilleure compréhension du comportement du DIV, la modélisa-
tion constitue un outil intéressant et fonctionnel pour étudier les aspects multi-physiques
et multi-axiaux qui prennent place au sein du DIV. La section suivante se focalise à présent
sur les modèles existants pour l’étude du DIV.

1.2 Modélisation du disque intervertébral

A l’heure actuelle, il existe deux principales approches numériques qui sont fréquem-
ment utilisées pour simuler le comportement mécanique de la colonne vertébrale humaine
et de ses éléments constitutifs (Karajan et al., 2013) :

– l’approche discrète,
– l’approche par la Méthode des Eléments Finis.

Les groupes de recherche associée à la Science du Mouvement utilisent généralement
des systèmes multi-corps discrets. Dans ce cadre, les vertèbres sont modélisées par des
corps rigides qui sont reliés entre eux par des modèles rhéologiques couplant des éléments
de type « ressort » et « amortisseur » ou des éléments de type « barres » ou « poutres »
représentant les ligaments et le joint intervertébral (Lodygowski et al., 2005 ; Shirazi-Adl,
2006). Cette approche présente l’avantage d’utiliser des composants « simples » assez peu
coûteux en termes de temps de calcul. C’est pourquoi, généralement, la modélisation par
éléments discrets est utilisée dans des simulations de l’ensemble du corps (ou d’une grande
partie) pour lesquelles le coût de calcul est déjà par ailleurs suffisament important. Pour
les « connecteurs » comme le disque intervertébral, on souhaite seulement retranscrire
correctement le comportement cinématique ou viscoélastique global et la raideur dans les
différentes directions de l’espace. L’inconvénient de la représentation discrète est qu’elle
ne permet pas d’accéder aux distributions locales des contraintes et des déformations au
sein du tissu.

Les groupes de recherche d’orientation Mécanique des Milieux Continus utilisent sou-
vent la Méthode des Eléments Finis. Dans ce cadre, la discrétisation continue de l’espace
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permet de capturer, avec un degré de précision suffisamment fin, les champs de contrainte
et de déformation ainsi que toute autre grandeur décrite dans la formulation du problème.
Evidemment, l’inconvénient principal de cette méthode réside dans le fait que le nombre
de degrés de liberté en jeu peut rapidement être important, cette tendance étant accentuée
lorsque des modèles de plus en plus sophistiqués sont utilisés.

Dans la mesure où nous souhaitons accéder aux problèmes locaux et capturer certains
effets multi-physiques prenant place au sein du DIV, cette section met l’accent sur la mo-
délisation du DIV à l’aide de la Méthode des Eléments Finis. Les trois aspects importants
d’un modèle Eléments Finis (EF) sont les suivants :

– la description géométrique,
– les propriétés mécaniques utilisées pour décrire les composants,
– le chargement.

1.2.1 Géométrie

La modélisation géométrique du disque intervertébral nécessite des données géomé-
triques précises de l’objet réel étudié. Pour cela, différentes techniques d’imagerie peuvent
être utilisées : scanners, tomographie, imagerie par résonance magnétique (IRM). Toute-
fois, il existe une grande variabilité des résultats selon les individus (selon le sexe, l’âge, la
morphologie, le niveau vertébral étudié...) comme cela a été évoqué lors de la description
anatomique du DIV, dans la section 1.1.2. Dès lors, la littérature sur la géométrie du DIV
rapporte des données géométriques très disparates. Parmi la communauté de chercheurs
qui travaillent sur les aspects de modélisation du DIV, on distingue deux types de modèles
géométriques utilisés :

– les modèles spécifiques à un individu, directement basés sur les données issues de
l’imagerie,

– les modèles génériques ou modèles plus ou moins simplifiés, supposés être statisti-
quement représentatifs d’un disque lombaire sain.

Dans les deux cas, la géométrie proposée distingue clairement les trois structures ca-
ractéristique : l’AF, le NP et les PC. Malgré tout, les données géométriques concernant
les modèles sont rarement décrites dans la littérature ou alors incomplètes. Le tableau 1.2
répertorie les données disponibles sur la géométrie du DIV (section, longueurs caractéris-
tiques, i.e. diamètre ou distance latérale et antéro-postérieure, hauteur moyenne ou hauteur
antérieure et hauteur postérieure), du NP (section et diamètre) et des PC (épaisseur).
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Géométrie Données géométriques Références

DIV NP PC

section
distance(s)

hauteur section diameter épaisseur

(mm2)
caractéristique(s)

(mm) (% DIV) (mm) (mm)
(mm)

générique, 3D

- 40,8/29,4b 9,5/11,5c - - - Argoubi et Shirazi-Adl (1996)

2000 - 8 40 - 1 Chagnon (2009) ; Chagnon et al. (2010)

1440 50/35b - - - 0,5 Denozière (2004) ; Denozière et Ku (2006)

- -/32,6b 7,3/11,7c - - - Ehlers et al. (2006a, b, 2009)

- 45a 12,5 - - 0,5 Ferguson et al. (2004)

- - 13 3/7d - - Galbusera et al. (2011b)

- - 10 - - 0,5
Kurutz et Oroszváry (2010) ; Yao et Gu (2006,

2007)

- 50/33b 10 - - 1 Magnier (2009) ; Magnier et al. (2009)

- 51/33b 7/14c - - - Prud’homme (2008)

1256 45/34b 7,76/16,64c 28 - 0,5 Rohlmann et al. (2009)

1500 44/36b 12 - - -
Schroeder et al. (2006, 2007) ; Schröder (2008)

; Schroeder et al. (2010)

générique, 2D

(transverse)
- 40/27b - - - - Iatridis et al. (2003)

générique, 2D

axisymétrique

1925 24,5a 10 30 14 0,5 Massey (2009)

- 23a 12 - 12 - Meakin et Hukins (2001)

- 28,1a 11 - 14,9 - Sélard et al. (2003)

- 29,14a 10,4 - 19,01 - Silva et al. (2005)

- 28,2a 11 - 14,9 - Soukane et al. (2005)

spécifique, 3D

- 40/27b - - - 1 Little (2004) ; Little et al. (2007a, b)

- - - 3/7d - - Moramarco et al. (2010)

1885 - 10,5 - - - Natarajan et Andersson (1999)

- 59/38,1b - 44 - - Schmidt et al. (2006)

TABLEAU 1.2 – Données géométriques disponibles dans les modèles de DIV. Notes : a - diamètre, b - distance latérale/distance antéro-
postérieure, c - hauteur postérieure/hauteur antérieure, d - ratio volumique entre le NP et le DIV.
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1.2. Modélisation du disque intervertébral

Remarque - Modélisation de la dégénérescence. Certaines études met-
tant en œuvre des modèles Eléments Finis portent sur la dégénérescence discale
et ses conséquences sur le comportement mécanique. Comme cela a été décrit
dans la section 1.1.4.1, lors de la dégénérescence, le DIV connaît de profonds
changements morphologiques. Il est donc nécessaire d’adapter la géométrie pour
l’étude du DIV dégénéré. Plusieurs modifications sont classiquement utilisées
pour représenter la dégénérescence :
– diminution de la hauteur discale (Argoubi et Shirazi-Adl, 1996 ; Natarajan

et Andersson, 1999 ; Rohlmann et al., 2006 ; Zander et al., 2006 ; Schmidt
et al., 2007b, a, 2009 ; Zhang et al., 2009b ; Chagnon, 2009 ; Chagnon et al.,
2010 ; Galbusera et al., 2011a),

– diminution de la section du NP (Natarajan et Andersson, 1999) voire même
nucléotomie (Argoubi et Shirazi-Adl, 1996),

– altération de l’AF par l’introduction de lésions (Argoubi et Shirazi-Adl, 1996
; Little, 2004 ; Little et al., 2007a, b), augmentation du renflement et création
d’excroissances osseuses (ostéophytes) autour du DIV (Schmidt et al., 2007b,
a, 2009),

– modification de la courbure des PC (Schmidt et al., 2007b, a, 2009).

1.2.2 Lois de comportement et propriétés matériau

De nombreux modèles ont été développés afin d’étudier le comportement mécanique
du DIV. Les stratégies de modélisation sont variées et les modèles utilisés reposent sur des
lois de comportement plus ou moins complexes.

Généralement, on constate que le degré de complexité des modèles évolue chronologi-
quement avec, d’une part, la progression des connaissances sur le DIV, et d’autre part,
l’augmentation des performances des outils numériques (ordinateurs et codes de calcul).
Le degré de complexité des modèles peut également être mis en parallèle avec la « taille »
de l’objet modélisé : en effet, si l’on choisit de modéliser le DIV au sein d’un modèle entier
de colonne lombaire, on préférera avoir recours à des lois de comportement plus simples
(élastique linéaire, par exemple) pour ses composants, afin d’alléger le coût de calcul, déjà
suffisamment important ; au contraire, si le DIV seul est au cœur du modèle, on utilisera
des lois de comportement plus complexes nécessitant un temp de calcul plus conséquent.
Pour illustrer ce propos, dans les tableaux récapitulatifs des sections suivantes, les modèles
dont le DIV seul (et éventuellement une petite partie des corps vertébraux adjacents) est
représenté seront signalés par le symbole * à la suite de la référence concernée. Enfin, le
degré de complexité des modèles dépend également du type d’étude menée et des phé-
nomènes que l’on souhaite observer. En effet, les modèles simples comprenant une seule
phase permettent d’accéder à la réponse mécanique instantanée (amplitude de mouvement,
distribution des contraintes...). L’obtention d’une réponse transitoire avec ces modèles mo-
nophasiques est possible en ayant recours à des modèles viscoélastiques. Cependant, afin
de pouvoir représenter l’écoulement de fluide interstitiel à l’intérieur du DIV, des modèles
comprenant deux phases (minimum) sont nécessaires.

Le DIV étant une structure hétérogène, il est nécessaire de modéliser le comportement
de chacune des structures qui le composent. Les lois de comportement utilisées, ainsi
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Chapitre 1. Anatomie, mécanique et modélisation du disque intervertébral

que les paramètres matériau associés sont donc décrits ci-dessous pour les PC (section
1.2.2.1), l’AF (section 1.2.2.2) et le NP (section 1.2.2.3) respectivement. Dans les trois cas,
les modèles sont classés par ordre de complexité, selon le nombre de phases représentées,
comme le proposent Chagnon (2009) et Magnier (2009). On distingue :

– les modèles monophasiques, avec des lois de comportement élastiques linéaires,
hyperélastiques, viscoélastiques,

– les modèles multiphasiques avec des lois de comportement poroélastiques, poro-
élastiques « étendues » incluant le gonflement osmotique et/ou les comportements
chimique et électrique du DIV.

Dans les trois sections suivantes, les lois de comportement élastique et poroélastique
(classique ou étendue) sont caractérisées par le module d’Young E et le coefficient de
Poisson ν. Pour les modèles hyperélastique et porohyperélastique, les propriétés matériau
incluent les coefficients C10 (formulation hyperélastique de type néo-Hooke), C10 et C01

(formulation hyperélastique de type Mooney-Rivlin), et éventuellement le coefficient de
compressibilié D quelle que soit la formulation (dans le cas compressible).

1.2.2.1 Plateaux cartilagineux

Le tableau 1.3 dresse la liste (certes non exhaustive mais néanmoins assez représenta-
tive) des modèles utilisés pour les plateaux cartilagineux, ainsi que les paramètres matériau
associés disponibles dans la littérature.

Les PC sont modélisés au moyen d’une loi de comportement élastique linéaire ou poro-
élastique (incluant ou non les comportements osmotique, chimique, électrique). On re-
marque une très grande disparité parmi les valeurs des paramètres matériau. Le module
d’Young E peut varier de quelques MPa à plus de 10000 MPa. Ceci s’explique par le fait
que certains modèles traitent les PC comme l’os cortical, avec un module d’Young très
important (> 10000 MPa), d’autres les considèrent comme des matériaux homogènes avec
des propriétés mécaniques réduites (500− 1000 MPa) (Denozière, 2004). Le coefficient de
Poisson ν dans les modèles élastiques possède une valeur supérieure à 0, 3, ce qui caracté-
rise un matériau peu compressible, ce qui est effectivement le cas si l’on observe la réponse
instantanée du matériau sous chargement. Au contraire, dans les modèles poroélastiques
où l’on s’intéresse au comportement à long terme, le coefficient de Poisson est plus faible,
ce qui témoigne d’un comportement plutôt compressible (écoulement de fluide sous un
chargement en fluage).

1.2.2.2 Annulus fibrosus, substance fondamentale et fibres

Les tableaux 1.4 et 1.5 résument les modèles et les paramètres matériau de la littérature
pour l’Annulus fibrosus. L’AF est généralement vu comme un matériau composite constitué
de la substance fondamentale (ou la matrice) et des fibres de collagène. A nouveau, le
classement proposé rend compte de la complexité du modèle utilisé pour la matrice de
l’AF : d’un comportement élastique linéaire à poro(hyper)élastique plus ou moins étendu,
avec renfort de fibres au comportement linéaire ou non. On remarque d’ailleurs que, dans
les modèles les plus complexes, le DIV seul (et non plusieurs segments lombaires) est
modélisé. L’ordre de grandeur du module d’Young est de quelques MPa, tandis que le
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Modèle Propriétés matériau Références

E (MPa) ν

M
o

n
o

p
h

a
si

q
u

e

élastique linéaire

20 0,3 Gonzalez Gutierrez (2012)*

23,4 0,4 Yao et al. (2006)

23,8 0,4
Goto et al. (2002) ; Lodygowski et al. (2005) ; Schmidt et al. (2006, 2007b, a, 2009) ;

Ayturk (2010)

23,8 0,46 Little (2004)* ; Little et al. (2007a, b)*

24 0,4 Natarajan et Andersson (1999) ; Wang et al. (2000) ; Noailly et al. (2007)

100 0,4 Kurutz et Oroszváry (2010)

500 0,3 Zhang et al. (2009b)

500 0,4 Robin et al. (1994)

600 0,3 Peng et al. (2011)

1000 0,4 Chen et al. (2008)

2000, 6000, 12000a - Denozière (2004) ; Denozière et Ku (2006)

10000 0,3 Silva et al. (2005)*

12000 0,3 Baroud et al. (2003) ; Kuo et al. (2010)

M
u

lt
ip

h
a

si
q

u
e poroélastique

5 0,1 Argoubi et Shirazi-Adl (1996)

5 0,17 Malandrino et al. (2009, 2011)*

10-23 0,4 Martinez et al. (1997)*

20 0,1 Chagnon (2009) ; Chagnon et al. (2010)

20 0,4 Williams et al. (2007)

330 0,25 Wu et Chen (1996)

10000 0,2 Ferguson et al. (2004)*

poroélastique +

gonflement osmotique

5 0,1 Galbusera et al. (2011a)*

5 0,17 Massey (2009)*

490 0,4 Laible et al. (1993)

poroélastique + chimique

+ électrique
25 0,1 Magnier (2009)* ; Magnier et al. (2009)*

TABLEAU 1.3 – Lois de comportement et propriétés matériau utilisées dans les modèles Eléments Finis de disque intervertébral pour les
plateaux cartilagineux. Notes : a - de l’intérieur vers l’extérieur, * - modèle dont le DIV seul est représenté.
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Chapitre 1. Anatomie, mécanique et modélisation du disque intervertébral

coefficient de Poisson est généralement supérieur à 0, 45, traduisant un comportement
quasi-incompressible, aussi bien à l’échelle des temps courts qu’à l’échelle des temps longs.

La prise en compte des fibres de collagène (et de leur orientation) se fait communé-
ment de deux façons (Jones et Wilcox, 2008). La première méthode consiste à modéliser
les fibres à l’aide d’éléments discrets de type « barre » ou « ressort » disposés en réseau
enchevêtré (avec un angle d’environ ±30◦par rapport au plan transverse) et intégrés dans
le maillage de la substance fondamentale, comme le montre la Figure 1.15. La construction
du réseau discret est assez fastidieuse et présente l’inconvénient de dépendre du maillage
de la substance fondamentale. La seconde méthode repose sur une technique d’homogé-
néisation des propriétés du couple fibres/matrice (extra-fibrillaire) sous forme d’une loi de
comportement anisotrope pour le comportement de l’AF à l’échelle macroscopique. Plu-
sieurs modèles ont été développés récemment pour l’AF (Eberlein et al., 2001 ; Peng et al.,
2006 ; Guo et al., 2006 ; O’Connell et al., 2009) et semblent satisfaisants au regard des
données expérimentales.

Annulus fibrosus

(substance fondamentale)

fibres
(éléments discrets)

Figure 1.15 – Modélisation des fibres de l’AF à l’aide d’éléments discrets (barres ou
ressorts). Illustration adaptée de Lodygowski et al. (2005).

1.2.2.3 Nucleus pulposus

Les tableaux 1.6 et 1.7 répertorient les types de modèles possibles utilisés pour le Nu-

cleus pulposus dans la littérature. Le NP est représenté par un solide incompressible ou
par un fluide incompressible, du fait de sa forte teneur en eau. Afin de pouvoir étudier
l’écoulement du fluide interstitiel, une approche poroélastique, à nouveau plus ou moins
enrichie, peut également être employée. La raideur (module d’Young ou module de ci-
saillement) varie de quelques centièmes de MPa à quelques MPa, tandis que le coefficient
de Poisson, comme pour les PC, rend compte d’un comportement quasi-incompressible
(ν = 0, 49) dans les modèles élastiques où l’on s’intéresse à la réponse instantanée, et d’un
comportement plus compressible dans les modèles poroélastiques où la réponse aux temps
longs est privilégiée.
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Modèle Propriétés matériau Références

Substance fondamentale Fibres

E (MPa) ν C10 (MPa) C01 (MPa) D (MPa−1) E (MPa) ν

M
o

n
o

p
h

a
si

q
u

e

matrice élastique

linéaire

1 0,48 500 0,35 Yao et al. (2006)

2 0,45 500 - Robin et al. (1994)

2,56 0,4 Natarajan et al. (2004)

3,15 0,45 non-linéaire Zander et al. (2006)

4 0,45 300/400/550c 0,3 Kurutz et Oroszváry (2010)

4 0,4 45 - Lodygowski et al. (2005)

4,2 0,45 175 - Chen et al. (2001)

4,2 0,45 360/408/455/503/550c - Ibarz et al. (2013)

4,2 0,45 360/420/485/500c 0,3
Denozière (2004) ; Denozière et Ku

(2006)

4,2 0,45 non-linéaire Natarajan et Andersson (1999)

4,2 - 360/550c 0,3 Kuo et al. (2010)

4,2 0,45 500 0,3 Zhang et al. (2009b)

5 0,49 ∅ fibre Meakin et Hukins (2001)

8 0,45 360/420/485/500c 0,3 Baroud et al. (2003)

matrice

hyperélastique

0,034b 0,197b non-linéaire Peng et al. (2006)

0,038b Guo et al. (2006)

0,1a 0,025a non-linéaire Gonzalez Gutierrez (2012)*

0,1a 2,5a 0,306a W exp.e Moramarco et al. (2010)*

0,11a -0,1a 0,09a W exp.e O’Connell et al. (2009)

0,12a 0,03a non-linéaire Schmidt et al. (2007b)

0,18a 0,045a non-linéaire Schmidt et al. (2007a, 2009)

0,3448b 0,3b Dreischarf et al. (2011)

0,348b 0,3b croissantc Rohlmann et al. (2006)

0,25b W exp.e Eberlein et al. (2001, 2004)

0,56a 0,14a non-linéaire Schmidt et al. (2006)

1b hypoélastique Noailly et al. (2007)

1a 0,5a 500 0,3 Little (2004)*

426 à 655 0,3 Little et al. (2007a, b)*

TABLEAU 1.4 – Lois de comportement et propriétés matériau utilisées dans les modèles de disque intervertébral pour l’Annulus fibrosus, la
substance fondamentale et les fibres. Notes : a - formulation hyperélastique de type Mooney-Rivlin, b - formulation hyperélastique de type
néo-Hooke, c - de l’intérieur vers l’extérieur, d - AF antérieur/AF latéral/AF postérieur, e - forme exponentielle de l’énergie de déformation
W pour les fibres, * - modèle dont le DIV seul est représenté.
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Modèle Propriétés matériau Références

Substance fondamentale Fibres

E (MPa) ν C10 (MPa) C01 (MPa) D (MPa−1) E (MPa) ν

M
u

lt
ip

h
a

si
q

u
e

matrice poroélastique

0,45 0,2 Silva et al. (2005)*

1,42 0,45 Wu et Chen (1996)

2,5 0,1 8 - Argoubi et Shirazi-Adl (1996)

2,5 0,1 viscoélastique Chagnon (2009) ; Chagnon et al. (2010)

2,5 0,17 60 0,33 Ferguson et al. (2004)*

2,5 0,4 non-linéaire Williams et al. (2007)

2,56 1,17 Malandrino et al. (2009)*

4-8 0,45 Martinez et al. (1997)*

17/22/30d 0,45 Salem et al. (nr)* a

matrice porohyper-

élastique
0,56 5,4 Malandrino et al. (2011)

poroélastique +

gonflement osmotique

0,8 0,45 Laible et al. (1993)

1,5 viscoélastique
Schroeder et al. (2006, 2007)* ; Schröder

(2008)* ; Schroeder et al. (2010)*

2 0,17 100 0,1 Massey (2009)*

matrice porohyper-

élastique + gonflement

osmotique

0,5 0,67 Galbusera et al. (2011a)*

matrice poroélastique +

chimique + électrique

1 0,1 Magnier (2009)* ; Magnier et al. (2009)*

2,25 0,48 Iatridis et al. (2003)*

Ehlers et al. (2006a, b, 2009)* ; Yao et Gu

(2006, 2007)*

TABLEAU 1.5 – Lois de comportement et propriétés matériau utilisées dans les modèles de disque intervertébral pour l’Annulus fibrosus, la
substance fondamentale et les fibres (suite). Notes : a - formulation hyperélastique de type Mooney-Rivlin, b - formulation hyperélastique de
type néo-Hooke, c - de l’intérieur vers l’extérieur, d - AF antérieur/AF latéral/AF postérieur, * - modèle dont le DIV seul est représenté.

a. Année non renseignée.
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Modèle Propriétés matériau Références

E (MPa) ν C10 (MPa) C01 (MPa) D (MPa−1)

M
o

n
o

p
h

a
si

q
u

e

élastique linéaire

0,1 0,499
Denozière (2004) ; Denozière et Ku (2006) ; Zhang et al.

(2009b)

0,2 0,499 Natarajan et Andersson (1999)

1 0,499 Kuo et al. (2010)

1 0,499 Kurutz et Oroszváry (2010)

4 0,499 Robin et al. (1994)

hyperélastique

0,066a 0,016a Gonzalez Gutierrez (2012)*

0,12a 0,03a
Baroud et al. (2003) ; Schmidt et al. (2007b, a, 2009) ;

Noailly et al. (2007)

0,12a 0,09a Schmidt et al. (2006)

0,16b 0,024b Moramarco et al. (2010)*

viscoélastique
Groth et Granata (2008)

2 0,49 Wang et al. (2000)

fluide incompressible

Meakin et al. (2001) ; Zander et al. (2001) ; Eberlein et al.

(2001, 2004) ; Little (2004)* ; Lodygowski et al. (2005) ;

Rohlmann et al. (2006) ; Shirazi-Adl (2006) ; Yao et al.

(2006) ; Zander et al. (2006) ; Little et al. (2007a, b)* ;

Nadeau et al. (2008) ; Rohlmann et al. (2009) ; Peng

et al. (2011) ; Dreischarf et al. (2011)

TABLEAU 1.6 – Lois de comportement et propriétés matériau utilisées dans les modèles Eléments Finis de disque intervertébral pour le
Nucleus pulposus. Notes : a - formulation hyperélastique de type Mooney-Rivlin, b - formulation hyperélastique de type néo-Hooke, * - modèle
dont le DIV seul est représenté.
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Modèle Propriétés matériau Références

E (MPa) ν C10 (MPa) C01 (MPa) D (MPa−1)

M
u

lt
ip

h
a

si
q

u
e

poroélastique

0,02012 0,45 Wu et Chen (1996)

0,45 0,2 Silva et al. (2005)*

1 0,17 Malandrino et al. (2009)*

1 0,45 Salem et al. (nr)* a ; Williams et al. (2007)

1,5 0,1
Argoubi et Shirazi-Adl (1996) ; Chagnon (2009) ; Cha-

gnon et al. (2010)

1,5 0,17 Ferguson et al. (2004)*

4-8 0,45 Martinez et al. (1997)*

porohyperélastique 0,225b 13,3b Malandrino et al. (2011)*

poroélastique +

gonflement osmotique

0,1 0,45 Laible et al. (1993)

0,15
Schroeder et al. (2006, 2007)* ; Schröder (2008)* ; Schroe-

der et al. (2010)*

1,01 0,17 Massey (2009)*

porohyperélastique +

gonflement osmotique
0,11b 13,3b Galbusera et al. (2011a)*

poroélastique +

chimique + électrique

0,2 0,1 Magnier (2009)* ; Magnier et al. (2009)*

0,225 0,48 Iatridis et al. (2003)*

Yao et Gu (2006)* ; Ehlers et al. (2006a, b)* ; Yao et Gu

(2007)* ; Ehlers et al. (2009)* ; Karajan (2009, 2012)*

TABLEAU 1.7 – Lois de comportement et propriétés matériau utilisées dans les modèles Eléments Finis de disque intervertébral pour le
Nucleus pulposus (suite). Notes : a - formulation hyperélastique de type Mooney-Rivlin, b - formulation hyperélastique de type néo-Hooke, *
- modèle dont le DIV seul est représenté.

a. Année non renseignée.
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Remarque - Modélisation de la dégénérescence. Lors de la dégénéres-
cence, le comportement mécanique du DIV est grandement modifié (cf. section
1.1.4.1). De la même façon que pour la géométrie (cf. section 1.2.1), les pro-
priétés matériau des modèles EF tenant compte de la dégénérescence discale
doivent être adaptées. Les modifications généralement évoquées sont :
– augmentation de la rigidité de l’AF et/ou du NP (Natarajan et al., 2004 ;

Massey, 2009 ; Chagnon, 2009 ; Chagnon et al., 2010 ; Kurutz et Oroszváry,
2010 ; Gonzalez Gutierrez, 2012),

– diminution de la rigidité des PC (Kurutz et Oroszváry, 2010),
– diminution de la rigidité des fibres de l’AF (Schmidt et al., 2007b),
– augmentation de la compressibilité du NP par le biais d’une diminution du

coefficient de Poisson ν (Natarajan et al., 2004 ; Kurutz et Oroszváry, 2010),
– diminution de la perméabilité et de la porosité dans les modèles poroélastiques

(Argoubi et Shirazi-Adl, 1996 ; Natarajan et al., 2004 ; Magnier, 2009 ; Ma-
gnier et al., 2009 ; Chagnon, 2009 ; Chagnon et al., 2010 ; Galbusera et al.,
2011b),

– diminution de la pression interstitielle dans les modèles poroélastiques (Gal-
busera et al., 2011b) ou de la pression intradiscale dans le cas où le NP est
modélisé par un fluide (Goto et al., 2002 ; Little, 2004 ; Little et al., 2007a,
b),

– diminution de la teneur initiale en eau (Natarajan et al., 2004 ; Galbusera
et al., 2011b ; Gonzalez Gutierrez, 2012),

– diminution de la teneur en charges fixes (Iatridis et al., 2003).

1.2.3 Chargement

L’un des avantages de l’analyse par la méthode des Elements Finis est le contrôle
du chargement que l’on souhaite imposer (type de chargement, amplitude, position), et
l’infinie répétabilité des essais numériques. Une très grande variété de chargement est
répertoriée dans la littérature. Celui-ci peut être statique ou dynamique, monotone ou
cyclique, simple (compression seule, par exemple) ou combinaison de différents types de
chargements (compression + torsion, par exemple).

Comme on ne connaît pas le chargement réel in vivo qui s’applique sur le DIV, hormis
quelques données cinématiques et de pression intradiscale (Nachemson et Elfstrom (1970)
; Wilke et al. (1999, 2001)), la plupart des modèles EF s’attache à essayer de répliquer
les conditions d’expériences réalisées in vitro. Généralement, dans un modèle de segment
lombaire (ou de colonne lombaire complète), le PC inférieur de la vertèbre inférieure est
fixé et le chargement est appliqué sur le PC supérieur de la vertèbre supérieure. Dans le
cas où le DIV seul est représenté, le PC inférieur est fixé et le chargement est appliqué sur
le PC supérieur.

Les tableaux 1.8 et 1.9 résument les conditions de chargement (type, amplitude) impo-
sées dans les modèles EF de la littérature, dans les cas de chargement statique et en fluage
respectivement. Le contrôle du chargement se fait majoritairement à force imposée et/ou
moment imposé. Dans quelques cas, il se fait à déplacement et/ou angle imposé. Dans la
plupart des cas de chargement statique, le chargement appliqué est un chargement de com-
pression seule ou de précharge en compression combinée avec un autre type de chargement
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(flexion/extension, inclinaison latérale, torsion). Sous condition de fluage, le chargement
est presque toujours compressif. Les amplitudes de forces et moments imposés se situent
a priori dans la fourchette des valeurs physiologiquement admissibles.
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odélisation
du

disque
intervertébral

Type Compression Flexion/Extension Inclinaison Torsion Références

(N) (Nm) latérale (Nm) (Nm)

statique

90 (précharge) 5 Peng et al. (2006)

100 (précharge) 10 10 2 Moramarco et al. (2010)*

150 (précharge) 10 10 10 Chen et al. (2008)

260 (précharge) + 200 Zander et al. (2006)

294 15 Goto et al. (2002)

400 3,5 3,5 3,5 Zander et al. (2001)

400 10 10 Salem et al. (nr)* a

400 22 22 5, 10, 15, 20 Karajan (2009, 2012)*

500 (précharge) 2,5 ; 5 ; 7,5 ; 10 2,5 ; 5 ; 7,5 ; 10 2,5 ; 5 ; 7,5 ; 10 Schmidt et al. (2006)

500 (précharge) 5 5 Chagnon (2009) ; Chagnon et al. (2010)

500 5,3 5,3 5,3 Heuer et al. (2008)

500 (précharge) 7◦/2◦ 3◦ 2◦ Little (2004) ; Little et al. (2007a, b)*

500 (précharge) 7,5 Rohlmann et al. (2009)

500 (précharge) 7,5 7,5 7,5 Schmidt et al. (2009)

1000 5 5 5 Gonzalez Gutierrez (2012)

1000 7,5 7,5 Malandrino et al. (2009)*

1500 Meakin et Hukins (2001)*

1624 14 2 Prud’homme (2008)

2000
Peng et al. (2006) ; Zhang et al. (2009b) ;

Kurutz et Oroszváry (2010)

2000 + 500 (cisaillement) 10 20 10 Lodygowski et al. (2005)

2500 Eberlein et al. (2001)

2,8 mm Baroud et al. (2003)

2,5 ; 5 ; 7,5 ; 10 Schmidt et al. (2007a)

7,5 7,5 Schmidt et al. (2007b)

7,5 7,5 7,5 Ayturk (2010)

10 10 10 Robin et al. (1994) ; Rohlmann et al. (2006)

TABLEAU 1.8 – Conditions de chargement (type, amplitude) imposées dans les modèles Eléments Finis.

a. Année non renseignée.
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Type Compression Flexion/Extension Inclinaison Torsion Références

(N) (Nm) latérale (Nm) (Nm)

fluage

400, 1200, 2000 (2H) Argoubi et Shirazi-Adl (1996)

400 (4H) Silva et al. (2005)*

500 (précharge) 7,5 Galbusera et al. (2011b)

500 Malandrino et al. (2011)*

600 (précharge), 2000 10◦ Wang et al. (2000)

850 (16H) - 400 (8H) Williams et al. (2007)

1000
Schroeder et al. (2006, 2007) ; Schröder (2008)

; Schroeder et al. (2010)*

200, 500 (8H) - 500, 1000 (16H) Galbusera et al. (2011a)

0,2 MPa Laible et al. (1993)

0,35 MPa Chagnon (2009) ; Chagnon et al. (2010)

0,5 MPa(16H) - 0 MPa(8H) Ferguson et al. (2004)*

0,5 MPa Massey (2009)*

1,92 MPa Martinez et al. (1997)*

Ehlers et al. (2006a, b, 2009)*

TABLEAU 1.9 – Conditions de chargement (type, amplitude) imposées dans les modèles Eléments Finis (suite).
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1.2.4 Bilan

La littérature sur la modélisation du disque intervertébral est vaste et rapporte de
nombreux modèles aux caractéristiques variées en termes de choix de géométrie, loi de
comportement, valeurs des paramètres matériau, cas de chargement. Cette diversité qui
existe dans les modèles est encore accentuée lors de l’étude de la dégénérescence où la
géométrie et les paramètres matériau sont modifiés.

Les modèles les plus élémentaires proposent une géométrie simplifiée (avec parfois l’uti-
lisation de modèles bidimensionnels) et un choix de loi de comportement composée d’une
seule phase solide (élastique linéaire) pour chacun des composants du DIV ou éventuelle-
ment une phase fluide pour le NP, relativement facile à mettre en œuvre. Suite à l’appli-
cation d’un chargement, la réponse instantanée du modèle est calculée. Divers paramètres
de sortie sont extraits des résultats de la simulation : l’amplitude de mouvement (courbes
force/déplacement et moment/angle), la distribution des contraintes dans les différents
composants du DIV, le renflement de l’AF, etc.

Les modèles les plus sophistiqués reposent sur la reconstruction d’une géométrie spéci-
fique (avec, en amont, un travail de traitement d’images conséquent (Gonzalez Gutierrez,
2012)) et la formulation de lois de comportement multiphasiques délicates. Ces dernières
nécessitent l’écriture d’équations assez complexes décrivant le couplage entre la phase
solide (matrice extra-cellulaire) et le fluide interstitiel, au minimum. L’incorporation du
gonflement osmotique, et des phénomènes électrique (charges fixes portées par les protéo-
glycanes) et chimique (concentration en nutriments) ajoute encore de la complexité. Le
lecteur intéressé pourra se reporter notamment aux travaux de thèse de Magnier (2009)
pour une revue de la littérature concernant les différentes extensions qui ont été appor-
tées à l’approche poroélastique pour la modélisation du DIV. Ces modèles multiphasiques
permettent de prendre en compte le comportement transitoire du DIV, et mettent notam-
ment en évidence l’importance des phénomènes de gonflement et de diffusion du fluide à
l’intérieur du réseau solide. Suite à un chargement en fluage, la variation de la hauteur
discale, de la teneur en eau, les profils de concentration en nutriments, etc. pendant un
cycle diurne sont calculés.

Forts de ces connaissances sur le DIV, sa structure, son comportement mécanique et
des stratégies proposées pour le modéliser, nous nous attachons, dans la section suivante,
à définir les objectifs de la présente étude.

1.3 Objectifs et Méthodes

1.3.1 Objectif : une meilleure compréhension du comportement méca-

nique

L’objectif global de cette étude est la contribution à une meilleure compréhen-

sion du comportement mécanique du disque intervertébral. Plus spécifiquement,
un intérêt particulier est porté à l’étude du comportement mécanique du Nu-

cleus pulposus. En effet, les aspects mécaniques concernant les plateaux cartilagineux
ne suscitent pas tellement d’enjeu même si leur rôle dans les phénomènes d’échange de
liquide et de nutriments, et donc probablement dans le phénomène de dégénérescence,
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semble indéniable, leur impact mécanique serait assez réduit. Concernant l’Annulus fi-

brosus, son comportement et son rôle mécanique sont assez bien compris et assez bien
retranscrits dans les modèles (notamment en ce qui concerne les lois de comportement, et
leur application numérique par la Méthode Eléments Finis). Afin d’acquérir une meilleure
compréhension des états de contraintes et de déformation au sein du DIV sous diverses
conditions de chargement et simuler des conditions pathologiques de dégénérescence, la
modélisation, aussi bien théorique (analytique) que numérique (par la Méthode des Elé-
ments Finis notamment), peut constituer un outil efficace pour l’étude des phénomènes
multi-physiques et des mécanismes complexes d’échange prenant place au sein du DIV.

La première difficulté dans la modélisation consiste à identifier les phénomènes phy-
siques pertinents à étudier à une échelle de temps donnée. L’étude bibliographique de
la description anatomique et physiologique du DIV et des stratégies de modélisation em-
ployées nous permet de distinguer plusieurs échelles de temps pour observer la réponse
du DIV, comme le montre la Figure 1.16. A l’échelle des temps courts, le NP possède
un comportement quasi-incompressible ; il est alors modélisé par une solide élastique ou
un fluide. L’étude à l’échelle des temps longs (plusieurs heures à plusieurs jours) révèle
l’importance de la diffusion des molécules d’eau (attirées par la présence des pro-
téoglycanes) à l’intérieur de la matrice extracellulaire, induisant ainsi un gonflement

remarquable du NP. Notons que les aspects électrique et chimique interviennent éga-
lement à cette échelle, mais leur étude dépasse le cadre de ce travail. Enfin, à l’échelle
des temps très longs (plusieurs années), le phénomène de dégénérescence discale marque
l’évolution du comportement mécanique du DIV, touché au niveau du NP en premier
lieu. Notons, de surcroît, que, les déplacements observés (tels que renflement de l’AF, par
exemple) étant de l’ordre de quelques millimètres, l’étude du DIV se situe dans le cadre

général des grandes déformations.

quelques secondes quelques heures, un jour plusieurs années

temps courts temps longs temps très longs

- élasticité, hyperélasticité
↪→ NP, AF incompressibles

(monophasiques)

- viscoélasticité
(fluage, relaxation)

- gonflement, essorage
(transferts de liquide,
diffusion)

↪→ NP, AF multiphasiques,
NP compressible

dégénérescence :

changements de composition
et de structure,
altération des propriétés

Figure 1.16 – Schéma représentant les échelles de temps pour observer la réponse du DIV
et les stratégies de modélisation adaptées.

L’un des plus grands enjeux, avant de prédire la dégénérescence, est donc de décrire
correctement les phénomènes physiques qui ont lieu aux temps longs. La bonne compréhen-
sion des ces phénomènes passe par une bonne modélisation des phénomènes couplés

mécanique/transferts de liquide (diffusion). Dès lors, le recours à l’approche multi-
phasique semble incontournable. Dans la littérature, il existe deux types approches :

38



1.3. Objectifs et Méthodes

– les modèles poroélastiques, dont la formulation tire son origine des théories propo-
sées initialement pour la mécanique des sols (Biot, 1941), reposant sur la théorie des
mélanges (Truesdell et Toupin, 1960 ; Bowen, 1976), et où intervient la notion de
perméabilité du milieu (lois de filtration de type « Darcy »). Dans cette théorie, la
cinématique de chacun des composants du mélange est considérée et la contrainte
est la somme des contraintes dans chacun des composants. Cependant, plusieurs dif-
ficultés sont soulevées : l’application du Second Principe de la Thermodynamique
est discutable (Rajagopal, 2003) et la détermination de conditions aux limites per-
tinentes n’est pas évidente (Rajagopal et Tao, 1995). Le lecteur intéressé pourra se
référer aux travaux de thèse de Karajan (2009), par exemple, pour une application
rigoureuse de ce type d’approche au cas de la modélisation du disque intervertébral 6.

– les modèles dits « de gonflement », où intervient la notion de potentiel chimique
et d’osmose. Ces modèles tirent leur origine de la théorie de Flory (1953), reprise
plus tard par Treloar (1975), initialement conçue pour les élastomères gonflés. Cette
théorie a ensuite été réintroduite par Rajagopal et al. (1986) et Durning et Morman
(1993) pour l’étude des gels, puis améliorée plus récemment par Baek et Srinivasa
(2004), Hong et al. (2008), Chester et Anand (2010), Duda et al. (2010), Lucantonio
et al. (2013) et Drozdov et Christiansen (2013a, b, c) notamment.

Ces deux types de modèles sont capables de prédire le fluage d’un corps sous chargement,
car ils peuvent prédire l’écoulement du liquide par rapport à la phase solide. La similitude
entre les deux approches réside dans l’analogie forte entre une diffusion liquide de type
« Darcy » dans le premier cas, et une diffusion osmotique dans le second, dont la forme
mathématique est assez similaire. En revanche, seul le deuxième type de modèle permet de
traduire le gonflement « naturel » hydrophile en l’absence de chargement. Pour cette raison,
depuis quelques années, les modèles « de gonflement » connaissent un fort engouement pour
la modélisation des matériaux de type « gel » (solide capable de gonfler au contact d’un
fluide). Compte tenu des observations faites sur le comportement aux temps longs du NP,
ce type de modèle « de gonflement » couplant mécanique (en grandes déformations) et
diffusion semble être plus représentatif de la physique prenant place au sein du NP.

1.3.2 Idées et méthodes : utilisation d’un modèle de type « gel »

Comme cela a déjà été évoqué dans la section 1.1.2.3, le NP est un matériau gélatineux
constitué d’une matrice extra-cellulaire composée de longues chaînes de macromolécules et
d’une très grande quantité de fluide interstitiel (environ 80 %), majoritairement composé
d’eau. En termes de comportement mécanique, le NP présente à la fois les caractéristiques
d’un solide et d’un fluide (cf. section 1.1.3.1), selon l’échelle de temps à laquelle il est
étudié. Finalement, de par sa composition et son comportement mécanique (notamment
sa capacité à gonfler naturellement), le NP possède une très grande similitude avec les hy-
drogels, composés d’un réseau de chaînes de polymères réticulées et d’une grande quantité
d’eau (cf. section 1.1.4.2). L’ensemble de ces remarques suggère qu’un parallèle peut

être fait entre le NP d’une part, et les gels d’autre part, ces deux matériaux
possédant une partie solide et une partie fluide.

6. Les travaux de thèse de Magnier (2009) reposent également sur ce type d’approche, mais le formalisme

mécanique multiphasique développé y est appliqué dans une version linéarisée simplifiée.
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L’idée est de s’inspirer des modèles existants pour les gels, qui incluent

diffusion (gonflement) et grandes déformations dans un modèle mono-

phasique, afin de construire un modèle pour les matériaux de type « gel »

en général et de l’adapter au cas particulier du NP.

Ce travail s’articule autour de deux points :

1. la description des aspects théoriques (hypothèses, cadre cinématique, théorie
constitutive...) du modèle qui permettent d’aboutir à la formulation des lois de com-
portement régissant la mécanique d’un matériau de type « gel » en général (comme
les hydrogels ou le NP). Ce développement s’appuie sur deux axes majeurs, permet-
tant de dégager des différences par rapport aux modèles existants pour les gels :

axe 1 : l’introduction d’une dépendance de la raideur du matériau vis-

à-vis du gonflement. En effet, le gonflement d’un tel matériau étant assez
important, il semble nécessaire d’incorporer cette hypothèse dans la formulation
du modèle.

axe 2 : la prise en compte d’un état de référence gonflé. A notre connais-
sance, la littérature propose systématiquement de considérer l’état sec comme
état de référence. Pour autant, nous verrons que cet état n’a pas réellement de
sens concernant les matériaux de type « gel » : effectivement, les hydrogels sont
généralement préparés en solution aqueuse (ils contiennent donc initialement
déjà de l’eau), et le NP à l’état sain contient au moins 70 % d’eau.

La dérivation du modèle sous ses deux formes s’accompagnera de la mise en œuvre

numérique, aussi bien analytique (MATLAB) qu’à travers l’implémentation des lois
de comportement dans un code de calcul Eléments Finis (ABAQUS).

2. l’application au NP à travers le développement d’un modèle EF pour le DIV : pro-
position d’une géométrie, choix du modèle pour le comportement de l’AF, calculs
numériques.

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une revue bibliographique sur le disque inter-
vertébral et sa modélisation.

Une description anatomique et physiologique du DIV a d’abord été proposée afin de
mettre en exergue sa complexité. L’intérêt de ce travail étant l’analyse du comporte-
ment mécanique du DIV, nous nous sommes efforcés de préciser les relations entre struc-
ture, composition et propriétés mécaniques. Le DIV est le siège de nombreux phénomènes
physiques (hydratation/déshydratation, endommagement...) prenant place à différentes
échelles de temps. La compréhension de son comportement mécanique est ardue, et d’au-
tant plus délicate que le DIV (et notamment le Nucleus pulposus) évolue au cours du temps
en raison de la dégénérescence discale.

Dans un second temps, les modèles numériques pour le DIV ont été décrits, tant en
termes de choix de géométrie, de loi de comportement affectée à chacun des composants
que de chargement. Les stratégies de modélisation sont nombreuses et sont guidées par
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le type de phénomènes que l’on souhaite étudier. Ces dernières années ont été marquées
par une surenchère concernant l’incorporation de plus en plus de phénomènes au sein de
modèles multiphasiques, complexifiant la formulation des modèles.

L’objectif de cette étude a finalement été exposé. Compte tenu des similitudes entre
le NP et les hydrogels, en termes de composition et de comportement mécanique, l’idée
de ce travail est de s’inspirer des modèles existants pour les gels afin de formuler un
modèle adapté au NP. Le but de ce modèle couplant diffusion/gonflement et grandes
déformations dans un modèle monophasique pour les matériaux de type « gel » sera d’être
adapté spécifiquement au NP.

Le chapitre suivant propose, après un bref point bibliographique sur les gels, de décrire
les aspects théoriques et numériques de ce nouveau modèle, en incluant quelques exemples
d’application.
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Chapitre 2

Développement d’un modèle

couplant grandes déformations et

diffusion

La revue bibliographique présentée dans la section 1.2 montre que le couplage entre le
comportement mécanique et le phénomène de gonflement peut se faire de deux manières :
soit par une approche poroélastique, où l’écoulement du liquide à travers le solide défor-
mable est pris en compte par un terme de filtration de type loi de Darcy, soit par une
approche de type diffusion, où les mouvements de liquide sont induits pas les variations
d’un potentiel chimique.

La première approche est relativement simple à mettre en œuvre. Bien connue des
mécaniciens des sols, elle ne nécessite que la détermination de la perméabilité du milieu,
cette dernière pouvant être reliée directement à la taille caractéristique des pores du milieu
considéré. Son principal désavantage, à notre sens, réside dans la nature même de la loi de
Darcy usuelle :

v = −K

η
∇p, (2.1)

où v est la vitesse de filtration, p la pression, K la perméabilité et η la viscosité. Cette
dernière ne prévoit de mouvements de liquide qu’en présence d’un gradient de pression.
Elle est donc inapte à décrire les effets d’un gradient de concentration, pouvant être lui
aussi à l’origine de mouvements de la phase liquide. C’est justement cet effet diffusif qui est
à l’origine du gonflement naturel du NP et de tous les gels mis en présence d’un solvant
approprié. Il apparaîtra clairement, dans les développements théoriques de ce chapitre,
que l’approche « diffusive » retenue dans ce travail préserve les avantages de l’approche
poroélastique tout en y ajoutant le gonflement d’origine chimique.

Ce chapitre s’intéresse donc aux modèles couplant grandes déformations et diffusion
pour les matériaux de type « gel » en général. Dans un premier temps, un bref rappel
bibliographique sur les gels est présenté. La deuxième partie rappelle les équations d’équi-
libre d’un problème couplé mécanique/diffusion d’espèces moléculaires. Les troisième et
quatrième parties de ce chapitre présentent le développement d’un nouveau modèle cou-
plant grandes déformations et diffusion. Deux aspects originaux par rapport aux modèles
déjà existants sont proposés : la prise en compte de l’évolution de la raideur du matériau
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en fonction du gonflement et la prise en compte d’une configuration de référence préala-
blement gonflée. Dans les deux cas, les développements théoriques puis la mise en œuvre
numérique sont détaillés ; quelques exemples d’application illustrent les deux approches.
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2.1. Gonflement des gels : rappel bibliographique

2.1 Gonflement des gels : rappel bibliographique

Deux ingrédients essentiels sont nécessaires pour former un gel : un réseau polymé-

rique et un solvant (cf Figure 2.1). Le réseau est composée d’un ensemble de longues
chaînes de polymère connectées entre elles au niveau des points de réticulation, formant
ainsi une structure tridimensionnelle. Ce réseau constitue le squelette du gel. Un réseau
polymérique est susceptible de former un gel à condition de présenter une certaine affinité
avec un solvant. Dans ce cas, les molécules de solvant pénètrent à l’intérieur du réseau de
polymère. Un tel réseau polymérique imbibé de solvant est appelé « gel ». Il est à noter
ici que la définition du mot « solvant » est à prendre au sens très large de fluide qui pé-
nètre à l’intérieur du réseau de polymère (il n’est pas question de dissolution des chaînes
polymériques, comme on l’entend généralement au sens chimique du terme).

solvant

polymère
gel

point de réticulation

Figure 2.1 – Schéma de formation et de gonflement d’un gel : mélange solvant-polymère.

La principale caractéristique des gels est leur propension à gonfler remarquablement
comme l’illustre la Figure 2.2 où un gel est représenté à l’état sec et à l’état gonflé. Le

mécanisme à l’origine de ce phénomène de gonflement est la diffusion des

molécules de solvant à l’intérieur du réseau formé par les chaînes de polymère.
En effet, ces dernières, initialement repliées sous forme de pelote compacte, s’entourent des
molécules de solvant et s’étirent tout en s’éloignant les unes des autres (Vervoort, 2006). Le
réseau polymérique occupe alors clairement un volume plus important que précédemment
(cf Figure 2.1).

Macroscopiquement, un gel est un matériau plutôt souple (faible module d’Young),
capable de conserver sa forme sous son propre poids mais aussi de se déformer considéra-
blement et de façon non-linéaire sous de relativement faibles contraintes (Vervoort, 2006).
D’un point de vue thermodynamique, un gel est considéré comme un mélange (d’un solvant
et d’un réseau de polymère réticulé) susceptible de gonfler.

La présente section vise, dans un premier temps, à rappeler les bases de la thermody-
namique associée au gonflement des gels. Pour cela, il est nécessaire d’introduire plusieurs
notions :

– la notion de mélange solvant-polymère ou solution de polymère (section 2.1.1) ;
– la notion d’élasticité d’un réseau réticulé et son adaptation au cas gonflé (section

2.1.2) ;
– puis le couplage entre ces deux phénomènes dans le cas d’un gel ou, plus générale-

ment, d’un réseau gonflé (section 2.1.3).
Dans un second temps, les progrès récents concernant la théorie sur le gonflement des gels
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sont abordés (section 2.1.4).

(a) (b)

Figure 2.2 – Illustration du gonflement d’un gel. (a) Gel sec. (b) Gel gonflé. Photographies
issues de Ono et al. (2008).

2.1.1 Mélange solvant-polymère

Flory (1953) est considéré comme le premier scientifique à avoir étudié le phénomène
de gonflement, dans le contexte général de la physique des polymères, dans la seconde
moitié du XXème siècle. Sa théorie a ensuite été reprise par Treloar (1975), figure de proue
de la mécanique du caoutchouc, pour l’étude du gonflement des élastomères.

Le postulat de départ de la théorie de Flory pour le gonflement des élastomères est
le suivant : thermodynamiquement, le gonflement d’un élastomère peut être

vu comme le mélange binaire d’un réseau de chaînes de polymère et d’un

solvant, autrement dit un polymère en solution. Le développement complet de la théorie
de Flory, concernant la thermodynamique des mélanges binaires (qui comprend l’étude des
solutions de polymères, des solutions de petites molécules et des mélanges de polymères)
est disponible dans l’ouvrage de Rubinstein et Colby (2003) dans lequel les concepts des
années 1950 sont retranscrits dans un langage plus moderne. Dans cette étude, nous nous
limiterons à rappeler les résultats essentiels sur les mélanges solvant-polymère, ou solutions
de polymères, dont nous aurons besoin par la suite.

Considérons un mélange binaire de deux espèces A et B, de volume VA et VB respec-
tivement. Afin d’illustrer cette démonstration, il convient d’imaginer que ce mélange est
inscrit dans un réseau bidimensionnel composé de n sites possédant chacun un volume ν0,
comme l’illustre la Figure 2.3. Si l’on fait l’hypothèse qu’il n’y a pas de perte de volume
lors du mélange, alors le volume total du mélange est simplement

V = nν0 = VA + VB . (2.2)

Les fractions volumiques des espèces A et B sont définies par :

φA =
VA

V
et φB =

VB

V
. (2.3)
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

espèce A
espèce B

mélange A + B

+

Figure 2.3 – Mélange binaire de deux espèces A et B sans changement de volume.

La variation d’énergie libre (ou énergie de Helmholtz) du mélange des deux espèces,
notée ∆Fmix, où l’indice ·mix (pour « mixing » en anglais) désigne le mélange, résulte de
la somme de deux contributions (Cloitre, nr) 1 :

– une contribution d’origine entropique ∆Smix, qui traduit la tendance des molécules
à adopter le plus de configurations possibles,

– une contribution énergétique ∆Umix associée à la variation d’énergie qui se produit
lorsque deux molécules différentes sont mises en contact.

Mathématiquement, cela s’écrit :

∆Fmix = ∆Umix − T ∆Smix, (2.4)

où T est la température absolue (en K).

Remarque - Energie libre et enthalpie libre. Dans sa théorie originale,
Flory utilise la fonction de Gibbs ou enthalpie libre ∆Gmix pour décrire la
thermodynamique du mélange :

∆Gmix = ∆Hmix − T ∆Smix,

où ∆Hmix désigne la variation d’enthalpie du mélange. L’enthalpie étant définie
par H = U +pV (avec U l’énergie interne, p la pression et V le volume), lorsque
p désigne la pression atmosphérique, le terme pV peut être négligé. Dans ce cas,
les grandeurs H et U sont confondues, et on peut également confondre ∆Hmix et
∆Umix, ainsi que ∆Gmix et ∆Fmix, dans l’équation ci-dessus et dans l’équation
(2.4).

A la lumière de la formule de Boltzmann, la variation d’entropie du mélange ∆Smix

se calcule à partir du nombre de façons Ω de répartir nA molécules de l’espèce A et nB

molécules de l’espèce B dans le mélange A+B :

∆Smix = −k ln Ω = −k (nA ln φA + nB ln φB) , (2.5)

où k désigne la constante de Boltzmann (k = 1, 3806488 · 10−23 m2 · kg · s−2 ·K−1). La
Figure 2.4 résume les différents cas possibles : un mélange régulier de deux solutions, un
mélange solvant-polymère, un mélange de deux polymères.
Notant vA (respectivement vB) le volume moléculaire de l’espèce A (respectivement B),
on dispose des relations suivantes : VA = nAvA (respectivement VB = nBvB) et vA = NAν0

1. Année non renseignée.
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(respectivement vB = NBν0), où NA (respectivement NB) est le nombre de sites occupés
par une molécule de A (respectivement B). A l’aide des relations (2.2) et (2.3), la variation
d’entropie du mélange s’écrit finalement :

∆Smix = −kn

(
φA

NA
ln φA +

φB

NB
ln φB

)
. (2.6)

Cette expression montre que la variation d’entropie du mélange est toujours positive, ce
qui signifie que l’entropie a tendance à favoriser le mélange.



(a)



(b)



(c)

Figure 2.4 – Mélange binaire formé (a) de deux solutions, (b) d’un polymère et d’un
solvant, (c) de deux polymères.

La variation d’énergie interne est calculée à partir des trois énergies d’interaction uAA,
uBB et uAB entre les paires de molécules A-A, B-B et A-B respectivement :

∆Umix =
zn

2
φAφB (2uAB − uAA − uBB) , (2.7)

où z désigne la coordinence du réseau, c’est-à-dire le nombre de plus proches voisins. En
introduisant le paramètre d’interaction de Flory-Huggins χ défini par

χ =
z

2kT
(2uAB − uAA − uBB) , (2.8)

la variation d’énergie interne s’écrit simplement :

∆Umix = nkT χφAφB. (2.9)

On remarque alors que c’est le signe de χ qui détermine le signe de ∆Umix. Si les interactions
entre l’espèce A et l’espèce B favorisent les contacts entre les paires de molécules A-B,
alors χ < 0 et ∆Umix < 0 : l’énergie interne contribue favorablement au mélange. Dans le
cas où les contacts A-A et B-B sont favorisés (c’est-à-dire en réalité dans la plupart des
cas), alors χ > 0 et ∆Umix > 0 : l’énergie interne tend à s’opposer au mélange.

Substituant les expressions (2.6) et (2.9) dans l’équation (2.4), on obtient la forme
générale de la variation d’énergie libre d’un mélange binaire quelconque sous la forme :

∆Fmix = nkT

[
χφAφB +

(
φA

NA
ln φA +

φB

NB
ln φB

)]
. (2.10)
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Le signe de ∆Fmix est déterminé par la somme des termes entropique −T ∆Smix (toujours
négatif) et énergétique ∆Umix (positif ou négatif). Tout comme n’importe quel processus
spontané que l’on peut trouver dans la nature, un réseau et un solvant ne se mélangeront
librement que si ce processus est associé à une diminution de l’énergie libre. Autrement dit,
∆Fmix < 0 favorise le mélange, i.e. le gonflement du réseau. Lorsque ∆Fmix est minimal,
le système est à l’équilibre thermodynamique, c’est-à-dire que les molécules de solvant et
de polymère ne diffusent plus les unes à l’intérieur des autres.
Dans le cas particulier d’un mélange solvant-polymère, où l’espèce A désigne le polymère et
l’espèce B le solvant, on a NA >> 1 (puisqu’un polymère est une macromolécule occupant
plusieurs sites consécutifs) et NB = 1 (car chaque molécule de solvant occupe un seul site).
Notant en outre φA = φ, on a φB = 1− φ, l’expression (2.10) devient :

∆Fmix = nkT [(1− φ) ln (1− φ) + χφ (1− φ)] . (2.11)

En général, le volume ν0 d’un site du réseau est défini comme étant égal au volume de
l’unité la plus petite, c’est-à-dire une molécule de solvant que l’on notera simplement ν

par la suite. On a alors, en utilisant les équations (2.2) et (2.3)1 :

n = V/ν = VA/(νφ) = Vp/(νφ) (2.12)

où VA = Vp désigne le volume de polymère.
Finalement, la variation d’énergie libre totale d’un mélange solvant-polymère est
donnée par :

∆Fmix =
kT

ν

Vp

φ
[(1− φ) ln (1− φ) + χφ (1− φ)] , (2.13)

où φ est la fraction volumique de polymère.

2.1.2 Elasticité d’un réseau réticulé non gonflé et d’un réseau réticulé

gonflé

Les gels présentent, en outre, la caractéristique structurelle commune à tous les maté-
riaux élastomères : les longues chaînes de polymère qui le constituent forment un réseau
réticulé. Ceci leur confère deux propriétés remarquables :

– une capacité à supporter de grandes déformations sans rupture, ;
– une capacité à retrouver spontanément leur état initial (après déformation).

Ces propriétés forment ce qu’on appelle classiquement l’élasticité caoutchoutique (« rubber
elasticity » en anglais). La présence de longues chaînes de polymère permet d’expliquer le
bon comportement en grandes déformations. En effet, dans l’état non déformé, les chaînes
sont disposées aléatoirement sous forme de pelote compacte et peuvent se réorganiser selon
d’autres configurations. En particulier, elles peuvent se réorganiser selon une configuration
plus étirée lorsqu’elles sont soumises à une contrainte extérieure. D’autre part, la tendance
des chaînes à revenir à leur configuration initiale s’explique par le développement d’une
force de rappel lorsque le matériau est déformé. Cette propriété est rendue possible grâce
au caractère permanent de la structure du matériau, de par la présence de points de
réticulation, liaisons fortes entre les macromolécules.

L’analyse thermodynamique de la déformation élastique d’un réseau réticulé, proposée
par Flory (1953), repose sur une analyse statistique de la formation des points de réti-
culation et des configurations possibles prises par les chaînes de polymère (le détail du
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raisonnement ne sera pas rappelé ici). Si l’on note λx, λy et λz l’élongation du réseau dans
les trois directions de l’espace, supposées principales, la variation d’entropie associée à la
déformation d’un réseau réticulé est donnée par :

∆Sméca = −νek

2

[
λ2

x + λ2
y + λ2

z − 3− ln (λxλyλz)
]

, (2.14)

où νe désigne le nombre effectif de chaînes. La variation d’énergie de déformation

totale d’un réseau réticulé, notée ∆Fméca, provenant essentiellement de la variation
d’entropie (la contribution énergétique est négligeable), est donc :

∆Fméca = −T ∆Sméca =
νekT

2

[
λ2

x + λ2
y + λ2

z − 3− ln (λxλyλz)
]

. (2.15)

En particulier, pour une cinématique isotrope, on a λx = λy = λz = λ, et donc

∆Fméca =
νekT

2

(
3λ2 − 3− ln λ3

)
. (2.16)

On peut alors distinguer deux cas :
– cas d’un réseau réticulé non gonflé,
– cas d’un réseau réticulé gonflé.

Afin de mettre en évidence les caractéristiques spécifiques à chacun des cas, considérons un
réseau réticulé dont les dimensions initiales sont Lx0

, Ly0
et Lz0

dans la base (x, y, z), sou-
mis à une déformation quelconque mais supposée sans cisaillement dans (x, y, z). Notons
λx, λy et λz l’élongation du réseau dans les trois directions de l’espace. Les dimensions du
réseau déformé sont Lx = λxLx0

, Ly = λyLy0
, Lz = λzLz0

. Notant V0 le volume du réseau
dans son état de référence (une discussion concernant la définition de l’état de référence du
réseau est proposée ci-après en remarque) et V le volume du réseau déformé, la variation
de volume lors de la déformation V/V0 s’écrit :

V

V0
=

LxLyLz

Lx0
Ly0

Lz0

= λxλyλz. (2.17)

a. Cas d’un réseau réticulé non gonflé.

Dans le cas de déformations classiques des élastomères, on peut raisonnablement sup-
poser que le volume reste constant, i.e. V/V0 = λxλyλz = 1 (Flory, 1953 ; Ogden, 1984).
La variation d’énergie de déformation, donnée par l’équation (2.15), est donc simplifiée de
la façon suivante :

∆Fméca =
νekT

2

(
λ2

x + λ2
y + λ2

z − 3
)

. (2.18)

Si le réseau est soumis à une contrainte uniaxiale (le long de l’axe x, par exemple),
alors on a λx = λ et λy = λz = 1/

√
λ. La variation d’énergie libre lors d’une sollicitation

uniaxiale devient donc :

∆Fméca =
νekT

2

(
λ2 +

2
λ
− 3

)
. (2.19)

La force longitudinale (selon x) nécessaire pour déformer le réseau est la dérivée de l’énergie
par rapport à la longueur le long de l’axe x :

fx =
∂∆Fméca

∂Lx
=

∂∆Fméca

∂ (λLx0
)

=
1

Lx0

∂∆Fméca

∂λ
=

νekT

Lx0

(
λ− 1

λ2

)
. (2.20)
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Enfin, la contrainte vraie, c’est-à-dire le rapport de la force longitudinale fx sur l’aire de
la section orthogonale déformée LyLz, est :

σvraie =
fx

LyLz
=

νekT

Lx0
LyLz

(
λ− 1

λ2

)
=

νekT

Lx0
Ly0

Lz0

λ

(
λ− 1

λ2

)

=
νekT

V0

(
λ2 − 1

λ

)
. (2.21)

Le coefficient qui relie la contrainte et la déformation est appelé module de cisaille-

ment (« shear modulus » en anglais) du réseau réticulé non gonflé et il est défini de
la façon suivante :

C0 =
νekT

V0
. (2.22)

En utilisant la définition (2.22), la contrainte vraie en traction simple σvraie s’écrit simple-
ment

σvraie = C0

(
λ2 − 1

λ

)
, (2.23)

Enfin, l’expression générale de la variation d’énergie de déformation totale

dans le cas d’un réseau réticulé non gonflé (2.15) peut être réécrite de la façon
suivante :

∆Fméca = V0
C0

2

(
λ2

x + λ2
y + λ2

z − 3
)

, (2.24)

qui, dans le cas d’une cinématique isotrope, devient simplement :

∆Fméca = V0
C0

2

(
3λ2 − 3

)
, (2.25)

b. Cas d’un réseau réticulé gonflé.

Supposons que le réseau initial, de volume V0, subisse d’abord un gonflement isotrope le
conduisant adopter un volume Vs, puis une déformation additionnelle ayant lieu à volume
constant. Le volume final V après gonflement et déformation vérifie V = Vs. Notons λs

l’élongation isotrope du réseau entre la configuration initiale et la configuration gonflée.
On définit alors :

Js = Vs/V0 = λ3
s, (2.26)

où Js représente le degré de gonflement. Notons λ′
x, λ′

y et λ′
z les changements de dimension

entre l’échantillon gonflé et non déformé et l’échantillon déformé. λx, λy et λz représentent
les changements de dimension résultant de la déformation totale (gonflement et déforma-
tion additionnelle) et vérifient la relation

λxλyλz = V/V0 = Vs/V0 = Js. (2.27)

Comme précédemment, supposons que la déformation additionnelle consiste en une
simple élongation (selon l’axe x). On a alors : λ′

x = λ et λ′
y = λ′

z = 1/
√

λ, par conservation
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du volume lors de cette déformation (λ′
xλ′

yλ′
z = 1). Notant L′

x, L′
y et L′

z les dimensions de
l’échantillon gonflé non déformé, on dispose des relations suivantes :

λx =
Lx

Lx0

=
Lx

L′
x

L′
x

Lx0

= λ′
xλs = λJ1/3

s ,

λy =
Ly

Ly0

=
Ly

L′
y

L′
y

Ly0

= λ′
yλs =

1√
λ

J1/3
s ,

λz =
Lz

Lz0

=
Lz

L′
z

L′
z

Lz0

= λ′
zλs =

1√
λ

J1/3
s . (2.28)

La variation d’énergie de déformation totale par rapport à l’état initial non gonflé, donnée
par l’équation (2.15), devient donc :

∆Fméca =
νekT

2

(
λ2J2/3

s +
2
λ

J2/3
s − 3− ln Js

)

=
νekT

2

[
J2/3

s

(
λ2 +

2
λ

)
− 3− ln Js

]
. (2.29)

La force longitudinale nécessaire pour déformer le réseau s’écrit :

f ′
x =

∂∆Fméca

∂Lx
=

1
L′

x

∂∆Fméca

∂λ
=

νekT

L′
x

J2/3
s

(
λ− 1

λ2

)
. (2.30)

La contrainte vraie, notée σ′
vraie et définie comme le rapport de la force f ′

x sur l’aire de la
section gonflée et déformée LyLz :

σ′
vraie =

f ′
x

LyLz
=

νekT

L′
xLyLz

J2/3
s

(
λ− 1

λ2

)

=
νekT

J
1/3
s Lx0

λ−1/2J
1/3
s Ly0

λ−1/2J
1/3
s Lz0

J2/3
s

(
λ− 1

λ2

)

=
νekT

V0
J−1/3

s λ

(
λ− 1

λ2

)
= C0J−1/3

s

(
λ2 − 1

λ

)
. (2.31)

A nouveau, il est possible de définir le module de cisaillement d’un réseau réticulé

gonflé, que l’on notera C, de sorte que la containte vraie σ′
vraie par rapport à la section

gonflée non déformée s’écrive :

σ′
vraie = C (Js)

(
λ2 − 1

λ

)
. (2.32)

Le module de cisaillement d’un réseau réticulé gonflé C s’écrit en fonction du module de
cisaillement d’un réseau non gonflé C0 et du degré de gonflement Js de la façon suivante :

C(Js) = C0J−1/3
s , (2.33)

traduisant le fait que la raideur diminue avec le niveau de gonflement. Il est à noter
que la relation (2.33) n’est valide que dans le cas des petites déformations des chaînes
de polymère, c’est-à-dire pour de faibles degrés de gonflement (Vervoort, 2006). Pour
des degrés de gonflement quelconques, Zrinyi et Horkay (1987) ont proposé un modèle
phénoménologique qui relie le module de cisaillement d’un réseau réticulé gonflé et le
degré de gonflement par rapport au degré de gonflement à l’équilibre, noté Je

s :

C(Js) = Ce
(

Js

Je
s

)−1/3

, (2.34)
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où Ce désigne le module de cisaillement à l’équilibre.
L’expression générale de la variation d’énergie de déformation totale dans

le cas d’un réseau réticulé gonflé (2.15) peut être exprimée selon différentes formes :
– en fonction des quantités par rapport à l’état de référence non gonflé (i.e en fonction

de C0, λx, λy et λz) :

∆Fméca = V0
C0

2

(
λ2

x + λ2
y + λ2

z − 3− ln Js

)
, (2.35)

Dans le cas d’un gonflement isotrope, λx = λy = λz = J
1/3
s (cf équation (2.27)),

l’équation ci-dessus devient :

∆Fméca = V0
C0

2

(
3J2/3

s − 3− ln Js

)
. (2.36)

– en fonction des quantités par rapport à l’état gonflé (i.e. en fonction de C(Js), λ′
x,

λ′
y et λ′

z) :

∆Fméca = V0
C(Js)

2

[
Js

(
λ′2

x + λ′2
y + λ′2

z

)
− 3J1/3

s − J1/3
s ln Js

]
. (2.37)

Remarque - Etat de référence. L’état de référence est défini comme l’état
dans lequel aucune force n’est appliquée sur les points de réticulation (Vervoort,
2006). Cependant, selon les auteurs, le point de vue diffère. Initialement, dans
la théorie de Flory (1953), l’état de référence correspond à l’état dans lequel le
polymère est non gonflé (i.e. entièrement sec) : les chaînes de polymères sont
enchevêtrées sous la forme d’une pelote très compacte, et le réseau ne peut que
gonfler au contact d’un solvant approprié. Dušek et Prins (1969) relient quant
à eux l’état de référence à l’état du réseau dans les conditions de préparation,
qui diffère de l’état sec. D’autres définitions, plus ou moins controversées, sont
mentionnées par Quesada-Pérez et al. (2011) pour l’état de référence.

2.1.3 Couplage entre grandes déformations et gonflement

Comme cela a été évoqué dans l’introduction de ce chapitre, un gel consiste en un
réseau réticulé de polymère gonflé dans lequel le gonflement est limité par la présence des
points de réticulation, qui forment des liens permanents entre les chaînes. Lorsque le réseau
s’imprègne de solvant, celui-ci tend à se dilater, entraînant ainsi un étirement élastique
des chaînes de polymère entre les points de jonction. Ce phénomène s’oppose clairement
au gonflement. Il en résulte une déformation à la fois importante, mais aussi réversible du
réseau puisque le retrait du solvant entraîne le relâchement des chaînes de polymère.

Selon Flory (1953), la variation totale d’énergie libre d’un gel (ou d’un réseau réticulé
gonflé, de manière générale) est due à deux contributions aux effets antagonistes :

– d’une part la variation d’énergie libre du mélange ∆Fmix, qui tend à favoriser le
gonflement ;

– d’autre part la variation d’énergie de déformation ∆Fméca, due à l’étirement isotrope
des chaînes de polymère, qui tend à s’opposer au gonflement.
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Supposant que ces deux contributions sont additives, cela peut se résumer par :

∆F = ∆Fmix + ∆Fméca, (2.38)

où l’énergie ∆Fmix, donnée par l’expression (2.13), et ∆Fméca, donnée par l’expression
(2.36) si l’on suppose que le gonflement est isotrope, sont rappelées ci-dessous :

∆Fmix(φ) =
kT

ν

Vp

φ
[(1− φ) ln (1− φ) + χφ (1− φ)] ,

∆Fméca(Js) = V0
C0

2

(
3J2/3

s − 3− ln Js

)
,

où l’on rappelle que φ = Vp/V désigne la fraction volumique de polymère et Js = V/V0,
V0 étant le volume de référence, désigne le degré de gonflement. Dans le cas où l’état de
référence est l’état sec, le volume de référence est égal au volume de polymère sec, i.e.
V0 = Vp. On dispose alors de la relation suivante entre la fraction volumique de polymère
et le degré de gonflement :

φ =
1
Js

. (2.39)

Dans un souci de cohérence, il est possible d’exprimer l’énergie de mélange ∆Fmix en
fonction de Js ou encore l’énergie mécanique ∆Fméca en fonction de φ :

∆Fmix(Js) =
kT

ν
Vp (Js − 1)

[
ln
(

1− 1
Js

)
+

χ

Js

]

∆Fméca(φ) = Vp
C0

2

(
3φ−2/3 − 3 + ln φ

)
. (2.40)

Dès lors, on peut choisir d’exprimer la variation totale d’énergie libre indifféremment en
fonction de φ ou de Js :

∆F (φ) =
kT

ν

Vp

φ
[(1− φ) ln (1− φ) + χφ (1− φ)] + Vp

C0

2

(
3φ−2/3 − 3 + ln φ

)
, (2.41)

∆F (Js) =
kT

ν
Vp (Js − 1)

[
ln
(

1− 1
Js

)
+

χ

Js

]
+ Vp

C0

2

(
3J2/3

s − 3− ln Js

)
. (2.42)

Par définition, le potentiel chimique du solvant dans le gel gonflé vaut :

µ− µ0 =
∂∆F

∂nf
=

(
∂∆Fmix

∂nf
+

∂∆Fméca

∂nf

)
, (2.43)

où µ0 désigne le potentiel chimique du solvant pur et nf désigne le nombre de molécules de
solvant (fluide). Rappelons que le volume courant V s’écrit comme la somme du volume
de polymère Vp et du volume de solvant Vf = nf ν, i.e. V = Vp + nf ν. Donc

Js =
V

Vp
= 1 + nf

ν

Vp
, et

∂Js

∂nf
=

ν

Vp
. (2.44)

La dérivation par nf donne alors :

∂∆Fmix

∂nf
=

∂∆Fmix

∂Js

∂Js

∂nf
, et

∂∆Fméca

∂nf
=

∂∆Fméca

∂Js

∂Js

∂nf
, (2.45)
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où, d’après (2.40)1,

∂∆Fmix

∂Js
= Vp

kT

ν

[
ln
(

1− 1
Js

)
+

1
Js

+
χ

J2
s

]
, (2.46)

et, d’après (2.36),
∂∆Fméca

∂Js
= VpC0

(
J−1/3

s − Js

2

)
. (2.47)

Finalement, le potentiel chimique du solvant dans le gel s’écrit :

µ− µ0 = kT

[
ln
(

1− 1
Js

)
+

1
Js

+
χ

J2
s

]
+ νC0

(
J−1/3

s − Js

2

)
. (2.48)

L’équilibre chimique est atteint lorsque le potentiel chimique du solvant dans le gel est
égal au potentiel chimique du solvant pur, c’est-à-dire lorsque µ = µ0. Il est alors possible,
d’après la théorie de Flory (1953), de prédire le degré de gonflement à l’équilibre chimique
(noté Je

s ). Ce dernier doit vérifier l’équation :

kT

[
ln
(

1− 1
Je

s

)
+

1
Je

s

+
χ

(Je
s )2

]
+ νC0

[
(Je

s )−1/3 − Je
s

2

]
= 0. (2.49)

Remarque - Paramètre d’interaction. La détermination du paramètre
d’interaction de Flory-Huggins χ pour un mélange solvant-polymère donné,
lorsqu’il n’est pas connu, se fait par des expériences de gonflement jusqu’à
l’équilibre, à température fixée.

2.1.4 Modèles récents : généralisation au cadre tridimensionnel

Comme cela a été mentionné, l’ensemble des notions présentées dans les sections pré-
cédentes (notion de mélange solvant-polymère, notion d’élasticité d’un réseau réticulé,
interaction entre les deux) ont été initialement formulées pour les élastomères gonflés, et
permettent de prévoir le gonflement à l’équilibre. Pour les gels, même si le degré de gon-
flement est largement supérieur à celui des élastomères, ces notions restent vraies. Depuis
les années 2000, l’intérêt pour les gels connaît un fort engouement grâce aux nombreuses
applications dont ils font l’objet (Singh et al., 2010). En particulier, les hydrogels (gels
dont le solvant est l’eau), du fait de leur caractère biocompatible, sont largement utilisés
dans l’ingénierie tissulaire (Clouet, 2010) et dans les domaines biomédicaux et pharmaceu-
tiques - libération de médicaments, cicatrisation, pansements, lentilles de contact, couches,
etc. (Peppas et al., 2000 ; Pal et al., 2009 ; Gibas et Janik, 2010) -, mais sont également
présents en agriculture (Jhurry, 1997 ; Sannino, 2008) et l’industrie agroalimentaire (Farris
et al., 2009).

Ainsi, dans le but de développer de nouveaux champs d’application, il devient néces-
saire de modéliser correctement la réponse mécanique de ces matériaux. Récemment, de
nombreux auteurs, parmi lesquels on peut citera Hong et al. (2008), Duda et al. (2010),
Chester et Anand (2010), Lucantonio et al. (2013) et Drozdov et Christiansen (2013a, b, c)
ont proposé des théories couplant grandes déformations et diffusion adaptées à l’étude des
gels en se plaçant dans le cadre tridimensionnel de la Mécanique de Milieux Continus mo-
derne et en s’efforçant de décrire rigoureusement la cinématique, les lois de conservation,
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et le formalisme thermodynamique qui conduisent à l’établissement des lois de compor-
tement. On notera, notamment, que l’énergie de déformation d’un réseau réticulé gonflé,
donnée par l’équation (2.35) en 1D, est transformée en 3D sous la forme :

∆Fméca = V0
C0

2
(I1 − 3− x ln Js) , (2.50)

où I1 = tr
(
FT F

)
désigne le premier invariant associé au tenseur de déformation F ; avec

x un facteur dont la valeur varie selon les auteurs. En effet, selon Duda et al. (2010), Baek
et Pence (2011) et Lucantonio et al. (2013), x est nul, ce qui entraîne la disparition du
terme ln Js, pourtant nécessaire à la prise en compte du changement de volume dû au
gonflement, dans l’équation (2.50). Selon Durning et Morman (1993), Baek et Srinivasa
(2004) et Drozdov et Christiansen (2013b, c) x vaut 1, comme cela a initialement proposé
par Flory (1953). Cependant, Holzapfel (2000) a montré que, afin de respecter l’hypothèse
selon laquelle l’état de référence est libre de contrainte, il est nécessaire que x = 2. Cette
dernière option a été suivie par Hong et al. (2008, 2009), Zhang et al. (2009a), Chester et
Anand (2010), Kang et Huang (2010), Drozdov et Christiansen (2013a) notamment. Dans
toute la suite, il a également été choisi de prendre x = 2 ; dans ce cas, l’équation (2.50)
s’écrit :

∆Fméca = V0
C0

2
(I1 − 3− 2 ln Js) , (2.51)

Les théories développées par Hong et al. (2008), Duda et al. (2010), Chester et Anand
(2010) et Drozdov et Christiansen (2013a) permettent de déterminer analytiquement les
états d’équilibre et (parfois) hors équilibre d’un gel sous contrainte mécanique et diffusion
sur des exemples d’application qui restent assez simples (équilibre en gonflement libre
de contrainte et en traction uniaxiale dans un bain de solvant, gonflement uniaxial hors
équilibre, etc.). Il est important de noter que l’ensemble de ces travaux repose sur des lois de
comportement formulées par rapport à une configuration de référence dans laquelle

le matériau est à l’état sec. Très récemment, Lucantonio et al. (2013), et Drozdov et
Christiansen (2013b, c) ont relevé l’importance d’introduire une configuration de

référence qui diffère de l’état sec, et qui correspond à l’état dans lequel le

matériau est libre de contrainte, c’est-à-dire à l’état de préparation du gel. La
mise en œuvre numérique par la Méthode des Eléments Finis a été proposée par Hong
et al. (2009), et Kang et Huang (2010) pour déterminer les états d’équilibre. A notre
connaissance, seuls Kang et Huang (2010), Chester (2011) et Chester et Anand (2011)
pour des gels thermo-sensibles et Lucantonio et al. (2013) effectuent la résolution hors
équilibre de problèmes complexes par la Méthode des Eléments Finis.

2.1.5 Bilan

Les gels, constitués d’un réseau de chaînes de polymère réticulées pouvant absorber
de large quantités de solvant, sont des matériaux remarquables par leur capacité à gon-
fler. Thermodynamiquement, ils sont rigoureusement semblables aux élastomères gonflés
sur lequels ont porté les premières études de Flory (1953) et Treloar (1975). Grâce aux
nombreux domaines d’application possibles des gels, ces derniers ont récemment suscité
l’intérêt de nombreux auteurs, qui se sont intéressés à leur étude en adaptant le travail de
Flory au cadre 3D.
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Néanmoins, parmi ces théories, deux points critiques, évoqués brièvement au cours de
cette section, subsistent :

– la raideur (au travers du module de cisaillement) est conservée constante lors du
gonflement, égale à celle dans l’état de référence, alors qu’il a été montré qu’elle
dépend explicitement du degré de gonflement (cf équation (2.33)),

– la définition de l’état de référence n’est pas claire. Il s’agit de l’état sec, selon Flory
(1953), et cela a largement été repris dans la littérature (Hong et al., 2008 ; Duda
et al., 2010 ; Chester et Anand, 2010) malgré les recommandations de Dušek et Prins
(1969).

L’étude approfondie de ces deux points, ainsi que leur prise en compte dans les lois de
comportement feront l’objet des sections 2.3 et 2.4.

2.2 Rappel : équations d’équilibre d’un problème de méca-

nique/diffusion

Dans cette section, les équations d’équilibre décrivant un problème de mé-

canique couplé à un problème de diffusion d’espèces moléculaires pour des

solides capables d’absorber un fluide sont rappelées. Le mélange fluide/solide est
traité comme un milieu continu et homogène permettant le transport de fluide. Alors que
les lois de conservation sont déduites par Duda et al. (2010) en adaptant la formulation des
puissances virtuelles proposée par Podio-Guidugli (2009), l’approche plus traditionnelle et
directe developpée par Fried et Gurtin (1999) ou Gurtin et al. (2010) pour le couplage
déformation/diffusion d’espèces moléculaires est adoptée ici.

Il est à noter que, puisque le temps caractéristique du processus de diffusion de fluide
est habituellement beaucoup plus long que le temps caractéristique associé à la propagation
d’ondes, les effets d’inertie sont négligés.

Soit B un solide non déformé occupant un volume V0 dans sa configuration de réfé-
rence et un volume V dans sa configuration déformée. Soit P un point arbitraire de B
de coordonnées X dans la configuration de référence et x dans la configuration déformée.
L’application ϕ telle que x = ϕ(X) désigne la déformation de la configuration de référence,
dont le gradient est défini par le tenseur F tel que 2 :

F = Gradϕ. (2.52)

Equations d’équilibre mécanique.

Le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff P est défini de sorte que le vecteur
contrainte T s’exerçant sur une portion de surface ∂P, de normale N, du sous-domaine P

2. On utilise ici les notations standard de la Mécanique des Milieux Continus en description cinématique

Lagrangienne totale. En particulier, Grad et Div désignent respectivement le gradient et la divergence

par rapport au point matériel X dans la configuration de référence, et grad et div désignent les mêmes

opérateurs par rapport au point x = ϕ(X) dans la configuration déformée. Le point situé au-dessus d’une

variable désigne la dérivée matérielle temporelle. Enfin, trA et det A désignent la trace et le déterminant

d’un tenseur A.
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d’un solide B 3 soit donné par :
T = PN. (2.53)

On dispose alors de la relation suivante entre le tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff
et le tenseur des contraintes de Cauchy :

P = (det F) σF−T . (2.54)

L’équation de conservation de la force s’écrit, sous forme globale :
∫

∂P

PN dA +
∫

P

b0 dV = 0, (2.55)

avec b0 le vecteur des efforts extérieurs par unité de volume de référence. En utilisant
le théorème de la divergence, on a :

∫

P

DivP dV +
∫

P

b0 dV = 0. (2.56)

L’équation (2.56) étant vraie quel que soit le sous-domaine P de B, on en déduit la forme
locale de l’équation de conservation de la quantité de mouvement, exprimée dans la confi-
guration de référence :

DivP + b0 = 0. (2.57)

Par ailleurs, le tenseur de Cauchy σ étant symétrique, le tenseur de Piola-Kirchhoff,
défini par l’équation (2.54) vérifie la relation

PFT = FPT , (2.58)

qui constitue la forme locale de l’équation de conservation du moment cinétique, exprimée
dans la configuration de référence.

Equation d’équilibre chimique.

Soit c le nombre de molécules de fluide absorbées par le réseau polymère par unité de
volume de référence, c’est-à-dire la teneur en fluide. Afin de décrire le transport de fluide,
on introduit le vecteur J, mesuré par unité de surface de référence par unité de temps tel
que −

∫
∂P

J ·NdA représente le nombre de molécules de fluide entrant dans P à travers la
portion de surface ∂P et par unité de temps. Le vecteur N désignant la normale extérieure
à ∂P, le terme −

∫
∂P

J ·NdA est bien positif lorsque le flux J est entrant dans P.
Dans ce cas, l’équation de conservation de la quantité de fluide s’écrit :

˙∫

P

c dV = −
∫

∂P

J ·N dA, (2.59)

quel que soit le sous-domaine P de B. A l’aide du théorème de la divergence, et en ramenant
la dérivée à l’intérieur de l’intégrale, on a :

∫

P

ċ dV = −
∫

P

DivJ dV. (2.60)

On en déduit donc l’équation locale d’équilibre chimique, exprimée dans la configuration
de référence :

ċ = −DivJ. (2.61)

3. Il est à noter que les quantités B, ∂P , N, T et P sont des quantités relatives à la configuration de

référence, non déformée et non contrainte.
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Second Principe de la Thermodynamique.

Le Second Principe de la Thermodynamique postule que la variation d’énergie libre
dans un sous-domaine quelconque P de B doit être inférieure ou égale à la somme de la
puissance W(P) des efforts exercés sur P et de l’énergie transportée dans P par le flux
d’espèces moléculaires T (P). Mathématiquement, cela s’écrit :

˙∫

P

Ψ dV ≤ W(P) + T (P), (2.62)

où Ψ désigne la densité d’énergie libre par unité de volume de référence, et où

W(P) =
∫

∂P

PN · ϕ̇ dA +
∫

P

b0 · ϕ̇ dV (2.63)

et
T (P) = −

∫

∂P

µJ ·N dA. (2.64)

Le premier terme de l’équation (2.63) peut s’écrire, en utilisant le théorème de la di-
vergence, l’équation de conservation de la quantité de mouvement (2.57) et le fait que
Gradϕ̇ = Ḟ :
∫

∂P

PN · ϕ̇ dA =
∫

P

(ϕ̇ ·DivP + P : Gradϕ̇) dV =
∫

P

(
−ϕ̇ ·b0 + P : Ḟ

)
dV (2.65)

A nouveau à l’aide du théorème de la divergence et de l’équation locale de conservation
de la masse d’espèce chimique (2.61), l’équation (2.64) devient :

T (P) = −
∫

P

Div (µJ) dV = −
∫

P

(µDivJ + J ·Gradµ) dV

= −
∫

P

(−µċ + J ·Gradµ) dV. (2.66)

Enfin, en ramenant la dérivée à l’intérieur de l’intégrale, le terme de gauche de l’inégalité
(2.62) vaut :

˙∫

P

Ψ dV =
∫

P

Ψ̇ dV. (2.67)

En introduisant les équations (2.63) à (2.67) dans l’inégalité (2.62) vérifiée par l’énergie
libre, on obtient :

∫

P

Ψ̇ dV ≤
∫

P

(
P : Ḟ + µċ− J ·Gradµ

)
dV. (2.68)

La dissipation interne, définie comme la différence entre le terme de droite et le terme de
gauche dans l’équation (2.68), s’écrit

Dint =
∫

P

(
P : Ḟ + µċ− J ·Gradµ− Ψ̇

)
dV ≥ 0. (2.69)

En postulant l’existence d’une densité δint (mesurée par unité de volume de référence) telle
que :

Dint =
∫

P

δint dV, (2.70)
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il vient :
δint = P : Ḟ + µċ− J ·Gradµ− Ψ̇ ≥ 0. (2.71)

Guidé par cette dernière expression (2.71), la densité d’énergie libre sera recherchée sous
la forme Ψ = Ψ̂(F, c), et le tenseur de Piola-Kirchhoff P et le potentiel chimique µ seront
alors déterminés par des équations constitutives de la forme

{
P = P(F, c)
µ = µ(F, c),

(2.72)

Bilan :

Les équations d’équilibre d’un problème couplé mécanique/diffusion sont rappelées
ci-dessous, en considérant les restrictions imposées par le cadre thermodynamique.
La résolution d’un tel problème nécessite, en outre, la donnée de conditions aux
limites appropriées.

� Equations d’équilibre :
– Problème mécanique :

Div P + b0 = 0 dans (B)

PN = Pd sur (∂BP )

u = ud sur (∂Bu) (2.73)

où Pd représente le vecteur contrainte des efforts extérieurs imposés sur la
frontière (∂BP ) et ud représente le déplacement imposé sur la frontière (∂Bu).

– Problème de diffusion :

ċ = −DivJ dans (B)

J ·N = Jd sur (∂BJ)

µ = µd sur (∂Bµ) (2.74)

où Jd repésente le flux de solvant imposé sur la frontière (∂BJ) et µd le potentiel
chimique imposé sur la frontière (∂Bµ).

� Restriction thermodynamique :

P : Ḟ + µċ− Ψ̇− J ·Gradµ ≥ 0 dans (B), (2.75)

avec Ψ = Ψ̂(F, c), P = P(F, c) et µ = µ(F, c).

2.3 Déviation par rapport à la théorie classique

2.3.1 Motivation

Comme cela a été évoqué au cours de la section 2.1, dans la théorie de Flory (1953),
la raideur (au travers du module de cisaillement) est gardée constante et égale à celle
dans l’état de référence. Dans la mesure où le degré de gonflement des élastomères est
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faible, cette hypothèse est relativement raisonnable. Dans le cas des gels ou du NP, le
degré de gonflement est beaucoup plus important. Les modèles dits classiques développés
par Hong et al. (2008), Duda et al. (2010), Chester et Anand (2010) suivent directement
la proposition de Flory. Dans cette section, nous proposons de développer un modèle

prenant en compte la dépendance de la raideur vis-à-vis du gonflement.

2.3.2 Dérivation du modèle

2.3.2.1 Cinématique

Les hypothèses de travail sont les suivantes : on considère un matériau de type « gel »,
homogène et isotrope. Le mélange fluide/solide est traité comme un milieu continu per-
mettant le transport de fluide. En outre, le réseau polymère et le fluide sont supposés
intrinsèquement incompressibles. Enfin, en suivant la théorie de Flory (1953) comme dans
la quasi-totalité des études récentes sur les gels (Hong et al. (2008, 2009) ; Duda et al.

(2010) ; Chester et Anand (2010) par exemple), on considère que l’état de référence

est l’état sec. Autrement dit, le gel se trouve initialement dans un état sec, libre de
contrainte.

En s’inspirant des approches classiques mises en place initialement pour l’étude de la
plasticité (Lee, 1969), de la viscoélasticité (Sidoroff, 1974), de la compressibilité (Ogden,
1984), et plus généralement étendues à la plupart des problèmes traitant des grandes dé-
formations (Lubarda, 2004), on considère, en chaque point matériel X, une décomposition
multiplicative du gradient de la déformation

F = fFs, (2.76)

telle que :
– Fs représente le gradient de la déformation associé au gonflement dû à l’absorption

des molécules de fluide par le réseau de polymère à partir de l’état de référence sec.
Le gonflement étant supposé isotrope, notant Js = det Fs, on peut alors écrire

Fs = J1/3
s I. (2.77)

– f représente le gradient de la déformation purement mécanique, qui est isochore
(j = det f = 1).

Le déterminant de F vaut donc simplement :

det F = (det f)(det Fs) = Js. (2.78)

La Figure 2.5 représente schématiquement cette décomposition multiplicative sur un vo-
lume élémentaire représentatif.

Notons Vp le volume total du réseau polymère, et Vf le volume de fluide absorbé par
le réseau. Puisque le matériau est sec dans son état de référence, on a V0 = Vp. En faisant
l’hypothèse que la variation de volume entre la configuration de référence et la configuration
courante est uniquement due à l’absorption de molécules de fluide, on a V = Vp+Vf . Ainsi,
le changement de volume s’écrit :

Js =
V

V0
= 1 +

Vf

Vp
. (2.79)
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(C0)

(Cs)

(C )

F

(det F = Js)

Fs = J
1/3
s I

(det Fs = Js) f
(det f = 1)

Figure 2.5 – Schéma représentatif de la décomposition multiplicative du gradient de la
déformation F = fFs sur un volume représentatif élémentaire, avec (C0) la configuration
de référence, (C ) la configuration courante (gonflée et déformée), et (Cs) la configuration
intermédiaire (gonflée). Cas où l’état de référence est un état sec.

En introduisant ν le volume d’une molécule de fluide et nf le nombre de molécules de
fluide absorbées par le réseau, le volume de fluide absorbé par le réseau vaut Vf = nf ν.
On a alors la relation

Js = 1 +
nf ν

Vp
= 1 + νc (2.80)

où

c =
nf

Vp
=

nf

V0
(2.81)

désigne le nombre de molécules de fluide absorbées par le réseau par unité de volume de
référence, c’est-à-dire la teneur en fluide. L’équation (2.80) est connue au travers de la
littérature sous le nom de relation d’incompressibilité moléculaire.

2.3.2.2 Théorie constitutive

D’après l’expression (2.71), on suppose initialement que Ψ = Ψ(F, c), où F et c sont en
réalité les « variables observables » du problème. Cependant, le gradient de la déformation
totale F étant relié au gradient de la transformation f entre la configuration gonflée et la
configuration actuelle par la décomposition (2.76), et la quantité c étant reliée à Js par la
relation d’incompressibilité moléculaire (2.80), la densité d’énergie libre peut prendre la
forme :

Ψ = Ψ̃(f , Js), (2.82)

avec f et Js les « variables de travail ». Le tenseur de Piola-Kirchhoff P et le potentiel
chimique µ sont alors déterminés par des équations constitutives de la forme

{
P = P(f , Js)
µ = µ(f , Js),

(2.83)
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et le flux de molécules J par une équation de la forme

J = J (f , Js, Gradµ) . (2.84)

Dans un souci de plus grande lisibilité, le terme de dépendance des différentes grandeurs
en fonction de (f , Js) ou (F, c) sera omis par la suite ; il sera seulement précisé dans les cas
qui pourraient être ambigus.

L’expression de la dissipation (2.71) peut donc être réécrite en fonction des nouvelles
variables de travail f et Js en remarquant que

Ḟ = ˙Fsf =
˙

J
1/3
s f =

1
3

J−2/3
s J̇sf + J1/3

s ḟ , (2.85)

et

ċ =
J̇s

ν
. (2.86)

De plus, la dérivée temporelle de la densité d’énergie libre, Ψ̇, s’écrit :

Ψ̇ =
∂Ψ̃
∂f

∣∣∣∣∣
Js

: ḟ +
∂Ψ̃
∂Js

∣∣∣∣∣
f

J̇s. (2.87)

L’équation de dissipation (2.71) devient donc :

P :
(

1
3

J−2/3
s J̇sf + J1/3

s ḟ

)
+

µ

ν
J̇s −

∂Ψ̃
∂f

∣∣∣∣∣
Js

: ḟ − ∂Ψ̃
∂Js

∣∣∣∣∣
f

J̇s − J ·Gradµ ≥ 0, (2.88)

ce qui peut être ré-arrangé, en rassemblant les termes en ḟ d’une part et les termes en J̇s

d’autre part, selon :
(

J1/3
s P− ∂Ψ̃

∂f

∣∣∣∣∣
Js

)
: ḟ +

(
1
3

J−2/3
s P : f +

µ

ν
− ∂Ψ̃

∂Js

∣∣∣∣∣
f

)
J̇s − J ·Gradµ ≥ 0. (2.89)

La procédure de Coleman-Noll (Coleman et Noll, 1963) est ensuite appliquée afin de dé-
terminer la forme des équations constitutives.

a. Relation contrainte/déformation.

En considérant d’abord tous les processus purement isochores tels que J̇s = 0, avec
Gradµ = 0 dans l’inéquation (2.89), on obtient :

(
J1/3

s P− ∂Ψ̃
∂f

∣∣∣∣∣
Js

)
: ḟ = 0, (2.90)

qui doit être satisfaite quel que soit f tel que j = det f = 1 (du fait de l’incompressibilité
du polymère). Or,

det f = 1 ⇔ ˙det f = 0 ⇔ (det f) f−T : ḟ = 0. (2.91)

Il existe donc q, scalaire, classiquement appelé « pression hydrostatique » tel que :
(

J1/3
s P− ∂Ψ̃

∂f

∣∣∣∣∣
Js

)
= −qf−T . (2.92)
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Le scalaire q peut être également vu comme un multiplicateur de Lagrange associé à la
contrainte d’incompressibilité (j − 1) = 0.

Finalement, la relation contrainte/déformation sous forme générale est donnée
par les expressions (équivalentes) suivantes :

– contrainte de Piola-Kirchhoff :

P = −qJ−1/3
s f−T + J−1/3

s

∂Ψ̃
∂f

∣∣∣∣∣
Js

(2.93)

– contrainte de Cauchy :

σ = (det F)−1 P
(
J1/3

s fT
)

= −qJ−1
s I + J−1

s

∂Ψ̃
∂f

∣∣∣∣∣
Js

fT . (2.94)

Ces deux grandeurs peuvent également être exprimées en fonction du gradient de la trans-
formation totale F. On a alors :

P = −qF−T +
∂Ψ
∂F

I, (2.95)

et

σ = −qJ−1
s I + J−1

s

∂Ψ
∂F

FT . (2.96)

b. Relation potentiel chimique/teneur en fluide.

On considère à présent tous les processus purement diffusifs, i.e. ḟ = 0, avec Gradµ = 0

dans l’inéquation (2.89). Le potentiel chimique µ satisfait l’équation :

(
1
3

J−2/3
s P : f +

µ

ν
− ∂Ψ̃

∂Js

∣∣∣∣∣
f

)
J̇s = 0, (2.97)

c’est-à-dire
µ

ν
=

∂Ψ̃
∂Js

∣∣∣∣∣
f

− 1
3

J−2/3
s P : f . (2.98)

Le produit P : f est calculé à l’aide l’expression de P donné par l’équation (2.93), et en
utilisant le fait que f−T : f = tr

(
f−1f

)
= trI = 3 :

P : f =

(
−qJ−1/3

s f−T + J−1/3
s

∂Ψ̃
∂f

∣∣∣∣∣
Js

)
: f = −qJ−1/3

s f−T : f + J−1/3
s

∂Ψ̃
∂f

∣∣∣∣∣
Js

: f

= −3qJ−1/3
s + J−1/3

s

∂Ψ̃
∂f

∣∣∣∣∣
Js

: f . (2.99)

Ainsi, le dernier terme de l’équation (2.98) est égal à :

1
3

J−2/3
s P : f = −qJ−1

s +
1
3

J−1
s

∂Ψ̃
∂f

∣∣∣∣∣
Js

: f . (2.100)
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Or, d’après l’équation (2.94), on a

trσ = −3qJ−1
s + J−1

s tr

(
∂Ψ̃
∂f

∣∣∣∣∣
Js

fT

)
= −3qJ−1

s + J−1
s tr

(
∂Ψ̃
∂f

∣∣∣∣∣
Js

: f

)
. (2.101)

Donc
1
3

J−2/3
s P : f =

1
3

trσ. (2.102)

Finalement, en introduisant (2.102) dans l’équation (2.98), on obtient l’expression

générale du potentiel chimique :

µ

ν
=

∂Ψ̃
∂Js

∣∣∣∣∣
f

− 1
3

trσ. (2.103)

c. Flux de solvant.

Dès lors que les équations constitutives - contrainte (2.93), (2.95), (2.94) ou (2.96) et
potentiel chimique (2.103) - sont établies, l’inégalité (2.89) provenant de l’expression de la
dissipation interne est réduite à l’expression :

− J ·Gradµ ≥ 0. (2.104)

Suivant les hypothèses proposées par Chester et Anand (2010), on suppose d’une part que
le flux de solvant J obéit à une loi du type :

J = −MGradµ, (2.105)

où M = M̃(f , Js) est le tenseur de mobilité.
D’autre part, si l’on restreint notre attention aux matériaux isotropes (qui restent isotropes
tout au long de la déformation), M peut être exprimé en fonction des invariants i1 et i2

du tenseur de Cauchy-Green droit c = fT f associé à la déformation isovolume (on rappelle
que i3 = j2 = 1), ainsi que de Js, c’est-à-dire :

M = m̃(i1, i2, Js)I, (2.106)

où m est une fonction scalaire positive, et

i1 = trc et i2 =
1
2

(
(trc)2 − tr(c2)

)
. (2.107)

Finalement, le flux de solvant est donné par l’expression :

J = −m̃(i1, i2, Js) Gradµ. (2.108)
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Bilan :

Les équations constitutives du problème couplé mécanique/diffusion s’écrivent sous
la forme générale :

� Contrainte :
– Piola-Kirchhoff :

P (f , Js) = −qJ−1/3
s f−T + J−1/3

s

∂Ψ̃
∂f

∣∣∣∣∣
Js

(2.109)

ou

P (F, c) = −qF−T +
∂Ψ
∂F

I (2.110)

– Cauchy :

σ (f , Js) = −qJ−1
s I + J−1

s

∂Ψ̃
∂f

∣∣∣∣∣
Js

fT (2.111)

ou

σ (F, c) = −qJ−1
s I + J−1

s

∂Ψ
∂F

FT (2.112)

� Potentiel chimique :
µ (f , Js)

ν
=

∂Ψ̃
∂Js

∣∣∣∣∣
f

− 1
3

trσ (2.113)

� Flux de solvant :
J (f , Js) = −m̃(i1, i2, Js) Gradµ (2.114)

2.3.2.3 Spécialisation de la théorie

Jusqu’à présent, les équations constitutives ont été écrites de manière très générale
en fonction de la densité d’énergie libre par unité de volume de référence Ψ. Il s’agit
maintenant de proposer une formulation spécifique pour Ψ adaptée au cas des gels, puis
de déterminer la contrainte P ou σ, le potentiel chimique µ et le flux J.

Tout d’abord, comme cela a été proposé initialement par Flory (1953) (cf section 2.1.3),
on fait l’hypothèse que la densité d’énergie libre peut se décomposer de façon additive
selon :

Ψ = Ψpur + Ψmix + Ψméca, (2.115)

où Ψpur désigne la contribution à la variation d’énergie libre du solvant pur, Ψmix représente
la contribution due au mélange solvant-polymère, et Ψméca est la contribution à la variation
d’énergie libre due à la déformation du réseau de chaînes de polymère. Il est à noter que
toutes ces contributions sont exprimées par unité de volume de référence V0 = Vp (état
sec). Classiquement (Hong et al., 2008, 2009 ; Duda et al., 2010 ; Chester et Anand, 2010),
c’est-à-dire en utilisant les variables de travail F et c, l’équation (2.115) se réécrit :

Ψ(F, c) = Ψpur(c) + Ψmix(c) + Ψméca(F). (2.116)

En utilisant la relation d’incompressibilité moléculaire donnée par l’équation (2.80), cette
relation peut également s’écrire en fonction des variables F et Js sous la forme :

Ψ̂(F, Js) = Ψ̂pur(Js) + Ψ̂mix(Js) + Ψ̂méca(F). (2.117)
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Concernant les deux premiers termes de cette expression, la littérature s’accorde à
choisir :

– pour la contribution du solvant pur à la variation de la densité d’énergie libre :

Ψpur(c) = µ0c, (2.118)

où µ0 désigne le potentiel chimique du solvant pur ; c’est-à-dire, en fonction des
variables F et Js,

Ψ̂pur(Js) =
µ0

ν
(Js − 1) . (2.119)

– pour la contribution du mélange à la variation de la densité d’énergie libre :

Ψ̂mix(Js) =
∆Fmix

Vp
=

kT

ν
(Js − 1)

[
ln
(

1− 1
Js

)
+

χ

Js

]
, (2.120)

provenant de l’expression (2.40)1 proposée par Flory (1953) pour la variation d’éner-
gie libre totale ramenée par unité de volume de référence.

Remarque - Ecriture de la densité d’énergie de mélange en fonction

de c. L’expression de la densité d’énergie de mélange exprimée en fonction de
c, utilisée par Chester et Anand (2010), Lucantonio et al. (2013) et Drozdov et
Christiansen (2013a) s’écrit de façon équivalente sous la forme :

Ψmix(c) = kT c

[
ln
(

νc

1 + νc

)
+

χ

1 + νc

]
. (2.121)

Il est à noter que l’expression proposée par Hong et al. (2008, 2009) et Zhang
et al. (2009a) diffère légèrement d’une constante, ce qui est insignifiant concer-
nant la prédiction de la contrainte et du potentiel chimique (Kang et Huang,
2010).

C’est sur le dernier terme dans l’expression (2.116), le terme Ψméca(F) représentant
la contribution à la variation d’énergie libre due à la déformation du réseau de chaînes
de polymère, que notre intérêt va se porter. En effet, dans cette section, il sera d’abord
question de décrire la théorie classique pour les gels proposée récemment par Hong et al.

(2008), Hong et al. (2009), Duda et al. (2010) et Chester et Anand (2010) par exemple, puis
de proposer une théorie alternative plus générale prenant en compte l’évolution

du module de cisaillement en fonction du gonflement.

a. Théorie classique

La densité d’énergie mécanique par unité de volume de référence V0, généralisée au
cadre de la Mécanique des Milieux Continus tridimensionnelle est issue de l’équation (2.50)
et donnée par :

Ψméca(F) =
∆Fméca

V0
=

C0

2
(I1 − 3− 2 ln Js) , (2.122)

où C0 est le module de cisaillement du matériau dans son état de référence sec, et I1 =
tr(FFT ) est le premier invariant de la déformation F. En utilisant la relation

I1 = tr
(
FT F

)
= tr

[(
J1/3

s f
)T (

J1/3
s f

)]
= J2/3

s tr
(
fT f

)
= J2/3

s i1, (2.123)
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où i1 est le premier invariant de la transformation f , on obtient :

Ψ̃méca(f , Js) =
C0

2

(
J2/3

s i1 − 3− 2 ln Js

)
, (2.124)

Dès lors, le calcul des dérivées de Ψ̃ donne :
– par rapport à f :

∂Ψ̃
∂f

∣∣∣∣∣
Js

=
∂Ψ̃méca

∂f

∣∣∣∣∣
Js

=
C0

2
J2/3

s

∂i1

∂f
= C0J2/3

s f , (2.125)

– par rapport à Js :
∂Ψ̃
∂Js

=
dΨ̃pur

dJs
+

dΨ̃mix

dJs
+

∂Ψ̃méca

∂Js
, (2.126)

avec

dΨ̃pur

dJs
=

µ0

ν
, (2.127)

dΨ̃mix

dJs
=

kT

ν

[
ln
(

1− 1
Js

)
+

1
Js

+
χ

J2
s

]
, (2.128)

∂Ψ̃méca

∂Js
= C0

(
1
3

J−1/3
s i1 − J−1

s

)
. (2.129)

En substituant la relation (2.125) dans les expressions (2.109) et (2.111), on obtient
l’expression générale des contraintes selon la théorie classique :

P = −qJ−1/3
s f−T + C0J1/3

s f = −qF−T + C0F,

σ = −qJ−1
s I + C0J−1/3

s b = −qJ−1
s I + C0J−1

s B, (2.130)

où b = ffT et B = BBT désignent le tenseur des dilatations de Cauchy-Green gauche
associé aux déformations f et F respectivement. On a alors :

trσ = −3qJ−1
s + C0J−1/3

s i1. (2.131)

En substituant la relation (2.126) dans l’expression (2.113) et en utilisant la relation
(2.131), on obtient l’expression générale du potentiel chimique selon la théorie

classique :
µ

ν
=

µ0

ν
+

kT

ν

[
ln
(

1− 1
Js

)
+

1
Js

+
χ

J2
s

]
+ J−1

s (q − C0) . (2.132)

Enfin, en suivant la proposition de Chester et Anand (2010) selon laquelle la mobilité
est une fonction puissance de la teneur en fluide (m = m̂(c) ≡ cn, où n ≥ 1 est constant),
la fonction mobilité s’écrit :

m = m̃(Js) =
D

νkT
(Js − 1)n , (2.133)

où D ≥ 1 est une constante représentant le coefficient de diffusion. Le flux de solvant
(2.114) est finalement donné par :

J = − D

νkT
(Js − 1)n Gradµ (2.134)

68



2.3. Déviation par rapport à la théorie classique

Bilan :

Les équations constitutives du problème couplé mécanique/diffusion selon la théorie
classique sont finalement :

� Contrainte :
– Piola-Kirchhoff :

P = −qJ−1/3
s f−T + C0J1/3

s f

= −qF−T + C0F (2.135)

– Cauchy :

σ = −qJ−1
s I + C0J−1/3

s b

= −qJ−1
s I + C0J−1

s B (2.136)

� Potentiel chimique :

µ

ν
=

µ0

ν
+

kT

ν

[
ln
(

1− 1
Js

)
+

1
Js

+
χ

J2
s

]
+ J−1

s (q − C0) (2.137)

� Flux de solvant :

J = − D

νkT
(Js − 1)n Gradµ (2.138)

b. Déviation par rapport à la théorie classique : prise en compte de l’évolution

du module de cisaillement en fonction du gonflement.

Guidé par la décomposition de la déformation F = fFs (cf Figure 2.5), on propose
désormais de décomposer la densité d’énergie de déformation sous la forme suivante :

Ψ̃méca(f , Js) = Ψ0
Js

(Js) + JswJs (f) , (2.139)

où le terme Ψ0
Js

(Js) désigne la densité d’énergie de déformation des chaînes de polymère
(par unité de volume de référence) sous l’effet du gonflement, et où wJs (f) désigne la
densité d’énergie de déformation par unité de volume gonflé pour la transformation pure-
ment mécanique (isovolume) caractérisée par le gradient de déformation f (ainsi le terme
JswJs (f) est bien exprimé par unité de volume de référence). Il est important de noter
que les densités d’énergie Ψ0

Js
et wJs dépendent de Js de deux manières :

– par l’intermédiaire de f en raison de la décomposition multiplicative rappelée en
début de paragraphe,

– par l’intermédiaire des paramètres matériau qui dépendent explicitement du chan-
gement de volume (ceci est symbolisé par l’indice · Js). En effet, on considère ici que
la raideur des chaînes de polymère est modifiée par l’absorption de solvant par le
réseau (cf section 2.1.2).

Dès lors, les équations consitutives données par les équations (2.109) à (2.113) du
problème peuvent être réécrites en fonction des nouvelles densités d’énergie :
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� Contrainte :
– Piola-Kirchhoff :

P = −qJ−1/3
s f−T + J−1/3

s

∂JswJs

∂f

∣∣∣∣
Js

= −qJ−1/3
s f−T + J2/3

s

∂wJs

∂f

∣∣∣∣
Js

. (2.140)

– Cauchy :

σ = −qJ−1
s I +

∂wJs

∂f

∣∣∣∣
Js

fT . (2.141)

� Potentiel chimique :

µ

ν
=

dΨ̃pur

dJs
+

dΨ̃mix

dJs
+

dΨ0
Js

dJs
+ wJs + Js

∂wJs

∂Js

∣∣∣∣
f

− 1
3

trσ. (2.142)

A nouveau, il s’agit maintenant de proposer une forme spécifique pour les différentes
densités d’énergie mises en jeu. De la même manière que précédemment, on choisit une
formulation classique de type néo-Hookéen pour le potentiel mécanique - que ce soit pour
la déformation due au gonflement seul Ψ0

Js
ou pour la déformation purement mécanique

wJs mais on impose une dépendance explicite des paramètres matériau vis-à-vis du degré
de gonflement Js. Ceci conduit à écrire :

Ψ0
Js

(Js) =
C1(Js)

2
(I1,s − 3− 2 ln Js) =

C1(Js)
2

(
3J2/3

s − 3− 2 ln Js

)
, (2.143)

où I1,s désigne le premier invariant de la transformation Fs et satisfait la relation

I1,s = tr
(
Fs

T Fs

)
= tr

[(
J1/3

s I
)T (

J1/3
s I

)]
= tr

(
J2/3

s I
)

= 3J2/3
s , (2.144)

et

wJs(f) =
C2(Js)

2
(i1 − 3− 2 ln j) =

C2(Js)
2

(i1 − 3) . (2.145)

Remarque - Equivalence avec le modèle classique. Le modèle classique
peut être vu comme un cas particulier du modèle avec prise en compte de
l’évolution du module de cisaillement en fonction du gonflement. En effet, en
considérant que le module de cisaillement est constant et égal au module de
cisaillement dans l’état sec pendant la phase de gonflement (c’est-à-dire en
prenant simplement C1(Js) = C0 dans l’expression (2.143)) et en considérant
que le changement de module de cisaillement entre l’état sec et l’état gonflé est
dû au changement de volume Js, c’est-à-dire C2(Js) = C0J

−1/3
s dans l’expression

(2.145), on a :

Ψ0
Js

(Js) + JswJs (f) =
C0

2

(
3J2/3

s − 3− 2 ln Js

)
+ Js

C0

2
J−1/3

s (i1 − 3)

=
C0

2
(I1 − 3− 2 ln Js)

= Ψméca(F),

où on a utilisé l’équation (2.123). On retrouve bien l’expression (2.122). Le mo-
dèle avec prise en compte explicite de l’évolution du module de cisaillement en
fonction du gonflement constitue donc une généralisation du modèle classique.
On choisira donc de l’appeler dans toute la suite « modèle généralisé ».
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Le calcul des dérivées mises en jeu dans les équations (2.140), (2.141) et (2.142) fournit :

dΨ0
Js

dJs
= C ′

1(Js)
[

3
2

(
J2/3

s − 1
)
− ln Js

]
+ C1(Js)

(
J−1/3

s − J−1
s

)
, (2.146)

∂wJs

∂f

∣∣∣∣
Js

=
C2(Js)

2
i1

∂f

∣∣∣∣
Js

= C2(Js)f , (2.147)

∂wJs

∂Js

∣∣∣∣
Js

=
C ′

2(Js)
2

(i1 − 3) , (2.148)

où la notation · ′ désigne la dérivation classique des fonctions C1 et C2 qui dépendent de
la seule variable Js.

En substituant l’équation (2.148) dans (2.140) et (2.141), on obtient l’expression

générale de la contrainte selon le modèle généralisé :

P = −qJ−1/3
s f−T + C2(Js)J2/3

s f = −qF−T + C2(Js)J1/3
s F

σ = −qJ−1
s I + C2(Js)b = −qJ−1

s I + C2(Js)J−2/3
s B. (2.149)

On a alors :
trσ = −3qJ−1

s + C2(Js)i1, (2.150)

et l’on observe une forme identique à celle fournie par l’équation (2.131), avec une simple
généralisation de la forme de la raideur.

En substituant (2.146), (2.147) et (2.150) dans (2.142), on obtient, après simplification
des calculs, l’expression générale du potentiel chimique selon le modèle généra-

lisé :

µ

ν
=

µ0

ν
+

kT

ν

[
ln
(

1− 1
Js

)
+

1
Js

+
χ

J2
s

]

+ C1(Js)
(
J−1/3

s − J−1
s

)
+ C ′

1(Js)
[

3
2

(
J2/3

s − 1
)
− ln Js

]

+
C2(Js)

2

(
1
3

i1 − 3
)

+
C ′

2(Js)
2

Js (i1 − 3)

+ qJ−1
s . (2.151)
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Bilan :

Pour résumer, les équations constitutives pour le modèle généralisé sont :

� Contrainte :
– Piola-Kirchhoff :

P = −qJ−1/3
s f−T + C2(Js)J2/3

s f

= −qF−T + C2(Js)J1/3
s F (2.152)

– Cauchy :

σ = −qJ−1
s I + C2(Js)b

= −qJ−1
s I + C2(Js)J−2/3

s B (2.153)

� Potentiel chimique :

µ

ν
=

µ0

ν
+

kT

ν

[
ln
(

1− 1
Js

)
+

1
Js

+
χ

J2
s

]

+ C1(Js)
(
J−1/3

s − J−1
s

)
+ C ′

1(Js)
[

3
2

(
J2/3

s − 1
)
− ln Js

]

+
C2(Js)

2

(
1
3

i1 − 3
)

+
C ′

2(Js)
2

Js (i1 − 3)

+ qJ−1
s (2.154)

� Flux de solvant (inchangé par rapport à l’équation (2.138)) :

J = − D

νkT
(Js − 1)n Gradµ (2.155)

Pour les études qui seront présentées ci-après, on choisira la forme particulière suivante,
qui permet d’apprécier les écarts par rapport à la théorie classique :

C1(Js) = C0

C2(Js) = C0J−1/3(1+ε)
s . (2.156)

De cette façon, lorsque l’on se place dans le cas particulier où ε = 0, on est dans le cas
de la théorie classique, et on retrouve les équations (2.135), (2.136) et (2.137). L’équation
(2.156), avec l’introduction du facteur 1 + ε dans l’exposant, permet donc de traiter des
cas qui s’écartent de la théorie classique. En effet, Gundogan et al. (2002) ont montré
que la dépendance en Js du ratio C(Js)/C0 du module de cisaillement lorsque le degré de
gonflement vaut Js sur le module de cisaillement initial peut varier par rapport à la valeur
−1/3, et prendre des valeurs allant de −2 (i.e. ε = 5) à 1/3 (i.e. ε = −2). Ainsi, deux
« régimes » différents traduisant le comportement du gel peuvent être mis en évidence :

– le cas où ε > 0 : le module diminue avec le gonflement (classique),
– le cas où ε < 0 : le module augmente avec le gonflement, ce qui constitue un compor-

tement plutôt surprenant mais qui pourrait traduire une certain raidissement sous
l’effet d’un gonflement suffisamment fort.
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Le calcul des dérivées des paramètres C1 et C2 par rapport à Js donne :

C ′
1(Js) = 0

C ′
2(Js) = −1

3
(1 + ε)C0J−1/3(4+ε)

s . (2.157)

En introduisant les équations (2.156) et (2.157) dans les expressions (2.152), (2.153) et
(2.154), on obtient les lois de comportement suivantes, qui seront utilisées dans la suite :

� Contrainte :
– Piola-Kirchhoff :

P = −qJ−1/3
s f−T + C0J1/3(1−ε)

s f

= −qF−T + C0J−ε/3
s F (2.158)

– Cauchy :

σ = −qJ−1
s I + C0J−1/3(1+ε)

s b

= −qJ−1
s I + C0J−(1+ε/3)

s B (2.159)

� Potentiel chimique :

µ

ν
=

µ0

ν
+

kT

ν

[
ln
(

1− 1
Js

)
+

1
Js

+
χ

J2
s

]

+ C0

[
J−1/3

s − J−1
s +

(
ε

3
− 1

)
J−1/3(1+ε)

s

]
+ qJ−1

s (2.160)

2.3.3 Mise en œuvre numérique

L’objectif de la résolution d’un problème couplé de mécanique et diffusion tel qu’il est
résumé par les équations (2.73) et (2.74) est la connaissance de l’ensemble des grandeurs
caractéristiques du problème : champ de contrainte P ou σ, potentiel chimique µ, teneur
en fluide c, degré de gonflement Js, etc. en tout point du domaine et à tout instant.

Cependant, une solution analytique n’est accessible que dans des situations relati-
vement simples. Dans tous les autres cas, il est nécessaire de recourir à des méthodes
numériques permettant d’obtenir une approximation de la solution. Dans cette étude, la
Méthode des Elément Finis est utilisée afin de calculer une solution approchée d’un tel
problème. Il convient de préciser que les lois de comportement classiques décrivant le gon-
flement ont été développées très récemment (à partir des années 2000 environ) et ne sont
intégrées dans aucun code de calcul commercial. Il a donc été nécessaire de les inclure
« manuellement » dans le code de calcul choisi, aussi bien pour le modèle classique que
pour le modèle généralisé.

Gardant à l’esprit que l’un des objectifs généraux de cette étude est la description
du comportement du DIV aux temps longs (cf section 1.3.1), il a été choisi de limiter ce
travail au cadre de la résolution numérique des états d’équilibre, c’est-à-dire lorsque
l’équilibre chimique est établi. Les équations d’équilibre, données par (2.73) et (2.74) pour
un problème de mécanique/diffusion complet à résoudre en tout point du domaine et à
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tout instant, se réduisent donc dans ce cas aux équations suivantes :

DivP + b0 = 0 dans (B)

PN = Pd sur (∂BP )

u = ud sur (∂Bu)

µ = µd dans (B), (2.161)

avec P et µ donnés respectivement par les équations (2.135) et (2.137) pour le modèle
classique, et (2.152) et (2.154) pour le modèle généralisé.

Cette section s’attache à décrire la mise en œuvre numérique par la Méthode des
Elément Finis dans un code de calcul Eléments Finis : le choix du code de calcul, la
stratégie d’implantation ainsi que la méthodologie mise en place sont décrits.

2.3.3.1 Choix du code de calcul et stratégie d’implantation

ABAQUS est un code de calcul Eléments Finis. En raison du large spectre de ses
capacités d’analyse, il est très largement utilisé dans l’industrie automobile et aéronautique,
et dans le milieu de la recherche. Initialement conçu pour analyser les comportements
non-linéaires, ABAQUS possède une vaste gamme de modèles de comportement, et laisse
également la possibilité à l’utilisateur d’implanter ses propres lois de comportement, par
le biais de routines utilisateur.

La routine utilisateur UHYPER, en particulier, permet
– de définir un potentiel thermodynamique, autrement dit une densité d’énergie libre,

pour des matériaux au comportement hyperélastique isotrope,
– d’inclure une dépendance du comportement vis-à-vis d’une variable de champ ou

d’une variable d’état.
Dans notre cas, on a bien un matériau hyperélastique isotrope, dont le gonflement (c’est-à-
dire le comportement) est piloté par la variable µ, le potentiel chimique. En s’inspirant du
travail de Hong et al. (2009), on remarque que cette variable a un rôle analogue à celui de la
température dans un problème thermo-mécanique où le comportement du matériau dépend
de la température. L’idée sera donc d’utiliser cette variable d’état qu’est la température
afin de lui faire jouer le rôle du potentiel chimique.

2.3.3.2 Méthodologie

La routine utilisateur UHYPER nécessite la définition des variables suivantes (ABA-
QUS 6.11, 2011) :

– U(1), représentant la densité d’énergie libre U

– U(2), représentant la partie déviatoire Ũdev de la densité d’énergie libre, doit égale-
ment être définie lorsque le comportement du matériau inclut l’effet Mullins. Dans
notre cas, on aura U(2) = 0.

– les différentes dérivées d’ordre 1, 2 et 3 par rapport aux invariants réduits, dont les
notations ABAQUS et leur définition sont résumées dans le tableau 2.1.

Toutes ces variables nécessitent en outre d’être exprimées en fonction des invariant réduits
définis de la façon suivante : pour une déformation quelconque définie par le gradient
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Fq et caractérisée par un changement de volume Jq = det Fq, notant Fq = J
−1/3
q Fq et

Bq = FqF
T
q , on notera :

Ī1,q = tr
(
Bq

)

Ī2,q =
1
2

[
Ī2

1,q − tr
(
Bq

)2
]

Ī3,q = det Bq = J2
q . (2.162)

variable UI1(1) UI1(2) UI1(3) UI2(1) UI2(2)

définition ∂U/∂Ī1 ∂U/∂Ī2 ∂U/∂J ∂2U/∂Ī1
2

∂2U/∂Ī2
2

variable UI2(3) UI2(4) UI2(5) UI2(6) UI3(1)

définition ∂2U/∂J2 ∂2U/∂Ī1∂Ī2 ∂2U/∂Ī1∂J ∂2U/∂Ī2∂J ∂3U/∂Ī1
2
∂J

variable UI3(2) UI3(3) UI3(4) UI3(5) UI3(6)

définition ∂3U/∂Ī2
2
∂J ∂3U/∂Ī1∂Ī2∂J ∂3U/∂Ī1∂J2 ∂3U/∂Ī2∂J2 ∂3U/∂J3

TABLEAU 2.1 – Correspondance entre les notations des variables ABAQUS de la routine
utilisateur UHYPER et leur définition.

L’écriture de la densité d’énergie libre, établie précédemment pour le modèle classique
et le modèle généralisé (cf section 2.3.2.2), doit donc être modifiée afin de respecter les
conditions requises pour l’implantation dans ABAQUS. Ceci s’articule autour de différentes
étapes, qui sont décrites ci-dessous. Dans un souci de meilleure lisibilité, ces étapes seront
entièrement décrites dans le cas du modèle classique, car les équations qui interviennent
sont légèrement moins lourdes que celles du modèle généralisé. Pour ce dernier, seule la
formulation finale sera proposée, les étapes de calcul y conduisant étant rigoureusement
identiques.

� Etape 1. Effectuer une transformation de Legendre pour passer de la va-
riable c (que l’on ne connaît pas a priori) à la variable µ qui pilote le gonflement et que
l’on va imposer comme un chargement. La transformation de Legendre de Ψ (repésentée
par l’indice · L) s’écrit :

ΨL(F, µ) = Ψ(F, c)− µc. (2.163)

En utilisant la relation d’incompressibilité moléculaire (2.80), ceci équivaut à :

Ψ̂L(F, µ) = Ψ̂(F, Js)− µ

ν
(Js − 1) . (2.164)
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En combinant l’équation (2.164) avec les équations (2.115), (2.119), (2.120) et (2.122),
l’expression de la densité d’énergie après transformation de Legendre s’écrit :

Ψ̂L(F, µ) =
kT

ν
(Js − 1)

[
ln
(

1− 1
Js

)
+

χ

Js

]
+

C0

2
(I1 − 3− 2 ln Js)− µ− µ0

ν
(Js − 1) .

(2.165)

� Etape 2. Modifier l’état initial pour éviter les problèmes numériques

lorsque Js = 1. Posons F = F′F0 avec F0 = λ0I (on a donc det F0 = λ3
0). En pratique,

on choisira λ0 très proche de 1 afin de décaler au minimum l’état initial tout en évitant la
singularité numérique (λ0 = 1, 0001, par exemple). On a alors la relation suivante entre le
déterminant Js de F et le déterminant J ′

s de F′ :

Js = det F = det F′ det F0 = J ′
s det F0, (2.166)

et la relation suivante entre le premier invariant I1 de F et celui de F′, noté I ′
1 :

I1 = tr
(
FFT

)
= tr

(
F′F0

(
F′F0

)T) = tr
(
F′F0F0

T F′T
)

= tr
(
λ2

0F′F′T
)

= λ2
0tr
(
F′F′T

)
= λ2

0I ′
1. (2.167)

L’équation (2.165) peut donc être réécrite comme suit :

Ψ̂L(F′, µ) =
kT

ν

(
J ′

s det F0 − 1
) [

ln
(

1− 1
J ′

s det F0

)
+

χ

J ′
s det F0

]

+
C0

2

[
λ2

0I ′
1 − 3− 2 ln

(
J ′

s det F0

)]

− µ− µ0

ν

(
J ′

s det F0 − 1
)

. (2.168)

On définit ainsi une nouvelle densité d’énergie Ψ̂′
L telle que :

Ψ̂′
L(F′, µ) =

Ψ̂L(F′, µ)
det F0

. (2.169)

On obtient alors l’expression suivante :

Ψ̂′
L(F′, µ) =

kT

ν

(
J ′

s −
1

det F0

)[
ln
(

1− 1
J ′

s det F0

)
+

χ

J ′
s det F0

]

+
C0

2 det F0

[
λ2

0I ′
1 − 3− 2 ln

(
J ′

s det F0

)]

− µ− µ0

ν

(
J ′

s −
1

det F0

)
. (2.170)

� Etape 3. Exprimer la densité d’énergie en fonction des invariants réduits.

La subroutine UHYPER requiert, de façon générale, pour une densité d’énergie Ψ associée
à un gradient de déformation F d’exprimer cette dernière en fonction de ses invariants
réduits (ici, puisque seul le premier invariant est utilisé, nous nous limiterons à la donnée
de ce dernier), où

Ī1 = tr
(
FF

T
)

= J−2/3
s tr

(
FFT

)
= J−2/3

s I1 = (det F)−2/3 I1. (2.171)
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Dans notre cas, il s’agit donc d’exprimer la densité d’énergie Ψ̂′
L en fonction de son

invariant réduit Ī ′
1, où :

Ī ′
1 =

(
det F′

)−2/3
I ′

1 = J ′−2/3
s I ′

1. (2.172)

L’expression (2.170) devient donc :

Ψ̂′
L(F′, µ) =

kT

ν

(
J ′

s −
1

det F0

) [
ln
(

1− 1
J ′

s det F0

)
+

χ

J ′
s det F0

]

+
C0

2 det F0

[
λ2

0J ′2/3
s Ī ′

1 − 3− 2 ln
(
J ′

s det F0

)]

− µ− µ0

ν

(
J ′

s −
1

det F0

)
. (2.173)

� Etape 4. Adimensionnaliser par kT/ν.

En effet, l’ordre de grandeur des constantes concernées est le suivant : ν ≈ 10−29−10−28 m3

pour le volume d’une molécule de solvant, k ≈ 10−23 m2 · kg · s−2 ·K−1 pour la constante
de Boltzmann et T ≈ 102 K pour la température. Si l’on restreint l’étude à des matériaux
dont le module de cisaillement à l’état sec C0 est compris entre 103 et 106 Pa, le rapport
C0ν/kT a pour ordre de grandeur 10−5− 10−1. Le fait d’adimensionnaliser les expressions
par kT/ν permet donc d’éviter des problèmes numériques liés à l’utilisation de très petites
valeurs numériques. L’expression (2.173) s’écrit finalement :

Ψ̂′
L,adim(F′, µ) =

(
J ′

s −
1

det F0

)[
ln
(

1− 1
J ′

s det F0

)
+

χ

J ′
s det F0

− µ− µ0

kT

]

+
1

2γ det F0

[
λ2

0J ′2/3
s Ī ′

1 − 3− 2 ln
(
J ′

s det F0

)]
, (2.174)

où γ est défini par la relation :

γ =
kT

νC0
. (2.175)

Pour le modèle généralisé, en considèrant que le module de cisaillement dépend explici-
tement du degré gonflement par l’intermédiaire de C1(Js) et C2(Js), on obtient, en suivant
exactement les étapes 1 à 4 décrites ci-dessus :

Ψ̂′
L,adim(F′, µ) =

(
J ′

s −
1

det F0

) [
ln
(

1− 1
J ′

s det F0

)
+

χ

J ′
s det F0

− µ− µ0

kT

]

+
C1(J ′

s det F0)
2 det F0

ν

kT

[
3
(

J ′2/3
s det F0

2/3 − 1
)
− 2 ln

(
J ′

s det F0

)]

+
C2(J ′

s det F0)
2

ν

kT
J ′

s

(
Ī ′

1 − 3
)

. (2.176)

En pratique, en utilisant les expressions données par (2.156) pour C1(Js) et C2(Js) et la
relation (2.175), on obtient :

Ψ̂′
L,adim(F′, µ) =

(
J ′

s −
1

det F0

)[
ln
(

1− 1
J ′

s det F0

)
+

χ

J ′
s det F0

− µ− µ0

kT

]

+
1

2γ det F0

[
3
(
J ′2/3

s det F0
2/3 − 1

)
− 2 ln

(
J ′

s det F0

)]

+
1

2γ

(
J ′

s det F0

)−1/3(1+ε)
J ′

s

(
Ī ′

1 − 3
)

. (2.177)
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L’expression (2.174) étant un cas particulier de (2.177) lorsque ε = 0, seule cette
dernière expression, a finalement été implémentée dans le code de calcul Eléments Finis
ABAQUS au moyen de la routine utilisateur UHYPER, dont le code est disponible en
Annexe A. Le langage utilisé est Fortran. Le calcul des dérivées nécessaires figurant dans le
tableau 2.1 a été effectué grâce à la « Toolbox Symbolic » de Matlab permettant l’exécution
de calculs mathématiques symboliques.

Il est à noter que la mise en œuvre de la loi de comportement donnée par (2.177)
nécessite la donnée de trois paramètres matériau à renseigner par l’utilisateur 4

– le module de cisaillement à l’état sec C0,

– la valeur du paramètre ε,

– le paramètre d’interaction polymère-solvant de Flory-Huggins χ.

2.3.4 Quelques applications

Ce paragraphe illustre la mise en œuvre numérique de résolution d’un problème de
mécanique/diffusion sur des exemples d’application, dans le cas classique (ε = 0) et dans
le cas généralisé (ε quelconque). La détermination des états d’équilibre en gonflement libre,
gonflement uniaxial, et traction/compression uniaxiale et gonflement combinés est d’abord
proposée : les solutions obtenues par la Méthode des Eléments Finis (EF) sont comparées
aux solutions analytiques connues (section 2.3.4.1). Enfin, afin de mieux comprendre les
équations et leur couplage, la résolution numérique d’un exemple hors équilibre (gonflement
uniaxial transitoire), dont la solution analytique peut être calculée, est également traitée
(cf section 2.3.4.2). Pour les application numériques, on choisira, dans toute cette section,
ν = 10−28 m3, ce qui consistue une valeur représentative pour le volume d’une molécule
de solvant, selon Hong et al. (2008).

2.3.4.1 Etats d’équilibre

Dans les trois exemples d’application qui suivent, la solution analytique est connue et
peut être calculée aisément (le détail des calculs est précisé). Cette solution est déterminée
dans le cas général, c’est-à-dire en considérant ε quelconque a priori. La connaissance
de cette solution permet d’étudier et de comprendre l’influence des paramètres matériau
(C0, χ, ε). La comparaison avec les résultats obtenus par la Méthode des Eléments Finis
permet, en outre, de valider l’implantation dans la routine utilisateur UHYPER.

a. Gonflement libre de contrainte

� Description du problème :

Dans ce premier exemple, le gonflement isotrope d’un échantillon cubique à température
ambiante (T = 20 ◦C) est étudié. Celui-ci, supposé initialement sec, est immergé dans un
bain de solvant dont le potentiel chimique est constant et égal à µ0, et subit un gonflement
isotrope et libre de contrainte, comme l’illustre la Figure 2.6.

4. en pratique, comme cela est visible dans l’Annexe A, un quatrième paramètre (qui n’est pas un

paramètre matériau) est à renseigner par l’utilisateur : le paramètre λ0 qui représente le décalage de l’état

initial. On choisira λ0 = 1, 0001 pour s’affranchir des problèmes numériques sans pour autant dégrader les

résultats.
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L λsL

µ0

µ0

Figure 2.6 – Gonflement libre de contrainte d’un cube dans un excès de solvant. L :
longueur du côté du cube non déformé (état initial sec) ; λsL : longueur du côté du cube
déformé, λs repésentant l’élongation (identique dans les trois directions de l’espace).

� Résolution EF :

Dans ABAQUS/CAE, un modèle de cube de côté 1 mm est réalisé. Afin d’éviter les mou-
vements de solide rigide, le sommet de coordonnées (0, 0, 0) est encastré. La variation de
potentiel chimique normalisée (µ − µ0)/(kT ) (par abus de langage, on utilisera le terme
« potentiel chimique ») est imposée comme un chargement volumique uniforme à l’aide
de la fonction « champ prédéfini » (« predefined field ») : il est amené à varier graduel-
lement d’une valeur initiale donnée (µ − µ0)/(kT )|init

5 à 0, correspondant à l’équilibre
chimique, comme le montre la Figure 2.7. Le maillage est réalisé avec les éléments C3D8H
hexaédriques linéaires avec une formulation hybride (afin de gérer correctement l’incom-
pressibilité intrinsèque de la phase solide).

0

µ−µ0

kT |init

µ−µ0

kT

Temps
0 ∞

Figure 2.7 – Définition du chargement imposé en terme de potentiel chimique.

Le gonflement libre de contrainte du cube obtenu par EF est illustré sur la Figure 2.8.
La distribution spatiale du champ de contrainte est représentée dans l’état initial (non
déformé) et dans l’état d’équilibre final. Le modèle EF permet de vérifier que le champ
de contrainte est uniformément nul. En outre, on vérifie que le champ de déformation est
uniforme (dans l’état d’équilibre déformé, la forme est toujours cubique).

� Résolution analytique :

Notant λs l’élongation (identique dans les trois directions de l’espace), le gradient de la
déformation est donné par

F = λsI, (2.178)

5. La valeur initiale (µ−µ0)/(kT )|init est déterminée en considérant le fait que le matériau est isotrope,

et initialement non déformé et non contraint. En pratique, cette valeur est calculée en utilisant la relation

(2.182) déterminée ci-après, qui dépend des paramètres matériau considérés, avec λs = 1.

79



Chapitre 2. Développement d’un modèle couplant grandes déformations et diffusion

état initial sec (non déformé)

état d’équilibre final

X

Y

Z

Figure 2.8 – Distribution spatiale du champ de contrainte lors du gonflement libre de
contrainte du cube obtenu par EF, avec C0 = 3 · 105 Pa, χ = 0, 1 et ε = 1.

i.e. Fs = λsI et f = I dans l’équation (2.76), et Js = det F = λ3
s. Le problème étant libre

de contrainte, il vérifie donc la relation

P = 0 (ou, de façon équivalente, σ = 0). (2.179)

Enfin, l’équilibre chimique est atteint lorsque le potentiel chimique du gel est égal à celui
du solvant, i.e. µ = µ0.

En introduisant les relations (2.178) et (2.179) dans (2.158) et (2.160), on obtient alors
les deux équations suivantes :

q = C0λ2−ε
s (2.180)

et

µ− µ0

ν
=

kT

ν

[
ln
(

1− 1
λ3

s

)
+

1
λ3

s

+
χ

λ6
s

]

+ C0

[
λ−1

s − λ−3
s +

(
ε

3
− 1

)
λ−(1+ε)

s

]
+ qλ−3

s . (2.181)

En introduisant l’équation (2.180) dans l’équation (2.181) et en normalisant par kT/ν, on
obtient la relation

µ− µ0

kT
=
[
ln
(

1− 1
λ3

s

)
+

1
λ3

s

+
χ

λ6
s

]
+

1
γ

[
λ−1

s − λ−3
s +

ε

3
λ−(1+ε)

s

]
, (2.182)
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qui permet de prédire l’élongation λs en fonction du potentiel chimique. L’équation

d’équilibre en gonflement libre de contrainte vérifiée par λe
s (l’élongation à l’équi-

libre) est finalement donnée par la relation :

γ

[
ln

(
1− 1

(λe
s)3

)
+

1

(λe
s)3 +

χ

(λe
s)

6

]
+ (λe

s)−1 − (λe
s)−3 +

ε

3
(λe

s)−(1+ε) = 0. (2.183)

� Influence des paramètres matériau sur le comportement :

La Figure 2.9 montre le comportement du matériau en gonflement libre de contrainte, pour
différentes valeurs du paramètre ε. L’élongation est représentée en fonction de la variation
de potentiel chimique. On remarque que le comportement à l’équilibre, c’est-à-dire lorsque
(µ− µ0)/(kT ) = 0, est modifié selon la valeur prise par le paramètre ε.

-0,75
0
1

-0,5 -0,4 -0,3 -0,2 -0,1 0
µ−µ0

kT

1

1,5

2

2,5

3

3,5

4

λs

Figure 2.9 – Influence du paramètre ε sur le comportement en gonflement libre de
contrainte. L’élongation est représentée en fonction du potentiel chimique pour ε = -0,75, 0
et 1 (avec C0 = 105 Pa et χ = 0, 1 fixés). L’équilibre est atteint lorsque (µ−µ0)/(kT ) = 0.

La Figure 2.10 montre l’influence du module de cisaillement à l’état sec C0 (Figure
2.10a) et du coefficient d’interaction de Flory-Huggins χ (Figure 2.10b) sur l’équilibre en
gonflement libre de contrainte. L’élongation à l’équilibre λe

s est représentée en fonction
du paramètre ε. Lorsque ε > 0, ce dernier a très peu d’influence sur l’équilibre, quels
que soient C0 et χ. Lorsque ε < 0, une diminution de ε entraîne une augmentation du
gonflement à l’équilibre, quels que soient C0 et χ. On rappelle que, d’après les observations
de Gundogan et al. (2002), lorsque ε > 0 on se situe dans le régime classique dans lequel
le module diminue avec le gonflement ; lorsque ε < 0, on a affaire à un régime traduisant
un raidissement sous l’effet du gonflement.
On constate, en outre, que l’augmentation de la raideur (via une augmentation de C0)
entraîne une diminution du gonflement ; autrement dit, C0 faible favorise le gonflement.
Ceci s’explique par le fait que les chaînes formant le réseau sont plus raides, ce qui rend plus
difficile leur étirement sous l’action de la pénétration des molécules de solvant à l’intérieur
du réseau, et entraîne un gonflement moindre. De même, une augmentation du paramètre
d’interaction χ entraîne une diminution du gonflement, autrement dit χ faible favorise

le gonflement. En effet, une faible valeur de χ témoigne d’une grande affinité chimique
entre le solvant et le réseau, ce qui provoque une bonne absorption de fluide par le réseau,
et donc un gonflement important.

81



Chapitre 2. Développement d’un modèle couplant grandes déformations et diffusion

104

105

106

-1 0 1 2 3 4 5
ε

1,5

2

2,5

3

3,5

4

4,5

5

λe
s

(a)

0,1
0,3
0,45

-1 0 1 2 3 4 5
ε

2

2,4

2,8

3,2

3,6

λe
s

(b)

Figure 2.10 – Influence des paramètres matériau sur le comportement en gonflement
libre de contrainte : (a) influence du module de cisaillement à l’état sec C0 (avec χ = 0, 1
fixé) ; (b) influence du paramètre d’interaction χ (avec C0 = 105 Pa fixé). L’élongation à
l’équilibre λe

s est représentée en fonction du paramètre ε.

� Comparaison des résultats analytique et EF :

La Figure 2.11 illustre l’évolution de l’élongation λs lorsque l’on fait évoluer graduellement
le potentiel chimique, donnée par la résolution analytique de l’équation (2.182), avec C0 =
3 · 105 Pa, χ = 0, 1 et ε = 0. Les résultats obtenus par la Méthode des Eléments Finis sont
également inclus sur cette figure. La superposition des résultats analytiques et EF permet
de valider l’implantation EF par la routine utilisateur UHYPER.

analytique
EF

-0,5 -0,4 -0,3 -0,2 -0,1 0
µ−µ0

kT

1

1,5

2

2,5

λs

Figure 2.11 – Comparaison des résultats analytiques et EF sur l’exemple de gonflement
libre de contrainte. L’élongation est représentée en fonction du potentiel chimique (C0 =
3 · 105 Pa, χ = 0, 1 et ε = 0). L’équilibre est atteint lorsque (µ− µ0)/(kT ) = 0.

b. Gonflement uniaxial
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2.3. Déviation par rapport à la théorie classique

� Description du problème :

Un échantillon dont l’épaisseur (dans la direction Y ) est faible par rapport aux deux
dimensions du plan (X, Z), est posé sur un substrat rigide, puis mis en contact avec un
solvant de potentiel chimique µ0, à température ambiante (T = 20 ◦C). L’échantillon est
alors libre de gonfler dans la direction normale au plan, et se trouve ainsi soumis à un état
de contrainte équibiaxiale, comme l’illustre la Figure 2.12.

H0
λH0

µ0

µ0 P

X

Y

Z

Figure 2.12 – Schéma illustrant le gonflement uniaxial d’un échantillon dans un excès de
solvant. H0 : épaisseur non déformée (état initial sec) ; λH0 : épaisseur dans l’état déformé
(λ repésentant l’élongation dans la direction Y ) ; P : contrainte (de Piola-Kirchhoff) dans
le plan (X, Z).

� Résolution EF :

Dans ABAQUS/CAE, une pavé d’épaisseur 1 mm dans la direction Y et de côté 10 mm
selon X et Z est considéré. Dans le plan Y = 0, les nœuds sont fixés dans toutes les
directions afin de représenter le contact avec le substrat rigide. Dans les plans X = 0 et
X = 10, le déplacement dans la direction X est nul ; de même, dans les plans Z = 0 et
Z = 10, le déplacement dans la direction Z est nul. Comme précédemment, le potentiel
chimique est imposé (jusqu’à atteindre l’équilibre) comme un chargement uniforme à l’aide
de la fonction illustrée sur la Figure 2.7. A nouveau, les éléments utilisés sont de type
C3D8H (hexaédriques linéaires, formulation hybride).

Le gonflement uniaxial de la couche de gel obtenu par EF est illustré sur la Figure
2.13. La distribution spatiale de la contrainte σ11 normalisée par kT/ν est représentée
dans l’état initial (non déformé) et dans l’état d’équilibre final. On constate que σ11 < 0
dans tout le domaine : le matériau résiste au gonflement.

� Résolution analytique :

Notant λ l’élongation dans la direction Y , l’état de déformation est caractérisé par le
gradient de transformation :

F =




1 0 0
0 λ 0
0 0 1


 (Js = λ), (2.184)

et le tenseur des contraintes est donné par :

P =




P 0 0
0 0 0
0 0 P


 . (2.185)
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état initial sec (non déformé)

état d’équilibre final

X

Y

Z

Figure 2.13 – Distribution spatiale de la contrainte σ11 normalisée par kT/ν d’une couche
d’échantillon en gonflement uniaxial obtenu par EF, avec C0 = 3 · 105 Pa, χ = 0, 1 et ε = 2.

L’équilibre chimique est atteint lorsque le potentiel chimique vérifie µ = µ0.
En remplaçant les expressions de F et P dans l’équation (2.158), la contrainte et la

pression hydrostatique s’écrivent respectivement :

P = −q + C0λ−ε/3, (2.186)

et

q = C0λ2−ε/3. (2.187)

Le potentiel chimique normalisé par kT/ν est obtenu en substituant l’expression de q dans
(2.160) :

µ− µ0

kT
=
[
ln
(

1− 1
λ

)
+

1
λ

+
χ

λ2

]

+
1
γ

[
λ−1/3 − λ−1 +

(
ε

3
− 1

)
λ−1/3(1+ε) + λ1−ε/3

]
. (2.188)
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Cette expression permet de prédire l’élongation λ dans la direction normale au plan, en
fonction du potentiel chimique. Enfin, l’équation d’équilibre en gonflement uniaxial

vérifiée par λe (élongation à l’équilibre dans la direction normale) est donnée par :

γ

[
ln
(

1− 1
λe

)
+

1
λe

+
χ

(λe)2

]
+ (λe)−1/3 − (λe)−1

+
(

ε

3
− 1

)
(λe)−1/3(1+ε) + (λe)1−ε/3 = 0. (2.189)

En utilisant les équations (2.186) et (2.187), la contrainte équibiaxiale à l’équilibre P e

s’écrit alors :
P e = C0

[
(λe)−ε/3 − (λe)2−ε/3

]
. (2.190)

� Influence des paramètres matériau sur le comportement :

La Figure 2.14 montre l’influence du paramètre ε sur le comportement en gonflement uni-
axial. L’élongation λ et la contrainte P normalisée sont représentées en fonction de la va-
riation de potentiel chimique (µ−µ0)/(kT ) que l’on fait tendre vers l’équilibre. On observe
que l’augmentation de ε induit une augmentation importante du gonflement à l’équilibre
ainsi qu’une importante diminution (en valeur absolue) de la contrainte à l’équilibre. Ceci
est cohérent puisqu’on rapelle qu’une augmentation de ε correspond à un ramolissement
du matériau.
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Figure 2.14 – Influence du paramètre ε sur le comportement en gonflement uniaxial.
L’élongation (a) et la contrainte normalisée (b) sont représentées en fonction du potentiel
chimique pour différentes valeurs de ε (avec C0 = 105 Pa et χ = 0, 1 fixés). L’équilibre est
atteint lorsque (µ− µ0)/(kT ) = 0.

La Figure 2.15 montre l’influence du module de cisaillement à l’état sec C0 (Figures
2.15a et 2.15b) et du coefficient d’interaction de Flory-Huggins χ (Figures 2.15c et 2.15d)
sur l’équilibre en gonflement libre de contrainte. L’élongation λe et la contrainte P e (nor-
malisée) à l’équilibre sont représentées en fonction du paramètre ε.
Comme précédemment, on remarque qu’une augmentation de ε induit une augmentation
du gonflement à l’équilibre, d’autant plus importante que le matériau est mou (C0 faible)
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et que son affinité avec le solvant est importante (χ faible). En parallèle, on note une
diminution (en valeur absolue) de la contrainte à l’équilibre.
Comme dans le cas du gonflement libre de contrainte, on constate que l’augmentation de
la raideur du matériau sec (via une augmentation de C0) et l’augmentation du paramètre
d’interaction χ entraînent une diminution du gonflement (Figures 2.15a et 2.15c) : C0 et χ

faibles favorisent le gonflement. Parallèlement, l’augmentation de la raideur entraîne une
augmentation (en valeur absolue) de la contrainte équibiaxiale (Figures 2.15b et 2.15d).
Ceci s’explique par le fait que, plus les chaînes du réseau sont raides, plus la contrainte sera
importante à déformation équivalente. Au contraire, c’est une diminution du paramètre
d’interaction qui induit une augmentation (en valeur absolue) de la contrainte (Figure
2.15d). En effet, plus χ est faible, plus grande est l’affinité entre le solvant et le réseau,
donc plus ce dernier gonfle. Les chaînes du réseau sont plus étirées, donc plus contraintes.
On peut, en outre, remarquer que, lorsque ε est important, χ n’a a priori plus d’effet
notable sur la réponse en contrainte. En effet, ε correspond à un ramollissement, donc une
perte de raideur, lors du gonflement. Or, il a été observé qu’une diminution de la raideur
entraîne une diminution de la contrainte (d’après les Figure 2.15b et 2.15d). Par consé-
quent, lorsque ε est important, la différence de comportement pour les différentes valeurs
de χ subsite certainement, mais les résultats sont écrasés par la chute de raideur, et donc
de contrainte.

Si l’on compare la réponse obtenue en gonflement uniaxial avec la réponse obtenue
en gonflement libre de contrainte (cf Figure 2.10a), on remarque que l’élongation obtenue
dans le cas du gonflement uniaxial est plus importante que dans le cas du gonflement libre,
car le matériau ne peut gonfler que dans une seule direction. Cependant, le gonflement
est moindre dans le cas du gonflement uniaxial. En effet, pour C0 = 105 Pa, χ = 0, 1 et
ε = 0 par exemple, l’élongation à l’équilibre en gonflement libre vaut λe

s = 2, 85, soit un
gonflement de Je

s = (λe
s)3 = 23, 15, tandis qu’en gonflement uniaxial, l’élongation vaut

λe = 5, 77, soit un gonflement de Je
s = λe = 5, 77.

� Comparaison des résultats analytiques et EF :

La Figure 2.16 montre l’évolution de l’élongation dans la direction normale (Figure 2.16a)
et de la contrainte normalisée (Figure 2.16b) lorsque l’on fait évoluer graduellement le
potentiel chimique. Les résultats analytiques et les résultats obtenus par la Méthode des
Eléments Finis pour C0 = 3 · 105 Pa, χ = 0, 1 et ε = 0 sont présentés. A nouveau, on
constate une superposition des résultats analytique et EF, ce qui permet de confirmer la
validation de l’implantation EF par la routine utilisateur UHYPER.
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Figure 2.15 – Influence des paramètres matériau C0 et χ sur le comportement en gonfle-
ment uniaxial : (a) et (b) influence du module de cisaillement à l’état sec C0 (avec χ = 0, 1
fixé) ; (c) et (d) influence du paramètre d’interaction χ (avec C0 = 105 Pa fixé). L’élonga-
tion à l’équilibre λe (a) et (c), et la contrainte (normalisée) à l’équilibre P e (c) et (d) sont
représentées en fonction du paramètre ε.
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Figure 2.16 – Comparaison des résultats analytiques et EF sur l’exemple de gonflement
uniaxial. L’élongation (a) et la contrainte normalisée (b) sont représentées en fonction du
potentiel chimique (C0 = 3 · 105 Pa, χ = 0, 1 et ε = 0). L’équilibre est atteint lorsque
(µ− µ0)/(kT ) = 0.
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c. Traction/compression uniaxiale et gonflement combinés

� Description du problème :

Un échantillon cubique, supposé initialement sec est immergé dans un solvant de potentiel
chimique constant µ0, à température ambiante (T = 20 ◦C) et soumis simultanément à
une contrainte uniaxiale (en traction ou compression) le long de sa direction longitudinale,
comme le montre la Figure 2.17.

L λlL
λtL

P

µ0
µ0

Figure 2.17 – Schéma illustrant l’exemple de traction/compression uniaxiale dans un
excès de solvant. L : longueur du côté non déformée (état initial sec) ; λlL : longueur dans
la direction longitudinale (état déformé) (λl repésentant l’élongation longitudinale) ; P :
contrainte (de Piola-Kirchhoff) longitudinale.

� Résolution EF :

Dans ABAQUS/CAE, un cube de côté 1 mm est réalisé. Le chargement est décomposé
selon trois étapes successives : gonflement libre de contrainte, compression uniaxiale, trac-
tion uniaxiale. Si l’on note U1, U2 et U3 le déplacement selon les directions X, Y , et Z

respectivement, et UR,1, UR,2 et UR,3 la rotation autour de X, Y , et Z respectivement,
alors les étapes de chargement sont caractérisées par les conditions aux limites suivantes :

1. Gonflement libre : au point de coordonnées (0, 0, 0), on impose U1 = U2 = U3 =
UR,1 = UR,2 = UR,3 = 0.

2. Compression uniaxiale :
– X = 0 : U1 = UR,1 = UR,2 = UR,3 = 0
– Y = 0 : U2 = UR,1 = UR,2 = UR,3 = 0
– Z = 0 : U3 = UR,1 = UR,2 = UR,3 = 0
– X = 1 : U1 = Ud,comp où la valeur de Ud,comp doit être choisie de sorte qu’elle soit

inférieure au déplacement maximum atteint à la fin de l’étape de gonflement libre.

3. Traction uniaxiale :
– X = 0 : U1 = UR,1 = UR,2 = UR,3 = 0
– Y = 0 : U2 = UR,1 = UR,2 = UR,3 = 0
– Z = 0 : U3 = UR,1 = UR,2 = UR,3 = 0
– X = 1 : U1 = Ud,trac où la valeur de Ud,trac doit être choisie de sorte qu’elle soit

supérieure au déplacement maximum atteint à la fin de l’étape de gonflement libre.

La variation de potentiel chimique est imposée à l’aide de la fonction illustrée sur la Figure
2.7 dans l’étape 1, jusqu’à l’équilibre chimique, puis maintenue nullle dans les deux étapes
suivantes. Le maillage est réalisé au moyen d’éléments de type C3D8H.
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Les résultats EF pour cet exemple de gonflement combiné à de la traction/compression
sont représentés sur la Figure 2.18, avec C0 = 4 · 104 Pa, χ = 0, 1 et ε = 5. Le déplacement
maximum imposé en traction Ud,trac est de 4 mm (i.e. λl = 5).

Etat initial Fin de gonflement Fin de compression Fin de tractionX

Y

Z

Figure 2.18 – Distribution spatiale du déplacement dans la direction X selon les dif-
férentes étapes dans le cas de l’exemple de gonflement suivi d’une traction/compression
uniaxiale obtenu par EF, avec C0 = 4 · 104 Pa, χ = 0, 1 et ε = 5.

� Résolution analytique :

Notant λl l’élongation longitudinale dans la direction X, et λt l’élongation transverse dans
les directions Y et Z, l’état de déformation est caractérisé par le gradient de transforma-
tion :

F =




λl 0 0
0 λt 0
0 0 λt


 (Js = λlλ

2
t ), (2.191)

et le tenseur des contraintes est donné par :

P =




P 0 0
0 0 0
0 0 0


 . (2.192)

L’équilibre chimique est atteint lorsque le potentiel chimique vérifie µ = µ0.
En remplaçant les expression de F et P dans (2.135), la contrainte et la pression

hydrostatique s’écrivent respectivement :

P = −qλ−1
l + C0λ

1−ε/3
l λ

−2ε/3
t , (2.193)

et
q = C0λ

−ε/3
l λ

2(1−ε/3)
t . (2.194)

Substituant l’expression de q dans l’expression du potentiel chimique (2.152), on a :

µ− µ0

kT
=
[
ln
(

1− 1
λlλ

2
t

)
+

1
λlλ

2
t

+
χ

(λlλ
2
t )2

]
+

1
γ

[(
λlλ

2
t

)−1/3
−
(
λlλ

2
t

)−1

+
(

ε

3
− 1

)(
λlλ

2
t

)1/3(1+ε)
+ λ

−(1+ε/3)
l λ

−2ε/3
t

]
. (2.195)
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Enfin, l’équation d’équilibre en traction/compression uniaxiale et gonflement

combinés vérifiée par λe
l et λe

t (élongations longitudinale et transverse à l’équilibre) est
donnée par :

γ

[
ln

(
1− 1

λe
l (λe

t )2

)
+

1
λe

l (λe
t )2

+
χ

(λe
l (λe

t )2)2

]
+

1
γ

[(
λlλ

2
t

)−1/3
−
(
λe

l (λe
t )2
)−1

+
(

ε

3
− 1

)(
λe

l (λe
t )2
)1/3(1+ε)

+ (λe
l )−(1+ε/3)(λe

t )−2ε/3
]

= 0. (2.196)

En utilisant les expressions (2.193) et (2.194), la contrainte longitudinale à l’équilibre P e

s’écrit :
P e = C0

[
(λe

l )1−ε/3(λe
t )−2ε/3 − (λe

l )−(1+ε/3)(λe
t )2(1−ε/3)

]
. (2.197)

� Influence des paramètres matériau sur le comportement :

La Figure 2.19 montre l’influence du paramètre ε sur le comportement en traction/
compression uniaxiale combinée au gonflement. En notant λe

s l’élongation en gonflement
libre de contrainte (identique dans les trois directions de l’espace), l’élongation trans-
verse à l’équilibre par rapport à l’état d’équilibre en gonflement libre de contrainte λe

t /λe
s

est représentée en fonction de l’élongation longitudinale à l’équilibre par rapport à l’état
d’équilibre en gonflement libre de contrainte λe

l /λe
s. De même, la contrainte longitudinale

de Piola-Kirchhoff à l’équilibre P e est représentée en fonction du rapport λe
l /λe

s.
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Figure 2.19 – Influence du paramètre ε sur le comportement en traction/compression
uniaxiale : (a) élongation transverse à l’équilibre λe

t/λe
s en fonction de l’élongation lon-

gitudinale à l’équilibre λe
l /λe

s, (b) contrainte longitudinale (normalisée) à l’équilibre en
fonction de l’élongation longitudinale par rapport à l’équilibre gonflé (avec C0 = 105 Pa
et χ = 0, 1 fixés).

La Figure 2.20 montre l’influence du module de cisaillement à l’état sec C0 (Figures
2.20a et 2.20b) et du coefficient d’interaction de Flory-Huggins χ (Figures 2.20a et 2.20b)
respectivement sur le comportement en traction/compression uniaxiale combinée au gon-
flement. L’élongation transverse à l’équilibre λe

t et la contrainte longitudinale de Piola-
Kirchhoff à l’équilibre P e (normalisée) sont représentées en fonction du paramètre ε, pour
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Chapitre 2. Développement d’un modèle couplant grandes déformations et diffusion

une élongation longitudinale imposée λe
l = 5.

Globalement, une augmentation de ε entraîne une diminution de l’élongation transverse
λe

t , à même élongation longitudinale imposée (c’est-à-dire une diminution du gonflement),
quels que soient les paramètres matériau C0 et χ. Lorsque ε > 2, il n’y a plus d’effet
notable sur l’élongation transverse (autrement dit sur le gonflement). Parallèlement, une
augmentation de ε entraîne une diminution de la contrainte longitudinale à l’équilibre,
d’autant plus importante que le matériau est raide à l’état sec (C0 = 106 Pa).
A nouveau, d’après les Figures 2.20a et 2.20c, on observe qu’une augmentation de la rai-
deur à l’état sec C0 et du paramètre d’interaction χ réduisent le gonflement. En outre, une
augmentation de la raideur et du paramètre d’interaction entraîne une augmentation de
la contrainte longitudinale (Figures 2.20b et 2.20d).
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Figure 2.20 – Influence des paramètres matériau C0 et χ sur le comportement en traction/
compression uniaxiale : (a) et (b) influence du module de cisaillement à l’état sec C0 (avec
χ = 0, 1 fixé) ; (c) et (d) influence du paramètre d’interaction χ (avec C0 = 105 Pa fixé).
L’élongation transverse à l’équilibre λe

t (a) et (c), et la contrainte normalisée à l’équilibre
(c) et (d) sont représentées en fonction du paramètre ε.
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� Comparaison des résultats analytiques et EF :

La Figure 2.21 compare les solutions analytiques et EF pour les deux modèles, pour C0 =
4 · 104 Pa, χ = 0, 1. On rappelle que la résolution analytique permet de déterminer l’état
d’équilibre après sollicitation uniaxiale dans un excès de solvant puis l’établissement du
régime permanent (traction ou compression combinée à du gonflement). Autrement dit, la
solution analytique résout les états d’équilibre successifs : à chaque λl imposé, on attend
suffisament longtemps pour que l’équilibre soit établi, et on détermine la déformation
transverse et la contrainte longitudinale.

Sous ABAQUS, on a successivement imposé le gonflement jusqu’à l’équilibre puis la
sollicitation uniaxiale, ce qui explique la présence des portions linéaires sur la Figure 2.21a,
car le gonflement est isotrope, et sur la Figure 2.21b, car il est, en outre, libre de contrainte.
La prédiction des états d’équilibres successifs en traction/compression correspond ensuite
exactement à celle obtenue analytiquement. Ce troisième exemple valide définitivement
l’implantation EF par la routine utilisateur UHYPER.
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0

10
5P ν
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Figure 2.21 – Comparaison des résultats analytiques et EF sur l’exemple de traction/
compression uniaxiale : (a) élongation transverse en fonction de l’élongation longitudi-
nale ; (b) contrainte longitudinale (Piola-Kirchhoff) normalisée en fonction de l’élongation
longitudinale (C0 = 4 · 104 Pa, χ = 0, 1 et ε = 5).

2.3.4.2 Etats hors équilibre

Dans cet exemple, l’étude transitoire du gonflement uniaxial est effectuée. Seule la
solution analytique est déterminée. En effet, l’implantation EF des états hors équilibre
dépasse le cadre de cette étude. Néanmoins, la résolution analytique apporte des éléments
de compréhension des équations et de leur couplage.

L’étude à l’équilibre du gonflement uniaxial a été effectuée précédemment : un échan-
tillon, dont l’épaisseur H0 (dans la direction Y ) est faible par rapport aux deux dimensions
du plan (X, Z), est posé sur un substrat rigide, puis mis en contact avec un solvant de
potentiel chimique µ0, à température ambiante (T = 20 ◦C), et libre de gonfler en fonc-
tion du temps (cf Figure 2.12 pour rappel). Les effets de bord étant négligés du fait des
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dimensions de l’échantillon, on considère que ce dernier est en contact avec le solvant en
Y = H0 seulement.

La déformation de l’échantillon, à mesure que le solvant est absorbé, est donc décrite
par des équations locales suivantes :

x = X, y = ϕ(Y, t), z = Z, (2.198)

et, par définition, l’élongation normale au plan est donnée par :

λ = λ(Y, t) =
∂ϕ(Y, t)

∂Y
. (2.199)

Ainsi, le gradient de transformation s’écrit :

F =




1 0 0
0 λ(Y, t) 0
0 0 1


 avec Js(Y, t) = λ(Y, t). (2.200)

On rappelle que le problème à résoudre est le suivant (en l’absence de forces volumiques)
(cf équations (2.73) et (2.74)) :

Div P = 0

ċ = −DivJ

+ conditions aux limites appropriées, (2.201)

avec J donné par l’équation (2.138), et les équations constitutives (2.158) et (2.160), qui,
dans le cas où ε = 0, sont équivalentes aux équations (2.135) et (2.137).

En introduisant l’expression de F dans l’équation (2.158), on obtient :

P =




P11 0 0
0 P22 0
0 0 P33


 =




C0λε/3 − q 0 0
0 C0λ1−ε/3 − qλ−1 0
0 0 C0λε/3 − q


 , (2.202)

puis

0 = Div P =




∂P11/∂X 0 0
0 ∂P22/∂Y 0
0 0 ∂P33/∂Z


 . (2.203)

La seconde équation issue de (2.202) et de (2.203) entraîne :

P22 = C0λ1−ε/3 − qλ−1 = α, (2.204)

où α est une constante indépendante de Y , ceci devant être vérifié ∀ Y . En particulier,
l’équation (2.204) doit être vérifiée en Y = H0, ce qui implique :

∀ Y, P22 = C0λ1−ε/3 − qλ−1 = α = P22|Y =H0
= 0, (2.205)

et donc

q = C0λ2−ε/3. (2.206)
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En introduisant l’équation (2.206) dans l’équation (2.160) et en utilisant le fait que λ = Js,
on exprime alors le potentiel chimique en fonction de Js uniquement :

µ

ν
=

µ0

ν
+ kT

[
ln
(

1− 1
Js

)
+

1
Js

+
χ

J2
s

]

+ C0

[
J−1/3

s − J−1
s +

(
ε

3
− 1

)
J−1/3(1+ε)

s + J1−ε/3)
s

]
. (2.207)

Par ailleurs, la dérivée temporelle de la relation d’incompressibilité moléculaire donnée
par l’équation (2.80) s’écrit :

ċ =
J̇s

ν
. (2.208)

L’équation de la diffusion (2.201)2 initialement écrite en c peut donc s’écrire intégralement
en fonction de la variable Js selon :

J̇s = −νDivJ, (2.209)

où J, donné par (2.138), est fonction de Gradµ uniquement, qui peut être simplifié de la
façon suivante (étant donné que le problème est unidirectionnel) :

Gradµ =
∂µ

∂Y
Y =

∂µ

∂Js

∂Js

∂Y
Y, (2.210)

avec ∂µ/∂Js facilement calculable à partir de (2.207).
En outre, les conditions aux limites du problème sont les suivantes :
– en Y = 0, le déplacement est nul, i.e. y = Y , et le contact avec le substrat rigide est

imperméable au flux de solvant, c’est-à-dire J = 0.
– en Y = H0, le polymère est à l’équilibre avec le solvant (µ = µ0), et la surface est

libre de contrainte, c’est-à-dire PY = 0.
– à t = 0, le polymère est initialement sec, i.e. Js = 1.

La Figure 2.22 propose la résolution analytique de l’équation (2.209) avec les conditions
aux limites ci-dessus, pour un échantillon d’épaisseur initiale H0 = 0, 01 m libre de gonfler
uniaxialement pendant 24 h. Les paramètres de la diffusion D = 5 · 10−9 m2 /s et n = 1
ont été choisis identiques à ceux de Chester et Anand (2010). Les paramètres matériau
C0 = 105 Pa et χ = 0, 1 ont été choisis identiques à ceux de l’étude à l’équilibre, afin de
vérifier les résultats.
Les Figures 2.22a et 2.22c montrent l’évolution de l’élongation λ(Y, t) dans la direction
normale au plan en fonction de l’épaisseur à différents instants, pour ε = 0 (classique)
et ε = 2. A t = 0, le corps est entièrement sec, donc λ = 1. Le gonflement se fait
progressivement au contact avec le solvant en Y = H0. Après 24 h, l’élongation normale
vaut λ = 4, 10 lorsque ε = 0 et λ = 4, 30 lorsque ε = 2. A l’équilibre (qui n’est pas
atteint en 24 h mais néanmoins représenté par la ligne en pointillés), on obtient λe =
5, 79 lorsque ε = 0 et λe = 8, 66 lorsque ε = 2, ce qui correspond bien à ce qui avait
été déterminé précédemment (cf Figure 2.14a). En outre, on observe à nouveau qu’un
gonflement plus important est prévu lorsque ε est plus important, comme cela a déjà été
remarqué auparavant.
Les Figures 2.22b et 2.22d montrent l’évolution de la fraction volumique de polymère φ =
1/Js en fonction de l’épaisseur, à différents instants, pour ε = 0 et ε = 2 respectivement.
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Initialement, le corps entier est composé à 100 % de polymère. Après 24 h, la partie
supérieure (Y = H0) est composée de seulement 17,3 % de polymère et 82,7 % de fluide
pour le modèle classique tandis que la partie inférieure (Y = 0) est composée de 24,4 %
de polymère et 75,6 % de fluide lorsque ε = 0. Lorsque ε = 2, le corps est composé de 11,5
% de polymère et 88,5 % de fluide dans sa partie supérieure et de 23,3 % de polymère et
76,7 % de fluide dans sa partie inférieure).

Le code Matlab utilisé pour effectuer résoudre le problème de gonflement uniaxial
transitoire est disponible en Annexe B.
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Figure 2.22 – Résolution analytique du problème de gonflement uniaxial transitoire, avec
C0 = 105 Pa et χ = 0, 1), pour ε = 0 (a) et (b), et ε = 2 (c) et (d). L’élongation normale
au plan (a) et (c), et la fraction volumique de polymère (b) et (d) sont représentées en
fonction de l’épaisseur normalisée.

2.3.5 Bilan

Dans cette section, un nouveau modèle couplant grandes déformations et diffusion
pour les matériaux de type « gels » a été proposé. Ce modèle présente la particularité
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de prendre en compte l’évolution de la raideur en fonction du gonflement. Les
aspects théoriques de ce nouveau modèle (description rigoureuse du cadre cinématique
et du cadre thermodynamique pour le bon déroulement de la théorie constitutive) ont
été développés, conjointement aux aspects théoriques du modèle dit « classique » (où les
paramètres matériau ne sont pas influencés par le gonflement). Il a en outre été montré
que, sous certaines hypothèses, le modèle classique peut être vu comme un cas particulier
de ce nouveau modèle, qu’on a choisi d’appeler « modèle généralisé ».

La mise en œuvre numérique pour la résolution des états d’équilibre par la Méthode
des Eléments Finis dans le code de calcul ABAQUS au moyen de la routine utilisateur a
ensuite été décrite.

Enfin, des exemples d’application simples dont la solution analytique est connue ont
été étudiés. Ces cas test ont, d’une part, permis de valider l’implantation des lois de
comportement dans ABAQUS. D’autre part, ils ont permis de préciser l’influence des pa-
ramètres matériau (module de cisaillement à l’état sec C0 et coefficient d’interaction de
Flory-Huggins χ) et du paramètre ε caractérisant l’écart avec la théorie classique sur le
comportement : on retiendra notamment que C0 faible et χ faible favorisent le gon-

flement. La résolution analytique d’un problème hors équilibre a également été proposée
à des fins d’illustration.

Les capacités étendues du modèle généralisé ont été détaillées sur un cas très simple
déviant très légèrement dans sa forme de la formulation classique, avec l’incorporation
du paramètre ε. Néanmoins, ce modèle est en mesure de retranscrire des effets observés
expérimentalement tel qu’un raidissement additionnel à certains états de gonflement. Ce
modèle est donc capable de décrire des situations physiques plus complexes que l’on pourra
rencontrer dans les hydrogels de synthèse.

Dans la section suivante, un autre aspect original par rapport au modèle classique est
développé : il s’agit de la prise en compte d’une configuration déjà gonflée comme référence.

2.4 Prise en compte d’une configuration de référence préa-

lablement gonflée

2.4.1 Motivation

Comme cela a été évoqué au cours de la section 2.1, la définition de l’état de référence
est un point critique pour le développement des modèles. Selon Vervoort (2006), l’état
de référence est défini comme l’état dans lequel les points de réticulation ne sont soumis
à aucun effort, i.e. le matériau figure dans un état libre de contrainte. Le choix de Flory
(1953) de considèrer l’état sec comme état de référence, est peu discutable pour l’étude des
élastomères gonflés (vu la faible teneur en fluide au cours du processus). Or, généralement,
les gels sont préparés en solution. Autrement dit, ces derniers contiennent initialement une
certaine proportion de solvant, nécessaire à leur formation, et on peut raisonnablement
penser que c’est cet état, dit « état de préparation », qui vérifie la définition de Vervoort
(2006). Récemment, plusieurs auteurs, parmi lesquels on peut citer Lucantonio et al. (2013)
ou Drozdov et Christiansen (2013b, c), ont étudié le gonflement de gels à partir d’un état
de référence qui diffère de l’état sec. En outre, en gardant à l’esprit l’objectif d’appliquer
les modèles développés au cas du NP, ceci est cohérent dans la mesure où, pour le NP,
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l’état sec n’a pas de sens et que le phénomène de dégénérescence peut être vu comme une
dégradation d’une configuration de référence.

Dans cette section, on considère un état de référence qui diffère de l’état sec et

qui est préalablement gonflé.

2.4.2 Dérivation du modèle

2.4.2.1 Cinématique

Comme dans la section 2.3.2.1, on se place dans le cadre de la Mécanique des Milieux
Continus où X désigne la coordonnée d’un point matériel P dans la configuration de
référence et x = ϕ

∗(X) dans la configuration déformée, avec ϕ
∗ la transformation de la

configuration de référence. Le gradient de la déformation est défini par F∗ = Gradϕ
∗. Les

hypothèses de travail, identiques à celles de la section 2.3.2.1 sont rappelées : le mélange
fluide/solide est traité comme un milieu continu, homogène et isotrope, le réseau polymère
et le fluide sont supposés intrinsèquement incompressibles.

Cependant, en suivant l’hypothèse de Dušek et Prins (1969) selon laquelle, pour un
gel, l’état de référence correspond à l’état du réseau dans les conditions de préparation,
on choisit un état initial de référence qui diffère de l’état sec et qui est initialement déjà
gonflé (a priori pas jusqu’à l’équilibre). Autrement dit, on choisit de prendre comme

état de référence un état préalablement gonflé.

On utilise à nouveau une décomposition multiplicative du gradient de la déformation
de la forme :

F∗ = fF∗
s, (2.211)

où
– F∗

s représente le gradient de la déformation associé au gonflement dû à l’absorption
des molécules de fluide par le réseau de polymère à partir de la configuration de

référence préalablement gonflée. Le gonflement étant supposé isotrope, notant
J∗

s = det F∗
s, on peut alors écrire

F∗
s = J∗1/3

s I; (2.212)

– f représente le gradient de la déformation purement mécanique, qui est iso-volume
(det f = 1).

On a alors
det F∗ = det f det F∗

s = J∗
s . (2.213)

La Figure 2.23 représente schématiquement cette décomposition multiplicative sur un vo-
lume élémentaire représentatif.

On rappelle que Vp désigne le volume du réseau polymère et Vf désigne le volume
(total) de fluide absorbé par le réseau. On note en outre V ∗

0 le volume du gel dans l’état de
référence préalablement gonflé, Vf,0 le volume de fluide présent dans le réseau initialement,
et Vf,a le volume de fluide additionnel absorbé par le réseau entre l’état de référence et
l’état courant. On a alors :

V ∗
0 = Vp + Vf,0 et V = V ∗

0 + Vf,a = Vp + Vf,0 + Vf,a. (2.214)
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(C ∗
0 )

(Cs)

(C )

F∗

(det F∗ = J∗
s )

F∗
s = J

∗1/3
s I

(det F∗
s = J∗

s ) f
(det f = 1)

Figure 2.23 – Schéma représentatif de la décomposition multiplicative du gradient de
la déformation F∗ = fF∗

s (dans le cas où l’état de référence est un état prélablement
gonflé) sur un volume représentatif élémentaire, avec (C ∗

0 ) la configuration de référence
(prélablement gonflée), (C ) la configuration courante (gonflée et déformée), et (Cs) la
configuration intermédiaire (gonflée).

Ainsi, le changement de volume entre la configuration de référence et la configuration
courante vaut :

J∗
s =

V

V ∗
0

= 1 +
Vf,a

V ∗
0

. (2.215)

En introduisant ν le volume d’une molécule de fluide et nf,a le nombre de molécules
de fluide additionnelles absorbées par le réseau (entre la configuration de référence et la
configuration courante), la relation d’incompressibilité moléculaire tenant compte de l’état
de référence préalablement gonflé s’écrit :

J∗
s = 1 +

nf,aν

V ∗
0

= 1 + νc∗, (2.216)

où
c∗ =

nf,a

V ∗
0

(2.217)

désigne le nombre de molécules de fluide absorbées par le réseau (entre la configuration de
référence et la configuration courante) par unité de volume de référence V ∗

0 .

2.4.2.2 Théorie constitutive et spécialisation de la théorie

Avec les nouvelles notations et définitions introduites dans la section 2.4.2.1, l’expres-
sion de la densité de dissipation interne par unité de volume de référence (2.71) devient :

P : Ḟ∗ + µċ∗ − Ψ̇∗ − J ·Gradµ ≥ 0, (2.218)

où l’on note Ψ∗ la densité d’énergie libre associée à la déformation totale par unité de
volume de référence V ∗

0 . Ainsi, en suivant le même raisonnement que dans la section 2.3.2.2
en utilisant les variable J∗

s et f comme variables de travail, on cherchera Ψ∗ de la forme

Ψ∗ = Ψ̃∗(f , J∗
s ), (2.219)
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les équations constitutives (tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff P ou de Cauchy σ

et potentiel chimique µ) ainsi que le flux de molécules J de la forme :




P = P(f , J∗
s ), σ = σ(f , J∗

s )
µ = µ(f , J∗

s ),
J = J (f , J∗

s , Gradµ)
(2.220)

Le développement de la théorie constitutive se poursuit de façon analogue à celui de la
section 2.3.2.2 et conduit aux équations constitutives suivantes :

– Contrainte :

Piola-Kirchhoff : P (f , J∗
s ) = −qJ∗−1/3

s f−T + J∗−1/3
s

∂Ψ̃∗

∂f

∣∣∣∣∣
J∗

s

(2.221)

Cauchy : σ (f , J∗
s ) = −qJ∗−1

s I + J∗−1
s

∂Ψ̃∗

∂f
fT (2.222)

– Potentiel chimique :
µ (f , J∗

s )
ν

=
∂Ψ̃∗

∂J∗
s

∣∣∣∣∣
f

− 1
3

trσ (2.223)

– Flux de solvant :
J (f , J∗

s ) = −m̃(i1, i2, J∗
s ) Gradµ. (2.224)

Pour le flux de solvant, on suit à nouveau les hypothèses de Chester et Anand (2010) :
la formulation proposée est donc similaire à celle des équations (2.134) et (2.155) :

J = − D

νkT
(J∗

s − 1)n Gradµ (2.225)

Comme précedemment, on considère que la densité d’énergie libre Ψ̃∗ peut être dé-
composée selon trois contributions : la contribution du solvant pur, la contribution due au
mélange solvant-polymère, la contribution mécanique. Mathématiquement, cela s’écrit :

Ψ̃∗(f , J∗
s ) = Ψ̃∗

pur(J
∗
s ) + Ψ̃mix(J∗

s ) + Ψ̃∗
méca(f , J∗

s ). (2.226)

Comme dans l’équation (2.118), la contribution du solvant pur s’écrit à l’origine simple-
ment en fonction de c∗ de la façon suivante :

Ψ̂′
pur(c

∗) = µ0c∗, (2.227)

où µ0 désigne le potentiel chimique du solvant pur. En utilisant la relation d’incompres-
sibilité moléculaire modifiée donnée par l’équation (2.216), la densité d’énergie libre

associée au solvant pur, exprimé par unité de volume de référence V ∗
0 devient :

Ψ̃∗
pur(J

∗
s ) =

µ0

ν
(J∗

s − 1) . (2.228)

Par ailleurs, l’énergie totale associée à un mélange solvant-polymère peut être décrite
par la formulation de Flory-Huggins donnée par l’équation (2.13). Cette quantité, exprimée
en fonction de la fraction volumique de polymère dans le mélange φ = Vp/V , est rappelée
ici :

∆Fmix =
kT

ν

Vp

φ
[(1− φ) ln (1− φ) + χφ (1− φ)] . (2.229)
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2.4. Prise en compte d’une configuration de référence gonflée

Notons φ0 la fraction volumique de polymère dans l’état de référence préalablement gonflé,
définie par :

φ0 =
Vp

V ∗
0

. (2.230)

Par suite, on note également Js,0 = 1/φ0. Grâce à la définition de J∗
s donnée par l’équation

(2.215), on obtient une relation entre φ et J∗
s :

φ =
Vp

V
=

Vp

V ∗
0

V ∗
0

V
=

1
Js,0J∗

s

. (2.231)

En substituant (2.231) dans l’équation (2.229), on obtient, pour l’énergie libre totale du
mélange :

∆Fmix =
kT

ν
Vp (Js,0J∗

s − 1)

[
ln

(
1− 1

Js,0J∗
s

)
+

χ

Js,0J∗
s

]
. (2.232)

Et la densité d’énergie libre de mélange solvant-polymère par unité de volume

de référence V ∗
0 est :

Ψ∗
mix =

∆Fmix

V ∗
0

=
kT

ν

1
Js,0

(Js,0J∗
s − 1)

[
ln

(
1− 1

Js,0J∗
s

)
+

χ

Js,0J∗
s

]
. (2.233)

Enfin, on rappelle que l’énergie mécanique totale mise en jeu dans la déformation d’un
réseau gonflé à partir de son état de référence sec s’écrit (cf équation (2.50)) :

∆Fméca = V0
C0

2
(I1 − 3− 2 ln Js) , (2.234)

où C0 désigne le module de cisaillement du réseau sec. Par analogie, l’énergie mécanique
totale mise en jeu dans la déformation à partir d’un état de référence préalablement gonflé
est obtenue en effectuant les transformation V0 ← V ∗

0 , C0 ← C∗
0 , I1 = trF ← I∗

1 = trF∗,
ce qui donne :

∆F ∗
méca = V ∗

0

C∗
0

2
(I∗

1 − 3− 2 ln J∗
s ) , (2.235)

où C∗
0 désigne le module de cisaillement du réseau dans l’état de référence préa-

lablement gonflé.
Finalement, la densité d’énergie de déformation mise en jeu lors de la déforma-

tion d’un réseau à partir d’un état de référence préalablement gonflé par unité

de volume de référence V ∗
0 est donnée par :

Ψ∗
méca =

∆F ′
méca

V ∗
0

=
C∗

0

2
(I∗

1 − 3− 2 ln J∗
s ) . (2.236)

Ainsi, l’expression de la contrainte (2.222) devient :

Piola-Kirchhoff : P = −qJ∗−1/3
s f−T + J∗−1/3

s

∂Ψ∗
méca

∂f

∣∣∣∣
J∗

s

(2.237)

Cauchy : σ = −qJ∗−1
s I + J∗−1

s

∂Ψ∗
méca

∂f
fT , (2.238)

et le potentiel chimique s’écrit :

µ

ν
=

dΨ∗
pur

dJ∗
s

+
dΨmix

dJ∗
s

+
∂Ψ∗

méca

∂J∗
s

∣∣∣∣
f

− 1
3

trσ, (2.239)
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où les différentes dérivées impliquées sont données par :

∂Ψ∗
méca

∂f

∣∣∣∣
J∗

s

= C∗
0J∗2/3

s f ,

dΨ∗
pur

dJ∗
s

=
µ0

ν
,

dΨmix

dJ∗
s

=
kT

ν

[
ln

(
1− 1

Js,0J∗
s

)
+

1
Js,0J∗

s

+
χ

(Js,0J∗
s )2

]
,

∂Ψ∗
méca

∂J∗
s

∣∣∣∣
f

= C∗
0

(
1
3

J∗−1/3
s i1 − J∗−1

s

)
. (2.240)

En introduisant (2.240)1 dans (2.238)1, on obtient l’expression de la contrainte pour

le modèle où l’état de référence est préalablement gonflé :

P = −qF∗−T + C∗
0F∗

σ = −qJ∗−1
s I + C∗

0J−1
s B∗, (2.241)

où B∗ = F∗F∗T est le tenseur de Cauchy-Green gauche associé à la déformation F∗. En
introduisant (2.240)2, (2.240)3 et (2.240)4 dans (2.238) et en calculant trσ à l’aide de
(2.241), on obtient l’expression du potentiel chimique pour le modèle où l’état de

référence est préalablement gonflé :

µ

ν
=

µ0

ν
+

kT

ν

[
ln

(
1− 1

Js,0J∗
s

)
+

1
Js,0J∗

s

+
χ

(Js,0J∗
s )2

]
+ J∗−1

s (q − C∗
0 ) . (2.242)

Bilan :

Les équations constitutives du problème couplé mécanique/diffusion basé sur un
état de référence préalablement gonflé sont finalement :

� Contrainte :
– Piola-Kirchhoff :

P = −qF∗−T + C∗
0F∗ (2.243)

– Cauchy :

σ = −qJ∗−1
s I + C∗

0J∗−1
s B∗ (2.244)

� Potentiel chimique :

µ

ν
=

µ0

ν
+

kT

ν

[
ln

(
1− 1

Js,0J∗
s

)
+

1
Js,0J∗

s

+
χ

(Js,0J∗
s )2

]
+ J∗−1

s (q − C∗
0 ) (2.245)

� Flux de solvant :

J = − D

νkT
(J∗

s − 1)n Gradµ (2.246)
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Remarque - Combinaison des deux aspects développés précédem-

ment. La combinaison des deux aspects développés précédemment (prise en
compte d’une raideur qui évolue en fonction du gonflement avec un état de ré-
férence préalablement gonflé) n’est pas présentée ici, mais elle peut se faire très
facilement. Il s’agit d’écrire l’énergie de déformation sous la forme :

Ψ̃∗
méca(f , J∗

s ) = Ψ0∗
J∗

s
(J∗

s ) + J∗
s w∗

J∗

s
(f) ,

où

Ψ0∗
J∗

s
(J∗

s ) =
C∗

1 (J∗
s )

2

(
I∗

1,s − 3− 2 ln J∗
s

)
=

C∗
1 (J∗

s )
2

(
3J∗2/3

s − 3− 2 ln J∗
s

)
,

w∗
J∗

s
(f) =

C∗
2 (J∗

s )
2

(i1 − 3− 2 ln j) =
C∗

2 (J∗
s )

2
(i1 − 3) ,

avec, en pratique,

C∗
1 (J∗

s ) = C∗
0

C∗
2 (J∗

s ) = C∗
0J∗−1/3(1+ε)

s .

2.4.2.3 Adaptations numériques

La méthodologie employée pour implanter dans ABAQUS le modèle basé sur une réfé-
rence préalablement gonflée est rigoureusement identique à celle détaillée dans la section
2.3.3.2 :

1. transformation de Legendre,

2. décalage de l’état initial,

3. utilisation des invariants réduits,

4. adimensionnalisation ;

le but étant de réécrire la densité d’énergie libre, donnée par l’équation (2.226) dans laquelle
on aura substitué les équations (2.228), (2.233) et (2.236) pour que le gonflement soit piloté
par la variable µ, pour qu’elle soit compatible avec les conditions requises par la routine
utilisateur UHYPER, et enfin pour qu’elle permette d’éviter les problèmes numériques
(notamment lorsque Js,0 = 1).

L’énergie à implanter est finalement la suivante :

Ψ̃∗
L,adim(F∗′

, µ) =
1

Js,0

(
Js,0J∗′

s −
1

det F0

)[
ln

(
1− 1

Js,0J∗′

s det F0

)
+

χ

Js,0J∗′

s det F0

]

+
1

2γ det F0

(
λ2

0J∗′2/3
s Ī∗′

1 − 3− 2 ln
(
J∗′

s det F0

))

− µ− µ0

kT

(
J∗′

s −
1

det F0

)
, (2.247)

où le décalage de l’état initial est réalisé au moyen de F∗′

, tel que F∗ = F∗′

F0, et où
J∗′

s = det F∗′

et I∗′

1 = tr
(
F∗′

)
.

L’implémentation de l’expression (2.247), dont le code est fourni en Annexe C, nécessite
la donnée de trois paramètres matériau à renseigner par l’utilisateur :
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Chapitre 2. Développement d’un modèle couplant grandes déformations et diffusion

– le module de cisaillement dans l’état de référence préalablement gonflé

C∗
0 ,

– le paramètre d’interaction polymère-solvant de Flory-Huggins χ,

– le paramètre Js,0 qui caractérise la composition de l’état de référence

(en pratique, on utilisera plutôt le paramètre φ0 = 1/Js,0 qui désigne la fraction
volumique de polymère dans l’état de référence préalablement gonflé).

2.4.3 Quelques applications

Les mêmes exemples que dans la section 2.3.4 sont étudiés (détermination des états
d’équilibre en gonflement libre, gonflement uniaxial, et traction/compression uniaxiale et
gonflement combinés) afin de :

– valider l’implantation de la routine utilisateur UHYPER pour le modèle où l’état de
référence est préalablement gonflé grâce à la connaissance des solutions analytiques,

– étudier l’influence de l’état de référence, par le biais du paramètre φ0 désignant la
fraction volumique de polymère dans l’état de référence préalablement gonflé.

a. Gonflement libre de contrainte

Le gonflement libre de contrainte est décrit par le gradient de déformation F∗ = λ∗
sI

(où λ∗
s = J

∗1/3
s désigne l’élongation) et le tenseur des contraintes P = 0. On rappelle que

l’équilibre est déterminé par la relation µ = µ0.
Le même raisonnement que celui qui mène de l’équation (2.178) à l’équation (2.183)

permet d’écrire la relation qui prédit l’élongation λ∗
s en fonction du potentiel chimique :

µ− µ0

kT
=

[
ln
(

1− φ0

(λ∗
s)3

)
+

φ0

(λ∗
s)3

+
χφ2

0

(λ∗
s)6

]
+

1
γ

[
(λ∗

s)−1 − (λ∗
s)−3

]
, (2.248)

et l’équation traduisant l’équilibre en gonflement libre de contrainte pour le mo-

dèle où l’état de référence est préalablement gonflé vérifiée par λ∗e
s :

γ

[
ln
(

1− φ0

(λ∗e
s )3

)
+

φ0

(λ∗e
s )3

+
χφ2

0

(λ∗e
s )6

]
+ (λ∗e

s )−1 − (λ∗e
s )−3 = 0. (2.249)

La Figure 2.24 montre l’évolution de l’élongation λ∗
s en fonction de la variation du

potentiel chimique (jusqu’à atteindre l’équilibre) pour différentes fractions volumiques de
polymère (φ0 = 10, 20, 30 %) dans l’état de référence. On observe qu’une augmentation de
φ0 entraîne une augmentation de l’élongation, et donc une augmentation du gonflement.
En introduisant

φf,0 = 1− φ0 (2.250)

la fraction volumique de solvant dans l’état de référence, ceci équivaut à dire qu’une dimi-
nution de la fraction volumique de solvant dans l’état de référence favorise le gonflement.
En effet, plus l’état initial contient de solvant au départ, moins le réseau va être en mesure
d’en absorber par la suite.

Enfin, la Figure 2.25 compare les résultats EF aux résultats analytiques, pour C∗
0 =

4 · 104 Pa, χ = 0, 1 et φ0 = 30 %. L’exacte superposition des deux permet de valider
l’implémentation de la routine utilisateur UHYPER dans le cas où l’état de référence est
préalablement gonflé.
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Figure 2.24 – Influence de la fraction volumique de polymère dans l’état de référence préa-
lablement gonflé φ0 sur le comportement en gonflement libre de contrainte (état de réfé-
rence préalablement gonflé). L’élongation est représentée en fonction du potentiel chimique
(avec C∗

0 = 4 · 104 Pa et χ = 0, 1 fixé). L’équilibre est atteint lorsque (µ− µ0)/(kT ) = 0.
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Figure 2.25 – Comparaison des résultats analytiques et EF sur l’exemple de gonflement
libre de contrainte (état de référence préalablement gonflé). L’élongation est représentée
en fonction du potentiel chimique (C∗

0 = 4 · 104 Pa, χ = 0, 1, φ0 = 30 %). L’équilibre est
atteint lorsque (µ− µ0)/(kT ) = 0.

b. Gonflement uniaxial

Notant λ∗ l’élongation dans la direction Y , l’état de déformation est caractérisé par le
gradient de transformation :

F∗ =




1 0 0
0 λ∗ 0
0 0 1


 (J∗

s = λ∗), (2.251)
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et le tenseur des contraintes est donné par :

P =




P 0 0
0 0 0
0 0 P


 . (2.252)

Le même raisonnement que celui qui mène de l’équation (2.184) à (2.188) permet
d’écrire la relation qui prédit l’élongation λ∗ dans la direction normale au plan en fonction
du potentiel chimique :

µ− µ0

kT
=

[
ln
(

1− φ0

λ∗

)
+

φ0

λ∗
+

χφ2
0

(λ∗)2

]
+

1
γ

[
λ∗ − (λ∗)−1

]
, (2.253)

et l’équation traduisant l’équilibre pour le modèle où l’état de référence est préa-

lablement gonflé en gonflement uniaxial vérifiée par λ∗e :

γ

[
ln
(

1− φ0

λ∗e

)
+

φ0

λ∗e
+

χφ2
0

(λ∗e)2

]
+
[
λ∗e − (λ∗e)−1

]
= 0. (2.254)

La Figure 2.26 montre l’évolution de l’élongation dans la direction normale au plan
λ∗ et la contrainte de Piola-Kirchhoff normalisée en fonction de la variation du potentiel
chimique (jusqu’à atteindre l’équilibre) pour différentes fractions volumiques de polymère
(φ0 = 10, 20, 30 %) dans l’état de référence. A nouveau, on observe qu’une augmen-
tation de φ0 entraîne une augmentation de l’élongation, et donc une augmentation du
gonflement (Figure 2.26a). De plus, une augmentation de φ0 entraîne une augmentation
de la contrainte (en valeur absolue) (Figure 2.26b). En effet, plus l’échantillon contient de
solvant dans l’état de référence, moins il est raide.

Enfin, la Figure 2.27, qui compare les résultats EF aux résultats analytiques, pour
C∗

0 = 4 · 104 Pa, χ = 0, 1 et φ0 = 30 % permet confirmer la validation de l’implémentation
de la routine utilisateur UHYPER dans le cas où l’état de référence est préalablement
gonflé.
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Figure 2.26 – Influence de la fraction volumique de polymère dans l’état de référence
préalablement gonflé φ0 sur le comportement en gonflement uniaxial (état de référence
préalablement gonflé). L’élongation (a) et la contrainte normalisée (b) sont présentées en
fonction du potentiel chimique (avec C∗

0 = 4 · 104 et χ = 0, 1 fixé). L’équilibre est atteint
lorsque (µ− µ0)/(kT ) = 0.
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Figure 2.27 – Comparaison des résultats analytiques et EF sur l’exemple de gonflement
uniaxial (état de référence préalablement gonflé). L’élongation (a) et la contrainte norma-
lisée (b) sont représentées en fonction du potentiel chimique (C∗

0 = 4 · 104 Pa, χ = 0, 1,
φ0 = 30 %). L’équilibre est atteint lorsque (µ− µ0)/(kT ) = 0.

c. Traction/compression uniaxiale et gonflement combinés

Notant λ∗
l l’élongation longitudinale dans la direction X, et λ∗

t l’élongation transverse
dans les directions Y et Z, l’état de déformation est caractérisé par le gradient de trans-
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formation :

F∗ =




λ∗
l 0 0

0 λ∗
t 0

0 0 λ∗
t


 (J∗

s = λ∗
l λ∗2

t ), (2.255)

et le tenseur des contraintes est donné par :

P =




P 0 0
0 0 0
0 0 0


 . (2.256)

Le même raisonnement que celui qui mène de l’équation (2.191) à (2.195) donne la
relation qui permet de calculer l’élongation transverse λ∗

t en fonction du potentiel chimique,
pour une élongation longitudinale λ∗

l imposée :

µ− µ0

kT
=

[
ln

(
1− φ0

λ∗
l (λ∗

t )2

)
+

φ0

λ∗
l (λ∗

t )2
+

χφ2
0[

λ∗
l (λ∗

t )2
]2

]
+

1
γ

(λ∗
l )−1

[
1− (λ∗

t )−2
]

, (2.257)

ainsi que l’équation d’équilibre pour le modèle où l’état de référence est préalable-

ment gonflé en traction/compression uniaxiale et gonflement combinés vérifiée
par λ∗e

l et λ∗e
t (élongation longitudinale et transverse à l’équilibre) :
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= 0. (2.258)

La Figure 2.28 montre l’influence de la fraction volumique de polymère dans l’état
de référence sur le comportement en traction/compression d’un échantillon dans un ex-
cès de solvant. L’évolution de l’élongation transverse λ∗e

t est représentée en fonction de
l’élongation longitudinale λ∗e

l et la contrainte de Piola-Kirchhoff normalisée est représen-
tée en fonction du rapport λ∗e

l /λe représentant l’élongation (en traction ou compression)
par rapport à l’état d’équilibre gonflé, pour φ0 = 10, 20, 30 %. A nouveau, on observe
qu’une augmentation de φ0 entraîne une augmentation du gonflement (cf Figure 2.28a, la
valeur de λe est obtenue à l’intersection avec la droite en pointillés noirs). De plus, une
augmentation de φ0 entraîne une augmentation de la contrainte en valeur absolue (Figure
2.28b) : plus l’échantillon contient de solvant dans l’état de référence, moins il est raide.

Enfin, la Figure 2.29, qui compare les résultats EF aux résultats analytiques, pour
C∗

0 = 4 · 104 Pa, χ = 0, 1 et φ0 = 30 % permet de confirmer la validation de l’implantation
de la routine utilisateur UHYPER dans le cas où l’état de référence est préalablement
gonflé.
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10
20
30

1 2 4 6 8 10
λ∗e

l

1

1,2

1,4

1,6

1,8

2

2,2
2,4

2,6

λ∗e
t

(a)

10
20
30

1 2 4 6 8 10
λ∗e

l

-4

-2

0

2

4

6

8

103P ν
kT

(b)

Figure 2.28 – Influence de la fraction volumique de polymère dans l’état de référence
préalablement gonflé φ0 sur le comportement en traction/compression uniaxiale (état de
référence préalablement gonflé). (a) Elongation transverse en fonction de l’élongation lon-
gitudinale ; (b) Contrainte longitudinale (Piola-Kirchhoff) normalisée en fonction de l’élon-
gation longitudinale (avec C∗

0 = 4 · 104 et χ = 0, 1 fixé).
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Figure 2.29 – Comparaison des résultats analytiques et EF sur l’exemple de gonflement
uniaxial (état de référence préalablement gonflé). (a) Elongation transverse en fonction de
l’élongation longitudinale ; (b) Contrainte longitudinale (Piola-Kirchhoff) normalisée en
fonction de l’élongation longitudinale (C∗

0 = 4 · 104 Pa, χ = 0, 1, φ0 = 30 %).

2.4.4 Bilan

Dans cette section, un autre aspect original par rapport aux modèles classiques traitant
du couplage entre grandes déformations et diffusion dans les gels a été développé : notre
contribution repose sur la définition d’un état de référence qui diffère de l’état sec

et qui est supposé préalablement gonflé, et caractérisé par sa composition initiale
(par le biais de la fraction volumique de polymère ou de solvant). Les aspects théoriques
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Chapitre 2. Développement d’un modèle couplant grandes déformations et diffusion

conduisant à l’obtention des équations constitutives ont été développés, et la mise en œuvre
numérique pour la résolution des états d’équilibre par la Méthode des Eléments Finis dans
le code de calcul ABAQUS au moyen d’une routine utilisateur a été effectuée.

Enfin, des exemples d’application dont la solution analytique est connue ont été étudiés.
Comme précédemment, ces cas test ont, d’une part, permis de valider l’implémentation
dans ABAQUS. D’autre part, l’influence de l’état initial (par l’intermédiaire de la fraction
volumique de polymère dans l’état de référence φ0) sur le comportement a été étudié : on
retiendra que φ0 faible favorise le gonflement.

2.5 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous nous sommes intéressés aux matériaux de type « gel » et
aux modèles couplant grandes déformations et diffusion pour décrire leur comportement.

Dans la première partie, la description d’un gel comme un réseau de chaînes de poly-
mère réticulées susceptible de gonfler au contact d’un solvant approprié a été proposée. La
compréhension de la thermodynamique du gonflement des gels passe par la compréhension
des notions de mélange solvant-polymère, d’élasticité d’un réseau réticulé gonflé et de l’in-
teraction entre les deux. Ces notions ont initialement été développées par Flory dans les
années 1950 pour l’étude du comportement des élastomères gonflés, puis adaptées récem-
ment (à partir des années 2000) au cadre tridimensionnel pour l’étude du comportement
des gels.

Après un rappel des équations d’équilibre mises en jeu (deuxième partie), deux aspects
originaux par rapport aux modèles déjà existants ou modèles classiques, ont été proposés :
la prise en compte rigoureuse de l’évolution potentielle de la raideur du matériau en fonc-
tion du gonflement (troisième partie) et la prise en compte d’une configuration de référence
préalablement gonflée (quatrième partie). Dans les deux cas, les développements thermo-
dynamiques qui mènent aux équations constitutives (contrainte et potentiel chimique) ont
été détaillés. L’implantation de ces modèles pour l’étude des états d’équilibre a été réa-
lisée dans le code de calcul Eléments Finis ABAQUS au moyen d’une routine utilisateur
UHYPER. Enfin, quelques exemples simples dont la solution analytique est connue ont
été utilisés comme cas test afin de valider l’implantation d’une part, et étudier l’influence
des paramètres des modèles d’autre part. Concernant ce dernier point, on retiendra que
de faibles valeurs du module de cisaillement, du paramètre d’interaction solvant-polymère
et de la fraction volumique de polymère dans l’état de référence gonflé ont tendance à
favoriser le gonflement.

Le chapitre suivant propose l’utilisation du modèle développé sous son deuxième aspect
pour le comportement du Nucleus pulposus.
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Chapitre 3

Application au disque

intervertébral : modélisation

Eléments Finis

Ce troisième chapitre présente un modèle Eléments Finis (EF) du disque intervertébral
uitlisant les lois de comportement mises en place dans le chapitre précédent (cf section 2.4)
pour le Nucleus pulposus. Dans un premier temps, une description de la mise en œuvre
du modèle Eléments Finis est effectuée. Une géométrie 3D du DIV réaliste, basée sur des
données issues de la littérature est d’abord proposée. La méthodologie mise en place pour
l’application du chargement, comprenant une « étape d’initialisation » qui consiste en une
étape de gonflement du NP, est également détaillée. La loi de comportement utilisée pour
le NP est rappelée et les paramètres matériau sont précisés dans le cas d’un NP sain. Pour
l’AF, une loi de comportement hyperélastique anisotrope est employée. Les paramètres
matériau de l’AF sont identifiés par comparaison avec des données issues de la littérature
sur un essai en compression. La réponse mécanique en compression est étudiée de façon
plus approfondie afin de valider le modèle, et d’analyser le comportement du DIV lorsque
les paramètres matériau du noyau central sont modifiés pour prendre en compte l’influence
des propriétés d’un hydrogel de remplacement. Enfin, la réponse mécanique du DIV sous
divers cas de chargement est examinée.
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Chapitre 3. Application au disque intervertébral : modélisation Eléments Finis
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3.1. Mise en œuvre du modèle

3.1 Mise en œuvre du modèle

Cette section détaille la mise en œuvre numérique du modèle tridimensionnel du DIV.
Celle-ci passe par la description précise de la géométrie choisie (section 3.1.1), du maillage
(section 3.1.2), et de la démarche employée en vue de l’application d’un chargement (section
3.1.3). La description des lois de comportement utilisées pour les différentes structures
composant le DIV est également abordée (section 3.1.4). L’ensemble du travail est réalisé
dans le code de calcul Eléments Finis ABAQUS, dans lequel ont déjà été implémentées les
routines utilisateur pour les modèles de gonflement, décrites dans le chapitre 2.

3.1.1 Géométrie 3D du disque intervertébral

L’objectif est de proposer une géométrie 3D caractéristique d’un modèle gé-

nérique d’un DIV lombaire sain, c’est-à-dire un modèle plus ou moins simplifié par
rapport à la réalité et supposé statistiquement représentatif, dans lequel les trois structures
caractéristiques du DIV (NP, AF et PC) sont distinguées.

Dans un premier temps, quelques hypothèses, qui restent raisonnables si l’on se réfère
aux modèles existants (cf Tableau 1.2), sont formulées :

– le DIV est supposé symétrique dans le plan sagittal,
– la hauteur du DIV est supposée constante,
– la géométrie des PC est supposée correspondre directement avec celle du DIV dans

le plan transverse
– l’épaisseur des PC est supposée constante.

Comme cela a été montré dans la section 1.2.1, la littérature rapporte une grande dispersion
des données géométriques du DIV. Dans les modèles EF, ces dernières sont rarement
décrites ou incomplètes (cf Tableau 1.2). Si la hauteur du DIV et l’épaisseur des PC ont
été fixées à 10 mm et 1 mm respectivement, la détermination précise de la géométrie
dans le plan transverse du DIV est plus délicate. En effet, à notre connaissance, seuls
Little (2004), Denozière (2004), et Magnier (2009) dans leurs travaux de thèse fournissent
des données géométriques (dans le plan transverse) de leur modèle qui sont sufisamment
complètes pour être exploitables. En effet, les contours de l’AF et du NP sont fournis.

Afin de créer notre propre modèle générique de DIV, une « géométrie moyenne » dans le
plan transverse est réalisée à l’aide des géométries de ces trois modèles. La méthodologie
mise en place, inspirée du travail de Little et al. (2007b) pour le premier point, est la
suivante (se référer aux Figures 3.1 et 3.2) :

� pour chaque modèle :
→ on munit le plan d’un repère orthonormé construit de la façon suivante :

– on construit le rectangle ABCD (voir Figure 3.1) tel que :

1. (AB) soit la tangente au DIV passant par les points P1 et P2 les plus pos-
térieurs de la partie gauche et la partie droite du DIV respectivement,

2. (CD) soit la tangente au DIV passant par le point P3 le plus antérieur du
DIV et parallèle à la droite (AB),

3. (AD) et (BC) soient les tangentes au DIV passant respectivement par le
point le plus à gauche P4 et le point le plus à droite P5 et perpendiculaires
aux droites (AB) et (CD),
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Chapitre 3. Application au disque intervertébral : modélisation Eléments Finis

– on définit le centre O du DIV comme le point d’intersection des diagonales du
rectangle ABCD,

– on définit un repère cartésien (O, X, Y ) tel que X soit l’axe antéro-postérieur
(dirigé dans le sens antérieur) du DIV et Y soit l’axe droite-gauche,

→ les coordonnées des points du contour dans le plan (O, X, Y ) de l’AF et du NP
sont relevées,

→ en utilisant l’hypothèse de symétrie du DIV dans le plan sagittal, l’ensemble des
points de la partie droite du DIV sont ramenés dans le demi-espace des Y positifs
(partie gauche) ;

� les coordonnées des contours moyens de l’AF et du NP de notre modèle sont calculés
à partir de trois modèles de référence. Pour cela, les coordonnées des points des
contours de référence sont exprimées dans le repère polaire (O, r, θ) ; et, pour chaque
valeur d’angle θ, la moyenne des rayons des trois géométries de référence est calculée.
Les coordonnées des contours moyens de l’AF et du NP sont finalement ré-exprimées
dans le repère cartésien.

O

A B

CD

P1 P2

P3

P4 P5

plan sagittal
(plan de symétrie)

partie gauche du DIV partie droite du DIV

partie antérieure du DIV

partie postérieure du DIV

X

Y

r
θ

Figure 3.1 – Construction du repère orthonormé (O, X, Y ) attaché à la géométrie du DIV
dans le plan transverse.

Sur la Figure 3.2, les contours de l’AF et du NP des modèles de Little (2004), Denozière
(2004), et Magnier (2009) sont représentés. Les lignes en pointillés rouges repésentent les
contours moyens de l’AF et du NP de notre modèle, calculés à partir de ces derniers. Ce
DIV admet alors une section de 1327 mm2 et une section de 504 mm2, soit un rapport de
section entre le NP et le DIV total de 38 %, ce qui est en accord avec les données de la litté-
rature. Le centre du NP se trouve décalé postérieurement de 1,3 mm par rapport au centre
du DIV, ce qui correspond à l’ordre de grandeur des valeurs observées expérimentalement
par Little et al. (2007b).

Selon la littérature, le nombre de lamelles de l’AF est compris entre 15 et 25. Or,
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Figure 3.2 – Géométrie du DIV : représentation des contours moyens de l’AF et du NP
en pointillés rouges (d) déterminés à partir des contours de l’AF et du NP de la littérature
(a) Little (2004), (b) Denozière (2004), (c) Magnier (2009). Le centre du DIV moyen se
situe en (0, 0) (représenté par une croix rouge) ; le centre du NP moyen a pour coordonnées
(−1, 3; 0) (représenté par un cercle rouge plein).

dans la mesure où l’on envisage de traiter l’AF comme un milieu continu (voir ci-après
la description de la loi de comportement anisotrope choisie), il est inutile de reproduire
précisément cette structure lamellaire. Toutefois, afin d’anticiper la bonne gestion des
orientations matérielles privilégiées du modèle anisotrope décrit ci-après (voir paragraphe
3.1.4.3), l’AF est découpé dans son épaisseur en n = 6 couches selon la méthode suivante :

– les coordonnées (X, Y ) des contours de l’AF et du NP sont exprimées en coordonnées
polaires (r, θ),

– pour chaque θ, le rayon externe ri de la ième couche est calculé par ri = rNP + i ×
(rAF − rNP )/n, où rAF et rNP désignent respectivement les rayons de l’AF et du
NP pour l’angle θ fixé,

– les coordonnées (r, θ) sont ré-exprimées en coordonnées cartésiennes.
La Figure 3.3 montre le découpage de l’AF en 6 couches, selon la méthode expliquée
précédemment. Le volume est obtenu par simple extrusion des formes planes décrites ci-
avant. La Figure 3.4 montre la géométrie finale réalisée sous Abaqus, en vue 3D et en vue
dans le plan transverse. On y distingue les PC inférieur et supérieur, ainsi que le NP et
les différentes couches de l’AF.

Remarque - Simplifications géométriques. Les simplifications géomé-
triques réalisées ici (épaisseur des PC et du DIV constante, symétrie par rapport
au plan sagittal) nous paraissent raisonnables dans la mesure où la géométrie
du DIV sans chargement n’est pas connue car observée in vivo. A priori, les
simplifications effectuées auront peu d’influence sur les tendances étudiées.
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Figure 3.3 – Représentation de la géométrie de l’AF dans le plan transverse : 6 couches
dans l’épaisseur sont considérées afin d’anticiper une bonne gestion des orientations maté-
rielles privilégiées du modèle anisotrope (décrit dans le paragraphe 3.1.4.3). Les contours
moyens de l’AF et du NP sont représenté en pointillés rouges.
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Figure 3.4 – Représentation de la géométrie finale du DIV sous ABAQUS. A gauche :
vue 3D ; à droite : vue dans le plan transverse.

3.1.2 Maillage

Le maillage entier est réalisé au moyen d’éléments C3D8H hexaédriques linéaires avec
une formulation hybride déplacement/pression. Afin de proposer un maillage présentant un
bon compromis entre un temps de calcul raisonnable et une erreur commise sur la réponse
acceptable, une analyse de convergence (sur neuf maillages, du plus grossier au plus fin)
a été réalisée sur le modèle d’un quart de DIV sollicité en compression (en exploitant les
symétries - géométrie et chargement - dans le plan transverse et le plan sagittal).

Le maillage le plus fin, que l’on considère comme maillage de référence, compte 151456
éléments et le temps de calcul pour obtenir la solution EF de référence est de 15315 s.
La Figure 3.5 montre l’erreur commise sur la réponse en force par rapport au maillage de
référence en fonction de l’inverse du nombre d’éléments du maillage (Figure 3.5a), ainsi
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3.1. Mise en œuvre du modèle

que le temps de calcul en fonction du nombre d’éléments (Figure 3.5b). Le maillage qui
est retenu est le quatrième maillage. En effet, l’erreur commise est de 2,7 % par rapport à
la solution EF de référence, tandis que le temps de calcul par rapport à la solution EF de
référence est réduit de près de 95 %.
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Figure 3.5 – Analyse convergence du maillage sur un quart de DIV : (a) erreur commise
sur la réponse en force par rapport au maillage de référence en fonction de l’inverse du
nombre d’éléments N du maillage, (b) temps de calcul en fonction du nombre d’éléments
N .

Cette étude de convergence peut être étendue au cas du DIV complet en conservant
la même densité de maillage (taille des éléments égale à 0,7 mm). Le maillage final du
DIV, représenté sur la Figure 3.6, comporte finalement 85510 éléments et 115148 noeuds.
La répartition du nombre d’éléments selon les différentes structures est donnée dans le
tableau 3.1.
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Figure 3.6 – Représentation du maillage du DIV complet sous ABAQUS.
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Structure Nombre d’élements

NP 39172

AF (lamelle 1) 7490

AF (lamelle 2) 7322

AF (lamelle 3) 7056

AF (lamelle 4) 6622

AF (lamelle 5) 6188

AF (lamelle 6) 5628

PC supérieur 3016

PC inférieur 3016

total 85510

TABLEAU 3.1 – Répartition du nombre d’éléments composant le maillage du DIV complet
selon les structures représentées. La lamelle 1 de l’AF est la lamelle la plus interne ; la
lamelle 6 est la plus externe.

3.1.3 Méthodologie de chargement et conditions aux limites

L’observation et l’étude du DIV dans différentes postures du quotidien montre que
ce dernier est soumis à des chargements et des mouvements physiologiques complexes
et variés. L’étude du DIV d’un individu en posture debout (sans charge supplémentaire
portée par l’individu), que l’on considére comme posture de référence si l’on se réfère
aux travaux de Nachemson et Elfstrom (1970) (cf Figure 1.8), montre que le DIV est
constamment dans un état de compression (sous l’effet du poids du haut du corps) pour
lequel le NP est sous pression (pression intradiscale évaluée à 0,5 MPa environ) et les
fibres de l’AF sont en traction. L’étude du DIV dans d’autres postures révèle l’existence
de mouvements physiologiques plus complexes constitués de mouvements éventuellement
couplés en torsion, inclinaison, cisaillement, etc.

L’objectif de notre modèle EF est de pouvoir reproduire ces chargements physiolo-
giques et simuler le comportement du DIV en réponse à ces chargements. Pour cela, des
contraintes cinématiques sont appliquées sur le PC supérieur, tandis que le PC inférieur
reste encastré.

Le chargement est alors décomposé en deux phases distinctes :
– une phase d’« initialisation » dans laquelle le DIV passe de sa géométrie initiale,

créée en l’absence de tout chargement, à une géométrie que l’on pourrait appeler
« géométrie in vivo » sur laquelle vont s’appliquer les sollicitations. Cette phase
d’initialisation consiste en une phase de gonflement dans laquelle le NP est mis sous
pression à l’intérieur de sa cavité. Mécaniquement, le PC supérieur est entièrement
fixé, tout comme le PC inférieur. Le gonflement est réalisé en amenant le potentiel
chimique du NP (depuis une valeur initiale déterminée en suposant qu’initialement
le NP est non déformé et non contraint) vers l’équilibre (cf Figure 2.7). Les Figures
3.7 et 3.8 montrent l’évolution du DIV au cours de cette étape d’initialisation. Sous
l’effet du gonflement du NP (contraint axialement par les deux PC), les fibres de l’AF
sont placées dans un état de traction et on observe un renflement de l’AF externe,
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3.1. Mise en œuvre du modèle

visible sur la Figure 3.7 en vue 3D et sur la Figure 3.8 dans le plan sagittal. On peut
peut remarquer que le renflement de l’AF est maximal (et assez important) posté-
rieurement. Toutefois, ce déplacement peut être limité en modifiant les propriétés
locales de l’AF (fibres plus raides postérieurement). La Figure 3.8 montre également
que le NP a bien vu son volume augmenter au cours de l’étape d’initialisation. La Fi-
gure 3.9 montre la distribution de pression (positive et inhomogène) à l’intérieur du
NP. La configuration atteinte à la fin de la phase d’initialisation constitue

alors la configuration initiale pour la phase suivante.

– la phase de sollicitation proprement dite : compression, flexion/extension,
torsion, inclinaison latérale, cisaillement antéro-postérieur, cisaillement latéral, etc.,
dans laquelle le potentiel chimique du NP est maintenu constant (égal à sa valeur
à l’équilibre), et où le chargement est appliqué sur le PC supérieur, le PC infé-
rieur étant encastré. Généralement, par simplicité dans la réalisation, le contrôle du
chargement lors des simulations se fait à déplacement ou angle imposé.

Remarque - Sur la configuration obtenue à la fin de l’étape d’initiali-

sation. La question que l’on peut légitimement se poser est la suivante : est-ce
que la configuration obtenue à la fin de l’étape d’initialisation, c’est-à-dire la
configuration initiale pour les autres sollicitations, est réaliste ? Dans la mesure
où on ne connait jamais l’état théorique de départ, il est difficile de répondre à
cette question. Pour connaître la configuration du DIV réelle, il faudrait pouvoir
mesurer la géométrie in vivo sans contrainte (en apesanteur !).

Au vu de la méthodologie mise en place pour l’application d’un chargement, dans toute
la suite de ce travail, lorsque l’on observera la réponse mécanique du DIV soumis à une
sollicitation particulière, les résultats EF seront calculés par rapport à l’étape de fin de
gonflement (ce sera, en général, le cas pour les réponses en force/moment ou déplacement/
angle, pression). Dans le cas contraire, on précisera que la réponse mécanique observée est
la réponse mécanique totale du DIV (suite à l’étape d’initialisation et de sollicitation).

Remarque - Type de chargement. Seuls des chargements monotones seront
envisagés dans ce travail. De par la nature du modèle mis en place, la notion de
cinétique est absente et seuls les états d’équilibre sont considérés. Une suppres-
sion de la charge (que ce soit en termes de potentiel chimique ou de chargement
mécanique) conduirait à un retour parfait à l’état initial.

3.1.4 Lois de comportement et propriétés matériau

Le modèle du DIV est composé de trois structures distinctes possédant chacune un
comportement mécanique propre, comme cela a été mis en évidence dans la section 1.2.
Les lois qui décrivent ces comportements sont données pour chacune de ces structures.

3.1.4.1 Plateaux cartilagineux

Comme évoqué auparavant, les plateaux cartilagineux, fine structure intercalée entre les
corps vertébraux et le complexe AF-NP, jouent majoritairement un rôle dans le transport
nutritionnel, et leur contribution au comportement mécanique du DIV peut être considérée
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début de l’étape d’initialisation

fin de l’étape d’initiatisation

XY

Z

Figure 3.7 – Amplitude du déplacement au cours de l’étape d’initialisation. Le NP gonfle
à l’intérieur de sa cavité, ce qui induit un renflement de l’AF, qui est maximal postérieu-
rement.

comme négligeable, car ils sont considérés rigides, étant liés aux corps vertébraux. La
raideur des PC, parfois assimilée à la raideur des corps vertébraux adjacents (Baroud
et al., 2003 ; Denozière, 2004 ; Ferguson et al., 2004 ; Silva et al., 2005 ; Denozière et Ku,
2006 ; Kuo et al., 2010), est largement supérieure à celle de l’AF et du NP. Dans ce modèle,
afin de se concentrer sur le comportement mécanique de la structure AF-NP, suffisamment
complexe, les PC sont traités comme des solides infiniment rigides (Fagan et al., 2002).

3.1.4.2 Nucleus pulposus

Il a également été vu auparavant que le NP, structure centrale du DIV, possède plus
de 80 % d’eau dans son état sain. Il contient également de petites fibres de collagène
orientées aléatoirement, ce qui lui confère un comportement isotrope. Il contient également
des protéoglycanes, molécules très hydrophiles, qui permettent au NP de s’imprégner d’eau
et de gonfler naturellement.

L’enjeu ici est donc de modéliser le comportement du NP avec le modèle de gonfle-

ment à partir d’une configuration de référence préalablement gonflée, développée
dans le chapitre 2 (section 2.4). On rappelle que cette loi de comportement repose sur la
donnée de la densité d’énergie libre Ψ̃∗ (exprimée par unité de volume de référence), s’écri-
vant comme la somme de trois contributions (respectivement la contribution du solvant
pur Ψ̃∗

pur, la contribution du mélange solvant-polymère Ψ∗
mix, la contribution mécanique
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début de l’étape d’initialisation

fin de l’étape d’initiatisation

X

Z

Figure 3.8 – Variation de volume J∗
s , donnée par la variable UVARM1, au cours de l’étape

d’initialisation (dans le plan sagittal du DIV). Au début de l’étape de gonflement (avant
le premier incrément de chargement), la variable UVARM1 n’est pas encore initialisée, elle
vaut donc 0 dans l’ensemble du modèle (notons que UVARM1 est seulement définie pour
le NP et n’a pas de sens pour l’AF : on a donc UVARM1=0 tout au long de l’étape de
gonflement pour l’AF). Dans le NP, on a J∗

s > 1, ce qui traduit bien une augmentation de
son volume.

XY

Z

Figure 3.9 – Distribution de la pression à l’intérieur du NP à la fin de l’étape d’initiali-
sation. La variable UVARM4 désigne le rapport −P/(kT/ν). La pression intradiscale est
bien positive P , et inhomogène à l’intérieur du NP.

Ψ∗
méca) sous la forme :

Ψ̃∗ = Ψ̃∗
pur + Ψ̃mix + Ψ̃∗

méca,
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avec :

Ψ̃∗
pur =

µ0

ν
(J∗

s − 1) ,

Ψ∗
mix =

kT

ν

1
Js,0

(Js,0J∗
s − 1)

[
ln

(
1− 1

Js,0J∗
s

)
+

χ

Js,0J∗
s

]
,

Ψ∗
méca =

C∗
0

2
(I∗

1 − 3− 2 ln J∗
s ) ,

où
Js,0 =

1
φ0

=
1

1− φf,0
, (3.1)

et φ0 et φf,0 désignent respectivement la fraction volumique de polymère et la fraction
volumique de fluide dans l’état de référence.

Dans le cas du NP ou d’un matériau de remplacement de type hydrogel, le solvant est
de l’eau. Le terme de « polymère » est bien adapté au cas de l’hydrogel de substitution ;
en renvanche, en ce qui concerne le NP, le « polymère » représente en réalité la matrice
extracellulaire (protéoglycanes + fibres de collagène). Dans la suite de ce travail, on utili-
sera souvent le terme de « noyau central » pour pouvoir englober les possibilités offertes
par le modèle : traiter le cas du NP ou observer la réponse lorsque ce dernier est remplacé
par un hydrogel. Les différentes grandeurs et variables qui interviennent dans les relations
(3.1) ainsi que leur signification, sont rappelées dans le tableau 3.2.

Grandeur Signification

Paramètres
matériau

C∗
0

module de cisaillement du « noyau central » dans l’état de
référence

χ
paramètre d’interaction eau-« polymère » (ou matrice ex-
tracellulaire)

φf,0 fraction volumique d’eau dans l’état de référence

Constantes

µ0 potentiel chimique du solvant pur (eau)

k constante de Boltzmann (1, 38 · 10−23 m2 · kg · s−2 ·K−1)

T température (20◦C)

ν volume d’une molécule d’eau (3, 0 · 10−29 m3)

Variables
I∗

1 premier invariant de la déformation

J∗
s

variable qui caractérise le gonflement le long de la défor-
mation

TABLEAU 3.2 – Signification des différentes grandeurs et variables qui interviennent dans
le modèle de gonflement avec prise en compte d’une configuration de référence préalable-
ment gonflée : application au NP ou à un hydrogel de substitution.

Pour la modélisation du comportement du NP (sain ou dégénéré) ou d’un matériau
de remplacement de type hydrogel, il faut imaginer que les valeurs prises par les trois
paramètres matériau pourront s’étendre, a priori, sur une large gamme :

– raideur C∗
0 : l’examen des valeurs considérées dans la littérature (cf Tableaux 1.6 et

1.7) met en évidence une plage de valeurs pour le NP qui s’étend de 10 kPa à 10
MPa. Pour un hydrogel de remplacement, l’ordre de grandeur se situe aux alentours
de 1 kPa à 100 kPa.
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– fraction volumique d’eau dans l’état de référence φf,0 : pour un NP sain, la fraction
volumique d’eau vaut environ 80 % et la dégénérescence se traduit par une perte
sévère en eau. Les hydrogels de remplacement possèdent généralement une teneur
en eau supérieure à 95 %.

– paramètre d’interaction χ : d’après la littérature (voir par exemple Mark (1999)),
les mélanges solvant-polymère sont caractérisés par χ tel que 0 < χ < χc, avec χc

une valeur critique au-delà de laquelle solvant et polymère ne sont plus miscibles
(en pratique, χc ≈ 0, 5). Pour le NP, χ apparaît comme une inconnue du problème.
Néanmoins, l’étude de l’influence des paramètres matériau qui interviennent dans
ce modèle de gonflement réalisée dans le chapitre 2 a montré que des valeurs de χ

faibles étaient caractéristiques d’une bonne affinité chimique entre le polymère et son
solvant et favorisaient le gonflement. Dès lors, pour un NP sain et très hydrophile,
on choisirait χ proche de 0,1 et la dégénérescence pourrait être vue comme une
augmentation progressive de ce paramètre jusqu’à 0,5.

3.1.4.3 Annulus fibrosus

Comme cela a été également décrit précédemment, l’AF possède une structure consti-
tuée de couches concentriques de lamelles de fibres de collagène orientées alternativement
de ±30◦par rapport au plan transverse du DIV, lui conférant ainsi un comportement ani-
sotrope. Le modèle qui est utilisé pour l’AF est un modèle hyperélastique anisotrope,

avec deux familles de fibres orientées chacunes dans une direction provilégiée, proposé
par Gasser et al. (2006). Ce modèle, initialement conçu pour modéliser le comportement
des parois artérielles, est disponible dans ABAQUS.

Dans ce modèle, Gasser et al. (2006) supposent que le potentiel hyperélastique ani-
sotrope Ψ̄ peut être vu comme la superposition d’un potentiel hyperélastique isotrope
Ψ̄m pour la substance fondamentale (privée de fibres de collagène) et de deux potentiels
isotropes transverses Ψ̄f,i (i = 1, 2) pour les deux familles de fibres :

Ψ̄(C̄, Hi) = Ψ̄m(C̄) +
∑

i=1,2

Ψ̄f,i

(
C̄, Hi(a0,i, κ)

)
. (3.2)

Dans l’expression (3.2),

Ψ̄m(C̄) =
C10

2
(Ī1 − 3) (3.3)

désigne le potentiel néo-Hookéen incompressible isotrope utilisé pour modéliser la sub-
stance fondamentale, dans lequel C10 est le paramètre matériau correspondant à la raideur
de la matrice, et Ī1 est le premier invariant réduit associé à la déformation 1. L’énergie libre
isotrope transverse de la ième famille de fibres de collagène est donnée par l’expression :

Ψ̄f,i(C̄, Hi) =
k1

2k2

[
exp(k2Ēi

2
)− 1

]
, (3.4)

où k1 est un paramètre matériau correspondant à la raideur des fibres de collagène, k2 est
également un paramètre matériau sans dimension traduisant le comportement non-linéaire
des fibres, et Ēi est défini par l’expression :

Ēi = Hi : C̄− 1, (3.5)

1. Le formalisme utilisé est le formalisme de Holzapfel (2000) : Ī1 = trC̄, avec C̄ = F̄T F̄, F =

(det F)1/3 F̄.
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avec
Hi = κI + (1− 3κ)

(
a0,i ⊗ a0,i

)
, (3.6)

de sorte que Ēi caractérise la déformation dans la direction d’orientation moyenne a0,i

de la ième famille de fibres, où le tenseur du second ordre Hi caractérise la structure
par l’intermédiaire de κ, paramètre de dispersion des fibres par rapport à la direction
d’orientation moyenne a0,i.

Notons que cette loi de comportement compte un total de six paramètres matériau :
– la raideur de la matrice de l’AF C10,
– la raideur des fibres de collagène k1,
– le paramètre traduisant la non-linéarité des fibres k2,
– le paramètre de dispersion des fibres autour de leur direction moyenne κ,
– les deux directions d’orientation des deux familles de fibre a0,1 et a0,2 par rapport

au plan transverse du DIV.

Remarque - Mise en œuvre pratique sous ABAQUS : points délicats.

Deux points précis requièrent une attention particulière lors de la réalisation
du modèle dans ABAQUS.
– La réalisation du modèle sous ABAQUS se fait, presque dans la totalité,

grâce à l’interface ABAQUS/CAE. Néanmoins, certains concepts ne peuvent
pas directement être réalisés sous ABAQUS/CAE et il est nécessaire, pour
l’utilisateur, d’intervenir manuellement dans le fichier d’entrée .inp (ABA-
QUS 6.11, 2011). C’est le cas pour entrer les paramètres matériau du NP,
ainsi que pour définir les directions d’orientation locale pour l’AF.

– On rappelle que la loi de comportement pour le NP a été implémentée en uti-
lisant une formulation de l’énergie adimensionnalisée par le terme kT/ν, afin
d’éviter certains problèmes numériques. Par conséquent, les grandeurs de sor-
tie calculées par ABAQUS pour le NP (telles que force, moment, contrainte,
pression, etc.) sont également adimensionnalisées par ce même terme. Dès
lors, pour rester cohérent, les paramètres matériau de l’AF C10 et k1 sont
également adimensionnalisés par kT/ν. L’ensemble des grandeurs de sortie
devra finalement subir une étape de post-traitement pour obtenir les valeurs
réelles non adimensionnalisées.

3.1.5 Bilan

A partir des données les plus complètes possibles disponibles dans la littérature, une
géométrie 3D du DIV a été réalisée : les PC, le NP, ainsi que l’AF (découpé dans l’épaisseur
en plusieurs couches) ont été représentés. Quelques hypothèses ont toutefois été avancées
afin de simplifier le modèle en première approche : le DIV est considéré symétrique par
rapport au plan sagittal, la hauteur du DIV est considérée constante. Ces hypothèses
restent, à notre sens, raisonnables et sont largement utilisée dans la littérature.

Concernant le chargement, la méthodologie qui est appliquée repose sur la succession
de deux phases : une phase d’initialisation dans laquelle le NP est amené à gonfler dans
sa cavité, puis une phase de sollicitation proprement dite.

Le comportement du NP a été modélisé par la loi de gonflement élaborée dans la
section 2.4, tandis que, pour l’AF, un modèle hyperélastique anisotrope avec deux familles
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de fibres a été utilisé. Les PC, quant à eux, sont modélisés par des corps rigides.

La section suivante propose une étude de la réponse mécanique d’un DIV sain sous un
chargement en compression. Les paramètres matériau de l’AF sont d’abord identifiés, puis
le modèle est validé qualitativement par confrontation avec des données expérimentales.
Dans un second temps, l’influence des paramètres du noyau central sur le comportement
du DIV en compression est examinée.

3.2 Etude de la réponse mécanique du DIV en compression

3.2.1 Validation du modèle

Afin de reproduire le comportement d’un NP sain, les paramètres suivants sont choisis
pour le NP :

– une fraction volumique d’eau initiale φf,0 = 80%,
– un module de cisaillement initial C∗

0 = 0, 5 MPa, ce qui constitue une valeur assez
« moyenne », compte tenu des valeurs de la littérature (cf tableaux 1.6 et 1.7),

– un paramètre d’interaction eau-matrice extracellulaire χ = 0, 1, assez faible pour que
le NP soit très hydrophile.

Concernant l’AF, on a vu précédemment que la loi de comportement compte six paramètres
matériau. Afin de simplifier le problème, on effectue les hypothèses suivantes :

– les angles entre les deux directions d’orientation moyenne des fibres a0,1 et a0,2 et
le plan transverse sont supposés constants et égaux à +30◦ et −30◦ respectivement,

– il n’y a pas de dispersion des fibres autour de la direction d’orientation moyenne
a0,i(i = 1, 2), c’est-à-dire κ = 0 (anisotropie maximale).

La discussion concerne donc les paramètres restants de l’AF : C10 (raideur de la matrice),
k1 (raideur des fibres) et k2 (paramètre responsable de la non-linéarité des fibres). Les
valeurs utilisées dans les modèles existants dans la littérature sont regroupées dans le
tableau 3.3.

C10 (MPa) k1 (MPa) k2 (-) Référence

0,25 3/2/5a 45/190/10a Eberlein et al. (2001)

0,11 1,1 27,33 O’Connell et al. (2009)

0,1 3,6 11 Moramarco et al. (2010)

TABLEAU 3.3 – Paramètres matériau C10, k1, k2 pour l’AF utilisés dans la littérature.
Note : a - Trois valeurs pour k1 et k2 sont utilisées par Eberlein et al. (2001). Le couple
(k1 = 3 MPa, k2 = 45) provient d’un recalage moyen des paramètres sur les courbes
contrainte-déformation de deux échantillons de fibres de collagène prélevés à deux empla-
cement distincts au sein de l’AF (à la périphérie externe de l’AF et dans l’AF interne) ;
le couple (k1 = 2 MPa, k2 = 190) provient du recalage sur l’échantillon issu de l’AF ex-
terne ; le couple (k1 = 5 MPa, k2 =10) correspond au recalage sur l’échantillon issu de
l’AF interne.
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Afin d’identifier un jeu de paramètres satisfaisant pour l’AF dans notre modèle, plu-
sieurs simulations numériques sur le DIV sont réalisées pour différentes valeurs des para-
mètres de l’AF en fonction des valeurs fournies. En pratique, afin d’englober les valeurs
proposées dans la littérature, les simulations ont été réalisées pour trois valeurs de C10

(0,1 ; 0,5 ; 1 MPa) et k2 (10 ; 50 ; 200) et deux valeurs pour k1 (1 ; 5 MPa), soit un total
de 18 simulations.

Un chargement en compression est appliqué en suivant la méthodologie détaillée dans
la section 3.1.3, à savoir une étape d’initialisation suivie d’une étape de compression. Cette
dernière est réalisée en imposant un déplacement axial (descendant) de 1, 6 mm du PC
supérieur (Eberlein et al., 2001).

Les résultats EF obtenus sont comparés avec les données expérimentales issues de la
littérature sur les courbes :

– force axiale en fonction du déplacement axial, avec des données expérimentales
de Brown et al. (1957) et Markolf et Morris (1974), tirées des travaux de Eberlein
et al. (2001), sur une large gamme de déplacement, et les résultats expérimentaux
de Berkson et al. (1979) sur une plus petite plage de déplacement,

– force axiale en fonction du déplacement postéro-latéral, avec les données
expérimentales de Brown et al. (1957) et Shah et al. (1978) tirées des travaux de
Eberlein et al. (2001).

Pour chacune de ces courbes, un recalage des données expérimentales a été réalisé afin de
construire une courbe de tendance des résultats expérimentaux sur un graphe représentant
le déplacement postéro-latéral en fonction du déplacement axial.

La Figure 3.10 montre la superposition des résultats EF et expérimentaux pour quelques
jeux de paramètres matériau : (C10 = 0,5 ; k1 = 1 ; k2 = 10), (C10 = 0,5 ; k1 = 1 ; k2 =
50), (C10 = 0,5 ; k1 = 1 ; k2 = 200), (C10 = 0,5 ; k1 = 5 ; k2 = 50), (C10 = 0,1 ; k1 = 1 ;
k2 = 50), (C10 = 1 ; k1 = 1 ; k2 = 50), avec C10 et k1 exprimés en MPa. Par souci de
lisibilité, afin de ne pas surcharger le graphe, seuls ces six jeux sont représentés, mais ils
permettent toutefois d’observer l’influence de chacun des paramètres, les deux autres étant
fixés. Globalement, on observe que, pour l’ensemble des paramètres testés, la réponse en
force est sous-estimée si l’on observe la Figure 3.10a et surestimée si l’on observe la Figure
3.10b. Une augmentation de chacun des trois paramètres entraîne une augmentation sen-
sible de la force de réaction, et une augmentation de C10 entraîne une augmentation de
la pente à l’origine (sur les courbes force vs. déplacement), alors que la tendance donnée
par les résultats expérimentaux montre une pente à l’origine assez faible. Par ailleurs, une
augmentation de k2 (avec C10 et k1 fixés) a tendance à accroître la non-linéarité de la ré-
ponse en force, tout en conservant relativement la pente à l’origine. La Figure 3.10c montre
que le déplacement postéro-latéral EF calculé est sous-estimé par rapport à l’expérience,
mais l’influence des différents paramètres sur la réponse en déplacement postéro-latéral
est moins marquée que sur les graphes précédents.

Il est important de préciser que la valeur du déplacement postéro-latéral dépend de la
position où il est calculé. La Figure 3.11 montre l’influence de cette position sur le déplace-
ment pour trois points remarquables situés dans le plan transverse du DIV (illustrés sur la
Figure 3.11a) pour le jeu de paramètres (C10 = 0,5 MPa, k1 = 1 MPa, k2 = 50). La valeur
du déplacement postéro-latéral augmente lorsque l’on se déplace de la position postérieure
vers la position latérale. Lorque le déplacement axial imposé est maximal, la différence
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entre les deux points extrêmes est d’environ 0,25 mm. Toutefois, expérimentalement, la
position où le déplacement postéro-latéral est mesuré n’est pas donnée. Dans l’ensemble
des simulations réalisées, le déplacement postéro-latéral est calculé au niveau du point le
plus postérieur (noté PP L sur la Figure 3.11a).
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C10 = 0, 5 ; k1 = 1 ; k2 = 10
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C10 = 0, 5 ; k1 = 1 ; k2 = 200
C10 = 0, 5 ; k1 = 5 ; k2 = 50
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(Brown et al., 1957)
(Markolf et Morris, 1974)
(Berkson et al., 1979) avec EP*

(Berkson et al., 1979) sans EP*

recalage expérimental

Figure 3.10 – Comparaison des résultats EF et expérimentaux pour quelques jeux de
paramètres matériau de l’AF, avec C10 et k1 exprimés en MPa. (a) Force axiale en fonction
du déplacement axial ; (b) Force axiale en fonction du déplacement postéro-latéral ; (c)
Déplacement postéro-latéral en fonction du déplacement axial. Les courbes en pointillés
noirs représentent un recalage de l’ensemble des données expérimentales.
Note : * - Les résultats expérimentaux de (Berkson et al., 1979) ont été réalisés sur deux
types de segments vertébraux : des segments vertébraux intacts, c’est-à-dire avec éléments
postérieurs (avec EP) et des segments vertébraux pour lesquels les éléments postérieurs
ont été ôtés (sans EP).

Afin de pouvoir choisir le « meilleur » jeu de paramètres (C10, k1, k2) pour l’AF,
un « critère de distance » entre les résulats EF et les tendances expérimentales pour les
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Figure 3.11 – Influence de la position du point de calcul sur le déplacement postéro-latéral.
(a) Position des points de calcul : PP désigne le point externe de l’AF situé à l’intersection
avec le plan sagittal (Y = 0), PL désigne le point externe de l’AF situé à l’intersection avec
le plan frontal (X = 0), et PP L désigne le point le plus postérieur (|X| est maximal) ; (b)
Force axiale en fonction du déplacement postéro-latéral ; (c) Déplacement postéro-latéral
en fonction du déplacement axial.

résultats obtenus en force axiale et déplacement postéro-latéral en fonction déplacement
axial a été défini. Ce critère de distance, noté d, est défini comme la somme des distances
dax et dPL (entre les résultats EF et expérimentaux) obtenus sur les courbes force vs.
déplacement axial et déplacement postéro-latéral vs. déplacement axial respectivement,
pondérée par un paramètre α. Puisque la valeur du déplacement postéro-latéral dépend
de la position, il a été choisi d’accorder plus d’importance aux résultats en force axiale vs.
déplacement axial, en prenant α = 60%. Le critère de distance s’écrit alors :

d = αdax + (1− α) dPL, (3.7)
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avec

dax =
√∑

i

(Fax,EF,i − Fax,exp,i)
2 /F 2

ax,exp,i, (3.8)

dPL =
√∑

i

(UPL,EF,i − UPL,exp,i)
2 /U2

PL,exp,i, (3.9)

où Fax,EF,i et Fax,exp,i désignent les valeurs de la force axiale obtenue par EF et de la
force expérimentale obtenue au point i, et UPL,EF,i et UPL,exp,i les valeurs du déplacement
postéro-latéral EF et expérimental au point i. Il est à noter que ce critère de distance est
calculé au sens des moindres carrés mais pondéré par les valeurs prises par la grandeur
de référence (à savoir la grandeur expérimentale) en chaque point, afin de donner une
importance relative similaire à chaque point. La Figure 3.12 montre la variation du critère
de distance d en fonction du paramètre k2, pour l’ensemble des valeurs prises par les
paramètres C10 et k1. Le jeu de paramètres qui minimise ce critère, parmi les jeux testés,
est finalement : C10 = 0, 1 MPa, k1 = 1 MPa et k2 = 200.

0 50 100 150 200
k2

2, 4

2, 8

3, 2

3, 6

4

d

C10 = 0, 1 ; k1 = 1
C10 = 0, 1 ; k1 = 5
C10 = 0, 5 ; k1 = 1
C10 = 0, 5 ; k1 = 5
C10 = 1 ; k1 = 1
C10 = 1 ; k1 = 5

Figure 3.12 – Représentation du critère de distance d, calculé à l’aide des expressions
(3.7) et (3.9) sur les courbes force vs. déplacement axial et déplacement postéro-latéral vs.
déplacement axial, en fonction de k2, pour C10 = 0,1 ; 0,5 ; 1 MPa et k1 = 1 ; 5 MPa.

La Figure 3.13 montre la réponse EF en amplitude du déplacement total obtenue pour
ce jeu de paramètres. On note que le déplacement total est maximal au niveau de l’AF
postérieur, ce qui est conforme avec ce qui est traditionnellement observé. La Figure 3.14
montre la superposition des résultats EF et expérimentaux sur les graphes de force en
fonction du déplacement axial (Figures 3.14a et 3.14b) et du déplacement postéro-latéral
(Figure 3.14c).

Le graphe force vs. déplacement axial montre une réponse en force très satisfaisante
aux petits déplacements : pour un déplacement imposé de 0,5 mm, la simulation prévoit un
effort de réaction d’environ 400 N tandis que l’expérience prévoit environ 450 N, soit une
erreur relative d’environ 10 % (Figure 3.14b). Pour les grands déplacements, cependant,
on observe une sous-estimation des résultats EF par rapport à l’expérience : pour un
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déplacement imposé de 1,5 mm, la simulation prévoit un effort de réaction d’environ 2100
N tandis que l’expérience prévoit environ 3700 N, soit une erreur relative de plus de
40 % (Figure 3.14a). Le graphe force vs. déplacement postéro-latéral (cf Figure 3.14c)
montre une légère surestimation des résultats EF par rapport à l’expérience. Lorsque le
déplacement axial imposé est de 1,5 mm, ce qui correspond à une force d’environ 2100
N, un déplacement de 1,55 mm est atteint expérimentalement tandis que la simulation
prévoit seulement 1,3 mm (erreur relative de 16 %). On peut toutefois rappeler que cet
écart entre les résultats EF et l’expérience sur le déplacement postéro-latéral serait réduit
en choisissant un point de calcul en position plus latérale.

U, Magnitude

+0.000e+00
+3.833e−01
+7.666e−01
+1.150e+00
+1.533e+00
+1.917e+00
+2.300e+00
+2.683e+00
+3.067e+00
+3.450e+00
+3.833e+00
+4.216e+00
+4.600e+00

XY

Z

Figure 3.13 – Distribution du déplacement total (amplitude) à la suite de l’étape d’initia-
lisation puis de compression du DIV pour le jeu de paramètres retenu (C10 = 0, 1MPa; k1 =
1MPa; k2 = 200).

A notre sens, le jeu de paramètres (C10 = 0,1 MPa, k1 = 1 MPa, k2 = 200) pour l’AF est
suffisamment satisfaisant pour reproduire qualitativement les résultats expéri-

mentaux obtenus en compression. Ce jeu de paramètres pour l’AF sera conservé dans
toute la suite. De plus, compte tenu de la complexité du modèle, ces premiers résultats sont
très encourageants et permettent d’espérer une bonne représentation du comportement du
DIV sous d’autres cas de chargement peut-être plus discriminants.

Remarque - Utilité d’une boucle d’optimisation. La réalisation d’une
boucle d’optimisation sur les paramètres de l’AF permettrait de minimiser
l’écart entre la simulation et les expériences et de déterminer un jeu de pa-
ramètres plus précis. Cependant, une telle démarche est très coûteuse en temps
de calcul. Compte tenu du fait que l’AF n’est pas le matériau central de cette
étude, l’accent n’a pas été mis sur un recalage précis de ses paramètres et le jeu
de paramètres retenu nous paraît suffisamment correct. Rappelons, en outre,
que les valeurs des paramètres prises dans la littérature présentent une très
grande dispersion.
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C10 = 0, 1 ; k1 = 1 ; k2 = 200
(Brown et al., 1957)
(Markolf et Morris, 1974)
(Shah et al., 1978)
(Berkson et al., 1979) avec EP*

(Berkson et al., 1979) sans EP*

recalage expérimental

Figure 3.14 – Comparaison des résultats EF et des données expérimentales sur un essai
en compression pour C10 = 0, 1 MPa, k1 = 1 MPa et k2 = 200. (a) Force axiale en fonction
du déplacement axial ; (b) Force axiale en fonction du déplacement axial avec zoom sur
les petits déplacements ; (c) Force axiale en fonction du déplacement postéro-latéral. Les
courbes en pointillés noirs représentent la tendance exprimée par l’ensemble des données
expérimentales.
Note : * - Les résultats expérimentaux de (Berkson et al., 1979) ont été réalisés sur deux
types de segments vertébraux : des segments vertébraux intacts, c’est-à-dire avec éléments
postérieurs (avec EP) et des segments vertébraux pour lesquels les éléments postérieurs
ont été ôtés (sans EP).
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3.2.2 Influence du noyau central sur la réponse en compression du DIV

La compression est le mode de chargement de base auquel le DIV est soumis quotidien-
nement. Dans le but d’envisager le remplacement du NP dégradé par un hydrogel, l’étude
de l’influence des paramètres matériau d’entrée du « noyau central » sur la réponse globale
du DIV présente un fort intérêt.

Les paramètres matériau de l’AF étant fixés (C10 = 0, 1 MPa, k1 = 1 MPa, k2 = 200),
une étude de sensibilité du comportement du DIV en compression selon les

paramètres d’entrée du noyau central (C∗
0 , χ et φf,0) est réalisée. Pour cela, trois

valeurs pour chacun des trois paramètres ont été sélectionnées dans une gamme de valeurs
assez large (cf discussion en fin de paragraphe 3.1.4.2).

– pour la raideur, à travers le module de cisaillement dans l’état de référence, les
valeurs sélectionnées sont C∗

0 = 0,05 ; 0,5 ; 5 MPa ;
– pour le paramètre d’interaction, on choisit χ = 0,1 ; 0,3 ; 0,5 ;
– pour la fraction volumique d’eau dans l’état de référence, on choisit φf,0 = 80, 90 et

95 %.
Les calculs EF sont réalisés pour l’ensemble des combinaisons entre les trois paramètres, ce
qui représente un total de 33 = 27 simulations. Le chargement imposé est un déplacement
vertical du PC supérieur égal à 1, 5 mm.

Les Figures 3.15, 3.16 et 3.17 présentent les effets des variations de C∗
0 , χ et φf,0

respectivement sur le comportement en compression du DIV (courbes force axiale vs. dé-
placement axial). La Figure 3.18 montre la force maximale atteinte lorsque le déplacement
imposé est maximal (1,5 mm) en fonction de C∗

0 et χ selon l’état d’hydratation initial
(repésenté par la variable φf,0.

D’après la Figure 3.15, on observe qu’une augmentation de φf,0 (c’est-à-dire une aug-
mentation de la teneur initiale en eau) ainsi qu’une augmentation de χ (c’est-à-dire une
diminution de l’affinité chimique du matériau avec l’eau, ou une perte d’hydrophilie) en-
traînent une diminution de la raideur globale du DIV. Une augmentation de C∗

0 (c’est-à-dire
une augmentation de la raideur du noyau) entraîne une augmentation de la raideur globale
de la structure. De plus, on observe que l’influence de C∗

0 sur la réponse mécanique du DIV
est quasi négligeable lorsque χ = 0, 1 et φf,0 = 80% ; au contraire, l’influence de C∗

0 sur la
réponse mécanique est d’autant plus importante que χ et φf,0 sont importants. Autrement
dit, moins le matériau est hydrophile (i.e. son affinité avec l’eau est faible) et plus il est
hydraté initialement, plus la raideur du noyau joue un rôle dans la réponse mécanique
globale du DIV.

La Figure 3.16 montre également qu’une augmentation de φf,0 (c’est-à-dire une aug-
mentation de la teneur initiale en eau) entraîne une diminution de la raideur globale du
DIV. Globalement, une augmentation de χ (c’est-à-dire une diminution de l’affinité avec
l’eau) tend à faire diminuer la raideur de la structure. De plus, on observe que l’influence
de χ sur la réponse mécanique globale du DIV est négligeable lorsque C∗

0 = 0,5 ou 5 MPa et
φf,0 = 95% ; au contraire, l’influence de χ est d’autant plus importante que C∗

0 et φf,0 sont
faibles. Autrement dit, moins le matériau est raide et moins il contient d’eau initialement,
plus l’affinité chimique entre polymère et eau a un rôle important dans le comportement
mécanique du DIV.
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La Figure 3.17 montre, à nouveau, qu’une augmentation de χ (c’est-à-dire une perte
d’hydrophilie) entraîne une diminution de la raideur globale du DIV, et qu’une augmen-
tation de φf,0 (c’est-à-dire une augmentation de la teneur initiale en eau) entraîne une
diminution de la raideur globale du DIV. De plus, on observe que l’influence de φf,0 sur
la réponse mécanique globale du DIV est faible lorsque C∗

0 = 5 MPa et χ = 0, 5 ; au
contraire, l’influence de φf,0 est d’autant plus importante que C∗

0 et φf,0 sont faibles. Au-
trement dit, plus le matériau est mou et plus son affinité avec l’eau est grande, plus le
taux d’hydratation initial a un rôle important dans le comportement mécanique du DIV.

La Figure 3.18 propose une synthèse des observations effectuées ci-avant. Elle permet
de confirmer, d’une part, que la raideur globale est moins importante lorsque la teneur
initiale en eau est plus élevée. De plus, lorsque le noyau est très hydraté (φf,0 = 95%),
χ n’a pas pas d’influence sur la raideur de la structure, quelle que soit la valeur de C∗

0 ,
c’est-à-dire que la raideur du DIV n’est pas pilotée par l’affinité chimique lorsque la teneur
initiale en fluide est importante. Par ailleurs, une valeur de C∗

0 faible (< 0, 5MPa) n’a
pas d’effet notable sur la raideur du DIV, quels que soient χ et φf,0 : lorsque la raideur
du noyau est trop faible, la réponse mécanique du DIV ne dépend pas de celle-ci. Enfin,
lorsque φf,0 = 80% et χ = 0, 1, C∗

0 n’a pas d’influence, i.e. lorsque la teneur en eau initiale
est moins importante et que le matériau est très hydrophile, la raideur du noyau central
n’intervient pas dans la réponse mécanique du DIV. Le Tableau 3.4 résume brièvement
l’ensemble de ces observations.
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(a) χ = 0, 1, φf,0 = 80% (b) χ = 0, 1, φf,0 = 90% (c) χ = 0, 1, φf,0 = 95%

(d) χ = 0, 3, φf,0 = 80% (e) χ = 0, 3, φf,0 = 90% (f) χ = 0, 3, φf,0 = 95%

(g) χ = 0, 5, φf,0 = 80% (h) χ = 0, 5, φf,0 = 90% (i) χ = 0, 5, φf,0 = 95%
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Figure 3.15 – Influence du module de cisaillement C∗
0 sur le comportement en compression

du DIV : pour chaque sous-figure, les courbes force axiale vs. déplacement axial sont
représentées pour C∗

0 = 0,05 ; 0,5 ; 5 MPa, à χ et φf,0 fixés.
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Figure 3.16 – Influence du paramètre d’interaction avec l’eau χ sur le comportement en
compression du DIV : pour chaque sous-figure, les courbes force axiale vs. déplacement
axial sont représentées pour χ = 0,1 ; 0,3 ; 0,5, à C∗

0 et φf,0 fixés.
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Figure 3.17 – Influence de la fraction volumique initiale de fluide φ0,f sur le comportement
en compression du DIV : pour chaque sous-figure, les courbes force axiale vs. déplacement
axial sont représentées pour φf,0 = 80, 90 et 95 %, à C∗

0 et χ fixés.
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Figure 3.18 – Influence de C∗
0 et χ sur la réponse en force atteinte pour un déplacement

imposé de 1,5 mm selon l’état d’hydratation initial φf,0.
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Caractéristique Paramètre influent

hydraté hydrophile raide

+ − C∗
0

− − χ

+ − φf,0

TABLEAU 3.4 – Influence des paramètres d’entrée du « noyau central » (NP ou hydrogel
de remplacement) selon ses caractéristiques sur la réponse mécanique du DIV.

Finalement, dans le cas d’un NP sain (taux d’hydratation autour de 80 %), la raideur
a un rôle négligeable dans la réponse mécanique du DIV en compression, si le NP est très
hydrophile. Dans le cas d’un hydrogel de remplacement, dont la teneur initiale en fluide est
supérieure à 95 %, l’affinité chimique entre le polymère et l’eau n’a pas d’influence sur la
réponse mécanique du DIV. De même, en-dessous d’une certaine valeur (C∗

0 = 0,5 MPa),
la raideur du noyau a un effet négligeable sur la réponse mécanique globale du DIV, qui
sera alors entièrement dictée par l’AF. Dans tous les cas, plus l’hydratation dans l’état de
référence est importante, plus le DIV est souple.

3.2.3 Bilan

Dans cette section, la réponse mécanique d’un DIV sain en compression a été étudiée.
Dans un premier temps, les paramètres matériau de l’AF ont été identifiés en comparant
l’effort et le déplacement postéro-latéral (à déplacement vertical imposé) avec des données
expérimentales issues de la littérature. Moyennant le fait qu’il est nécessaire de formuler
des hypothèses pour traduire les conditions d’expérience (par exemple la position où l’on
extrait le déplacement postéro-latéral), le modèle ainsi construit est qualitativement

satisfaisant puisqu’il permet de reproduire les tendances expérimentales en

compression.

Dans un second temps, dans le but d’envisager le remplacement du NP dégradé par
un matériau de remplacement de type hydrogel, l’influence des paramètres d’entrée du
« noyau central » a été examinée. Selon les caractéristiques du noyau (sa raideur, son
caractère hydrophile, ou son taux d’hydratation dans l’état de référence), les paramètres
qui influent fortement sur la réponse mécanique globale du DIV ont été mis en évidence.
On peut ainsi en tirer quelques premières conclusions sur les propriétés que doit avoir un
hydrogel de substitution afin de remplir un rôle dans le comportement mécanique du DIV :
si la valeur de l’affinité chimique entre le polymère de base formant l’hydrogel

et l’eau n’est pas déterminante, il faudra envisager d’augmenter la raideur de

l’hydrogel afin que le noyau puisse jouer un rôle dans la réponse mécanique du

DIV en compression, et ainsi « soulager » l’AF de toutes les charges compressives.

La section suivante propose une étude de la réponse mécanique d’un DIV sain soumis
à de multiples cas de chargement.
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3.3 Etude de la réponse mécanique du DIV dans d’autres

cas de chargement

L’ensemble des paramètres matériau étant fixés (C10 = 0, 1 MPa, k1 = 1 MPa, k2 = 200
pour l’AF, et C∗

0 = 0, 5 MPa, χ = 0, 1 et φf,0 = 80% pour le NP), le modèle de DIV sain
est à présent soumis à de multiples cas de chargement, en suivant le protocole détaillé dans
la section 3.1.3. L’objectif est de confronter le modèle aux données expérimentales afin de
discuter de sa capacité à reproduire les comportements observés.
Dans cette section, quelques généralités sur la méthodologie employée sont tout d’abord
présentées (conditions aux limites imposées au modèle en lien avec les conditions d’expé-
rience, résultats observés), puis les résultats obtenus sous les différents cas de chargement
sont présentés. Une discussion sur les performances du modèle est finalement proposée.

3.3.1 Méthodologie

3.3.1.1 Cas d’étude

En munissant le DIV d’un repère orthonormé direct (O, X, Y, Z) où O est le centre du
DIV, (X, Y ) est le plan transverse (cf section 3.1.1) et Z est le vecteur normal, on note
U1, U2 et U3 le déplacement suivant les axes X, Y et Z respectivement, et UR,1, UR,2 et
UR,3 le déplacement angulaire autour des axes X, Y et Z respectivement, comme cela est
illustré sur la Figure 3.19. La flexion et l’extension sont définies comme la rotation autour
de l’axe ±Y , l’inclinaison latérale correspond à une rotation autour de l’axe X, la torsion
correspond à la rotation autour de l’axe Z, la compression correspond à la translation
suivant −Z, les cisaillements antérieur et postérieur correspondent à la translation suivant
±X et le cisaillement latéral correspond à la translation suivant Y . Les amplitudes des
différentes sollicitations appliquées sont rapportées dans le tableau 3.5. Elles sont de l’ordre
de grandeur des mouvements physiologiques qui peuvent être endurés par le DIV.

X

Y

Z

O

A

U1

U2

U3

UR,1

UR,2

UR,3

Figure 3.19 – Définition des translations U1, U2 et U3 et des rotations UR,1, UR,2 et UR,3

dans le repère (O, X, Y, Z) associé au DIV. Le point A représente le point d’application
des sollicitations.
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Sollicitation Amplitude

Flexion 7◦

Extension 5◦

Inclinaison latérale 6◦

Torsion 4◦

Compression 1,6 mm

Cisaillement antérieur 2 mm

Cisaillement postérieur 2 mm

Cisaillement latéral 2 mm

TABLEAU 3.5 – Chargements et amplitudes des mouvements appliqués dans les simula-
tions EF.

3.3.1.2 Passage de l’expérience au modèle

Conditions aux limites. Nachemson et son groupe de travail (Schultz et al., 1979 ;
Berkson et al., 1979) ont effectué des essais sur 42 DIV lombaires sous les types de char-
gement énoncés précédemment. Ainsi, les conditions d’expérience sont identiques pour
l’ensemble des sollicitations considérées, ce qui facilite la mise en œuvre numérique. Tou-
tefois, le montage expérimental mis en place est relativement complexe : les deux vertèbres
adjacentes au DIV observé sont encastrées dans des systèmes de fixation rigides, le sys-
tème de fixation inférieur est fixé sur le bâti de la machine, tandis que les sollicitations
sont appliquées sur le système de fixation supérieur par le biais de poids et d’un système
fils/poulies agissant sur deux bras disposés en croix. Ces deux bras sont placés à une dis-
tance d’environ 34 mm du centre du DIV. La Figure 3.20 présente une photographie de ce
montage expérimental. En outre, les essais expérimentaux ont été réalisés sur deux types
de segments vertébraux : d’une part sur des segments vertébraux intacts ; d’autre part sur
des segment vertébraux dont les éléments postérieurs (articulations facettaires, ligaments)
ont été ôtés (cf Figure 1.2 pour un rappel du vocabulaire).

Afin de se rapprocher au mieux de ces conditions, le point A de coordonnées (0, 0, 34 mm)
(voir Figure 3.19) est considéré comme le point d’application des sollicitations dans le
modèle numérique. Par ailleurs, comme il est difficile de reproduire numériquement les
conditions expérimentales, deux cas de chargement ont été simulés :

– un cas de chargement en sollicitation pure, c’est-à-dire en imposant un seul
degré de liberté (en translation ou en rotation), en laissant libres les cinq autres
degrés de liberté (ce qui entraîne l’apparition de mouvement couplés, comme on le
verra),

– un cas de chargement en sollicitation simple, c’est-à-dire en imposant un degré
de liberté (en translation ou en rotation), en fixant les cinq autres nuls.

La Figure 3.21 illustre ces deux types de sollicitations sur une géométrie cylindrique simple.
Ces deux cas de sollicitation représentent les cas les plus extrêmes en termes de conditions
aux limites. En effet, le cas de chargement en sollicitation pure représente le chargement
qui s’appliquerait sur un DIV sans éléments postérieurs si le montage expérimental était
idéal (ce qui n’est pas le cas), tandis que le cas de chargement en sollicitation simple

140



3.3. Etude de la réponse mécanique du DIV dans d’autres cas de chargement

Figure 3.20 – Photographie du montage expérimental utilisé par Schultz et al. (1979) et
Berkson et al. (1979). Le DIV est situé entre les deux cylindres de fixation. Les compa-
rateurs, servant à mesurer les différents déplacements de la surface supérieure du système
de fixation supérieur, sont clairement visibles. Les bras, sur lesquels sont appliqués les
sollicitations, sont attachés au système de fixation cylindrique supérieur. Les fils et poulies
sont également visibles. Photographie tirée de Schultz et al. (1979).

cumule les contraintes issues du montage expérimental et de la présence des éléments
postérieurs qui rigidifient la structure. On s’attend a priori à ce que la réponse obtenue
par simulation numérique pour les deux cas de sollicitations encadre la réponse obtenue
expérimentalement.

Grandeurs de sortie. Le montage expérimental de Schultz et al. (1979) et Berkson
et al. (1979) leur permet d’imposer des efforts ou des moments, via des séries de poids
appliqués selon certaines directions. A chaque incrément de chargement sont mesurées :

– les six composantes du déplacement du centre géométrique du corps vertébral su-
périeur par rapport au corps vertébral inférieur fixe, à l’aide de six comparateurs
placés sur la surface supérieure du système de fixation,

– la pression intradiscale, à l’aide d’une aiguille (munie d’une membrane instrumentée)
insérée au centre du disque.

Numériquement, les déplacements (respectivement angles) sont imposés au niveau du
point de coordonnées (0, 0, 34 mm) dont la cinématique est couplée avec le PC supérieur
rigide, et les forces (respectivement moments) sont extraits au même point. La pression
intradiscale est extraite au niveau d’un nœud du maillage situé au centre du NP.
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(a) Cisaillement pur (b) Cisaillement simple

(c) Rotation pure (d) Rotation simple

(e) Torsion pure (f) Torsion simple

Figure 3.21 – Illustration des différents modes de chargement qui seront simulés. La
géométrie non déformée est représentée en grisé, la géométrie déformée en noir.

Utilisation des résultats expérimentaux relatifs aux segments vertébraux in-

tacts, lors de l’étude des mouvements couplés. Expérimentalement, deux types
de segments vertébraux ont été étudiés par le groupe de Nachemson : des segments verté-
braux intacts et des segments vertébraux dont les éléments postérieurs ont été ôtés. Les
résultats EF obtenus avec notre modèle, constitué du DIV et de ses PC seulement, sont
donc directement comparables aux résultats expérimentaux de la deuxième catégorie (sans
éléments postérieurs). A contrario, les résultats EF obtenus avec notre modèle ne sont pas
directement comparables avec les résultats expérimentaux de la première catégorie (seg-
ments vertébraux intacts). Pour autant, afin d’utiliser les résultats expérimentaux relatifs
aux segments vertébraux intacts lors de l’observation des mouvements couplés, nous nous
sommes placés à même niveau de déplacement imposé (en translation ou en rotation)
dans la simulation que le niveau de déplacement observé expérimentalement, et les valeurs
des déplacements couplés ont été relevées et ainsi comparées. La Figure 3.22 résume de
façon schématique la démarche effectuée, sur l’exemple d’un chargement en cisaillement
antérieur.

3.3.1.3 Forme des résultats présentés

Les résultats EF sont comparés avec des données expérimentales de Schultz et al.

(1979) pour les tests en flexion, extension, inclinaison latérale et torsion, et de Berkson
et al. (1979) pour les tests en compression et cisaillements antérieur, postérieur et latéral.
Pour chacun des chargements considérés, les résultats suivants seront présentés :

– l’allure de la déformée pour les deux types de sollicitation (pure et simple),
– l’amplitude du mouvement, i.e. la courbe de la force en fonction du déplacement

imposé ou du moment en fonction de l’angle de rotation imposé, ainsi que la varia-

tion de pression, i.e. la courbe représentant la variation de pression dans le NP en
fonction du déplacement ou de l’angle de rotation imposé,

– dans le cas d’un chargement en sollicitation pure, l’évolution des mouvements
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expérience

sans EP* intact

simulation EF

U1 = 1, 2 mm

U1 = 1, 2 mm

U ′
1 = 1, 4 mm

U ′
1 = 1, 4 mm

d > max(U1, U ′
1)

FF

U2, U2 = ...

U2, U2 = ...

UR,1, UR,2, UR,3 = ...

UR,1, UR,2, UR,3 = ...

U ′
2, U ′

2 = ...

U ′
2, U ′

2 = ...

U ′
R,1, U ′

R,2, U ′
R,3 = ...

U ′
R,1, U ′

R,2, U ′
R,3 = ...

−→ EF sans EP* −→ EF intact

Figure 3.22 – Schéma représentant la démarche mise en place afin de pouvoir comparer les
résultats EF à l’ensemble des données expérimentales obtenues par Berkson et al. (1979)
et Schultz et al. (1979), lors de l’étude des mouvements couplés (exemple du cisaillement
antérieur). Expérimentalement, l’effort F est imposé, et les déplacements principaux U1 et
U ′

1 (dans l’exemple, U1 = 1, 2 mm et U ′
1 = 1, 4 mm) ainsi que l’ensemble des déplacements

couplés sont relevés pour les segments vertébraux sans éléments postérieurs et les segments
vertébraux intacts respectivement. Dans la simulation, sur un même cas de calcul, un
déplacement d > max(U1, U ′

1) est imposé, et les déplacements couplés sont relevés pour
U1 et U ′

1 . Les résultats encadrés en bleu seront comparés entre eux pour les segments
vertébraux intacts (dans ce cas, par abus de langage, on désignera les résultats obtenus
par simulation « EF intact »). De même, les résultats encadrés en gris seront comparés
entre eux pour les segments vertébraux sans éléments postérieurs (on parlera d’« EF sans
EP » pour la simulation).
Note : sans EP* - segments vertébraux pour lesquels les éléments postérieurs ont été ôtés.
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couplés au cours de la sollicitation, c’est-à-dire l’évolution des cinq autres degrés
de liberté (translations et rotations), ainsi que l’amplitude de ces mouvements

couplés à déplacement ou angle de rotation fixé, en comparaison avec les résultats
expérimentaux.

Il est important de noter que les courbes expérimentales représentent la moyenne des va-
leurs obtenues pour les 42 DIV, ce qui explique leur allure parfois chahutée. Les barres
d’erreur expérimentales, lorsqu’elles sont disponibles, sont également représentées sur ces
figures dans la mesure où elles rendent compte d’une très grande dispersion des résultats
(avec, souvent, un écart-type plus important que la moyenne des résultats) selon les échan-
tillons (âge, sexe, niveau lombaire, degré de dégénérescence, présence ou non des éléments
postérieurs).

3.3.2 Résultats selon le type de sollicitation

3.3.2.1 Compression

Le maillage déformé, suite à un chargement en compression, est illustré sur la Figure
3.23 pour le cas de sollicitation pure (Figure 3.23a) et pour le cas de sollicitation simple
(Figure 3.23b). Le point d’application du chargement est également représenté. L’allure
de la déformée est similaire dans les deux cas.

X
Y

Z

(a)

X
Y

Z

(b)

Figure 3.23 – Allure de la déformée du DIV suite à un chargement en compression : (a)
sollicitation pure, (b) sollicitation simple.

La Figure 3.24 présente la comparaison entre les résultats EF obtenus en sollicitation
simple et en sollicitation pure et les résultats expérimentaux sur l’amplitude du mouve-
ment et la variation de pression au centre du NP en fonction du déplacement, pour un
chargement en compression. On observe que la réponse du modèle (aussi bien en force
qu’en variation de pression) varie peu selon le type de sollicitation imposé. Comme on
pouvait s’y attendre, la réponse en force du modèle coïncide parfaitement avec les résul-
tats expérimentaux (Figure 3.24a), dans la mesure où les paramètres matériau ont été
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identifiés sur l’essai en compression. Le modèle prévoit également une augmentation de
pression en fonction du déplacement conforme aux observations expérimentales (Figure
3.24b).
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Figure 3.24 – Comparaison des résultats EF et expérimentaux sur une sollicitation en
compression : (a) force en fonction du déplacement, (b) variation de pression en fonction
du déplacement.
Note : sans EP* - segments vertébraux pour lesquels les éléments postérieurs ont été ôtés.

Dans le cas de la sollicitation en compression pure, le déplacement imposé est le dé-
placement axial U3, et la structure est libre de se déplacer selon les deux autres degrés de
liberté en translation U1 et U2, et les trois degrés de liberté en rotation UR1

, UR2
et UR3

.
La Figure 3.25 montre l’évolution au cours de la sollicitation des mouvements couplés en
translation (Figure 3.25a) et en rotation (Figure 3.25b), selon la simulation. On observe
que la compression entraîne des mouvements couplés significatifs en cisaillement antérieur
et en flexion selon la simulation EF. La Figure 3.26 montre l’amplitude des mouvements
couplés lorsque le déplacement en compression est U3 = −0, 5 mm prévus par la simulation
EF et observés expérimentalement sur les segments intacts et sans éléments postérieurs.
Les tendances observées expérimentalement sont plutôt bien reproduites par le modèle,
malgré une surestimation du déplacement antérieur et de la rotation autour de l’axe Y

(dans le sens de la flexion) selon la simulation.
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Figure 3.25 – Evolution des mouvements couplés prévus par la simulation EF en fonction
de l’incrément de temps induits par une sollicitation en compression : (a) translations cou-
plées, (b) rotations couplées. Les traits discontinus noirs permettent de repérer l’amplitude
des mouvements couplés lorsque le déplacement axial vaut U3 = −0, 5 mm.
Note : la grandeur soulignée correspond au déplacement imposé.
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Figure 3.26 – Amplitude des mouvements couplés induits (a) en translation et (b) en ro-
tation lorsque le déplacement axial vaut U3 = −0, 5 mm : comparaison entre les résultats
EF et expérimentaux.
Notes : sans EP* - sans éléments postérieurs ; la grandeur soulignée correspond au dépla-
cement imposé.

3.3.2.2 Flexion

L’allure de la déformée, suite à un chargement en flexion, est illustrée sur la Figure
3.27 pour le cas de sollicitation pure (Figure 3.27a) et pour le cas de sollicitation simple
(Figure 3.27b). Dans le cas de la sollicitation simple, le chargement paraît assez « naturel »,
avec un renflement de l’AF du côté antérieur. L’allure de la déformée dans le cas d’une
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sollicitation simple traduit la sévérité des conditions aux limites imposées.
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Figure 3.27 – Allure de la déformée du DIV suite à un chargement en flexion : (a)
sollicitation pure, (b) sollicitation simple.

La Figure 3.28 présente la comparaison entre les résultats EF et les résultats expéri-
mentaux sur l’amplitude du mouvement et la variation de pression à l’intérieur du NP en
fonction de l’angle de rotation, pour un chargement en flexion. Globalement, on observe
que les résultats numériques pour les cas de chargement en sollicitation pure et en solli-
citation simple encadrent les résultats expérimentaux, aussi bien pour la réponse en force
que pour la réponse en variation de pression. Le modèle chargé en sollicitation pure rend
bien compte des résultats expérimentaux (Figure 3.28a). En ce qui concerne la pression, on
remarque que le modèle en sollicitation pure prévoit une diminution de la pression, ce qui
va à l’encontre des observations expérimentales. Le modèle en sollicitation simple prévoit
une augmentation de pression mais celle-ci est surestimée par rapport à l’expérience.

En flexion pure, le déplacement angulaire imposé est UR,2 et la structure est libre de
se déplacer selon les trois degrés de liberté en translation U1, U2 et U3, et selon les deux
autres degrés de liberté en rotation UR1

et UR3
. La Figure 3.29 montre l’évolution, au cours

de la flexion, des mouvements couplés en translation (Figure 3.29a) et en rotation (Figure
3.29b). La simulation montre l’existence de mouvements couplés significatifs en cisaillement
antérieur et translation verticale. On note d’ailleurs que le déplacement vertical est positif,
ce qui signifie que le PC supérieur s’est déplacé vers le haut. Le déplacement vertical
augmente sur les deux premiers tiers de la sollicitation, puis diminue légèrement ensuite.
Ceci pourrait expliquer le signe (négatif) de la variation de pression, ainsi que l’allure de
la courbe (Figure 3.28b) obtenue par simulation. La Figure 3.30 montre l’amplitude des
mouvements couplés lorsque le déplacement angulaire vaut UR,2 = 5, 5◦ et UR,2 = 5, 9◦

pour la simulation EF et selon l’expérience. Les tendances expérimentales observées sont
bien reproduites par le modèle, malgré une légère surestimation du déplacement antérieur
selon la simulation.
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Figure 3.28 – Comparaison des résultats EF et expérimentaux sur une sollicitation en
flexion : (a) moment de flexion en fonction de l’angle, (b) variation de pression en fonction
de l’angle.
Note : sans EP* - segments vertébraux pour lesquels les éléments postérieurs ont été ôtés.
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Figure 3.29 – Evolution des mouvements couplés prévus par la simulation EF en fonction
de l’incrément de temps induits par une sollicitation en flexion : (a) translations couplées,
(b) rotations couplées. Les traits discontinus permettent de repérer l’amplitude des mouve-
ments couplés lorsque le déplacement angulaire vaut UR,2 = 5, 5◦ (en noir) et UR,2 = 5, 9◦

(en bleu).
Note : la grandeur soulignée correspond au déplacement angulaire imposé.
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Figure 3.30 – Amplitude des mouvements couplés (a) en translation et (b) en rotation
induits par une sollicitation en flexion : comparaison entre les résultats EF et expérimen-
taux.
Notes : sans EP* - sans éléments postérieurs ; la grandeur soulignée correspond au dépla-
cement imposé.
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3.3.2.3 Extension

L’allure de la déformée, suite à un chargement en extension, est illustrée sur la Figure
3.31 pour le cas de sollicitation pure (Figure 3.31a) et pour le cas de sollicitation simple
(Figure 3.31b). Dans le cas de la sollicitation simple, on observe un léger renflement de
l’AF postérieurement. Comme pour la flexion, l’allure de la déformée dans le cas d’une
sollicitation simple traduit la sévérité des conditions aux limites imposées.

XY

Z

(a)

XY

Z

(b)

Figure 3.31 – Allure de la déformée du DIV suite à un chargement en extension : (a)
sollicitation pure, (b) sollicitation simple.

La Figure 3.32 présente la comparaison entre les résultats EF et les résultats expéri-
mentaux sur l’amplitude du mouvement et la variation de pression à l’intérieur du NP en
fonction de l’angle de rotation, pour un chargement en extension. Globalement, on observe
que les résultats numériques pour les cas de chargement en sollicitation pure et en solli-
citation simple encadrent les résultats expérimentaux, aussi bien pour la réponse en force
que pour la réponse en variation de pression. En sollicitation pure, l’ordre de grandeur
obtenu par simulation est légèrement sous-estimé par rapport à la tendance expérimen-
tale, mais la courbe reste très proche des barres d’erreur expérimentales. Dans le cas d’une
sollicitation simple, le moment est largement surestimé. En ce qui concerne la pression,
on remarque que le modèle en sollicitation pure prévoit une diminution de la pression, ce
qui va à l’encontre des observations expérimentales. Au contraire, le modèle en sollicita-
tion simple prévoit une augmentation de pression comparable à l’augmentation observée
expérimentalement. On note une légère surestimation des résultats de la simulation par
rapport à l’expérience, qui reste acceptable compte tenu des écarts-types expérimentaux.

En extension pure, le déplacement angulaire imposé est UR,2 et la structure est libre
de se déplacer selon les trois degrés de liberté en translation U1, U2 et U3, et selon les deux
autres degrés de liberté en rotation UR1

et UR3
. La Figure 3.33 montre l’évolution, au cours

de l’extension, des mouvements couplés en translation (Figure 3.33a) et en rotation (Figure
3.33b). D’après la simulation, l’extension entraîne l’apparition de mouvements couplés en
cisaillement postérieur et en translation verticale. A nouveau, on constate que le dépla-
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Figure 3.32 – Comparaison des résultats EF et expérimentaux sur une sollicitation en
extension : (a) moment en fonction de l’angle, (b) variation de pression en fonction de
l’angle.
Note : sans EP* - segments vertébraux pour lesquels les éléments postérieurs ont été ôtés.

cement vertical est positif et que son évolution au cours de la sollicitation (comparable à
celle observée en flexion) peut être mise en parallèle avec la courbe de variation de pres-
sion (Figure 3.32b). La Figure 3.34 montre l’amplitude des mouvements couplés lorsque
le déplacement angulaire vaut UR,2 = −2, 9◦ et UR,2 = −3, 6◦ pour la simulation EF et
selon l’expérience. Les tendances EF observées sont relativement satisfaisantes en com-
paraison avec l’expérience, hormis concernant le déplacement vertical, et le déplacement
antéro-postérieur relatif aux segments vertébraux intacts.
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Figure 3.33 – Evolution des mouvements couplés prévus par la simulation EF en fonc-
tion de l’incrément de temps induits par une sollicitation en extension : (a) translations
couplées, (b) rotations couplées. Les traits discontinus permettent de repérer l’amplitude
des mouvements couplés lorsque le déplacement angulaire vaut UR,2 = −2, 9◦ (en noir) et
UR,2 = −3, 6◦ (en bleu).
Note : la grandeur soulignée correspond au déplacement angulaire imposé.
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Figure 3.34 – Amplitude des mouvements couplés (a) en translation et (b) en rotation
induits par une sollicitation en extension : comparaison entre les résultats EF et expéri-
mentaux.
Notes : sans EP* - sans éléments postérieurs ; la grandeur soulignée correspond au dépla-
cement imposé.

3.3.2.4 Inclinaison latérale

Le maillage déformé suite à un chargement en inclinaison latérale vers la droite est
illustré sur la Figure 3.35 pour le cas de sollicitation pure (Figure 3.35a) et pour le cas de
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sollicitation simple (Figure 3.35b). On observe un renflement de l’AF du côté droit pour
les deux types de sollicitations. L’allure de la déformée dans le cas de la sollicitation simple
laisse à penser que le DIV est soumis à des contraintes de cisaillement.

X
Y

Z

(a)

X
Y

Z

(b)

Figure 3.35 – Allure de la déformée du DIV suite à un chargement en inclinaison latérale
vers la droite : (a) sollicitation pure, (b) sollicitation simple.

La Figure 3.36 présente la comparaison entre les résultats EF et les résultats expéri-
mentaux sur l’amplitude du mouvement et la variation de pression au centre du NP en
fonction de l’angle de rotation, pour un chargement en inclinaison latérale vers la droite.
On observe que la courbe moment vs. angle de rotation est bien reproduite par le modèle
dans le cas où une sollicitation pure est imposée. Dans le cas d’une sollicitation simple, le
moment est largement surestimé. En ce qui concerne la variation de pression, les résultats
sont similaires à ceux observés précédemment en flexion : une augmentation de pression
est prévue par le modèle en sollicitation simple, en accord avec la tendance expérimentale
(même si la simulation surestime largement cette augmentation), tandis que le modèle en
sollicitation pure prévoit globalement une baisse de pression au cours de l’inclinaison.

En inclinaison latérale, le déplacement angulaire imposé est UR,1 et la structure est
libre de se déplacer selon les trois degrés de liberté en translation U1, U2 et U3, et selon les
deux autres degrés de liberté en rotation UR2

et UR3
. La Figure 3.37 montre l’évolution au

cours de la sollicitation des mouvements couplés en translation (Figure 3.37a) et en rota-
tion (Figure 3.37b). Selon la simulation EF, l’inclinaison latérale vers la droite entraîne des
mouvements couplés significatifs en translation latérale vers la droite (U2 < 0) et également
en translation verticale, translation antérieure et flexion. A nouveau, le lien entre l’allure
du déplacement vertical et l’allure de la courbe de variation de pression (Figure 3.36b)
peut être observé. La Figure 3.38 montre l’amplitude des mouvements couplés lorsque le
déplacement angulaire vaut UR,1 = 5, 6◦ et UR,1 = 5◦ pour la simulation EF et selon l’ex-
périence. Les tendances observées entre ET et expérience sont relativement satisfaisantes,
hormis concernant le déplacement vertical, et le déplacement antéro-postérieur.
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Figure 3.36 – Comparaison des résultats EF et expérimentaux sur une sollicitation en
inclinaison latérale vers la droite : (a) moment en fonction de l’angle, (b) variation de
pression en fonction de l’angle.
Note : sans EP* - segments vertébraux pour lesquels les éléments postérieurs ont été ôtés.
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Figure 3.37 – Evolution des mouvements couplés prévus par la simulation EF en fonction
de l’incrément de temps induits par une sollicitation en inclinaison latérale vers la droite :
(a) translations couplées, (b) rotations couplées. Les traits discontinus permettent de repé-
rer l’amplitude des mouvements couplés lorsque le déplacement angulaire vaut UR,1 = 5, 6◦

(en noir) et UR,1 = 5◦ (en bleu).
Note : la grandeur soulignée correspond au déplacement angulaire imposé.
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Figure 3.38 – Amplitude des mouvements couplés (a) en translation et (b) en rotation
induits par une sollicitation en inclinaison latérale vers la droite : comparaison entre les
résultats EF et expérimentaux.
Notes : sans EP* - sans éléments postérieurs ; la grandeur soulignée correspond au dépla-
cement imposé.
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3.3.2.5 Torsion

Le maillage déformé suite à un chargement en torsion (dans le sens direct) est illustré
sur la Figure 3.39 pour le cas de sollicitation pure (Figure 3.39a) et pour le cas de sollici-
tation simple (Figure 3.39b). L’allure de la déformée est assez similaire dans les deux cas
de sollicitation, avec probablement un déplacement vertical du PC supérieur dans le cas
de la sollicitation pure.
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Figure 3.39 – Allure de la déformée du DIV suite à un chargement en torsion : (a)
sollicitation pure, (b) sollicitation simple.

La Figure 3.40 présente la comparaison entre les résultats EF et les résultats expé-
rimentaux sur l’amplitude du mouvement et la variation de pression au centre du NP
en fonction de l’angle de rotation, pour un chargementen torsion (dans le sens indirect).
Les courbes moment vs. angle de rotation prévues par le modèle pour les deux sollicita-
tions sont très similaires et proches des courbes expérimentales. Concernant la variation
de pression, le modèle en sollicitation simple reproduit bien les résultats expérimentaux,
mais le modèle en sollicitation pure prévoit d’abord une diminution de pression, puis une
augmentation.

En torsion, le déplacement angulaire imposé est UR,3 (UR,3 > 0 pour une torsion dans
le sens direct, et UR,3 < 0 pour une torsion dans le sens indirect) et la structure est libre
de se déplacer selon les trois degrés de liberté en translation en U1, U2 et U3, et selon les
deux autres degrés de liberté en rotation UR1

et UR2
. La Figure 3.41 montre l’évolution

au cours de la sollicitation des mouvements couplés en translation (Figure 3.41a) et en
rotation (Figure 3.41b). Selon la simulation EF, une torsion dans le sens indirect entraîne
des mouvements couplés significatifs en cisaillement antérieur, cisaillement latéral vers la
gauche (U2 > 0), déplacement vertical et flexion. A nouveau, la corrélation entre le dépla-
cement vertical et la variation de pression (Figure 3.40b) apparaît. La Figure 3.42 montre
l’amplitude des mouvements couplés lorsque le déplacement angulaire vaut UR,3 = −1, 4◦

et UR,1 = −2, 3◦ pour la simulation EF et selon l’expérience. On observe que la simulation
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Figure 3.40 – Comparaison des résultats EF et expérimentaux sur une sollicitation en
torsion : (a) moment en fonction de l’angle, (b) variation de pression en fonction de l’angle.
Note : sans EP* - segments vertébraux pour lesquels les éléments postérieurs ont été ôtés.

prévoit un déplacement vertical important, ce qui n’est pas observé expérimentalement. En
outre, les tendances observées sont inversées concernant le déplacement antéro-postérieur
(segments intacts et sans éléments postérieurs) et le moment en flexion/extension (seg-
ments sans éléments postérieurs).
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Figure 3.41 – Evolution des mouvements couplés prévus par la simulation EF en fonc-
tion de l’incrément de temps induits par une sollicitation en torsion : (a) translations
couplées, (b) rotations couplées. Les traits discontinus permettent de repérer l’amplitude
des mouvements couplés lorsque le déplacement angulaire vaut UR,3 = −1, 4◦ (en noir) et
UR,3 = 2, 3◦ (en bleu).
Note : la grandeur soulignée correspond au déplacement angulaire imposé.
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Figure 3.42 – Amplitude des mouvements couplés (a) en translation et (b) en rotation
induits par une sollicitation en torsion : comparaison entre les résultats EF et expérimen-
taux.
Notes : sans EP* - sans éléments postérieurs ; la grandeur soulignée correspond au dépla-
cement imposé.

3.3.2.6 Cisaillement antérieur

La Figure 3.43 montre l’allure du maillage déformé suite à un chargement en cisaille-
ment antérieur, pour le cas de sollicitation pure (Figure 3.43a) et pour le cas de sollicitation
simple (Figure 3.43b). Dans le cas d’une sollicitation pure, on observe également une in-
clinaison du PC supérieur autour de l’axe Y (flexion du DIV). Comme précédemment,
la sévérité des conditions aux limites dans le cas d’une sollicitation simple est clairement
visible.
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Figure 3.43 – Allure de la déformée du DIV suite à un chargement en cisaillement anté-
rieur : (a) sollicitation pure, (b) sollicitation simple.
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La Figure 3.44 présente la comparaison entre les résultats EF et les résultats expéri-
mentaux sur l’amplitude du mouvement et la variation de pression à l’intérieur du NP en
fonction du déplacement, en cisaillement antérieur. Globalement, on observe que les résul-
tats numériques pour les cas de chargement en sollicitation pure et en sollicitation simple
encadrent les résultats expérimentaux, aussi bien pour la réponse en force que pour la
réponse en variation de pression. Cependant, en sollicitation simple, la force prévue par la
simulation surestime largement la réponse expérimentale, tandis qu’en sollicitation pure,
la force est sous-estimée. Concernant la pression, à nouveau, le modèle en sollicitation
pure prévoit une diminution de cette dernière tandis que le modèle en sollicitation simple
prévoit une augmentation, en accord avec les mesures expérimentales.
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Figure 3.44 – Comparaison des résultats EF et expérimentaux sur une sollicitation en
cisaillement antérieur : (a) force en fonction du déplacement, (b) variation de pression en
fonction du déplacement.
Note : sans EP* - segments vertébraux pour lesquels les éléments postérieurs ont été ôtés.

En cisaillement antérieur, le déplacement imposé est U1 et la structure est libre de
se déplacer selon les deux autres degrés de liberté en translation U2 et U3, et selon les
trois degrés de liberté en rotation UR1

, UR2
et UR3

. La Figure 3.45 montre l’évolution,
au cours du cisaillement antérieur, des mouvements couplés en translation (Figure 3.45a)
et en rotation (Figure 3.45b). La simulation montre l’existence de mouvements couplés
significatifs en flexion et en translation verticale. A nouveau, l’allure la courbe d’évolution
du déplacement vertical au cours de la sollicitation permet d’expliquer l’allure de la courbe
de variation de pression (Figure 3.44b). La Figure 3.46 montre l’amplitude des mouvements
couplés lorsque le déplacement antérieur vaut U1 = 1, 2 mm et U1 = 1, 4 mm pour la
simulation EF et selon l’expérience. Hormis concernant le déplacement vertical (largement
sur-évalué par la simulation par rapport à l’exprérience), les tendances expérimentales sont
reproduites par le modèle de façon très satisfaisante.
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Figure 3.45 – Evolution des mouvements couplés prévus par la simulation EF en fonc-
tion de l’incrément de temps induits par une sollicitation en cisaillement antérieur : (a)
translations couplées, (b) rotations couplées. Les traits discontinus permettent de repérer
l’amplitude des mouvements couplés lorsque le déplacement vaut U1 = 1, 2 mm (en noir)
et U1 = 1, 4 mm (en bleu).
Note : la grandeur soulignée correspond au déplacement imposé.
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Figure 3.46 – Amplitude des mouvements couplés (a) en translation et (b) en rotation
induits par une sollicitation en cisaillement antérieur : comparaison entre les résultats EF
et expérimentaux.
Notes : sans EP* - sans éléments postérieurs ; la grandeur soulignée correspond au dépla-
cement imposé.

3.3.2.7 Cisaillement postérieur

La Figure 3.47 montre l’allure de la déformée suite à un chargement en cisaillement
postérieur, pour le cas de sollicitation pure (Figure 3.47a) et pour le cas de sollicitation

160



3.3. Etude de la réponse mécanique du DIV dans d’autres cas de chargement

simple (Figure 3.47b). Dans le cas d’une sollicitation pure, on observe également une
inclinaison du PC supérieur autour de l’axe −Y (extension). Comme précédemment, la
sévérité des conditions aux limites dans le cas d’une sollicitation simple est visible.
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Figure 3.47 – Allure de la déformée du DIV suite à un chargement en cisaillement pos-
térieur : (a) sollicitation pure, (b) sollicitation simple.

La Figure 3.48 présente la comparaison entre les résultats EF et les résultats expéri-
mentaux sur l’amplitude du mouvement et la variation de pression à l’intérieur du NP
en fonction du déplacement, en cisaillement postérieur. Globalement, on observe que les
résultats numériques pour les cas de chargement en sollicitation pure et en sollicitation
simple encadrent les résultats expérimentaux, aussi bien pour la réponse en force que pour
la réponse en variation de pression. Toutefois, l’écart-type autour des valeurs moyennes
expérimentales est très important. Concernant la pression, le modèle en sollicitation pure
prévoit une diminution de cette dernière tandis que le modèle en sollicitation simple prévoit
une augmentation de la pression similaire à la tendance observée expérimentalement.

En cisaillement postérieur, le déplacement imposé est U1 et la structure est libre de
se déplacer selon les deux autres degrés de liberté en translation U2 et U3, et selon les
trois degrés de liberté en rotation UR1

, UR2
et UR3

. La Figure 3.49 montre l’évolution, au
cours du cisaillement postérieur, des mouvements couplés en translation (Figure 3.49a) et
en rotation (Figure 3.49b), selon la simulation. On observe qu’un cisaillement postérieur
entraîne l’apparition de mouvements couplés en translation verticale et en extension. A
nouveau, l’allure la courbe d’évolution du déplacement vertical au cours de la sollicitation
permet d’expliquer l’allure de la courbe de variation de pression (Figure 3.48b). La Figure
3.50 montre l’amplitude des mouvements couplés lorsque le déplacement postérieur vaut
U1 = −0, 8 mm (en noir) et U1 = −1, 2 mm pour la simulation EF et selon l’expérience.
A nouveau, exepté le déplacement vertical, les tendances expérimentales sont reproduites
par le modèle de façon très satisfaisante.
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Figure 3.48 – Comparaison des résultats EF et expérimentaux sur une sollicitation en
cisaillement postérieur : (a) force en fonction du déplacement, (b) variation de pression en
fonction du déplacement.
Note : sans EP* - segments vertébraux pour lesquels les éléments postérieurs ont été ôtés.
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Figure 3.49 – Evolution des mouvements couplés prévus par la simulation EF en fonc-
tion de l’incrément de temps induits par une sollicitation en cisaillement postérieur : (a)
translations couplées, (b) rotations couplées. Les traits discontinus permettent de repérer
l’amplitude des mouvements couplés lorsque le déplacement vaut U1 = −0, 8 mm (en noir)
et U1 = −1, 2 mm (en bleu).
Note : la grandeur soulignée correspond au déplacement imposé.
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Figure 3.50 – Amplitude des mouvements couplés (a) en translation et (b) en rotation
induits par une sollicitation en cisaillement postérieur : comparaison entre les résultats EF
et expérimentaux.
Notes : sans EP* - sans éléments postérieurs ; la grandeur soulignée correspond au dépla-
cement imposé.

163



Chapitre 3. Application au disque intervertébral : modélisation Eléments Finis

3.3.2.8 Cisaillement latéral

L’allure de la déformée, suite à un chargement en cisaillement latéral (vers la droite),
est illustrée sur la Figure 3.31, pour le cas de sollicitation pure (Figure 3.51a) et pour le
cas de sollicitation simple (Figure 3.51b). Dans le cas d’une sollicitation pure, on observe
également une inclinaison du PC supérieur autour de l’axe X (inclinaison latérale vers la
droite). L’allure de la déformée dans le cas d’une sollicitation simple traduit la sévérité des
conditions aux limites imposées.

X
Y

Z

(a)

X
Y

Z

(b)

Figure 3.51 – Allure de la déformée du DIV suite à un chargement en cisaillement latéral
vers la droite : (a) sollicitation pure, (b) sollicitation simple.

La Figure 3.52 présente la comparaison entre les résultats EF obtenus et les résultats
expérimentaux sur l’amplitude du mouvement et la variation de pression au centre du NP
en fonction du déplacement, pour un chargement en cisaillement latéral vers la droite. Les
observations sont similaires à celles observées pour le cisaillement antérieur ou postérieur.
Les résultats numériques pour les cas de chargement en sollicitation pure et en sollicitation
simple encadrent les résultats expérimentaux, aussi bien pour la réponse en force que
pour la réponse en variation de pression, avec un écart-type autour des valeurs moyennes
expérimentales très important sur la courbe force vs. déplacement (Figure 3.52a). On
observe à nouveau une diminution de la pression selon le modèle en sollicitation pure et
une augmentation de la pression selon le modèle en sollicitation, en accord avec la tendance
expérimentale observée.

En cisaillement latéral, le déplacement imposé est U2 (U2 > 0 pour un cisaillement
vers la gauche, et U2 < 0 pour un cisaillement vers la droite) et la structure est libre de se
déplacer selon les deux autres degrés de liberté en translation U1 et U3, et selon les trois
degrés de liberté en rotation UR1

, UR2
et UR3

. La Figure 3.53 montre l’évolution au cours
de la sollicitation des mouvements couplés en translation (Figure 3.53a) et en rotation
(Figure 3.53b). Selon la simulation EF, un cisaillement latéral vers la droite entraîne des
mouvements couplés significatifs en cisaillement antérieur, un déplacement vertical, ainsi
que de la flexion et de l’inclinaison latérale vers la droite. A nouveau, l’allure la courbe
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Figure 3.52 – Comparaison des résultats EF et expérimentaux sur une sollicitation en
cisaillement latéral : (a) force en fonction du déplacement, (b) variation de pression en
fonction du déplacement.
Note : sans EP* - segments vertébraux pour lesquels les éléments postérieurs ont été ôtés.

d’évolution du déplacement vertical au cours de la sollicitation permet d’expliquer l’allure
de la courbe de variation de pression (Figure 3.52b). La Figure 3.54 montre l’amplitude
des mouvements couplés lorsque le déplacement vaut U2 = −1 mm et U2 = −1, 1 mm pour
la simulation EF et selon l’expérience. Les résultats EF sont en accord avec les tendances
expérimentales observées en inclinaison latérale et en torsion. Les prévisions du modèle
sont moins satisfaisantes pour les autres mouvements couplés.
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Figure 3.53 – Evolution des mouvements couplés prévus par la simulation EF en fonction
de l’incrément de temps induits par une sollicitation en cisaillement latéral vers la droite :
(a) translations couplées, (b) rotations couplées. Les traits discontinus permettent de re-
pérer l’amplitude des mouvements couplés lorsque le déplacement vaut U2 = −1 mm (en
noir) et U2 = −1, 1 mm (en bleu).
Note : la grandeur soulignée correspond au déplacement imposé.
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Figure 3.54 – Amplitude des mouvements couplés (a) en translation et (b) en rotation
induits par une sollicitation en cisaillement latéral : comparaison entre les résultats EF et
expérimentaux.
Notes : sans EP* - sans éléments postérieurs ; la grandeur soulignée correspond au dépla-
cement imposé.

3.3.3 Bilan

Le tableau 3.6 propose un bilan de la capacité du modèle à prédire le comportement du
DIV observé expérimentalement en ce qui concerne l’amplitude du mouvement principal
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ainsi que la variation de pression intradiscale. La couleur verte est utilisée pour symbo-
liser que la tendance prédite par la simulation est en accord avec la tendance observée
expérimentalement. La couleur rouge marque une tendance opposée entre prédiction EF
et expérience. On remarque que, quel que soit le mode de chargement et le type de

sollicitation (simple ou pure) imposés, la simulation reproduit le mouvement

principal de façon satisfaisante. En sollicitations pures, l’amplitude du mouvement
principal coïncide bien avec les courbes expérimentales (sauf en cisaillement antérieur où
l’ordre de grandeur est moyennement satisfaisant). En sollicitations simples, les tendances
observées expérimentalement sont également prévues par la simulation, mais l’ordre de
grandeur est généralement largement surestimé par la simulation (hormis dans le cas de
la compression). En effet, les conditions aux limites imposées dans le cas des sollicitations
simples sont beaucoup plus contraignantes que les conditions aux limites réelles expé-
rimentales. En ce qui concerne la prévision de la variation de pression intradiscale

prévue par le modèle, le bilan est plus mitigé. En effet, dans le cas des sollicitations

simples, les tendances expérimentales sont bien reproduites par le modèle, et
l’ordre de grandeur est satisfaisant en compression et cisaillement antéro-postérieur. Au
contraire, dans le cas des sollicitations pures, la simulation EF prédit une tendance opposée
à la tendance observée expérimentalement, sauf pour un chargement en compression où
les prévisions EF coïncident avec les observations expérimentales. Néanmoins, les observa-
tions effectuées sur l’ensemble des chargements montrent que la variation de pression est
corrélée au déplacement vertical. Dès lors, il semble que ce soit le choix des conditions

aux limites qui détermine la réponse globale du DIV.
Le tableau 3.7 propose un bilan de la capacité du modèle à prédire les tendances ex-

périmentales en ce qui concerne les mouvements couplés selon le type de sollicitation. Le
code de couleur utilisé est le même que précédemment : la couleur verte montre que la
tendance EF respecte la tendance observée expérimentalement, la couleur rouge marque
une tendance opposée. Si l’on effectue un constat général, on peut dire que le modèle est
globalement capable de reproduire les observations expérimentales sous de multiples cas
de chargement. En flexion, extension, cisaillement antérieur, cisaillement postérieur, et
compression, le modèle est assez performant. Le modèle est moins satisfaisant en cisaille-
ment latéral et torsion (en comparaison avec les données expérimentales sans éléments
postérieurs). D’une manière générale, la prédiction du déplacement latéral, de l’inclinaison
latérale, de la flexion/extension et de la torsion couplés est correcte pour tous les char-
gements. La prédiction du déplacement antéro-postérieur et du déplacement selon l’axe
vertical est moins satisfaisante.

Néanmoins, l’ensemble des résultats observés pour l’étude des mouvements couplés
sont à prendre avec précaution, dans la mesure où il y a une grande sensibililité vis-à-vis
de la position du point de mesure (aussi bien expérimentalement que dans la simulation).
Le tableau 3.7 est donc à relativiser.

Il faut, en outre, garder à l’esprit que la géométrie possède une influence sur l’ensemble
des résultats présentés, même si les expériences rendent compte d’une moyenne effetuée
sur 42 DIV (provenant d’individus de sexe, âge, taille, niveau lombaire, etc. différents)
et que modèle a été construit dans le but d’être statistiquement représentatif d’un DIV
lombaire moyen.
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Sollicitation Prévision de la réponse

amplitude variation

du mouvement de pression

Flexion pure ++ −

simple +(!) +

Extension pure + −

simple +(!) +

Inclinaison latérale pure ++ −

simple +(!) +

Torsion pure + −

simple + ++

Compression pure ++ ++

simple ++ ++

Cisaillement antérieur pur +(!) −

simple +(!) ++

Cisaillement postérieur pur + −

simple + ++

Cisaillement latéral pur + −

simple +(!) +

TABLEAU 3.6 – Capacité du modèle à prédire les tendances expérimentales (amplitude
du mouvement et variation de pression intradiscale) selon le type de sollicitation.

Signification des symboles utilisés :

+ : la tendance obtenue par la simulation EF respecte la tendance observée expérimentalement,

++ : la tendance obtenue par la simulation EF respecte la tendance observée expérimentalement et l’ordre

de grandeur est bon,

+(!) : la tendance obtenue par la simulation EF respecte la tendance observée expérimentalement mais

l’ordre de grandeur n’est pas respecté,

− : la tendance obtenue par la simulation EF va à l’encontre de la tendance observée expérimentalement.
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Sollicitation Translation couplée Rotation couplée

U1 U2 U3 UR,1 UR,2 UR,3

Eléments postérieurs intacts

Flexion + +(∼) + +(∼) +(∼)

Extension − +(∼) − +(!) ++

Inclinaison latérale − + − + +(∼)

Torsion −− +(∼) − +(∼) +(!)

Compression − +(∼) +(∼) − −

Cisaillement antérieur +(∼) +(!) − ++ ++

Cisaillement postérieur +(∼) − +(∼) + ++

Cisaillement latéral −− −− ++ −− −(∼)

Eléments postérieurs ôtés

Flexion + +(∼) + +(∼) +(∼)

Extension + +(∼) − +(∼) ++

Inclinaison latérale − + − +(!) +(∼)

Torsion −− +(!) − −(∼) −

Compression +(!) ++ +(∼) +(!) ++

Cisaillement antérieur ++ −− ++ ++ ++

Cisaillement postérieur − −− +(∼) ++ ++

Cisaillement latéral −− −− ++ −− ++

TABLEAU 3.7 – Capacité du modèle à prédire les mouvements couplés selon le type de
sollicitation, en comparaison avec les résultats expérimentaux dans lesquels les éléments
postérieurs sont intacts ou ont été ôtés.

Signification des symboles utilisés :

+ : la tendance obtenue par la simulation EF respecte la tendance observée expérimentalement,

++ : la tendance obtenue par la simulation EF respecte la tendance observée expérimentalement et l’ordre

de grandeur est bon,

+(!) : la tendance obtenue par la simulation EF respecte la tendance observée expérimentalement mais

l’ordre de grandeur n’est pas respecté,

+(∼) : l’une des valeurs EF ou expérimentales est nulle, et l’autre est de faible amplitude,

− : la tendance obtenue par la simulation EF va à l’encontre de la tendance observée expérimentalement,

−− : la tendance obtenue par la simulation EF va à l’encontre de la tendance observée expérimentalement

et l’ordre de gandeur (en valeur absolue) est incorrect,

−(∼) : la tendance obtenue par la simulation EF va à l’encontre de la tendance observée expérimentalement

mais les valeurs comparées sont de faible amplitude.
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3.4 Discussion et conclusion

Au cours de ce chapitre, un modèle EF du DIV a été développé. Une géométrie repré-
sentative d’un DIV lombaire moyen a d’abord été construite, puis les lois de comportement
permettant de reproduire le gonflement - développées dans le chapitre précédent (cf section
2.4) - ont été utilisées pour le Nucleus pulposus. La création d’une étape d’initialisation,
qui consiste en une mise sous pression du NP, dans le processus de chargement nous per-
met d’obtenir une géométrie que l’on veut proche de la géométrie in vivo. C’est sur cette
dernière que sont appliqués, dans un second temps, les chargements proprement dits.

Une étude du comportement du DIV en compression a permis, d’une part d’identifier
les paramètres matériau de l’AF. D’autre part, une analyse de sensibilité du comportement
mécanique du DIV en compression aux paramètres matériau du noyau central a été menée.
Cette analyse a permis de donner quelques premières conclusions sur les propriétés que
doit avoir un hydrogel de substitution du NP.

Enfin, le DIV a été soumis à de multiples cas de chargement, et la réponse méca-
nique a été observée sous de nombreux aspects, en comparaison l’expérience : mouvements
principaux, variation de pression, amplitude des mouvements couplés.

Si l’on revient à présent sur le modèle de gonflement développé pour le NP, on peut
tirer plusieurs conclusions de l’ensemble des travaux réalisés dans ce chapitre.

Premièrement, le modèle développé influence fortement la cinématique. Ceci a été
montré dans la section 3.2.2 pour la compression. Dès lors, le choix de ce type de modèle
pour le NP semble préférable au choix d’un modèle hyperélastique qui sera incapable de
reproduire le gonflement. En outre, le modèle permet de reproduire de façon très

satisfaisante la cinématique de DIV quel que soit le chargement observé, comme
le montre la troisième colonne du tableau récapitulatif 3.6 concernant l’amplitude du
mouvement principal. Dans la mesure où la plupart des études sur la modélisation du DIV
se limite seulement à l’analyse des mouvements principaux, le modèle de gonflement

développé pour le NP est plus que pertinent.
Deuxièmement, nous avons vu que le modèle est capable de prédire la variation de

pression à l’intérieur du NP dans le cas de sollicitations simples, et que, dans le cas de
sollicitations pures, les conditions aux limites permettent d’expliquer les divergences par
rapport aux données expérimentales. On peut donc dire que, si les conditions aux

limites sont correctement prises en compte, alors le modèle est capable de

prédire les variations de pression intradiscale.

Finalement, à partir d’une géométrie représentative, d’une loi de comportement perti-
nente pour le NP, et d’un choix de conditions aux limites appropriées, le modèle développé
est performant en termes prédictifs. En outre, puisque la loi de comportement utilisée pour
le NP est initialement conçu pour les gels, le modèle permet également de « tester » des
matériaux (hydrogels) de substitution en fonction de leurs caractéristiques mécaniques (cf
section 3.2.2).
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La présente étude s’inscrit dans le cadre général du programme BIOREGOS (« Bio-
matériaux et Régénération Ostéo-Articulaire ») II, dont le but est le développement de
stratégies thérapeutiques innovantes dans le domaine de la lutte contre les affections ostéo-
articulaires. Ce projet scientifique s’intéresse notamment à la régénération d’une partie du
DIV, le Nucleus pulposus. L’axe de recherche s’oriente aujourd’hui vers l’élaboration de
biomatériaux associés à des cellules souches du patient pour permettre la régénération du
tissu lésé. Dans ce contexte d’ingénierie tissulaire, les hydrogels, composés d’un réseau réti-
culé de chaînes de polymère imbibé d’eau, constituent de bons candidats au remplacement
du NP dégradé. Toutefois, les contraintes auxquelles ces matériaux doivent faire face sont
nombreuses :

– Ils doivent être injectables, afin de pouvoir proposer aux patients un acte chirurgical
le moins invasif possible ;

– Ils doivent assurer une cohésion suffisante pour permettre la formation d’un réseau
tridimensionnel saturé en eau ;

– Ils doivent posséder des propriétés mécaniques suffisantes pour supporter les efforts
auxquels sont habituellement soumis le DIV.

Dans ce contexte, l’objectif du présent travail était de proposer un modèle pour le
DIV, dédié à l’étude du remplacement du NP par des hydrogels. Notre volonté était que ce
modèle soit suffisamment riche pour le NP - notamment pour pouvoir décrire le phénomène
de gonflement naturel du NP dans son milieu - tout en conservant des caractéristiques
génériques (issues de la littérature) pour les autres constituants. La démarche qui a été
suivie repose sur le développement d’un modèle théorique de gonflement de type « gel »,
puis sur la construction d’un modèle Eléments Finis complet de DIV (géométrie, lois de
comportement, chargement) intégrant la loi de comportement développée précédemment
pour le NP.

Dans un premier temps, un important travail bibliographie a été effectué sur le DIV,
dans le but de comprendre le lien entre sa structure, sa composition et son comportement
mécanique. Parallèlement, nous nous sommes intéressés aux stratégies de modélisation
existantes, observant que celles-ci sont extrêmement variées, tant en termes de géométrie
que de lois de comportement et de valeurs choisies pour les paramètres matériau. L’analyse
conjointe de ces deux aspects de la bibliogaphie nous a permis de montrer qu’il était
important, dans l’étude du comportement du DIV, de distinguer plusieurs échelles de
temps selon les phénomènes physiques que l’on souhaite observer. A l’échelle des temps
longs, l’importance de la diffusion des molécules d’eau à l’intérieur de la matrice extra-
cellulaire a été mise en évidence. Dans ce contexte, deux familles de modèles sont proposées
dans la littérature : les modèles de type poroélastiques et les modèles couplant mécanique
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et diffusion. Si, moyennant quelques modifications de la loi de filtration du liquide dans
le NP, le premier type de modèles peut retranscrire un certain phénomène de gonflement,
leurs fondements scientifiques nous ont semblés moins sûrs et en tout cas moins adaptés à
la description du comportement des matériaux de type « gels » aux temps longs.

Fort de cette analyse, un modèle couplant grandes déformations et diffusion a été
développé dans le second chapitre. Deux aspects originaux ont été proposés : la prise en
compte d’une dépendance explicite de la raideur du matériau au niveau de gonflement, et
la prise en compte d’un état de référence préalablement gonflé. Ces deux améliorations ont
été implantées dans le code Eléments Finis ABAQUS pour l’étude des états d’équilibre.
L’analyse de quelques exemples concrets a permis de montrer qu’une raideur faible du
matériau (dans l’état de référence) ainsi qu’une forte affinité chimique entre le polymère
et le solvant tendent à favoriser le gonflement.

Dans le troisième et dernier chapitre, un modèle complet de DIV a été construit. Une
géométrie générique d’un DIV lombaire a été proposée en utilisant les données disponibles
dans la littérature. Si la loi de comportement utilisée pour l’AF est issue de la littérature,
le modèle de gonflement précédemment développé a été mis en application pour le NP. Une
analyse de sensibilité du comportement du DIV en compression aux paramètres d’entrée
du noyau central a été menée dans le but d’en tirer quelques premières conclusions sur les
propriétés que doit posséder un hydrogel de substitution pour remplir son rôle mécanique.
En particulier, il a été montré que l’affinité chimique entre le polymère et l’eau n’est
pas un paramètre déterminant, et que la raideur de l’hydrogel doit être assez importante
(> 0, 5 MPa) pour que ce dernier puisse avoir un rôle dans la réponse mécanique du DIV
en compression. Enfin, le DIV sain a été sollicité sous divers cas de chargement. Ceci
a permis de montrer que le choix d’un modèle de gonflement pour le NP est pertinent
puisqu’il permet de reproduire de façon très satisfaisante la cinématique du DIV et de
prédire les variations de pression intradiscale, moyennant une bonne prise en compte des
conditions aux limites.

Dans ce travail, les contributions majeures qui ont été apportées sont, à notre avis :
– Une analyse bibliographique la plus complète possible sur les modèles

existants pour le DIV (basée sur environ 90 références). Cette analyse nous a
permis de mettre en évidence plusieurs points concernant les modèles de DIV : la
géométrie est assez peu documentée, les modèles de comportement qui existent sont
très variés, et une très grande disparité des paramètres dans les lois de comportement
a été relevée. En outre, cette analyse nous a notamment permis d’établir un classe-
ment des modèles par ordre de complexité, et de lister les stratégies de modélisation
de la dégénérescence.

– Le développement d’un modèle théorique de gel, couplant grandes défor-

mations et diffusion, intégrant deux aspects originaux :
- la dépendance des paramètres matériau vis-à-vis du niveau de gonflement,

permise par la modification des équations classiques,
- la prise en compte d’un état de référence gonflé.

Il est important de noter que la thématique de modélisation du comportement des
matériaux de type gel est une thématique actuelle comme en témoignent les nom-
breuses publications récentes (qui ont été publiées au cours de la thèse : on peut
notamment citer quelques auteurs comme Chester et Anand (2010, 2011) ; Chester
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(2011), Lucantonio et al. (2013) ou Drozdov et Christiansen (2013a, b, c)). Le modèle
développé dans le présent travail s’inscrit dans cette mouvance.

– Le développement d’un modèle de DIV capable de reproduire les résultats

expérimentaux multiaxiaux, intégrant : (i) une géométrie générique issue d’une
compilation des données bibliographiques, (ii) la loi de comportement précédente,
utilisable pour le NP ainsi que pour un hydrogel de substitution, (iii) une analyse
très complète portant sur le type de conditions aux limites imposées (sollicitation
pure ou sollicitation simple), (iv) une discussion sur l’influence des paramètres du
noyau central (C∗

0 , χ, φf,0) sur la réponse mécanique globale du DIV.

A la lumière des travaux qui ont été effectués, plusieurs perspectives de recherche
peuvent être envisagées. Tout d’abord, à court terme, il serait intéressant d’étudier plus
avant la combinaison des deux aspects développés pour le modèle gel : la prise en compte
d’une dépendance des paramètres matériau vis-à-vis du gonflement, à partir d’une confi-
guration de référence préalablement gonflée. En ce qui concerne le modèle de DIV, l’étude
de l’influence des paramètres du noyau central, telle que celle menée en compression, sous
d’autres modes de chargement peut être envisagée. Si cette étude est aisément réalisable
puisque l’outil numérique est disponible, elle n’en reste pas moins fastidieuse en termes de
calcul et de post-traitement des résultats. La torsion ainsi que la flexion/extension pour-
raient être étudiées prioritairement, dans la mesure où ces sollicitations représentent des
modes de chargement usuels auxquels le DIV est soumis au quotidien. Comme cela a été
mentionné au cours de ce manuscrit, une démarche d’optimisation des paramètres pour
l’AF pourrait également être mise en place. Dans l’idéal, il faudrait comparer les résultats
des simulations à des résultats expérimentaux obtenus sur plusieurs cas de chargement
simultanément. En outre, on pourrait également envisager de considérer des variations
locales des paramètres de l’AF. Il est évident que la complexité et les coûts de calculs
engendrés par une telle démarche seraient conséquents. Enfin, le modèle Eléments Finis
du DIV pourrait être intégré dans un modèle de segment vertébral complet comprenant un
DIV et deux vertèbres consécutives, avec toutes les structures anatomiques remarquables
(éléments postérieurs : ligaments, articulations facettaires). Ceci permettrait de comparer
directement les résultats issus de la simulation aux résultats expérimentaux de Berkson
et al. (1979) et Schultz et al. (1979).

Dans un second temps, le développement des outils numériques pour la résolution des
problèmes couplés mécanique/diffusion dans le cas transitoire pour les gels constitueraient
une avancée considérable et permettrait de se positionner aux premiers plans sur cette
thématique. Si quelques auteurs ont d’ores et déjà commencé à se diriger dans cette direc-
tion (Kang et Huang, 2010 ; Lucantonio et al., 2013), il nous semble que la piste de travail
proposée par Chester et Anand (2011) constitue la plus rigoureuse en termes d’écriture
et de formalisme mécanique. En ce qui concerne le modèle élaboré pour le DIV, il serait
intéressant de pouvoir intégrer une loi d’endommagement pour modéliser la dégénéres-
cence. Ceci pourrait se faire grâce au premier aspect du modèle de gonflement développé,
en faisant varier la raideur en fonction du paramètre de gonflement Js. Un tel modèle
nécessiterait de relier, d’une part la raideur du NP au degré de dégenérescence du DIV (à
l’aide des travaux de Massey (2009), par exemple), d’autre part le degré de gonflement du
NP au degré de dégénérescence du DIV, ce qui à notre connaissance, n’a encore jamais été
évalué expérimentalement. Enfin, la réalisation d’essais expérimentaux dans des conditions
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mieux maîtrisées (en termes de chargement, de temps d’application des charges, etc.) per-
mettrait un meilleur contrôle du processus de validation du modèle et une analyse encore
plus rigoureuse des résultats des simulations au regard des résultats expérimentaux.
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Annexe A

Subroutine UHYPER pour le

modèle généralisé

SUBROUTINE UHYPER(BI1,BI2,AJ,U,UI1,UI2,UI3,TEMP,NOEL,

1 CMNAME,INCMPFLAG,NUMSTATEV,STATEV,NUMFIELDV,FIELDV,

2 FIELDVINC,NUMPROPS,PROPS)

C===============================================================

C User defined hyperelastic material subroutine for gels

C (espilon model)

C Author: Violette Brulliard, 2012

C---------------------------------------------------------------

C Material properties to be passed to the subroutine:

C PROPS(1) - C0

C PROPS(2) - chi

C PROPS(3) - lambda_0 initial swelling

C PROPS(4) - eps epsilon

C State variable:

C TEMP - (mu-mu0)/kT current chemical potential

C The initial value of chemical potential should agree

C with the initial swelling, given as follows:

C (mu-mu0)/kT|init = C0*nu/kT*(1/lambda_0-1/lambda_0**3)

C + ln(1-1/lambda_0**3) + 1/lambda_0**3+ chi/lambda_0**3**2

C Output:

C Free-energy function U(I,J) and its derivatives

C All free-energy density and stress given by the

C calculation are normalized by kT/v

C===============================================================

INCLUDE ’ABA_PARAM.INC’

CHARACTER*80 CMNAME

DIMENSION U(2),UI1(3),UI2(6),UI3(6),STATEV(*),FIELDV(*),

1 FIELDVINC(*),PROPS(*)

REAL(8) C0, chi, lambda0, detF0, deltamu_kT, nu, kT, gamma

C0 = PROPS(1)

chi = PROPS(2)

lambda0 = PROPS(3)

eps = PROPS(4)

detF0 = lambda0**3

nu = 1.0d-28
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kT = 4.0d-21

gamma = kT/nu/C0

deltamu_kT = TEMP ! TEMP is used to represent (mu-mu0)/kT

C===============================================================

C

U(1) = (log(1.0 - 1.0/(AJ*detF0))

& + chi/(AJ*detF0))*(AJ - 1.0/detF0)

& - deltamu_kT*(AJ - 1.0/detF0) - (2.0*log(AJ*detF0)

& - 3.0*AJ**(2.0/3.0)*detF0**(2.0/3.0) + 3.0)/(2.0*detF0*gamma)

& + (AJ*(BI1 - 3.0))/(2.0*gamma*(AJ*detF0)**(eps/3.0 + 1.0/3.0))

U(2) = 0

UI1(1) = AJ/(2.0*gamma*(AJ*detF0)**(eps/3.0 + 1.0/3.0))

UI1(2) = 0

UI1(3) = log(1.0 - 1.0/(AJ*detF0)) - deltamu_kT

& - (AJ - 1.0/detF0)*(chi/(AJ**2.0*detF0)

& + 1.0/(AJ**2.0*detF0*(1.0/(AJ*detF0) - 1.0)))

& - (2.0/AJ -(2.0*detF0**(2.0/3.0))/AJ**(1.0/3.0))/(2.0*detF0*gamma)

& + chi/(AJ*detF0)

& + (BI1 - 3.0)/(2.0*gamma*(AJ*detF0)**(eps/3.0 + 1.0/3.0))

& - (AJ*detF0*(eps/3.0 + 1.0/3.0)*(BI1 - 3.0))

& /(2.0*gamma*(AJ*detF0)**(eps/3.0 + 4.0/3.0))

UI2 = 0

UI2(3) = (AJ - 1.0/detF0)*((2.0*chi)/(AJ**3.0*detF0)

& + 2.0/(AJ**3.0*detF0*(1.0/(AJ*detF0) - 1.0))

& - 1.0/(AJ**4.0*detF0**2.0*(1.0/(AJ*detF0) - 1.0)**2.0))

& + (2.0/AJ**2.0 - (2.0*detF0**(2.0/3.0))/(3.0*AJ**(4.0/3.0)))

& /(2.0*detF0*gamma) - (2.0*chi)/(AJ**2.0*detF0)

& - 2.0/(AJ**2.0*detF0*(1.0/(AJ*detF0) - 1.0))

& - (detF0*(eps/3.0 + 1.0/3.0)*(BI1 - 3.0))

& /(gamma*(AJ*detF0)**(eps/3.0 + 4.0/3.0))

& + (AJ*detF0**2.0*(eps/3.0 + 1.0/3.0)

& *(eps/3.0 + 4.0/3.0)*(BI1 - 3.0))

& /(2.0*gamma*(AJ*detF0)**(eps/3.0 + 7.0/3.0))

UI2(5) = 1.0/(2.0*gamma*(AJ*detF0)**(eps/3.0 + 1.0/3.0))

& - (AJ*detF0*(eps/3.0 + 1.0/3.0))

& /(2.0*gamma*(AJ*detF0)**(eps/3.0 + 4.0/3.0))

UI3 = 0

UI3(4) = (AJ*detF0**2.0*(eps/3.0 + 1.0/3.0)*(eps/3.0 + 4.0/3.0))

& /(2.0*gamma*(AJ*detF0)**(eps/3.0 + 7.0/3.0))

& - (detF0*(eps/3.0 + 1.0/3.0))

& /(gamma*(AJ*detF0)**(eps/3.0 + 4.0/3.0))

UI3(6) = (6.0*chi)/(AJ**3.0*detF0)

& - (4.0/AJ**3.0 - (8.0*detF0**(2.0/3.0))/(9.0*AJ**(7.0/3.0)))

& /(2.0*detF0*gamma) - (AJ - 1.0/detF0)*((6.0*chi)/(AJ**4.0*detF0)

& + 6.0/(AJ**4.0*detF0*(1.0/(AJ*detF0) - 1.0))

& - 6.0/(AJ**5.0*detF0**2.0*(1.0/(AJ*detF0) - 1.0)**2.0)

& + 2.0/(AJ**6.0*detF0**3.0*(1.0/(AJ*detF0) - 1.0)**3.0))

& + 6.0/(AJ**3.0*detF0*(1.0/(AJ*detF0) - 1.0))

& - 3.0/(AJ**4.0*detF0**2.0*(1.0/(AJ*detF0) - 1.0)**2.0)

& + (3.0*detF0**2.0*(eps/3.0 + 1.0/3.0)

& *(eps/3.0 + 4.0/3.0)*(BI1 - 3.0))
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& /(2.0*gamma*(AJ*detF0)**(eps/3.0 + 7.0/3.0))

& - (AJ*detF0**3.0*(eps/3.0 + 1.0/3.0)*(eps/3.0 + 4.0/3.0)

& *(eps/3.0 + 7.0/3.0)*(BI1 - 3.0))

& /(2.0*gamma*(AJ*detF0)**(eps/3.0 + 10.0/3.0))

C

RETURN

END

C===============================================================
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Annexe B

Gonflement uniaxial transitoire,

code Matlab

function oneD_swelling_epsilon

clear all;

close all;

clc;

%% CHOIX DU MODELE

global mod;

disp(’----------------’);

disp(’1: modèle classique’);

disp(’2: modèle epsilon’);

disp(’----------------’);

mod = input(’Quel modèle souhaitez-vous étudier ? ’);

%% Définition des constantes du problème

global nu k T chi alpha beta C0 Js_H0_t Js_X3_0 H0 eps;

k = 1.3806e-23; % constante de Boltzmann

T = 20+273.15; % température absolue (K)

nu = 1e-28; % volume d’une molécule de polymère

C0 = 1e5; % raideur du polymère sec

gamma = k*T/nu/C0; % coeff. matériau "réduit"

chi = 0.1; % coefficient d’interaction solvant/polymère

D = 5e-9; % coefficient de diffusion

beta = 1;

alpha = D/(k*T)*nu^(beta-1);

H0 = 0.01; % hauteur initiale

eps = 2;

%% Condition initiale (t=0)

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
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Js_X3_0 = 0.999999; % théoriquement, Js_X3_0 = 1

lambda_X3_0 = Js_X3_0.^(1/3);

phi_X3_0 = 1./Js_X3_0;

%% Conditions aux limites

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% X3 = H0

initH01 = 3;

initH02 = 10;

if (mod==1)

Js_H0_t = fzero(@(z) gamma*(log(1-1/z) + 1/z + chi/(z^2)) + (z - 1/z), initH01)

elseif (mod==2)

Js_H0_t = fzero(@(z) gamma*(log(1-1/z) + 1/(z) + chi/(z^2)) ...

+ z^(-1/3) - z^(-1) + (eps/3-1)*z^(-1/3*(1+eps)) + z^(1-eps/3), initH02)

end

lambda_H0_t = Js_H0_t

phi_H0_t = 1/Js_H0_t

%% Résolution de l’EDP

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

m = 0;

x = linspace(0,1,100); % changement de variable x=X3/H0

t = linspace(0,2*24*60*60,1*24+1);

sol = pdepe(m,@pdex1pde,@pdex1ic,@pdex1bc,x,t);

%% Extraction de Js, lambda et phi

Js = sol(:,:,1);

phi = 1./Js;

%% Représentation de la réponse

% figure

% grid on

% surf(x,t,phi)

% title(’1D transient swelling of a gel’)

% xlabel(’X_3 / H_0’)

% ylabel(’t (s)’)

% zlabel(’phi’)

%

% figure

% grid on

% surf(x,t,Js)

% title(’1D transient swelling of a gel’)

% xlabel(’X_3 / H_0’)

% ylabel(’t (s)’)
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% zlabel(’J_s’)

figure

plot(x, phi(1,:), x, phi(2,:), x, phi(3,:), x, phi(4,:),x , phi(5,:), ...

x , phi(7,:), x , phi(10,:), x , phi(15,:), x, phi(24,:),’LineWidth’,1.25)

axis([0 1 0 1])

xlabel(’X_3 / H_0’)

ylabel(’\phi’)

grid on

figure

plot(x, Js(1,:), x, Js(2,:), x, Js(3,:), x, Js(4,:),x , Js(5,:), ...

x , Js(7,:), x , Js(10,:), x , Js(15,:), x, Js(24,:),’LineWidth’,1.25)

axis([0 1 0 9])

xlabel(’X_3 / H_0’)

ylabel(’J_s’)

grid on

%% Définitions des fonctions utilisées

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% -------------------------------------------------------------------------

function [c,f,s] = pdex1pde(~,~,u,DuDx)

global nu k T chi alpha beta C0 H0 mod eps;

coeff = 1/H0^2 * alpha/(nu^(beta-1)) * (u-1)^beta; % changement de variable x=X3/L

DmumixDJs = k*T * (1/(u^2)/(u-1) - 2*chi/(u^3));

c = 1;

s = 0;

if (mod==1)

DmuDJs = nu*C0*(1 + u^(-2));

elseif (mod==2)

DmuDJs = nu*C0 * (-1/3*u^(-4/3) + u^(-2) ...

-1/3*(eps/3-1)*(1+eps)*u^(-1/3*(4+eps)) + (1-eps/3)*u^(-eps/3));

end

f = coeff * (DmumixDJs + DmuDJs) * DuDx;

% -------------------------------------------------------------------------

function [pl,ql,pr,qr] = pdex1bc(~,~,~,ur,~)

global Js_H0_t nu;

% X3 = H0 (right)

pr = ur - Js_H0_t;

qr = 0;

% X3 = 0 (left)

pl = 0;

ql = -1/nu;

% -------------------------------------------------------------------------

function u0 = pdex1ic(~)

global Js_X3_0;

u0 = Js_X3_0;

% -------------------------------------------------------------------------
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Annexe C

Subroutine UHYPER pour le

modèle préalablement gonflé

SUBROUTINE UHYPER(BI1,BI2,AJ,U,UI1,UI2,UI3,TEMP,NOEL,

1 CMNAME,INCMPFLAG,NUMSTATEV,STATEV,NUMFIELDV,FIELDV,

2 FIELDVINC,NUMPROPS,PROPS)

C===============================================================

C User defined hyperelastic material subroutine for gels

C (classical model, swollen ref.)

C Author: Violette Brulliard, 2012

C---------------------------------------------------------------

C Material properties to be passed to the subroutine:

C PROPS(1) - C0 shear modulus at preparation

C PROPS(2) - chi

C PROPS(3) - lambda_0 initial swelling

C PROPS(4) - phi_prepa polymer volume fraction at preparation

C State variable:

C TEMP - (mu-mu0)/kT current chemical potential

C The initial value of chemical potential should agree

C with the initial swelling, given as follows:

C mu_0/kT = Nv*(1./lambda_0-1./detF0) + ln(1-1./detF0)

C + 1./detF0+ chi/detF0**2.

C where detF0 = lambda_0**3

C Output:

C Free-energy function U(I,J) and its derivatives

C All free-energy density and stress given by the

C calculation are normalized by kT/v

C===============================================================

INCLUDE ’ABA_PARAM.INC’

CHARACTER*80 CMNAME

DIMENSION U(2),UI1(3),UI2(6),UI3(6),STATEV(*),FIELDV(*),

1 FIELDVINC(*),PROPS(*)

REAL C0, chi, lambda0, phi_prepa,

& nu, kT, gamma, detF0, Js_prepa, deltamu_kT

C0 = PROPS(1)

chi = PROPS(2)

lambda0 = PROPS(3)

phi_prepa = PROPS(4)
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nu = 3.0e-29

kT = 4.0e-21

gamma = kT/nu/C0

detF0 = lambda0**3.0

Js_prepa = 1.0/phi_prepa;

deltamu_kT = TEMP ! TEMP is used to represent (mu-mu0)/kT

C

U(1) = - deltamu_kT*(AJ - 1./detF0) - (2.*LOG(AJ*detF0)

& - AJ**(2./3.)*BI1*lambda0**2. + 3.)/(2.*detF0*gamma)

& - ((1./detF0 - AJ*Js_prepa)*(LOG(1. - 1./(AJ*Js_prepa*detF0))

& + chi/(AJ*Js_prepa*detF0)))/Js_prepa

U(2) = 0

UI1(1) = (AJ**(2./3.)*lambda0**2.)/(2.*detF0*gamma)

UI1(2) = 0

UI1(3) = LOG(1. - 1./(AJ*Js_prepa*detF0)) - deltamu_kT

& - (2./AJ - (2.*BI1*lambda0**2.)/(3.*AJ**(1./3.)))/(2.*detF0*gamma)

& + ((1./detF0 - AJ*Js_prepa)*(1./(AJ**2.*Js_prepa*detF0*

& (1./(AJ*Js_prepa*detF0) - 1.))

& + chi/(AJ**2.*Js_prepa*detF0)))/Js_prepa + chi/(AJ*Js_prepa*detF0)

UI2 = 0

UI2(3) = (2./AJ**2. - (2.*BI1*lambda0**2.)/(9.*AJ**(4./3.)))

& /(2.*detF0*gamma) - ((1./detF0 - AJ*Js_prepa)*

& (2./(AJ**3.*Js_prepa*detF0*(1./(AJ*Js_prepa*detF0) - 1.))

& - 1./(AJ**4.*Js_prepa**2.*detF0**2.*

& (1./(AJ*Js_prepa*detF0) - 1)**2.)

& + (2.*chi)/(AJ**3.*Js_prepa*detF0)))/Js_prepa

& - 2./(AJ**2.*Js_prepa*detF0*(1./(AJ*Js_prepa*detF0) - 1.))

& - (2.*chi)/(AJ**2.*Js_prepa*detF0)

UI2(5) = lambda0**2./(3.*AJ**(1./3.)*detF0*gamma)

UI3 = 0

UI3(4) = -lambda0**2./(9.*AJ**(4./3.)*detF0*gamma)

UI3(6) = ((1./detF0 - AJ*Js_prepa)*(6./(AJ**4.*Js_prepa*detF0*

& (1./(AJ*Js_prepa*detF0) - 1.))

& - 6./(AJ**5.*Js_prepa**2.*detF0**2.*

& (1./(AJ*Js_prepa*detF0) - 1.)**2.)

& + 2./(AJ**6.*Js_prepa**3.*detF0**3.*

& (1./(AJ*Js_prepa*detF0) - 1.)**3.)

& + (6.*chi)/(AJ**4.*Js_prepa*detF0)))/Js_prepa

& - (4./AJ**3. - (8.*BI1*lambda0**2.)/(27.*AJ**(7./3.)))/

& (2.*detF0*gamma) + 6./(AJ**3.*Js_prepa*detF0*

& (1./(AJ*Js_prepa*detF0) - 1.))

& - 3./(AJ**4.*Js_prepa**2.*detF0**2.*

& (1./(AJ*Js_prepa*detF0) - 1.)**2.)

& + (6.*chi)/(AJ**3.*Js_prepa*detF0)

C

RETURN

END

C===============================================================

200



 



 
 

 
 

 

 

 

 

 

Title:  A coupled large stra in and diffusion mod el for the Nucleus pulposus  behaviour  

 Résumé 

Le disque intervertébral (DIV), composé du Nucleus 
pulposus (NP) central, de l’Annulus fibrosus et des 
plateaux cartilagineux, est la structure située entre deux 
vertèbres consécutives. Son rôle est principalement 
d’assurer la flexibilité de la colonne. Toutefois, suite au 
vieillissement, le NP subit un phénomène 
de dégénérescence, entraînant une altération des 
fonctions mécaniques du DIV. Dans le contexte de 
l’ingénierie tissulaire, des hydrogels (biomatériaux 
composés de chaînes de polymère réticulées et d’eau) 
peuvent être utilisés comme matériaux de 
remplacement.  

L’objectif de ce travail est de contribuer à une meilleure 
compréhension du comportement du DIV afin d’aider à 
l’élaboration de ces hydrogels. Dans ce but, un modèle 
de gonflement, couplant grandes déformations et 
diffusion, a été développé pour le NP. Deux aspects 
originaux ont été pris en compte : la dépendance 
explicite des paramètres matériau au degré de 
gonflement, et la définition d’un état de référence 
préalablement gonflé. Cette loi de comportement a été 
implantée dans le code de calcul ABAQUS pour l’étude 
des états d’équilibre. Finalement, un modèle Eléments 
Finis de DIV a été construit en adoptant une géométrie 
générique représentative d’un disque lombaire moyen. 
Une étude approfondie du comportement du DIV en 
compression et sous divers cas de chargement a été 
menée afin d’observer l’influence des paramètres 
matériau d’un noyau hydrogel sur la réponse du DIV. A 
la lumière des résultats, il s’avère que le modèle de 
gonflement adopté pour le NP est pertinent puisqu'il 
permet de reproduire de façon satisfaisante la 
cinématique du DIV et de prédire certaines variations de 
pression intradiscale.  
 
Mots clés 

disque intervertébral, nucleus pulposus, (hydro)gel, 
gonflement, modèle de comportement, grandes 
déformations, diffusion, simulation Eléments Finis 

 
 
 
 

Abstract 

The intervertebral disc (IVD) is the anatomical structure 
that joins two consecutive vertebrae. It consists in three 
main parts: the central Nucleus pulposus (NP), the 
surrounding Annulus fibrosus and the cartilaginous 
endplates. Its role is mainly to ensure flexibility of the 
spine. However, due to ageing or pathological conditions, 
the NP may degenerate causing an alteration of its 
mechanical properties. In the context of tissue 
engineering, hydrogels (biomaterials made of crosslinked 
polymer chains and water) are good candidates for 
replacing the degraded NP. 

This work aims to better understand of the IVD behaviour 
in order to help the design of these hydrogels. In that 
purpose, a coupled large strain and diffusion model for 
the nucleus pulposus has been developed. Two original 
aspects have been considered: an explicit dependence of 
the material parameters on the swelling degree, and the 
introduction of an already swollen reference configuration. 
This constitutive equation has been implemented in the 
Finite Element software ABAQUS in order to investigate 
the equilibrium states. Eventually, a complete Finite 
Element model of the IVD has been created, based on a 
generic geometry of a mean lumbar disc. A thorough 
study of the IVD behaviour in compression and submitted 
to several loading conditions has been carried out in order 
to examine the influence of the mechanical parameters of 
a replacing hydrogel on the kinematics of the IVD. It is 
shown that the choice of a coupled deformation-swelling 
model for the NP is relevant since it allows to satisfactorily 
reproduce the kinematics of the IVD and to predict some 
intradiscal pressure changes.  
 
Key Words 

intervertebral disc, nucleus pulposus, (hydro)gel, swelling, 
constitutive equation, large strain, diffusion, Finite 
Element simulation 
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