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Introduction

Ces dernieres années, de nombreuses techniques de calcul « avancées » ont été dé-
veloppées dans le but de permettre la simulation de modeles de plus en plus réalistes.
On notera en particulier I’explosion des approches multi-échelles ([Ben Dhia, 1998, La-
deveze et Dureisseix, 2000]) et paralleles, ([Mandel et Brezina, 1993, Farhat et Roux,
1991, Cresta et al., 2007]), ainsi que les méthodes d’enrichissements (X-FEM et G-FEM
[Moés et Belytschko, 2002]). Ces méthodes permettent tout a la fois d’introduire plus de
« physique » dans les calculs et de traiter des problemes a trés grand nombre de degrés de
liberté. De nombreux codes de recherche ont été développés et démontrent tout I’ intérét
de ces approches, cependant elles restent encore peu utilisées dans un cadre industriel,
notamment parce que leur mise en ceuvre dans les codes généralistes est a minima com-
plexe.

Partant du constat que, dans de nombreuses situations, les phénomenes critiques de-
mandant des analyses détaillées sont localisés, une pratique industrielle courante permet-
tant d’enrichir une modélisation globale est celle du submodelling. Cette approche descen-
dante consiste a appliquer a un modele fin de la zone d’intérét des conditions aux limites
déduites d’un modele grossier. La limite de cette méthode est qu’elle néglige les redistri-
butions globales associées a une description fine des effets locaux ce qui peut entrainer
des erreurs importantes comme cela est montré, par exemple, sur le cas du flambage dans
[Cresta et al., 2007].

Afin de surmonter cette difficulté, des méthodes non-intrusives, vocabulaire initiale-
ment utilisé dans le cadre stochastique [Berveiller et al., 2006], ont été proposées ces
dernieres années en calcul des structures. C’est a ce type d’approches que cette these est
dédiée. L’appellation « non-intrusive » provient du fait que I’on cherche a minimiser, voir
a interdire, tout développement interne aux codes utilisés. L’essentiel du développement
de la stratégie se situe autour d’outils standards, et procede par échange de quantités stan-
dards entre modeles, au prix d’itérations entre ceux-ci.

Un pré-requis des méthodes proposées [Gendre et al., 2009] est de ne pas modifier
les modeles et maillages déja construits par les industriels. Lorsque les analyses locales
sont possibles en utilisant le méme logiciel I’ensemble des modeles et outils associés au
submodelling sont réutilisés, ce qui rend le transfert de techniques avancées vers 1’en-
vironnement industriel plus aisé. Dans ce cas ces approches rentrent dans le cadre des
approches globales-locales proposées par Whitcomb [Whitcomb, 1991] mais cherchent a
en améliorer I’efficacité. Dans le cas général ces approches visent a permettre un couplage
aisé et efficace de codes, en général un code généraliste et un code spécialisé.

Stratégie non-intrusive de couplage plaque/3D pour la simulation des assemblages de plaques
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2 Introduction

Ces techniques non-intrusives ont été proposées et développées dans le cas d’adap-
tation de modele [Gendre et al., 2009, Passieux et al., 2013], d’analyse multi-échelle
en temps et espace en dynamique explicite [Bettinotti et al., 2013], de couplage G-
FEM/FEM [Plews et al., 2011], ou encore dans le cadre stochastique [Chevreuil et al.,
2013].

Le projet ANR ICARE qui regroupe des partenaires industriels (EDF, EADS-IW, DIS-
TENE) et des laboratoires de recherche (LMT Cachan, GeM Nantes, UPS-IMT) témoigne
de I'intérét grandissant que rencontrent ces méthodes.

Dans le cadre de ce programme ANR, cette theése vise a proposer des méthodes,
concepts et outils permettant d’enrichir, par une description locale 3D, le cas des mo-
deles industriels les plus courants, a savoir ceux de structures modélisées comme des
assemblages de plaques et coques. Le code généraliste utilisé est le Code_ ASTER de
EDF.

Un exemple typique est celui de 1’analyse de la détérioration de composites stratifiés
au voisinage d’une liaison F1G. 1. Valider et optimiser la conception d’une telle liaison
implique une description fine de celle-ci et des composites employés en tenant compte
des contacts et des endommagements localisés [Garg, 1988]. Cependant les analyses 3D
completes et fines de grandes structures sont encore et sans doute pour longtemps hors
des possibilités des bureaux d’étude et des approches par submodelling ne permettent pas
de tenir compte de la redistribution des flux d’efforts associés aux dommages locaux.

Dans ce cas il semble naturel d’avoir recours a un modele hybride constitué de plaques
et coques d’une part, pour la majeure partie de la structure, et d’autre part d’un modele 3D
précis pour traiter des liaisons. Un tel modele est souvent complexe a créer et la voie suivie
dans cette these est de le construire en utilisant le modele plaque global de I’ensemble de
la structure et d’y substituer de fagon non-intrusive et localement le modele 3D. Dans ce
contexte, I’idée de départ était d’utiliser un relevement 3D d’une solution plaque stratifiée
afin de réutiliser ensuite le principe des méthodes non intrusives développées en 3D.

Les question examinées dans cette these concernent alors la reconstruction pratique de
ces relevements et leur exploitation dans le cas de techniques de couplage non-intrusives.
Des effets de bords parasites pouvant-&tre observés a la jonction 2D-3D nous avons été
amené a nous éloigner des techniques de couplage utilisées pour les modele de méme di-
mension. La question de I’amélioration de la vitesse de convergence de la méthode a été
également regardée au moyen d’un réinterprétation de la méthode comme une méthode
de Schwarz. Enfin de premieres applications de la méthode dans le cas de liaisons com-
plexes ont été effectuées, pour ce faire un couplage non-intrusif de Code_ASTER avec un
logiciel dédié a été mis en place.

Le manuscrit est organisé de la facon suivante. Le premier chapitre est dédi€ a un état
de I’art sur les themes du couplage entre modeles, sur la question de la modélisation des
plaques pour des structures stratifiées et sur la reconstruction de champ 3D associés. Le
second chapitre est consacré a une étude simplifiée dans le cas de raccord 1D/2D afin de
mieux cerner les difficultés inhérentes liées a 1’utilisation d’un relevement pour un cou-
plage non-intrusif. Le troisieme chapitre développe la méthode de relevement numérique

Stratégie non-intrusive de couplage plaque/3D pour la simulation des assemblages de plaques
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Introduction 3

FIGURE 1 — Exemple de liaison boulonnée entre deux plaques

proposée et essaye d’en analyser la qualité. Le quatrieme chapitre étudie différentes possi-
bilités de raccords et leurs implémentation non-intrusive. Le cinquieme chapitre expose la
stratégie itérative globale locale employée et la convergence vers le modele final. Diverses
optimisations de convergence y sont proposées. Le sixieme chapitre propose des applica-
tions possibles du raccord développé dans le cas de liaisons et met en place un couplage
code_aster/COFAST3D, logiciel développé au LMT-Cachan par Laurent Champaney et
dédié au traitement efficace 3D des liaisons caractérisée par des phénomenes de contact
et frottement importants.
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Chapitre 1

Etat de ’art sur les méthodes de
couplage et les modeles plaques

Ce chapitre présente un bref état de ’art des modeles plaques,
ainsi que diverses techniques de couplage plus ou moins
intrusives permettant de raccorder des modeles entre eux.
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Comme la problématique principale de la these tourne autour du raccord plaque/3D, il
est nécessaire dans une premiere partie d’aborder les diverses modélisations des plaques,
ainsi que les particularités des plaques stratifiées et du lien entre solution plaque et so-
lution 3D. Dans une seconde partie, quelques méthodes de couplage de modeles sont
décrites, et une attention particuliere est accordée aux méthodes non-intrusives.

1.1 Les plaques : modélisations et propriétés

Une modélisation plaque consiste a considérer qu’une dimension, I’épaisseur, est pe-
tite devant les deux autres. Par conséquent il est possible de négliger certains termes
d’épaisseur, de facon a obtenir une théorie avec relativement peu d’inconnues par rap-
port a un calcul 3D. Cette réduction de modele dépend d’hypotheses formulées a priori
et des méthodes utilisées pour résoudre le probleme. Les approches étant relativement
nombreuses et développées depuis plusieurs décennies, en faire ici un inventaire exhaus-
tif n’est pas le sujet . Il est cependant nécessaire d’en décrire les bases et les hypotheses
spécifiques conduisant a des approches différentes, ainsi que les limitations ou phéno-
menes particuliers pouvant apparaitre.

La premiere partie présente donc quelques modeles plaques et leurs impacts dans le
cadre non-intrusif. La deuxieme partie s’intéresse ensuite a la question de 1’obtention
d’un relevement 3D a partir d’une solution plaque. Dans la derniere partie, le concept de
solution de St Venant est rappelé, au travers de la décomposition entre solution intérieure
réguliere et solution d’effet de bord.

1.1.1 Les modéeles de plaques stratifiées dans la littérature

Bien que le modele de Kirchhoff-Love soit bien plus ancien, les modeles de plaques
ont connu un développement important entre les années 1950 et 1970. En effet des le
début du calcul des structures, ils sont apparus comme un moyen d’accéder a un résultat
avec un faible coflit de calcul, analytique au début puis numérique, le calcul du modele 3D
étant inaccessible avec les moyens de 1’époque.

De nos jours, la puissance de calcul a augmenté, mais la complexité et la taille des
problemes que I’on cherche a résoudre également. Aussi les modeles de plaques ou de
coques sont encore tres largement utilisés en industrie, excepté dans les zones ou le calcul
des non-linéarités exige un calcul tridimensionnel. Le principal enjeu des modélisations
plaques reste donc d’avoir une bonne estimation des quantités d’intérét 3D tout en mini-
misant les colits de modélisation et de calcul.

Si la théorie des plaques isotropes est relativement bien comprise, la modélisation
des plaques stratifiées peut €tre réalisée par différentes approches. Pour cela [Carrera,
2003, Auricchio et al., 2010] proposent une classification générale des différents modeles.

1. Un lecteur voulant en savoir plus sur les différents modeles plaques pourra se référer a [Auricchio
et al., 2010, Carrera, 2003]
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Ainsi trois grandes approches conduisant au développement d’'un modele plaque sont
distinguées :

— L’approche continue : cette approche consiste a se baser sur une formulation 3D et
a travailler soit avec des éléments 3D dégénérés [Wung, 1997], soit sur des surfaces
de Cosserat [Neff, 2004].

— L’approche asymptotique : on effectue un développement limité dans I’épaisseur et
on néglige les termes de plus haut degré [Ciarlet et Destuynder, 1979]. Cette théorie
fonctionnant bien pour des plaques minces [Sutyrin et Hodges, 1996].

— L’approche axiomatique : la méthode la plus courante, il s’agit de postuler une
allure des déplacements ou les contraintes afin de résoudre le probleme.

De plus, chacune de ces grandes approches, peut étre résolue par une formulation
en déplacement, en contrainte ou mixte [Destuynder et Salaun, 1995, Daghia et al.,
2008, Carrera et Demasi, 2002, Touratier, 1991, Lure, 1964] ; et pour le cas des plaques
stratifiées, il est possible soit de ne considérer qu'une seule couche équivalente (ESL
« Equivalent Single Layer »), soit d’élaborer une théorie considérant chaque couche sépa-
rément (LW « Layer-wise » ). Tous ces ingrédients peuvent donc donner lieu a des théories
nombreuses et variées.

On s’intéresse en particulier ici aux approches axiomatiques, car ce sont les plus dé-
veloppées et les moins coliteuses a mettre en ceuvre dans le cadre des plaques stratifiées.

Dans un premier temps, les modeles dits « classique » sont rappelés, ainsi que leurs
limitations. La partie suivante expose quelques modeles d’ordre supérieur permettant
d’améliorer les solutions de plaques isotropes ou de plaques stratifiées.

1.1.1.1 Les modeles classiques monocouche

Les modeles dit « classiques » sont les modeles de Kirchhoff-Love et de Reissner-
Mindlin qui supposent une section droite indéformable, avec une contrainte supplémen-
taire de perpendicularité au plan moyen dans le premier cas. Leurs extensions aux plaques
stratifiées sont respectivement « Classic Laminate Theory » (CLT) et « First Shear Defor-
mation Theory » (FSDT). Ces modeles rentrent naturellement dans la catégorie ESL, la
plaque est considérée homogene.

Ces théories sont mixtes, les hypotheses de base portent a la fois sur le déplacement,
par une section rigide, mais aussi sur les contraintes, par une hypotheése de contrainte
normale transverse négligeable. Ici, on développe en particulier la seconde, la premiere
étant considérée comme un cas particulier pour 4 — O.

Afin d’illustrer et d’introduire les notations, on pose le probléeme suivant : Soit une
plaque stratifiée occupant la région Q :

h h
Q:{(x,y,z)éﬂ@/ze[—E,E],(x,y)eEmC'Rz} (1.1)

ou le plan z = 0 représente la surface moyenne (X,,) de la plaque non déformée. L’épais-
seur & est supposée petite devant les autres dimensions.

Stratégie non-intrusive de couplage plaque/3D pour la simulation des assemblages de plaques
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8 Etat de ’art sur les méthodes de couplage et les modeles plaques

FIGURE 1.1 — Schématisation du déplacement plaque.

Les plaques stratifiées sont constituées d’un empilement de n plis (couches) dans
I’épaisseur. Ces plis sont eux-mémes constitués de fibres orientées dans une direction
privilégiée, ainsi chaque pli peut étre modélisé par un comportement élastique orthotrope.
Afin d’optimiser la structure vis-a-vis du chargement imposé, les empilements sont sou-
vent réalisés en empilant les plis selon différentes orientations. Dans la suite pour les
expressions matricielles on privilégie une base (x,y) fixe du plan moyen de la plaque, z
est la normale a la plaque.

L’hypothese de base du modele FSDT est que la section reste droite et rigide au cours
de la déformation. Le champ de déplacement s’écrit :

6y (m)

(m) +w(m)z —z | =6x(m) (1.2)
0

avec V (m) le déplacement dans le plan, w(m) le déplacement transverse, 0,,(m) et 0, (m)
les rotations de la section F1G.1.1. Le tenseur de déformation peut alors s’exprimer :

e=y+ayte (1.3)
avec ]
Vi L(Vey+V) 0
y=grad (V(m)) = | 3(Vey+Vyx) Vi 0 (1.4)
- 0 0 0
e)’ax %(e%y - exyx) 0
x=grad (8(m)) = | 5(8,,—0:x)  —6cy O (1.5)
- 0 0 0
0 0 0y +w,
ge=| 0 0 —0,+w, (1.6)

Oy +wy —0,+w, 0

Stratégie non-intrusive de couplage plaque/3D pour la simulation des assemblages de plaques
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Les plaques : modélisations et propriétés 9

Y est le tenseur de déformation de membrane, ) est le tenseur de courbure et €. est la
déformation de cisaillement hors plan. B

Dans la suite, on considere uniquement la partie plane de ces champs et on conserve
la notation 7y et . Aussi on remplace la notation de (1.6) par b défini par :

ey +Wwy
— , 1.7
b {—Gﬁ—wj (-7

Remarque. Dans le champ de déplacement présenté ici, €, associé¢ au déplacement plaque
est nul (hypothese de Reissner-Mindlin). Cette propriété incorrecte est corrigée par le biais
de la relation de comportement plane associée a 1’hypothese 6, = 0.

La cinématique de Kirchhoff-Love est un cas particulier dans lequel la section droite
reste perpendiculaire au plan moyen, on a alors €,; = €,;, = 0. Par conséquent les relations
supplémentaires a appliquer pour passer d’un modele a I’autre sont 6, +w , =0 et —0, +
wy = 0. Les rotations sont « substitu€es » par le gradient du déplacement transverse, cette
propriété requiert une régularité supérieure sur ce déplacement (w € H*(X,,)), entrainant
que d’un point de vue numérique la théorie de Kirchhoff-Love est peu utilisée.

Pour une plaque stratifiée composée de n plis orthotropes superposés 2, la relation de
comportement dans un pli k s’écrit :

o = (B®p (1.8)
Oz = C(k) Ze Tf(Ag,k)g)

Ou K, B, A, C sont des caractéristiques matériau du plis  :

Ky Ko O
K=|Ki» K»n 0
0 0 2G1»
B— 2G13 0 (1.9)
o 0 2Go3

A O
Ap= ("]
0 A
On introduit alors la notion de raideur en contraintes planes, en supposant que 6, = 0,
on a alors :

(k)

A
=K = KWe— g Tr(AVg)

lo

(1.10)
M) _ e Wp®),

Q

2. Ici, la relation de comportement est présentée dans un cas général de plaque stratifiée, le cas mono-
couche est juste une restriction en considérant n = 1.
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ou KEIIZ) est la matrice de raideur en contraintes planes. B*) est la matrice de raideur
en cisaillement. { est un tenseur du 4¢ ordre contenant des facteurs de correction du ci-

saillement, qui est représenté par :

(=019' 0@ +{nd? 0P + (@' 0 P* + P* 0 D) (1.11)

, (10 » (00
o _(o 0), o _(0 1) (1.12)

et (& ©®/)BK = ' BHD/,

Dans ce modele, la déformation de cisaillement b est constante dans la section, par
conséquent ggk) est constant par couches. Or d’apres les conditions de continuité aux
interfaces et les conditions limites sur la surface supérieure et inférieure, les contraintes

de cisaillement doivent respecter les conditions de continuité suivantes :

o () — o (z) =0 (1.13)
6.(+0)=0 (1.14)

Ainsi, les facteurs de correction sur le cisaillement permettent de corriger la solution,
établissant une équivalence entre la distribution dans I’épaisseur des contraintes trans-
verses produite par le modele, et des contraintes transverses compatible avec les condi-
tions limites et les équations d’équilibre. Cette équivalence est prise en sens énergétique.

Une technique pour prendre en compte ces hypotheses mixtes est d’utiliser la for-
mulation variationnelle de type Hellinger-Reissner. Dans le cas isotrope ces facteurs de
correction valent {;; = {p = 5/6, ;o = 0. Dans le cas de plaques stratifiées, les mé-
thodes sont plus complexes a mettre en ceuvre. Les travaux de Whitney [Whitney, 1973]
montrent que 1’on ne peut obtenir ces facteurs de correction analytiquement uniquement
dans des cas restreints, notamment parce que ces facteurs dépendent directement de 1’ état
de contraintes dans la plaque, formant donc un probleme non-linéaire.

Certains auteurs ont proposé€ des approches itératives [Noor et Peters, 1989, Auricchio
et Sacco, 1999, Rolfes et Rohwer, 1997], ou I’on compare I’énergie obtenue par le modele
plaque et celle obtenue par une reconstruction 3D des contraintes. Une autre approche,
utilisée par [Yu, 2005], consiste a optimiser le modele par une approche asymptotique
1D dans I’épaisseur. L’hypotheése de base consiste a supposer des gauchissements dans
I’épaisseur, les résoudre par développement asymptotique 1D (logiciel VAPAS) ; puis une
minimisation des moindres carrés trouve ensuite le modele Reissner-Mindlin avec les
parametres optimaux.

Afin de fermer la relation de comportement, les quantités statiques sont définies par

Stratégie non-intrusive de couplage plaque/3D pour la simulation des assemblages de plaques
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des efforts résultants :

h/2
N:/ 5dz
N=][, .8

h/2
Mz/ Bdz (1.15)
- —h/2 -

La relation entre les efforts résultants et les déformations est obtenue en substituant
(1.8) dans (1.15) :

N A C 0 Y
M]=|C D 0y (1.16)
0 0 0 CH/ \3
avec
n 1 n
A=Y a-a0kl  c=3¥@-d Ky
TZ S (1.17)
D= g Z(Zi_zzil)Kg;) H= Z(Zk—Zk—l)B(k)

k

~
I
_

1

ou g représente la position de la k-ieme couche.

La relation (1.16) montre deux aspects jouant un réle important dans les plaques stra-
tifiées : d’abord le couplage tension/flexion au travers de la matrice C, couplage qui s’an-
nule dans le cas d’un empilement symétrique, et ensuite la dépendance de 1’effort de
cisaillement Q vis-a-vis des coefficients de correction en cisaillement, qui n’est pas aisé
de trouver pa?les méthodes précédemment décrites.

Cette hétérogénéité dans 1’épaisseur fait aussi apparaitre des changements brutaux de
comportement entre les couches, qui provoquent des déplacements en zig-zag et des dis-
continuités de contrainte normale. Le respect de la continuité des déplacements, et des
contraintes transverses est un point important pour le développement de théories multi-
couches efficaces. Les théories classiques ne répondant pas a ces criteres, des modeles
plus évolués ont été proposés.

1.1.1.2 Théories d’ordre supérieur et multicouches

De nombreuses plaques stratifiées sont constituées de plis a fibres continues ayant
un comportement élastique orthotrope, dont les rapports d’orthotropie, d’apres [Carrera,
2000, Rohwer et Rolfes, 1998, Rolfes et Rohwer, 1997], se situe dans la gamme suivante :

E./Er = ELJE. ~5240

1.18
Gir/EL = Grr/EL ~1/1021/200 (1.18)

Cette forte anisotropie conduit a des contraintes de cisaillement transverse relative-
ment importantes par rapport au cas isotrope, et ¢’est pourquoi une attention particuliere
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12 Etat de art sur les méthodes de couplage et les modeles plaques

est accordée a la modélisation des contraintes G, et G,;, et qui n’est possible dans les
modeles plaques que par I’introduction de nouvelles hypotheses.

Dans cette section, seules quelques théories d’ordre supérieur sont évoquées. Celles-ci
peuvent étre soit basées sur un « enrichissement » cinématique des hypotheses plaques,
soit intégrées par des hypotheses mixtes, qui ont principalement pour but de supprimer le
besoin de coefficient de correction.

Pour le cas des plaques homogenes, une premiere amélioration de la méthode FSDT
proposée par [Reddy, 1984]. Le champ de déplacement prend la forme :

4 Lou
_ 0 3%z
ue(m.z) =y +(z+ 3h2)¢“ w5 o
4 5 0u? (1.19)
_ .0 .
uy(m,z) = Uy + (z+ 3/12 )¢yz ayZ
uz(m,z) = ”‘(Z)
avec (u?, u(y), u?), les translations dans le plan moyen de la plaque et (0., 9, les rotations

autours de e, ete, respectivement.

La Variation avec les termes du 3¢ ordre en déplacement permet une description qua-
dratique des contraintes de cisaillement transverse et ainsi la vérification des conditions
limites sur la face supérieure et inférieure 6,.(+4/2) = 0. De plus ce champ a I’avantage
de posséder le méme nombre de degrés de liberté que la méthode FSDT. Cependant pour
rester dans le cadre classique, Reddy choisit de ne pas introduire de nouveaux efforts
généralisés ce qui rend 1’application de ce modele délicate.

Une formulation consistante de ce modele de 3¢ ordre est donné dans [Reddy, 1990a],
ou I’auteur propose la forme du champ de déplacement suivant :

ou? 1 oy 106
_0_ Y%z 20 27%z 32772
uy(m,z) =u; —z . + f(2) 0z + Az ( > 3 +v2°( 3 ax)
ou ,, Loy, 5 106, (1.20)
(m»Z)—M —Za—y+f( 2)0y; + Az (—Ea—yJFYZ (—ga—y)

uy(m,z) = ul +7°6,

ol f(z) = (1-3(3)%).

Avec ce modele, Reddy montre que suivant les hypotheses faites sur les fonctions :
Oxzs Oyzr Wz, O; et f(z), toutes les théories du 3¢ ordre peuvent étre contenues dans la
formulation (1.20).

Contrairement a certains modeles, cette formulation autorise une déformation trans-
verse €;; non nulle ce qui apporte une information importante dans le cas des plaques
épaisses.

Les méthodes monocouches précédentes fonctionnent bien lorsque 1’on considere des
plaques épaisses, ou bien lorsque I’on peut considérer une homogénéisation dans 1’épais-
seur (Equivalent Single Layer).

Stratégie non-intrusive de couplage plaque/3D pour la simulation des assemblages de plaques
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Cependant, si I’on s’intéresse aux contraintes transverses dans le cas des plaques stra-
tifiées, ce type de modele ne fonctionne plus. En effet les fonctions introduites sont sup-
posées régulieres, et conduisent a des déformations transverses continues entre les plis, ce
qui n’est pas toujours le cas dans une plaque stratifiée. Certains auteurs proposent alors
des théories multicouches (Layer-Wise), dont certaines sont simplement basées sur un
empilement de modeles monocouches, et en assurant entre chaque pli les conditions de
continuité :

— Compatibilité : continuité des déplacements entre les plis,

— Equilibre : équilibre des contraintes transverses.

Un historique de ces diverses méthodes est donné dans [Carrera, 2002, Carrera, 2003].

La théorie de Reddy du 3¢ ordre peut ainsi €tre étendue a des cas de plaques stratifiées
en prenant par exemple le champ de déplacement :

(m) +V(m,z) (1.21)

ou les fonctions U et V sont constituées d’une combinaison linéaire dans I’épaisseur de
fonctions définies par :

U(m.2) = Y Uy(m)o/(2)

J

(1.22)

V(m,z) =) Vi(m)¢’(2)

-

1

~
Il

ou les inconnues par plis sont U; et V;, et les ¢; sont des fonctions continues par pli,
apparentées a des fonctions de formes élément fini.

[’avantage de cette approche est que les déplacements et contraintes sont mieux dé-
crits dans 1’épaisseur, cependant I’obtention des contraintes 3D est toujours a effectuer
par reconstruction dans I’épaisseur et intégration dans 1’épaisseur.

Cet inconvénient est en partie résolu par I’utilisation d’une formulation mixte de ces
plaques multicouches, du type Hellinger-Reissner pour [Carrera et Demasi, 2002, Demasi,
2006], ou Hu—Washizu dans [Auricchio et Sacco, 2003, Auricchio et Sacco, 1999]

Ces deux types de formulations permettent d’ajouter des inconnues en efforts comme
degrés de liberté supplémentaires. Ainsi le post-traitement est simplifié puisque les
contraintes 3D recherchées peuvent étre directement exprimées dans la solution.

Par exemple, [Auricchio et Sacco, 2003] proposent de faire 1’hypothese que les
contraintes transverses sont quadratiques par morceaux dans I’épaisseur et d’intégrer cette
hypothese directement dans une formulation mixte.

La forme supposée des contraintes de cisaillement dans la section est alors :

Tk+1 — <R — 23k
=g = 2 Mg — )z —) (1.23)
Tk+1 — 2k Zk+1 — 2k
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En prenant to = t”Jrl 0 pour prendre en compte les surfaces libres sur la face supérieure

et inférieure. On ajoute ainsi 2 degrés de liberté par pli : tlg qui représente la contrainte a
I’interface entre deux plis, et X pour la courbure.

En utilisant 1’équilibre des contraintes dans 1’épaisseur, les auteurs montrent aussi
qu’il est possible de réécrire les contraintes transverses en supprimant les degrés de liberté
ajoutés par pli, et ainsi d’avoir une formulation indépendante du nombre de plis. Dans
cette approche la détermination du coefficient de correction en cisaillement est effectué a
travers une approche itérative. Une approche similaire ne nécessitant plus de coefficient
de correction est proposée dans [Kim et Cho, 2007].

Par ailleurs, des approches uniquement développées pour le cas de plaque stratifiée
et appelées « Zig-Zag theories » ont également été proposées. L’appellation « zig-zag »
provient de la forme prise par le déplacement plan dans la section. Une extension de
I’approche FSDT dans ce cadre est proposée par Murakami [Demasi, 2005] :

g (m,z) = 1 (m) + 20x: (m) + &e(—1)*Dy(m)
uy (m,2) = uy (m) + 20y: (m) + & (1) Dy (m) (1.24)
uz(m,z) = ug (x,y)

olt &(—1)kDy(m) et Ex(—1)*Dy(m) sont deux fonctions « zig-zag », et & = 2z;/hy est
une hauteur adimensionnée. Le terme (—1)* permet 2 la solution d’alterner le sens du
gauchissement entre chaque couche. Cette technique permet de modéliser la discontinuité
des dérivées premieres (les déformations transverses) dans 1’épaisseur, voir FI1G. 1.2.

Cette approche introduit une allure quadratique des contraintes de cisaillement trans-
verse dans chaque couche au moyen d’une formulation variationnelle mixte du type
Hellinger-Reissner :

ok.(m,z) = 6L Fy(zk) + Fi (z) RE(m) + 652 (m) Py (z1.)
k

(1.25)
oy, (m,z) = 6yeFo(zk) + Fi (24 Ry (m) + 032 (m) Fa(2)

ou G'&’Z et 62 sont les contraintes de cisaillement transverse sur la face supérieure et
inférieure du pli, et R,, Ry sont les résultantes. Les fonctions Fp, Fy et F> représentent
des polyndmes permettant de respecter les équations d’équilibre locales en 1I’absence de
forces de volume, et sont définies par :

Fy=—1/4+&; +28?

31282
Fo— 2 "5k 1.26
T (120
P =—1/4—§; +28?

Ici la formulation en « zig-zag » ne fait qu’ajouter 2 degrés de liberté en déplacement,
quel que soit le nombre de couches, mais la formulation mixte ajoute 2(2n+ 1) degrés
de liberté correspondant aux contraintes. Afin de préserver le nombre de degrés de liberté
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FIGURE 1.2 — Représentation schématique des conditions de continuité et allures des
contraintes de cisaillement dans une plaque stratifiée.

d’une formulation classique, [Carrera et Demasi, 2002] proposent une formulation faible
de la loi de Hooke qui élimine des variables la contrainte de cisaillement transverse.

Un modele alternatif également proposé par Demasi [Demasi, 2006], consiste a
prendre en compte 1’hypotheése de continuité entre les plis par condensation statique (a
la maniere des méthodes de décomposition de domaine). La continuité du cisaillement
transverse entre éléments n’est plus assurée de facon exacte, cependant les cofits de calcul
sont alors réduits de facon importants.

On peut aussi remarquer que certains travaux ont cherché a réduire les hypotheses
faites sur les déplacements en introduisant des fonctions de gauchissement analytiques
[Rand, 1998] ou numériques [Loredo, 2012, Yu et al., 2003, Yu, 2005] qui servent alors a
définir un modele plaque « optimisé » ainsi qu’une meilleure reconstruction des déplace-
ments.

D’autres méthodes encore s’affranchissent d’hypothese sur les déplacements. C’est
le cas de [Caron et Sab, 2001], qui proposent une approche originale et itérative, basée
sur une vérification des hypotheses de déformation 3D. Cette approche utilise un modele
de type Reissner-Mindlin sur lequel est appliqué des « précharges » de facon a simuler
les corrections apportées par la vérification des nouvelles hypotheses. L’intérét de cette
approche est qu’elle permet de se passer de 1’identification du facteur de correction en
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cisaillement et qu’elle converge tres rapidement.

A travers ces différents travaux, les deux principales problématiques soulevées sont

— la multiplication du nombre de degrés de liberté en fonction du nombre de couches,
et particulierement lors de 1’utilisation de formulations variationnelles mixtes.

— la recherche d’un compromis entre les hypotheses nécessaires a la réduction de
modele (hypothese sur la forme des déplacements ou des contraintes), le colt de
calcul, et la précision de la solution obtenue.

Il est donc disponible dans la littérature un grand nombre d’approches possibles pour
traiter le cas de plaques stratifiées. Cependant, la plupart des modeles « évolués » sont
complexes a mettre en ceuvre, car ils nécessitent des formulations, des régularités et des
degrés de liberté particuliers, ce qui n’est pas le point de vue d’une approche non-intrusive
exploitant les modeles disponibles dans les codes industriels.

[Carrera et Demasi, 2002] évoquent d’ailleurs un couplage « global-local », ou une
théorie plaque est utilisée pour une premiere évaluation puis couplée avec un modele
plaque raffiné multicouches uniquement la ou cela est nécessaire.

Ce panorama général des théories plaques montre combien il est difficile de mettre en
place un modele simple et efficace pour traiter le cas des composites stratifiés. C’est en
partie pour cette raison que la plupart des travaux actuels ne portent plus sur les modeles
plaques eux-méme, mais directement sur des modeles 3D.

Cependant les industriels ont toujours besoin de modeles plaques pour des structures
de grande taille, méme si ces modeles restent simplifiés. Il existe toujours une vraie né-
cessité a trouver un lien efficace entre un modele plaque et un modele 3D pour les cas de
plaques stratifiées.

1.1.2 Les relevements 3D
1.1.2.1 Estimation de la qualité de la solution plaque

Le lien entre modele plaque et modele 3D a toujours été une question sous-jacente a
la théorie des plaques. Les premieres quantifications pouvant se trouver dans les travaux
sur I’estimation de 1’erreur dans les années 70 [Koiter, 1970, Simmonds, 1972].

Koiter a été le premier 2 avoir proposé une estimation en 4?/L? de cette erreur pour
la solution de Kirchhoff-Love en isotrope et en considérant uniquement la solution inté-
rieure. Par la suite, ces travaux ont été étendus aux cas des coques et des coques non-
linéaires [Ladeveze, 1976a, Ladeveze, 1976b].

Les premiers travaux concernant la validité des cas de plaques avec effets de bord sont
proposé par [Ladeveze, 1987, Ladeveze et Pecastaings, 1988]. Ladeveze et Pecastaing
ont alors proposé une version optimale de la théorie de Reissner-Mindlin avec correction
des effets de bord, conduisant dans le cas des plaques isotropes a une erreur en h”/L?.
On peut noter que le point de vue développé dans ces travaux est différent du point de
vue classique. En effet dans cette théorie, le coefficient de correction de cisaillement est
optimisé de facon a ce que la correction des effets de bord puisse €tre calculée a I’ordre
deux. Une difficulté supplémentaire est que pour obtenir une solution a I’ordre 2, il faut
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au préalable « nettoyer » la solution plaque de Reissner-Mindlin de son effet de bord
artificiel. Dans le cas isotrope, le coefficient de correction trouvé est trés proche de 5/6
[Ladeveze et Pecastaings, 1988]. La généralisation a des plaques orthotropes conduit a
des coefficients de cisaillements différents, que I’on peut trouver dans [Ladeveze, 1987].

1.1.2.2 Reconstruction 3D a partir de solution plaque

Un autre aspect de ces techniques de relevement est qu’elles peuvent aussi €tre utili-
sées pour un post-traitement des quantités plaque afin d’obtenir les quantités 3D corres-
pondantes.

Une reconstruction 3D des contraintes est relativement aisée. De nombreux auteurs
utilisent une intégration de la relation d’équilibre dans I’épaisseur, ce qui leur permet de
retrouver successivement les contraintes planes, de cisaillement et transverse.

Si on suppose qu’il n’y a ni d’effort volumique ni d’effort surfacique sur la face supé-
rieure et inférieure, I’équation d’équilibre s’écrit :

div(c) =0 (1.27)
qui peut se décomposer en une partie plane G, et une partie transverse o, ,

divg+0,.=0

: (1.28)
div(c,)+ 0., =0
En intégrant les équations (1.28) dans I’épaisseur on a :
Z
o.()= [ dno(@)ds
. . ] (1.29)
c = 9]
<= [ ave)E)d

Cette méthode, bien que simple a réaliser en post-traitement, nécessite un champ de
contraintes suffisamment régulier pour étre appliqué, dérivable deux fois dans le plan.

Pour pallier le manque de régularité des contraintes, des techniques de lissage des
contraintes peuvent étre utilisées [Carrera, 2000, Daghia et al., 2008, Ubertini, 2004].

[Rohwer et Rolfes, 1998] proposent une méthode pour diminuer la régularité requise
en supposant deux modes de flexion utilisant I’hypothese %%I = Qq. Le post-traitement ne

nécessite alors plus que des fonctions de forme dérivables une fois.

Parallelement, la reconstruction d’un champ de déplacement 3D est nettement moins
aisée que celle en contrainte. Cette reconstruction venant pour la plupart des méthodes en
complément du champ de contrainte, et ne peut pas toujours s’effectuer de facon exacte.

Ainsi, les cas ou I’on peut obtenir analytiquement les gauchissements sont assez rares.
Cependant quelques auteurs ont proposé€ des méthodes permettant de les évaluer.
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En général, ces auteurs considerent que le champ de déplacement peut se décomposer
en deux termes. Le premier correspondant a la cinématique classique d’une section U ,
et le second au gauchissement v(x,y,z) qui prend des formes variées :

U(m,z) = Ug(m) +v(m,z) (1.30)

La détermination de v(m,z) peut s’effectuer par différentes méthodes :
— soit par une analyse asymptotique des équations d’équilibres [Yu et al., 2003, Yu,
2005];
— soit par des hypotheses cinématiques et statiques [Rand, 1998, Loredo, 2012].
Dans [Rand, 1998], pour I’application a des poutres composites, 1’auteur suppose un
gauchissement plan qui s’ajoute aux déformations classiques.

Exx = Uy — YV xx — W xx T ‘P7x
Vxz :yq),x‘i_\y,z (L.3D)
Yoy = =20+,

Ce gauchissement est déterminé analytiquement dans quelques cas particuliers, ou 1’on
peut voir I’'influence du matériau mais aussi de la géométrie de la section.

Dans des travaux récents sur des plaques stratifiées, [Loredo, 2012] a introduit des
fonctions de gauchissements plan dans la formulation du déplacement :

t(m, z) = u(m) — 2wy (m) + ; )%v&g (m)
o=(x,y

tty(m, z) = uy (m) — 2wy (m) + ; )q)ya oa(m) (1.32)
o=(x,y

z(m, z) = ug(m)

Cette hypothese de déplacement introduit quatre fonctions de gauchissements a détermi-
ner qui sont « paramétrées » par le cisaillement transverse.

Il est montré que les fonctions hyperboliques obtenues permettent de retrouver la théo-
rie de Reddy (1.19) dans les cas ou la plaque est mince. Dans le cas de plaque isotrope, les
fonctions de gauchissements sont déterminées par résolution d’équations différentielles.
La résolution de ce systeme d’équations dépend de 1’état de contrainte dans la plaque
ainsi que des coefficients de correction en cisaillement. Dans le cas de plaques stratifiées
orthotropes, des hypotheses supplémentaires doivent étre faites, et leurs choix ne sont pas
aisés et sont discutables. Par ailleurs une optimisation des parametres utilisés est effectuée
par une méthode des moindres carrés.

Une méthode alternative, utilisée par [Yu et al., 2003, Yu, 2005] propose de décou-
pler par une méthode asymptotique le probleme 3D, en un probleme non-linéaire 2D, et
un probleme 1D linéaire correspondant a une ligne normale a la surface. L’intérét est de
conserver la modélisation d’une théorie de Reissner pour le modele 2D mais avec une
relation de comportement obtenue par résolution d’un probleme 1D. Cette approche nu-
mérique, permet par ailleurs de calculer les opérateurs nécessaires lors du post-traitement
pour obtenir les contraintes, déplacements et déformations 3D.

On peut décomposer la méthode en 4 étapes :
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1. Ecriture de la formulation asymptotique 3D,
2. Calcul 1D dans I’épaisseur basé sur des considérations asymptotiques,

3. Calcul 2D optimisé : I’introduction de 27 inconnues supplémentaires résolues par
une méthode des moindres carrés, permet de trouver le meilleur modele de type
Reissner-Mindlin au sens énergétique,

4. Post-traitement des quantités souhaitées en utilisant la solution 2D et les opérateurs
et fonctions trouvées lors de 1’analyse 1D.

[’avantage de cette méthode est que malgré le fait que 1’analyse 1D dans 1’épais-
seur soit un peu complexe, elle n’est effectuée qu’une fois si la plaque ne change pas
d’épaisseur ni de matériau, et les opérateurs peuvent étre réutilisés partout pour effectuer
le post-traitement.

Une approche différente est développée dans [Allix et Dupleix-Couderc, 2009], ba-
sée sur une technique de prédiction-correction. La cinématique initiale est classique
(Kirchhoff-Love) et un premier couple déplacement/effort est calculé. Ensuite, dans une
section, on compare analytiquement les contraintes obtenues par la reconstruction 3D
(1.28) avec les contraintes obtenues a travers la relation de comportement (1.15).

Un déplacement correctif est ajouté de fagon a corriger le terme porteur de la plus
grande erreur.

Au premier ordre, il s’agit de la contrainte hors-plan 6,;. On introduit alors un champ
de déplacement transverse supplémentaire que 1’on calcule de fagon a annuler cette erreur.

Le déplacement corrigé pour un cas de plaque isotrope en flexion est, avec u2 (m) =w(m) :
0l Ly
U (m,z) = w(m)—l-m(vi—h )Am(w) | z—zgrad,,(w(m)) (1.33)

En répétant la procédure a I’ordre 2, les contraintes a corriger sont les contraintes de
cisaillement 6... On obtient alors le déplacement :
02 ol 3 2-V
u (m7z) =U (M,Z)+Z —gradm (Am(w)) (1.34)
6(l—v)=

Pour une plaque isotrope, cette solution a priori a I’ordre 2, correspond en fait a la
solution de Saint-Venant qui peut étre trouvée par exemple dans [Lure, 1964].

Cependant, le fait que cette forme de la solution obtenue a partir de la solution plaque
coincide avec la solution de Saint-Venant, ne veut pas dire que la solution déduite de la
théorie des plaques en appliquant cette formulation coincide aussi avec la solution 3D
[Ladeveze, 1980, Pecastaings, 1987]. En effet, comme discuté précédemment, la solution
plaque est définie a I’ordre %, a cause des conditions limites aux bords approchées asso-
ciées a la solution de Kirchhoff-Love, qui introduisent a I’intérieur de la plaque une erreur
en % Cette erreur est ensuite répercutée lors de la reconstruction, ce qui fait que si I’on
ne tient pas compte des effets de bord, la reconstruction a 1’ordre 2 est donc illusoire.

Dans [Ladeveze, 2002, Ladeveze, 1998] une solution exacte des plaques en flexion
est proposée, mais le calcul numérique par cette méthode requiert soit des éléments finis
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d’ordre 4 [Sanchez et al., ], soit des éléments de degré 2 avec des conditions limites
particulieres [El Fatmi et Zenzri, 2004, El Fatmi et Zenzri, 2002], soit encore un calcul
3D [Baranger et al., 2005, Allix et al., 2006]. L’intégration de ce type d’approche au sein
de logiciels est donc limitée. De plus la méme technique est applicable pour des plaques
stratifiées mais cela ne peut €tre mené qu’a I’ordre deux.

A la vue de ces différents travaux sur la reconstruction de solution 3D, la question de
la reconstruction des contraintes est plus développée que celle de la reconstruction des
déplacements.

Outre le fait que la reconstruction des déplacements est plus complexe, les ingénieurs
sont souvent plus intéressés par une meilleure estimation des contraintes dans la plaque
que par I’allure du déplacement qui au final apparait servir uniquement pour enrichir la
cinématique ou pour déterminer I’erreur dans le modele plaque.

Cependant, les théories plaques sont mixtes, et I’obtention des déplacements ne peut
s’effectuer sans reconstruction des contraintes, et réciproquement, les contraintes ne
peuvent étre exactes que si le champ de déplacement est exact. Cette derniere propriété
est probablement la plus délicate a obtenir étant donné que la plupart des modeles plaques
ne prennent pas en compte la perturbation introduite par les effets de bord dans la solution
intérieure.

1.1.3 Les effets de bords et solution de St Venant

On a vu que dans certains cas, la solution 3D est accessible par un relévement en
post-traitement d’une solution plaque. Cependant, on observe sur des modeles 3D qu’il
apparait une bande au voisinage du bord dans laquelle la solution est radicalement diffé-
rente de la solution au cceur de la plaque.

La plupart des théories qui ont développé un relevement a partir d’un modele plaque
ne peuvent alors plus s’appliquer, car ces « effets de bord » ne peuvent étre capturés que
par une solution 3D. On considere que la solution 3D peut se décomposer sous la forme :

U3l =ys +ub (1.35)

ot USY correspond 2 une solution de type Saint-Venant, et U? est une solution évanescente
correspondant aux effets de bords.

1.1.3.1 La solution de Saint-Venant dans les plaques

Le principe de Saint-Venant est la base de nombreuses méthodes et réflexion concer-
nant le calcul des effets de bord. Une littérature fournie est déja disponible, entre autres
[Maisonneuve, 1971, Horgan et Knowles, 1983, Ladeveze, 1983].

Ce principe exprime que suffisamment loin des bords et des zones d’application des
efforts, et en 1’absence de forces intérieures, la solution intérieure ne dépend plus des dis-
tributions exactes de ces chargements, mais uniquement de leurs résultantes et moments.

Ainsi dans le cas des poutres ou des plaques, la solution intérieure ne dépend que du
torseur des actions mécaniques au point considéré et pas de la maniere dont il est appliqué
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sur les bords. Ce principe peut parfois étre validé par une approche analytique ou 1’on
recherche le minimum d’énergie, comme dans [Sternberg et Knowles, 1966] pour le cas
de poutre. Il est montré que la solution de Saint-Venant est bien la solution minimale en
énergie pour les cas de traction, torsion et flexion pure ; pour la flexion simple ce n’est le
cas que si le coefficient de Poisson est nul.

Pour les plaques uniformes chargées uniquement sur leurs bords I’ensemble de travaux
trouvent une cohérence compléte dans les travaux de [Pecastaings, 1985] ou le principe de
Saint-Venant est vu comme une forme d’orthogonalité entre la solution de Saint-Venant
et la solution d’effet de bord. Les conditions de cette localisation des contraintes et des
déplacements s’en déduisent alors. On note que dans le cas d’irrégularités des bords ces
solutions doivent étre complétées par des solutions singulieres.

Dans une approche de décomposition asymptotique, [Gol’Denveizer et Kolos, 1965]
a montré que la théorie classique de Kirchhoff-Love était le terme principal de la solution
intérieure d’une plaque mince. Le méme résultat a été constaté dans [Gregory et Wan,
1985], ou les termes d’ordres €levés de la solution intérieure exigent plus que simplement
la résultante et le moment au bord de la plaque. Cependant le terme principal reste lui
identique a une théorie type Kirchhoff-Love. Il est aussi exprimé qu’il est difficile d’aller
au-dela d’un développement en O(h/L) si I’on ne tient pas compte de la zone de bord, ce
qui est un résultat particulierement important a noter.

1.1.3.2 Les effets de bords

Pour les plaques composites Pipes et Pagano [Pipes et Pagano, 1970] ont été les pre-
miers a utiliser des méthodes numériques pour calculer le transfert des contraintes par
cisaillement a proximité des bords. Cela a donné lieu a de nombreux travaux dont une
partie est résumée dans [Mittelstedt et Becker, 2004].

Un exemple simple pouvant exhiber les effets de bord libres dans les plaques stratifiées
est le cas d’une plaque en traction, composée d’un empilement symétrique de 4 plis repré-
sentés FIG. 1.3. Les bords libres provoquent un rééquilibrage différent des contraintes de
la solution intérieure. Une allure des contraintes oy, et G, est représentée sur la FIG. 1.4.

Généralement la profondeur de pénétration de I’effet de bord est de I’ordre de 1’épais-
seur pour les cas de plaques isotropes. Les milieux anisotropes et stratifiés peuvent quant
a eux avoir une longueur de décroissance des effets de bords plus grande [Tullini et al.,
1997, Horgan, 1982, Wang et Choi, 1982]. Le calcul de ces solutions singulieres dans
le cas de plaques stratifiées peut tre trouvé dans [Leguillon et Sanchez-Palencia, 1987].
Pour les plaques stratifiées a grand nombre de plis, obtenu a partir d’une séquence d’em-
pilement, une technique de calcul asymptotique des effets de bord est proposée par [Du-
montet, 1986].

Pour le calcul d’effet de bord en vue de la prédiction de I’amor¢age du délaminage,
[Caron et al., 2006, Diaz et al., 2007] ont proposé différentes approximations de la solu-
tion 3D en utilisant des théories multicouches plus ou moins raffinées.

Le bord libre produit une singularité des contraintes, classiquement décomposée selon
les fonctions propres de Papkovitch-Faddle, dont [Choi et Horgan, 1978] établit I’appli-
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FIGURE 1.3 — Schématisation des effets de bord sur un cas de traction avec 4 plis ortho-
tropes (0°/90°);.

cation aux plaques composites.

Par ailleurs, dans un développement asymptotique, [Gregory et Wan, 1984, Tullini
et al., 1997] ont montré que sur une plaque semi-infinie, un développement asymptotique
peut se séparer en deux parties : une partie intérieure ou le terme dominant est la solution
de Kirchhoff-Love, et une partie proche du bord, qui dépend fortement des conditions
appliquées sur le bord du domaine.

La détermination des conditions limites a imposer sur un modele plaque qui ne pro-
duit pas d’effet de bord perturbant la solution intérieure est un theme qui a donné lieu a
de nombreux travaux, notamment [Gregory et Wan, 1984] o, a partir de considérations
sur la décroissance des effets de bords (Decaying Analysis Method) et du Théoreme de
Maxwell-Betti, des conditions limites ne perturbant pas la solution intérieure sont don-
nées dans le cas d’une plaque semi-infinie isotrope. [Buannic et Cartraud, 2001] étend
ces travaux aux plaques hétérogenes.

D’autres approches peuvent aussi €tre utilisées dans le calcul d’effet de bord : numé-
riquement avec des fonctions de bord spécifiques, ou par des fonctions analytiques [Pe-
castaings, 1985], ou encore par décomposition de Fourier sur des cas de plaques trouées
[Allix, 1989]. On peut aussi citer les travaux de [Lindemann et Becker, 2000] qui utilisent
des éléments de fronticre et obtiennent ainsi de maniere assez efficace les effets de bord.
Cependant, la résolution de ces problemes de bord est souvent un probleme a part, et
relativement indépendant du calcul plaque. Les techniques employées sont radicalement
différentes des techniques plaques classiques.

Ainsi, les travaux sur les effets de bord nous indiquent que si I’on cherche une recons-
truction 3D pres ou sur un bord, on s’attend a observer des erreurs, d’une part parce que
le modele plaque n’est pas adapté, mais aussi parce que la solution 3D y est particuliere.
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FIGURE 1.4 — Allure des contraintes 0, et G, en s’éloignant du bord libre.

Dans la suite des développements, on évitera donc autant que possible les raccords
proches des bords libres, et on ne s’intéressera qu’a un raccord dans des zones régulieres,
c’est-a-dire 1a ou une solution de Saint-Venant est prépondérante.

1.2 Méthodes de raccord et de couplage global/local

Un probleme majeur lors du calcul éléments finis des pieces industrielles est que la
représentation précise des détails géométriques et des phénomenes non-linéaires localisés
conduirait a des calculs de trés grandes tailles, incompatibles avec les délais de I’'ingénie-
rie, voire impossibles a traiter. Une philosophie classique pour contourner cette difficulté
est d’essayer de séparer ce qui peut etre analysé de maniere locale de ce qu’il est néces-
saire de traiter de fagon globale.

On distingue trois grandes catégories de techniques de couplage, fonctions de la nature
du couplage recherché et des modeles considérés.

Lorsque le modele local est défini a une échelle bien séparée de celle de la structure,
souvent a partir de quelques cellules répétées, un choix intéressant est d’utiliser des tech-
niques d’homogénéisation, éventuellement corrigées localement par des enrichissements
de la solution. Par essence ces méthodes demandent un acces assez bas niveau au logiciel
de calcul.

Si en revanche le modele local est trés circonscrit, par exemple une redéfinition de
la géométrie ou du comportement, les approches dites « descendantes », comme le sub-
modelling, sont beaucoup plus simples a implémenter et peuvent donner une informa-
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tion suffisante. Le « patch » local est alors post-traité indépendamment du calcul initial
avec comme condition limite une information issue du calcul global. Ce type d’approche
convient bien au cadre non-intrusif souhaité, mais peut entrainer des erreurs relativement
importantes.

Enfin, pour les phénomenes circonscrits dont les effets a 1’échelle globale ne doivent
pas étre négligés, il est nécessaire de mettre en place un couplage fort entre les modeles.
La mise en ceuvre monolithique d’un tel modele couplé est souvent complexe mais I’'usage
d’un solveur itératif permet de réduire voire éliminer I’intrusivité de la méthode.

1.2.1 Méthodes d’homogénéisation et d’enrichissement

Les techniques d’homogénéisation permettent de prendre en compte une microstruc-
ture pour définir un comportement macroscopique. Le cadre typique est celui d’une cel-
lule locale (micro) répétée un grand nombre de fois pour constituer une zone d’inté-
rét. L’ objectif est par des calculs locaux de caractériser le comportement macroscopique
mais également, de conserver une connaissance fine des phénomenes locaux qui ont sou-
vent des conséquences globales (par exemple I’endommagement localisé peut entrainer
la ruine d’une structure).

On trouve notamment deux approches pour intégrer un comportement local dans un
modele global, la premiere par homogénéisation du comportement matériau, la seconde
par un enrichissement des fonctions de formes éléments finis.

1.2.1.1 Homogénéisation multi-niveaux

L’homogénéisation sur deux niveaux FEZ de [Feyel et Chaboche, 2000] a été intro-
duite pour simuler I’endommagement dans des matériaux composites. Cet endommage-
ment est un phénomene difficile a introduire directement dans une relation de compor-
tement homogénéisée, aussi les auteurs définissent un comportement « macro » a 1’aide
d’une relation de comportement trouvée grace a un calcul éléments finis « micro », basée
sur une cellule représentative du matériau (le Volume Elémentaire Représentatif, VER).

Le transfert « micro » vers « macro » repose sur une moyenne, ainsi la contrainte macro
est définie par :

o’ = [ wae (1.36)
= 0 )=
ol ¥ (x) représente le champ de contrainte dans le VER .

Pour le transfert « macro » vers « micro », on résout un probleme éléments finis sur la

cellule en cherchant le déplacement sous la forme :

u(x) = uP(x) +&% x (1.37)

avec €7 la déformation macroscopique et u”(x) un champ de déplacement périodique
inconnu sur la cellule.

Une résolution locale est nécessaire par point de Gauss du modele global situé dans
la zone ou I’on souhaite redéfinir le comportement FIG. 1.5, ce qui peut donner lieu a
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des échanges de données et des colits de calcul trés importants si cette zone est de grande
taille.

Cellule virtuelle
CL imposé par déformation périodique

FIGURE 1.5 — Pour I’é1ément €2, le comportement aux points de Gauss est obtenu par un
calcul local basé sur une prédéformation £©.

Cependant le point faible de cette technique est qu’elle repose sur I’hypothese d’ho-
mogénéisation périodique. Les échelles doivent €tre bien séparées, il n’y a pas d’interac-
tion directe entre cellules locales.

Ainsi la méthode devient moins pertinente lors du non respect de la condition de
périodicité, typiquement pres des bords du domaine ou dans les zones ou les gradients
des grandeurs macroscopiques ont une longueur caractéristique de 1’ordre de la taille du
VER. Par exemple dans le cas du délaminage, cette approche doit étre complétée par des
traitements dédiés.

En pratique, les calculs sur les VER sont de petite taille et completement indépen-
dants, ils peuvent étre effectués en parallele. L’homogénéisation multi-niveaux peut étre
considérée comme relativement non-intrusive, en effet certains codes éléments finis per-
mettent la définition de comportements matériaux par I’ utilisateur, par exemple les UMAT
d’ABAQUS. Par exemple dans [Guinard ef al., 2002], le logiciel DSDM est utilisé locale-
ment pour trouver la relation de comportement homogénéisée a intégrer dans un modele
global ABAQUS.

Lorsque les effets ne sont plus strictement locaux, ou lorsque la périodicité du pro-
bleme local n’est plus vérifiée, I’application directe de la méthode FE? est remise en
question. Dans [Ibrahimbegovic et Markovic, 2003], il est proposé d’établir directement
une homogénéisation des quantités discretes et de mettre en place une technique itérative.
On forme alors des problemes locaux non-linéaires et un probleéme global, lui aussi non
linéaire, de facon a assurer le transfert d’information entre les cellules ; la rigidité des élé-
ments globaux est substituée par une rigidit€ homogénéisée issue d’un calcul local dit de
cellule FIG. 1.6.

Apres un premier calcul global linéaire, on applique pour chaque cellule les opérations
suivantes :

— Localisation, ou I’on applique sur chaque cellule le déplacement « macro » :

ub? = T,u%* (1.38)
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Modele local
CL imposé en déplacement

FIGURE 1.6 — La rigidité d’un élément Q. est substituée par la rigidité homogénéisée
du modele ®,, dont les conditions limites en déplacement sont interpolées a partir des
déplacements globaux.

avec T, la matrice d’interpolation sur le bords de la cellule e.

Résolution non-linéaire des problémes locaux.

Extraction sur les noeuds globaux de la rigidité et des forces nodales au bord de
cellule :

¢ = TT§Le (1.39)
K¢ =TI'KEeT, (1.40)

ot f--¢ et KL sont les forces et rigidités condensées sur le bord. Cette étape procéde
ainsi a une sorte d’homogénéisation des quantités discretes qui peuvent ensuite étre
assemblées dans le probleme global.

Construction du nouvel opérateur global en procédant a 1’assemblage des rigidités
et forces élémentaires (cellule par cellule)

£, =Y LIt (1.41)

1
e

K¢=Y LIK°“L, (1.42)

avec L, la matrice booléenne d’assemblage global. On effectue un calcul global
avec cette rigidité et on itere la procédure jusqu’a convergence globale.

Cas particulier des raccords entre dimensions différentes Il est possible de trouver
des extensions des méthodes d’homogénéisation aux cas de raccord entre modeles basés
sur des hypotheses cinématiques différentes. Une méthode d’homogénéisation discrete
similaire a celle développée par [Ibrahimbegovic et Markovic, 2003] et appliquée aux
cas de couplage poutre/plaque pour traiter des cas de flambage localisé est proposée par
[Erkmen, 2012] : un modele plaque vient se superposer aux éléments poutres comme dans
une procédure multi-échelle classique FIG. 1.7.

Le déplacement dans le modele plaque u” est écrit sous la forme :

ub = NuC +u/ (1.43)
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ot u% sont les déplacements nodaux du modele poutre, N les fonctions de projection de

ces déplacements poutre sur le modele plaque. u représente la différence entre les deux
modeles.

La résolution s’effectue de fagon itérative, le résidu 6 = ok — o entre les deux mo-
deles est contrdlé, et imposé en tant que chargement supplémentaire dans le probleme
global. Le raccord entre les éléments poutre et coque est de type cinématique mais avec
des conditions supplémentaires particulieres sur la déformation de cisaillement « macro »
pour tenir compte de I’effet Poisson dans la section. Cela impose d’écrire une condition
globale sur la section et limite la méthode aux comportements isotropes.

éléments plaque local

éléments poutre global

FIGURE 1.7 - La structure de gauche est réduite a des éléments poutres et localement un
modele plaque vient s’y superposer de facon a prendre en compte le flambage.

1.2.1.2 Enrichissement hiérarchique

Les approches de la section précédente se concentrent sur 1’établissement de mo-
deles globaux pertinents par homogénéisation des quantités locales, mais la cinéma-
tique globale reste inchangée et peu précise. Les méthodes d’enrichissement hiérarchique
cherchent a introduire dans la solution globale des termes correctifs permettant de 1’amé-
liorer au fur et a mesure du calcul.

Par exemple, un champ de déplacement global 4 peut étre enrichi par un terme cor-
rectif v dans la zone d’intérét Q; par :

u% +F dans @
u© dans Q\ Q;
Les modeles sont superposés et il faut donc s’assurer de certaines propriétés :
— vérifier la continuité des déplacements sur le bord de la zone de superposition et de
I’équilibre des contraintes,

— vérifier I'indépendance des deux espaces d’approximation des déplacements 7 et
VL sous peine de perdre 1’unicité de la solution.

U=Ua V" (1.45)

(1.44)

Z:
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Une premiere méthode appliquant ce principe est la « projection de Dirichlet homo-
généisée » (HDPM) [Oden et al., 1999], qui a été proposée dans le cadre de 1’élasti-
cité linéaire pour résoudre des problemes avec une micro-structure fortement hétérogene.
Le niveau global est un modele avec un comportement homogénéisé. Au niveau local,
des cellules indépendantes représentent la micro-structure, de facon analogue au schéma
F1G. 1.6.

Le calcul est effectué de maniere adaptative, on ne calcule pas les problemes locaux
sur toute la structure, mais seulement la ou des erreurs importantes ont été identifiées, par
exemple par un estimateur d’erreur. On applique ainsi les étapes suivantes :

1. on résout le probléme global homogénéisé pour obtenir u® ;

2. al’aide d’estimateurs d’erreur basés sur une non-vérification de la loi de comporte-
ment hétérogene, on identifie les cellules ®; nécessitant un calcul local ;

3. on calcule les problemes locaux sur les cellules ®; sous la condition :

ub = u® sur d; (1.46)

“j
4. On construit la solution assemblée :

w=uC+) (4 —u,) (1.47)
1

et on vérifie a posteriori la solution.

Si I’erreur n’a pas suffisamment diminuée, il est possible d’ajuster la méthode en cor-
rigeant les coefficients du matériau homogénéisé ou en augmentant la taille des domaines
micro. Ces deux procédures sont coliteuses mais permettent de diminuer I’erreur sans
prendre en compte d’interaction entre cellules. L’ originalité de cette méthode est que la
démarche d’adaptation est introduite directement au niveau de la modélisation et non pas
seulement au niveau de la discrétisation.

Une autre méthode de modeles hiérarchiques est proposée par [Rank et Krause, 1997],
la méthode hp-d, pour des structures comportant des détails géométriques (trous, hétéro-
généités, ...) rendant la solution irréguliere dans certains endroits. Cette méthode est
basée sur le constat que les détails sont mieux représentés en raffinant le maillage a leur
proximité (adaptation h) alors que loin de ces détails il est possible de mettre moins d’élé-
ments tout en augmentant leur ordre (adaptation p). La méthode s’appuie sur une formu-
lation avec recouvrement partiel entre un modele local Q; maillé finement et un modele
global possédant des €léments d’ordre €levé Q. La solution est recherchée sous la forme :

w=uy+u, (148)
avec la nullité des déplacements imposée sur chacun des deux bords, voir F1G. 1.8 :

u, =0surl’, (1.49)
u,=0surl, '
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Q, O

FIGURE 1.8 — Le maillage est composé d’éléments d’ordre €levé Q,, et est localement
raffiné autour du trou Q.

Afin de s’assurer de I’'indépendance des deux espaces d’approximation, le recouvre-
ment est construit de telle sorte que les maillages ne se chevauchent pas, les degrés de
liberté présents en double sont éliminés du modele fin. Le systeme a résoudre se met alors

sous la forme suivante :
= 1.50
{th Kpn | \up f, (1.50)

ou les termes diagonaux K, et Kj; sont les matrices de rigidité classiques des deux
modeles. Et les matrice Kj, et K, sont des matrices de couplage calculées de la maniere
suivante :

K,= [ Bl -H-B,dQ (1.51)

Q
Kph:/B;-H-Bth (1.52)
Q

Le systeme est résolu par un algorithme de Gauss-Seidel par bloc, ol a chaque ité-
ration on résout un probleme global (p) puis un probleme local (h), les termes K,,uy, et
K)yu, s’interpretent comme des précharges provenant de I’itération précédente. On peut
noter ici I’analogie avec une méthode de Schwarz avec recouvrement, la résolution se fait
la aussi de manicere alternée entre les deux modeles.

Kypubt! =f, — K, uj, (1.53)
Ky, =, — KJ ul! (1.54)
(1.55)

Les matrices de couplage n’ont pas besoin d’étre calculées explicitement, seul leur pro-
duit avec le vecteur déplacement est requis. L’enrichissement hiérarchique peut ainsi se
greffer autour d’un solveur classique de facon non-intrusive, sous la condition de pouvoir
appliquer des prédéformations comme chargement.
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Remarque. Dans la pratique, cette formulation hiérarchique produit des termes de cou-
plages relativement faibles par rapport aux termes diagonaux et le systeme est quasiment
diagonal par blocs. Le résultat obtenu par 1’algorithme de Gauss-Seidel dépend donc for-
tement de la solution initiale.

Cas particulier des raccords entre modeles de dimensions différentes 1l est possible
de trouver des applications de la méthode d’enrichissement hiérarchique pour des cas
de couplages poutre/2D ou plaque/3D [Diister et al., 2007, Diister et al., 2007], ou de
problemes de délaminage de plaques stratifiées [Johansen et Lund, 2009].

Un modele hiérarchique a également ét€ utilisé€ par [Fish et al., 1997] pour une redé-
finition 3D locale d’une plaque stratifiée, mais les éléments utilisés dans la partie locale
étaient ici personnalisés pour correspondre a une cinématique imposée a 1’interface.

La principale difficulté des méthodes d’enrichissement hiérarchique est le calcul des
termes de couplage entre les maillages, méme si ceux-ci n’ont pas besoin d’étre calculés
explicitement, il est nécessaire de pouvoir interpoler des déformations d’un maillage sur
un autre, ce qui n’est pas toujours aisé a réaliser selon les logiciels utilisés.

Bien que pratique et performante, la méthode hp-d nécessite en général de connaitre
a priori les zones d’intérét et de définir des modeles particuliers. De plus les résolutions
alternées entre les modeles requierent d’intégrer sur un maillage des quantités définies
sur un maillage différent, ce qu’il est délicat de traiter en pratique de maniere vraiment
non-intrusive.

On peut cependant noter qu’une approche clairement non-intrusive a été adoptée dans
[Plews et al., 2011] ot apres un calcul global éléments finis classique, un modele G-FEM
local est calculé. Les fonctions locales trouvées servent alors a définir de maniere non
intrusive un modele global enrichi.

1.2.2 Méthodes descendantes

Une autre classe de méthodes globales/locales couramment utilisée par les industriels
est le submodelling, ou « zoom structural ». Ces approches sont intéressantes car faciles a
mettre en ceuvre. On peut identifier quatre étapes :

— Analyse globale,

— Identification de la zone d’intérét par des estimateurs d’erreur ou des regles métier

(si elle n’est pas connue a priori),

— Extraction des quantités nécessaires au pilotage du modele local,

— Analyse locale.
Les approches descendantes sont particulierement utilisées lorsqu’on souhaite avoir rapi-
dement une estimation locale sur un probleme plus global, et lorsque les modifications
apportées ne sont pas trop séveres.

Les avantages par rapport aux techniques précédentes sont (i) qu’il n’est pas néces-
saire de connaitre a priori les zones de la structure a réanalyser et donc d’avoir peu de
contraintes sur la génération des maillages, et (ii) que le fait de changer de modele lo-
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cal n’impacte pas la stratégie, il est assez aisé d’effectuer un calcul sur un logiciel et
d’exporter les conditions limite a appliquer au modele local dans un autre logiciel. Par
contre, 1’absence de retour d’information au niveau global limite fortement la précision
des résultats obtenus.

1.2.2.1 Approche a conditions limites en déplacement

Les conditions limites les plus simples a imposer sur le modele local (fin) d’une zone
d’intérét sont les déplacements issus du calcul global, éventuellement interpolés. Cette
méthode a initialement ét€ proposée par [Kelley, 1982], et est implémentée de facon stan-
dard dans de nombreux codes sous le nom de submodelling.

Il est a noter que dans le cas de maillages non-conformes (maillage local plus raffiné,
éléments d’ordre supérieur), on introduit artificiellement des surcontraintes car on impose
a la cinématique locale de suivre la cinématique globale.

Cas particulier des raccords entre modeles de dimensions différentes La pratique
actuelle la plus courante pour les méthodes descendantes entre un modele plaque et un
modele 3D est de construire un relevement simple a partir des déplacements plaques.
Ainsi le déplacement 3D est défini par :

U*P(m,z) = V(m) + w(m)z — zgrad ,»(w(m)) (1.56)

ol V(m) est le déplacement plan et w(m) le déplacement transverse. Cependant ce type
de déplacement tres simple provoque des effets de bords nuisibles, méme dans le cas de
plaques isotropes. Des détails concernant ce raccord sont donnés dans la section 2.2.1.1.

Concernant 'utilisation de maillages incompatibles, le type d’interpolation choisi
pour évaluer les quantités plaques nécessite des précautions. Ainsi dans le cadre d’un
couplage entre un modele plaque et un modele plaque plus raffiné, des interpolations va-
riées ont été proposées : spline cubique [Cormier et al., 1999], éléments finis d’ordre 2
ou plus [Mao et Sun, 1991], ou parfois spécifiques aux problemes traités (par exemple
[Ransom et al., 1992] pour une plaque en flexion).

Dans [Ransom et Knight Jr, 1990], les déplacements issus du modele global (plaque)
sont interpolés sur des splines avant d’étre injectés dans le modele local (coque). Ces
splines sont construites en tenant compte de I’équilibre de plaque en flexion, dont les co-
efficients sont déterminés par un probleme de minimisation des moindres carrés. Cette ap-
proche permet d’utiliser deux maillages différents potentiellement incompatibles F1G.1.9.

1.2.2.2 Approche a conditions limites en effort/raideur

Les approches de « zoom » en déplacement ont le défaut de ne pas tenir compte de la
structure totale, ce qui rend leur utilisation dans des modeles non-linéaires problématique.
La stratégie qui consiste a résoudre itérativement le probleme en établissant une étape de
correction sera détaillée dans la section 1.2.3. En alternative, il est possible d’améliorer la
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Application du déplacement interpolé
— comme condition limite

N

/

Création d'une interpolation de type spline

FIGURE 1.9 — Le maillage du modele local est indépendant du maillage global.

solution locale en imposant des conditions limites en effort ou mixte (a base d’effort et de
raideur).
La méthodologie de base est similaire a 1I’approche en déplacement :

Identification des faces ou arétes du maillage local que 1’on veut raccorder en effort ;

Extrapolation du champ de contrainte global 6© aux points d’intégration des faces ;

Construction des efforts surfaciques 6”

second membre correspondant.

.n a appliquer sur ces faces et on détermine le

De la méme facon que les déplacements, une attention particuliere doit étre apportée
lorsque 1’on interpole les efforts globaux sur un maillage plus raffiné. En général, des
techniques de régularisation des contraintes sont utilisées [Zienkiewicz et Zhu, 1992].
Elles permettent de reconstruire des conditions limites qui introduisent moins d’effets
artificiels.

Ces méthodes sont en général plus délicates a mettre en ceuvre dans un cadre €léments
finis classique, car elles demandent de relever des forces internes. Elles sont donc moins
souvent mises en pratique.

Cependant lorsque les maillages sont compatibles a 1’interface, le raccord peut se
réduire a imposer des efforts nodaux. On vérifie alors la condition :

M+AE=0 (1.57)

ou 7»1(3 représente le vecteur de forces nodales d’interface exercées sur la zone d’intérét
par le reste de la structure, que 1’on nomme aussi partie complémentaire.

Cependant cette approche souffre du méme défaut que 1’approche en déplacement,
en cas de modifications trop séveres de la géométrie ou du comportement, I’absence de
correction globale conduit a des estimations erronées.

L’approche avec condition mixte permet d’améliorer la solution locale car a la diffé-
rence des autres raccords la partie complémentaire de la structure est représentée par une
rigidité d’interface.

Une méthode exploitant ces conditions mixtes a été présentée dans [Jara-Almonte et
Knight, 1988], appelée « Specified Boundary Stiffness and Force », cette approche pro-

Stratégie non-intrusive de couplage plaque/3D pour la simulation des assemblages de plaques
composites stratifiées.



Méthodes de raccord et de couplage global/local 33

pose non seulement d’appliquer un effort mais aussi une rigidité d’interface permettant
de représenter au mieux le reste de la structure.
On considere que la structure peut étre décomposée en trois parties : la zone intérieure,

la zone extérieure et une interface, voir FIG. 1.10.
o I
iR
R
R
N

_

Global Local

FIGURE 1.10 - Lors du calcul local, la zone extérieure est remplacée par sa raideur
condensée a I’interface et un champ d’effort.

4

En écrivant le systeme de facon a faire apparaitre les différents domaines, on a :

G G G

KCC Kcr 0 llg F ¢

Kf Kfro+Kpp, Kg| |ul | =|FE-+Fg, (1.58)
0 K K% | \uf F¢

En supposant que ug est une bonne approximation de la solution en dehors du domaine
local et que I’on substitue les rigidités globales par les rigidités locales dans la zone d’in-
térét, on obtient alors :

KIGF,C—'_K%F,I K] (uf _ Fg,c*‘F%J K& uC (1.59)
Kir K uy F} 0 ¢ '

Le résultat peut étre amélioré en remplacant le terme en KIQRC par la condensation de la
rigidité de la zone complémentaire, ce qui correspond au complément de Schur S ¢ =
Kl(";l“,c — KIQCKgEIKgF. En regle générale, I’obtention de ce complement de Schur n’est
pas souhaitée car tres coliteuse, on se limite alors a des approximations de cette rigidité
d’interface.

Ainsi le point clé de la qualité de cette méthode est I’approximation du complément
de Schur. Plusieurs auteurs en ont proposé des approximations soit en considérant une
ou plusieurs bandes d’éléments a I'interface [Magoules et al., 2006] ou bien par une
méthode plus originale a deux échelles [Gendre et al., 2011] dans le cadre d’un raccord
non-intrusif.

Plusieurs études montrent que 1I’approche par condition mixte induit des erreurs plus
faibles qu’une approche en déplacement et est moins sensible au placement de la zone
d’interface [Jara-Almonte et Knight, 1988, Gendre et al., 2011]. La difficulté de ces mé-
thodes reste 1’évaluation a faible cofit de 1I’approximation de la rigidité d’interface.

Remarque. Au cours de I’étude bibliographique effectuée, peu de travaux ont été observés
concernant les méthodes descendantes en effort ou en raideur.
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1.2.3 Méthodes de couplage fort

La derniere classe de méthodes de couplage concerne les cas ou 1’on cherche a avoir
une solution pertinente autant dans la partie locale raffinée que dans la partie complémen-
taire. Pour cela un couplage fort est mis en place, il peut étre appliqué par des méthodes
directes, dites monolithiques, ou itératives, ces dernicres se prétant mieux a des mises en
ceuvres non-intrusives.

Les raccords forts proposent d’établir des relations entre quantités appartenant a des
modeles différents. Ces relations sont souvent imposées par multiplicateurs de Lagrange.
On obtient ainsi simultanément la partie locale, I’interface et la partie globale complé-
mentaire.

1.2.3.1 Raccord en volume : méthode avec recouvrement

Parmi les méthodes avec recouvrement, la « splitting-method » [Babuska et Anders-
son, 2005] est une variation des méthodes d’enrichissement a partir de problemes « hand-
book » pour une application non-intrusive. Les solutions locales sont « paramétrées » et
viennent enrichir le probleme global sans nécessiter de remaillage, par une technique
d’enrichissement similaire a la méthode G-FEM.

Une autre méthode est la méthode Arlequin [Ben Dhia, 1998, Rateau, 2003] qui per-
met de coupler au sens énergétique des modeles différents. Ces modeles peuvent diffé-
rer par leurs discrétisation ou par leurs formulations. Le point particulier est que les do-
maines 1 et Q; sont raccordés dans le volume dans lequel ils se superposent S = QN Q»
F1G. 1.11. Le volume S sert de zone de transition, aussi appelé « zone de collage ».

FIGURE 1.11 - Les domaines Q et Q, sont a priori quelconques, ils sont raccordés de
maniere énergétique et en volume dans S grace a des multiplicateurs de Lagrange et des
opérateurs de projection.

Afin d’opérer le collage on définit o une fonction comprise entre 0 et 1, valant O dans
Q1 \Q; et 1 dans Q) \ Qi, et qui va pondérer les modeles dans la zone de collage; la
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formulation Arlequin d’un probleme d’élasticité linéaire est la suivante :
Trouver (u',u?, L) € H' (Q)xH' (Q) x M (S) tels que :¥(u'*,u**) € H} (Q1) x H} (Q2) x M
Au

Jo1-@ot) e = [ (- opp a0t [ (- oFutas (ut)

/ as(i?) : (1) dQ = / of utdQ+ / OF i dS — (\, u®*)
o — Q T,

A u! —u?)s =0

(1.60)
avec (e, e) le produit de dualité dans H'(S). L’espace de multiplicateur de Lagrange M
est appelé espace médiateur, ¢’est un parametre de la méthode.

Aucune hypothese n’est faite a priori sur les modeles, il est donc possible de coupler
des problemes de natures différentes (mécanique moléculaire / milieu continu) ou de di-
mension différentes (plaque / 3D). Des « patchs » locaux sont construits aux endroits que
I’on désire raffiner ou modifier.

La méthode Arlequin nécessite cependant un choix concernant I’espace médiateur et
la pondération a apporter entre les deux modeles. Ce choix n’est pas forcément trivial a
trouver a priori et impacte la solution couplée finale.

Si le modele résultant est traité de facon monolithique, cela conduit a un cofit de cal-
cul important pour les structures de grande taille avec comportement non-linéaire. Il est
toutefois possible d’associer cette approche avec des techniques de décomposition de do-
maine et des solveurs itératifs qui permettent alors de paralléliser la résolution [Elkhodja
et al., 2007, Pebrel et al., 2007].

Cas particulier des raccords entre modeles de dimensions différentes Il est possible
de trouver des exemples d’application de la méthode Arlequin a quelques cas de raccord
plaque/3D [Dhia et al., ], cependant la détermination des parametres de couplage (espace
de couplage, choix de pondération) est sujet a discussion [Rateau, 2003].

1.2.3.2 Raccord en surface : méthode sans recouvrement

Dans le cas ou les modeles ne se recouvrent pas mais sont juste adjacents, on effectue
un raccord en « surface ». C’est ce type de raccord que 1’on trouve dans les méthodes de
décomposition de domaine primales comme la méthode BDD [Mandel et Brezina, 1993],
duales comme la méthode FETI [Farhat et Roux, 1991] ou encore mixte comme avec
la méthode LATIN [Ladeveze et al., 2001]. Deux cas se présentent en général, soit un
maillage est réalisé puis décomposé, ce qui donne lieu a des maillages compatibles qui
sont relativement simples a traiter. Soit le domaine est décomposé puis maillé, ce qui
peut produire des maillages incompatibles. Ce dernier cas a conduit a la mise en place
de techniques de raccord comme la méthode mortar [Bernardi, 1994], ot I’on définit une
surface maitre et une surface esclave ; la continuité des déplacements est imposée au sens
faible a I’aide d’un champ de multiplicateurs de Lagrange supporté par les fonctions de
forme de la surface esclave.
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(u2,A2)

FIGURE 1.12 - L’interface comporte une discrétisation indépendante des deux domaines.

La notion de maitre/esclave implique une hiérarchie dans la description des modeles
ce qui n’est pas toujours souhaitable. Des formulation hybride a trois champs ont été
proposées par [Ransom et al., 1992, Park et Felippa, 2000] dont un schéma est représenté
F1G. 1.12.

On définit la partition suivante de 1’énergie potentielle totale du systeme :

H:HQI+ng—|—/r7u1-(v—ul)dr—f—/l_?uz-(v—uz)dr (1.61)

ou Ilg, et Ilg, sont les énergies potentielles de chaque sous-domaine, v est le déplace-
ment de I’interface et A; et A, sont les champs des multiplicateurs de Lagrange définis de
chaque c6té de I’interface. A 1’équilibre, on a alors les conditions suivantes :

xj:G-nj (j:1,2)
AM+A=0 (1.62)
uj=v (j:1,2)

L’inconvénient de cette méthode est que le systetme obtenu n’est pas toujours défini
positif et possede une grande largeur de bande. Sa résolution peut donc nécessiter un
traitement particulier.

Cas particulier des raccords entre modeles de dimensions différentes Une approche
originale développée dans [Blanco ef al., 2008] propose un couplage surfacique entre
domaines possédant des hypotheses cinématiques différentes. L’idée est d’avoir une for-
mulation variationnelle sur un domaine € dans lequel certaines zones possedent un espace
cinématique plus réduit.

Soit Q = Q; U, avec Q le support d’une formulation avec des hypotheses cinéma-
tiques plus strictes, soit I' I’interface entre les deux domaines, et I'p; le bord du domaine
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i sur lequel on applique un déplacement imposé i;, on note U; = U; x Up I’espace ciné-
matique ou
1 _
U = {u1 €EH <Ql);”1|F01 = ul}
1 _
U = {uz €cH (-QZ);”2|FD2 = uz}
La formulation variationnelle sur deux domaines Q; et Q, sans chargements surfa-
cique ou volumique s’écrit :

(1.63)

Trouver ((uy,u2),11,12) € UgxH*(T)xH~'/*(T)

/ Gl'Vvld.Q.—i-/ GQ'VVQd.Q:'Y/l‘l-(V1—Vz)dr—i—(l—'Y)/l‘z‘(vl—VQ)dF
Q Q) r r

—|—'Y/FS|-(M1—uz)dr—i—(l—’Y)/rSz-(u]—uz)dr

V((vi,v2),s1,52) € ‘Zlng_l/z(F) xH ™2
(1.64)
ol y € [0, 1] un paramétre de raccord, et #; et t, les efforts a I’interface entre les domaines.
Soit ‘Z}(r,/i) I’espace des déplacements d’interface (espace trace), ‘Z}(%) étant par hy-

pothese plus riche que ‘2}((,/1), on peut définir un espace W tel que :

Tr(vy) = Tr(v) ®@ W

. (1.65)
WL T,
Le déplacement a la frontiere uy - est alors décomposé en deux parties :
ug|r = Uz, +uz,
U, € Qi"(q/l) (1.66)

uerW

Ainsi le déplacement u, n’induit pas de travail dans 7.

r(74)> O peut considérer qu’il s’ agit

d’une sorte de gauchissement dans la section I'.
Le choix du parametre Y détermine dans quel espace s’exprime la continuité u; = u :

Y= 1— u; = uy dans Q}(f,/l) (1.67)
Y# 1 = u; = up dans ‘1}(%) (1.68)

Dans le cas y =1, la continuité est vérifiée dans I’espace ‘Z}*W]), c’est a dire au sens
des efforts généralisés, et on autorise un gauchissement arbitraire u>, qui ne transmet pas
d’effort. Pour y # 1 la continuité est vérifiée dans 1’espace ‘1}*(,,/2 ) donc plutot au sens des
contraintes 3D, et up, = 0.

La méthode proposée par Blanco est ainsi générale et propose un cadre mathématique
pour le couplage entre domaines possédant des descriptions cinématiques différentes. La

méthode proposée est celle d’un systeme fortement couplé mais elle peut étre appliquée a
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deux sous-systémes par une méthode itérative [Leiva et al., 2010]. Cependant la création
des opérateurs de projection utilisés dans les produits de dualité peut étre délicate dans le
cas de plaques stratifiées et est intrusive de maniere générale.

Une technique plus pragmatique et plus simple a appliquer au sein de code industriel
est proposée par Mc Cune [McCune et al., 2000]. Celle-ci est basée sur un équilibre du
travail a I’interface et utilise une expression analytique des contraintes dans I’épaisseur.
Cela permet ainsi d’écrire directement des relations sur les degrés de liberté qui peuvent
alors étre facilement implémentées dans un code éléments finis. Par exemple, dans le cas
d’un raccord 1D/2D sur une poutre isotrope, les contraintes dans la section s’écrivent :

N Mz
Gxx:Z+T (169)
30 472

ou A et I sont I’aire et le moment d’inertie de la section, & I’épaisseur (coordonnée z).
N, M et Q sont les efforts poutre. L’équivalence en travail entre les deux modeles s’écrit
alors :

0 = Pul +Quf +M6" = / UL 40, UP dA (1.71)
A

= [ (=+—= 1—— dA 1.72

/A(A+ i Ui +2A( h2>U (1.72)

on identifie alors par les efforts généralisés les relations :

1
_ - / UdeA (1.73)
3D
dA 1.74
u ZA/ U (.74
oF = - / szDdA (1.75)
IJa

Ces relations imposent de facon faible le déplacement des noceuds du modele 2D, et sont
implémentées par des MPC (MultiPoints Constraints). Cette approche provient des mé-
thodes de réduction de modele utilisées par les industriels et des méthodes de réduction
de dimension a partir de pieces réalisées en CAO [Donaghy et al., 1996, Donaghy et al.,
2000], et a été appliquée a des cas 1D/3D [Monaghan et al., 1998], 1D/plaque et 2D/3D
[Shim et al., 2002] sur des matériaux isotropes.

L’inconvénient des méthodes précédentes est 1’ajout d’inconnues supplémentaires par
I’introduction des multiplicateurs de Lagrange. Dans certains cas, I’ajout de ces inconnues
supplémentaire introduit des problemes d’instabilité aux interfaces.

Les méthodes de Nitsche ont été initialement proposées comme alternative a 1’appli-
cation de condition de Dirichlet faible. Cette méthode remplace alors la formulation duale
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avec multiplicateur de Lagrange par une formulation primale, proche d’une formulation
par pénalisation.

La formulation d’un probléme de couplage par une méthode de Nitsche se présente de
la facon suivante, en reprenant les notations définies plus haut et en notant [e] = e; —e;
et {o} =ye+(1 —Yy)eavecye [0,1].

Trouver (u1,uz) € Uy tel que :

a(u,v) :/roc[[u]]-[[v]] dF—/l_[[G-nz]]-(l—Hl){v} dr

(1.76)
—/r[[v]] {o-m}dU=1(v)  V(vi,v) € U

Avec d(u,v) regroupant les formes bilinéaires standards des deux domaines, /(v) la
forme linéaire standard, o, le coefficient de pénalité, et IT' 1’opérateur de projection dans
I’espace cinématique réduit.

Par rapport a la méthode de pénalisation classique cette formulation est consistante et
elle peut étre symétrisée de fagon a avoir des matrices possédant de bonnes propriétés.

Dans [Nguyen et al., 2014], un couplage entre modeles poutre/2D ou plaque/3D utili-
sant cette méthode de Nitsche est proposée.

Il est notable que la formulation poutre utilisée utilise une description isogéométrique.
Des NURBS sont utilisés pour calculer les fonctions de formes, il est ainsi possible de
s’affranchir des degrés de liberté de rotation. La méthode de Nitsche permet donc le
couplage entre modeles cinématiquement incompatibles et entre maillages non-conforme
assez efficace, car I'implémentation de cette méthode est proche d’une méthode de pé-
nalisation, on n’ajoute pas de degrés de liberté supplémentaire, on n’impose donc pas de
particularité aux solveurs ni aux modeles.

Il est aussi possible de relever des travaux visant a coupler des modeles de type €lé-
ments de frontieres avec des éléments coques par un couplage cinématique direct [Haas
et Kuhn, 2003] ou par un couplage par travail équivalent [Helldorfer et al., 2008].

La méthode de décomposition de domaine FETI pour des domaines de dimensions
différentes a été proposée par [Wyart et al., 2007], la méthode de raccord est la simple-
ment basée sur une hypothese de déplacement plaque. On peut également citer une autre
application de la méthode FETI, dans laquelle les sous-domaines ne présentant pas d’inté-
rét sont homogénéisés numériquement, la méthode FETI-DP micro-macro [Amini et al.,
2009], appliqué au couplage plaque/3D, dans cette méthode, les éléments plaque gros-
siers sont beaucoup plus gros que les éléments fins, les maillages sont donc incompatibles
et une méthode Mortar est utilisée pour créer le raccord. Dans cette description la partie
«micro » (ici un déplacement 3D non compris dans la cinématique plaque) est supposé
nul en moyenne sur I’interface.

1.2.3.3 Raccord par éléments dédiés

Une autre approche consiste a créer des éléments de transition permettant de faire le
lien entre les deux maillages. Les éléments ainsi produits sont spécifiques aux types de
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modeles utilisés de part et d’autre de I’interface. En général des éléments possédants les
degrés de liberté des deux domaines sont ainsi créés. La formulation « mixte » particuliere
des modeles plaques est prise en compte directement au niveau de 1’élément.

Un exemple d’application d’élément de transition solide/plaque est donné par [Kim
et al., 1997]. Les éléments sont construits en mettant en vis-a-vis les noeuds solides et
plaques dans un élément virtuel d’une dimension équivalente a celle d’un élément solide
F1G. 1.13.

noeuds “plaque”

z
QA noeuds “solide”

X

FI1GURE 1.13 - Représentation de I’élément de transition (a 6 noeuds) au centre, reliant
un élément solide a 8 noeuds a un élément plaque a 4 noeuds.

L’idée est d’utiliser des éléments respectant la partition de 1’unité, ’}:1 Nj=1,oun
est le nombre de nceuds de I’élément de transition. Le vecteur déplacement s’écrit alors :

u
Ux m U n 1%
Ul=YNj|V|+ ) N/ |w (1.77)
U =l (W] el e,

noeuds solide

noeuds plaque

Ainsi, pour un nceud solide 1 < j <m:

Uj = [uj,vj,wj]

Nj 00 (1.78)
0 0 N;
et pour un nceud plaque m < j < n:
Uj = [uj,vj,wj, 0,8y
/ h~nr!
;N 000 e (1.79)
0 O N} 0 0
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La relation de comportement discrétisée permet d’exprimer le vecteur des contraintes :
T =CBU (1.80)

ou B est la matrice des déformations linéarisées et C la matrice d’élasticité. Le choix de
cette matrice n’est pas évident, et il n’y a pas de regle précise pour choisir une combi-
naison appropriée du comportement plaque et du comportement solide [Gmiir et Kauten,
1993].

La plupart des éléments de transition disponibles sont basés sur une formulation en dé-
placement. Une approche hybride est proposée par [Garusi et Tralli, 2002] ol un élément
virtuellement hexaédrique est développé pour un raccord poutre/3D ou poutre/plaque.
FIG. 1.14. Pour cette approche une formulation mixte d’Hellinger-Reissner est utilisée ou

FIGURE 1.14 - Elément de transition poutre/solide 2 cinq degrés de liberté.

I’on néglige les termes de force volumique et les efforts de surface excepté sur deux faces
opposées.
On obtient alors une matrice de rigidité de la forme :

K =G H 'G* (1.81)
avec
T ~—1
e — /Q NLCijliNay dV (1.82)
G = / [Noyni]" NuydS (1.83)
Q¢

u

ou Ng;; et Ny, correspondent aux fonctions de formes qui sont déterminées par identifica-
tion avec des champs de Saint-Venant dans 1’élément et par une cinématique poutre ou
plaque suivant les cas.

Ici I'utilisation de fonctions analytiques pour la création des matrices élémentaires et
la prise en compte d’une formulation mixte apportent une bonne qualité aux éléments.
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Le point délicat est la construction des fonctions de forme particulieres qui peut s’avé-
rer coliteuse. De maniere générale les méthodes avec éléments de transition paraissent
trop particulieres envers certains types d’éléments et de modeles, et sont relativement
intrusives car elles nécessitent de modifier la formulation des éléments et imposent de
modifier les maillages afin que ceux-ci s’adaptent aux éléments.

1.2.3.4 Raccord non-intrusif par algorithme itératif

On a pu voir que, les méthodes sans recouvrement sont plus nombreuses et variées
que les méthodes par raccord en volume. Cependant, méme si elles peuvent sembler plus
simples, elles ne sont pas toutes aisées a mettre en ceuvre dans le cadre d’une résolution
monolithique.

Par ailleurs, les approches purement descendantes, qui sont tres pratiquées par les
industriels, peuvent étre mises en défaut lorsque les non-linéarités ou les raffinements lo-
caux sont importants. Il a été observé dans [Gendre et al., 2009] que bien que le raccord
en déplacement produise une faible erreur sur les contraintes, des quantités non-linéaires
comme la déformation plastique cumulée peuvent étre tres sensibles a la qualité du cou-
plage. De méme, dans le cas du flambage localisé [Cresta, 2008], des erreurs pouvant aller
jusqu’a 30% sur le déplacement entre le modele local et le modele de référence ont été
observées.

Ce probleme provient principalement du fait que la structure globale ne tient aucun
compte du modele local. C’est pourquoi une amélioration directe consiste a trouver une
correction a appliquer au modele global, de fagon a prendre en compte I’effet des alté-
rations du modele local en présence de non-linéarité ou de fortes modifications dans la
structure.

Un exemple de cette démarche est proposé par [Mao et Sun, 1991] dans une mé-
thode appelée « Refined Global/Local ». Dans le cadre d’un raffinement du maillage, elle
consiste a enrichir la cinématique globale par la solution locale par une étape de « remon-
tée ». La particularité de cette approche est qu’elle définit un nouveau probleme global
utilisant le méme maillage mais avec une prédéformation imposée provenant du calcul
local.

Pour cela, le champ de déplacement dans la structure lors de la correction, appelé
« global raffiné », est exprimé par :

U = i+ (u® —ufy;) (1.84)

Ainsi le terme (u®
champs de déplacement global et local FIG. 1.15.

En exprimant la déformation de ce champ « global raffiné » on obtient :

— Q‘LG) est un terme d’enrichissement représentant 1’écart entre les
e = el + B (u” — uj;) (1.85)
Avec BY la matrice formée par les dérivées des fonctions de forme globale.
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Q

Y

FIGURE 1.15 — Champ de déplacement sur un élément non raffiné de degré 1, le champ
local est une meilleure approximation car 1’élément grossier est subdivisé en plusieurs
éléments locaux.

En exprimant la rigidité globale par B "THBC = K¢, avec H la matrice de Hooke, on
note :
KOuR = BOTHe! + KO(uC — aﬁ;) (1.86)

Il est important de noter que cette approche ne s’applique directement que pour des
probleémes linéaires. De cette fagon on interprete la déformation locale comme une pré-
déformation a appliquer dans le modele global :

KCuPR=F = K’ =F+F" (1.87)
avec Ft = KGQ‘LG —BYTHeL. On final on résout donc :
KOu®k =F (1.88)
=KOu® —F" (1.89)
uOR = u§ —ul, + KO 'BOTHe! (1.90)
uOR = u§ —ul; + KO g (1.91)

Ou gg est le champ de déplacement initial global. Le terme g correspond a une pré-
charge induite par le terme d’enrichissement, localisé dans la zone d’intérét et calculé par
intégration numérique. Concretement il s’agit simplement d’efforts nodaux supplémen-
taires a ajouter au modele global. Ainsi cette méthode ne fait que rajouter un terme au
second membre (nul en dehors de la zone raffinée) a la résolution du calcul global, et

on peut conserver la factorisation de KG_], ce qui rend d’une certaine fagcon la méthode
non-intrusive car on ne définit pas de nouveau maillage. Cependant, cette méthode a été
développée dans le but d’obtenir une meilleure représentation des contraintes locales et
des concentrations de contraintes, on ne redéfinit pas la géométrie ni le comportement
(linéaire).

Une approche non-intrusive, vis-a-vis des maillages et des codes a été proposée par
[Whitcomb, 1991] dans le cadre d’une redéfinition locale de géométrie. Une méthode
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de type quasi-Newton est employée entre un probleme global, représentant la structure
globale et un probleme local contenant la modification de la géométrie. Cette méthode
itérative a été redécouverte puis améliorée dans les travaux menés au LMT-Cachan sur
les approches non-intrusives par L. Gendre, O. Allix et P. Gosselet [Gendre et al., 2009],
ou elle est appliquée a une redéfinition de géométrie et de modele avec introduction de
plasticité locale FIG. 1.16.

‘A// Ed ‘A// E q
- P, -
o
Uy U, Uy
(a) Global (b) Local (¢) Substitué

FIGURE 1.16 — Schématisation du modele Global et Local, et du modele Substitué, vers
lequel on converge.

La stratégie comporte les phases suivantes, apres un premier calcul global initial :
1. On effectue une analyse locale, avec comme condition limite ur

2. On calcule le résidu, la discontinuité en effort entre les deux modeles :

r¢ =16 — [ 6% :e(N%)dQ (1.92)
o= =
ot 6°L est le champ de contraintes, discontinu a I’interface et correspondant 2 la
solution locale dans la zone d’intérét et a la solution globale en dehors.

3. Sile résidu dépasse une certaine tolérance, on calcule alors un déplacement correc-
tif défini par :
ul —u’+K " (1.93)

Cette mise a jour correspond a une itération de Newton-modifiée dans laquelle on
réutilise la factorisation de K~! du premier calcul global.

Cette procédure est inspirée des techniques de Newton modifiées en élastoplasticité,
et par analogie on peut en déduire certaines propriétés de convergence. Lorsque le modele
local est plus souple (présence de trous, plasticité, endommagement) la méthode converge.
Par contre, si les modifications produisent une structure locale plus rigide que le modele
global de la zone réanalysée, il est nécessaire d’introduire une relaxation dans 1’étape de
correction, caractérisée par le coefficient o < 1 suffisamment petit :

u® «— u’+aK 'r¢ (1.94)

Remarque. Dans la plupart des applications, il est plus pratique d’appliquer un raccord
en déplacement dans 1’étape de descente pour deux raisons : d’une part le modele local
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est souvent a I’intérieur d’un domaine, et appliquer des conditions limites en déplacement
évite les mouvements de corps rigide. Et d’autre part I’évaluation de 1’écart entre les deux
modeles et la correction porte sur la quantité duale, ici des efforts nodaux qu’il est bien

plus facile 4 appliquer car une discontinuité des efforts est autorisée >.

Dans la pratique, cette stratégie avec un raccord en déplacement est assez simple a
mettre en ceuvre, dans le sens ou I’on ne manipule que des conditions limites d’interface
sur différents modeles et on ne modifie jamais la facon dont les modeles sont générés et
résolus.

Cette méthode est aussi relativement robuste, et il est possible de I’appliquer dans
des cas ou I’opérateur local est non-linéaire, tant que celui-ci ne provoque pas une trop
grande rigidité du modele hybride résultant. Whitcomb a montré que le résidu peut servir
d’indicateur pour évaluer la convergence de la méthode, mais ce résidu ne renseigne pas
sur une erreur locale d’une quantité d’intérét quelconque. Cette approche offre la possi-
bilité de traiter un probleme couplé avec deux solveurs différents, ce qui a été appliqué
dans [Gendre et al., 2009] dans le cadre d’une plasticité locale en utilisant deux instances
d’ABAQUS. Par ailleurs des techniques d’accélération efficaces et non-intrusives peuvent
permettre d’accélérer la convergence.

Ces approches non-intrusives, commencent a &tre mises en avant dans divers travaux :
[Bettinotti et al., 2013] pour le développement d’un couplage en dynamique entre do-
maines possédants des pas de temps différents, couplage code déterministe/code stochas-
tique [Chevreuil et al., 2013], application a la propagation de fissure par méthode XFEM
locale en réinterprétant la méthode comme une approche multigrille locale dans [Passieux
et al., 2013], et dans un couplage FEM/GFEM dans le cadre de calcul thermique [Plews
et al., 2011]. Une méthode similaire a été employée par [Lebon, 2011] pour traiter un
couplage expérience-calcul numérique sur une étude d’endommagement de béton armé.

Les méthodes avec itérations permettent donc de coupler de facon non-intrusive des
modeles qui peuvent étre de nature tres différentes. Ces méthodes nécessitent générale-
ment plus de calculs que les méthodes avec couplage direct, mais néanmoins la conver-
gence peut étre plus rapide avec des techniques de raccords mixtes ou d’accélération de
convergence [Gendre et al., 2009].

Dans la suite, on utilisera une stratégie itérative similaire a celle proposée dans le cadre
3D dans [Gendre et al., 2009]. Comme I’enjeu est de coupler des modeles de dimensions
différentes, on va chercher a reconstruire une solution 3D a partir de la solution plaque
afin d’utiliser des outils similaires a ceux précédemment mis en place.

1.3 Conclusion

Dans cet état de I’art, on a pu constater que le raccord non-intrusif entre un domaine
plaque stratifié et un domaine 3D est un probleme aux facettes multiples. D’une part les

3. Une correction en déplacement impliquerait un champ de déplacement discontinu dans le modele
global, et donc une partition du maillage.
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techniques de couplage non-intrusives semblent une voie prometteuse car elles autorisent
une grande liberté dans le choix des modeles, tout en définissant sans ambiguité un cou-
plage par substitution, sans parametres dans le raccord, ni de nouveaux modeles. Méme
si les itérations et les résolutions successives semblent en faire une stratégie peu efficace,
des méthodes d’optimisation et des raccords mixtes peuvent étre mis en place, de facon a
accélérer la convergence vers la solution couplée.

Un autre point important de la stratégie que I’on peut dégager est que le relevement
3D d’une solution plaque stratifiée n’est pas trivial. En effet, pour appliquer une stratégie
de couplage non-intrusive, on a besoin de relever le déplacement a appliquer au modele
3D. Or on a vu que ce relevement exigeait des conditions de régularités particulieres, en
plus de n’étre exact qu’en O(h/L) ou O(h?/L?) dans le meilleur des cas a cause de la
prise en compte approchée des conditions limites dans les modeles plaques.

L’enjeu est de faire avec ces contraintes et de tester dans un cas poutre/2D, puis
plaque/3D, les différentes possibilités de raccord, tout en gardant a I’esprit le coté non-
intrusif de la stratégie.
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Chapitre 2

Pré-étude sur un raccord 1D/2D

Ce chapitre est consacré a une pré-étude dans le cas d’un
raccord 1D-2D. L’idée testée est d’utiliser un relévement 2D
de la solution 1D pour pouvoir ensuite appliquer les
techniques de couplage non-intrusif pour des modeéles de
méme dimensionnalité.

Le cadre simple de I’étude permet de tester de nombreuses
variantes et de dégager les propriétés que devront respecter,
outre la contrainte de non-intrusivité, les raccords proposés
par la suite entre modeles plaque et 3D.
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Les études précédentes sur le couplage non-intrusif [Gendre, 2009, Gendre et al.,
2011] se situaient dans le cadre du raccord entre modeles de méme dimensionnalité. Afin
de pouvoir appliquer ces techniques dans le cadre ou le modele global est de dimension-
nalité réduite, la solution que nous avons retenue consiste a raccorder le modele fin avec
un relevement de la solution grossiere. Ce chapitre se place dans le cadre du raccord entre
un modele poutre global et un modele 2D local. L’objectif est de dégager les proprié-
tés que devront respecter les raccords plaque/3D proposés par la suite pour conduire a
une modélisation proche de la référence constituée par une modélisation fine de toute la
structure.

La premiere section présente le probleme de référence étudié, une poutre en flexion
entiecrement modélisée en 2D, et sa modélisation hybride. Le probleme étant suffisamment
simple pour que 1’on puisse espérer qu'une approche purement descendante (submodel-
ling) donne des résultats satisfaisants, divers relevements sont ainsi testés dans la section
2 pour une poutre homogene, I’effet du positionnement de 1’interface est également rapi-
dement évalué. La section 3 montre comment I’introduction de la stratification complique

le probleme du raccord. Un premier exemple de couplage itératif est traité dans la section
4.

2.1 Probléme et solution de référence, modélisation hy-
bride

L’ approche proposée ici s’intéresse a définir un modele raffiné seulement 1a ou celui-ci
est nécessaire. On s’intéresse donc dans un premier temps a un cas "simplifié¢" de couplage
poutre/2D, pour identifier les difficultés soulevées par le raccord non-intrusif.

2.1.1 Probléeme de référence

On considere une plaque dans le plan (x,y), semi-infinie dans la largeur (direction y)
de longueur L = 10mm et d’épaisseur 2h = 0.4mm, représentée FIG. 2.1a. Elle est consti-
tuée d’un empilement symétrique de plis orthotropes, de facon a ne pas générer d’effet de
couplage tension/flexion/torsion. On modélise alors une tranche 2D en déformation plane
dans le plan (x,z) comme représenté FIG. 2.1b. Le chargement consiste en un encastre-
ment a I’extrémité x = 0 et un déplacement transverse U; = 0,02mm imposé a I’extrémité
x=L.

Pour tout le début de I’étude, on s’intéresse au cas ou la plaque est constituée d’un
seul pli homogene (module d’Young E = 2GPa, coefficient de Poisson v = 0.33). La
dimension L de la plaque a été choisie tres supérieure a la longueur de pénétration des
effets de bord causés par le chargement, de maniere a pouvoir positionner une interface
de raccord dans une zone non-affectée par ceux-ci.

La solution de référence est obtenue par la résolution éléments finis de ce probleme
2D, avec un maillage suffisamment fin pour capter correctement les effets de bord a I’en-
castrement (100 éléments dans la longueur et 20 dans I’épaisseur, les éléments utilisés
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(b) Illustration du probleme 2D

FIGURE 2.1 - Illustration de 1I’exemple considéré.

possedent des fonctions d’Hermite de degré trois dans la longueur et de Lagrange de
degré deux dans I’épaisseur (H3L2). Elle est illustrée F1G. 2.2.

Comme attendu pour ce cas homogene, on observe un effet de bord a I’encastrement
dont la longueur de pénétration est inférieure a 1’épaisseur.

En dehors de cette zone perturbée, la solution se rapproche d’une solution de Saint-
Venant, c’est donc cette partie du modele que I’on cherche a remplacer par un modele de
poutre.

2.1.2 Définition du modele hybride

L’ observation du modele complet a permis de distinguer deux zones :

— pres du bord : une zone perturbée doit nécessairement étre calculée en 2D. Cette

zone peut également étre le support d’une quantité d’intérét a estimer finement ;

— loin du bord, dans la zone intérieure : la solution de Saint Venant est prédominante,

et il semble possible de remplacer le modele 2D par un équivalent poutre.

Le modele hybride défini FIG. 2.3 décompose le domaine Q° en une partie 2D €
(zone d’intérét), et une partie poutre Wc (zone complémentaire). Il pourra étre obtenu
a convergence d’un processus itératif impliquant une représentation poutre de la zone
d’intérét ;.
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FIGURE 2.2 — Solution de référence 2D.
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D’un point de vue pratique, la zone d’intérét €2; possede la méme discrétisation que le
calcul de référence ; la cinématique d’Euler-Bernoulli est utilisée dans le modele poutre,
et des éléments de degré 2 dont la longueur est choisie pour produire des maillages com-
patibles. L’interface entre les deux modeles se situe alors sur le bord des éléments.

ZA
<L,
...................... U,

Y

A
Y

FIGURE 2.3 — Modele hybride poutre/2D.

Le déplacement dans le modele hybride s’exprime :

=upyp € Qf

€ QC = o€ x [~ h, @1

vMeQ{ﬂ
u

= Upoutre

On note I" Iinterface pour le domaine Q! (ligne selon 1’épaisseur), et ¥ ’interface pour
le domaine ®¢ (simple point). Cette interface est placée au milieu du domaine, loin des
effets de bords dus a ’encastrement. Le raccord entre Q! et o¢ doit traduire une certaine
continuité cinématique et un équilibre des efforts.

Le but étant d’arriver a une solution la plus proche possible entre le modele de réfé-
rence et le modele couplé, il faut s’assurer des points suivants :

— que les grandeurs généralisées soient conservées entre le modele 2D et le modele
réduit ;

— que le raccord ne provoque pas d’effet de bord artificiel a I’interface (qui seraient
particulierement nuisibles en présence de non-linéarité) ;

— que la quantité d’intérét observée sur le modele couplé soit la plus proche possible
du probleme de référence.

Le respect de ces différents points permet de valider un raccord qui ne modifie pas les
quantités observées et qui n’introduit pas de perturbation dans le probleme.

Dans le cadre de la stratégie non-intrusive [Gendre, 2009] le premier point (équilibre
statique au sens des efforts généralisés) est vérifié itérativement. Les autres propriétés
dépendent d’une part de la position du raccord dans la structure et d’autre part de la facon
dont on déduit de la solution globale poutre les conditions limites sur le modele local. Ces
questions sont abordées dans la section suivante.
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2.2 Etude des reléevements proposés

On s’intéresse ici a la définition de conditions limites sur I’interface 2D a partir de
la solution poutre. La difficulté tient dans la prise en compte du caractere mixte des hy-
potheses de la théorie des plaques. Les relevements proposés sont évalués dans le cadre
d’une simple étude « descendante » (submodelling) qui suffit a mettre en évidence leur
qualité mécanique.

Trois approches sont proposées :

— Tutilisation directe de la cinématique plaque, méthode simpliste qui néglige les

hypotheses statiques,

— T’utilisation d’une reconstruction analytique du déplacement a I’interface, méthode
qui se met en ceuvre relativement simplement dans I’exemple choisi mais en général
beaucoup plus difficile a utiliser,

— Tutilisation d’une condition limite mixte, qui s’interprete comme un raccord en
travail.

2.2.1 Présentation des trois raccords
2.2.1.1 Leraccord simple

Le raccord simple consiste a utiliser directement les hypotheses de Kirchhoff-Love
(2.2) ou de Reissner-Mindlin (2.3) du modele réduit pour reconstruire le déplacement.
Pour la cinématique de Kirchhoff-Love, on utilise :

U*P(m,z) =V (m) +w(m)z — zgrad ,,(w(m)) (2.2)
et pour la cinématique de Reissner-Mindlin, on utilise :
U*P(m,z) =V (m) +w(m)z — 28(m) (2.3)

avec (V,w,8) les composantes cinématiques plaques, respectivement le déplacement dans
le plan de la plaque, le déplacement transverse et la rotation de la section.

L’application d’un tel raccord est souvent disponible dans les codes éléments finis, par
exemple dans le Code_Aster avec le mot clé MASSIF_COQUE ou COQUE_MASSIF suivant le
modele maitre choisi, ou dans ABAQUS avec la méthode KINEMATIC_COUPLING.

De toute évidence un tel raccord, en bloquant les déformations transverses, risque
d’aller en contradiction avec I’hypothese inhérente aux théories de plaque de contrainte
G, négligeable. Les raccords suivants essaient de corriger cette lacune.

2.2.1.2 Leraccord analytique

Le raccord analytique est une application directe des méthodes développées dans la
section 1.1.2.2. On en déduit ici les expression pour un relevement 2D qui prennent alors
les formes suivantes,
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au premier ordre :

2 2
Ul (x,2) = (w(x) 1y iv (v - hz)—gxf) - %—f) 24)
et au deuxieme ordre :
U2 (x,2) = U (x,2) + 22" (83_w) 2.5)
- - 6(1-v) \ o’

Remarque. On note alors des termes allant jusqu’au 3¢ ordre sur le déplacement trans-
verse. L’ obtention de ces termes sur la solution plaque est effectué ici en post-traitement
de la solution poutre. On utilise un schéma de différence fini sur le déplacement transverse
w pour remonter jusqu’au terme %372”

Ce schéma est effectué sur une poutre discrétisé€e tres finement, de sorte que 1’erreur

induite par les dérivations successives reste acceptable.

La reconstruction de cette solution est assez complexe et pose le probleme de la ré-
gularité des champs disponibles. Un raccord de ce type est proposé a la section 4.1.3, il
s’appuie sur une reconstruction alternative purement numérique des déplacements pré-
sentée a la section 3.1.2.

En pratique le raccord analytique revient donc a imposer uniquement des déplace-
ments en chacun des nceuds de I'interface ce qui est possible sur tout type de code élé-
ments finis. Dans la suite, afin de différencier 1’ordre auquel les solutions sont recons-
truites de 1’ordre de grandeur effectivement atteint a partir d’une reconstruction basée sur
une solution plaque inexacte, on appelle :

— R1 : la reconstruction analytique a I’ordre 1 (2.4),

— R2 : la reconstruction analytique a I’ordre 2 (2.5).

Remarque. On peut noter que ces reconstructions du champ 3D a partir des contraintes
plaque fournit un ordre de grandeur a attendre sur les contraintes de cisaillement et sur les
contraintes hors-plan :

h2

h
Gy, = ZO(GXX) et G, = ]70(6)“) (2.6)

2.2.1.3 Leraccord en travail équivalent ou raccord « plateau »

La difficulté de construction du raccord précédent nous a poussé a proposer une ap-
proche alternative, permettant d’obtenir un raccord de qualité correcte, tout en limitant les
calculs analytiques.

Comme il a été pointé précédemment, I’hypothese de négligeabilité de 6., doit trans-
paraitre dans le raccord, par exemple en améliorant le profil des déplacements. La solution
retenue pour ce raccord est de « relacher » les degrés de liberté transverses sur les nceuds
de la section afin de ne pas sur-contraindre la cinématique a I’interface. Cela permet de
trouver une solution approchant au premier ordre la solution de Saint-Venant.

La cinématique imposée dans ce raccord, appelé "plateau”, s’exprime de la facon sui-
vante :

Stratégie non-intrusive de couplage plaque/3D pour la simulation des assemblages de plaques
composites stratifiées.



54 Pré-étude sur un raccord 1D/2D

1. Le déplacement normal a la section est imposé directement sur les noeuds en sup-
posant la section rigide : U2P (m,z) = V,(m) — zgradw(m) - x.

2. Le déplacement transverse est imposé de facon faible, en moyenne sur toute la
section [i-f(2)UP(z)ds = w(m) ol [r-f(z)ds = 1. On se réserve le choix d’une
pondération f(z) optimale, qui dépendra de I’empilement considéré.

On peut donc écrire un probleme de minimisation de 1’énergie potentielle sous la
contrainte d’'une moyenne de déplacement dans I’épaisseur. Soit U I’espace des déplace-
ments 2D dans Q! respectant 1’encastrement en x = 0 et le déplacement normal imposé
au niveau du raccord (on appelle U° I’espace vectoriel associé), on cherche dans U xR
le point selle du Lagrangien suivant :

L@ =5 [

e(UP)He(UP)dQ - ( / fUPds — w) A (2.7)
Qf r

On a ainsi le systeme a résoudre :

. ) /Q e(UZP)He(UP")dQ =\ /S f(2)UZP"ds  (2.8a)

VU € W00 eR

( / fxuPds — w) A =0 (2.8b)
S

La fonction f s’interpréte comme une distribution d’efforts dans 1’épaisseur, et A corres-
pond a I’amplitude a donner a ces efforts pour vérifier la contrainte cinématique (2.8b).
Sur I'interface, on a Gy;(z) = Af(s), et donc A = [-Gy.ds, le multiplicateur de Lagrange
A correspond donc a I’effort généralisé de cisaillement.

En anticipant sur les itérations de 1’algorithme de couplage non-intrusif, on voit qu’a
convergence, outre la continuité cinématique moyenne, on aura équilibre de I’effort gé-
néralisé de cisaillement. On retrouve de fait une équivalence en travail entre le modele
poutre et le modele 2D similaire a celle proposée dans [McCune et al., 2000].

Les figures F1G. 2.4 présentent les distributions résultantes de différents choix de fonc-
tions f. Le cas ponctuel correspond a imposer le déplacement au nceud milieu, ce qui cor-
respond a appliquer un effort concentré, ce qui est mécaniquement et mathématiquement
contestable. On note également que dans les cas de distributions uniforme et quadratique,
des déplacements pourtant proches conduisent a des profils de contraintes tres différents.
La distribution quadratique, correspondant a la distribution exacte de la contrainte de
cisaillement dans le cas d’une poutre homogene, donne naturellement les meilleurs résul-
tats. Cette distribution sera donc utilisée dans la section suivante pour comparer ce raccord
aux deux autres.

Bien siir la construction d’une bonne distribution f dans le cas général d’un stratifié
orthotrope n’est pas une question aussi simple. La technique proposée a la section 4.1.2
s’appuie sur une construction numérique automatique proposée a la section 3.1.1.

Ce raccord permet donc d’éviter certains effets de bord nuisibles apparaissant dans le
cas d’un raccord direct a I’interface, en relachant le déplacement transverse. En revanche
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FIGURE 2.4 - Effets des différents choix d’application du déplacement transverse pour
le raccord plateau.

on ne dispose pas d’outil théorique pour s’assurer de la qualité du raccord dont on es-
pere qu’elle sera comparable a celle obtenue a partir d’'un champ analytique reconstruit a
I’ordre 1.

Remarque. Du point de vue de la mise en ceuvre dans le cas plaque/3D, ce raccord peut
étre réalisé a 1’aide d’une contrainte multipoint (MPC) par nceud plaque de I’interface.
Dans ABAQUS, la méthode SHELL-TO-SOLID permet un couplage par MPC ligne a
ligne. Cependant, les fonctions de pondération f sont constantes ou linéaires par rapport
au centre de gravité de la section et risquent d’entrainer des surcontraintes au raccord.
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2.2.2 Comparaison des différents raccords dans le cas isotrope

On reprend le probleme décrit dans la section 2.1.2 pour lequel on teste les raccords
précédemment présentés sur une simple descente (sans itération) et pour un raccord en
x=35.

Gux/Oxxmax & I'interface Gxz/Cxxmax X Ii a l’interface
T T T T
1| —— Simple || 1k |
e R1
B —  R2 1 08F .
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raccord simple)

FIGURE 2.5 — Comparaison des contraintes dans la section a I’interface pour les différents
raccords

Les figures F1G. 2.5 présentent les profils de contraintes dans I’épaisseur au niveau
du raccord. Les solutions obtenues sont normalisées en utilisant les ordres de grandeurs
donnés par la théorie des plaques (2.6). On observe que les raccords analytiques et pla-
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teau donnent des résultats treés proches de la référence alors que le raccord simple est
particulierement faux sur la composante hors-plan.

On note peu d’évolution entre les raccords analytiques aux ordres 1 et 2, que ce soit sur
les contraintes de cisaillement ou les contraintes transverses. Cet aspect était prévisible
puisque méme si la forme de la solution de Saint-Venant est exploitée pour le relevement
analytique, la valeur de celle-ci est approchée a 1’ordre un, en raison de I’erreur sur la
solution poutre elle-méme [Ladeveze et Pecastaings, 1988].

De plus on peut aussi voir sur la figure FIG. 2.5d que 'ordre de grandeur des
contraintes est le méme entre le raccord analytique d’ordre 1 et le raccord plateau, ce qui
est cohérent avec le fait que dans le raccord d’ordre 1 seuls les déplacements transverses
sont corrigés, les déplacements plans étant identiques pour les deux raccords.

Les figures 2.6a, 2.6b et 2.6¢c montrent la pénétration des effets de bord dus au raccord.
Le raccord « simple » est particulierement néfaste, alors que les raccords analytiques et
plateau, plus proches de la solution de Saint-Venant, conduisent a des atténuations rapides.
Sur les figures 2.6¢ et 2.6d, on vérifie que la pondération quadratique donne de meilleurs
résultats que la pondération uniforme.

— M, (N.m) err. M\ (%). 0, (N) err. 0,(%)

Poutre  —3.591-10° —0.11 7.182-10% 0.33
Simple  —3.636-10° 1.14 8.018-10>  12.00
R1 —3.629-10° 0.94 6.82- 102 —4.73
R2 —3.67-103 2.08 6.862-102 —4.15
"plateau” —3.568-10°  —0.76  7.054-10> —1.46

Référence —3.595-10° 0.00 7.159 - 102 0.00

TABLE 2.1 — Comparaison des efforts généralisés, modele poutre Euler-Bernouilli.

La table 2.1 permet de comparer les efforts généralisés a I'interface entre le modele
poutre, les différents raccords et le modele de référence ; un histogramme des erreurs
relatives au modele de référence est donné FIG. 2.7. On y observe que le modele poutre
est assez peu éloigné du modele de référence, ce qui assure que le raccord est placé dans
une zone dominée par une solution de St Venant. A I’interface, le raccord simple produit
essentiellement des erreurs sur le cisaillement, mais une telle erreur tend a se propager
a l'intérieur du domaine (via le moment engendré). Les reconstructions analytiques a
I’ordre 1 ou 2 du déplacement conduisent a des niveaux d’erreur un peu supérieur au
raccord « plateau ».

Au final, le raccord plateau semble offrir un compromis avantageux entre la faci-
lit¢ d’implémentation et la contrainte d’engendrer le moins d’effet de bords artificiel a
I’interface entre les deux modeles. Dans la suite on s’intéresse donc particulicrement au
développement de ce raccord en le confrontant a un cas ou la pondération optimale n’est
pas connue.
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FIGURE 2.7 — Histogramme des erreurs pour les différents raccords.

2.2.3 Effets de la stratification pour le raccord plateau uniforme

Pour cette étude, la méme géométrie que précédemment est utilisée mais la plaque est
dorénavant composée de 4 plis (d’épaisseur 0,1 mm) orientés (0/90), et dont les modules
de Young sont E;, =2 GPa, Er = 3% et de coefficient de Poisson vi = v, =vip =0,33.

Le fait de passer d’une plaque homogene a une plaque stratifiée orthotrope entraine
les difficultés suivantes :

— T’allure des contraintes de cisaillement dans la section devient quadratique par mor-
ceaux ;

— la profondeur de pénétration des effets de bords est plus importante comme on peut
le constater sur la figure 2.8.

Dans le cadre d’une application industrielle, le développement analytique d’une so-
lution avec correction des déplacements au 2¢ ordre semble difficile a généraliser, mais
surtout pour les raisons évoquées précédemment et dans la bibliographie, n’apporterait
pas d’information supplémentaire par rapport a une approximation a 1’ordre 1. Le rac-
cord « plateau » quant-a lui pose la question du choix de la pondération a utiliser pour
appliquer le déplacement transverse, car la pondération optimale dépend de la section.
Dans la section 3.1.1 une technique numérique de calcul de cette pondération est propo-
sée ; pour cette étude préalable, la pondération uniforme est employée afin d’observer le
comportement de la méthode dans un cas défavorable.

Les figures FIG. 2.9 présentent I’évolution des contraintes le long du stratifié et des
profils sur I’interface. On observe que la pondération non-optimale (uniforme) conduit a
des profils relativement erronés sur I’interface mais que 1’erreur est tres vite atténuée dans
la zone d’intérét. Ainsi le raccord « plateau » semble garantir une certaine stabilité de la
solution a I’intérieur de la zone d’intérét.

Stratégie non-intrusive de couplage plaque/3D pour la simulation des assemblages de plaques
composites stratifiées.



60 Pré-étude sur un raccord 1D/2D

FIGURE 2.8 — Contrainte transverse a ’encastrement pour un empilement (0/90), de plis
orthotropes.

2.2.4 Etude de I’influence de la position du raccord

Les raccords précédemment proposés sont formulés sous I’hypothese qu’ils sont pla-
cés dans une zone ou la solution de Saint-Venant prédomine, loin des effets de bord. Afin
d’éprouver I’'importance de cette hypothese, on effectue divers calculs avec une interface
plus proche de I’encastrement.

Ici, on compare directement le modele hybride avec la solution de référence afin d’en
déduire une erreur; une question plus générale sous-jacente a cette étude concerne la
capacité a fournir un indicateur signalant que le raccord se situe dans une zone ou il
risque de mal fonctionner.

Le placement de I’interface x; varie entre 0.1 et 5 (voir FIG. 2.10), la zone d’influence
de I’effet de bord ayant a priori une profondeur de 24 = 0.4.

On définit donc les erreurs et indicateurs suivants sur 1’ interface :

max (Cy(z) — Gfx( )

Ey = maX(G x(Z)) Lo = maX(Gfx(Z) 9

E.— max(Oy;(z) — %( z)) = Max (G (2 _G%(Z)) (2.10)
max(0%.(2)) 7 max(0%(2)) 7

£~ max (6, (z) — szz 2)) = max(0z(z) "%(Z)) (2.11)
max(oK ()2 max (0%, (2)) >

ot 6& correspond a la contrainte de référence (calculée sur un probléme 2D complet) et

o’ correspond au relévement des contraintes de la solution plaque, dont 1’expression est
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FIGURE 2.9 - Contraintes dans la plaque le long de 1’axe x et dans la section a I’interface.
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FIGURE 2.10 — Placement de I’interface de raccord a différentes abscisses x;.

pour une poutre homogene :

Mz
P
= 2.12
G)CX EIZ ( )
ol =0 (2.13)
3T 472
P

Les figures FI1G. 2.11 montrent 1’évolution des erreurs et indicateurs en fonction du
placement de I’interface. L’effet de I’encastrement est assez faible sur le raccord plateau,
dont les hypotheses mixtes restent pertinentes méme a proximité du bord. Il est par contre
bien visible sur le raccord analytique, avec une zone d’influence allant jusqu’a 3 fois
I’épaisseur selon I’axe des abscisses. Cet effet est probablement dii 2 une mauvaise esti-
mation numérique des gradients dans cette zone. De plus, la formule en (1.33) montre que
la correction transverse ne tend pas vers zero a I’encastrement, ce qui est en contradiction
avec la cinématique réelle :

ZZ

. 1 2 .
%%E(VE —h7)Apn(w)(xi) # 0 (2.15)

avec A, (w)(x;) = M)

On observe par ailleurs que les indicateurs ont des allures proches de celles des erreurs
exactes, mais ne convergent pas vers z€ro quand on éloigne le raccord de I’encastrement.
La section suivante montre comment des itérations permettent de diminuer la valeur de
ces indicateurs.

Un autre indicateur peut étre obtenu en comparant les efforts généralisés du modele
plaque avec ceux obtenus par post-traitement du modele 2D. Cet indicateur est parti-
culicrement pratique dans le cas de stratifiés ou les formules de relevements sont plus
complexes a obtenir ; il est par ailleurs naturellement calculé dans le cadre de la technique
non-intrusive présenté par la suite.On définit les deux indicateurs suivants :

M)I;x — fo QJICJ _ Qf

Iy, = 5 Ip, = =X =% (2.16)
M, of
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FIGURE 2.11 - Erreur et indicateur sur I’interface pour différentes abscisses x; du raccord.
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Naturellement, ces indicateurs ne permettent pas d’étudier la contrainte transverse G, qui
ne possede pas d’effort généralisé associé.

Erreur sur M, Erreur sur O,
0 T T : T T :
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102 1100}
: |01}
1072 I :
: | | | | | | : 10—2 g | | | | | | E
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Xi Xi
(a) (b)

FI1GURE 2.12 - Efforts généralisés pour différentes positions de I’interface x;.

Les figures F1G. 2.12 présentent le niveau de ces indicateurs en effort en fonction
de la position de I'interface. L’information obtenue est proche de celle constatée sur les
relevements.

In fine, une bonne stratégie pour évaluer la qualité du raccord semble étre d’utiliser les
indicateurs en efforts généralisés M, et Q, complétés par I’indicateur en relevement sur
G, dont on doit s’assurer que I’ordre de grandeur reste compatible avec les hypotheses
du modele plaque.

2.3 Premiere application du couplage non-intrusif

On s’intéresse ici a 1’utilisation des raccords validés précédemment, dans le cadre de
I’approche de couplage non-intrusif de facon a obtenir un modele hybride 2D/poutre.

Les étapes de la stratégie non-intrusive sont résumées sur le schéma F1G. 2.13. Apres
une initialisation par un calcul poutre complet, le modele 2D est calculé avec des condi-
tions limites données par le raccord choisi ; le résidu correspond au déséquilibre des ef-
forts généralisés entre le calcul plaque précédent et le calcul 2D. Il est ensuite réinjecté
comme un chargement dans le calcul de correction global.

Le couplage non-intrusif convergeant sous des hypotheses relativement larges, il ne
s’agit pas tant de vérifier la convergence de la méthode (présentée figure F1G. 2.14 par
I’évolution de amplitude des composantes du résidu au cours des itérations), que d’évaluer
le modele limite obtenu en le comparant avec un calcul de référence 2D complet (voir le
tableau 2.2).
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FIGURE 2.13 — Vue d’ensemble de la stratégie a I’itération i.

On observe que dans le cas choisi le modele poutre donne déja une information tres
pertinente, les itérations permettent de gagner légerement en précision, notamment en
corrigeant la prise en compte des conditions limites du modele poutre. Les « modeles
hybrides » sont différents selon les raccords choisis, le raccord plateau conduisant a un
modele plus proche de la référence en terme de moment mais Iégérement moins bon sur
le cisaillement que le raccord analytique au second ordre.

— M, (N.m) err. M\(%). Oy (N)  err. Ox(%)

"plateau” —3.593-10°  —0.07  7.185-10° 0.37
R2 —3.586-10° —0.27 7.171- 102 0.17
Référence —3.595-10° 0.00 7.159-10% 0.00

TABLE 2.2 — Comparaison des efforts généralisés a convergence (sur m, et gy).

Les courbes FIG. 2.15, montre 1’évolution de I’écart a la référence pour les deux rac-
cords au cours des itérations. On observe que la stagnation apparait bien plus tot que pour
le résidu FIG. 2.14 (1 itération au lieu de 3) et a des niveaux bien supérieurs (1073 au lieu
de 107®). Cette stagnation, dont le niveau dépend du raccord choisi, est bien slir causée
par les simplifications inhérentes au modele poutre.

Il est aussi intéressant de noter que 1’erreur minimale obtenue entre le probleme hy-
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Erreur relative sur le résidu
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FIGURE 2.14 — Convergence avec correction sur mi, et gy.

bride et le probléme de référence est de 1’ordre de 10~3, ce qui correspond approximati-
vement & une erreur en 4% /L? pour le probléme considéré, ce qui semble étre la meilleure
approximation que 1’on peut faire du probleéme.

2.4 Conclusion

Cette pré-étude permet de dégager quelques pistes la définition de raccords pla-
ques/3D dans le cas des plaques composites. Les deux techniques de raccords le plus
efficaces se sont révélées €tre le raccord analytique et le raccord « plateau ». Ces deux
raccords s’appuient sur une connaissance de relevements de la solution plaque, méme ap-
prochés (I’ordre 2 semble satisfaisant), en déplacement pour le raccord analytique et en
effort (au travers de la pondération f(z)) pour le raccord « plateau ». Un raccord plus gros-
sier conduirait a de grands effets de bord artificiels a I’interface qui s’avérerait dramatique
dans le cadre d’un modele local non-linéaire.

La simplicité du probleme considéré ici (homogénéité, chargement simple) a permis
d’utiliser des formules de relevement qui requierent une grande régularité de la solution de
base. Appliquer de telles formules sur la base de la solution éléments finis d’un probleme
non-académique de plaque semble irréaliste dans un cadre non-intrusif.

Le chapitre 3 propose donc une technique de calcul numérique des relevements en
déplacement et effort qui évite les problemes de régularité et fournit des quantités qui se-
ront directement exploitables pour le couplage non-intrusif. Le chapitre 4 montre quant-a
lui comment ces différents relevements sont exploités dans la définition de raccord pla-
que/3D.
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Erreur relative a la référence
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FIGURE 2.15 - Evolution de ’erreur relative vis a vis de la référence.
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Chapitre 3

Relevement numérique de la solution
plaque

Ce chapitre présente une technique numérique qui s’affranchit
des besoins de régularité des formules analytiques et qui
permet d’obtenir, pour n’importe quelle séquence
d’empilement, des distributions dans 1’épaisseur d’effort et de
déplacement, associées a des solutions de Saint-Venant.

Sommaire
3.1 Mise en place du probléme de relevement . . . .. ... ......... 70
3.1.1 Reconstruction des efforts de section . . . . ... ... .. .... 71
3.1.2 Reconstruction du gauchissement de section. . . . . . .. ... .. 73
3.2 Vérification des champsobtenus . . . ... ................ 75
3.2.1 Conditions aux limites imposées . . . . . . . . . . .. ... .... 75
3.2.2 Indépendance de la position et 'orientation . . . . . ... ... .. 77
3.3 Implémentation et post-traitement numérique . ............. 82
34 Conclusion . ... ... ...t e e e e 84

Stratégie non-intrusive de couplage plaque/3D pour la simulation des assemblages de plaques
composites stratifiées.



70 Relévement numérique de la solution plaque

Pour effectuer le raccord 2D/3D d’un modele plaque avec un modele 3D, I'idée que
nous privilégions est de se baser sur une technique de reconstruction de la solution 3D
associée a la solution plaque, ce qui évite les difficultés de lissage de la solution éléments
finis. Pour cela la stratégie retenue consiste a baser directement les raccords sur les solu-
tions éléments finis elles-mémes sans passer par un intermédiaire continu.

Pour reconstruire un relevement 3D de la solution éléments finis plaque, on remarque
que d’une part les techniques analytiques de relevement sont locales dans le plan de la
plaque, et d’autre part elles consistent a intégrer les équations d’équilibre 3D dans I’épais-
seur en considérant que la partie plane des contraintes est une bonne approximation de la
solution 3D intérieure. Cette reconstruction dans 1’épaisseur ne dépend finalement que de
I’empilement considéré.

A I'image des méthodes d’homogénéisation ot I’on calcule les opérateurs de locali-
sation des contraintes et des déformations a partir de problemes-types sur une cellule de
base, la démarche proposée consiste a résoudre par éléments finis des problemes-types,
caractéristiques des empilements considérés, pour des chargements associés aux diffé-
rents efforts généralisés. L’idée associée a 'utilisation de solutions numériques est aussi
de construire ces relevements pour les éléments finis utilisés, et ainsi d’éviter les pro-
blemes de transmission de champs éléments finis nodaux.

Pour éviter les problemes d’effets de bord, ces calculs de base sont conduits sur une
petite portion de plaque et le relevement de la solution 3D est effectué suffisamment loin
des bords. Notons que le méme relevement peut étre également utilisé pour une coque
composite puisque ici aussi les relevements ne dépendent que de la stratification.

Le chapitre est organisé de la fagon suivante : la section 1 présente le probleme de
cellule et montre comment on en extrait les relevements en effort et en déplacement, on
vérifie a la section 2 que les champs obtenus satisfont bien certaines propriétés fondamen-
tales nécessaires a leur utilisation pour le raccord plaque/3D, des détails sur la mise en
ceuvre pratique sont présentés dans la section 3.

3.1 Mise en place du probleme de relevement

Le modele plaque choisi pour cette étude est un modele de type Reissner-Mindlin.
En effet, d’un point de vue numérique c’est de tres loin le plus utilisé dans les codes
industriels, car il offre de bonnes performances dans le calcul de plaques stratifiées (pour
un comportement homogénéisé).

On va chercher, pour I’empilement étudié, a associer numériquement a la solution
plaque la solution 3D d’un probléme de Saint-Venant. On consideére donc une cellule 3D
constituée du matériau étudié, en régime élastique linéaire, avec la discrétisation éléments
finis qui sera utilisée lors de la modélisation hybride.

Le modele plaque possédant 8 efforts généralisés, on construit 8 problemes de base
avec des conditions aux limites choisies de fagon a solliciter de préférence un effort gé-
néralisé comme défini dans la table 3.1 et illustré sur les figures F1G.3.1a a 3.1e. Cette
méthode assure d’activer tout les couplages possibles pour un empilement quelconque.
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] Chargement Sollicitation principale | figure

1 Gy = — 1 sur 0Qq, 0, = 1 on 0Q;, Nyx 3.1a

5 Gy =—1 surdQ; o, =1 ondQy Ny 3 1h
Oy =—1 surdQ, oy,=1 ondQ_,

3 Oy = Z Sur 08, Gy = z on 0Q M, 3.1c

4 Oy =—2z sSurdf)y Oy =z o0noLYy M, 3 1d
Oy =2 SuroQ_, Oy =—z ondQ,

5 Oy =1 surdQ; Oy 3.1e

6 | méme probleme que 1 avec 90° rotation Nyy

7 | méme probleme que 3 avec 90° rotation My,

8 | méme probleme que 5 avec 90° rotation 0,

TABLE 3.1 — Construction des problemes de Saint-Venant.

Pour chaque expérience, j € [1,8], on extrait o (z) la distribution des contraintes 3D

dans I’épaisseur au centre de la plaque, suffisamment loin des bords pour qu’elle ne soit
pas perturbée par les effets de bord éventuels (la section 3.2.1 montre comment améliorer
les champs en cas de cellule trop petite).

3.1.1 Reconstruction des efforts de section

Puisque le probleme de cellule est linéaire €lastique, n’importe quel chargement de
Saint-Venant peut étre décrit par une combinaison linéaire des © »ou de maniere analogue,

par une combinaison linéaires d’efforts généralisés [F; avec :

T
IE‘:(]Vnn Nnt Mnn Mnt Qn Ntt Mtt Qt) (31)

Cependant, le relevement direct des contraintes des problemes définis dans la table 3.1
ne suffit pas. La dépendance entre contraintes et efforts généralisés n’est pas directe. Il y a
un couplage provenant d’une part de la relation d’équilibre dans les plaques div(M) = —T,
et d’autre part de I’éventuel couplage tension/flexion pour un empilement non-symétrique.

On procede donc a un découplage des S; vis-a-vis des efforts généralisés F' qui sont
générés par ces mémes champs, afin de pouvoir manipuler les quantités 3D indépen-
damment du chargement. Les efforts généralisés au lieu du relevement sont calculés par
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(¢) Chargement M, (d) Chargement M,

0% N
Qo 74
" Qu
(e) Chargement Q

FIGURE 3.1 - Description des problemes de relevement.

intégration des contraintes :

h h
o —
NiﬁFj:/he_x-g--e_xd% Miszjz/hze_x-gj-e_xdz

h h
J —2 — .c - J T — .c -
Nyy—IFj—/ €0, e_ydz, M. —IFJ-—/ zey gj e_ydz

_ =J _p —
| " | ; (32)
N){y:F?:/he_ygj-e_xdz, MJ]cy:F?:/hZe_y’gj'e_de

h h
— |8
QjC:sz/hg-gj-e_xdz, Q§=Fj:/ €0, eydz

On construit ainsi la famille T définie par :
El E]:[gl 28] []Fﬂil (3.3)

ol [F’J représente la matrice 8 X 8 contenant les efforts généralisés associés a chaque

chargement j.

Stratégie non-intrusive de couplage plaque/3D pour la simulation des assemblages de plaques
composites stratifiées.



Mise en place du probléme de relévement 73

Les (t.) forment une base de 1’espace des solutions de Saint-Venant en contrainte et

=i

posseédent les propriétés suivantes d’orthogonalité :

pourv=xeti=ke[l,3]
ouv=yet(i,k) €{(6,1),(7,3),(8,5)} (3.4)
0=(g,: (Pc®e,)), dans les autres cas

I=(z.: (®r®e,)),

Ainsi pour décrire la contrainte 3D dans la section d’un probleme de Saint-Venant, il

suffit d’écrire :
8

Y Fir =g (3.5)
i=1
Les graphes FIG. 3.2 donnent un exemple des allures relevées dans un cas de plaque
isotrope et dans un cas avec 4 plis orthotropes orientés (—45/45),, dont les propriétés
sont donnés dans le tableau 3.2.

Isotrope Stratifié
E; = 25MPa
Er = Ey = 1MP
E=2MPa TN iy
GLT = GLN =0.5MPa
v=0.3

GTN = 0.2MPa
ViT = VTN =VIN = 0.25

TABLE 3.2 — Propriétés matériau.

3.1.2 Reconstruction du gauchissement de section

L’objectif de cette section est de proposer un équivalent numérique de la formule de
relevement analytique (2.5). Pour cela on exploite les problemes de cellules précédents
pour en déduire une base de gauchissement associée aux problemes de Saint-Venant.

Parallelement aux contraintes G ., on extrait les déplacements associés a chaque pro-
bleme de Saint-Venant U i On a utilisé dans le cas des contraintes une matrice de dé-
couplage calculée a partir des efforts généralisés IF’I Comme le probleme de relevement
est linéaire, on utilise la méme matrice de découplage pour calculer les déplacements u;
associé a des chargements découplés.

On a alors la relation de découplage suivante :

11
[y ... w]=[U; ... Usg][F] (3.6)
Comme la cinématique plaque (section rigide) peut tre représentée directement dans

une cinématique 3D, on écrit que le déplacement 3D u; associ¢ a I'effort généralisé F; est
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FIGURE 3.2 - Distribution dans I’épaisseur des forces nodales pour un matériau isotrope
ou orthotrope (stratifié).

composé d’une partie plaque gf et d’une partie complémentaire s appelée ici gauchis-
sement :

uj = +p, 3.7

Afin d’identifier les deux contributions, on suppose que le mouvement plaque gf gé-
nere le méme travail que dans la cinématique plaque, ou autrement dit, que les gauchis-
sements ne travaillent pas dans les contraintes de Saint-Venant. Cette hypothese est natu-
rellement a rapprocher a 1’équivalence en travail utilisée dans [McCune et al., 2000].

De cette facon, comme chacun des déplacements gi est découplé pour n’étre généré
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que par un unique chargement unitaire, on utilise la projection suivante :

. h . h

o o
6= | thecuds 8= [ the u;dz (3.8)
h
wj—/ e u;dz
—h—
avec ' )
v 6
uf =\ v | +z| e (3.9)
w/ 0

Une fois ce déplacement plaque identifié, on en déduit le gauchissement par :
po=u;—u’ (3.10)

On obtient alors les fonctions de gauchissement pour toutes les composantes des ef-
forts, dont des exemples sont donnés sur les graphes F1G.3.3, pour un cas de plaque iso-
trope et un cas de plaque avec 4 plis orthotropes.

Une fois la technique de relevement établie il est possible de 1’appliquer pour tout
type d’empilement, un exemple de fonctions obtenues sur un stratifié quasi-isotrope avec
un empilement (—45/0/45/90),, est donnés sur les figures FIG. 3.4.

On peut remarquer qu’en général, il est beaucoup plus difficile d’obtenir analytique-
ment ce type de fonction pour un stratifié quelconque. Ici on retrouve 1’allure de fonctions
parfois prises en hypothese dans certaines théories de plaque : déplacement zig-zag, qua-
dratique dans 1’épaisseur, cubique dans le plan [Carrera, 2003, Reddy, 1990b].

3.2 Vérification des champs obtenus

3.2.1 Conditions aux limites imposées

Les conditions limites telles que définies dans le tableau 3.1 sont imposées de fagcon
uniforme dans une section, ce qui peut provoquer des effets de bord plus ou moins im-
portants, par incompatibilité aux bords entre le chargement et la solution intérieure. Les
effets de bord dans les composites peuvent se propager beaucoup plus loin que dans le
cas de plaques isotropes, et peuvent perturber le relevé de contraintes que 1’on effectue au
centre de la plaque.

Une fagcon de gérer ce probleme est de mettre en place une méthode itérative, ou I’on
se sert des contraintes T calculées dans un premier relevement, en tant que conditions
limites améliorées pour un nouveau relevement.
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FIGURE 3.3 - Fonctions de gauchissement extraites pour des matériaux isotrope ou or-
thotrope (stratifié)

Pour les problemes de traction et de moment purs (1,2,3,4,6), les conditions limites a
appliquer sont directement les relevements :

on=1n sur 0Q (3.11)

Pour les problemes de flexion simple Q, et Qy, la partie encastrée du bord n’est pas mo-
difiée et génere toujours un 1éger effet de bord.

Le graphe FIG. 3.5 montre la convergence rapide de la différence du relevement entre
deux itérations successives. La diminution rapide de cette différence indique que le rele-
vement atteint tres vite une forme stable.

Sur la figure F1G. 3.6, on peut voir que les contraintes générées par les bords libres
lors du chargement initial en traction, sont totalement supprimées une fois que 1’on a itéré
sur les conditions limites. Cela permet d’obtenir assez facilement des champs solutions
plus « propres » au centre de la plaque.
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FIGURE 3.4 — Distribution dans 1’épaisseur des forces nodales, et du gauchissement pour
un stratifié quasi-isotrope (—45/0/45/90)2;.

On peut ainsi améliorer de fagon simple les fonctions relevées. Le chargement de
flexion reste un peu a part, car il possede des conditions imposées de Dirichlet (I’encas-
trement) qui limitent la réutilisation des fonctions calculées. Cependant, étant donnée la
qualité initiale des relevements, ces itérations ne semblent pas indispensables, en particu-
lier au-dela de la premiere correction.

3.2.2 Indépendance de la position et I’orientation

Les solutions de Saint-Venant doivent vérifier certaines propriétés, dont on s’assure
de la satisfaction par les grandeurs relevées.

Dans un premier temps, on s’assure de la cohérence spatiale du relevement en com-
parant la solution 3D a sa reconstruction en un point B différent du lieu d’extraction des
relevements A (voir le schéma F1G.3.7).

On se place dans un cas de flexion, a priori le plus sensible a la distance a I’encastre-
ment, le composite stratifié orthotrope est celui utilisé lors des expériences précédentes.

Apres un calcul 3D, on calcule les efforts généralisés au point B, g, et on en déduit
un champ d’effort Fg(z) (pour une face normale a e,) et un champ de gauchissement
Wp(z) a partir des relevements (calculés au point A) :

8
Fp(z) = Z Fpt’(2) - e,
=1 (3.12)

8
Wp(z) = ; Fiid! (2)

On déduit également la partie plaque du déplacement 3D par la méthode donnée en (3.8).
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FIGURE 3.5 — Norme de la correction sur le champ de contrainte de Saint-Venant au
cours des itérations.
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FIGURE 3.6 — Représentation du Champ de contrainte G, pour le probleme- type de trac-
tion Ny, sur la plaque stratifiée. A gauche avec les conditions limites initiales. A droite,
apres itération.

Les figures FIG. 3.8 et FIG. 3.9 permettent de comparer au point B les solutions 3D
et les solutions reconstruites a I’aide des relevements. L’écart y est négligeable a I’ex-
ception de la composante ¢, du gauchissement de cisaillement FIG. 3.9b. Cette faible
différence pourrait provenir d’un effet de bord mal atténué. En effet on peut voir sur la
figure FIG. 3.10, que les contraintes de cisaillement se propagent en profondeur dans
la plaque, ce qui peut perturber le découplage des contraintes que 1’on effectue, lors du
calcul des fonctions de relevement.

En pratique, comme le probleme de flexion n’est pas homogene, le relevement nu-
mérique effectué n’est pas strictement identique partout. Si on prend comme exemple un
relevement en B dont on fait une reconstruction en A, et que ’on compare a un autre
relevement effectué en (x = 15,y = 0) et dont fait une reconstruction en A, les solutions
obtenues sont présentés figure FI1G. 3.11. On observe un petit écart entre les deux recons-
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B. reconstruction

+ |

A. relevement

X

FI1IGURE 3.7 — L’extraction des fonctions est calculée en A. Puis les fonctions calculées
sont utilisées pour reconstruire la solution en B. On compare finalement les quantités
reconstruites des quantités relevées directement en B.

truction. Cet écart est plus faible pour le deuxieme relévement, ce qui permet dans une
certaine mesure de qualifier ce relevement de meilleur vis-a-vis de celui en B qui peut
étre pollué par plus d’effet de bord.

Cependant, rien ne permet de dire a priori ou se situe le meilleur endroit pour relever
la solution. Le relevement au centre de la plaque est donc un choix par défaut, mais qui
semble donner des résultats suffisants pour le raccord que I’on cherche a reconstruire.

On a donc la possibilité avec les fonctions extraites, de reconstruire localement la so-
lution 3D (par forces nodales ou déplacement) a partir de données initiales plaque. La
reconstruction des forces nodales nécessite seulement la connaissance des efforts généra-
lisés, celle du déplacement 3D requiert en plus la connaissance du déplacement plaque.

Un autre aspect du relevement est sa dépendance vis-a-vis de I’orientation du charge-
ment. Pour des raisons pratiques, la famille de tenseur ©' est calculée pour des sollicita-
tions alignées avec les axes (e,,e,). Au besoin une famille de tenseurs alignés avec une
base locale (n,t,e,) peut étre déduite. Si on pose :

yty&y

ll - nxgx + nygy (313)

= _nygx + nxéy (3 14)
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F1GURE 3.8 — Comparaison des distributions des forces nodales au point B entre calcul
3D et reconstruction.

Par linéarité entre les solutions de Saint-Venant et les sollicitations, on a :
2

_ 2
Iy, = Wy + l’lelyngy + nygNyy
2 2
T = —n,n,T n:—n,)T nyn,T
=N, X y:Nxx+( X y):ny+ y X:Nyy
2 2
T. =n,T. —nhyT, +n.T
=Nit V=N x y=ny Y=Nyy (3 15)
T = n2’c +nyn,T +n2’c .
=M, x:Mxx x y:Mxy y:Myy
2 2
T = —n,nyT n,—n,)T nyn,T
=My V=M +( X y):Mxy + M »y
T, =mT, +n,7T T, =—nT. +mn7T
=0n x:Qx y:Qy ’ =0 y:Qx x:Qy

On peut ainsi reconstruire les contraintes 3D pour toute orientation de sollicitation.

Concernant le gauchissement, un probleme est posé lors de la détermination de la
composante plaque dans un déplacement 3D (3.8). En effet on utilise uniquement les 5
premiers relevements de Saint-Venant pour projeter, établir une équivalence en travail et
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FIGURE 3.9 — Comparaison des distributions du gauchissement au point B entre calcul
3D et reconstruction.

déduire la cinématique plaque. Cette définition est suffisante car implicitement, 1’ajout
d’une correction dans la direction de 1’épaisseur produit une erreur sur les contraintes
de I'ordre de O(Gxx%) et I’ajout de gauchissement dans le plan diminue cette erreur a
2 . o .
un ordre de O(Gxxl%). On estime ainsi que ’on a « au moins » les ordres de grandeur
suivants dans les relations implicites liant les projections des contraintes de Saint-Venant

travaillant dans les champs de gauchissement :

(Ty, e =Ty, &) U =Ty e—3y &) U =o(h*/L})(N :7)
(@, e =Ty, o) Ui =T, a1y, -¢)U)= o(R*/L*)(M, : x)

<(£Qx -gx—ng -ey)-U;) o(h/L)(Ql L€, (3.16)
Vie {Nxx7NyyanyaMxx;My}’aMxy,Qx,Qy}, V] € {Nmeyy,ny},
\V/k E {M)CX7Myy7Mxy}, \V/l E {QX7Qy}
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F1GURE 3.10 — Contrainte de cisaillement Gy, dans une coupe en z = 0 pour le probleme
type de flexion Q) (plaque stratifiée).

3.3 Implémentation et post-traitement numérique

Pour des raisons pratiques, on préfere travailler avec des forces nodales plutot qu’avec
des contraintes. On évite ainsi 1’extrapolation des contraintes aux nceuds et on facilite
I’implémentation quel que soit le raccord choisi. Le schéma FI1G. 3.12 représente le prin-
cipe de I’extraction des forces nodales. Un domaine composé de plusieurs colonnes d’élé-
ments est sélectionné, puis les forces nodales sont extraites sur le bord de ce domaine.

Le principal probleme de I’utilisation de forces nodales sur un maillage quadratique
provient du fait que les colonnes de nceuds ne sont pas équivalentes dans le cas d’éléments
incomplets (Hexaedre a 20 nceuds ici), il y a des colonnes de noeuds sommets et milieux,
et des colonnes seulement de nceuds milieux.

Ce probleme est géré en considérant deux relevements, 1’un sur les colonnes de nceuds
du premier type, et ’autre sur des colonnes de nceuds du second type. Ce procédé n’est
pas tres contraignant car dans le Code_Aster les forces nodales sont calculées par post-
traitement, on obtient les forces nodales sur le bord d’un domaine sur lequel on connait les
contraintes aux points de Gauss, le passage aux forces nodales s’effectue par la relation :

Fy = / B'oX dK (3.17)
K

Ou K est un ensemble d’éléments, B’ I’opérateur éléments finis de déformations généra-
lisées et X les contraintes. En pratique ces grandeurs sont connues aux points de Gauss
des éléments de K et I’intégration est exacte pour des éléments droits. On a ainsi les forces
nodales sur toutes les faces du bord de K.
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FIGURE 3.11 — Comparaison de reconstruction a partir de deux relevements a des empla-
cements différents.
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FIGURE 3.12 - Schéma de principe de I’extraction des forces nodales a I’intérieur de la
portion de plaque.

Un autre probleme est la représentation de toutes les composantes de 1’effort, car
les forces nodales sont extraites sur une surface et donc liées a une orientation, ainsi
on ne peut représenter que 5 efforts généralisés sur une face. Ce probleme est résolu en
considérant une deuxieme orientation, orthogonale a la premiere.

Ainsi, dans un cas quadratique, on extrait les forces nodales des différents résultats
selon deux orientations, et a différentes positions représentées sur la figure F1G. 3.13.

Remarque. On peut noter que 1’on extrait sur deux colonnes d’éléments pour obtenir des
forces nodales « assemblées », cela évite d’avoir a effectuer I’assemblage au moment du
raccord.

On a vu que pour que le relevement soit bien défini, il était nécessaire que la cinéma-
tique plaque, c’est-a-dire mouvement rigide de la section, soit contenue dans la cinéma-
tique 3D. Cette propriété est toujours respectée lors de la création du modele 3D, car un
élément 3D peut représenter exactement un champ de déplacement linéaire dans I’épais-
seur de la plaque. Il est également possible de déduire directement les efforts généralisés
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FIGURE 3.13 — Représentation des deux post-traitements : les zones grisées corres-
pondent au domaine sur lequel on extrait les forces nodales.

en sommant les forces nodales le long d’une colonne de nceuds. Les matrices de couplage
que I’on défini sont ainsi égales a :

F= Zin,Ll ZF;,LZ ZF;,m ZZin,Ll ZZF;,LZ ZZFyi,Ll Zin,u Zin,LZ

(3.18)
Avec les 71 pour la premiere orientation, et o7, pour la deuxieme orientation.
Contrairement aux relevements des forces nodales, le relevement des gauchissements
ne dépend pas du type de colonne considéré FI1G. 3.14. Pour le relevement des gauchis-
sements, on ne conservera donc que la colonne la mieux discrétisée, c’est-a-dire celle
contenant les nceuds sommets et milieux.

3.4 Conclusion

La technique de relevement proposée est basée sur le calcul numérique d’une por-
tion de plaque, composée du méme matériau et de la méme discrétisation que ceux du
domaine ou I’on veut opérer le couplage. On obtient ainsi de fagon « automatique » un
ensemble de fonctions correspondant a des distributions dans la section de contraintes
et des déplacements, associées a un probléme de Saint-Venant selon chaque effort géné-
ralisé. Le colit de calcul de ces solutions peut étre non négligeable mais il n’est requis
qu’une fois pour un matériau donné, de plus les chargements peuvent étre traités comme
des seconds membres multiples d’'une méme matrice factorisée ce qui accélere la résolu-
tion des problemes-type. Il est ainsi possible de constituer une « base de données » des
fonctions de relevement selon 1I’empilement utilisé.
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FIGURE 3.14 — Comparaison des fonctions relevées sur les deux types de colonnes pour

un maillage quadratique.

Comme le reste de la stratégie, I’approche est non-intrusive car 1’obtention de ces
fonctions ne nécessite aucun ajout de fonctionnalité au code éléments finis. Et comme les
données extraites sont simplement des déplacements et efforts nodaux, il est facile de les
importer et exporter d’un logiciel a un autre.

Le chapitre suivant montre comment ces relevements sont utilisés pour définir diffé-
rents raccords entre modeles plaque et 3D.
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Chapitre 4

Mise en place d’un raccord plaque/3D :
comparaison de différentes stratégies
numériques

Dans ce chapitre, on propose différentes approches pour
raccorder le modele plaque au modéle 3D, en utilisant les
reléevements numériques définis au chapitre précédent.

Sommaire
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88 Mise en place d’un raccord plaque/3D

4.1 Application des conditions limites 3D associées aux
relevements

Trois approches sont étudiées :

— Une approche en efforts imposés, ou les forces nodales sont reconstruites a partir
des efforts généralisés plaque ;

— Une approche en travail équivalent, ou quelques relations linéaires entre degrés de
liberté 3D sont imposées, de maniere a ce que la moyenne pondérée des déplace-
ments 3D égale la cinématique plaque ;

— Une approche en déplacement imposé, ou le déplacement 3D est reconstruit a partir
du déplacement et des efforts généralisés plaque.

Ces trois méthodes sont de natures différentes (respectivement : Neumann, mixte I Di-
richlet), mais sont toutes basées sur les mémes fonctions de relevement définies précé-
demment, en contrainte (T,) et en gauchissement (u,), adaptées a I’empilement étudié.
Les conditions aux limites sont évaluées pour leur qualité intrinseque et leur aptitude a
s’insérer dans la stratégie de couplage non-intrusif.

— 1
" ~\\
\4 ,\'
F] RS -7

FI1GURE 4.1 - Exploitation du calcul plaque et imposition des conditions limites asso-
ciées.

On suppose qu’un calcul plaque initial a été effectué et que 1’on dispose de la solution
plaque F et V sur y; FIG. 4.1 :

T
F=No Ny Mu My O Ny My Q)

4.1)
V=V V, 6, 6, w)

La section suivante présente les trois techniques de définition de conditions limites 3D sur
'y =y x[—h,h]; ¥ est muni d’une abscisse curviligne s et d’une normale extérieure a la
zone d’intérét n.

Afin de simplifier les expressions, on supposera que la zone d’intérét €Q; est soumise
a des efforts volumiques et surfaciques (en dehors de I'y) nuls. On notera U(€;) I’espace
des déplacements admissibles (hors conditions d’interface) et Uy(Q;) 1’espace vectoriel
associé.

1. Ici mixte ne se référe pas aux conditions de Robin, mais a I’application sur des composantes diffé-
rentes d’un méme bord d’efforts et de déplacements
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4.1.1 Raccord en effort
4.1.1.1 Définition

Le raccord le plus direct a construire est un raccord en effort pur. Il consiste a poser :

8
o(s,2) n(s) =} Fils)7,(z) - n 4.2)

Les efforts extérieurs sont donc une combinaison linéaire des relevements en contrainte
dans la direction normale, pondérée par les efforts généralisés plaque.

Il convient de noter deux restrictions a cette approche :

— cette condition limite n’est utilisable que dans les cas ou le domaine €; possede
suffisamment de condition de Dirichlet pour bloquer les mouvements de corps ri-
gide ;

— dans le cadre de I’approche non-intrusive, ce raccord nécessite d’utiliser I’approche
avec recouvrement développée dans cette these, et présentée a la section 5.2.2.

Ainsi le probléme a résoudre s’écrit : trouver U3 € U(Qy) tel que YU3P* € Uy(Q;) :

/Q 1(§(Q3D) :H: g(UP*)dx = /F ,iFi(s)(L(Z) -n) - UP*dsdz (4.3)

i=1

4.1.1.2 Mise en ccuvre

Pour des raisons pratiques, on choisit d’imposer cette condition par des efforts nodaux
sur I';. En effet, imposer des efforts nodaux est équivalent a utiliser des contraintes surfa-
ciques, mais permet d’éviter le transfert des champs de contraintes aux points de Gauss,
et simplifie donc la procédure d’écriture du raccord. Cependant, cela impose d’avoir ef-
fectué le relevement sur un domaine ou la discrétisation et la nature des éléments (linéaire
ou quadratique) sont les mémes que dans €2;.

Dans le Code_Aster, les fonctions obtenues par le relevement sont stockées dans un
fichier qui est appelé au moment du calcul. Les nceuds de I’interface sont regroupés par
colonne, et dans le cas d’un maillage quadratique, on identifie s’il s’agit d’une colonne de
neeuds milieux (intermédiaire) ou une colonne de nceuds sommets et milieux (pleine).

Les chargements par forces nodales sont directement additionnés par 1I’opérateur
AFFE_CHAR_MECA (), on construit donc 8 chargements par colonne de noeuds chacun cor-
respondant & un relévement pondéré par IF(x), qui représentent les efforts plaques au lieu
du raccord.

8
F=B) Fi(s)gl.(z) ‘e, 4.4)
i=1

Le coefficient multiplicatif B dépend du type de la colonne de nceuds car la somme des
forces nodales n’est pas la méme selon que 1’on considére une colonne pleine ou une
colonne intermédiaire. Le calcul de ce coefficient est détaillé dans 1’annexe B. On montre
que dans le cas linéaire aucun coefficient particulier n’est nécessaire (on prend = 1),
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mais dans le cas quadratique, quand un élément HEXA?20 est en vis a vis de 2 éléments
plaque de taille /, on prend f = % pour une colonne de nceuds sommets et milieux et
B= % pour une colonne de nceuds milieux.

4.1.2 Raccord en travail équivalent

4.1.2.1 Définition

Cette approche est une extension de celle proposée [McCune et al., 2000] qui dans le

cas de plaques isotropes utilise la forme analytique connue des contraintes. Pour généra-
liser a des empilements de plis orthotropes, dont on ne connait pas a priori 1’allure des
contraintes dans 1’épaisseur, on utilise le relevement numérique en effort précédemment
défini.
Remarque. Cette condition limite doit étre écrite dans le repére local (n,t) de I’inter-
face. Les opérateurs nécessaires ont été introduits dans le chapitre précédent (notam-
ment contraintes pour des chargements de Saint-Venant quelconques (3.15)), aussi afin
de simplifier I’écriture, on suppose ici que ’on travaille sur une normale de direction
constante e,..

Le principe de ce raccord est que le déplacement 3D U3P doit développer le méme
travail que le déplacement plaque U” dans les champs d’efforts prédéterminés (gi ‘n):

/ T.e, (U -UP)ar =0  Vie[L,5] 4.5)
=

[’avantage du relevement utilisé est qu’il découple les composantes de T selon chaque
effort généralisé et on a donc :

h h
[ e UuPa=ve, [ e UPdz=Y,
—h— —h—

h h
[ e UPdz=8, [ e UPdz—6, 4.6)
—h —h~

h
/ 1% e - UPdz=w
_h=

On note que sur les 8§ efforts généralisé€s, on n’en utilise que 5 pour construire les re-
lations linéaires. Les 3 efforts généralisés restant ne travaillent pas dans la section pour
un mouvement plaque et ne sont donc pas pris en compte. Cependant il a été observé une
forte perturbation a I’interface dans le cas des plaques stratifiées. L’ajout de la contribu-
tion des efforts généralisés additionnels (Nyy,M,,,Q,) par des forces nodales imposées
(comme pour le raccord en effort décrit précédemment) permet de diminuer fortement
cette perturbation.

Ainsi le probleme a résoudre s’€crit finalement a I’aide de multiplicateurs de Lagrange
évoluant dans I’espace A; : trouver (U3P,\y) € U(Q) x As tel que VU3P* € Uy(Qy) et
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VA, € Ajavec k€ [1,5] :
( 5 h
[ewPymie@ a0 Y [ n (@) U deds -
- - k=17 —h =

h 8
/ Fi / Y (2fe,) U dzds (47)
Vi _hk:6_

h
/kﬁ(/ (r"-gx)u”dz—g‘”)ds:O Vk € [1,5]
\ VI

—_h =

Les multiplicateurs de Lagrange A sont définis sur I’interface et peuvent étre interprétés
comme les efforts généralisés équilibrant le travail a I’interface. Cette information est
utile a la stratégie de couplage non-intrusive mais n’est pas une sortie standard des codes
de calcul. Ils peuvent cependant aussi €tre retrouvés par intégration de la contrainte dans
I’épaisseur.

Remarque. Le choix de I’espace des multiplicateurs de Lagrange A; et de sa discrétisation
n’est pas anodin; la section suivante montre que des instabilités, typiques des formula-
tions mixtes, peuvent étre observées dans certaines configurations.

4.1.2.2 Probléeme d’instabilité

Le principal probleme de ce raccord mixte est qu’il nécessite des précautions particu-
lieres quant au choix de la discrétisation des multiplicateurs de Lagrange.

Lors des différents essais, deux types de maillage 3D ont été utilisés, linéaire ou qua-
dratique, les éléments plaque étant linéaires sur toutes leurs composantes. Dans le cas
linéaire, les colonnes sont toutes de méme type et on raccorde nceud-a-nceud avec une co-
lonne d’éléments 3D en vis a vis d’un élément plaque, voir la figure FIG. 4.2a. Dans le cas
d’un maillage quadratique, les colonnes ont des supports différents et il existe des nceuds
milieux, on double alors la discrétisation plaque, et on a donc deux éléments plaque en
vis a vis d’une colonne d’élément 3D, voir la figure FIG. 4.2b.

Pour un maillage quadratique, on a pu observer des instabilités qui n’étaient pas pré-
sentes dans le cas linéaire. Ces instabilités sont illustrées ici par de fortes oscillations des
A a linterface FIG. 4.3, en particulier sur la composante de cisaillement Q,.

Ces phénomenes d’oscillations sont relativement classiques dans les problemes
mixtes, et correspondent a une mauvaise vérification de la condition de stabilité inf-sup
(ou LBB) [Fortin et Brezzi, 1991].

Dans le cas d’éléments lin€aires, la discrétisation de I'; en « peignes de Dirac » (notée
O(I')) qui fait directement correspondre une colonne de nceuds 3D a un nceud plaque
fonctionne. Dans le cas d’éléments quadratiques une telle discrétisation (FIG. 4.2b) est
trop riche et il convient d’utiliser un espace de discrétisation P(0) c’est a dire appliquant
par bande d’éléments les relations linéaires, comme représenté sur le schéma F1G.4.4. On
s’assure alors que la moyenne le long de I’interface du déplacement 3D sur une colonne
d’éléments est égale aux composantes plaque du nceud milieu.
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(a) Maillage linéaire (b) Maillage quadratique

FIGURE 4.2 — Support d’application des multiplicateurs de Lagrange &(I").

Néanmoins ce choix un peu grossier, qui ne transmet qu’en moyenne 1’information
plaque, conduit a des perturbations aux bouts de I'interface.

4.1.2.3 Mise en ccuvre

Numériquement, la construction d’un tel raccord consiste a créer sur 1’interface des
relations pour chaque degré de liberté plaque avec une colonne de nceuds 3D, puis d’in-
troduire des multiplicateurs de Lagrange de fagon a imposer le déplacement voulu. Cela
revient donc a créer la matrice A dans le systeéme suivant :

5O () s

Avec K; 1a matrice de rigidité du modele local, F' contient les forces extérieures appliquées
sur le modele local ainsi que les forces nodales correspondants aux efforts Ny, My, et Q,,
U? les déplacements plaque le long de I’interface.

La construction de ce raccord s’effectue par colonne de nceuds (ou colonne d’élé-
ments). Ainsi pour une colonne de nceuds de I’interface, les relations linéaires peuvent
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MXX Q)C
| | 3 | | [ |
—T4r —— Plaque | —— Plaque
761 —— 3D linéaire 1 25 —— 3D linéaire i
o —o— 3D quadratique ' —o— 3D quadratique
~78) X 1 2f 1
—85 115t 1
—8.2 s
1 [ |
—8.4 s
| | | | | 05 | | | | |
-6 —4 =2 0 2 4 6 -6 -4 =2 0 2 4 6
y y
(a) (b)

FIGURE 4.3 - [llustration des instabilitées sur les efforts généralisés (plaque isotrope).

s’écrire comme :

N, ny M. Mxy Qx-
Fxlxx Fxl Fxl " Fxl Fxl Uy
Nxx NX}’ Mxx MX.V Qx :
Fx]]\(l FX/\; Fx/fl F)%% F-xé ka Vx
XX xy XX Xy X
Fy™ B By™ By Bl | Un v,
: : : : : : =16 4.9)
N, My ;
A e el T I
N, Nx M Mx‘ Q U 1 w
F xXx F y F XX F 2 F X Z
z1 z1 z1 zl zl .
N, XX N, xy M XX M Xy Qx Uzk
_F'Zk F'Zk F'zk sz F'zk |

oll k est le nombre de nceuds dans la colonne, et F! correspond au relévement en effort
pour le chargement i.
La création de ce raccord dans le Code_Aster suit les étapes suivantes :

1. Appel des fonctions préalablement définies par le relevement, et affectation de ces
fonctions par DEFI_FONCTION (),

2. Recherche des colonnes de nceuds 3D correspondant aux nceuds plaques, en utili-
sant la librairie de manipulation de maillage interne MAIL_PY (),

3. Création sur ces nceuds des champs de forces nodales correspondant aux différents
chargements du relevement AFFE_CHAR_MECA (),
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FIGURE 4.4 — Support d’application des multiplicateurs de Lagrange P(0).

4. Création des champs aux nceuds avec CALC_VECT_ELEM(), et réassemblage
ASSE_VECTEUR () pour avoir un champ défini sur les nceuds de la colonne corres-
pondant a la numérotation totale des nceuds du maillage.

5. Utilisation d’un autre appel a AFFE_CHAR_MECA () avec le mot clé LIATSON_CHAMNO
pour définir les relations linéaires portant sur les degrés de liberté définis dans le
champ aux nceuds. Les coefficients a affecter a chaque degré de liberté sont déter-
minés par le champ de forces nodales. Il suffit ensuite d’imposer a cette relation
d’étre égale au degré de liberté plaque correspondant.

Cette procédure est un peu lourde car elle nécessite de créer autant de chargements
que de degrés de liberté plaque sur I’interface, de plus pour chaque colonne de nceuds,
on fait appel a la numérotation des nceuds du maillage pour I’assemblage de la relation
linéaire, ce qui rallonge énormément la création des conditions limites. De plus si I'in-
terface est courbe, il faut recalculer les fonctions dans la base locale pour appliquer les
bonnes relations. Cependant une fois ces relations créées, il est possible de les stocker et
de les réutiliser lors des calculs suivants, puisque seul le second membre change.

4.1.3 Raccord en déplacement

Le raccord précédent, par équivalence en travail a I’interface, comporte des risques
d’instabilités et est assez lourd a mettre en ceuvre notamment car il est nécessaire de
prendre en compte 1’orientation de I’interface. Afin de contourner ce probléme on pro-
pose ici un raccord ou des déplacements sont appliqués de maniere forte a I’ensemble de
I’interface.
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4.1.3.1 Définition

On a vu lors du chapitre 2 que la cinématique plaque est insuffisante et génere de trop
grands effets de bord artificiels, et qu’il faut y ajouter des termes correctifs de fagon a se
rapprocher de la cinématique réelle 3D. Ainsi le déplacement issu du calcul plaque est
corrigé par la somme des gauchissements relevés au chapitre 3, pondérée par les efforts
généralisés :

8
UP(s,2) =V(s)+w(s)-e,+20(s)+ Y y'F* (4.10)
h ~~ k=1

section rigide ——
gauchissements

L’espace cinématique dans lequel est recherchée la solution est alors :
8
WHQ) ={U € U(Q)),U(s,2) =V(s)+w-e.+20+ Y pf'F* sur T}
k=1

et le probleme s’écrit : trouver U3P € U?(Qy) tel que VUP* € U3 (Qy) :
[ @)U =0 @11
Qr — -

On note que ce raccord nécessite de connaitre a la fois la cinématique et les efforts
plaque pour trouver le déplacement 3D, ce qui correspond bien au caractere mixte de la
théorie des plaques.

Remarque. Contrairement aux autres approches, 1’application de condition limite en dé-
placement est une méthode plus « souple » vis-a-vis de la discrétisation du probleme de
relevement et du probleme local. En effet, une fois un déplacement de gauchissement
obtenu dans la section, il est assez facile de 1’appliquer sur un maillage différent (contrai-
rement aux forces nodales qui sont liées aux modeles utilisés). Il est donc par exemple
envisageable de réaliser le relevement sur un probleme plus raffiné dans 1’épaisseur que
dans le probleme local.

Un autre point avantageux est que cette méthode ne fait pas intervenir la normale a
I’interface. Les déplacements sont toujours décrits dans le repere global, ce qui simplifie
la mise en ceuvre et rend donc cette approche particulierement intéressante.

4.1.3.2 Mise en ceuvre

La mise en ceuvre est assez aisée. Il suffit de combiner les relevements de gauchisse-
ment associés a chaque effort plaque. Les étapes de la construction dans le Code_Aster
sont les suivantes :

1. Appel des fonctions de gauchissement préalablement définies par le relevement, et
affectation de ces fonctions par DEFI_FONCTION (),

2. Recherche des colonnes de nceuds 3D correspondant aux nceuds plaques, en utili-
sant la librairie de manipulation de maillage interne MAIL_PY (),

Stratégie non-intrusive de couplage plaque/3D pour la simulation des assemblages de plaques
composites stratifiées.



96 Mise en place d’un raccord plaque/3D

3. Création sur ces nceuds de la cinématique de section rigide de la plaque : 3 fonc-
tions constantes et 2 fonctions linéaires avec I’opérateur DEFI_FONCTION () et des
FORMULE () .

4. Assemblage des fonctions avec CALC_FONCTION () et combinaison des gauchisse-
ments en utilisant le coefficient approprié, par exemple :

fx1[1i] = CALC_FONCTION (COMB= (

% Fonction constante correspondant a la translation selon x
_F(FONCTION=VX[i],COEF=1.),

Fonction linéaire correspondant a la rotation selon y
_F(FONCTION=THETA_Y[i],COEF=1.),

Fonction correspondant au mode ’'NXX’' pondéré par NXX

_F (FONCTION=fNXX, COEF=NXX),

o\

o\

% etc.
FONCTION=fNYY, COEF=NYY
FONCTION=fNXY, COEF=NXY

4

4

_F )
_F )
_F (FONCTION=fMXX, COEF=MXX),
_F (FONCTION=fMYY, COEF=MYY),
_F (FONCTION=fMXY, COEF=MXY)
_F (FONCTION=fQX, COEF=0X),
F(

FONCTION=£QY, COEF=QY),))
5. Une fois les 3 fonctlons de déplacement assemblées pour le groupe de noeuds,

AFFE_CHAR_MECA_F () avec l’option DDL_IMPO permet d’appliquer les fonctions
sur les déplacements des nceuds.

4

Cette méthode a I’avantage d’étre plus rapide a construire que la méthode par multi-
plicateurs de Lagrange, car la plupart des objets sont prédéfinis, et I’on n’a pas besoin de
faire appel a la numérotation totale du maillage a chaque colonne de nceuds. Cependant
les fonctions finales utilisées dans le calcul dépendent explicitement de la solution plaque
a I'interface, on ne peut donc pas les stocker pour les réutiliser lors des calculs suivants.
De plus la destruction de ces fonctions créées est une étape nécessaire dans le Code_Aster
a effectuer a la fin du calcul qui peut étre assez longue.

4.1.4 Résumé de ces approches

Afin de résumer les approches proposées, on établit le tableau 4.1, ou pour simplifier
les notations, on pose UY = (V;,Vy,0,,0,,w)".

4.2 Illustration de ces approches sur un exemple simple

On considere une plaque rectangulaire en flexion de dimension L = a = 5 mm, 2k =
0.4 mm. Cette plaque est encastrée sur un bord et le déplacement transverse u,; - e, = 2h
est imposé sur le bord opposé. Une illustration du probleme est présentée figure F1G.4.5.
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Type Conditions limites a I’interface Quaptltes Notes
requises
Nécessite des CL de Di-
. P 8 .
Neumann 1= Y- Fi(z n) Frerg richlet suffisantes.
"k 3D P
.. Vk € [1,5], / (z"-n)-U"dz=U, Risque d’instabilités :
Dirichlet —h P o .
(faible) 3 Ui, Freeg) | utiliser une discrétisa-
effort additif )" Fy(t* - n) tion PO des AX.
k=6
Implémentation facile,
Dirichlet D 8 kmk P mais requiert 1’en-
(fort) UT=Vtwe+B+E ' F | Uk, Frepig semble des quantités
plaques.

TABLE 4.1 — Résumé des raccords proposés.

On considere soit un matériau isotrope, soit une plaque stratifiée composée de quatre
plis orthotropes orientés (—45/45), dont les propriétés sont identiques a celles présentées
dans le tableau 3.2.

Pour évaluer la qualité des raccords, on se limite a une unique étape de descente : apres
un calcul plaque préparatoire, les différentes conditions limites sont appliquées sur la zone
d’intérét 3D. La solution de référence correspond a un calcul purement 3D. Puisque la
zone locale est encastrée, il est possible d’utiliser les trois raccords définis précédemment.

12]1

V7777

L

FIGURE 4.5 — Géométrie simplifié pour 1’étape de descente.

Comme ici aucune non-linéarité ou détail géométrique n’est ajouté dans le modele
3D, les différences entre le modele de référence et le modele simplifié sont minimes et
essentiellement dues a la prise en compte de I’encastrement.

Le maillage de la zone d’intérét 3D utilise des €éléments hexaedres a 20 nceuds
(HEXAZ20), et possede 16 €léments dans I’€paisseur (direction ¢,) et 20 éléments dans
le plan (directions ¢, et ¢,). La solution de référence est construite avec les mémes €l¢é-
ments maillant I’ensemble de la structure.

La solution globale plaque a ét€ obtenue en considérant un maillage de 40 éléments
dans le plan, avec un modele prenant en compte le cisaillement transverse, les coefficients
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de correction du cisaillement sont choisis d’apres 1’homogénéisation de Dhatt et Batoz
[Batoz et Dhatt, 1990].

La lecture de la solution plaque et la création des conditions limites au raccord sont
réalisées par un script python interfacé avec le Code_Aster.

extraction

»
X / e

§/ L[/// V4

FIGURE 4.6 — Extraction selon 1’ axe x.

Afin de comparer les effets des différents raccords, on observe 1’évolution des
contraintes planes et hors planes le long d’une ligne de direction e, FI1G. 4.6 (pour ob-
server la pénétration des perturbations) ainsi que leur profil dans 1’épaisseur au centre du
raccord.

Les figures F1G. 4.7 correspondent a un cas isotrope. De facon générale, elles montrent
une bonne concordance entre les différentes méthodes qui donnent toutes des résultats
tres proches de la référence. Les erreurs de la reconstruction sont de 1’ordre de grandeur
prévu par la théorie, en O(Gxx%) pour la contrainte de cisaillement, et en O(GXXZ—i) pour
la contrainte transverse.

On peut remarquer que, bien que faibles, les contraintes transverses ne sont pas nulles,
notamment sur les faces supérieures et inférieures. En effet méme si les forces nodales
s’annulent sur les bords, le calcul éléments finis ne garantit pas la vérification de la condi-
tion limite par le champ de contrainte.

Dans le cas d’une plaque stratifiée avec 4 plis orthotropes, dont les caractéristiques
sont rappelé dans le tableau 3.2, on obtient les figures FIG. 4.8a, 4.8c, 4.8e (évolution des
contraintes selon e,) et les FIG. 4.8b, 4.8d, 4.8f (profil des contraintes dans 1’épaisseur).

Contrairement au cas isotrope, les résultats FIG. 4.8 sont plus partagés. Les contraintes
normales dans le plan G, sont assez bien représentées. La contrainte de cisaillement G,
et la contrainte transverse G, sont grossierement de 1’ordre de grandeur attendu, pour
les trois raccords. Cependant, des différences plus importantes sont observées sur les
contraintes Gy, et G,,, et notamment dans le cas du raccord en déplacement faible. Dans
le chapitre 5 on verra que la mise en place d’une zone tampon permet d’absorber cet effet
parasite.

Ce phénomene peut trouver son origine dans les insuffisances du modele de Reissner-
Mindlin utilisé ici pour représenter la plaque. Dans le cas des plaques stratifiées [Lebée et
Sab, 2011] montrent qu’il n’est plus possible en général de trouver un effort de cisaille-
ment qui équilibre directement la variation des moments >.La solution qu’ils proposent, un
modele de second gradient ("Bending-Gradient") dans lequel les efforts transverses sont

2. Les travaux de Whitney sur les facteurs de corrections de cisaillement utilisent une flexion cylindrique
qui simplifie les expressions.
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remplacés par les gradients des moments, n’est pas applicable dans le cadre non-intrusif
choisi. On note cependant que dans le cas ou I’on applique un raccord a déplacement
imposé (avec gauchissement), cet effet est nettement diminué, et 1’on a relativement une
bonne allure des contraintes a 1’interface.

Dans la suite, on utilisera le raccord par gauchissement pour les trois raisons sui-
vantes :

1. de bons résultats sur des plaques homogenes ou stratifiées, tout en restant dans un
cadre théorique classique,

2. pas de mouvement de corps rigide a bloquer, ou de base locale a gérer,

3. simple a mettre en ceuvre.

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, on a exposé trois approches pour le raccord entre le modele plaque
et le domaine 3D. Ces approches sont toutes applicables dans un cadre non-intrusif. Elles
utilisent des conditions limites déja présentes dans les codes éléments finis, et sont toutes
basées sur les relevements numériques définis dans le chapitre précédent.

On a pu constater que si ces trois approches étaient équivalentes pour un cas isotrope,
ce n’est pas le cas pour une plaque stratifiée. Bien que globalement restant dans un ordre
de grandeur acceptable, les erreurs a I’interface dues aux effets de bord artificiels sont
inévitables sans une théorie plus évoluée que la théorie de Reissner-Mindlin utilisée ici.
On verra que ces perturbations tres localisées pourront étre atténuées dans la stratégie de
couplage non-intrusif a I’aide d’une "zone tampon".

Aussi dans la suite, méme si tout ces raccords pourraient étre utilisés dans le cadre
itératif global-local on choisit le raccord en déplacement imposé (Dirichlet fort), car il
évite les problemes d’instabilités de multiplicateurs de Lagrange, semble donner des ré-
sultats de qualité, et de plus il est assez facile a mettre en ceuvre, une fois les fonctions de
gauchissement calculées.

Stratégie non-intrusive de couplage plaque/3D pour la simulation des assemblages de plaques
composites stratifiées.



100

Mise en place d’un raccord plaque/3D
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FIGURE 4.7 — Evolution des contraintes pour une plaque isotrope.
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FIGURE 4.8 — Evolution des contraintes pour une plaque stratifiée.
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Chapitre 5

Mise en oeuvre de la stratégie itérative
Globale/Locale non-intrusive

Des réinterprétations de la stratégie de couplage
non-intrusive sont proposées, ainsi que des variantes et
améliorations. La méthode est ensuite appliquée au couplage
plaque/3D de maniére a converger vers un modele hybride.
Une premiere illustration est présentée.
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Le but de la méthode développée ici est, d’un point de vue plus industriel, de com-
pléter une approche de submodelling classique, par une correction provenant d’un retour
d’information a 1’échelle du modele global. Ainsi par des itérations, on converge vers
un modele « hybride » sur les domaines plaque ¢ et 3D ;. On utilise ici les mémes
notations et formulations que définies dans la section 1.2.3.4.

Dans un premier temps, on propose des réinterprétations de la méthode en terme sol-
veur itératif appliqué a un probleme dont I’inconnue est une discontinuité d’effort, et
en terme de méthode de décomposition de domaine de Schwarz optimisée. Ces nouveaux
formalismes permettent d’accélérer la méthode par I’ utilisation d’un solveur Krylov, et de
justifier ’'emploi d’un léger recouvrement appelé « zone tampon ». Dans une deuxieéme
partie, on s’intéresse plus spécifiquement aux propriétés des opérateurs de couplage pla-
que/3D et a I'intérét d’utiliser la « zone tampon ». La derniére partie présente un exemple
simple d’application.

5.1 Mise en place de la stratégie

5.1.1 Reformulation de la méthode

Afin de mettre en place la stratégie que 1’on va utiliser par la suite, on reformule ici
la stratégie non-intrusive dans un formalisme un peu différent de celui proposé par L.
Gendre.

On rappelle que le domaine € est partitionné en une zone d’intérét {; et une zone
complémentaire Q¢ séparées par ’interface I'. Sur la zone d’intérét coexistent une repré-
sentation fine o et une représentation grossiere . la zone complémentaire n’a qu’une
représentation grossiere et la représentation fine est nécessairement sur la zone d’intérét.

Dans un premier temps, on étudie ce couplage d’un point de vue continu de maniere
a donner une interprétation importante de la méthode. Afin de conserver des notations
les plus 1égeres possibles, on écrit le probleme mécanique sous une forme variationnelle
classique en déplacement. Soit U() I’espace des déplacements cinématiquement admis-
sibles sur Q, onau € U(Q) < {uj, € U(Qs),ujq, € U(Qc),u continu 2 travers I'}. On
note ’espace vectoriel associé U°(Q). On introduit la forme bilinéaire a™” et forme li-
néaire /¥ dont on peut exhiber les contributions de la zone d’intérét (fine) et de la zone

complémentaire. On cherche donc :

ue UQ), e u(Q)

ad" (u,v) :=al (u,v) +a€(u,v) =1(v) == 1F (V) +1°(v) e-D
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. . . . " A G,
On introduit la représentation grossiere de la zone d’intérét (exposant e ) :

aF(u,v) +aC(u,v) + (aG’I(u,v) —aG’I(u,v)> = lF(v) +lC(v) + <lG’I(v) —lG’I(v)>
aC(u,v) +a% (u,v) = <lG’I(v) +lc(v)> + (17 (v) —a" (u,v)) - (lG’I(v) —aG’I(u,v)>

a®(u,v) =1°(v) + (lF(v) —aF(u,v)) — (lG’I(v) —aG’I(u,v)>
(5.2)
ol I’exposant ¥ (grossier, global), correspond 2 I’addition du modgle grossier de la zone
d’intérét et du modele de la zone complémentaire. Afin d’autoriser une modélisation gros-
siere de la zone d’intérét (par exemple appuyée sur une géométrie simplifiée de la zone
d’intérét), on introduit un espace cinématique grossier global Ug(Q).
On en déduit le schéma itératif, de type Gauss-Seidel (ou point-fixe), suivant :

ul € Us(Q), Wl € U2(Q)
a®(u v9) = 1909) + (17 (9) = a (uf_,,v9) ) = (197(9) =% (w9
ul € u(Q), M e u(m)*, W e 1), vul € u(r)*

F

)+ (A ")
=0

af (uff vF)

S Q

F
JTaNTA
(5.3)
La notation (abusive) U(I") représente 1’espace des traces de déplacement sur I’interface
(commun aux modélisations grossicre ou fine des zones d’intérét et complémentaire).

U(T)* est donc ’espace dual et {u,u) le crochet de dualité. Le multiplicateur AZ qui
. e . hyb /G F
contraint la continuité du déplacement u,;, = (un| Q¢ Un )
de la zone d’intérét au déplacement imposé u¥ sur Iinterface.
Par ailleurs, I’équilibre dans la zone d’intérét implique que 1’on peut définir un champ

d’effort d’interface satisfaisant la relation suivante :

s’interprete comme la réaction

GI * G G
{x e U, W e u’(Qy) 5

<}\’G1 G> lGI( G)—FaG’I(ug,VG)
On en déduit que I’étape globale de la méthode de Gauss-Seidel peut se réécrire :
a% (g ,v7) = 19(09) = (= A70,v9) (5.5)

Autrement dit, le calcul global construit un champ de contrainte discontinu a I’interface
dont le saut vaut :

Sup1 i= A — 201 (5.6)

En introduisant la valeur de la contrainte sur le c6té complémentaire :

(MG VO) o= =€) +aC (uf V) = — (AT +8,,19) (5.7)
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On peut se servir de ce champ pour réinterpréter les itérations :
a®(u,1,v%) = 19(v9) = (g +A,v0) + (80,0°) (5.8)

La méthode peut donc s’expliquer comme la recherche itérative de la discontinuité 9,
de contrainte a I’interface dans le modele grossier, de maniere a annuler le déséquilibre
AL 4+ AC entre le modele fin et le modele complémentaire, et cela en n’utilisant que des
calculs locaux fins et globaux grossiers.

Afin de simplifier ’analyse, on se place maintenant dans le cadre discret (éléments
finis, avec les notations classiques pour les matrices de raideurs, vecteurs d’effort et de
déplacement). On autorise deux maillages différents dans la zone d’intérét mais on sup-
pose qu’a I’interface la cinématique grossiere est incluse dans la cinématique fine, on note
J I'opérateur d’interpolation fin vers grossier.

On reprend le schéma itératif non-intrusif avec 4, 1’inconnue :

Initialisation : dy =0,

Résolution globale : on résout le probleme grossier sur I’ensemble de la structure en
autorisant un chargement en effort additionnel sur I’interface 6, :

Kce Kcr uc, Fc
Kre (K&G+KE) KE | |uf | = | FE+FE+ 6, (5.9)
Kit KG/) \uff Fy

n

Remarque. Les réactions de la zone d’intérét (Ff,FIQI ) peuvent étre considérées
comme « parametres » car elles n’influent pas sur le résultat mais seulement sur la
convergence, voir équation (5.16).

Post-traitement de la réaction A\ : ce calcul peut se faire par intégration de la
contrainte sur I" a partir des éléments de la zone complémentaire ou de la zone
d’intérét. Une autre technique de calcul, un peu plus lourde, utilisée dans [Gendre,
2009], fait appel a une représentation explicite de la zone d’intérét grossiere ou de
la zone complémentaire :

XS = Kfruf +Kreue, — FE€ = K uf +Kfuf —FF' -4, (5.10)

Calcul local du déplacement et de la réaction : on résout le probleme fin sur la zone
d’intérét a déplacement u%n imposé, on en déduit la réaction AL :
an = Jugn
~1
u =K}, (F] —K]puf ) (5.11)
L F F F F _pF

Ay = Krrur, +Kryu;, —Fr

Evaluation du résidu : r, = J'Af 4 \C

Mise a jour de I’effort d’interface : d,,.1 =9, —r,
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Etant donné que les champs de déplacements sont obtenus par résolution d’équation
d’équilibre, la seule équation qui ne soit pas vérifiée au cours des itérations est I’équilibre
des efforts d’interface. Il est alors intéressant, d’un point de vue formel pour 1’analyse de
la méthode, de condenser les équations aux interfaces et d’introduire le complément de
Schur des sous-domaines, et les seconds membres condensés associés :

—1
S¢ = K& — KreKKcr
c C —1
b~ = Fr — KrcK~Fc
On notera S = S¢ 4+ S/ le complément de Schur global grossier et $? =S¢ + J7SFJ

le complément de Schur global hybride (de méme pour les seconds membres condensés).
L’algorithme non-intrusif devient alors dg = 0 et pour n > 0 :

ur, = (S9) 7' (b° +6,-1)

AL =S%r —b°

(5.12)

AP = St Jur — b (5.13)
r, = A5 +JAE
Oy = Op—1 —Tn
La matrice d’itération qui pilote la convergence de 1’algorithme prend alors la forme :
Sl = (I _ shybsG’l) 8, — SPSCTIpG | ot (5.14)
On en déduit aussi I’expression du systéme dont § est solution :
MG § = b _ givbgGT pG (5.15)
Ce qui permet de donner 1’évolution de I’erreur e, = §, — & au cours des itérations :
et = (1 _ shybsG‘1> e, — (SG’ —JTSFJ> sG e, (5.16)

La convergence est assurée si le rayon spectral de la matrice d’itération est plus petit
que 1. Les compléments de Schur étant des matrices symétriques définies positives, on
en déduit la convergence de la méthode sous réserve que la représentation grossicre de la
zone d’intérét soit plus raide que la représentation fine s > JTSF.

Dans le cas ou cette inégalité ne serait pas vérifiée, il est possible d’utiliser une re-
laxation : on modifie I’étape de mise a jour par un coefficient ®

Oy =98,_1 —or, (5.17)

. N . -1 A o
ce qui conduit a la matrice <I — 0S™PSC > dont on peut étre sir que le rayon spectral
est inférieur a 1 pour ® choisi suffisamment petit.
Il est a noter que I’algorithme précédent et I’analyse qui en a été faite, en prenant
quelques précautions !, restent valables pour des calculs non-linéaires. Cependant dans le

cas linéaire, une optimisation est possible en remplacant le solveur de Gauss-Seidel (point
fixe) par un solveur type gradient conjugué.

1. On suppose notamment que les matrices restent toujours définies positives.
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5.1.2 Accélération par solveur de Krylov

Dans sa these L.Gendre a proposé une interprétation de la méthode (appliquée a un
probléme non-linéaire) en terme de Newton modifié, et il en a accéléré la convergence
via une technique de quasi-Newton SR1 (correction de rang 1 de la matrice globale), la
formule de Sherman-Morrison permettant de garantir I’aspect non-intrusif.

On propose ici d’utiliser la reformulation précédente dans le cas linéaire pour montrer
qu’il est possible d’utiliser un solveur du type gradient conjugué pour trouver 1’effort
correctif 4.

On a vu que d est solution du probléme suivant :

§hbgG ! § — phb _ ghybgG G (5.18)

ce systeme peut d’ailleurs €tre obtenu a partir du probleme hybride en initialisant par un
. -1 ~1
calcul grossier ug = S®~ bC et en cherchant le reste sous la forme S¢ ' § :
Shybu — bhyb

u=S8%"(5+b% (5.19)
ShbeG—15 — b _ ShbeG—le

autrement dit, le systéme en d correspond a la résolution du probleme hybride avec un
préconditionneur a droite SC™" et une initialisation choisie de maniére a rendre le calcul
non-intrusif.

En effet, la propriété fondamentale que 1’on va exploiter ici est que mé€me si 1’opé-
rateur S™? n’est jamais créé, les membres de droite sont tels que le calcul du produit
SbgG ! egt toujours réalisable de maniere non-intrusive. A titre illustratif, on détaille le
calcul du second membre :

soit ur = SGpC
b — §PSGT G = §T (b — §F Jur) + (bC - SCur) (5.20)
== (A" +2) = —x

La premiere ligne correspond a un calcul global dont on extrait le déplacement a I’inter-
face. La seconde ligne correspond au post-traitement de la réaction dans la zone grossiere
et au calcul de la réaction fine dans la zone d’intérét. La dernicre ligne correspond au
calcul du déséquilibre résultat a 1’interface. In fine le second membre du systeme est
exactement le premier résidu de la technique de calcul usuelle.
Une propriété fondamentale de I’opérateur préconditionné est qu’il est auto-adjoint
. N —1
pour le produit scalaire induit par S¢ :
-1 ~1 ~1
<ShbeG bl,b2> o1 = (S72S5 ;) 7SC
~1 -1
=bISC (SMPSY hy) (5.21)

- <b1,ShbeG_1b2>

sG!
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Il est donc possible de mettre en place un algorithme de gradient conjugué précondi-
tionné [Saad, 2003].

Le fait que le préconditionnement a lieu a droite est non-standard, 1’algorithme ci-
dessous donne les adaptations requises. Il est en particulier nécessaire de stocker un vec-
teur de plus, correspondant a une direction de recherche non-preconditionnée p.

Initialisation avec un calcul global : up = s¢~! (b%)

)\8 = b® — SCuy, par post-traitement

Résolution locale, a déplacement imposé : Ak = SEJug — b-
Evaluation du résidu : ro = —(JT AL + XC)

Calcul de correction du déplacement a I'interface : zg = so! (b% +10)
Initialisation du gradient conjugué qq = zo, py = I'o

Pour j € [1,--- ,m] faire

ijl — Shybqj_l

o =1 z;1/W}_ q;_; Optimisation du pas

rj=r; 1 —0;w;_| Mise a jour du résidu

8j =98;-1+0a,p;_; Mise a jour du chargement

zj= s¢~! (b® +r;) Préconditionnement
Bj=(rjw;)/(xj—1,wj-1)

p,=r;+ Bp j—1 Orthogonalisation de la ddr non-préconditionnée
q;,=z;+ Biq j—1 Orthogonalisation de la ddr classique

Fin Pour

Dans cet algorithme, la boucle interne au gradient conjugué ne nécessite qu’un ap-
pel au solveur local et un appel au solveur global (comme dans la méthode de point
fixe). En effet lors du calcul de w;_, S6Cq j—1 est dé€ja calcul€ lors du post-traitement de

-1 S 2 Lo
zj= S j»onn’adonc que Stq j—1 a évaluer. Les opérations restantes ne sont que des
produits scalaires sur les quantités d’interface.

Remarque. Dans cet algorithme le résidu n’est pas évalué directement, mais par correction
successive :
rj=r;_1—0;W;_| (5.22)

Il est possible que, numériquement, une perte de précision sur le résidu se produise. Dans
ce cas, I’algorithme doit étre redémarré depuis la derniere solution en cours.

Par rapport a 1’algorithme de point-fixe, on note les propriétés suivantes :

— absence de restriction sur la convergence, le modele hybride peut étre plus rigide
que le modele global,

— convergence optimale,

— léger accroissement des besoins de stockage en mémoire,
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— non-applicabilité au cas non-linéaire, sauf adaptations a la convergence non-
garantie [Fletcher et Reeves, 1964, Daniel, 1967] ; dans ce cas les algorithmes SR1
et BFGS sont plus sirs.

5.1.3 Une méthode de Schwarz optimisée

Dans cette sous-section, on montre comment la méthode de couplage non-intrusive
rentre dans le cadre des méthodes de décomposition de domaine de Schwarz sans recou-
vrement (optimisées). Cette interprétation permet de réutiliser les nombreuses propriétés
de ces méthodes [Widlund et Toselli, 2005], comme I’accélération Krylov développée
indépendamment et exposée dans la sous-section précédente, elle permet aussi d’asseoir
théoriquement les techniques avec recouvrement (zone tampon) qui seront utilisées par la
suite.

Avec les notations précédentes, le probleme hybride condensé peut s’écrire sous forme
sous-structurée (pour simplifier on a supposé les discrétisations conformes a I’interface) :

SCuf =bC + A€
S"uf =b" + A"

(5.23)
ulg —uf =0
AXE+AF =0

Une méthode de Schwarz optimisée appliquée a ce systéme consisterait a réécrire les
conditions d’interface en faisant intervenir des matrices de rigidité AC et AF parametres
de la méthode :

C Fy _AF (G _ o Fy\ _
{(A AN —AFé—uf) =0 (5.2

ACH A+ ACE —uf) =0
Pour que ces conditions soient équivalentes aux originales il suffit que (A€ + AF) soit
inversible. En pratique les matrices sont choisies symétriques définies positives, ce qui
permet de vérifier automatiquement cette condition.
En injectant (5.24) dans (5.23) on obtient (en omettant I’indice I" du déplacement pour
simplifier I’écriture) :
(S* + A" =bF — X+ AFu©

5.25
(SC+Au% =bC - A" + A" 52

La méthode de Schwarz classique consiste a résoudre ce probléme par un point fixe,
pour (i >0) :
(S + A )uf =b" = AL, + A ul,
AE =8¢ —b°
(8" + A uf =b" — AT+ ATuf

Al =S"uf —b"

(5.26)
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On voit que les itérations de la méthode non-intrusive correspondent au choix : AF = oo,
AC =80T et — AL + ACul = bl

On retrouve aussi le résultat classique du choix optimal A¢ = SF et A" = 8¢, On
voit que I’approche non-intrusive propose une construction pratique de A® en utilisant
une représentation grossiere de la zone d’intérét. Le choix AF = co est quant-a lui un
peu simpliste, les techniques mixtes proposées dans [Gendre, 2009] correspondent a des
améliorations de ce raccord.

En établissant ainsi un lien entre algorithme non-intrusif itératif et méthode de
Schwarz optimisée, on hérite des propriétés de convergence bien établies des méthodes de
Schwarz [Widlund et Toselli, 2005], y compris en non-linéaire [Badea, 1991]. On béné-
ficie ainsi d’un cadre clair pour justifier I’approche avec « zone tampon » qui sera décrite
dans la section 5.2.2.

5.2 Application au raccord plaque/3D

La particularité du raccord proposé ici est d’étendre la stratégie exposée dans les sec-
tions précédentes au cas de couplage plaque/3D en utilisant les raccords vus dans le cha-
pitre 4.

Dans un premier temps, on écrit dans le formalisme de la section précédente les rac-
cords du chapitre 4. On montre ensuite qu’il est particulierement intéressant pour nos
applications d’utiliser une technique « a deux interfaces » qui correspond a une méthode
de Schwarz optimisée avec recouvrement.

En réutilisant les notations précédentes, on considere que la solution dans le domaine
Q¢ est suffisamment réguliere pour que 1’on puisse I’approcher par un modele plaque
dont le domaine est noté ®¢ avec Q¢ = W¢ X [—h, h).

On définit aussi I'; = y; x [—h,h] les interfaces entre les deux sous-domaines. On
conserve la notation u pour les vecteurs éléments finis de déplacement et A pour les
réactions nodales, sur la modélisation fine (exposant F') cela correspondra a des degrés
de liberté 3D, pour la modélisation grossiére (exposant ¢¥/ et o) 2 des degrés de liberté
plaque. Sur I'interface vy, on distinguera les efforts plaque associés a une coupe normale
a I’interface X (5 composantes) et I’ensemble des efforts généralisés X (8 composantes),
on notera A les 3 composantes telles que A = [X, A] .

5.2.1 Adaptation des étapes du couplage

On reprend ici brievement les étapes de la méthode de couplage, pour les différents
raccords proposés au chapitre 4, dans le formalisme qui vient d’étre introduit.

Afin de simplifier les notations et ne pas avoir a introduire de changement de base, on
suppose ’interface droite, de normale x. De méme pour fixer les idées, on suppose que
chaque nceud plaque de I'interface est en vis-a-vis d’une colonne de nceuds 3D (maillage
conforme). On utilise les opérateurs de transfert suivants :
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FIGURE 5.1 — Définition du modele de référence et du modele hybride.

— R : matrice de taille (ddl d’interface 3D = 3 x nceuds de I')x (ddl d’interface plaque
= 5 X nceuds de ¥) qui associe un mouvement de section rigide d’une colonne
de nceuds 3D a chaque degré de liberté plaque. R” permet de calculer les efforts
plaques sur une coupe de normale x.

— R : extension de la matrice précédente, de taille (ddl d’interface 3D = 3 X nceuds de
M)x(efforts généralisés sur I’interface = 8 x noeuds de y) telle que R” permette de
calculer I’ensemble des efforts généralisés associés a une distribution d’effort 3D.

— 7 : matrice de taille (ddl d’interface 3D = 3 x nceuds de I')x (ddl d’interface plaque
=5 X noeuds de Y) qui décrit les relevements en contrainte définis au chapitre 3 pour
une coupe de normale x.

— 7 : extension de la précédente, de taille (ddl d’interface 3D = 3 x nceuds de I')x
(ddl d’interface plaque = 8 x nceuds de 7y) qui décrit I’ensemble des relevements en
contrainte définis au chapitre 3. On note 7 les composantes de ¥ qui ne sont pas
dans 7.

— p : matrice de taille (ddl d’interface 3D = 3 X nceuds de I')x (ddl d’interface plaque
= 8 x neeuds de 7y) qui décrit I’ensemble des relevements en gauchissement définis
au chapitre 3.

On rappelle que les relevements ont été construits de maniére a vérifier les propriétés
suivantes :
R

=1
5.27
T (5.27)

5.2.1.1 Etape de correction

Cette étape est commune a tous les raccords, elle consiste simplement a la suite d’un
calcul fin, a calculer les efforts généralisés afin de pouvoir évaluer le déséquilibre entre
les modeles. Soit AlE la réaction 3D du modele fin, les efforts généralisés associés )\5 se
calculent simplement comme :

Ay =RTAL (5.28)
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5.2.1.2 Raccord en effort

Ce raccord consiste simplement a imposer le relevement des efforts plaques sur le
domaine 3D. Il revient a résoudre a 1’étape locale :

Sfuf =bf +#X¢ (5.29)

5.2.1.3 Raccord en déplacement faible

Ce raccord s’écrit naturellement avec des multiplicateurs de Lagrange a I’interface,
dont on a vu qu’ils étaient égaux aux efforts généralisés de réaction du modele fin :

Sf 7\ (uf bf ++AC
o) () (e

On peut condenser cette expression :

AF = <TTSF"T)1 (w0 =778 (b7 +£4C)) (5.31)

ou I’on voit que le complément de Schur « plaque » associ€¢ au modele fin fait intervenir
certaines moyennes de la souplesse 3D. Comme A dépend lui méme de u®, ce terme

, C T ‘. 1, N
d’effort ajouté induit une 1égere dissymétrie. Le terme (77S” ™ +) correspond a des cou-
plages entre efforts de Saint-Venant différents, il devient négligeable pour des zones 3D
suffisamment grandes.

5.2.1.4 Raccord en déplacement fort

Concernant le raccord par déplacement imposé sur toute la section, c’est a dire avec
ajout des termes de gauchissement, le déplacement local a I’interface peut se réécrire :
uf = Ru® + p )¢
A = §Fuf — b (5.32)
F T\F
A'Y - R Al"
Comme précédemment, on peut condenser 1’expression :
F T (QFwF _ WF
Ay =R’ (S"ur —b") (5.33)
=R7S"Ru® + RTS* uX¢ —RTp”

Ou I’ on voit que dans ce cas le complément de Schur « plaque » du modele 3D correspond
a une moyenne de la rigidité 3D. De méme que précédemment, la dépendance de A€ a
u® induit une dissymétrie, et le terme (R”S* 1), qui correspond a la génération d’efforts
plaque par des gauchissements, est négligeable pour un domaine 3D pris suffisamment
grand.

Remarque. Etant donnée la faiblesse relative des termes dissymétriques, le gradient conju-
gué continue a €tre utilisable pour un objectif de précision raisonnable.
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5.2.2 Introduction d’une « zone tampon »

Dans le chapitre 4, on a vu que les différents raccords pouvaient, dans le cas de plaques
stratifiées, provoquer de faibles effets de bord a I'interface, inévitables pour les modeles
plaques utilisés. Or, dans la stratégie non-intrusive utilisée, il est important que les forces
relevées a I'interface représentent correctement la solution, afin de ne pas introduire d’ef-
fets parasites dans 1’évaluation du résidu a I’interface.

La solution que nous proposons, illustrée sur la figure 5.2, est de séparer I'interface
de «descente » I'c, bord de la zone 3D ou les conditions limites sont relevées, de celle
de «remontée » I'; a 'intérieur de la zone 3D, 1a ou le déséquilibre d’efforts est évalué.
Cette technique peut s’interpréter comme I’introduction d’une interpénétration entre la
zone d’intérét 3D et la zone purement plaque. L’analyse de la section 5.1.3 nous conduit
a voir cette approche comme une méthode de Schwarz optimisée avec recouvrement, ce
qui assure les bonnes propriétés mathématiques de la méthode.

Sur I'interface I'y, il y a la présence d’un saut de déplacement en plus d’un saut d’ef-
fort, puisque la continuité des déplacements n’est imposée que sur I'c. Ce qui fait que I’on
peut considérer I’ajout d’une bande sur le modele local comme une fagon d’approximer
une condition limite mixte sur I';.

La solution 3D comprise dans la zone tampon Qp est définie mais son interprétation
n’est pas évidente. Elle peut étre vue comme une solution de transition entre la solution
3D et la solution relevée a I’interface.

En pratique, le seul point 2 modifier est le calcul de la quantité Af" qui représente les
forces nodales locales sur I’interface ['¢. Le post-traitement utilise une technique similaire
a celle permettant d’extraire A€, a savoir la projection des contraintes de Q; en tant que
forces nodales sur I7;.

FIGURE 5.2 — Schéma du couplage avec recouvrement.

On résume ici ’intérét de 1’introduction de la zone tampon Qjp :
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— Elle permet d’absorber les petits effets parasites artificiels, et permet une bonne éva-
luation des quantités généralisées sur I'¢. En pratique les effets de bord décroissent
rapidement et 1 ou 2 bandes d’éléments suffisent.

— Elle permet d’utiliser des raccords en efforts (sous réserve de probleme 3D bien
posé).

— Elle permet de traiter certaines incompatibilités de maillages : on a vu, dans 1’ana-
lyse de la section 5.1.1, que sur y; la solution plaque est discontinue en effort. Il est
donc nécessaire que y; coincide avec des bords d’éléments plaque. I'¢ peut quant-a
elle étre définie librement comme le bord de la zone 3D. Les premieres expériences
autour de cette idée sont présentées a la section 6.3.3.

Par exemple sur le probleme de la plaque stratifiée en flexion, lors de la premiere
descente, les efforts généralisés locaux sont calculés par intégration dans I’épaisseur. On
retrouve alors les mémes effets que ceux précédent vu, par exemple FIG. 4.8d au chapitre
4. Les efforts ainsi obtenus dans le modele local a I’interface y¢ sont plus proche des
efforts plaques obtenus le long du bord du domaine local y;. La zone tampon, sous réserve
qu’elle possede un comportement linéaire, permet d’absorber les perturbations liées aux
lacunes du raccord pour des plaques stratifiées, de relever des efforts plus cohérents et
ainsi d’avoir moins de correction a faire.

5.2.3 Mise en ceuvre de la méthode

Pour sa stabilité et sa facilité de mise en ceuvre, la technique du raccord en dépla-
cement complet (Dirichlet fort) a été retenue. De méme, pour ses effets bénéfiques sur
I’évaluation des contraintes, un léger recouvrement est systématiquement employé.

La mise en ceuvre repose sur un script Python externe pilotant I’ensemble de la stra-
tégie :

génération des fichiers de commandes,
appel a I’exécution des solveurs successivement,
— lecture des résultats,
— évaluation et calcul des quantités d’interfaces nécessaires a fournir aux solveurs.
Le résidu entre les deux modeles est évalué en termes d’efforts généralisés définis aux
nceuds, car c’est sur ces quantités que 1’on applique la correction dans le modele global.
Ainsi pour calculer r = —(AF + XC), les forces A€ sont déja des efforts plaques, mais il
est nécessaire d’intégrer les forces nodales du domaine 3D en forces nodales généralisées
plaque. Les détails nécessaires a ce calcul sont donnés en annexe B.
Le choix portant sur les forces nodales possede plusieurs avantages :
— le champ est localisé aux nceuds, on a ainsi des quantités exactes et faciles a mani-
puler dans le cas de maillages conformes,
— il n’y a pas de repere local lié a I’orientation de la section, ainsi les coins sur I’in-
terface ne posent pas de difficulté particuliere,
— TI’ajout de forces nodales en tant que chargement correctif est une fonctionnalité
courante dans les codes de calculs.
Ainsi la mise en ceuvre de la méthode ne pose pas de réelles difficultés, 1I’ajout de la
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i ky /WC
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(a) Extraction selon les lignes y; (y = 5) pour le bords et ¢ (y = 4) pour la correc-
tion.

_— Plaque
100 - e 100 |- —&— Dirichlet faible |
—— Dirichlet fort
= 50p o=
- =
74 or {1 2 9r )
= =
Q) _50 | B Q)
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(b) Cisaillement a I’interface de correction Y¢  (c¢) Cisaillement a I’interface de bord 7y;

FIGURE 5.3 — Comparaison des efforts généralisés le long des interfaces y; et yc lors de
la premicre descente.

prise en compte de deux interfaces et I’accélération Krylov, restent dans le cadre non-
intrusif fixé et nous permet de conserver une grande flexibilité sur les types de solveurs
que I’on peut utiliser.

5.3 Exemple sur un cas de plaque trouée stratifiée

Afin de tester les différents algorithmes, on choisit de modéliser une plaque stratifiée
trouée en flexion, telle que représenté sur le schéma FIG. 5.4. On utilise le méme empi-
lement de plis orthotropes que celui défini dans 3.2, et les dimensions de la plaque sont
L =a=60mm, 2 =2 mm. Le rayon du trou est de r =2 mm. La plaque est encastrée sur
son bord gauche et un déplacement transverse u; = 0.45 mm est imposé sur le bord droit.

Le modele local sur la zone d’intérét Q; (carré de c6té 20 mm) est une représentation
3D du trou, le modele global est une plaque qui suivant le cas considéré possede ou non
une représentation du trou. En effet puisque le modele local est substitué dans le modele
plaque, la définition du modele plaque dans la zone d’intérét influe uniquement sur la
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vitesse de convergence. La largeur de la zone tampon Qp est de 2 mm

f’jjwi Y1 Ve WC+ / _ we
) L

>

FIGURE 5.4 — Représentation de la séparation des modeles dans la plaque trouée.

5.3.1 Convergence vers le modele hybride

Dans un premier temps on étudie la convergence en fonction de la présence ou non du
trou dans la définition du modele plaque dans ®;. On propose d’utiliser un critere sur les
efforts généralisés a I’interface défini de la facon suivante :

2

i

:fy,\(ﬁf’DJrﬁf)-ﬁlzds Jy |LP +ME)-nPds [, 1(Q}° +OF) -n|ds

maxy, \]lg -n|? maxy, |1\:4§ -n|? maxy, ]Qg -n|?

On peut voir sur la figure FIG. 5.5 que la présence ou non du trou influe assez peu
sur la vitesse de convergence et a surtout un impact sur le résidu initial : quand le trou est
présent dans le modele plaque, ce dernier représente mieux la zone d’intérét et donc le
déséquilibre initial est moins important.

Comme attendu, 1’algorithme de gradient conjugué est plus efficace que 1’algorithme
de point fixe : a modele fixé, on divise par deux le nombre d’itérations pour atteindre un
certain niveau de résidu. Seulement deux itérations de gradient conjugué avec un modele
plaque plein, sont nécessaires pour obtenir la méme qualité qu’une approche de type "sub-
modelling" (itération 0) avec un modele de plaque trouée, qui est plus complexe a générer
qu’une plaque pleine maillée régulicrement.

5.3.2 Validation du modele hybride

La convergence de I’algorithme ne suffit pas, il faut également s’assurer que le mo-
dele hybride vers lequel on converge est « proche » d’un probleme de référence 3D sur
tout le domaine €. Pour cela on regarde la solution obtenue apres quelques itérations de
I’algorithme de gradient conjugué et en utilisant le modele plaque plein.

Les quantités d’intérét choisies ici sont les contraintes au bord de trou. On représente
leur évolution le long d’une ligne a 45° décrite sur le schéma FIG. 5.6.

Les FIG. 5.7 donnent la comparaison entre les valeurs de contraintes obtenues entre
le modele de référence, la premiere descente (qui correspond a du « submodelling »), et
les contraintes apres quelques itérations.

Il apparait que la solution a I’itération O est évidemment assez €loignée de la référence,
alors qu’apres quelques itérations, le modele hybride est devenu tres proche de celle-ci.
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FIGURE 5.5 — Evolution du résidu relatif au cours des itérations sur I’exemple de la
plaque trouée.

Dans le cas ou I’on utilise un modele global troué, les figures FIG. 5.8 montrent 1’évo-
lution du moment et de I’effort de cisaillement sur la ligne a 45°, pour les modeles de
référence et hybride a 0 et 5 itérations. On remarque que le modele plaque trouée n’est
équivalent au modele de référence que suffisamment loin du trou, alors que le modele
hybride est bien plus fidele.

Ces résultats montrent que la méthode converge bien vers un modele « hybride ».
Celui-ci differe de la référence 3D a cause de la modélisation plaque employée dans Q¢
mais, apres quelques itérations, les quantités d’intérét sont assez fidelement reproduites.

Le calcul d’erreur sur ce genre de simulation souleve de nombreuses difficultés. No-
tamment parce qu’on doit distinguer I’écart de la solution obtenue a une itération donnée
par rapport au modele hybride (obtenu a la limite de ces itérations), de I’écart de la solu-
tion hybride par rapport au modele de référence. La premiere erreur est liée au résidu de la
méthode, défini comme le déséquilibre entre la zone complémentaire et la zone d’intérét
3D. La deuxiéme erreur, liée a un écart de modélisation entre la solution de référence et
la solution hybride, est difficile a quantifier. Elle mesure le fait que la modélisation plaque
n’est pas adaptée au probleme considéré. Dans le cas de notre couplage plaque/3D, celle-
ci peut &tre par exemple estimée par la non-vérification de I’état de contrainte plane dans
le domaine 3D.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a pu voir la mise en place de la stratégie itérative pour le couplage
plaque/3D, et sa convergence vers un modele hybride.

En alternative a 1’algorithme de point fixe, un algorithme de gradient conjugué pré-
conditionné a été développé pour résoudre le probleme hybride. 11 permet d’augmenter
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FIGURE 5.6 — Extraction au bord du trou.

y

de facon importante la vitesse de convergence sans effectuer d’appel supplémentaire au
solveur, et de supprimer la contrainte d’avoir un modele grossier plus rigide que le modele
fin. Cependant cette méthode est limitée a un comportement linéaire.

Il a été montré sur un exemple de plaque trouée que la méthode converge bien vers un
modele hybride proche de la référence 3D, méme si le modele plaque grossier (y compris
la géométrie) est assez éloigné du modele fin dans la zone d’intérét.
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FIGURE 5.7 — Contraintes le long d’une ligne a 45 degrés.
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FIGURE 5.8 — Evolution des efforts généralisés le long d’une ligne a 45°
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Chapitre 6

Application et développement de la
méthode

Dans ce chapitre, des premieres applications de la stratégie
sur des cas d’assemblage sont étudiées. Afin de traiter
efficacement les cas de contact, un couplage
Code_Aster/COFAST est mis en ceuvre. Dans un second
temps, les limites actuelles du raccord sont présentées ainsi
que des pistes d’amélioration.
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La simulation d’assemblages boulonnés de plaques composites est un probleme im-
portant de I’industrie aéronautique. Ces calculs visent a estimer I’état d’endommagement
autour des liaisons et évaluer les phénomenes globaux de transfert de charge. Outre 1’en-
dommagement, une difficulté majeure de ces calculs est la prise en compte des contacts
entre les différents composants. Actuellement des modeles réduits (plaque, poutre,..) et
connecteurs sont utilisés pour dimensionner les liaisons et une approche descendante est
utilisée pour observer de « petits » modeles 3D.

Les connecteurs poutre, qui représentent une modélisation réduite de la liaison, sont
des sources d’imprécisions importantes. Leur comportement est complexe a identifier
puisqu’il synthétise du contact et du frottement, et il doit étre paramétré par I’effort de
serrage.

La prise en compte d’un modele 3D pouvant « virtuellement » se substituer a ces
connecteurs simplifiés est une idée intéressante que 1’on se propose de traiter ici dans le
cadre du couplage non-intrusif. Par cette approche, les bureaux d’études n’auraient ni a
changer de modeles réduits ni de logiciels, puisque le couplage non-intrusif est effectué
entre logiciels du commerce, fagon « boites noires », et des codes dédiés au calcul 3D
local.

Dans une premiere partie, la méthode non-intrusive est utilisée pour traiter des cas
d’assemblage assez simples. La prise en compte du contact entre les plaques et le boulon
nous donne I’occasion de développer un couplage Code_Aster/COFAST3D, pour un trai-
tement plus efficace de la zone locale. Dans une deuxieme partie, les limites du raccord
actuels sont évoquées et discutées, et des pistes sont données pour faire évoluer ce type
de couplage.

6.1 Cas d’assemblage de plaques

6.1.1 Premier exemple, sans contact

Un exemple simple illustrant un probleme d’assemblage boulonné est proposé ici.
Deux plaques sont reliées entre elles par une liaison boulonnée, dont le schéma est pré-
senté F1G. 6.1. Elles ont une longueur L = 100 mm, une largeur / = 60 mm, et une épais-
seur h = 2 mm. La plaque supérieure est encastrée et on applique un déplacement plan
U, = —0.4-¢, sur la plaque inférieure. Afin de rester aussi simple que possible, le com-
portement est isotrope homogene dans les plaques.

La zone d’intérét est représentée par un modele 3D contenant le boulon : la vis, I’écrou
et une portion 3D des plaques autour du trou. Ce modele local est pour I’instant linéaire
élastique avec les caractéristiques matériau données dans le tableau 6.1. Le modele global
est un assemblage des deux modeles plaques reliées par un connecteur simplifié. Le choix
de ce connecteur n’influe pas sur le modele hybride final, puisqu’il est substitué, mais
sur la convergence de la méthode. On choisit un connecteur tres rigide par rapport a la
liaison 3D, ce qui assure la convergence de la méthode du type point-fixe, en lui affectant
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un module Young beaucoup plus grand que celui du boulon. Ce connecteur est représenté

sur le schéma FIG. 6.2.

Plaque Boulon Connecteur poutre
E =2MPa | E =10MPa E =2000MPa
v=20.3 v=0.3 v=0.3

TABLE 6.1 — Propriétés matériaux utilisés dans les assemblages.

Remarque. L’implémentation dans le Code_Aster de ce connecteur est réalisée en deux
temps. Tout d’abord, on définit les zones rigides en utilisant dans AFFE_CHAR_MECA () le

mot-clé :

LIAISON_SOLIDE=(
_F (GROUP_MA=ZONE_SUP) ,
_F (GROUP_MA=ZONE_INF),)

Cela a pour effet de donner un mouvement de corps rigide a I’ensemble des nceuds de
ZONE_SUP et de ZONE_INF. Ensuite, on relie la cinématique du modele plaque au modele

poutre par le mot-clé :
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N_SUP
? N_P_SUP Zones rigidifiées sur
chacune des plaques
ZONE SU}/
N_INF )
N_P_INF
Element poutre
ZONE_INF

FIGURE 6.2 — Définition du connecteur poutre.

LIAISON_UNIF=(

_F (NOEUD=(’/N_SUP’,’N_P_SUP’),DDL=(’'DX’,'DY’,'DZ’,’DRX’,'DRY’,’DRZ")),
_F (NOEUD=(’/N_INF’,’N_P_INF’),DDL=(’DX’,’'DY’,’DZ’,’DRX’,'DRY’,’DRZ")),
)

ou N_SUP est le nceud appartenant a la plaque supérieure et N_P_ SUP est son correspondant
appartenant a I’élément poutre (et de méme pour la plaque inférieure).

La taille de la zone rigidifiée dans le modele plaque est choisie de facon a ce que les
effets de bord provenant du connecteur, représentée sur la figure FIG. 6.3, n’interferent
pas avec I’extraction des efforts. Ici cette taille correspond approximativement a la largeur
du boulon.

Nyyeny =0 M, eny=0
6,000 | [ 1 600f T 1
400 | |
4,000 | |
200 |- .
2,000 | |
O - -
of 4 / 1 —200| |
—2,000 |- | —400r |
—— Plaque inférieure —— Plaque inférieure
—— Plaque supérieure —600 - —— Plaque supérieure ||
| | | | | | | | | | | | | |
50 60 70 80 90 100 110 50 60 70 80 90 100 110
x X
(a) (b)

FIGURE 6.3 — Evolution de N,y et My, dans la longueur.
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6.1.1.1 Cas de liaison collée

Dans un premier temps afin de tester le raccord en déplacement et la stratégie itérative,
le connecteur est simplement remplacé par son « équivalent » 3D sans contact, c’est a dire
que les surfaces entre le boulon et les plaques sont collées et que la surface entre les deux
plaques est libre.

La taille de la zone locale doit étre suffisamment grande pour contenir les effets lo-
calisés provenant du boulon. Ici, comme un comportement isotrope est utilisé, les effets
localisés générés sont compris dans une zone de largeur de I’ordre de grandeur de 1’épais-
seur, ainsi pour une épaisseur de 2 mm et un boulon de diametre 5 mm, on considere
un modele local 3D sur une portion carré de 20 mm de c6té. La figure FIG. 6.4 offre
une visualisation des contraintes de cisaillement dans le modele plaque et dans le modele
global.

SIXY
\_80 \\_\4.\\\ O |11 \A\QHHHBO
e
-100 100

FIGURE 6.4 - Effort généralisé Ny, et contrainte Oy, a la premiere descente.

L’accélération SR1 ([Gendre et al., 2011]) a été ajoutée afin de la comparer a la mé-
thode de point fixe classique et a I’algorithme de gradient conjugué. Le graphe FIG. 6.5
représente les courbes de convergence des trois méthodes.

Lutilisation d’une accélération de convergence permet ici de diviser par deux le
nombre d’itérations nécessaires pour atteindre un objectif de résidu fixé. Par ailleurs, a
connecteur fixé, la vitesse de convergence est liée au probleme fin considéré : dans un
cas plus rigide, par exemple en collant une zone de la surface entre les deux plaques (98
mm), on obtient les courbes de convergence représentées figure FIG. 6.6, ol on observe
un meilleur taux de convergence pour le point fixe, ce qui signifie que le connecteur entre
plaques est plus semblable a ce type de modélisation fine.

Remarque. On observe également que les vitesses de convergence des méthodes accélé-
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FIGURE 6.5 — Evolution du résidu relatif au cours des itérations (connecteur « souple » ).

rées semblent se dégrader au cours des itérations. Ce phénomene peut provenir de mul-
tiples sources :

— Soit le résidu des corrections devient du méme ordre de grandeur que les perturba-

tions provenant des surfaces collées. La distance de 3/ entre la zone d’évaluation
du résidu et la zone collée est peut-Etre trop faible, ce qui pourrait se corriger en
considérant un modele local plus grand.

Soit de la précision numérique est perdue au cours des manipulations des quantités
d’interfaces. En effet dans le gradient conjugué les appels aux solveurs servent a
déterminer le minimum dans chaque direction de recherche, et le résidu est unique-
ment évalué par mise a jour, au fil des itérations il est possible que numériquement
ce résidu dévie du déséquilibre effectif a I’interface. Dans ce cas un redémarrage
du solveur est nécessaire.

Soit la non-symétrie du probleme introduite par le raccord dégrade la convergence
du gradient conjugué. Il pourrait étre intéressant de mettre en ceuvre un solveur de
Krylov mieux adapté comme GMRes ou BiCG.

L algorithme SR1 a montré quelques irrégularités dans la convergence. Afin de contrdler
ce probleme, une vérification de 1’ordre de grandeur du déplacement correctif a été mise
en ceuvre : s’il est trop faible, I’étape de mise a jour de I’opérateur de correction est
simplement sautée.

On voit sur la figure FIG. 6.7 que la solution a convergence est peu différente de celle

obtenue par submodelling, tant pour la partie locale que pour la partie globale. L’ exemple
choisi ici est probablement trop simple pour observer une redistribution d’efforts entre
I’état initial et celui convergé.
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FIGURE 6.6 — Evolution du résidu relatif au cours des itérations (connecteur « rigide » )

6.1.1.2 Prise en compte du contact

Afin d’introduire du contact dans le probleme précédent, on modifie la définition du
modele local de maniere a ce que toute la zone de contact potentiel soit contenue dans la
zone d’intérét. Cela a pour effet d’augmenter de fagon importante la taille du probleme
local. Un schéma de ce probleme est représenté 6.8.

En gardant le méme raffinement de maillage que précédemment et en utilisant des
éléments a 27 nceuds (I’algorithme de contact dans le Code_Aster est plus stable pour
des éléments complets), on obtient un probleme a environ 900000 degrés de liberté dont
la surface de contact comporte 9000 nceuds, ce qui en fait un calcul relativement lourd
(environ 10 heures de calcul monoprocesseur).

Pour ce cas, seule la méthode « point fixe » a été utilisé pour traiter ce cas non-
linéaire '. La convergence, représentée sur la figure FIG. 6.10, est réguliére quoi que tres
lente. Les maillages utilisés ainsi que 1’allure des contraintes globales et locales apres
quelques itérations sont données figure FIG. 6.9.

Sur la figure FIG. 6.11, on remarque qu’a la faible décroissance du résidu correspond
une variation assez importante du jeu entre les plaques : le jeu obtenu apres quelques
itérations est bien plus proche de la référence que celui estimé par submodelling.

Ainsi la méthode de point fixe s’adapte au cas de contact dans la zone d’intérét. Néan-
moins de nombreuses difficultés apparaissent : nécessité d’une zone d’intérét plus large,
convergence plus lente ou résidu insuffisamment informatif. Une piste pour améliorer ces

1. L’accélération SR1 est envisageable mais n’a pas été testée sur ce cas a cause des défauts de conver-
gence rencontrés sur des problemes plus petits.
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FIGURE 6.7 — Effort généralisé N,, et contrainte G, a la premicre descente (en bas) et
apres 4 itération de gradient conjugué (en haut).

connecteur plaque

ANNN
v
N

|

W surfaces collés
q | —
nga

(a) Modeles local et global

j||;—||%

O O

(b) Modele hybride

FIGURE 6.8 — Modeles utilisés et modele résultant de la liaison boulonnée avec contact.
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FIGURE 6.9 — Représentation des efforts M, et des contraintes Gy, dans le probleme de
contact.

résultats est de complexifier le modele grossier de fagon a ce qu’il corresponde mieux au
modele réel, par exemple en y autorisant le contact.
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\g 1070.2 L |
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Z
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Itération

FIGURE 6.10 — Evolution du résidu relatif au cours des itérations.

6.1.1.3 Couplage Code_Aster / COFAST3D

L’un des intéréts principaux de la stratégie de couplage non-intrusif est que I’on peut
remplacer un solveur par un autre sans impacter en profondeur les outils développés. Il est
ainsi possible d’utiliser un solveur plus adapté pour traiter certaines non-linéarités. C’est
ce que I’on a choisi de faire ici en utilisant COFAST3D pour résoudre le probleme local.
COFAST3D est un logiciel basé sur Cast3m [Champaney et al., 1997] qui a été développé
au LMT par L. Champaney. Ce solveur particulier utilise la méthode LATIN [Ladeveze
et Simmonds, 1999], et ainsi découpe la structure en sous-domaines et interfaces ; la so-
lution est obtenue en alternant des résolutions paralleles sur les sous-domaines linéaires
€élastiques, et des résolutions sur les interfaces qui portent la non-linéarité de contact.
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FIGURE 6.11 - Evolution du jeu maximal entre les plaques au cours des itérations.
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FIGURE 6.12 — Définition du couplage utilisé dans le couplage Code_Aster / CO-
FAST3D, L = 10mm = 2h, U; = 0.1mm.

On définit ainsi un nouvel exemple d’assemblage boulonné, représenté sur le schéma
FIG. 6.12, adapté a COFAST3D, c’est-a-dire avec des éléments linéaires et des maillages
compatibles aux interfaces 2 comme représentée sur la vue éclatée F1G. 6.13.

Chaque interface possede un comportement, au choix : parfait, contact avec (ou sans)
frottement, condition limite imposée. A chaque type d’interface on associe un paramétre
de rigidité qui permet d’établir des directions de recherche de la méthode LATIN. Ces
parametres sont choisis a partir de considérations sur la géométrie et les matériaux.

En ce qui concerne le raccord plaque/3D, et I’application de conditions limites en
déplacements particulieres, seules des routines de lecture et d’écriture des résultats avec
COFAST3D/CAST3M ont dues étre codées, le reste du script de pilotage est resté iden-
tique.

2. Les maillages compatibles sont une restriction de COFAST3D, de plus les interfaces ne doivent pas
mélanger éléments triangulaires et quadrangulaires.
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FIGURE 6.13 — Représentation éclatée de la décomposition en sous-structures et inter-
faces de la liaison boulonnée.

Pour ce cas test, le calcul local nécessite un découpage des pas de temps et 1’appli-
cation de la précharge du boulon avant le chargement de la plaque. On applique donc les
conditions limites comme représenté sur le schéma FIG. 6.14. On impose un unique pas
de chargement dans le modele global, de 7 a 77. Dans le modele local, la précharge du
boulon est imposé avant #y (par un déplacement imposé de 0.1mm entre 1’écrou et la vis),
puis le chargement provenant du raccord est impos€ progressivement jusqu’a 7. Le résidu
est évalu€ a 1 et appliqué en tant que correction a f.

Cette méthode est la plus simple a mettre en pratique mais elle n’est pas idéale, car
on ne tient pas compte du « chemin » de chargement mais uniquement de 1’état final pour
appliquer la correction globale/locale.

Sur la figure F1G. 6.15, la convergence globale de la stratégie est représentée. Celle-ci
est un peu plus lente que précédemment dans le couplage Code_Aster / Code_Aster, mais
cela est normal vue la différence accrue entre les modeles.

Lutilisation de COFAST est justifiée par le temps de résolution, de 1 a 2 minutes sur
les exemples testés ici, ce qui est plus rapide que le solveur d’un code généraliste.

Cas Itération Oyonprises max (MPa) erreur (%) Jeu max (mm) erreur (%)
Référence - 9.84- 102 - 2.29-1073 -
L=10 0 8.84-102 —9.14 5.82-1073 154.00
L=10 10 1.02-10° 3.66 5.82-1073 49.80
L=20 0 9.1-10% —7.52 3.91-1073 70.70
L =20 10 9.99. 102 1.52 2.63-1073 14.80

TABLE 6.2 — Comparaison de la contrainte de Von Mises maximale et du jeu maximal,
entre la solution de référence et la solution locale issue de la descente initiale et a conver-
gence.
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FIGURE 6.14 - Schématisation de I’application des conditions limites dans le temps pour
les deux modeles.
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FIGURE 6.15 — Evolution du résidu relatif au cours des itérations pour le couplage
Code_Aster / COFAST3D

Si I’on compare une quantité locale telle que la contrainte de Von Mises maximale
dans le boulon, on peut voir dans le tableau 6.2 que 1’écart au modele de référence diminue
bien entre la premiere descente et quelques itérations. L’erreur sur le jeu maximal entre les
plaques est encore plus sévere, mais en €loignant un peu le raccord de la zone d’interface
les erreurs obtenues a convergence sont plus acceptables.

Ainsi, il est possible d’utiliser un solveur local dédié, permettant de gagner en perfor-
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mances et en adaptabilité. On peut toutefois noter ici que 1’utilisation d’un solveur itératif
dans le modele local souleve la question de la tolérance a fixer dans celui-ci, vis-a-vis de la
tolérance globale de la stratégie. Notamment, I’utilisation de condition d’interface mixte
dans la méthode LATIN implique qu’il existe un saut de déplacement non nul entre les
conditions limites que 1’on applique a I’interface et le déplacement dans le sous-domaine
en vis-a-vis. Une carte du saut de déplacement tangentiel est donnée F1G. 6.16. Du fait de
ce glissement, une part de la cinématique imposée (section rigide et gauchissement) est
perdue, cela peut donc conduire a une solution a I’interface mal maitrisée.
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FIGURE 6.16 — Carte du saut de déplacement tangentiel a I’interface de raccord de la
plaque supérieure a convergence.

Cependant un avantage offert par 1’utilisation de solveurs itératifs est de ne pas ef-
fectuer de calcul local compleétement convergé au début des itérations globales/locales,
dont on sait la solution imprécise. Cela permettrait d’éviter de coliteuses itérations locales
inutilement trop précises. Mais souleve, a I'instar des solveurs Newton inexacts [Dembo
et al., 1982], des questions sur I’adaptabilité de la tolérance locale en fonction du résidu
global de la stratégie global/local.

6.2 Traitement de plusieurs zones locales

Les structures industrielles et notamment les assemblages peuvent nécessiter un raf-
finement de modele a de multiples endroits. Par exemple pour les liaisons boulonnées,
chaque boulon peut étre représenté par un modele local indépendant. Cela revient donc a
définir un probléme couplé entre un modele global et de plusieurs « patchs » locaux.

Par I’analogie effectuée entre la stratégie développée et la méthode de Schwarz, la
gestion de multiples zones locales ne souleve a priori pas de difficulté particuliere, tant
que ceux-ci ne se recouvrent pas. L’intérét de cette sous-structuration est alors de résoudre
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de fagon simultanée les problemes locaux : comme ils sont totalement indépendants les
uns des autres, chaque solveur local est appelé indépendamment.

Un exemple d’une telle structure est présenté F1G. 6.17, une plaque trouée possédant
deux trous est modélisée par un modele plaque (sans trou) et deux zones locales définis-
sant les trous.

modele global

modele local 1 modeéle local 2

f@ g

FIGURE 6.17 — Représentation d’un cas test avec plusieurs modeles locaux.

Les calculs locaux étant effectués en parallele, 1’ajout de patch influe seulement sur le
temps nécessaire pour manipuler les données d’interfaces (lecture/écriture des résultats,
calcul du résidu).

FIGURE 6.18 — Effort généralisée Ny, et contraintes O, : a gauche avant correction, a
droite apres 5 itérations globale/locale.

Sur la figure FI1G. 6.18 sont représentées les contraintes avant et apres correction pour
le cas d’une plaque stratifiée > en traction. On peut y voir que le modele global avant
correction ne comporte aucune perturbation, alors que la solution globale apres correction
est modifiée et prend en compte les effets localisés provenant des trous. Il est également

3. On utilise le méme empilement que défini dans le tableau 3.2.
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possible d’observer une évolution de la solution locale entre la premicre descente et la
solution convergée.

Par ailleurs, les effets dus a I’introduction des trous se propagent dans la solution
globale et peuvent interagir entre patchs : dans la FIG. 6.18 on peut observer 1’apparition
d’une bande entre les deux patchs. Les premiers essais dans ce type de stratégie semblent
indiquer que la distance entre les zones locales influe peu sur la convergence F1G.6.19a,
mais qu’en général celle-ci est un peu plus lente que dans un cas avec une unique zone
locale FIG. 6.19b.
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(a) Variation de 1’entraxe des trous (b) Convergence Point-fixe et Gradient Conjugué

FIGURE 6.19 — Courbe de convergence sur I’exemple de la plaque avec deux trous.

Le traitement de zones locales multiples semble donc une extension naturelle de la
méthode. Dans un cas linéaire, la distance entre les patchs ne semble pas avoir d’impact.
Cependant, pour des modeles non-linéaires de nombreuses questions peuvent étre soule-
vées et demandent des traitements particuliers. Par exemple, pour rester efficace dans les
cas ou un patch convergerait beaucoup plus vite ou plus lentement que les autres, ou pour
converger vers la bonne solution dans le cas ou des patchs subiraient des adoucissements.

6.3 Limites et perspectives d’évolution de la stratégie
non-intrusive

Malgré les développements apportés au relevement et au raccord plaque/3D, certaines
situations restent mal prises en compte. Les sections suivantes évoquent notamment la
détermination du placement et de la validité du raccord, et d’autre part le traitement de
maillages incompatibles.
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6.3.1 Cas de chargements mal pris en compte
6.3.1.1 Cas des bords libres

Malheureusement le raccord développé ici ne se comporte pas de facon idéale dans
toutes les situations. Le choix de ne pas considérer les solutions particulieres li€ées aux
bords libres provoque naturellement des effets artificiels lorsque I’interface de raccord
débouche sur un bord libre. On peut observer sur la figure F1G.6.20b que ces effets de bord
artificiel, générés par une mauvaise description du raccord au bord, ne sont pas atténué si
I’on poursuit les itérations.

X102 Oz (P2)
3 - ‘ ‘ |
2| N
1 N
ol N
1k N
2 N
——milieu, y =0
3L —e— bord, y =20 | |

—1 -0.5 0 0.5 1

(a) Comparaison G,, sur le probleme de bord
libre

SIXZ

|

(b) Partie locale d’un probléme de flexion : en bas avant itération,
en haut apres 5 itérations. Les effets de bord sont persistants au
cours des itérations.

FIGURE 6.20 - Illustration du probleme de bords libre, en haut 6,, au raccord, et en bas
une vue du champ G,;.

La prise en compte de ces effets de bord demanderait d’identifier les solutions parti-
culieres aux bords, puis de les incorporer dans la définition du raccord. Cette approche est
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complexe a mettre en ceuvre, car les effets de bord dépendent eux-méme du chargement.
Une autre source de perturbation est la qualité de la solution plaque proche des bords,
car il est connu que dans le modele de Reissner-Mindlin, la solution plaque au bord est
dépendante de la discrétisation.

Ainsi, une recommandation d’utilisation du raccord est d’éviter autant que possible
d’avoir une interface débouchant sur un bord libre, au risque de voir apparaitre le long
des bords des solutions artificielles.

6.3.1.2 Cas du chargement surfacique

Une autre limitation du raccord est le cas ou I’on a un chargement surfacique (sur
les faces supérieure ou inférieure) a proximité de I’interface. Ce chargement n’est pas
représenté par une solution de Saint-Venant tel que défini dans les problémes-types de
relevements FIG. 3.1. La non prise en compte de ce chargement se traduit a I’interface
par une incompatibilité des contraintes transverses O, représentée figure FIG. 6.21. On
peut voir sur le graphe FIG. 6.21a que la contrainte transverse au bord de I’interface
n’est pas du tout la méme si I’on s’éloigne un peu de I’interface. On note que méme si
I’allure dans la section n’est pas la bonne, la valeur maximal de la contrainte transverse
sur I'interface reste du méme ordre de grandeur qu’a I’intérieur de plaque.

De la méme fagon que pour les bords libres, afin de prendre en compte ce chargement,
il faudrait définir le relevement correspondant. La difficulté est que ce chargement n’est
pas directement représenté par un effort généralisé plaque. Il serait peut-€tre nécessaire
d’introduire une théorie de plaque plus évoluée lors du relevement.

6.3.2 Placement et validité du raccord

On a vu lors du développement du raccord, que celui-ci ne comporte pas de « para-
metre de réglage ». On a cependant la liberté du choix de placement ainsi que de la taille
de la « zone tampon ».

Si I’on doit choisir a priori un placement de la zone de raccord, deux sources de
perturbations sont a prendre en compte :

— les effets provenant du modele global : effets de bord libre, chargements imposés,

— les effets provenant du modele local : concentration de contraintes, phénomenes

non-linéaires.

Pour la premiere catégorie, dans une plaque isotrope, les effets locaux sont en général
de I’ordre de grandeur de I’épaisseur de la plaque, on peut alors se servir de regles métier
ou géométriques pour déterminer les endroits ou appliquer un modele réduit [Robinson
etal.,2011].

Cependant pour une plaque stratifiée, la pénétration des effets de bord dépend en plus
de I’empilement et du chargement. Une certaine estimation pourrait étre envisagée en
observant la propagation des effets de bord dans les problemes-types de relevement né-
cessaires a la création du raccord (représentés figures F1G. 3.1).
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(b) Partie locale d’un probleme avec chargement surfacique sur la
face supérieure.

FIGURE 6.21 - Illustration du cas de chargement a pression uniforme imposée.

Sur les figures FIG. 6.22, le probleme-type de relevement en flexion est repris. La
plaque considérée a des cotés de 40 mm et une épaisseur de 2 mm. Les effets de bord
libres sont plus importants et se propagent plus loin dans le cas d’une plaque stratifiée
(zone grise claire), par rapport au cas isotrope (zone grise foncée).

Dans cet exemple, il est nécessaire de s’€éloigner deux fois plus des bords pour retrou-
ver une solution de Saint-Venant, information qu’il est intéressant de prendre en compte
dans le raccord lors de son placement.

En dehors de ces considérations a priori, il semble important de posséder un indicateur
au cours des itérations permettant de déterminer si le raccord est toujours bien placé vis-
a-vis de I’évolution des non-linéarités locales par exemple.

Cependant la détermination de cet indicateur semble délicate. En effet, le mau-
vais placement de I’interface n’est pas toujours visible en observant la convergence
de P’algorithme. Une illustration peut étre donnée en reprenant le cas du couplage
Code_Aster/COFAST3D (dont le schéma est représenté FIG. 6.12) pour différentes tailles
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FIGURE 6.22 — Evolution de la contrainte de cisaillement dans le probleme de relévement
en flexion. Les zones en grises sont les zones perturbées par les bords.

de la zone locale, en construisant différents problemes locaux avec une interface de rac-
cord plus ou moins éloignée de la zone de contact.

Les courbes de convergence obtenue pour les différents modeles locaux ne montrent
pas de différence significative FIG. 6.24a, alors que la comparaison entre les contraintes
locales a convergence et la solution de référence montre clairement que les solutions lo-
cales sont différentes F1G. 6.23. Plus I'interface de raccord est proche et plus la solution
a convergence, autrement dit le résultat du modele « hybride », est éloignée de la solution
de référence.

Si ’on observe les contraintes transverses par 1’indicateur max(c,;) sur le bord du
domaine local, on obtient le graphe de la figure FIG. 6.24b. En I’absence d’efforts surfa-
ciques sur les faces supérieure et inférieure la contrainte transverse de référence est nulle.
Les itérations permettent de diminuer cette composante, et I’éloignement de I’interface
également.

Il est cependant difficile de généraliser cet indicateur a partir de ce simple cas. Par
exemple, si I’on observe les contraintes transverses dans le probleme avec bords libres
FIG. 6.20a. On sait que la solution au bord est fausse, mais 1’allure des contraintes trans-
verses au bord et au centre de la plaque varie peu, et est de méme amplitude.

Dans le cas ou le raccord plaque/3D débouche sur un bord libre, on sait que la solu-
tion au bord est fausse et que des effets de bord viennent perturber la solution. Cepen-
dant, lorsque I’on regarde les contraintes transverses G,, a proximité du bord libre et au
centre de la plaque F1G. 6.20a, on ne remarque pas de différence sur le maximum de cette
contrainte, et assez peu dans son allure dans la section.
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FIGURE 6.23 — Comparaison des solutions locales obtenues sur la contraintes Gy, a droite
avant itération, a gauche apres convergence, et en bas la solution de référence.
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FIGURE 6.24 — Evolution du résidu et de la contrainte transverse en fonction du place-
ment de I’interface.

Le méme constat peut étre fait lors de I’application d’un chargement surfacique
F1G. 6.21a, la solution au raccord est fausse, mais le maximum des contraintes transverses
est identique entre I’extraction de la solution a I’interface, et ’extraction a I’intérieur du
modele 3D.

Ainsi, établir un indicateur basé sur la contrainte transverse n’est pas une tache simple,
car le maximum n’est pas toujours la quantité la plus représentative.

Une autre approche pour évaluer la qualité de I’interface, est d’effectuer une recons-
truction 3D de la solution plaque et de la comparer aux efforts locaux. Pour cela, on peut
utiliser le relevement numérique en effort construit lors de la préparation du couplage
4.1.1.

Une application de cette méthode est représentée sur la figure FI1G. 6.25, pour le cas
du raccord débouchant sur un bord libre dans le cas d’un stratifié orthotrope. On observe
effectivement un écart important au bord, mais cet écart est rapidement atténué a I’inté-
rieur de la plaque. On ne distingue pas clairement la zone de pénétration des effets de
bord, ce qui rend cet indicateur difficilement exploitable.

Pour conclure, le résidu est un bon indicateur de convergence de la stratégie global/-
local, en revanche les outils développés pour nous renseigner sur la qualité du raccord et
la qualité du modele couplé vis-a-vis du calcul de référence ne sont pas concluants.

Le développement d’un indicateur fiable permettant de déterminer le placement du
raccord, ainsi qu’une estimation de la largeur nécessaire a la « zone tampon », permet-
trait de simplifier et guider la création de modeles locaux. Cela donnerait également une
certaine assurance sur la qualité du modele couplé ainsi formé.
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FIGURE 6.25 — Evolution de I’erreur relative sur les forces nodales Fy le long de I'inter-
face de correction I';, pour un empilement orthotrope.

6.3.3 Traitement de maillages incompatibles

Une derniere amélioration du couplage est le traitement de maillages non-compatibles.
En effet, dans la version actuelle du couplage, les maillages utilisés sont compatibles aux
interfaces, ce qui est une contrainte relativement importante lors de leur génération.

Cette limitation provient notamment de la difficulté a évaluer les contraintes locales
le long d’une interface quelconque. Pour le modele global, comme la technique non-
intrusive génere une discontinuité de contrainte (3), si 1’on veut continuer & modéliser ce
saut par I’introduction de forces nodales, il est nécessaire de positionner I’interface sur le
bord d’éléments globaux.

Comme on a pu observer que I’utilisation d’une « bande tampon » n’impactait ni la
performance de la méthode, ni la formulation générale de la stratégie. Il serait pratique de
se servir de cette bande pour traiter le cas de maillages incompatibles, voir FI1G. 6.26.

La zone tampon représentée en bleu sur le schéma FIG. 6.26 est une bande fictive
entre 1’interface représentée par le bord du domaine local et une interface composée du
bord des éléments globaux strictement inclus dans le modele local (en noir). De cette
facon, les déplacements a appliquer sur le modele local utilisent une interpolation a partir
des déplacements globaux ; afin d’évaluer les forces nodales de correction, le principal
probleme réside dans le calcul des forces nodales locales sur I’interface globale Y<.

Le travail défini sur I’interface de correction Y€ est :

YE U= [ [ o neCuk, ds (6.1)
¥ v

Cette technique nécessite de connaitre le champ de contrainte locale en tout point. Or
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FIGURE 6.26 — Représentation d’un cas de maillage incompatible. La zone bleu repré-
sente la zone tampon entre les interfaces yc et ;.

les champs de contraintes ne sont pas statiquement admissibles a I’intérieur des éléments,
cette approche nécessite donc des techniques de reconstruction de champs.

Une approche moins intrusive pourrait étre d’utiliser un maillage de « transition » 3D,
généré a partir des données de 1’interface de correction et qui serait utilisé pour projeter
le champ de contraintes locales a I’intérieur FIG. 6.27.

Le Code_Aster dispose d’outils pour « interpoler » les points de Gauss d’un maillage
dans un autre maillage (PROJ_CHAMP () et mot-clé ECLA_PG).

En projetant ainsi le champ de contrainte de €2; dans €, les fonctions de formes et
techniques développées sont alors identiques au cas de maillages compatibles. Cependant
la projection d’un champ d’un maillage a un autre n’est pas exacte et peut entrainer des
erreurs au raccord.

Sur la figure FI1G. 6.28 est représentée une illustration de cette méthode dans le cas
d’une plaque en flexion. Les contraintes de la solution locale sont transférées sur le
maillage de transition, créé a partir de I’interface de correction dans le modele global
Y.

De cette fagon, 1’obtention des forces nodales locales est directe. Cependant de nom-
breux développements sont encore nécessaires :

— sur la création robuste d’un maillage de transition,

— sur I’interpolation des degrés de liberté plaque vers le modele local, car I’utilisation
de fonctions de formes linéaires n’est pas suffisant pour les champs de déplacement
plaque (utilisation de splines cubiques, [Ransom et Knight Jr, 1990])

— sur ’estimation de I’erreur introduite en transférant le champ de contrainte d’un
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maillage sur un autre.
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FIGURE 6.27 — Création d’un maillage ol projeter le champ de contrainte local.

6.4 Conclusion

Dans ce chapitre, la stratégie développée a été appliquée a des cas plus complexes, et
notamment a des cas d’assemblages, avec ou sans contact. En présence de non-linéarités,
on ne bénéficie pas des mé€mes techniques d’accélération de convergence que dans le cas
linéaire. Cependant il a été montré que I’on pouvait facilement remplacer un solveur par
un autre, ici avec le couplage Code_Aster/ COFAST3D. L’ utilisation de solveurs dédiés et
optimisés permet un gain de temps important, ici le passage de plusieurs heures a quelques
minutes pour chaque itération.

Les limites de la stratégie développée résident principalement dans le relevement ef-
fectué, qui restreint le placement du raccord aux zones ou la solution de Saint-Venant
s’applique, c’est-a-dire loin des bords, et sans efforts surfaciques.

En ce qui concerne les futurs développements possibles de la stratégie, ceux-ci
concernent principalement le développement d’outils permettant d’estimer la qualité de
Iinterface, a priori ou a posteriori au cours des itérations. Le traitement de multiples
zones locales ne semble pas poser de difficulté particuliere et s’integre bien dans la mé-
thode formulée comme une méthode de Schwarz. Les modeles locaux étant traités de
facon totalement indépendante, cette méthode permet un gain de temps conséquent par
rapport a un calcul 3D.
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FIGURE 6.28 — Exemple sur une plaque isotrope en flexion. En haut, la contrainte G,y
local. En bas, I’effort M,, avec en superposition le maillage de transition sur lequel est
interpolé les contraintes locales.

Une derniere question abordée est le traitement de maillages incompatibles. Cette
approche est particulicrement intéressante dans le cas ou les maillages manipulés pro-
viennent de sources différentes et ne possedent pas de noeuds communs. La formulation
avec recouvrement par « zone tampon » et la création d’un maillage de transition permet
de se libérer de cette contrainte.
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Conclusion

Les techniques non-intrusives pour le couplage de codes commerciaux généralistes
avec des codes dédiés connaissent actuellement un grand essor. Leur objectif est d’étendre
les possibilités de calcul des industriels en terme de complexité et de qualité sans altérer
leurs pratiques de travail.

Cette these a visé a apporter des réponses a une problématique importante en vue
de I’adoption de ces méthodes pour des cas de I’industrie, notamment aéronautique : la
possibilité de traiter des modeles globaux a base de plaques, coques, connecteurs, et de
les enrichir a I’aide de modeles 3D aux endroits ou ceux-ci s’averent indispensables : pres
des bords, des zones endommagées, des liaisons.

Afin de s’appuyer sur les travaux précédents, le choix retenu a été de mettre en place
des techniques de relevement 3D des champs plaques. Pour conserver la généricité et la
simplicité de la méthode, une démarche purement numérique a €té retenue qui s’adapte
aux empilements et éléments finis utilisés. Un calcul préalable permet d’associer des dis-
tributions dans 1I’épaisseur de déplacement et contrainte 3D a des chargements de Saint-
Venant.

Plusieurs approches ont été proposées pour exploiter ces relevements et définir des
conditions limites 3D aux problemes locaux. Si I’approche par travail équivalent est sé-
duisante, elle se heurte a de nombreuses difficultés pratiques : dépendance a I’ orientation
de I’interface, probleme du choix de 1’espace des multiplicateurs de Lagrange, et finale-
ment performance en dec¢a de celles des conditions limites de Dirichlet construites a partir
du déplacement plaque et des gauchissements pré-calculés.

Cette these a également été I’occasion d’étudier la technique de couplage non-intrusif,
d’enrichir sa compréhension et d’améliorer ses performances.

Fondamentalement la méthode, initialement interprétée comme un algorithme de
point fixe ou un Newton modifié, a été comprise comme une méthode de Schwarz optimi-
sée alternée sans recouvrement. On en déduit la possibilité d’introduire un recouvrement
dans les modeles. Cette option s’avere utile pour atténuer les effets de bords artificiels
générés par les conditions limites imposées sur le modele 3D ; elle permet également de
proposer un traitement relativement simple et généraliste des maillages incompatibles. On
en déduit également la possibilité, dans le cas de problemes linéaires, d’utiliser une ac-
célération Krylov, ici un gradient conjugué dont la convergence inconditionnelle est bien
plus rapide que celle de I’algorithme de base.

Plus mécaniquement, la méthode s’interprete comme la recherche d’une discontinuité
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de contrainte dans le modele global (appliquée via un chargement sur 1’interface) repré-
sentatif de 1’écart entre le modele local fin et sa représentation grossiere. Cette analyse
conduit a comprendre la méthode comme le préconditionnement a droite du probleme de
référence (qui n’est jamais créé et encore moins résolu). Elle montre également 1’impor-
tance d’appuyer I’étape de remontée sur des bords d’éléments du maillage grossier.

Dans cette these, le probleme cible est celui des assemblages boulonnés de plaques
composites. La technique de couplage est utilisée pour virtuellement substituer les
connecteurs grossiers définis au niveau global par des calculs locaux non-linéaires re-
présentatifs de la liaison.

Lorsqu’on introduit les phénomenes de contact dans le modeles 3D, les problémes de-
viennent rapidement trés lourds et la méthode non-intrusive montre alors 1’avantage d’étre
indépendante vis-a-vis des solveurs utilisés. Un couplage Code_Aster/COFAST3D a ainsi
pu étre mis rapidement en place pour traiter des cas un peu plus complexes d’assemblage
avec prise en compte de contact.

Si la méthode s’est avérée efficace sur de nombreux cas, y compris a plusieurs patchs,
des limitations sont apparues au cours de cette étude : le raccord basé sur les solutions de
Saint-Venant ne permet pas de traiter précisément les bords ou les chargements de pres-
sion sur les faces de la plaque. Dans ce cas la la méthode peut converger (au sens de la
décroissance du résidu) vers une solution physiquement non-acceptable. Un premier in-
dicateur de qualité du modele convergé a été proposé a partir de 1’analyse de la contrainte
hors-plan, sa pertinence n’est pas encore totalement établie.

On dégage donc de nombreuses perspectives a cette these dans I’objectif d’aller encore
plus vers les problématiques des industriels. Tout d’abord il est nécessaire d’accroitre le
domaine de validité de la méthode en étant capable de mieux prendre en compte les bords
et les chargements sur les faces des plaques. S’il est relativement facile d’augmenter le
nombre de problemes préalables a résoudre et d’enrichir la base des relevements de Saint-
Venant, la question de la détermination précise des contributions de chaque terme a partir
de la solution plaque ne semble pas évidente a traiter. En tout état de cause, la méthode ga-
gnerait a intégrer un indicateur fiable de la qualité de la modélisation hybride plaque/3D.
Par ailleurs, des éléments mis en ceuvre dans cette these et dans des travaux précédents
méritent d’€tre plus poussés avant, comme le traitement des maillages incompatibles, la
mise en ceuvre parallele des calculs avec en vue des applications avec de treés nombreux
patchs, I’utilisation de conditions limites de Robin bien choisies sur le problemes locaux,
le traitement des comportements non-linéaires globaux et des phénomenes adoucissants.
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Annexe A

Calcul de la rigidité apparente pour le
modele réduit

A travers la réduction de modele, il faut s’assurer que les propriétés matériaux des
deux modeles sont équivalente. C’est pourquoi ici on calcule le module de Young EI, =
(z*KZD) pour le modele poutre.

On obtient le module de Young apparent dans la poutre en inversant la matrice de la
loi de comportement orthotrope écrite en 2D, en se plagcant dans le repere d’orthotropie.

XX
K (G ) (A.1)
El E2 Z
3 1 Vi2
_(ox)_ __ EiE L L | (&w A2
O2p = - 2 2 \2P) 1 ( . )
Oz E7 — E1ExVi, B €2

Pour le cisaillement, on a toujours Gy, = 2G2€,.
On prend comme raideur plane apparente le premier terme de la matrice, on a :

2D E}
K =———— (A.3)
P E}—E\EVi,
Si on est dans le cas d’un empilement de plis orthotropes d’orientations différentes, il
y a un module apparent pour chaque pli. On effectue alors une homogénéisation dans la
section :

(i)’
2D(i) E|
K. = — — (A4)
P El(l)2 _E(l)E(l)V%z

(if _ (0
K21, = (PK22) = ZKC[, ) Zms i, (A5)

Le modele plaque est alors calculé avec cette définition du module de Young et moment
d’inertie de la section.
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152 Calcul de la rigidité apparente pour le modele réduit

Dans d’un domaine uniquement homogene isotrope, en simplifiant les expressions on

a.
E
2D __
Ky =1 (A.6)
v
sz - m (A7)

Ainsi en entrant ces modules modifiés dans le modele poutre (plaque en ramener en
1D), on assure la cohérence de ces modeles, pour qu’ils représentent bien la méme plaque
3D.

Stratégie non-intrusive de couplage plaque/3D pour la simulation des assemblages de plaques
composites stratifiées.



Annexe B

Calcul des forces nodales entre le
modele plaque et le modele 3D

Afin de calculer I’étape de correction en effort, il est nécessaire de trouver les forces
nodales de correction a appliquer au modele plaque. Dans la stratégie de L. Gendre, les
modeles sont équivalents en dimension et les maillages compatibles, les forces nodales
de corrections sont calculées en comparant noeud a noeud les forces du domaine local
et du domaine global. Dans le cadre de notre raccord entre des domaines de dimensions
différentes ont doit effectuer un post-traitement des forces nodales locales, de facon a ce
qu’elles soient cohérentes avec les forces nodales globales. On peut présenter deux cas :

— une maille 3D linéaire (HEXAS) en vis-a-vis d’une maille 2D plaque (QUA4)

— une maille 3D quadratique (HEXA20) en vis-a-vis de 2 mailles plaque (QUA4)

B.1 Lien chargements/forces nodales

Le fait de manipuler a I'interface d’un co6té des forces nodales 3D, et de I’autre des
forces nodales généralisées plaque nécessite quelques explications. On part du principe
que les forces nodales sont directement issues du calcul, il n’y a donc pas d’hypothese
d’extrapolation de contrainte aux nceuds, ou de lissage effectué par le post-traitement des
résultats. De plus les forces nodales sont directement données dans le repere global. On
évite ainsi de prendre en compte 1’orientation de la face sur laquelle se trouve le nceud, et
la prise en compte de coin s’effectue naturellement.

D’un c6té les forces nodales peuvent se calculer a partir d’un chargement appliqué a
une face, a partir des fonctions de forme élément fini.

Fl= [ NP (B.1)

avec [N,] la matrice d’interpolation et p le chargement représenté par une pression ou un
chargement surfacique.

D’un autre co6té a I’issu du calcul, on a les contraintes au point de Gauss. La procédure
implémentée dans le Code_Aster permettant la reconstruction des forces nodales est la

Stratégie non-intrusive de couplage plaque/3D pour la simulation des assemblages de plaques
composites stratifiées.



154 Calcul des forces nodales entre le modele plaque et le modéle 3D

suivante :
/ o.c(u) dQ = Z/ oXe(ux) dK = Z/ o*Bux dK =Y Fxuk (B.2)
Q K /K K /K K

Ou Q est un volume d’ou I’on veut extraire les forces nodales. K représente les éléments
constituant le volume . 6X sont les contraintes au point de Gauss, B I’opérateur élément
fini des déformations, ux le déplacement élémentaire, et avec :

[F] = /K BT cX dk (B.3)

Il y a équivalence entre les deux approches car les éléments finis sont isoparamétriques et
basés sur la partition de 1’unité.

T —
; /K NJ! dK =1 (B.4)

On reconstruit ainsi la résultante et le moment sur une face a partir des forces nodales
relevées sur cette face.

B.1.1 Cas linéaire

Afin de simplifier, on considere une unique maille HEXAS8 en vis-a-vis de la maille
QUAA4. Sur I’'interface la maille HEXAS est représentée par une maille QUA4 de hauteur
h et de largeur L et la maille QUA4 par un segment a 2 noeuds et de longueur L.

Soit 072 avec i = [1..4] les fonctions de formes de la maille de QUA4.

hj2  rL/2 hL
/ / P dydz = (B.5)
h/2 L/2 4
Si on suppose un chargement de pression unitaire sur la maille, alors :
h/2  rL)2 h/2
/ / pdydz = Z/ D dydz = hL (B.6)
h/2 L/2 nj2) -2

On considere des groupes de noeuds 3D en vis-a-vis des nceuds plaque, on regroupe
les noeuds N1, N4 et N2, N3 on peut alors exprimer leurs sommes respectives :

hj2  LJ2
/h/z/L/zpdde:SI+S2:hL (B.7)
hj2  L)2 hl
si= [ 01+ 03P dydz = = (B.3)
—h/2J-L/2 2
hj2  LJ2 hL
Sy = / 30 1 3P dydz = — (B.9)
~h/2J-L/2 2
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Du c6té de la plaque on considere les fonctions de forme ¢§ avec j = [1,2] définies

sur les deux nceuds :
L/2 L
/ q)g dydz = 5 (B.10)
on considere la méme pression unitaire que pour le c6té local, on doit donc appliquer un
facteur h correspondant a I’épaisseur de la plaque, d’ou :

L/2 L/2 L/2
/ ps dy:/ hpdy =h 03 4+ 03 dy = hL (B.11)
—~L/2 ~L/)2 ~L/2

La force nodale au nceud N1 est donc :

L/2 L/2 hlL
Fi=h 03dy=h Ody=S1=5=— (B.12)
—L)2 —L)2 2

Ainsi dans le cas linéaire, on peut directement relier la somme des groupes de nceuds
de la partie locale, aux forces nodales de la modélisation plaque. Méme dans le cas ou il
y a plusieurs éléments dans la longueur, 1I’assemblage des forces s’effectue de la méme
facon des deux cOtés.

B.1.2 Cas quadratique

De la méme fagon, on simplifie le probleme a une maille HEXA20 pour 2 mailles
QUAA4. Sur I'interface, on a alors un QUAS de hauteur / pour 2 éléments (linéaire) dans
la largeur L = 21.

Soit ¢§D les fonctions de forme de la maille de QUAS.

h/2 (LJ2 hl
/ D dydz = —— pour i = [1..4] (B.13)
nj2J-L/2 12
h/2  pL/2 hl
/ P dydz = — pour i = [5..8] (B.14)
h/2J-L/2 3

Si on suppose un champ de pression uniforme dans la maille on a :

h/2 pLJ2 h/2
/ / p dydz —Z/ 30 dydz = hL (B.15)

h/2J-L)2 h/2J-L/2

De la méme facon on décompose les contributions en regroupant les fonctions de
forme des nceuds sur une méme colonne. On a alors :
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hj2 L)2
pdydz=S1+S2+S3=hL
—nj2J-L2
hj2 L)2 WL
O S
“hj2J)-L)2 3
h/2  rL/2 2hL
=/ P4 3P dyde = ==
—nj2J-L)2 3
h/2  pL/2 hlL
S:/ / 3D 630 4 03D gydz— 1
3 “npptorpt 037+ 06" dy 3

Du c6té de la plaque, on reprend les résultats de la section précédente :

1/2 l

& dydz = —
_l/zq)] Y 2

Les forces nodales aux nceuds N1 et N2 sont donc :

1/2 hl  3S;

F = 8 = == —
1 h/—l/zq)l V=27
12 35,
17=h/ Sdy=hl="=
2 —1/2¢2 Yy 4

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

A présent dans le cas ol il y a plusieurs éléments assemblés dans la longueur, on a
281 = §3. On a donc suivant les situations du noeud (bord/milieu/assemblé) des facteurs

différents a appliquer :

hl O3S,
h=5=7%
3
azmzji
3853
Fy=hl=="

(B.23)
(B.24)

(B.25)
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