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jet à Trophy, qui m’a soutenu et m’a donné de bons commentaires et remarques lors de
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Notations

∗ convolution

(·)t transpose d’un vecteur ou une matrice

∼ Suivant une distribution de la loi probabiliste

(·) · (·) produit intern de deux vecteur (·)

(·)−1 inverse

µ coefficient d’atténuation linéaire

I intensité de faisceau des rayons X

I0 intensité de faisceau des rayons X incidents

h constante de Planck, h = 6, 6261× 10−20J · s

c vitesse de la lumière à vide, c = 3, 0× 108m/s

R transformée de Radon

R espace de réelle

S espace de Schwartz

R# opérateur de rétro-projection

IR opérateur de filtrage

ρ fréquence spatiale de domaine de Fourier

x vecteur de coordonnée Cartésiennes

g vecteur des données d’atténuation

f vecteur de l’objet à reconstruire

ĝ transformée de Fourier de g

f̂ transformée de Fourier de f

Ec énergie cinétique d’électron

Ep énergie des photons X
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E0 énergie d’excitation de l’électron

ex variable d’énergie des photons X

fKN modèle de Klein-Nishina

Z numéro d’atome

ω combinaison de spectre de source des rayons X normalisé et la sensibilité
spectrale du détecteur

Ē ensemble des énergies des rayons X

a vecteur des données d’atténuation

G géométrie de scanner tomodensitométrie

s et s variable scalaire et vecteur de la distribution des rayonnements diffusés

P (A) Probabilité d’un évent A

Y ∈ RM ,Y = [Y1, Y2, ..., YM ]t vecteur aléatoire de comptage des nombres des photons X

y vecteur des mesures de Y

ε vecteur du bruit ou plus d’erreurs de modèle

N loi de probabilité normale

δ(·) distribution de Dirac

θ⊥ vecteur perpendiculaire au vecteur θ

F1D transformée de Fourier de dimension un

F2D transformée de Fourier de dimension deux

(x1, x2) ou
x1

x2
coordonnée de la grille cartésienne

(r, φ) coordonnée de la grille polaire

(κ1, κ2) ou
κ1

κ2
coordonnée de la grille cartésienne dans l’espace de Fourier

(ρ, φ) coordonnée de la grille polaire dans l’espace de Fourier

H transformée de Hilbert

ρmax fréquence maximale de l’image dans l’espace de Fourier

H ∈ RM×N matrice de système dans notre modèle direct avec le nombre des mesures
M et le nombre des variables inconnues N

N = Nf ×Nf nombre des variables inconnues d’une image carré

Mφ nombre des projections d’une acquisition



Md nombre des cellules de détecteur

R distance entre la source des rayons X et le centre de rotation de scanner

D distance entre la source des rayons X et le détecteur
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III.4.4 Méthode de correction du diffusé proposée . . . . . . . . . . . . . . 94
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V.2 Choix des fantômes expérimentaux et configuration des systèmes d’acquisition149

V.2.1 Définition des fantômes expérimentaux . . . . . . . . . . . . . . . . 149
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différentes profondeurs (plan 1, 2 et 3) sont décrits respectivement par un
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1.9 Définition de coefficient d’atténuation linéaire µ. . . . . . . . . . . . . . . 12
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de rayons X. (b) Courbes des coefficients d’atténuation des os et de
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respectivement les nouveaux artefacts introduits et les bords flous de l’objet
entourant le métal dans (c). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
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nouveaux artefacts dans l’image de NMAR (d). . . . . . . . . . . . . . . . 105
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fonction du nombre d’itération. PWLS représente la reconstruction PWLS
par gradients conjugués. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
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angulaire uniforme. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

4.28 Les images reconstruites par la méthode de moindres carrés avec
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successives Qi sont nécessaires pour reconstruire un grand champ de vue
avec CS 9000, i=0, 1, et 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

5.3 Estimation de la courbe polychromatique du métal en fonction de la
longueur d’intersection des faisceaux des rayons X avec le métal par ajuste-
ment des données de moindres carrés non-linéaire (voir l’eq.3.61). . . . . . 153
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(voir les flèches rouges.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

5.18 Estimation de la distribution des nombres de rayons X diffusés. . . . . . . 168
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indiquent des zones à mesurer dans la suite et les lignes jaunes décrivent
les parcours de profils. Les fenêtres d’affichage de (a) et de (b) sont respec-
tivement [-0,01 0,07] et [-0,01 0,04]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174
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I
Introduction de la tomographie par

transmission

En dentisterie, certaines anomalies des dents ou des mâchoires sont difficilement décelables
à l’oeil nu comme par exemple pour les lésions en derrière des dents postérieures. Par
ailleurs, la profondeur de la carie dans une dent ne peut pas être mesurée directement,
tout comme le volume de perte d’une dent.

Les chirurgiens-dentistes ont ainsi besoin d’informations complémentaires à celles
obtenues par simple contrôle visuel dans le traitement des cas suivants :

• pathologies parodontales affectant les tissus de soutien des dents notamment les
gencives,

• pathologies des sinus maxillaires,

• orthopédie dento-faciale suite à un malpositionnement dentaire ou à un décalage
des mâchoires,

• implantologie pour le remplacement de dents absentes.

Face à ces difficultés d’observation, les techniques d’imagerie dentaire basées sur les
rayons X (radiologie dentaire) se sont développés afin de voir les tissus durs, l’ossature
des gencives et les dents. Les implants, les couronnes, les tenons, etc. deviennent alors
visibles grâce à leur forte atténuation au rayonnement X.

La radiologie conventionnelle utilise des faisceaux de rayons X qui pénètrent les
structures buccales avant de frapper un film ou un senseur. L’intégrale des coefficients
d’atténuation des différents matériaux traversés par les rayons X est enregistrée dans les
films radiologiques, dits “ radiographie ”. Nous pouvons alors visualiser les structures
internes des dents et distinguer les dents et les tissus mous de soutien des dents car leurs
coefficients d’atténuation sont différents.
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Figure 1.1 – Image panoramique de la mâchoire.

Différentes modalités de radiologie dentaire sont présentes dans les cabinets dentaires
: la radiologie inter-proximale, la radiologie périapicale, et la radiologie panoramique.

Dans les radiographies inter-proximale et périapicale, nous mettons les films dans
la bouche qui captent les rayons X traversant une partie de la bouche pour former les
radiographies. La radiologie inter-proximale permet de localiser une zone d’intérêt et
d’observer simultanément les couronnes des dents supérieures et inférieures pour repérer
les caries se trouvant dans les recoins cachés de la bouche ; la radiologie périapicale sert
à obtenir une image détaillée d’un groupe de dents supérieures ou inférieures de manière
à pouvoir étudier leurs racines et déceler des fractures.

Dans la radiologie panoramique la source de rayons X et le détecteur tournent autour
du crâne du patient. Elle permet de visualiser l’ensemble des dents sur un même cliché
et de mettre en évidence les lésions des dents et des tissus adjacents et de connâıtre
l’emplacement des dents, la perte osseuse et l’état des gencives. La trajectoire du cliché
est déterminée et la fente se déplace devant ce dernier afin d’avoir des structures nettes sur
l’arcade dentaire (voir fig. 1.8). L’image panoramique comme par exemple la fig. 1.1 est
dite “ orthopantomogramme ”, car les rayons X sont orthoradiaux aux dents pour éviter le
chevauchement des dents adjacentes. Suite au développement des technologies à base de
semi-conducteurs, les détecteurs de rayons X solides composés de semi-conducteur ont été
inventés comme les détecteurs de rayons X CCD (acronyme anglais de Charge-Coupled
Device). Grâce à leur haute sensibilité aux rayons X, à leur relativement faible coût de
fabrication et à la nature peu écologique par rapport aux films argentiques, les détecteurs
numériques ont remplacé les films analogiques.

La radiologie conventionnelle dentaire ne donne que des images à deux dimensions
sagittales possédant une imperfection inhérente à l’étalement de l’image sur la surface
plane du film et dénuées de profondeur. En effet comme les structures sont intégrées
dans les images sagittales, les radiographies ne permettent pas de fournir la profondeur
et les mesures quantitatives de la taille d’une structure anormale parallèle au faisceau
de rayons X. De plus, la radiologie panoramique est inappropriée lors d’une intervention
chirurgicale importante qui nécessite un paramétrage plus précis comme la pose d’implants
ou l’extraction d’une dent incluse. Nous avons donc besoin des images axiales de l’organe
examiné afin de déceler les anomalies et de voir les informations précises des structures
intéressantes. Dans ce cas, nous avons recours à la tomographie CT (acronyme anglais
de Computed Tomography), qui consiste à reconstruire la cartographie des coefficients
d’atténuation des matériaux à partir de radiographies à différentes positions angulaires.
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La première image d’un patient ainsi obtenu à l’aide d’un scanner CT commercial a
permis de déceler des tumeurs cérébrales [9]. La tomographie 2D permet de visualiser
une coupe axiale de dento-maxillaire sans intervention chirurgicale et d’en extraire les
caractéristiques des structures intéressantes, par exemple la taille des tumeurs. Mais elle
ne peut pas mesurer la hauteur de la carie dans une dent et le volume d’une dent absente.
La reconstruction tomographique tridimensionnelle peut répondre à ces demandes.

Pour la reconstruction 3D, nous pouvons utiliser les scanners CT conventionnels avec
un détecteur possédant un capteur mono-dimensionnel ou bien des scanners hélicöıdaux
avec des détecteurs multi-lignes (voir la figure 1.5). Le patient se couche sur un lit. Le
lit se déplace en translation, en même temps, la paire source-détecteur tourne autour du
patient. Il y a beaucoup d’inconvénients avec l’utilisation des scanners conventionnels
ou des scanners hélicöıdaux. Premièrement, ils sont chers. Un scanner conventionnel
coûte au moins 400,000 euros. Deuxièmement, ils sont très encombrants et suivent une
réglementation très encadrée en France. C’est pourquoi, il n’existe de scanners CT conven-
tionnels ou hélicöıdaux uniquement dans les centres de radiologie ou les grands hôpitaux.
Ce qui rend impossible du coup, leurs mises à disposition pour les examens dentaires
courants.

Au début des années 90, le développement des détecteurs à semi-conducteur ont per-
mis de construire un scanner plus modeste pouvant s’installer dans un cabinet dentaire
et permettant de faire de la tomographie 3D. Les détecteurs plats numériques sont tout
d’abord apparus permettant aux fabricants de tomographes panoramiques de remplacer
le film radio-sensible. En adaptant les appareils et en utilisant ces détecteurs numériques,
on peut obtenir une reconstruction 3D de la mâchoire avec un équipement d’un coût abor-
dable pour un cabinet dentaire. Le prix d’un scanner dentaire numérique varie actuelle-
ment de 40,000 à 120,000 euros sur le marché des scanners dentaires. L’encombrement
de ces scanners est moindre que celui des scanners conventionnels ou hélicöıdaux, per-
mettant ainsi une installation dans les cabinets dentaires. La taille des détecteurs plats
numériques a augmenté avec le développement des semi-conducteurs, et a ainsi permis
de couvrir le crâne entier avec ces détecteurs. Les faisceaux de rayons X partant de la
source ponctuelle vers le plan de détecteurs numérique dessine un cône. C’est pourquoi
ces scanners sont appelés CBCT (acronyme anglais de Cone-Beam CT) c’est à dire tomo-
graphie à faisceaux de rayons X coniques. La trajectoire de la paire source-détecteur est
simplement circulaire, ce qui permet une acquisition plus rapide que celle des scanners
conventionnels.

Les principaux avantages du CBCT est de permettre de visualiser à haute résolution
spatiale la mâchoire ou les structures dento-maxillaires en 3D et d’apporter des mesures
de la quantité osseuse ou de taille volumique de perte dans une dent (facilitant ainsi
le choix des implants dentaires adaptés au patient). Par ailleurs, cette technique nous
permet de limiter la zone irradiée selon la région d’intérêt avec un collimateur, dans le cas
contraire, tout le crâne est exposé aux irradiations comme c’est le cas avec les scanners
conventionnels.

Malheureusement, la reconstruction 3D de la mâchoire est une des parties du corps
les plus difficiles à acquérir. En effet, il n’est pas rare que les patients possèdent dans
la bouche des objets métalliques, par exemple des amalgames, des implants dentaires
métalliques, des couronnes métalliques, etc. Les parties métalliques sont très denses et
absorbent plus de rayons X que les tissus humains. Les faisceaux des rayons X passant
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par ces parties métalliques sont très atténués, donc peu de photons X sont captés par le
détecteur. Du fait du faible nombre de photons, il y a une grande sensibilité au bruit de
mesure. De plus, les approches classiques de reconstruction tomographique comme FBP
(acronyme anglais, Filtered BackProjection) font les hypothèses suivantes : la source de
rayons X est monochromatique et il n’y a pas de phénomènes de diffusion dans l’objet.
Malheureusement, en pratique ce n’est pas le cas. Or les objets métalliques étant très
contrastés, de petites erreurs de modélisation entrâınent des artefacts appelés “ artefacts
métalliques ” (AM) qui ont la particularité de contaminer des zones relativement éloignées
de leurs sources.

Les hypothèses faites dans les méthodes FBPs sont que les faisceaux de rayons X sont
monochromatiques, et qu’il n’y a pas de photons X diffusés détectés. L’incohérence entre
les hypothèses de FBP et la réalité est très forte dans le cas de présence de métal, ce qui se
manifeste par des artefacts visibles de type raies noires et blanches ou tâches noires dans
les images reconstruites par FBP. Les causes physiques principales sont le durcissement,
le diffusé, le bruit et les effets de bord exponentiels, résumé dans [10]. Les effets de
bords exponentiels sont non-linéaires et sont dus à l’intégration de la loi exponentielle
d’atténuation des rayons X avec la largeur finie du rayonnement dans le plan traverse des
rayons X. Ils peuvent être diminués en réduisant la taille des cellules du détecteur [11].
Le mouvement du patient est aussi une source importante des artefacts métalliques [10]
et [12]. Mais, cela peut être évité à l’aide d’un support fixé. Nous nous concentrons donc
uniquement sur la réduction des artefacts métalliques dus au durcissement, au diffusé et
au bruit.

Une autre préoccupation très importante, c’est que lorsque l’on fait un examen radi-
ologique, on est exposé à un rayonnement ionisant. La sur-exposition à ce rayonnement
augmente le risque de cancer. En plus, les femmes et les enfants sont plus sensibles à
ces rayonnements ce qui nécessite une meilleure protection. On cherche donc au max-
imum à réduire la dose de rayons X pour obtenir les images 3D. La dose de radiation
déposée au patient peut être diminuée en réduisant le temps d’acquisition ou la puissance
de la source de rayons X (nombre de photons ou énergie émise). On peut réduire le
nombre de projections afin d’acquérir des données plus rapidement. On peut également
abaisser le courant et la tension du générateur pour diminuer le nombre et l’énergie des
photons X émis par la source respectivement, dans ce cas là, les mesures de détecteur
sont bruitées. Les méthodes FBPs sont sensibles au nombre de projections et au bruit
des mesures. Les images reconstruites par FBP sont donc très bruitées et ne peuvent pas
fournir l’information pour le diagnostique.

Mon travail de thèse dans ce contexte vise à développer de nouveaux algorithmes de
reconstruction tomographique pour réduire les artefacts métalliques, tout en réduisant
la dose de radiation sans compromettre la qualité d’image reconstruite. Ma thèse s’est
déroulée dans le cadre d’une collaboration entre Trophy, Carestream dental, et le Groupe
des Problèmes Inverses (GPI), au sein du laboratoire des signaux et systèmes (L2S). Nous
avons développé de nouveaux algorithmes de reconstruction tomographique dans le cadre
des méthodes bayésiennes, ce qui permet d’intégrer des modèles liés à l’acquisition et des
informations a priori dans la reconstruction itérative. Les modèles liés à l’acquisition
concernent le spectre polychromatique des rayons X et le diffusé de Compton. Les in-
formations a priori sont souvent utiles pour compenser les informations absentes, par
exemple, le nombre des matériaux.
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Mon mémoire est organisé en 6 chapitres. L’introduction générale de la tomographie
par transmission et la physique essentielle de l’imagerie médicale sont présentées dans la
suite du premier chapitre. Nous exposons les méthode de reconstruction tomographique
dans le deuxième chapitre. Les méthodes de réduction des artefacts métalliques sont
introduites dans le troisième chapitre. Nous parlons des méthodes de reconstruction
avec de faibles doses de radiation dans le quatrième chapitre. Le cinquième chapitre est
consacré à l’évaluation des méthodes proposées sur les données expérimentales. Pour
terminer, les conclusions et les perspectives à notre travail sont présentées.

I.1 Châıne de mesure

I.1.1 Bref historique de l’imagerie médicale à base de rayons X

Les rayons X ont été découverts par le physicien autrichien Wilhelm Röntgen en 1895,
qui a fait la première radiographie médicale des doigts de sa femme. Depuis lors, grâce
à la capacité de pénétration des rayons X dans la matière, on s’en sert pour visualiser la
structure interne d’un objet sans le détruire. Dans les années 1970, suite à l’avancement
des techniques de micro-électronique, G. N. Hounsfield a inventé le premier scanner CT
commercial à rayons X en imagerie médicale chez EMI. Cette invention lui a valu le Prix
Nobel avec A. M. Cormack en 1979. De nos jours, le CT est devenu une des principales
techniques de diagnostique dans le domaine de l’imagerie médicale.

Le système de scanner de rayons X comprend deux entités : le générateur de rayons
X et le détecteur de rayons X (voir la figure 1.2).

I.1.1.1 Le générateur de rayons X

Dans le générateur, il y a 3 composantes principales, un générateur de rayons X, un
collimateur et un filtre. Le générateur de rayons X contient une cathode, qui fournit
les électrons et une anode comme une cible des électrons. La tension entre la cathode et
l’anode doit être suffisamment forte pour générer un champ électrique, où les électrons sont
accélérés. Les électrons frappent alors l’anode (souvent en tungstène) à grande vitesse. Il
en résulte une production de chaleur (environs 99%) et l’émission de photons X. Les deux
principaux mécanismes associés à la générations de rayons X sont décrits ci-dessous :

Spectre Bremsstrahlung : une partie des électrons est ralentie et est déviée par
l’attraction du noyau atomique de la cible. La perte d’énergie cinétique des électrons
se transforme en énergie des photons de rayons X, dont le spectre est continu (voir la
figure 1.3). Ce phénomène s’appelle “ Bremsstrahlung ”, ce qui signifie en Allemand
“ rayonnement de freinage ”.

Spectre de radiation caractéristique : lorsqu’un électron incident, dont l’énergie
dépasse l’énergie d’excitation d’un électron sur la couche inférieure de l’atome de la
cible, heurte ce dernier, il dévie de sa trajectoire originale et un électron de la couche
supérieure, moins stable, prend la place manquante. Dans ce cas, un photon X est
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créé par dé-excitation (voir les pics dans la figure 1.3). Alors l’énergie des photons
de rayons X est dépendante du numéro atomique de l’anode, ce qui est nommée, “
radiation caractéristique ”.

Figure 1.2 – Châıne du système du scanner à rayons X (extrait de [1]).

Figure 1.3 – Spectre d’un scanner avec la tension maximale de générateur des rayons X
(KvP, acronyme anglais de Kilovotage Peak) 150 kV. Les pics représentent la radiation
caractéristique.

Dans le processus de génération du flux des rayons X, la tension électrique entre la
cathode et l’anode détermine le maximum d’énergie des rayons X et le nombre de flux des
rayons X est contrôlé par le courant dans la cathode.
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En plus, un collimateur permet de faire varier la taille de faisceaux des rayons X et
de limiter la zone d’irradiation. Afin d’éviter l’effet d’étalement spatial de la source de
rayons X, la taille de la fenêtre du collimateur doit être optimisée. L’ajout d’un filtre en
métal (généralement en aluminium ou cuivre) permet de réduire l’étalement du spectre
des rayons X. En effet, le filtre élimine les photons X de très faible énergie qui sont peu
exploitable en imagerie médicale, qui permet un pré-durcissement du faisceau. Il diminue
le durcissement pendant la traversée du patient. Enfin, on peut ajouter un filtre afin de
rendre la source des rayons X d’énergie plus élevée.

I.1.1.2 Le détecteur de rayons X

Dans les scanners, le détecteur de rayons X sert à mesurer les rayons X traversant l’objet.
Il y a deux types de détecteurs de rayons X selon la technologie de détection : le détecteur
indirect de rayons X et le détecteur direct de rayons X. Le détecteur indirect de rayons X se
compose principalement d’un scintillateur, d’une photo-diode ou un CCD. Le scintillateur
contient un cristal fluorescent de matériau spécial, par exemple NaI (iodure de sodium),
permettant d’émettre des photons visibles lorsqu’il absorbe un photon X. Les rayons X
sont convertis en lumière visible par le scintillateur, dont l’intensité est proportionnelle
à l’intensité des rayons X. Puis les photons de la lumière visible sont transformés en
signal électrique par la photo-diode ou le CCD pour former une image numérique. Les
détecteurs directs de rayons X sont basés sur les matériaux de semi-conducteur, par
exemple CdTe (tellure de cadmium). Les photons X sont convertis directement vers les
paires électron-trou dans les détecteurs de semi-conducteur et sont collectés pour former
un signal numérique.

En général, les détecteurs indirects de rayons X possèdent un intervalle de détection
d’énergie large et bonne efficacité de détection. Les détecteurs plats numériques indi-
rects sont couramment utilisés dans les CBCT en imagerie médicale. Au contraire, les
détecteurs directs de rayons X sont meilleurs sur la sélection d’énergie des photons X et
la résolution spatiale [13].

I.1.1.3 Différents types de scanners

Différents types de scanners à rayons X ont été développés depuis les années 1970. Les
scanners CT de la première génération sont constitués d’une source de rayons X et d’un
détecteur. Ils nécessitent de la translation et puis la rotation de la paire source-détecteur
pour reconstruire une coupe de l’objet, voir la figure 1.4.(a). Les faisceaux de rayons
X sont parallèles dans ces scanners. Le temps de scan par coupe est très important,
4,5 minutes/coupe dans le premier scanner CT, à cause des mouvements complexes de
translation et rotation de la paire source-détecteur, et également du très faible nombre des
cellules de détecteur (une seule cellule). Ils sont remplacées par les scanners de troisième
génération en imagerie médicale, qui n’ont besoin que de rotation, voir la figure 1.4.(b).
Ces scanners sont composés d’une source de rayons X et d’un grand nombre de cellules
de détecteur (plus de 800 cellules de détecteur), dont la trajectoire de la paire source-
détecteur est circulaire [2]. Ils permettent une acquisition beaucoup plus rapide, en entre
0,3 et 0,5 secondes par coupe. Une autre différence avec les scanners de la première
génération est que les faisceaux de rayons X sont divergents.
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I.1.1 - Bref historique de l’imagerie médicale à base de rayons X

Figure 1.4 – Illustration des géométries du scanner des rayons X parallèles (a) et du
scanner des rayons X divergents (b).

En tomographie, une reconstruction tridimensionnelle est considérée comme un em-
pilement de coupes 2D. Elle consiste à reconstruire l’ensemble des images 2D. Les pre-
miers scanners de reconstruction 3D sont des scanners conventionnels avec détecteur d’une
coupe. La coupe irradiée du patient se déplace en fonction de la translation du lit où le
patient se couche. Afin d’éviter l’inconsistance des données, le lit ne bouge pas lors de
la rotation de scanner conventionnel. Par conséquent, le temps d’acquisition 3D est très
important. Nous pouvons accélérer l’acquisition 3D en remplaçant le détecteur avec une
seule ligne de détection par un détecteur multi-lignes. Mais le temps d’acquisition est
encore limité par les mouvements séquentiels de la translation du lit du patient et la
rotation de scanner. Pour une acquisition 3D plus rapide, les scanners modernes tour-
nent lors de la translation continue du lit du patient. La trajectoire de la paire source-
détecteur est hélicöıdale par rapport au patient, voir la figure 1.5.(a). Les données ne sont
pas cohérentes car le plan irradié change lors d’un tour de la paire de source-détecteur.
Alors, il nécessite des algorithmes d’interpolation pour réarranger les données dans le plan
transverse comme les scanners conventionnels. Les scanners hélicöıdaux avec un détecteur
d’une ou plusieurs lignes sont commercialisés depuis des décennies. Le temps d’acquisition
3D diminue avec le nombre de coupes, mais le coût de scanner augmente. En plus, la
résolution spatiale s’améliore avec le nombre de coupes. Un compromis entre le coût, le
temps d’acquisition et la résolution spatiale doit être fait pour sélectionner un scanner
hélicöıdal en fonction du type d’application.

En imagerie dentaire, nous nous intéressons seulement à la mâchoire ou au crâne. Pour
cela, un scanner CBCT avec le détecteur plat numérique suffit, 1.5.(b). La trajectoire de
la paire source-détecteur est simplement circulaire. Le temps d’acquisition d’un scanner
CBCT est comparable avec celui de scanner hélicöıdal avec détecteur multi-ligne. Mais
le coût d’un scanner CBCT est beaucoup plus faible que celui d’un scanner hélicöıdal,
et reste ainsi abordable pour les dentistes. Par ailleurs, les scanners CBCT sont plus
compacts que les scanners hélicöıdaux, qui conviennent mieux pour une installation dans
les cabinets des dentistes. Les scanners CBCT sont donc largement utilisés dans les
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Châıne de mesure

cabinets des dentistes aujourd’hui.

(a) (b)

Figure 1.5 – Schéma du scanner de CT helicöıdal avec le détecteur multi-ligne (a) (extrait
de [1]) et du scanner CBCT (b).

Les autres types de scanners sont intéressants en imagerie médicale, notamment les
scanners de tomosynthèse numérique et les scanners panoramiques.

La tomosynthèse numérique a un angle de projection limité sur un arc (par exemple
15°-60°), ce qui est différent avec la CT (balayage sur un demi-tour ou tour entier), voir
la figure 1.6. Un faible nombre des projections discrètes de scanner sont acquises. Cela
dépend de type d’application et de la sensibilité à la dose de radiation. Les projections de
la tomosynthèse sont incomplètes par rapport à la CT. Avec les projections de différents
angles de la source, les coupes des différents niveaux sont reconstruites par la méthode
“ shift and add ”, [2]. Dans la figure 1.6, les plans 1 et 3 peuvent être reconstruits
en sommant les images décalées, par contre, la reconstruction du plan de focalisation
2 est simplement la somme de toutes les images. Clairement, la somme des différentes
images sont floue, des algorithmes de déconvolution sont nécessaires pour améliorer le
contraste des images. Nous pouvons aussi reconstruire les images 3D avec des méthodes
de reconstruction tomographique en CT, notamment en utilisant les méthodes itératives
(voir la section II.3 de chapitre II), qui sont moins sensibles au nombre de projections.
L’application majeure de la tomosynthèse numérique est l’imagerie du sein. La mammo-
graphie conventionnelle et la mammographie numérique sont les techniques d’imagerie 2D
utilisées couramment en imagerie du sein, mais elles ne peuvent pas détecter les tumeurs
cachées dans les tissus chevauchés ou dans le cas contraire, se trompent sur une détection
d’une tumeur dans les tissus intégrés. La tomosynthèse numérique permet une recon-
struction 3D qui ne subit pas de chevauchement des tissus et augmente le taux de réussite
de détections des tumeurs, avec l’utilisation d’un peu plus de dose que la mammographie.
Elle peut être également appliquée en imagerie dentaire.

En imagerie dentaire, l’imagerie panoramique dentaire permet aux dentistes de
connâıtre l’emplacement des toutes les dents sur une seule image. Comme la to-
mosynthèse, le plan de focalisation peut être visualisé clairement dans le film, mais le
plan au dessus ou dessous est flou à cause du mouvement de sa projection en fonction
de déplacement de la source, voir la figure 1.7. Afin de voir clairement toutes les dents,
nous pouvons focaliser les images directement sur l’arcade des dents en déplaçant la paire
source-détecteur, voir la figure 1.8.
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I.1.1 - Bref historique de l’imagerie médicale à base de rayons X

Figure 1.6 – Illustration schématique de la tomosynthèse (a) et de la reconstruction des
plans de différentes profondeurs par l’algorithme de “ shift and add ” (b). (a). Les plans de
différentes profondeurs (plans 1, 2, et 3) sont représentés respectivement par un triangle,
un carré, et un cercle. Le plan 2 est le plan de focalisation du milieu. Nous expliquons
les reconstructions des plans de différentes profondeurs avec quatre positions angulaires
A, B, C, D. (b). Les coupes 2D peuvent être reconstruites par l’algorithme de “ shift and
add ”, le plan 1 est reconstruit par décalage des projections B-D de droite à gauche et
la somme des quatre projections, au contraire, le plan 3 est obtenu par la somme de la
projection A et des projections B-D décalées de droite à gauche. La figure est extraite de
[2].

I.2 Approches classiques FBP

La tomographie par transmission consiste à reconstruire la cartographie des car-
actéristiques d’atténuation des matériaux contenus dans l’objet inconnu. L’atténuation
d’un matériau est décrite par le coefficient d’atténuation linéaire (CAL). Le CAL est
défini par la diminution de l’intensité des rayons X par unité de longueur sur l’intensité
des rayons X incidents, voir dans la figure 1.9.

µ = −
dI
dr

I
(1.1)
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Approches classiques FBP

Figure 1.7 – Illustration du principe de la tomographie panoramique. (a) Les plans de
différentes profondeurs (plan 1, 2 et 3) sont décrits respectivement par un triangle, un
carré et un cercle, et le plan 2 est plan de focalisation. (b) Le triangle se déplace de droite
à gauche lorsque la source des rayons X tourne de A à B et en sens inverse pour le cercle.
La position du carré est fixée entre l’angle A et l’angle B de la source des rayons X. Si
nous ajoutons les projections A et B, le carré est net, par contre, le triangle et le cercle
deviennent flous. La figure est extraite de [2].

où I est l’intensité des rayons X incidents, dr est l’épaisseur fini d’un matériau. Le CAL
s’exprime généralement en cm−1.

Les approches classiques de reconstruction tomographique de type FBP sont couram-
ment utilisées dans les scanners CT modernes en imagerie médicale et dans le monde
industriel. Les méthodes FBP sont basées sur les hypothèses suivantes :

• H1.1 : Les rayons X passant par l’objet inconnu sont monochromatiques.

• H1.2 : Il n’y a pas de rayons X diffusés captés par le détecteur.

• H1.3 : Le bruit des données est i.i.d (anonyme anglaise, independent, identical dis-
tribution), après pré-traitement des mesures du détecteur par l’opposé de log.

L’hypothèse H1.1 signifie qu’il existe des rayons X d’une seule longueur d’onde. Et
l’hypothèse H1.2 indique que tous les photons X reçus par le détecteur passent par l’objet
sur la trajectoire rectiligne source-détecteur. Autrement dit, il n’y a pas de photons
X diffusés, cela signifie que tous les photons X diffusés sont absorbés, que le détecteur
est infiniment éloigné de l’objet inconnu, ou alors que tous les photons X s’enfuient du
détecteur. Les hypothèses H1.1 et H1.2 permettent de décrire le processus d’acquisition par
la loi Beer-Lambert (voir l’eq.1.2). L’hypothèse H1.3 suppose que le bruit du détecteur est
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I.2.1 - Modèle simple lié à l’acquisition

Figure 1.8 – Illustration schématique de la tomographie panoramique dentaire. la focali-
sation se fait maintenant sur l’arcade des dents dans la mâchoire. Lorsque la source des
rayons X tourne sur l’arc parallèle à l’arcade de la mâchoire, le détecteur se déplace dans
le sens inverse.

Figure 1.9 – Définition de coefficient d’atténuation linéaire µ.

multiplicatif, i.i.d, et que les rayons X peuvent toujours traverser l’objet inconnu. Basées
sur les hypothèses précédentes, nous pouvons établir un modèle simple lié à l’acquisition.

I.2.1 Modèle simple lié à l’acquisition

D’après la définition de CAL (eq.1.1), sous les hypothèses de H1.1 et H1.2, nous pouvons
en déduire de la loi de Beer-Lambert, ci-dessous :

IL = I0e
−

∫
L µ(r,E0)dr (1.2)

où I0 est l’intensité originale du faisceau des rayons X d’entrée, L est la trajectoire rec-
tiligne du faisceau de rayons X, r est la coordonnée spatiale de l’objet inconnu, et E0

représente l’énergie des photons X déterminée par leur longueur d’onde selon l’équation
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suivante :

E =
hc

λlo
(1.3)

où h est la constante de Planck (h = 6, 6261×10−20Js), c est la vitesse de la lumière (c =
3, 0×108m/s) et λlo est la longueur d’onde des rayons X, exprimée en Ångstrøm (10−10m).
Typiquement, les énergies des rayons X utilisés dans la radiologie de diagnostique sont
comprises entre 30 KeV et 150 KeV avec 1KeV = 1, 602× 10−16J .

L’intensité IL du faisceau des rayons X monochromatiques transmis diminue expo-
nentiellement en fonction de l’intégrale du coefficient d’atténuation du matériau sur la
trajectoire rectiligne des rayons X. En mathématique, cette intégrale sur la trajectoire
rectiligne est la transformée de Radon (R) [14], qui est détaillée dans la première section
du chapitre II. ∫

L

µ(r, E0)dr = RµL(E0) (1.4)

Si nous traitons les données des mesures du détecteur par l’opposé de log, nous obtenons
la relation linéaire entre les CAL des matériaux et les données logarithmiques. Ce pré-
traitement des données correspond à une “ linéarisation des données ” . Il est appliqué
avant la reconstruction standard par FBP dans les scanners modernes. Les données
logarithmiques représentent l’atténuation des rayons X g sur une trajectoire rectiligne
donnée, comme gL ci-dessous.

gL = − log
IL
I0

= RµL(E0) (1.5)

I.2.2 Inversion de la transformée de Radon par FBP

Nous pouvons estimer le CAL µ par inversion de la transformée de Radon. En
mathématique, il existe des formules d’inversion de la transformée de Radon, correspon-
dantes aux méthodes de rétro-projections filtrées.

Soit le vecteur d’objet inconnu f ∈ S(Rn) où S est l’espace de Schwartz et n est la
dimension d’objet, f est le vecteur de CAL, Rf est la transformée de Radon de f qui
est acquise avec les scanners par rayons X parallèles (voir l’eq. 1.5). f est estimé par la
formule d’inversion de la transformée de Radon suivante :

f =
1

2
(2π)1−nR#I1−n

R Rf (1.6)

où R# est l’opérateur de rétro-projection qui est opérateur dual de l’opérateur de projec-
tion R associé à la transformée de Radon.

R#g =

∫
Sn−1

g(δ)dδ (1.7)

avec δ, le vecteur de position angulaire associé à la trajectoire rectiligne des rayons X et
IR, l’opérateur de filtrage qui est défini comme ci-dessous :

IkRg = (2π)−n/2
∫
Rn
|ρ|1−nĝ(ρ)ejxρdρ (1.8)
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I.2.2 - Inversion de la transformée de Radon par FBP

avec ĝ la transformée de Fourier de g. La démonstration de la formule de l’inversion de
la transformée de Radon (eq.1.6) est détaillée dans [1], page 29.

Les approches classiques de reconstruction tomographique FBP sont basées sur
l’inversion analytique de la transformée de Radon (eq.1.6). La reconstruction par FBP
est rapide mais elle est sensible au bruit, car les FBPs utilisent le filtre rampe |ρ|1−n qui
est un filtre passe-haut. Or le bruit est présent dans toute les fréquences et notamment
dans les hautes fréquences, celui-ci est amplifié par ce filtre rampe lors de la reconstruc-
tion. Par ailleurs, les hypothèses faites dans les FBPs ne respectent pas la réalité. En
fait, les rayons X incidents dans l’objet ne sont pas monochromatiques. Le spectre de
source des rayons X est polychromatique dans les scanners commerciaux. L’étalement
de spectre est souvent réduit par un filtre en métal (aluminium ou cuivre) placé derrière
la source des rayons dans les scanners, mais les rayons X ne peuvent pas être considérés
monochromatiques. Les CALs des matériaux sont également dépendants de l’énergie des
photons X. Par conséquent, des artefacts liés au spectre des rayons X apparaissent dans
les images reconstruites par FBPs, notamment avec la présence de matériaux très denses
dans l’objet, par exemple le métal.

Autre phénomène physique non pris en compte dans les méthodes FBP, les photons
X diffusent lors de l’interaction avec les atomes de matériaux rencontrés. Une part des
photons X diffusés est alors captée par le détecteur. Cette proportion dépend de la
distance entre l’objet et le détecteur mais également des matériaux et de la taille de
l’objet. Cela n’étant pas intégré dans les méthodes FBPs, des artefacts peuvent alors
apparaitre dans les images reconstruites. En outre, l’hypothèse H1.3 du FBP n’est pas
justifiée dans le cas de la présence de métal, où les faisceaux des rayons X peuvent être
absorbés complètement par le métal. Très peu de photons X sont reçus par les cellules du
détecteur masquées par le métal. Après linéarisation des mesures par logarithme négatif
(voir l’équation 1.5), les atténuations sur les trajectoires rectilignes passant par le métal
deviennent infinies (ln 1

0
→ ∞). Le bruit des mesures associés au métal est amplifié par

rapport au bruit des autres mesures après la linéarisation des mesures, voir la figure 1.13.

Pour comprendre ces artefacts, nous introduisons dans la suite la physique de
l’interaction entre les photons X et les atomes des matériaux.

I.3 Principes physiques de la tomographie par transmis-
sion

Lors d’une acquisition avec un scanner à rayons X, l’intensité du faisceau de rayons X
émis par la source est atténuée par les matériaux de l’objet. Le faisceau de rayons X
traversant l’objet est capté par le détecteur au coté opposé de la source de rayons X.
Les informations d’atténuation des matériaux de l’objet sont contenues dans les données
du détecteur. Les approches classiques FBP permettent de reconstruire la cartographie
des CAL des matériaux de l’objet. Mais les hypothèses faites dans les FBPs ne sont
pas convenables dans la pratique, notamment avec les matériaux très denses, comme le
métal, qui provoquent des artefacts dans les images reconstruites. Afin de comprendre la
formation de ces artefacts, nous présentons l’interaction des rayons X avec la matière et
les principes mathématiques y correspondants.
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Principes physiques de la tomographie par transmission

I.3.1 Interaction des rayons X avec la matière

L’atténuation n’est pas une grandeur physique, elle est la combinaison de plusieurs
phénomènes. Dans la radiologie par rayons X, il y a quatre processus physiques décrivant
les interactions des photons de rayons X avec la matière :

Absorption photo-électrique
un photon X heurte un électron de la couche interne d’un atome du matériau,
l’électron excité sort dans la même direction que le mouvement du photon. Toute
l’énergie du photon est transformée vers l’électron qui ionise son atome et les autres
atomes sur la trajectoire de mouvement. ce phénomène est l’absorption photo-
électrique. L’énergie cinétique de cet électron (Ec) est la différence de l’énergie du
photon X (Ep) et l’énergie d’excitation de l’électron (E0).

Ec = Ep − E0. (1.9)

L’énergie du photon X incident doit être supérieure à celle d’excitation de l’électron
pour libérer des électrons.

Diffusé Compton
un photon peut aussi heurter un électron de la couche externe. Dans ce cas là,
seulement une partie de son énergie est transférée vers cet électron. Ce dernier et
le photon diffusé dévient alors leur trajectoire d’un certain angle par rapport à celle
du photon incident. L’angle de direction de l’électron et celui du photon diffusé sont
déterminées par la loi de conservation de l’énergie et du moment.

Diffusé de Rayleigh
le diffusé de Rayleigh est plus probable dans les rayons X de faible énergie. Un
photon X incident de faible énergie interagit et excite l’atome en entier, l’ensemble
des électrons de l’atome oscille en phase, et irradie leurs énergies immédiatement
par émission d’un photon secondaire dans une direction peu déviée. Durant cette
interaction, aucun électron chargé est libéré. Il n’y a donc pas d’ionisation. Dans
l’intervalle d’énergie de la radiologie de diagnostique médicale, la probabilité du
diffusé de Rayleigh est très faible. Par exemple, le diffusé de Rayleigh dans le tissu
mous compte moins de 5% d’interactions de rayons X au delà de 70 keV et seulement
12% au plus au delà de 30 keV [2].

Production de paire
un photon X de très haute énergie (≥1,022MeV) frappe le noyau d’un atome, son
énergie est transformée en un couple électron-positon, dont les énergies masse sont
0,511 MeV, selon l’équation fameuse de Einstein E = mc2 ( avec m la masse d’un
électron et c la vitesse de la lumière). Le reste de l’énergie du photon X (moins 1.022
MeV) est convertie en énergies cinétiques pour l’électron et le positon. Le positon
combine avec un électron, il en résulte une annihilation. Durant cette annihilation,
deux photons d’énergie 0,511 MeV apparaissent dans les directions opposées de
l’un et de l’autre. La production de paire apparâıt seulement avec les rayons X de
très haute énergies. Dans la radiologie de diagnostique médicale, il n’y a pas de
production de paire.
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I.3.2 - Modèles physiques liés à l’acquisition

Le diffusé de Rayleigh est peu probable et négligeable, dans la radiologie de diagnos-
tique médicale (de 30 KeV à 150 KeV), et la contribution de diffusé de Rayleigh au CAL
est vue dans la figure 1.10 pour les matériaux courants humains et les métaux (aluminium
et titane). L’absorption photo-électrique et le diffusé Compton sont les interactions prin-
cipales des rayons X avec la matière. La probabilité du premier est proportionnelle à
Z3/E3, où Z est le numéro atomique de la matière ou équivalent pour la matière mélangée,
et E décrit l’énergie des photons X. L’absorption photo-électrique des matériaux à fort
numéro atomique comme l’aluminium (Z=13) est plus forte que celle des matériaux à
numéro atomique faible comme les tissus mous (Z=7). Le diffusé Compton est quant à
lui dépendant de la densité des électrons. Plus la densité des électrons est haute, plus
il y a de photons X du diffusé Compton. Le diffusé Compton dépend aussi de l’énergie
des rayons X. En physique nucléaire, la section efficace est une grandeur physique reliée à
la probabilité d’interaction d’une particule pour une réaction donnée. La section efficace
du diffusé Compton peut être décrite par un des modèles les plus utilisés, le modèle de
Klein-Nishina. La formule de Klein-Nishina qui est utilisé pour la contribution de diffusé
Compton à l’atténuation totale [15], [16], est donnée ci-dessous :

fKN(α) =
1 + α

α2
∗ (

2(1 + α)

1 + 2α
− ln(1 + 2α)

α
) +

ln(1 + 2α)

α
− 1 + 3α

(1 + 2α)2
(1.10)

où α = E/511keV , avec E est l’énergie des rayons X.

Afin de connâıtre la contribution des différents phénomènes physiques dans
l’atténuation des rayons X, nous traçons dans la figure 1.10 les courbes de diffusé de
Rayleigh, de l’absorption photo-électrique et de diffusé Compton en fonction de l’énergie
des photons X lors de l’interaction de rayons X avec les matériaux humains (eau, tissus
mous, et os) et les métaux (aluminium et titane).

Dans la figure 1.10, l’absorption photoélectrique est dominante dans le cas de faibles
énergies de photons X et diminue avec l’augmentation de l’énergie des photons X, pour
les substances humaines (eau, tissu mous, et os), et les métaux couramment utilisés dans
la CT (aluminium et titane). Au contraire, le diffusé domine dans le cas d’énergie de
photons X plus élevée. Les deux contribuent à l’atténuation quasiment totale des rayons
X avec les matériaux dans la radiologie de diagnostique (environs de 30 à 150 keV) où
le diffusé Rayleigh est supposé négligeable. Alors les CALs des matériaux dépendants de
l’énergie des photons X sont exprimés par combinaison de l’absorption photo-électrique
et du diffusé Compton dans [15], [16].

Nous pouvons d’ores et déjà remarquer que les variations du coefficients d’atténuation
en fonction de l’énergie des photons X dans les matériaux plus denses comme l’aluminium
et le titane (voir les figures 1.10 g et i) sont bien plus fortes que celles de l’eau et des
tissus mous (voir les figures 1.10.(a) et .(c)).

I.3.2 Modèles physiques liés à l’acquisition

Dans la réalité, le spectre de source des rayons X n’est pas monochromatique comme le
suppose (hypothèse H1.1) les méthodes de type FBP. Ce modèle simple, non valide en
pratique, (eq.1.2) ne permet donc pas une reconstruction exacte dans le cas de rayons X
polychromatiques. Des artefacts visibles peuvent apparaitre dans les images reconstruites
à cause du modèle simple non prise en compte de l’effet spectral des rayons X. Nous avons
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alors besoin d’un modèle qui permet de tenir compte du spectre poly-énergie et des CALs
dépendants de l’énergie des photons X. Pour prendre en compte l’interaction des rayons
X avec la matière, nous introduisons dans la suite un modèle polychromatique.

Selon l’hypothèse H1.2 du FBP, il n’y a pas de photons X diffusés captés par le
détecteur. Ceci n’est pas complètement vrai car (i) certains photons X ont une diffusion
Compton et (ii) la distance entre l’objet et le détecteur est finie. Le diffusé de Compton
de rayons X est souvent important, notamment avec le détecteur plat numérique. Nous
exposons un modèle simple du diffusé par la suite.

Nous introduisons ensuite un modèle de bruit des mesures du détecteur. Le comptage
des photons X par le détecteur suit un processus statistique, qui peut être approché par
une loi de Poisson simple. Par ailleurs, lors de la conversion de l’intensité en signal
électrique de la lumière visible (détecteur indirect) ou des rayons X (détecteur direct), un
bruit électronique est ajouté aux mesures. Ce bruit électronique suit approximativement
une loi gaussienne.

(a) Eau (b) Eau

(c) Tissu mous (d) Tissu mous

(e) Os (f) Os
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(g) Aluminium (h) Aluminium

(i) Titane (j) Titane

Figure 1.10 – Coefficients d’atténuation linéaire (colonne gauche) et contributions des
différentes interactions des photons X avec la matière (colonne droite) en fonction de
l’énergie des photon X de 10 à 200 keV. Les courbes (a)-(b), (c)-(d), (e)- (f), (g)-(h) et
(i)-(j) correspondent respectivement à l’eau, aux tissus mous, à l’os, à l’aluminium et au
titane. Les CALs sont calculés à partir de la base des données XCOM NIST [3].

I.3.2.1 Modèle polychromatique

En supposant que nous connaissons le spectre de la source des rayons X et également les
CALs des matériaux de l’objet, nous pouvons établir un modèle polychromatique plus
réaliste que le modèle simple (eq.1.2) :

IE = I0

∫
E

ω(ex)e−
∫
L µ(r,ex)drdex (1.11)

où IE est l’intensité du faisceau des rayons X poly-chromatiques transmis sur la ligne
droite L, E représente l’ensemble des énergies des rayons X, ω(ex) combine le spectre de
source des rayons X normalisé et la sensibilité spectrale du détecteur, ex est la variable
d’énergie des rayons X.

En partant de l’équation (1.5) de linéarisation des données, l’atténuation ai polychro-
matique est décrite de la manière suivante :

a = − ln(IE/I0) = − ln(

∫
E

ω(ex)e−
∫
L µ(r,ex)drdex) (1.12)

L’atténuation a n’est plus une fonction linéaire des CALs des matériaux. La non-linéarité
contenue dans l’atténuation est due au spectre polychromatique de la source et à la
sensibilité du détecteur et également à la dépendance des CALs en fonction de l’énergie des
rayons X. Si cette réalité n’est pas prise en compte dans les méthodes de reconstruction,
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il en résulte des erreurs quantitatives de reconstruction et des artefacts visibles. Ces
artefacts sont appelés,” artefacts du durcissement ” et sont détaillés ci-dessous dans la
suite.

I.3.2.2 Diffusé Compton

Un autre effet non linéaire lié à l’acquisition est le diffusé Compton. La probabilité du
diffusé Compton de photons X est proportionnelle à la densité des électrons des matériaux.
En général, plus le matériau d’interaction avec les rayons X est dense, plus les photons X
diffusent. Par conséquent, les photons X diffusent plus dans les matériaux denses comme
l’aluminium et le titane que dans les matériaux mous, par exemple les os et les tissus
mous de même taille. Le nombre des photons X diffusés détectés dépend aussi du format
de l’objet et de la distance entre l’objet et le détecteur. Il augmente lorsque la taille de
l’objet à scanner augmente [17]. En général, plus la distance entre l’objet et le détecteur
est grande, moins les photons X diffusés arrivent au détecteur. Les photons X captés
par le détecteur sont constitués de deux parties : les photons X direct qui suivent une
trajectoire rectiligne entre la source et une cellule du détecteur et les photons X diffusés
(voir la figure 1.11.(a)). Un modèle d’acquisition intégrant le diffusé est donné ci-dessous
:

I = I0(e−a + s(µ|G)) (1.13)

où a sont les données d’atténuation dans le cas des rayons X monochromatiques (eq.1.5) ou
polychromatiques (eq.1.12) et s(µ|G) est la distribution des photons X diffusés normalisée
en fonction de la taille de l’objet et de la géométrie du scanner G.

Les photons X diffusés ne respectent pas l’hypothèse faite avec les méthodes FBP, c’est-
à-dire que l’intensité est atténuée exponentiellement suivant une ligne droite. Il peut en
résulter des artefacts visibles, dits artefacts du diffusé, une réduction du contraste dans
les images reconstruites par FBP et également des erreurs de quantification.

(a) (b)

Figure 1.11 – (a) Phénomène pour un seul diffusé, (b) Artefacts du diffusé dans l’image
reconstruite de la mâchoire simulée.

Remarque 1. Dans la figure 1.11, nous montrons la diffusion d’un photon X. Pour une
estimation très précise des distributions des photons X diffusés, les doubles ou multiples
diffusés doivent en toute rigueur est pris en compte. Ces processus plus complexes pouvant
par example être estimés par des méthodes Monte-Carlo ne seront pas étudiés dans ce
mémoire.
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I.3.2.3 Bruit

En regardant le processus de détection des photons X, on se rend compte que le bruit
de mesures de détecteur de rayons X est la combinaison de plusieurs types de bruit :
bruit quantique du comptage de photons X et bruit électronique des photo-diodes ou des
CCD lors de la conversion de l’intensité de lumière visible vers le signal électronique. Le
bruit quantique du comptage des photons X est souvent approché par la loi de Poisson
simple [18], [19], [20], [16]. Soit le vecteur aléatoire du nombre de photons X capté par
le détecteur Y ∈ RM , Y = [Y1, Y2, ..., YM ]t, avec M le nombre total de mesures et les
variables aléatoires Yi correspondants aux mesures des différentes cellules du détecteur,
supposées indépendantes mutuellement. Le vecteur y ∈ RM des mesures du détecteur est
une réalisation de Y, y = [y1, ..., yM ]. La probabilité conditionnelle P (Yi = yi|f) sachant
l’objet f connu suivant la loi de Poisson est donnée ci-dessous :

P (Yi = yi|f) =
e−ȳi ȳi

yi

yi!
avec i = 1, 2, ...,M, (1.14)

où ȳi est le nombre de photons X espéré sur la trajectoire de la ligne droite i. Nous
utilisons ici le modèle simple de la loi Beer-Lambert (eq.1.2) pour calculer ȳi.

ȳi = y0,ie
−

∫
Li

f(r)dr
(1.15)

où y0,i est le nombre des photons X de la projection i sans atténuation et Li est la
trajectoire du rayon X i, avec la coordonnée de l’objet r ∈ Rn, en tomographie 2D, n = 2,
et en tomographie 3D, n = 3. P (Yi = yi|f) se simplifie en P (yi|f) par la suite.

En utilisant les équations (2.75) et (2.76), nous calculons le logarithme de P (yi|f).

ln(P (yi|f)) = −ȳi + yi ln ȳi − ln yi! (1.16)

Nous approchons ln(P (yi|f)) par un terme quadratique utilisant l’expansion de l’ordre
deux de la série de Taylor comme ci-dessous [19]:

ln(P (yi|f)) ≈ −(
yi
2

(gi − ḡi)2 + yi(1 + gi) + log(yi!)), (1.17)

avec gi = ln
y0,i
yi

l’atténuation de rayon X i mesurée par le détecteur, et ḡi l’atténuation
vraie de rayons X i,

ḡi =

∫
Li

f(r)dr, (1.18)

Le log de la probabilité conditionnelle ln(P (yi|f)) est équivalent à celui de la probabilité
conditionnelle lnP (gi|f) qui est basée sur un modèle linéaire direct, ce qui est rendu
possible après linéarisation des mesures du détecteur comme ci-dessous :

gi = ḡi + εi, (1.19)

où εi est le bruit attaché aux mesures d’atténuation du rayon X i par le détecteur. εi suit
une loi gaussienne, εi ∼ N (0, σ2

i ), avec σ2
i = 1

yi
. Le modèle linéaire direct (eq.1.19) peut

s’écrire de manière matricielle comme suite :

g = ḡ + ε, (1.20)
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avec

ε ∼ N (0,Σε), (1.21)

avec la matrice de covariance Σε, Σε = diag{ 1
y1
, ..., 1

yM
}. Plus le nombre yi de photons X

détecté est grand, plus la variation de mesure d’atténuation est faible. Parce que plus il
y a de photons X reçus par le détecteur, moins il y a d’erreurs de comptage des photons
X par le détecteur [19] et[21].

Le comportement du bruit électronique peut être décrit par une loi gaussienne. La
combinaison d’une loi de Poisson et d’une loi gaussienne n’est pas souvent étudiée dans la
littérature. Du fait que la loi gaussienne discrète est une bonne approximation de la loi de
Poisson lorsque le nombre de photons X détectés est suffisamment grand, par exemple 100.
En plus, la variable aléatoire issue de la somme de deux variables aléatoires gaussiennes
indépendantes est encore gaussienne. Une loi gaussienne avec les variances adaptées aux
mesures peut donc être utilisée pour modéliser le bruit de mesure de détecteur de rayons
X avec le modèle non-linéaire direct [22].

Nous avons présenté dans cette section l’interaction des rayons X avec la matière. Dans
les hypothèses du FBP, l’effet spectral des rayons X n’est pas pris en compte et les photons
X diffusés détectés sont ignorés. Cette non prise en compte de ces phénomènes physiques
provoque des artefacts dans les images reconstruites. Un cas particulier de ces artefacts
qualifiés de métalliques dégradant fortement la qualité d’images et pouvant rendre les
images inutilisables lors du diagnostique sont introduits dans la section suivante.

I.4 Artefacts métalliques

Lors d’un examen médical, on trouve souvent sur les patients des objets métalliques
comme des prothèses de hanche ou des implants dentaires métalliques. Les implants
métalliques (souvent en titane) sont largement utilisés comme les implants dentaires en
implantologie dentaire. Les couronnes ou les bridges métalliques (typiquement en Nickel-
Chrome ou Chrome-Cobalt) sont employés afin de remplacer des dents absentes. Le
métal est beaucoup plus dense que les matériaux humains comme les tissus mous et os.
Les faisceaux des rayons X ont plus de mal à pénétrer le métal que les matériaux humains
et l’atténuation de ceux passant par le métal est beaucoup plus forte que ceux qui passent
par les tissus mous et les os. Les rayons X de faible énergie peuvent donc passer à travers
les tissus mous et les os mais pas à travers le métal. Dans ce cas là, l’effet spectral des
rayons X est important. Le diffusé de photons X est considérable à cause de la forte
densité d’électrons dans le métal. Mais l’effet spectral des rayons X et le diffusé des
photons X ne sont pas pris en compte dans les méthodes classiques comme FBP. Des
artefacts métalliques comme des raies noires et blanches et des taches noire autour de
métal apparaissent dans les images reconstruites.

Pour comprendre la formation des artefacts métalliques, nous présentons dans la suite
les causes physiques principales des artefacts métalliques : le durcissement, le diffusé, et
le bruit ([10]).
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I.4.3 - Bruit

I.4.1 Durcissement

Lorsqu’un faisceau de rayons X polychromatique passe par un objet, les rayons X de
faible énergie sont préférentiellement absorbés. Le pourcentage de rayons X de haute
énergie sortant de l’objet est plus grand que celui de rayons X entrant dans l’objet, le
faisceau des rayons X est donc durci. En plus, les CALs des matériaux sont dépendants
de l’énergie des photons X, les CALs reconstruits des matériaux varient alors en fonction
de l’énergie des photons X reçus par le détecteur. Les CALs reconstruits d’un matériau
peuvent être différents et dépendants de la trajectoire suivie de rayons X. En prenant un
objet rond et homogène, comme dans la figure 1.12, la longueur de matériau traversé par
les rayons X au milieu est plus longue que celle sur les cotés. Les faisceaux de rayons
X des énergies faibles sont donc plus atténués au centre de l’objet que sur les bords. La
proportion d’énergies des faisceaux sortant de l’objet n’est plus la même. Les CALs d’un
même matériau reconstruits par FBP ont varié en fonction de la trajectoire des faisceaux
de rayons X. Les artefacts de ” coupe ” apparaissent, voir la figure 1.12.(c).

Quand les patients portent des implants dentaire métallique, les faisceaux de rayons
X passant par le métal sont fortement atténués, l’énergie effective est donc plus élevée
que celle des faisceaux des rayons X qui passent par les tissus mous et les os. Alors, la
non-linéarité des données dû au durcissement est forte, qui provoque les raies noires et
blanches ou taches noires dans les images reconstruites par FBP.

I.4.2 Diffusé

Le diffusé Compton est dépendant de la densité d’électron dans les matériaux et également
de l’énergie de photons X. La densité d’électron du métal est grandement supérieure à
celle des matériaux relativement mous. Les photons X diffusent plus lors d’interaction
avec le métal qu’avec les tissus mous et os. En plus, les photons X ont du mal à pénétrer le
métal, le nombre de photons X transmis de métal est faible, dans ce cas là, le pourcentage
du nombre de photons X diffusés est important. Les photons X diffusés ne suivent pas
la trajectoire rectiligne entre la source et la cellule de détecteur, voir la figure 1.11.(a).
Cela n’est pas pris en compte dans les FBPs, ce qui produit des artefacts similaires à ceux
du durcissement (voir la figure 1.11.(b)), introduit les erreurs de reconstruction car les
photons X diffusés causent une sur évaluation de photons X espérés, et réduit le contraste
d’image reconstruite.

I.4.3 Bruit

Les faisceaux de rayons X peuvent être absorbés complètement par le métal, notamment
lorsqu’il y a plusieurs métaux. Cela signifie une atténuation très forte. Très peu de photons
X sont reçus par le détecteur. Après linéarisation des mesures (voir l’eq.1.5), l’atténuation
associée au métal tend vers infini, ln 1

0
→ ∞ (éq.1.5). Les données correspondantes au

métal sont beaucoup plus bruitées que les autres, voir la figure 1.13.(b). Clairement, le
bruit est amplifié par le métal. L’hypothèse H1.3 du FBP (voir la section I.2) n’est plus
valable dans ce cas là. Les artefacts comme des raies noires et blanches ou en étoile
apparaissent dans les images reconstruites par FBP.
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(a)

(b) (c)

Figure 1.12 – Illustration des artefacts du durcissement. (a) Schéma des faisceaux de
rayons X. (b) Courbes des coefficients d’atténuation des os et de l’aluminium (Al) en
fonction de l’énergie des rayons X (30-80 KeV). (c) Profil horizontal de milieu du cercle
(a).

I.5 Conclusion

Le CT s’est beaucoup développé depuis les années 70. Les premiers scanners CT étaient en
géométrie parallèle. Puis ils ont été remplacés par les scanners en géométrie divergente qui
permettent des acquisitions plus rapides. Suite aux demandes de reconstruction tridimen-
sionnelle, les scanners hélicöıdaux avec détecteur de multi-coupes se sont développés dans
les années 90, ce qui a permis des acquisitions plus rapides qu’avec les scanners conven-
tionnels à détecteur d’une coupe. Mais le coût de ce type de scanners est très important.
Ils sont souvent utilisés dans les centres de radiologie ou des grands hôpitaux. Avec le
développement des détecteurs numériques, les scanners CBCT à détecteur plat numérique
sont devenus une solution pour les cabinets de dentiste. Ils sont aujourd’hui très répandus
en imagerie dentaire, car ils permettent une reconstruction 3D de la mâchoire et du crâne
en haute résolution.
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Figure 1.13 – Illustration d’amplification du bruit. La courbe de intensité normalisée des
faisceaux de rayons X mesurée par détecteur (en haut), I /I0, et la courbe d’atténuation
y correspondant mesurée (en bas).

Les méthodes de reconstruction tomographique couramment utilisées dans le CT, le
CT hélicó’idal et le CBCT sont des méthodes de type FBP, rétro-projections filtrées.
Les trois hypothèses faites dans le FBP sont présentées dans la section I.2. Lorsque ces
hypothèses correspondent à peu près à la réalité, le FBP permet une reconstruction rapide
et avec une qualité d’image satisfaisante. Mais des artefacts peuvent apparâıtre dans les
images reconstruites par FBP, si la non-linéarité des données due au durcissement ou
au diffusé n’est pas négligeable, notamment dans le cas de la présence de métal sur les
patients, par exemple les patients portant les implants dentaires métalliques ou plombage.
D’après la physique de l’interaction des rayons X avec la matière, le durcissement et le
diffusé des photons X dû au métal sont très importants. Le bruit des données peut
être également amplifié par le métal, après linéarisation des mesures du détecteur. Par
conséquent, les artefacts métalliques apparaissent dans les images reconstruites, car le
FBP ne prend pas en compte le spectre de rayons X polychromatique, le diffusé et le
bruit. La réduction des artefacts métalliques est un des principaux challenges en imagerie
médicale.

Un autre challenge majeur est la réduction des doses de rayonnement. Quand un
patient passe un examen radiologique, il est exposé à un rayonnement ionisant. La sur-
exposition augment les risques de cancers. Les femmes et enfants sont plus sensibles aux
radiations, notamment les femmes enceintes. La radiologie à faible dose est de plus en plus
demandée dans les cliniques. Dans le but d’évaluer ces risques, la dose de rayonnement
effective est une des mesures des doses de radiation déposées aux patients en radiologie,
ce qui est définie par la quantité de dose radiation délivrée dans une unité masse d’un
organe humain par unité de temps et la sensibilité biologique de cet organe. Par exemple,
le poumon est plus sensible aux radiations que le crâne. La dose de rayonnement effective
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donne la probabilité de cancer radio-induit. Des stratégies de réduction de dose sont donc
nécessaires pour satisfaire la demande en radio-protection. Le contrôle optimal d’émission
de rayons X est déjà installé dans les scanners modernes mais il ne satisfait pas l’exigence
de réduction des doses de radiation actuelle.

La réduction des doses de radiation signifie la réduction de l’énergie de rayons X
qui ionise le corps du patient, ou le temps d’acquisition plus court. Dans le premier
temps, nous pouvons réduire le nombre de projections afin d’acquérir des données plus
rapidement. Mais l’angle de projections peut être sous-échantillonné, ce qui provoque des
artefacts “ aliasing ” dans les images reconstruites par FBP. Dans le deuxième temps, nous
pouvons diminuer la tension entre la cathode et l’anode de générateur de rayons X ou le
courant de la cathode qui contrôle le flux de rayons X pour réduire l’énergie des rayons X.
Il n’y a pas de problème de sous-échantillonnage des angles de projection, mais le rapport
du signal sur bruit (RSB) diminue. Nous pouvons aussi faire les deux simultanément pour
réduire la dose de rayonnement au maximum. Le problème de réduction de dose est très
fortement lié aux problèmes de bruit des mesures, de sous-échantillonnage sur les angles
de projection et de RSB faible, auxquels les méthodes FBP sont très sensibles.

Nous proposons donc de nouveaux algorithmes itératifs de reconstruction tomo-
graphique 3D pour la réduction des artefacts métalliques et la réduction des doses de
radiation.
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II
Méthodes de reconstruction tomographique

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux méthodes de reconstruction tomographique.
D’abord, nous présentons les bases de la tomographie par rayons X . Ensuite, nous intro-
duisons les méthodes de reconstruction tomographique, divisées en deux groupes :

• Méthodes analytiques : elles sont basées sur l’inversion analytique de la transformée
de Radon, par exemple, les méthodes de Fourier ([23], [24], [25],) et les méthodes
de rétro-projection filtrée ( [26], [27], [28], [29]).

• Méthodes itératives : l’inversion de la transformée de Radon peut être considérée
comme une résolution d’équations linéaires, car la transformée de Radon est linéaire.
La solution des équations linéaires peut être obtenue par les méthodes algébriques.
Nous pouvons donc reconstruire des images en utilisant les méthodes algébriques
: ART (acronyme anglais, Algebraic Reconstruction Technique), [30], [9], SIRT
(acronyme anglais, Simultaneous Iterative Reconstruction Technique), [31], et SART
(acronyme anglais, Simultaneous Algebraic Reconstruction Technique), [32]. En
plus, la nature statistique du comptage du nombre de photons doit être pris en
compte lors d’une reconstruction pour réduire des artefacts dues au bruit des
mesures, voir la sous-section I.3.2.3. Des modèles statistiques sont donc utilisés pour
modéliser le processus d’acquisition des données. Des méthodes statistiques sont
proposées pour la reconstruction d’image : les méthodes de maximum de vraisem-
blance [33], [18], [34], et les méthodes bayésiennes, [35], [19], [36], et [37].

Enfin, nous comparons les deux types de méthodes de reconstruction tomographique.

II.1 Les bases de la tomographie

La principale opération de la tomographie est la transformée de Radon, définie par
l’intégrale d’une fonction sur un ensemble de droites [14]. La transformée de Radon

27



II.1.1 - Transformée de Radon

de l’image est obtenue dans les scanners à rayons X parallèles voir la figure 1.4.(a). Nous
définissons les notations utilisées dans la suite de ce mémoire. Elles peuvent être étendues
en transformée divergente dans les scanners de troisième génération (voir la figure 1.4.(a)),
où les rayons X sont divergents.

II.1.1 Transformée de Radon

Définissons la transformée de Radon (TR), Rf , comme l’intégrale d’une fonction f : R2 →
R sur les lignes droites dans le cas de 2D comme dans la figure 2.1. La transformée de
Radon g de f, est décrite comme ci-dessous :

g(r, φ) = Rf(r, φ) =

∫
x∈R2

f(x)δ(r − x · θ(φ))dx (2.1)

où x =
(
x1
x2

)
est la coordonnée cartésienne 2D de f, δ(.) est la distribution de Dirac qui

est définie comme ci-dessous :∫
R
δ(t)dt = 1 et δ(t) = 0, si t 6= 0 (2.2)

Et θ(φ) est le vecteur de direction sur la ligne droite avec l’angle φ, θ(φ) =
(

cosφ
sinφ

)
. r

est la distance signée de l’origine à la ligne droite L qui est perpendiculaire au vecteur θ.
g(r,θ(φ)) est dans l’espace de Radon comme dans la figure 2.1.b.

Figure 2.1 – Illustration de la transformée de Radon en 2D. (a) espace objet, (b) espace
de Radon.

Les propriétés importantes de la transformée de Radon sont données ci-dessous :
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• Elle est périodique en φ de 2π car θ(φ+ 2π) = θ(φ) :

g(r, φ+ 2π) = g(r, φ) (2.3)

• Elle est symétrique en φ de π :

g(r, φ) = g(−r, φ± π) (2.4)

II.1.2 Transformée divergente

La transformée divergente (TD) est définie par l’intégrale sur les demi-droites issue d’un
point source a comme dans la figure 2.2.

Df(a(γ), α) =

∫ +∞

0

f(a(γ) + tθ(γ + α + π/2))dt (2.5)

où la trajectoire a est paramétrée par l’angle de projection γ. Dans le cas d’une trajectoire
circulaire de rayons R, on a

a =

(
R cos(γ + π/2)
R sin(γ + π/2)

)
(2.6)

La source de rayons X se trouve sur la ligne droite θ⊥ de la distance r. En général, f
est contenu dans un domaine borné comme le cercle intérieur dans la figure 2.2, ils sont
nuls en dehors du support borné. La relation entre la TR et la TD est décrite ainsi :

Rf(r, φ)|r=a(γ)·θ(φ) = Df(a, α), (2.7)

avec φ = γ + α.

II.1.3 Théorème fondamental de la tomographie : le théorème
coupe-projection

L’énoncé du théorème

Théorème 1 (coupe-projection). La transformée de Fourier d’une dimension sur la dis-

tance r, R̂f , de la transformée de Radon de f dans la direction θ est égale à la coupe
suivant la même direction de la transformée de Fourier de dimension deux de f̂ .

Soit f ∈ S(R2) où S est l’espace de Schwartz.

R̂f(ρ, φ) =
√

2πf̂(ρθ(φ)) (2.8)

avec Rf ∈ S(R) et θ(φ) =
(

cosφ
sinφ

)
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Figure 2.2 – Illustration de la transformée divergente en 2D

Démonstration. Nous partons à partir du coté gauche de l’équation (1) en utilisant
l’équation 2.1.

R̂f(ρ, φ) =F1D{Rf(r, φ)} =
1√
2π

∫ +∞

−∞
Rf(r, φ)e−jρrdr

=
1√
2π

∫ +∞

−∞

∫
x∈R2

f(x)δ(r − x · θ(φ))dxe−jρrdr

=
1√
2π

∫
x∈R2

f(x)dx

∫ +∞

−∞
δ(r − x · θ(φ))e−jρrdr

=
1√
2π

∫
x∈R2

f(x)e−jρθ(φ)xdx

=
√

2πf̂(ρθ(φ)) (2.9)

avec j est imaginaire, j =
√
−1.

Remarque 2. Le théorème de coupe-projection établit la relation de la transformée de
Fourier d’une dimension de la transformée de Radon R̂f et la transformée de Fourier de
dimension deux de l’objet. Autrement dit, la transformée de Fourier des données acquises
par les scanners est la transformée de Fourier de dimension deux de l’objet.
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II.2 Méthodes de Reconstruction Analytiques

Les méthodes analytiques sont basées sur l’inversion analytique de la transformée de
Radon. Nous présentons tout d’abord les méthodes de TFD (acronyme de Transformée
de Fourier Directe) puis les méthodes de rétro-projections filtrée largement utilisées dans
les scanners CT modernes.

II.2.1 Méthodes de la transformée de Fourier directe

D’après le théorème de coupe-projection, nous pouvons reconstruire l’objet inconnu f(x)
en utilisant la transformée de Fourier et la transformée de Fourier inverse. Les étapes
principales des méthodes de la TFD sont présentées (voir la figure 2.3) ci-dessous :

1. Calcul de la transformée de Fourier 1D ĝ(ρ, φ) de Rf(r, φ) sur r où ĝ(ρ, φ) est décrit
en coordonnée polaire (ρ,φ) :

ĝ(ρ, φ) = F1D{Rf(r, φ)} (2.10)

2. Transfert de ĝ(ρ, φ) de la coordonnée polaire à la coordonnée Cartésienne, ĝ(κ1, κ2),
par l’interpolation comme interpolation B-spline [38] avec changement de variable :

κ1 =ρ cosφ,

κ2 =ρ sinφ.

3. Reconstruction de l’objet inconnu f(x) par la transformée de Fourier inverse 2D de
ĝ(κ1, κ2) :

f(x) = F−1
2D{ĝ(κ1, κ2)} (2.11)

Dans l’étape (3), on emploie la transformée de Fourier inverse 2D pour la recon-
struction, qui nécessite un transfert du système des coordonnées polaires au système des
coordonnées cartésiennes de ĝ par l’interpolation. Les erreurs d’interpolation importantes
dégradent fortement la qualité de l’image reconstruite notamment dans les zones hautes
fréquences [38]. Afin d’éviter cette interpolation 2D, les TFD avec “ linogramme ” sont
utilisées dans la géométrie particulière “ linogramme ”, car la transformée de Fourier de
linogramme est représentées en grille cartésienne [39], [40] et [41]. Nous pouvons aussi les
étendre en 3D avec le plannogramme [42] et [43].

En regardant dans l’espace de Fourier (voir la figure 2.3), il y a plus d’échantillonnages
de ĝ dans la zone plus proche de l’origine que celle éloignée de l’origine. Alors les erreurs
de l’interpolation augmentent avec la distance ρ par rapport à l’origine. Cela rend les
méthodes TFD moins populaires que les méthodes de rétro-projections filtrées (FBP).

II.2.2 Méthodes des rétro-projections filtrées (FBP)

D’abord, la méthode de l’inversion de la transformée de Radon dans le cas continu est
présentée par Radon [14], ce qui est connu aujourd’hui comme les méthodes FBP. Les
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Figure 2.3 – Schéma des méthodes de la transformée de Fourier directe.

méthodes FBP sont introduites en imagerie médicale par Ramachandran et al [27] et
Shepp et al [28].

Nous définissons la transformée de Fourier de dimension deux d’objet inconnu f(x),
f̂(κ) avec κ =

(
κ1
κ2

)
. f(x) est calculé par la transformée de Fourier inverse de dimension

deux.

f(x) =
1

2π

∫
κ∈R2

f̂(κ)ejx·κdκ (2.12)

En changeant les coordonnées cartésiennes κ en coordonnées polaires (ρ, φ), nous avons
dκ1dκ2 = |ρ|dρdφ. L’équation 2.12 devient :

f(x) =
1

2π

∫ 2π

0

∫ +∞

0

f̂(ρ, φ)ejρx·θ(φ)|ρ|dρdφ (2.13)

D’après la propriété de la transformée de Radon (2.4), nous déduisons :∫ 2π

π

∫ +∞

0

f̂(ρ, φ)ejρx·θ(φ)ρdρdφ =

∫ π

0

∫ 0

−∞
f̂(ρ, φ)ejρx·θ(φ)(−ρ)dρdφ (2.14)

32
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L’équation 2.13 se réécrit :

f(x) =
1

2π

∫ π

0

∫ +∞

−∞
f̂(ρ, φ)ejρx·θ(φ)|ρ|dρdφ (2.15)

Selon le théorème de coupe-projection (1), nous avons,

f̂(ρ, φ) =
1√
2π

ĝ(ρ, φ) (2.16)

Nous avons alors l’inversion de la transformée de Radon :

f(x) =
1

2π

∫ π

0

dφ
1√
2π

∫ +∞

−∞
R̂f(ρ, φ)|ρ|ejρx·θ(φ)dρ (2.17)

où |ρ| est le filtre rampe dans le domaine Fourier, aussi dit filtre Ram-Lak après les noms
de inventeurs Ramachamdran et Lakshminarayanan [27], voir dans la figure(2.4). Dans
la pratique, la fréquence maximale d’image qui peut être mesurée par le détecteur est
limitée par la taille d’une cellule du détecteur. D’après le théorème d’échantillonnage
de Shannon [44], la fréquence maximum ρmax peut être mesurée sans recouvrement dans
l’espace fréquence 1

2δd
avec la largeur d’une cellule δd.

Nous réécrivons l’équation (2.15) de la manière suivante :

f(x) =
1

2π

∫ π

0

g̃(r, φ)dφ|r=x·θ(φ) (2.18)

avec

g̃(r, φ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
ĝ(ρ, φ)|ρ|ejρrdρ (2.19)

Figure 2.4 – Illustration du filtre rampe.

Les étapes de reconstruction avec les méthodes de rétro-projections filtrées sont les
suivantes :

1. Filtrage sur les Projections avec le filtre rampe décrites par l’équation (2.19).
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2. Rétro-projection (équ.(2.18)).

Nous pouvons aussi calculer g̃ (équ.(2.19)) par la convolution de g et la transformée de
Fourier inverse q(r) de |ρ| dans le domaine spatial, car la multiplication dans le domaine
Fourier est équivalente à la convolution dans le domaine spatial.

g̃(r, φ) = g(r, φ) ∗ q(r), (2.20)

avec

q(r) = F−1|ρ| = 1√
2π

∫ +∞

−∞
|ρ|ejρrdr (2.21)

Remarque 3. En fait, |ρ| = sign(ρ)ρ, où sign(ρ) est la fonction de signe qui est définie
comme :

sign(ρ) =

{ 1 si ρ > 0
−1 si ρ < 0
0 si ρ = 0

(2.22)

Par ailleurs, selon la propriété de la transformée de Fourier et le théorème de coupe-
projection (2.16), nous avons

∂

∂r
g(r, φ) =

1√
2π

∫ +∞

−∞
jρĝ(ρ, φ)ejρrdρ

=

∫ +∞

−∞
jρf̂(ρ, φ)ejρrdρ (2.23)

Et la transformée de Hilbert (TH) est définie par la convolution suivante :

Hq(t) = v.p(
1

πt
) ∗ q(t) (2.24)

où v.p est la valeur principale de Cauchy. Nous pouvons alors en déduire (voir [1], page
29)

Hf(t) =
1√
2π

∫
R
−jsign(ρ)f̂(ρ)ejρtdρ (2.25)

D’après l’équation (2.23), la transformée de Hilbert de ∂
∂r

g(r, φ) est décrite dans la suite :

H(
∂

∂r
g(r, φ)) =

1√
2π

∫
R
−jsign(ρ)F(

∂

∂r
g(r, φ))ejρrdρ

=

∫
R
ρsign(ρ)f̂(ρ, φ)ejρrdρ (2.26)

L’équation (2.15) se réécrit comme :

f(x) =
1√
2π

∫ π

0

H(
∂

∂r
g(r, φ))dφ|r=x·θ(φ) (2.27)

Nous pouvons aussi reconstruire f en utilisant la transformée de Hilbert.

Le filtre rampe est le filtrage global des données dans les méthodes FBP. Toutes les
projections sont donc nécessaires pour appliquer l’étape de filtrage (eq.(2.19)) même pour
reconstruire une seule zone d’intérêt de l’objet. Les projections doivent aussi être non-
tronquées. Nous aborderons les méthodes de reconstruction d’une seule zone d’intérêt
avec et sans projections tronquées dans le chapitre IV.
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Le filtre rampe est passe-haut. Le bruit des données n’est pas évitable dans la pra-
tique. Le filtre rampe amplifie le bruit des données qui entrâıne des artefacts dans les
images reconstruites. Pour régler ce problème, nous appliquons les fenêtres de Hanning
ou Hamming (voir la figure 2.5.), etc.. La fonction de la famille des fenêtres de Hanning
est donnée ci-dessous :

H.W (ρ) =
{ t+ (1− t) cos( πρ

ρmax
) si |ρ| < ρmax

0 si |ρ| ≥ ρmax
(2.28)

(a) (b)

Figure 2.5 – Les fenêtres de Hanning (t=0,5, courbe bleu pointillé et en pointillés) et
Hamming (t=0,54, courbe rouge pointillés) (a) et les filtres rampes multipliés par ces
fenêtres (b). Les fréquences dans les figures sont normalisées.

II.2.3 Les méthodes FBP en géométrie divergente

Les méthodes de rétro-projections filtrées en géométrie parallèle ont été présentées dans
la section précédente. En imagerie médicale, les scanners modernes à rayons X sont en
géométrie divergente, ce qui permet une acquisition des données rapide (voir dans la fig-
ure 1.4.(b)). Nous obtenons les méthodes FBP en géométrie divergente en réarrangeant
les données générées par les scanners à rayons X divergents en données des rayons
parallèles. Il existe deux types de détecteurs, les détecteurs courbes et les détecteurs
plats. L’acquisition des données avec un détecteur courbe est l’échantillonnage uniforme
en les angles de projections (voir la figure2.6.(a)) et celle avec un détecteur plat est
l’échantillonnage uniforme en espace (voir la figure 2.6.(b)). Nous présentons respective-
ment les ré-arrangements des données avec les deux types des détecteurs ci-dessous.

II.2.3.1 Cas avec le détecteur courbe

Le vecteur θ est exprimé en fonction du paramétrage de la source a(γ) et d’un angle α
qui correspond à une cellule du détecteur courbe, voir la figure 2.6.(a).

θ =

(
cos(γ + α)
sin(γ + α)

)
(2.29)
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(a) (b)

Figure 2.6 – Géométries éventails avec détecteur courbe (a) et avec détecteur plat (b).

avec α ∈ [−αmax αmax], et 0 < αmax < π/2, où αmax est la moitié de l’angle d’éventail. r
est calculé de la manière suivante :

r =a(γ) · θ = R(cos(γ + π/2) cos(γ + α) + sin(γ + π/2) sin(γ + α))

=R sinα (2.30)

Alors les équations de ré-arrangement sont les suivantes :

φ = γ + α (2.31)

r = R sinα (2.32)

En changeant le (r,φ) en (γ, α), nous calculons le déterminant de Jacobi |detJ |, |detJ | =
R cosα. Alors drdφ = R cosαdαdγ.

D’après les méthodes FBP de la tomographie en géométrie parallèle (les équations
(2.18) et (2.19)) et les équations de ré-arrangement des données précédentes, nous dérivons
l’équation de l’inversion de la transformée divergente avec la trajectoire de source de rayons
X circulaire,

f(x) =
1

2

∫ 2π

0

R

|x− a(γ)|2

∫ +αmax

−αmax
Df(γ, α) cos(α)q′(α′ − α)dαdγ (2.33)

avec

q′(α) = (
α

sinα
)2q(α) (2.34)

où q est la transformée de Fourier inverse du filtre rampe |ρ| (voir l’équation (2.21)). Et

α′ = arctan x·θ(γ)
R+x·θ(γ−π/2)

, avec θ(γ) = (cos γ sin γ)t. Deux démonstrations similaires sont

présentées dans [1], annexe B et [45], page 77.
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II.2.3.2 Cas avec le détecteur plat

Par analogie, l’angle α est fixé par p et D. p est l’intersection entre le faisceau de rayons
X et le détecteur et D est la distance entre la source de rayons X et le détecteur, voir la
figure 2.6.(b). Le vecteur θ(φ) est alors déterminé par γ et p.

α = arctan(
p

D
) (2.35)

φ = α + γ (2.36)

où la distance p ∈ [−pmaxpmax]. La longueur du détecteur est 2pmax. Nous calculons la
distance entre l’origine et le faisceau des rayons X, r,

r = R sinα = R
p√

D2 + p2
. (2.37)

En changeant le (r, φ) en (γ, p), nous calculons le déterminant de Jacobienne, detJ =
D2R

(D2+p2)
3
2

. Alors le changement des variables est drdφ = D2R

(D2+p2)
3
2
dpdγ.

Grâce aux équations de ré-arrangement précédentes, la méthode FBP en géométrie
éventail avec détecteur plat est décrite comme suite :

f(x) =
1

2

∫ 2π

0

D2

U2

∫ +∞

−∞

R√
D2 + p2

Df(γ, α(p))q(p′ − p)dpdγ (2.38)

où U est la distance de a(γ)A, ce qui est la projection de a(γ)M sur le rayon X central.
D est la distance entre la source le détecteur. Et p’ est la projection de pixel M sur le
détecteur,

p′ =
x · θ(γ)

R + x · θ(γ − π/2)
D (2.39)

où θ(γ) = (cos γ sin γ)t. Nous référons la démonstration de la formule (eq.2.39) dans
l’annexe A de [1] et [45], page 87.

II.2.4 Les méthodes analytiques de la reconstruction tridimen-
sionnelle

Les méthodes rétro-projections filtrées peuvent être étendues pour une reconstruction 3D.
Nous nous intéressons à la reconstruction topographique 3D à partir des données coniques
avec la trajectoire de source circulaire (voir la figure 2.7). Feldkamp et al ont étendu la
méthode FBP en géométrie éventail à la tomographie 3D à faisceau conique avec 2D
détecteur plat [46]. La formule (2.38) peut être réécrite avec cosα(p) = D√

D2+p2
(voir la

figure 2.6.(b)), comme ci-dessous :

f(x) =
1

2

∫ 2π

0

RD

U2

∫ +∞

−∞
Df(γ, α) cos(α(p))q(p′ − p)dpdγ (2.40)

La reconstruction 3D peut être considérée comme la reconstruction d’une pile des coupes.
La reconstruction de la coupe médiane est égale à la reconstruction tomographique 2D en
géométrie éventail, où la source de rayons X se trouve et toutes les projections de cette
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Figure 2.7 – Illustration de la géométrie de la tomographie à faisceau conique (extrait de
[1]).

coupe sont toujours sur le même plan. Un voxel en dehors de la coupe médiane se trouve
sur les plans obliques en fonction de l’angle de projection. Il peut être reconstruit à partir
des profils des plans obliques qui l’intersectent. Nous avons les équations géométriques
ci-dessous :

D

U
=

D′

U ′
(2.41)

cosα cos ζ =
D√

D2 + p2
0 + v2

0

(2.42)

Nous déduisons des équations (2.38), (2.41) et (2.42) :

f(x) =
1

2

∫ 2π

0

D2

U2

∫
R

D√
D2 + p2

0 + v2
o

Df(a(γ),θ(γ, p, v0))q(p− p0)dpdγ

=
1

2

∫ 2π

0

D2

U2

∫
R

cosα cos ζDf(a(γ),θ(γ, p, v0))q(p− p0)dpdγ (2.43)

En comparant avec l’équation 2.38, 2.43 peut être considéré comme utiliser les projections
des plans obliques (ζ 6= 0) sur la plan médian avec terme de cos ζ. Nous pouvons considérer
la méthode de Feldkamp de la manière suivante :

1. les projections des plans obliques sur le plan médian.

2. le filtrage des projections 2D.

3. rétro-projections en volume 3D

La méthode de Feldkamp et al n’est pas une méthode de reconstruction tomographie 3D
exacte car la trajectoire circulaire de la source de rayons X n’est pas complète d’après les
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conditions de complétude de Tuy fameuse [47]. Tuy énonce les conditions de complétude
de la manière suivante :

Condition 1 (Conditions de Tuy). Le problème de la reconstruction d’une image à partir
de projections coniques acquises le long d’une trajectoire bornée admet une solution stable
et exacte si tout plan coupant la région d’intérêt d’image rencontre également de façon
non tangentielle la trajectoire de la source en au moins un point.

L’idée de la méthode de Feldkamp et al est de faire une approximation sur le filtrage
mais de garder la rétro-projection avec le maximum de précision. Les propriétés de cette
méthode qui nous intéressent sont les suivantes [46] et [1], page 47 :

• la reconstruction dans le plan médian est exacte. Les erreurs de reconstruction
augmentent lorsque l’angle d’ouverture ζ(v) augmente.

• les intégrales sur les directions axiales z sont conservées.

• Elle n’introduit pas d’artefacts si l’objet est constant en z.

Pour l’objectif d’une reconstruction 3D exacte, Katsevich a proposé une formule
d’inversion de type rétro-projections filtrées permettant reconstruire à partir des données
coniques acquises le long d’une trajectoire hélicöıdale [48] et [49]. La trajectoire hélicöıdale
est complète car elle satisfait les conditions de Tuy. La démonstration de cette formule
d’inversion exacte est détaillée dans [48].

II.3 Méthodes de reconstructions itératives

Les méthodes de reconstruction analytiques présentées ci dessus peuvent se diviser en deux
familles : les approches de reconstruction dans le domaine de Fourier et les approches de
type rétroprojection filtrée. Les premières approches consistent à appliquer directement
le théorème coupe projection (voir l’eq.2.16). Pour ce faire, on calcule la transformée
de Fourier mono-dimensionnel de chaque projection puis on fait une interpolation dans
le domaine de Fourier permettant de passer d’une grille polaire à une grille cartésienne,
enfin on calcule la transformée de Fourier inverse bi-dimensionnelle. Cette approche est
très sensible aux erreurs d’interpolation. En conséquence, si on utilise un interpolateur
efficace, il y a des artefacts importants sur les reconstructions et si on utilise un inter-
polateur très précis comme l’interpolateur de Shannon le temps de calculs devient très
important. La deuxième famille de méthodes est nettement plus efficace. Ces approches
rapides assez robustes au bruit de mesure sont systématiquement implantées sur les scan-
ners commercialisés. Elles possèdent néanmoins les limitations suivantes. L’estimateur
obtenu étant linéaire et invariant vis à vis des données, ces performances en terme de
robustesse aux bruits sont moindres par rapport aux estimateurs non linéaires (voir figure
4.1) lorsqu’il y a beaucoup de bruit (tomographie à faible dose). De plus la propriété
d’invariance nécessite d’avoir un échantillonnage angulaire des projections uniformes et
toutes les données doivent être présentes. Par exemple, s’il y a des pixels morts sur le
détecteur, l’opération de filtrage entrâınera des artefacts important sur les reconstructions.

Les méthodes itératives bien que plus coûteuse en terme de temps de calcul ne
possèdent pas ces limitations. Elles permettent de tenir compte d’une grande variété
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d’informations a priori et elles permettent de faire un traitement non invariant des pro-
jections. De ce fait, elles résolvent naturellement les problèmes des redondances différentes
et de données manquantes.

Nous rassemblons dans ce document sous l’appellation “ méthodes itératives ”
les approches algébriques et les approches statistiques. Historiquement les approches
algébriques ont été les premières à être utilisées par Hounsfield dans le cadre de la re-
construction tomographique [9]. Ces approches cherchent à résoudre numériquement un
système linéaire de grande dimension avec la méthode de Kaczmarz ([50], [45], et [38]).
Les méthodes statistiques ont d’abord été utilisées pour résoudre le problème de la tomo-
graphie à émission de position (TEP) [33]. Dans ces travaux, le faible taux de comptage
des photons a conduit à utiliser une statistique poissonnienne. Cette approche à ensuite
été étendue à la tomographie à rayons X [18]. Notons que dans ce cas le modèle pois-
sonnien n’est pas le plus précis car il y a la présence d’un bruit électronique relativement
important qui peux être facilement modélisé par un bruit gaussien. Nous avons donc à
faire à la somme d’un processus poissonnien et d’un bruit gaussien [20] et [16]. Nous
exposerons donc dans la suite les principales approches algébriques et statistiques.

II.3.1 Méthodes algébriques

Dans le CT, après linéarisation des mesures, nous obtenons les intégrales des coefficients
d’atténuations de l’objet sur l’ensemble des lignes droites. Elles sont décrites par les
équations linéaires. Du point de vue des méthodes algébriques, le but de la reconstruction
tomographique est de trouver les coefficients d’atténuations inconnus en résolvant ces
équations linéaires.

Nous définissons un objet f borné dans un support rectangulaire Ω. f est discrétisé
en N pixels avec N = Nf × Nf et un pixel est défini par un petit carré, voir la figure
2.8. Il y a Mφ projections entre le φ0 et φ0 + π, où φ0 est la position angulaire initiale.
Les faisceaux des rayons X traversant l’objet sont mesurés par Md cellules de détecteur.
La discrètisation de la transformée de Radon (eq.2.1) pour la mesure de la cellule i de
manière suivante :

gi =
∑

fjsurLi,φ

fjlij (2.44)

où le rayon X sur la ligne droite Li,φ connecte la source et la cellule i du détecteur,
i = (mφ − 1) ∗Mφ + md, avec le numéro des projections mφ = 1, 2, ...,Mφ et le numéro de
cellule de détecteur md = 1, 2, ...,Md. lij est la longueur d’intersection de la ligne Li,φ avec
le pixel j de l’objet, ce qui représente la contribution du pixel j de l’objet sur la mesure
de la cellule i du détecteur, voir la figure 2.8.

Pour tout l’objet, les équations peuvent être exprimées sous forme matricielle :

g = Hf (2.45)

avec g ∈ RM le vecteur des mesures, où M est le nombre des mesures avec M = Mφ ∗Md.
La matrice de système H ∈ RM×N , où son élément hij décrit la contribution du pixel j à
la mesure i du détecteur avec hij = lij, i=1, ..., M et j=1, ..., N.

Si la matrice du système H est inversible, la reconstruction de l’objet s’écrit comme

f = H−1g (2.46)
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Figure 2.8 – Illustration du rayon X i traversant l’image discrète de l’objet. Le pixel j est
énuméré par j = (j2 − 1) ∗ Nf + j1.

où H−1 est l’inverse de la matrice du système H. Mais la matrice H n’est souvent pas
inversible. D’abord, la matrice H n’est pas une matrice carrée si le nombre d’inconnus
de f N n’est pas égal au nombre des mesures de g M. Ensuite elle n’est pas non plus
inversible numériquement même si N est égal à M avec présence du bruit.

Afin de résoudre cette équation linéaire 2.45, Kaczmarz ([50] et [38]) a proposé une
solution itérative. L’estimation de pixel j inconnu en (k+ 1)ième est exprimée comme suit,

f
(k+1)
j , j=1, 2, ..., N,

f
(k+1)
j = f

(k)
j +

gi − g′(k)
i∑N

w=1 h
2
iw

hij (2.47)

avec

g
′(k)
i =

N∑
w=1

f (k)
w hiw (2.48)

où g
′(k)
i est la projection estimée de f (k) sur la ligne droite Li. Nous nous intéressons à la

différence entre les deux estimations successives δfj,

δf
(k+1)
j = f

(k+1)
j − f (k)

j =
gi − g′(k)

i∑N
w=1 h

2
iw

hij (2.49)

Les méthodes algébriques de reconstruction tomographique basées sur la méthode de
Kaczmarz consistent à résoudre l’équation linéaire 2.45 de manière itérative. Elles peuvent
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II.3.1 - Méthodes algébriques

être décomposées en trois groupes : les méthodes ART [30], [51] et [52], les méthodes SIRT
[31], [53] et les méthodes SART [32].

II.3.1.1 ART

Les méthodes ART sont introduites par Gordon et al en tomographie électronique et pho-
tographie à rayons X [30]. Gordon et al ont proposé deux algorithmes algébriques de re-
construction tomographique, un algorithme algébrique additif et un algorithme algébrique
multiplicatif (MART, acronyme de Multiplicatif Algebraic Reconstruction Technique).

En prenant en compte la contrainte de la positivité des coefficients d’atténuation
linéaire, Gordon et al ont réécrit l’étape de mise à jour (2.47) dans leur algorithme additif
comme ci-dessous:

f
(k+1)
j = max{f (k)

j +
gi − g′(k)

i∑N
w=1 h

2
iw

hij, 0} (2.50)

le terme de mise à jour de pixel j fj de MART est donnée dans [30],

f
(k+1)
j =

gi
g′i
f

(k)
j (2.51)

où gi est la mesure du rayon X i et la projection du rayon X i g′i est estimée par l’éq.2.48.

La contrainte de la positivité est systématiquement satisfaite si l’initialisation de fj
est positive. Une image initiale simple est utilisée pour tous les algorithmes dans [30] avec
f (0) = Tc

N
, où Tc est la somme des CALs de l’objet. Tc est calculé simplement,

Tc =
M∑
i=1

gi (2.52)

Une approximation binaire dans la matrice du système H est utilisée dans [30].

hij =

{
1 fj ∈ Li ∩ Ω
0 fj /∈ Li ∩ Ω

(2.53)

Nous avons alors
∑N

w=1 h
2
iw = Ni dans l’équation (2.47), où Ni est le nombre des pixels

sur la ligne droite Li. La différence de pixel j (2.49) dans ART devient

δf
(k+1)
j =

gi − g′(k)
i

Ni

(2.54)

avec hij = 1. L’équation 2.50 est réécrite comme ci-dessous,

f
(k+1)
j = max{f (k)

j +
gi − g′(k)

i

Ni

, 0}. (2.55)

L’approximation binaire est l’interpolation du plus proche voisin. Elle est correcte
quand l’angle de projection φ = 0, parce que la longueur de l’intersection de la ligne Lφ
est le nombre des pixels Ni multiplié par la longueur unitaire de pixel. Mais elle n’est
plus exacte quand φ = 45°, la longueur de l’intersection devient

√
2Ni multiplié par unité
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de pixel. Cela peut résulter des artefacts avec l’équation (2.54). Nous modifions dans la
suite l’équation 2.54 [32] et [45],

δf
(k+1)
j =

gi
Si
− g

′(k)
i

Ni

, (2.56)

où Si est la longueur d’intersection du rayon X Li avec l’objet.

En plus, les images reconstruites par ART sont de plus en plus bruitées au cours
d’itération [31], [32], [45] et [38]. Afin d’avoir une reconstruction moins bruitée, nous
pouvons utiliser la méthode de Kaczmarz avec relaxation. D’après les équations 2.47,
2.49 et2.56, nous mettons à jour de fj avec relaxation comme suit :

f
(k+1)
j = f

(k)
j +$δf

(k+1)
j = f

(k)
j +$(

gi
Si
− g

′(k)
i

Ni

), (2.57)

avec le paramètre de relaxation $, $ < 1. Les ARTs avec relaxation permettent une
reconstruction moins bruitée ([54]) mais au détriment de la vitesse de convergence. Une
autre solution de réduction du bruit dans les images reconstruites est de utiliser les
méthodes SIRT [31] et [45].

II.3.1.2 SIRT

Dans les méthodes ART, nous mettons à jour un pixel à partir d’une projection pendant
une itération. Dans une itération de SIRT, un pixel n’est pas modifié tant que toutes
les projections soient utilisées [31]. Les formules additives (eq.2.50) et multiplicatives
(eq.2.51) sont réécrites comme suit :

• algorithme additif direct

f
(k+1)
j = max{f (k)

j +

∑M
i=1 gi∑M
i=1 Si

−
∑M

i=1 g
′(k)
i∑M

i=1Ni

, 0} (2.58)

• algorithme multiplicatif direct

f
(k+1)
j =

∑M
i=1 gi

∑M
i=1 Ni∑M

i=1 Si
∑M

i=1 g
′(k)
i

f
(k)
j (2.59)

La mise à jour d’un seul pixel avec toutes les projections permet de réduire l’effet
d’inconsistance de certaines projections dans SIRT. Par contre, le temps de calcul est
plus long pour les approches SIRT, car la mise à jour d’un seul pixel nécessite toutes les
projections. Afin d’obtenir la qualité des images identiques aux approches SIRT tout en
ayant un coût calculatoire limité, Andersen et al ont proposé les méthodes SARTs [32] et
[45].

II.3.1.3 SART

Les méthodes SARTs combinent les avantages des ARTs et des SIRTs [32], [45]. Pour
cela, toutes les projections sont utilisées pour mettre à jour un seul pixel comme SIRT et
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un modèle de projection plus pertinent est également utilisé, ce qui permet une conver-
gence plus rapide que celle des SIRTs. L’approche consiste à échantillonner régulièrement
l’intersection du rayon X avec l’objet. Le pas d’échantillonnage est noté δs, la contribu-
tion de l’objet à la projection est calculé par interpolation linéaire en utilisant l’équation
ci dessous. Soit f(sin) un point d’image et mième l’échantillon sur le rayons X i. Cette
valeur peut être approchée comme suit :

f(sin) =
∑

j∈V(f(sin))

dijnfj (2.60)

où V(f(sin)) est le voisinage du point f(sin), dijn est le coefficient de pondération associé
à l’interpolation bilinéaire dépendant de la distance entre le pixel f(sin) et ses voisins, n
est le numéro de l’échantillon, n = 1, 2, ..., N ′i ,(voir la figure 2.9) [55] et [32]. La projection
de rayon X i g′i est alors décrite comme suit :

g′i =

N ′i∑
n=1

f(sin)δs =

N ′i∑
n=1

∑
j∈V(f(sin))

dijnfj

=
N∑
j=1

fj

N ′i∑
n=1

d′ijnδs (2.61)

avec

d′ijn =

{
dijn si pixel j ∈ V(f(sin))
0 si pixel j /∈ V(f(sin))

(2.62)

En comparant l’équation 2.48 et l’équation 2.61, nous obtenons hij :

hij =

N ′i∑
n=1

d′ijnδs (2.63)

Nous prenons δs égale à la moitié de la largeur d’un pixel pour ne pas compromettre la
résolution de reconstruction tout en ayant un coût de calcul réduit. Le pixel j fj est mis
à jour avec toutes les projections dans les algorithmes de SART comme ci-dessous :

f
(k+1)
j = f

(k)
j +

∑M
i=1

[
hij

gi−
∑N
j=1 hijfj∑N
j=1 hij

]
∑M

i=1 hij
(2.64)

Les méthodes algébriques (ART, SIRT, SART) considèrent la reconstruction tomo-
graphique comme la solution des équations linéaires. Elles sont capables de reconstruire
l’objet correctement quand le nombre des projections est limité et sont utiles dans le cas
des projection non uniformes, où les méthodes analytiques échouent. Mais les méthodes
algébriques ne prennent pas en compte la nature stochastique du comptage des photons
X par le détecteur (voir dans la sous-section I.3.2.3) et de la non-linéarité dû au spectre
des rayons X polychromatiques et du diffusé. Pour cela, les méthodes statistiques sont
donc proposées et basées sur les modèles statistiques liés à l’acquisition, sur les méthodes
de maximum de vraisemblance (MV) [18] et [20] et sur les méthodes bayésiennes [35], [19]
et [37].
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Figure 2.9 – Illustration des projections avec échantillonnages réguliers. Le cercle (en
ligne virtuelle) est la zone de reconstruction effective qui contient tout l’objet.

II.3.2 Méthodes statistiques

Les méthodes de MV consistent à estimer l’objet inconnu qui permet de régénérer les pro-
jections, les plus proches possibles des mesures du détecteur. Les méthodes bayésiennes
non seulement utilisent les mesures des détecteurs mais aussi tiennent compte des infor-
mations raisonnables a priori correspondantes à l’objet.

II.3.2.1 Méthodes de maximum de vraisemblance

Les méthodes de maximum de vraisemblance sont utilisées pour traiter les problèmes de
données incomplètes via l’algorithme EM, [56]. Elles ont été introduites en PET [33],
[18]) et CT ([37], ce qui permet d’utiliser les modèles statistiques liés aux acquisitions des
données.

On considère ici que les mesures sont discrétisées, de plus nous allons supposer que
Y ∈ RM , Y = [Y1, Y2, ..., YM ]t, est un vecteur aléatoire. Nous procédons de même pour
l’objet discrétisé f ∈ RN . Le vecteur des mesures, y ∈ RM , y = [y1, y2, ..., yM ]t, est
considéré comme une réalisation du vecteur aléatoire Y.

L’estimation de MV est obtenue en maximisant la probabilité conditionnelle P (Y|f) :
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f̂MV = arg max
f

P (Y|f) (2.65)

P (Y|f) représente la vraisemblance ce qui implique la similarité entre les projections
générées connaissant f et les mesures des détecteurs. La fonction log est une fonction
strictement croissante. Le maximum de vraisemblance est alors équivalent au maximum
de log de vraisemblance Lv(f), ce qui est défini comme ci-dessous :

f̂MV = arg max
f

lnP (Y|f),

= arg max
f

Lv(f). (2.66)

Afin de calculer ce maximum de vraisemblance, nous devons utiliser des algorithmes
d’optimisation. Dans le cas d’une vraisemblance poissonnienne, cette optimisation n’est
pas triviale. Il faut donc utiliser des approches exactes de types EM ([33] et [18]). Une
autre alternative consiste à approcher chaque point du critère issu de la vraisemblance
poissonnienne par une fonction quadratique ( [34] et [20]). Dans ce cas, on utilise un
algorithme de type gradient. La dernière alternative consiste à approcher la vraisemblance
poissonnienne par une vraisemblance gaussienne dont la variance dépend de la mesure.
Dans ce cas là, on peut aussi utiliser des approches classiques de type descente de gradient.

II.3.2.1.1 Algorithmes EM

Une introduction générale des algorithmes EM est donnée dans [56]. Ils sont très
utiles pour traiter les problèmes de données incomplètes, ou pour l’estimation des hyper-
paramètres des modèles probabilistes. En PET, le nombre des projections est très faible
pour une reconstruction satisfaisante. Les algorithmes EM permettent de générer les
données non mesurées et améliorer la qualité des images reconstruites [33] et [18].

Soit f (k) la k-ième estimation de l’objet f , nous introduisons une variable cachée υ
qui permet de compléter les données Y, comme en PET. Nous réécrivons la probabilité
conditionnelle P (Y|f) en ajoutant la variable cachée υ,

P (Y|f) =
∑
υ

P (Y|υ, f)P (υ|f) (2.67)

avec P (υ|f) la densité de probabilité de la variable cachée υ. Nous avonsP (υ|f) > 0 et∑
υ P (υ|f) = 1. Avant la déduction des algorithmes EM, nous introduisons l’inégalité de

Jensen.

Théorème 2. (inégalité de Jensen) Soit f une fonction convexe définie dans l’intervalle
D, si xi ∈ D, et ci > 0, i = 1,2, ..., n, en plus,

∑n
i=1 ci = 1,

f(
n∑
i=1

cixi) 6
n∑
i=1

cif(xi) (2.68)
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Écrivons Lv(f) en fonction de f (k) estimé en kième itération,

Lv(f) = Lv(f
(k)) + lnP (Y|f)− lnP (Y|f (k))

= Lv(f
(k)) + ln

∑
υ

P (Y|υ, f)P (υ|f)− lnP (Y|f (k))

= Lv(f
(k)) + ln(

∑
υ

P (Y|υ, f)P (υ|f)
P (υ|Y, f (k))

P (υ|Y, f (k))
)− lnP (Y|f (k))

> Lv(f
(k)) +

∑
υ

P (υ|Y, f (k)) ln
P (Y|υ, f)P (υ|f)

P (υ|Y, f (k))
− lnP (Y|f (k))

= Lv(f
(k)) +

∑
υ

P (υ|Y, f (k)) ln
P (Y|υ, f)P (υ|f)

P (υ|Y, f (k))
−
∑
υ

P (υ|Y, f (k)) lnP (Y|f (k))

= Lv(f
(k)) +

∑
υ

P (υ|Y, f (k)) ln
P (Y|υ, f)P (υ|f)

P (υ|Y, f (k))P (Y|f (k))

= Lv(f
(k)) + ∆(f |f (k)) (2.69)

avec

∆(f |f (k)) =
∑
υ

P (υ|Y, f (k)) ln
P (Y|υ, f)P (υ|f)

P (υ|Y, f (k))P (Y|f (k))

=
∑
υ

P (υ|Y, f (k)) ln
P (Y,υ|f)

P (Y,υ|f (k))
(2.70)

En passant de la troisième ligne à la quatrième dans l’équation (2.69), nous obtenons
ci-dessous, en utilisant l’inégalité de Jensen car la fonction − ln est convexe :

ln(
∑
υ

P (Y|υ, f)P (υ|f)
P (υ|Y, f (k))

P (υ|Y, f (k))
) >

∑
υ

P (υ|Y, f (k)) ln
P (Y|υ, f)P (υ|f)

P (υ|Y, f (k))

Nous définissons la fonction alternative lv(f |f (k)) comme suit :

lv(f |f (k)) = Lv(f
(k)) + ∆(f |f (k)) (2.71)

Nous en déduisons,

lv(f
(k)|f (k)) = Lv(f

(k)) +
∑
υ

ln
P (Y,υ|f (k))

P (Y,υ|f (k))

= Lv(f
(k)) (2.72)

Lorsque l’estimation suivante f (k+1) augmente la fonction alternative lv(f |f (k)), soit
lv(f

(k+1)|f (k)) > lv(f
(k)|f (k)), elle aussi augmente la log-vraisemblance Lv(f).

Lv(f
(k+1)) > lv(f

(k+1)|f (k)) > lv(f
(k)|f (k)) = Lv(f

(k)) (2.73)

Le maximum de la log-vraisemblance Lv(f) est alors équivalent au maximum de lv(f |f (k)).
L’estimation k + 1ième est obtenue en maximisant lv(f |f (k))

f (k+1) = arg max
f

lv(f |f (k)) = arg max
f
{Lv(f (k)) +

∑
υ

P (υ|Y, f (k)) ln
P (Y,υ|f)

P (Y,υ|f)(k)
}

= arg max
f

∑
υ

P (υ|Y, f (k)) lnP (Y,υ|f)

= arg max
f

Eυ[lnP (Y,υ|f)] (2.74)
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Alors les algorithmes EM se déroulent en deux étapes, étape-E et étape-M.

étape-E Calcul d’espérance de la probabilité conditionnelle, Eυ[lnP (Y,υ|f)]

étape-M Estimation de f (k+1) en maximisant Eυ[lnP (Y,υ|f)].

La probabilité de nombre de photons X mesuré P (Yi = yi|f), est décrite dans la suite par
une loi de Poisson [18], [20] et [16] :

P (Yi = yi) =
e−ȳi ȳi

yi

yi!
, avec i = 1, 2, ...,M, (2.75)

où yi est une réalisation de Yi et ȳi est le nombre espéré des photons X. Pour simplification,
nous utilisons la loi Beer-Lambert afin de calculer ȳi.

ȳi = y0,ie
−

∑N
j=1 lijfj (2.76)

où y0,i est le nombre des photons X de la projection i sans atténuation et lij est la longueur
d’intersection de pixel j avec rayon i. En supposant que les mesures des différentes cellules
du détecteur sont indépendantes, la probabilité conditionnelle P (Y = y|f) sachant f est
donnée ci-dessous :

P (Y = y|f) =
M∏
i=1

P (Yi = yi|f),

=
M∏
i=1

e−ȳi ȳi
yi

yi!
. (2.77)

La log-vraisemblance Lv(f) (eq.2.66) devient,

Lv(f) =
M∑
j=1

(−ȳi + yi ln ȳi − ln yi!) (2.78)

Nous pouvons étendre Lv(f) en kième estimation f (k) comme 2.71. Après E-étape, nous
obtenons la fonction ∆(f |f (k)) [18] et [37],

∆(f |f (k)) =
M∑
i

N∑
j

[−Y S
ij lij + (Y E

ij − Y S
ij ) ln(1− e−lijfj)] (2.79)

avec

Y E
ij = yi + y0,ie

−
∑
fn∈LS,fj

linf
k
n − y0,ie

−
∑N
n=1 linfn (2.80)

Y S
ij = yi + y0,ie

−
∑
fn∈LS,fj

⋃
fj
linf

k
n − y0,ie

−
∑N
n=1 linfn (2.81)

où Y E
ij et Y S

ij sont respectivement les nombres espérés de photons X entrant et sortant le
pixel j sur la projection i et LS,fj est le sous-groupe des pixels entre la source de rayons
X et le pixel fj sur la ligne droite de rayon X i.
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La M-étape consiste à maximiser lv(f |f (k)) sur f , autrement dit maximiser ∆(f |f (k))
sur f . La dérivée partielle de ∆(f |f (k)) sur fj est égale à 0 et nous en déduisons :

M∑
i

−Y S
ij lij +

∑
i

(Y E
ij − Y S

ij )lij

elijfj − 1
= 0. (2.82)

Lange et al [18] ont donné une approximation de la solution de l’équation 2.82 en sup-

posant que lijf
(k+1)
j est petit,

f
(k+1)
j =

∑
i(Y

E
ij − Y S

ij )∑
i

Y Eij +Y Sij
2

lij
. (2.83)

L’estimation de MV (eq.2.83) est multiplicative qui est similaire avec celle de MART
(eq.2.51) [30] et [33].

II.3.2.1.2 Algorithmes basés sur le gradient

En raison d’un grand nombre d’exponentielles dans les algorithmes EM (eqs.2.80)
[56], [18], [37], ils ne sont pas efficaces en terme de complexité de calcul. Pour une
reconstruction plus rapide, les algorithmes basés sur le gradient de MV sont développés
par Lange et al ([34]) et De Man et al ([16]) en CT et Nuyts et al ([20]) en CT hélicöıdal.

La log-vraisemblance Lv(f) (éq.2.78) peut être étendue en f (k) à l’aide du
développement à l’ordre deux de la série de Taylor [20] et [16],

Lv(f) ≈ Lv(f
(k)) +

N∑
j

∂Lv
∂fj

(fj − f (k)
j ) +

1

2

N∑
j=1

N∑
n=1

∂2Lv
∂fj∂fn

|
f
(k)
j

(fj − f (k)
j )2. (2.84)

La dérivée partielle de Lv(f) sur fj est égale à 0, j=1,2, ..., N. Nous obtenons la nouvelle

estimation f
(k+1)
j ,

f
(k+1)
j = f

(k)
j −

∂Lv
∂fj∑N

n=1
∂2Lv
∂fj∂fn

, (2.85)

avec ∂Lv
∂fj

la dérivée partielle de premier ordre et ∂2Lv
∂fj∂fn

la dérivée partielle de second ordre,

∂Lv
∂fj

=
M∑
i=1

lij(ȳi − yi), (2.86)

∂2Lv
∂fj∂fn

= −
M∑
i=1

lijlinȳi, (2.87)

où ȳi est le nombre espéré de photons X de la projection i.

II.3.2.1.3 Algorithmes de WLS (acronyme anglais de Weighted Least-
-Squares)
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Afin de converger plus vite, nous pouvons utiliser un modèle linéaire direct (voir
l’eq.1.20) après linéarisation des mesures du détecteur par l’opposé de log. D’après les
équations 1.20 et 2.45, nous réécrivons le modèle linéaire direct comme suit :

g = Hf + ε, (2.88)

où le vecteur aléatoire ε représente les erreurs de discrètisation et les erreurs de mesures,
ε = [ε1, ε2, ..., εM ]t. D’après le modèle de bruit (éq.1.21), son élément εi est supposé
indépendant mutuellement qui suit la loi gaussienne, i = 1, 2, ...,M .

ε ∼ N (0,Σε), (2.89)

avec 0 le vecteur de zéros et Σε la matrice de covariance, Σε = diag{σ2
1, σ

2
2, ..., σ

2
M}. Nous

pouvons alors en déduire la probabilité conditionnelle P (g|f),

g|f ∼ N (Hf ,Σε) (2.90)

La log-vraisemblance Lv(f) devient

Lv(f) = lnP (g|f)

= −1

2
(g −Hf)tΣ−1

ε (g −Hf) (2.91)

L’estimation de MV est donc équivalent au minimum de la fonction de moindres carrés
pondérés J(f) ci-dessous,

f̂MV = arg max
f

lnP (g|f),

= arg min
f

J(f), (2.92)

avec

J(f) = (g −Hf)tΣ−1
ε (g −Hf), (2.93)

=
1

2

M∑
i=1

(gi −
∑N

j=1 lijfj)
2

σ2
i

, (2.94)

avec f = [f1, f2, ..., fN ]t. Nous pouvons minimiser la fonction de moindres carrées pondérés
avec les algorithmes de la descente de gradient. La k+ 1ième estimation f (k+1) est obtenue
de façon suivante, j=1, 2, ..., N.

f
(k+1)
j = f

(k)
j − ν̂

∂

∂fj
J(f (k)), (2.95)

avec ∂
∂fj
J(f (k)) le gradient,

∂

∂fj
J(f) = −

M∑
i=1

1

σ2
i

(gi −
N∑
j=1

lijf
(k)
j )lij, (2.96)

et le pas optimal ν̂, ce qui est estimé dans la suite par minimiser la fonction J(f (k)−νfk+1)
:

ν̂ =

∑N
j=1( ∂

∂fj
J(f (k)))2∑M

i=1
1
σ2
i
(
∑N

j=1 lij
∂
∂fj
J(f (k)))2

(2.97)
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En comparant les équations (2.95) et (3.39), l’algorithme de WLS par descente de gradient
est similaire à celui basé sur le gradient, ce qui suppose que le comptage de photons X
est Poisson. Mais le pas de descente est différent. Par rapport au dernier, la fonction de
moindres carrés pondérés du premier est convexe, ce qui permet de garantir la convergence
vers un minimum global.

D’après la déduction des algorithmes EM, l’estimation de f de chaque itération aug-
mente la log-vraisemblance Lv(f). Si Lv(f) est croissante strictement, les estimations f (k)

des algorithmes EM convergent vers un maximum global. Mais les algorithmes basés
sur le gradient ne garantissent pas la croissance de la log-vraisemblance Lv(f) de chaque
itération car ils sont déduits par l’approximation de Lv(f) en f (k), ce qui n’assure pas
que f (k+1) de l’eq.3.39 augmente tout le temps Lv(f). En plus, s’il existe plusieurs points
stationnaires de la log-vraisemblance, les algorithmes de MV peuvent converger vers un
maximum local [56], [33] et [18].

Grâce aux modèles statistiques du comptage du nombre de photons X, les méthodes de
MV permettent de produire des meilleures images que celles des méthodes analytiques, par
exemple FBP, mais au détriment du temps de reconstruction. La reconstruction de MV
est une reconstruction itérative au lieu d’une étape reconstruction comme les méthodes
FBP. La vitesse de convergence des méthodes MV via les algorithmes EM est lente car
nous estimons les mesures non observées et calculons l’espérance des données complètes
dans l’étape-E. Les algorithmes gradient-basé convergent relativement rapidement, mais
le temps de reconstruction est encore plus coûteux que celui de FBP. L’accélération de la
reconstruction de MV est nécessaire pour atteindre le temps de reconstruction acceptable
dans les applications cliniques. Hudson et al ont proposé une stratégie d’accélération
efficace des algorithmes EM utilisant les sous-ensembles ordonnés des projections en PET,
dite “ OS-EM ” (acronyme anglais, Ordered Subsets Expectation Maximazation) [57].
Elle peut être appliquée dans les autres algorithmes comme OSC [58] (acronyme anglais,
Ordered Subsets Convex algorithm). Une autre stratégie d’accélération des méthodes de
MV est l’introduction des informations a priori de l’objet, [56] et [19]. Ces types des
méthodes sont connues comme les méthodes bayésiennes [35], [19] et [36], qui combinent
le terme de vraisemblance et le modèle a priori .

II.3.2.2 Méthodes Bayésiennes

Nous pouvons aussi estimer f en maximisant la probabilité conditionnelle P (f |Y).
Autrement dit, nous cherchons une estimation de f qui est la solution plus probable
avec des mesures actuelles Y. Cette estimation est appelée, l’estimation de maximum a
posteriori (MAP), f̂MAP . D’après la formule de Bayes, P (f |Y) est dérivé par

P (f |Y) =
P (f ,Y)

P (Y)
,

=
P (Y|f)P (f)

P (Y)
, (2.98)
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où P (f ,Y) est la probabilité conjointe de f et Y et P (f) représente la fonction de la densité
de probabilité de l’objet inconnu. L’estimation de MAP est décrite comme ci-dessous :

f̂MAP = arg max
f

P (f |Y),

= arg max
f

P (Y|f)P (f)

P (Y)
,

= arg max
f

P (Y|f)P (f), (2.99)

car P (Y) est indépendant de f . Comme l’estimation de MV, l’estimation de MAP est
aussi équivalente à celle suivante :

f̂MAP = arg max
f

lnP (f |Y),

= arg max
f

ln(P (Y|f)P (f)),

= arg max
f

Lv(f) + lnP (f), (2.100)

où Lv(f) est la vraisemblance et lnP (f) est interprété par les informations a priori .

L’estimateur de MAP consiste à maximiser la probabilité a posteriori, voir l’équation
2.100). Afin de simplifier la complexité de calcul et éviter les calculs exponentiels comme
dans les algorithmes de WLS, nous utilisons un modèle linéaire direct avec le bruit
gaussien (voir l’équation 2.88). Lv(f) est alors la fonction de moindres carrés pondérés,
voir l’équation 2.93.

Le modèle a priori dans la log-a posteriori (voir l’eq.2.100) est correspondant aux
connaissances de l’objet. En imagerie dentaire, les matériaux de la mâchoire humaine
sont déjà connus dans les études biomédicales, les os, les tissus mous, les dents, etc.. La
distribution des CALs dans un matériau, par exemple les tissus mous, peut être décrite
par une loi gaussienne. En plus, les CALs de différents matériaux sont non corrélés. Nous
attribuons donc une loi exponentielle définie comme ci-dessous :

P (f) = C−1
f e−λΦ(Df) (2.101)

où Cf est la constante de normalisation, C−1
f =

∫
f∈RN

e−λΦh(Df)df . λ est le paramètre

d’échelle et Φ représente une fonction potentielle [59] avec la matrice des différences finies
D. Nous utilisons dans la suite la fonction Huber comme la fonction potentielle Φ, ce qui
permet de décrire l’homogénéité au sein d’un matériau et de garder la variété entre deux
matériaux proches. La fonction de Huber est définie comme ci-dessous :

Φ(t) =

{
t2 si |t| 6 δh,

2δh|t| − δ2
h si |t| > δh,

(2.102)

avec δh le seuil de la fonction Huber. Les autres modèles a priori peuvent être aussi
appliqués en CT, par exemple, Gibbs ([37]), TV (acronyme anglais de Total Variation
[60]) et le champ aléatoire Markovien [19].

En remplaçant les équations 2.91 et 2.101 dans l’équation 2.100 et en négligeant le
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terme indépendant de f , nous obtenons l’estimation MAP,

f̂MAP = arg max
f
{−1

2
(g −Hf)tΣ−1

ε (g −Hf)− λΦ(Df)}

= arg min
f
{1

2
(g −Hf)tΣ−1

ε (g −Hf) + λΦ(Df)} (2.103)

La reconstruction peut être considérée comme un problème d’optimisation avec la fonction
de coût J(f) comme suit :

J(f) =
1

2
(g −Hf)tΣ−1

ε (g −Hf) + λΦ(Df) (2.104)

L’estimation par MAP est obtenue par minimisation de la fonction d’optimisation J(f),
qui est aussi connue comme la solution des moindres carrés pondérés avec régularisation
ou PWLS (acronyme anglais de Penalized Weighted Least-Squares) [36], [61] et [62].

Nous utilisons la fonction Huber (voir l’eq.2.102) comme Φ(.). J(f) est alors convexe.
Nous présentons dans la suite les algorithmes d’optimisation convexe.

II.3.2.2.1 Algorithmes d’optimisation

Nous commençons par l’algorithme d’optimisation le plus simple, descente de gradient
(DG). Mais il converge assez lentement, afin d’accélérer la convergence, les algorithmes de
gradient conjugué (GC) utilisent les vecteurs de direction qui sont conjugués mutuellement
[63].

a) Descente de gradient

Dans l’optimisation convexe, en particulier optimisation quadratique, le gradient
∇J(f) de la fonction d’optimisation J(f) indique la direction où J(f) augment le plus
localement. L’idée näıve de minimisation de J(f) est de chercher un f dans le sens con-
traire du gradient ∇J(f), voir dans la figure 2.10. Le gradient ∇J(f) est donné ci-dessous,

∇J(f) = −HtΣ−1
ε (g −Hf) + λ∇Φ(Df) (2.105)

avec ∇Φ(Df) = ∂
∂f

Df ∂
∂Df

Φ(Df) = Dt ∂
∂Df

Φ(Df).

La mise à jour de f de (k + 1)ième itération est décrite comme suit :

f (k+1) = f (k) − ν(k)∇J(f (k)) (2.106)

où ν(k) est le pas d’avancement de kième itération. ν(k) peut être déterminé par les algo-
rithmes de recherche linéaire, ce qui minimise la fonction J(f (k) − ν∇J(f (k))), ou simple-
ment attribué par une constante, [63]. Dans notre algorithme de DG, nous utilisons le
pas optimal, ce qui minimise aussi J(f (k)− ν∇J(f (k))). Nous en déduisons une expression
explicite de pas d’avancement au lieu d’utilisation des algorithmes de recherche sur ligne,
ce qui prend du temps supplémentaire.

ν(k) = arg min
ν

J(f (k) − ν∇J(f (k))). (2.107)
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Figure 2.10 – Illustration de l’algorithme de descente de gradient dans le cas de fonction
parabole. f ∗ est la solution qui minimise la fonction J(f).

Alors,
∂

∂ν
J(f (k) − ν∇J(f (k))) = 0, (2.108)

avec

∂

∂ν
J(f (k) − ν∇J(f (k))) =(g −Hf (k))tH∇J(f (k)) + ν(H∇J(f (k)))tH∇J(f (k))+

λ
∂Df (k)

∂ν

∂

∂Df (k)
Φ(D(f (k) − ν∇J(f (k)))), (2.109)

où ∂
∂Df (k)

Φ(D(f (k)−ν∇J(f (k)))) peut être approché par expansion de l’ordre un de la série
de Taylor,

∂

∂Df (k)
Φ(D(f (k)−ν∇J(f (k)))) ≈ ∂

∂Df (k)
Φ(Df (k))−ν ∂2

∂(Df (k))t∂(Df (k))
Φ(Df (k)) (2.110)

En remplaçant les équations 2.110 et 2.109 dans l’équation 2.108, nous obtenons le pas
optimal ν̂,

ν̂ =
‖∇J(f (k))‖2

(∇J(f (k)))t(HtH + λDt ∂2

∂(Df (k))t∂(Df (k))
Φ(Df (k))D)∇J(f (k))

, (2.111)

où ‖.‖2 est la norme euclidienne de l’ordre deux.

b) Algorithmes de gradient conjugué
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Le sens contraire de gradient n’est souvent pas une bonne direction de recherche [63].
Un meilleur choix est d’utiliser les vecteurs de direction conjugués. Les vecteurs de direc-
tion conjugués sont définis comme suit :

di
∂2

∂f t∂f
J(f)dj = 0, si i 6= j (2.112)

où di et dj sont iième et jième vecteur de direction respectives. Et la différentielle de l’ordre
2 de J(f) (voir l’équation 2.104) est considérée comme la matrice caractéristique, ce qui
est donné ci-dessous :

∂2

∂f t∂f
J(f) = HtΣ−1

ε H + λDt ∂2

∂f t∂f
Φ(Df)D (2.113)

∂2

∂f t∂f
Φ(Df) n’est pas nul lorsque nous choisissons la fonction potentielle qui est

différentielle de l’ordre 2 ou plus, par exemple la fonction de Huber. Les algorithmes
de GC sont décrits par

f (k+1) = f (k) + ν(k)d(k) (2.114)

avec ν(k) le pas d’avancement, ce qui est calculé de manière analytique comme l’expression
(2.111) dans les algorithmes de DG,

ν(k) = − (d(k))t∇J(f (k))

(d(k))t(HtH + λDt ∂2

∂(Df (k))t∂(Df (k))
Φ(Df (k))D)d(k)

(2.115)

et d(k) le vecteur de direction

d(k) = −∇J(f (k)) + τ (k)d(k−1) (2.116)

où le coefficient τ (k) est déterminé par les directeurs de direction conjugués d(k−1) et d(k)

qui satisfont la condition (2.112).

τ (k) =
(∇J(f (k)))t(∇J(f (k))−∇J(f (k−1)))

‖∇J(f (k−1))‖2
(2.117)

Toutes les étapes d’un algorithme GC sont présentées dans 1. r
(k)
δf est défini par la

différence normalisée de deux estimations de f successives et εc est une petite constante,
par exemple εc = 10−4, ce qui permet d’assurer une reconstruction convergente. Kmax est
le nombre d’itérations maximal prédéfini, par exemple Kmax = 104.

Les algorithmes de GC convergent finalement vers un minimum global lorsque la fonc-
tion de coût (voir l’eq.2.104) est convexe. La vitesse de convergence des algorithmes de
GC dépend des valeurs propres de la matrice caractéristique (voir l’eq.2.113) et leurs
distribution. Plus les valeurs propres sont concentrées, plus vite les algorithmes de GC
convergent vers la solution finale. Nous référons l’ouvrage de Nocedal [63] pour plus de
détails.

Nous pouvons accélérer les algorithmes de GC par pré-conditionnement, ce qui per-
met de transformer la matrice caractéristique en celle avec les valeurs propres plus con-
centrées. Nous transformons le vecteur inconnu f en le vecteur f̌ avec la matrice de
pré-conditionnement C ∈ RN×N ,

f = Cf̌ (2.118)
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Algorithme 1 Notre algorithme de gradient conjugué.

Initialisation :
f0, d0 = −∇J(f0);
k ← 0;
r

(k)
δf = 1;

while r
(k)
δf > εc&k < Kmax do

Calculer ν(k) avec l’équation (2.115) ;
f (k+1) = f (k) + ν(k)d(k) ;
Évaluer ∇J(f (k+1)) utilisant l’équation (2.105);

τ (k+1) = (∇J(f (k+1)))t(∇J(f (k+1))−∇J(f (k)))

‖∇J(f (k))‖2 ;

d(k+1) = −∇J(f (k+1)) + τ (k+1)d(k) ;

Évaluer r
(k+1)
δf , r

(k+1)
δf = ‖J(f (k+1))−J(f (k))‖

‖J(f (k))‖
k ← k + 1 ;

end while

La fonction d’optimisation J(f) (2.104) devient comme suit :

J(f̌) =
1

2
(g −HCf̌)tΣ−1

ε (g −HCf̌) + λΦ(DCf̌) (2.119)

Le choix de la matrice de pré-conditionnement C est dépendant de l’application. Notre
algorithme de GC pré-conditionné est détaillé en annexe A1.

Remarque 4. Dans ces algorithmes précédents basés sur le gradient, tous les pixels
de l’image sont simultanément mis à jour, ils sont alors faciles à paralléliser sur les
GPUs (acronyme anglais, Graphics Processing Units) ou multi-CPU, et bénéficie ainsi
d’accélération de facteur d’ordre de magnitude 1 ou 2.

II.4 Analyse de complexité des méthodes de reconstruc-
tion tomographique

Les différentes méthodes de reconstruction tomographique sont exposées ci-dessus. Nous
nous intéressons à l’analyse de la complexité en temps des différentes méthodes de re-
construction tomographique, ce qui permet d’estimer le temps de reconstruction. Les
méthodes analytiques peuvent être considérées comme les reconstructions d’une seule
itération. Le temps de calculs de méthodes itératives dépend non seulement la complexité
en temps d’une itération, mais aussi le nombre d’itération nécessaire pour une reconstruc-
tion convergente. Nous n’exposons pas ci-dessous d’analyse de convergence théorique de
différentes méthodes itératives. Le résultat de comparaison des vitesses de convergence
de méthodes itératives peut changer en fonction de cas d’étude en pratique. Nous com-
parons donc dans la suite les opérations principales des différentes méthodes lors d’une
seule itération.

Nous considérons une reconstruction d’une image 2D Nf × Nf pixels, à partir des
Mφ projections sur le détecteur avec Md cellules dans la tomographie 2D en géométrie
divergente. Afin de réduire les artefacts liés à l’échantillonnage spatial et angulaire des
mesures, nous prenons Mφ ≈ 2Nf et Md = Nf [64].
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Dans les méthodes TFD, les complexités du temps de la transformée de Fourier et
la transformée de Fourier inverse sont O(N2

f log2Nf ) par FFT (acronyme anglais, Fast
Fourier Transform) et IFFT(acronyme anglais, Inverse Fast Fourier Transform). O(.)
indique l’échelle du nombre des opérations élémentaires. En plus, l’interpolation nécessite
O(N2

f ) opérations lors de la conversion de la grille polaire en grille cartésienne (voir la
figure 2.3). La complexité des méthodes TFD est donc O(N2

f log2Nf ). Les méthodes FBP
contiennent deux étapes : le filtrage et la retro-projection. Le filtrage sur les projections
est souvent fait dans le domaine de Fourier, alors sa complexité est O(N2

f log2Nf ) comme
les méthodes de TFD. La rétro-projection nécessite 2N3

f opérations pour reconstruire
l’image de taille N2

f à partir des 2Nf projections, par contre, nous négligeons la différence
de calcul entre les zéros et les non zéros. La complexité des méthodes FBP est donc
O(N3

f ).

Quant aux méthodes itératives, les calculs majeurs sont la projection et la rétro-
projection. La projection a besoin de O(N3

f ) opérations comme la rétro-projection. En
plus, la convolution pour l’opérateur D est aussi coûteuse en temps de calcul dans les
méthodes bayésiennes. Elle nécessite Nc ∗ N2

f opérations, où Nc est dépendant de la
taille de noyau de convolution. Nous ne comparons donc que le nombre des projections,
des rétro-projections et des convolutions dans les algorithmes itératifs. Nous comptons
les opérations nécessaires par différentes méthodes itératives pour mettre à jour tous les
pixels. D’après des équations de ART (2.50) et (2.51), il y a deux projections dans
l’algorithme additif, et une seule projection dans l’algorithme multiplicatif (MART). En
plus, les pixels sont mis à jour par projection dans les algorithmes ART. Lorsque toutes
les projections sont utilisées, c’est équivalent à une rétro-projection. Il faut donc deux
projections et une rétro-projection pour l’algorithme additif et une projection et une
rétro-projection pour MART. Les méthodes SIRT nécessitent deux projections et quatre
rétro-projections (voir les équations 2.58 et 2.59). Il y a deux projections et deux rétro-
projections dans les méthodes SART (voir l’eq.2.64).

Dans les méthodes statistiques, les méthodes de maximum de vraisemblance via
l’algorithme basé sur le gradient a besoin d’une projection et de deux rétro-projections
selon l’équation 3.39 et les algorithmes WLS basés sur la descente de gradient (eq.2.95)
nécessitent une projection et une rétro-projection pour le calcul du gradient (eq.2.96)
et également la même opération pour l’estimation du pas optimal (eq.2.97). Quant aux
méthodes bayésiennes, les algorithmes de gradient conjugué nécessitent le même nombre
de projections, de rétro-projections et de convolutions que les algorithmes de descente de
gradient, ce qui faut deux projections, deux rétro-projections et quatre convolutions. Les
résultats d’analyse de la complexité en temps de différentes méthodes de reconstruction
sont résumés dans le tableau 2.1.

H et Ht représentent respectivement la projection et la rétro-projection, Conv est la
convolution et MUL et ADD signifient respectivement les opérations élémentaires : la
multiplication et l’addition, dans le tableau 2.1.

Dans les méthodes analytiques, les méthodes de TFD (O(N2
f log2Nf )) sont plus effi-

caces que les méthodes FBPs (O(N3
f )+O(N2

f log2Nf )) en complexité de calcul. Mais elles
ont besoin de l’interpolation lors de la conversion de la grille polaire à la grille cartésienne
et les erreurs de l’interpolation causent des artefacts. Les TFDs sont moins populaires
que les FBPs dans la pratique, car les images reconstruites par TFDs sont moins bonnes
que celles par FBP.
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Méthode de reconstruction Complexité en temps Commentaires
TFD O(N2

f log2Nf )

FBP O(N2
f log2Nf ) +O(N3

f ) filtrage+Ht

ART 3O(N3
f ) 2×H + Ht

MART 2O(N3
f ) H + Ht

SIRT 6O(N3
f ) 2×H + 4×Ht

SART 4O(N3
f ) 2×H + 2×Ht

MV-Gradient 3O(N3
f ) H + 2×Ht

PWLS-DG 4O(N3
f ) + 4O(Nc ∗N2

f ) 2×H + 2×Ht + 4Conv

PWLS-GC 4O(N3
f ) + 4O(Nc ∗N2

f )
2×H + 2×Ht + 4Conv
+3N2

fMUL+ 3N2
fADD

Tableau 2.1 – Complexité en temps de différentes méthodes de reconstruction tomo-
graphique pour mise à jour d’image.

Pour mettre à jour tous les pixels, les méthodes MART nécessitent le moins
d’opérations élémentaires, les méthodes SIRT permettent les images reconstruites moins
bruitées que celles par ARTs et MARTs, au prix de la complexité de temps. Nous con-
statons que la complexité des méthodes SARTs est raisonnable entre celle des SIRTs et
celle des ARTs, qui sont considérées comme la combinaison de ces deux méthodes.

Dans les méthodes bayésiennes, les algorithmes PWLS-GC nécessitent le même nombre
de projections, de rétro-projections et de convolutions que les algorithmes PWLS-DG,
mais le premier a besoin en plus de 3N2

f multiplications et de 3N2
f d’additions pour

calculer d(k+1) et τ (k+1). En plus, le stockage nécessaire est doublé dans les algorithmes
GC par rapport au celui des algorithmes DG, car il y a deux vecteurs importants de
plus d(k+1) et ∇J(f (k)) dans le premier. Néanmoins, les algorithmes de gradient conjugué
convergent souvent plus vite que ceux de descente de gradient.

II.5 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons présenté les méthodes analytiques et les méthodes itératives
en tomographie. Les méthodes FBPs sont couramment utilisées dans les scanners CT
car les temps de reconstruction sont faibles et la qualité des images reconstruites est ac-
ceptable. Par contre, les hypothèses (H1.1, H1.2, et H1.3) faites dans ces approches ne
correspondent pas à la réalité du processus d’acquisition, en particulier lorsqu’on recon-
struit des objets fortement contrastés (objets métalliques). On voit donc apparâıtre des
artefacts notamment autour des zones métalliques. De plus, les approches de type FBP
sont sensibles au bruit des mesures à cause du filtre de reconstruction qui est un passe
haut. On peut aussi noter que la qualité des images se dégrade lorsqu’on réduit le nombre
de projections ou lorsqu’on est en présence d’un échantillonnage irrégulier.

Dans le contexte de la reconstruction à faible dose, la qualité des images produites par
les approches FBP ne sont plus suffisantes pour avoir une bonne exploitation médicale.
Il faut alors se tourner vers les approches itératives pour obtenir de meilleurs résultats.
Les méthodes algébriques étaient déjà appliquées dans les premiers scanners CT [9], car
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le nombre des projections était très faible à l’époque. La principale limitation de ces
approches algébriques est due au mauvais conditionnement de la matrice de projection ce
qui conduit à une augmentation du bruit présent dans les données. De plus, ces approches
font l’hypothèse que le bruit de mesure est gaussien iid. Comme le processus de mesure
de flux de photons est souvent basé sur un processus de comptage, la statistique du bruit
est souvent poissonnienne. Enfin, pour tenir compte du fait que la source de rayons X est
polychromatique, nous avons un modèle direct qui devient non linéaire. Dans ce cas, les
méthodes algébriques ne permettent pas d’inverser ce type de problèmes. Les méthodes
statistiques permettent de s’affranchir de ces limitations. Elles sont basées sur les modèles
probabilistes liés à l’acquisition des données et aux informations a priori que l’on possède
sur l’objet.

Nous avons vu dans ce chapitre des approches permettant de déterminer le maximum
de vraisemblance dans le cas d’une vraisemblance poissonnienne. Les deux principales
limitations de ces approches sont le temps de calcul et l’amplification du bruit de mesure.
Il existe des approches sous optimales pour résoudre ce type de problèmes. Pour ce qui
est du temps de calcul, l’approche la plus populaire qui est implantée sur les scanners
TEP consiste à faire des mises à jour uniquement avec une sous partie des données ([57]
et [58]). Pour ce qui est de l’amplification du bruit, on utilise un post filtrage gaussien.
Cette dernière approche n’est souvent pas satisfaisante. On préférera utiliser une approche
bayésienne où l’on modélise l’information que l’on possède a priori sur l’objet à l’aide
d’une loi de probabilité. L’avantage de ces approches c’est qu’elles sont très robustes au
bruit car le manque d’information présent dans les données est pallié par l’information a
priori [19], [36] et [37].

Le principal verrou qui limite l’application des approches statistiques à l’imagerie
médicale, c’est le temps de calcul qui est trop important. Au delà des accélérations logi-
cielles, c’est les accélérations matérielles qui ont permis de réduire le plus drastiquement
le temps de calcul. Par exemple le calcul parallèle sur des cartes graphiques GPU, per-
mettent d’avoir des facteurs d’accélération entre 50 et 100 pour un coût matériel très
faible (moins d’un kilo euros). C’est pourquoi, des méthodes statistiques sont implantées
dans les scanners de GE depuis 2008 afin de réduire de la dose de radiation transmise au
patient [65]. Suite au développement des GPUs, le temps de reconstruction sera encore
réduit, ce qui permettra à ces approches d’être utilisées couramment dans les scanners
commerciaux dans un futur proche.

Dans les chapitres suivants nous verrons comment nous arrivons à faire le compromis
en qualité de reconstruction et temps calculs afin d’avoir une méthode efficace et possédant
de bonnes propriétés.
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III
Méthodes de réduction des artefacts

métalliques

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux méthodes de réduction des artefacts
métalliques, MAR (acronyme anglaise, Metal Artifact Reduction). Dans un premier
temps, nous présentons brièvement les difficultés liées à la présence de métal. Puis nous
exposons les méthodes MAR tirées de l’état de l’art : méthodes basées sur l’interpolation,
méthodes statistiques avec les modèles physiques liés à l’acquisition, et méthodes de cor-
rection du durcissement BHC (acronyme anglais, Beam-Hardening Correction) et de cor-
rection du diffusé SC (acronyme anglais, Scatter Correction). Ensuite, nous introduisons
les méthodes MAR proposées, qui comportent deux étapes : la correction des données par
les méthodes proposées de réduction du durcissement et de réduction du diffusé respective-
ment puis la reconstruction itérative par la méthode des moindres carrés pondérés (PWLS
acronyme anglais). Nos méthodes MAR seront évaluées sur des données expérimentales
dans le chapitre V.

III.1 Introduction

Derrière le terme d’artefact métallique se cache plusieurs sources d’erreurs de reconstruc-
tion. Premièrement, lorsqu’on place du métal dans les tissus possédant une atténuation
bien plus faible, on exacerbe les problèmes. Une petite erreur sur l’atténuation du métal
provoque des artefacts importants relativement à la valeur des structures environnantes.
Deuxièmement, la nature des artéfacts métalliques est due aux approximations présentes
dans les modèles physiques utilisés pour l’interaction rayonnement matière. Ces princi-
paux phénomènes physiques qui sont généralement négligés dans les modèles standards
de reconstruction tomographique sont les suivants :

• le durcissement :
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Dans les systèmes médicaux, le spectre de la source de rayons X est polychromatique.
Lorsque les faisceaux de rayons X multi-énergétiques traversent l’objet, les faisceaux
de faible énergie sont quasiment tous absorbés par le matériau très atténuant comme
le métal ce qui n’est pas le cas pour les faisceaux de plus haute énergie. L’énergie
moyenne après avoir traversée le métal est donc beaucoup plus élevée (on dit que
le faisceau est durci). Par contre, lorsqu’un faisceau traverse un matériau de faible
numéro atomique (ex : eau), il n’est pratiquement pas durci. De plus, les CALs de
matériaux sont fonction de l’énergie de photons X (voir la figure 1.10). La mesure de
l’atténuation d’une même partie de l’objet peut alors être différente selon l’existence
ou non d’une partie métallique sur la trajectoire du faisceau. L’atténuation est sous
estimée lorsqu’on est en présence de durcissement. C’est l’incohérence des mesures
qui provoque les artéfacts. On voit apparâıtre des raies noires et blanches dans les
images reconstruites, voir la figure 3.1.(b).

• le diffusé :
Dû à l’interaction avec les atomes des matériaux rencontrés (voir la figure 1.11),
certains photons X dévient de leurs trajectoires. L’hypothèse centrale de la re-
construction tomographique issue des travaux de J. Radon, c’est que l’on mesure
l’intégrale selon des lignes de la propriété recherchée. Sous cette hypothèse, la part
des photons X diffusés détectés est alors traitée comme les photons directs. Ils in-
troduisent donc des erreurs de reconstruction. Ces erreurs peuvent être négligeables
si la proportion de photons X diffusés est faible par rapport au nombre total de
photons X détectés.Malheureusement en présence de métal le nombre de photons
X direct est faible à cause de la forte atténuation du métal. De plus, lorsqu’on
fait de la tomographie 3D à partir d’un détecteur plan qui est proche du patient
(ce qui est notre cas en tomographie dentaire), la fraction de rayonnement diffusée
est importante. Il n’est pas rare que pour les rayons traversant le plus de métal le
nombre de photons diffusés détectés soit supérieur au nombre de photons directs.
Ces photons supplémentaires entrainent une sous estimation de l’atténuation. De
plus cette sous estimation est extrêmement variable en fonction de la distance de
métal traversée qui modifie le nombre de photons directs et aussi en fonction de
la disposition des objets les uns par rapport aux autres dans la scène qui modifie
la proportion de diffusée détectée. Encore une fois c’est l’incohérence des mesures
d’atténuation d’un même objet qui provoque les artéfacts en forme de raies noires
et blanches, que l’on peut voir sur la figure 3.2.(a).

• l’amplification du bruit (linéarisation du modèle direct) :
La transformée de Radon consiste à intégrer l’objet suivant des droites. Cette
opération d’intégration est linéaire. En pratique nous mesurons la quantité de
photons X qui frappent le détecteur. Cette quantité est liée à l’intégrale de
l’exponentielle de l’atténuation sur une ligne. C’est pourquoi, les approches clas-
siques commencent par appliquer un prétraitement en calculant le log du rapport
des photons reçus afin d’obtenir une atténuation et d’inverser un problème linéaire.
La conséquence de ce prétraitement non linéaire, c’est qu’il change la statistique
du bruit qui était présent sur les données. Si on considérait que le bruit sur les
données est iid, le bruit sur les données prétraitées n’est plus identiquement dis-
tribué il dépend du nombre de photons reçus. Dans les cas où le nombre de photons
détectés est faible, la variances du bruit sur les données prétraitées est fortement
amplifiée. Par exemple dans le cas où le faisceau de rayons X traverse deux pièces
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métalliques alignées, il y a une très forte atténuation et très peu de photons X sont
alors détectés. Dans ce cas, une variation d’un faible nombre de photons provoque
une grande variation sur l’atténuation obtenue après prétraitement. Le bruit de
mesure est donc amplifié (voir la figure 1.13). Cette variabilité de la variance du
bruit de mesure n’est pas prise en compte dans les approches classiques comme FBP
ce qui provoque les stries noires et blanches dans les images reconstruites voir figure
3.2.(b).

(a) Spectre simulé (b) Durcissement

Figure 3.1 – Illustration de l’effet de durcissement de spectre : (a) spectre simulé utilisé
pour générer les données, (b) l’image reconstruite en utilisant l’algorithme FBP.

(a) Diffusé (b) Bruit

Figure 3.2 – Les images reconstruites par FBP à partir des données: (a) présentant un
rayonnement diffusé, (b) bruité illustrant l’amplification du bruit par linéarisation.

Comme on peut le voir sur les figures ci-dessus, l’algorithme FBP qui est très performant
lorsqu’on est dans de bonnes conditions (beaucoup de photons mesurés) présente des
artéfacts sévères en présence de métal. Ces moins bonnes performances s’expliquent par
le fait que les hypothèses faites dans les méthodes analytiques comme FBP ne sont plus
réalistes : la source de rayons X n’est pas monochromatique, la fraction de rayons diffusés
qui ne suivent pas une ligne droite, n’est plus négligeable et le bruit de mesure après
linéarisation n’est plus iid.
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MÉTALLIQUES

Des artefacts métalliques apparaissent dans les images reconstruites par les FBPs.
Afin de réduire les artefacts métalliques, nous avons besoin de modèles plus précis qui
correspondent à la réalité de notre système d’acquisition.

III.2 Description des fantômes numériques utilisés

Nous utilisons deux fantômes ci-dessous pour évaluer les méthodes MAR dans ce chapitre.
La configuration de notre scanner est décrite comme suit :

(a) (b)

Figure 3.3 – Deux fantômes numériques. (a) fantôme 1 : mâchoire 2D simulée composée
de deux matériaux, os et trois cercles de cuivre, (b) fantôme 2 : maxillaire-dentaire 2D
simulée avec trois matériaux, eau, os et trois cercles de cuivre, en plus, nous ajoutons 16
petits carrés de tissus mous calcifiés permettant d’introduire des composantes très hautes
fréquences difficiles à reconstruire.

Angle des projections 360°
Nombre de projections 457
Produit du courant de générateur et le temps d’exposition 4 mAs
Tension maximale de générateur de rayons X (KvP) 80 KeV
Taille des pixels détecteurs 0.254 mm
Dimension des détecteurs (nombre de projection x nombre de pixels) 560x336
Distance de la source au centre de rotation 435 mm
Distance de la source au détecteur 618 mm
Taille des voxels reconstruits 0.179 mm
Dimension du champ de vue (FOV) 560x560

Tableau 3.1 – Paramètres de l’acquisition

Pour générer les données simulées, nous discrétisons d’abord l’objet en pixel et puis
nous utilisons un modèle direct d’acquisition (voir l’eq.2.45) dont H est l’opérateur de
projection de ray-driven (échantillonnage régulier sur les rayons traversant l’objet) [66].
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D’après la géométrie du scanner définie dans le tableau 3.1, il calcule l’intersection des
faisceaux des rayons X avec le volume à reconstruire et l’échantillonne régulièrement avec
interpolation bilinéaire avec les pixels voisins.

Nous prenons en compte dans la suite le durcissement, le diffusé et le bruit pour la
réduction des artefacts métalliques. Les principes physiques du durcissement et du diffusé
sont différents, alors nous les séparons ci-dessous.

Afin de générer les données polychromatiques, dans un premier temps, nous
discrétisons le spectre de source des rayons en 70 énergies ce qui est estimé selon la
configuration du scanner ci-dessus (KvP, mAs, matériau de filtre, épaisseur de filtre, ...).
Puis nous faisons une projection pour chaque matériau et calculons l’intensité des fais-
ceaux des rayons X pour chaque énergie en utilisant les CALs des matériaux (eau, os,
tissus mous et cuivre) dépendant de l’énergie des photons X dans la base des données
de NIST [3]. Enfin nous sommons l’intensité des faisceaux des rayons X sur 70 énergies
d’après le modèle polychromatique (voir l’eq.1.11).

Nous supposons que la distribution des photons X diffusés détectés est régulière, c’est à
dire que cela correspond à une image relativement basse fréquence. Elle dépend également
de la taille et du format de l’objet et la distance entre l’objet et le détecteur. Elle peut
donc évoluer en fonction de l’angle de projection. Nous la simulons simplement dans la
suite par une image lisse dont l’intensité est sinusöıdale en fonction de l’angle de projection
voir les figures 3.4 et 3.24.(a). Quant au bruit de mesure, nous utilisons un bruit gaussien

(a) (b)

Figure 3.4 – (a) Profil parabole et (b) évolution sinusöıdale de l’amplitude normalisée en
fonction de l’angle de projection.

additif dont l’écart-type est proportionnel au nombre des photons X reçus par le détecteur
pour combiner le bruit poisson du comptage des photons X et le bruit électronique de
détecteur. Il est exprimé de manière suivante :

Yi = Ȳi + εYi , (3.1)

où le nombre espéré des photons X détectés par la cellule i de détecteur est calculé avec
le modèle physique utilisé lié à l’acquisition et le bruit de mesure des nombres de photons
X εYi est ,

εYi ∼ N (0, cεȲi), (3.2)

avec cε = 0, 01 ∼ 0, 05 dans nos expérimentations numériques.
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III.3 État de l’art de MAR

La réduction des artefacts métalliques est un des principaux challenges en tomographie.
Un grand nombre des méthodes de MAR sont proposées depuis les dernières décennies,
[12], [67], [68], [69], [70], [16], [71], [72], [73], [74], [75], [4], [76], [77],[78], [79], [80].
L’essentiel des travaux vise à modifier les données afin d’utiliser des reconstructions an-
alytiques de type FBP qui sont très performantes en terme de temps de calcul. Ces
méthodes peuvent être divisées en deux principaux groupes, les méthodes par remplace-
ment des projections et les méthodes basées sur la correction des données. Il existe aussi
des méthodes statistiques qui consistent à modéliser les effets physiques comme le dur-
cissement en introduisant une modèle direct non linéaire. Ces méthodes donnent de bons
résultats mais souffrent d’un temps de calculs important.

Les premières approches de remplacement des données considèrent que les projections
du métal sont contaminées et provoquent les artefacts métalliques. Ils les remplacent en
utilisant l’interpolation linéaire ([67], [4]) ou polynomiale ([12], [71], [75]) sur les projec-
tions voisines du métal non dégradées. Ils emploient aussi les projections d’une image a
priori qui est basée sur les segmentations de matériaux [72] et [74]. Cette image modèle
est définie en remplissant les zones des différents matériaux avec la moyenne des valeurs
reconstruites de chacun des matériaux. La zone correspondant au métal est également
remplacée par le matériau qui l’entoure,[72] et [74]. Mais en éliminant les projections
du métal, on perd des informations importantes sur les structures voisines du métal,il en
résulte des images avec les bords flous dans la zone du métal. En plus, l’interpolation par-
faite n’existe pas, et l’image modèle peut être mal définie à cause des artefacts métalliques
(les petits carrés cachés dans les stries noires sont considérés comme de l’air, voir la fig-
ure 3.9.(b)), l’introduction des inconsistances et des discontinuités est inévitable quand
nous mélangeons les projections originales et les projections interpolées ou les projections
d’image modèle. Elles entrâınent l’introduction de nouveaux artefacts.

La deuxième famille de méthodes fait le constat que des informations utiles sont encore
contenues dans les projections du métal. L’effet spectral des rayons X, le diffusé et le bruit
sont les sources les plus importantes d’artefacts métalliques [10]. Les non-linéarités des
données dues à ces effets provoquent les artefacts métalliques, si elles ne sont pas prises en
compte dans les méthodes de reconstruction tomographique. Nous pouvons utiliser des
modèles plus réalistes liés à l’acquisition pour intégrer l’effet spectral des rayons X ([16])
et le diffusé ([81], [17]) dans les méthodes de reconstruction qui permettent de réduire les
artefacts métalliques.

Le spectre de la source des rayons X n’est généralement pas disponible en pratique.
Nous pouvons l’estimer avec un modèle semi-empirique [82] selon les paramètres des
générateurs des rayons X comme matériau et angle de cible. Mais cette estimation n’est
pas précise. Le spectre peut être également estimé à partir des mesures des rayons X trans-
mis avec un fantôme connu (matériau et l’épaisseur de matériau) [83]. Par conséquent, il
faut des expérimentations complexes supplémentaires pour estimer le spectre de la source
en fonction de la configuration des paramètres de l’acquisition (KvP et le courant de
générateur des rayons X). La méthode d’estimation de spectre de la source des rayons X
précise et sans besoin d’expérimentation complexe, c’est la méthode basée sur simulation
Monte Carlo [84]. Mais elle est très coûteuse en temps de calcul ce qui n’est pas com-
patible avec le temps de traitement clinique. Par ailleurs dans la pratique, le spectre de
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source évolue au cours du temps d’utilisation dû à l’usure du générateur de rayons X et
des détecteurs.

Afin de compter le nombre des photons X diffusés détectés, nous pouvons utiliser des
matériaux très atténuants comme le plomb, dits “ beam-stop ” [85]. Ces derniers peuvent
stopper le faisceau direct des rayons X, seul le faisceau de diffusés est alors mesuré sur les
détecteurs en dehors de la trajectoire direct du beam-stop .

Nous séparons dans la suite la correction du durcissement et du diffusé car les physiques
sont différentes.

III.3.1 MARs par remplacement des projections du métal

Le remplacement des projections traversant les parties métalliques permet de réduire les
artefacts de raies (noires et blanches). En effet, ces projections du métal sont altérées
comme nous l’avons exposé en introduction, [12], [67]. La méthode la plus simple de
remplacement des projections est l’interpolation linéaire à partir des projections voisines,
[67].

III.3.1.1 Méthode d’interpolation linéaire

Nous appelons cette méthode MAR-LI. Ses principales étapes sont donnés ci-dessous :

1. reconstruction initiale par FBP fini (voir la figure 3.5.(b)) à partir des données
originales g (voir la figure 3.5.(a)).

2. segmentation des parties métalliques BM par seuillage. La valeur du seuil sM est
définie de manière empirique.

3. projection de l’image segmentée du métal pour obtenir l’empreinte du métal dans
le sinogramme, HBM .

4. interpolation linéaire à partir des projections adjacentes entourant le métal. Les
projections des parties métalliques de l’objet sont donc remplacées par des données
interpolées, gIL.

5. reconstruction finale f̂ à partir des données interpolées.

Les inconvénients de cette approche sont que les projections passant par les parties
métalliques sont ignorées. De plus, le seuillage est délicat au niveau des frontières des
objets métalliques. Il en résulte que les bords des objets métalliques sont flous et implique
la persistance de certains artefacts.

III.3.1.2 Interpolation avec normalisation de la longueur d’intersection

Afin de conserver les informations de bords, Müller et al ont proposé une méthode de
MAR d’interpolation avec la normalisation par longueur d’intersection de faisceaux de
rayons X avec les matériaux, [86], [87]. Nous appellerons cette approche MAR-NPI. Ses
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(a) Sinogramme (b) FBP

Figure 3.5 – (a) Sinogramme original du fantôme 1 (voir Fig. 3.3.(a)) ; (b) Image recon-
struite par FBP, La fenêtre d’affichage dans (b) est [-0,01 0,04].

principales étapes sont décrites ci-dessous dans le cas de deux matériaux, os et métal (voir
la figure 3.3.(a)) :

1. segmentation du métal et segmentation binaire par seuillage qui sépare l’objet (tissu
et métal) et l’air, à partir d’une reconstruction préliminaire (FBP) ;

2. projection d’image métal et calcul de la longueur d’intersection de chaque faisceau
de rayons X avec l’objet ;

3. normalisation du sinogramme original par division de la longueur d’intersection de
chaque faisceau de rayons X avec l’objet ;

4. interpolation linéaire ou polynomiale sur la partie des projections du métal dans le
sinogramme normalisé ;

5. reconstruction des images.

Certaines informations sur les bords os-air sont conservées dans le sinogramme nor-
malisé. Ces meilleurs résultats s’expliquent car le sinogramme normalisé est plus plat que
le sinogramme original autour des projections du métal et l’interpolation est meilleure
dans la zone plate (voir la figure 3.7.(a)). Cette méthode réduit la plupart des arte-
facts dans le cas des deux matériaux et donne de meilleurs résultats que les méthodes
d’interpolation standard MAR-LI ([67]) (voir la figure 3.6). Mais elle est limitée dans
le cas de multiples matériaux, car le sinogramme normalisé par division de la longueur
d’intersection n’est plus assez plat dans ce cas (3.10.(c)).
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.6 – Sinogrammes interpolés et images reconstruites: (a) sinogramme interpolé
approche MAR-LI (b) sinogramme interpolé approche MAR-NPI, (c) reconstruction FBP
approche MAR-LI (d) reconstruction FBP approche MAR-NPI. Les fenêtres d’affichage
dans (b) sont le [-0,01 0,04]. Les flèches bleus et rouges indiquent respectivement les
nouveaux artefacts introduits et les bords flous autour du métal dans (c) et (d).

III.3.1.3 Approche NMAR

Afin de s’affranchir de cette limitation, Meyer et al ont pris en compte différents matériaux
dans leur méthode NMAR (acronyme anglais, Normalized Metal Artifact Reduction), [4].
Ils ont créé une image a priori sans artefacts métalliques qui permet de conserver les
informations ayant de hautes fréquences spatiales. L’image a priori est déterminée à
partir d’une reconstruction préliminaire ou d’une image de référence, qui doit être plus
proche possible de l’image vraie. Les principales étapes de l’approche NMAR sont décrites
comme suit :

1. reconstruction initiale, fini, à partir du sinogramme original g ;

2. segmentation du métal, fM , par seuillage, puis projection de l’image de métal HfM
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(a)

(b)

Figure 3.7 – (a) profil de sinogramme normalisé par longueur d’intersection de rayons X
avec l’objet dans la méthode MAR-NPI et (b) les profils de sinogrammes interpolés (IL)
de MAR-LI (voir la figure 3.6.(a)) et MAR-NPI (voir la figure 3.6.(b)) suivant la tracé de
la ligne droite jaune dans la figure 3.5.(a).

;

3. création d’une image a priori sans artefacts métalliques, fprior à partir de la re-
construction préliminaire par les méthodes de MAR avec interpolation linéaire, et
projection de l’image a priori , Hfprior ;

4. normalisation du sinogramme original par division de la projection d’image a priori
, gN = g

Hfprior
, puis l’interpolation à partir des projections voisines du métal gint ;

5. dé-normalisation du sinogramme interpolé par multiplication des projections
d’image a priori , g′ = gint · Hfprior, puis reconstruction de g′ et réinsertion du
métal dans l’image reconstruite.
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Figure 3.8 – Schéma de la méthode NMAR, [4]

Le processus schématique est donné dans la figure 3.8 ([4]).

Dans le NMAR, l’interpolation dans le sinogramme normalisé réduit la discontinuité
possible introduite par l’interpolation, [67], [4], [79], qui cause les nouveaux artefacts, raies
noires et blanches sur les bords du métal (voir les figures 3.9.(c) et 3.10.(e)) ; En plus,
les informations des bords de l’objet peuvent être conservées dans l’image a priori , elles
servent à reconstruire les matériaux autour du métal sans trop lisser les bords (voir la
zone indiquée par les flèches rouges dans les figures 3.9.(c), 3.10.(e) et 3.10.(f)). Comme
toutes les méthodes de MAR basées sur les interpolations, il est sensible au résultat de
segmentation des images, les erreurs de segmentation introduisent les nouveaux artefacts
(voir les figures 3.11.(a) et (b)) et peuvent faire disparâıtre les petites structures [79].
L’utilisation des méthodes avancées de segmentation ([88] et [89]) permet d’améliorer la
qualité des images de NMAR .

Les méthodes que nous venons de voir résolvent tous les problèmes des artefacts
métalliques en une seule étape car elles visent à supprimer la composante due au métal.
D’autres familles d’approches consistent à faire des corrections des phénomènes physiques
qui provoquent les artefacts métalliques. Nous allons tout d’abord présenter les méthodes
permettant de corriger le durcissement de spectre.

III.3.2 Méthode de correction du durcissement

En fait, le spectre de source de rayons X des scanners est polychromatique. La mesure
de l’énergie déposée sur le détecteur est donc la moyenne des énergies des différents pho-
tons X voir l’équation 1.11. De plus, les (Coefficients d’Atténuation Linéaire) CALs
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(a) Sinogramme original

(b) FBP (c) MAR-LI

Figure 3.9 – Sinogramme original (a) de fantôme 2 dans la figure 3.3.(b), et les im-
ages reconstruites par FBP à partir de sinogramme original (a), (b) et de sinogramme
d’interpolation linéaire (c). Les flèches bleus et rouges indiquent respectivement les nou-
veaux artefacts introduits et les bords flous de l’objet entourant le métal dans (c).

des matériaux sont dépendants de l’énergie des photons X, voir la figure 1.10. Enfin,
l’atténuation est une fonction non-linéaire de longueur d’intersection des matériaux avec
les rayons X (voir l’équation 1.12), au lieu de la fonction linéaire (voir l’eq.1.18) qui est
utilisée dans les méthodes analytiques et les méthodes algébriques. Nous pouvons ap-
procher cette fonction non-linéaire par une fonction polynomiale (voir l’équation 3.3).
Dans le cas d’un matériau, la fonction polynomiale permet de corriger les artefacts du
durcissement comme les artefacts en forme de “ coupe ” dans un cercle (voir la figure
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 3.10 – Comparaison des méthodes MAR-NPI (colonne à gauche) et NMAR (colonne
à droite). (a) image binaire de l’objet pour calculer la longueur d’intersection de rayons
X avec l’objet, (b) image a priori ; (c) et (d) : les profils de sinogrammes normalisés dans
le MAR-NPI et le NMAR respectivement. (e) et (f) : les images reconstruites par FBP
dans le MAR-NPI et le NMAR respectives. Les fenêtres d’affichage de (e) et (f) sont de
[0 0,05].

1.11), [35].

a(φ, r) = Q(T ) = b0 + b1fT + b2(fT )2 + ...+ bn(fT )n, (3.3)
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(a) (b)

Figure 3.11 – Image a priori issue d’une segmentation imparfaite (a) et image reconstruite
par NMAR (b) avec l’image a priori (a).

où l’atténuation a(φ, r) est mesurée sur la ligne droite L(φ, r), f et T sont le CAL du
matériau et la longueur d’intersection de matériau avec le faisceau de rayons X sur la ligne
droite L(φ, r), respectivement. n est l’ordre de la fonction polynomiale. Pratiquement,
un faible n suffit dans le cas d’un matériau, [35]. Q(T ) peut être déterminé par les
expérimentations avec un des fantômes de la figure 3.12 ou par simulation. Mais dans
le cas de deux matériaux ou plus, les solutions des longueurs d’intersection des différents
matériaux ne sont pas uniques. Cette méthode simple est souvent utilisée comme pré-
correction de matériau de l’eau ou tissus mous en imagerie médicale.

Dans le cas de deux matériaux, les méthodes de réduction des artefacts du dur-
cissement ont été proposées par Joseph et al ([90]) et Herman et al [91], et elles sont
détaillées ci-dessous. Le principe de ces approches est le suivant. On commence par faire
une première reconstruction sans correction. On segmente cette reconstruction en deux
matériaux par exemple tissus mous et os. On calcule l’atténuation moyenne des tissus
mous, puis on fait une image où toutes les valeurs non nulles de l’objet sont considérées
comme du tissus mous avec une atténuation moyenne. On fait ensuite la différence entre
la première reconstruction et cette image puis on applique la méthode de correction de
durcissement pour le matériau os - tissus mous. On arrive comme cela à corriger les objets
composés de deux matériaux [92].

Une autre famille de méthodes de réduction du durcissement introduite dans les années
80s est la tomographie à deux énergies. Selon l’interaction des photons X avec les matières,
l’atténuation est dominée principalement par l’effet photo-électrique et le diffusé Compton
dans la radiologie diagnostique (de 30 à 150 KeV), voir la figure 1.10. Alors les CALs
peuvent être exprimés en combinaison linéaire de deux composants, l’effet photo-électrique
Ψ(ex) et le diffusé Compton Θ(ex), comme ci-dessous, [15], [92], [16],

fj(ex) = bψ(fj)Ψ(ex) + bθ(fj)Θ(ex), (3.4)
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État de l’art de MAR

(a) (b)

Figure 3.12 – Les fantômes triangle (a) et escalier (b) pour mesurer l’atténuation des
faisceaux polychromatiques de rayons X.

où l’effet photo-électrique Ψ(ex) peut être approché par

Ψ(ex) = 1/e3
x (3.5)

et le diffusé de Compton est décrite par la fonction de Klein-Nishina (voir la fonction
1.10),

Θ(ex) = fKN(ex). (3.6)

Nous faisons deux acquisitions en deux tensions distinctes, une basse tension et
une haute tension, pour que les deux spectres soient suffisamment différents, [15], [92].
L’acquisition à basse tension représente la contribution de l’effet photo-électrique, par
contre celle à haute tension mesure la contribution du diffusé de Compton. Les deux
acquisitions faites avec des spectres différentes permettent d’estimer les coefficients de
modèle de décomposition, bψ(f) et bθ(f) (voir l’équation (3.4)). Un autre modèle de
décomposition des CAL utilisé dans la tomographie à deux énergies consiste à utiliser la
combinaison linéaire de plusieurs matériaux de base. Il faut donc en chaque point estimer
l’abondance de ces matériaux références, [61] et [22].

fj(ex) =
Nm∑
n=1

b′j,n(f)fn(ex), (3.7)

où b′j,n est la fraction de matériau n de pixel j. Les matériaux références sont souvent
choisis parmi les matériaux les plus présents dans l’objet. L’os et l’eau (équivalents aux
tissus mous) sont souvent utilisés comme base de décomposition en imagerie médicale.
Cette modélisation et son inversion permettent de réduire les artefacts de durcissement
de spectre [93]. Cette approche ne mesure plus l’atténuation mais des paramètres plus
intéressants d’un point de vue morphologique qui sont l’abondance d’eau et d’os (os pur).
Ces grandeurs sont très intéressantes à mesurer en particulier pour le suivi de l’ostéoporose
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[22]. Par contre, cette approche nécessite deux acquisitions. En plus du doublement de
la dose de rayonnement et du temps de reconstruction qui augmente s’ajoute le problème
du mouvement du patient entre les deux acquisitions qui peuvent gravement limiter la
qualité des images. De plus, elle nécessite un équipement plus complexe pour changer la
tension du générateur de rayons X avec les autres conditions inchangées.

Au lieu de deux acquisitions dans la tomographie à deux énergies, DeMan et al ont
proposé une méthode pour calculer les coefficients avec les courbes bψ−f(e0), et bθ−f(e0)
de la base des matériaux couramment utilisés, avec l’énergie effective e0 du spectre de
rayons X, par exemple e0 = 70KeV , [16]. Les courbes bψ − f(e0) et bθ − f(e0) de la
base des matériaux qui nous intéressent, peuvent être tracées avec la base des données
de NIST, [3]. Dans le modèle de décomposition (l’eq.3.4), les coefficients bψ et bθ sont
dépendants du matériau, [15] et [92].

bψ(fj) ≈ K1
m(fj)

Aj
Z4
j , (3.8)

bθ(fj) ≈ K2
m(fj)

Aj
Zj, (3.9)

où K1 et K2 sont constantes indépendants du matériau, m est la densité de masse, Aj est
la masse atomique de matériau en pixel j, et Zj est le numéro atomique de matériau en
pixel j. DeMan et al ont réécrits le modèle de décomposition (l’eq.3.4) dans la formulation
(3.32) afin de réduire le nombre d’inconnus. Afin de réduire les artefacts du durcissement,
DeMan et al ont proposé une méthode statistique tenant compte du spectre des rayons
X avec ce modèle [16].

La limitation commune des méthodes post-reconstruction et des méthodes statistiques
présentées ci-dessus est la connaissance du spectre des rayons X émis a priori . En pra-
tique, le spectre de source des rayons X n’est pas toujours connu a priori . Le spectre peut
être estimé avec les mesures, mais la précision n’est pas suffisante pour éviter l’introduction
d’erreurs importantes,car les CALs reconstruits sont sensibles à la précision du spectre es-
timé. Une sous-estimation ou une sur-estimation du spectre implique une sous-estimation
ou une sur-estimation des CALs des matériaux, [93].

Lors de ce travail de thèse nous avons envisagé de développer une méthode d’estimation
conjointe du spectre du générateur et de l’atténuation de l’objet. Cette estimation est
très difficile à mettre en œuvre car le critère à optimiser est non convexe. Il faut alors se
tourner vers des approches de type recuit simulé ou de type MCMC (acronyme anglais,
Monte Carlo Markov Chain) pour résoudre ce problème inverse. Comme ses approches
sont extrêmement coûteuses en temps de calcul, nous n’avons pas continué dans cette
voie. En effet, ce type d’approche sur une problématique 3D n’a pas de chance d’avoir
une application clinique à moyen terme.

En plus, les méthodes de réduction des artefacts du durcissement qui n’ont pas besoin
de connaissances de spectre sont proposés dans la littérature ([5], [80]). Krumm et al
ont proposé une méthode de réduction des artefacts du durcissement avec interpolation
surfacique. Comme la méthode de post-reconstruction, les données corrigées Ic sont les
données originales plus la différence entre les données monochromatiques estimées et les
données polychromatiques estimées.

Ic = IE + e−ge0 − e−gE , (3.10)
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où ge0 sont les projections monochromatiques, et gE sont les projections polychroma-
tiques estimées. Dans le cas d’un matériau, ge0 est estimé par la moyenne des pentes
des lignes entre les points de mesures et l’origine, et gE est estimé par l’ajustement des
données avec une fonction polynomiale, voir la figure 3.13. Dans le cas de multi-matériaux,
Krumm et al ont utilisé l’interpolation surfacique pour estimer les projections polychro-
matiques. Comme dans le cas d’un matériau, Verburg et al estiment la contribution
polychromatiques du métal uniquement par ajustement des données, et les soustraient
dans les données originales, pour la correction des artefacts métalliques.

Figure 3.13 – Les projections monochromatique estimées (ligne droite) et les projections
polychromatiques estimées (courbe) ajustées pour les mesures d’atténuations (en points)
dans le cas d’un matériau, extrait de [5].

Nous allons maintenant aborder les approches utilisant des post traitements afin de
corriger les artefacts.

III.3.2.1 Méthode de post-reconstruction

Le principe de cette approche est la linéarisation du processus non-linéaire présent lors
de la mesure. Pour procéder à cette linéarisation, on procède de la façon suivante :

• reconstruction des données avec une hypothèse monochromatique ;
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• simulation des données issues de la première reconstruction en monochromatique et
en polychromatique ;

• correction des données en ajoutant l’écart entre les données simulées en mono et
poly chromatiques.

g∗i ≈ gci ,

gci = gi + ĝe0,i − ĝE,i, (3.11)

où gci sont les données corrigées du durcissement sur le rayon i, ĝe0,i est la projection
monochromatique estimée sur le rayon i avec l’énergie effective du spectre de source
connu, e0, et ĝE,i est la projection polychromatique estimée sur le rayon i avec le spectre
de source connu, i = 1, 2, ...,M . M est le nombre de mesures.

Dans le cas d’un matériau, les projections monochromatiques estimées ĝe0,i, i =
1, 2, ...,M , sont simplement le produit du CAL du matériau et de la longueur de
l’intersection du matériau avec les rayons X,

ĝe0,i = f ∗ Ti (3.12)

avec

Ti =
N∑
j=1

Bjhij (3.13)

où B est la segmentation du matériau,

Bj =

{
1 si pixel j appartient au matériau,
0 sinon.

(3.14)

hij est définie comme la longueur d’intersection du pixel j avec le rayon i, voir la figure
2.8. Les projections polychromatiques estimées sont calculées par la fonction polyno-
miale eq.3.3. Les coefficients de la fonction polynomiale peuvent être déterminés par
expérimentation numérique ([35]).

Dans le cas de deux matériaux, l’estimation de la fonction polynomiale en fonction de
deux variables est compliquée. Les différentes méthodes sont proposées, avec les connais-
sances du spectre de source et les CALs de matériaux dépendant d’énergie, [90], [91].

En fait, le CAL est dépendant non seulement de l’énergie des rayons X, mais aussi
dépend de la densité du matériau, nous pouvons exprimer le CAL en deux variables
séparables,

fj(ex) = µM(ex)mj (3.15)

où µM(ex) est le coefficient d’atténuation masse (CAM) de matériau dépendant de
l’énergie des photons X ex, et mj représente la densité de matériau en pixel j. Nous
présentons les principes des méthodes de Joseph et al ci-dessous, [90], [94]. Nous con-
sidérons les deux matériaux courants, eau et os, en imagerie médicale. Les connaissances
de spectre de source et de coefficient d’atténuation masse de l’eau µeauM sont nécessaires.
Les notations utilisées dans les méthodes de Joseph et al sont rappelées ici :

densités m :
meau (eau), mos (os), et la densité effective me qui est définie par

me = f ∗meau/f eau (3.16)
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Intégrale de densité et sur la ligne droite Li de rayon X i de matériau mat, Γmati

:

Γmati =

∫
Li

mmat(r)dr, (3.17)

où r est la coordonnée de pixel dans le domaine d’objet.

Facteur d’équivalence en eau ξ de matériau n

ξ(ex) =
fn(ex)/mn

f eau(ex)/meau
, (3.18)

où ex est l’énergie des photons X.

Dans les méthodes de Joseph et al, les CAMs sont utilisés. Nous définissons une
fonction polynomiale Q2(Γ) comme l’équation (3.3),

Q2(Γeaui ) =

∫
Ē,Li

I0 ∗ ω(ex) ∗ e−µ
eau
M (ex)Γeaui dex, (3.19)

avec le rayon i, i = 1, 2, ...,M .

Les étapes de la méthode de Joseph et al sont données ci-dessous pour la correction
de durcissement de l’eau et de l’os :

1. reconstruction préliminaire f0 avec correction de durcissement de l’eau (ou eau-
équivalent) avec la fonction polynomiale de l’ordre faible (eq.3.3) et l’équation (3.17),
i = 1, 2, ...,M , avec le nombre des mesures M,

Γei = Q−1
2 (gi) = Γeaui + ξE,i ∗ Γosi , (3.20)

où ξE est dépendant de l’énergie, soit il est dépendant de la trajectoire du faisceau
de rayons X, ce qui cause les artefacts du durcissement dû à l’os.

2. segmentation de l’image d’os par seuillage, Beau, et Bos, le seuil peut être choisi par
1.1meau [90], ou de 40% supérieur à la densité reconstruite de tissu, [91]. La densité
effective dans les zones de l’os me dans la reconstruction préliminaire est décrite par

me ' ξmos (3.21)

Le facteur ξ est fixée à ξ0 après plusieurs acquisitions. Alors la densité de l’os est
déterminée comme suit,

m̂os ≈ me

ξ0

. (3.22)

m̂os est la valeur reconstruite de l’os dans l’image de correction.

3. évaluation de la quantité totale de Γeau et Γos. Nous calculons les projections de
l’image d’eau et de l’os :

Γeaui =

∫
Li

meau(r)dr (3.23)

Γosi =

∫
Li

m̂os(r)dr (3.24)
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4. estimation du facteur d’équivalence de l’os ξi en résolvant l’équation suivante.

Q2(Γeaui + ξΓosi ) =

∫
Ē,Li

I0 ∗ ω(ex) ∗ e(−(µeauM (ex)Γeaui +µosM (ex)Γosi ))dex. (3.25)

ξi peut être déterminé par recherche dans un tableau rempli par pré-calcul pour
des valeurs particulières (Γe,Γos). Ce tableau est calculé seulement une fois avec
les connaissances du spectre de source et les CAMs de l’eau et de l’os, [90], ou
nous pouvons utiliser les méthodes de Newton pour résoudre l’équation non-linéaire
(3.25).

5. correction des données Γci

Γci = Γeaui + (ξ0 − ξi)Γosi = Γeaui + ξ0Γosi (3.26)

où ξ0 est indépendant de la trajectoire du faisceau des rayons X, alors les artefacts
du durcissement dû à l’os sont éliminés.

6. reconstruction d’image de densité sur les données corrigées.

S’il existe un autre matériau plus dense que l’os, par exemple l’iode dans l’os calcifié,
l’équation (3.25) doit se réécrire comme ci-dessous :

Q2(Γeaui +ξosΓosi +ξiodeΓiodei ) =

∫
Ē,Li

I0∗ω(ex)∗e−(µeauM (ex)Γeaui +µosM (ex)Γosi +µiodeM (ex)Γiodei )dex = gi,

(3.27)
où ξiodei est le facteur d’équivalent en eau de l’iode sur le rayon i, et Γiodei est l’intégrale de
la densité de l’iode sur le rayon i. ξosi et ξiodei sont difficiles à déterminer indépendamment.
Mais nous considérons l’os et l’iode ensemble, et réécrivons l’équation (3.27) comme suit,

Q2(Γeaui + ∆) =

∫
Ē,Li

I0 ∗ ω(ex) ∗ e−(µeauM (ex)Γeaui +µosM (ex)Γosi +µiodeM (ex)Γiodei )dex. (3.28)

∆ peut être estimé en résolvant l’équation (3.28) avec la méthode de Newton comme ξi
dans l’équation (3.25). Les données sont corrigées de la façon suivante,

Γci = Γei + ξ̂osΓosi + ξ̂iodeΓiodei −∆, (3.29)

où ξ̂os et ξ̂iode sont choisis comme ξ0 dans l’équation (3.26) par expérimentation.

D’après les données de correction (voir les équations 3.26 et 3.29), le stockage des
données originales n’est pas nécessaire dans le processus de correction du durcissement.
Soit R−1(Γ) est la reconstruction de Γ et R−1 est une opération linéaire. La reconstruction
des données corrigées fc est égale à la reconstruction préliminaire fini plus l’image de
différence δf , car

fini = R−1(Γe) (3.30)

δf = R−1(ξ̂osΓos + ξ̂iodeΓiode −∆) (3.31)

Les connaissances du spectre de source et les CAMs de l’eau en fonction d’énergie
sont nécessaires dans les méthodes de Joseph et al. Le résultat de réduction des arte-
facts est dépendant de la précision des informations du spectre de source. En plus, la
segmentation des matériaux est cruciale dans les méthodes de Joseph et al, car les calculs
de Γ nécessitent les distributions de différents matériaux. La qualité de la segmentation
influence l’efficacité de réduction des artefacts du durcissement.
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III.3.2.2 Méthode statistique

Un des principaux avantages des méthodes statistiques est l’intégration des modèles plus
proche de la réalité que ceux des méthodes analytiques. En pratique, le spectre de source
des rayons X est polychromatique. Nous avons un modèle polychromatique afin de tenir
en compte de l’effet spectral des rayons X, qui permet de réduire les artefacts du durcisse-
ment. DeMan et al ont proposé une méthode statistique avec un modèle polychromatique
(comme l’équation (1.11)), dits “ IMPACT ” dans [16]. Le modèle de décomposition des
CALs des matériaux basées sur l’absorption photo-électrique et le diffusé de Compton
[15], est utilisé dans ce modèle polychromatique, qui sont dépendants de l’énergie, voir
l’équation 3.4. Car bψ et bθ sont indépendants de l’énergie, DeMan et al les ont modifiés
dans l’équation 3.4 afin de réduire le degré de liberté dans ce modèle de décomposition
de CAL,

fj(ex) = bψ(fj(e0))Ψ(ex, e0) + bθ(fj(e0)) ∗Θ(ex, e0) (3.32)

avec

Ψ(ex, e0) =
1/e3

x

1/e3
0

, (3.33)

et

Θ(ex, e0) =
fKN(ex)

fKN(e0)
(3.34)

où e0 est l’énergie effective du spectre de source, par exemple 70 KeV, [16]. Et fKN est la
fonction de Klein-Nishina, voir l’équation 1.10. DeMan et al supposent que les coefficients
de tous les matériaux peuvent être déterminés selon les courbes bψ − f(e0) et bθ − f(e0),
et les coefficients d’un autre matériau peuvent être calculés par combinaison linéaire entre
deux matériaux adjacents dans ces deux courbes.

DeMan et al ont utilisé la méthode de maximum de vraisemblance via l’algorithme basé
sur le gradient (voir l’algorithme II.3.2.1.2) pour reconstruire une image. La statistique
de comptage des photons X par le détecteur est approchée par la loi de Poisson. Pour la
mesure selon le rayon i, yi, voir l’équation 2.75,

P (Yi = yi|f) =
ȳyii e

−ȳi

yi!
(3.35)

où ȳi est le nombre de photons X moyen sur le rayon i. Dans le cas de rayons X poly-
chromatiques,

ȳi = y0,i

NE∑
n=1

ω(ex(n)) ∗ e(−
∑N
j=1 lijfj(ex(n))) (3.36)

où le spectre ω est discrétisé en NE énergies. En remplaçant le modèle de décomposition
de CAL (eq.3.32) dans l’équation 3.36, nous obtenons

ȳi = y0,i

NE∑
n=1

ω(ex(n)) ∗ e(−(Ψ(ex(n))
∑N
j=1 lijbψ(fj(e0))+Θ(ex(n))

∑N
j=1 lijbθ(fj(e0)))) (3.37)

La reconstruction d’image consiste à maximiser la log-vraisemblance Lv, voir l’équation
2.78,

f̂ = arg max
f

Lvf = arg max
f

M∑
i=1

(yi ln(ȳi)− ȳi), (3.38)
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Méthode MAR Complexité en opération principale
MAR-LI 2× (filtrage+ Ht)
NMAR 3× (filtrage+ Ht)

MV-Gradient avec modèle polychromatique [16] (4×H + 4×Ht)/iteration
MV-Gradient modèle simple (H + 2×H)/itération

PWLS-GC avec modèle linéaire directe (2×H + 2×Ht + 4Conv)/itération

Tableau 3.2 – Complexité en principale opération de différentes méthodes MAR.

où M est le nombre des mesures. L’algorithme de DeMan et al est décrit comme ci-
dessous, la k + 1ième estimation, f (k+1), voir l’équation 3.39,

f
(k+1)
j1

= f
(k)
j1
−

∂Lv(fk)
∂fj1∑N

j2=1
∂2Lv(fk)
∂fj1∂fj2

(3.39)

avec j1 = 1, 2, ...,M , et la dérivé partielle de premier ordre ∂Lv
∂fj1

et la dérivée partielle de

second ordre ∂2Lv
∂fj1∂fj2

, détaillés dans [16].

Une itération de la méthode de MV avec le modèle polychromatique précédent
nécessite quatre projections et quatre rétro-projections [16]. Évidemment, la reconstruc-
tion de MV avec le modèle polychromatique est beaucoup plus compliquée que celle de
MV avec le modèle simple, qui a besoin d’une projection et deux rétro-projections, voir
le tableau 2.1. De plus, on a pu observer que le critère étant non quadratique mais sim-
plement convexe, le nombre d’itérations nécessaires à la convergence de l’algorithme est
plus important. Il en résulte un temps de reconstruction qui est beaucoup plus important
qu’un algorithme de minimisation d’un critère des moindres carrés régularisés. Le temps
de reconstruction de ces approches est tellement important qu’il n’est pas compatible
avec une application clinique, où le temps de reconstruction ne doit pas dépasser quelques
minutes voir le tableau 3.2. Le temps de calcul des principales opérations comme H et
Ht est détaillé (voir le tableau 2.1) dans la section II.4 Chapitre II.

En plus, la segmentation des différents matériaux est importante afin d’appliquer
ce modèle polychromatique. En effet, plus les erreurs de la segmentation sont impor-
tantes, moins la réduction des artefacts est efficace. C’est la même difficulté que pour les
méthodes de post-reconstruction. Par contre, les méthodes statistiques avec les modèles
polychromatiques sont plus robustes aux erreurs de segmentation que les méthodes de
post-reconstruction, notamment avec les matériaux plus denses comme le métal, car les
méthodes de post-reconstruction sont plus sensibles au bruit de reconstruction et les er-
reurs de segmentation en début peuvent être corrigées au cours d’itération des méthodes
statistiques.

Dans le modèle de décomposition de CAL ci-dessus, les coefficients bψ et bθ d’un
matériau ne peuvent pas être estimés par la combinaison linéaire de ses deux voisins
dans les courbes bψ − f(e0) et bθ − f(e0), dans certain cas, notamment les matériaux
métalliques, [93]. Afin d’éviter ce problème, le modèle mélangé de matériaux de référence
(eq.3.7) peut être utilisé, par exemple deux matériaux, eau (ou eau-équivalent, tissus
mous) et os, [61], [93], [22]. Le modèle mélange de deux matériaux de référence, eau et
os, est donné ci-dessous, [93], [22].

fj(ex) = b′eauj f eau(ex) + b′osj f
os(ex), (3.40)
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où les fractions de matériau b′eauj et b′osj sont en fonction de la valeur reconstruite et les
CALs de matériaux de référence, [93], qui permettent une reconstruction itérative sans
segmentation.

Les méthodes statistiques avec les modèles polychromatiques (les équations 3.37 et
3.40) permettent d’éliminer les artefacts du durcissement si le spectre de source est connu
suffisamment précisément et si les CALs des matériaux reconstruits dépendant de l’énergie
sont connus a priori . En pratique, le spectre de source n’est pas souvent connu avant la
reconstruction, ou l’estimation du spectre n’est pas suffisamment précise, ce qui ne per-
met pas de réduire les artefacts du durcissement complètement et introduit des erreurs de
reconstruction. Les méthodes de correction du durcissement ne nécessitant pas de con-
naissances du spectre semblent plus convenables aux conditions réelles. Nous présentons
ces méthodes ci-dessous.

III.3.2.3 Méthodes de correction du durcissement sans connaissances de
spectre de source

Dans cette partie, nous présenterons d’abord l’approche lorsqu’il n’y a qu’un matériau
dans le scène puis nous présenterons la généralisation de cette approche lorsqu’il y a
plusieurs matériaux, enfin nous présenterons une méthode dédiée aux artefacts métalliques
qui exploite la première approche uniquement sur la composante métallique de l’objet.

III.3.2.3.1 Méthode de correction dans le cas d’un matériau

Dans le cas d’un matériau, la non-linéarité de l’atténuation en fonction de la longueur
de matériau avec les rayons X peut être décrite par une fonction polynomiale (eq.3.3) sans
connaissances de spectre de source. Nous pouvons estimer cette fonction polynomiale par
ajustement des données d’atténuation 1D en fonction de la longueur parcourue des rayons
X traversant le matériau.

Afin de réduire les artefacts du durcissement, nous reconstruisons d’abord ce matériau
à partir des données originales par FBP et segmentons les matériaux par seuillage.
Puis nous calculons la longueur d’intersection des rayons X avec ce matériau en util-
isant l’opérateur de projection (voir l.eq.2.45) et estimons la fonction polynomiale par
ajustement des données de moindres carrés. Ensuite nous simulons les projections poly-
chromatique à travers la fonction polynomiale et les projections monochromatiques en
multipliant la longueur parcourue de rayons X traversant le matériau par la moyenne des
valeurs reconstruites de matériau. Enfin nous corrigeons les données (voir l’eq.3.10) et le
reconstruisons par FBP.

III.3.2.3.2 Méthode de correction en présence de plusieurs matériaux

La méthode précédente ne convient pas dans le cas de deux matériaux ou plus, car deux
longueurs d’intersection de deux matériaux différents ne peuvent pas être déterminées
indépendamment. On ne peut donc pas estimer les deux courbes modélisant les non-
linéarités séparément. Afin de résoudre ce problème Krumm et al ont proposé une
méthode basée sur l’interpolation surfacique [5]. Tout d’abord, il a noté qu’ils ont proposé
d’appliquer leur approche sur des données issues de problème de contrôle non destructif.
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En effet, les matériaux dans ce contexte ont une très faible variabilité contrairement à
l’imagerie médicale (l’atténuation des os du corps sont très variables en fonction du type
d’os). Le principe de cette approche consiste à segmenter les Nm matériaux présents
dans l’objet. Puis on calcule chaque distance traversée dans chaque matériau. Ensuite
on place dans un espace de dimension Nm + 1 les points associés aux rayons traversant
au moins un matériau. Les points dans l’espace des différentes distances traversées et
l’atténuation devrait former un hyperplan de l’espace s’il n’y avait pas de durcissement
de spectre (comportement linéaire). La non-linéarité s’exprime par une hyper-surface
dans cet espace. C’est tout simplement une généralisation de l’estimation de la courbe
lorsque nous avons un seul matériau [95] et [5].

Les étapes de méthode de Krumm et al sont données ci-dessous :

1. Reconstruction initiale fini avec les données originales ;

2. Segmentation des différents matériaux par multi-seuillage ;

3. Calculs des longueurs d’intersection entre les faisceaux de rayons X et chaque
matériau par projections de l’image segmentée ;

4. Détermination d’un nuage de points dans l’espace de dimension Nm + 1 (chaque
point est repéré par les distances traversées par le rayon X dans chaque matériau et
son atténuation) ;

5. Détermination de l’hyperplan le plus proche du nuage de points au sens des moindres
carrés, et utilisation de cet hyperplan pour déterminer les projections de l’objet si
la source était monochromatique gmono ;

6. Détermination de l’hyper-surface de dimension Nm la plus proche du nuage de points
et estimation des projections polychromatiques gE ;

7. Correction des données d’intensité Ic ;

Ic = I + I0 ∗ e−gmono − I0 ∗ e−gE (3.41)

8. Reconstruction finale f̂ avec les données de correction Ic ;

Les étapes peuvent être répétées pour améliorer l’image reconstruite comme les
méthodes de post-reconstruction.

III.3.2.3.3 Application de ce type d’approches en imagerie médicale

Dans la méthode de Krumm et al, l’interpolation surfacique devient compliquée lorsque
le nombre de matériaux est grand, par exemple 4, [96]. En imagerie dentaire, il existe
des zones de contraste dont la variation de densité des matériaux est importante. Il
apparâıt que cette méthode n’est pas convenable en imagerie dentaire. Mais dans le
cadre de réduction des AMs, la source physique majeure est le durcissement du métal, le
durcissement des autres matériaux peut être souvent négligeable devant celui du métal.
Nous pouvons alors procéder à la correction du durcissement du métal (seul matériau)
comme le cas d’un matériau. Verburg et al ont utilisé une méthode de correction du
durcissement métal avec l’ajustement des données [80]. Il est important d’extraire la
contribution du métal unique à partir des mesures. Les principes sont donnés ci-dessous :
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1. Reconstruction initiale par FBP, fini à partir des données originales g, et segmen-
tation du métal par seuillage Bmetal, et projections du métal, HBmetal.

2. Remplacement de la trace du métal par interpolation laplacienne sur les voisins
autour de la trace du métal dans les données originales, gint.

3. Reconstruction préliminaire d’image de réduction des AMs, fMARIL, et projections
de la zone du métal, Hfinterm, l’image intermédiaire finterm est définie comme ci-
dessous :

finterm,j =

{
fMARIL,j si Bmetal

j = 1
0 ailleurs

(3.42)

4. Extrait de la contribution du métal uniquement, gmetal.

gmetal = gint −Hfinterm − g, (3.43)

La courbe polychromatique en fonction de la longueur d’intersection du métal avec
les rayons X est estimée par ajustement des données gmetal basé sur une méthode des
moindres carrés avec la fonction cubique ci-dessous.

C(x) = a+ bx+ cx2 + dx3, (3.44)

où a, b, c et d sont les coefficients de fonction cubique. Nous estimons les projections
polychromatiques du métal gpoly avec la courbe polychromatique. Les données de correc-
tion gc est calculées par soustraction des projections polychromatiques du métal dans les
données originales.

gc = g − gpoly. (3.45)

L’image du métal est recollée dans l’image reconstruite avec les données corrigées.

Nous remarquons les raies noires et blanches dans l’image reconstruite de correction
du durcissement, [80]. Ces artefacts sont dus à la discontinuité présente dans les données
corrigées. Cette discontinuité peut être causée par l’interpolation des données, la soustrac-
tion de la contribution du métal, et le diffusé. Elle est amplifiée par le filtre rampe dans
les méthodes FBPs, qui produit les artefacts visibles. Dans la suite, nous nous intéressons
aux méthodes de correction du diffusé.

III.3.3 Méthodes de correction du diffusé

Les artefacts causés par le rayonnement diffusé sont similaires à ceux du durcissement
([10]). En plus, le diffusé Compton des rayons X introduit une incertitude sur la quantité
de photons mesurés ayant un parcours rectiligne. En effet, les rayons X diffusés violent
l’hypothèse faite dans les méthodes de reconstruction tomographique qui suppose que
les rayons X se déplace suivant une ligne droite. Ce rayonnement réduit également le
contraste de l’image reconstruite car les photons X diffusés sont ajoutés dans les photons
X directs, voir la figure 1.11. Selon la physique des interactions rayonnement-matière, le
diffusé de Compton est un processus aléatoire. La probabilité de diffusé Compton dépend
de la densité d’électrons du matériau, ainsi que de l’énergie du rayons X. La contribution
du diffusé de Compton augmente dans l’atténuation des rayons X avec l’énergie de photons
X, voir la figure 1.10. En plus, le diffusé mesuré est dépendant de la géométrie du scanner.
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En effet, plus la distance entre l’objet scanné et le détecteur est grande, moins il y a de
photons X diffusés arrivant sur le détecteur. En CBCT avec des détecteurs plats, les
photons diffusés sont plus nombreux que dans le cas de la reconstruction 2D. En effet,
dans le cas la tomographie divergente 2D, on place un collimateur qui supprime le diffusé
qui provient des autres plans du volume.

Le développement des méthodes de correction du diffusé est toujours un domaine
actif depuis décennies. La première technique possible de réduction du diffusé est
l’augmentation la distance entre l’objet et le détecteur, voir la figure 3.14, mais le champs
de vue est réduit lorsque la taille de détecteur fixée. La géométrie optimale de scanner
avec un détecteur plat est proposée dans le papier [97]. La deuxième solution matérielle
est le collimateur sur les cellules du détecteur qui utilise le métal très dense (par exemple
plomb) comme les murs bloquant les rayons X diffusés, mais il fait augmenter la dose de
radiation délivré aux patients afin d’avoir un nombre de photons X suffisant pour être
détectés. Les autres méthodes de correction du diffusé de Compton peuvent être divisées
en deux familles principales, les méthodes basées sur les mesures [98] et les méthodes
basées sur les modèles. Les premières utilisent une grille de “ beam-stop ” (BS) 1D ou
2D ou un collimateur [98] qui bloquent le faisceau de rayons X. Le BS se constitue du
métal très dense, par exemple plomb. Une hypothèse faite dans les premières est que la
distribution du diffusé est sur le détecteur est lisse. Cette hypothèse est d’autant plus vrai
que le détecteur est loin de l’objet. En effet, les discontinuité dans le rayonnent diffusé
est principalement du à sa ré-atténuation variable en fonction de l’objet. Les cellules du
détecteur sous le BS ou le collimateur mesurent uniquement les photons X diffusés car
l’accès direct des rayons X est bloqué, voir les figures 3.15 et 3.16. Puis nous estimons la
distribution du diffusé non mesuré par interpolation linéaire ou polynomiale. La deuxième
famille de méthodes consistent à établir un modèle physique ou mathématique concerné
à la probabilité du diffusé de l’objet qui nous permet d’approcher le diffusé réel. Nous
pouvons utiliser des méthodes analytiques ou méthodes statistiques (MCMC) [99] pour
estimer la distribution du diffusé de Compton. Les méthodes analytiques avec un modèle
mathématique simple donnent une estimation rapide mais non précise. Par contre, les
méthodes MCMC peuvent estimer la distribution du diffusé suffisamment précise, mais
l’estimation est très coûteuse en temps de calcul, qui ne satisfait pas la limite de temps
de calcul de quelques minutes dans les applications cliniques.

Dans la suite, nous nous intéressons aux méthodes basées sur les mesures qui sont plus
faciles à implémenter et donnent une estimation de la distribution du diffusé acceptable
et rapide.

III.3.3.1 Méthodes basées sur les mesures

Siewerdsen et al ont proposé une méthode basée sur les projections d’un collimateur qui
peut bloquer les faisceaux de rayons X au bord du détecteur [97]. Puis la distribution
du diffusé au milieu est estimée par interpolation polynomiale. Les principes de cette
méthode sont présentées ci-dessous :

1. Détermination des zones effectives des mesures du diffusé dans les cellules de
détecteur couvert par le collimateur ;

2. Estimation de la distribution du diffusé au milieu du détecteur par interpolation

86
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Figure 3.14 – Illustration du diffusé en fonction de la géométrie d’acquisition. Le rayon
X avec l’angle de diffusé plus grande (Traj1) est capté par le détecteur plus proche de
l’objet (en points), mais s’échappe au détecteur plus loin de l’objet (en ligne solide).

polynomiale sur colonnes (Fig.3.15 ) ;

3. Lissage de la distribution du diffusé sur les lignes de détecteur projection par pro-
jection et filtrage récursive causale avec le coefficient de pondération φfiltre sur les
angles des projections ;

gφ,i = φfiltregφ,i + (1− φfiltre)gφ−1,i, (3.46)

où gnφ−1,i et gnφ,i sont les nφ − 1ième et nième
φ projections.

4. Soustraction de la distribution du diffusé estimée dans les données originales et
reconstruction d’image.

Figure 3.15 – Illustration de méthode basée sur les projections d’un collimateur.
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Cette méthode est simple à appliquer en pratique. Elle est indépendante de la
géométrie du scanner, et robuste au mouvement de l’objet. Par contre, les cellules du
bord du détecteur sont uniquement consacrées aux mesures du diffusé. Par conséquent
pour une taille de détecteur fixée, le champs de vue est réduit ainsi que le volume recon-
struit. De plus, au milieu de la projection le diffusé est estimé par interpolation à partir
des mesures au bord. L’erreur d’interpolation est d’autant plus importante que l’on est
loin des bords de la projection. Ce qui fait qu’au centre de l’objet, on a une très mauvaise
estimation du diffusé ce qui peut limiter les bienfaits de cette correction [99].

Une autre méthode intéressante est d’utiliser une grille de BS ([85]). Elle est installée
entre la source de rayons X et l’objet comme dans la figure 3.16. Similaire à la méthode
de Siewerdsen et al, le diffusé où les cellules de détecteur se trouvent sous la grille de
BS est mesuré directement, et puis le reste de la distribution du diffusé est estimée par
interpolation 2D (linéaire ou cubique). L’illustration de cette méthode est montrée dans
la figure 3.16.

Figure 3.16 – Schéma de méthode de beam-stops, sbs est le diffusé concerné aux projections
de la série de beam-stop.

Les positions du diffusé mesuré sont déterminées par l’emplacement de la grille de
beam-stop. Plus on utilise d’éléments de BS, plus on aura de mesures de diffusés réparties
régulièrement sur la projection et plus on réduira les erreurs d’interpolation. Par contre,
le diffusé causé par les BSs est ignoré, une acquisition additionnelle est nécessaire ([99],
[85]) si nous utilisons les méthodes analytiques par exemple FBPs, car les atténuations
sur les faisceaux de rayons X passant la grille de BS ne sont pas mesurées. Mais nous
pouvons reconstruire les images utilisant les méthodes itératives sans une acquisition
supplémentaire.

III.4 Méthodes de MAR proposées

Notre objectif est de développer des méthodes de réduction d’artefacts métalliques (MAR)
efficaces et robustes au bruit de mesure. En effet, nous voulons avoir des approches qui
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sont efficaces en terme de temps de calculs pour avoir des retombées cliniques relativement
rapides. De plus, nous voulons avoir des approches qui sont robustes au bruit pour que
l’on puisse réduire la dose de rayons X transmise au patient.

Pour ce faire, nous allons présenter, une critique de l’état de l’art exposé dans la partie
précédente, puis nous détaillerons les principales étapes de notre approche : segmentation,
correction du durcissement de spectre, correction du rayonnement diffusé, reconstruction
par moindres carrés pondérés avec régularisation.

III.4.1 Discussion sur les approches de l’état de l’art

Les méthodes MAR par remplacement des projections traversant des parties métalliques
permettent de réduire les artefacts sans modélisation physique des différents problèmes dus
au métal. Les avantages de cette approche sont que nous n’avons pas besoin de connâıtre
le spectre de source et les différents CALs de matériaux en fonction de l’énergie des
photons X. Enfin, elles sont faciles à implémenter. Par contre, ces approches éliminent les
projections qui traversent le métal. Cela entrâıne, que les bords des objets métalliques sont
flous et il y a d’autres artefacts qui sont introduits par l’étape d’interpolation utilisée pour
remplacer les projections des parties métalliques. Comme nous l’avons vu précédemment,
c’est l’approche NMAR qui donne les images de meilleure qualité dans cette famille. Pour
cela, cette approche utilise une image a priori qu’il faut déterminer avec suffisamment
de précision si on veut obtenir de bons résultats. En conséquence, on obtient des images
bonnes qualités en particulier avec des parties métalliques possédant des contours nets
uniquement si l’objet est très contrasté [79].

En ce qui concerne les approches statistiques, elles permettent de prendre en compte
des modèles physiques très évolués en particulier pour résoudre les problèmes de durcisse-
ment de spectre. L’avantage de ces approches par rapport aux méthodes de remplacement,
c’est qu’elles permettent d’obtenir des résultats de meilleure qualité et qu’elles permettent
de corriger les effets du durcissement de spectre sur l’ensemble de la reconstruction [16],
[93] et [79]. Notons que l’on peut de manière conjointe réduire le durcissement de spectre
et estimer la composition d’un objet en utilisant de la tomographie à deux énergies [22].

Par contre ces approches statistiques avec les modèles complexes sont très coûteuses
en temps de calcul. Et les accélérations algorithmiques de type “ Order of Subset ”(OS)
[57], ou “ patch work ”, [79] ne permettent pas une accélération suffisante pour avoir
des applications cliniques à court terme sur des reconstructions tridimensionnelles. Il
en est de même pour les accélérations matérielles comme les GPUs. Leurs applications
nécessiteraient de améliorations significatives algorithmique et matérielle. De plus, comme
dans les approches de correction des données, ces approches nécessitent la connaissance
relativement précise des CALs de matériaux en fonction de l’énergie et du spectre de
la source de rayons X [93]. En pratique, dans le cas de l’imagerie dentaire, la variété
de matériaux utilisés dans les implants et dans les amalgames pose un réel problème
d’identifiabilité de matériaux métalliques présents dans les reconstructions. De plus, Il
est souvent difficile de connâıtre avec une précision suffisante le spectre de la source de
rayons X des systèmes médicaux. L’estimation du spectre de source par les méthodes ana-
lytiques avec les modèles simples ne permet pas d’obtenir un résultat suffisamment précis.
L’obtention d’un tel spectre nécessite de procéder à une série de mesure de calibration
difficile à mettre en œuvre (construction d’un fantôme dédié).
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Alors, afin d’atteindre nos objectifs, nous proposons une stratégie de réduction des
AMs en deux étapes : la correction des données et puis la reconstruction statistique PWLS
avec le modèle direct linéaire. Le durcissement et le diffusé sont connus comme deux
sources importantes de AMs, [10]. Pour la correction du durcissement, nous proposons
une méthode basée sur l’ajustement des données, similaire à la méthode de Krumm et
al, [5]. Afin de réduire les artefacts du diffusé, nous proposons une méthode basée sur les
mesures, avec hypothèse que le métal présent dans l’objet peut bloquer les faisceaux de
rayons X comme le “ beam-stop ” ”et la distribution du diffusé est douce en espace [100].
Nous reconstruisons les données corrigées utilisant les méthodes PWLS, qui permettent
d’intégrer les informations a priori concernant les matériaux connus dans l’objet, par
exemple tissus mous et os.

Nous prenons ensuite en compte le fait que la correction des données n’est pas parfaite.
Par exemple les erreurs de correction sont souvent plus importantes sur les bords des objets
métalliques. On définit donc une matrice de pondération d’un moindre carrés pondérés
permettant de tenir compte de la variation des erreurs de correction de données. La re-
construction PWLS est plus robuste au bruit des mesures notamment dans la condition de
faible dose, et également adaptéeaux données acquises à partir d’un échantillonnage angu-
laire non uniforme ou les autres modes d’acquisition [101]. Enfin, nous pouvons accélérer
la reconstruction PWLS par la méthode de pré-conditionnement [100] et l’implantation
sur les cartes graphique.

Avant de présenter nos méthodes de correction du durcissement et correction du dif-
fusé, nous exposons deux méthodes de segmentations automatisées, qui sont utilisées pour
la segmentation de métal dans nos méthodes de correction du durcissement.

III.4.2 Méthodes de segmentation automatisée

La segmentation des matériaux est indispensable dans la plupart de méthodes MAR : –
les approches par remplacement des projections traversant le métal [12], [67], [72], [74],
et [4], – les approches de correction des données [90], [91], [94]. En imagerie médicale,
le métal est segmenté simplement par seuillage [12], [67], [72], [74], [4], car le métal est
beaucoup plus dense que les matériaux humains, par exemple tissus mous et os. Dans
beaucoup d’approches la valeur du seuil est déterminée de manière empirique.

Comme en pratique, les implants métalliques sont souvent inconnus, une mauvaise
valeur de seuil entrâıne une mauvaise segmentation. De plus, les méthodes MAR sont sen-
sibles aux erreurs de segmentation. Par conséquent, nous nous intéressons aux méthodes
de segmentation automatisée. Nous introduisons deux méthodes : méthode d’Otsu ([102])
et méthode de K-means, par la suite.

III.4.2.1 Méthode d’Otsu

Otsu propose une méthode de segmentation non supervisée basée sur l’histogramme de
valeurs gris d’image. Le seuil optimal est sélectionné en maximisant la fonction de critère
qui signifie la séparabilité de différentes classes.

Soit une image I avec NI pixels, et l’ensemble de tous les niveaux de gris d’image,
G = 1, 2, 3, ..., NG, avec le nombre de niveaux de gris NG. Considérons qu’il y a deux
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classes dans l’image, le fond et l’objet, qui sont définis en fonction de niveaux de gris i,

• contexte (classe A) :

A = {fi|i = 1, 2, 3, ..., s}. (3.47)

• objet (classe B) :

B = {fi|i = s+ 1, s+ 2, s+ 3, ..., NG}, (3.48)

avec le seuil s. La probabilité d’un pixel dans iième niveau de gris est calculée de manière
suivante,

pi =
ni
NI

, (3.49)

où ni est le nombre de pixel de iième niveau de gris. Alors, les probabilités de pixel qui
appartient aux classes A et B sont donnée ci-dessous, pA et pB, respectivement :

pA =
s∑
i=1

pi (3.50)

pB =

NG∑
i=s+1

pi (3.51)

Les moyennes de niveau de gris de classes A, B et d’image totale sont facilement calculées
comme suit :

f̄A =
s∑
i=1

i
pi
pA
, (3.52)

f̄B =

NG∑
i=s+1

i
pi
pB
, (3.53)

f̄I =

NG∑
i=1

ipi (3.54)

Otsu définit une fonction de discrimination de différentes classes basée sur la variance
d’interclasse comme ci-dessous :

σ2
ic = pA(f̄A − f̄I)2 + pB(f̄B − f̄I)2 = pApB(f̄A − f̄B)2. (3.55)

Le seuil optimal est obtenu en maximisant la variance de interclasse σ2
ic.

ŝ = arg max
s

σ2
ic. (3.56)

Cette méthode de segmentation non supervisée peut être étendue dans le cas de segmen-
tation de multi-classes, [102], [103]. La segmentation par la méthode d’Otsu est rapide,
et le temps de segmentation est négligeable comparé avec le temps de reconstruction to-
mographique. Nous séparons le métal avec les autres matériaux en utilisant la méthode
d’Otsu par la suite.
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III.4.2.2 Méthode de K-means

Un autre algorithme de segmentation qui est souvent utilisé dans le domaine de traitement
des images est K-means. Il consiste à diviser les pixels en K partitions dans lesquelles
chaque pixel appartient à la partition avec la moyenne la plus proche. Les K ensembles,
G = {G1, G2, ..., GK} sont obtenus en minimisant la distance entre les points à l’intérieur
de chaque partition ∆.

Ĝ = arg min
G

K∑
i=1

∑
fj∈Gi

∆(fj, f̄Gi), (3.57)

où f̄Gi est la moyenne de la partition Gi. Si la distance est définie en distance euclidienne,
∆(fj, f̄Gi) = ‖fj − f̄Gi‖2. L’algorithme de K-means est présenté ci-dessous : La condition

Algorithme 2 Algorithme de K-means

Initialisation : choisir K points comme les positions moyennes des partitions initiales,
f̄ 0

1 , ..., f̄
0
K .

k=1;
while La condition de convergence n’est pas satisfaite do

Classifier chaque pixel à la partition la plus proche :
G

(k)
i = {fj : ∆(fj, f̄

(k−1)
Gi

) 6 ∆(fj, f̄
(k−1)

G′i
)∀i′ = 1, ..., K}.

Mettre à jour des moyennes de chaque partition :
f̄kGi = 1

|G(k)
i |

∑
fj∈G

(k)
i

fj.

k=k+1.
end while

d’arrêt est qu’il n’y a plus de point à changer de partition. L’algorithme K-means peut
converger vers un minimum local (voir l’eq.3.57), qui est dépendant des points de départ.
Le nombre de classes doit être précisé avant la segmentation, et il influence le résultat
de la segmentation, voir la figure M-6. En plus, le coût de segmentation par algorithme
de K-means est dépendant du nombre de pixels et de nombre de classes. En imagerie
dentaire, le nombre de matériaux peut être connu a priori , car les dentistes connais-
sent clairement les classifications de matériaux de la mâchoire et le nombre d’implants
dentaires métalliques que le patient porte. L’algorithme de K-means est utilisé lors de la
segmentation de multiple matériaux dans nos méthodes MAR, notamment avec utilisation
de modèle polychromatique.

III.4.3 Méthode de correction du durcissement proposée

Dans le contexte de l’imagerie dentaire, la principale contribution du durcissement de
spectre vient des objets métalliques si le métal est présent. Si nous comparons les courbes
de CAL de Titane et les tissus mous et l’os en fonction de l’énergie de photon X dans la
figure 1.10, le durcissement dû aux matériaux moins denses peut être négligeable devant
celui du métal de la même épaisseur. Alors, la réduction des AMs dû au durcissement est
équivalente à la correction du durcissement uniquement pour les projections passant par
du métal. La correction du durcissement se simplifie en une correction mono matériau.
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La difficulté réside maintenant dans l’extraction de contribution du métal dans chaque
projection. Pour ce faire, on procède à une première reconstruction de l’objet sans métal
en utilisant une méthode MAR LI linéaire. Puis on détermine, la contribution du métal
par soustraction. Nous utilisons ensuite la méthode de Verburg et al pour déterminer
la non-linéarité associé à la présence du métal [80]. Remarquons que nous n’avons pas
besoin de connâıtre la nature du métal présent ni le spectre de la source de rayons X,
par contre nous supposons que nous sommes en présence uniquement d’un type de métal.
Afin d’estimer la courbe polychromatique du métal à partir des mesures d’atténuation,
nous appliquons une méthode d’ajustement de courbes aux données en utilisant des fonc-
tions logarithmiques. D’après l’expression d’atténuation polychromatique (eq.1.12), les
atténuations polychromatiques du métal peuvent être estimées par les fonctions logarith-
miques.

aE = − ln(

NE∑
n=1

wne
−cnT ), (3.58)

avec les coefficients 0 < wn < e(cmaxTmax−aE,min), et 0 < cn < cmax, n = 1, 2, ..., NE. cmax
est le CAL maximum de matériaux dans l’intervalle d’énergie en radiologie diagnostique
(de 30 à 150 KeV), par exemple 20 cm−1 et Tmax représente le maximum de longueur
d’intersection de rayons X avec le métal. A nos expériences, un faible nombre de NE

suffit d’estimer la courbe polychromatique du métal correctement, par exemple NE = 2.

Les principes de notre méthode de correction du durcissement sont introduits dans la
suite :

1. Reconstruction initiale fini par FBP (eq.2.38) sur les données originales g, voir la
figure 3.19.(a).

2. Segmentation du métal Bmetal par la méthode d’Otsu (eq.3.56), les matériaux dans
l’objet sont classifiés en deux familles, métal et non métal (eau, tissus mous, os,
etc.). Et calcul des longueurs d’intersection du métal par projections de l’image du
métal HBmetal.

3. Remplacement des projections de métal dans les données originales par interpolation
linéaire gLI , et reconstruction préliminaire par FBP à partir de gLI , fLI , voir la figure
3.19.(b).

4. Extrait des projections du métal gmetal comme [80], dans les données originales,

gmetal = g − (gLI −Hf1) (3.59)

où Hf1 sont les projections de la zone de métal d’image préliminaire fLI , avec f1,

f1,j =

{
fLI,j si bmetalj == 1

0 ailleurs,
(3.60)

où bmetalj est l’élément j de segmentation du métal Bmetal. En plus, gmetal est zéro
où les faisceaux de rayons X ne passent pas par le métal.

5. Estimation de la fonction non-linéaire d’atténuation du métal en fonction de la
longueur traversée du métal HBmetal par ajustement des données de moindres carrés
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avec les fonction logarithmiques (eq.3.58), voir la figure 3.17.

(ŵ1, ..., ŵNE ; ĉ1, ..., ĉNE) = arg min
wn,cnn=1,...,NE

M∑
i=1

‖a− ln(

NE∑
n=1

wne
−cnTi)− gmetali ‖2, (3.61)

avec la composante constante de mesures |a| < cmaxTmax et la longueur d’intersection
de rayons X avec le métal Ti,

Ti =
N∑
j=1

hijb
metal
j . (3.62)

Les paramètres estimés avec NE = 2 sont les a = 0, 008, w1 = 0, 287, c1 = 0, 885, et
w2 = 2, 026, c2 = 1, 998, dans la figure 3.17.

Les projections polychromatiques estimées sont générées par la fonction non-linéaire,
gmetalE . Et les projections monochromatiques estimées gmetalmono sont faites par projec-
tions d’image du métal où les pixels du métal sont égaux à la moyenne des valeurs
reconstruites du métal dans l’image initiale, voir la figure 3.18.

gmetalmono = f̄metalHBmetal, (3.63)

avec

f̄metal =

∑N
j=1 b

metal
j finit,j∑N

j=1 b
metal
j

. (3.64)

6. Correction du durcissement, gc.

gc = g + gmetalmono − gmetalE . (3.65)

Une illustration schématique de notre méthode de correction de durcissement est donnée
dans la figure 3.35. Les stries noires d’alignement liant les métaux sont effectivement
réduites par notre méthode BHC, voir les figures 3.19.(c) et .(d). Le bord d’os à coté
de la boule métallique est reconstruit nettement (voir la figure3.19.(c)), par contre, il
est mal reconstruit par le MAR-LI (voir la figure 3.19.(b)), car l’information de bord est
perdue due à l’interpolation linéaire, voir la figure 3.20. En plus, il reste des petits trous
noirs autour de métal dans l’image de BHC proposé (voir la figure3.19.(c)), comparée
avec l’image de MAR-LI (voir la figure 3.6.(c)), mais notre méthode BHC n’introduit
pas de nouveaux artefacts. La résistance de ces trous noirs peut être à cause d’erreur de
correction. Nous montrons la différence des données originales et celles corrigées par la
suite, nous constatons que la discontinuité de la différence sur le bord de métal est très
importante dû aux erreurs de correction, qui peut générer les trous noirs. Par conséquence,
les erreurs de correction doivent être prise en compte dans la reconstruction.

III.4.4 Méthode de correction du diffusé proposée

Le métal dans l’objet peut bloquer les faisceaux de rayons X comme le “ beam-stop ”,
notamment avec de multiple implants métalliques, en imagerie médicale, car il y a de
l’atténuation très forte dans les directions où deux ou plus implants métalliques sont
alignés, voir la figure 3.3. Alors nous supposons que les métaux dans l’objet bloquent
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Figure 3.17 – Estimation de la courbe polychromatique par ajustement des données sur
l’extrait de contribution de métal dans les données originales gmetal.

Figure 3.18 – La courbe monochromatique (en noire) et la courbe polychromatique (en
rouge) en fonction de longueur d’intersection de rayons X avec le métal.

totalement les faisceaux de rayons X qui les traversent. Cette hypothèse peut être validée
lorsqu’on travail à faible dose, ou lorsque l’énergie de photons X ne peut être pas suffisam-
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.19 – Images reconstruites par FBP à partir des données originales (a), des données
d’interpolation linéaire (b), et des données corrigées par notre méthode BHC (c). La
différence de (c-a) est montrée dans (d). Dans la méthode MAR-LI, le métal est collé
dans l’image (b). Les fenêtres d’affichage sont le [-0,01 0,04] dans (a)-(c), et le [-0,02 0,02]
dans (d).

ment forte pour traverser le métal configuration où la tension du générateur de rayons
X est faible. De plus nous supposons que la composante du rayonnement diffusé est très
basse fréquence. Cette hypothèse est valide lorsque la distance entre l’objet et le détecteur
est suffisamment grande. Nous exposons les hypothèses faites dans notre méthode de cor-
rection du diffusé ci-dessous :

• H3.1 : les métaux dans l’objet peuvent stopper les faisceaux de rayons X concernés
comme les “ beam-stop ”.

• H3.2 : la distribution de diffusé est lisse en espace de mesure.
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Figure 3.20 – Profils des images reconstruites suivants le segment de droite jaune dans la
figure 3.19.(a).

Figure 3.21 – Différence des données de correction de durcissement et celles originales (a)
et profil (b) suivant le segment de droite dans (a).

De plus, si l’objet à scanner est plus petit que le champ de vue, le rayonnement sur
les bords du détecteur ne passe pas par l’objet. Dans cette partie du détecteur, la mesure
est la somme de l’intensité des faisceaux de rayons X directs et diffusés. Nous pouvons
estimer le diffusé sur le bord du détecteur avec les connaissances de l’intensité des rayons
X émis. L’intensité des rayons X est facilement mesurable en utilisant l’image de blanc
(acquisition sans objet). Une fois le diffusé du bord de l’objet est mesuré, il est considéré
comme une constante pour la même classe de l’objet. Dans les traitements cliniques,
nous pouvons répéter les mesures du diffusé du bord en utilisant un fantôme de crâne
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Figure 3.22 – Illustration de la méthode de correction du diffusé proposée. sA et sM sont
respectivement le diffusé concerné à rien traverser et au métal.

masculin standard dans les tests pour approcher le diffusé du bord du patient homme,
car la variation du niveau du diffusé du bord des crânes parmi les patients différents
est relativement faible. Nous pouvons aussi faire la même chose pour les enfants et les
femmes.

Un modèle direct simple avec le diffusé est donné ci-dessous :

I = I0(e−Hf + s(f |G)) + Iε, (3.66)

où s(f |G) est la distribution du diffusé normalisée, qui est dépendant de l’objet f et de la
géométrie de système de scanner G, et il se simplifie en s ci-après. Et Iε est le bruit de
mesures.

En pratique, I0 est mesuré en faisant une acquisition sans objet. Pour estimer le diffusé
où les faisceaux de rayons X n’ont rien traversé, on a e−Hf ≈ 1N , et le diffusé est alors
estimé de manière suivante pour qu’il soit positif :

ŝ = ‖ I

I0

− 1N‖1, (3.67)

où ‖.‖1 est le L1 norme.

Les principes de notre méthode sont présentés ci-dessous voir la figure 3.22 :

1. Reconstruction initiale fini par FBP, voir la figure 3.25.(a) ;

2. Segmentation du métal Bmetal et projections de l’image du métal HBmetal comme
dans notre méthode de correction du durcissement ;

3. Extrait des mesures du diffusé où les rayons X sont bloqués par le métal et calcul
de la distribution de diffusé où les faisceaux de rayons X n’ont pas traversé avec
l’équation 3.67 ;

98
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4. Estimation de la distribution du diffusé dans l’étape précédente en ligne par ajuste-
ment des données, voir la figure 3.23 ;

5. Estimation du reste de la distribution de diffusé par interpolation spline cubique
d’après la hypothèse H3.2, voir les figures 3.22 et 3.23 ;

6. Filtrage gaussienne de la distribution estimée du diffusé en fonction des angles des
projections. Nous choisissons la longueur du noyau gaussien à 3 pixels ;

7. Soustraction du nombre estimé de photons X diffusés détectés dans les mesures
originales.

Ic = I− I0ŝ (3.68)

Figure 3.23 – Illustration de l’estimation de la distribution du diffusé.

Afin d’évaluer notre méthode de correction du diffusé, nous faisons une simulation avec le
fantôme 1, la mâchoire de deux matériaux (les os et le cuivre). Nous faisons les simulations
en supposant un générateur monochromatique afin de bien analyser la contribution des
différents problèmes qui dégradent les reconstructions. Nous ajoutons ensuite un rayon-
nement diffusé simulé basse fréquence (voir la figure 3.24.(a)) et un bruit gaussien additif
dont la variance σ2

i est dépendante du nombre de photons X yi, σi = 0, 01 ∗ yi, i=1,2, ...,
M.

Le diffusé estimé par notre méthode de correction est présenté dans la figure 3.24.(b).
On observe sur cette figure que nous obtenons une bonne approximation du diffusé original
(voir la figure 3.24.(a)). Nous observons aussi qu’il y a une grande variabilité des mesures
du diffusé. On peut expliquer ce phénomène sur le bord par la statistique du bruit
poissonnienne. Pour ce qui est de la partie centrale lorsque la distance de métal traversée
est trop faible, on sur-estime le nombre de photons diffusés. Nous utilisons la méthode de
moindres carrés LS (acronyme anglais de Least-Squares) pour reconstruire car le nombre
des photons X sur l’alignement du métal après la correction du diffusé est très faible.
De plus, nous prenons pas en compte les données qui sont très bruitées à cause du pré-
traitement logarithmique des données. En comparant les figures 3.25.(a) et .(b), la plupart

99
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Figure 3.24 – La distribution originale du diffusé (a) et celle estimée du diffusé avec notre
méthode (b).

des artefacts d’alignement dû au diffusé sont réduits par notre méthode de correction du
diffusé (voir la figure 3.25.(c)) mais il reste certain nombre de stries noires et blanches.

III.4.5 Méthodes de reconstruction tomographique PWLS

Rappelons ici la philosophie de notre approche permettant d’avoir une très bonne qualité
d’image tout en ayant un coût de calcul compatible avec une application clinique. Pour
ce faire, comme nous venons de l’exposer nous procédons à des corrections sur les données
puis nous faisons une reconstruction avec un modèle linéaire pour garantir un temps
de calcul assez faible. Afin d’améliorer les résultats de reconstruction nous allons tenir
compte des éventuelles erreurs lors de la correction des données. Nous introduisons une
confiance variable en fonction des données et l’importance des corrections effectuées. Cette
confiance est prise en compte mathématiquement en minimisant un critère des moindres
carrés pondérés et pénalisés (PWLS) dont on a défini la matrice de pondération de manière
adéquate.

Les performances de nos méthodes de correction de durcissement et correction du dif-
fusé ont été montrées dans la partie précédente. En comparant les images reconstruites
par une approche de type FBP en utilisant soit les données originales, soit les données
corrigées, nous pouvons voir sur les figures (3.19) et (3.25) que les artefacts provenant
d’alignement d’objets métalliques sont effectivement réduits. De plus, ces corrections
n’introduisent pas de nouveaux artefacts, contrairement aux méthodes basées sur le rem-
placement des projections traversant le métal (voir les figures 3.6, 3.10 et 3.11). Mais,
on observe que des artefacts persistent dues aux erreurs de correction. Il peut exister des
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(a) FBP

(b) LS-NSC (c) LS-SC (d) Différence

Figure 3.25 – Images reconstruites par FBP avec les données originales (a) et par les
méthodes de moindres carrés avec les données originales (b), avec les données corrigées
(c) et la différence des deux images (d)=(c)-(b). Les (b) et (c) sont les zooms des images
dans la zone du rectangle rouge pointillé (voir la figure 3.3.(a)). Les fenêtres d’affichage
de (a), (b) et (c) sont dans le cadre de [-0,01 0,1] et [-0,05 0,05] pour (d).

discontinuités au niveau des frontières des objets métalliques (voir la figure 3.21), ce qui
peut provoquer des taches noires autour du métal et des stries noires et blanches (voir
les figures 3.19.(c) et .(d)). Ces erreurs de corrections sont souvent dues aux erreurs de
segmentation qui peuvent fortement modifier par exemple la distance de métal traversé
dans l’approche de correction du durcissement. Nous devons donc tenir compte de ces
erreurs de correction dans la matrice de pondération lors d’une reconstruction.
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III.4.5.1 Détermination de la matrice de pondération W

La matrice de pondération de la fonction du coût PWLS (voir l’eq. 2.104) est déterminée
par les nombres des photons X reçus par le détecteur [19] et [36]. En effet, dans cette
approche, le but est de modéliser une vraisemblance poissonnienne à l’aide d’une vraisem-
blance implicite gaussienne qui revient à minimiser une fonction de coût quadratique
(moindres carrés). Les variances des mesures de l’atténuation ε sont inversement propor-
tionnelles au nombre de photons X [19] et [104].

σ2
i =

1

yi
. (3.69)

Cela permet de pondérer l’effet de l’amplification du bruit par le métal (voir la figure
1.13), car le nombre des photons X à travers le métal est faible et les projections du métal
sont pondérés avec les faibles coefficients. En comparant les images des méthodes de
moindres carrés avec régularisation PLS (acronyme anglais de Penalized Least-Squares)
et PWLS (voir les figures 3.29.(a) et .(b)), la méthode PWLS permet de réduire les
artefacts d’alignement du métal en pondérant les projections du métal.

Après la correction du durcissement ou du diffusé, la non-linéarité des données as-
sociée est réduite. Mais il y a des erreurs de correction, car notre correction du durcisse-
ment ou diffusé n’est pas parfaite ou les hypothèses faites dans nos méthodes ne sont
pas complètement vérifiées. Elles peuvent empêcher de réduire des artefacts métalliques
comme les taches noires autour du métal (voir les figures 3.19.(c) et .(d)). Nous prenons
donc en compte ces erreurs de correction lors de notre reconstruction itérative. En général,
les erreurs de correction sont importantes sur les alignements des objets métalliques, car
il y a une non-linéarité forte dû au durcissement, au diffusé ou au bruit. Elles sont aussi
importantes sur la frontière entre les projections du métal et des autres matériaux (voir la
figure 3.21). Plus les erreurs de correction sont importantes, moins les données corrigées
y correspondantes sont sûres [100]. La matrice de pondération est donc multipliée par
une matrice Wc pour prendre en compte l’incertitude de la correction des données.

W = Σ−1
ε Wc, (3.70)

avec Σε la matrice des variances des mesures et Wc la matrice adaptée à la correction
des données. Nous réécrivons dans la suite la fonction du coût PWLS (voir l’eq.2.104) :

J(f) =
1

2
(g −Hf)tW(g −Hf) + λΦ(Df). (3.71)

Les coefficients de la matrice Wc sont égaux à 1 sauf les places des projections du métal,
inférieurs à 1, voir la figure 3.26.(b). Ceux associés au métal wmij sont en fonction de la
longueur d’intersection lm des rayons X avec le métal.

wmij = Q3(lm), (3.72)

avec Q3 la fonction empirique. Elle est continue pour éviter une discontinuité artificielle.
Nous donnons dans la suite deux exemples de Q3, voir les figures 3.26.(a) et 3.27.

Q3(lm) = ae
−5 lm

lmmax + b, (3.73)

avec lmmax la longueur d’intersection des rayons X avec le métal. Nous choisissons a = 0, 99
et b = 0, 01 pour que les coefficients de Wc sont égaux à 1 pour les projections des autre

102
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(a) Q3 (b) Wc

Figure 3.26 – (a) Une fonction empirique Q3 et (b) un exemple de la matrice Wc avec la
fonction Q3 (a) adaptée aux données simulées du diffusé.

matériaux et descendent à 0,01 pour les rayons X les plus atténués. Une autre fonction Q3

est décrite dans la figure 3.27 pour prendre en compte des erreurs de correction importants
sur le bord des projections du métal (voir la figure 3.21). Cela nécessite un filtrage afin
de réduire la discontinuité de la matrice de Wc.

Figure 3.27 – Une fonction empirique Q3.

III.4.5.2 Résultats de réduction des artefacts métalliques

Afin de montrer la performance de nos méthodes MAR, nous procédons dans la suite trois
jeux des données de simulation : les données de durcissement seulement ci-dessous, les
données de diffusé plus du bruit gaussien additif précédentes et les données plus réalistes
du durcissement et diffusé plus le bruit gaussien additif dont la variance est dépendant
du nombre de photons X comme les données du diffusé. Nous exposons dans la suite
les images reconstruites en utilisant les différentes méthodes. En comparant les images
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(a) PLS (b) PWLS-NBHC

(c) Proposée (d) NMAR

Figure 3.28 – Images reconstruites avec différentes méthodes à partir des données du dur-
cissement. (a) PLS, reconstruction par la méthode de moindres carrés avec régularisation,
(b) PWLS-NSC, reconstruction par la méthode de moindres carrés pondérés avec
régularisation à partir des données originales, (c) méthode proposée, reconstruction par
la méthode de moindres carrés pondérés avec régularisation avec les données corrigées et
(d) NMAR. Toutes les fenêtres d’affichage sont le [-0,01 0,1]. Les flèches bleues indiquent
de nouveaux artefacts dans l’image de NMAR (d).

PLS et celles PWLS avec les données sans correction, notre méthode de reconstruction
tomographique PWLS permet de réduire les stries noires d’alignement liant les métaux
lorsque les métaux sont distantes. Grâce à nos méthodes de correction du durcissement
et du diffusé, les taches noires autour des métaux sont supprimées dans le cas des données
du durcissement et celles du diffusé, en comparant les figures 3.28.(b), 3.29.(b) et 3.28.(c),
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(a) PLS (b) PWLS-NSC

(c) Proposée (d) NMAR

Figure 3.29 – Images reconstruites avec différentes méthodes à partir des données du
diffusé. (a) PLS, (b) PWLS-NSC, (c) méthode proposée et (d) NMAR. Toutes les fenêtres
d’affichage sont le [-0,01 0,1]. Les flèches bleues indiquent de nouveaux artefacts dans
l’image de NMAR (d).

3.29.(c). Même dans le pire cas des données de durcissement et diffusé, elles sont réduites
au minimum. En fait, on ne peux pas distinguer l’effet du durcissement et celui du diffusé,
l’une peut perturber la correction de l’autre. C’est pourquoi la correction des données du
durcissement et diffusé est moins bien que celle des données où on ne prend en compte
qu’une seule phénomène physique.

En comparant nos méthodes MAR avec NMAR, les artefacts métalliques sont éliminés
par nos méthodes MAR même les taches noires autour des métaux, au contraire il ex-
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(a) PLS (b) PWLS (sans correction)

(c) Proposée (d) NMAR

Figure 3.30 – Images reconstruites avec différentes méthodes à partir des données du
durcissement et diffusé. (a) PLS, (b) PWLS-NSC, (c) méthode proposée et (d) NMAR.
Toutes les fenêtres d’affichage sont le [-0,01 0,1]. Les flèches bleues indiquent de nouveaux
artefacts dans l’image de NMAR (d).

iste des stries et des taches noires près des métaux dus aux erreurs de segmentation. Le
NMAR introduit de nouveaux artefacts à cause de la discontinuité et de la inconsistance
des données dû à l’interpolation, mais il n’y a pas de nouveaux artefacts dans les im-
ages reconstruites par nos méthodes. La qualité de toutes images reconstruites par nos
méthodes est supérieure à celle des images par les autres méthodes voir les figures 3.28,
3.29 et 3.30. Plus clairement nous le voyons lorsque nous traçons le profil sur la ligne
droite jaune dans la figure 3.25.(a), voir la figure 3.32.
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Nous nous intéressons aussi à comparer le temps de calcul parmi les différentes
méthodes. Le NMAR est plus rapide car il utilise la méthode FBP pour la reconstruction.
Nos méthodes MAR reposent sur la méthode itérative de reconstruction tomographique
PWLS. Nous prenons l’exemple des données de durcissement, pour reconstruire une image
560x560 à partir de 457 projections 1D avec 560 mesures, nos méthodes PWLS nécessite
30 itérations pour converger voir la figure 3.28.(a) avec une bonne initialisation ce qui est
l’image préliminaire de réduction des artefacts métalliques par MAR-LI. Il faut 523,104
seconds environs 30 fois plus de temps que le NMAR (17,256 seconds). Afin de réduire
le temps de calcul, nous présentons dans la suite une méthode d’accélération de gradient
conjugué préconditionné.

Figure 3.31 – Profils des images reconstruites à partir des données de durcissement sur la
ligne droite jaune dans la figure 3.28.(a).

III.4.5.3 Accélération de la reconstruction PWLS par le pré-conditionnement

Nos méthodes PWLS basées sur la correction des données (le durcissement et le diffusé)
sont capables d’éliminer les artefacts métalliques sans introduction de nouveaux artefacts
lorsque nos conditions et hypothèses sont satisfaites. Mais la reconstruction PWLS est rel-
ativement lente, ce qui converge généralement moins rapidement que PLS car les données
sont pondérées. La vitesse de la convergence avec les algorithmes des gradients conjugués
est dépendante de la distribution des valeurs propres de la matrice A = HtWH. La
pondération des données résulte de la déconcentration de ces valeurs propres. Le temps
de reconstruction PWLS est important, ce qui limite son application dans les cas cliniques.

Afin d’accélérer la reconstruction PWLS, nous employons les méthodes des gradients
conjugués avec pré-conditionnement [63]. Nous transformons l’image originale f vers
une image plus facile à reconstruire f̌ avec une matrice de pré-conditionnement C (voir
l’eq.(2.118)). D’après les équations 2.118 et 3.71, la fonction du coût PWLS devient :

J(f̌) =
1

2
(g −HCf̌)tW(g −HCf̌) + λΦ(DCf̌). (3.74)
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Figure 3.32 – Profils des images reconstruites à partir des données de diffusé sur la ligne
droite jaune dans la figure 3.28.(a).

Figure 3.33 – Profils des images reconstruites à partir des données de durcissement et de
diffusé sur la ligne droite jaune dans la figure 3.28.(a).

Nous choisissons la matrice de pré-conditionnement C pour que les valeurs propres de la
matrice A′ = CtHtWHC soient plus uniforme (il y a moins d’écart entre le plus grande
et la plus petite valeur propre) Nous pouvons estimer la nouvelle image f̌ en utilisant les
algorithmes des gradients conjugués, voir l’annexe A1. D’après l’équation (2.118), nous
obtenons dans la suite l’algorithme rapide de PWLS pré-conditionné, dit “ PWLS-PCG
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”, voir l’algorithme 3. Il nécessite de connâıtre CCt. Les coefficients de CCt sont calculés
de manière suivante :

cii =

{
f̄m/f̄nm si le pixel fi ∈ métal,i = 1, 2, ...N,

1 ailleurs,
(3.75)

où f̄m est la moyenne des valeurs reconstruites du métal de l’image initiale par FBP (voir
la figure 3.25.(a)) et f̄nm est la moyenne des valeurs reconstruites des autres matériaux.
Afin d’éliminer les artefacts métalliques (voir la figure 3.29.(c)), la reconstruction PWLS

Figure 3.34 – Courbes de la fonction du coût J(f) normalisée de la méthode PWLS en
fonction du nombre d’itération. PWLS représente la reconstruction PWLS par gradients
conjugués.

par l’algorithme du gradient conjugué nécessite 600 itérations, mais le nombre d’itérations
est divisé par deux pour l’algorithme du gradient conjugué avec pré-conditionnement voir
la figure 3.34. Toutes les reconstructions PWLS et PWLS-PCG partent de zéros. Le
critère de 20% des erreurs L1 garantit une reconstruction satisfaisante (voir la figure
3.29.(c)) dans la figure 3.34. L’erreur L1 est défini comme ci-dessous :

εf =
‖f̂ − f‖
‖f‖

, (3.76)

où f est l’image vraie ou l’image de référence.

III.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les méthodes de l’état de l’art et les méthodes
proposées pour la réduction des artefacts métalliques. Les méthodes MAR par remplace-
ment des projections du métal permet de réduire effectivement des artefacts métalliques.
Mais les bords des matériaux reconstruits sont flous dans la zone du métal (voir les fig-
ures 3.6.(c) et (d) et 3.9.(c) .etc.), car les informations utiles perdues ne peuvent pas être
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Algorithme 3 Notre algorithme itératif PWLS-PCG pour la réduction des artefacts
métalliques.

1 Correction des données gc :
la correction du durcissement (eq.3.65, voir la sous-section III.4.3) ou/et
la correction du diffusé (eq.3.68, voir la sous-section III.4.4),

2 Reconstruction PWLS :
Initialisation :
reconstruction préliminaire fLI par MAR basée sur l’interpolation linéaire,
détermination de la matrice CCt (eq.3.75),
f0 = fLI , d0 = −CCt∇J(f0) avec ∇J(·)(eq.(2.105));
k ← 0;
r

(k)
δf = 1;

while r
(k)
δf > εc&k < Kmax do

calculer ν(k) avec l’équation suivante :

ν(k) = − (d(k))t∇J(f (k))

(Cd(k))t(HtH + λDt ∂2

∂(Df (k))t∂(Df (k))
Φ(Df (k))D)d(k)

(3.77)

mettre à jour f (k+1) :
f (k+1) = f (k) + ν(k)d(k). (3.78)

évaluer ∇J(f (k+1)) utilisant l’équation (2.105),
évaluer τ (k+1)

τ (k+1) =
(∇J(f (k+1)))tCCt(∇J(f (k+1))−∇J(f (k)))

(∇J(f (k)))tCCt∇J(f (k))
. (3.79)

mettre à jour d(k+1) :

d(k+1) = −CCt∇J(f (k+1)) + τ (k+1)d(k). (3.80)

évaluer r
(k+1)
δf ,

r
(k+1)
δf =

‖J(f (k+1))− J(f (k))‖
‖J(f (k))‖

(3.81)

k ← k + 1 ;
end while
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restaurées correctement par l’interpolation ou les projections d’image a priori à cause de
l’abandon des projections du métal. Elles introduisons également de nouveaux artefacts
(voir les figures 3.6.(c) et (d), 3.10.(e) et 3.11.(b)). La méthode NMAR ([4]) peut recon-
struire partiellement les bords des matériaux nets dans la zone du métal, car certaines
hautes fréquences associées aux bords sont conservées dans l’image a priori (3.10.(f)).
Mais elle est sensible aux erreurs de segmentation lors de la création d’une image a pri-
ori comme les autres méthodes MAR par remplacement des projections du métal, ce qui
provoquent de nouveaux artefacts (voir la figure 3.11.(b)).

Nous avons également présenté les méthodes de correction du durcissement et les
méthodes de correction du diffusé, car le durcissement et le diffusé sont deux sources
physiques majeures des artefacts métalliques [10]. Pour la correction du durcissement, les
méthodes post-reconstruction consistent à réduire la non-linéarité des données polychro-
matiques avec une fonction polynomiale, elles sont principalement appliquées dans le cas
de faible nombre de matériaux (2 ou 3). Les méthodes statistiques utilisent des modèles
polychromatiques en prenant en compte le spectre des rayons X poly-énergies. On sup-
pose que les CALs des matériaux dépendant de l’énergie des photons X soient connus.
Les méthodes statistiques permettent une meilleure reconstruction que les méthodes post-
reconstruction avec un modèle polychromatique approprié ([16], [93], [61] et [22]), mais
elles sont très coûteuses en temps de reconstruction. Cela limite leurs applications dans
les cas cliniques. En plus, les deux types des méthodes suppossent connus le spectre des
rayons polychromatiques et les CALs de la base des matériaux dépendants de l’énergie des
photons X. Or ce n’est pas toujours le cas. Les méthodes de correction du durcissement
sans connaissance du spectre des rayons polychromatiques ont été proposées [5] et [80].
Pour la correction du durcissement, les méthodes basées sur les mesures sont plus faciles
à implémenter dans la pratique [98] et [85].

Nos méthodes proposées pour la réductions des artefacts métalliques sont constituées
de deux étapes : la correction des données (durcissement et diffusé) et la reconstruc-
tion rapide PWLS-PCG avec un modèle linéaire direct. Notre méthode de correction du
durcissement du métal combine les méthodes de post-reconstruction et la méthode de
Verburg [80]. Quant à notre méthode de correction du diffusé, elle suppose que le métal
présent dans l’objet peut bloquer les rayons X comme les “ beam-stop ”. Nous pouvons
également extraire les photons X diffusés lorsque les rayons X n’ont rien à traverser (voir
l’eq.(3.67)). En comparant avec la méthode NMAR, nos méthodes n’introduisent pas de
nouveaux artefacts car les projections du métal ne sont pas abandonnées et les erreurs de
correction sont prises en compte dans la reconstruction PWLS, voir la figure 3.29.(c) et
.(d). La reconstruction PWLS avec le modèle linéaire direct est plus rapide que celles des
méthodes statistiques avec les modèles non-linéaires polychromatiques [16], [93] et [22].
Mais elle est encore plus lente que celles des méthodes MAR par remplacement des pro-
jections du métal. Nous allons utiliser l’algorithme du gradient conjugué pré-conditionné
pour l’accélérer. Nous pouvons aussi appliquer les méthodes de OS et implementer la paire
projecteur-rétro-projecteur sur GPU pour une reconstruction PWLS compatible avec le
temps acceptable dans les cas cliniques.
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Figure 3.35 – Schéma de la méthode proposée de correction de durcissement. H représente
le projecteur. Et µmetal est la moyenne des valeurs reconstruites de métal par FBP.
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IV
Méthodes itératives pour la tomographie par

rayons X à faible dose

Aujourd’hui, les scanners à rayons X sont l’une des modalités majeures de l’imagerie
médicale. Cet examen est rapide et précis, il est utilisé aussi bien pour le diagnostique
que pour la planification d’intervention chirurgicale. Le principal inconvénient de cet ex-
amen c’est qu’il expose le patient à des rayonnements ionisants, comme dans tout examen
radiologique. La sur-exposition ou l’exposition non nécessaire augmente les risques de
cancer. Les femmes enceintes et enfants sont plus sensibles que les hommes à la dose de
radiation, de plus certaines zones du corps sont plus sensibles que d’autres (par exemple le
nerf optique, les testicules ...). Elles nécessitent donc une meilleure protection. Actuelle-
ment, la sécurité radiologique est de plus en plus étudiée avec attention. Les méthodes
d’optimisation de la dose délivrée au patient sont intégrées dans les scanners CT mod-
ernes. On peut citer la modulation de courant de tube de rayons X et le contrôle optimal
d’exposition AEC (acronyme anglais de Automatic Exposure Control) [105] et [2] page
225 . En pratique, la dose d’un examen radiologique nécessaire est dépendante du type
de diagnostique et des caractéristiques du patient (age, taille .etc), elle doit respecter les
principes ALARA (acronyme anglais de As Low As Reasonably Achievable).

Les trois facteurs majeurs de la dose délivrée au patient sont l’énergie des faisceaux
des rayons X, le courant de la tube des rayons X et le temps d’exposition. L’énergie du
faisceau de rayons X est réglée par la tension de générateur de rayons X, plus la tension
est forte, plus les photons X ont une énergie élevée. Afin de réduire la dose transmise au
patient on utilise tout d’abord des masques afin de ne pas irradier des zones qui ne sont
pas étudiées. Pour aller plus loin il y a principalement trois approches utilisées :

• L’optimisation de l’énergie des rayons X en ajustant la tension du tube.
Généralement, lorsque le nombre des photons X passant par le patient est fixé,
plus la tension du tube est faible, moins il y a d’énergie déposée dans le patient.

• La réduction de flux de photons X en réduisant le courant dans le générateur de

113
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rayons X ou en limitant la durée d’exposition (utilisation de source pulsée).

• Limiter le nombre de projections permettant de reconstruire la zone d’intérêt.

Intéressons nous tout d’abord à la réduction de la dose en limitant la tension du
générateur. La contre partie de cette approche c’est que les rayons sont plus atténués, il
y a donc moins de photons détectés. par conséquent cela fait augmenter le bruit sur les
mesures, ce qui dégrade fortement les images reconstruites lorsqu’on utilise des approches
standards type FBP, qui sont très sensibles au bruit des mesures. Ces images dégradées
réduisent la possibilité de faire un bon diagnostique voir la figure 4.1.(b). Dans ce cas-là,
les méthodes statistiques sont plus intéressantes car elles prennent en compte la statis-
tique du bruit de mesures utilisant des modèles probabilistes (voir les eqs. 2.75 et 2.89
dans la section II.3.2). Elles permettent de reconstruire des images de qualité acceptable
avec des mesures bruitées [62].

La deuxième alternative est de réduire le courant dans le tube à rayons X ou le temps
d’exposition (en radiologie on utilise le produit entre courant et le temps d’exposition
exprimée en mA·s ou mAs). La conséquence est la même que dans le cas précédant,
le nombre de photons mesurés sur le détecteur baisse. L’avantage de cette approche
par rapport à la précédente c’est que l’on maitrise mieux cette baisse, elle est en effet
proportionnelle à la variation des mAs. Par conséquent, le bruit de quantification et
associé au bruit de de comptage des photons X augmente. Alors le rapport du signal
sur le bruit diminue. Les images reconstruites par FBP sont bruitées. C’est ce que nous
avons illustré sur la figure 4.1. Nous avons augmenté le bruit de mesure correspondant à
une diminution de 50%, on représente sur la figure 4.1.(b) la reconstructiion FBP où l’on
choisit la fréquence de découpure du filtre qui est égale à la moitié de la fréquence spatiale
du détecteur. On observe bien dans ce cas une dégradation importante de la qualité de
l’image.

La dernière alternative est de maintenir le même rapport du signal sur le bruit par
projection tout en réduisant le temps total d’exposition afin de diminuer la dose. Nous
diminuons alors le nombre des projections pour réduire le temps total d’exposition. Mais
les méthodes FBP sont très sensibles au nombre de projections [64]. Les artefacts liés au
sous-échantillonnage angulaire des projections apparaissent lorsque le nombre de projec-
tions est réduit, par exemple les artefacts “ aliasing ” voir la figure 4.1.(c). Du fait de
leur flexibilité à introduire de l’information a priori les méthodes statistiques sont plus
robustes au nombre des projections limités. Elle permettent de compenser des informa-
tions incomplètes provenant des mesures par des information a priori . En comparant
les images 4.1.(b) et .(c) avec celles 4.2.(a) et .(b), on peut facilement conclure que les
approches de type FBP bien que très efficaces ont du mal à donner des reconstructions de
bonne qualité dans la tomographie à faible dose. Nous verrons par la suite que ce n’est
pas le cas pour les approches statistiques, elles peuvent produire des images satisfaisantes
pour le diagnostique médical à dose réduite.

Nous allons donc dans ce chapitre nous intéresser aux approches statistiques, mais une
question demeure faut-il réduire la dose de rayons par projection ou bien le nombre de
projetions ? La réponse à cette question n’était pas facile, nous avons fait la comparaison
de ces deux approches en utilisant le même algorithme de reconstruction avec les mêmes
valeurs de paramètre (voir figure 4.2). Nous avons réduit les mAs de 50 % sur la figure
4.2.(b) et réduit le nombre de projection 50 % sur la figure 4.2.(c). On observe que la zone
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(a) (b) (c)

Figure 4.1 – Images reconstruites par FBP à partir des données de la dose normale (a)
(I0 = 1× 106, Mφ = 457 projections), de 50% de la dose (b) (I0 = 0, 5× 106, Mφ = 457)
et (c) (I0 = 1× 106, Mφ = 229). Toutes les fenêtres d’affichage sont le [-0,01 0,05].

(a) (b) (c)

Figure 4.2 – Images reconstruites par les méthodes itératives moindres carrés avec
régularisation à partir de la totalité des données de dose normale (a) (I0 = 1 × 106,
Mφ = 457) et celles de 50% de la dose (b) (I0 = 0, 5×106, Mφ = 457) et (c) (I0 = 1×106,
Mφ = 229). Les zooms dans le rectangle rouge pointillé sont mis en haut à droite. Toutes
les fenêtres d’affichage sont le [-0,01 0,05].
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de faible contraste (dans le rectangle rouge pointillé) est moins bien reconstruite dans la
figure 4.2.(b) que dans la figure 4.2.(c). Le bruit augmente plus fortement dans la première
approche il est donc plus difficile de distinguer les deux matériaux adjacents dont on a
fait un zoom en haut à droite de chaque image. Dans la suite nous nous focaliserons donc
davantage sur les méthodes de réduction de dose de radiation basées sur la diminution du
nombre de projections.

Il existe encore d’autres voies pour réduire la dose de rayons X en réduisant le nombre
de projections. En effet, lorsque l’on s’intéresse uniquement à une région d’intérêt dans
un objet (c’est notre cas en imagerie dentaire, nous nous intéressons uniquement à la
mâchoire et non la totalité de la tête), on peut réduire le débattement angulaire nécessaire
à la reconstruction. Dans le cas de la reconstruction tomographique 2D on utilise une
trajectoire circulaire de la source des rayons X [106] et [6]. Son débattement angulaire
est π plus l’angle d’éventail 2αmax voir la figure 4.5, configuration appelée “ short-scan
”. Lorsqu’on s’intéresse uniquement à une zone d’intérêt on peut obtenir un débattement
angulaire plus faible en utilisant la condition suffisante de Noo [107]. Les projections
nécessaires sont dépendantes de la zone d’intérêt (ROI, acronyme anglais de Region Of
Interest) et de la géométrie du scanner CT. La trajectoire minimale de la source des rayons
X est inférieure à celle du “ short-scan ”, elle est appelée “ super-short-scan ” [107, 108].

Les résultats précédents supposent que les projections mesurées ne sont pas tronquées
c’est à dire que l’on mesure l’ensemble des droites issues de la source de rayons X qui
passent par l’objet. Malheureusement, nous ne sommes pas dans cette configuration. Tout
d’abord, il y a souvent une petite partie de l’arrière du crâne qui n’est pas mesurée. Cette
troncature entraine des artéfacts, mais ils sont limités à un voisinage du bord de l’objet qui
est relativement loin de notre zone d’intérêt. Par contre, en imagerie dentaire les dentistes
sont intéressés par des petites zones (quatre ou cinq dents) reconstruites avec une très forte
résolution. Cela implique des détecteurs de petite taille possédant un nombre important
de pixels. Comme les systèmes d’imagerie dentaire doivent être d’un coup limités, il faut
à partir de ce système possédant un faible champ de vue pouvoir reconstruire toute la
mâchoire. Pour ce faire, on utilise une acquisition multiple basée sur la mesure suivant
trois trajectoires circulaires décalées les unes par rapport aux autres. La problématique
dans ce cas est que nous sommes en présence de données fortement tronquées dans la zone
ou nous devons faire le diagnostique médical. Nous allons donc déterminer les paramètres
d’échantillonnage permettant de réduire au maximum le nombre de projections nécessaires
en utilisant cette géométrie d’acquisition formée par trois cercles.

Par ailleurs, nous allons essayer d’exploiter au maximum les spécificités de l’objet que
nous allons reconstruire. En effet, l’information qui nous intéresse est localisée sur l’arc
dentaire. Nous allons en utilisant des informations a priori déterminer un échantillonnage
non uniforme adapté à notre problème.

L’organisation du reste de ce chapitre est la suivante : nous présentons dans une
première partie les méthodes de reconstruction à partir du nombre de projections réduit.
Nous présentons ensuite les approches super-short-scans. Dans une deuxième partie nous
présentons notre contribution sur la détermination des trajectoires super-short-scans en
utilisant des acquisitions circulaires multiples. Nous exposons notre seconde contribution,
qui consiste à la définition d’un nouveau mode d’acquisition d’échantillonnage angulaire
non-uniforme des projections. Cet échantillonnage est adapté aux différentes zones (zone
homogène et zone contrastée) de l’objet.
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Reconstruction à partir d’un nombre de projections limité

IV.1 Reconstruction à partir d’un nombre de projections
limité

En tomographie 2D par rayons X divergents, les approches de reconstruction analytique
conduisent à des algorithmes de type filtrage rétroprojection. Le filtre dans ces approches
n’a pas une réponse impulsionnelle finie (voir l’eq. 2.33 et 2.38). Pour que cette opération
soit exacte toutes les projections de l’objet sont indispensables même pour la reconstruc-
tion d’une seule zone d’intérêt. Lorsque les projections ne sont pas tronquées et que l’on
veut reconstruire l’objet tout entier, on a besoin de projection entre [0, π] en géométrie
parallèle. Dans le cas de la géométrie divergente, Parker a proposé une trajectoire circu-
laire de la source plus courte qu’un tour complet pour reconstruire l’objet entier, qui est
connue sous le nom de “ short-scan ” [6]. Le débattement angulaire “ short scan ” est
π plus l’angle d’éventail (2αmax), voir la figure 4.5. Ce mode d’acquisition est largement
utilisé dans les scanners CT modernes.

Le “ short-scan ” était considéré comme le déplacement nécessaire de la paire source-
projecteur même si on veut reconstruire une région d’intérêt bien plus petite que l’objet.
Noo et al [107] ont donné une nouvelle condition suffisante pour la reconstruction stable
et exacte d’une ROI. Elle est similaire à la condition de Tuy [47] en tomographie 3D à
faisceau conique. Toutes les projections doivent êtres non tronquées et il suffit que tous
les rayons passant par la région d’intérêt coupent au moins une fois la trajectoire. On
s’intéressera ensuite dans cette partie au cas où les projections sont tronquées. Pour cela
nous présenterons les travaux de Clackdoyle et al [7]. Ils ont utilisé une méthode basée
sur la définition d’une trajectoire virtuelle VFB (acronyme anglais de Virtual FanBeam)
qui permet de transformer les projections tronquées en projections non tronquées dans la
géométrie divergente virtuelle voir la figure 4.3.(a). De plus, des algorithmes analytiques
permettant de reconstruire des données issues de ces nouvelles trajectoires ont été pro-
posés. Ils sont basés sur la rétro-projection de la dérivée (selon l’abscisse curviligne de la
trajectoire) de la transformée de Hilbert des projections, dit “ DBP avec filtrage de Hilbert
” [109], [110], [8] et [111]. Ce type d’approche est pertinent pour notre problématique de
reconstruction de la mâchoire car la zone d’intérêt est au bord de l’objet. On est donc
dans une configuration ou les approches précédentes permettent de réduire le débattement
angulaire.

Nous exposons dans la suite “ short-scan ” [6] pour une reconstruction d’un objet
entier. Ensuite nous introduisons les méthodes de reconstruction d’une ROI avec les
projections non tronquées [107] et [108]. Enfin nous présentons les méthodes de recon-
struction d’une ROI avec les projections tronquées dans certains cas [7], [109] et [8] voir
la figure 4.3.(a)-(c).

IV.1.1 Reconstruction à partir des données de “ Short-scan ”

En tomographie 2D par rayons X parallèles, les projections doivent être uniformément
échantillonnées sur 0 à π pour obtenir une reconstruction exacte d’un objet (voir
l’eq.(2.17)). D’après les équations de ré-arrangement des projections divergentes vers
les projections parallèles (voir l’eq. 2.31), nous trouvons que le débattement angulaire
minimal des projections divergentes est celui du “ short-scan ” (π plus l’angle d’éventail
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IV.1.1 - Reconstruction à partir des données de “ Short-scan ”

(a) (b)

(c) (d)

Figure 4.3 – Exemples des géométries typiques avec présence des projections tronquées.
L’ellipse en ligne solide et le cercle en ligne cassée représentent respectivement le support
d’objet Ω et le champ de vue FOV.

2αmax) [6], voir la figure 4.5. Une simple démonstration est donnée ci-dessous :

D’après le ré-arrangement des données de rayons X parallèles (2.31), nous avons

φ = γ + α, (4.1)

où φ et γ sont respectives l’angle de projection en géométrie parallèle et divergente (voir
les figures 2.1 et 2.2) et α est l’angle divergent d’un rayon donné par rapport à celui centré
voir la figure 2.2. avec −αmax 6 α 6 αmax et 0 6 φ 6 π, alors l’intervalle angulaire des
projections divergentes γ (voir γ1 et γ2 dans la figure 4.4) est

−αmax 6 γ 6 π + αmax. (4.2)
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Reconstruction à partir d’un nombre de projections limité

L’information de l’intégrale suivant les lignes peut être mesurée une ou deux fois par
les rayons X divergents (voir la figure 4.4) dans le “ short-scan ” lorsque les deux angles
sont décrits comme ci-dessous :

α2 = α1 + π − 2γ (4.3)

Figure 4.4 – Une ligne passant par X mesurée deux fois par les rayons X.

Les données dans les zones de deux triangles sont mesurées deux fois et celles dans la
zone parallèle en milieu sont présentes une seule fois, voir la figure 4.6. Il nécessite alors
une pondération afin de prendre en compte la redondance des données. Une pondération
simple est définie comme ci-dessous :

ωs(γ, α) =

{ 1
2
−αmax < γ < αmax − 2α

1 αmax − 2α < γ < π − αmax − 2α
1
2

π − αmax − 2α < γ < π + αmax

(4.4)

Mais cette pondération introduit une discontinuité dans les mesures, ce qui représente des
hautes fréquences. Elles sont amplifiées lors du filtrage par le filtre rampe des approches
de type FBP. Cela génère donc des artefacts directionnels dans les images reconstruites
[106]. Parker a proposé une pondération ne possédant pas de discontinuité qui permettent
de s’affranchir de ce problème[6].

ωs(γ, α) =

{ sin2(π
4
γ+αmax
αmax−α) −αmax < γ < αmax − 2α

1 αmax − 2α < γ < π − αmax − 2α
sin2(π

4
π−γ+αmax
αmax+alpha

) π − αmax − 2α < γ < π + αmax

(4.5)
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IV.1.1 - Reconstruction à partir des données de “ Short-scan ”

Figure 4.5 – Illustration de “ short scan ” et indications des données redondantes et
non-redondantes (extrait de [1]).

Figure 4.6 – Illustration des données redondantes et non-redondantes de “ short scan ”
en α− γ [6] et [1].
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Reconstruction à partir d’un nombre de projections limité

La qualité des images reconstruites à partir des données “ short-scan ” avec
la pondération de Parker (voir l’eq.4.5) sont très légèrement inférieures à celles de
l’acquisition d’un tour complet (2π) [6]. En effet, comme on utilise moins de données le
rapport signal sur bruit est plus mauvais. Mais comme le “ short-scan ” permet d’avoir un
débattement angulaire plus faible, le temps d’acquisition est plus faible, la dose transmise
au patient est plus faible. Comme le temps d’acquisition est réduit, cette approche est
plus robuste au mouvement du patient. C’est pourquoi c’est l’un des modes d’acquisition
utilisés couramment dans les scanners modernes.

En imagerie dentaire, nous nous intéressons souvent à une seule zone d’intérêt, par
exemple plusieurs dents anormales. Dans ce cas là, le “ short-scan ” n’est plus optimal.
Noo et al [107] ont proposé de nouveaux algorithmes analytiques, qui permettent une
reconstruction stable et exacte d’une seule zone d’intérêt avec le déplacement de la paire
source-détecteur inférieur à “ short-scan ” voir la figure 4.7.

Figure 4.7 – Illustration de mode d’acquisition “ super-short-scan ” pour reconstruire une
zone d’intérêt ( zone d’ombre ).

IV.1.2 Méthodes reconstructions de super-short-scan

Noo et al ont proposé une nouvelle condition de la totalité des données pour reconstruction
de la zone d’intérêt en tomographie 2D par rayons X divergents [107]. Elle peut être
considérée comme une transposition de la condition de Tuy en tomographie 2D par rayons
X divergents.

Condition 2 (Condition de Noo). Une zone d’intérêt peut être reconstruite exactement à
condition que toutes les projections non tronquées passant par un voisinage de cette zone
d’intérêt frappent au moins une fois la trajectoire de la source.
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IV.1.2 - Méthodes reconstructions de super-short-scan

En comparant les équations de FBP 2.18 et 2.27, les projections filtrées par le filtre
rampe sont égales à la transformée de Hilbert de la dérivée des projections sur r en
géométrie parallèle. En effet, la valeur absolue de la variable de Fourier est égale à la
fonction signe fois la variable, la transformée de Fourier de la fonction signe correspond à
la transformée de Hilbert :

g̃(r, φ) = H(
∂

∂r
g(r, φ)). (4.6)

D’après l’équation 2.25, nous faisons la dérivée après la transformée de Hilbert dans
l’équation 4.6,

g̃(r, φ) =
∂

∂r
H(g(r, φ)) =

∂

∂r
g̃H(r, φ), (4.7)

Notons la transformée de Hilbert par g̃H(r, φ), la transformée de Hilbert est aussi exprimée
par la convolution suivante en r,

g̃H(r, φ) = g(r, φ) ∗ qH(r), (4.8)

avec

qH(r) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
jsign(ρ)ejρrdρ. (4.9)

En tomographie 2D par rayons X parallèles, il nécessite tous les rayons X parallèles au
rayon X (r, φ) pour g̃(r, φ), car ni le filtre rampe (eqs. 2.19 et 2.21) et ni la transformée
de Hilbert (eq. 2.25) ne sont une opération locale. Mais la transformée de Hilbert en
géométrie parallèle g peut être évaluée à partir de la transformée de Hilbert en géométrie
divergente Df [107].

g̃H(r, φ)|r=a(γ)·θ(φ) = D̃fH(a(γ), α), (4.10)

Une démonstration de l’équation 4.10 est détaillée dans [112]. Avec a(γ) (voir l’eq. 2.6)
la coordonnée de la source de rayons X et θ(φ) = (cosφ, sinφ)t le vecteur de direction.

D̃f(a(γ), α) est défini comme ci-dessous voir la figure 4.8,

D̃fH(a(γ), α) = −
∫ π/2

−π/2
qH(θ(φ) · η(α))Df(a(γ), α)dα. (4.11)

D’après les équations (4.7) et (4.8), nous définissons les projections divergentes filtrées

D̃f comme suit,

D̃f(a(γ), α) =
∂

∂γ
D̃fH(a(γ), α)

=−
∫ π/2

−π/2
qH(θ(φ) · η(α))

∂

∂γ
Df(a(γ), α)dα. (4.12)

Noo et al ont proposé deux nouveaux algorithmes de reconstruction tomographique en
tomographie 2D par rayons X divergents [107]. Nous nous intéressons ici à l’algorithme
analytique de type-FBP dans le cas de détecteur plat, voir la figure 4.8.

f(x) =
1

2π

∫
Λ

1

R + x · η
[ωs(γ, p)D̃f(γ, p)]|p=p′(γ,x), (4.13)
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Reconstruction à partir d’un nombre de projections limité

où Λ est la trajectoire de la source. avec

D̃f(γ, p) =

∫ pM

−pM

D√
D2 + p2

qH(p− p)(
∂

∂γ
+
D2 + p2

D

∂

∂p
)Df(γ, p)dp (4.14)

avec 2pM la longueur de détecteur.

p′(γ,x) = D tanα′(x) =
Dx · θ⊥(γ)

R + x · θ(γ)
(4.15)

Le coefficient de pondération ωs(γ, p) est donné ci-dessous avec la trajectoire de source

Figure 4.8 – La géométrie du scanner par rayons divergents avec un détecteur équidistance.

de rayons X circulaire.

ωs(γ, φ) =
c(γ)

c(γ) + c(γ + π − 2 arctan(p/D))
, (4.16)

où la fonction lisse c(γ) est similaire à la fonction de pondération de Parker [6]. Un
autre algorithme de reconstruction de la zone d’intérêt est présenté dans [108]. Selon la
condition précédente afin de la reconstruction d’une zone d’intérêt, toutes les projections
passant la zone d’intérêt doivent être non tronquées. Ces méthodes sont très intéressantes
lorsque la zone d’intérêt est au bord de l’objet. Heureusement nous sommes dans cette
configuration. Par contre nous ne possédons pas des données non tronquées, c’est pourquoi
nous allons étudier les approches essayant de résoudre ce problème dans la partie suivante.
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projections tronquées

IV.1.3 Méthodes de reconstruction tomographique à partir du
nombre réduit des projections tronquées

Lorsque le détecteur est trop petit, c’est à dire que le champ de vue ne peut pas contenir
tout l’objet, alors les projections sont tronquées et l’équation 4.10 n’est plus valable.
Clackdoyle et al ont proposé une méthode basée sur une trajectoire virtuelle VFB qui
permet de réarranger les données tronquées pour former des projections non tronquées
en géométrie divergente virtuelle dans certains cas voir la figure 4.9. Une nouvelle classe
des algorithme analytiques “ DBP avec filtrage de Hilbert ” est également développée
pour une reconstruction stable et exacte d’une zone d’intérêt dans les cas des projections
tronquées [109], [110], [8] et [111].

IV.1.3.1 Méthode utilisant une trajectoire virtuelle (VFB)

Sans perte de généralité, nous supposons que le domaine de l’objet Ω est une ellipse. On
peut voir sur la figure 4.9 un exemple de vue tronquée dans le cas de la tomographie par
rayons X divergents avec la trajectoire de source circulaire. Le champ de vue de l’appareil
FOV (cercle en pointillé) n’est pas suffisamment grand pour couvrir l’objet entier. Le
support de l’objet peut être divisé en deux zones A et B. A est la zone d’intersection
entre FOV et Ω (A = FOV ∩ Ω) et B est la zone complémentaire de A par rapport
au support de l’objet (B = Ω/A). Les projections non tronquées sont contenues dans
l’éventail d’angle 2γc, avec

γc = arcsin
R0

R
+ β0, siR > R0, (4.17)

où R0 et R sont respectivement le rayon du champ de vue et le rayon de la trajectoire de
la source circulaire. Et β0 est l’angle l’horizontale et la droite tangente à la fois au support
elliptique de l’objet et au cercle représentant le champ de vue. γc augmente lorsque R
diminue (de R1 à R3). Alors la zone d’intérêt agrandit. Cette zone peut être reconstruite
exactement d’après la condition suffisante 2. La méthode VFB consiste à trouver une
trajectoire de la source virtuelle qui permet de maximiser le γc. En plus, la trajectoire de
la source ne doit pas être dans le support de l’objet, car ce n’est pas réaliste et la mesure
d’atténuation sur un rayon X ne peut pas être séparée en deux rayons se dirigeant dans
les deux sens contraires sur la même ligne. Nous avons alors la zone d’intérêt maximale
A′ ⊆ A ce qui peut être reconstruite exactement au sens de condition suffisante de Noo
lorsque R approche vers R0 voir la figure 4.9. Une fois la géométrie divergente virtuelle
déterminée, nous réarrangeons les données originales en la géométrie divergente virtuelle
de manière suivante voir la figure 4.10 :

α′ + γ′ = α + γ, (4.18)

R′ sinα′ = R sinα, (4.19)

où le R (R’) est la distance entre la source (virtuelle) et le centre de rotation et les
γ et γ′ sont respectivement les angles des projections suivants les géométries originale
et virtuelle. Nous pouvons utiliser l’algorithme de type-FBP (voir l’eq. 4.13) ou les
algorithmes itératifs comme PLS pour la reconstruction. En plus, les algorithmes itératifs
permettent de reconstruire le champ de vue FOV au lieu de la zone d’intérêt maximale
A’ [7] et [101]. Lorsque le centre du champ de vue (FOV) cöıncide avec le centre de
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Reconstruction à partir d’un nombre de projections limité

Figure 4.9 – Illustration schématique de la méthode VFB. Différente géométries virtuelles
sont décrites par la ligne solide, la ligne brisée et la ligne gras. Les distances entre la source
des rayons X et le centre de rotation des trois géométries virtuelles sont respectivement
R1, R2 et R3 (R1 > R2 > R3). Selon la condition suffisante 2, la zone d’intérêt maximale
est la zone d’ombre A’.

Figure 4.10 – Réarrangement des données de la géométrie originale à la géométrie virtuelle.

support de l’objet Ω voir la figure 4.11, les projections sont tronquées des deux cotés du
FOV. Lorsque l’angle β1 entre l’horizontale et la droite reliant les extrémités opposée de
la trajectoire virtuelle est inférieur à l’angle β2 entre l’horizontale et la droite tangente
au champ de vue et au support de l’objet, nous pouvons reconstruire exactement la
zone en bleu de la figure 4.11.(a) par l’algorithme analytique de type-FBP (eq.4.13) en
utilisant la trajectoire virtuelle de la source de rayons X sur la ligne en gras de la figure
4.11.(a) [7]. Par contre lorsque β1 est supérieur à β2, d’après la condition de Noo 2,
il ne reste que les arcs supérieur et inférieur (voir la figure 4.11.(b)), qui peuvent être
reconstruites exactement par l’algorithme de type-FBP. Mais d’autres méthodes basées
sur la transformée de Hilbert permettent une reconstruction stable et exacte de la zone
d’ombre totale de la figure 4.11.(a) dans ce cas là [109] et [111]. Nous présentons dans la
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suite les méthodes DBP avec le filtrage de Hilbert.

(a) β2 > β1 (b) β2 < β1

Figure 4.11 – Exemples des projections tronquées aux deux extrémités. Le champ de
vue (FOV) se trouve au milieu du support de l’objet Omega. β1 et β2 sont l’angle de
la diagonale de A et celui d’un tangent commun du support d’objet et le champ de vue
respective. Les ROIs maximales de la reconstruction stable et exacte par VFB [7] sont
les zones d’ombre en bleu dans (a) β2 > β1 et (b) β2 < β1. Les trajectoire virtuelles de la
source des rayons X sont en lignes gras.

IV.1.3.2 Méthodes DBP avec le filtrage de Hilbert

Rappelons tout d’abord la problématique de la reconstruction avec des données tronquées.
Lorsqu’on utilise une approche classique de type FBP, on utilise un filtre rampe. Ce filtre
n’a pas un support fini ce qui entrâıne des artefacts si les données sont tronquées. Nous
allons voir en quoi les approches de type DBP peuvent s’affranchir partiellement de ce
problème.

Afin de bien comprendre les bases théorique de cette approche, nous allons commencer
par étudier le cas de projections parallèles. Comme nous l’avons présentés dans le chapitre
II, nous pouvons utiliser la transformée de Hilbert pour inverser la transformée de Radon
(voir l’eq. 2.27). Dans l’équation 2.27 nous avons simplement inversé l’ordre entre la
rétro-projection et la transformée de Hilbert :

f(x) =
1√
2π
H{
∫ π

0

(
∂

∂r
g(r, φ))dφ|r=x·θ(φ)} (4.20)

La transformée de Hilbert est une opération globale comme le filtrage par le filtre rampe.
Par contre l’opération de dérivation ∂

∂r
g(r, φ) des projections sur r est locale.

Démontrons l’équation ci-dessus dans le cas de rayons X parallèles et notons bφ la
rétro-projection de la dérivé des projections sur r :

bφ(x) =

∫ φ+π

φ

∂

∂r
g(r, φ)dφ|r=x·θ(φ). (4.21)

Selon les équations (2.23) et (2.25) , la rétro-projection bφ est réécrite :

bφ(x) =

∫ φ+π

φ

∫ +∞

−∞
jρf̂(ρ, φ)ejρrdρ|r=x·θ(φ) (4.22)
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Reconstruction à partir d’un nombre de projections limité

D’après la définition de la transformée de Hilbert (2.24) et la relation entre la transformée
de Hilbert et la transformée de Fourier, la transformée de Hilbert de l’image f sur la ligne
θ(φ) = (cosφ, sinφ)t est calculée de manière suivante :

Hφf(x) =

∫ +∞

−∞

f(x + (t− t′)θ⊥(φ))

πt′
dt′

=
1√
2π

∫
R2

−jsign(κ · θ⊥(φ))f̂(κ)ejκ·xdκ (4.23)

En utilisant le changement de coordonnées cartésiennes κ = (κx, κy)
t en coordonnées

polaires (ρ, φ) avec dκ = |ρ|dρdφ, nous obtenons

Hφf(x) =
1√
2π

∫ φ+2π

φ

∫ +∞

−∞
−jsign(ρθ⊥(φ) · θ⊥(φ))f̂(ρ, φ)|ρ|ejρθ⊥(φ)·xdρdφ

=− 1√
2π

∫ φ+π

φ

∫ +∞

−∞
jρf̂(ρ, φ)ejρθ

⊥(φ)·xdρdφ (4.24)

car |ρ| = ρsign(ρ) et sign(ρ)2 = 1si ρ 6= 0. D’après les équations (4.22) et (4.24), Nous
avons alors la relation suivante :

bφ(x) = −
√

2πHφf(x) (4.25)

En remplaçant l’équation 4.25 dans le coté droite de l’équation 4.20, nous trouvons

1√
2π
H{bφ(x)} = −HHf(x) = f(x) (4.26)

car HHq(t) = −q(t) d’après la propriété de la transformée de Hilbert.

La démonstration de l’équation 4.20 ne permet pas de résoudre notre problème de
données tronquées. En effet, le calcul la rétro-projection de la dérivé des projections
bφ(x) nécessite seulement des opérations locales. Par contre, le calcul de la transformée
de Hilbert elle, n’est pas une opération locale à l’instar du filtre rampe.

C’est pourquoi, les travaux de [109] et [113] ont proposé quasi simultanément
l’utilisation d’une transformée de Hilbert directionnelle permettant de résoudre le
problème de données tronquées dans la configuration de la figure 4.11 (a). L’idée est
d’appliquer une série de transformée de Hilbert monodimensionnelle, dans l’exemple de la
figure 4.12 (a) en prenant la transformée de Hilbert suivant des lignes verticales on arrive
a reconstruire l’image de l’objet de la zone bleu.

Soit f(x) est borné dans le support Ω et la transformée de Hilbert Hφf est connue dans
l’intervalle [ZI,k, ZS,k] sur la ligne Lk avec L = {Lk|k = 1, 2, ..., n} l’ensemble des lignes
droites parallèles, voir la figure 4.12.(a). [ZI,k, ZS,k] est le segment d’intersection entre la
ligne Lk et le FOV. Il existe εk pour que f est zéro dehors l’intervalle [ZI,k + εk, ZS,k− εk],
qui est positif et faible voir la figure 4.12.(a).

D’après l’inversion de la transformée de Hilbert fini [114], f est obtenue dans la suite
sur l’intervalle :

f(tθ(φ) + sθ⊥(φ)) =− 1√
(s− ZI,k)(ZS,k − s)

(

∫ ZS,k−εk

ZI,k+εk

√
(s′ − ZI,k)(ZS,k − s)

Hφf(tθ(φ) + s′θ⊥(φ))

π(s− s′)
ds′ + Ck), (4.27)
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avec

Ck = −
∫ ZS,k

ZI,k

√
(s′ − ZI,k)(ZS,k − s′)

Hφf(tθ(φ) + s′θ⊥(φ))

π(s0 − s′)
ds′, (4.28)

où f(tθ(φ) + s0θ
⊥(φ)) = 0 pour s0 ∈ (ZI,k, ZI,k + εk) ∪ (ZS,k − εk, ZS,k)

La méthode de reconstruction tomographique basée sur la transformée de Hilbert ci-
dessus se déroule en deux étapes :

1. la rétro-projection de la dérivé des projections par rapport à r (voir l’eq. 4.22 en
tomographie par rayons X parallèles) pour générer l’image de Hilbert Hf .

2. la reconstruction par inversion de la transformée de Hilbert (voir l’eq. 4.27).

Grâce a cette approche on peut définir une nouvelle condition pour reconstruire une
région d’intérêt de manière exacte et stable en utilisant des données tronquées.

Condition 3. Pour reconstruire une région d’intérêt (ROI) contenue dans la zone A, il
faut que l’ensemble des lignes L = {Lk|k = 1, 2, ..., n} passant par la ROI ne frappent pas
la région B voir la figure 4.12.(a).

(a) (b)

Figure 4.12 – (a) Illustration schématique de la transformée de Hilbert sur les flèches en
tomographie par rayons X et (b) la géométrie divergente avec un détecteur équidistance.
La ROI maximale est la zone d’ombre dans (a).

Présentons maintenant, les formules permettant d’utiliser la théorie ci-dessus dans la
cas projection en géométrie divergente (voir figure 4.12.(b)). Nous pouvons calculer la
rétro-projection de la dérivé des projections b(x) en tomographie par rayons divergents
avec un détecteur équidistance en utilisant les équations de réarrangement ci dessous :

φ = γ + arctan(p/D) (4.29)

r = Rp/
√
p2 +D2 (4.30)
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Pour simplifier, nous considérons que le jeu des données est acquis sur ]0, 2π], alors en
effectuant un changement de variable ci dessus dans l’équation (4.21), on obtient :

bφ(x) =
1

2

∫ 2π

0

RD

U2

d

dp

D√
D2 + p2

Df(γ, α(p))sign(sin(γ + arctan
p

D
− φ))dγ|p=p′ , (4.31)

avec U et p′

U = R− x · θ⊥(γ) (4.32)

p′ =
D(x · θ(γ))

R− θ⊥(γ)
(4.33)

Pour implémenter en pratique la formule 4.31 nous vous conseillons de consulter [109].
Afin de reconstruire la zone d’intérêt (voir la zone bleu dans la figure 4.12.(a)), il faut
pour respecter la condition 3 il faut au moins acquérir les données sur un “ short-scan”.

L’approche DBP avec filtrage de Hilbert permet de reconstruire des données tronquées.
Mais il y a certaines configurations (par exemple celle de la figure 4.3), ou la zone en bleu
peut être reconstruit au sens de Tuy. Par contre, ces configurations ne respectent pas la
condition 3. Defrise et al ont donc proposés une méthode s’appuyant sur la transformée
de Hilbert tronquée pour reconstruire ce type de zone d’intérêt [8]. Nous avons choisi
de ne pas exposer de manière détaillé cette approche qui repose sur la transformée de
Hilbert suivant une demie droite, car elle est difficilement abordable et que sa mise en
œuvre nécessite la résolution des problème de discrétisation non triviaux.

Cette nouvelle approche permet définir une nouvelle condition moins restrictive que la
précédente pour reconstruire une région d’intérêt de manière exacte et stable en utilisant
des données tronquées.

Condition 4. Le pixel de f en x0 peut être reconstruit exactement si on peut trouver un
vecteur unité θ⊥(φ) = (− sinφ, cosφ)t et un segment Lk ⊂ L avec la ligne droite L en x0

suivant la direction θ⊥(φ) telle que :

1. le segment Lk possède au moins une des extrémités à l’extérieure du domaine d’objet
Ω,

2. toutes les projections parallèles g(r, φ) sont connues dans le voisinage r = x · θ(φ)
de pour φ ∈ [φ φ+ π] et ∀x ∈ Lk.

Toutes les méthodes de reconstruction tomographique admettant des projections
tronquées ci-dessus sont intéressantes pour réduire la dose, car nous pouvons limiter
le champ irradié correspondant à une zone d’intérêt avec le collimateur pour éviter la
radiation non nécessaire.

IV.2 Reconstruction à partir des acquisitions super-short-
scan sur multiples cercles

En imagerie dentaire, la taille du champ de vue du détecteur varie en fonction du besoin du
chirurgien. Par exemple, un petit champ de vue suffit pour la reconstruction d’une seule
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(a) (b)

Figure 4.13 – Reconstruction d’une ROI dans le cas de Defrise [8] (a) et d’une ROI
triangulaire par la méthode VFB (b). Les ROIs maximales de la reconstruction stable et
exact sont les zones d’ombre. La trajectoire virtuelle de la source des rayons X est les
lignes gras dans (b).

zone d’intérêt ou pour reconstruire un radio panoramique classique. Mais un grand champ
de vue est nécessaire pour les imageries maxillo-faciale et céphalométrique. La taille du
champ de vue est déterminée par celle du détecteur lorsque la géométrie d’un scanner est
fixée. On peut utiliser un grand détecteur dans les scanners pour satisfaire les besoins de
tous types d’imagerie dentaire. Mais le coût d’un détecteur augmente fortement avec la
taille du détecteur. Cela coûte très cher pour des dentistes qui utilisent principalement
les images à petit champ de vue. On s’intéresse donc aux méthodes reconstruction d’un
grand champ de vue avec un plus petit détecteur. Dans ce cas là, plusieurs balayages
sont nécessaires car le champ de vue est inférieur au volume d’intérêt. Par conséquent, la
dose délivrée au patient augmente car il faut un temps d’exposition plus important. Nous
proposons ici d’utiliser le mode de super-short-scan pour minimiser le temps d’exposition.
Le mouvement de la source de rayons X doit être le plus simple possible pour réduire
la difficulté de conception d’un système mécanique effectuant de multiple balayages. La
source de rayons X se déplace en translation et rotation dans le plan. Nous présentons dans
la suite les trajectoires super-short-scans composées deux cercles (voir la figure 4.16) et
trois cercles (voir la figure 4.17.(b)) selon la taille du volume. Par simplifier la présentation,
les trajectoires super-short-scans sur des multiples cercles sont exposés en tomographie
2D en géométrie divergente ce qui peuvent être facilement étendus en tomographie 3D à
faisceaux coniques [108].

IV.2.1 Les super-short-scans sur deux cercles

Pour reconstruire un objet avec deux balayages, on peut procéder de la façon suivante.
Dans le premier temps, nous reconstruisons la première moitié de l’objet à l’aide du pre-
mier jeu de mesures, puis nous reconstruisons la deuxième moitié en utilisant le deuxième
jeu de données. La reconstruction complète de l’objet est alors équivalente à la recon-
struction deux zones d’intérêt disjointes avec des projections tronquées (voir la figure
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(a) deux balayages (b) trois balayages

Figure 4.14 – Géométries des systèmes avec la trajectoire de la source de rayons sur deux
cercles (a) et trois cercles (b). Dans (a), le support de l’objet ( par exemple Shepp-Logan
) Ω est un ellipse. Q1 et Q2 représentent les deux “ full-scan ” (360°). O1 et O2 sont
respectivement les centres de rotation de Q1 et Q2. Le support de l’objet Ω ( par exemple
la mâchoire ) est un triangle équilatéral dans (b), dont les trois sommets sont V0, V1 et
V2. G est la gravité de le triangle. Les champs de vue sont les cercles virtuels.

4.3.(a)). Notons que le détecteur est trop petit pour mesurer l’ensemble des projections
de l’objet. Dans ce cas là, la trajectoire circulaire “optimale” de la source des rayons X est
celle qui est déterminée par la méthode VFB (ligne solide rouge dans la figure 4.15). Le
débattement angulaire de la trajectoire VFB de chaque balayage (Π1 ou Π2) est facilement
calculable :

|Π1| = |Π2| = π + 2α1, (4.34)

avec α1 = c/R, où c est la distance entre le centre de l’objet et le centre de rotation d’une
acquisition et R est la distance en la source et le centre de rotation. Cette trajectoire
ainsi obtenue est plus petite que celle que l’on utiliserait si on faisait un “ short-scan” sur
l’ensemble de l’objet : π + 2αmax avec αmax (voir la figure 4.5) car c < R0. Une autre
alternative consiste à reconstruire l’ensemble de l’objet à partir des deux trajectoires.
Dans ce cas, on s’aperçoit qu’il y a une certaine redondance dans les données. Par
exemple la ligne de la figure 4.15 passant le pixel M est mesurée deux fois.Nous avons
mis en évidence la redondance présente dans les données par les courbes en gras noire et
bleu sur la figure 4.15. Afin de réduire cette redondance, nous proposons de définir deux
trajectoires de type super-short-scans Πss1 et Πss2 voir la figure 4.16.

Les positions initiales de la source a(γ1s) et a(γ2s) se trouvent sur la tangente au
domaine d’objet. Nous calculons dans la suite les débattements angulaires Πss1 = [γ1s γ1e]
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Figure 4.15 – Illustration schématique de la méthode VFB. La trajectoire virtuelle est
ligne rouge solide.

Figure 4.16 – Illustration schématique des super-short-scans sur deux cercles.

et Πss2 = [γ2s γ2e] voir la figure 4.16,

γ1s = π + ζ1, (4.35)

γ1e = β1, (4.36)

γ2s = −ζ2, (4.37)

γ2e = π − β2, (4.38)
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avec

ζ1 = ζ2 = arcsin(b/R), (4.39)

ς1 = arcsin(h/R) = arcsin

(
R0 − 2c sin ξ

R

)
, (4.40)

β1 = β2 = ξ + ς1, (4.41)

où R0 est le rayon de champ de vue qui est fixé comme ci-dessous par la taille du détecteur
(le nombre des cellules Md et la taille de pixel δd) lorsque la géométrie du scanner (R et
D) est donnée :

R0 =
R

D
Mdδd (4.42)

et ξ est l’angle de la tangente commune au domaine d’objet et le champ de vue voir la
figure 4.16, qui est exprimé ci-dessous :

ξ = arctan(1/

√
(
R0c+

√
(a2 − b2)(R2

0 − b2) + b2c2

R2
0 − b2

)2 − 1). (4.43)

Nous comparons les projections de “ R-scan ” et celles de super-short-scan. L’angle des
projections réduite par notre super-short-scan par rapport à “ R-scan ” est ∆Π,

∆Π = |Π1| − |Πss1| =π + 2α1 − |γ1e − γ1s|
=2α1 + ξ + ς1 − ζ1. (4.44)

Lorsque l’objet à reconstruire est plus grand, nous avons besoin de faire plus
d’acquisition. Nous introduisons alors une trajectoire trois cercles qui est particulièrement
bien adaptée à la reconstruction de la mâchoire en imagerie dentaire.

IV.2.2 Les super-short-scans sur trois cercles

Les objets qui nous intéressent ici sont les mâchoires. Ces objets ne sont pas allongés
comme dans le cas précédent. Par contre, la zone d’intérêt est incluse dans un triangle
équilatéral (voir figure 4.17).

Dans la suite, nous noterons par Ω le domaine triangulaire associé à objet voir la
figure4.17. Comme dans la partie précédente, nous pouvons reconstruire un tiers de
l’objet par acquisition. Cela est similaire au cas que traite Michel Defrise dans [8] voir
la figure 4.3.(c). Il n’existe pas de trajectoire de la source des rayons X plus courte que
celle de “ short-scan ” qui satisfait la condition suffisante de la transformée de Hilbert
tronquées (Condition 4). Le “ short-scan ” est alors un bon choix pour reconstruire
individuellement trois zones Qi ∩ Ω, i = 0, 1, 2. Mais ici aussi apparâıt clairement de la
redondance dans les données voir figure 4.17 (a). Il est donc très intéressant d’utiliser
une reconstruction conjointe en utilisant trois trajectoires super-short-scans voir figure
4.17.(b). Les intervalles angulaires de trois super-short-scans sont respectivement Πss0 =
[γ0s γ0e], Πss1 = [γ1s γ1e] et Πss2 = [γ2s γ2e]. D’après la géométrie voir la figure
4.17.(b), nous obtenons les positions angulaires initiales et finales de trois super-short-
scans ci-dessous :

γ0s = π + β1, (4.45)

γ0e = 2π − β2, (4.46)
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et

γ1s =
π

2
+ ∠O2O1a(γ1s) (4.47)

γ1e =
3π

2
− β3 (4.48)

et

γ2s = −π
2

+ ∠O1O2a(γ2s), (4.49)

γ2e =
π

2
+ ζ3, (4.50)

où

β1 = ∠O0V0a(γ0s) + ζ1,

β2 = ∠V2V0O0 − ζ2,

∠O2O1a(γ1s) = ζ3 = arcsinh/R,

β3 = π/3− arcsin(h/R),

∠O1O2a(γ2s) = π/3 + arcsin(h/R),

avec h = r sin(∠O0V0a(γ0s)) = r/2 et ζ1 = ζ2 = arcsin(h/R). D’après les équations
précédentes (4.45-4.50), nous calculons dans la suite la longueur angulaire de chaque
super-short-scan :

|γie − γis| = 2/3π, avec i = 0, 1, 2. (4.51)

Elle est inférieure à celle de “ short-scan ” (π + 2αmax) voir la figure 4.17.(a). Nous
réduisons le débattement angulaire ∆Π de la source des rayons X en utilisant le super-
short-scan par rapport au “ short-scan ” voir la figure 4.17.

∆Π = π + 2αmax − 2/3π = π/3 + 2αmax. (4.52)

Nous vérifions que toutes les rayons X (Π0(M), Π1(M) et Π2(M)) passant par un point
quelconque M dans le domaine d’objet coupent la trajectoire de la source des rayons X
(Πss0, Πss1 et Πss2) voir la figure 4.17.(b). Les projections nécessaires pour reconstruire
le point M comme la condition de Noo (voir la condition 2) sont acquises. Afin de
réduire la redondance des données, nous prenons en compte toutes les projections ensemble
des deux ou trois acquisitions. Autrement dit, les projections manquantes dans une
acquisition sont acquises dans une autre. Afin d’appliquer les algorithmes analytiques
(voir l’eq.4.13) s’appuyant sur la transformée de Hilbert, il faut réarranger les projections
d’une acquisition à l’autre. C’est compliqué en pratique et cela entrâıne certaines erreurs
d’interpolation. Un autre moyen plus simple est d’utiliser des algorithmes itératifs. Nous
exposons dans la suite les algorithmes itératifs de moindres carrés (MC). C’est aussi un
moyen naturel de traiter la redondance résiduelle présente dans les données.

IV.2.3 Les algorithmes itératifs de super-short-scan sur multi-
ples cercles

Nous considérons la reconstruction comme un problème d’optimisation et nous utilisons
un modèle direct linéaire (voir l’eq.2.88) en tomographie 2D en géométrie éventail

g = Hf + ε, (4.53)
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(a) Short-scan

(b) Super-short-scan

Figure 4.17 – Illustration schématique des short-scans (a) et super-short-scans (b) sur
trois cercles. Toutes les projections passant par un point quelconque M dans le domaine
d’objet coupe la trajectoire de la source des rayons X (|Π0(M)|+ |Π1(M)|+ |Π2(M)| = π).

où les matrices du système H sont décrites respectivement dans la suite pour deux ou
trois balayages,

H =

[
H0

H1

]
ou H =

H0

H1

H2

 (4.54)
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avec H0 la matrice du système de l’acquisition Q1, H1 pour Q2 dans le cas de deux
balayages voir figure 4.16 et H0 la matrice du système de l’acquisition Q0, H1 pour Q1

et H2 pour Q2 dans l’acquisition utilisant trois balayages décrits sur la figure 4.17. La
reconstruction de l’image f est obtenue dans la suite en minimisant la fonction de coût
J(f) qui est définie ci-dessous :

J(f) = ‖g −Hf‖2/2, (4.55)

f̂ = arg min
f

J(f). (4.56)

Le critère étant quadratique de grande taille, nous utilisons un simple algorithme de
descente selon des directions basés sur le gradient afin de trouver le minimum du critère
ci-dessus. Le choix d’un simple critère des moindres carrés non régularisés vient du fait
que le niveau de bruit est très faible et que le nombre de projection est relativement
important. L’image f est estimée ci-dessous par un algorithme de gradient conjugué. Le
gradient ∇J(f) de la fonction de coût J(f) est calculé de la manière suivante :

∇J(f) =
∑
j∈J

Ht
j(Hjf − gj), (4.57)

où J = 1, 2 pour deux jeux des données et J = 0, 1, 2 pour trois jeux des données. gj est
le jeux des données de Qj, j=0, 1 et 2. εc et Kmax sont définis comme l’algorithme 1.

Algorithme 4 L’algorithme de gradient conjugué pour une reconstruction avec les pro-
jections sur multiples cercles.

Initialisation :
f0, d0 = −∇J(f0) (voir l’eq.4.57);
k ← 0;
r

(k)
δf = 1;

while r
(k)
δf > εc&k < Kmax do

calculer ν(k) en utilisant l’eq.4.54 :

ν(k) = −(d(k))t∇J(f (k))

(d(k))tHtHd(k)
, (4.58)

mettre à jour f (k+1) : f (k+1) = f (k) + ν(k)d(k),
évaluer ∇J(f (k+1)) utilisant l’équation (4.57),

évaluer τ (k+1) : τ (k+1) = (∇J(f (k+1)))t(∇J(f (k+1))−∇J(f (k)))

‖∇J(f (k))‖2 ,

mettre à jour d(k+1) : d(k+1) = −∇J(f (k+1)) + τ (k+1)d(k),

évaluer r
(k+1)
δf , r

(k+1)
δf = ‖J(f (k+1))−J(f (k))‖

‖J(f (k))‖
k ← k + 1.

end while

Afin de valider les super-short-scans proposés sur deux et trois cercles, nous montrons
dans la suite des images reconstruites à partir des données simulées.
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IV.2.4 Validation de l’algorithme des super-short-scans sur mul-
tiples cercles

Afin d’avoir des données simulées les plus proches des données réelles que nous
présenterons dans le chapitre V, nous utilisons la même géométrie d’acquisition que celle
du scanner à rayons X divergents dentaire CS 9000 de Carestream Dental. Nous générons
les données en utilisant notre modèle direct décrit dans l’eq.2.45. De plus nous avons
ajouté un bruit gaussien additif dont la variance σ2

i est dépendante du nombre des photons
X reçus yi, σi = 0, 01 ∗ yi, i=1, 2, ..., M. De cette manière, on approche une statistique de
bruit poissonnienne. Deux fantômes (Shepp-Logan étiré horizontalement et une mâchoire
simulée) sont utilisés dans nos simulations voir la figure 4.18. La liste des paramètres
d’acquisition est donnée dans le tableau 4.1.

(a) Shepp-Logan modifié (étiré) (b) mâchoire simulée

Figure 4.18 – Deux fantômes : (a) Shepp-Logan modifié et étiré horizontalement (b) une
mâchoire simulée.

Le fantôme de la mâchoire est composé de trois matériaux : les tissus, les dents et
les implants dentaires métalliques, dont les CALs sont respectivement 0,02, 0,06 et 0,3
mm−1 voir la figure 4.18.(b).

Nous appliquons un projecteur pour générer les données simulées sans bruit. Afin
de tester si la reconstruction est stable à partir des projections des super-short-scans,
nous ajoutons un bruit gaussien dans les données simulées. Pour voir les limitations
de la réduction du nombre de projections, nous avons choisi de reconstruire avec des
données plus petites que les conditions données par le super short scan |Πssi| − 2ε, i =
1, 2 ou 0, 1, 2 pour voir si une reconstruction relativement stable est obtenue. ε représente
ici un très petit angle ( angle entre deux projections successives). Les super-short-scans
“tronquées” sont appelés dans la suite “ SS−-scans ”. Nous exposons dans la suite les
images reconstruites par notre algorithme de gradient conjugué à partir des données de
différents modes d’acquisition.

Le fantôme Shepp-Logan ne peut pas être reconstruit avec les projections d’une seule
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Tableau 4.1 – Les principaux paramètres géométriques du scanner CS9000 et des deux
fantômes simulés.

Paramètres
Distance source-centre de rotation R 440 mm

Distance source-détecteur D 690 mm
Nombre de projections (360 °“ full-scan ”) 360

Nombre de cellules détectrices 680
Taille d’une cellule détectrice 120 µm

Champ de vue (FOV) 52× 52mm2

Fantômes
Shepp-Logan

Définition fantôme (fonction Matlab)
Domaine d’objet Ω ellipse

Taille 72× 24mm2

Taille de voxel 200 µm
Dimension d’image 384× 384

Mâchoire simulée
Définition voir la figure 4.18

Domaine d’objet Ω triangle équilatéral
Taille d’un coté du triangle 90 mm

Taille de voxel 200 µm
Dimension d’image 540× 540

acquisition Q1 ou Q2. D’après la méthode VFB et la méthode de DBP avec filtrage de
Hilbert, la zone d’intérêt maximale est délimitée par une ligne pointillée jaune. Cette
zone est théoriquement reconstruite de manière exacte par les algorithmes analytiques
(voir les eqs.4.13, 4.27 et 4.31 ). Mais nous pouvons reconstruire les zones d’intersection
du champ de vue et du domaine d’objet de la qualité comparable avec la zone d’intérêt
(voir les lignes pointillées rouges sur les figures 4.19.(a)-(d)) avec la méthode itérative MC
comme la méthode OS-EM [7]. Le mode d’acquisition de VFB et nos super-short-scan sur
deux cercles nous permettent tous d’obtenir une reconstruction stable et exacte de Shepp-
Logan voir les figures 4.19.(e)-(h). Mais nos super-short-scans sont plus courts que ceux
de VFB. En effet, le débattement angulaire de l’approche VFB est 184° contre 154° pour
notre trajectoire soit une réduction de 16, 8%. Nous observons expérimentalement que
nos super-short-scans correspondent aux trajectoires minimales de la source des rayons X
permettant de reconstruire le fantôme Shepp-Logan exactement voir les figures 4.19.(g) et
(h). Des artefacts sur les bords du fantôme apparaissent lorsque l’on réduit le nombre de
projetions au-delà des conditions de reconstruction (approche SS−-scan voire les figures
4.19.(i) et (j)). Les erreurs de reconstruction sont vues plus clairement lorsque on trace
le profile suivant la ligne jaune dans la figure 4.19.(a) voir la figure 4.20.

Dans le cas de la mâchoire simulée, les super-short-scans proposés sur trois cercles
permettent de reconstruire exactement la mâchoire entière comme les “ short-scans ”
voir les figures 4.21.(a)-(d). Mais ils nécessitent beaucoup moins de projections que les
“ short-scan ”. Grâce aux super-short-scans, le nombre des projections des “ short-
scan ” peut être réduit de 35, 8%. Des artefacts directionnels apparaissent lorsque on
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(a) Q1 (b) Q1

(c) Q2 (d) Q2

(e) R-scan (f) R-scan

(g) SS-scan (h) SS-scan

(i) SS−-scan (j) SS−-scan

Figure 4.19 – Images reconstruites de Shepp-Logan modifié à partir des données sans bruit
(colonne gauche) et des données bruitées (colonne droite) par la méthode itérative MC.
La fenêtre d’affichage est [0.1 0.3].

diminue même très faiblement le nombre des projections voir les figure 4.21.(e) et (f).
On remarque encore une fois que la présence d’objets métallique exacerbe les artefacts
dans les reconstructions. Comme on pouvait le prévoir, il n’est pas possible de réduire les
trajectoires super-short-scans sans introduire des artefacts.
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(a) données sans bruit (b) données bruitées

Figure 4.20 – Profils des images reconstruites sur la ligne jaune solide dans la figure
4.19.(a) à partir des données sans bruit (a) et des données bruitées (b) de différents
modes d’acquisition.

(a) Short-scan (b) Short-scan

(c) SS-scan (d) SS-scan

IV.3 Nouveau mode d’acquisition : échantillonnage non
uniforme sur les angles de projections

Nous avons présenté les modes d’acquisition super-short-scan qui sont adaptés à une zone
d’intérêt (voir la figure 4.7). De manière analytique, nous devons respecter des conditions
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projections

(e) SS−-scan (f) SS−-scan

Figure 4.21 – Images reconstruites de la mâchoire simulée à partir des données sans
bruit (colonne gauche) et des données bruitées (colonne droite) des différents modes
d’acquisition. La fenêtre d’affichage est le [0.01 0.07].

d’échantillonnages drastiques pour reconstruire correctement les images. Dans le cadre de
reconstruction en utilisant des approches bayésiennes nous avons plus de souplesse. Par
exemple, quand nous avons une large zone homogène dans l’image, elle ne contient pas
beaucoup d’information. Elle est représentée uniquement par des basses fréquences dans
le domaine de Fourier. On peut donc dans ce cas avoir un échantillonnage qui ne respecte
plus les critères classiques sans détériorer fortement la qualité des reconstructions.

Par contre, une zone fortement contrastée contient toutes les fréquences. Elle nécessite
plus de projections pour obtenir une même qualité d’image qu’une zone homogène. En
effet, en géométrie parallèle l’échantillonnage est plus dense dans la zone des basses
fréquences que dans la zone des hautes fréquences voir la figure 4.22. Nous proposons
donc un nouveau mode d’acquisition avec la trajectoire adaptée aux différentes zones
d’objet (les zones homogènes et les zones contrastes).

Figure 4.22 – Illustration schématique des projections parallèles dans le domaine d’espace
et les échantillons associés dans le domaine de Fourier. Le carré virtuel est la zone des
basses fréquences et le carré pointillé indique une zone des hautes fréquences.

En imagerie dentaire, nous trouvons des zones homogènes, par exemple la cavité orale
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(a) (b)

Figure 4.23 – (a) Classification des zones d’une image du patient : une zone homogène et
moins intéressante (ellipse jaune) et des zones contrastées et plus intéressantes (mâchoire
dans l’ellipse rouge) et (b) image simplifiée du patient en deux zones.

(voir l’ellipse noire dans la figure 4.1.(a)). Et les zones d’intérêts contrastés correspondent
aux dents. La zone derrière la cavité orale est moins intéressante par rapport à la mâchoire
car nous nous intéressons à l’état des dents et les tissus autour des dents voir la figure
4.23.(a). Nous pouvons avoir dans ces zones une résolution effective moins importante.
Nous classifions alors des images dentaires en deux zones : une zone homogène ou moins
intéressante et une zone contraste ou plus intéressant voir la figure 4.23.(b).

Dans le domaine de Fourier, la fréquence de la zone homogène est uniforme et
indépendant de la position angulaire voir la figure 4.24.(b). Par contre, la transformée
de Fourier d’une mâchoire simplifiée montre que le contenu fréquentiel est anisotrope.
L’énergie est plus importante pour les coefficients verticaux par rapport au coefficient
horizontaux voir la figure 4.24.(d). D’après la relation de domaine spatial et le domaine
de Radon (voir la figure 2.1) et le théorème de coupe de projection (voir le théorème 1),
nous devons échantillonner plus finement autour de l’axe horizontal qu’autour de l’axe
vertical.

Les considérations ci-dessus sont valides uniquement pour la géométrie parallèle, dans
le cas de la géométrie en éventail, il faut aussi tenir compte du grossissement. La figure
4.25 illustre ce phénomène : il y a trois rayons X passant par le cercle 1 plus proche de la
source des rayons X et un seule rayon X traversant le cercle 2 de la même taille. Il faut
alors plus de projections lorsque la source est proche à la zone d’intérêt pour avoir plus
de mesures de la zone d’intérêt.

Nous proposons donc un nouveau mode d’acquisition d’échantillonnage angulaire vari-
ant ce qui est adapté à différentes zones d’image (voir la figure 4.23.(b)). Nous faisons
1, 1 ∼ 2 fois plus de projections dans la zone des fréquences plus denses et des zones
intéressantes (zone ’+’), 40% ∼ 60% de projections dans la zone des fréquences parci-
monieuses (zone ’-’) et la même de projections pour les zones restantes par rapport à
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projections

(a) Domaine d’espace (f) (b) Domaine de Fourier (log10( |f̂ |
|f̂ |max

))

(b) Domaine d’espace (f) (d) Domaine de Fourier (log10( |f̂ |
|f̂ |max

))

Figure 4.24 – La zone homogène (la première ligne) et la zone contrastée (la deuxième
ligne) d’image simplifié du patient et leurs transformées de Fourier.

l’échantillonnage angulaire uniforme voir la figure 4.24.(d). Il permet de non seulement
réduire le nombre des projections lors de la source des rayons X proche des zone homogènes
et moins intéressantes sans perte de la résolution des zones contrastes et plus intéressantes
(voir la figure 4.27), mais aussi améliorer la résolution des zones intéressantes en fixant le
nombre des projections (voir la figure 4.30).

Nous utilisons dans la suite un fantôme 2D de bouche auquelle nous avons ajouter des
ellipses parallèles (voir la figure 4.26.(a)). Ces ellipses permettent d’ajouter des détails plus
hautes fréquences dans notre fantome afin de mieux évaluer notre approche. Lorsque l’on
calcule la transformée de Fourier 2D de la zone d’intéret inscrit dans le rectangle rouge de
la figure 4.26.(a)) on obtient l’image de la figure 4.26.(b). On observe sur cette figure qu’il
y a des zones ou les valeurs de la transformée de Fourier sont très faibles (zones indiquées
par des doubles flèches blanches voir la figure 4.26.(b)). Nous appelons ces zones “ les zones
moins sensibles ”. Les zones basses fréquences sont plus échantillonnées que celles hautes
fréquences dans le domaine de Fourier, voir la figure 4.22. Nous pouvons donc réduire
le nombre des projections correspondantes aux zones indiquée (voir la figure 4.26.(b)) en
gardant un échantillonnage suffisant dans les zones basses fréquences, voir la figure 4.27.
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Figure 4.25 – Illustration d’échantillonnage des mesures d’une zone d’intérêt dépendant
de la distance entre la source des rayons X et la zone d’intérêt en tomographie par rayons
divergents. Les segments en gras indiquent les rayons X passant les cercles virtuels 1 et
2.

Nous employons dans la suite la méthode de moindres carrés avec régularisation dans le
cadre bayésien pour la reconstruction d’image décrite dans la partie III.4.5. Les positions
angulaires de la source de rayons X proche de la zone homogène peuvent être aussi réduites
car les informations a priori utilisées peuvent compenser le manque d’informations présent
dans les projections.

La configuration du système de scanner utilisé est donnée dans le tableau 3.1. Pour
réduire le nombre de projections, nous appliquons dans la suite deux modes d’acquisition
: sous-échantillonnage angulaire uniforme (moitié des projections de “ full-scan ”) et sous-
échantillonnage angulaire variant voir la figure 4.27. La qualité de l’image reconstruite à
droite est comparable avec celle de gauche (voir les figures 4.28.(a) et (b) et 4.29.(a) et
.(b)). La reconstruction avec un échantillonnage non uniforme a été réalisé avec 28% de
projections en moins (64/229).

Alors le mode d’acquisition utilisant un sous échantillonnage adaptatif permet de
reconstruire des images qualités similaires en réduisant le nombre de projections (28% de
moins). On peut aussi à nombre de projections fixé améliorer la résolution de l’image.
Pour cela, nous augmentons le nombre des projections correspondant aux zones sensibles
dans le domaine de Fourier et le diminuons dans les zones moins sensibles voir la figure
4.30. En imagerie dentaire, les dentistes s’intéressent souvent seulement à la zone des
dents malades. Cette zone doit être reconstruite de bonne résolution, par contre, la
basse résolution des autres zones peut être acceptée. Donc nous considérons dans la suite
une zone intéressante voir ellipse rouge de la figure 4.30. Un schéma d’échantillonnage
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Nouveau mode d’acquisition : échantillonnage non uniforme sur les angles de
projections

(a) Domaine d’espace (b) Domaine de Fourier

Figure 4.26 – (a) Le fantôme 2D de bouche et (b) le log10 de la transformée de Fourier
des dents et ellipses contrastes dans le rectangle rouge (a). Les lignes jaunes décrivent
les profils utilisés dans la suite dans (a). Les hautes fréquences des dents et ellipses dans
le rectangle rouge (voir (a)) sont plus creuses dans les zones angulaires indiquées par les
flèches blanches doubles courbes qu’ailleurs dans (b).

Figure 4.27 – Illustration schématique de sous-échantillonnage angulaire uniforme et de
sous-échantillonnage angulaire variant pour réduire le nombre des projections. Le pour-
centage des projections dans les zones A, B, C et D sont respectivement 150%, 60%,40%
et 100% par rapport à l’échantillonnage angulaire uniforme.

angulaire adaptatif à la zone intéressante est présenté dans la figure 4.30. Nous comparons
ci-dessous les deux modes d’acquisition dans le cas de très faible nombre des projections
(un cinquième des projections de “ full-scan ”). Les ellipses dans la zone intéressante
sont mieux contrastées, dans le cas de sous-échantillonnage angulaire non-uniforme voir
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(a) Uniforme (b) Variant

Figure 4.28 – Les images reconstruites par la méthode de moindres carrés avec
régularisation (λ = 100) à partir de l’acquisition de sous-échantillonnages angulaires uni-
formes (229 projections) et de l’acquisition de sous-échantillonnages angulaires variants
(165 projections). La fenêtre d’affichage est le [-0,01 0,05]. Les zooms d’image dans les
rectangles rouges virtuels sont donnés respectivement en haut et en bas à droite sous la
fenêtre d’affichage [0.03 0.05].

(a) Profil 1 (b) Profil 2

Figure 4.29 – Les profils sur les lignes jaunes p1 (a) et p2 (b) dans la figure 4.26.(a).

les figures 4.31.(b) et 4.31.(a). Lorsque nous traçons les profils p1 et p2 (voir la figure
4.26.(a)), nous constatons que la variation entre les ellipses et inter-ellipses dans la zone
intéressante est plus importante relativement dans le cas de sous-échantillonnage angulaire
adaptatif que celui uniforme voir la figure 4.32.(a) et ceux sur p2 de deux modes sont
similaires voir la figure 4.32.(b).
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Nouveau mode d’acquisition : échantillonnage non uniforme sur les angles de
projections

Figure 4.30 – Illustration schématique de sous-échantillonnage angulaire uniforme et
de sous-échantillonnage angulaire variant avec le même nombre des projections pour
améliorer la résolution de la zone d’intérêt (ellipse rouge). le première possède 166, 7% des
projections dans la zone angulaire intéressante A, 100% des projections dans la zone B et
80% des projections dans les zones angulaires moins sensibles C par rapport au dernier.

(a) full-scan (b) Uniforme-92P (c) Variant-92P

Figure 4.31 – Les images reconstruites par la méthode de moindres carrés avec
régularisation (λ = 100) à partir des projections de “ full-scan ” (a), de très faible
nombre des projections (92 soit un cinquième des projections de “ full-scan ”) (b) de
sous-échantillonnages angulaires uniformes et de sous-échantillonnages angulaires vari-
ants (c). La fenêtre d’affichage est le [0,01 0,06]. Les zooms d’image dans les rectangles
rouges virtuels sont donnés respectivement en haut et en bas à droite sous la fenêtre
d’affichage [0.03 0.05].
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(a) Profil 1 (b) Profil 2

Figure 4.32 – Les profils sur les lignes jaunes p1 (a) et p2 (b) des images reconstruites
(voir les figures 4.31.(a) et .(b)) dans la figure 4.26.(a).
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V
Evaluation des méthodes MAR et de
réduction de la dose proposées sur les

données réelles

V.1 Introduction

La confrontation des résultats sur données réelles nous ont fréquemment guidé lors de
notre travail. Par conséquent, nous avons choisi dans cette thèse d’accorder une place
importante aux résultats expérimentaux. Nous allons voir en quoi les approches que nous
avons proposées que ce soit sur la réduction des artefacts métalliques ou sur la réduction
de la dose transmise aux patients, sont pertinentes sur données réelles.

D’abord, nous évaluons les méthodes MAR proposées basées sur correction du dur-
cissement et du diffusé. Ensuite nous validerons les performances des algorithmes itératifs
de super-short-scans en utilisant des trajectoires circulaires multiples (trois cercles). En-
fin, nous testons le nouveau mode d’acquisition d’échantillonnage angulaire adapté sur les
données expérimentales d’un crâne et sur des données patient.

V.2 Choix des fantômes expérimentaux et configuration
des systèmes d’acquisition

V.2.1 Définition des fantômes expérimentaux

Afin de valider nos méthode, nous avons décidé de tester nos approches sur des fantômes
de complexité croissante. Tout d’abord nous allons imager un guide dentaire placé dans
cylindre d’eau afin de simuler le diffusé causé par la tête du patient. Il faut noter que la
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V.2.2 - Configuration des systèmes de mesure

reconstruction des guides à un intérêt clinique. En effet, les guides sont fabriqués à l’aide
d’une empreinte de la mâchoire. Il faut ensuite faire une reconstruction tomographique
du guide seul. On fait enfin une acquisition du guide dans la bouche du patient pour
définir son positionnement adéquat.

Le deuxième fantôme est composé d’une mâchoire synthétique où nous avons pu
ajouter des parties métalliques afin de simuler les implants métalliques causant des arte-
facts.

Enfin le dernier fantôme est un crâne anthropomorphique. Ces données se rapprochent
d’un patient car le crâne sec a été rempli de matière plastique simulant les tissus mous
présents dans un patient. Afin de provoquer des artefacts métalliques, nous avons collé à
la surface du fantôme des pièces métalliques.

V.2.2 Configuration des systèmes de mesure

Nous avons effectué des mesures à l’aide de systèmes commerciaux, les scanners CS 9300 et
CS 9000. Le système CS 9300 est la tomodensitométrie à faisceaux coniques. Il est multi-
modalité en combinant l’imagerie 3D sur champs d’examen multiple : la panoramique, un
module céphalométrique et surtout le grand champ de vue voir la figure 5.2.(a). Il nous
permet d’acquérir des projections 2D de grand champ de vue comme la mâchoire et le
crâne. De plus l’acquisition peut se faire sur 360°avec un détecteur numérique plat voir
la figure 5.2.(b).

Le système CS 9000 nous permet de reconstruire un champ d’examen 3D focalisé de
haute résolution (jusqu’à 75 microns) et la panoramique avec un capteur dédié. Le champ
de vue de CS 9000 est moins grand que celui de CS 9300, afin de reconstruire un guide
entier plus grand que le champ de vue, il nécessite trois acquisitions successives. Nous
montrons dans la suite un schéma d’acquisition de CS 9000 voir la figure 5.2.(b).

Des caractéristiques techniques importantes des systèmes CS 9300 et CS 9000 sont
rassemblées dans le tableau 5.1.

(a) le guide (b) la mâchoire (c) le crane

Figure 5.1 – Fantômes expérimentaux un guide maxillaire, la mâchoire et le crâne.
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(a) (b)

Figure 5.2 – Scanner CS 9300 (a) et schéma d’acquisition CS 9000 (b). Trois acquisitions
successives Qi sont nécessaires pour reconstruire un grand champ de vue avec CS 9000,
i=0, 1, et 2.

Spécification CS 9300 CS 9000
Champ de vue ajustable de 5x5 cm2 à 17x13,5 cm2 5x3,75 cm2

Mode de générateur des rayons X continu et pulsé pulsé
Durée d’acquisition 12-20 s, 28 s (mode pulsé) 10,8s

Distance source-centre de rotation 43,5 cm 44,0 cm
Distance source-détecteur 61,7 cm 69,0 cm

Taille de voxel 90, 180, 200, 300 et 500 µm 76 à 200 µm
Tension du tube 60-90 kV 60-90 kV
Intensité du tube 2-15 mA 2-15 mA

Tableau 5.1 – Caractéristiques techniques important du système CS 9300 et CS 9000.

V.3 Méthodes de réduction des artefacts métalliques

Dans cette partie, nous allons évaluer les performances de nos approches. On commencera
par les approches de correction de durcissement de spectre, puis nous évaluerons les ap-
proches de correction de diffusé. Nous allons comparer nos approches avec l’algorithme
NMAR. Cette approche n’utilise pas de notions physique, mais elle donne de très bon
résultats sur données réelles. En effet, comme elle n’introduit pas de modélisation
physique, elle est très robuste à la complexité de la physique que l’on trouve dans les
données réelles.

En ce qui concerne l’évaluation de la réduction des artefacts métalliques, nous allons
nous affranchir des problèmes de données tronquées en utilisant le système d’acquisition
grand champ CS 9300. De plus nous allons utiliser les fantômes mâchoire et crâne qui
possèdent des parties métalliques.

Nous exposons dans la suite les méthodes MAR basées sur la correction du durcisse-
ment et du diffusé.
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V.3.1 - Méthode de réduction d’artefacts métalliques basée sur la correction du
durcissement

V.3.1 Méthode de réduction d’artefacts métalliques basée sur
la correction du durcissement

Notre méthode MAR basée sur la correction du durcissement se décompose en deux étapes
: la correction du durcissement sur les données, puis la reconstruction tomographique en
utilisant une approche des moindres carrés pondérés.

V.3.1.1 Correction du durcissement

Nous avons appliqués notre approche de corrections (voir la sous-section III.4.3 dans le
chapitre III) sur les données réelles de la mâchoire et du crâne.

Rappelons tout d’abord les principales étapes de notre approche voir la figure 3.35.

1. Première reconstruction analytique (algorithme FBP), on obtient ainsi un premier
estimateur f̂0. On peut voir les résultats sur les fantômes mâchoire et crâne sur les
figures 5.4.(a) et 5.5.(a).

2. Segmentation de la première reconstruction avec la méthode d’Otsu [102] et [103]
afin d’identifier le support du métal Bmetal.

3. Calcul de la longueur de métal traversé en utilisant notre projecteur HBmetal.

4. Estimation de la non-linéarité du au durcissement de spectre voir la figure 5.3.

5. Correction des données en utilisant l’eq.3.65.

6. Reconstruction des données corrigées en minimisant un moindre carrés pondérés
avec régularisation dont la fonction de coût est donnée par l’eq.3.71.

Pour ce qui est de l’identification de la non linéarité introduite par le métal, le cas
du crâne est particulièrement difficile. En effet, nous avons ajoutés des vis creuses à la
surface du crâne. Le problème est que le trou au milieu des vis est difficile à segmenter
à cause des artefacts de durcissement de spectre. On peut voir sur la figure 5.3.(b) que
cette mauvaise segmentation implique que les points se sépare en deux nuages. Les points
sur le nuage inférieur correspondent aux faisceaux des rayons X traversant le milieu de
la vis (passant par le trou de la vis) et ceux du nuage supérieur correspondent aux rayon
traversant uniquement du métal. Nous séparons alors les points de mesures en deux
groupes suivant la droite dont la pente est la moyenne des valeurs reconstruites du métal.
Les points de mesures proches de cette ligne ne sont pas pris en compte pour estimer
la courbe polychromatique. Puis nous estimons deux courbes polychromatiques voir la
figure 5.3.(b). Nous avons bien sûr utilisés la courbe de la partie supérieure pour effectuer
notre correction.

Dans un premier temps, afin d’identifier l’apport de notre approche de correction nous
avons reconstruit les données corrigées avec une approche analytique de type FBP (voir
figs 5.4 5.5). En comparant les images FBP de la mâchoire 5.4.(a) et 5.4.(b) et également
celles du crâne 5.5.(a) et 5.5.(b), nous voyons que les artefacts métalliques d’alignement
sont réduits. En effet, la non-linéarité dû au durcissement est partiellement corrigée par
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(a) Mâchoire

(b) crâne

Figure 5.3 – Estimation de la courbe polychromatique du métal en fonction de la longueur
d’intersection des faisceaux des rayons X avec le métal par ajustement des données de
moindres carrés non-linéaire (voir l’eq.3.61).

notre méthode de correction du durcissement. De plus, les autres phénomènes de diffusé et
de volume partiel ne sont pas pris en compte ce qui peut expliquer la présence d’artefacts
résiduels. Enfin, la correction n’est pas parfaite et peut même introduire de nouveaux
artefacts.

Nous comparons aussi ces résultats avec ceux de correction et reconstruction par un
algorithme FBP avec l’algorithme NMAR qui est très performant dans ce contexte (voir
les figures 5.6 et 5.8). On observe que la plupart des artefacts métalliques sont éliminés
par l’approche NMAR, par contre la qualité des images issues de notre approche est
moins bonne, il reste des certaines stries noires et blanches voir les figures 5.6 et 5.8. On
remarque aussi que l’approche NMAR introduit de nouvel artefact ce qui est clairement
visible sur le profil p1 (voir la figure de la mâchoire 5.7). De plus il fait disparâıtre certaines
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durcissement

(a) Original (b) BHC

(c) Original (d) BHC (e) Différence (b)-(a)

Figure 5.4 – Images reconstruites par FBP à partir des données originales (a) et celles
de correction du durcissement (b) et leurs différence (c). Les zooms (voir la rectangle
virtuel rouge (a)) des images sur la première ligne sont présentées sur la deuxième ligne.
La fenêtre d’affichage de (a) et (b) est le [-0,01 0,07] et celle de (c) est le [-0,01 0,01].

structures fines comme la petite fissure (voir les coins droits en haut des images de la
mâchoire 5.4.(a) et 5.6.(a) et .(b).). L’approche NMAR permet de tenir compte de tous
les phénomènes physique, comme elle remplace les projections, par contre l’interpolation
peut introduire de nouveaux artefacts et peut limiter la résolution de certaines structures
de l’image proches des zones métalliques. Nous faisons le même type d’observation sur le
bord maxillaire dans l’image du crâne 5.8.(c) et .(d). Ce type de défaut n’est pas présent
dans notre approche mais le niveau d’artefacts est plus important dans notre approche.
Dans notre approche, les stries noires et blanches restants dans l’image de BHC sont dus
aux erreurs de correction importantes et la discontinuité des données corrigées. Comme
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(a) Sans correction (b) BHC

(c) Sans correction (d) BHC (e) Différence (b)-(a)

Figure 5.5 – Images du crâne reconstruites par FBP à partir des données originales (a)
et celles avec correction du durcissement (b) et leurs différence (c). Les zooms (voir
le rectangle virtuel rouge (a)) des images sur la première ligne sont présentées sur la
deuxième ligne. La fenêtre d’affichage de (a) et (b) est le [-0,01 0,07] et celle de (c) est le
[-0,02 0,02].

il y a des erreurs de correction du durcissement et que nous savons que ces erreurs sont
souvent dues à des erreurs de segmentation, nous avons pris en compte ces informations
au travers d’une matrice de pondération décrite dans la partie III.4.5.1 Chapitre III. Cette
matrice permet de réduire le poids des données qui ont été corrigées, de plus nous avons
attribué une confiance moins forte aux données passant par le bord des objets métalliques.
Cette approche permet de réduire les artefacts résiduels voir la figure 5.9.

Nous présentons dans la suite les résultats de reconstruction PWLS sur les données
de la mâchoire et du crâne.
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durcissement

(a) BHC (b) BHC

(c) NMAR (d) NMAR

Figure 5.6 – Images de réduction des artefacts métalliques utilisant notre approche de
correction (a), utilisant l’approche NMAR (c). Les zooms (voir le grand rectangle virtuel
rouge dans la figure 5.4.(a)) des images de la colonne gauche sont présentés dans la colonne
droite. Les fenêtres d’affichage de la colonne gauche et droite sont respectivement [-0,01
0,07] et [-0,01 0,09].

V.3.1.2 Reconstruction PWLS

Afin de réduire des stries noires et blanches dans l’image reconstruite par FBP après cor-
rection du durcissement du métal voir la figure 5.4, nous prenons en compte les erreurs de
correction relativement importantes dans la matrice de pondération. Elle est déterminée
par la variance des mesures (voir la figure 5.10.(a)) et les erreurs de pondération (voir
l’eq.3.70).

Nous constatons que les erreurs importantes de correction se trouvent principalement
sur la frontière entre le métal et les autres matériaux et les endroits les plus atténués.
Nous calculons une matrice liée aux erreurs de correction sur les données corrigées de la
mâchoire voir la figure 5.10.(b) en utilisant une fonction empirique (voir la figure 3.27) et
obtenons ci-dessous la matrice de pondération W voir la figure 5.10.(c). En comparant
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Figure 5.7 – Profile p1 des images reconstruites par FBP précédentes voir les figures 5.4
et 5.6. p1 est indiqué en ligne jaune dans la figure 5.4.(a).

les images de la mâchoire reconstruites par FBP et PWLS voir les figures 5.9.(a)-.(d), la
méthode PWLS permet de réduire les artefacts métalliques d’alignement car l’influence
des projections traversant le métal est minorée par la pondération. Elle peut également
lisser le nouvel artefact introduit par NMAR voir les profils sur p1 5.7 et 5.12. Mais elle
ne peut pas reconstruire correctement la fine fissure comme FBP car les informations de
cette fine fissure sont perdues dues à l’interpolation de NMAR. La reconstruction PWLS
des données de correction du durcissement permet d’éliminer les stries noires et blanches
restants dans l’image FBP voir la figure 5.6.(a) et .(b).

Dans le cas de la mâchoire, l’approche NMAR réussit à éliminer quasiment tous
les artefacts métalliques notamment les taches noires autour du métal, mais il intro-
duit de nouveaux artefacts et fait disparâıtre certaines structures très fines. Cela peut
être gênant pour une application en imagerie médicale notamment pour du diagnostique.
Notre méthode MAR basée sur la correction du durcissement permet d’éliminer toutes
les artefacts métalliques sauf une tache noire. Par contre elle n’introduit pas de nou-
veaux artefacts et préserve mieux les structures fines voir 5.11.(e) et .(f). La tache noire
restante entre deux petits cercles très proches peut être expliquée par le durcissement
des matériaux non métalliques qui n’est pas corrigée dans notre approche ou par la non
prise en compte du rayonnement diffusé. Nous exposons dans la suite la méthode MAR
permettant de corriger le rayonnement diffusé.

Pour ce qui des images du crâne nous avons comparé les reconstructions en utilisant
l’approche PWLS avec la même matrice de pondération pour les données non corrigées,
pour les données corrigées avec la méthode NMAR et pour des données corrigées avec
notre approche, afin d’avoir une image de référence facilement comparable, nous avons
reconstruit le fantôme du crâne sans éléments métalliques auquel nous avons rajoutés
artificiellement la segmentation du métal (voir les figures 5.13 (a) et (b)). Nous obtenons
sur ce fantôme les mêmes conclusions que sur la mâchoire. L’approche NMAR donne de
bon résultats mais introduit de nouveaux artefacts voir la flèche rouge et le bord maxillaire
sur la figure 5.13.(f). Notre méthode n’introduit pas ces erreurs mais on observe des taches
noires résiduelles.

Nous présentons dans la suite les images de réduction des artefacts métalliques as-
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V.3.2 - Méthode de réduction des artefacts métalliques basée sur la correction du
rayonnement diffusé

(a) BHC (b) BHC

(c) NMAR (d) NMAR

Figure 5.8 – Images du crâne de réduction des artefacts métalliques par BHC proposé (a)
et par NMAR (c). Les zooms (voir le grand rectangle virtuel rouge dans la figure 5.5.(a))
des images de la colonne gauche sont présentés dans la colonne droite. Les fenêtres
d’affichage de la colonne gauche et droite sont le [-0,01 0,07].

sociées à la correction de rayonnement diffusé ce qui est un de deux facteurs physiques
majeurs provoquant des artefacts métalliques.

V.3.2 Méthode de réduction des artefacts métalliques basée sur
la correction du rayonnement diffusé

Comme nous l’avons vu dans le chapitre III, nous avons réussi à développer une approche
permettant de réduire les artefacts métalliques liés à la présence de rayonnement diffusé.
Dans les simulations du chapitre III, nous avons pris en compte uniquement le rayon-
nement diffusé sans tenir compte de l’effet de durcissement de spectre. Évidement, ces
deux phénomènes sont présents dans les données réelles, nous avons donc un problème
supplémentaire à résoudre, c’est de séparer leurs contributions respectives. Ce problème
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(a) FBP (b) PWLS

(c) FBP (d) PWLS

(e) FBP (f) PWLS

Figure 5.9 – Les zooms des images de la mâchoire reconstruites par FBP et PWLS (voir
les figures 5.11.(a) et.(e)) avec les données originales (en haut) et celles de correction du
durcissement (en bas). La fenêtre d’affichage de toutes les images est le [-0,01 0,09].

de séparation est très difficile car les deux phénomènes entrâınent la même cause, c’est à
dire la sous-estimation de l’atténuation.
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V.3.2 - Méthode de réduction des artefacts métalliques basée sur la correction du
rayonnement diffusé

(a) Σ−1
ε (b) Wc

(c) W

Figure 5.10 – Détermination de la matrice de pondération W (c) dépendante de la variance
des mesures Σ−1

ε (a) et les erreurs de correction Wc (b).

Rappelons que notre approche repose sur l’estimation de rayonnement diffusé à par-
tir des mesures ne passant pas par l’objet et les rayons intégralement stoppés par une
atténuation trop forte de l’objet, en particulier lorsqu’il y a des alignements de par-
ties métalliques. Dans un premier temps, nous avons utilisé la procédure suivante pour
déterminer quand le niveau de photons détectés est uniquement dû au rayonnement diffusé
(c’est à dire que tout le rayonnement direct a été atténué).

1. Reconstruction initiale par la méthode FBP et segmentation du métal Bmetal et
projection du métal HBmetal.

2. Interpolation linéaire sur la trace du métal pour remplacer les projections du métal.

3. Extraction de la contribution du métal dans les mesures gmetal (voir l’eq.3.59) comme
pour la méthode de correction du durcissement.

4. Calcul de la corrélation corr(gmetal,HBmetal)) entre la contribution du métal gmetal

et la longueur parcourue du métal HBmetal sur les mesures ou un très faible nombres
de photons X sont détectés.

Lorsque cette corrélation est très faible (proche de zéro), les mesures concernées sont
indépendantes de la longueur parcourue dans le métal. Les photons X détectés donc
viennent principalement des rayonnements diffusés. Dans ce cas-là, nous appliquons di-
rectement notre méthode de correction.

Par contre, dans certains cas, nous avons une corrélation importante entre la longueur
de métal traversé et le nombre de photons mesurés. Dans ce cas nous devons séparer
les deux types des contributions pour retenir uniquement celles qui proviennent du ray-
onnement diffusé. Nous avons mis en place une approche heuristique pour essayer de
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(a) Sans correction (b) Sans correction

(c) NMAR (d) NMAR

(e) BHC (f) BHC

Figure 5.11 – Images de la mâchoire reconstruites par PWLS avec les données originales
(a), les données issues de NMAR (c) et les données de correction du durcissement (e).
Leurs zooms sont donnés dans la colonne à droite. Les fenêtres d’affichages de la colonne
de gauche et la colonne de droite sont respectivement le [-0,01 0,07] et [-0,01 0,09].

résoudre partiellement ce problème extrêmement complexe.

yd = (1− corr(gmetal,HBmetal)) · y (5.1)
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rayonnement diffusé

Figure 5.12 – Profil p1 (voir la figure 5.4.(a)) des images de la mâchoire reconstruites par
FBP et PWLS avec différentes données.

où y est le vecteur des nombres des photons X détectés par les pixels traitées et yd
représente le vecteur des nombres des photons X diffusés estimés reçus par les pixels
traités. L’avantage de cette approche c’est quand il n’y a pas de corrélation, cela revient
au cas précédent.

Nous étudions dans la suite deux cas typiques : le crâne avec deux grosses vis en métal,
où les rayonnement X sont bloqués dans les trajectoires les plus atténuées et la mâchoire
où aucun rayons X direct n’est complètement bloqués.

V.3.2.1 Cas de la reconstruction du crane

Nous collons deux grosses vis métalliques près de la mâchoire du fantôme crâne et dimin-
uons la tension du tube (75 kV valeur de tension du tube inférieure à la valeur nominale de
85 kV) pour que les faisceaux des rayons X soient moins durs et puissent être plus facile-
ment stoppés par le métal. Les données réelles sont acquis avec un scanner du système
CS 9300.

Afin de réduire l’influence de durcissement, nous corrigeons d’abord le durcissent dû

(a) Référence (b) Référence
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(c) Sans correction (d) Sans correction

(e) NMAR (f) NMAR

(g) BHC (h) BHC

Figure 5.13 – Images du crâne obtenu par PLWS en reconstruisant les données originales
(c), les données issues de NMAR (e) et les données corrigées du durcissement par notre
approche (g). Les images du crâne de référence sont présentées sur la première ligne.
Leurs zooms sont donnés dans la colonne à droite. Les fenêtres d’affichages des colonne
gauche et droite sont de [-0,01 0,07].
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rayonnement diffusé

Figure 5.14 – La distribution estimée des photons X diffusés.

au métal en utilisant la méthode de correction précédente car les faisceaux des rayons X
sont polychromatiques. Nous appliquons l’approche exposée ci dessus afin d’identifier les
points de mesures où le rayonnement direct a été entièrement atténué. Pour cela nous
testons que la mesure d’atténuation du métal est décorrélée de la longueur d’intersection
des rayons X avec le métal (corr(gmetal,HBmetal)) = 0, 01). Ce test est uniquement
effectué lorsque le nombre des photons X reçus par le détecteur est très faible (<= 200).

De plus, nous estimons le nombre de photons X diffusés sur le bord de détecteur
en utilisant l’équation 3.67 où les faisceaux de rayons X n’ont rien traversé. Les flux des
rayons X incidents I0 peuvent être estimés en utilisant une image de blanc (sans objet donc
“sans” rayonnement diffusé). Nous déterminons la distribution des rayonnements diffusés
en tous points en supposant qu’il est très basse fréquence. Pour se faire, nous utilisons
une interpolation cubique morceau par morceau (interpolation “ pchip ” en Matlab).
L’image estimée des photons X diffusés est représentée sur la figure 5.14. En comparant
les images reconstruites par FBP sans correction et la correction du durcissement, notre
méthode de correction du diffusé permet de réduire partiellement les artefacts métalliques
voir la figure 5.15. Notons que cette configuration avec une tension de tube faible amplifie
d’autant plus les artefacts métalliques. Il apparâıt qu’il y a des stries noires et blanches
à cause d’erreurs de correction importantes voir 5.15.(d). Il reste des taches noires qui
peuvent être provoquées par le durcissement de spectre non corrigé. En effet, lorsque les
rayons X traversent beaucoup de tissus ou beaucoup de dents et os, il y a de durcissement
de spectre que nous ne corrigeons pas avec notre approche (correction du durcissement
uniquement du au métal) voir la figure 5.15.(b).

Dans la seconde étape de notre méthode MAR, nous reconstruisons les données cor-
rigées des rayonnements diffusés en utilisant la méthode PWLS. Les erreurs de correction
sont pris en compte dans la reconstruction PWLS. Le déroulement de la méthode PWLS
est le même que celui de notre méthode MAR basée sur la correction du durcissement.
Nous montrons alors les images reconstruites PWLS sans correction, avec correction du
durcissement et du diffusé et l’approche NMAR. Les stries noires et blanches dans les im-
ages FBP sont éliminées dans la reconstruction PWLS voir les figures 5.15.(d) et 5.16.(d).
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(a) sans correction du diffusé (b) SC

(c) sans correction du diffusé (d) SC (e) différence

Figure 5.15 – Les images reconstruites par FBP : (a) sans correction, (b) avec correction
des rayonnements diffusé (b). Les zooms des images (voir le rectangle rouge (a)) sont
donnés sur la deuxième ligne : (e) est la différence entre (c) et (d) ((c)-(d)). La fenêtre
d’affichage de toutes les images est [-0,01 0,07].
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rayonnement diffusé

(a) Sans correction (b) Sans correction

(c) BHC (d) BHC

(e) NMAR (f) NMAR

Figure 5.16 – Images du crâne avec deux grosses vis métalliques reconstruites par PWLS
avec les données originales (a), celles de correction du durcissement (c) et celles de NMAR
(e). Leurs zooms sont donnés dans la colonne de droite.

Les taches noires sont également minimisées dans la reconstruction PWLS. En comparant
les images de PWLS avec correction du diffusé et celles de NMAR, le NMAR introduit de
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Figure 5.17 – Image a priori utilisée dans l’approche NMAR. Il y a des tissus mous qui
sont vus comme de l’air cette erreur de segmentation cause des artefacts (voir les flèches
rouges.)

nouveaux artefacts (voir la flèche rouge) car elle est sensible aux erreurs de segmentation
(voir la figure 5.17) et l’interpolation utilisée perd des informations utiles. Mais notre
MAR méthode qui repose sur la correction du diffusé n’entrâıne pas ou peu d’artefacts
supplémentaires. Par contre, il reste des taches noires près du métal ce qui peuvent être
produites par le durcissement des tissus très épais et des dents ou par l’effet de volume
partiel non-linéaire. Malgré nos efforts, on peut conclure que notre approche produit des
résultats de qualité inférieure à l’approche NMAR. Mais sur un problème très difficile
comme celui-ci nous ne sommes plus très loin. Il faudrait mettre en place une stratégie
plus robuste de séparation de composantes de durcissement et diffusé. En particulier,
on pourrait mettre en place une procédure faiblement itérative qui permettrait de mieux
estimer le rayonnement diffusé. Il y a en effet de grande chance que ce rayonnement soit
sous estimé car il est partiellement corrigé dans l’étape de correction du durcissement de
spectre.

V.3.2.2 Cas de la reconstruction de la mâchoire

Dans ce cas, l’estimation du rayonnement diffusé est très compliqué car le rayonnement
direct n’est jamais totalement bloqué. Lorsque le métal présent dans l’objet est de pe-
tite taille comme c’est le cas dans la mâchoire, les faisceaux de rayons X ne sont pas
complètement bloqués par le métal. Nous nous intéressons actuellement à la robustesse
de notre approche lorsque l’hypothèse de “ beam-stop ” n’est jamais satisfaite.

Nous reprenons les données réelles de la mâchoire acquises avec le scanner CS 9300. La
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Figure 5.18 – Estimation de la distribution des nombres de rayons X diffusés.

corrélation entre la mesure d’atténuation du métal et la longueur parcourue des rayons X
sur le métal est importante (corr(gmetal,HBmetal)) = 0, 81). Nous estimons le nombre de
photons X diffusés de manière empirique (voir l’eq.5.1). Nous considérons que le nombre
de photons X diffusés estimés sont relatives aux nombres des photons X diffusés autour
du métal voir la figure 5.18 et les retranchons aux nombres des photons X trouvés après
la correction du durcissement.

Nous comparons dans la suite les images reconstruites FBP sans correction et la cor-
rection du diffusé. Les artefacts métalliques d’alignement et la tache noire autour du
métal sont réduits grâce à la correction du diffusé voir la figure 5.19.(e). Comme pour
les images reconstruites par FBP, les images de la mâchoire reconstruites par PWLS avec
correction du diffusé sont légèrement supérieures à celle sans correction de diffusé voir les
images 5.20, notamment la tache entre deux cercles (voir la flèche bleue). Nous consta-
tons que le rayonnement diffusé estimé n’est pas très important. Comme la mâchoire est
plongé dans un cylindre d’eau et que nous avons un détecteur plan sans grille anti-diffusé,
il y a de grande chance que notre estimation du diffusée soit largement sous évaluée. Les
raisons de cette sous évaluation sont sans doute qu’une grosse partie du diffusé est corrigé
par l’approche de correction du durcissement de spectre. La tache noire entre deux cercles
peut être dominée par le durcissement des deux cercles conjointement mais celui du cercle
(non métal) n’est pas pris en compte dans notre méthode de correction du durcissement.

V.3.3 Conclusion

Nous avons évalué notre méthode MAR reposant sur la correction du durcissement et
du diffusé sur les données réelles de la mâchoire et du crâne. Notre méthode de correc-
tion du durcissement permet de réduire les artefacts du au durcissement du métal sans
connaissances de spectre de source des rayons X et les CALs des matériaux en fonction
de l’énergie des photons X. Elle est très utile lorsque ces connaissances a priori ne sont
pas disponibles ou très difficiles à avoir de manière précise. Sa limitation importante est
non prise en compte du durcissement des autres matériaux qui est souvent négligeable
relativement par rapport au celui du métal. Mais dans certain cas, il n’est pas négligeable
comme le crâne avec deux grosses vis.
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(a) BHC (b) BHC-SC

(c) BHC (d) BHC-SC (e) Différence (d)-(c)

Figure 5.19 – Images reconstruites de la mâchoire par FBP à partir des données de correc-
tion du durcissement (a) et celles de correction du durcissement et du diffusé (b). Leurs
zooms (voir la rectangle virtuel rouge (a)) sont présentés sur deuxième ligne. (e) est la
différence entre les deux zooms (c) et (d). La fenêtre d’affichage de (a) et (b) est le [-0,01
0,07], [-0,01 0,09] pour (c) et (d) et [-0,01 0,01] pour (e).

Notre méthode de correction du diffusé repose sur les mesures des nombres des photons
X où le rayonnement direct ne pouvant pas passer à travers le métal. Nous le testons dans
le cas du crâne avec deux grosses vis métalliques. Après soustraction des nombres de
photons X diffusés, les projections du métal sont très bruitées, ce qui entrâınent des stries
noires et blanches. Les résultats de notre correction du diffusé ne sont pas spectaculaires
comme ceux de notre méthode de correction du durcissement. En plus, Notre hypothèse
de “ beam-stop ” n’est pas toujours satisfaite lorsque le métal est de petite taille comme
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(a) BHC (b) BHC-SC

(c) BHC (d) BHC-SC (e) Différence (d)-(c)

Figure 5.20 – Images reconstruites de la mâchoire par PWLS à partir des données de
correction du durcissement (a) et celles de correction du durcissement et du diffusé (b).
Leurs zooms (voir la rectangle virtuel rouge 5.19.(a)) sont présentés sur deuxième ligne.
(e) est la différence de deux zooms (c) et (d). La fenêtre d’affichage de (a) et (b) est le
[-0,01 0,07], [-0,01 0,09] pour (c) et (d) et [-0,01 0,01] pour (e).

l’exemple de la mâchoire. Dans ce cas nous avons proposé une méthode empirique pour
estimer le nombre des photons X diffusé, mais qui n’est pas encore très satisfaisante.

De plus, notre méthode PWLS permet de prendre en compte des erreurs de correction
ce qui peuvent entrâıner des stries noires et blanches et réduire le bruit des images recon-
struites. En comparant nos méthodes MAR proposée associées avec le NMAR, l’avantage
principal est de ne pas introduire de nouveaux artefacts et sans perte des information
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utiles du bord ce qui sont inévitables dans le NMAR.

V.4 Application de l’algorithme super-short-scan dans le
cas des acquisitions multiples

Nous avons un scanner avec un détecteur de taille modérée comme le scanner CS 9000.
Dans ce cas là, les projections sont tronquées. Pour s’affranchir de ce problème de tomo-
graphie local et afin de reconstruire un plus grand champ de vue avec un détecteur de
taille modeste, nous faisons des acquisitions multiples suivant trois trajectoires circulaires.

Afin de réduire la dose délivrée au patient, nous avons adapté le mode de super-short-
scan [107] et [108] sur les acquisitions multiples et vérifié que la condition suffisante de Noo
(voir la condition 2) est satisfaite pour cette trajectoire particulière avec des projections
tronquées voir la section IV.2. L’étude des algorithmes de super-short-scan sur deux et
trois cercles a été menée sur les données simulées dans la section IV.2 chapitre IV. Nous
évaluons ici l’algorithme de super-short-scan sur le fantôme du guide. Nous avons choisi ce
fantôme car il ne possèdent pas de partie métallique provoquant des artefacts métalliques
qui font compliquer ce problème.

En pratique, les coordonnées de trois centres de rotation de l’acquisition ne sont
pas connus parfaitement. Nous estimons donc les coordonnées des trois centres de ro-
tation avant de faire la reconstruction. Nous proposons une méthode d’estimation de
déplacement des centres de rotation appuyant sur la corrélation des données de deux
acquisitions [115]. De plus, un outil d’estimation des centres de rotation a aussi été
développé chez Carestream Dental. Contrairement à notre approche où l’on compare
directement les données, l’approche de Carestream consiste à faire une première recon-
struction puis de décaler les images en utilisant la valeur théorique de déplacement,
et enfin de déterminer le meilleur décalage subpixellique en maximisant la corrélation.
Nous comparons ci-dessous les coordonnées estimées de deux centres de rotation par rap-
port à celle de l’acquisition centrée (Q0 voir la figure 5.21) avec notre méthode et avec
celles développée par Carestream Dental. Nous voyons dans le tableau que les approches

Coordonnée estimée (en pixel) Notre méthode [115] Carestream Dental
Acquisition Q1

x1 -100,75 -100.237
x2 -100 -100,777

Acquisition Q2

x1 -100,75 -100,811
x2 99,5 99,461

Tableau 5.2 – Les coordonnées relatives estimées de deux centres de rotation par rapport
à celle de l’acquisition centrée (Q0)

bien que très différentes donnent des résultats très similaires ce qui est rassurant sur la
justesse des valeurs obtenues. Afin de limiter au maximum les erreurs sur ces paramètres
géométrique, nous avons pris la moyenne de ces valeurs pour faire les reconstructions.

D’après l’estimation de configuration géométrique de scanner CS 90000, nous con-
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cevons un schéma de super-short-scan qui est similaire au schéma (voir la figure 4.17.(b))
traité dans le chapitre précédent voir la figure 5.21. Les débattements angulaires Π0, Π1

Figure 5.21 – Illustration schématique de notre super-short-scan Π0, Π1 et Π2 adaptés à
la configuration de système de CS 90000. Les trois centres de rotation des acquisitions
Q0, Q1 et Q2 sont respectivement O0, O1 et O2. Le domaine d’objet Ω est l’ensemble des
trois champ de vue en cyan.

et Π2 de trois acquisitions Q0, Q1 et Q2 sont calculés ci-dessous d’après le schéma de la
figure 5.21 :

Π0 = [3π/2 + β1 π + β0], (5.2)

Π1 = [π + β0 π/2], (5.3)

Π2 = [π/2 − (π/2− β1)], (5.4)

avec β0 = arcsin
|yO1
|

|O0O2| et β1 = arcsin
|xO0

|
|O0O1| . Le débattement angulaire total est de 2π,

nous avons besoin que d’un tiers projection par acquisition.
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(a) Full-scan (b) Short-scan

(c) SS-scan (d) SS−-scan (e) SS+-scan

Figure 5.22 – Les images reconstruites du guide par MC à partir de toutes les projections
de full-scan (a), de short-scan (b), de super-short-scan (c), de plus court que super-short-
scan (d) et de super-short-scan plus des projections supplémentaires (e). Toutes les images
sont affichées dans la fenêtre [-0,01 0,07].

Nous comparons à présent les images reconstruites à partir des toutes les projections
(3 full scan), les projections de “ short-scan ” et les projections de notre super-short-scan.
Nous utilisons simplement la méthode de reconstruction tomographique 3D itérative de
moindres carrés car les projections de notre super-short-scan sont suffisantes pour obtenir
une reconstruction stable. Nous présentons dans la suite uniquement une coupe horizon-
tale du volume qui est proche du plan médian et qui passe par la source de rayons X.
L’image de “ short-scan ” (200 projections par acquisition) a une qualité comparable avec
celle de full-scan (360 projections par acquisition). L’image de notre super-short-scan
est légèrement dégradée par rapport à celle du “ short-scan ”, mais cette reconstruction
nécessite seulement 120 projections en moyenne par acquisition. Le nombre de projec-
tions est donc diminué de 40% par rapport au ” short-scan ” et de 66, 7% par rapport
au “full-scan”. Enfin, nous avons effectué des reconstructions avec quelques projections
en moins que le super Short Scan (noté dans la suite “ SS−-scan ”), afin d’observer em-
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piriquement que la condition de Noo était bien une condition limite. Nous avons aussi
fait des reconstructions avec quelques projections en plus (noté dans la suite “ SS+-scan
”). On remarque qu’il y a des artefacts (voir les flèches bleues 5.22.(d)) qui apparaissent
lorsque nous réduisons un peu de nombre de projections par rapport au super-short-scan.
Cela confirme bien expérimentalement à un petit artefact de sous estimation près que la
condition de Noo est bien une condition limite. De même, lorsqu’on compare le super
short scan et SS+-scan, on s’aperçoit qu’il y a une petite zone (voir la flèche rouge 5.22.(c))
qui est sous-estimée dans l’image de super-short-scan. En fait, la tension et le courant
du générateur de rayons X ne sont pas stables entre deux acquisition, il y a donc une
fluctuation relativement importante qui peut explique ces artefacts.

V.5 Le nouveau mode d’acquisition d’échantillonnage an-
gulaire variant

Dans cette partie, nous n’utiliserons pas de fantômes possédants des parties métalliques.
En effet, l’analyse de la qualité de reconstruction est plus délicate dans ce cas et une plus
forte redondance dans les données est souvent souhaitable pour réduire l’effet des artefacts
métalliques. Nous évaluerons notre approche sur des données du crane mais sans pièce
métallique et sur des données acquises sur un patient.

Nous représentons sur les figures 5.23.(a) et .(b) deux images reconstruites par une
approche FBP d’une coupe du crâne et du patient à partir des projections complètes full
scan. Nous les utilisons ces images comme référence. Nous exposons dans la suite des im-

(a) Crâne (b) Patient

Figure 5.23 – Les images reconstruites par l’approche FBP d’un fantôme crâne (a) et d’un
patient (b) à partir des projections complètes. Les rectangles rouges indiquent des zones
à mesurer dans la suite et les lignes jaunes décrivent les parcours de profils. Les fenêtres
d’affichage de (a) et de (b) sont respectivement [-0,01 0,07] et [-0,01 0,04].

ages reconstruites itérativement de moindres carrés régularisés PLS (acronyme anglais de

174



Le nouveau mode d’acquisition d’échantillonnage angulaire variant

Penalized Least-Squares) utilisant des données possédant différents échantillonnages angu-
laires. Tout d’abord un échantillonnage angulaire uniforme (EAU) et un échantillonnage
angulaire variant (EAV) se décrivent dans le chapitre IV partie IV.3.

V.5.1 Reconstruction des données réelles du crâne

En imagerie dentaire, la zone plus intéressante pour les dentistes est celle des dents voir
la figure 5.24.(a). Lorsqu’on applique la transformée de Fourier uniquement à l’image
des dents, on s’aperçoit que l’énergie des coefficients de Fourier est moins importante
autour de l’axe vertical, voir la figure 5.24.(b). Cette zone n’a pas nécessairement be-
soin du même nombre d’échantillons qu’ailleurs. Nous augmentons donc le pas angulaire
d’échantillonnage qui correspond à la zone autour de l’axe vertical dans le domaine de
Fourier. De plus, les échantillons des mesures de la zone intéressante sont plus fines
lorsque la source des rayons X est plus proche de cette zone (voir la figure 4.25). Nous
proposons alors un nouveau mode d’acquisition d’échantillonnage angulaire variant qui
est adapté à la zone d’intérêt voir la figure 5.25.

(a) Zone intéressante (b) Domaine de Fourier

Figure 5.24 – La zone intéressante f du crâne (voir la figure 5.23.(a)) (a) et le logarithme
décimale de l’amplitude normalisée la transformée de Fourier 2D de la zone intéressante

log10(| f̂

f̂max
|) (b). La fenêtre d’affichage est le [ -1,6 0].

Nous avons fait une première expérience où on utilise l’échantillonnage adapté à la
scène afin de réduire le nombre de projection tout en gardant une qualité d’image com-
parable. L’estimation obtenue avec le mode d’acquisition d’échantillonnage angulaire
variant est qualitativement identique à l’échantillonnage uniforme (voir les figures 5.26 et
5.27). Nous avons aussi résumé des résultats quantitatifs sur ces reconstructions (voir le
tableau 5.3). La qualité des images sont comparables mais notre approche nécessite un
échantillonnage angulaire non-uniforme qui utilise 22% de projections de moins que celui
uniforme (175 projections contre 225 projections). De plus, la reconstruction de la zone
d’intérêt avec 175 projections de EAV est clairement supérieure à celle avec 225 projec-
tions de EAU selon les profils p1 et p2 voir la figure 5.28 car il y a plus de projections de
EAV lors de la source des rayons X proche à la zone intéressante que celles de EAU.
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V.5.1 - Reconstruction des données réelles du crâne

Figure 5.25 – Illustration schématique des modes d’acquisition d’échantillonnage angulaire
uniforme (en points) et d’échantillonnage angulaire variant (en losange). Le mode de EAV
est adapté à la zone intéressante dans la figure 5.24.(a).

Tableau 5.3 – Les moyennes et écart-types calculés des images reconstruites avec les
différentes modes d’acquisition dans les zones de mesure (voir la figure 5.23.(a))

Reconstruction/mode
Moyenne/écart-type (mm−1)

1 2 3 4
FBP/full-scan 0,0052/0,0015 0,0388/0,0022 0,0657/0,0041 0,0260/0,0017

PLS/EAU 225P 0,0051/0,0008 0,0348/0,0015 0,0585/0,0028 0,0206/0,001
PLS/EAV 175P 0,0048/0,0010 0,0355/0,0018 0,0599/0,0035 0,0227/0,001
PLS/EAU 75P 0,0050/0,0015 0,0347/0,0010 0,0565/0,0045 0,0207/0,0007
PLS/EAV 75P 0,0046/0,0005 0,0352/0,0005 0,0583/0,0037 0,0211/0,0017

Dans le cas d’un faible nombre des projections, par exemple lorsqu’on veut reconstruire
uniquement avec 75 projections, soit un cinquième des projections de l’acquisition full-
scan (450 projections), le mode d’acquisition EAV permet une meilleure résolution de
la zone intéressante que le mode d’acquisition EAU voir les images 5.29 et 5.30. Les
structures des dents sont plus nettes avec EAV que celles reconstruites avec EAU (voir les
flèches virtuelles rouges) voir les figures 5.30.(a) et .(b). Ce résultat est plus clairement
visible sur les profils p1 et p2 de la figure 5.31.

Intéressons maintenant à des critères plus quantitatif. Nous avons comparé les
moyennes et l’écart-type des valeurs reconstruites de CAL des rectangles 1-4 (voir la
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(a) EAU (b) EAV

Figure 5.26 – Les images reconstruites itérativement en minimisant un critère des moin-
dres carrés avec la régularisation Huber à partir de 225 projections de EAU (a) et 175
projections de EAV (b). La fenêtre d’affichage est [-0,01 0,07].

(a) Référence (b) EAU (c) EAV

Figure 5.27 – Les zooms (voir la rectangle virtuel rouge dans la figure 5.23.(a)) d’image
reconstruite par FBP avec les projections complètes (a) et des images PLS de 5.26.(a) et
.(b) respective (b) et (c). La fenêtre d’affichage est [-0,02 0,07].

figure 5.23.(a)). Ces résultats sont rassemblés dans le tableau 5.3. On observe que les
résultats de la zone homogène 1 avec l’EAV sont moins bons que ceux obtenus avec l’EAU.
Mais cette première zone n’est pas dans une zone d’intérêt, de plus faibles performances
n’ont pas d’impact sur le diagnostique clinique. Par contre on observe dans les zones
2-4 qui appartiennent au zone d’intérêt du thérapeute que les résultats de l’EAV sont
systématiquement meilleurs que ceux obtenus avec l’EAU. C’est logique car nous redis-
tribuons plus de projections ce qui favorise la reconstruction de la zone intéressante et
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V.5.1 - Reconstruction des données réelles du crâne

(a) Profil p1

(b) Profil p2

Figure 5.28 – Les profils p1 (a) et p2 (b) des images 5.27.(a)-.(c). les lignes droites p1 et
p2 sont indiqués dans la figure 5.23.(a).

(a) EAU (b) EAV

Figure 5.29 – Les images reconstruites itérativement par PLS à partir de 75 projections
de EAU (a) et de EAV (b). La fenêtre d’affichage est le [-0,01 0,07].
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(a) EAU (b) EAV

Figure 5.30 – Les zooms des images reconstruites itérativement par PLS à partir de 75
projections de EAU (a) et de EAV (b). La fenêtre d’affichage est le [-0,02 0,07].

contrairement moins de projections lors de la source des rayons plus proche de la zone
homogène ou moins intéressante.

Le mode d’acquisition proposé d’échantillonnage angulaire variant est maintenant
validé sur les données réelles du fantôme crâne. Nous l’évaluons dans la suite sur les
données cliniques d’un patient.

V.5.2 Reconstruction des données réelles du patient

Les données cliniques du patient sont acquises avec le même système de CS9300.

Comme dans le cas précédent, nous définissons une zone plus intéressante voir la figure
5.33. Nous prenons la transformée de Fourier afin d’identifier des coefficients de Fourier
plus faible dans certaine direction. Comme dans le cas précèdent, on remarque une énergie
plus faible des coefficients qui sont proches de l’axe vertical voir la figure 5.24.(b) voir la
figure 5.33.(b). Afin de réduire le nombre de projections en limitant la perte de qualité
d’image, nous concevons alors un schéma d’échantillonnage angulaire variant similaire à
la figure 4.27 voir la figure 5.25.

Dans un premier temps, nous voulons savoir que nous pouvons reconstruire en utilisant
le mode d’acquisition de l’EAV avec moins de projections que celui de l’EAU tout en
conservant une qualité d’image similaire. Nous reconstruisons respectivement dans la
suite une coupe du patient avec 225 projections (moitié des projections de full-scan) avec
l’EAU et avec 171 projections en utilisant l’EAV. Il y a pas de différence visuelle entre
l’image reconstruite itérativement PLS avec 225 projections de EAU et celle avec 171
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V.5.2 - Reconstruction des données réelles du patient

(a) Profil p1

(b) Profil p2

Figure 5.31 – Les profils p1 (a) et p2 (b) des images 5.30.(a) et .(c). les lignes droites p1
et p2 sont indiqués dans la figure 5.23.(a).

(a) Zone intéressante (b) Domaine de Fourier

Figure 5.32 – La zone intéressante f d’une coupe du patient (voir la figure 5.23.(b)) (a) et
le logarithme décimale de l’amplitude normalisée la transformée de Fourier 2D de la zone

intéressante log10(| f̂

f̂max
|) (b). La fenêtre d’affichage est le [-1,6 0].
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projections de EAV. Plus précisément, les moyennes et écart-types des trois rectangles
(voir la figure 5.23.(b)) de deux images sont proches d’un à l’autre (voir le tableau 5.4)
et les profils p1 et p2 de deux images sont aussi similaires (voir la figure 5.35).

(a) EAU (b) EAV

Figure 5.33 – Les images reconstruites itérativement d’une coupe du patient par moindres
carrés avec régularisation Huber PLS à partir de 225 projections de EAU (a) et 171
projections de EAV (b). La fenêtre d’affichage est le [-0,01 0,04].

(a) Référence (b) EAU (c) EAV

Figure 5.34 – Les zooms (voir le rectangle virtuel rouge dans la figure 5.23.(b)) d’image
reconstruite par FBP avec la totalité des projections (a) et des images PLS de 5.33.(a) et
.(b) respective (b) et (c). La fenêtre d’affichage est le [0,01 0,04].

Dans un deuxième temps, nous testons le mode d’acquisition dans un cas où on réduit
fortement le nombre des projections. Nous utilisons seulement 150 projections soit un tiers
des projections du full-scan. L’image reconstruite itérativement avec les projections de
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V.5.2 - Reconstruction des données réelles du patient

(a) Profil p1

(b) Profil p2

Figure 5.35 – Les profils p1 (a) et p2 (b) des images 5.34.(a)-.(c). les lignes droites p1 et
p2 sont indiqués dans la figure 5.23.(b).

Tableau 5.4 – Les moyennes et écart-types calculés des images reconstruites d’une coupe
du patient avec les différentes modes d’acquisition dans les zones de mesure (voir la figure
5.23.(b))

Reconstruction/mode
Moyenne/écart-type (mm−1)

1 2 3
FBP/full-scan 0,031/0,0016 0,0051/0,001 0,0167/0,0011

PLS/EAU 225P 0,0308/0,0017 0,0051/0,0012 0,0151/0,0015
PLS/EAV 171P 0,0305/0,0015 0,0046/0,0009 0,0153/0,0011
PLS/EAU 150P 0,0308/0,0014 0,005/0,0010 0,0149/0,0013
PLS/EAV 150P 0,0306/0,0019 0,005/0,0015 0,0151/0,0017

l’EAV (voir la figure 5.36.(b)) est généralement plus nette que celle utilisant l’EAU (voir
la figure 5.36.(a)). Cette observation est plus clairement visible sur les zooms respectifs
5.37.(c) et 5.37.(b).

Lorsque nous traçons les profils p1 et p2, ceux de EAV suivent mieux ceux de référence
(reconstruction FBP avec les projections totales) en terme de la variété que ceux de EAU
notamment entre 25 et 30 de profile p1 (voir la figure 5.38.(a)) et entre 20 et 30 de profile
p2 (voir la figure 5.38.(b)). L’image de EAV est plus nette que celle de EAU. Nous
conservons donc plus de hautes fréquences qui sont très informatives pour les dentistes.
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(a) EAU (b) EAV

Figure 5.36 – Les images reconstruites itérativement d’une coupe du patient par PLS à
partir de 150 projections de EAU (a) et de EAV (b). La fenêtre d’affichage est le [-0,01
0,04].

(a) Référence (b) EAU (c) EAV

Figure 5.37 – Les zooms (voir le rectangle virtuel rouge dans la figure 5.23.(b)) d’image
reconstruite par FBP avec les projections complètes (a) et des images PLS de 5.36.(a) et
.(b) respective (b) et (c). La fenêtre d’affichage est le [0,01 0,04].

V.5.3 Conclusion

Le nouveau mode d’acquisition proposé d’échantillonnage angulaire variant permet de
maximiser l’information apportée par les projections pour une zone d’intérêt spécifique.
Il permet aussi d’améliorer la qualité d’image de la zone intéressante, lorsque le nombre
de projections est fixé notamment avec faible nombre des projections. Cela est validé
ci-dessus sur les données réelles du crâne et des données cliniques. Ce nouveau mode
d’acquisition permet de réduire largement la dose sans perte de la qualité d’image. Il
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(a) Profil p1

(b) Profil p2

Figure 5.38 – Les profils p1 (a) et p2 (b) des images 5.37.(a)-.(c). Les lignes droites p1 et
p2 sont indiqués dans la figure 5.23.(b).

nécessite seulement 175 projections pour le crâne et 171 projections pour le patient afin
d’avoir une bonne qualité d’image voir les figures 5.26.(b) et 5.33.(b), soit il réduit 61−62%
de projections. Autrement dit, il peut réduire la dose de 61 − 62% sans compromet-
tre fortement la qualité des images. Afin d’avoir une image de qualité acceptable, il a
nécessairement besoin de 90 projections pour le crâne et 150 projections pour le patient,
soit la dose est respectivement réduit de 80% et 66, 7% lorsque toutes les autres conditions
ne changement pas. En plus, ce nouveau mode d’acquisition n’est pas difficile à implanter
dans les scanners commerciaux, il suffit d’utiliser un moteur qui permet un pas angulaire
variable, ou bien d’avoir une source de rayon X pulsée.
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VI
Conclusions et perspectives

VI.1 Bilans et conclusions

Dans ce mémoire, nos études concernent deux principaux challenges en imagerie médicale
par tomographie à rayons X : la réductions des artefacts métalliques et la réduction de la
dose. Ces challenges sont encore plus importants dans le cadre de l’imagerie dentaire, où
la présence de métal dans les images est fréquente.

Dans la première partie, nous avons introduit ces deux challenges : la réduction des
artefacts métalliques et la réduction de la dose d’irradiation délivrée au patient. Et nous
avons montré en quoi les objets métalliques exacerbent les phénomènes physiques, le
durcissement et le diffusé causant les artefacts. Nous avons ensuite montré en quoi la
protection radiologique devient de plus en plus importante dans les modalités utilisant
des rayons X. En effet, la sur-exposition et l’exposition non nécessaire du patient aux
rayonnements ionisants peuvent augmenter le risque de cancers radio-induits.

Puis nous avons présenté les bases théoriques de la tomographie : les méthodes
de reconstruction analytiques ou itératives. Les méthodes analytiques de type filtrage
rétroprojection (FBP) sont largement utilisées dans les systèmes d’imagerie médicale
elles permettent d’avoir des reconstructions rapides possédant une qualité acceptable.
Par contre, elles sont sensibles au bruit de mesures et au nombre de projections. Elles
ont tendance à amplifier le bruit de mesure à faible dose. Les méthodes itératives en
particulier les méthodes algébriques (ART, SIRT et SART) ont été proposées au début
du développement de la tomodensitométrie car l’acquisition des données était très lente
et le nombre de projections était faible. Elles redeviennent de plus en plus intéressante
aujourd’hui notamment pour la tomographie à faible dose.

Dans le troisième chapitre, nous avons présenté une synthèse des méthodes de
réduction d’artefacts métallique (MAR) : les méthodes basées sur l’interpolation linéaire
ou polynomiale pour remplacer les projections traversant une partie métallique de l’objet
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(MAR-LI [67], MAR-NPI [86] et [87] et NMAR [4]) et les méthodes statistiques basées sur
des modèles sophistiques liés à l’acquisition (IMPACT [16] et [116]). Toutes les méthodes
ne sont pas pleinement satisfaisantes pour les applications cliniques de la tomographie
dentaire. Les premières permettent de réduire la plupart des artefacts métalliques notam-
ment les taches noires autour du métal mais uniquement si la segmentation du métal est
pertinente. En effet, elles sont très sensibles à qualité de la segmentation du métal. De
plus, on peut observer des pertes d’informations en remplaçant les projections du métal
par interpolation. Certains détails hautes fréquences dans les reconstructions peuvent être
perdus. De plus, il apparâıt de nouveaux artefacts à cause de segmentation non pertinente
et l’interpolation inappropriée. Elles font également disparâıtre certaines structures fines.
Par contre, les méthodes statistiques sont plus robustes aux erreurs de segmentation et
au bruit des mesures. Elles permettent de produire des images de qualité supérieure aux
les méthodes basées sur l’interpolation. Néanmoins, elles nécessitent la connaissance du
spectre de la source de rayons X et des coefficients d’atténuation pour chaque longueur
d’onde des matériaux qui composent l’objet [16]. Cela est très difficile à obtenir en pra-
tiquement à cause de la variabilité de matériaux utiliser dans les applications cliniques.
De plus l’estimation précise du spectre de la source de rayons X est un problème qui reste
ouvert dans un contexte clinique. Un autre inconvénient majeur des méthodes statistiques
leur besoin très important en terme de temps de calcul. En effet, le problème direct étant
non linéaire, la vitesse de convergence est relativement lente lorsqu’on utilise un modèle
sophistiqué [16] et [93].

Nous avons donc proposés des méthodes MAR itératives basées sur la corrections des
données associées à des approches itératives résolvant le problème linéaire. On obtient
ainsi un résultat de meilleur qualité que les approches de correction pour un coût de cal-
cul raisonnable pour une application clinique. Nous nous focalisons sur la correction du
durcissement et du rayonnement diffusé. Nos méthodes procèdent en deux étapes : la
correction des données et la reconstruction itérative au travers d’optimisation des moin-
dres carrés pondérés avec régularisation utilisant un modèle direct linéaire. Une de nos
principales contributions est de combiner les méthodes de correction du durcissement et
du diffusé proposées et la méthode reconstruction tomographique PWLS. Cette recon-
struction permet de prendre en compte les erreurs de correction lors de la reconstruction
itérative. Une des difficultés des méthodes qui nécessitent la connaissance du spectre de la
source de rayons X est son estimation suffisamment précise en temps suffisamment court
(quelques minutes). Notre méthode de correction du durcissement est utile en pratique
car elle n’a pas besoin de la connaissance du spectre de la source des rayons X ni des
matériaux. La seule hypothèse qui est faite c’est qu’on est présence d’un seul type de
matériau métallique. Pour ce qui de notre méthode de correction du diffusé, elle est sim-
ilaire à la méthode de “beam-stop ” . Nous faisons l’hypothèse que le métal peut bloquer
entièrement le rayonnement direct. Du fait que la correction des données n’existe pas
parfaite. Nous prenons alors en compte les erreurs de correction que nous avons réussi
à identifier dans la matrice de pondération de PWLS. Cette approche permet d’éliminer
les stries noires et blanches dus aux erreurs de correction. Par contre, l’introduction de
cette matrice de pondération entrâıne un temps de convergence plus important. Afin
d’accélérer cette reconstruction, nous avons appliqués la méthode de gradient conjugué
préconditionné PCG. Le préconditionnement nous a permis de diviser par deux le nom-
bre d’itérations.La performance de nos méthodes MAR a été évaluée sur des données
simulées d’une “mâchoire” dans le chapitre III. Nous avons comparés nos méthodes avec
une méthode de l’état de l’art NMAR qui donne les meilleurs résultats des approches
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basées sur l’interpolation des données. Lors des validations sur données réelles qui sont
présentées dans le chapitre V, on observe que nos approches n’arrivent pas à enlever tous
les artefacts métalliques, par exemple il reste encore des taches noires autour du métal. En
effet, une des limitations de nos méthodes MAR associées à la correction du durcissement
est la non prise en compte du durcissement des faisceaux rayons X dû aux matériaux non
métallique comme les tissus épais et les dents. Par ailleurs le coût de temps de calcul de
notre méthode PWLS est relativement important par rapport à NMAR, 30 fois plus que
celui de NMAR. Mais le principal avantage de nos méthodes en comparaison avec NMAR
s’est qu’elles n’introduisent pas de nouveaux artefacts et qu’elles permettent de déceler
des structures fines qui disparaisse dans les approches NMAR à cause de l’interpolation.

Une autre contribution de cette thèse est d’étendre l’algorithme de super-short-scan
sur une trajectoire de la source en multiple cercles. Notre algorithme de super-short-scan
sur multiple cercles permet de reconstruire un plus grand volume que le champ de vue du
détecteur tout en minimisant le nombre de projections. Dans le cas de deux cercles, nous
avons réduit 16, 7% le nombre de projections. Dans le cas de trois cercles notre algorithme
permet une réduction 36, 8% du nombre de projections.

Nous avons aussi définit un nouveau mode d’acquisition échantillonnage angulaire
adaptatif dédié à la reconstruction à faible dose. Le mode d’acquisition actuel utilise un
échantillonnage angulaire uniforme et ne prend pas en compte les différentes propriétés
des différentes zones du patient, en particulier l’intérêt plus ou moins important de cer-
taines zones pour les dentistes. Nous avons alors proposé un nouveau mode d’acquisition
d’échantillonnage angulaire adaptatif favorisant les zones les plus intéressantes.

Premièrement, il y a des zones relativement homogènes et des zones contrastées. Les
premières sont principalement constituées de basses fréquences spatiales dans le domaine
de Fourier et elles peuvent être compensées par les informations a priori . Elles nécessitent
donc moins de projections que les zones de forts contrastes.

Deuxièmement les dentistes sont plus intéressés par les zones contenant les dents et
ses alentours que la zone arrière contenant les vertèbres ou le maxillaire. Nous pouvons
attribuer plus de projections aux zones intéressantes et moins de projections aux zones
moins importantes pour avoir une résolution supérieure localisée. Le bénéfice de ce nou-
veau mode d’acquisition est indéniable. Il permet de reconstruire les zones contrastées et
celles plus intéressantes avec une qualité similaire en utilisant moins de projections. Par
exemple moins 22 ∼ 28% de projections sur les données simulées du crâne et celles réelles
du crâne et du patient. Il peut également améliorer la résolution des zones intéressantes
localisée avec le même nombre de projections que le mode d’acquisition classique voir les
figures 4.31, 5.30 et 5.36.

VI.2 Perspectives

VI.2.1 Perspectives à court terme

Suite à la présentation de mes travaux de thèse ci-dessus, nous donnons dans la suite
plusieurs perspectives à court terme :
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1. Extension de nos méthodes MAR en tomographie 3D, nos méthodes de correction
du durcissement et correction du diffusé sont appliquées en tomographie 2D dans
ce mémoire, elles peuvent être facilement étendues à la tomographie 3D. Il ne de-
vrait pas y avoir de problèmes méthodologiques, par contre il faudrait travailler sur
l’implantation efficace sur des calculateurs parallèles de type GPU.

2. Extension du nouveau mode d’acquisition adaptatif en tomographie 3D. Le lien
entre l’angle de projection et la transformée de Fourier de l’objet 3D est différent
de celui de la tomographie 2D. Il faut donc le prendre en compte en concevant le
schéma d’échantillonnage angulaire adaptatif. De plus en fonction des applications,
il faut pouvoir gérer correctement la zone d’ombre.

3. Optimisation de l’implantation de nos algorithmes sur GPU ou l’implantation de nos
algorithmes sur multi-GPUs. Notre reconstruction itérative PWLS est plus coûteuse
que les approches de type FBP. L’implantation actuelle de nos algorithmes sur GPU
n’est pas optimale. Pour bénéficier au maximum de la performance de GPU, il
nécessite d’optimiser la gestion de memoire locale, constante et global. En plus,
afin d’affranchir la limite de mémoire d’une carte graphique, nous pouvons utiliser
multi-GPUs [66] pour reconstruire un volume de très grande dimension (par exemple
10243).

4. Accélération de la reconstruction PWLS par les méthodes OS (acronyme anglais,
ordered sets) [57] et [58] et les méthodes “ patch-work ” [117] et [79]. Les méthodes
OS consistent à réorganiser les projections en sous-groupes ordonnées par exemple
avec des projections parallèles. Cela permet d’accélérer la reconstruction de facteur
de nombre de sous-groupe [58] lorsque les sous-groupes ordonnées sont optimaux.
Quant à la méthode “ patchwork ”, elle utilise différents modèles adaptés à la zone
reconstruite. Par exemple pour réduire des artefacts métalliques dus au durcisse-
ment, nous pouvons appliquer un modèle polychromatique sophistiqué sur le métal
et un modèle linéaire simple sur les autres matériaux.

5. Amélioration de la séparation en prenant en compte les effets provenant du durcisse-
ment de spectre de les effets liés au diffusé. On pourrait envisager une procédure
itérative afin de mieux identifier la composante du diffusé.

VI.2.2 L’implantation sur les scanners commerciaux

Les résultats de nos méthodes MAR sont prometteurs notamment celui associé à la correc-
tion du durcissement car elles permettent de réduire la plupart des artefacts métalliques,
n’introduisent pas de nouveaux artefacts et également elles ne font pas disparâıtre des
structures fines. Grâce aux méthodes d’accélération performantes et le développent de
GPU en cours, le temps de reconstruction PWLS peut être réduit en quelques minutes ce
qui est acceptable dans les applications cliniques. L’application de nos méthodes MAR
basées sur la correction des données est faisable dans le future proche.

De plus, nos algorithmes super-short-scan sur une trajectoire de source en multiple
cercles répondent à la demande de développement des scanners de coût plus abordable,
ce qui peuvent reconstruire un plus grand volume que le champ de vue de détecteur avec
une dose d’irradiation minimisée en réduisant le nombre des projections. En effet, le
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cout des scanners en imagerie dentaire provient en grande partie du cout des détecteurs
numériques. Le cout de ces détecteurs est proportionnel au nombre de pixel du détecteur.
Nous avons introduit un nouveau mode d’acquisition basé sur un échantillonnage an-
gulaire adaptatif. Nous avons vu que cette procédure était supérieure au schéma actuel
échantillonnage angulaire uniforme en terme de dose transmise au patient. Par contre l’un
des inconvénients, c’est qu’on ne peut pas développer un algorithme de type FBP avec
cette échantillonnage. L’idée serait de voir si on peut avoir une première reconstruction
légèrement dégradée avec un algorithme FBP dont le filtre serait adapté. Cette image
serait ensuite raffinée avec un faible nombre itération d’un algorithme statistique.

VI.2.3 Réduction des autres artefacts

Le volume partiel non-linéaire et le mouvement du patient pendant l’acquisition sont
deux autres phénomènes physiques qui contribuent aux artefacts métalliques [10] et [12]
que nous n’avons pas eu le temps de traiter dans cette thèse. Le volume partiel non-
linéaire n’est pas négligeable, lorsque les objets métalliques sont très constrasté. Des
artefacts tangents aux bords des matériaux relativement denses apparaissent par exemple
les parties métalliques. Nous pouvons réduire la taille de voxel pour réduire l’effet de
volume partiel non-linéaire. Mais ça ne suffit pas. Un modèle associé au volume partiel
non-linéaire peut être utile [10]. La prise en compte du volume partiel non-linéaire peut
être apporté dans nos méthodes MAR.

En pratique, le patient peut bouger lors d’une acquisition. Le mouvement important
du patient entrâıne des artefacts stries noires et blanches. Une nouvelle méthode appuyant
sur la condition de consistance en géométrie divergente 2D est récemment proposée [118]
pour détection du mouvement de l’objet connu. Cela nous permet d’estimer le mouvement
du patient à partir des mesures. Nous pouvons compenser les données avec le mouvement
estimé pour réduire les artefacts dû au bougé du patient.

189





A
Algorithme de gradient conjugué

préconditionné

A.1 Développement de l’algorithme gradient conjugué
préconditionné

Dans ce document, nous nous référons souvent l’algorithme de gradient conjugué
préconditionné. Nous proposons dans cet annexe d’en développer cet algorithme.

Considérons ci-dessous une fonction de critère J(f) de moindres carrés pondérés avec
régularisation (voir l’eq.2.104). f est le vecteur de l’objet inconnu et g est notre vecteur
des mesures. H et Σ−1

ε sont respectivement la matrice de système de la tomographie
et la matrice de pondération lié aux mesures qui est diagonale. λ est le paramètre de
régularisation et Φ représente la fonction de régularisation avec l’opérateur de différentiel
fini D.

J(f) =
1

2
(g −Hf)tΣ−1

ε (g −Hf) + λΦ(Df) (1.1)

Nous estimons f en minimisant J(f). Pour cela, nous nous intéressons à l’algorithme de
gradient conjugué. La vitesse de convergence est dépendante de la distribution des valeurs
propres du hessien du critère HtΣ−1

ε H [63]. Plus les valeurs propres sont concentrée, plus
rapide il converge. Afin d’avoir les valeurs propres plus proches, nous pouvons transfor-
mons le système en changeant le vecteur inconnu f en un nouveau vecteur f̌ à l’aide d’une
matrice C.

f = Cf̌ (1.2)

Nous réécrivons ci-dessous la fonction de critère J(f) :

J(f̌) =
1

2
(g −HCf̌)tΣ−1

ε (g −HCf̌) + λΦ(DCf̌) (1.3)
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Le hessien du critère devient CtHtΣ−1
ε HC. Nous utilisons l’algorithme de gradient con-

jugué pour minimiser J(f̌). En détaillant le gradient de J(f̌), nous obtenons :

∇J(f̌) =
∂

∂ f̌
J(f̌)

= −CtHtΣ−1
ε (g −HCf̌) + λCtDt ∂

∂DCf̌
Φ(DCf̌). (1.4)

Les vecteurs de direction de l’algorithme sont orthogonales les une par rapport aux autres.
L’orthogonalité dans ce cas est défini par rapport au produit scalaire associé au hessien du
critère. Ils s’en déduisent par concurrence en fonction du vecteur de direction précédent
et l’opposé du gradient actuel. Nous allons utilisons l’approximation de Polak & Ribière
à la kième itération, k > 0 et k ∈ N :

dk = −∇J( ˇf (k)) + τ (k)d(k−1), (1.5)

avec

τ (k) =
∇J t(f̌ (k))(∇J(f̌ (k))−∇J(f̌ (k−1)))

∇J t(f̌ (k−1))∇J(f̌ (k−1))
(1.6)

et d0 = −∇J t(f̌0). Quant le pas d’avancement, nous utilisons le pas d’optimum ν̂ qui est
défini comme ci-dessous :

ν̂(k) = arg min
ν

J(f̌ (k) + νd(k)) (1.7)

Le différentiel partielle de J(f̌ (k) + νd(k)) sur ν s’annule pour obtenir ν.

∂

∂ν
J(f̌ (k) + νd(k)) = −(d(k))tCtHtΣ−1

ε (g −HCf̌ (k)) + ν(HCd(k))tHCd(k) + λ

∂

∂ν
Φ(DC(f̌ (k) + νd(k)))

= 0 (1.8)

D’après le règle de chaine de dérivé, nous avons :

∂

∂ν
Φ(DC(f̌ (k) + νd(k))) =

∂

∂ν
DC(f̌ (k) + νd(k))

∂

∂DC(f̌ (k) + νd(k)
DCf̌ (k) ∂

∂DCf̌ (k)
(1.9)

Φ(DC(f̌ (k) + νd(k)))

= (d(k))tCtDt ∂

∂DCf̌ (k)
Φ(DC(f̌ (k) + νd(k))) (1.10)

Nous développons la dérivé de l’eq.1.9 par série de Taylor de l’ordre deux en supposant
sa dérivée de l’ordre deux existe.

∂

∂DCf̌ (k)
Φ(DC(f̌ (k) + νd(k))) ≈ ∂

∂DCf̌ (k)
Φ(DCf̌ (k)) + ν

∂2

∂(DCf̌ (k))t∂DCf̌ (k)
Φ(DCf̌ (k))

DCd(k) (1.11)

En fait, nous utilisons dans ce mémoire la fonction Huber (voir l’eq.X-1) comme la fonction
de régularisation. Sa dérivée de l’ordre deux existe. En remplaçant les équations 1.11 et
1.9 dans l’eq.1.8 et en utilisant l’eq.1.4, nous obtenons

ν̂(k) =
−(d(k))t∇J f̌ (k)

(Cd(k))t(HtH + λDt ∂2

∂(DCf̌ (k))t∂DCf̌ (k)
Φ(DCf̌ (k))D)Cd(k)

(1.12)
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Et le vecteur inconnu f (k) est mis à jour à la kième de manière suivante

f (k) = Cf̌ (k) = f (k−1) + ν̂(k)Cd(k). (1.13)

En remplaçant f = Cf̌ et l’eq.2.105 dans C∇J(f̌k) et ν̂(k), nous obtenons

C∇J(f̌k) = −CCtHtΣ−1
ε (g −HCf̌ (k)) + λCtDt ∂

∂DCf̌
Φ(DCf̌)

= CCt∇J(f (k)). (1.14)

et

ν̂(k) =
−(Cd(k))t∇Jf (k)

(Cd(k))t(HtH + λDt ∂2

∂(DCf̌ (k))t∂Df (k)
Φ(Df (k))D)Cd(k)

(1.15)

. En remplaçant les équations 1.13, 1.14 et 1.15 dans l’algorithme de gradient conjugué,
nous obtenons alors l’algorithme de gradient conjugué préconditionné. ça suffit de con-

Algorithme 5 Notre algorithme de gradient conjugué préconditionné.

Initialisation :
f0, Cd0 = −CCt∇J(f0);
k ← 0;
r

(k)
δf = 1;

while r
(k)
δf > εc&k < Kmax do

Calculer ν(k) avec l’équation (1.15) ;
f (k+1) = f (k) + ν(k)Cd(k) ;
Evaluer ∇J(f (k+1)) utilisant l’équation (2.105);

τ (k+1) = (∇J(f (k+1)))t(∇J(f (k+1))−∇J(f (k)))

‖∇J(f (k))‖2 ;

Cd(k+1) = −CCt∇J(f (k+1)) + τ (k+1)Cd(k) ;

Evaluer r
(k+1)
δf , r

(k+1)
δf = ‖J(f (k+1))−J(f (k))‖

‖J(f (k))‖
k ← k + 1 ;

end while

naitre le produit CCt sans besoin de détails de la matrice de changement C. Il n’y a
pas d’une expression générale de la matrice CCt , nous avons proposés une méthode de
détermination de CCt (voir l’eq.3.75) dans nos applications en imagerie dentaire.
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