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Notations

f0, T0 : Fréquence et période d’oscillation du pot vibrant (1)

TF : Période d’oscillation des ondes de Faraday(T = TF/2) (2)

γ0 : amplitude d’accélération de la surface (3)

γF : Accélération du seuil de Faraday (4)

γW : Accélération du seuil de marche (5)

λF : Longueur d’onde de Faraday (6)

kF : Vecteur d’onde de Faraday (7)

g : Accélération de gravité (8)

σ : Tension de surface (9)

vφ : Vitesse de phase des ondes de Faraday (10)

M : Position de la goutte (11)

r : vecteur position par rapport à l’axe du puits (12)

(r, θ) : Coordonnées polaires de la goutte (13)

(ρ, φ) : Coordonnées polaires pour le calcul du champ global (14)

(0,ur,uθ) : Base polaire (15)

(M, t,n) : Base de Frenet (16)

α : Angle formé par (M,x,n) (17)

Rc : Rayon de courbure instantané de la trajectoire (18)

κ : Courbure instantanée de la trajectoire (19)

s : Abscisse curviligne (20)

m : Masse de la goutte (21)

mW : Masse du marcheur (22)

k : Constante de raideur du puit de potentiel (23)

ω : Pulsation imposée par le champ magnétique (24)

V0 : Vitesse libre de la goutte (25)

tc : Durée du contact lors de l’impact (26)

β : Proportion du temps passé en vol libre (27)

ηc : Coefficient de friction durant le contact (28)

η : Coefficient de friction effectif (moyenne sur une période) (29)

τv : temps de retour à la vitesse d’équilibre (30)

Λ : Largeur adimensionnée du puits de potentiel (31)

h : Position de la surface liquide (32)

A0 : Amplitude du champ généré par un impact de la goutte (33)

τ : Temps d’amortissement des ondes de Faraday (34)

M : Paramètre de mémoire (35)

SMe : Longueur de mémoire (36)

Jn : Fonction de Bessel de première espèce d’ordre n (37)

hk : Amplitude du mode Jk dans la base des {Jn} (38)

C : Constante de couplage entre le champ et la goutte (39)
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Introduction

Il a été mis en évidence en 2004 qu’une goutte pouvait rebondir indéfiniment
sur un bain de liquide vibré verticalement [17]. Elle peut se mettre spontanément
en mouvement, propulsée par les ondes de surface qu’elle a elle-même générée [18].
L’objet résultant appelé marcheur est ainsi constitué à la fois d’un objet ponctuel,
la goutte, et d’une structure étendue qui l’entoure, l’onde de surface.

Ces marcheurs ont donné lieu à deux thèses successives au sein de l’équipe
d’Yves Couder et Emmnanuel Fort, celle de Suzie Protière [73], puis celle d’Antonin
Eddi [30]. L’association d’une onde à un objet ponctuel a alors permis de mettre
en évidence des comportements surprenants à notre échelle, comme la diffraction de
particules individuelles [15] ou une quantification d’orbites circulaires [41, 31].

Dans cette dynamique du marcheur un ingrédient est essentiel : la mémoire de
chemin [32]. Il s’agit du mécanisme de couplage entre le mouvement de la goutte
et l’évolution du champ d’onde qui lui est associé, par stockage périodique d’une
information sous la forme d’ondes de surface stationnaires. Omniprésent dans le
présent manuscrit, le terme de mémoire de chemin d’un marcheur sera défini plus en
détail au cours du chapitre 1. Retenons pour l’heure que la goutte est un système à
mémoire dont l’évolution ne dépend pas uniquement de l’instant présent mais aussi
d’évènements apparus dans le passé. Le système tire sa particularité de la manière
dont est stockée l’information : il s’agit ici d’un encodage de la position de chaque
impact de la goutte sur la surface sous la forme d’une onde. On parlera de mémoire
ondulatoire.

Deux expériences précédentes de confinement d’un marcheur en particulier ont
laissé entrevoir les possibilités offertes par une telle mémoire. En confinant le mar-
cheur dans une cavité, la réflexion des ondes sur les parois impose des conditions
aux bords pour le champ d’onde, qui, en conséquence, influence le mouvement de
la goutte elle même comme l’ont montré Dan Harris, Antonin Eddi et Julien Mou-
khtar [44]. Dans cette expérience le champ d’onde est cependant contraint par la
géométrie de la cellule.

En plaçant un marcheur sur un bain en rotation, Antonin Eddiet al. ont montré
qu’il apparaissait des orbites circulaires quantifiées [41]. Cette fois, ce sont les tra-
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jectoires qui ont été précontraintes : sur un bain en rotation, le marcheur est soumis
à une force de Coriolis transverse au mouvement. En présence de cette force, seules
des orbites circulaires de même sens de rotation que le bain peuvent être observés.

L’objectif de cette thèse est de réaliser un confinement d’un marcheur qui n’im-
pose pas de contrainte forte, ni aux trajectoires possibles, ni au champ d’onde associé.
Confiné, en présence d’effets de mémoire, le marcheur interagira via une onde avec
son propre passé. Les trajectoires observées seront alors le fruit d’un phénomène
d’auto-organisation entre la goutte et les ondes qu’elle a précédemment générées.

Le dispositif de confinement retenu sera présenté au chapitre 2. Il consiste à ap-
pliquer une force magnétique sur une goutte encapsulant du ferrofluide, un liquide
sensible à un champ magnétique extérieur. Après une étape de calibration néces-
saire, un marcheur peut ainsi être plongé dans un puits de potentiel harmonique
de raideur réglable. Cette configuration n’impose aucune condition aux limites au
champ d’onde. La symétrie centrale autorise par ailleurs des trajectoires plus variées
que les seules orbites circulaires.

Nous nous sommes alors intéressés à la dynamique d’un marcheur dans ce puits
de potentiel. Plusieurs pistes d’explorations ont été suivies en parallèle. Présentées
de manières séquentielles, ces différentes voies d’explorations pourtant intimement
liées feront l’objet des chapitre 3, 4, 5 et 6.

Le chapitre 3 est consacré au régime de mémoire minimale, où la goutte est
guidée par les ondes émises dans un passé proche. Il est le fruit d’un travail en
binôme avec Matthieu Labousse qui a effectué sa thèse simultanément [54]. Nous
verrons que le régime de mémoire minimale peut être décrit par un terme de friction
effective, dit modèle de Rayleigh, qui peut servir à décrire le mouvement d’un mobile
autopropulsé. Cette description nous servira à mettre en évidence que la dynamique
d’un marcheur selon la direction longitudinale au mouvement est issu d’un processus
dissipatif, qui impose une structure non hamiltonienne à l’ensemble de la dynamique.
Une des conséquences est que le module de la vitesse des gouttes est quasi constant,
même en présence d’une force extérieure appliquée.

L’étude des cas de plus haute mémoire, où la goutte revisite des zones perturbées
par les ondes précédemments émises sera présentée aux chapitres 4, 5 et 6.

Le chapitre 4 traite des trajectoires périodiques observées et de leur champ d’onde
associé. Nous montrerons que sous l’effet des ondes générées, il émerge une double
quantification de l’extension spatiale des trajectoires d’une part et du moment ci-
nétique d’autre part. Cette quantification introduit une règle de sélection d’origine
ondulatoire des trajectoires suivies qui forment une famille discrète de solutions.
Dans le cas des orbites circulaires, nous verrons qu’une décomposition en mode per-
met de mettre en évidence un potentiel d’énergie effectif, d’origine ondulatoire. La
décomposition en mode, outil théorique crucial, est issue d’une collaboration avec
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Marc Miskin, étudiant en thèse de l’université de Chicago lors de ses 9 mois parisiens
parmi nous. Le mécanisme de construction du puits de potentiel effectif d’origine
ondulatoire a été développé conjointement avec Matthieu Labousse [67].

Nous aborderons alors le chapitre 5 consacré aux cas désordonnés où les trajec-
toires observées ne sont plus périodiques. Nous montrerons qu’il s’agit d’un régime
d’intermittence ou de multistabilité entre les différentes trajectoires périodiques pré-
cédemment introduites. Nous analyserons alors les mécanismes de transition vers
cette dynamique chaotique, ainsi que les probabilités d’occupation de chacun des
états. Nous montrerons que la famille discrète de trajectoires définie au chapitre 4
forme en fait une base d’états propres sur laquelle les mouvements plus complexes
peuvent être décomposés.

Une caractérisation géométrique de ces trajectoires sera ensuite proposée au cha-
pitre 6. Nous verrons que les formes de trajectoires inhabituelles observées qui suivent
des courbes "Cassiniennes" sont la conséquence de la contrainte de vitesse constante
étudiée au chapitre 3, et de l’excitation de champ d’ondes globaux qui ont été étudiés
au chapitre 4. Cette caractérisation et son origine ont été élaborées en collaboration
avec Olivier Giraud, chercheur du LPTMS de l’université d’Orsay.

Les résultats précédents ont permis de démontrer que dans la situation de grande
mémoire, une force supplémentaire est exercée sur la goutte. Elle provient d’une
interaction, médiée par les ondes, de la goutte avec son propre passé. Jusqu’ici,
ce n’est pourtant qu’une force additionnelle qui induit des effets de quantification.
Nous nous sommes alors demandé si cette force pouvait, à elle seule, générer une
attraction suffisante pour permettre un mouvement orbital de la goutte.

Le chapitre 7 est donc consacré au relâchement de la contrainte de confinement
pour explorer le mouvement d’un marcheur soumis uniquement au champ d’onde
qu’il a préalablement généré. Nous montrerons qu’il existe un régime d’auto-orbite
où la goutte suit une trajectoire circulaire en l’absence de force extérieure appliquée.

Le chapitre 8 illustre enfin un autre aspect du stockage d’information sous la
forme d’une mémoire ondulatoire. Une onde étant un processus réversible en temps,
une information stockée peut elle être relue par la goutte elle même ? Par une astuce
expérimentale, nous présenterons comment un marcheur peut revenir sur ses propres
pas comme si le temps avait été inversé. en effaçant le champ d’onde émis au passage
aller par interférence destructive entre ondes générées à l’aller et au retour.
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Chapitre 1

De la goutte au marcheur :
Origine de la mémoire ondulatoire

Ce chapitre résume des travaux antérieurs effectués sur les gouttes rebondis-
santes. Le but recherché est de proposer une vision synthétique de ce qui définit un
marcheur. Après une brève introduction sur la non-coalescence, nous verrons com-
ment, sur un bain vibré, une mémoire ondulatoire peut être obtenue et comment le
couplage de cette mémoire ondulatoire avec une goutte rebondissante permet de gé-
nérer un marcheur. Par synthèse des différents modèles précédents sur la dynamique
du marcheur basés sur la mémoire de chemin, nous proposerons une équation du
mouvement horizontal de la goutte qui servira de base théorique. La dernière partie
du chapitre introduira enfin les principales questions soulevées que nous aborderons
dans le reste du présent manuscrit.

1.1 A l’origine, une expérience de non coalescence

La génèse de ces expériences a commencé en enseignement, lors d’un projet de
physique expérimentale en troisième année de licence à l’université Paris-Diderot.
Ces projets ont pour objectif de sensibiliser les étudiants à une démarche réelle de
recherche, en leur faisant aborder des questions dont l’enseignant ne connait pas
la réponse. Lors d’un de ces projets, Charles-Henri Gautier, encadré par Emmanuel
Fort et Yves Couder, a ainsi remarqué en 2004 qu’en déposant une goutte à la surface
d’un bain de liquide en vibration verticale, cette dernière rebondissait indéfiniment
à la surface [17].

Cette expérience de goutte rebondissante s’inscrit ainsi dans le cadre de la non
coalescence, qui consiste à isoler un liquide de tout contact, aussi bien solide que
liquide. Bien que surprenante, la lévitation d’une goutte de quelques millimètres
de diamètre peut être obtenue dans de nombreuses situations. L’idée commune est

1
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Abstract – We explore the complex dynamics of a non-coalescing drop of moderate size inside
a circular hydraulic jump of the same liquid formed on a horizontal disk. In this situation the
drop is moving along the jump and one observes two different motions: a periodic one (it orbits at
constant speed) and an irregular one involving reversals of the orbital motion. Modeling the drop
as a rigid sphere exchanging friction with liquid across a thin film of air, we rationalize both the
orbital motion and the internal rotation of the drop. This internal rotation is evidenced by tracer
visualization and exhibits an unexpected dependence upon drop size.
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Usually when a drop comes into contact with the
same liquid or a solid surface it coalesces with liquid
or spreads on the solid. There are however exceptions,
which could be called situations of “non-wetting”, when
a very thin layer of air or vapor remains trapped between
the drop and the substrate such as in the well-known
Leidenfrost effect [1]. In these levitation situations, the
disappearance or reduction of friction with the substrate
leads to remarkable dynamics of fluids with (nearly)
no contact: unusual shapes (Poincaré’s shapes) of drops
rolling down a plane [2], particle-wave duality of drops
bouncing on a vibrated bath [3–5], drop motions induced
by its own harmonic modes on vibrated viscous bath [6,7],
chaotic behavior of a droplet on a soap film [8,9], etc.
Another case of mobile drops in a “non-wetting” situa-

tion has been reported by Sreenivas et al. [10] and Pirat
et al. [11], when a drop is deposited inside a circular
hydraulic jump of the same liquid [12–15]. A thin layer
of air is entrained underneath the drop by the supercrit-
ical flow of liquid feeding the jump, that prevents coales-
cence, the drop remaining trapped at the shock front with
a strong internal rotation. In a previous letter [11] we have
shown that this “non-wetting” situation was also associ-
ated with remarkable dynamics in the case of a slightly
inclined jump. In a well-defined range of flow rate, a drop

Fig. 1: (Colour on-line) A drop of radius a= 1 mm of silicone
oil in non-coalescence state inside a horizontal hydraulic jump
of the same liquid (R= 5 mm).

of moderate size (typically close to the capillary length)
undergoes a gyroscopic instability, with surprising motions
along the jump perimeter, leading to oscillations around
the lowest equilibrium position.

64001-p1
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Figure 1.1 – Situations de non coalescence. Trois exemples de gouttes en lévitation
sur un fin film de gaz. Les manières de générer ou de renouveler ce film de gaz peuvent être
variées. a) Goutte en lévitation par effet Leidenfrost, d’après [11]. Sur une plaque chauffée,
une goutte peut léviter sur son propre film de vapeur qu’elle génère par évaporation. b)
Goutte piégée dans un ressaut hydraulique d’après [28]. L’impact d’un jet sur une plaque
génère une vague stationnaire, dans laquelle une goutte peut être emprisonnée. c) Goutte
rebondissant sur un bain en vibration d’après [30], un fin film d’air supporte le poids de
la goutte durant le temps de contact. Dans les trois situations, l’écoulement de gaz sous la
goutte permet de supporter son poids par forces de lubrification.

d’isoler le fluide du support à l’aide d’un fin film de gaz. Pour des épaisseurs de film
bien inférieures au millimètre, le gaz en écoulement dans le film peut exercer des
forces visqueuses suffisantes pour supporter le poids d’une goutte. Forcer le fluide à
s’écouler provoque en effet des forces dites de lubrification sur les parois, d’autant
plus importantes que l’épaisseur de fluide est faible [42] 1. Dans le cas d’un film de
gaz de densité généralement bien plus faible que celle de la goutte liquide on parlera
de lévitation ou de situation de non coalescence.

Une simple goutte impactant un bain de liquide doit pouvoir chasser ce film
d’air, et donc vaincre les forces de lubrification pour coalescer. Le film d’air peut

1. Lors du contact, la force exercée par le fluide en écoulement visqueux dans un film d’épaisseur
h vaut Flubrif ≈ ηr4f/(h2tc) où η est la viscosité dynamique, rf une longueur typique du film et tc
le temps caractéristique d’évacuation du film. En équilibrant la force de lubrification avec le poids
de la goutte P ≈ 4R3ρg, on trouve tc ≈ ηr4f/(4h2R3ρg).
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ainsi porter le poids de la goutte durant environ 50 ms secondes environ [73]. Pour
augmenter ce temps de vie naturel d’une goutte portée transitoirement par le film
d’air, plusieurs techniques peuvent être envisagées. La coalescence peut par exemple
être retardée par ajout de surfactant ce qui ajoute une force répulsive entre mono-
couches bipolaires [2].

Une autre technique consiste à renouveler le gaz contenu dans le film pour pré-
venir la coalescence. La figure 1.1 présente trois exemples de goutte en situation de
non coalescence, obtenues par renouvellement continu ou périodique du film de gaz.
La figure 1.1a présente une photographie tirée d’une étude réalisée par J. Burton et
al. [11] d’une goutte en lévitation sur une plaque à température bien supérieure à la
température d’ébullition du liquide. Découvert au XVIIIème siècle par J.G. Leiden-
frost un médecin-théologien, l’effet Leidenfrost consiste à faire léviter une goutte sur
le film de vapeur qu’elle génère elle même par évaporation. Pouvant être obtenues
avec de l’eau sur une simple poêle de cuisine, les gouttes de Leidenfrost ont depuis
fait l’objet d’un grand nombre d’études en laboratoire comme exemple de situation
de non mouillage parfait [7, 75]. Citons par exemple l’étude des modes de vibration
d’une goutte en l’absence totale de ligne de contact [79], leur mise en mouvement
sur un support crenélé [57], ou l’auto-nettoyage de surfaces [4]. Une étude que nous
avons effectuée au sein du laboratoire MSC a également permis de montrer qu’un
volume de liquide bien supérieur à celui d’une goutte pouvait être mis en lévitation
par effet Leidenfrost, en utilisant des supports courbes [66].

Une seconde technique consiste à entretenir le film de gaz en forçant un écoule-
ment d’air sous la goutte. Cet écoulement peut générer des forces de lubrification
suffisantes pour maintenir une goutte en lévitation. C’est le cas d’une machine à la-
ver à paroi lisse, qui entraine un film d’air sous la goutte [56], ou d’une goutte piégée
dans le creux de la vague stationnaire générée par un ressaut hydraulique [69, 28],
comme le montre la figure tirée d’une étude de Alexis Duschesne et al. 1.1b. Dans
ce cas, la goutte est maintenue en lévitation par l’entraînement permanent d’un film
d’air qui la sépare de la surface liquide. Dans ces expériences de non coalescence, les
épaisseurs typiques des films de gaz vont de quelques microns (ressaut hydraulique)
à une centaine de microns au maximum pour l’effet Leidenfrost.

L’expérience de gouttes rebondissantes est un moyen alternatif d’obtenir une
goutte en lévitation. La vibration verticale du bain sépare périodiquement la goutte
de la surface, ce qui renouvelle le film d’air et prévient la coalescence. Une goutte
peut ainsi rebondir indéfiniment sur la surface.

La première observation de non coalescence sur un bain vibré a été reportée dans
les années 70, pour des gouttes contenant du surfactant [80]. Elle a suscité un regain
d’intérêt au cours des années 2000, en raison de la mise en mouvement spontanée des
gouttes à la surface du bain [18]. L’équipe de Y. Couder et E. Fort à l’université de
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Paris-Diderot, puis celle de S. Dorbolo à l’université de Liège et celle de J. Bush au
MIT à Boston se sont ainsi intéressées au temps de vie de ces gouttes sous le seuil de
non coalescence [17, 84, 82], aux différents régimes de rebonds possibles [87, 33, 63]
et aux propriétés de déformation de la goutte et du bain à l’impact [62, 83, 47].

1.2 De la goutte au marcheur

Ces gouttes rebondissantes présentent la particularité de pouvoir se mettre spon-
tanément en mouvement à la surface du bain, en raison de l’action des ondes de sur-
face qu’elle génère. De telles gouttes seront alors appelées marcheurs [18]. Pour com-
prendre le passage de la goutte statique au marcheur, focalisons nous tout d’abord
sur les propriétés de ces ondes de surface qui se propagent sur un bain de liquide
vibré.

1.2.1 Instabilité de Faraday

Michael Faraday remarqua dans les années 1830 qu’en faisant vibrer un bain de
liquide verticalement des ondes stationnaires apparaissaient à la surface [35]. Pour
un liquide soumis à une accélération verticale γ sous la forme γ = γ0 cos(2πf0t), la
gravité est modulée dans le temps.

Dans le cas d’un fluide visqueux K. Kumar et L. Tuckerman ont montré qu’il
existe une amplitude d’accélération seuil γF de l’accélération γ0 au delà de laquelle
un motif d’ondes stationnaires apparaît à la surface du bain (voir figure 1.2) [52].
Cette modulation dans le temps de la gravité entraîne une instabilité de la position
de l’interface par un mécanisme de forçage paramétrique. La fréquence des ondes
stationnaires ainsi générées est égale à la moitié de la fréquence de forçage, comme
illustré en figure 1.2b, par une image tirée de la thèse de Stéphane Douady [27]. On
définit donc une période de Faraday TF = 2T0.

La figure 1.2c,tirée de la thèse d’A. Eddi [30] présente un exemple de motif obtenu
dans le cas d’un bain de liquide à géométrie carrée. La longueur d’onde de ces motifs
peut se déduire de la relation de dispersion usuelle des ondes à la surface d’un fluide
qui lie la pulsation ω au vecteur d’onde k. Cette relation tient compte de la force de
rappel hydrostatique (gravité), et des effets de tension de surface qui tendent tous
deux à ramener l’interface à sa position d’équilibre. Elle s’écrit :

ω2 = tanh(kH)

(
gk +

σ

ρ
k3

)
(1.1)

où g est l’accélération de gravité, σ la tension de surface, ρ la densité du fluide, et
H la profondeur de liquide [42]. Dans les conditions expérimentales utilisée au cours
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Figure 1.7 – (a) Ondes stationnaires de Faraday en régime développé dans un récipient carré.

(b) Relation de dispersion en eau profonde pour de l’huile silicone entre la fréquence

de Faraday fF et la longueur d’onde de Faraday �F .

viscosité µ du liquide utilisé. Si la fréquence f0 crôıt, la longueur d’onde sélectionnée �F

diminue, ce qui a pour conséquence d’augmenter les e↵ets de la dissipation visqueuse.

Le seuil de l’instabilité �F augmente donc avec la fréquence de forçage f0. A fréquence

de forçage fixée, plus la viscosité augmente, plus l’énergie dissipée est importante, et
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aspects expérimentaux [27, 25, 26, 13].

1.3.2 Approche théorique

Il existe un cadre théorique complet dans lequel s’inscrit la description de ce phénomène.

Le modèle présenté ici a été proposé par Benjamin et Ursell [5]. Ceux-ci considèrent un

fluide parfait (inviscide) et, partant des équations de l’hydrodynamique, ajoutent une

modulation périodique de la gravité. En incluant les e↵ets de tension de surface, on
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Le seuil de l’instabilité �F augmente donc avec la fréquence de forçage f0. A fréquence
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Figure 1.2 – Instabilité de Faraday. La surface d’un bain de liquide soumis à une
vibration verticale peut se déstabiliser, pour former un motif d’ondes stationnaires appelé
ondes de Faraday. a) Ondes de Faraday en vue du dessus, dans une cellule de géométrie
carrée, d’après [30]. b) Mécanisme de mise en mouvement du liquide : les creux et les
bosses échangent leurs positions toutes les périodes d’oscillations T0 du bain d’après [26].
La période TF = 2T0 des ondes de Faraday est ainsi double de celle du bain. c) Trois
photographies de l’oscillation au cours du temps d’un motif carré à la surface du liquide,
d’après [30].

de cette thèse, la fréquence de vibration f0 du bain sera choisie égale à 80 Hz, ce qui
correspond à une fréquence de Faraday de 40 Hz qui sélectionne une longueur d’onde
λF = 4.75 mm pour de l’huile silicone de densité ρ = 0.965g/cm3 et de tension de
surface σ = 20 mN/m.

Au delà du seuil, ces ondes de Faraday apparaissent ainsi spontanément, par
amplification de n’importe quelle perturbation initiale. Que se passe-t-il pour une
accélération verticale proche, mais en dessous du seuil d’instabilité ?

1.2.2 Impact unique sous le seuil de l’instabilité de Faraday :
premier effet de mémoire

La figure 1.3a présente l’amplitude A0 des ondes stationnaires de Faraday en
fonction de l’accélération γ imposée, au voisinage du seuil d’instabilité γF . Ce type
de diagramme est générique des bifurcations fourches ou supercritiques. Un débat
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Figure 1.3 – Instabilité de Faraday : devenir d’une perturbation initiale. a)
Amplitude A0 des ondes de Faraday en fonction de l’accélération verticale γ0 imposée.
La courbe en trait plein représente la solution en régime stationnaire, générique d’une
bifurcation fourche. Lorsque la surface du bain est soumise à une perturbation initiale, son
devenir va dépendre du signe γ0 − γF . Pour γ0 > γF une perturbation initiale va croître
jusqu’à atteindre la valeur d’équilibre donnée par la courbe noire. Pour γ < γF , toute
perturbation sera amortie avec un temps caractéristique τ . b) Temps de décroissance τ
d’une perturbation initiale en fonction de l’accélération γ0 au voisinage du seuil par valeur
inférieure. Le temps d’amortissement d’une perturbation diverge au seuil de l’instabilité.

ancien sur la nature de l’instabilité de Faraday, qui dépend des conditions aux bords
imposées, n’est pas tranché à ce jour. Par souci de simplicité on choisit ici une
représentation de type bifurcation supercritique, i.e sans courbe d’hystérésis du
seuil d’instabilité, ni discontinuité de l’amplitude des ondes au voisinage du seuil 2

Le devenir d’une perturbation initiale va dépendre de l’amplitude d’excitation
du bain. Pour une accélération γ > γF au dessus du seuil de l’instabilité γF , une
perturbation initiale de la surface du bain sera amplifiée, avant que l’amplitude
sature à une valeur A0(γ) donnée par la courbe en trait plein de la figure 1.3a.

Pour une accélération inférieure au seuil γ < γF , une perturbation sera amortie
en un temps caractéristique τ . Au seuil d’instabilité, cette perturbation mettra un
temps infini à croitre ou décroitre, elle est "gelée". Juste avant le seuil d’instabilité,
le temps d’amortissement τ diverge avec l’écart au seuil, comme illustré sur la fi-
gure 1.3b. Ce mécanisme de ralentissement critique est générique d’une bifurcation
fourche. Dans le cas de l’instabilité de Faraday, il va permettre de stocker une per-
turbation initiale sous la forme d’un champ d’onde, durant le temps d’amortissement
τ de cette perturbation.

Ce temps de décroissance τ d’une perturbation initiale au voisinage du seuil γF

2. Il s’agit d’une très bonne approximation compte tenu de notre dispositif expérimental. Voir
chapitre 2 pour des détails supplémentaires.
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de l’instabilité de Faraday est donné par l’écart relatif au seuil de Faraday, soit :

τ ∝ γ0

γF − γ0

(1.2)

Cette théorie a été validée expérimentalement par A. Eddi au cours de sa thèse [30].
A l’aide d’une technique dite de synthetic schlieren adaptée à la reconstruction
d’interface fluide [61], le profil complet du champ d’onde peut être mesuré au cours
du temps. Le principe de la mesure consiste à observer un motif aléatoire à travers
le bain de liquide. Dû à la différence d’indice optique entre le liquide et l’air, le motif
aléatoire est localement déformé par une inclinaison de l’interface. En mesurant les
déformations spatiales du motif, il est possible de remonter au champ de hauteur h
de la surface du liquide en tout point, et à tout instant.

Pour isoler la contribution d’un impact unique sur la surface liquide, une bille
d’acier a été lâchée au dessus du bain. La figure 1.4 présente quatre photographies
tirées de cette expérience [32]. Les figures 1.4a et 1.4c ont été prises 51 ms après
impact dans le cas d’un bain au repos (figure 1.4a) ou en vibration verticale, pour une
accélération γ0 ≈ 0.98 γF , proche du seuil de l’instabilité de Faraday γF (figure 1.4c).
Les impacts initiaux générés sont donc identiques, mais leur devenir sont différents.
Les figures 1.4b et 1.4d ont été prises 173 ms après impact, pour le bain au repos
(1.4b) ou en vibration (1.4d).

Dans le cas d’un bain de liquide au repos, l’onde capillaire générée par l’impact
se propage simplement. Dans le cas d’un bain en vibration verticale, le passage
d’un front gravito-capillaire laisse derrière lui une onde de Faraday circulaire et
stationnaire dans le repère du laboratoire.

Le caractère stationnaire des ondes générées par le passage du front est mis en
évidence par la figure 1.5 à l’aide de deux diagrammes spatio-temporels de la hau-
teur h(x, t) du bain après impact d’une bille, pour un bain au repos (figure 1.5a), et
proche du seuil de Faraday (γ0 ≈ 0.98 γF ) (figure 1.5b). Dans le cas d’un bain en
vibration, le passage du front capillaire excite bien un motif d’ondes stationnaires,
qui correspondent à des oscillations selon des lignes verticales (à x fixé). Cette fi-
gure illustre également la différence entre l’amortissement spatial, lié à la diminution
d’amplitude du front capillaire au cours de sa propagation et l’amortissement tem-
porel lent et ajustable des ondes stationnaires générées. Le temps caractéristique
d’amortissement temporel τ est une mesure de la mémoire des perturbations pas-
sées, il est de l’ordre d’une seconde pour la figure 1.5b (γ0 ≈ 0.98 γF ).

Chaque déformation locale de la surface du bain engendrera ainsi un motif
d’ondes stationnaires, centré autour du point d’impact. Le temps d’amortissement
τ de ces ondes est donné par l’écart relatif au seuil de l’instabilité de Faraday de
l’équation 1.2. Cette mémoire ondulatoire peut donc être contrôlée expérimentale-
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4.3. CHOCS UNIQUES SUR UNE SURFACE EN VIBRATION 67

(a)

(d)(c)

(b)

Figure 4.6 – Ondes crées par une bille d’acier impactant sur le bain. (a) et (b) Dans le cas

où le bain est au repos, on observe uniquement une onde capillaire qui se propage

radialement (photographies prises à t = 51 ms et t = 173 ms après l’impact. (c) et

(d) Dans le cas où le bain est en vibration avec �m < �F et � << 1, une structure

stationnaire avec la longueur d’onde de Faraday se met en place sur le bain après

le passage de l’onde capillaire.

et coule immédiatement au fond du bain, le film d’air ne pouvant être maintenu sous la

bille à cause de la rugosité de sa surface. La surface n’est alors perturbée que par un seul

choc et une simple visualisation par ombroscopie permet d’observer les ondes émises.

Si le bain n’est soumis à aucune vibration verticale, le paquet d’ondes généré est iden-

tique à celui créé par un caillou jeté dans l’eau. Lors de l’impact, la bille excite des modes

dont la longueur d’onde vaut au maximum quelques fois sa taille. La figure 4.6 (a) et (b)

montre les ondes créées par un tel impact à des instants t1 = 51 ms et t2 = 173 ms après

le choc. Nous constatons que le paquet d’onde formé se propage radialement et s’amortit

à cause de la viscosité du bain. Après 173 ms, l’endroit où la bille d’acier a frappé la

surface est de nouveau au repos. Les figures fig. 4.6 (c) et (d) présentent le cas de figure

où le bain est en vibration, soumis à une excitation voisine �m du seuil de l’instabilité

de Faraday �F , avec � ' 2%. Dans les premiers instants après l’impact, l’évolution de la
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Figure 1.4 – Impact d’une bille d’acier sur un bain de liquide. a) et b) Ondes
générées sur un bain au repos respectivement à t=51 ms et t=173 ms. L’impact de la bille
sur la surface excite une onde gravito-capillaire analogue à celle créée par un caillou jeté
dans l’eau. c) et d) Ondes de surface générées sur un bain en vibration verticale avec une
accélération γ proche du seuil de l’instabilité de Faraday γF . La propagation de l’onde
excite sur son passage des ondes de Faraday, centrées sur le point d’impact.
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Figure 1.5 – Ondes émises par un impact ponctuel sur un bain en vibration.
Diagrammes spatio-temporels de la hauteur h(x, t) de la surface en fonction du temps
écoulé depuis l’impact, et de la distance à l’impact, figure non publiée tirée des travaux de
A. Eddi. a) Bain au repos. Le front capillaire se propage simplement. b) Bain en vibration,
pour une accélération γ proche du seuil de l’instabilité de Faraday γF . Le passage de l’onde
capillaire excite sur son passage un motif d’ondes stationnaires. A chaque position donnée,
les ondes stationnaires s’amortissent ensuite lentement, avec un temps d’amortissement τ
appelé le temps de mémoire. La surface du bain conserve donc, via cette onde stationnaire,
une mémoire de la position de l’impact durant un temps τ .
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ment en réglant l’amplitude d’excitation du bain liquide au voisinage du seuil de
l’instabilité de Faraday.

1.2.3 Goutte rebondissante : un excitateur local d’onde de
Faraday

Une goutte rebondissant indéfiniment à la surface d’un bain de liquide en vibra-
tion verticale est un bon candidat pour exciter ces ondes stationnaires de Faraday.
Nous verrons dans ce paragraphe que le mécanisme de génération d’ondes station-
naires de Faraday par une goutte rebondissante est d’ailleurs à l’origine de sa mise
en marche spontanée [74, 63].

Une synchronisation nécessaire entre période de la goutte et période des
ondes

Au cours de la thèse de Suzie Protière, les différents régimes de rebonds d’une
goutte sur un bain en vibration ont été étudiés pour plusieurs fréquences de vi-
bration, plusieurs viscosités du liquide, dans une large gamme d’accélérations et
de tailles de gouttes [73]. Dans cet espace des phases à quatre paramètres, seules
quelques zones permettent d’observer des gouttes se déplaçant à la surface du bain.

Un diagramme de phases des différents modes de rebonds d’une goutte est pré-
senté en figure 1.6, en fonction de l’accélération γ0 de l’excitation du pot vibrant et du
diamètre des gouttes D, pour une viscosité ν donnée du liquide (ν = 50.10−3 Pa.s),
et une fréquence f0 de vibration donnée (f0 =50 Hz). La zone correspondant aux
marcheurs est notée "W".

Pour générer des ondes stationnaires de Faraday, une goutte doit d’abord rebon-
dir à la même période que les ondes. La condition de synchronisation de la période
de rebond avec la période des ondes de Faraday impose une condition sur l’accé-
lération du bain, qui doit être de l’ordre de 4g, où g est l’accélération de gravité.
Comme le seuil de l’instabilité de Faraday est lié à la fréquence d’excitation f0 du
bain et à la viscosité ν du liquide, la condition de période double au voisinage du
seuil impose ainsi une relation entre fréquence d’excitation et viscosité. Plus le bain
est visqueux, et plus la fréquence d’excitation devra être faible pour observer des
gouttes en doublement de période au voisinage du seuil de Faraday.

La fréquence de vibration f0 choisie fixe alors la longueur d’onde de Faraday
λF via la relation de dispersion de l’équation 1.1. Pour exciter des ondes à cette
longueur d’onde λF , une goutte doit être de diamètre de l’ordre d’une fraction de
λF (0.1λF < D < 0.2λF ) [74].

Dans cette gamme de tailles et proche du seuil γF , une goutte va rebondir en
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Figure 1.5 – Trois images spatio-temporelles montrant le comportement vertical d’une goutte

dans le temps (temps écoulé : 0.2s). (a) Rebond simple �m/g = 2.5, D = 1mm.

(b) Doublement de période �m/g = 3.5, D = 1mm, (c) Doublement complet de

période �m/g = 4.3, D = 1 mm. f0 = 80 Hz, µL = 20.10�3 Pa.s. D’après [69].
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36 CHAPITRE 3. MODES DE REBONDISSEMENT D’UNE GOUTTE
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Fig. 3.8 – Diagramme de phase montrant le comportement de gouttes de tailles di↵érentes

lorsqu’on augmente le paramètre de contrôle �m. 3 régions à observer : région I 0.4 < D <

0.75mm, région II 0.75 < D < 1.05mm et région III 1.05 < D < 1.4mm. f0 = 50Hz et

µL = 50.10�3Pa.s.
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Figure 1.5 – Trois images spatio-temporelles montrant le comportement vertical d’une goutte

dans le temps (temps écoulé : 0.2s). (a) Rebond simple �m/g = 2.5, D = 1mm.

(b) Doublement de période �m/g = 3.5, D = 1mm, (c) Doublement complet de

période �m/g = 4.3, D = 1 mm. f0 = 80 Hz, µL = 20.10�3 Pa.s. D’après [69].
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Figure 1.6 – Régimes de rebond d’une goutte et zone de marche. a) Dia-
gramme de phases des différents régimes de rebond observés pour une huile de visco-
sité ν = 50.10−3 Pa.s, et une fréquence d’excitation f0 = 50 Hz (d’après [73]). La zone
de marche, où les gouttes se mettent spontanément en mouvement, est notée "W". Elle
correspond à un espace restreint, au voisinage de l’instabilité de Faraday. b) Diagramme
spatio-temporel du mouvement vertical d’une goutte en régime de marche, d’après [73]. La
goutte impacte la surface toutes les deux oscillations du bain. Elle rebondit donc avec la
même période que les ondes de Faraday qu’elle génère.

phase avec les ondes stationnaires de Faraday de période TF qu’elle génère. La
persistance de l’onde générée est donnée par le temps d’amortissement τ des ondes
de Faraday au voisinage du seuil γF . On définit alors un paramètre de mémoire Me

comme :

Me =
τ

TF
(1.3)

Me est donc le rapport entre le temps d’amortissement τ des ondes et la période
TF du mouvement vertical. Ce nombre sans dimension est une mesure du nombre
de sources d’ondes encore actives sur le bain. A chaque instant, le n-ème rebond
précédent aura généré une onde dont l’amplitude vaut désormais A0exp(−n/Me).
Ainsi, pour une mémoireMe = 100, les ondes générées par les cents derniers rebonds
sur le bain pourront être considérées comme actives.
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1.2.4 Mise en marche d’une goutte : un effet de mémoire

Le mécanisme d’accumulation d’ondes par effet de mémoire est à l’origine de la
mise en marche d’une goutte. Pour un paramètre de mémoire Me ≈ 3, le rebond
vertical de la goutte devient instable vis à vis d’une perturbation horizontale, et la
goutte se met en mouvement. La valeur correspondante γW d’accélération verticale
du bain de liquide est appelée le seuil de marche. Elle dépend de la taille de goutte
considérée (limite du domaine "W" de la figure 1.6). Deux modèles de bifurcation
de marche ont été élaborés par Arezki Boudaoud [74] puis Jan Molacek, Anand Oza
et John Bush [64, 65], ils seront discutés au chapitre 3. La présentation qui suit est
une présentation brève du mécanisme d’instabilité.

En générant une bosse sous elle par accumulation des sources d’ondes générées, la
goutte construit un maximum local d’énergie potentielle de pesanteur. Il existe une
amplitude seuil de cette bosse pour laquelle le régime de rebond vertical immobile
devient instable, celle ci se met alors en mouvement horizontal. Une fois la goutte
en mouvement, les centres des ondes générées lors des précédents impacts seront
légèrement décalés par rapport à la goutte qui retombe alors sur une surface inclinée.
Le rebond sur une telle surface lui confère une quantité de mouvement horizontale,
qui entretient le processus. A vitesse plus élevée, cette force s’équilibre avec la perte
d’énergie à chaque rebond due en majorité à la génération de l’onde capillaire et
en partie au frottement sur le film d’air [62]. Le marcheur atteint ainsi une vitesse
stationnaire V0, appelée vitesse libre du marcheur.

Cette vitesse libre dépend à la fois du diamètre D de la goutte et de l’accélération
γ0 du bain. Au voisinage du seuil de marche γW , la vitesse croit comme

√
γ0 − γW ,

indiquant une bifurcation de type supercritique. Cette vitesse sature ensuite pour
des mémoires Me ≈ 10. Nous nous intéresserons ici à la zone du régime de marche
où la vitesse libre de la goutte V0 varie peu, seul le temps τ d’amortissement des
ondes, piloté par le paramètre de mémoire Me peut être considéré comme variable.

La mise en marche d’une goutte sous l’action des ondes qu’elle a elle même géné-
rées est donc une première manifestation d’un effet de mémoire. Cet objet présente
la particularité de posséder, dans sa structure même, une forme de dualité onde-
particule. Sans goutte, aucune onde ne peut se propager sous le seuil d’instabilité,
et sans ondes, la goutte reste immobile. Que se passe-t-il pour une mémoire de
chemin plus longue, i.e lorsque le champ d’onde devient plus complexe ?

1.3 La Mémoire de chemin

Une fois en mouvement, un marcheur laisse derrière lui des sources stationnaires
d’ondes de Faraday. Cette accumulation de sources d’ondes le long du chemin suivi
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(b)(a)

Figure 4.14 – (a) Photographie du champ d’ondes d’un marcheur avec � 6 1%. (b) Schéma de

la structure d’interférence obtenue avec la construction géométrique donnant la

position approchée des nœuds de l’onde.

4.5 La mémoire de chemin

Nous avons vu que chaque rebond de la goutte sur la surface créé une onde de Faraday

qui s’amortit au bout d’un temps ⌧ / (�F � �m)�1, proportionnel à l’écart au seuil de

l’instabilité de Faraday. Pour des marcheurs, ce temps caractéristique ⌧ prend des valeurs

typiques telles que 5⌧F < ⌧ < 30⌧F . Comme la goutte se déplace entre chaque rebond,

le marcheur inscrit une trace sur la surface : c’est la mémoire de chemin. Cette trace

apparâıt comme la superposition linéaire des ondes produites par chaque choc et se

traduit par une structure d’interférence semblable à celle de la di↵raction de Fresnel en

optique. La mémoire de chemin possède une longueur caractéristique Lm = VW · ⌧ fixée

à la fois par l’amortissement des ondes et la vitesse du marcheur. Elle correspond à la

taille typique du champ d’ondes qui entoure la goutte.

A chaque rebond sur la surface, la goutte reçoit une impulsion proportionnelle à la pente

de la surface sur laquelle elle rebondit. La goutte ⌧ lit � la mémoire de chemin qui est

encodée dans les ondes. La force qui en résulte est déterministe. Cependant, la mémoire

de chemin fournit les éléments nécessaires pour observer des comportements aléatoires.

Plus elle est importante, plus le nombre de chocs qui contribuent à la force ressentie

par la goutte est grand, et plus le marcheur possède une sensibilité à sa propre histoire.

Dans les expériences d’e↵et tunnel, nous avons travaillé en réglant l’accélération verticale

réduite � = 6%. D’une manière plus générale, la mémoire de chemin va jouer un rôle
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Figure 4. (a) Experimental measurement of the wave field with a walker of diameter
D = 760 µm moving at VW = 11.05 ± 0.05 mm s−1, with (Γ −1 = 17.2). (b) Non-dimensional
experimental velocity VW/Vφ of a walker as a function of non-dimensional acceleration γ /g.
Experiment with a droplet of diameter D = 790 µm and an oil of viscosity µ= 20 × 10−3 Pa s.
Dots are experimental values and the dashed line is an interpolation. (c) Wave field obtained
by numerical simulation (δ/λF = 1.6, Me = 30, A/λF =5 × 10−2, 0.4τF ). (d ) Non-dimensional
velocity VW/Vφ in a numerical simulation of the model as a function of the characteristic
memory time τ .

motion and that the take-off and landing times are determined by the vertical
oscillation of the liquid bath as if the collision was inelastic. For a range of forcing
accelerations, the vertical motion is periodic of period TF =1/fF . At each take-off,
the droplet is given a vertical velocity equal to the surface velocity.

The droplet horizontal velocity is computed separately at each bounce. It is given
by adding two terms to the velocity before the bounce.

(i) A factor that models the viscous damping due to the shearing of the air film
separating the drop from the bath.

(ii) An increment of speed due to the impact on a slanted surface. This kick is
proportional to the local slope of the surface: it is zero if the surface is horizontal.
After its take-off, the droplet retains a constant horizontal velocity and has a free
parabolic motion. The velocity at take-off determines the elementary horizontal
displacement δrn during the free flight of the droplet and thus the landing point.

The core of the computation is in the calculation of the interface slope at the point
of landing. More generally, one wants to compute the whole topography of the wave
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r (tn ) r (t1)

Figure 1.7 – Champ d’onde d’un marcheur. a) Visualisation du champ d’onde entou-
rant un marcheur dans le régime de haute mémoire (Me ≈ 100). b) Principe de construction
du champ total. Le champ h(~ρ, t) est obtenu par superposition linéaire de sources d’ondes
émises aux instants tn aux points ~r(tn). c) Reconstitution numérique du champ d’onde à
partir de la formule de l’équation 1.5. d) Lieux des points où le champ de surface h(~ρ, t)

est d’amplitude nulle. On retrouve les lignes paraboliques séparant l’avant et l’arrière du
champ d’onde entourant un marcheur.

est appelée mémoire de chemin. Elle couple deux entités de nature très différentes,
que sont la goutte et le champ d’onde qui l’entoure. Cette section est consacrée aux
équations du mouvement d’un marcheur, en se basant sur les travaux effectués ces
dernières années par A. Eddi, A. Boudaoud [74], E. Fort [41], J. Molacek [64], A.U.
Oza [65], et leurs collaborateurs. Le but recherché est d’établir une équation modèle
de la dynamique horizontale du marcheur, épurée, qui nous servira plus tard de base
théorique.

1.3.1 Description du champ d’onde

La subtilité de la dynamique d’un marcheur réside dans l’évolution de la surface
du bain liquide, déformée par l’accumulation d’ondes générées par les impacts répétés
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de la goutte. Le champ total de déformation verticale h généré par une trajectoire
~r(t) s’écrit sous la forme :

h(~ρ, t) = h0

∞∑

n=1

sin(2πfF t+ φ0)J0(kF ||~δrn||)e−(t−tn)/Mee−δrn/δ (1.4)

où ~ρ est le vecteur correspondant au point d’observation et ~δrn = ~ρ − ~r(tn) est la
distance entre la position ~r(tn) de la goutte à l’instant tn du n-ème rebond précédent
et le point d’observation. fF désigne la fréquence de Faraday, moitié de la fréquence
du forçage f0 = 2fF . h0 correspond à l’amplitude de l’onde générée par un seul
choc et vaut environ h0 ≈ 50 µm et δ représente un coefficient d’amortissement
visqueux spatial de l’onde gravito-capillaire au cours de sa propagation valant δ ≈
3λF pour une viscosité ν = 20.10−3 Pa.s, d’après [32] 3. Enfin, φ0 correspond à la
phase d’impact de la goutte sur le bain.

Cette expression est à la base de la description du champ entourant un marcheur.
Elle a été vérifiée expérimentalement par A. Eddi au cours de sa thèse en comparant
le champ d’onde d’un marcheur en ligne droite avec celui obtenu à partir de l’équa-
tion 1.4. La figure 1.7 présente un tel champ d’onde sous diverses représentations. La
figure 1.7a est une photographie d’un champ d’onde expérimental obtenue à l’aide
d’une technique de visualisation d’interface [30]. Il existe en particulier deux lignes
de démarcation entre avant et arrière, situées de part et d’autre du marcheur.

La construction géométrique du champ d’onde entourant un marcheur est ré-
sumée en figure 1.7c. Il est obtenu par somme de l’ensemble des sources générées
en chaque point d’impact ~rk(t) du marcheur. Chaque terme de la somme est pon-
déré par son amortissement temporel exp(−(n−k)/Me). Dans la limite de mémoire
infinie, ce champ est analogue à celui généré par une demi-droite de source située
derrière le marcheur. Il s’agit alors de la figure d’interférence en champ proche gé-
néré par un bord de Fresnel [48, 8]. La position de la goutte correspond alors à une
singularité du champ d’onde définie par l’extrémité de la ligne de source.

La figure 1.7b présente un champ d’onde reconstitué à partir de l’équation 1.4,
en bon accord avec le champ d’onde observé de la figure 1.7a. On peut remarquer
en particulier que les lieux d’amplitude nulle du champ coïncident

L’expression de l’équation 1.4 décrit donc bien le champ généré par l’accumula-
tion d’ondes circulaires, partout, et à tout instant. En revanche, la présence de deux
termes d’amortissement (spatiaux et temporel) rend la structure d’un tel champ
complexe à manipuler mathématiquement. Dans le cas de trajectoires confinées,

3. L’expérience montre que la longueur d’amortissement δ est probablement bien supérieure.
Cet écart pourrait être imputable à la différence d’énergie cinétique au moment de l’impact entre
une bille d’acier lâchée de plusieurs centimètres, et le rebond d’une goutte rebondissant sur un
bain à une hauteur millimétrique, de l’ordre de 104 fois inférieure.
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on peut négliger l’amortissement spatial tant que l’extension des trajectoires est
inférieure à la longueur d’amortissement δ. Dans toute la suite, on prendra donc
e−δrn/δ = 1 quelle que soit la valeur de δrn. Cette limite d’amortissement spatial
nul permettra de simplifier considérablement la description du champ d’onde (voir
chapitre 4 : décomposition en modes).

Par ailleurs, comme les rebonds de la goutte sont synchronisés sur l’oscillation
verticale du motif de Faraday, l’interaction s’effectue toujours à la même phase du
mouvement vertical du bain. On peut donc approximer le champ d’onde oscillant
à la fréquence de Faraday par un champ stationnaire, pris à la phase d’interaction
entre la goutte et le bain :

h = h0 sin(φ0)
∞∑

n=1

J0(kF ||~δrn||)e−n/Me (1.5)

où φ0 représente la phase d’impact de la goutte sur le bain. Le champ résultant h est
donc une somme de fonctions de Bessel amorties en temps, avec ajout d’un terme
proportionnel à J0(kF ||~δrn||) à chaque impact de la goutte. En l’absence d’amor-
tissement spatial, les ondes stationnaires circulaires J0 générées à chaque impact
deviennent solutions exactes de l’équation de Helmholtz :

∆J0 + k2
FJ0 = 0 (1.6)

Cette relation étant linéaire, par principe de superposition, le champ total généré
par un marcheur est également solution de l’équation de Helmholtz :

∆h+ k2
Fh = 0 (1.7)

Notons tout de même que dans cette description, le champ au moment de l’impact
est modifié brusquement en tout point, par ajout d’une nouvelle source d’onde. Il
y a donc à chaque période du rebonds une discontinuité globale de h, la nouvelle
source modifiant le champ dans tout l’espace. Ce terme de sources récurrent revient à
modifier les conditions aux bords de l’équation 1.7 à chaque impact de la goutte. h est
donc une solution un peu particulière de l’équation de Helmholtz standard, puisque
ses conditions aux limites ne sont pas immuables, mais soumises à une modification
périodique. C’est d’ailleurs la modification périodique de ces conditions aux bords
qui assure le couplage du champ avec la goutte.

D’une expression complexe du champ d’onde de surface, on se ramène donc à une
solution par morceau de l’équation de Helmholtz, obtenue par somme de fonctions
de Bessel J0 générées à chaque impact. L’amplitude de chacune d’entre elles diminue
au cours du temps, avec un poids e−n/Me où n est le nombre de rebonds écoulés.
A chaque impact, une fonction de Bessel J0 centrée sur la position de la goutte est
ajoutée au champ. Cette expression du champ d’onde sera utilisée tout au long de
cette thèse, pour décrire le champ d’onde d’un marcheur.
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1.3.2 Couplage de la goutte au champ

Une goutte rebondissant sur une surface inclinée acquiert, par rebond élastique,
une quantité de mouvement horizontale qui peut la mettre en mouvement. Ce mé-
canisme est à l’origine de la force générée par les ondes sur la goutte.

Rebond d’une goutte sur une interface inclinée

L’action des ondes sur la goutte peut être décrite par une force Fm "de mémoire",
exercée par les ondes sur la goutte. Elle est proportionnelle à la pente de l’interface
au lieu de l’impact :

~Fm(~r) = −mGγ0(1− β)~∇h |~ρ=~r (1.8)

où mG désigne la masse de la goutte, h(~r, t) représente la hauteur de la surface du
bain, ~r la position de la goutte à l’instant t, γ0 l’accélération du pot vibrant, et 1−β
le rapport du temps passé en contact avec le bain par la période TF du mouvement
vertical 4. Cette force provient du rebond de la goutte sur une pente inclinée, qui lui
confère une quantité de mouvement horizontale, en plus de son mouvement vertical
périodique. En dépit de la complexité du processus de rebond, le couplage entre la
goutte et la surface liquide peut être décrit par cette relation de couplage linéaire
en h de l’équation 1.8.

Comme l’amplitude de l’onde entourant un marcheur (≈ 50µm [31]) est faible
devant la hauteur z0 des sauts de la goutte (z0 ≈ g/2(TF/2)2 ≈ 1 mm avec g l’accé-
lération de gravité), la phase de rebond peut être considérée comme indépendante
de l’amplitude des ondes qui ont été générées. Cette hypothèse permet de découpler
le mouvement horizontal du mouvement vertical. Dans la suite, nous ne considé-
rons donc que les composantes horizontales des forces appliquées, en considérant un
mouvement vertical périodique non perturbé.

Dissipation à chaque impact

A chaque rebond, la goutte va également dissiper une partie de son énergie ci-
nétique initiale. Des mesures expérimentales et une étude analytique approfondie
réalisées par J. Molacek ont montré que la majeure partie de l’énergie dissipée lors
du choc était due à l’émission de l’onde capillaire, qui va elle même générer l’onde
stationnaire de Faraday. L’énergie perdue par la goutte lors de l’impact n’est donc
pas entièrement dissipée, mais stockée sous forme d’onde dans le champ h de sur-
face [63]. Une partie de cette énergie sera alors restituée à la goutte lors des impacts
suivants, celle ci rebondissant sur la pente des ondes précédentes. Finalement, la

4. voir [73] p53 pour plus de détail. La force Fm résultante est de l’ordre de 10−6 N.
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perte d’énergie par choc peut être modélisée par une force de friction visqueuse
phénoménologique ~Fv :

~Fv = − η

1− β
~V (1.9)

Cette force s’exerce durant le temps de contact (1− β)TF avec le bain, où η est un
coefficient de friction effectif moyen du mouvement horizontal. En effet, le coefficient
de frottement η/(1− β) est associé à une puissance dissipée Pc = ηV 2/(1− β) par
la goutte durant le contact avec le bain d’une durée (1−β)TF . L’énergie dissipée en
moyenne sur une période TF du mouvement vertical est donc < Eη >= ηV 2TF .

Passage à la limite continue

A partir des équations discrètes du mouvement, J. Molacek et J. Bush ont pro-
posé une équation continue pour le mouvement horizontal du marcheur [64].

Pour établir cette équation continue, revenons tout d’abord à la description du
mouvement en deux phases. On considèrera un mouvement vertical non modifié
par les éventuelles forces extérieures appliquées ~F , i.e. ~F .~ez � mGg pour effectuer
uniquement un bilan horizontal de quantité de mouvement.

Durant le vol libre, le bilan horizontal de quantité de mouvement s’écrit :

mG
d~V

dt
= ~Fext pour 0 < t < βTF (1.10)

où βTF est le temps passé en l’air sur une période TF du mouvement vertical et ~Fext
représente la composante horizontale des forces extérieures appliquées.

Durant la phase de contact avec le bain, la goutte subit une force de friction
effective, et une interaction avec le champ d’onde généré :

mG
d~V

dt
= − η

1− β
~V −mGγ0(1− β)~∇h+ ~Fext pour βTF < t < TF (1.11)

On peut alors effectuer un bilan de quantité de mouvement horizontal sur une pé-
riode du mouvement :

mG(δV )1 = ~FextβTF pour 0 < t < βTF (1.12)

mG(δV )2 = −η~V TF − γ0TF (1− β)2~∇h+ ~Fext(1− β)TF pour βTF < t < TF(1.13)

Par sommation, on obtient donc :

mG
(δV )1 + (δV )2

TF
= −η~V −mGγ0(1− β)2~∇h+ ~Fext (1.14)

Comme la distance parcourue à chaque période TF est petite devant la longueur
d’onde (V TF ≈ λF/20), ces équations peuvent être approximées par une évolution
continue de la vitesse horizontale du marcheur :

mG
d~V

dt
= −η~V − C~∇h+ ~Fext. (1.15)
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où C = mGγ0(1 − β)2 est un coefficient de couplage effectif entre la goutte et le
champ d’onde associé, et η un coefficient de friction effective. L’équation 1.15 est
donc à deux dimensions d’espace.

1.3.3 Equation de la dynamique d’un marcheur

En résumant les différentes composantes de la dynamique présentées ci-dessus,
l’équation du mouvement d’une goutte s’écrit :

mG
d~V

dt
= −η~V − C~∇h |~ρ=~r + ~Fext (1.16)

h(~ρ, t) =
∞∑

n=1

J0(kF ||~ρ− ~r(tn)||)e−n/Me. (1.17)

où ~V désigne la vitesse de la goutte, mG sa masse, η un coefficient de friction
phénoménologique et C = γ0(1 − β)h0 sin(φ0) une constante de couplage entre la
goutte et le champ d’onde qui l’entoure, qui dépend en particulier de la phase φ0

du mouvement vertical au moment de l’impact de la goutte. Le champ h est donc
maintenant une grandeur sans dimension. Dans cette formulation des équations, il
s’agit d’un système étendu en temps, via la mémoire de chemin, et étendu en espace,
via le champ d’onde.

1.4 Une dynamique singulière à explorer

Les équations constitutives d’un marcheur présentent peu d’analogues, en raison
de l’introduction de cette mémoire de chemin ondulatoire. Le support de la mémoire
est en effet des ondes de surfaces qui sont soumises à un principe de superposition
global : l’ajout d’une nouvelle onde modifie l’ensemble du champ résultant. Cette
nouveauté pose un problème de formalisme : quels outils utiliser pour décrire une
telle dynamique ?

1.4.1 Interprétation des équations : une dynamique duale

Une des premières questions soulevées par cette mémoire de chemin, et qui sera
d’ailleurs abordée au cours de ce manuscrit, est l’aspect réductible ou non de ces
équations à une situation plus simple. La figure 1.8 présente une photographie d’un
marcheur composé d’une goutte et d’un champ d’onde complexe environnant, généré
par la trajectoire suivie précédemment (trait blanc). A chaque instant, ce marcheur
peut être défini par sa position, sa vitesse, le champ d’onde qui l’entoure, et la
trajectoire suivie dans le passé. Pourtant, pour décrire l’évolution temporelle de la
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Figure 1.8 – Illustration du caractère dual de la dynamique d’un marcheur. a)
Photographie d’un marcheur ayant parcouru une trajectoire complexe ~r(tk). La trajectoire
suivie a été superposée en trait blanc au champ d’onde environnant. Pour étudier l’évolution
dans le temps de la dynamique de ce marcheur, deux points de vue peuvent être adoptés. b)
Point de vue corpusculaire. Les variables du système sont les positions ~rk des impacts
successifs de la goutte sur le bain. Le système est ponctuel en espace : à chaque instant
est associée une unique position. En revanche, la dynamique présente des corrélations en
temps (phénomène de mémoire). c) Point de vue ondulatoire. Les variables du système
sont la position et la vitesse instantanées de la goutte (~r, ~V ), ainsi que l’ensemble du champ
d’onde qui l’entoure. Cette description est ponctuelle en temps : l’ensemble de l’information
nécessaire peut être connue à un instant donné. En revanche, le système est maintenant
étendu en espace.
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dynamique, connaître toutes ces informations en même temps n’est pas nécessaire.
La connaissance de l’ensemble de la trajectoire suivie par un marcheur suffit à calcu-
ler le champ d’onde environnant, et donc à décrire l’état futur. Il s’agit alors d’une
vision corpusculaire. De manière duale, la connaissance de la position de la goutte à
un instant t et de l’ensemble du champ d’onde qui l’entoure suffit à décrire son état
futur. Il s’agit alors d’une vision ondulatoire. Ces deux points de vue peuvent être
illustrés à partir de l’équation 1.16 et 1.17.

Point de vue corpusculaire

Si l’on considère comme variables pertinentes l’ensemble des positions passées de
la goutte {~r(tn)} aux instants tn des rebonds, le champ h n’est qu’un intermédiaire
de calcul permettant de calculer la force en ~r(t). Les équations du mouvement pour
un marcheur deviennent :

mG
d2~r

dt2
= −ηd~r

dt
+ kFC

∞∑

n=1

J1(kF ||~r − ~r(tn)||)e−n/Me ~r − ~r(tn)

||~r − ~r(tn)| (1.18)

en utilisant la relation de dérivation de la fonction de Bessel d’ordre 0, J ′0 = −J1.
Il s’agit donc d’une vision corpusculaire de la dynamique où la goutte est sensible
à son propre passé comme illustré en figure 1.8b). En revanche, le champ d’onde a
disparu des équations, sans qu’aucune information ne soit perdue. Le marcheur est
dans cette vision un système étendu en temps, mais non étendu en espace.

Point de vue ondulatoire

De manière duale, on peut considérer le champ h comme une variable du système,
soumise également à une équation d’évolution dans le temps en réecrivant l’équation
1.5 sous la forme :

h(~ρ, t0) = e
− t−t1

MeTF h(~ρ, t1) + J0(kF ||~ρ− ~r(t0)||) (1.19)

où t0 représente l’instant du rebond actuel, et t1 l’instant du dernier rebond. Pour
Me� 1, on a exp(−(t− t1)/MeTF ) = 1− (t− t1)/MeTF . Une limite continue pour
l’évolution du champ d’onde peut être obtenue en considérant des variations lentes
devant la période verticale, i.e. h(~ρ, t0)− h(~ρ, t1) ∼ TFdh(~ρ, t)/dt.

mG
d~V

dt
= −η~V − C~∇h |~ρ=~r (1.20)

TF
d

dt
h(~ρ, t) = − 1

Me
h(~ρ, t) + J0(kF ||~ρ− ~r(t)||) (1.21)

L’approximation d’évolution continue du champ d’onde a été utilisé à maintes re-
prises par J. Molacek et al. sous forme d’une expression intégrale pour l’étude de la
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dynamique d’un marcheur [64]. Cette équation présente l’avantage d’être continue,
ce qui permet d’utiliser les outils standards d’analyse des équations différentielles.
Cependant, l’équivalence entre formulation discrète et continue de la dynamique
n’est pas démontrée. En particulier, les limites de cette approximation continue sont
peu maitrisées.

Il s’agit alors d’un point de vue ondulatoire. Les effets de mémoire sont enco-
dés dans une nouvelle variable qu’est le champ d’onde global h. Le système devient
étendu en espace puisque le mouvement de la goutte dépend de l’ensemble du champ
d’onde qui l’entoure. En revanche, les effets de mémoire ont été explicités : la dyna-
mique devient instantanée.

Ces deux manières de suivre l’évolution temporelle d’un marcheur illustrent bien
l’aspect dual de cette dynamique. L’aspect dual des équations d’un marcheur n’avait,
à ma connaissance, pas été mentionné en ces termes. L’information minimale néces-
saire à la description de la dynamique d’un marcheur permet de comprendre ce qui
le distingue du mouvement d’un point matériel. Quelle que soit la force extérieure
appliquée, la dynamique ne peut être réduite à des équations ponctuelles en temps et
en espace à la fois. En revanche, elle peut toujours être réduite soit à des équations
ponctuelles en temps, soit à des équations ponctuelles en espace.

1.4.2 Absence de déterminisme et quantification spontanée

Des expériences antérieures sur les marcheurs émergent deux types de compor-
tements en lien étroit avec la mémoire de chemin qui n’ont pas été élucidés. Tous
deux interrogent pourtant notre compréhension de la dynamique d’un marcheur.

Diffraction et absence de déterminisme

Le premier type de comportement a été observé dans une expérience de diffrac-
tion de marcheur à travers une fente, effectuée en 2006 [15]. En faisant passer un
par un des marcheurs entre deux murs sous-marins réfléchissant les ondes de surface,
une figure de diffraction typique de celle générée par une onde passant à travers une
fente a été mis en évidence. Elle concerne la distribution de probabilité des angles α
faits par chaque trajectoire avec l’axe perpendiculaire à la fente après que la goutte
a passé la fente (voir figure 1.9). Cette figure de diffraction a pu être reproduite en
simulations numériques, dont une illustration est donnée en figure 1.9. La déviation
des trajectoires semble aléatoire, dans le sens où aucune corrélation simple entre
trajectoire suivie et conditions initiales avant passage de la fente n’a pu être mise
en évidence. On peut tout de même remarquer une forme d’extrême sensibilité aux
conditions initiales, trois trajectoires obtenues pour des conditions initiales proches
divergent en sortie de la fente. D’où peut provenir cette indétermination ? Est-elle
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dissipative system, which is sustained by external forcing.
The system is dispersive but this is masked because the
wavelength is fixed by the forcing. We can measure the
entire trajectory of the particles through the slits, an ob-
servation impossible in quantum mechanics [15]. Finally,
because of a specific type of coupling of the particle with
the wave, the probability distribution of the particles is
linked with the wave amplitude (not with its intensity).

With these differences in mind we can recall the sim-
ilarities. We have shown that the momentum of a walker
becomes ill-defined when the transverse extent of its wave
is spatially limited. This phenomenon results in a disper-
sion of individual deviations, together with a deterministic
probability distribution of these deviations. The uncer-
tainty principle inherent to the Fourier-transform of a
wave is here responsible for a corresponding uncertainty
affecting the motion of the material particle that emits the

wave. We showed in the simulation how this wavelike
behavior of particle trajectories can result from the feed-
back of a remote sensing of the surrounding world by the
waves they emit. This phenomenon gives the walking
droplet a kind of nonlocality since it evolves in a medium
affected by waves it emitted in the past.

We are grateful to Arezki Boudaoud, Suzie Protière, and
Maurice Rossi for stimulating discussions.
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ing due to the shearing of the air layer between the drop
and the bath during the contact.

[11] The fact that the elementary displacement of the drop is
related to the slope of the surface (and thus to the wave
amplitude) appears to be responsible for the amplitude
related diffraction or interference patterns.

[12] L. de Broglie, Ondes et mouvements (Gautier Villars,
Paris, 1926).

[13] D. Bohm, Phys. Rev. 85, 166 (1952).
[14] C. Philippidis, C. Dewdney, and B. J. Hiley, Nuovo

Cimento B 52, 15 (1979).
[15] It can be noted however, that it would not be possible to

observe the phenomenon by any means at its scale. For
instance, the use of a floater to measure the waves would
destroy the diffraction or interference pattern.

FIG. 4 (color online). Numerical simulation of the diffraction
of a walker through a slit. The collision frequency is 40 Hz with
an acceleration of the bath of 4.5 g. The #F ! 5:7 mm. The
spatial and temporal attenuations of the Faraday surface waves
are set at 2.5 Faraday periods and 2:5#F, respectively. The
iterative calculation of the slope takes into account the last 10
bounces. The walls are modeled by secondary sources periodi-
cally spaced every #F=2. Because of the limited number of the
secondary sources, the deviations at very large angle are not
simulated properly. (a) The deviation $ of individual particles as
a function of the parameter of impact Yi with L=#F ! 3.
(b) Histograms of the deviation $ as obtained with N ! 250
single walkers diffracted through the aperture with L=#F ! 3.
The curve is the fit by Eq. (1). The second lateral peaks are not
visible because of the limits of simulations.
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Figure 1.9 – Simulations numériques de diffraction de marcheurs. a) Superposi-
tion de l’ensemble des trajectoires passant à travers la fente. Trois d’entre elles obtenues
pour des conditions initiales voisines ont été marquées en rouge. On observe une diver-
gence des trajectoires en sortie de fente, soulignant l’extrême sensibilité aux conditions
initiales. b) La statistique des angles de déviation en sortie de la fente produit une figure
de diffraction analogue à celle d’une onde de longueur d’onde λF passant à travers la fente
(simulation numérique par E. Fort).

due à un bruit expérimental, ou à une conséquence du guidage de la goutte par un
champ d’onde complexe ?

En dépit de son caractère démonstratif, cette expérience de diffraction n’a pas
apporté de réponse sur l’origine du caractère probabiliste des résultats. La com-
plexité de la réflexion d’ondes de surface par des bords immergés rend la description
théorique associée difficile à mettre en oeuvre. Dans la recherche de situations expé-
rimentales plus simples il sera donc nécessaire de s’affranchir de la complexité d’une
réflexion des ondes de surface sur un bord sous marin.

Trajectoires d’une particule, mais sélection d’origine ondulatoire

Une autre expérience effectuée sur des marcheurs soumis à une force transverse
au mouvement met en évidence qu’à haute mémoire les rayons des orbites observées
se quantifient. Le principe de l’expérience consiste à mettre le bain de liquide vibré en
rotation autour de son axe vertical, comme le montre la figure 1.10. Dans le référentiel
en rotation, le marcheur est alors soumis à une force de Coriolis en 2m~V × ~Ω où Ω

est la vitesse de rotation angulaire du bain. Dans le régime dit de haute mémoire,
il a été montré que le rayon R des orbites circulaires suivies par la goutte prend
des valeurs discrètes. Un modèle basé sur les contributions individuelles des ondes
émises par la goutte a permis d’expliquer cette discrétisation [41]. Pourtant, cette
approche ne permet pas d’étudier la dynamique d’un marcheur, ni le mécanisme
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In the absence of rotation, this is the setup in which bouncing
droplets and walkers have already been investigated (1, 2). When
a liquid bath is vertically oscillated with an increasing accelera-
tion, there is an onset γFm beyond which the Faraday instability
appears (10, 11): The entire surface of the fluid becomes unstable
with formation of parametrically forced standing waves (of sub-
harmonic frequency f 0∕2). Our experiments are all performed
below this threshold but close to it, so that the fluid surface is
flat. If a small droplet (of the same fluid as the bath) is deposited
on the surface, it can survive by its sustained bouncing on the in-
terface (12). As the forcing acceleration is increased, the droplet’s
bouncing becomes subharmonic. It thus generates waves at the
frequency of the Faraday waves. The system being tuned below,
but near the threshold of this instability, these waves are almost
sustained. Correspondingly, the droplet starts moving horizon-
tally on the fluid interface. This is a symmetry-breaking phenom-
enon characterized by the value γWm at which the bifurcation
occurs. It is worth noting that for a given fluid, walkers are ob-
served to exist only in a finite range of droplet sizes and vibration
frequencies (2). In order to investigate the wavelength depen-
dence of the observed phenomena we used several different
silicon oils of viscosities 10.10−3, 20.10−3, 50.10−3, and
100.10−3 Pa s, for which the optimum forcing frequencies are
110, 80, 50, and 38 Hz corresponding to Faraday wavelengths

λF ¼ 3.74, 4.75, 6.95, and 8.98 mm, respectively. The walker’s
motion is recorded with a camera placed in the laboratory frame,
and the trajectories in the rotating frame are reconstructed by
image processing.

Experimental Results
The Path Memory. First, we address the path-memory concept.
In the absence of rotation, a given droplet forms a walker in
the interval γWm < γm < γFm. The bifurcation to walking being
supercritical, the walker’s velocity increases near the onset as
VW ∝ ðγm − γWm Þ1∕2, then saturates at a value of the order of a
tenth of Vϕ, the phase velocity of Faraday waves.

The global wave field results from the repeated collision of the
droplet with the substrate. Each point of the surface visited by the
droplet becomes the center of a localized mode of circular Fara-
day waves. This wave packet damps out with a typical time scale τ.
The transition to Faraday instability being a supercritical bifurca-
tion, τ diverges near the threshold as τ ∝ jγm − γFmj−1. By tuning
γm we can thus control the time scale of this memory. Far from
the Faraday threshold the waves are strongly damped and the
wave packet has an approximately circular structure resulting
from the most recent collisions of the droplet with the bath.
In contrast, in the situation shown in Fig. 1A where γm is close
to the Faraday threshold, τ is very large and the wave field is
widely extended and exhibits a complex interference structure.
This wave field has an interesting relation to the Huygens–
Fresnel theory of diffraction (13). The in-phase secondary
sources left behind by the droplet can be considered as imple-
menting in reality Huygens secondary sources along a wave front
defined by its trajectory (14). For a rectilinear trajectory (Fig. 1A),
the resulting wave pattern is thus similar to the Fresnel interfer-
ence of light near the edge of a wall, the equivalent of the wall
being the line of points that have not yet been visited by the
walker.

We can now consider the droplet’s motion. At all times it is
driven by its interaction with a superposition of waves emitted
at the points it visited in the past. Through the mediation of these
waves, the present motion is influenced by the past trajectory.
This is what we call the “wave-mediated path memory” of the sys-
tem. The parameter τ measures the “time depth” of this memory.

The Effect of Rotation.When the experimental cell is set into rota-
tion, the free surface of the fluid becomes parabolic (Fig. 1B). It is
noteworthy that a bouncing droplet does not drift due to rotation
because its bouncing on the slanted surface exactly compensates
the centrifugal effect. Hence a motionless droplet remains
motionless in the rotating frame. As for a walker, it walks in the
rotating frame where it experiences the Coriolis force. As shown
in Fig. 1C, its wave field is curled (see Movies S1 and S2). In the
laboratory frame, as shown in Fig. 1D, the droplet’s trajectory is
epicycloidal and corresponds to the composition of an advection
at an angular velocity Ω with a counterrotating Coriolis-induced
orbiting. By image processing we obtain the motion in the rotat-
ing frame. It is a circular orbit of radius R and angular velocity
Ωexp

R (Fig. 1E). In some cases the trajectory is epicycloidal in the
rotating frame. In those cases we measure the amplitude of the
motion having an angular velocity Ωexp

R ¼ 2Ω. When the rotation
frequency is increased, the modulus of the walker velocity
remains close to the value V 0

W it had without rotation, and the
radius R of the orbits decreases. Two distinct behaviors are ob-
served when the system is tuned far or near the Faraday instability
threshold, with short- or long-term memory, respectively.

For short-term memory, the walker moves on an orbit of
decreasing radius RC (Fig. 2A) as would be expected from
Eq. 2. The measured values are, however, larger than expected
and we find an excellent fit with

Rexp
C ¼ aðVW∕2ΩÞ; [3]

A C

B D

E

Fig. 1. (A) Photograph of the wave field of a walker with long-term path
memory in the absence of rotation [with Γ ¼ ðγFm − γmÞ∕γFm ¼ 0.018 and
VW ¼ 13.7$ 0.1 mm∕s]. (B) Sketch of the experimental setup. (C) Photo-
graph of the wave field of a walker of velocity VW ¼ 13$ 0.2 mm∕s moving
on a bath roation clockwise at Ω ¼ 0.9 Rd∕s. The motion is counterclockwise
and the orbit n ¼ 3. (D and E) The trajectory of a walker of velocity
VW ¼ 15.6$ 0.1 mm∕s on a bath rotated at Ω ¼ 2.16 Rd∕s (orbit n ¼ 2) as
measured in the laboratory (D) and in the rotating frame of reference (E).
The black segments are 2 mm long.
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where a is a constant. Its value, for a given oil, is a function of the
memory and ranges from 1.2 to 1.5. The origin of this factor prob-
ably results from the existence of two consecutive regimes during
the bouncing. During its free flights, the droplet is submitted to a
pure Coriolis effect. During the impacts, the droplet generates
hollows in the interface. We believe that the interaction between
the bath and the droplet during near contacts tends to oppose the
bending of the trajectory. The numerical simulations presented
below confirm that this hypothesis can account for the existence
and value of the prefactor a.

For long-termmemory, the observed orbits are totally different
(Fig. 2B). When Ω is increased, the radius of the orbit, instead of
decreasing steadily, undergoes abrupt transitions between succes-
sive slanted plateaus. Simultaneously a slight increase of the mod-
ulus of the walkers velocity VW ðΩÞ is observed as the orbits
become smaller.

The possible orbits being discrete, we label the plateaus by an
order n, with n ¼ 0 corresponding to the tightest orbit observed at
large Ω. Each plateau crosses the continuous short path-memory
curve given by Eq. 3 at a valueΩ0

n of the angular velocity (Fig. 2B).
At these crossings, the observed orbits have the same radius
R0
n ¼ Rexp

n ðΩ0
nÞ ¼ Rexp

C ðΩ0
nÞ they would have had with short-term

memory. A plateau extends on both sides of the curve given by
relation 3 between two limiting values Ω−

n < Ωn < Ωþ
n . A hyster-

esis is observed: The abrupt transition from one plateau to the

next does not occur for the same value when Ω is increased or
decreased.

On each of these plateaus the wave field exhibits a coherent
global structure (see Fig. 1C). In this long path-memory regime,
the spatial extension of the wave field exceeds the size of the
orbit. Because of the circularity of the motion, the wave crests
curl around and the droplet follows its own path.

We repeated the same series of experiments at four frequen-
cies, using different oils. In each case we studied the trajectories
of walkers of various velocities. The number of observed plateaus
depends on the distance to onset. The closer γm to γFm, the larger
the orbits that become discrete. Each plateau also becomes
longer as hysteresis increases. Limiting ourselves to the observed
plateaus we find that the radii are located on the same steps
when they are rescaled by the Faraday wavelength Rn∕λF and
plotted as a function of ðVW∕2ΩλFÞ1∕2 (see Fig. 2C).

Let us now look for an analogy between the discretization in
our results and that of quantum systems. In quantum mechanics,
the motion of a charge in a magnetic field is quantified in Landau
levels (15). The associated Larmor radius only takes discrete
values ρn given by

ρn ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffi
1∕π

p
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi"
nþ 1

2

#
h
qB

s

[4]

with n ¼ 0;1;2;…. This equation can alternatively be expressed as
a function of the de Broglie wavelength λdB ¼ h∕mV . The radii
then satisfy

ρn
λdB

¼
ffiffiffiffiffiffiffiffi
1∕π

p
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi"
nþ 1

2

#
m
qB

V
λdB

s

: [5]

The Landau orbits coincide with the classical ones when Eqs. 1
and 5 are satisfied simultaneously. Eliminating mV∕qB gives

ρn ¼ 1

π

"
nþ 1

2

#
λdB; [6]

which corresponds to the Bohr–Sommerfeld quantization of the
orbits perimeter.

We can now ask ourselves if our experimental results have
some analogy with this quantization by first using the previously
discussed correspondence where 1∕2Ω is the analogue of the
Larmor period τL ¼ m∕qB. A bolder step is to assume that in
our classical system the Faraday wavelength could play a role
comparable to the de Broglie wavelength in the quantum situa-
tion. We thus try fitting our data with a dependence of the type
given by

Rn

λF
¼ b

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi"
nþ 1

2

#
1

2Ω
VW

λF

s

: [7]

As shown in Fig. 2C, an excellent fit of all the observed radii is
given by this discrete set of curves. Only the dimensionless
prefactor differs. Although

ffiffiffiffiffiffiffiffi
1∕π

p
¼ 0.564, we find the best fit

for b ¼ 0.89. The radii R0
n for which the classical orbits coincide

with the discrete ones are those for which both Eqs. 3 and 7 are
satisfied:

R0
n ¼ b2

a

"
nþ 1

2

#
λF [8]

with b ¼ 0.89 and a ¼ 1.5 we have b2∕a ¼ 0.528. This means that
the diameters of the orbits are quantized:

D0
n ¼ 2R0

n ≃ ðnþ 1∕2ÞλF: [9]

A B

C

Fig. 2. (A) Plot of the radius R as a function of 2Ω∕VW in the short path-
memory case. Black line: Coriolis radius RC ¼ VW∕2Ω, gray line: fit by Eq. 3.
(B) Same plot for a walker in the long path-memory case (experiment
performed with μ ¼ 50.10−3 Pa s, f0 ¼ 50 Hz, λF ¼ 6.95 mm, and VW ¼
18 mm∕s). (C) Plot of the nondimensional radii Rn∕λF as a function of
ðVW∕2ΩλFÞ1∕2. The results of four experiments with different oils and velo-
cities are shown. Black squares: μ ¼ 50.10−3 Pa s, λF ¼ 6.95 mm, and VW ¼
18 mm∕s. Open squares: μ ¼ 20.10−3 Pa s, λF ¼ 4.75 mm, and VW ¼
12 mm∕s. Crosses: same conditions with VW ¼ 8 mm∕s. Black dots:
μ ¼ 10.10−3 Pa s, λF ¼ 3.74 mm, and VW ¼ 8 mm∕s). The gray line is the ra-
dius that would be observed with short path memory (relation 3 with
a ¼ 1.45). The black lines are the levels given by relation 7 with b ¼ 0.89.
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Figure 1.10 – Confinement par une force transverse. Figures d’après [41]. a) Le
bain de liquide en vibration est mis en rotation autour de son axe vertical à une vitesse
angulaire Ω de l’ordre de 1rad.s−1. Une goutte propulsée à une vitesse ~V par les ondes
est alors soumise dans le référentiel en rotation à une force de Coriolis Fc = −2mG

~V ×
~Ω , qui est toujours transverse au mouvement. b) Soumise à cette force de Coriolis, la
goutte décrit une orbite circulaire dont le rayon R/λF est tracé en fonction d’un paramètre
de confinement (VW /(2ΩλF ))1/2 (d’après [30]). Ces résultats expérimentaux mettent en
évidence une discrétisation des orbites circulaires.

de sélection de ces orbites : comment, à partir d’une condition initiale donnée, la
trajectoire peut-elle converger vers des états discrets ? Comment, via la mémoire de
chemin, la goutte et l’onde qui l’entoure interagissent-elles de manière dynamique ?

1.5 Explorer la dynamique d’un marcheur : quelle
expérience réaliser ?

Un marcheur est ainsi l’association dynamique d’une goutte et d’une onde, par
l’intermédiaire de la mémoire de chemin. Rebondissant sur un bain en vibration
verticale, une goutte génère à chaque impact une onde circulaire, qui vient s’ajouter
à toutes celles générées précédemment. Au rebond suivant, la goutte subit une force
horizontale exercée par la résultante de ces ondes générées. Par les expériences et les
modèles préexistants, l’hydrodynamique sous-jacente a été bien caractérisée. Cette
description a permis d’obtenir des équations régissant le mouvement horizontal de
la goutte et du champ d’onde qui lui est associé.

Ces équations ne sont plus spécifiques à l’hydrodynamique : il s’agit du mouve-
ment d’un point matériel à deux dimensions, qui génère dans son sillage des ondes
stationnaires circulaires s’amortissant lentement dans le temps. Le champ total est
issu de la superposition linéaire de toutes ces ondes, et exerce en retour une force
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CHAPITRE 1. DE LA GOUTTE AU MARCHEUR :

ORIGINE DE LA MÉMOIRE ONDULATOIRE

sur le mobile proportionnelle à la pente du champ.
L’équation du mouvement est donc connue, moyennant quelques approximations,

mais n’est pas pour autant résolue. Le processus de couplage entre la goutte et son
champ d’onde induit des corrélations temporelles qu’il est difficile de traiter du point
de vue théorique.

Pour explorer cette dynamique, on se propose d’étudier un cas expérimental
épuré, pouvant éventuellement être abordé aussi du point de vue théorique. Le pro-
cédé retenu est de confiner expérimentalement le marcheur dans un puits de poten-
tiel harmonique. Cette configuration n’impose aucune condition au bord spécifique
pour le champ d’onde, qui évoluera toujours dans un milieu libre. Seule la goutte
sera confinée dans un puits de potentiel à symétrie circulaire.

La première exploration de ce type a été effectuée en appliquant au marcheur
une force de Coriolis [41]. Dans ce cas de figure, il y a en effet pas de conditions
aux bords particulières pour le champ d’onde, mais une sélection de la symétrie de
l’orbite suivie : seules les trajectoires circulaires de même sens de rotation que le
bain sont autorisées (force transverse au mouvement).

L’application d’une force centrale est moins restrictive : outre les orbites cir-
culaires dans les deux sens de rotation, d’autres types de trajectoires pourraient
être observées. Les seules contraintes exercées sont d’imposer un confinement et, à
temps long, une symétrie centrale de la trajectoire suivie. Quels types de dynamiques
peuvent émerger de cette nouvelle configuration ?



Chapitre 2

Dispositif expérimental :
Comment confiner un marcheur dans
un puits de potentiel

Ce chapitre présente le dispositif expérimental utilisé pour obtenir un marcheur
et le soumettre à une force extérieure.

La présentation de ce dispositif est organisée comme suit. Une brève introduc-
tion du montage général sera tout d’abord présentée. Nous détaillerons ensuite les
différentes composantes constituant le montage expérimental.

La première partie est consacrée dispositif permettant d’obtenir un bain vibré avec
un bon contrôle sur l’excitation au voisinage du seuil de Faraday.

La seconde partie présente la méthode utilisée pour exercer une force extérieure
sur un marcheur à l’aide d’un dispositif magnétique. La configuration retenue permet
de piéger le marcheur dans un puits de potentiel harmonique. Ce dispositif sera utilisé
au cours des chapitres suivants pour étudier la dynamique d’un marcheur dans ce
puits de potentiel.

2.1 Vue d’ensemble

Avant de rentrer dans les détails des différentes parties du dispositif, nous présen-
tons tout d’abord une vision synthétique des différents éléments permettant d’obte-
nir un marcheur sur un bain vibré, et de lui exercer une force à l’aide d’un dispositif
magnétique.

25



26
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COMMENT CONFINER UN MARCHEUR DANS UN PUITS DE POTENTIEL

La figure 2.1a présente un shéma synthétique du dispositif expérimental. Un
bain d’huile silicone est mis en vibration verticale à une fréquence de 80 Hz. Cette
accélération verticale est fournie par un pot vibrant, contrôlée par ordinateur. Pour
une accélération de l’ordre de 4g où g est l’accélération de gravité, il se développe
à la surface un motif d’ondes stationnaires, appelées ondes de Faraday. Juste en
dessous du seuil d’apparition de ces motifs, une perturbation locale de l’interface
génèrera des ondes de Faraday évanescentes.

Dans ce régime de vibration du bain situé juste en dessous de l’instabilité de
Faraday, une goutte d’huile silicone encapsulant du ferrofluide est générée, par retrait
rapide d’une pointe plongeant dans une bicouche huile/ferrofluide. Celle ci se met
spontanément en mouvement à la surface, à une vitesse de l’ordre du centimètre par
seconde.

La présence de ferrofluide à l’intérieur de la goutte va alors permettre d’exercer
sur elle une force extérieure. Un ferrofluide est une suspension de nano particules
de fer dans un liquide, qui présente ainsi la particularité d’être sensible à un champ
extérieur : d’aimantation nulle à champ extérieur nul, les particules du ferrofluide
s’orientent partiellement en présence d’un champ extérieur. Le résultat est une ai-
mantation proportionnelle au champ extérieur appliqué.

Pour conférer à la goutte un moment magnétique, un champ magnétique exté-
rieur est généré par deux bobines parcourues par un courant I0 qui génèrent un
champ magnétique homogène ~B0 à la surface du bain (voir figure 2.1). La goutte
peut ensuite être confinée par l’ajout d’un aimant placé au dessus de la surface du
bain. La force exercée va dépendre de la distance d entre l’aimant et la surface, le
confinement imposé au marcheur peut donc être réglé expérimentalement.

La configuration de champ magnétique retenue permet d’exercer une force li-
néaire en la distance au centre, analogue à celle exercée sur une masse attachée
au bout d’un ressort. Dans cette configuration, le marcheur est alors piégé dans un
puits de potentiel harmonique. Une technique de calibration a été mise au point pour
mesurer la force effectivement appliquée sur une goutte rebondissant à la surface du
bain.

Tout au long de cette étude, nous utiliserons principalement deux paramètres
de contrôle : le paramètre de mémoire Me défini au chapitre 1, mesure du temps
d’amortissement des ondes sur le bain. Celui ci est réglé par l’écart relatif entre l’ac-
célération verticale imposée au bain de liquide et l’accélération au seuil de Faraday.
Le second paramètre sera la raideur du puits de potentiel magnétique, qui fixera
l’extension spatiale des trajectoires suivies par le marcheur.

Pour visualiser la goutte au cours du temps, une caméra est placée au dessus du
dispositif. A l’aide d’un dispositif d’éclairage et de traitement des images par ordi-
nateur, le mouvement de la goutte peut être repéré en direct. Cette technique nous
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Figure 2.1 – Dispositif expérimental : vue d’ensemble. a) Schéma du dispositif
expérimental. Un bain de liquide est mis en vibration verticale à l’aide d’un pot vibrant.
Sur ce bain, une goutte contenant du ferrofluide est générée. Pour une accélération verticale
proche du seuil de l’instabilité de Faraday, celle ci se met spontanément en mouvement.
Un champ magnétique homogène ~B = B0~ez est alors généré par deux bobines parcourues
par un courant I0 = 1A. L’ajout d’un aimant à la verticale du bain soumet la goutte à une
force attractive. La configuration de champ magnétique utilisée permet de se ramener au
cas d’un puits de potentiel harmonique à deux dimension. b) Photographie du dispositif
expérimental mettant en évidence les bobines (au centre, marron), le support en laiton de
l’aimant (au centre, jaune brillant), la caméra (en haut à gauche, bordeaux), l’éclairage
(milieu droit, noir), et le thermomètre (en haut à droite).
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a permis de suivre les trajectoire suivies par le marcheur au cours de l’expérience.
La photographie de la figure 2.1b permet de visualiser quelques uns de ces élé-

ments. On peut deviner les bobines de Helmholtz (marron), le support de l’aimant
en laiton (jaune brillant), l’éclairage, la caméra, et le thermomètre. Le bain de li-
quide et à fortiori la goutte rebondissante sont masqués par l’armature de soutien
des bobines, illustrant les problèmes possibles d’encombrement.

2.2 Bain vibrant et instabilité de Faraday

Le dispositif expérimental utilisé pour obtenir des marcheurs est en partie hérité
des travaux précédents, réalisés au cours de la thèse de S. Protière [73] puis de A.
Eddi [30]. La précision expérimentale requise pour obtenir un marcheur est raison-
nablement accessible à l’aide de dispositifs peu coûteux. Par exemple, l’instabilité de
Faraday, les régimes de marche ou les mouvements à deux gouttes en orbites l’une
autour de l’autre ont pu être étudiés par des étudiants dans le cadre de projet de
TIPE ou de projets expérimentaux au niveau licence.

En revanche, l’étude du mouvement d’un marcheur piloté par la mémoire de
chemin nécessite une plus grande précision. Il s’agit alors de se placer au plus proche
possible du seuil de l’instabilité de Faraday, par valeurs inférieures. Cette zone de
travail requiert une maîtrise de plusieurs sources d’incertitude, comme l’homogénéité
de la vibration, la variation du seuil de Faraday avec la température ou les courants
d’air qui perturbent le mouvement de la goutte. L’ensemble du dispositif retenu a
donc été conçu dans ce but : obtenir un bon contrôle de la mémoire de chemin pour
étudier les comportements du marcheur au plus proche du seuil de l’instabilité de
Faraday.

2.2.1 Obtenir un bain liquide vibré verticalement

Le schéma du dispositif est présenté en figure 2.2. Un bain d’huile silicone 1

d’épaisseur h = 5 mm est mis en vibration verticale à l’aide d’un pot vibrant à une
accélération γ = γ0 sin(2πf0t) où γ0 désigne l’amplitude maximale d’accélération du
pot vibrant et f0 la fréquence d’excitation. La plage typique d’accélération utilisée
est autour de 4g où g désigne l’accélération de gravité. Dans le cadre de cette thèse,

1. L’utilisation d’huile silicone présente plusieurs avantages. D’une part, la faible tension de
surface (σ = 20± 1mN/m) prévient l’accumulation de poussières en surface, qui peuvent briser le
film d’air entre la goutte et le bain, provoquant ainsi la coalescence. Par ailleurs, la viscosité dépend
faiblement de la température, ce qui diminue les variations du seuil de l’instabilité de Faraday en
fonction de la température. Enfin, le faible taux d’évaporation permet de conserver une même
goutte sans modification de taille pendant plusieurs jours.
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Figure 2.2 – Dispositif expérimental. Un bain d’huile silicone de viscosité ν =

20.10−3 Pa.s et de profondeur h = 5 mm est mis en vibration verticale sinusoïdale
γ = γ0 sin(2πf0t) à l’aide d’un pot vibrant, pour une accélération γ0 ≈ 4g proche du
seuil de l’instabilité de Faraday, et une fréquence f0 =80 Hz. L’ajout de bord sous-marin
permet d’augmenter la dissipation visqueuse au voisinage des ménisques. Une onde de vec-
teur k incidente sur un bord sera ainsi réfléchie par les bords sous-marins. En revanche,
une onde émise par les bords en vibration sera amorti par les bords avant d’atteindre le
coeur de la cellule.

nous nous somme astreint à une viscosité dynamique ν = 20.10−3 Pa.s, et une
fréquence d’excitation f0 = 80 Hz 2. La taille des gouttes marcheuses diminue avec
la fréquence d’excitation f0. Pour la fréquence d’oscillation f0 = 80 Hz utilisée,
les gouttes générant une onde gravito-capillaire proche de la longueur d’onde de
Faraday λF = 4.75 mm ont un diamètre D=600±50 µm [73]. Le choix de ce couple
viscosité/taille de goutte résulte d’un compromis entre minimisation de la dissipation
visqueuse qui limite l’extension spatiale des ondes générées par un marcheur et
gouttes de tailles suffisamment grosses pour limiter la sensibilité aux courants d’air.

Contrôle de l’excitation

L’accélération sinusoïdale du pot vibrant est contrôlée par ordinateur, via une
carte d’acquisition Labview qui interface le pot vibrant. Le programme de contrôle
de l’excitation du pot permet de générer un signal sinusoïdal de fréquence f0 =

80 Hz et d’accélération γ0 de l’ordre de 4g, avec une très bonne précision relative de
l’amplitude d’excitation γ0 (<0.1%). La phase du signal est également contrôlée pour
éviter des variations abruptes de l’accélération lors d’un changement d’amplitude de

2. La correspondance entre fréquence et viscosité est donnée par les diagrammes de phase des
régimes de marche de la thèse de S. Protière [73], et a été reprise sous forme de tableau dans la
thèse de A. Eddi [30]. Un diagramme de phase plus détaillé a depuis été réalisé par J. Molacek [64]
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vibration, qui peuvent provoquer la coalescence de la goutte avec le bain. Enfin,
d’autres fonctionnalités ont été ajoutées au fur et à mesure des besoins. Citons par
exemple des changements brefs dans l’amplitude d’excitation du pot qui permettent
de modifier le rebond vertical de la goutte (cf Chapitre 8). Ce même programme a
aussi été utilisé pour piloter le courant traversé par les bobines afin de faire varier
dans le temps la force appliquée (cf Chapitre 7).

Caractéristique de la cellule

La cellule a été choisie circulaire pour respecter l’invariance par rotation de
la force extérieure qui sera utilisée, et d’un diamètre intérieur de 140mm grand
devant la longueur d’onde de Faraday. Sur un bain de liquide vibré, au delà du
seuil d’accélération γF de l’instabilité de Faraday, il apparaît des motifs d’ondes
stationnaires, qui peuvent présenter une grande diversité. Ces motifs dépendent de
la taille et de la géométrie de la cellule voire des conditions initiales, en raison de
la présence possible d’une hystérésis du seuil de l’instabilité [27]. En particulier,
les conditions aux limites imposées par le ménisque sur les bords du bain joue un
rôle important dans le déclenchement de l’instabilité [25]. En effet, la courbure de
l’interface au voisinage d’une ligne de contact joue le rôle d’émetteur d’ondes qui
pourrait déclencher localement l’instabilité de Faraday.

Pour éviter cette complexité générée par les ménisques, des fonds sous-marins
surélevés sur le contour de la cellule ont été ajoutés, comme le montre l’insert la
figure 2.2. Ces bords sous marins de 5mm de profondeur et 7mm de largeur sont
recouverts d’une épaisseur d’huile d’environ 200 µm. Au dessus de ces barrières, la
faible profondeur d’huile augmente largement le seuil de Faraday. Cette zone de faible
profondeur atténue ainsi par viscosité les ondes émises par les ménisques. L’ampli-
fication des ondes de Faraday par forçage paramétrique s’effectuera donc loin des
bords, toute la cellule pouvant alors être considérée comme homogène. Cette amé-
lioration joue un rôle crucial dans le cas d’expériences à haute mémoire avec des
marcheurs, en ce sens qu’elle assure une bonne homogénéité de l’excitabilité du mi-
lieu.

Pour un contrôle accru de l’homogénéité du milieu, quatre vis en laiton placées
aux quatre points cardinaux de la cellule permettent d’équilibrer finement les mo-
ments d’inertie de la cellule à l’aide de poids additionnels, de l’ordre du gramme. Un
bon réglage de la cellule est atteint lorsque, juste au dessus du seuil de l’instabilité
de Faraday, les ondes se développent lentement sous forme d’un mode axisymétrique
centré sur l’axe de symétrie de la cellule. Au bout de quelques minutes, celui ci laisse
place à un motif carré d’ondes, parfaitement régulier.
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2.2.2 Instabilité de Faraday et paramètre de mémoire

Mesure du seuil de l’instabilité de Faraday

La mesure du seuil de Faraday nécessite un soin particulier, puisqu’elle fixe la
limite de précision de l’ensemble des mesures futures. En augmentant l’amplitude
d’excitation du bain depuis l’état au repos, le seuil de Faraday observé s’avère légère-
ment supérieur à celui obtenu par diminution de l’excitation 3. Cette hystérésis, bien
que faible, doit néanmoins être pris en compte au vu de la précision de notre disposi-
tif. Auquel de ces deux seuils un marcheur est-il sensible ? Dans la zone d’hystérésis,
l’instabilité de Faraday peut être déclenchée par une perturbation d’amplitude finie,
telle l’onde capillaire générée par le rebond d’une goutte. Pour cette raison, nous
avons choisi de mesurer le seuil de Faraday en descendant, i.e. par diminution de
l’excitation du pot vibrant jusqu’à ce que le motif d’ondes stationnaires disparaisse
de la cellule. La valeur du seuil est mesurée directement en amplitude d’excitation
du pot AF , seule une valeur relative étant ici nécessaire. A noter que cette valeur
évolue avec la température, et qu’une variation de l’ordre de 0.1 ◦C de la tempéra-
ture de la pièce est perceptible sur les expériences les plus sensibles (chapitres 5, 7
et 8) 4, 5.

Distance relative au seuil de Faraday

Le but recherché est l’étude spécifique du régime de marche, observable unique-
ment dans un voisinage immédiat du seuil de Faraday γF . La grandeur physique
pertinente associée est donc la distance relative au seuil de Faraday, qui pilote le
temps d’amortissement des ondes générées par les rebonds de la goutte. L’amplitude
A d’excitation du pot vibrant (en mV) est donc repérée directement par rapport à
la mesure de l’amplitude d’excitation AF du pot vibrant au seuil de Faraday. On
définit ainsi un paramètre de mémoire Meexppar :

Meexp =
A

AF − A
(2.1)

3. (Amontant −Adescendant)/Adescendant ≈ 0.5%.
4. L’ajout d’un dispositif de régulation de température cause plus de problèmes qu’il n’en résout

en raison de la grande sensibilité d’une goutte aux courants d’air. Une fois ces effets pris en compte,
on arrive à une précision effective de la mesure du seuil de Faraday de l’ordre de 0.5 %, estimée
sur un jeu de 20 expériences différentes, pour des jours différents. La dérive possible du seuil de
Faraday et sa non homogénéité résiduelle sont parmi les principaux facteurs de limitation de la
précision de ces expériences

5. Pour une même expérience, dans des conditions de température stable, la précision relative
peut être augmentée, grâce à la moindre variation du seuil au cours du temps. Pour cette raison, les
mesures les plus précises obtenues au cours de cette thèse ont été réalisée avec des gouttes uniques.
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Figure 2.3 – Mesure directe du paramètre de mémoire Me. Après coalescence
ou sortie du champ de vision du marcheur, le champ d’onde généré précédemment décroît
exponentiellement en amplitude. a),b),c) Photographies du champ laissé par le marcheur,
respectivement 2. 3 et 4 secondes après le départ du marcheur. Cette décroissance du
champ d’onde généré peut être mesurée au cours du temps. d) Illustration de la technique
de mesure du contraste : sur un cercle de diamètre 2λF centré sur le champ laissé par le
marcheur, la moyenne quadratique de l’intensité du champ < A2 >x,y (le contraste) est
calculé à chaque instant t. e) Décroissance du contraste au cours du temps. ajustement
par une exponentielle décroissante, qui donne un temps de mémoire τ = 3.4 ± 0.15 s,
soit Me = 135 ± 10. A comparer avec la mesure par l’écart relatif au seuil de Faraday :
Meexp = 200± 100.

La valeur de A utilisée est d’au plus 15% inférieure à la valeur AF du seuil. Pour cette
faible gamme de variations, le rapport des amplitudes peut être considéré comme
égal au rapport des accélérations. On en déduit le paramètre de mémoire Me, défini
par :

Me =
γ

γF − γ
(2.2)

La limite de précision de ce dispositif expérimental provient alors de la mesure du
seuil de Faraday. Cette mesure est d’autant plus critique au voisinage immédiat
du seuil. Par exemple pour Me = 100, une précision de 10% sur la valeur de Me

nécessite de connaître l’amplitude du seuil AF de Faraday à 1/100× 10% = 0.1%.
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Mesure directe du paramètre de mémoire

Pour les expériences effectuées au plus près du seuil de l’instabilité de Faraday, la
mesure de la distance relative au seuil γF − γ0 perd nécessairement de sa précision.
Une technique directe de mesure du paramètre de mémoire Me à partir du champ
d’onde observé a donc été mise au point.

Le principe consiste à mesurer le champ après que le marcheur est parti de la zone
d’observation. Une telle situation peut être obtenue à la coalescence accidentelle 6

ou forcée d’un marcheur, ou bien lorsque celui ci s’échappe de la zone d’observation
(voir chapitre 7). Dans ce cas, le champ d’onde laissé par le marcheur va s’amortir au
cours du temps, jusqu’à ce que la surface du bain revienne à une situation au repos.
Les figures 2.3a, b et c présentent cette décroissance du champ au cours du temps
sous forme de trois photographies prises à des intervalles d’une seconde. On peut
voir que le champ d’onde laissé par le marcheur décroît lentement dans le temps.
La décroissance de l’amplitude du champ au cours du temps peut être mesurée à
partir du contraste de la photographie. On note A(x, y, t) l’amplitude mesurée du
champ. L’amplitude moyenne < |A| >x,y est calculée à chaque instant, sur un disque
de diamètre 2λF centré sur l’amplitude maximale du champ :

< |A|2 >x,y=

∫ ∫

x2+y2<λ2
F

dxdy(|A|(x, y, t)− < |A| >x,y)
2 (2.3)

La figure 2.3d présente cette amplitude moyenne < |A| >x,y du champ au cours
du temps. On observe une décroissance exponentielle avec un temps caractéristique
τ = 3.4± 0.15 s (ajustement par une courbe exponentielle représentée par la courbe
rouge). Comme A(x, y, t) est proportionnelle à la pente de l’interface 7, ce temps
caractéristique est bien le temps de mémoire, qui donne en l’occurrence un para-
mètre de mémoire Me = 135 ± 10 à comparer avec une mesure du seuil à l’aide de
l’équation 2.2 égale à Meexp = 200 ± 100. Cette méthode permet donc de mesurer
directement le paramètre de mémoire avec une bien meilleure précision.

6. Ou coalescence provoquée sur une pointe aimantée : grâce à l’utilisation de gouttes sensibles
au champ magnétique, il est possible de capturer une goutte à l’aide d’une pointe magnétique.

7. Voir détail page 34 de la thèse de A. Eddi [30].
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2.3 Création, magnétisation, et confinement d’un
marcheur

Cette section présente le dispositif magnétique permettant de confiner un mar-
cheur dans une région réduite de l’espace. Le confinement repose sur l’utilisation
de ferrofluide encapsulé au sein d’une goutte d’huile silicone. Le ferrofluide est
un liquide paramagnétique composé de nano-particules de fer qui présente la par-
ticularité d’être sensible à un champ magnétique extérieur. Une goutte diphasée
huile/ferrofluide, plongée par exemple dans le champ d’un aimant permanent su-
bira donc une force d’attraction magnétique analogue à celle qui oriente et attire
un barreau de fer placé au voisinage d’un aimant permanent. On se propose tout
d’abord de présenter la technique retenue pour encapsuler du ferrofluide, et d’en
déduire la force exercée par un champ magnétique extérieur sur une telle goutte.
Nous présenterons alors la configuration de champ magnétique retenue, qui permet
de plonger la goutte dans un puits de potentiel harmonique.

2.3.1 Une goutte diphasée huile/ferrofluide

Pour exercer une force sur un marcheur, une goutte sensible au champ magné-
tique doit tout d’abord être générée. Pour cela, le ferrofluide s’est révélé être une
solution adéquate : la présence de nanoparticules paramagnétiques en suspension lui
confère une susceptibilité magnétique constante sur une large de gamme de champs
magnétiques appliqués. Afin de modifier au minimum les propriétés de déformation
et de rebond de la goutte, il a été choisi d’encapsuler une gouttelette de ferrofluide
à l’intérieur d’une goutte d’huile silicone usuelle.

Utilisation de ferrofluide

Pour les besoins de l’expérience, deux types de ferrofluides ont été utilisés, donnés
gracieusement par J.C. Bacri et F. Gazeau. L’un aqueux, de faible concentration et
de susceptibilité χ0 ≈ 0.1 et l’autre à base de Glycérol de susceptibilité magnétique
très élevée χ0 = 2.6 8.

Création d’une goutte diphasée

La technique de génération d’une goutte diphasée huile/ferrofluide est illustrée
en figure 2.4. Une petite flaque de ferrofluide est déposée dans un coin de la cellule,
qui coule au fond du bain en raison de sa plus grande densité. Le ferrofluide déposé

8. Ce ferrofluide à base de Glycérol avait été utilisé pour des expériences de convection thermique
lors de la thèse de J. Broaweys, une caractérisation complète est disponible dans son manuscrit [10].
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Figure 2.4 – Génération d’une goutte diphasée huile/ferrofluide. Une pointe
est plongée dans une flaque de ferrofluide recouverte par une couche d’huile silicone. En
retirant la pointe à une vitesse V0 de l’ordre de 1m/s il se forme un double pont liquide,
qui, en se brisant, encapsule un faible volume de ferrofluide à l’intérieur d’une goutte
d’huile silicone. Cette technique est rendue possible par la grande viscosité du ferrofluide
(ν ≈ 1000.10−3 Pa.s) comparée à celle de l’huile (ν = 20.10−3 Pa.s), et à la faible tension
de surface de l’huile qui encapsule spontanément le ferrofluide.

forme une flaque d’environ 5mm de diamètre pour une hauteur de 2mm, de l’ordre de
la moitié de la profondeur totale de liquide. Une pointe est alors plongée à travers
la bicouche huile/ferrofluide, et retirée à une vitesse V de l’ordre du mètre par
seconde. Durant le retrait, il se forme un pont liquide entre la pointe et le bain [20].
Ce pont liquide présente la particularité d’être diphasique : sa partie périphérique est
constituée d’huile silicone, tandis qu’un second pont liquide de ferrofluide, encapsulé
dans le précédent, prend place en son centre. Lorsque le pont liquide se brise, un
segment du filament de ferrofluide généré se retrouve encapsulé à l’intérieur de la
goutte. La taille de la goutte ainsi générée dépend faiblement de la vitesse de sortie
de la pointe [60, 86]. Ainsi, il est possible, même à la main, de générer des gouttes
dont l’incertitude typique sur le diamètre est de l’ordre de quelques pour cent [30].

L’encapsulation de ferrofluide dans cette goutte est quant à elle rendue possible
par la grande viscosité relative du ferrofluide par rapport à celle de l’huile silicone,
qui permet de former un double pont liquide. La quantité de ferrofluide obtenue est
de l’ordre de 5 % du volume total de la goutte.

Le volume V de ferrofluide encapsulé présente cependant une grande variabi-
lité. Des mesures additionnelles seront donc nécessaires pour mesurer la force réelle
appliquée sur une goutte contenant un volume variable de ferrofluide. Cette étape
a été réalisée à l’aide d’un dispositif de calibration dont les détails sont présentés
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dans l’annexe 1. En comparant a posteriori les volumes encapsulés par cette mé-
thode pour des centaines de gouttes de taille variables, on observe une variabilité de
l’ordre de 50% de la quantité de ferrofluide contenue.

Choix des tailles de goutte

Compte tenu du faible volume relatif de ferrofluide encapsulé, les propriétés
de rebonds ne sont pas modifiées par cette ajout de liquide étranger. Les gouttes
marcheuses encapsulant du ferrofluide ont toujours un diamètre D = 600± 50 µm.
Dans cette gamme de valeurs, la vitesse des gouttes va dépendre de leur taille.
Parmi les tailles accessibles, toutes les gouttes présentant une dynamique verticale
non régulière ont été éliminées. Un critère expérimental simple consiste à les trier
par leur vitesse, en excluant les gouttes trop lentes dont le mouvement devient
erratique (V<6mm/s, mauvaise synchronisation des rebonds), et les gouttes trop
rapides (V>12mm/s) qui peuvent s’arrêter brusquement (bifurcation sous critique
du seuil de marche). Dans cette gamme de vitesses, les gouttes observées ont des
comportements similaires. Au plus proche du seuil de Faraday, la plage de taille de
goutte présentant une bonne synchronisation des rebonds sur la période de Faraday
diminue. Un soin particulier a été apporté à ce critère de bonne synchronisation des
rebonds, qui peut modifier drastiquement les comportements du marcheur.

En présence de ferrofluide au sein de la goutte, les propriétés de rebonds et de
déformation de la goutte ne sont pas modifiées. Une perturbation du régime de
marche par le champ magnétique extérieur imposé a tout de même été détecté, due
à la force verticale exercée par l’aimant sur la goutte. Cette force verticale diminue
la vitesse effective des marcheurs, il est d’autant plus sensible que l’aimant est situé
à une distance proche. Un détail de cet effet est disponible à la fin de l’annexe A.

2.3.2 Génération d’un champ magnétique de confinement

La goutte de ferrofluide encapsulée est sensible à un champ magnétique extérieur,
mais n’est pas aimantée à champ extérieur nul. Pour exercer une force sur cette
goutte, il a été choisi de séparer la génération du champ magnétique en deux sources
distinctes. Le dispositif magnétique retenu est illustré sur la figure 2.5.

La première source de champ magnétique est composée de deux bobines placées
en position de Helmholtz de part et d’autre de la surface du bain, parcourues par
un courant I0 = 1A qui génèrent un champ magnétique homogène ~B0 = B0~ez à la
surface du bain B0 = 47, 6G. 9). La goutte encapsulant du ferrofluide acquiert alors

9. Le champ magnétique induit B0 a été mesuré proportionnel au courant I0, ce qui correspond
à un nombre de spire n = µ0/S ≈ 1000 par bobine.
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axis of the magnet, the resulting force can be approximated by a
spring force:

FmðdÞ¼$ kðdÞr ð1Þ

The value of k depends on the volume nferro of the encapsulated
ferrofluid and its susceptibility. The force can be considered as
harmonic up to a radius of B3 lF. For a given drop, the spring
constant can be tuned by changing the distance d between
the magnet and the oil surface. The angular frequency that
characterizes the harmonic potential well is thus
o¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
kðdÞ=mW

p
, where mW is the effective mass of the walker.

Calibration is required as nferro and mW cannot be measured

directly. We have developed a technique that gives nferro/mW for
each drop (see Methods for details).

Influence of the memory on the walker’s dynamics. In short
memory situations (Mo10), whenever the drop is released at the
periphery of the cell, it converges into a circular orbit centred on
the magnet axis, maintaining a constant speed V. The variation of
the normalized radius R/lF of the orbits as a function of the
dimensionless width of the potential well L¼ (V

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
mW=k

p
)/lF can

be deduced by a simple mechanical equilibrium where the cen-
tripetal acceleration equates the spring force (see Fig. 2a). It yields
R/lF¼ L. The parameter L plays the role of a control parameter
for drops of various sizes and velocities. In addition, once
established, this master curve can be used to obtain the
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Figure 1 | Principle of the experiment and actual set-up. (a) Sketch of the
successive eigenstates of increasing energy and decreasing wavelengths of
a quantum particle in a one-dimensional harmonic potential well. (b) These
successive eigenstates could be observed at a fixed energy and mean
wavelength if the width of the potential well is varied. This experiment relies
on the possibility to trap a walker in a harmonic potential well of tunable
width. Since the wave field associated to a walker has a fixed wavelength lF

it is possible to expect that there exists a discrete set of potential wells
characterized by their spring constants kn, for which discrete eigenmodes
appear. (c) Sketch of the experimental set-up. The Helmholtz coils generate
a spatially homogenous magnetic field B0. A magnet located at an
adjustable distance d from the bath surface generates a spatially
inhomogeneous magnetic field B1. (d) A central magnetic force is exerted
on the droplet filled with a ferromagnetic fluid, induced by the superposition
of a constant vertical magnetic field B0 and B1 It has, to a good
approximation, a harmonic profile.
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Figure 2 | Discretization of circular orbits with memory. (a) Plot of the
dimensionless radius R/lF as a function of the non-dimensional width of the
potential well L¼V/(olF) in the low-memory situation (M¼ 10):
experimental data (dots). The dependence follows the expected
proportionality of a classical particle R/lF¼L, with a slight shift of 10%.
Inset: a typical circular orbit, with axis in lF unit. (b) Diagram illustrating the
progressive discretization of the radii of the circular orbits as the
memory parameter M is increased. The experimental (circles) results were
obtained for a range of the control parameter. The dashed lines provide
guides for the eye.
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Figure 2.5 – Principe d’application d’une force magnétique. Une goutte diphasée
huile/ferrofluide est plongée dans un champ magnétique vertical homogène ~B = B0~ez

généré par deux bobines en position de Helmholtz parcourues par un courant I0 = 1A. Ce
champ magnétique confère à la goutte un dipôle magnétique ~m. En présence d’un champ
magnétique additionnel variable dans l’espace ~B1(r) généré par un aimant cylindrique, la
goutte de ferrofluide est attirée sous l’aimant dans le cas où ~B.~∇ ~B > 0 (force attractive).

un dipôle magnétique constant ~m vertical. Notons que le champ magnétique B0 étant
proportionnel au courant I0, il est possible de faire varier ce champ magnétique de
polarisation au cours du temps en ajustant le courant parcourant les bobines.

La goutte posséde désormais un dipôle magnétique ~m. Un champ magnétique
inhomogène B(d, r) d’amplitude relative plus faible (≈ 20G) est alors généré par
un aimant cylindrique placé sur l’axe de révolution de la cellule. Pour un aimant
placé dans le même sens que le champ généré par les bobines, une force attractive
est exercée sur la goutte, qui se retrouve piégée sous l’aimant. La force exercée sur
la goutte peut être réglée à l’aide de la distance d entre l’aimant et la surface du
bain.

Isolation magnétique

L’expérience retenue consistant à utiliser des champs magnétiques pour confi-
ner la goutte, il est nécessaire de s’affranchir des champs magnétiques extérieurs
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parasites. La source parasite principale de champ magnétique est le pot vibrant,
dont les courants induits génèrent un champ magnétique de l’ordre de 20Gauss, un
champ comparable à celui qui sera utilisé pour confiner un marcheur (≈50G). Pour
s’affranchir de cette influence, la cellule a été montée sur une colonne en dural de
12cm de hauteur et 4cm de diamètre, qui permet d’éloigner la surface du bain du
pot vibrant. Une plaque de µ-métal 10 a également été ajoutée entre le pot vibrant
et la cellule pour assurer l’isolation magnétique, comme le montre la figure 2.5. Le
champ résiduel mesuré à la surface du bain dans ces conditions est de l’ordre de
2Gauss, une valeur comparable au champ magnétique terrestre (≈0.6G), et bien
inférieur aux sources de champs magnétiques que nous utiliserons pour confiner la
goutte (≈70G). Le reste du montage a également été choisi amagnétique, grâce à
l’utilisation d’éléments en laiton (vis, support de l’aimant), en dural (cellule) ou en
l’aluminium (armature de soutien des bobines) pour la majeure partie du dispositif.

2.3.3 Force magnétique exercée

Une goutte de ferrofluide soumis à un champ magnétique extérieur ~B acquiert un
moment dipolaire magnétique ~m. Celle ci est reliée au champ ~H induit à l’intérieur
du ferrofluide par l’expression :

~m =
χ(H)

µ0

~H (2.4)

où µ0 désigne la perméabilité magnétique. χ(H) désigne la susceptibilité magné-
tique du matériau, qui dépend a priori du champ magnétique induit ~H. Pour un
ferrofluide dilué, cette susceptibilité est constante à champ faible. Nous utiliserons
cette approximation dans le cas des deux ferrofluides utilisés. La relation de passage
~B = (1 + χ0) ~H à l’interface du ferrofluide permet de déduire une relation entre ~B

et ~m sous la forme :
~m =

1

µ0

χ0

χ0 + 1
~B (2.5)

La goutte de ferrofluide de moment magnétique ~m induit est alors soumise à une
interaction magnétique avec le champ extérieur, dont l’énergie d’interaction par unité
de volume em de ferrofluide s’écrit :

em = −~m. ~B (2.6)

En utilisant l’équation 2.5, on obtient l’énergie d’interaction Em totale d’une goutte
de ferrofluide de volume Vf plongée dans un champ magnétique :

Em = − Vf
2µ0

χ0

χ0 + 1
~B2 (2.7)

10. Le µ-métal est un alliage de Fer-Nickel de grande perméabilité magnétique, qui assure un
bon isolement magnétique.
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La force associée, en présence d’un gradient de champ magnétique s’écrit alors sous
la forme :

~Fmag = ~∇Emag =
Vf
µ0

χ0

χ0 + 1
~B.~∇B (2.8)

L’insert de la figure 2.5 illustre la génération de cette force magnétique. En contrôlant
la valeur du champ magnétique et de son gradient par les bobines de Helmholtz et
l’aimant cylindrique, il est donc possible d’exercer une force contrôlée sur un élément
de ferrofluide. Si ~B.~∇B > 0 la force sera attractive, et répulsive dans le cas opposé
( ~B.~∇B < 0).

2.3.4 Génération d’un potentiel harmonique

Exercer une force magnétique contrôlée sur la goutte passe, entre autre, par
une connaissance du champ magnétique généré par l’aimant. Pour cela, le champ
magnétique des aimants utilisés a été cartographié à l’aide d’un Gaussmètre 11. Cette
cartographie a permis de calibrer le champ généré par un aimant cylindrique, calculé
par ailleurs à l’aide de formules de magnétisme standard.

Un profil caractéristique de l’énergie magnétique −B2 en fonction de la distance
r à l’axe de l’aimant est représenté en figure 2.6a. Au voisinage de l’axe de symétrie,
ce profil peut être approximé par une parabole. Le potentiel énergétique imposé au
marcheur peut être considéré comme quadratique tant que la distance au centre r
est inférieure à 1.5cm, qui correspond à une distance de 3λF . Dans ce voisinage, la
force de rappel Fmag exercée sur une goutte diphasée peut être considérée comme
linéaire en la distance au centre r :

~Fmag = −k(d,B0)~r (2.9)

où k désigne la constante de raideur du puits de potentiel magnétique. Cette force
est analogue à celle exercée par un ressort sur une masse ponctuelle. Elle dépend
de l’intensité du champ magnétique ( ~B.~∇ ~B), de la susceptibilité χ0 du ferrofluide
utilisé, et du volume Vf de ferrofluide encapsulé. Elle peut être contrôlée à l’aide de
la distance d entre l’aimant et la surface du bain ou du courant I0 parcourant les
bobines, qui fixe le champ magnétique constant B0 imposé.

La constante de raideur k peut être reliée à la courbure a du profil de B2 au
voisinage de 0 par l’expression suivante :

k(d,B0) =
Vf
µ0

χ0

1 + χ0

a(d,B0) (2.10)

11. Plusieurs profils du champ magnétique généré ont été mesurés, selon l’axe de révolution en
fonction de la distance à l’aimant, puis selon plusieurs directions radiales à des distances différentes
de l’aimant, z=23.5. 30.55. 37.6 et 44.65mm, pour les deux composantes Br et Bz du champ
magnétique.
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Supplementary Figure 2. Magnetic trap characterization. a, plot of –B2 as a function of r for 
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Figure 2.6 – Profil du potentiel magnétique généré. a) Potentiel magnétique −B2

crée par un aimant cylindrique à une distance d=40mm. Ce potentiel peut être approximé
par une parabole −B2 = −B(0, d)2 +ar2/2 au voisinage de l’axe de révolution de l’aimant
(jusqu’à 15mm, correspondant à un rayon de 3λF ). Valeur de la courbure a du champ
magnétique quadratique B2 en fonction de la distance à l’aimant en échelle logarithmique.
La courbe noire a été calculée par un modèle du champ magnétique généré par un aimant
cylindrique (voir annexe A pour détail).

où a peut être considéré comme une constante de raideur magnétique, i.e qui ne
dépend que du champ magnétique de confinement, et non des propriétés physiques
de la goutte (susceptibilité χ0 et volume Vf de ferrofluide encapsulé). La constante
de raideur magnétique a correspond au coefficient du monôme de degré 2 dans le
développement en série du profil de B2 au voisinage de 0 :

a(d,B0) =
1

2

d2

dr2
(B(d, r) +B0)2 (2.11)

Cette constante de raideur magnétique a est représentée en figure 2.6b pour quatre
distances d à l’aimant différentes. La courbe noire correspond au résultat analytique
obtenu par le calcul du champ B(r, z) généré en tout point par un aimant cylin-
drique. Ce résultat a été obtenu par un calcul analytique du champ généré par un
aimant cylindrique de hauteur ha = 5 mm et de diamètre da = 15 mm. Certains
paramètres ont été ajustés pour modéliser au mieux le champ de l’aimant mesuré
expérimentalement (voir détail à l’annexe A). La constante de raideur magnétique a
peut ainsi être calculée pour chaque expérience à partir des valeurs expérimentales
de la distance d à l’aimant et du courant I0 parcourant les bobines 12.

12. La formule exacte reliant a à d et I0, longue de plusieurs lignes, est donnée en annexe.
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Ce dispositif expérimental permet de générer une force harmonique sur une
goutte rebondissante, dont l’intensité est réglable grâce à la distance d à l’aimant
et l’intensité I0 du courant parcourant les bobines. Le réglage de la distance d à
l’aimant a été utilisé pour étudier le comportement d’un marcheur dans un puits de
potentiel harmonique, dont la largeur caractéristique peut être réglée (chapitres 3
à 6). L’utilisation d’un courant variable I0(t) en fonction du temps permettra éga-
lement d’effectuer des modulations dans le temps de la force exercée (chapitre 7 et
perspectives).

Malgré sa grande flexibilité, cette technique pose un problème de calibration :
l’intensité de la force exercée n’est connue qu’à une constante près, le volume de
ferrofluide encapsulé. En outre, une différence d’inertie entre une goutte de masse
m immobile et la même goutte en régime de marche avait été observé expérimen-
talement au cours de la thèse d’A. Eddi pour une expérience de Coriolis. Pour ces
raisons, il a été choisi de calibrer la force appliquée sur un marcheur par une mesure
directe de la force exercée.

2.3.5 Calibration de la force exercée : résumé

Le détail de la méthode de calibration utilisée est présenté en annexe A, ce pa-
ragraphe présente seulement un bref résumé de la méthode retenue. Le principe
consiste à faire osciller horizontalement au cours du temps la position de l’aimant
au dessus de la goutte à une fréquence f1. Le mouvement de la goutte sous l’aimant
est alors régi par une équation d’un oscillateur du second ordre soumis à une oscil-
lation forcée de fréquence f1. Un balayage en fréquence d’oscillation de l’aimant f1

permet de mesurer la fonction de transfert de la goutte, et d’obtenir la fréquence
caractéristique ω0 =

√
k/mW d’oscillation de la goutte dans le puits, où k est la

constante de raideur, et mW la masse effective du marcheur.
Cette technique permet également de vérifier l’harmonicité du puits de potentiel

en changeant l’amplitude d’oscillation de l’aimant, et de vérifier expérimentalement
la relation reliant la constante de raideur k aux paramètres expérimentaux de confi-
nement (distance d à l’aimant et courant I0 parcourant les bobines). D’autres me-
sures qualitatives, comme le temps de chute de la goutte de ferrofluide après mort
du marcheur à travers le bain de liquide d’épaisseur h permet de vérifier ces résultats
en ordre de grandeur.

2.4 Deux méthodes de mesure complémentaires

L’étude d’un marcheur, composé d’une goutte et du champ d’onde qui l’entoure,
nécessite d’adopter tour à tour un point de vue corpusculaire, centré sur l’étude
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Figure 2.7 – Dispositif de mesure de la position de la goutte. a) Schéma du dis-
positif de visualisation et d’éclairage. L’encombrement imposé par le dispositif magnétique
est matérialisé par les zones pointillées. La cellule est placée dans une cage carré d’environ
15cm de côté, contenant quelques ouvertures. La caméra est placé en vue du dessus, faisant
un angle θ ≈ 20◦ avec la verticale. Pour obtenir un unique reflet de lumière en direction
de la caméra, l’éclairage incident est situé du côté de la visualisation. Un miroir concave a
été placé à cet endroit pour réfléchir la lumière provenant d’une lampe située à l’extérieur
de la cage. b) Chronophotographie réalisée à partir d’images de la surface du bain. Chaque
point blanc correspond à une position de la goutte au cours du temps. Soumise à un champ
magnétique, celle ci se met à orbiter sous l’aimant (voir chapitre 3).

de la trajectoire, ou un point de vue ondulatoire, centré sur le champ d’onde qui
l’entoure. Afin d’observer un marcheur, deux dispositifs de mesure ont donc été
mis au point. Le premier consiste à détecter la position de la goutte, pour obtenir
la trajectoire suivie par la particule. Le second dispositif consiste en une mesure
spatialement étendue, pour obtenir l’ensemble du champ d’onde entourant la goutte
à tout instant.

2.4.1 Observation de la goutte et mesure de sa trajectoire

Visualisation et éclairage

Le schéma du dispositif de visualisation de la goutte est présenté en figure 2.7a.
Compte tenu de l’encombrement imposé par le dispositif magnétique, délimité par
les zones en pointillé sur le schéma, la caméra n’a pu être placée à la verticale
de la cellule. La visualisation s’effectue donc avec un angle θ, de l’ordre de 20◦ par
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rapport à l’axe vertical. Afin d’obtenir un unique reflet de la goutte dans la direction
d’observation, les rayons lumineux incidents sont redirigés par un miroir légèrement
concave, depuis un faisceau de lampe à DEL (Diodes Electro-Luminescentes) situé
à l’extérieur du dispositif magnétique.

Afin d’étudier la dynamique horizontale, la fréquence d’acquisition des images
est choisie à un sous multiple de la fréquence de vibration du bain, à 20 Hz. Ainsi, la
position de la goutte est toujours repérée à la même phase du rebond. Une chrono-
photographie réalisée à partir d’images expérimentales est présentée en figure 2.7b.
Chaque point blanc correspond à la position de la goutte à un instant donné.

Détection automatique de la position de la goutte

Pour suivre le mouvement de la goutte au cours du temps, un algorithme de
détection de la position de la goutte sur l’image en temps réel avait été mis au
point par Julien Moukhtar. Chaque image enregistrée est convoluée par un disque
circulaire de diamètre comparable à la tache lumineuse faite par le reflet de la goutte.
La position du maximum d’amplitude du produit de la convolution correspond alors
à la position de la goutte. La simplicité de cette technique permet de traiter les
images plus rapidement qu’elles ne sont enregistrées. Ainsi, il est possible d’afficher,
en temps réel la trajectoire suivie par la goutte. Ce système a permis d’explorer
rapidement l’espace des phases, en ajustant directement après visualisation de la
trajectoire les paramètres expérimentaux. Grâce à ce gain de temps précieux, des
expériences longues ont pu être effectuées, en venant se placer directement aux
valeurs pertinentes des paramètres expérimentaux.

Post-traitements

Pour corriger la perspective induite par la position de la caméra, l’image est
ensuite dilatée d’un facteur cos(θ) selon la direction d’inclinaison de la caméra, où
θ = 20◦ est l’angle d’orientation de la caméra par rapport à la verticale. Parmi les
outils de mesures développés, on peut signaler les mesures de vitesse, de direction
de propagation, et de courbure de la trajectoire.

La vitesse instantanée a été obtenue par différence pondérée des cinq positions
voisines de la goutte. La technique retenue est un schéma d’ordre 3 standard de calcul
discrétisé d’une différentielle en faisant intervenir les positions Xk−2, Xk−1, Xk, Xk+1

et Xk+2 pour calculer la vitesse en k. Cette méthode utilisée en simulations numé-
riques permet de lisser les mesures de vitesse, tout en restant suffisamment locale
pour observer des variations temporelles rapides. La courbure locale a été mesurée
en interpolant la trajectoire par un cercle au voisinage du point d’observation. En-
fin, la direction de propagation est déduite des mesures de vitesse, et permet par
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Figure 2.8 – Reconstitution numérique d’un champ d’onde. a) Photographie de
champ d’onde issu d’une trajectoire complexe, pour une mémoire Me = 80. La trajectoire
suivie par le marcheur durant deux temps de mémoire (160 rebonds, soit 4 secondes) a été
superposée en trait blanc. b) Reconstitution du champ d’onde à partir de la trajectoire
suivie par le marcheur en prenant le même paramètre de mémoire Me = 80, et en sommant
des fonctions de Bessel centrées sur les points d’impact successifs de la goutte correspondant
aux 160 derniers rebonds.

exemple de projeter les forces appliquées sur la goutte selon la direction tangente
ou normale à la trajectoire.

Reconstitution du champ d’onde à partir d’une trajectoire expérimentale

Pour analyser l’évolution des trajectoires, il a parfois été nécessaire de connaître
le champ d’onde associé à la trajectoire. Pour cela, il est possible de tirer partie des
travaux précédents effectués sur la mesure du champ d’onde d’un marcheur [32].

Pour cela, on utilisera la formule du champ h généré donné au chapitre 1 (équa-
tion 1.5) :

h(~ρ, t) = h0

∞∑

n=1

J0(kF ||~ρ− ~rn||)e−n/M (2.12)

où les ~rn correspondent aux positions successives des impacts de la goutte sur le
bain de liquide. Ce champ d’onde peut donc être calculé à partir de la trajectoire
mesurée du marcheur.

La figure 2.8b présente un champ d’onde reconstitué à l’aide de la formule 2.12,
généré par la trajectoire en trait blanc. Pour valider cette méthode, et obtenir une
mesure qualitative du champ d’onde, une technique de mesure directe du champ a
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Figure 2.9 – Dispositif de visualisation du champ d’onde. a) Schéma du dispositif.
L’éclairage est placé au symétrique de la caméra par rapport à l’axe vertical de symétrie
de la cellule, derrière un cache dont l’opacité croît avec la distance au centre. Une surface
liquide plane apparaît lumineuse, tandis que les zones inclinées renvoient moins de lumière
dans la direction d’observation. Cette technique permet de visualiser l’amplitude des pentes
de l’interface, et donc la structure spatiale du champ d’onde. b) Photographie d’une goutte
confinée par un champ magnétique et du champ d’onde qui l’entoure.

été mise au point. La figure 2.8a présente une image d’un tel champ d’onde, qui
permet de valider la technique de reconstitution utilisée.

2.4.2 Visualisation directe du champ d’onde

Le champ d’onde entourant un marcheur peut être mesuré à partir de tech-
niques de reconstitution d’interface [32], développée par F. Moisy et M. Rabaud
au FAST [61]. Cette technique repose sur la déformation d’un motif aléatoire, si-
tué sous l’interface, en fonction de la pente locale de la surface. Pour le dispositif
magnétique, l’utilisation d’un aimant placé à la verticale de la cellule empêche la
visualisation directe de la surface selon l’axe perpendiculaire. Ce type de technique
de reconstitution de la position de l’interface s’avère ici difficile à mettre en oeuvre
pour un angle d’incidence non nul. Une autre technique de visualisation a donc été
préférée.

La méthode de visualisation des ondes retenue consiste à éclairer la cellule par une
source lumineuse dont l’intensité dépend de la direction des rayons incidents, comme
le montre la figure 2.9. La caméra placée au point image de la source lumineuse par
rapport à l’interface liquide reçoit donc un maximum de lumière lorsque l’interface
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est plane. Dès que l’interface est déformée, l’intensité de la lumière reçue par le
capteur diminue. En effet, les rayons proviennent alors d’une zone plus sombre du
cache, laissant passer moins de lumière. Il en résulte une visualisation en niveau
de gris de la pente locale de l’interface. Le cache différentiel a été fabriqué par
impression d’un dégradé circulaire en niveau de gris sur une feuille de papier calque.

Cette mesure donne une information précise sur la structure spatiale du champ
entourant le marcheur. De plus, en cas de coalescence ou de sortie du champ de
vision de la goutte, le champ laissé s’amortit dans le temps. Une simple mesure de
l’évolution du contraste au cours du temps fourni une mesure directe du paramètre
de mémoire, comme nous l’avons vu au début de ce chapitre.

2.5 Conclusion

Le dispositif expérimental présenté permet donc d’obtenir une goutte rebondis-
sant sur un bain de liquide vibré, au voisinage de l’instabilité de Faraday. Le temps
d’amortissement des ondes générées par la goutte à chaque impact est contrôlé ex-
périmentalement par la distance relative au seuil de Faraday.

L’utilisation de gouttes d’huile silicone encapsulant un faible volume de ferro-
fluide permet de plus d’obtenir des marcheurs présentant des propriétés similaires
aux gouttes homogènes, tout en étant sensibles à un champ magnétique extérieur.

Le dispositif magnétique retenu, composé de bobines en position de Helmholtz et
d’un aimant cylindrique permet de plonger un marcheur dans un puits de potentiel
magnétique, dont la raideur est réglable via la distance entre l’aimant et la surface
du liquide, ou par une modulation du champ statique généré par les bobines.

Afin de visualiser le mouvement du marcheur, deux systèmes de mesure ont été
mis en place, l’un pour suivre le mouvement de la goutte, l’autre pour mesurer le
champ d’onde associé. Il est temps d’explorer la dynamique de ce marcheur confiné.



Chapitre 3

Marcheur amnésique

Ce chapitre est consacré au cas où le temps d’amortissement des ondes est bref,
de l’ordre de quelques périodes du mouvement vertical. Même confiné par le champ
magnétique, le marcheur n’est alors jamais amené à revisiter une région de l’espace
perturbée par les ondes précédemment émises. Il s’agit donc d’étudier la dynamique
d’un marcheur amnésique, i.e. qui ne se souvient pas des endroits qu’il a précédem-
ment visités.

La mémoire de chemin est ainsi réduite à son plus simple appareil, une force
tangente à la trajectoire qui ne dépend pas de la trajectoire suivie. On parlera de
force de propulsion appliquée sur la goutte par les ondes qu’elle génère. L’étude du
marcheur amnésique permettra de définir dans une situation simple les propriétés
d’un marcheur qui découlent de l’existence de cette force propulsive. Nous verrons
en quoi cette propulsion distingue le marcheur d’un système conservatif, où l’énergie
est conservée au cours du temps.

3.1 Marcheur amnésique en force centrale

On définit un marcheur amnésique par sa capacité à oublier le chemin qu’il vient
d’emprunter. Il s’agit d’une limite basse mémoire où la force exercée par les ondes
sur la goutte peut toujours être considérée comme tangente à la trajectoire, et où la
force exercée par les ondes ne dépend plus de la trajectoire suivie. Pour vérifier ces
deux critères, il est utile d’introduire une longueur de persistance SMe définie par :

SMe = V0τ (3.1)

où V0 représente la vitesse libre du marcheur, τ le temps d’amortissement des ondes
stationnaires de Faraday. Cette longueur de persistance SMe définie donc la taille
caractéristique du chemin le long duquel des sources actives d’onde sont encore
présentes. La limite de force tangente à la trajectoire sera atteinte lorsque le rayon
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attractive.(a)GoutteenlévitationdeLeidenfrost:lemouvementestlentement
amorti,lagouttefinissantparfairedesallerretoursousl’aimant.(b)Goutte
rebondissanteautopropulsée:lemouvementestentretenuparlebain,latra-
jectoireconvergerapidementversuncercle.
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Fig. 2 – Mouvement d’une goutte non coalescente soumise à une force centrale
attractive. (a) Goutte en lévitation de Leidenfrost : le mouvement est lentement
amorti, la goutte finissant par faire des aller retour sous l’aimant. (b) Goutte
rebondissante auto propulsée : le mouvement est entretenu par le bain, la tra-
jectoire converge rapidement vers un cercle.

décrire la dynamique d’un marcheur autopropulsé, il su�t donc de garder le
premier ordre non linéaire, de sorte que l’action combinée des frottements fluide
et de la propulsion peut s’écrire, à une dimension X d’espace :
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où V0 correspond à la vitesse libre du marcheur, et � un paramètre homogène
à une friction qui peut à priori dépendre de la taille de la goutte. En ajoutant
le terme d’inertie et l’e↵et du champ magnétique, on obtient finalement une
équation de la dynamique d’un mobile autopropulsé :
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!0 est la pulsation caractéristique du marcheur plongé dans le champ magné-
tique harmonique, et Q correspond à un facteur de qualité e↵ectif, inconnu à
priori. Il a bien été mesuré sous le seuil de marche (Q0 ⇠ 1), mais comme la force
de propulsion intervient dans la valeur du facteur de qualité d’un marcheur, il
est à priori di↵érent pour une goutte autopropulsée.

En l’absence de force extérieure (!0->0 et !0/Q-> cte), une goutte possède
deux vitesses d’équilibre, égale à ±V0. Sous l’action du champ magnétique, le
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Figure 3.1 – Chronophotographie comparée d’un mobile ponctuel dans un
puits de potentiel. a) Mouvement d’un marcheur piégé par un champ de force central :
après quelques aller-retour sous l’aimant, la trajectoire converge rapidement vers une orbite
circulaire. b) Goutte d’oxygène liquide en lévitation par effet Leidenfrost, soumise à une
force magnétique attractive d’après les travaux de Keyvan Piroird [70]. Le mouvement
est lentement amorti, la goutte finissant par faire des aller retour sous l’aimant. Ces deux
chronophotographies illustrent bien la différence de comportement entre un mouvement
faiblement entretenu, et un mouvement faiblement dissipatif.

de courbureRc de la trajectoire sera plus grand que cette longueur de persistance, i.e.
l’ensemble des sources actives sur le bain peuvent être considérées comme alignées
derrière la goutte : SMe < Rc. On se place également dans le régime où les termes
d’interférences entre sources sont négligeables, i.e. lorsque la longueur de persistance
est inférieure à la longueur d’onde de Faraday (SMe � λF ). Ces deux conditions
définissent une borne supérieure du régime dit de basse mémoire autour de Me ≈ 15.

Par ailleurs, le temps τ d’amortissement des ondes doit être supérieur à quelques
périodes de Faraday pour que la goutte se déplace à la surface du bain(τ > 3TF ).
Les deux bornes définissent donc finalement une plage de paramètre de mémoire
Me = τ/TF correspondant au marcheur amnésique :

3 < Me < 15 (3.2)

Dans cette limite, l’effet de la mémoire de chemin n’est cependant pas inexistante
mais réduite à son plus simple appareil : propulser la goutte.
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3.1.1 Capture et confinement d’un marcheur amnésique

Capture

Un marcheur amnésique est lâché depuis un coin de la cellule. Attiré par le
champ magnétique de l’aimant, il se retrouve piégé dans le puits de potentiel. La
figure 3.1a présente une chronophotographie d’un marcheur lors de sa capture par
le champ de l’aimant, pour un intervalle de temps de 2 rebonds par image. Après
quelques oscillations, la trajectoire converge rapidement vers une orbite circulaire
centrée sur l’axe de symétrie de l’aimant. L’expérience peut être répétée plusieurs
fois, le marcheur convergera toujours vers cette même orbite, dans un sens de rotation
ou l’autre quelle que soit la condition initiale, pour une constante de raideur k du
puits de potentiel donnée. Ce type de phénomène est déjà la signature d’un processus
dissipatif : plusieurs conditions initiales peuvent converger vers le même état final.

La convergence vers un unique état final peut être comparée au cas d’un mobile
peu dissipatif mais non auto-propulsé, piégé par une force extérieure. Une telle
situation peut être obtenue en tirant partie de l’effet Leidenfrost [55]. Placée sur
une plaque dont la température est bien supérieure à celle du point d’ébullition du
liquide, une goutte lévite sur son propre film de vapeur, qui supporte le poids de la
goutte par force de lubrification [7]. Isolé thermiquement par son film de vapeur, une
goutte millimétrique a une durée de vie qui atteint plusieurs minutes. En utilisant de
l’oxygène liquide, paramagnétique par nature, K. Piroird a mis en évidence qu’une
goutte en lévitation par effet Leidenfrost peut être capturée par le champ magnétique
d’un aimant [71]. La figure 3.1b d’après [70] présente une trajectoire expérimentale
d’une telle goutte d’oxygène liquide, piégée par une force extérieure. Des oscillations
sont également observées, mais la trajectoire finit par converger vers une position
fixe, située à la verticale du centre de l’aimant.

La différence fondamentale entre ces deux cas de figure est mise en exergue par
leur comportement transitoire respectif. Dans le cas de la goutte d’oxygène liquide,
les oscillations initiales tendent vers des mouvements de va et vient rectilignes lente-
ment amortis sous l’aimant. Dans le cas d’un marcheur, au contraire, les oscillations
initiales tendent vers une trajectoire circulaire, où le mouvement selon les deux axes
principaux est de même nature, mais en quadrature de phase.

Pour un marcheur amnésique, l’orbite circulaire finale ne dépend plus de la condi-
tion initiale. On retrouve en fait une propriété des systèmes dissipatifs, qui est une
contraction de l’espace des phases au cours du temps. Pour une force de confinement
donnée, il n’existe donc que deux solutions d’équilibre, deux trajectoires circulaires
de même rayon mais de sens de parcours opposés. Pour observer différentes tailles
d’orbite, la raideur du puits de potentiel magnétique devra donc nécessairement être
modifiée.
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Figure 3.2 – Convergence vers une orbite circulaire. a) Chronophotographie du ré-
gime transitoire suivi par un marcheur piégé dans le potentiel harmonique. b) Simulation
numérique d’un modèle de friction de type Rayleigh donnée par l’équation 3.12 (rouge), et
d’une simulation directe de la dynamique d’un marcheur par le modèle discret de E. Fort
(noir) [41]. Simulations réalisées par M. Labousse [53]. Les deux approches reproduisent
bien le type de transitoire observé expérimentalement. c) Rayon R̄ de l’orbite circulaire
obtenue en fonction du confinement imposé i.e. du paramètre Λ = V/(ωλF ). Points ex-
périmentaux (+ ×, losanges) obtenus pour trois gouttes de vitesse V = 8, 9 et 12 mm/s,
préalablement calibrées par la méthode présentée en annexe A, et courbe théorique (rouge)
sans aucun paramètre ajustable. La courbe bleue tient compte d’une correction de l’inertie
additionnelle du marcheur par rapport à une simple goutte rebondissante, qui induit un
coefficient directeur de 1.2 (R = 1.2Λ) (voir détail à l’annexe B ou [12]).
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Confinement

Pour une particule hamiltonienne dans un potentiel harmonique, la taille de
l’orbite suivie peut être modifiée en changeant la condition initiale, qui détermine
l’énergie mécanique totale du système, et donc l’énergie cinétique moyenne. Dans le
cas d’un marcheur, il n’est pas possible de modifier cette énergie cinétique, puisque
celle ci est déjà déterminée par un équilibre entre propulsion et dissipation. Pour
explorer différentes tailles d’orbite, il est donc nécessaire de changer la constante de
raideur k du puits de potentiel, qui détermine la pulsation ω imposée à la goutte.
La figure 3.2 présente le rayon des cercles obtenus en fonction du confinement relatif
imposé à la goutte, i.e. en fonction de V/ωλF . Cette courbe peut être obtenue
analytiquement en équilibrant la force centrifuge subit par un marcheur en rotation
à vitesse constante V avec la force centrale imposée par le champ magnétique. Il
vient donc :

mW
V 2

Rc

= kr (3.3)

où Rc correspond au rayon de courbure instantané et r à la distance au centre
de symétrie du puits de potentiel. Dans le cas d’une orbite circulaire de rayon R

constant, le rayon de courbure est égal à la distance au centre (Rc = R). La valeur de
la pulsation ω =

√
k/m a été mesurée par la méthode de calibration (cf Annexe A),

avec m la masse de la goutte au repos. Le rayon R de l’orbite s’exprime donc sous
la forme :

R =
V

ω

√
mW

m
(3.4)

La proportionnalité entre R et V/ω est bien vérifiée expérimentalement comme le
montre la figure 3.2. En supposant que m = mW , on obtient la courbe rouge de
la figure 3.2, sans paramètre ajustable. Il existe donc un préfacteur de 1.2. entre la
courbe théorique et la courbe mesurée expérimentalement, valeur bien supérieure à
la précision de la méthode de calibration de la force exercée sur une goutte rebon-
dissante. Ce décalage correspond en fait à une différence d’inertie entre une simple
goutte rebondissante et un marcheur 1.

Une analyse fine de la force exercée par les ondes sur la goutte, dans une limite
de faible mémoire, permet de montrer que la masse mW d’un marcheur est en fait
supérieure à celle d’une simple goutte rebondissante, due à l’action du champ d’onde
sur la goutte [12]. Un calcul de cette force additionnelle est présenté en annexe B.

1. Cet effet avait également été observé dans le cas d’un marcheur soumis à une force de Coriolis,
avec un écart de 1.4 ≈ 1.22 [41], mais n’avait pu être élucidé en raison d’une double cause possible.
D’une part le rebond de la goutte peut laisser supposer qu’une force extérieure n’influence le
mouvement que dans la phase de vol libre, ou d’autre part provenir d’une différence de masse entre
la goutte et le marcheur dans son ensemble. Dans les deux cas, l’effet attendu est une augmentation
de l’inertie effective du marcheur.
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Cette masse additionnelle d’origine ondulatoire est un premier effet de mémoire, où
la force exercée par les ondes sur la goutte ne dépend pas uniquement de la position
de la vitesse de celle ci, mais également de son accélération. Le résultat est une
augmentation effective de l’inertie de la goutte. Pour des mémoires plus élevées, il
est possible de voir apparaître des dérivées d’ordre supérieur de la position, mettant
en évidence que le mouvement d’un marcheur ne peut pas être réduit simplement à
celui d’un mobile ponctuel.

Au final, l’excellent accord entre théorie et expérience nous permet de définir un
paramètre de confinement noté Λ par :

Λ =
V

λFωr
(3.5)

où ωr correspond à la pulsation caractéristique effectivement mesurée sur un mar-
cheur confiné, et vaut en pratique 1.2ω0. Le paramètre Λ est donc un nombre sans
dimension faisant intervenir le rapport entre la taille caractéristique du confinement
ωr/V et la longueur d’onde λF des ondes de Faraday. En utilisant cette nouvelle
valeur ωr de la pulsation réelle imposée au marcheur, un paramètre de confinement
Λ égal à 1 correspond à une orbite de rayon égale à une longueur d’onde λF , pour
un marcheur amnésique. L’adimensionnement par la longueur d’onde de Faraday
n’est pas utile dans le cadre du marcheur amnésique, mais il permettra de conserver
la même définition de Λ pour les cas de plus haute mémoire où λF joue un rôle
de longueur caractéristique. Λ désigne le paramètre de confinement, qui sera utilisé
abondamment tout au long de cette thèse.

Notons qu’une fois le parallèle fait entre l’étalonnage sous le seuil de marche
qui donne la valeur de ω0 et la relation linéaire entre le rayon de l’orbite R et
le paramètre de confinement Λ, il n’est plus nécessaire d’effectuer tout le processus
d’étalonnage pour chaque goutte. Seuls deux trajectoires circulaires obtenues dans le
régime de marcheur amnésique pour des valeurs différentes de Λ sont suffisantes pour
déterminer le préfacteur entre la force réellement exercée sur la goutte et le champ
magnétique imposé. Cette dernière méthode présente en outre l’avantage d’étalonner
la force directement sur un marcheur, ce qui évite au maximum l’apparition de biais
expérimentaux systématiques, et l’écart d’inertie de 20 % entre goutte rebondissante
et marcheur.

L’observation de tels mouvements circulaires est une conséquence d’un méca-
nisme d’entretien via l’oscillation verticale du bain. Dans le processus, le caractère
isolé du système est perdu, au profit d’un mouvement périodique entretenu. Le prix
à payer est une perte de diversité des trajectoires observées : Là où, pour un système
hamiltonien, il existe un grand nombre de trajectoires d’équilibre dans un puits de
potentiel harmonique (cercles, ellipses, mouvement rectiligne passant par le centre),
un marcheur amnésique n’exhibe finalement que des mouvement circulaires. Pour
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comprendre le phénomène sous-jacent qui sélectionne uniquement ces trajectoires
circulaires, on se propose d’étudier le comportement du marcheur amnésique au
cours du régime transitoire.

3.1.2 Comportements transitoires d’un marcheur amnésique

Les effets d’entretien et de dissipation du mouvement se révèlent lors des régimes
transitoires, lorsque le marcheur tend vers son orbite d’équilibre. Pour étudier cette
caractéristique, on se propose d’effectuer des mesures expérimentales additionnelles
sur le régime de transitoire de convergence vers une orbite circulaire.

Adaptation du dispositif expérimental

Pour étudier le régime transitoire de convergence vers une orbite circulaire, un
changement abrupt de la force exercée est généré, forçant ainsi un transitoire entre
deux trajectoires circulaires de rayons différents.

En pratique, une telle situation peut être obtenue à partir d’une trajectoire
circulaire stable en modifiant brutalement le courant parcourant les bobines d’une
valeur I1 à une valeur I2. Pour cela, un générateur basse fréquence et un amplificateur
de signaux continus et alternatifs sont utilisés pour générer un signal carré pour le
courant parcourant les bobines. Les deux valeurs du courant I1 = 1A et I2 = 0.2A

sont donc alternées avec une période de 20s, un temps bien supérieur à la période
de l’orbite. Cette variation de courant induit un changement du champ magnétique
homogène B0. Le temps de coupure tL du champ magnétique après coupure du
courant s’effectue sur un temps caractéristique tL = LB/R où R est la résistance
des bobines, et LB leur inductance. On a R = 8, 6Ω pour les bobines utilisées et
LB = SB0/I0 ≈ 3× 10−3 × 100× 10−4 ≈ 3× 10−5. On trouve donc tL ≈ 10−6 s, un
temps négligeable à l’échelle considérée (1/40 s pour le mouvement vertical). Cette
variation du courant dans les bobines induit donc une variation de la force exercée,
et force une transition entre deux orbites circulaires.

Résultats

La conséquence d’un signal carré pour le courant parcourant les bobines est un
changement abrupt de la pulsation caractéristique du puits de potentiel confinant
le marcheur d’une valeur ω1 à ω2.

Une goutte placée dans le champ de l’aimant suit alors des régimes transitoires
répétés, pour atteindre la nouvelle taille d’orbite circulaire d’équilibre. Des signaux
expérimentaux typiques de ces transitions sont présentés en figure 3.3. La figure 3.3a
présente le rayon R de l’orbite suivie en fonction du temps. Le trait plein rouge
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Figure 3.3 – Caractérisation expérimentale des comportements transitoires
d’un marcheur amnésique. (a) La force magnétique est modifiée périodiquement, pro-
voquant des régimes transitoires répétés. La courbe rouge correspond à la valeur attendue
du rayon, la courbe noire à la distance au centre r(t) de la trajectoire suivie. (b) Super-
position de 10 régimes transitoires pour un rayon final R = 0.4 mm (courbe noire) (c)
Superposition de 10 régimes transitoires pour un rayon final R = 4.8 mm (courbes noires).
Les lignes rouges correspondent à des moyennes d’ensemble sur les 10 réalisations. Dans les
deux cas, une convergence vers l’état final est observé mais la nature du régime transitoire
dépend fortement du rayon final de l’orbite observée.

correspond à la valeur théorique attendue, qui saute toutes les 10s d’une valeur
de R1 = 0.85λF à R2 = 0.5λF . Après chaque changement brutal du courant, le
marcheur suit un régime transitoire, et converge vers la nouvelle trajectoire circulaire
d’équilibre. Cette transition est répétée 10 fois pour en déduire des courbes moyennes
de transition.

Le type de transitoire observé dépend fortement de la taille finale de l’orbite. Les
figures 3.3b et 3.3c présentent deux exemples de régimes transitoires, obtenus pour
des valeurs du confinement Λ = 0.1 et Λ = 1 différentes, permettant d’obtenir une
orbite de taille réduite (R ≈ 0.1λF ), et une orbite de taille comparable à la longueur
d’onde de Faraday (R ≈ 1λF ). Dans le premier cas, le rayon décroît lentement vers
la valeur finale attendue. Dans le cas d’une transition vers une plus large orbite, le
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rayon augmente d’abord rapidement pour ensuite osciller autour de la valeur finale.
Ce type de transitoire peut alors être assimilé à des oscillations amorties autour de
l’état final. Ce comportement peut être observé autant par valeur inférieure, que par
valeur supérieure : il ne dépend que de l’état final du rayon de l’orbite.

Ce type de transitoire rappelle le comportement d’un oscillateur du second ordre
dont le facteur de qualité dépendrait de la période TR = 2π/ωr de l’orbite finale.
Pour une orbite de grande taille, le facteur de qualité est bien supérieur à 1 (Q ≈ 10

pour la figure 3.3c), pour les petites orbites, le facteur de qualité devient beaucoup
plus faible (Q ≈ 0.4 pour la figure 3.3b).

L’existence d’une transition entre deux régimes de convergence en fonction de la
période de l’orbite signifie que le seul paramètre adimensionné, le confinement Λ, ne
suffit pas à décrire le comportement d’un marcheur amnésique. Il existe nécessaire-
ment un autre temps caractéristique dans ce système, à comparer avec la période
de l’orbite finale observée.

Un mécanisme, différent du simple confinement par le champ magnétique, doit
donc déterminer les comportements des transitoires observés, et joue donc un rôle
important dans la dynamique d’un marcheur amnésique. S’étant placé dans la limite
de faible mémoire (τ < λF/V , τ < Rc/V ), ce temps caractéristique inconnu ne
devrait pas être relié au temps de mémoire τ . D’où peut donc provenir ce temps
caractéristique supplémentaire ?

3.2 Un temps caractéristique de la dynamique

L’existence d’une convergence vers des orbites circulaires, par des transitoires qui
dépende d’un temps caractéristique inconnu, demande une compréhension de la dy-
namique d’un marcheur même lorsque la mémoire est réduite à son strict minimum.
Pour cela, on se propose de revenir à la description de ce qui définit un marcheur
amnésique : la propulsion par les ondes. Après une brève présentation des modèles
de marche préexistant, nous dégagerons alors une forme standard permettant de
décrire la propulsion. Ce modèle pourra ensuite être appliqué au cas d’un marcheur
amnésique confiné, pour identifier l’origine de ce temps inconnu. Pour conclure, on
soulignera les similitudes et différences entre la dynamique d’un marcheur amnésique
et le mouvement d’une particule libre en l’absence de dissipation.

3.2.1 Mécanisme de propulsion d’une goutte : état de l’art

Le phénomène de mise en marche d’une goutte est observé au delà d’une accé-
lération seuil d’oscillation du bain γW ≈ 3.5g pour laquelle une goutte se mettait
spontanément en mouvement. Les mesures de vitesse en fonction de l’accélération γ
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du bain ont mis en évidence une bifurcation supercritique (ou bifurcation fourche)
pour la vitesse du marcheur.

Pour décrire cette bifurcation, un premier modèle empirique avait alors été ima-
giné par Arezki Boudaoud [74]. Il a ainsi introduit une force exercée par les ondes
sur la goutte qui dépendrait non pas de la position de la particule, mais de sa vi-
tesse instantanée. L’expression suivante de la force ondulatoire Fondes avait alors été
suggérée :

Fondes = F0 sin

(
2π

V

Vφ

)
(3.6)

où F0 correspond à une amplitude de la force exercée, qui croît avec l’amplitude
d’excitation, et Vφ à la vitesse de phase des ondes de surface. Une force de dissipation
effective, de type friction visqueuse en −ηV avait également été introduite pour
décrire l’énergie perdue par la goutte à chaque interaction avec le bain. En cherchant
les solutions stationnaires d’une telle équation, on trouve que pour F0 < ηVφ/2π la
solution nulle est stable. Pour F0 > ηVφ/2π, la solution nulle devient instable, et il
apparaît une nouvelle vitesse d’équilibre, non nulle, dont la norme croît comme la
racine de l’écart relatif au seuil F0 − F0c.

Cette équation décrit donc bien le phénomène de bifurcation de la vitesse, pour
une valeur seuil de l’amplitude des ondes Fc = ηVφ/2π. Cette approche n’explique
cependant pas comment l’amplitude des ondes F0 peut croître, et pourquoi la vitesse
de phase des ondes de Faraday intervient dans l’expression.

Après la découverte de la mémoire de chemin [32], des modèles d’interaction entre
goutte et ondes plus réalistes ont été développés. Le premier, à dynamique discrète, a
été imaginé par E. Fort pour implémenter des simulations numériques reproduisant
le comportement d’un marcheur dans plusieurs expériences [15, 41]. Le second est
dû à A. Oza, J. Molacek et J. Bush, qui, reprenant le modèle d’E. Fort, sont passés à
la limite de rebonds continus [65]. Une description plus détaillée de cette bifurcation
de marche a alors été élaborée, basée sur un modèle hydrodynamique de déformation
de la goutte ou du bain à l’impact [64].

3.2.2 Modèle de Rayleigh

Toutes ces approches ne se sont cependant pas attardées sur un point : quelles
peuvent être les conséquences sur la dynamique d’un marcheur d’une force qui dé-
pendrait de la vitesse ? La première est que toutes ces expressions confèrent au
marcheur un caractère non conservatif. Le système, dans ce type de description,
devient dissipatif par nature, c’est à dire en échange permanent d’énergie avec son
environnement.

Pour comprendre ce qu’implique l’ajout d’une force non conservative sur la dy-
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namique, et son lien éventuel avec les comportements observés expérimentalement,
on se propose de décrire le terme de friction et la force due aux ondes par une seule
et même force phénoménologique, appelée force de propulsion ~Fp. L’objectif étant
d’établir une expression la plus simple possible pour la force de propulsion ~Fp, qui
contient néanmoins les ingrédients physiques minimaux et respecte les symétries du
problème.

Dans le régime de basse mémoire, la force de propulsion ~Fp est tangente à la
trajectoire et donc colinéaire avec la vitesse ~V du marcheur i.e ~Fp = ηp(V )~V , où
ηp est homogène à un coefficient de friction. Pour ηp(V ) > 0 le mouvement sera
accéléré, tandis que pour ηp(V ) < 0, le mouvement sera ralenti. Pour qu’il existe
une vitesse d’équilibre, non nulle, il faut donc nécessairement que ηp dépendent de
la vitesse V du marcheur. Enfin, par définition, la vitesse d’équilibre V0 du marcheur
doit être un zéro de ηp :

ηp(V0) = 0 (3.7)

Par invariance par rotation, le coefficient ηp ne doit dépendre que de ||~V ||. Enfin, un
changement V → −V ne devrait pas changer le signe de Fp. En excluant la valeur
absolue de V qui peut introduire des singularités pour ηp, la force doit être une
fonction paire de V . L’expression la plus simple pour ηp satisfaisant ces conditions
s’écrit :

ηp = η0

(
1−

(
V

V0

)2
)

(3.8)

où η0 est un coefficient de friction effectif, différent du terme de friction η. V0 est la
vitesse libre du marcheur, qui vérifie ηp(V0) = 0. La force de propulsion s’écrit donc
finalement :

~Fp = η0

(
1−

(
V

V0

)2
)
~V (3.9)

Cette force de friction est un développement à l’ordre non linéaire le plus bas d’une
force dépendante de la vitesse. Dans le cas présent, elle est issue d’un équilibre entre
la dissipation à l’impact et la propulsion par les ondes.

Une telle expression est appelée friction de Rayleigh, du nom de Lord Rayleigh,
qui l’a introduite au XIXème siècle pour décrire la propagation du son dans un milieu
matériel [76]. Elle a été reprise depuis pour l’étude de particules browniennes auto-
propulsées [34]. La friction de Rayleigh permet bien de rendre compte de l’existence
d’une vitesse d’équilibre en introduisant une forme de force de rappel qui tend à
ramener le mobile vers sa vitesse naturelle. En effet, si la vitesse instantanée est
plus grande que la vitesse d’équilibre V0 le mouvement sera amorti. Au contraire
pour V < V0, le mouvement sera accéléré.

L’équation du mouvement de la dynamique d’un marcheur de masse mW soumis
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à une telle force de propulsion peut alors s’écrire sous la forme :

mW
~̇V = η0

(
1−

(
V

V0

)2
)
~V (3.10)

En divisant cette équation par la masse mW du marcheur, il apparaît naturellement
un temps caractéristique de la dynamique, même en l’absence de force extérieure :

TV =
η0

mW

(3.11)

Ce temps caractéristique apparaît pour un marcheur libre, il est donc intrinsèque à
la dynamique d’un marcheur. Si l’on imagine une perturbation de la vitesse libre, le
temps de retour à la vitesse initiale sera dicté par ce temps caractéristique TV .

En ajoutant la force extérieure imposée par le champ magnétique, on obtient
finalement une équation de la dynamique pour le marcheur, typique du mouvement
d’un mobile autopropulsé dans un puits de potentiel harmonique :

~̈R = −ω2
r
~R− 1

TV
~V

((
V

V0

)2

− 1

)
(3.12)

A une dimension d’espace, cette équation est formellement analogue à un oscillateur
de Van der Pol pour la vitesse 2. Pour s’en convaincre, il suffit de dériver l’équa-
tion 3.12 par rapport au temps. Il vient :

mW V̈x = −ω2
rVx − η0

(
3

(
Vx
V0

)2

− 1

)
V̇x (3.13)

Cette équation fût introduite par Van Der Pol pour expliquer la régularité des batte-
ments cardiaques [22], et a depuis été largement étudiée comme exemple de système
dynamique dissipatif exhibant un cycle limite non nul [21]. Une de ses principales
propriétés est que, compte tenu de la nature dissipative du système, toutes les tra-
jectoires convergent vers un seul et unique attracteur, où la position oscille au cours
du temps avec une amplitude donnée. En dépit des similitudes entre l’équation de
Van der Pol et le modèle de Rayleigh, le cas à deux dimensions n’est pas équivalent.

L’oscillateur de Rayleigh à deux dimensions d’espace ne présente alors pas de
solution analytique connue, en raison du terme de friction qui introduit un couplage
entre les deux directions d’espace. En effet, le coefficient de friction ηp fait intervenir
la norme de la vitesse, dépendante à la fois de ẋ et de ẏ.

Notons par ailleurs que l’équation du mouvement ainsi obtenue (3.12) fait bien
apparaître deux temps caractéristiques, l’un associé au champ magnétique, TR =

2. Remerciement à Yves Pomeau pour cette suggestion lors d’une école d’été à Peyresq, qui
permet de mettre en évidence le parallèle entre ces deux types d’oscillateurs entretenus.



3.2. UN TEMPS CARACTÉRISTIQUE DE LA DYNAMIQUE 59

2π/ωr et l’autre intrinsèque au marcheur, le temps de retour TV à la vitesse d’équi-
libre. Le rapport TR/TV devrait donc influencer la dynamique d’un marcheur confiné.
Peut-on comparer ce modèle aux mesures de régimes transitoires précédemment in-
troduites ? Est-il alors possible de mesurer une valeur du temps caractéristique TV
de cette dynamique ?

3.2.3 Mesure expérimentale du temps de convergence

Afin de tester le modèle, il est possible de comparer les temps caractéristiques
des transitoires observés aux prédiction du modèle de Rayleigh. Pour ωrTV > 1, le
régime transitoire présente des oscillations autour du rayon d’équilibre. Le temps
caractéristique Tc de convergence est alors mesuré à partir de la décroissance de
l’enveloppe des oscillations. Pour ωrTV < 1, le régime transitoire est suramorti. Le
temps de convergence Tc est alors mesuré à partir d’un ajustement par une fonction
exponentielle du rayon en fonction du temps.

L’ensemble des mesures de l’inverse du temps de convergence TR/Tc ont été re-
présentées en figure 3.4, en fonction de la période du mouvement TR = 2πR/V0 du
marcheur autour du centre. Notons que l’axe des ordonnées correspond à l’inverse
du temps de convergence, de sorte qu’un maximum de la courbe correspond à un
minimum du temps de convergence. Le minimum du temps de transitoire est donc
atteint au voisinage de 1/ωm = 0.24 s. Pour des valeurs inférieures comme supé-
rieures, le temps de convergence est augmenté. Ces valeurs peuvent être comparées
au résultat prédit par le modèle de Rayleigh (ligne pointillée). Celle ci a été obte-
nue en simulant les régimes transitoires de l’équation de Rayleigh en faisant varier
le temps caractéristique TV de convergence vers la vitesse d’équilibre. Comme le
régime transitoire dépend uniquement du produit ωTV , ces données peuvent être
comparées directement avec l’expérience. Il reste tout de même un paramètre ajus-
table, la valeur de ce temps de convergence TV . On trouve TV = 0.14 s, une valeur
en accord avec les mesures effectuées par Molacek et al. sur des gouttes rebondis-
santes simples [63]. Un très bon accord entre expérience et modèle de Rayleigh est
ainsi obtenu, montrant que l’introduction d’un temps de convergence vers la vitesse
d’équilibre est l’ingrédient physique essentiel.

Ces observations mettent en évidence que selon la direction tangente au mouve-
ment, il existe une force de rappel qui ramène le marcheur à sa vitesse d’équilibre
V0. Ce fait a d’importantes conséquences sur la dynamique d’un marcheur. Soumis
à une perturbation extérieure, il y aura en effet deux régimes possibles de retour à
la vitesse d’équilibre.

Pour une perturbation lente devant le temps de convergence TV , la vitesse du
marcheur sera peu modifiée. On peut donc considérer que la vitesse V reste égale à
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Figure 3.4 – Temps de convergence vers une orbite circulaire. Inverse de la
durée du transitoire Tc de convergence vers une orbite circulaire en fonction de l’inverse
de la pulsation ω−1 = V0/R. Le temps de transitoire est minimum pour une valeur de
ω−1
m = 0.24 s. Le temps de convergence est minimal pour T ≈ Tm. T < Tm correspond à

un régime suramorti, tandis que T > Tm correspond à un régime d’oscillations amorties.

V0 : V ≈ V0. En revanche, la direction du mouvement sera affectée. Pour le cas des
orbites circulaire cela correspond à l’observation de lentes oscillations de la distance
au centre.

Pour une perturbation rapide devant le temps de convergence TV , la vitesse du
marcheur est modifiée. Dans ce cas, l’inertie du marcheur devient négligeable par
rapport à la force de Rayleigh, et le système est régi par un équilibre entre variation
de la vitesse et force appliquée. Le régime de convergence suramorti est observé dans
ce cas de figure.

3.2.4 Une conséquence : la convergence inévitable vers l’or-
bite circulaire

De manière analogue à l’oscillateur de Van der Pol, l’oscillateur de Rayleigh est
donc un exemple de système dissipatif/entretenu, où plusieurs conditions initiales
convergent vers le même état final. Dans le cas de l’oscillateur de Rayleigh à deux
dimensions, cette convergence n’avait toutefois, à ma connaissance, pas été étudiée.
Une analyse théorique plus complète effectuée par M. Labousse est disponible dans
un article publié récemment [54], ou dans sa thèse en cours d’écriture [53].
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Pour étudier cette convergence, deux approches complémentaires ont été utili-
sées. La première consiste à suivre l’évolution de l’énergie mécanique totale de la
goutte, et de montrer que la trajectoire circulaire est le seul minimum local d’énergie.
Toute trajectoire tendra donc à converger vers cet attracteur.

La seconde approche consiste à étudier la réponse à une perturbation linéaire
en développant la solution au voisinage du point d’équilibre. Cette technique ne
permet pas de déduire une stabilité globale, mais donne en revanche des informations
supplémentaires sur la nature des régimes transitoires suivis.

On se contentera ici de présenter l’approche qualitative basée sur le bilan éner-
gétique global.

Bilan énergétique global

Comme nous l’avons vu précédemment, les régimes transitoires d’un marcheur
en force centrale peuvent présenter à la fois des oscillations de la position ou de
la vitesse. Contrairement à une particule conservative, ces deux oscillations ne sont
pas nécessairement d’amplitude comparable. On peut tout de même remarquer que
le temps de convergence minimal est atteint lorsque l’amplitude d’oscillation de
l’énergie potentielle est égale à celle des oscillations de l’énergie cinétique. Il s’agit
alors du temps caractéristique critique, pour lequel le régime de convergence est
suramorti.

Une approche énergétique permet de visualiser le phénomène. Pour cela, on dé-
finit l’énergie mécanique E = v2/2 + ω2

rr
2/2 par unité de masse de la goutte. En

multipliant l’équation 3.12 par la vitesse instantanée V du marcheur, on obtient
l’évolution de l’énergie mécanique E sous la forme :

Ė =
1

Tvωr
V 2

(
1−

(
V

V0

)2
)

(3.14)

Cette expression met en évidence qu’il n’existe que deux positions d’équilibre, cor-
respondant à V = 0 et V = V0. Le point fixe en V = 0 est répulsif, et le seul
attracteur stable du système correspond à V = V0. La trajectoire associée est une
orbite circulaire, de rayon R = V/ωr. Cet équilibre correspond à une équipartition
de l’énergie mécanique entre énergie cinétique et énergie potentielle, analogue à celle
d’un système hamiltonien 3.

3. Dès que l’on s’éloigne du point fixe, i.e. que la vitesse se met à fluctuer, l’équipartition n’est
en revanche pas nécessairement vérifiée.
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3.3 Conclusion

L’étude d’un marcheur amnésique confiné a mis en évidence un comportement
bien différent d’une particule conservative. Si cette différence avait été précédemment
mentionnée, elle n’avait pas fait l’objet d’une étude détaillée.

Pour toute la suite, il est donc bon de se rappeler que le marcheur n’est pas
une particule conservative, mais un système hors équilibre dont l’énergie moyenne
est fixée, et peut fluctuer dans le temps autour de sa valeur moyenne. Ce type de
propriété n’est pas spécifique à un marcheur. Celle-ci découle en fait du modèle de
Rayleigh, qui peut être appliqué à un grand nombre de systèmes autopropulsés, tant
que la vitesse ne fluctue pas trop autour de sa valeur d’équilibre.

La structure non conservative a une autre conséquence : la convergence vers un
attracteur, les deux orbites circulaires, quelles que soient les conditions initiales. Il y
a donc là un des ingrédients pouvant mener à l’apparition de phénomènes de quan-
tification macroscopique : plusieurs conditions initiales peuvent converger vers le
même état final. D’autres ingrédients sont tout de même manquants à ce stade pour
parler de quantification. La convergence ou non vers des attracteurs plus globaux
dépendra de la nature du profil d’énergie et de la manière dont le système converge
ou non vers ces minima.

Les études précédentes, en particulier celle d’un marcheur soumis à une force de
Coriolis [41], n’ont pas eu à invoquer cette nature dissipative. Pourquoi cela est-ce
nécessaire ici ? Cela dépend en fait de la direction d’intérêt. L’échange d’énergie
entre goutte et bain provoque des variations de vitesse, i.e. une modification de la
dynamique dans la direction tangente au mouvement. Selon cette direction, il s’agit
bien d’un système autopropulsé, et ce fait ne peut être oublié.

En revanche, selon la direction orthogonale au mouvement, ni la force de friction
ni la propulsion n’interviennent. Selon cette direction, la variation de la quantité de
mouvement est bien égale à la somme des forces extérieures appliquées. Dans le cas
de Coriolis, seul le bilan de quantité de mouvement selon cette direction orthogonale
au mouvement avait été utilisé. Parmi les forces pouvant intervenir, on peut citer
la projection de la force centrale, voire la composante transverse de la force exercée
par les ondes sur la goutte.

A la lumière de ces premiers résultats, les comportements des marcheurs peuvent
être divisés en deux catégories.

La première concerne les variations de vitesse liées à une perturbation extérieure
dirigée selon la direction tangente à la trajectoire. La propulsion, comme d’autres
termes d’ordre supérieur du champ d’onde, auront tendance à ramener le marcheur
vers sa vitesse d’équilibre. Les fluctuations de vitesse peuvent alors être liées à la
structure du champ d’onde environnant, comme dans les expériences de marcheur
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en cavité [44], mais les effets dissipatifs ne seront jamais négligeables.
La seconde concerne les changements de direction induits par une perturbation

de la trajectoire selon la direction transverse au mouvement. Les forces extérieures
jouent alors uniquement sur la direction du mouvement, et non la vitesse. C’est le
cas de l’expérience d’un marcheur en force de Coriolis, où la mise en rotation du bain
soumet la goutte à une force toujours transverse à la trajectoire [41]. Dans ce cas,
la vitesse du marcheur est constante, et les aspects dissipatifs peuvent être ignorés,
seul le bilan selon la direction transverse au mouvement sera pertinent.

Le confinement par une force centrale peut présenter les deux types de compor-
tements. La perturbation du mouvement peut en effet être dirigée aussi bien selon
la direction tangente que la direction transverse, suivant la trajectoire suivie par
le marcheur. L’apparition de trajectoires variées nous amènera plutôt à suivre le
second point de vue, c’est à dire une particule se déplaçant à vitesse constante, dont
la direction de propagation est modifiée par la force extérieure (force centrale), ou
interne au marcheur (action du champ d’onde sur la goutte).
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Chapitre 4

Confinement et mémoire de chemin
I : Etats propres

L’objectif de cette partie est d’étudier l’influence de la mémoire de chemin sur un
marcheur confiné. Lorsque le temps d’amortissement des ondes devient comparable
à la période de l’orbite imposée par la force centrale, le marcheur va revisiter des
zones où les ondes préalablement émises n’ont pas encore été dissipées. Un couplage
entre la goutte et sa propre trajectoire s’opère alors par l’intermédiaire du champ
d’onde : la goutte devient sensible à son propre passé. Cet effet peut être mesuré
par le paramètre de mémoire Me, mesure du nombre de sources d’ondes de Faraday
considérées comme encore actives à la surface du bain.

Dans le cas de trajectoires confinées, les effets de mémoire vont en fait dépendre
de la longueur du chemin de sources SMe encore actives, dont on rappelle la défini-
tion :

SMe = V0τ (4.1)

où V0 désigne la vitesse libre du marcheur, et τ le temps d’amortissement des ondes
de Faraday. SMe désigne donc une forme de longueur de persistance d’un marcheur.
Cette longueur caractéristique est alors à comparer avec le périmètre de l’orbite
suivie. Par exemple pour une orbite circulaire, le rayon R de la trajectoire était
donnée par Λ = R, où Λ est le paramètre de confinement. Il a été défini par Λ =

V/(ωλF ) au chapitre 3, à partir de mesures du rayon des orbites observées en fonction
de la pulsation propre ω du puits imposé. La limite de haute mémoire correspondra
alors à SMe ≈ 2πΛλF .

L’expérience présente revient donc à augmenter cette longueur de persistance au
delà du périmètre des orbites, pour étudier l’influence de son propre chemin sur la
trajectoire de la goutte. Le couplage avec sa propre histoire étant médié par les ondes
de Faraday, la longueur d’onde de Faraday λF joue le rôle de taille caractéristique.
On se propose donc d’explorer les différents états possibles du marcheur confiné

65
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axis of the magnet, the resulting force can be approximated by a
spring force:

FmðdÞ¼$ kðdÞr ð1Þ

The value of k depends on the volume nferro of the encapsulated
ferrofluid and its susceptibility. The force can be considered as
harmonic up to a radius of B3 lF. For a given drop, the spring
constant can be tuned by changing the distance d between
the magnet and the oil surface. The angular frequency that
characterizes the harmonic potential well is thus
o¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
kðdÞ=mW

p
, where mW is the effective mass of the walker.

Calibration is required as nferro and mW cannot be measured

directly. We have developed a technique that gives nferro/mW for
each drop (see Methods for details).

Influence of the memory on the walker’s dynamics. In short
memory situations (Mo10), whenever the drop is released at the
periphery of the cell, it converges into a circular orbit centred on
the magnet axis, maintaining a constant speed V. The variation of
the normalized radius R/lF of the orbits as a function of the
dimensionless width of the potential well L¼ (V

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
mW=k

p
)/lF can

be deduced by a simple mechanical equilibrium where the cen-
tripetal acceleration equates the spring force (see Fig. 2a). It yields
R/lF¼ L. The parameter L plays the role of a control parameter
for drops of various sizes and velocities. In addition, once
established, this master curve can be used to obtain the
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Figure 1 | Principle of the experiment and actual set-up. (a) Sketch of the
successive eigenstates of increasing energy and decreasing wavelengths of
a quantum particle in a one-dimensional harmonic potential well. (b) These
successive eigenstates could be observed at a fixed energy and mean
wavelength if the width of the potential well is varied. This experiment relies
on the possibility to trap a walker in a harmonic potential well of tunable
width. Since the wave field associated to a walker has a fixed wavelength lF

it is possible to expect that there exists a discrete set of potential wells
characterized by their spring constants kn, for which discrete eigenmodes
appear. (c) Sketch of the experimental set-up. The Helmholtz coils generate
a spatially homogenous magnetic field B0. A magnet located at an
adjustable distance d from the bath surface generates a spatially
inhomogeneous magnetic field B1. (d) A central magnetic force is exerted
on the droplet filled with a ferromagnetic fluid, induced by the superposition
of a constant vertical magnetic field B0 and B1 It has, to a good
approximation, a harmonic profile.
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Figure 2 | Discretization of circular orbits with memory. (a) Plot of the
dimensionless radius R/lF as a function of the non-dimensional width of the
potential well L¼V/(olF) in the low-memory situation (M¼ 10):
experimental data (dots). The dependence follows the expected
proportionality of a classical particle R/lF¼L, with a slight shift of 10%.
Inset: a typical circular orbit, with axis in lF unit. (b) Diagram illustrating the
progressive discretization of the radii of the circular orbits as the
memory parameter M is increased. The experimental (circles) results were
obtained for a range of the control parameter. The dashed lines provide
guides for the eye.
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Figure 4.1 – Confinement d’une entité duale onde-particule dans un puits
de potentiel harmonique. a) Dans le cas quantique, il correspond différents niveaux
discrets d’énergie pour un puits de potentiel donné. Seules les transitions entre niveaux
qui absorbent ou libère un photon d’énergie En − Em sont accessibles à la mesure. b)
Pour un marcheur, le couplage entre la goutte et l’onde fixe l’énergie cinétique moyenne
de la particule. Si expérience analogue il y a, elle consiste à faire varier la largeur du puits
de potentiel, à énergie cinétique fixée. Le paramètre pertinent est alors le paramètre de
confinement sans dimension Λ, rapport entre largeur caractéristique V/ω de la trajectoire
suivie et longueur d’onde de Faraday λF . Si des phénomènes de quantification existe,
des orbites particulières devraient apparaître pour des valeurs spécifiques de constante de
raideur, correspondant aux niveaux d’énergie de l’oscillateur harmonique.

dans un puits de potentiel, en faisant varier l’extension Λ des orbites attendues par
rapport à la longueur d’onde de Faraday λF , pour une longueur de persistance plus
grande que la taille caractéristique des orbites.

Cette expérience rappelle ainsi le cas d’une particule quantique piégée dans un
puits de potentiel harmonique. Pour un système quantique cohérent, il apparaît une
quantification des niveaux d’énergie En indexés par un entier n, comme schématisé
en figure 4.1a. Cette quantification est observée expérimentalement via les transi-
tions entre niveaux qui absorbent ou libèrent des quanta d’énergie sous forme de
photons. Les énergies de chaque niveau sont alors déduites par mesure des écarts
En−En′ entre deux niveaux d’énergie n et n′ pour un puits de potentiel à une dimen-
sion [14]. A deux dimensions, le principe reste le même, mais une seconde observable
est nécessaire pour décrire la quantification. L’introduction d’un nombre m de quan-
tification du moment cinétique L permet dans le cas quantique de rationaliser les
états possibles en fonction des deux entiers naturels n et m.
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y
λF

x / λF
Figure 4.2 – Trajectoire désordonnée en régime de haute mémoire. correspond
à Me=25 et Λ = 0.58 pour une vitesse V = 7.7 mm/s du marcheur. La trajectoire est
loin des orbites circulaires, stables, observées dans le régime basse mémoire. Les boucles
individuelles brisent la symétrie centrale à temps court. En revanche, leur répartition autour
du centre rétablit une forme de symétrie à temps long.

Le marcheur, objet dual onde-particule, possède bien des différences avec un tel
système. En particulier, l’énergie cinétique moyenne d’un marcheur est fixée par l’en-
tretien du mouvement via les ondes. Il n’est donc pas possible d’explorer les différents
niveaux d’énergie possibles en changeant l’énergie de la particule. Pour pallier cette
limitation, il est en revanche possible d’explorer différentes extensions spatiales des
trajectoires du même marcheur, dans un puits de potentiel de raideur variable. Une
telle expérience est schématisée sur la figure 4.1b. En réglant la constante de raideur
du puits k, l’extension spatiale de la trajectoire suivie sera modifiée en conséquence.
Ainsi, les éventuels niveaux d’énergie peuvent être explorés en réglant l’extension
spatiale V/ω par rapport à la longueur d’onde de Faraday λF , i.e. en modifiant la
valeur du paramètre Λ. Peut-on alors observer une forme de quantification des tailles
d’orbites ? L’objet de cette partie est de présenter les résultats du confinement d’un
marcheur dans un puits de potentiel harmonique à deux dimensions.
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4.1 Trajectoires d’un marcheur confiné

A partir d’une orbite circulaire d’un marcheur amnésique (Me ≈ 10), le para-
mètre de mémoire est augmenté vers une valeur plus élevée, typiquement de l’ordre
de 100. Le type de trajectoire observé dépend alors fortement de la valeur du confine-
ment Λ déterminée par la raideur du puits de potentiel. La section qui suit présente
un aperçu des différents régimes observés en fonction du confinement Λ imposé.

4.1.1 Premières observations

Si aucune attention particulière n’est portée sur le choix du confinement Λ, la
trajectoire généralement observée est un ensemble de boucles à l’apparence désor-
donnée, comme celles présentées sur la figure 4.2. L’image d’une trajectoire circulaire
simple laisse donc place à plus haute mémoire à des motifs complexes. A temps court,
l’invariance par rotation est perdue, bien que la symétrie centrale subsiste à temps
très long. La trajectoire prend la forme d’une succession de boucles dont le sens de
rotation par rapport au centre évolue au cours du temps. Le moment cinétique L
instantané de la goutte défini par :

L = ~r ×m~V (4.2)

n’est donc pas conservé, bien qu’il s’agisse d’un problème à force centrale. Cette
variation du moment cinétique au cours du temps et la perte partielle de symé-
trie circulaire mettent en évidence l’influence d’une force non centrale qui influe sur
la dynamique du marcheur. En outre, la complexité au moins apparente des tra-
jectoires observées montre que cette force additionnelle peut induire un désordre
spatio-temporel. Est-il néanmoins possible d’isoler des orbites stables ?

4.1.2 Quantification des orbites circulaires

Pour rechercher des orbites stables, on se propose de revenir à des trajectoires
circulaires obtenues à mémoire faible (Me ≈ 10), puis d’augmenter au fur et à mesure
le paramètre de mémoire. L’expérience peut ensuite être renouvelée dans une large
gamme de confinements 0.2 < Λ < 2, correspondant à des orbites circulaires de
rayon 0.2 < R/λF < 2. L’ensemble des trajectoires circulaires ainsi obtenues est
représenté sur la figure 4.3 en fonction du paramètre de mémoire Me et de leur
rayon R̄ = R/λF adimensionné par la longueur d’onde de Faraday λF .

On peut voir qu’à faible mémoire, toutes les tailles d’orbites peuvent être ob-
servées pour différentes valeurs de Λ. Au fur et à mesure que la mémoire est aug-
mentée, il apparaît des zones interdites, pour lesquelles aucune orbite circulaire
n’est observée. Il subsiste tout de même des orbites circulaires, même à mémoire
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axis of the magnet, the resulting force can be approximated by a
spring force:

FmðdÞ¼$ kðdÞr ð1Þ

The value of k depends on the volume nferro of the encapsulated
ferrofluid and its susceptibility. The force can be considered as
harmonic up to a radius of B3 lF. For a given drop, the spring
constant can be tuned by changing the distance d between
the magnet and the oil surface. The angular frequency that
characterizes the harmonic potential well is thus
o¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
kðdÞ=mW

p
, where mW is the effective mass of the walker.

Calibration is required as nferro and mW cannot be measured

directly. We have developed a technique that gives nferro/mW for
each drop (see Methods for details).

Influence of the memory on the walker’s dynamics. In short
memory situations (Mo10), whenever the drop is released at the
periphery of the cell, it converges into a circular orbit centred on
the magnet axis, maintaining a constant speed V. The variation of
the normalized radius R/lF of the orbits as a function of the
dimensionless width of the potential well L¼ (V

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
mW=k

p
)/lF can

be deduced by a simple mechanical equilibrium where the cen-
tripetal acceleration equates the spring force (see Fig. 2a). It yields
R/lF¼ L. The parameter L plays the role of a control parameter
for drops of various sizes and velocities. In addition, once
established, this master curve can be used to obtain the
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Figure 1 | Principle of the experiment and actual set-up. (a) Sketch of the
successive eigenstates of increasing energy and decreasing wavelengths of
a quantum particle in a one-dimensional harmonic potential well. (b) These
successive eigenstates could be observed at a fixed energy and mean
wavelength if the width of the potential well is varied. This experiment relies
on the possibility to trap a walker in a harmonic potential well of tunable
width. Since the wave field associated to a walker has a fixed wavelength lF

it is possible to expect that there exists a discrete set of potential wells
characterized by their spring constants kn, for which discrete eigenmodes
appear. (c) Sketch of the experimental set-up. The Helmholtz coils generate
a spatially homogenous magnetic field B0. A magnet located at an
adjustable distance d from the bath surface generates a spatially
inhomogeneous magnetic field B1. (d) A central magnetic force is exerted
on the droplet filled with a ferromagnetic fluid, induced by the superposition
of a constant vertical magnetic field B0 and B1 It has, to a good
approximation, a harmonic profile.
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Figure 2 | Discretization of circular orbits with memory. (a) Plot of the
dimensionless radius R/lF as a function of the non-dimensional width of the
potential well L¼V/(olF) in the low-memory situation (M¼ 10):
experimental data (dots). The dependence follows the expected
proportionality of a classical particle R/lF¼L, with a slight shift of 10%.
Inset: a typical circular orbit, with axis in lF unit. (b) Diagram illustrating the
progressive discretization of the radii of the circular orbits as the
memory parameter M is increased. The experimental (circles) results were
obtained for a range of the control parameter. The dashed lines provide
guides for the eye.

NATURE COMMUNICATIONS | DOI: 10.1038/ncomms4219 ARTICLE

NATURE COMMUNICATIONS | 5:3219 | DOI: 10.1038/ncomms4219 | www.nature.com/naturecommunications 3

& 2014 Macmillan Publishers Limited. All rights reserved.

log M

R̄

100!!100!!10!! 32!!3!!
Me!

R!

Figure 4.3 – Quantification des orbites circulaires. Les trajectoires circulaires
uniquement ont été représentées en fonction du paramètre de mémoire Me et du rayon
R̄ = R/λF observé. Ces orbites ont été obtenues par augmentation du paramètre de mé-
moire à partir d’une orbite circulaire stable. Ensuite, il est possible de varier le confinement
Λ pour explorer la stabilité d’orbites circulaires de différentes tailles. Le modèle théorique
prédit que seule les valeurs R̄=0.37, 0.87, 1.37, 1.87 (traits pointillés) sont observées dans
la limite de mémoire infinie.

élevé (Me ≈ 100), mais seulement au voisinage de valeurs discrètes du rayon,
R = 0.37, 0.87, 1.37, .... On peut remarquer que la valeur critique d’apparition des
zones interdites augmente d’ailleurs avec le rayon des orbites. Cette croissance corres-
pond approximativement à la limite SMe ≈ R où la longueur de persistance devient
comparable au rayon de l’orbite suivie. On observe une quantification des orbites
circulaires vers des valeurs discrètes du rayon.

4.1.3 De nouvelles trajectoires stables

Les zones dites interdites, ou aucune trajectoire circulaire n’est observée, corres-
pondent à des plages successives de valeurs de Λ, 0.5 < Λ < 0.7 et 1, 1 < Λ < 1.3.
Dans ces gammes de valeurs, la plupart des trajectoires deviennent désordonnées,
du type de la figure 4.2. Toutefois, apparaissent dans des domaines étroits de valeur
de Λ de nouvelles trajectoires stables présentant d’autres symétries. La figure 4.4
présente les différentes trajectoires stables observées expérimentalement pour diffé-
rentes valeurs de la largeur du puits de potentiel Λ, et des paramètres de mémoire
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Figure 4.4 – Observées à la même échelle, les trajectoires périodiques d’un
marcheur dans des puits de potentiel harmonique de raideur décroissante. En-
semble des orbites stables périodiques observées expérimentalement, pour des valeurs de
confinement Λ allant de 0.3 à 2 et une mémoire 30 < Me < 100, mises à la même échelle.
Il en résulte une large variété de trajectoires observées, présentant des symétries variées.
Une trajectoire non stable a été ajoutée au tableau, il s’agit de grandes boucles présentes
de manière récurrente dans les trajectoires observées. Les trajectoires ont été classées ver-
ticalement en fonction de leur extension spatiale et horizontalement en fonction de leurs
symétries. Un tri quantitatif de ces orbites est proposé plus loin dans ce chapitre.
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allant de Me = 30 à Me = 100. Toutes les trajectoires ont été représentées à la même
échelle, par ordre croissant de taille selon l’axe vertical, et selon leur symétrie selon
l’axe horizontal. Ce premier tri sera rationalisé plus loin dans le chapitre.

On désigne ici par orbite stable les trajectoires périodiques simples qui ont été
observées dans une large gamme de paramètres de mémoire Me et de confinements
Λ. A ce titre, une trajectoire est considérée comme stable si elle a été observée sur
un temps long devant sa période propre, de manière reproductible, et dans une large
gamme de valeurs de la mémoire Me et du confinement Λ.

Il est ainsi possible d’observer suivant la valeur du paramètre de mémoire Me

et du confinement Λ des trajectoires en cercle, en ovale, en huit appelées aussi
lemniscate, ou à trois boucles appelées trifolium. La présence d’orbites circulaires
est une continuité directe de la dynamique observée à basse mémoire au chapitre 3
auquel s’ajoute un processus de quantification à haute mémoire.

Les autres types d’orbites ne correspondent en revanche à aucune trajectoire
classique, i.e. observée dans une situation de faible mémoire pour un puits de po-
tentiel harmonique. Ce type de trajectoires, comme la lemniscate ou le trifolium,
n’est pas même solution d’un problème à force centrale puisqu’il n’y a pas conser-
vation du moment cinétique au cours du temps. Enfin, notons que chacun des types
de trajectoires possède une taille et une symétrie spécifiques, révélant l’existence de
possibles règles de sélection des orbites stables.

4.2 Règles de sélection des orbites stables

Cette famille de trajectoires stables présente deux nouvelles caractéristiques prin-
cipales par rapport aux orbites circulaires précédemment observées.

D’une part, l’observation de trajectoires non solution d’un problème à force cen-
trale interroge notre compréhension de la dynamique du marcheur. Qu’est ce qui
fixe la forme d’un huit ? Existe-t-il une expression analytique simple pour décrire les
trajectoires suivies ?

D’autre part, l’existence possible d’une sélection de taille et de symétrie des
orbites suivies soulève une question plus générale : existe-t-il une structure sous-
jacente régissant les solutions d’un marcheur dans un puits harmonique ?

Les trajectoires stables observées appartiennent à la famille des courbes de Cas-
sini. Le lien sera explicité au chapitre 6. Seul un bref résumé de ces résultats étant
nécessaire ici pour définir le type de trajectoires observées, il est donné ci-dessous.
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Figure 4.5 – Orbites périodiques : des Courbes de Cassini généralisées. Les
trajectoires périodiques stables correspondent à des courbes de Cassini généralisées, définies
comme le lieux des points tel que le produit de la distance à k points fixes soit constant.
k = 1 correspond au cercle, k = 2 aux cercles, ovales et lemniscate de Bernoulli (huit),
k = 3 au trifolium. a) Cercle de rayon R=1.35. obtenue pour Λ = 1.3 et Me = 50. b) Ovale
obtenu pour Λ = 0.82 et Me = 35. c) Trajectoire en huit obtenu pour un confinement
Λ = 0.7, et un paramètre de mémoire Me = 36. Ce type de trajectoire peut être interpolée
par une lemniscate de Bernoulli caractérisée par un seul paramètre, comme son demi grand
axe. d) Trifolium (Courbe de Cassini pour k = 3) obtenu pour Λ = 1.6 et Me = 50. Notons
que les trajectoires présentées en b), c) et d) ne sont pas solutions d’un problème à force
centrale, puisque le moment cinétique n’est pas conservé au cours du temps.

4.2.1 Une famille de courbes géométriques : les Cassiniennes

Caractérisation géométrique

L’ensemble des trajectoires stables observées appartient à une même famille de
courbes géométriques. Il s’agit des courbes de Cassini généralisées, définies comme
le lieu des points tel que le produit de la distance à k points fixes soit constant le
long de la courbe [13]. L’équation en coordonnées polaires (r, θ) d’une courbe de
Cassini est donnée par :

r2k − 2ekrk cos(kθ) + e2k − r2k
0 = 0 (4.3)
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où l’entier k correspond à l’ordre de la Cassinienne, r0 à sa taille et e à son excen-
tricité, i.e. à la distance relative entre les points fixes par rapport à l’extension r0

de la trajectoire. Par exemple pour k = 2 et e = 1, on obtient une lemniscate de
Bernoulli, dont la forme géométrique correspond bien aux trajectoires en huit ob-
servées expérimentalement (voir courbe rouge de la figure 4.5 c). Il en va de même
pour les ovales (k = 2, e allant de 0 à 0.7) (voir figure 4.5 b) et le trifolium (k = 3,
e ≈ 1) (voir figure 4.5d).

Ces courbes de Cassini généralisées apparaissent dès que la longueur de persis-
tance SMe devient de l’ordre du diamètre d’une boucle élémentaire (SMe ≈ 0.7).
Les lemniscates sont ainsi observées pour une mémoire Me > 25 dans une large
gamme du confinements Λ. Deux plages d’existence ont pu être mis en évidence,
pour 0.55 < Λ < 0.8 et 1.2 < Λ < 1.5.

Les trifolia apparaissent pour des paramètres de mémoire comparables (Me >

25), et des confinements plus faibles 1.4 < Λ < 1.6. Comme les lemniscates, la
présence de trifolia persiste à plus haute mémoire.

Précession des trajectoires périodiques

Suivant le confinement Λ imposé au marcheur, les Cassiniennes peuvent être ob-
servées parfaitement stables dans l’espace ou présenter divers types d’instabilités.
La figure 4.6 présente un exemple des différents modes de déstabilisation observés,
associés aux différents types d’orbites stables. Ces modes d’instabilité peuvent cor-
respondre à un décalage de la trajectoire par rapport au centre ou à une rotation
lente du motif autour de l’axe de symétrie du puits.

Pour chaque type de Cassinienne, les deux types d’instabilité peuvent être ob-
servés. C’est d’ailleurs la déstabilisation des trajectoires circulaires qui mènent à
l’apparition à plus haute mémoire des Cassiniennes d’ordre supérieur tel que l’ovale
(k = 2), la lemniscate (k = 2) ou le trifolium (k = 3). Les zones d’apparition de
telles instabilités et les mécanismes sous-jacents seront étudiés au chapitre 5.

Ces analogues des trajectoires périodiques stables, mais en précession ou trans-
laté par rapport au centre restent tout de même voisins des orbites périodiques
simples. En effet, à l’échelle d’une période, leur taille ainsi que leur forme restent
voisines de celle de l’orbite stable comme le montre les extraits des trajectoires
sélectionnées parmi les orbites en précession en figure 4.6. Un autre type de désta-
bilisation des lemniscates apparaît de manière récurrente dans les trajectoires. Il
s’agit de grandes boucles allongées présentant les deux sens possibles de rotation
(voir figure 4.4).

Les modes précéssant ou allongés, dont la forme sur une période évolue peu,
ont été intégrés dans l’analyse des orbites périodiques stables que nous présentons
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Figure 4.6 – Précession des orbites stables. Quatre exemples de trajectoires en
rotation lente, régulière ou erratique, dans le repère du laboratoire. a) Précession de l’orbite
autour du centre de symétrie pour un cercle avec Me=100, Λ = 0.42, V = 11 mm/s. b) Une
ovale avec Me=35, Λ = 0.79 et V = 8.6 mm/s. c) Une lemniscate avec Me=100, Λ = 0.57

et V = 8.6 mm/s. d) Un trifolium avec Me=60, Λ = 1.2). Bien que la position par rapport
au centre soit variable, la structure locale de la trajectoire reste identique. Ce type d’orbite
a été intégré à l’étude des trajectoires périodiques simples.

ci-dessous.
Ainsi, il apparaît à haute mémoire un ensemble de trajectoires stables, corres-

pondant aux courbes de Cassini généralisées. Les formes obtenues sont d’extension
spatiale et de symétrie variées. Peut on caractériser leur extension spatiale ? Qu’est
ce qui sélectionne les symétries des trajectoires ? Y a t-il un lien entre extension
spatiale et symétrie de la trajectoire observée ? Pour répondre à ces questions, on se
propose de caractériser les orbites stables par des grandeurs moyennes.

4.2.2 Définition d’observables moyennes

L’apparition de trajectoires stables simples mais de symétries variées appelle un
besoin de caractérisation. S’il est possible de comparer des cercles entre eux via leur
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taille uniquement ce critère n’est pas suffisant pour distinguer, par exemple, un cercle
et une lemniscate de même extension spatiale. Pour comparer des trajectoires à deux
dimensions d’espace il est donc nécessaire de les classer à l’aide de deux observables.
On choisit tout d’abord de définir une extension spatiale moyenne normalisée R̄
comme :

R̄ =

√√√√ 1

N

N∑

k=0

rk2(t)

λ2
F

(4.4)

où {rk} représente l’ensemble des positions d’impacts de la goutte sur le bain re-
pérées par rapport au centre du puits de potentiel. N est le nombre de rebonds
choisi pour effectuer cette moyenne. Il s’agit donc d’une extension à une trajectoire
quelconque de la définition du rayon d’une orbite circulaire. Pour un cercle, on re-
trouve bien R̄ = R/λF quelle que soit la valeur de N . R̄ mesure donc une distance
quadratique moyenne au centre du puits de potentiel. A noter que le choix d’une
moyenne quadratique présente l’avantage d’associer au mouvement de la goutte dans
le champ de force central une énergie potentielle moyenne Ēp définie par :

Ēp =
R̄2

Λ2
=

1

N

N∑

k=0

ω2rk(t)
2

V 2
(4.5)

A cette extension spatiale moyenne normalisée R̄ est ajoutée une seconde observable,
le moment cinétique moyen normalisé L̄. Il est défini comme la moyenne du moment
cinétique sur un nombre N de rebonds passés :

L̄ =
1

N

N∑

k=0

~rk
λF
×
~Vk
V0

(4.6)

où la moyenne temporelle peut être effectuée sur un temps arbitraire NTF . Le
but étant de mettre en évidence les propriétés génériques des orbites stables, les
moyennes temporelles sont effectuées sur une période T du mouvement. Le nombre
N de rebonds à prendre en compte dépend donc de la trajectoire considérée.

4.2.3 Une famille de mode propres

Quantification de R̄ et L̄z

A partir de ces définitions, l’extension spatiale R̄ et le moment cinétique moyen
L̄ des orbites stables peuvent être représentés en fonction du paramètre de confi-
nement Λ comme le montre la figure 4.7. Cette représentation met en évidence
l’apparition des différents types d’orbites stables au fur et à mesure que l’on dimi-
nue la raideur du puits (Λ croissant). Chaque mode n’apparaît que dans une gamme
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In addition, we measure !Lz for each type of orbit. The results
are presented in Fig. 4b. For the circular (or nearly circular)
orbits, the mean angular momentum !Lz of the drop is quantized
with !Lz ¼±(n" e)/2, the sign depending on the direction of
rotation. For lemniscates, the symmetry of the trajectories induces
!Lz ¼ 0. For trefoils with n¼ 4, we measure !Lz ¼±(0.9±0.1), half
the corresponding value for the nearly circular orbit with n¼ 4.
Note that the observed slow precession has only a minor effect on
the value of !Lz .

A two-dimensional graph can be obtained (Fig. 4c) by plotting
against each other the two main characteristics of all trajectories,
that is, their mean radius !R and mean angular momentum !Lz .
The various types of trajectories appear to be well defined in this
two-dimensional plot. For each level !Rn, only a discrete set of
possible angular momentum values !Lz is reachable by the system.
Furthermore, the same discrete values of !Lz are observed for
different !Rn. From these results, we can define a second
quantization number m to sort the angular momenta in a
discrete set, where m has the sign of !Lz . All the trajectories can be
positioned at nodes (n, m) of a lattice with the generic rules: n is

an integer, and m can only take the values mA{" n, " nþ 2
y,nþ 2, n} (see Fig. 4c). The orbits of the n¼ 4 level have large
perimeters. The very large values of M necessary for their perfect
quantization cannot be reached in our bath of finite size and
hence the observed scatter of the results (Fig. 4c). The type of
orbits corresponding to the n¼ 3, m¼ 1 mode is not observed as
a stable mode presumably because its L value overlaps with the
ones of other simple modes. However, a good candidate for this
mode shows up in the decomposition of complex modes (see
below). It takes the form of small loops of radius 0.37 lF
distributed at a distance 1.4 lF from the centre. All the results
given in Fig. 4 have been recovered in the simulations (see
Supplementary Fig. 1).

Memory driving global wave field modes. The model that per-
mitted successful numerical simulations of the path memory
effects in previous studies11,17,19 is the starting point for both the
numerical simulation and the understanding of these phenomena.
In this approach, the horizontal and vertical motions of the
droplet are decoupled. The vertical forcing of the bath determines
each bouncing cycle, decomposed into a free flight and an
interaction with the bath. During the free flight, the motion of the
droplet is submitted to the magnetic force. At impact, the droplet
generates a surface wave and has a dissipative sliding motion. The
motion is first damped by friction and then modified by a kick on
the slanted surface. The increase of the horizontal momentum is
assumed to be proportional to the local slope at the point of
impact17,19. This slope is determined by the global wave field,
which is the sum of the elementary contributions induced by the
previous collisions at times tj and positions rj, with j ordering the
impacts. Each collision induces a zero-order Bessel function J0 at
the Faraday wavelength, damped with a characteristic memory
time t and a characteristic spatial length d resulting from
viscosity. The global wave field at the position ri of the ith impact
time is

h ri; tið Þ¼
Xi" 1

j¼"1
e"

ti " tj
t e"

ri " rjj j
d J0 kF ri" rj

!! !!" #
; ð5Þ

where kF¼ 2p/lF is the Faraday wave number. Such a model,
which captures all of the required dynamical features of the
walker behaviour, is supported by the more recent and complete
hydrodynamic analysis of the bouncing22,23.

The numerical simulation of this model provides results in
excellent agreement with the experiments (see Supplementary
Fig. 1). However, this approach does not provide a direct insight
on the selection of the observed eigenstates. We will now show
that they result from a mean field effect. The droplet having a
motion confined in a circular region of radius L can excite the
global wave eigenmodes of this domain. This will have a feedback
effect on the droplet motion. The trajectories that eventually
emerge are those for which the trajectory shape and the global
wave field have achieved a mutual adaptation.

We will examine the quantization of the mean radii of the
various types of trajectories in this framework. Here we use a
general approach that consists in decomposing the entire wave
field on the basis formed by the Bessel functions centred on the
axis of the potential well. For the sake of simplicity, we consider
the case of no spatial damping. In this case, the wave field reduces
to a sum of temporally damped Bessel functions J0 emitted along
the past trajectory. Using Graf’s addition theorem24, the global
wave field h (r, ti) at position r¼ (r, y) and time ti (equation (5))
can be decomposed on the base formed by the Bessel functions
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Figure 4 | The double quantization at long memory. (a) Evolution of the

mean spatial extent !R as a function of the control parameter L. The black
circles correspond to the circular or oval orbits, the red squares represent
the lemniscates and the blue triangles represent the trefoils. The stars are
radii measured in organized sections of disordered patterns of the type

shown below in Fig. 5. (b) Evolution of the mean angular momentum !Lz as a
function of L for the same set of trajectories. (c) The same set of

trajectories is now characterized by plotting their angular momentum !Lz as

a function of their mean spatial extent !R. The symbols are the same as
those in a. The trajectories are labelled by their position (n, m) on the
lattice. The type of orbits corresponding to the (n¼ 3, m¼ 1) mode is not
observed as a stable mode. A good candidate (green stars) for this mode
shows up in the decomposition of complex modes and takes the form of
small loops of radius 0.37 lF distributed at a distance 1.4 lF from the centre.
The simulations using path memory model show a similar results
(see Supplementary Fig. 1).
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In addition, we measure !Lz for each type of orbit. The results
are presented in Fig. 4b. For the circular (or nearly circular)
orbits, the mean angular momentum !Lz of the drop is quantized
with !Lz ¼±(n" e)/2, the sign depending on the direction of
rotation. For lemniscates, the symmetry of the trajectories induces
!Lz ¼ 0. For trefoils with n¼ 4, we measure !Lz ¼±(0.9±0.1), half
the corresponding value for the nearly circular orbit with n¼ 4.
Note that the observed slow precession has only a minor effect on
the value of !Lz .

A two-dimensional graph can be obtained (Fig. 4c) by plotting
against each other the two main characteristics of all trajectories,
that is, their mean radius !R and mean angular momentum !Lz .
The various types of trajectories appear to be well defined in this
two-dimensional plot. For each level !Rn, only a discrete set of
possible angular momentum values !Lz is reachable by the system.
Furthermore, the same discrete values of !Lz are observed for
different !Rn. From these results, we can define a second
quantization number m to sort the angular momenta in a
discrete set, where m has the sign of !Lz . All the trajectories can be
positioned at nodes (n, m) of a lattice with the generic rules: n is

an integer, and m can only take the values mA{" n, " nþ 2
y,nþ 2, n} (see Fig. 4c). The orbits of the n¼ 4 level have large
perimeters. The very large values of M necessary for their perfect
quantization cannot be reached in our bath of finite size and
hence the observed scatter of the results (Fig. 4c). The type of
orbits corresponding to the n¼ 3, m¼ 1 mode is not observed as
a stable mode presumably because its L value overlaps with the
ones of other simple modes. However, a good candidate for this
mode shows up in the decomposition of complex modes (see
below). It takes the form of small loops of radius 0.37 lF
distributed at a distance 1.4 lF from the centre. All the results
given in Fig. 4 have been recovered in the simulations (see
Supplementary Fig. 1).

Memory driving global wave field modes. The model that per-
mitted successful numerical simulations of the path memory
effects in previous studies11,17,19 is the starting point for both the
numerical simulation and the understanding of these phenomena.
In this approach, the horizontal and vertical motions of the
droplet are decoupled. The vertical forcing of the bath determines
each bouncing cycle, decomposed into a free flight and an
interaction with the bath. During the free flight, the motion of the
droplet is submitted to the magnetic force. At impact, the droplet
generates a surface wave and has a dissipative sliding motion. The
motion is first damped by friction and then modified by a kick on
the slanted surface. The increase of the horizontal momentum is
assumed to be proportional to the local slope at the point of
impact17,19. This slope is determined by the global wave field,
which is the sum of the elementary contributions induced by the
previous collisions at times tj and positions rj, with j ordering the
impacts. Each collision induces a zero-order Bessel function J0 at
the Faraday wavelength, damped with a characteristic memory
time t and a characteristic spatial length d resulting from
viscosity. The global wave field at the position ri of the ith impact
time is

h ri; tið Þ¼
Xi" 1

j¼"1
e"

ti " tj
t e"

ri " rjj j
d J0 kF ri" rj

!! !!" #
; ð5Þ

where kF¼ 2p/lF is the Faraday wave number. Such a model,
which captures all of the required dynamical features of the
walker behaviour, is supported by the more recent and complete
hydrodynamic analysis of the bouncing22,23.

The numerical simulation of this model provides results in
excellent agreement with the experiments (see Supplementary
Fig. 1). However, this approach does not provide a direct insight
on the selection of the observed eigenstates. We will now show
that they result from a mean field effect. The droplet having a
motion confined in a circular region of radius L can excite the
global wave eigenmodes of this domain. This will have a feedback
effect on the droplet motion. The trajectories that eventually
emerge are those for which the trajectory shape and the global
wave field have achieved a mutual adaptation.

We will examine the quantization of the mean radii of the
various types of trajectories in this framework. Here we use a
general approach that consists in decomposing the entire wave
field on the basis formed by the Bessel functions centred on the
axis of the potential well. For the sake of simplicity, we consider
the case of no spatial damping. In this case, the wave field reduces
to a sum of temporally damped Bessel functions J0 emitted along
the past trajectory. Using Graf’s addition theorem24, the global
wave field h (r, ti) at position r¼ (r, y) and time ti (equation (5))
can be decomposed on the base formed by the Bessel functions
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Figure 4 | The double quantization at long memory. (a) Evolution of the

mean spatial extent !R as a function of the control parameter L. The black
circles correspond to the circular or oval orbits, the red squares represent
the lemniscates and the blue triangles represent the trefoils. The stars are
radii measured in organized sections of disordered patterns of the type

shown below in Fig. 5. (b) Evolution of the mean angular momentum !Lz as a
function of L for the same set of trajectories. (c) The same set of

trajectories is now characterized by plotting their angular momentum !Lz as

a function of their mean spatial extent !R. The symbols are the same as
those in a. The trajectories are labelled by their position (n, m) on the
lattice. The type of orbits corresponding to the (n¼ 3, m¼ 1) mode is not
observed as a stable mode. A good candidate (green stars) for this mode
shows up in the decomposition of complex modes and takes the form of
small loops of radius 0.37 lF distributed at a distance 1.4 lF from the centre.
The simulations using path memory model show a similar results
(see Supplementary Fig. 1).
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Figure 4.7 – Quantification de l’extension spatiale et du moment cinétique. a)
Extension spatiale moyenne R̄ calculée à partir de l’équation 4.4 en fonction du confinement
Λ pour l’ensemble des orbites stables ou précessantes observées. Cercles (◦), Epicycles (∗),
Lemniscates (�), Trifolium (4). b) Moment cinétique moyen L̄ calculé à partir de l’équa-
tion 4.6 en fonction du confinement Λ, pour le même jeu de trajectoire. Les deux représen-
tations mettent en évidence une accumulation des points de mesure au voisinage de valeurs
particulières de R̄ et L̄. Les lignes pointillées correspondent à la prédiction théorique dans la
limite Me→ +∞ valant R̄n = 0.37, 0.87, 1.37, 1.87. et L̄m = 0,±0.37,±0.87,±1.37,±1.87.
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limitée de valeur de Λ. A l’intérieur de chacune des plages, on observe une accu-
mulation des points au voisinage de valeurs particulières de l’extension spatiale R̄
(voir figure 4.7a), comme du moment cinétique L̄ (voir figure 4.7b). Cette accumu-
lation s’applique aussi bien aux trajectoires circulaires qu’aux autres types d’orbites
stables comme les lemniscates ou les trifolia. Les lignes en pointillés correspondent
au résultat théorique obtenu dans le cas de trajectoires circulaires (cf seconde partie
de chapitre). Il est remarquable d’observer que les autres types d’orbites stables,
comme les lemniscates (�) ou les trifolium (4) correspondent également aux règles
de sélection des orbites circulaires. La dispersion des points autour des valeurs théo-
riques augmente cependant avec la taille des orbites. Cet effet peut être imputé à
une mémoire insuffisante pour quantifier les grandes orbites. En effet, en cas d’un
confinement faible correspondant à des orbites de large périmètre la longueur de
persistance SMe est inférieure au périmètre de la trajectoire suivie. Dans ce cas, la
quantification globale disparaît, le temps de persistance des ondes étant inférieur au
temps de parcours moyen de l’espace accessible au marcheur.

On peut également remarquer que la quantification du moment cinétique est
plus fine que celle de l’extension spatiale. Ces observables correspondent en fait à un
niveau de description légèrement différent. Le moment cinétique est relié au rayon de
courbure de la trajectoire, il est donc défini sur une longueur typique de l’ordre du
périmètre d’une boucle élémentaire. L’extension spatiale est quand à elle définie sur
l’ensemble de la trajectoire périodique. La longueur de persistance SMe nécessaire
pour quantifier le moment cinétique est donc plus faible que pour l’extension spatiale
R̄.

Notons également que le graphe présenté en 4.7b n’a pas été symétrisé , le sens
de rotation étant arbitrairement fixé par les conditions initiales. A ce stade, seules
les orbites stables ou animées d’un lent mouvement de précession ont été retenues.
Le cas des orbites plus complexes telles que celle présentée en introduction de ce
chapitre (figure 4.2) sera traité au chapitre 5.

Emergence d’une famille de mode propre

L’apparition d’une double quantification, à la fois en extension spatiale R̄ et en
moment cinétique moyen L̄ des orbites stables est ainsi révélé par le confinement
d’un marcheur dans un simple puits de potentiel. Le confinement imposé Λ permet
tout de même de sélectionner la trajectoire périodique choisie. En revanche, pour
chacun des modes stables, ni l’extension spatiale ni le moment cinétique ne semblent
dépendre du confinement imposé, mais uniquement de la longueur d’onde λF .

Les trajectoires peuvent donc finalement être représentées en fonction de leur
paramètres physiques intrinsèques, que sont l’extension spatiale moyenne R̄ et le
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In addition, we measure !Lz for each type of orbit. The results
are presented in Fig. 4b. For the circular (or nearly circular)
orbits, the mean angular momentum !Lz of the drop is quantized
with !Lz ¼±(n" e)/2, the sign depending on the direction of
rotation. For lemniscates, the symmetry of the trajectories induces
!Lz ¼ 0. For trefoils with n¼ 4, we measure !Lz ¼±(0.9±0.1), half
the corresponding value for the nearly circular orbit with n¼ 4.
Note that the observed slow precession has only a minor effect on
the value of !Lz .

A two-dimensional graph can be obtained (Fig. 4c) by plotting
against each other the two main characteristics of all trajectories,
that is, their mean radius !R and mean angular momentum !Lz .
The various types of trajectories appear to be well defined in this
two-dimensional plot. For each level !Rn, only a discrete set of
possible angular momentum values !Lz is reachable by the system.
Furthermore, the same discrete values of !Lz are observed for
different !Rn. From these results, we can define a second
quantization number m to sort the angular momenta in a
discrete set, where m has the sign of !Lz . All the trajectories can be
positioned at nodes (n, m) of a lattice with the generic rules: n is

an integer, and m can only take the values mA{" n, " nþ 2
y,nþ 2, n} (see Fig. 4c). The orbits of the n¼ 4 level have large
perimeters. The very large values of M necessary for their perfect
quantization cannot be reached in our bath of finite size and
hence the observed scatter of the results (Fig. 4c). The type of
orbits corresponding to the n¼ 3, m¼ 1 mode is not observed as
a stable mode presumably because its L value overlaps with the
ones of other simple modes. However, a good candidate for this
mode shows up in the decomposition of complex modes (see
below). It takes the form of small loops of radius 0.37 lF
distributed at a distance 1.4 lF from the centre. All the results
given in Fig. 4 have been recovered in the simulations (see
Supplementary Fig. 1).

Memory driving global wave field modes. The model that per-
mitted successful numerical simulations of the path memory
effects in previous studies11,17,19 is the starting point for both the
numerical simulation and the understanding of these phenomena.
In this approach, the horizontal and vertical motions of the
droplet are decoupled. The vertical forcing of the bath determines
each bouncing cycle, decomposed into a free flight and an
interaction with the bath. During the free flight, the motion of the
droplet is submitted to the magnetic force. At impact, the droplet
generates a surface wave and has a dissipative sliding motion. The
motion is first damped by friction and then modified by a kick on
the slanted surface. The increase of the horizontal momentum is
assumed to be proportional to the local slope at the point of
impact17,19. This slope is determined by the global wave field,
which is the sum of the elementary contributions induced by the
previous collisions at times tj and positions rj, with j ordering the
impacts. Each collision induces a zero-order Bessel function J0 at
the Faraday wavelength, damped with a characteristic memory
time t and a characteristic spatial length d resulting from
viscosity. The global wave field at the position ri of the ith impact
time is

h ri; tið Þ¼
Xi" 1

j¼"1
e"

ti " tj
t e"

ri " rjj j
d J0 kF ri" rj

!! !!" #
; ð5Þ

where kF¼ 2p/lF is the Faraday wave number. Such a model,
which captures all of the required dynamical features of the
walker behaviour, is supported by the more recent and complete
hydrodynamic analysis of the bouncing22,23.

The numerical simulation of this model provides results in
excellent agreement with the experiments (see Supplementary
Fig. 1). However, this approach does not provide a direct insight
on the selection of the observed eigenstates. We will now show
that they result from a mean field effect. The droplet having a
motion confined in a circular region of radius L can excite the
global wave eigenmodes of this domain. This will have a feedback
effect on the droplet motion. The trajectories that eventually
emerge are those for which the trajectory shape and the global
wave field have achieved a mutual adaptation.

We will examine the quantization of the mean radii of the
various types of trajectories in this framework. Here we use a
general approach that consists in decomposing the entire wave
field on the basis formed by the Bessel functions centred on the
axis of the potential well. For the sake of simplicity, we consider
the case of no spatial damping. In this case, the wave field reduces
to a sum of temporally damped Bessel functions J0 emitted along
the past trajectory. Using Graf’s addition theorem24, the global
wave field h (r, ti) at position r¼ (r, y) and time ti (equation (5))
can be decomposed on the base formed by the Bessel functions
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Figure 4 | The double quantization at long memory. (a) Evolution of the

mean spatial extent !R as a function of the control parameter L. The black
circles correspond to the circular or oval orbits, the red squares represent
the lemniscates and the blue triangles represent the trefoils. The stars are
radii measured in organized sections of disordered patterns of the type

shown below in Fig. 5. (b) Evolution of the mean angular momentum !Lz as a
function of L for the same set of trajectories. (c) The same set of

trajectories is now characterized by plotting their angular momentum !Lz as

a function of their mean spatial extent !R. The symbols are the same as
those in a. The trajectories are labelled by their position (n, m) on the
lattice. The type of orbits corresponding to the (n¼ 3, m¼ 1) mode is not
observed as a stable mode. A good candidate (green stars) for this mode
shows up in the decomposition of complex modes and takes the form of
small loops of radius 0.37 lF distributed at a distance 1.4 lF from the centre.
The simulations using path memory model show a similar results
(see Supplementary Fig. 1).

NATURE COMMUNICATIONS | DOI: 10.1038/ncomms4219 ARTICLE

NATURE COMMUNICATIONS | 5:3219 | DOI: 10.1038/ncomms4219 | www.nature.com/naturecommunications 5

& 2014 Macmillan Publishers Limited. All rights reserved.

Figure 4.8 – Double quantification des orbites stables. Extension spatiale moyenne
R̄ des orbites stables en fonction du moment cinétique moyen L̄. L’ensemble des tra-
jectoires se localisent aux noeuds d’un réseau caractérisé par deux entiers (n,m) don-
nant le niveau d’orbite n et le niveau de moment cinétique m. Les lignes pointillées
correspondent aux zéros de la fonction de Bessel J0, soit R̄n = 0.37, 0.87, 1.37, 1.87. et
L̄m = 0,±0.37,±0.87,±1.37,±1.87. Seul les noeuds du réseau tels que n + m est pair
correspondent à une trajectoire expérimentale

moment cinétique moyen L̄, comme le montre la figure 4.8. Dans cette représentation,
les points expérimentaux correspondant aux cercles, épicycles, lemniscates, trifolium
et grandes boucles se regroupent par type de trajectoires disjoint. Notons que la
dispersion des points augmente avec l’extension spatiale des trajectoires, et qu’elle
est plus marquée dans la direction R̄ que dans la direction L̄.

L’accumulation de points autour de valeurs particulières du couple d’observable
(R̄, L̄) invite à caractériser les trajectoires périodiques par un couple d’entiers (n,m)

où n correspond au niveau d’extension spatiale et m désigne le niveau de moment
cinétique. Cette représentation permet ainsi de classifier l’ensemble des trajectoires
stables observées dans un puits de potentiel harmonique en fonction de la valeur
moyenne de deux grandeurs physiques uniquement. On trouve que la sélection de
taille des trajectoires suit les règles empiriques suivantes :

— L’extension spatiale R̄ prend des valeurs discrètes, qui valent : R̄1 = 0.37 ±
0, 02, R̄2 = 0.86 ± 0, 03, R̄3 = 1.4 ± 0, 05, R̄4 = 1.9 ± 0.1. Ces valeurs sont
proches des zéros successifs {Rn} de la fonction de Bessel J0. L’indice du zéro
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Figure 4.9 – Règle de sélection des modes propres. Les mesures de l’extension spa-
tiale R̄ et du moment cinétique L̄ permettent d’associer un couple d’entier (n,m) à chaque
type d’orbite stable. n correspond au niveau d’extension spatiale R̄, et m au niveau d’éner-
gie cinétique L̄. Les règles de sélection qui régissent les couples d’entier (n,m) possibles sont
illustrés sur le schéma. La règle de sélection émergente est n entier et m = n, n− 2....,−n,
analogue à celle des fonctions d’onde de l’oscillateur harmonique quantique à deux dimen-
sions d’espace [14].

de J0 définit le premier nombre n de cette quantification.
— Le moment cinétique L̄ prend également des valeurs discrètes, positives ou

négatives, telles que L̄ = -1.87, ..., -0.37, 0, 0.37, ..., 1.87. La valeur du second
nombre m de cette quantification est ainsi donnée également par la valeur
des zéro de J0, en étendant la définition aux entiers relatifs par symétrie.

— L’extension spatiale R̄ et le moment cinétique L̄ quantifiés sont reliés entre
eux par une règle de sélection empirique sur le couple d’entier (n,m), telle
que le second nombre de quantification m ∈ {−n,−n+ 2, ..., n}.

Ces règles de sélection des entiers n et m sont illustrées graphiquement en fi-
gure 4.9.

4.2.4 Conséquences

Cette représentation des orbites périodiques en fonction de deux observables
moyenne que sont l’extension spatiale R̄ et le moment cinétique L̄z permet de définir
une famille de modes propres caractérisée par deux entiers naturels (n,m). Leur
taille comme leur moment cinétique sont reliés à la longueur d’onde de Faraday λF ,
provenant du champ d’onde environnant.

Les caractéristiques des états semblent ainsi être définies par le champ d’onde
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associé, et non par le potentiel extérieur imposé. La force extérieure a donc servi à
forcer le marcheur à revisiter des zones où des ondes ont été émises dans un passé
proche. L’interaction de la goutte avec ces ondes passées génère une force addition-
nelle, qui modifie la trajectoire suivie. Par effet d’auto-organisation, le marcheur se
retrouve piégé dans une orbite stable par le champ d’onde qu’il a lui même crée. Le
résultat est ainsi paradoxal : les orbites obtenues semblent être indépendantes du
puits de potentiel qui a néanmoins servi à confiner le marcheur.

Le potentiel extérieur impose tout de même des symétries à respecter, qui vont
dépendre de l’expérience considérée. C’est le cas par exemple d’un marcheur soumis
à une force transverse au mouvement (expérience de Coriolis), où seules des orbites
circulaires peuvent être observées [41]. Il apparaît alors uniquement une quantifica-
tion des orbites circulaires. Les autres trajectoires à symétrie centrale (lemniscate
par exemple) ne sont jamais observées [43].

D’autres méthodes de confinement d’un marcheur présentant les mêmes symé-
tries que le puits de potentiel central devraient mettre en évidence le même type
de trajectoires. Nous avons vérifié cette assertion en confinant un marcheur via ses
ondes, dans une cavité circulaire. Le même type de modes propres peut alors être
mis en évidence.

L’émergence de modes propres dont seules les symétries sont sélectionnées par
la force exercée justifie a posteriori l’utilisation d’une force centrale harmonique,
comme un moyen épuré de confiner un marcheur dans un puits de potentiel à symé-
trie centrale.

Au passage, notons que les règles de sélection des orbites stables observées, qui
définissent deux entiers n etm sont identiques au cas d’une particule quantique dans
un puits de potentiel harmonique à deux dimensions [14], qui sont représentées en
figure 4.9. A ce stade, il s’agit uniquement de faits expérimentaux, aucune justifica-
tion théorique de ces résultats n’ayant été présentés jusqu’alors. La seconde partie
de ce chapitre présente quelques pistes d’explication.
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4.3 Emergence de modes propres par auto-organisation

La dynamique d’un marcheur confiné met donc en évidence une famille de modes
propres, dont les propriétés ne dépendent que des symétries du confinement qui a
permis de générer ces modes propres. En revanche, les tailles d’orbites observées
sont reliées à la longueur d’onde de Faraday par des règles de sélection simples. Par
quel mécanisme ces modes propres peuvent ils être sélectionnés ?

Pour expliquer l’origine de la sélection des orbites stables, on se propose de passer
en point de vue ondulatoire afin de décrire le champ d’onde associé aux orbites
stables. Cette approche permettra de faire apparaître naturellement la longueur
d’onde de Faraday λF comme une longueur caractéristique pertinente.

4.3.1 Décomposition du champ d’onde en modes propres

Champ d’onde associé à une trajectoire fermée

Nous avons vu au chapitre 1 que la dynamique d’un marcheur pouvait être décrite
par une équation continue du mouvement, couplée à l’évolution d’un champ d’onde
associé :

mG
d~V

dt
= −η~V − C~∇h |~ρ=~r (4.7)

h(~ρ, t) =
∞∑

n=1

J0(kF ||~ρ− ~r(tn)||)e−n/Me (4.8)

où C désigne un coefficient de couplage entre la goutte et son champ d’onde. On
cherche donc à décrire l’évolution du champ d’onde h comme une variable de la
dynamique. La difficulté de cette description provient d’une dépendance à la fois
en temps et en espace, les deux intervenant dans l’argument J0(kF ||~ρ − ~r(tn)||).
Pour découpler les variations temporelles et spatiales du champ d’onde, M. Miskin
a proposé une méthode astucieuse de décomposition du champ d’onde, basée sur le
théorème de Graf.

Base de solution des équations de Helmholtz

Le champ h généré par un marcheur est solution de l’équation de Helmholtz, en
considérant des rebonds synchronisés, et en négligeant l’amortissement spatial (cf
Chapitre 1 pour détails) :

∆h+ k2
Fh = 0 (4.9)

où ∆ = ∂xx + ∂yy désigne l’opérateur laplacien à deux dimensions. Une base de
solution de cette équation est l’ensemble des fonctions de Bessel Jk centrées en un
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Figure 4.10 – Premiers modes des fonctions de Bessel. Représentation en niveau
de couleur des premiers modes J0, J1, J2, J3 des fonctions de Bessel Jk, avec k entier. grâce
au théorème de Graf, tout champ solution de l’équation de Helmholtz peut être décomposé
sur cette base. Le mode J0 est invariant par rotation, les modes Jk suivants sont invariants
par rotation de π/k.
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point quelconque de l’espace. Une illustration des premiers modes J0, J1, J2 et J3

est donnée en figure 4.10. Chacun d’eux présente une symétrie angulaire différente.

Une solution h de l’équation de Helmholtz peut donc être décomposée sur cette
base des fonctions de Bessel Jk. L’expression en notation complexe du champ h̄

(Re(h̄) = h) s’écrit :

h̄(~ρ, t) =
∞∑

k=0

h̄kJk(kFρ)eikφ (4.10)

où (ρ, φ) correspondent aux coordonnées du repère polaire centré sur le lieu de
la décomposition, kF est le vecteur d’onde des ondes de Faraday, et h̄k sont les
coefficients complexes de h dans la base des Jk.

Théorème de Graf

Dans le cas d’un champ h s’exprimant sous la forme d’une somme de fonctions
de Bessel J0 :

h(~ρ) =
N∑

n=0

anJ0(kF ||~ρ− ~rn||) (4.11)

Le théorème de Graf [88] permet d’expliciter les coefficients h̄k de la décomposition
en fonctions de Bessel Jk sous la forme :

h̄k(t) =
N∑

n=1

anJk(kF rn)e−ikθn (4.12)

Application du théorème de Graf au champ d’onde d’un marcheur

Le champ h généré par un marcheur est solution de l’équation de Helmholtz,
il peut donc être décomposé sur la base des fonctions de Bessel Jk, centrées en un
point quelconque de la surface.

Dans le cas d’un marcheur soumis à un puits de potentiel central, le centre de
symétrie des trajectoires périodiques coïncide avec l’axe de symétrie de l’aimant.
Pour la caractérisation du champ associé à une trajectoire périodique, il est donc
judicieux de le décomposer selon le centre de symétrie du puits de potentiel.

L’expression du champ d’onde h généré par un marcheur est de la forme de
l’équation 4.11, i.e. une somme de fonctions de Bessel J0 d’amplitude an = e−n/Me

et de position ~rn = ~r(tn) correspondant aux lieux d’impact successifs de la goutte
sur le bain. L’expression en notation complexe du champ h̄ généré par un marcheur
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centred on the axis of the potential well:

h r; tið Þ¼A0 J0 kFrð Þþ
Xþ1

n¼1

Jn kFrð Þ Ancos nyð ÞþBnsin nyð Þ½ &

ð6Þ
with the An coefficients depending on the particular trajectory at
the time ti.

We first focus on the coefficient A0. In the case of the smallest
circular orbit, A0 is proportional to J0: A0¼ J0(kFR)/(eTF=t' 1)
(see Fig. 5a). When R coincides with the first zero of J0, no mean
wave is generated and the droplet is submitted to the central force
only. For small deviations, the mode is excited, creating a radial
wave profile hR(r) and thus an effective potential Ep(R)pJ2

0 (kFR)
(see Fig. 5b,c). The additional force due to the wave field is
centrifugal if the radius is too small and centripetal in the
opposite case (see Fig. 5d). This gives an interpretation to the
experimental results. The radius R1 coincides with the first zero of
J0. The same reasoning can be applied for the other nearly circular
orbits (2, 2), (3, 3) and so on. Their mean radii coincide with the
successive zeros of J0 for which the phenomenological relation
involving the parameter e¼ 0.26 is a good approximation.

We can also analyse the wave field associated with all the stable
trajectories. For this purpose, we use the experimentally recorded
trajectories and reconstruct the associated wave field from the
modal analysis in equation (6). We find that each type of
trajectory is associated to a restricted set of global modes that
depends on the symmetry of the trajectory. For instance, in the
case of lemniscates, the twofold symmetry favours the even-order
Bessel modes, while for trefoils the threefold symmetry
dominates. Figure 5e and g shows two experimentally observed
trajectories, a circular orbit and a lemniscates, respectively. These
trajectories are superimposed on their reconstructed wave field.
The spectral decompositions of these fields on centred Bessel
modes are shown in Fig. 5f,h. Only a small number of modes is
needed. In agreement with the symmetries, J4 is the dominant
mode for lemniscates and J6 is dominant for trefoils. Only a small
number of modes is needed for each type of orbiting motion.
These modes pilot the droplet dynamics. It can be noticed that
the interplay of the particle and the wave is responsible for the
non-conservation of the instantaneous momentum. This effect is
a direct consequence of the non-central nature of the force
exerted by the waves. The fact that the averaged momentum is
conserved means that a periodic exchange exists between the
particle and the wave.

Discussion
In the previous experiments involving a Coriolis effect19, the
waves only produced an additional radial force and thus a
discretization of the classical circular orbits. These orbits were the
result of a simple radial force balance on the droplet. Here the
eigenstates emerge from a dynamical self-organization process
resulting from the interplay between the wavefield and the droplet
motion. They are dually defined by a dominant global wavefield
mode and a specific type of trajectory. In addition, the
quantization concerns mean characteristics of the mode and
survive the jitter (Fig. 3). In addition, a similarity with quantum
mechanics can again be noticed: the selection rules relating m and
n are the same that link the energy and the angular momentum of
a quantum particle confined in a two-dimensional potential
well25.

Finally, we can examine the walker behaviour when L is not
tuned at any of the values corresponding to a pure eigenstate. In
all these regions, the trajectories have a very complex shape as
shown in Fig. 6a (see Supplementary Movie 4). This trajectory is
obtained for a value L set between those of pure n¼ 2
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Figure 5 | Mode analysis of the wave field. (a–d) Discretization of the
radius of the smallest circular orbit (1,1). The radial force is dominated by the
centred zero-order Bessel J0 function. The generated global wave field is
h0(r)¼A0(R)J0(kFr). (a) The amplitude A0(R) depends on the radius R
of the trajectory: A0(R)pJ0(kFr). In b are shown three surface profiles hR(r)
created by drops orbiting at three radii: R1 that correspond to the first zero of
J0(kFr) and RA and RB that are slightly smaller and slightly larger, respectively
(see a). Note that the circular orbit of radius R1 does not excite the J0

mode of the global wave field. (c) Whenever R does not coincide with a zero
of the J0 mode, a mean wave field is generated so that the drop has an

additional potential energy Ep(R)pJ2
0(kFR). (d) If the radius is slightly

smaller or larger than one of the radii Rn, the J0 mode is excited and exerts an
additional ‘quantization’ force onto the droplet :' (qEp/qR)pJ1(kFR)J0(kFR).
(e) The experimental trajectory of an experimental circular orbit (n¼ 1,
m¼ 1) at a memory parameter M¼ 32. Scales are in lF units. (f) Spectral
decomposition of the wave field in centred Bessel functions. The trajectory
being close to the ideal, the amplitude of the J0 mode is weak, the dominant
J1 mode is responsible for the azimuthal propulsion of the droplet. (g) An
experimentally observed lemniscate trajectory (n¼ 2, m¼0). The latest M
impacts are shown as open dots. It is superimposed on the reconstructed
global wave field. (h) The spectral decomposition of this wave field
showing that for this near-ideal orbit the J2 mode is specifically weak.
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Figure 4.11 – Décomposition de champs d’onde dans la limite Me→ +∞. Décom-
position sur la base des fonctions de Bessel Jk centrées sur l’axe de l’aimant. a) Trajectoire
circulaire entourée d’un champ d’onde reconstitué. b) Amplitude hk de chacun des modes
de la décomposition avec absence relative du mode J0 et dominance du mode J1. c) Tra-
jectoire de type lemniscate, entourée de son champ reconstitué, qui présente une symétrie
d’ordre 4. d) Décomposition en mode du champ associé à une lemniscate. Malgré l’absence
de symétrie par rotation de π/2, le mode J2 est inhibé. Le mode J4 est cette fois dominant.

s’écrit donc :

h̄(~ρ, t) =
∞∑

k=0

h̄kJk(kFρ)eikφ (4.13)

h̄k(t) =
∞∑

n=1

e−n/MeJk(kF r(tn))e−ikθ(tn) (4.14)

Où l’instant tn représente le n-ième rebond précédent de la goutte sur la surface,
et (r, θ) la position de la goutte en coordonnées polaires. Ces positions successives
~r(tn) de la goutte sont repérées à la même phase du rebond (e.g. le décollage), la
durée entre deux rebonds tn − tn−1 est donc d’une période de Faraday TF .

Le champ d’onde est ainsi décrit par des composantes de symétries différentes,
toutes centrées sur l’axe de symétrie du potentiel. Les premiers modes Jk de la
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décomposition sont représentées sur la figure 4.10. Pour chaque fonction de Bessel
Jk est associée une symétrie circulaire d’ordre k. Ainsi, J0 est invariante par rotation,
J1 est antisymétrique, et le mode Jk pour k > 1 est invariant par rotation de 2π/k.

L’évolution du champ d’onde au cours du temps est alors décrite par un nombre
limité de coefficients h̄k de la décomposition. L’amplitude hk de chacun de ces termes
va dépendre de la trajectoire suivie.

Pour une trajectoire bornée, le nombre de modes de champ excités reste limité.
En effet, chaque mode Jk est quasi-nul sur un intervalle [0,ak], avec ak ∝ k pour
k>5. Par exemple pour une orbite n = 1, tous les modes au delà de J6 ne seront pas
excités. Cette propriété importante permet de restreindre le nombre de degrés de
liberté du champ d’onde, en fonction de l’extension spatiale de la trajectoire suivie.

La figure 4.11 présente deux archétypes de trajectoires dont le champ d’onde
associé a été décomposé sur cette base de fonctions de Bessel Jk centrés, dans la
limite de haute mémoire (i.e MeTF � T ou SMe � 2πR). La figure 4.11a présente
une trajectoire circulaire pure, dont le champ d’onde associé présente des similitudes
avec le mode J1. La décomposition met en effet en évidence que le mode J1 contri-
bue pour 55% à l’amplitude totale du champ. La phase φ1 du mode J1 évolue en
temps, de sorte que ce mode est fixe dans le repère de la goutte. Dans le cas d’une
orbite circulaire, le mode J1 et les ordres plus élevés tournent avec la goutte. Ces
modes sont responsables de la force tangente à la trajectoire exercée sur la goutte,
et qui la propulse ainsi. On remarque la relative faiblesse de l’amplitude du mode
J0, présentant pourtant la même symétrie que la trajectoire suivie. Cet effet sera
expliqué plus loin.

La figure 4.11c présente une trajectoire de symétrie différente, la lemniscate.
Le champ d’onde associé présente une invariance par rotation de π/2, mettant en
évidence un mode J4. Celui ci représente en effet 30% de l’amplitude totale, comme
le montre la figure 4.11d.

Le lien entre symétrie des trajectoires et symétrie des champs n’est donc ici
pas évident. Dans le cas d’une orbite circulaire, invariante par rotation, on pourrait
s’attendre à ce que le mode J0 soit prédominant. De même, dans le cas d’une lem-
niscate, l’invariance par rotation de π de la trajectoire devrait sélectionner le mode
J2. Pourquoi les premiers modes de même symétrie que la trajectoire ne sont pas
prépondérants ?

4.3.2 Phénomène d’auto-organisation entre la goutte et son
onde : cas circulaire

Pour analyser le phénomène de quantification, on se propose d’appliquer cette
décomposition au cas d’une orbite circulaire. Le cas des trajectoires non circulaires
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sera abordé au chapitre 6. Le mouvement d’un marcheur le long d’une trajectoire
circulaire s’effectue à vitesse constante V0, donnée par la propulsion par les ondes.
Cet effet a été démontré dans la limite basse mémoire (voir chapitre 3). Par souci
de simplification, nous l’étendons ici au cas de plus haute mémoire. On considèrera
donc dans toute la suite que le marcheur parcoure l’orbite circulaire à une vitesse V
constante égale à V0.

Comme illustré sur la figure 4.11b, le champ associé à une trajectoire circulaire
présente un grand nombre de composantes. On se propose ici d’analyser uniquement
l’influence du mode J0, et de faire un bilan selon la direction radiale. On néglige donc
la contribution des autres modes selon la direction radiale.

En utilisant la décomposition en mode, le bilan radial des forces devient :

V 2
0

R
= −ω2R + Fondes (4.15)

où Fondes désigne la force exercée par les ondes sur la goutte. En ne conservant que
la contribution du mode J0, il vient :

Fondes(R) = −C̃J0(kFR)J1(kFR) (4.16)

avec C̃ = CMekF . Le coefficient de couplage C̃ entre goutte et champ est donc
proportionnel au paramètre de mémoire Me.

La force Fondes exercée par les ondes sur la goutte s’exprime donc comme un
produit de J0(kFR) par J1(kFR). Cette expression est illustrée graphiquement par
la figure 4.12.

A chaque impact, la goutte va exciter le mode centré J0. A la manière d’une
baguette tapant sur un tambour, l’amplitude d’excitation du mode va dépendre du
lieu d’impact. L’excitation du mode sera maximale en tapant sur un ventre du mode,
par exemple au centre du tambour. Elle sera en revanche nulle si l’impact a lieu sur
un noeud du mode. Dans le cas d’un marcheur parcourant une orbite de rayon R,
ce mécanisme est illustré par la figure 4.12a. Pour une orbite de rayon R1 égale
au zéro du mode J0, l’amplitude A0 du J0 sera nulle et le marcheur n’excitera pas
de mode centré. Pour une orbite RA < R1, les rebonds de la goutte excitent un
mode centré J0, avec une amplitude A0(RA) = J0(RA). De même, pour une orbite
RB > R1, les rebonds de la goutte excitent un mode centré J0 d’amplitude négative,
avec A0(R) = J0(RB).

La construction du profil radial de hauteur du bain hR(r) est illustrée sur la
figure 4.12b. Il est alors donné par le produit du profil radial J0(r) du mode J0 par
l’amplitude du mode A0(R) = J0(R) qui dépend du rayon R de l’orbite suivie. Le
champ hR1 généré par une orbite de rayon R = R1 est donc nul partout, le champ
hRA généré par une orbite de rayon R = RA est donc positif sous la goutte située
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centred on the axis of the potential well:

h r; tið Þ¼A0 J0 kFrð Þþ
Xþ1

n¼1

Jn kFrð Þ Ancos nyð ÞþBnsin nyð Þ½ &

ð6Þ
with the An coefficients depending on the particular trajectory at
the time ti.

We first focus on the coefficient A0. In the case of the smallest
circular orbit, A0 is proportional to J0: A0¼ J0(kFR)/(eTF=t' 1)
(see Fig. 5a). When R coincides with the first zero of J0, no mean
wave is generated and the droplet is submitted to the central force
only. For small deviations, the mode is excited, creating a radial
wave profile hR(r) and thus an effective potential Ep(R)pJ2

0 (kFR)
(see Fig. 5b,c). The additional force due to the wave field is
centrifugal if the radius is too small and centripetal in the
opposite case (see Fig. 5d). This gives an interpretation to the
experimental results. The radius R1 coincides with the first zero of
J0. The same reasoning can be applied for the other nearly circular
orbits (2, 2), (3, 3) and so on. Their mean radii coincide with the
successive zeros of J0 for which the phenomenological relation
involving the parameter e¼ 0.26 is a good approximation.

We can also analyse the wave field associated with all the stable
trajectories. For this purpose, we use the experimentally recorded
trajectories and reconstruct the associated wave field from the
modal analysis in equation (6). We find that each type of
trajectory is associated to a restricted set of global modes that
depends on the symmetry of the trajectory. For instance, in the
case of lemniscates, the twofold symmetry favours the even-order
Bessel modes, while for trefoils the threefold symmetry
dominates. Figure 5e and g shows two experimentally observed
trajectories, a circular orbit and a lemniscates, respectively. These
trajectories are superimposed on their reconstructed wave field.
The spectral decompositions of these fields on centred Bessel
modes are shown in Fig. 5f,h. Only a small number of modes is
needed. In agreement with the symmetries, J4 is the dominant
mode for lemniscates and J6 is dominant for trefoils. Only a small
number of modes is needed for each type of orbiting motion.
These modes pilot the droplet dynamics. It can be noticed that
the interplay of the particle and the wave is responsible for the
non-conservation of the instantaneous momentum. This effect is
a direct consequence of the non-central nature of the force
exerted by the waves. The fact that the averaged momentum is
conserved means that a periodic exchange exists between the
particle and the wave.

Discussion
In the previous experiments involving a Coriolis effect19, the
waves only produced an additional radial force and thus a
discretization of the classical circular orbits. These orbits were the
result of a simple radial force balance on the droplet. Here the
eigenstates emerge from a dynamical self-organization process
resulting from the interplay between the wavefield and the droplet
motion. They are dually defined by a dominant global wavefield
mode and a specific type of trajectory. In addition, the
quantization concerns mean characteristics of the mode and
survive the jitter (Fig. 3). In addition, a similarity with quantum
mechanics can again be noticed: the selection rules relating m and
n are the same that link the energy and the angular momentum of
a quantum particle confined in a two-dimensional potential
well25.

Finally, we can examine the walker behaviour when L is not
tuned at any of the values corresponding to a pure eigenstate. In
all these regions, the trajectories have a very complex shape as
shown in Fig. 6a (see Supplementary Movie 4). This trajectory is
obtained for a value L set between those of pure n¼ 2
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Figure 5 | Mode analysis of the wave field. (a–d) Discretization of the
radius of the smallest circular orbit (1,1). The radial force is dominated by the
centred zero-order Bessel J0 function. The generated global wave field is
h0(r)¼A0(R)J0(kFr). (a) The amplitude A0(R) depends on the radius R
of the trajectory: A0(R)pJ0(kFr). In b are shown three surface profiles hR(r)
created by drops orbiting at three radii: R1 that correspond to the first zero of
J0(kFr) and RA and RB that are slightly smaller and slightly larger, respectively
(see a). Note that the circular orbit of radius R1 does not excite the J0

mode of the global wave field. (c) Whenever R does not coincide with a zero
of the J0 mode, a mean wave field is generated so that the drop has an

additional potential energy Ep(R)pJ2
0(kFR). (d) If the radius is slightly

smaller or larger than one of the radii Rn, the J0 mode is excited and exerts an
additional ‘quantization’ force onto the droplet :' (qEp/qR)pJ1(kFR)J0(kFR).
(e) The experimental trajectory of an experimental circular orbit (n¼ 1,
m¼ 1) at a memory parameter M¼ 32. Scales are in lF units. (f) Spectral
decomposition of the wave field in centred Bessel functions. The trajectory
being close to the ideal, the amplitude of the J0 mode is weak, the dominant
J1 mode is responsible for the azimuthal propulsion of the droplet. (g) An
experimentally observed lemniscate trajectory (n¼ 2, m¼0). The latest M
impacts are shown as open dots. It is superimposed on the reconstructed
global wave field. (h) The spectral decomposition of this wave field
showing that for this near-ideal orbit the J2 mode is specifically weak.
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Figure 4.12 – Excitation d’un mode centré par une trajectoire circulaire Calcul
de la force exercée par les ondes sur la goutte dans la limite d’une trajectoire circulaire. Le
champ d’onde se résume à un mode J0 axisymétrique. a) Amplitude A0(R) du mode J0 en
fonction du rayon R de la trajectoire suivie A0(R) ∝ J0(kFR). b) Trois exemples de profils
de surface hR(r) en fonction de la distance r du point d’observation. Ces profils ont été
générés respectivement par des gouttes orbitant sur des cercles de rayons R1, RA et RB.
L’orbite de rayon R1 génère une onde d’amplitude nulle : la goutte étant situé à un noeud
du mode, elle ne l’excite pas. Dans le cas RA < R1, l’amplitude du mode est positive, et la
force exercée est dirigée vers l’extérieur. Dans le cas d’un rayon RB > R1, l’amplitude du
mode est négative et la force devient dirigée vers l’intérieur. Dans les deux cas, cette force
dites de mémoire tend à ramener l’orbite vers la position d’équilibre stable R1. c) Hauteur
h ∝ J2

0 (kFR) du bain, calculée comme le produit de l’amplitude du mode par la valeur du
mode en R. d) Force exercée ~Fm = ~∇h par l’onde sur la goutte, en fonction du rayon de
l’orbite suivie.
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en RA, et le champ hRB généré par une orbite de rayon R = RB est donc également
positif sous la goutte située en RB.

Finalement, le champ h(R) ∝ J0(R)2 situé sous la goutte est tracé en fonction
du rayon R de l’orbite suivie (figure 4.12). La force ~Fondes exercée par les ondes sur
la goutte s’exprime alors sous la forme :

~Fondes(R) = −~∇|~ρ=Rh(~ρ, t) (4.17)

Dans cette vision stationnaire, les positions d’équilibre stables correspondent à
Fondes(R) = 0 et F ′ondes(R) < 0. Le rayon Rn des orbites stables vérifient donc,
dans la limite haute mémoire :

minh(R) = Rn, avecJ0(Rn) = 0 (4.18)

La force exercée Fondes selon la direction radiale est illustrée par la figure 4.12d. Au
voisinage de chacun des minima de h(R), cette force tend à ramener le marcheur
vers sa position d’équilibre.

Un résultat essentiel est que dans la limite des grandes mémoires les rayons des
orbites circulaires tendent vers les valeurs des zéros successifs de J0 (R1 = 0.38,
R2 = 0.87, R3 = 1.37, R4 = 1.87). Il est remarquable que dans l’état stable la
composante J0 du champ d’onde tend donc à ne pas être excitée. Elle guide la
particule par un effet dynamique. Toute perturbation de l’orbite idéale se traduit
par l’excitation du mode J0 qui ramène le rayon de l’orbite vers sa valeur stable.

4.3.3 Mouvement d’une goutte dans un puits de potentiel
ondulatoire

La vision stationnaire précédente peut être étendue à un mouvement dynamique
dans le voisinage des orbites circulaires, dans la limite de perturbations du rayon
lente devant le temps de mémoire. Cette approche, même restrictive, permettra de
définir un potentiel ondulatoire pour la goutte, associé à la force exercée par les
ondes. Par souci de simplicité, on ne considéra ici encore que le mode J0 centré, fixe
dans le repère du laboratoire. Les limites de ces approximations seront discutées ci
après.

Pour marquer la différence avec l’équilibre statique présenté ci-dessus, on repèrera
la position de la goutte en coordonnée polaires (r, θ). L’approximation de trajectoires
circulaires consiste à considérer la vitesse du marcheur comme égale à la vitesse
orthoradiale Vθ. On se place donc dans la limite Vr � Vθ. Dans ce cas, l’accélération
~a selon la direction radiale s’écrit :

~a.~er = r̈ − rθ̇2 = r̈ − V 2
0

r
(4.19)
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où la vitesse V0 du marcheur est constante le long d’une trajectoire circulaire. A
partir de l’équation 4.8, l’équation de la dynamique selon la direction radiale se
réécrit donc sous la forme :

r̈ =
V 2

0

r
− ω2r + Ch0(t)J1(kF r) (4.20)

où h0 correspond au coefficient du mode J0 dans la décomposition en mode. Dans
la limite de rebonds continus (TF � T où T est la période de l’orbite), h0 peut
s’exprimer sous la forme :

h0(t) =
1

TF

∫ t

−∞
J0(kF r(t

′))e
− 1

Me
t−t′
TF dt′ (4.21)

Ce coefficient h0 introduit des corrélations temporelles dans l’équation du mouve-
ment.

Une vision quasi-statique peut tout de même être obtenue dans la limite de
perturbation lente devant le temps de mémoire, en approximant le terme de mémoire
par un terme non dépendant du temps r(t′) ≈ r(t). Il vient donc :

h0(t) = MeJ0(kF r(t)) (4.22)

Finalement, l’équation du mouvement pour la goutte peut se mettre sous la forme :

r̈ =
V 2

0

r
− ω2r + CMeJ0(kF r)J1(kF r) (4.23)

La dynamique d’un marcheur est ainsi réduite à une équation du second ordre,
à une seule dimension d’espace. Cette expression ne fait intervenir que des forces
conservatives, la dynamique selon la direction normale à la trajectoire (équivalente à
radiale pour un cercle) peut donc être considérée comme conservative. On retrouve
donc une des conclusions du chapitre 3 sur le marcheur amnésique, que l’entretien
du mouvement agit selon la direction tangente.

L’équation 4.23 ne fait intervenir que des forces dépendant uniquement de la
position de la goutte. Une description en terme énergétique est donc possible, en
associant une énergie potentielle au puits harmonique et une à l’accélération centri-
fuge 1 :

Ep(r) =
1

2
ω2r2 − V 2

0 ln(r) (4.24)

La force de mémoire Fondes est quand à elle donnée par le gradient de la surface h au
point d’impact, une énergie potentielle Eondes liée au champ d’onde peut donc être
définie sous la forme :

Eondes(r) = CMeJ2
0 (kF r) (4.25)

1. La contrainte de vitesse V0 constante impose une accélération centrifuge ≈ V 2
0 /r~er. En mul-

tipliant cette expression par ~V , on trouve V 2
0 /r~er.ṙ~er ≈ −d(−V 2

0 ln(r)).
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Figure 4.13 – Construction du potentiel ondulatoire avec la mémoire. a) Graphe
de l’énergie potentielle totale Ep + Eondes du marcheur, pour différentes valeurs du para-
mètre de mémoire Me. Dans la limite Me faible, l’énergie correspond à un puits de potentiel
possédant un seul minimum, pour r = V/ω. Au fur et à mesure que la mémoire est augmen-
tée, il apparaît un ensemble de minima, au voisinage de r = Rn. b) Position des minima
d’énergie potentielle pour une valeur de la pulsation du champ ω = 2.2s−1, en fonction du
paramètre de mémoire en ordonné. A Me faible, le minimum est égal ici à r = 1/2.2 = 0.45

en prenant V0 = 1. Au fur et à mesure que Me est augmentée, ce zéro se cale sur le zéro
de la fonction de Bessel J0. Il apparaît ensuite d’autres minima locaux, correspondant aux
zéros successifs de J0.

Notons que cette énergie est proportionnelle au nombre de sources actives Me, par
principe de superposition. Le profil de cette énergie potentielle est donné en figure
4.11c. Cette énergie varie en J2

0 , et présente donc des minima au niveau des zéros de
la fonction de Bessel d’ordre 0, J0. L’équation de la dynamique 4.23 peut finalement
être réécrite sous une forme énergétique :

1

2
ṙ2 + Ep(r) + Eondes = cte (4.26)

La particularité de cette équation provient de la définition du puits de potentiel
Eondes, qui résulte de l’interaction de la goutte avec son propre champ d’onde. Le
profil total d’énergie potentielle est donc crée par la somme d’un terme classique
Ep (force de rappel et contrainte de vitesse) et par un potentiel ondulatoire Eondes

provenant de la force exercée par le champ d’onde sur la goutte. Dans le cas général,
ce potentiel Eondes dépend de la trajectoire suivie. Ici, ces corrélations temporelles
ont été négligées.

La figure 4.13a présente différents profils Ep(r) + Eondes obtenus pour des mé-
moires allant de Me = 1 à Me = 500, et une valeur donnée de la pulsation carac-
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téristique ω. La limite basse mémoire commune à toute ces courbes correspond à
Eondes = 0, soit au terme 1/2ω2r2 − V 2

0 ln(r) qui désigne le pseudo-potentiel clas-
sique Ep. Au fur et à mesure que la mémoire augmente, il apparaît des minima
successifs dans l’énergie potentielle, due au potentiel ondulatoire Eondes, d’ampli-
tude Eondes ∝ Me. Ces minima locaux d’énergie apparaissent au voisinage des 0 de
la fonction de Bessel d’ordre 0 2.

Le potentiel effectif varie donc continûment depuis le puits classique imposé
par le champ magnétique pour une mémoire Me faible, jusqu’à un potentiel quasi-
périodique donné par les ondes pour une mémoire Me longue.

Recherche de positions d’équilibre

La définition d’une énergie potentielle Eondes associée à la force exercée par les
ondes permet de rechercher les solutions circulaires stables, quelle que soit la mé-
moire Me. Les cercles stables correspondent aux positions d’équilibre données par
les minima de l’énergie potentielle. La figure 4.13b présente le rayon R des minima
d’énergie en fonction de la mémoire Me pour une valeur donné du confinement Λ. A
basse mémoire, il n’existe q’un seul minimum, correspondant à Λ = R/λF . Pour une
mémoire de l’ordre de Me = 20, il apparaît un second minimum dans la deuxième
vallée du puits de potentiel généré par les ondes, puis d’autres à plus haute mémoire.

L’apparition successive de ces minima et le raidissement du potentiel ondulatoire
provient de l’augmentation du temps de mémoire Me. Une conséquence importante
est que le rayon des positions d’équilibre converge vers les valeurs correspondant
aux zéros de J0. Comme l’amplitude du champ est proportionnel à J0, il y a, au fur
et à mesure que la mémoire augmente, diminution de la contribution individuelle
de chaque source. Il apparaît donc une condition de non excitation : une trajectoire
stable à haute mémoire correspond à une taille d’orbite pour laquelle le champ généré
est d’amplitude minimale.

4.3.4 Emergence d’une quantification des modes n = m

Validation expérimentale

Cette approche théorique peut être vérifiée en comparant les résultats au cas
expérimental. La figure 4.14a présente les rayons moyens R̄ des orbites circulaires
observées en fonction du paramètre de mémoire Me. Ce diagramme a été mis en

2. Notons tout de même que cette expression de l’énergie potentielle est valable dans la limite
d’une trajectoire circulaire. Dans le cas de variations du rayon sur une échelle de temps comparable
ou plus rapide que le temps de mémoire Me, l’expression de l’amplitude du mode de Bessel J0 pourra
varier dans le temps.
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The value of k depends on the volume nferro of the encapsulated
ferrofluid and its susceptibility. The force can be considered as
harmonic up to a radius of B3 lF. For a given drop, the spring
constant can be tuned by changing the distance d between
the magnet and the oil surface. The angular frequency that
characterizes the harmonic potential well is thus
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, where mW is the effective mass of the walker.

Calibration is required as nferro and mW cannot be measured

directly. We have developed a technique that gives nferro/mW for
each drop (see Methods for details).

Influence of the memory on the walker’s dynamics. In short
memory situations (Mo10), whenever the drop is released at the
periphery of the cell, it converges into a circular orbit centred on
the magnet axis, maintaining a constant speed V. The variation of
the normalized radius R/lF of the orbits as a function of the
dimensionless width of the potential well L¼ (V
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)/lF can

be deduced by a simple mechanical equilibrium where the cen-
tripetal acceleration equates the spring force (see Fig. 2a). It yields
R/lF¼ L. The parameter L plays the role of a control parameter
for drops of various sizes and velocities. In addition, once
established, this master curve can be used to obtain the
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Figure 1 | Principle of the experiment and actual set-up. (a) Sketch of the
successive eigenstates of increasing energy and decreasing wavelengths of
a quantum particle in a one-dimensional harmonic potential well. (b) These
successive eigenstates could be observed at a fixed energy and mean
wavelength if the width of the potential well is varied. This experiment relies
on the possibility to trap a walker in a harmonic potential well of tunable
width. Since the wave field associated to a walker has a fixed wavelength lF

it is possible to expect that there exists a discrete set of potential wells
characterized by their spring constants kn, for which discrete eigenmodes
appear. (c) Sketch of the experimental set-up. The Helmholtz coils generate
a spatially homogenous magnetic field B0. A magnet located at an
adjustable distance d from the bath surface generates a spatially
inhomogeneous magnetic field B1. (d) A central magnetic force is exerted
on the droplet filled with a ferromagnetic fluid, induced by the superposition
of a constant vertical magnetic field B0 and B1 It has, to a good
approximation, a harmonic profile.
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Figure 2 | Discretization of circular orbits with memory. (a) Plot of the
dimensionless radius R/lF as a function of the non-dimensional width of the
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experimental data (dots). The dependence follows the expected
proportionality of a classical particle R/lF¼L, with a slight shift of 10%.
Inset: a typical circular orbit, with axis in lF unit. (b) Diagram illustrating the
progressive discretization of the radii of the circular orbits as the
memory parameter M is increased. The experimental (circles) results were
obtained for a range of the control parameter. The dashed lines provide
guides for the eye.
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Figure 4.14 – Potentiel ondulatoire et quantification des orbites n = ±m. a)
Figure expérimentale de l’ensemble des trajectoires circulaires observées pour un marcheur
dans un puits de potentiel harmonique. b) Rayon du plus petit minima de l’énergie po-
tentielle définie par l’équation 4.24, en fonction de la pulsation ω du champ magnétique
en abscisse et du logarithme du paramètre de mémoire Me. On observe que les trajec-
toires circulaires observées correspondent aux minima des profils d’énergie potentielle. Pour
Me→ +∞, les minima tendent vers les zéros Rn de la fonction de Bessel J0, i.e les minima
du potentiel ondulatoire définis par l’équation 4.25.

regard de la prédiction théorique des rayons R̄ d’orbites possibles en représentant
l’ensemble des minima d’énergie potentielle obtenus pour différents paramètres de
confinement Λ imposés par le champ magnétique. La figure 4.14 montre finalement
un bon accord entre théorie et expérience.

Ce modèle met ainsi en évidence l’influence de la mémoire sur l’apparition d’une
quantification. En augmentant la mémoire, le poids relatif du potentiel généré par
les ondes devient grand devant les effets de la force centrifuge et de la force centrale.
Si le confinement initial a permis de générer un champ d’onde à symétrie circulaire
celui ci prend ensuite le relais et impose des tailles d’orbites qui ne dépendent plus
du confinement imposé.

Ces valeurs du rayon correspondent à des minima de Eondes ∝ h. Les orbites cir-
culaires stables correspondent dont à une condition d’excitation minimale du champ
d’onde.
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Limites de validité du modèle

Le modèle ci-dessus est basé sur deux simplifications fortes. Tout d’abord, seule
la composante J0 du champ a été conservée, alors que l’amplitude des autres modes
n’est pas nécessairement négligeable. Les modes Jk pour k > 0 tournent avec la
goutte dans son référentiel, et assure sa propulsion. C’est le cas en particulier du
mode J1. Dans des régimes de mémoire intermédiaire, la contribution de la force
radiale exercée par le mode J1 sur le marcheur n’est également pas négligeable, ce
qui modifie légèrement les rayons des orbites d’équilibre. Une analyse plus complète
des champs d’onde associés aux trajectoires circulaires est donnée dans la thèse de
Matthieu [53].

L’autre approximation forte consiste à considérer des trajectoires dont le rayon
est lentement variable. En pratique, les perturbations des cercles comme les épicycles
présentent des variations du rayon à des échelles de temps plus courte que le temps
de mémoire. Dans ce cas, il est possible de repartir de l’expression du coefficient
h0(t), et d’écrire une perturbation du rayon sous la forme r = r0 + εr1e

σt pour
effectuer une analyse de la dynamique dans un puits de potentiel adaptatif. A l’aide
de ce type de formalisme, le cas de perturbations non circulaires mais périodiques
sera abordé au chapitre 6.

4.4 Conclusion

Le confinement d’un marcheur dans un puits de potentiel central met donc en
évidence l’émergence d’un jeu discret de modes propres dans le régime de haute
mémoire. Ces modes peuvent être caractérisés par deux observables moyennes que
sont le rayon R̄ et le moment cinétique L̄, qui prennent des valeurs discrètes. Deux
entiers n et m caractérisent ces observables et sont soumis à des règles de sélection
qui lient l’extension spatiale et les symétries des modes propres, tel que n+m soit un
nombre pair. A ce titre, il est surprenant de trouver une règle de sélection similaire au
cas d’une particule quantique dans un puits de potentiel à deux dimensions d’espace,
où les nombres n etm désignent le niveau d’énergie et le niveau de moment cinétique.

Pour chaque mode propre de trajectoire correspond un champ d’onde spécifique.
La décomposition sur des modes présentant différentes symétries permet de révéler
les champs d’ondes associés à ces trajectoires.

Dans la limite de haute mémoire, les trajectoires circulaires sont sélectionnées par
une condition dites de non-excitation : Leur orbite est telle que les ondes individuelles
générées interfèrent desctructivement.

A ce stade, il existe deux voies possibles de poursuite de l’étude. D’une part, le
cas des orbites instables présentées en introduction de ce chapitre reste en suspens.
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D’autre part, le modèle de couplage entre goutte et ondes a permis de mettre en
évidence une règle de sélection des modes propres dans le cas circulaire. L’analyse
des trajectoires non circulaires telle que la lemniscate reste très incomplète : par
quel mécanisme les courbes de Cassini peuvent elles être sélectionnées ?

Le cas des trajectoires à l’apparence désordonnée sera traité à la suite, au cours
du chapitre 5. Un manuscrit restant une oeuvre linéaire, la caractérisation des modes
propres non circulaires (Courbes de Cassini) est renvoyée au chapitre 6.



Chapitre 5

Confinement et mémoire
de chemin II :
Chaos et Probabilités

Les modes propres d’un marcheur confiné sont observés dans des plages res-
treintes de la raideur du puits de potentiel imposé au marcheur. En dehors de ces
plages, les trajectoires observées présentent un caractère erratique, où il devient diffi-
cile de mettre en évidence une structure simple. Peut-on caractériser ces trajectoires
désordonnées ?

Pour cela, on se propose de partir de la plus petite orbite stable, le mode n = 1,
et de diminuer la raideur du puits de potentiel pour traverser successivement les
premières plages de trajectoires désordonnées. Nous verrons alors comment les tra-
jectoires les plus simples se déstabilisent pour donner naissance à une dynamique
chaotique mais déterministe, où la sensibilité aux conditions initiales provoque une
perte de prédictibilité à temps long. Pour des trajectoires de plus grande extension
spatiale ou obtenues à plus haute mémoire, un déterminisme même chaotique dispa-
raît. En l’absence de déterminisme, nous proposerons alors une description statis-
tique de la dynamique observée.

5.1 Introduction

Pour décrire les trajectoires désordonnées observées, nous allons considérer des
cas de complexité croissante. On se propose pour cela d’explorer les régimes de
mémoire intermédiaire Me ≈ 50 où les premières trajectoires désordonnées appa-
raissent. Ce régime correspond à une longueur de mémoire SMe comparable au pé-
rimètre des premières orbites observées (niveau n = 1 et n = 2). Pour une mémoire
donnée (Me ≈ 50), la figure 5.1 présente le rayon moyen des orbites stables des

95
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Figure 5.1 – Zones choisies pour l’étude d’un désordre croissant. Extrait de la
figure ??. Rayon moyen R̄ des orbites observées en fonction du paramètre de confinement Λ.
Au graphe présentant la quantification du rayon des orbites stables (voir figure 4.4.7b) a été
ajouté les plages de stabilité (en gris) de chacun des modes pour une mémoire Me = 50.
La présence d’orbites stables en dehors de ces plages s’explique par la superposition de
points obtenus à des mémoires plus faibles. Entre chacune des plages de stabilité, il existe
des zones où aucune orbite stable n’est observée pour Me > 50. On se focalisera dans ce
chapitre sur l’étude des deux premières plages d’instabilité correspondant à Λ ∈ [Λ1,1,Λ2,0]

(flèche rouge) et Λ ∈ [Λ2,0,Λ2,2] (flèche bleue).

niveaux n = 1 et n = 2 en fonction du paramètre de confinement Λ. Les zones de
stabilité des modes propres ont été représentées en gris foncé. On observe entre ces
zones de stabilité des plages de valeur de Λ pour lesquelles aucune orbite stable n’est
observée. Ces zones correspondent à l’observation de trajectoires non périodiques. La
première zone d’étude se situe entre la plage de stabilité des cercles n = 1 Λ = Λ+

1,1

et le début de la plage de stabilité du mode lemniscate (n,m) = (2, 0 pour Λ = Λ−2,0.
La seconde plage est observée pour Λ+

2,0 < Λ < Λ−2,2. La largeur de chacune de ces
zones augmente avec la mémoire. Les valeurs limites de stabilité Λ±n,m dépendent
donc également de la mémoire.
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5.2 Recherche de déterminisme dans des trajectoires
désordonnées

5.2.1 Premiers signes d’instabilité

Quatre trajectoires expérimentales obtenues pour des valeurs croissantes de Λ

sont représentées en figure 5.2, pour Me = 50. Au fur et à mesure que le paramètre
de confinement Λ est augmenté, les orbites circulaires se déstabilisent donnant lieu
à une dynamique de plus en plus erratique. On peut caractériser ce phénomène
en examinant l’évolution temporelle du moment cinétique, comme illustré sur la
figure 5.2. La trajectoire représentée en figure 5.2b met en évidence un premier
retournement du sens de rotation après un temps long devant la période de l’orbite
T (≈ 50T ).

En augmentant le paramètre de confinement Λ, le temps moyen passé selon
chaque sens de rotation diminue comme illustré en figure 5.2c. La trajectoire suivie
est composée d’une succession de mouvements en épicycle dans un sens de rotation
ou l’autre, séparé par des transitions abruptes. La mesure du moment cinétique
moyen L̄ sur ces phases laminaires est cependant toujours égale à celle des modes
propres du premier niveau n, i.e. (n,m) = (1,±1). Les zones de moment cinétique
moyen L̄ = L1 ont été colorées en jaune, tandis que les zones telles que L̄ = L−1 ont
été colorées en vert 1.

En augmentant encore le paramètre du confinement Λ, la durée moyenne de
chaque phase diminue encore. Conjointement, un autre mode propre fait son ap-
parition : la lemniscate de Bernoulli correspondant à (n,m) = (2, 0). Les zones
d’observation de la lemniscate (L̄ = 0) ont été coloriés en rouge sur le signal du
moment cinétique instantané L sur la figure 5.2d.

Une succession de zones jaune, rouge et verte de longueurs variables au cours du
temps est ainsi observée. La proportion du temps total passé dans ces trois modes
propres reste cependant proche de 1, seules de fines bandes échappent à la définition
de ces domaines. On parle alors de multistabilité, le mouvement du marcheur restant,
la majorité du temps, dans le voisinage d’un des modes propres.

Les intervalles de temps passés dans un des modes sont appelés phases laminaires,
l’évolution du signal y étant lente et régulière. En revanche, les transitions brèves
entre modes, incertaines, sont appelées bouffées chaotiques.

ll est déjà remarquable d’observer, même dans une dynamique à l’apparence
erratique, cette succession temporelle des différents modes propres. Comment varie

1. La détection des différents domaines s’effectue par moyenne du moment cinétique instantané
L sur une période du mouvement, avec une tolérance typique de 0.1λF sur la valeur de L̄. Un mode
propre de moment cinétique Lm correspond donc à L̄ = Lm ± 0.1.
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Figure 5.2 – Déstabilisation d’une orbite stable. Pour un paramètre de mémoire
donné Me = 63, la valeur du confinement Λ est augmentée depuis une zone d’orbite circu-
laire n = 1 stable (Λ = 0.46) vers une zone instable. a) Λ = 0.46. b) Λ = 0.49. c) Λ = 0.5.
d) Λ = 0.62. Ces trajectoires ont été obtenues avec une goutte de vitesse V = 10±0.5 mm/s
Les domaines correspondant à des modes différents ont été coloriées en jaune pour le mode
(n,m) = (1, 1), en vert pour (n,m) = (1,−1) et en rouge pour (n,m) = (2, 0). Une
apparition de comportements intermittents est observée.
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la proportion de chacun des modes ?

5.2.2 Caractérisation de l’intermittence au niveau n = 1

Cette première plage de multistabilité entre plusieurs modes propres est observée
pour les orbites circulaires du niveau n = 1 (R̄ ≈ 0.37) pour une gamme étroite de
confinements Λ située au voisinage de Λ = 0.5 2. La figure 5.3 présente quelques
exemples de signaux temporels du moment cinétique instantané L, obtenus dans ce
régime (Me = 63, 0.5 < Λ < 0.6). Une succession de trajectoires en épicycle est
observée, qui correspondent à des oscillations de L autour d’une valeur moyenne
proche de L̄±1 = ±0.37. Les périodes d’épicycles sont entrecoupées de lemniscates
sporadiques correspondant à une oscillation de L autour de 0.

Ces enregistrements mettent en évidence des phases laminaires où une pertur-
bation d’amplitude croissante apparaît, provoquant des transitions brutales. Le mo-
ment cinétique permet alors de discerner le type de trajectoire suivie, via le signe de
L pour le sens de rotation d’une trajectoire circulaire, ainsi que les trajectoires de
type lemniscate, qui correspondent à une oscillation du moment cinétique L autour
de 0.

5.2.3 Lien avec le chaos dans les systèmes dissipatifs

Cette apparition de désordre à partir d’un cycle limite simple qui se déstabilise
peut être observée dans un grand nombre de systèmes physiques à trois dimen-
sions pour une description continue, ou à deux dimensions pour une dynamique
discrète [81]. Dans cette route vers le chaos, il existe plusieurs scénario de transi-
tion, chacun d’eux étant associé à des propriétés d’intermittence spécifiques, comme
la distribution des temps passés dans les phases laminaires. Ces différentes routes
de transition vers le chaos sont résumées dans l’ouvrage de P. Bergé et al. [6].

Dans le cas d’un marcheur, le type de signaux observés comme illustré en fi-
gure 5.3 présente des similitudes avec les scénario d’intermittence de type II et III,
où la durée des phases laminaires n’est pas bornée, qui a été notamment observée
dans une expérience de convection thermique [5]. La période de la perturbation
n’est dans le cas présent pas un multiple simple de la période de l’orbite, ce qui
correspondrait à une intermittence de type III, d’ailleurs rarement observée expéri-
mentalement [59].

Cependant, ici, l’observation de la trajectoire permet de visualiser la dynamique
directement dans l’espace réel. En effet, comme évoqué au chapitre 1, la dynamique

2. Cette plage de multistabilité correspond à une variation de la distance d à l’aimant de moins
d’un millimètre, ce qui rend cette expérience difficile à réaliser en pratique.
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Figure 5.3 – Dynamique intermittente au voisinage du mode n = 1. Enre-
gistrement du moment cinétique L en fonction du temps, pour 6 trajectoires, obtenues
pour Me = 63 et Λ=0.49, 0.5, 0.52, 0.53, 0.54 et 0.55 pour un marcheur de vitesse
V = 10.8 mm/s. Cette représentation permet de distinguer les trajectoires circulaires
de sens de rotation différent (L constant, positif ou négatif), ainsi que les lemniscates (L
oscillant autour de 0). Les lignes pointillées correspondent aux moments cinétiques des
modes propres (n,m) = (1,±1) et (n,m) = (2.±2). Juste après une transition, on peut re-
marquer la présence d’oscillations amorties de L qui sont ensuite réamplifiées. L’amplitude
diverge alors jusqu’à ce qu’un changement de signe de moment cinétique L se produise.
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Figure 5.4 – Régimes transitoires entre modes propres au niveau n = 1 Tra-
jectoires transitoires, archétype des transitions spontanées observées entre modes propres.
Trajectoire antérieure (bleue), pendant la transition (rouge), et après transition (noir). a)
Orbites circulaires n = 1 obtenues pour Me = 48, Λ = 0.45 et V = 5.2 mm/s. L’apparition
d’une boucle de lemniscate médie le passage d’une orbite circulaire m = 1 à une orbite
m = −1. b) Transition provoquée par un changement de valeur de Λ = 0.55 → 0.6 pour
Me = 32 et V = 10.2 mm/s.

d’un marcheur peut être décrite comme une suite de positions successives, reliées
entre elles par la mémoire de chemin. Cette cohérence temporelle présente l’avantage
de pouvoir représenter, sans pertes d’information, la dynamique dans un espace à
deux dimensions. Cette propriété peut par exemple être exploitée pour visualiser
dans l’espace réel les scénarios de transition entre les modes propres.

La figure 5.4 présente deux exemples de transition entre modes, correspondant
à une transition (1, 1) → (2, 0) (figure 5.4a) et une transition (2, 0) → (1, 1) (fi-
gure 5.4b). Pour chacune de ces deux trajectoires, un signal temporel caractéris-
tique a été représenté (ici Vθ/V , où Vθ est la vitesse azimutale). On observe que
la transition entre modes est provoquée par un décalage de la trajectoire au voi-
sinage du centre. Par exemple lors d’une succession de cercles au niveau n = 1,
l’enroulement de la trajectoire peut provoquer un passage par le centre. Il apparait
alors une boucle de lemniscate qui médie une transition soit vers une nouvelle orbite
circulaire de sens opposé, soit vers une stabilisation temporaire de lemniscate. Une
visualisation directe des trajectoires montre que les transitions présentent toujours
ces mêmes archétypes. L’évolution de la dynamique est ainsi dictée par l’apparition,
plus ou moins fréquente, de ces transitions déterministes.
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Les occurences de ces transitions déterministes sont-elles aléatoires, ou au contraire
déterministes ?

5.2.4 Recherche de déterminisme : application de premier re-
tour

Pour répondre à ce type de question la boîte à outils de l’étude des systèmes
dynamiques est bien fournie [1]. On se propose d’utiliser l’un d’entre eux : l’appli-
cation de premier retour. Pour un système quasi périodique, la description de la
dynamique par une observable continue X peut être réduite à l’évolution de X sur
une période T [40]. On définit pour cela une variable discrète Xk, et on cherche à
exprimer Xk+1, la valeur de l’observable X une période plus tard, en fonction de la
valeur Xk.

Une des difficultés expérimentales réside dans le choix de la durée T entre deux
instants successifs k et k + 1, pour pouvoir décrire l’évolution du système à temps
long. La période T est usuellement choisie égale à la période du mouvement rapide,
en prenant une phase arbitraire du mouvement pour définir les Xk. Pour un enre-
gistrement expérimental réel, le choix d’un extremum local de la distance au centre
X pour Xk s’avère bien plus robuste [1]. La durée T n’est donc pas constante, mais
autodéterminée par la durée écoulée entre deux extrema. L’observable X est ainsi
décrite par une suite de valeurs {Xk}, non nécessairement espacées régulièrement
en temps, mais représentant chacun un extremum successif de l’observable X. On
cherche ensuite à décrire cette évolution de manière déterministe, i.e. en cherchant
une fonction G permettant de relier la valeur Xk+1 à Xk sous la forme :

Xk+1 = G(Xk) (5.1)

G, si elle existe, est appelée application de premier retour. Elle permet de décrire
l’évolution du système sur une durée T donnée. Tout le jeu revient donc, par un choix
judicieux de la variable X, à mettre en évidence expérimentalement une application
G non multivaluée qui décrit l’évolution de la dynamique.

Cette recherche de déterminisme dans des signaux à l’apparence erratique est
une des idées fondatrices de l’étude du chaos dans les années 70 [29]. La première
étude moderne du chaos basée sur l’application de premier retour a été menée sur
un système modèle de convection thermique par Lorenz, qui remarqua un désordre
apparent dans une dynamique de basse dimension [58].

A la recherche d’un déterminisme dans la dynamique erratique observée, une ap-
plication de premier retour expérimentale a été mesurée sur une trajectoire obtenue
pour Me = 63 et Λ = 0.7, comme illustré en figure 5.5. L’application présente trois
points fixes notés M1,±1, M2,0 et M3,±1. La pente de G en chacun de ces points est
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Figure 5.5 – Application de premier retour multivaluée. a) Enregistrement du
moment cinétique L en fonction du temps. On observe une succession de régimes d’épicycles
quasi circulaires (L constant) d’amplitude lentement croissante, entrecoupés de changement
de signe du moment cinétique L. b) Application de premier retour associée à l’évolution
du rayon R de l’orbite au cours du temps. Rk correspond au kème maximum du rayon. Le
maximum suivant Rk+1 peut alors être représenté en fonction du précédent Rk. L’ensemble
des points met en évidence une application de premier retour Rk+1 = G(Rk) permettant
de suivre l’évolution temporelle de la trajectoire suivie par le marcheur. L’apparition de
deux branches, l’une pour Rk+1 > Rk (rouge) et l’autre pour Rk+1 < Rk pose tout de
même un problème de définition de G, qui devient alors multivaluée.
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supérieure à 1 en module, révélant que ces trois points fixes sont instables. Entre les
points fixes apparaît un nuage de points dont se dégage deux branches principales.
L’une située au dessus de la première bissectrice, et l’autre au dessous. La branche
rouge a été obtenue par moyenne d’ensemble sur une tranche de valeur de Rk de
largeur dR = 0.01λF avec Rk+1 > Rk, tandis que la branche bleue est issu du même
procédé de moyenne, mais en retenant uniquement les points tels que Rk+1 < Rk.Ces
deux branches sont confondues en M1,±1, bifurquent, puis se rejoignent en C.

Au voisinage de M1,±1, les trajectoires correspondent à des trajectoires en épi-
cycles proche des niveaux (n,m) = (1,±1), dont l’amplitude d’oscillation de la
distance au centre r croît au fur et à mesure de l’éloignement du point fixe.

Au voisinage de M2,0, il s’agit de boucles de lemniscate, dont la longueur varie
au cours du temps. Cette portion de l’application de premier retour est analogue au
cas de la perte de stabilité d’une lemniscate pure de la figure 5.5.

Au voisinage de M3,±1, les trajectoires correspondent à des boucles de grande
extension spatiale. Bien que fortement instable, l’existence de ce troisième point fixe
M3,±1 est une signature du mode (3,±1).

L’existence de ces points fixes de l’application G qui correspondent respective-
ment aux orbites (1,±1)(M1,±1), à la lemniscate de Bernoulli (2, 0)(M2,0) et aux
grandes boucles (3,±1)(M3,±1) valident ainsi, par une étude dynamique, l’appella-
tion de modes propres de la dynamique introduite au chapitre précédent.

La branche rouge de cette application correspond à une évolution déterministe,
proche de celle obtenu pour un attracteur de Lorenz [58], ou un attracteur de Ross-
ler [78]. Cependant, la pente élevée de G au voisinage de son maximum produit une
évolution hypersensible aux conditions initiales. Le pouvoir de prédictibilité d’une
telle application sera donc perdu après un temps fini.

L’apparition d’une seconde branche reliant M2,0 à M1,±1 met à mal ce détermi-
nisme. Cela signifie que pour une valeur de Rk comprise entre 0.4 et 1.2, deux valeurs
possibles de Rk+1 peuvent être associées. Ainsi, l’application de premier retour G
ne peut plus être définie de manière univoque, et le déterminisme est nécessaire-
ment perdu : la seule connaissance de la valeur de Rk à un instant donné n’est pas
suffisante pour décrire l’évolution du système. Pour garder une description déter-
ministe de la dynamique, il faut donc ajouter une autre observable permettant de
distinguer les deux branches de cette application. Ceci peut être fait de manière
naïve en traçant en rouge le chemin des points tel que Rk > Rk−1 et en bleu tel
que Rk < Rk−1. Ainsi, la branche supérieure (rouge) correspond à une amplitude
d’oscillation croissante de l’orbite, tandis que l’autre branche (bleu) correspond à
une amplitude décroissante. Cet indéterminisme peut donc être levé en représentant
dans un graphe à 3 dimensions la valeur de Rk+1 en fonction de Rk et Rk−1. Dans
cette représentation, il y aura donc deux feuillets qui s’intersectent en M1,±1. Le
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passage d’une branche à l’autre s’effectue alors soit dans le voisinage de M1,±1, soit
entre M2,0 et C.

Cette représentation naïve en fonction des deux valeurs précédentesRk etRk−1 ne
correspond cependant pas strictement à une application de premier retour, puisque
la valeur antérieure Rk−1 introduit des corrélations temporelles dans l’évolution du
système. Pour construire une nouvelle application de premier retour, il faut ajouter
une observable Yk discrétisée, calculée au même instant k, et suivre l’évolution du
nouveau vecteur de coordonnées (Xk, Yk) au cours du temps. Ni la position angulaire
θk par rapport au centre de la goutte, ni la direction de la vitesse suivie par le
marcheur ne s’avère pertinente pour rationaliser cette application. Pour garder une
description de l’état k + 1 en fonction de l’état k uniquement, il faut donc invoquer
une variable qui ne dépend ni de la position ni de la vitesse de la goutte.

Une manière de lever l’indétermination est de choisir pour Yk une information
caractéristique du champ d’onde entourant la goutte, comme l’amplitude A0 du
mode J0 centré. La valeur de A0 est liée au potentiel ondulatoire Eondes généré par
les ondes le long du chemin suivi (voir chapitre 4). Pour une trajectoire issue de la
déstabilisation d’une orbite circulaire, le mode centré a été préalablement construit,
et l’amplitude A0 sera donc significative. Pour une trajectoire provenant d’une orbite
en lemniscate, l’amplitude des modes J0 centré est plus faible.

Ainsi, ce type d’application de premier retour met en évidence l’apparition d’une
dimension supplémentaire pertinente dans la dynamique. L’évolution de la trajec-
toire devient alors dépendante à la fois de la position instantanée de la goutte, mais
aussi à la valeur du champ d’onde qui l’entoure. L’évolution de la trajectoire du
marcheur, bien qu’elle soit toujours déterministe, devient donc dépendante d’une
variable de champ : la dynamique du marcheur ne peut plus être réduite à celle d’un
point matériel, quel que soit le type de force locale invoquée.

Pour revenir au mouvement d’un point matériel à deux dimensions d’espace,
il faut donc accepter d’introduire des corrélations en temps dans l’application de
premier retour.

Finalement, il existe donc deux manières de rationaliser cette application de pre-
mier retour. La première solution consiste à construire une application de premier
retour standard G(Rk, A

0
k) fonction de deux variables Rk et A0

k. Celle ci fait néan-
moins apparaître un terme de champ pour le mouvement d’un objet ponctuel, i.e.
un couplage avec le champ spatialement étendu qui l’entoure. La seconde solution
consiste à garder une application G associée à un point matériel, fonction de deux
variables Rk et Rk−1. Il s’agit alors bien du mouvement d’une particule ponctuelle,
mais dont la dynamique est corrélée en temps. Il y a donc ici la signature d’un ef-
fet de mémoire sur les trajectoires suivies, à l’échelle de la période du mouvement
horizontal, de l’ordre de la centaine de périodes verticales.
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A ma connaissance, ce type d’application de premier retour ne peut être obtenu
pour le mouvement d’un point matériel à deux dimensions, sans invoquer de couplage
avec l’environnement. Ici, les propriétés particulières qui en découlent proviennent
de l’influence prépondérante de l’onde sur la dynamique de la goutte.

Cette application de premier retour montre également une hypersensibilité aux
conditions initiales. En effet, un écart même minime entre deux trajectoires sera
amplifié au cours du temps, et finira par diverger. Le pouvoir de prédiction d’une
telle dynamique est donc limité à un temps fini de l’ordre d’une vingtaine de périodes
du mouvement. On parle alors de régime de chaos déterministe, ou d’intermittence
entre phases laminaires et bouffées chaotiques.

5.2.5 Intermittence d’un mode unique : la lemniscate

Dans la plage d’intermittence du niveau n = 1, au fur et à mesure que le pa-
ramètre de confinement Λ est augmenté, la proportion d’orbites circulaires diminue
pour laisser place à des trajectoires de type lemniscate. Juste à la limite de dis-
parition des orbites circulaires, les lemniscates observées présentent une précession
erratique au cours du temps, et des variations de la taille individuelle des boucles,
comme le montre la figure 5.6a. Le signal associé du moment cinétique L au cours du
temps met en évidence des phases laminaires de lemniscates entrecoupées de grandes
boucles, et de quelques trajectoires circulaires sporadiques. Il apparaît parfois deux
boucles de même sens de rotation à la suite, pour lesquelles le moment cinétique
moyen vaut L̄ ≈ 0.4, et est donc proche du niveau m = 1. Cette succession de
boucles de même sens ne correspond cependant pas à un point fixe, on parlera de
défauts localisés.

De manière analogue au cas d’intermittence entre cercles du niveau n = 1, la
figure 5.6b présente une mesure de l’application de premier retour G de la trajec-
toire en lemniscate ci-contre. La variable choisie reste la distance au centre R. Les
positions Rk+1 sont donc repérées en fonction de Rk, où Rk désigne le maximum de
R sur la k-ème période du mouvement horizontal. Chaque point noir correspond à
l’évolution du signal sur une période. L’ensemble des points Rk compris entre R−dR
et R + dR avec dR = 0.005λF ont été moyennés, pour obtenir une application de
premier retour moyenne Gexp (cercles rouges).

Cette représentation révèle là encore une relation déterministe entre la position
du maxima Rk+1 en fonction du précédent Rk. L’application Gexp ainsi définie ne
présente cependant qu’une seule branche, signe d’une dynamique de plus faible di-
mension. Cette application met encore en évidence un point fixe Rk+1 = Rk au
voisinage de M2,0 = 1.15. La pente de G en M2,0 est toujours supérieure à 1 en
module, avec G′(M2,0) < −1. Ce point fixe est donc instable, et la position des
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Figure 5.6 – Perte de stabilité d’un mode unique : la lemniscate. a) Trajectoire
de type lemniscate observée pour Me = 100, Λ = 0.57 et V = 8.6 mm/s. La taille et
l’orientation des boucles varient dans le temps, de manière erratique. b) Application de
premier retour régissant l’évolution de la distance maximale Rk+1 au centre en fonction
de Rk. Réalisations individuelles (points noirs), et moyenne d’ensemble par tranche de
valeurs de Rk (◦). La droite Rk+1 = Rk a été superposée en noir. Le point fixe Rk =

Rk+1 = 1.15λF correspond à des trajectoires en lemniscate. Ce point étant instable, on
observe une évolution de la taille des boucles suivant l’application G ainsi définie.

maxima Rk va varier autour de cette valeur. Il est d’ailleurs encore possible de de-
viner l’existence des deux autres points fixes M1,±1 et M3,±1, dont la pente est bien
supérieure à 1. Ces points fixes correspondent aux modes (1,±1) et (3,±1) définis
au chapitre 4. Pour cette valeur donnée du paramètre de confinement Λ, ils sont
cependant très instables (pente de G bien supérieure à 1 en modul), et donc d’une
relevance statistique faible.

Ces deux parties de l’application de premier retour correspondant à des trajec-
toires très instables réinjecte la solution dans le voisinage de RB, mais de manière
hypersensible à la condition initiale. Il en résulte un signal à l’apparence erratique,
où les boucles de lemniscates sont d’extensions variables. Une application de premier
retour sur la position angulaire θk met,en évidence une forte anticorrélation entre
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θk et θk+1, signature d’une succession de boucles diamétralement opposée, autre
caractéristique de la lemniscate.

En dépit de la complexité apparente de la trajectoire expérimentale représentée
en figure 5.6a, il est possible de prédire l’évolution du système par une approche
déterministe, grâce à l’application de premier retour. Due à l’absence de point fixe
stable, la trajectoire ne convergera pas vers une orbite périodique. Cependant, le
point fixe correspondant à la lemniscate étant seulement légèrement instable, la
majeure partie du temps sera passé au voisinage de celui ci. Sur une période, le
moment cinétique L̄ reste d’ailleurs quasi nul. Il y a donc persistance, même dans
un régime chaotique, du mode propre voisin.

5.2.6 Remarques sur le nombre de degré de liberté

La dynamique de ces trajectoires désordonnées devrait présenter, a priori, un
grand nombre de degré de liberté. Elle comprend en effet, outre la goutte, l’ensemble
des degrés de liberté du champ d’onde généré par un nombre Me de sources actives.
Le couplage de la goutte à un champ d’onde ajoute donc environ Me dimensions à
la dynamique d’un marcheur. Deux arguments permettent tout de même de justifier
l’apparition d’une dynamique pilotée par un petit nombre de degré de liberté, basés
sur la décomposition en modes de Bessel centré (voire chapitre 4. conséquences du
théorème de Graf) :

— Dans la décomposition en modes, seules les composantes du champ présentant
la même symétrie que les trajectoires suivies ont une influence significatives
sur la dynamique, comme nous l’avons vu au chapitre 4.

— Dans le cas de trajectoires bornées, seuls les premiers modes Jk contribuent
significativement à la force exercée là où se trouve le marcheur. En effet, la
fonction de Bessel Jk d’ordre k est quasi nulle au voisinage du centre, jusqu’à
une distance qui croît avec l’ordre k de la fonction de Bessel considérée.

Finalement, le champ d’onde associé à la trajectoire devrait pouvoir être décrit
par un nombre très limité de modes. Les degrés de liberté pertinents du champ
d’onde seront typiquement l’amplitude du mode centré J0, et l’orientation angulaire
et l’amplitude des modes pairs suivants, J2 (+2) voire J4 (+2). Si on ajoute ces
degrés de liberté à ceux de la goutte, dont la dynamique est gouvernée par une
équation du second ordre en dimension 2 (2 × 2) avec une contrainte sur la norme
de la vitesse (2×2-1= 3), on dénombre donc déjà 3+3=6 voire 3+5=8 degrés de
liberté, jouant a priori un rôle pertinent dans la dynamique.

Malgré un nombre de degrés de liberté légèrement élevé pour l’étude du chaos
de basse dimension [1], cette approche s’avère pertinente pour décrire la dynamique
d’un marcheur, dans un régime de mémoire intermédiaire Me ≈ 50, et pour l’in-
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termittence au niveau n = 1. Cette simplicité de la dynamique révèle que seul un
nombre faible de dimensions est pertinent pour décrire l’évolution temporelle de
la dynamique. A fortiori, le nombre de modes de champ pertinent reste faible, au
moins pour des trajectoires de faible extension spatiale. Cet aspect sera exploité au
chapitre 6 pour décrire la force exercée par les ondes par un nombre faible de modes
de champ.

5.2.7 Intermittence à un niveau supérieur (n=2)

La plage suivante d’intermittence est observée pour 0.65 < Λ < 0.8, et met en
jeu les 3 modes du niveau n = 2 que sont les cercles (m = ±2) et la lemniscate
(m = 0). La figure 5.7 présente quatre exemples de trajectoires obtenues dans ce
régime pour une mémoire Me = 50. L’observation directe des trajectoires met là
encore en évidence l’apparition des différents modes propres, que sont les cercles et
la lemniscate. Les enregistrements du moment cinétique L présentés en figure 5.7
révèlent que le temps passé dans chacun des états peut être très grand devant la
période d’une orbite. Cependant, au contraire du précédent cas d’intermittence, il ne
semble pas y avoir de croissance lente d’une perturbation, mais plus une succession
de longues phases laminaires entrecoupées de transitions brèves.

Des applications de premier retour ont été effectuées sur ce type de signaux à
partir de la distance au centre R, de l’orientation θ, du moment cinétique L et
de l’amplitude des premiers modes de champs. Aucune de ces représentations n’a
révélé d’application de premier retour, mais seulement une accumulation de points
expérimentaux au voisinage des différents points fixes. Il ne semble plus possible,
avec un nombre de degrés de liberté raisonnable, de mettre en évidence une évolution
déterministe, même chaotique.

Cette impossibilité de décrire la dynamique de manière déterministe par une
application de premier retour peut être imputée à plusieurs origines. Tout d’abord,
le nombre de dimensions pertinentes mis en jeu augmente vraisemblablement avec
l’extension des trajectoires. En effet le nombre de modes de champ non nul est
plus important, il faut alors pouvoir représenter une application de premier retour
à plus de trois dimensions, qu’il est difficile de mettre en évidence dans un signal
expérimental réel. Cette augmentation de la dimension effective du système peut
masquer le déterminisme, une limite qui a de nombreuses fois été mentionnée pour
l’étude des systèmes dynamiques par une approche déterministe [59].

Malgré la perte de déterminisme apparent, la dynamique peut toujours être ob-
servée dans l’espace réel, sans perte d’information, via la trajectoire suivie. Cette
propriété remarquable du marcheur peut là encore être utilisée pour visualiser les
régimes transitoires suivis lors du passage d’un mode à l’autre. La figure 5.8 pré-
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Figure 5.7 – Trajectoires intermittentes au niveau n = 2. Trajectoires expérimen-
tales obtenues dans la plage de confinement 0.73 < Λ < 0.77 située entre les niveaux
(n,m) = (2, 0) et (n,m) = (2. ± 2), pour Me = 38 et V = 11.5 ± 0.3 mm/s. A chaque
trajectoire a été associée l’enregistrement du moment cinétique L au cours du temps. On
observe une intermittence entre les deux types d’orbites stables (cercles et lemniscate),
entrecoupée de brefs régimes transitoires.
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Figure 5.8 – Régimes transitoires entre modes propres du niveau n = 2. Tra-
jectoires transitoires, archétype des transitions spontanées observées entre niveaux. Tra-
jectoire antérieure (bleue), pendant la transition (rouge), et après transition (noir). a)
Transition d’une orbite (n,m) = (2, 0) vers une orbite (2, 2), par décalage de la lemnis-
cate par rapport au centre, Me = 25, Λ = 0.62 et V = 7.8 mm/s. b) Transition d’une
orbite (n,m) = (2, 2) vers une orbite (2, 0), par décalage de l’ovale par rapport au centre,
Me = 25, Λ = 0.62 et V = 7.8 mm/s.

sente deux transitions entre modes, correspondant respectivement à (2, 0) → (2, 2)

et (2, 2)→ (2, 0).

Il s’agit en fait d’archétypes : l’ensemble des transitions suivent le même scénario
de passage de l’autre côté du centre que dans le cas de l’intermittence n = 1. Pour
la transition (2, 0) → (2, 2), une précession de grande amplitude de la lemniscate
sur une période du mouvement produit une boucle de rayon de courbure plus élevé,
qui s’enroule autour du centre. Le marcheur ne repassant pas au voisinage du centre
au cycle suivant, il se retrouve piégé sur une orbite circulaire. De même, pour une
transition (2, 2) → (2, 0), un décalage de l’orbite par rapport au centre provoque
une boucle excentrée, et un passage dans le voisinage du centre. Suite à cette boucle
successive de même sens, la trajectoire converge vers une lemniscate.

Le déclenchement de ces scénario de transition ne semble en revanche pas déter-
ministe, puisqu’aucune application de premier retour n’a pu être mis en évidence.
Ce type de dynamique rappelle une autre classe de phénomène présentant aussi un
nombre effectif faible de dimensions, mais couplé à un bruit extérieur. C’est le cas
par exemple des retournements du champ magnétique terrestre, où le champ ~B est
soumis à un bruit dit multiplicatif, par couplage avec l’écoulement turbulent [85, 36].
Suivant le type de points fixes stables et instables mis en jeu, il peut aussi s’agir
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d’intermittence ON/OFF [72, 45].

La comparaison entre dynamique d’un marcheur et champ magnétique terrestre
n’est peut être pas fortuite. Dans le cas d’un marcheur, plusieurs points peuvent
rappeler le cas d’un retournement bref du champ magnétique :

— Le nombre effectif de dimensions mis en jeu reste faible : la dynamique du
vecteur position ~r peut être décrite dans un espace des phases de dimension
réduite (trajectoire + premiers modes du champ d’onde).

— Les régimes de transitoires observés sont reproductibles.
— Il existe une source de bruit multiplicatif : la principale source de bruit à

haute mémoire provient d’une composante fluctuante de la force exercée par
les ondes sur la goutte. Celle ci provient du couplage avec le champ d’onde,
dont les amplitudes individuelles peuvent fluctuer en raison d’une mauvaise
synchronisation du rebond, ou la génération d’une onde d’amplitude moindre.

Le bruit expérimental observé semble augmenter avec le paramètre de mémoire,
de sorte que la dynamique devient de plus en plus erratique lorsque Me croît. Ce
phénomène peut être illustré comme une accumulation de bruit.

En effet, si l’on considère que l’amplitude A0 de chaque onde fluctue d’une valeur
εk � 1 autour de sa valeur moyenne, la fluctuation de la force totale résultante sera
donnée par :

~Fondes = ~∇
+∞∑

k=1

A0(1 + εk)J0(kF ||~ρ− ~rk||)e−k/Me (5.2)

En considérant les εk comme des variables aléatoires indépendantes, le terme fluc-
tuant δFondes sera de l’ordre de :

δ ~Fondes ≈ ε
√
Me ~Fondes (5.3)

Il s’agit cependant d’une évaluation très grossière, la modification des positions rk
des impacts sous l’influence du bruit εk augmentera encore les fluctuations de ce
terme de mémoire.

Ces divers ingrédients amèneraient à penser que la dynamique multistable obser-
vée dans le régime n = 2 pourrait être analogue à des cas de multistabilité pilotée
par un bruit multiplicatif. Le type d’analogie dépendra alors de la structure des
points fixes stables et instables dans l’espace des phases du marcheur. Pour la mul-
tistabilité au niveau n = 2, l’existence de deux modes de même symétrie, dont les
transitions sont médiées par un mode plus instable de symétrie différente rappelle
le retournement du champ magnétique terrestre [68].



5.3. DESCRIPTION STATISTIQUE ET SUPERPOSITION D’ÉTATS 113

5.3 Description statistique et superposition d’états

Une description en terme de dynamique déterministe n’étant plus accessible, on
choisit de se rabattre sur une analyse statistique des orbites observées.

5.3.1 Une persistance des états propres dans une dynamique
intermittente

Pour un niveau d’extension spatiale donné, chaque mode propre peut être mis
en évidence par le moment cinétique moyen L̄, calculé sur une période du mou-
vement. La figure 5.9a présente deux histogrammes obtenus pour la trajectoire de
la figure 5.7b. La difficulté réside dans le choix du temps de moyenne ∆t du mo-
ment cinétique. Pour observer la signature de modes de période différentes (cercles
n = 2 et lemniscate), deux histogrammes ont été calculés. L’un a été obtenu par une
moyenne du moment cinétique instantané L sur le temps de parcours d’une orbite
élémentaire, soit T = 1.3 s (bleu), l’autre a été obtenu par moyenne sur le temps de
parcours de la lemniscate (n,m) = (2, 0), T = 3.3 s (rouge).

Le premier histogramme (bleu) met en évidence un pic au voisinage de L̄ = 0.87,
qui correspond à des trajectoires de type cercles n = 2. La présence d’un second pic
au voisinage de R̄ = 0.37 est un artefact, qui correspond à la signature du moment
cinétique associé à une boucle individuelle de lemniscate.

Le second histogramme (rouge) met également en évidence les orbites n = 2,
mais aussi les lemniscates dont le moment cinétique moyen est nul pour un temps
de moyenne égale à la période de l’orbite. Le pic secondaire au voisinage de R̄ ≈ 0.37

disparaît naturellement, en l’absence d’orbites circulaires du niveau n = 1.
Une première analyse basée sur cette histogramme de moment cinétique Lz met

donc en évidence la pertinence statistique de chacun des modes propres pour des
valeurs du confinement Λ variées.

Une des difficultés de l’interprétation des histogrammes à une dimension provient
de la sensibilité du résultat au choix de la durée de moyenne ∆t. Une manière
de palier à cette difficulté est d’effectuer des histogrammes de moment cinétique
moyens pour plusieurs valeurs du temps de moyenne ∆t. La figure 5.9b présente un
histogramme à deux dimensions, calculé à partir de la même trajectoire intermittente
présentée en figure 5.7b. Pour chaque valeur de l’abscisse ∆t, une colonne correspond
à un histogramme du moment cinétique L̄ moyenné sur des intervalles de longueur
∆t. Le nombre d’évènement est donné en niveau de couleur. Pour une trajectoire
circulaire de moment cinétique constant L = L0, le résultat ne dépendra pas du
temps de moyenne ∆t, on observe donc une ligne rouge horizontale en L̄ = L0. Pour
une lemniscate, le moment cinétique est mal défini tant que ∆t < T , où T désigne
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Me = 50

Figure 5.9 – Visualisation directe d’une superposition d’états propres. a) His-
togramme à une dimension du moment cinétique L̄, calculé respectivement pour un temps
de moyenne ∆t=1.3 s (bleu) et ∆t = 3.3 s. Ces histogrammes mettent en évidence les
cercles du niveau n = 2, et la signature du moment cinétique d’une boucle individuelle de
lemniscate L̄ ≈ L±1 (bleu), et les lemniscates et les cercles n = 2 (rouge). Cet histogramme
peut être calculé en variant le temps ∆t de moyenne. b) Histogramme à deux dimensions
du moment cinétique L̄, moyenné sur un intervalle de temps ∆t. Chaque ligne correspond
à un histogramme en niveau de couleur, pour une valeur du temps de moyenne ∆t. Les
trajectoires circulaires laissent une trace en L̄ ≈ ±0.87 quel que soit le temps de moyenne
∆t. Le motif central est la signature de trajectoires de type lemniscate, où le moment ciné-
tique L̄ s’annule pour un temps de moyenne ∆t égal à la période du mouvement T ≈ 3.3 s,
ou un de ses multiples (∆t = T, 2T, etc.).
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la période de parcours de la lemniscate. Pour ∆t = T/2, l’histogramme du moment
cinétique sera piqué sur la valeur de L̄ associé à une seule boucle. De part et d’autre
de l’axe, les traits horizontaux correspondent donc aux orbites circulaires, tandis
que la tâche centrée en L̄ = 0 présente un maximum en ∆t = T puis 2T, 3T, etc.
Cette seconde famille de maxima locaux de probabilités est la signature statistique
des lemniscates.

Cette représentation met donc directement en évidence la pertinence statistique
des modes propres contenus dans une trajectoire complexe. Il apparaît ainsi une
forme de superposition d’état dynamique : au cours du temps, la trajectoire d’un
marcheur correspond à un état propre, avec transition rapide entre états. Peut-on
mesurer la proportion du temps passé dans chacun des états ?

5.3.2 Une superposition dynamique de modes propres

A partir des signaux du moment cinétique L, du rayon instantané r au cours
du temps, et de l’histogramme à trois dimensions, la proportion du temps passé
dans chacun des modes propres accessibles peut être mesurée 3. On définit donc une
probabilité pn,m de mesurer un mode propre (n,m) comme :

pn,m =
temps passé dans le mode (n,m)

durée totale de l’expérience
(5.4)

Ces probabilités de présence du marcheur dans chacun des états propres peuvent
être mesurées expérimentalement, en définissant un voisinage pour chacun des modes
propres, avec une tolérance absolue de 0.1 sur la valeur de l’observable moyenne L̄.

Dans le cas de l’intermittence au niveau n = 2, on définit donc des probabilités
p2,±2 et p2,0 d’être respectivement dans un état circulaire (n,m) = (2,±2) 4 ou dans
un état lemniscate (n,m) = (2, 0).

Ces probabilités p2,±2 et p2,0 ont été mesurées en fonction du paramètre de confi-
nement Λ, dans la plage de valeur qui sépare la limite de stabilité de la lemniscate
Λ = Λ+

2,0 de la limite de stabilité de l’orbite circulaire au niveau n = 2 (Λ = Λ−2,2).
Elles ont été représentées en figure 5.11 en fonction du paramètre de confinement Λ,
pour un paramètre de mémoire Me ≈ 50, à partir de signaux d’une durée moyenne
de 20 minutes, soit environ un millier de période typique du mouvement horizontal
pour chaque point de mesure.

Une décroissance de la probabilité de mesure d’une lemniscate p2,0 est observée,
au fur et à mesure que la proportion de cercle p2,2 croît. Chacune de ces courbes

3. Les règles de détection d’un mode propre (n,m) sont basées sur la mesure du moment ciné-
tique moyenné sur une période du mouvement Tm, qui dépend du mode considéré. Une portion du
signal est considéré comme un mode propre si le moment cinétique moyen vaut L̄ = Lm ± 0.1.

4. On suppose ici que la symétrie miroir est respectée, i.e. p2,−2 = p2,2 = p2,±2/2.
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p(2,±2)

Figure 5.10 – Superposition statistique d’état. Les probabilités p2,0 et p2,±2 d’être
respectivement dans le niveau (2, 0) ou les niveaux (2.±2) ont été représentées en fonction
du paramètre de confinement Λ. Depuis p2,0 = 1, on observe une décroissance de la pro-
portion de lemniscate, associée à une croissance de la proportion de cercle p2,±2. Quel que
soit la valeur de Λ, on a p2,0 + p2,±2 ≈ 1, mettant en évidence une forme de superposition
statistique d’états.

est en fait la signature de perte de stabilité d’une orbite stable. En Λ = Λ+
2,0, une

trajectoire en lemniscate devient instable. Pourtant, faiblement instable, le temps
passé dans le voisinage reste grand, quasiment égal à la durée totale de l’expérience.
Seule des excursions brèves diminuent légèrement la probabilité de mesure p2,0 d’une
lemniscate.

Au fur et à mesure que l’on s’éloigne du point de perte de stabilité Λ+
2,0, la

proportion de lemniscate diminue. Dans le même temps, la proportion de cercles
croît, pour atteindre p2,2 = 1 au point de stabilité Λ = Λ−2,2 des orbites circulaires du
niveau n = 2. La présence de ces plages successives de stabilité des différents modes
propres assure, quelle que soit la valeur de Λ, la persistance des modes au sein de
la dynamique. Cette figure montre de plus que la proportion de chacun des modes
sera une fonction de l’écart relatif min|Λ− Λ±n,m| à leur limite de plage de stabilité.

La dynamique d’intermittence n’étant plus prédictible par une mesure indivi-
duelle sur la position de la goutte à un instant donné, le résultat accessible par une
mesure ponctuelle est uniquement ces probabilités d’être dans l’un de ces modes
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In addition, we measure !Lz for each type of orbit. The results
are presented in Fig. 4b. For the circular (or nearly circular)
orbits, the mean angular momentum !Lz of the drop is quantized
with !Lz ¼±(n" e)/2, the sign depending on the direction of
rotation. For lemniscates, the symmetry of the trajectories induces
!Lz ¼ 0. For trefoils with n¼ 4, we measure !Lz ¼±(0.9±0.1), half
the corresponding value for the nearly circular orbit with n¼ 4.
Note that the observed slow precession has only a minor effect on
the value of !Lz .

A two-dimensional graph can be obtained (Fig. 4c) by plotting
against each other the two main characteristics of all trajectories,
that is, their mean radius !R and mean angular momentum !Lz .
The various types of trajectories appear to be well defined in this
two-dimensional plot. For each level !Rn, only a discrete set of
possible angular momentum values !Lz is reachable by the system.
Furthermore, the same discrete values of !Lz are observed for
different !Rn. From these results, we can define a second
quantization number m to sort the angular momenta in a
discrete set, where m has the sign of !Lz . All the trajectories can be
positioned at nodes (n, m) of a lattice with the generic rules: n is

an integer, and m can only take the values mA{" n, " nþ 2
y,nþ 2, n} (see Fig. 4c). The orbits of the n¼ 4 level have large
perimeters. The very large values of M necessary for their perfect
quantization cannot be reached in our bath of finite size and
hence the observed scatter of the results (Fig. 4c). The type of
orbits corresponding to the n¼ 3, m¼ 1 mode is not observed as
a stable mode presumably because its L value overlaps with the
ones of other simple modes. However, a good candidate for this
mode shows up in the decomposition of complex modes (see
below). It takes the form of small loops of radius 0.37 lF
distributed at a distance 1.4 lF from the centre. All the results
given in Fig. 4 have been recovered in the simulations (see
Supplementary Fig. 1).

Memory driving global wave field modes. The model that per-
mitted successful numerical simulations of the path memory
effects in previous studies11,17,19 is the starting point for both the
numerical simulation and the understanding of these phenomena.
In this approach, the horizontal and vertical motions of the
droplet are decoupled. The vertical forcing of the bath determines
each bouncing cycle, decomposed into a free flight and an
interaction with the bath. During the free flight, the motion of the
droplet is submitted to the magnetic force. At impact, the droplet
generates a surface wave and has a dissipative sliding motion. The
motion is first damped by friction and then modified by a kick on
the slanted surface. The increase of the horizontal momentum is
assumed to be proportional to the local slope at the point of
impact17,19. This slope is determined by the global wave field,
which is the sum of the elementary contributions induced by the
previous collisions at times tj and positions rj, with j ordering the
impacts. Each collision induces a zero-order Bessel function J0 at
the Faraday wavelength, damped with a characteristic memory
time t and a characteristic spatial length d resulting from
viscosity. The global wave field at the position ri of the ith impact
time is

h ri; tið Þ¼
Xi" 1

j¼"1
e"

ti " tj
t e"

ri " rjj j
d J0 kF ri" rj

!! !!" #
; ð5Þ

where kF¼ 2p/lF is the Faraday wave number. Such a model,
which captures all of the required dynamical features of the
walker behaviour, is supported by the more recent and complete
hydrodynamic analysis of the bouncing22,23.

The numerical simulation of this model provides results in
excellent agreement with the experiments (see Supplementary
Fig. 1). However, this approach does not provide a direct insight
on the selection of the observed eigenstates. We will now show
that they result from a mean field effect. The droplet having a
motion confined in a circular region of radius L can excite the
global wave eigenmodes of this domain. This will have a feedback
effect on the droplet motion. The trajectories that eventually
emerge are those for which the trajectory shape and the global
wave field have achieved a mutual adaptation.

We will examine the quantization of the mean radii of the
various types of trajectories in this framework. Here we use a
general approach that consists in decomposing the entire wave
field on the basis formed by the Bessel functions centred on the
axis of the potential well. For the sake of simplicity, we consider
the case of no spatial damping. In this case, the wave field reduces
to a sum of temporally damped Bessel functions J0 emitted along
the past trajectory. Using Graf’s addition theorem24, the global
wave field h (r, ti) at position r¼ (r, y) and time ti (equation (5))
can be decomposed on the base formed by the Bessel functions
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Figure 4 | The double quantization at long memory. (a) Evolution of the

mean spatial extent !R as a function of the control parameter L. The black
circles correspond to the circular or oval orbits, the red squares represent
the lemniscates and the blue triangles represent the trefoils. The stars are
radii measured in organized sections of disordered patterns of the type

shown below in Fig. 5. (b) Evolution of the mean angular momentum !Lz as a
function of L for the same set of trajectories. (c) The same set of

trajectories is now characterized by plotting their angular momentum !Lz as

a function of their mean spatial extent !R. The symbols are the same as
those in a. The trajectories are labelled by their position (n, m) on the
lattice. The type of orbits corresponding to the (n¼ 3, m¼ 1) mode is not
observed as a stable mode. A good candidate (green stars) for this mode
shows up in the decomposition of complex modes and takes the form of
small loops of radius 0.37 lF distributed at a distance 1.4 lF from the centre.
The simulations using path memory model show a similar results
(see Supplementary Fig. 1).
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Figure 5.11 – Transitions spontanées observées dans des régimes d’intermit-
tence entre états propres. Au diagramme de l’extension spatiale R̄ en fonction du mo-
ment cinétique L̄ des états propres observés a été superposé les transitions entre niveaux
observées expérimentalement. L’ensemble de ces régimes d’intermittence ont été obtenu
pour 200 > Me > 30, et des valeurs variées du confinement 0.5 < Λ < 2.

propres. Les trajectoires complexes d’un marcheur peuvent donc être décomposées
sous la forme de probabilité de mesure de chacun des modes propres. Ils forment
donc une base d’états propres, sur laquelle tout mouvement complexe peut être
décomposé.

Notons que contrairement à une situation hamiltonienne, plusieurs états d’éner-
gies différentes sont observés successivement. Ce type d’intermittence met ainsi en
évidence la fluctuation temporelle de l’énergie d’un marcheur, soumis à un couplage
avec un réservoir d’énergie qu’est la surface du bain. Il pourrait être intéressant
d’étudier justement ces fluctuations d’énergie d’un marcheur au cours du temps,
en englobant soit la goutte uniquement, soit également le champ d’onde qui lui est
associé. Des mesures de la densité de probabilité radiale suggère que la probabilité
va comme exp(βFextV0/TF ) où β est une température inverse, et Fext = −kr est le
module de la force extérieure appliquée.

5.3.3 Notion d’états propres d’un marcheur confiné

Ce résultat suggère que les dynamiques intermittentes observées sont une forme
de superposition dynamique d’état, où les trajectoires correspondant à différents
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modes propres sont observés tour à tour. La probabilité moyenne d’occupation de
chacun d’eux dépend du paramètre de confinement Λ imposé.

Les différents régimes d’intermittence observés au cours des expériences sont
schématisés sur la figure 5.11, qui reprend les modes propres définis au chapitre 4
en ajoutant les transitions possibles entre niveaux, d’un état (n,m) vers un état
(n′,m′).

Les flèches rouges correspondent à des intermittences entre même niveau d’exten-
sion spatiale n, tandis que les flèches bleues correspondent à des intermittence entre
des niveaux n différents. On peut remarquer que seules des transitions entre niveaux
voisins ont été observées, et pour des modes présentant des symétries différentes :
aucune transition directe telle que m′ = m n’a pu être mise en évidence.

Notons par ailleurs que les transitions directes entre cercles de niveau différent
n’ont pas été observés. De ce point de vue là, les orbites circulaires sont relativement
isolés par rapport aux modes lemniscates par exemple, qui présentent un grand
nombre de transition possible. Pour les niveaux n impair (1 et 3), seule une transition
en diagonale est observée, telle que n′+ |m′| = n+ |m|. Pour les niveaux n pair (2 et
4), seule une transition horizontale est observée, telle que n = n′ et |m′| = |m| − 2.

Notons par ailleurs que le nombre de mode observable dans une seule trajectoire
expérimentale n’est pas limité. Par exemple au niveau n = 4, les signaux mettent
en évidence les cinq modes de même extension spatiale.

5.3.4 Une complexité croissante avec la mémoire

En utilisant les critères de détection d’un état propre définis ci-dessus, les signaux
intermittents du moment cinétique L peuvent être analysées pour une mémoire
croissante Me, à un confinement Λ donné. La figure 5.12 présente le résultat obtenu
pour quatre valeurs successives du paramètre de mémoire Me (40, 50, 60 et 70). Les
plages d’existences des orbites circulaires ont été représentées en bleu quel que soit
leur sens de rotation, tandis que les plages de lemniscate sont représentées en rouge.
Pour différentes mémoires, on observe bien une succession de domaines stables, les
phases laminaires, entrecoupées de régimes transitoires de durée plus courte. Pour
Me = 40, le temps d’intermittence est de l’ordre de 100s, tandis qu’il n’est plus
que de quelques secondes pour Me = 70. La durée moyenne du temps passé dans
chaque état diminue ainsi drastiquement avec la mémoire. Une des conséquences
est la difficulté croissante à définir des domaines pour chacun des modes, le temps
d’intermittence devenant comparable à la période de rotation autour du centre.

Par observation directe de la trajectoire, il reste tout de même possible d’iden-
tifier les différents modes instables. La figure 5.13 présente une trajectoire obtenue
pour Me ≈ 200, dans un régime où la méthode de détection des modes ne donnent
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Figure 5.12 – Augmentation du désordre avec la mémoire. Quatre enregistrements
du moment cinétique instantané L ont été représentée pour Me = 40, 50, 60 et 70. Les
domaines correspondant à une trajectoire selon un mode propre ont été colorée suivant
le type de mode suivi (lemniscates en rouge, cercles en bleu). On observe que la durée de
chaque domaine diminue avec la mémoire, mettant en évidence une alternance entre modes
de plus en plus rapide.
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Figure 5.13 – Régime chaotique obtenu dans un régime de très haute mémoire.
a) Trajectoire expérimentale obtenue pour Me = 100, Λ = 1.02 et V=8.1 mm/s (gris).
Des portions de trajectoire correspondant aux modes propres définis précédemment ont
été surlignés en couleur : cercle n = 1 (bleu), ovale n = 2 (vert), lemniscate n = 2

(noir), boucle allongée n = 3 (rose). b) Signal temporel du moment cinétique L, fortement
erratique, ne permettant plus de détecter les différents modes propres. Une étude directe
de la trajectoire au cours du temps permet tout de même d’identifier les différents modes
propres.

plus de résultat pertinent. Le signal temporel du moment cinétique L associé a été
représenté en figure 5.13b. L’évolution de L au cours du temps ne présente plus
d’ordre particulier apparent, et une approche de type application de premier retour
ne permet pas d’en étudier la dynamique. En revanche, les modes précédemment
définis peuvent encore être détectés à partir de la trajectoire elle même. Plusieurs
sélections représentatives du signal intermittent ont été surlignées en couleur, elles
correspondent aux modes propres précédemment définis (cercles n = 1, ovale n = 2,
lemniscate (n,m) = (2, 0), grande boucle, (n,m) = (3.± 1)).

Cet exemple illustre là encore l’intérêt de pouvoir visualiser la dynamique dans
un espace à deux dimensions, grâce à la trajectoire suivie, sans aucune perte d’infor-
mation. L’introduction d’une mémoire de chemin est donc un moyen expérimental
permettant observer une dynamique complexe, qui met en jeu un nombre potentiel-
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lement élevé de degré de liberté. Vu les signaux temporels obtenus, il serait difficile
de mettre en évidence la structure de la dynamique à partir d’un signal à une seule
dimension d’espace, comme celui du moment cinétique instantané.

Une des raisons pour laquelle les modes semblent se noyer dans le signal est
l’apparition de modes propres dont le centre ne coïncide pas avec celui du puits
de potentiel harmonique. C’est par exemple le cas de trajectoires en lemniscate,
comme celle mis en évidence sur la figure 5.13. Localement, la symétrie centrale
imposé par le puits de potentiel extérieur est brisé. Cet effet est d’autant plus fort
que la mémoire est augmentée, comme si, peu à peu, la vision en terme de potentiel
central perdait de sa pertinence. Cet effet met encore une fois en évidence que les
états propres du marcheur confiné ne dépendent pas nécessairement du potentiel
extérieur, mais bien de l’interaction entre la goutte et son champ d’onde 5.

5.4 Conclusion

L’étude des trajectoires à haute mémoire d’un marcheur confiné met en évidence
une dynamique désordonnée, dont le désordre croit avec la mémoire de chemin. Au
voisinage du premier niveau n = 1, la dynamique devient alors chaotique au sens des
systèmes dynamiques, c’est à dire que l’évolution du système reste déterministe mais
la prédictibilité est perdue après un temps fini. Pour les niveaux supérieurs (n = 2

en particulier) un déterminisme n’a pu être identifié. Celui ci peut être masqué par
un plus grande nombre de degré de liberté de la dynamique, ou par l’apparition d’un
second mécanisme, une amplification du bruit par accumulation d’un nombre Me de
sources d’onde, l’amplitude de chacune d’elle étant légèrement bruitée.

Un autre résultat important est l’observation d’une application de premier re-
tour ne pouvant pas être réduite à l’évolution d’un point matériel. Cette application
met en évidence, du point de vue dynamique, la pertinence d’une mémoire ondu-
latoire dans l’évolution de la dynamique. L’augmentation de la dimension effective
du système, via un stockage d’information dans le champ d’onde, est à l’origine des
comportements chaotiques observés. Ajouter une cohérence temporelle au mouve-
ment d’un mobile ponctuel peut donc rendre un système de plus en plus instable,
voire imprédictible.

Dans cette dynamique intermittente, l’apparition des modes propres de la dyna-
mique persiste, même à haute mémoire. Il apparaît qu’à chaque instant, le marcheur
est dans l’un des modes propres. Dans la limite de régime chaotique, seul les proba-

5. Il est possible qu’une structure en couche subsiste tout de même, où il existe des corrélations
entre l’apparition d’un état propre et la distance du centre. Nos travaux récents tendent à montrer
que les niveaux circulaires d’extension spatiale plus élevé se retrouve en moyenne plus proche du
centre que les premiers niveaux, plus équiréparti sur l’ensemble de l’espace visité.
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bilités de mesure de chacun de ces modes sont encore accessibles. Toute trajectoire
complexe peut ainsi être décomposée comme une succession de modes propres, qui
forment donc la base d’états propres du mouvement d’un marcheur dans un puits
de potentiel harmonique.



Chapitre 6

Confinement et mémoire de chemin
III :
Les trajectoires cassiniennes

L’étude de la dynamique d’un marcheur dans un puits de potentiel harmonique
au cours des deux chapitres précédents a mis en évidence une famille d’états propres.
Ceux ci peuvent être caractérisés par deux observables globales que sont l’extension
spatiale R̄ et le moment cinétique moyen L̄. Suivant le confinement Λ imposé par
le puits de potentiel, la trajectoire observée peut être un état pur, ou un mélange
de mode avec transitions intermittentes entre eux. Cependant, cette description des
états propres en terme de variables globales ne renseigne en aucun cas sur la sélection
de forme des trajectoires suivies.

Ce chapitre présente une caractérisation des trajectoires des états propres obser-
vés en terme de courbes de Cassini. En utilisant des propriétés géométriques de ces
courbes, nous verrons qu’il est possible d’exprimer la force exercée par les ondes le
long d’une lemniscate. Cette étude permettra d’identifier les modes de champs as-
sociés participant effectivement au bilan des forces. Un développement perturbatif
autour d’une trajectoire circulaire permettra alors de généraliser le calcul effectué
au chapitre 4 sur les trajectoires circulaires. Appliqué au cas des Ovales ce modèle
permettra d’expliquer leur émergence au voisinage du mode n = 2, illustrant ainsi
la sélection d’une symétrie de trajectoire par la champ d’onde généré.
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Figure 6.1 – Lemniscate de Bernoulli expérimentale. Trajectoire en huit d’extension
spatiale R̄ = 0.82 obtenu pour un confinement Λ = 0.55, et un paramètre de mémoire
Me = 36. Cette trajectoire peut être interpolée par une lemniscate de Bernoulli dont
l’équation en coordonnées polaires est donnée par l’équation 6.1 caractérisée uniquement
par son extension spatiale.

6.1 Une Caractérisation géométrique des trajectoires
des états propres

La description des états propres d’un marcheur confiné en terme de variables
moyennes globales permet de définir des règles de sélection, mais ne renseigne en
aucun cas sur la forme de la trajectoire suivie. L’interaction entre la goutte et son
champ étant médiée par une mémoire de chemin qui dépend de la trajectoire suivie,
il est pourtant nécessaire de décrire la forme exacte des trajectoires observées.

Nous verrons dans cette section qu’il existe une caractérisation géométrique, par
une famille de courbes mathématiques analytique, des trajectoires des états propres
observés .

6.1.1 Trajectoires en huit : des lemniscates de Bernoulli

Les trajectoires en huit sont observées dans une large gamme de mémoires Me

comme de confinements Λ. Elles correspondent à deux états propres de la dynamique
de moment cinétique moyen L̄ nul, (n,m) = (2, 0) et (n,m) = (4, 0). La figure 6.1
présente une trajectoire en huit du niveau (n,m) = (2, 0). Cette trajectoire corres-
pond à une lemniscate de Bernoulli, dont l’équation en coordonnées polaires (r, θ)

est donnée par :

r2 = 2R̄2 cos(2θ) (6.1)
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Figure 6.2 – Courbes de Cassini. Un ovale de Cassini est défini comme le lieu des
points M tel que le produit de la distance à deux points fixes O et O’ soit constants. On
note b la valeur de la constante et a la distance OO’. e = a/b désigne l’excentricité de
l’ovale. La lemniscate de Bernoulli (forme en huit) correspond à e = 1.

où R̄ est l’extension spatiale moyenne de la trajectoire définie au chapitre 4. La
courbe rouge de la figure 6.1 correspond à un ajustement sans paramètre ajustable
par une lemniscate de Bernoulli de même extension spatiale R̄.

Cette courbe géométrique d’équation polaire simple et dont le rapport d’aspect
ne peut être ajusté, est en très bon accord avec la courbe expérimentale observée.

Cette lemniscate de Bernoulli appartient en fait à une famille plus large de tra-
jectoires, appelées ovales de Cassini.

6.1.2 Courbes de Cassini

Les ovales de Cassini ont été introduits au XVIIème siècle par Giovanni D.
Cassini, astronome niçois. Non convaincu par les théories émergentes de Kepler,
il proposa une description alternative du mouvement du soleil autour de la terre,
en plaçant cette dernière à l’un des foyers de ces ovales. Une description de sa dé-
couverte est donnée 50 ans plus tard par son fils Jean Cassini, dans ces Eléments
d’astronomie [13] :

Depuis l’observation exacte de la grandeur apparente des diamètres du soleil,
mon père a trouvé une autre courbe différente de l’ellipse, qui sert à représenter fort
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exactement les mouvements vrais du Soleil, et ses diverses distances à la Terre. Il
suppose que la terre étant placée à l’un des foyers de cette courbe, le soleil la parcourt
par son mouvement propre, de manière que tirant de son centre aux deux foyers de
la courbe deux lignes droites, le rectangle fait sur ces deux lignes soit toujours égal
au rectangle fait sur la plus grande et la plus petite distance du Soleil à la Terre.

Ces courbes, représentées graphiquement sur la figure 6.2, n’ont pas connu leur
heure de gloire. Les orbites célestes ont finalement été identifiées comme des tra-
jectoires elliptiques autour du soleil et les Cassiennes ont été reléguées au rang de
curiosité mathématique. Là où l’ellipse est définie comme le lieu des points tel que la
somme des distances à deux points fixes est constante, l’ovale de Cassini correspond
au lieu des points M tel que le produit de la distance à deux points fixes O et O’
est constant :

OMOM ′ = b2. (6.2)

Comme la famille des ellipses, leur forme peut être définie par un seul paramètre
appelé l’excentricité e, définie par e = a/b où a correspond à la distance OO’ et b à
la valeur de la constante. Suivant la valeur de cette excentricité e, on obtiendra un
ovale convexe (0 < e < 1/

√
2), un ovale pincé (1/

√
2 < e < 1) ou deux trajectoires

fermées disjointes (e > 1).
La lemniscate de Bernoulli observée expérimentalement correspond à e = 1, et

b = R̄. Non solutions du mouvement d’un point matériel dans un champ de force
central, la lemniscate peut néanmoins être observée. Quid des formes en ovales ?

6.1.3 Ovales de Cassini

Les trajectoires circulaires observées expérimentalement correspondent à des
ovales de Cassini d’excentricité e nulle. Au voisinage du mode (n,m) = (2,±2),
il apparaît également des trajectoires en forme d’ovale. Celles ci peuvent être ob-
servées stables à mémoire intermédiaire (20 < Me < 40) ou composer les signaux
intermittents à plus haute mémoire.

La figure 6.3 présente trois exemples d’ovales observés expérimentalement pour
une déformation d’amplitude croissante (figure 6.3a, b et c). Ces trajectoires peuvent
être interpolées par des ovales de Cassini, dont l’équation en coordonnées polaires
s’écrit :

r4 − 2b2e2r2 cos(2θ) + b2
(
e2 − 1

)
= 0 (6.3)

où e désigne l’excentricité de l’ovale. Pour les trajectoires expérimentales de la fi-
gure 6.3, on trouve e = 0, e = 0.4 et e = 0.65 respectivement. L’ensemble de la
gamme d’excentricité 0 < e < 1/

√
2 peut être observé. Les courbes correspondant

à des ovales non convexes (1/
√

2 < e < 1) n’ont pas été observées stables. Elles
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Figure 6.3 – Ovales de Cassini. Trajectoires en oval obtenu pour un confinement
0.87 < Λ < 0.79 décroissant dans un régime de mémoire intermédiaire Me = 35 et pour
un marcheur de vitesse V = 8.6 mm/s. Ces courbes ont été interpolées par des ovales de
Cassini donnés par l’équation 6.3 avec un paramètre ajustable, l’excentricité e de l’ovale.
a) e = 0, b) e = 0.4, c) e = 0.6.

apparaissent cependant lors de brefs régimes transitoires entres deux états propres
dans les signaux intermittents.

Il existe donc une famille de courbe géométrique, les ovales de Cassini, corres-
pondant aux trajectoires observées expérimentalement pour les cercles, les ovales
convexes (e < 1/

√
2), et la lemniscate de Bernoulli (e = 1).

Il existe néanmoins un autre mode propre stable, le trifolium, dont la forme ne
correspond pas à un ovale de Cassini. La forme régulière à trois lobes nous invite
cependant à généraliser l’expression des ovales ci dessus aux k-courbes de Cassini.

6.1.4 Etats propres : des k-courbes de Cassini

Pour décrire les trajectoires de type trifolium, il est possible de généraliser les
courbes de Cassini aux k-courbes de Cassini définies comme le lieu des points M tel
que le produit de la distance à k points fixes soit constant. Les points fixes sont de
plus répartis uniformément sur un cercle de rayon b. Cette définition géométrique
permet de déduire une équation polaire unique pour l’ensemble des k-courbes de
Cassini qui s’écrit :

(r
b

)2k

− 2ek
(r
b

)k
cos(kθ) + e2k − 1 = 0 (6.4)

où b désigne le produit des distances, e l’excentricité et k l’ordre de la Cassinienne
considérée. Pour k = 2, on retrouve l’ensemble des ovales de Cassini définis précé-
demment.

La figure 6.4 présente un exemple de trifolium observé expérimentalement, sur
lequel a été superposée une 3-courbe de Cassini, d’excentricité e = 1, là où la
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Figure 6.4 – 3-courbe de Cassini : le trifolium. Trajectoire présentant une symétrie
par rotation de 2π/3 obtenue pour Λ = 1.6 et Me = 50. Ajustement par une 3-courbe de
cassini appelée trifolium d’excentricité e = 1 d’après l’équation 6.4.

lemniscate correspondait à k = 2 et e = 1. On trouve également un bon accord
entre courbe théorique (rouge) et trajectoire observée (gris). Notons par ailleurs que
les déformations de trifolium ou de cercles présentant une symétrie 3 présentent
également des formes en 3-courbe de Cassini, dont l’excentricité e varie entre 0 et
1. Il existe aussi une gamme d’excentricité e pour laquelle aucune trajectoire stable
n’a été observée.

Les k-courbes de Cassini forment ainsi une famille de courbes analytiques corres-
pondant aux trajectoires des états propres observés expérimentalement. A ce titre,
il est surprenant de retrouver une famille de courbe géométrique qui n’avait, à ma
connaissance, par été observée en tant que trajectoire.

Quel mécanisme permet de sélectionner cette famille de courbe géométrique ?
Pour répondre à cette question, il est nécessaire de s’intéresser à une autre propriété
des k-courbes de Cassini : leur courbure locale. Nous nous focaliserons sur le cas
k = 2, correspondant aux ovales de Cassini et à la lemniscate de Bernoulli.

6.1.5 Courbure locale d’une k-courbe de Cassini

Les courbes de Cassini présentent une autre caractéristique remarquable qui est
l’expression de leur courbure locale κ. Pour k = 2, la courbure κ s’exprime en
fonction des coordonnées polaires (r, θ) sous la forme :

κ =
r

b2
+
e2

r
cos(2θ) (6.5)

Cette expression peut être testée expérimentalement en mesurant la courbure κ le
long d’un ovale de Cassini. La figure 6.5 présente une trajectoire en ovale d’excen-
tricité e = 0.4. La figure 6.5 présente l’expression de sa courbure κ en fonction de
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Figure 6.5 – Courbure locale d’un ovale de Cassini. a) Trajectoire en oval corres-
pondant à un ovale de Cassini d’extension spatiale R̄ = 0.72 et d’excentricité e = 0.4,
observé pour Me = 30 et Λ = 0.8. b) Mesure de la courbure locale κ le long de l’ovale
en fonction de l’angle polaire θ. La courbure κ a été normalisée par la longueur d’onde
de Faraday. Courbe expérimentale obtenue par moyenne sur 20 ovales consécutifs (+) et
courbe théorique (rouge) donnée par l’équation 6.5 pour e = 0.4.

l’angle polaire θ. On observe une oscillation de la courbure quasi-sinusoïdale autour
d’une valeur moyenne. A partir de l’équation 6.5, la prédiction théorique (courbe
rouge) peut être comparée à l’expérience. En prenant e = 0.4, on retrouve un bon
accord entre courbure locale de la trajectoire et courbure d’un ovale de Cassini de
même excentricité.

L’amplitude de cette oscillation va dépendre de l’excentricité e de l’ovale ob-
servé. La limite de convexité de l’ovale est d’ailleurs atteinte pour une amplitude
d’oscillation de la courbure égale à sa valeur moyenne qui correspond à e = 1/

√
2.

Dans le cas d’une lemniscate de Bernoulli (e = 1) l’expression de la courbure κ
s’exprime sous la forme :

κ =
3r

2b2
(6.6)

Cette expression de la courbure peut être obtenue à partir de l’équation 6.1. La
figure 6.6a présente une lemniscate de Bernoulli observée expérimentalement pour
Me = 35 et d’extension spatiale R̄ = 0.85. La courbure mesurée le long de cette
trajectoire est représentée en figure 6.6b, chaque point gris correspondant à une
mesure locale. Une valeur moyenne par tranche a également été représentée (o), où
les points correspondant à un éloignement du centre (Vr > 0) ont été séparés de ceux
correspondant à une convergence vers le centre (Vr < 0). La courbe rouge correspond
à la prédiction théorique donnée par l’équation 6.6, de même extension spatiale R̄
que la trajectoire expérimentale. On remarque que pour un éloignement du centre
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Figure 6.6 – Courbure locale d’une lemniscate de Bernoulli. a) Trajectoire en huit
correspondant à une lemniscate de Bernoulli d’extension spatiale R̄ = 0.85 pour Me = 35

et Λ = 0.62. b) Mesure de la courbure locale κ le long de la lemniscate en fonction de la
distance au centre r/λF normalisée par la longueur d’onde de faraday (points gris). Une
moyenne par tranche a été effectuée, en séparant les points tels que Vr > 0 (courbe linéaire)
et Vr < 0. La courbe rouge correspond à la prédiction théorique donnée par l’équation 6.6.

Vr > 0, la courbe correspond parfaitement à la prédiction théorique 1. Pour Vr < 0,
on remarque une légère déviation par rapport à la courbe théorique. Ces variations
sont associées à des fluctuations de vitesse le long de la trajectoire suivie.

Sur l’ensemble de la trajectoire, on retrouve tout de même un bon accord entre
courbure locale de la trajectoire et distance au centre, donnée par l’équation 6.6.

Ce résultat peut également être étendu aux trifolium. Un bon accord entre cour-
bure locale et prédiction théorique dérivée à partir de l’équation 6.4 est également
observé.

La caractérisation géométrique des trajectoires sous forme de k-courbes de Cas-
sini permet ainsi d’obtenir une seconde caractérisation, simple, basée sur leur cour-
bure locale κ.

Cette caractérisation en terme de courbure locale met en évidence des relations
simples permettant de paramétrer les différentes trajectoires de symétrie non circu-
laire, comme les ovales, la lemniscate ou le trifolium.

1. Sauf au voisinage immédiat du centre, i.e. au moment où le sens de rotation de la boucle est
déterminé. Cet mauvaise définition de la courbure au passage du centre pourrait être à l’origine de
défauts dans les lemniscates observées, soit une succession de deux boucles de même sens.
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Figure 6.7 – Notations : base de Frénet et forces appliquées sur la goutte.
a) Repère polaire (r, θ), angle local α formé entre la tangente la à trajectoire et l’axe
horizontal et cercle osculateur permettant de définir le rayon de courbure instantané RC .
b) Base polaire (r, θ) et base de Frénet (~t, ~n) obtenue par rotation d’un angle (α − θ). c)
Bilan des forces appliquées sur la goutte : force exercée par le potentiel central magnétique
en −k~r, friction effective en −η~V et force exercée par les ondes Fondes. Celle-ci peut être
décomposée en une composante tangente ~Fp de propulsion et une composante normale ~Fm
de guidage.

6.2 Origine des trajectoires cassiniennes

Le but de cette section est d’expliquer l’émergence de cette relation entre cour-
bure locale de la trajectoire et coordonnées polaires. Pour expliciter ce lien, revenons
sur les conclusions du chapitre 3, consacré au marcheur amnésique :

Le mouvement d’un marcheur est non conservatif par nature, en raison de la
propulsion par les ondes. Il faut donc séparer la description du mouvement en une
composante tangentielle ou longitudinale au mouvement qui régit les fluctuations de
vitesse autour de la vitesse d’équilibre, et une description selon la direction normale à
la trajectoire où l’accélération est égale à la somme des forces extérieures appliquées
sur la goutte. Dans les forces extérieures appliquées, il faut tenir compte également,
à haute mémoire, de la force exercée par les ondes sur la goutte.

Pour décomposer la dynamique entre direction tangente et normale au mouve-
ment, le référentiel associé à la goutte et orienté selon la direction tangente apparaît
comme un choix judicieux.

6.2.1 Equation de la dynamique dans la base de Frénet

La base de Frénet (M,~t, ~n) attachée au mouvement d’un point matériel situé
en M est illustrée en figure 6.7b. Elle permet d’adopter un point de vue associé
au mouvement de la goutte au cours du temps. Dans cette base, les équations du
mouvement se décomposent naturellement selon la direction tangente ~t et la direction
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normale ~n à la trajectoire sous la forme :

mG
dV

dt
= −k~r.~t− ηV + ~Fondes.~t (6.7)

−mG
V 2

Rc

= −k~r.~n+ ~Fondes.~n (6.8)

où Rc désigne le rayon de courbure instantané de la trajectoire suivie par la goutte,
comme illustré sur la figure 6.7a. Nous utiliserons également l’angle α formé par le
vecteur normal ~n à la trajectoire et un axe fixe, ici l’axe horizontal. La figure 6.7b
présente les vecteurs de base (~t, ~r) du repère de Frénet, par rapport aux vecteurs de
base (~er, ~eθ) du repère polaire, où ~n désigne le vecteur normal à la trajectoire, et ~t
le vecteur tangent à la trajectoire.

La figure 6.7c présente un schéma du bilan des forces, où la force ~Fondes exercée
par les ondes sur la goutte peut être décomposée en une composante tangentielle, ~Fp
dites force de propulsion, et une composante normale à la trajectoire ~Fm que nous
appellerons force de mémoire 2.

L’équation selon la direction tangente au mouvement va régir les fluctuations de
vitesse au cours du temps. En pratique, ces fluctuations sont d’amplitudes faibles.
Par exemple le long d’une lemniscate, la vitesse varie d’au plus 20%. Une carac-
térisation de ces fluctuations de vitesse sera tout de même donnée dans le cas de
la lemniscate. Pour les descriptions analytiques des formes observées, nous ferons
l’approximation de vitesse constante, i.e. V = V0.

6.2.2 Contrainte de vitesse

Pour le bilan de force selon la direction normale au mouvement, l’hypothèse de
vitesse constante V = V0 permet d’obtenir une expression de la forme :

V 2
0 κ = ω2~r.~n− am (6.9)

où κ = 1/Rc désigne la courbure instantanée de la trajectoire et ω2 = k/mW la
pulsation imposée par le potentiel harmonique. am = Fm/mW désigne la force par
unité de masse, i.e. l’accélération imposée par les ondes sur la goutte.

L’équation 6.9 met en évidence que la courbure κ de la trajectoire est une fonc-
tion des forces exercées sur la goutte. Cette expression n’est pas sans rappeler la
caractérisation géométrique des courbes de Cassini (ovale et lemniscate) présentée
en figures 6.5 et 6.6.

2. En pratique, la force de propulsion provient également d’un effet de mémoire, mais celle ci
reste analogue à celle exercée sur une particule auto-propulsée classique, qui n’est pas usuellement
considéré comme un système à mémoire



6.2. ORIGINE DES TRAJECTOIRES CASSINIENNES 133

L’équation ainsi obtenue est fondamentalement différente des équations du mou-
vement d’un mobile conservatif. La contrainte de vitesse constante impose en effet
que l’accélération totale soit donnée par la courbure locale κ de la trajectoire. Une
des conséquences importantes est que la perturbation naturelle d’une trajectoire cir-
culaire ne sera pas une ellipse, mais une trajectoire telle que la courbure locale est
perturbée. A ce titre, la famille des ovales de Cassini présente la particularité d’avoir
une expression simple de leur rayon de courbure, dont on rappelle l’expression :

Ovale : κ =
r

b2
+
e2

r
cos(2θ) (6.10)

Lemniscate : κ =
3r

2b2
(6.11)

Ces expressions sont à mettre en regard avec l’équation 6.9 obtenue précédemment.
Notons également que ces trois équations (6.9, 6.10 et 6.11) ne font intervenir aucune
dérivée temporelle. La dynamique d’un marcheur peut donc se ramener à un pro-
blème purement géométrique : chercher les courbes telles que l’équation soit vérifiée
en tout point de la trajectoire.

Le problème purement géométrique de l’équation 6.9 est déjà ardu, puisque l’ex-
pression de l’accélération imposée par les ondes aondes dépend de l’ensemble de la
trajectoire suivie. Une résolution complète de cette équation nécessiterait de déduire
les formes des trajectoires sélectionnées à partir de la force exercée par les ondes sur
la goutte, qui dépend de la trajectoire suivie. Cette résolution est hors de propos ici.

En revanche, il est possible de supposer des symétries pour les solutions géomé-
triques et d’exprimer l’accélération aondes exercée par les ondes le long de ces trajec-
toires. Dans le cas de la lemniscate, nous supposerons une trajectoire de cette forme
pour décrire la force exercée par les ondes sur la goutte. Ce calcul nous permettra
de déduire quels sont les modes de champ qui engendre ce type de trajectoire.

Dans le cas des perturbations d’un cercle, nous verrons qu’il est possible d’ex-
primer les forces exercées par les ondes, pour déduire que la famille des ovales de
Cassini correspond bien aux perturbations d’ordre 2 (i.e πpériodique) d’une trajec-
toire circulaire.

Notons qu’à partir de l’équation 6.9, la dynamique peut également être étudiée
en exprimant la courbure κ comme une fonction de l’angle α local formé par la
trajectoire, reliés par l’expression :

κ =
dα

ds
=

1

V0

dα

dt
(6.12)

Où ds = V0dt dans le cas d’une trajectoire parcourue à vitesse constante V0. Cette
équation permet de réintroduire une dépendance temporelle dans l’équation pour
analyser le comportement dynamique. Sous cette forme, l’équation se rapproche du
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calcul effectué au chapitre 4 dans le cas d’un marcheur dans un puits de potentiel
adaptatif (limite de trajectoires circulaires).

6.3 Bilan de force le long d’une lemniscate

Cette section présente un calcul analytique de la force exercée par les ondes sur la
goutte le long d’une trajectoire en lemniscate. Un peu technique, ce calcul permet de
mettre en évidence l’influence effective des différents modes le long de la trajectoire.

6.3.1 Quelques propriétés utiles de la lemniscate de Bernoulli

Quelques propriétés supplémentaires de la lemniscate nous serons utiles pour
exprimer le champ d’onde dans la base de Frénet. Celles ci peuvent être dérivées à
partir de l’équation en coordonnée polaire d’une lemniscate de Bernoulli :

r2 = 2b2 cos 2θ (6.13)

où b désigne la constante de la courbe de Cassini, ou l’extension spatiale quadratique
moyenne de la trajectoire. Nous utiliserons également r0 = b

√
2 qui correspond à

l’extension maximale de la lemniscate. La courbure κ associée à une telle trajectoire
est donnée par l’équation 6.11.

Relation entre α et θ

En utilisant l’expression de la courbure sous la forme κ = dα/ds, l’expression de
l’angle local α s’écrit :

dα =
3r

2b2
ds (6.14)

où s désigne l’abscisse curviligne, ds2 = dr2 +r2dθ2. En différenciant l’équation 6.13,
on peut obtenir une relation liant dα et dθ sous la forme :

dα = 3dθ (6.15)

Cette propriété de la lemniscate présente l’avantage d’être locale, et définie donc
une intégrale première du mouvement : dα/dθ est conservé le long d’une lemniscate.
Cette intégrale première du mouvement est d’ailleurs vérifiée expérimentalemente.
Elle signifie qu’au cours du temps, la vitesse de rotation du marcheur par rapport à
son centre de courbure est toujours triple par rapport au centre du puits de potentiel.
Dans le cas d’un trifolium, on trouve dα = 4dθ. Pour e = 1, et k > 1 on trouve
dα = (k + 1)dθ pour une k-courbe de Cassini.
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Expression de la base polaire (~er, ~eθ) dans le repère de Frénet

Le champ d’onde généré par un marcheur s’exprime dans la base polaire (r, θ)
associée aux fonctions de Bessel centrées de la décomposition en modes. Pour passer
de cette base polaire au repère de Frénet, il faut effectuer une rotation d’un angle
α−θ, comme illustré par les schémas de la figure 6.7. Comme le long d’une lemniscate
on a dα = 3dθ (caractérisation géométrique locale), soit α− θ = 2θ, les relations de
passage de la base de polaire au repère de Frénet se mettent sous la forme :

~er =

(
− sin 2θ

cos 2θ

)
, ~eθ =

(
cos 2θ

− sin 2θ

)
(6.16)

Dans la base (~t, ~n). Ces relations permettrons d’exprimer la décomposition en mode
du champ h dans la base de Frénet.

6.3.2 Expression de la force exercée par les ondes le long
d’une lemniscate

On rappelle l’expression du champ d’onde h(~ρ, t) généré par un marcheur le long
d’une trajectoire ~r décomposé dans la base des Bessel centrées Jk :

h̄(~ρ, t) =
∞∑

k=0

h̄k(t)Jk(ρ)eikφ (6.17)

h̄k[r] =
∞∑

n=1

Jk(~r(tn))e−ikθ(tn)e−n/M . (6.18)

La force Fondes exercée par les ondes sur la goutte dérive alors de ce potentiel,

Fondes = −~∇h̄ =

(
d
dρ
h̄

1
ρ
d
dφ
h̄

)
~eρ

~eφ
(6.19)

En dérivant l’équation 6.18, il vient :

~∇ρh̄(ρ, φ, t) =
∞∑

k=0

h̄k(t)J
′
k(ρ)eikφ~er (6.20)

~∇φh̄(ρ, φ, t) =
1

ρ

∞∑

k=0

h̄k(t)Jk(ρ)ikeikφ~eθ (6.21)

Ces équations du champ d’onde ont été obtenue pour une trajectoire quelconque.
Les coefficients h̄k sont donnés par l’équation 6.18.
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En utilisant l’expression des vecteurs ~er et ~eθ dans la base (~t,~n), la force exercée
par les ondes se met sous la forme :

Fm =
∞∑

k=0

h̄k(t)

(
J ′k(r) cos(2θ)− 1

r
Jk(r)ike

ikθ sin(2θ)

)
(6.22)

Fp =
∞∑

k=0

h̄k(t)

(
−J ′k(r) sin(2θ) +

1

r
Jk(r)ike

ikθ cos(2θ)

)
(6.23)

où Fm = ~∇ρh̄(ρ, φ, t).~n est la projection de la force ~Fondes selon la direction normale,
et Fp = ~∇φh̄(ρ, φ, t).~t est la projection de la force ~Fondes exercée par les ondes selon
la direction tangente au mouvement. En utilisant la caractérisation de la lemniscate
r2 = 2b2 cos(2θ), il vient :

Fm =
∞∑

k=0

h̄k(t)

(
J ′k(r)

r2

2b2
− 1

r
Jk(r)ke

i2θ cos(kθ)

)
(6.24)

Fp =
∞∑

k=0

h̄k(t)


−J ′k(r)

√
1−

(
r

b
√

2

)4

+ Jk(r)ike
ikθ cos(2θ)

r

2b2


 (6.25)

Ces expressions analytiques vont pouvoir être utilisées pour calculer la force
exercée par chaque mode le long de la trajectoire. On se placera pour cela dans la
limite de coefficients constants, i.e. h̄k(t) = h0

k.
Pour simplifier ces expressions, on ne sélectionne que les modes d’amplitude les

plus élevées, i.e. J0 et J4. Dans ce cas, la force exercée par les ondes sur la goutte
s’exprime sous la forme :

Pour J0 : Fm = h0J
′
0(r)

(
r

r0

)2

(6.26)

Pour J4 : Fm = h4J
′
4(r)

(
r

r0

)2

− 4h4J4(r)

(
r

r0

)(
2

(
r

r0

)4

− 1

)
(6.27)

selon la direction normale à la trajectoire. Selon la direction tangente, on se conten-
tera de la contribution du mode J0 :

Pour J0 : Fp = −h0J
′
0(r)

√
1−

(
r

r0

)4

(6.28)

La figure 6.8 présente la force exercée le long d’une lemniscate par un champ
d’onde reconstitué, dans la limite haute mémoire (Me = 200). Cette force a été
décomposée également en une composante tangentielle (a et b) et une composante
normale (c et d). Les points expérimentaux sont représentés en rouge, ils corres-
pondent à une mesure du gradient du champ h par reconstitution directe du champ,
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Figure 6.8 – Force ondulatoire exercée le long d’une lemniscate. Les points rouges
correspondent à une mesure de la force exercée par les ondes sur la goutte le long d’une
trajectoire en lemniscate expérimentale, par méthode de reconstitution du champ d’onde.
Les courbes noires correspondent au calcul de la force exercée par les premiers modes de
Bessel le long d’une lemniscate théorique r2 = 2b2 cos(2θ) avec b = 0.82. a) Composante
tangentielle Fp pour Vr > 0. Courbe théorique calculée à partir de l’équation 6.28 générée
par un mode J0 centré b) Composante tangentielle Fp pour Vr < 0. Courbe théorique
donnée par l’équation 6.28. c) Composante normale Fm pour Vr > 0. Courbe théorique
calculée à partir des équations 6.26 et 6.27, correspondant à un mode J0 d’amplitude
h0 = 2.6 et un mode J4 d’amplitude h4 = 7, pour un marcheur s’éloignant du centre
(Vr > 0). Le ratio des amplitudes correspond à la proportion de l’intensité des modes J0 et
J4 présentée en figure 4.11d. d) Composante normale Fm pour Vr < 0. Courbe théorique
calculée à partir des équations 6.26 et 6.27, correspondant à un mode J0 d’amplitude
h0 = 12.6 et un mode J4 d’amplitude h4 = 7, pour un marcheur allant vers le centre
(Vr < 0). La description par un champ statique ne semble alors plus pertinente.
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à partir de la trajectoire expérimentale observée. Les courbes noires représentent la
contribution des modes J0 et J4, donnée par les équations 6.26, 6.27 et 6.28.

Pour le bilan tangentiel, seule la composante J0 contribue significativement au
bilan, comme le montre les figures 6.8a et b, respectivement pour un mouvement
d’éloignement du centre (Vr > 0) et de rapprochement vers le centre (Vr < 0). Un
excellent accord est obtenu.

Pour le bilan de force selon la direction normale, le bilan est moins clair. Les
modes J0 et J4 contribuent significativement à la force exercée. La forme obtenue
est tout de même voisine de la courbe expérimentale observée. L’amplitude relative
du mode J0 est observée plus faible que celle de J4 au chemin aller (figure 6.8c),
et plus élevée au chemin retour (figure 6.8d). Le modèle de coefficient constant h0

et h4 atteint donc ici ses limites. Pour décrire la dynamique, il faudrait inclure des
coefficients h0 et h4 variable dans le temps.

En revanche, la contribution des autres modes est négligeable. Le mode J2 en
particulier, qui présente les mêmes symétries que la trajectoire suivie, n’est pas
excité. Cette non excitation du mode J2 est à mettre en parallèle de la non excitation
du mode J0 dans le cas des trajectoires circulaires.

Derrière ce bilan de la force exercée par les modes, se cache probablement un
principe de minimisation du champ d’onde global excité le long de la trajectoire.
Une approche variationnelle du champ généré le long d’une trajectoire serait une
perspective intéressante.

6.4 Bilan de force le long d’un ovale de Cassini

On se propose dans cette section d’appliquer le formalisme ci dessus au cas d’une
perturbation périodique d’une orbite circulaire. La technique consiste à effectuer un
développement perturbatif de la force générée par les ondes en fonction d’un petit
paramètre : l’excentricité e de la trajectoire suivie. Ce résultat appliqué au cas d’une
perturbation π périodique, permettra de montrer que les trajectoires circulaires se
déforment en ovale de Cassini.

6.4.1 Perturbation d’une trajectoire circulaire

Pour perturber l’état d’équilibre, on développe l’expression du rayon r en fonction
d’un petit paramètre e� 1 :

r = r0 + e2r1(θ) (6.29)

Nous verrons que le choix d’un développement à l’ordre 2 en e permet de relier e
à une définition géométrique de l’excentricité. La recherche de trajectoires fermées
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impose juste que r1 soit périodique. La projection du vecteur radial sur la normale
à la trajectoire ~n s’exprime alors :

~r.~n = cos

(
1

r

dr

dθ

)
= cos

(
e2

r
r′1(θ)

)
= 1 +O(e4) (6.30)

A l’ordre e2, la projection du vecteur radial sur la normale à la trajectoire reste donc
égale à 1 :

V 2
0 κ = ω2r − am (6.31)

Pour obtenir l’expression de la courbure, le problème se ramène donc à l’expression
de l’accélération am exercée par les ondes sur la goutte. Quid du champ généré par
une telle trajectoire ?

6.4.2 Description du champ d’onde

Pour calculer explicitement la force exercée par les ondes sur la goutte à partir
des équations 6.22 et 6.23, on effectue deux approximations supplémentaires. La
première consiste à se placer dans la limite de rebonds continus, i.e. approximer
la somme discrète de fonction de Bessel par une intégrale. La seconde consiste à
considérer la limite de mémoire grande devant la période de l’orbite (MeTF � T ).
Ces deux approximations sont détaillées ci dessous 3.

Passage à la limite continue

Le passage à la limite continue permettra d’utiliser des résultats d’analyse por-
tant sur les fonctions continues (intégrale, transformée de Fourier). Comme la dis-
tance entre deux rebonds est petite devant la longueur d’onde (V TF ≈ 0, 05λF ), la
somme discrète de fonctions de Bessel peut en effet être approchée par une intégrale :

h(t) = h0

∫ t

−∞
J0(kF ||~r(t)− ~r(u)||)e−t/MeTF du (6.32)

Cette expression a été introduite par A. Oza et al. pour décrire la dynamique d’un
marcheur [65]. La décomposition en modes centrés des équations 6.17 et 6.18. Il
vient :

h̄(ρ) =
∞∑

k=0

h̄kJk(ρ)eikφ (6.33)

h̄k[r](t) =

∫ t

−∞
Jk(r)e

−ikθe(u−t)/Medu (6.34)

3. Notons que cette approximation continue a été utilisée au chapitre 4 pour le calcul du coef-
ficient h0 du potentiel ondulatoire.
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Limite haute mémoire

Dans la limite d’une longueur de mémoire grande devant le périmètre de l’orbite
suivie (SM > 2πΛ), les expressions précédentes peuvent être simplifiées. Bien qu’il
soit possible d’effectuer des calculs analytiques pour toute valeur de la mémoire,
cette limite permet de simplifier les calculs. Dans cette limite, les coefficients h̄k de
la décomposition en mode deviennent :

h̄k[r] =

∫ t

t−Me

Jk(r)e
−ikθdu avec M → +∞ (6.35)

Cette limite pose tout de même un problème de convergence. En effet, chaque source
étant d’amplitude constante, l’amplitude totale augmente proportionnellement au
paramètre de mémoire 4. Une manière de résoudre le problème est de conserver une
mémoire finie, en approximant la décroissance exponentielle de l’amplitude des ondes
par une fonction porte : l’amplitude est constante égale à 1 pour t−Me < u < t et
nulle pour u < t−Me. Pour une trajectoire périodique, on utilisera donc l’expression
suivante pour les coefficients h̄k :

h̄k[r] =
MeTF
T

∫ T

0

Jk(r(u))e−ikθ(u)du. (6.36)

Notons également qu’il s’agit là d’une approximation forte, puisque toutes les sources
sont ici considérées d’amplitude égale.

Sous cette forme, les coefficient h̄k de la décomposition en mode deviennent
transformée de Bessel d’ordre k de la trajectoire, où k correspond à l’index de la
fonction de Bessel Jk considérée. On retrouve donc ici, sous une autre forme, une
dualité onde particule : les coefficients du champ d’onde sont une visualisation dans
un espace de Fourier de la trajectoire suivie.

6.4.3 Champ généré par une perturbation d’un cercle

Pour calculer explicitement les coefficients h̄k de la décomposition, on effectue
le changement de variable u → θ, qui introduit un terme additionnel en du/dθ,
dépendant de la trajectoire suivie :

h̄k[r] =
MeTF
T

∫
Jk(r)e

−ikθ du

dθ
dθ (6.37)

Pour un cercle de rayon R, on a simplement du = R/V0dθ. Dans le cas général, il
faut revenir à l’expression de ds = V0du en coordonnées polaires :

ds2 = dr2 + (rdθ)2 (6.38)

4. La croissance de l’amplitude est expérimentalement limitée par une interférence destructive
des sources le long des trajectoires stables
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En utilisant l’expression du rayon perturbé donné par l’équation 6.29 on obtient la
relation entre dr et dθ :

dr = e2r′1(θ)dθ (6.39)

Où la dérivée de r1 est prise par rapport à θ. L’expression de l’abscisse curviligne
ds devient donc :

ds2 = (r2
0 + 2e2r1 + e4r2

1 + e4r′1
2
)dθ2 (6.40)

Enfin, on obtient l’expression de du/dθ au premier ordre en e2 comme :

V
du

dθ
= r0 + e2r1 +O(e4) (6.41)

Finalement, l’expression des coefficients s’écrit :

h̄k[r] =
1

2πV0

∫
rJk(r)e

−ikθdθ +O(e4) (6.42)

L’expression de chacun de ces coefficients peut alors être développée explicitement
au premier ordre en e2 :

h̄k[r] =
M

2πV

∫ 2π

0

r0Jk(r0) + e2r1(Jk(r0) + r0J
′
k(r0)) +O(e4))e−ikθdθ (6.43)

h̄k[r] =
M

2πV

(
r0Jk(r0) + e2(rJk(r))

′|r=r0Ik(r1) +
e4

2
J ′′k (r0)Ik(r

2
1)

)
+O(e4) (6.44)

où Ik(r1) correspond au coefficient de Bessel d’ordre k de la décomposition de r1.
Cette expression de la force exercée est valide pour toute trajectoire voisine d’un
cercle, tant que l’amplitude de la perturbation reste faible devant le rayon de l’orbite.
En pratique, nous allons voir que cette expression reste valide pour un paramètre
d’excentricité relativement élevé (e < 0.7). Elle peut être appliquée à une pertur-
bation quelconque d’une trajectoire circulaire, moyennant un calcul des coefficients
Ik(r1) de la décomposition de la perturbation en transformée de Bessel.

6.4.4 Application au cas d’un ovale de Cassini

Si l’on recherche une trajectoire de type ovale, on peut choisir une perturbation
π périodique pour r1 :

r = r0

(
1 +

e2

2
cos(2θ) +O(e4)

)
(6.45)

Dans ce cas, le coefficient I2(r1) dans la décomposition en transformée de Bessel
de la perturbation r1 sera dominant. Ajouté à la contribution de r0 au mode J0, il
vient, à l’ordre linéaire en e2 :

{
h̄0 = Me

2πV
J0(r0)

h̄2 = Me
2πV

(r0J
′
2(r0) + J2(r0))

(6.46)
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Figure 6.9 – Decomposition en mode d’un ovale de Cassini a) Ovale de Cassini
obtenu pour e = 0.6 et r0 = 0.877. Le champ d’onde associé à cette trajectoire, dans la
limite Me → ∞, a été superposé. b) Décomposition en modes du champ d’onde. Seul les
coefficients pairs sont non nuls, compte tenu des symétries de la trajectoire suivie. Le mode
0 est quasi nul, puisque le rayon moyen r0 est voisin du second zéro de J0. Le mode 2 est
alors dominant, ce qui justifie l’approximation effectuée pour le calcul de la force exercée
par le champ d’onde sur la trajectoire.

où h̄0 et h̄2 sont les coefficients respectifs de J0 et J2 dans la décomposition en mode.
L’expression du champ h̄(ρ, φ) généré en tout point s’écrit donc :

h̄(ρ, φ) = J0(r0)J0(ρ) +
e2

2
J ′2(r0)J2(ρ) cos(2φ) +O(e4) (6.47)

La force ~F exercée par le champ d’onde sur le marcheur s’exprime sous la forme :

~F (r, θ) =

{
−MCJ0(r0)J1(r)− e2

2
MCJ ′2(r0)J ′2(r) cos(2θ)~ur

MCe2J ′2(r0)J2(r) sin(2θ)~uθ
(6.48)

où (r, θ) correspondent aux coordonnées polaires de la position de la goutte. Cette
force issue d’une perturbation π périodique en θ de la trajectoire reste donc π pério-
dique. Inversement, la périodicité apparente de la trajectoire sera une signature des
modes de champ associés. Une perturbation en ovale comme indiqué en figure 6.9a
est une signature de la croissance d’un mode J2 du champ.

Le terme d’ordre 0 en l’excentricité e correspond au potentiel généré par la
trajectoire circulaire. La perturbation induit ensuite une force additionnelle selon le
vecteur radial et selon la direction tangente déphasée de π/4 (apparition d’un terme
en sin 2θ à partir d’une perturbation en cos 2θ). Cette force orthoradiale ne pouvant
être équilibrée par le potentiel central, elle doit probablement être à l’origine des



6.4. BILAN DE FORCE LE LONG D’UN OVALE DE CASSINI 143

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

r0

r0J
′
2
2(r0)r0J '

2 (r0 )

Figure 6.10 – Critère d’équilibre entre l’accélération centrifuge, la force centrale, et la
force générée par les ondes. On se place dans la limite de mémoire grande devant le temps
de parcours de l’orbite. L’équilibre des forces est vérifié pour tout θ lorsque r0(J ′2

2+J0J
′
1) =

(MC)−1 où Me est le paramètre de mémoire, C la constante de couplage entre la goutte
et son champ d’onde, et J2 la fonction de Bessel d’ordre 2. Pour une mémoire donnée,
il existe plusieurs solutions possible, correspondant à des rayons r d’orbite différents. On
peut tout de même noter que pour l’orbite n = 1 (r ≈ 0.37), les solutions en forme de
stade ne peuvent apparaître que pour des valeurs de mémoire bien supérieure.

précessions observées expérimentalement. En projetant la force de mémoire selon le
vecteur normal on obtient à l’ordre 1 en e2 :

~F .~n = −MCJ0(r0)J ′0(r)− e2

2
J ′2(r0)J ′2(r)MC cos 2θ +O(e4) (6.49)

Cette expression peut être combinée à l’équation (12) pour obtenir l’expression du
rayon de courbure au premier ordre en e2 :

Ω

Rc

=
(

1− M̃J0J1

) r

r2
0

− M̃(J ′2
2

+ J0J
′
1 − J0J1)

e2

r
cos 2θ +O(e4) (6.50)

où M̃ = r0MC correspond à la mémoire relative, i.e. en tenant compte de la
constante de couplage entre la goutte et son champ d’onde, et de la longueur de
la trajectoire proportionnelle à r0. On en déduit ainsi le développement du rayon
de courbure au voisinage d’une orbite circulaire. Cette expression est à mettre en
parallèle de la courbure d’un ovale de Cassini qui s’exprime simplement :

1

Rc

=
r

r2
0

+
e2

r
cos 2θ (6.51)

Le développement fait intervenir des termes équivalents, montrant que les ovales
de Cassini sont bien solutions de l’équation 6.9 à l’ordre 1 en e2. Ce développement



144
CHAPITRE 6. CONFINEMENT ET MÉMOIRE DE CHEMIN III :

LES TRAJECTOIRES CASSINIENNES

présente l’avantage de n’avoir pas eu à développer le rayon de courbure, dont l’ex-
pansion est obtenue comme un résultat du calcul. L’ensemble des approximations
portent donc sur le développement de r, et de la force générée par les ondes qui lui
est associée. Même en ayant effectué une troncature des termes d’ordre supérieur,
cette expansion permet bien d’observer une inversion de courbure pour e de l’ordre
de 0.7.

Enfin, en identifiant les termes du développement avec l’expression de la courbure
d’un ovale de Cassini, on peut en déduire des critères sur la pulsation Ω nécessaire
pour que le bilan moyen soit vérifié, et sur la relation entre la mémoire Me et r0

permettant d’observer des ovales :

Ω = 1− M̃J0J1 (6.52)

r0

(
J ′2

2
(r0) + J0(r0)J ′1(r0)

)
=

1

MC
(6.53)

La reconstitution numérique d’un ovale de Cassini permet également de calculer
la décomposition en modes centrés du champ généré par ce type de trajectoire.
La figure ? présente un ovale de Cassini d’excentricité e = 0, 6 et de rayon moyen
r0 = 0, 87 (a) et la décomposition en modes centrés qui lui est associé (b). On
remarque que la composante du mode J2 est largement dominante sur les autres.

Ce second critère peut être représenté graphiquement. Le membre de gauche
de l’équation 6.53 peut être tracé en fonction de r0. Pour une mémoire donnée,
les trajectoires en ovales sont obtenues par l’intersection de cette courbe avec une
droite d’équation y = 1/(MC) (pointillés rouge). Ces trajectoires apparaissent donc
à mémoire intermédiaire, mais aucun ovale n’est solution dans la limite de mémoire
infinie. Ceux ci vont donc se déstabiliser au fur et à mesure que le champ d’onde
associé se construit. Ce type de courbe donne donc un des prémices d’une transition
vers des états chaotiques lorsque le paramètre de mémoire devient grand.

Ce critère reste valide tant que les termes d’ordre 4 en e sont négligeables. Ces
termes sont nombreux et montrent que les ovales de Cassini ne sont vraisemblable-
ment pas des solutions exactes de l’équation 6.9. Leur origine est variée : projection
des forces selon l’axe normal, ordre supérieur de la force exercée par le mode J2, et
couplage avec les autres modes de champs comme J4, ce qui rend difficile de donner
une limite de validité du développement perturbatif en puissance de e.

6.4.5 Vérification expérimentale

Une manière de vérifier la validité de ce développement est d’effectuer une étude
numérique sur un ovale de Cassini. Pour cela, on exprime la distance au centre et
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Figure 6.11 – Bilan de force le long d’un ovale de Cassini. a) Trajectoire en ovale
de Cassini, pour e = 0.6 et r0 = 0.83 (ligne noire), et cercle correspondant au niveau
n = 2 (pointillés rouge). b) A partir de l’expression en coordonnée polaire de la trajectoire,
on calcule Flow = 1/Rc + r (courbe noire) et l’accélération dues aux ondes associée à
cette trajectoire ~am.~n selon la direction normale à la trajectoire (courbe rouge). Lorsque le
rayon moyen vaut r0 ≈ 0, 83, le bilan des forces est vérifié. Pour d’autres tailles de rayon, il
n’existe plus de valeur de la constante de raideur tel que l’équilibre des forces soit assuré.

le rayon de courbure d’un ovale en coordonnée polaire en fonction de l’extension
spatiale moyenne r0 et de l’excentricité e de la trajectoire. Ce premier terme est
ensuite à mettre en regard avec la force générée par les ondes. Celle ci est calculée
à partir de la trajectoire en utilisant la technique de sommation présenté ci dessus.
Pour un ovale d’extension spatiale proche du second zéro de J0, i.e. r0 ≈ 0.87, la
figure 6.11 présente le bilan de force local le long de la trajectoire. En b), la courbe
noire représente la somme de la contribution de la courbure et de la force centrale, et
la courbe rouge représente la force dues aux ondes. Les deux sont tracées en fonction
du θ qui paramétrise la trajectoire. L’accord quantitatif entre les deux valident le
bilan de force le long d’un ovale de Cassini. On peut tout de même remarquer que les
crêtes correspondant à θ = π/2 et 3π/2 sont plus large pour la force dues aux ondes.
Ce phénomène s’amplifie lorsqu’on augmente l’excentricité, et donne une limite de
validité de ce modèle autour de e = 0.7. Cette valeur correspond également à la
valeur limite au delà de laquelle le sens de la courbure peut s’inverser.
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6.5 Conclusion

L’étude des trajectoires composant les états propres a mis en évidence une ca-
ractérisation géométrique simple. La lemniscate et les ovales observés correspondent
à des courbes de Cassini, définies comme le lieu des points tels que le produit de
la distance à deux points fixes est constantes. Cette définition peut être étendue à
trois points pour le cas du trifolium.

L’émergence de ces courbes de Cassini provient d’une autre de leur propriété, la
courbure locale de ces trajectoires. Ces courbes émergent de la contrainte de vitesse
associée qui est imposée par la propulsion des ondes. La géométrie des états propres
observés est donc une autre conséquence de l’entretien du mouvement par les ondes.

Dans le cas d’une perturbation d’un cercle, on peut montrer que la force induite
par les ondes amène à l’équation des ovales de Cassini observés expérimentalement.

La sélection des symétries des trajectoires est liée à l’excitation de modes de
Bessel non axisymétriques, comme le mode J2 dans le cas des ovales, ou le mode J4

pour la lemniscate. L’émergence de telle ou telle symétrie, pour le champ comme
pour la trajectoire, reste cependant un problème ouvert.

La non excitation du mode J2 pour une lemniscate rappelle la non excitation
du mode J0 pour les orbites circulaires, qui a été mise en évidence au chapitre 4.
Ce caractère de non excitation pour deux types d’états propres suggère une piste
d’exploration future de la dynamique : raisonner sur un critère de minimisation
du champ excité le long des trajectoires pour obtenir les équations dynamiques
des orbites stables. Cette approche permettrait de définir une forme de principe de
moindre action couplant un mobile ponctuel et une onde, via la mémoire de chemin.



Chapitre 7

Modes propres d’un marcheur libre

Le confinement d’un marcheur dans un puits de potentiel central a révélé un jeu
d’états propres, dont les propriétés à grande mémoire ne dépendent plus du confi-
nement initial qui a pourtant permis de les observer. Ce comportement quelque peu
contre-intuitif est la conséquence de l’interaction entre la goutte et son propre champ
d’onde, via la mémoire de chemin. Peut on observer ces états propres en l’absence
totale de force extérieure ?

Le marcheur étant sensible à la trajectoire précedemment suivie, il est peut être
possible de le piéger dans un mode non propagatif de ce type en préparant un champ
d’onde initial. Ce chapitre est consacré à un mode en particulier, le cercle du premier
niveau d’extension (n = 1).

Pour observer un tel mode, il est possible de tirer parti du dispositif magnétique
afin de réaliser un confinement initial. Ce confinement permet de préparer le mar-
cheur le long d’une trajectoire circulaire, ce qui donnera une condition initiale pour
le champ d’onde associé. En relâchant toute contrainte, est-il possible de conserver
le marcheur le long d’une trajectoire circulaire ? Faisons l’expérience.

7.1 Préparation d’une condition initiale

Pour préparer une condition initiale non rectiligne pour le marcheur, il est pos-
sible d’appliquer un confinement par un potentiel magnétique extérieure. Le dispo-
sitif doit cependant être adapté afin de pouvoir annuler la force de confinement à
un instant donné.

7.1.1 Dispositif Expérimental

L’adaptation du dispositif magnétique présenté au chapitre 2 est illustrée en fi-
gure 7.1. Les bobines de Helmholtz ont été conservées afin d’appliquer un champ
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Figure 7.1 – Dispositif de relaxation du confinement magnétique. a) L’aimant
permanent est remplacé par une pointe en fer doux, matériau ferromagnétique à aimanta-
tion nulle pour un champ nul. Le confinement du marcheur est alors généré uniquement
par le courant I0 qui parcourt les bobines, engendrant à la fois un champ magnétique
homogène B0 et des gradients de champ au voisinage de la pointe qui attire la goutte de
ferrofluide. Ce dispositif permet de relaxer le confinement en coupant le courant parcourant
les bobines. Une diode montée en parallèle des bobines permet de visualiser directement la
coupure du champ. b) Signal typique du courant I0 au cours du temps. A un instant t0, le
courant I0 dans les bobines est diminué jusqu’à atteindre une valeur nulle à un instant t1
ultérieur. Le temps typique de descente est d’une seconde. La signature de la coupure peut
être visualisé directement sur les enregistrements, grâce à la diode montée en parallèle des
bobines. Celle ci s’éteint pour I0=0,4A.

magnétique vertical homogène constant ~B0 . En revanche, l’aimant permanent qui
attirait la goutte a été remplacé par une pointe en fer doux. Ce matériau présente
la particularité de posséder une grande susceptibilité magnétique χ0, tout en étant
paramagnétique : l’aimantation d’un barreau de fer doux est nulle à champ magné-
tique nul. Dès qu’un champ magnétique extérieur est appliqué, la pointe en fer doux
concentre les lignes de champ dans son voisinage et crée alors un gradient radial de
champ magnétique. Une goutte contenant du ferrofluide et plongée dans le champ
d’une telle pointe peut donc être confinée. Comme pour le cas d’un aimant, la force
de confinement peut être modulée en jouant sur la distance d entre la pointe et
la surface du bain. Notons que la force exercée ici n’est plus nécessairement har-
monique. Cependant, dans la limite d’un mouvement circulaire autour de l’axe de
symétrie de la pointe, les deux montages sont parfaitement analogues. Une calibra-
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tion de la force exercée peut également être obtenue en mesurant la courbe du rayon
de l’orbite en fonction de la distance d entre la pointe et la surface de liquide.

Avec un tel dispositif, le courant I0 parcourant les bobines sert à la fois à géné-
rer le champ magnétique homogène B0 et le gradient de champ radial. Il est donc
maintenant possible d’annuler toute force extérieure en coupant le courant I0 traver-
sant les bobines. Pour réaliser de tels régimes transitoires, le courant électrique est
contrôlé numériquement. Les valeurs de courant utilisées (0 < I0 < 1 A) nécessitent
d’utiliser un amplificateur de signaux continus et alternatifs.

Le type de transitoire retenu est une rampe de courant allant de I0 = 1 A
à I0 = 0 pour des temps de transitoire compris entre 0.1 et 5 secondes suivant les
expériences. La caméra peut être synchronisée avec le signal de courant envoyé, pour
repérer l’instant de coupure du champ. En pratique il est plus simple de visualiser
directement dans le champ de la caméra la coupure du champ magnétique. Pour
cela, une diode électroluminescente (DEL) a été montée en parallèle des bobines
(voir figure7.1). Fixée à la pointe en fer doux, elle est alors visible directement dans
le champ de la caméra. Lorsque le courant I0 traversant les bobines est coupé, la
force exercée s’annule et le voyant lumineux s’éteint.

Pour étudier la limite de confinement nul, on se place dans une configuration
initiale correspondant au cercle du niveau n = 1 dont le rayon R vaut 0.37λF . A un
instant t donné, cette contrainte est relâchée : le marcheur se retrouve soudainement
libéré : soumis à aucune force extérieure, il peut néanmoins subir l’interaction avec les
ondes qu’il émet lui même. Là encore, le comportement d’un marcheur dans une telle
situation dépendra de la longueur de mémoire. A mémoire faible, le mouvement d’un
marcheur, dit amnésique ne dépendra pas de l’état initial préparé. En revanche, à
mémoire plus élevée, la trajectoire circulaire initiale suivie devrait avoir une influence
sur le mouvement futur du marcheur libéré.

7.1.2 Observations

Le dispositif expérimental ainsi adapté permet donc d’étudier le mouvement
d’un marcheur après relaxation de toute contrainte extérieure. A ce stade, il ne
reste donc plus qu’un marcheur en milieu libre, seul avec sa mémoire de chemin.
Deux cas de figures extrêmes ont alors été considérés. Le premier consiste à partir
d’une orbite obtenue avec un marcheur amnésique, i.e. dont le temps de mémoire
est court devant la période de l’orbite initiale (Me = 10). Le second cas consiste
à partir d’une orbite circulaire quantifiée au niveau n = 1 (R = 0.37) obtenue à
très haute mémoire (Me = 136). Les trajectoires obtenues avant et après la coupure
du champ magnétique sont représentées en figure 7.2. La figure 7.2a) présente la
trajectoire obtenue pour un marcheur amnésique (Me = 10). La trajectoire initiale,
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Figure 7.2 – Réponse du marcheur à une relaxation du confinement. Compa-
raison du comportement à basse mémoire Me=10 (a et c), et à haute mémoire (b et d).
a) Trajectoire expérimentale obtenue lors d’une coupure du champ dans le cas d’un mar-
cheur amnésique. Dès la coupure du champ, le marcheur suit une trajectoire rectiligne
uniforme. b) Trajectoire obtenue lors d’une coupure du champ à haute mémoire, pour
un état initial circulaire stable (noir). Après un arc de cercle durant le régime transitoire
(vert), le marcheur est piégé par le champ d’onde réminiscent dans une orbite circulaire
de taille comparable. c) et d) Analyse du rayon de courbure de la trajectoire au cours
du temps, respectivement à basse et à haute mémoire. Ce comportement met en évidence
qu’un marcheur peut rester piégé sous l’action unique de son propre champ.
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avant coupure du champ, est représentée en noir, l’évolution ultérieure à l’arrêt de
la force a été colorée en rouge. Dès la disparition d’une force extérieure appliquée
sur le marcheur, la goutte suit une trajectoire rectiligne uniforme.

La même expérience effectuée à une mémoire élevée (Me = 136) présente un
résultat tout autre (figure 7.2b). Lors de la coupure du champ, la trajectoire se
décale légèrement par rapport à son orbite initiale (courbe verte). Après coupure,
le marcheur est piégé dans une trajectoire circulaire proche de l’orbite initiale après
un court régime transitoire. Le mouvement d’un marcheur libéré n’est donc pas
nécessairement rectiligne uniforme. Une orbite circulaire est donc un autre mode
possible de propagation d’un marcheur libre.

Ces trajectoires peuvent être analysées en terme d’évolution du rayon de cour-
bure. Les figures 7.2c) et d) présentent de tels enregistrements, respectivement pour
l’orbite obtenue à basse, et à haute mémoire (figure 7.2a) et b)). Le cas de faible
mémoire met en évidence que pour un marcheur amnésique, le rayon de courbure
diverge rapidement après coupure du champ magnétique.

La figure 7.2d) révèle au contraire un comportement différent. Après un léger
accroissement du rayon de courbure lors du transitoire d’arrêt (partie verte), celui ci
reconverge vers une valeur proche du rayon de courbure initial, même en l’absence
de force extérieure. La durée cette auto-orbite est de l’ordre de 5 secondes. Lorsque
l’expérience est répétée de nombreuses fois, le temps moyen d’auto-orbite se situe
autour de 3.5 secondes après coupure du champ, pour des réalisations individuelles
allant de 2 à 5 secondes. Comment se compare ce temps caractéristique avec le temps
de mémoire ?

Pour les besoins de cette expérience, le temps d’amortissement des ondes a été
mesuré in situ sur les enregistrements vidéo de trajectoire en mode ondulatoire
(visualisation du champ d’onde, voir chapitre 2). Une image typique de la goutte
entourée par son champ d’onde, après coupure du champ, est donnée en figure 7.3.
La méthode de mesure utilisée est présentée à la fin du chapitre 2.

Le principe consiste à mesurer au cours du temps l’évolution du contraste induit
par les ondes de Faraday générées par la goutte. Lorsque le marcheur s’échappe
du champ de vision, cette amplitude décroît exponentiellement au cours du temps.
Le temps caractéristique de décroissance donne alors une mesure directe du temps
d’amortissement des ondes τ = 3, 4 ± 0, 15s, et donc du paramètre de mémoire
Me = 136 ± 6. Ce temps est à comparer à la durée du régime d’auto-orbite après
coupure de la force extérieure, allant de 2 à 5 secondes.

Dans le cas présenté en figure 7.3, la goutte s’est donc échappée de l’auto-orbite
lorsque l’amplitude du champ d’onde réminiscent, généré avant l’arrêt du champ
magnétique, était seulement de 20% de sa valeur initiale. La majeure partie du champ
d’onde a donc progressivement été générée après coupure de la force exercée. La
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Figure 7.3 – Marcheur pris en flagrant délit d’auto-orbites. Photographie d’un
marcheur, 4 secondes après la coupure du champ magnétique. L’éclairage en point de
vue "ondulatoire" met en évidence la structure circulaire du champ d’onde généré par la
trajectoire passée du marcheur (blanc). Le mouvement d’un marcheur libre peut donc être
circulaire uniforme, durant un temps caractéristique supérieur au temps d’amortissement
des ondes (τ = 3, 4± 0, 15 s)

goutte étant encore confiné il existe donc un mécanisme d’entretien, via la mémoire,
de la trajectoire circulaire d’équilibre initialement suivie. Pour une condition initiale
donnée, le mécanisme de mémoire est donc suffisant pour propager l’information à
un temps ultérieur, et maintenir la goutte dans une orbite circulaire. D’où peut alors
provenir cette limite finie de temps de stabilité ?

7.1.3 Simulations numériques

Afin d’explorer la limite de stabilité de ces orbites circulaires, l’étude expéri-
mentale a été complétée par des simulations numériques. Celles-ci ont été effectuées
par Matthieu Labousse. Leur implémentation est basée sur le modèle de Fort qui
traduit en simulations numériques les équations discrètes du mouvement d’un mar-
cheur présentées au chapitre 1. Nous utiliserons ici ces résultats pour présenter la
raison probable de limite de stabilité expérimentale des auto-orbites.

Le modèle de simulation utilisé, rappelons le, se base sur une dynamique simpli-
fiée. Celle ci consiste à considérer un mouvement vertical indépendant du mouvement
horizontal. La goutte est donc considérée comme parfaitement synchronisée en phase
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avec les ondes qu’elles génèrent à chaque impact. A chaque rebond, une onde circu-
laire est ajoutée. Le champ d’onde total est obtenu par sommation des amplitudes
de toutes les ondes générées. Chaque onde individuelle est amortie exponentielle-
ment avec un temps caractéristique τ , le temps de mémoire. La goutte subit alors
un incrément de quantité de mouvement à chaque rebond qui est proportionnel à la
pente de l’interface au point d’impact.

L’expérience numérique analogue consiste à simuler une trajectoire circulaire
dans un champ de force central, puis à couper celui ci. Après coupure du champ, le
comportement du marcheur libéré peut alors être analysé. A faible mémoire (Me =

10), on retrouve un mouvement rectiligne uniforme dès qu’aucune force extérieure
n’est plus appliquée sur la goutte. Pour une mémoire plus élevée (Me > 30), une
trajectoire circulaire de rayon R = 0, 37 est initialement préparée. Après coupure du
champ, la trajectoire du marcheur suit une auto-orbite de rayon proche de R = 0, 37,
présentant seulement une lente dérive dans l’espace. La position de l’orbite n’est
donc pas fixée, mais le moment angulaire reste quantifié, correspondant à une orbite
m = 1. Cette simulation numérique montre qu’il est possible d’observer une auto-
orbite indéfiniment.

Ajout d’une force aléatoire : conséquence sur la stabilité des auto-orbites

Pour comprendre la différence entre durée de vie expérimentale limitée et stabilité
numérique parfaite, il est nécessaire d’ajouter un ingrédient supplémentaire dans le
modèle de la dynamique d’un marcheur.

Une des limitations des simulations numériques antérieures provient d’une diver-
gence lente entre les résultats expérimentaux et les simulations numériques lorsque
la mémoire est augmentée.

L’origine de cet écart a été rapidement évoqué au chapitre 5, dans le cadre des
trajectoires chaotiques. Nous avons vu que l’ajout d’un bruit sur chaque source
d’onde, même de faible amplitude, pouvait induire une fluctuation importante de la
force totale exercée par les ondes sur la goutte. Ce principe d’accumulation du bruit
est une des conséquences de cette mémoire ondulatoire, où un nombre grandissant
de sources, soumises au principe de superposition, demeurent actives à la surface du
bain.

Cet effet de bruit ne provoque aucune différence significative entre expériences
et simulations tant que Me < 25. Au delà, l’influence de ce léger bruit initial est
perceptible par exemple sur les statistiques des régimes intermittents ou la largeur
des plages de stabilité des différents états propres.

Une source de bruit doit donc être ajoutée dans les simulations numériques, en
particulier pour l’étude de la stabilité des auto-orbites. Plusieurs manières d’appli-
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Figure 7.4 – Influence du bruit sur la stabilité d’une auto-orbite. a) Orbite obtenue
par simulation numérique, après coupure de la force exercée à t = 100 s après le début de
l’expérience. Trajectoire avant (rouge) et après (noir). On observe une reconvergence vers
une orbite circulaire de rayon voisin après un bref transitoire. b) Influence du bruit sur la
stabilité d’une auto-orbite. Un bruit d’amplitude εrk a été ajouté sur la position de chaque
source avec ε = 2× 10−2 (rose), 1.6× 10−2 (vert), 1.2× 10−2 (rouge) et 4× 10−3 (noir) en
amplitude relative. Le rayon de courbure Rc est représenté en fonction du temps dans ces
quatre cas de figures. La limite de stabilité est observée pour ε = 0.015± 0.003 à Me = 30.

quer un bruit peuvent être envisagées. Il a été retenu d’ajouter un léger bruit sur
la position d’atterrissage de la goutte à chaque rebond. Cela revient à ajouter une
composante aléatoire ~ξ(t) sur la position ~rk(t) de chaque rebond :

~rk+1(t) = F (~rk) + ~ξ(t) (7.1)

où F est l’opérateur décrivant l’évolution déterministe du système. F inclut donc
la force due aux ondes, la friction avec le bain et la force extérieure éventuelle.
~ξ(t) représente en revanche une force stochastique, qui est définie par des propriétés
statistiques. On choisit une valeur aléatoire ~ξ dans un disque de rayon εrk où ε

correspond à l’amplitude relative du bruit. Cette définition implique une dépendance
spatiale de l’amplitude du bruit, mais qui n’est pas gênante pour des trajectoires
non circulaires.

L’amplitude ε de ce bruit additionnel a été variée entre ε = 10−3 et ε = 0.02. La
stabilité de l’auto-orbite après coupure de la force extérieure peut alors être analysée
en fonction de l’amplitude du bruit ε. Au delà d’une amplitude de bruit ε de l’ordre
de 1.5%, il y a perte de stabilité de l’orbite circulaire n = 1 après un temps fini.

Ce résultat met en évidence la sensibilité au bruit d’une telle expérience, mais
aussi la robustesse des auto-orbites vis à vis d’un bruit d’amplitude faible, mais non
nul.
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7.2 Origine de la stabilité des auto-orbites

L’existence et la stabilité de ces auto-orbites peuvent être analysées à partir de
la décomposition en mode introduite au chapitre 4 et de la séparation entre bilan
tangent et bilan longitudinal des forces appliquées sur la goutte. Dans la limite
de trajectoire circulaires, ces bilans peuvent être considérés comme respectivement
orthoradial et radial, se ramenant ainsi au cas d’un potentiel effectif ondulatoire à
une dimension d’espace. Cette section présente ces deux bilans de force.

7.2.1 Bilan de force orthoradial

Selon la direction tangente au mouvement, la force exercée par les ondes assure
la propulsion de la goutte. Qu’advient-il dans la limite de longueur de persistance
grande devant le périmètre de l’orbite ?

La figure 7.5a présente un schéma du champ d’onde généré par la goutte le long
d’une orbite circulaire. La composante axisymétrique du champ est donné par le
mode J0 qui produit une force uniquement radiale. Les autres modes en revanche
participent au bilan orthoradial.

La force tangente au mouvement exercée par les ondes sur la goutte fait intervenir
l’ensemble des modes Jk pour k > 0. Pour calculer cette force de propulsion en
fonction de la mémoire, on revient donc directement à l’expression du champ global
donné par l’équation 1.4.

Dans le cas d’une trajectoire rectiligne uniforme, le champ d’onde généré le long
de la trajectoire est obtenu par sommation de sources le long d’une demi-droite.
Dans la limite de longueur de persistance SMe grande devant la longueur d’onde,
il se forme une pente sous la goutte, un champ quasi nul devant, et un champ qui
relaxe lentement à zéro derrière. Le résultat surprenant est que la force de propulsion
tend vers une constante lorsque la longueur de persistance SMe tend vers l’infini. Cet
effet assure une vitesse constante pour la goutte.

Dans le cas d’une trajectoire circulaire comme celle décrite par un marcheur
suivant le long d’une auto-orbite, ce résultat n’est pas modifié. La figure 7.5b présente
la force exercée selon la direction tangente au mouvement, en fonction de la longueur
de mémoire SMe.

On observe une convergence rapide vers une valeur constante de Fp dès que la
longueur SMe est de l’ordre de la longueur d’onde λF . Notons que la courbure de
la trajectoire induit une variation du second d’ordre de la force de propulsion, qui
peut modifier légèrement la vitesse de la goutte (10 %) suivant la taille de l’orbite
considérée.

Même à haute mémoire, la propulsion de la goutte le long d’une trajectoire
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Figure 7.5 – Schéma du champ d’onde et force propulsive exercée par les ondes
sur la goutte. a) Schéma du champ généré par la goutte le long d’une orbite circulaire.
La composante axisymétrique du champ correspond à un mode J0 dont l’amplitude est
donné par le rayon de l’orbite. La force de propulsion exercée dépend des autres modes,
en particulier le mode J1 qui est antisymétrique. Celui ci tourne avec la goutte. b) Force
propulsive résultante Fp en fonction de la longueur de mémoire SMe, calculé à partir d’une
trajectoire circulaire et de l’équation 1.4. Dès que SMe ≈ 2πR est de l’ordre du périmètre de
l’orbite suivie, la force de propulsion converge vers une constante, qui détermine la vitesse
du marcheur.

circulaire est ainsi assurée. Qu’advient-il du rayon de l’orbite en l’absence de force
extérieure ?

7.2.2 Bilan de force radial

Au fur et à mesure des tours, la goutte construit des modes de champ globaux
correspondant aux fonctions de Bessel Jk. Le premier mode J0 présente la particu-
larité d’être axisymétrique. Son gradient orthoradial est donc identiquement nul, et
il ne contribue en rien à la propulsion de la goutte. En revanche, il peut induire
une force radiale comme nous l’avons vu au chapitre 4 et 6 avec la définition d’un
puits de potentiel effectif de l’interaction goutte/onde. Ce mode J0 induit en effet
une force radiale Fr ∝ J0(kFR)J1(kFR) qui confine le marcheur au voisinage d’un
zéro de J0, comme illustré sur la figure 7.6.

En présence d’une force centrale égale à l’accélération centrifuge, cette force
due aux ondes peut être nulle, de sorte que le rayon de l’orbite suivie est égal à
R1 = 0.37λF et que le mode J0 n’est pas excité. Au voisinage de cette valeur de R1,
la force radiale Fr peut être soit dirigée vers le centre (R1 > 0 et A0 < 0) soit vers
l’extérieur (R1 < 0 et A0 > 0). Ce raisonnement a été introduit au chapitre 4, dans
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Figure 7.6 – Force normale à la trajectoire exercée par les ondes sur la goutte.
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radial hR(r) du champ résultant pour deux rayons d’orbite RA et RB voisin de R1. c) Profil
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0 (R). d) Force exercée correspondante, qui permet de
maintenir la goutte le long de son orbite. e) Force radiale Fr exercée par les ondes sur
la goutte en fonction du rayon R de l’orbite considérée. La courbe rouge correspond à
un équilibre entre la force exercée par les ondes et l’accélération centrifuge ac = V 2/R. Il
existe donc des solutions non rectilignes dès que l’amplitude du champ d’onde est suffisante
pour compenser l’accélération centrifuge.

le cas d’une orbite circulaire en présence d’une force extérieure. Le raisonnement est
repris sur la figure 7.6 en l’absence de force extérieure.

Lorsque la force extérieure est coupée, l’accélération centrifuge n’est plus équili-
brée que par la force exercée par les ondes. Cette différence induit un décalage δR
du rayon de l’orbite qui génére un champ d’onde axisymétrique J0 d’amplitude non
nulle pouvant égaler l’accélération centrifuge. En effectuant un bilan de force radial,
δR est donc solution de l’équation :

CMeJ0(R1 + δR)J1(R1 + δR) =
V 2

R1 + δR
(7.2)

Avec kF = 1, et C la constante de couplage entre goutte et champ. Dans la limite de
grande mémoire, on a CMeJ1(R1)� V 2/R1. L’augmentation δR du rayon s’exprime
alors au premier ordre sous la forme :

δR =
1

CMe

V 2

R1J2
1 (R1)

(7.3)

Le produit MeδR est donc conservé. Le décalage de l’orbite sera donc d’autant plus
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faible que la mémoire est élevée. A la limite Me → +∞, le décalage de l’orbite est
nul.

Le léger incrément de rayon de l’orbite après coupure de la force extérieure est
d’ailleurs observé expérimentalement, comme le montre une lecture attentive de la
figure 7.2, en comparant la valeur de R pour t < 4 s et t > 6 s.

7.3 Conclusion

Ainsi, le premier mode de quantification en force centrale peut être observé pour
un marcheur libre. Ce résultat a été obtenu en préparant un état circulaire, puis
en relâchant le marcheur de toute contrainte. Le temps d’orbite est de l’ordre de
quelques tours expérimentalement, mais peut être étendu ad infinitum en simula-
tion numérique en diminuant l’amplitude du bruit. Cette limite de confinement nul
permet de révéler par une mesure directe que le potentiel effectif ondulatoire défini
au chapitre 4 est bien une propriété intrinsèque au marcheur : elle ne dépend plus
de la perturbation extérieure qui lui est appliquée.

Ces auto-orbites forment ainsi une brique élémentaire de la dynamique d’un
marcheur, et peuvent a priori être observées dans un grand nombre d’expériences
faites sur des marcheurs, dès que la mémoire est élevée. La figure 7.7 présente deux
exemples de dynamiques chaotiques obtenues pour Me > 100, dans le cas d’un puits
de potentiel central (figure 7.7a) et dans le cas d’un marcheur plongé dans une cavité
circulaire (figure 7.7b) qui impose des conditions aux bords pour le champ d’onde,
et confine ainsi le marcheur [44]. Dans les deux cas, on retrouve la persistance de
ces modes propres non propagatifs, pour deux forces extérieures appliquées d’origine
très diverses.

L’existence de modes non propagatifs pour le mouvement d’une particule libre
ne correspond pas au mouvement d’un point matériel isolé. Pour comprendre cette
dynamique, il est donc nécessaire d’invoquer un couplage de la goutte avec son en-
vironnement. Dans le cas présent, ce couplage est assuré par la mémoire de chemin,
qui permet de stocker de l’énergie sous la forme d’un champ d’onde entretenu par
la vibration verticale du bain. Cette énergie peut ensuite être restituée à la goutte
lors de son impact sur une surface inclinée. L’auto-orbite est donc un mode propre
mémoriel, qui correspond à une manifestation de la non localité temporelle du mar-
cheur.
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Figure 7.7 – Observation d’auto-orbites dans une dynamique chaotique. a)
Trajectoire expérimentale obtenue à Me ≈ 500 pour un marcheur confiné dans un puits de
potentiel harmonique. On observe la présence d’un grand nombre de boucles élementaires
correspondant au mode propre n = 1, à des distances variées du centre. b) Trajectoire
expérimentale obtenue à Me ≈ 100 pour un marcheur confiné dans une cavité circulaire,
qui impose des conditions aux bords pour le champ d’onde. De manière analogue, des
boucles élementaires décentrées sont observées au sein d’une dynamique chaotique.
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Chapitre 8

Retournement temporel de la
dynamique horizontale d’un
marcheur

En physique, la symétrie par renversement du temps des équations sous l’action
d’une transformation t → −t est une propriété générale des systèmes conservatifs.
Appliquée aux ondes, cette invariance mène à des possibilités inattendues comme le
miroir à conjugaison de phase en optique [89] ou le retournement temporel d’ondes
acoustiques [38, 39]. Une des propriétés les plus remarquables dans ce domaine est
la reconvergence d’une onde pulsée vers son lieu de focalisation, après qu’elle a été
diffusée par un ensemble de réflecteurs d’onde [9].

Cette réversibilité des systèmes conservatifs est valable même dans le cas d’une
dynamique chaotique [77]. Elle peut en principe être étendue au cas de systèmes non
conservatifs sous certaines conditions, comme l’a montré théoriquement R. Dewa-
ney [23]. Un système dynamique, pas nécessairement conservatif, est réversible s’il
existe une transformation G dans l’espace des phases qui retourne le sens d’écoule-
ment du temps et est aussi une involution. On entend par involution une transfor-
mation G qui, appliquée deux fois est égale à l’identité : G ◦G = Id.

Nous démontrerons dans ce chapitre que dans le cas d’un marcheur dont la dyna-
mique est non conservative, l’application d’un saut de phase de π est une involution
de ce type qui rend possible un retournement temporel du mouvement.
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Figure 8.1 – Rebond vertical et saut de phase provoqué. a) Schéma du mouvement
vertical de la goutte au cours du temps. Celle ci oscille à la même période TF que les ondes
de Faraday, égale au double de la période T0 d’oscillation du bain. Il existe donc deux phases
possibles du mouvement dont l’une seulement est représentée ici, celle où le contact a lieu
lors de la phase A. b) Durant deux cycles d’oscillation du bain, l’amplitude d’excitation
est augmentée, pour forcer un mouvement vertical de la goutte d’une durée de 3TF . La
goutte retombe donc dans la phase opposée (B) sur la surface du bain, en opposition de
phase avec son mouvement précédent, et l’ensemble des ondes qu’elle avait générées.

8.1 Une involution de la dynamique d’un marcheur :
le saut de phase de π

8.1.1 Principe

Le mouvement d’une goutte rebondissante étant sous-harmonique, il existe deux
phases possibles du mouvement, comme illustré sur la figure 8.1. La goutte rebondit
ainsi à la fréquence de Faraday fF , égale à la moitié de la fréquence f0 d’oscillation
du bain. Les deux phases possibles du mouvement correspondent à des rebonds lors
des phases paires de l’oscillation du bain (A) ou impaires (B). Dans des conditions
normales, les rebonds de la goutte sont synchronisés et la goutte impacte toujours
le bain dans la même phase du rebond.

A chaque rebond, la goutte émet une onde de même phase qu’elle, e.g. en phase
A, qui oscille également à la fréquence moitié du forçage. L’ensemble goutte et ondes
est donc synchronisé sur une seule phase d’oscillation du bain.
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On se propose ici de provoquer un changement de phase en forçant par exemple
un saut de la phase A vers la phase B. Pour cela, l’amplitude d’excitation du bain
liquide est augmentée durant une période de Faraday, comme illustré en figure 8.1b.
La goutte qui rebondissait initialement dans une phase A se retrouve après ce saut de
phase provoqué à rebondir sur le bain durant l’autre phase d’oscillation du bain (B).
Une augmentation de l’amplitude d’oscillation provoquera un vol parabolique d’une
durée supérieure à une période, ce qui garantit que la goutte ne subira l’accélération
supplémentaire qu’au cours d’un unique rebond.

On peut déjà signaler que ce changement de phase de π est une involution de la
dynamique puisque, répété deux fois, le saut de phase ramène la goutte dans la phase
initiale de son mouvement vertical. Par ailleurs, les ondes stationnaires de Faraday
étant générées par les rebonds de la goutte, leur phase d’émission sera modifiée par
le saut de phase. Préalablement générées en phase A, les nouvelles ondes seront
générées en phase B. En revanche, des ondes précédemments émises en phase A
resterons synchronisées sur cette phase après saut de phase.

8.1.2 Réalisation expérimentale d’un saut de phase provoqué

Pour réaliser un saut de phase de π, nous avons tiré profit de la souplesse du
dispositif présenté au chapitre 2. Comme l’accélération du pot vibrant est contrôlée
par ordinateur, il suffit d’implémenter le signal de la figure 8.1b qui correspond à
une augmentation de l’amplitude d’accélération γ1 = γ0 +∆γ0 durant deux périodes
d’oscillation du bain, soit une période TF de Faraday. Le signal reste sinusoïdal
durant toute la durée de la perturbation.

L’augmentation d’amplitude a tout d’abord été contrôlée par déclenchement ma-
nuel afin de tester le procédé. Pour l’étude statistique de l’influence de ces sauts de
phase sur la dynamique horizontale, une automatisation supplémentaire a été implé-
mentée. Elle permet d’appliquer l’accélération verticale additionnelle ∆γ0 à intervalle
de temps régulier. La durée Tr de l’intervalle a été choisie à 10 secondes pour les
études statistiques d’évènements décorrélés. Pour l’étude des corrélations entre saut
de phase successifs sur l’évolution de la dynamique, la durée de l’intervalle a été
réduite jusqu’à une seconde entre deux sauts de phase.

Le temps de réponse du pot vibrant étant de l’ordre de la période verticale
d’oscillation, le signal obtenu a été mesuré à l’aide d’un accéléromètre pour vérifier
la forme du signal récupéré. Les deux oscillations (phases A et B) sont d’amplitudes
égales, et leur valeur absolue est en accord avec la valeur attendue.

La valeur précise de ∆γ0 nécessaire pour provoquer un saut de phase de π a été
ajustée par tatonnement, afin de provoquer des sauts de phase de π reproductible. Il
n’existe en effet qu’une plage étroite de valeur de ∆γ0 pour laquelle un saut de phase
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Figure 8.2 – Mouvement vertical de la goutte avant et après saut de phase.Détail
du mouvement vertical z(t) obtenu à la caméra rapide à 400 images/s. Les traits verticaux
correspondent à la phase A de rebond. Au moment de l’application d’une accélération
d’amplitude supérieure, la goutte effectue un vol parabolique de plus grande durée, suivi
d’un rebond de très faible amplitude. La goutte retrouve alors rapidement un mouvement
régulier, mais les nouveaux impacts de la goutte sur le bain sont déphasés de π par rapport
aux rebonds précédants le saut de phase.

de π est provoqué. Cette valeur ne correspond d’ailleurs pas nécessairement à celle
attendue par le calcul du temps de vol parabolique, en raison de la déformabilité de
la goutte à l’impact, qui peut provoquer une dynamique plus complexe qu’une bille
rebondissant sur un plateau [47].

Cette recherche de l’accélération optimale permettant de provoquer un saut de
phase de π a été assistée par une observation directe du mouvement vertical de la
goutte. Un saut de phase réussi correspond à une bonne resynchronisation du mou-
vement vertical après seulement quelques périodes d’oscillation du bain. La valeur
de ∆γ0 est de l’ordre de 0.5γ0.

8.1.3 Saut de phase de π : effet sur le mouvement horizontal
d’un marcheur

Pour observer le mouvement vertical et horizontal de la goutte au cours du temps,
celle-ci a été filmée à l’aide d’une caméra rapide faisant un angle de 30◦ par rapport
à la verticale, à 400 images par secondes. Le dispositif d’observation et d’éclairage
est similaire à celui utilisé pour l’observation du mouvement horizontal simple étudié
au cours des chapitres précédents.

Avec une caméra rapide enregistrant 10 images par période du mouvement ver-
tical, cet angle de vue permet de suivre à la fois le mouvement vertical et le mouve-
ment horizontal de la goutte. La position de cette dernière est détectée à l’aide d’un
algorithme de détection de particule, analogue à celui présenté au chapitre 2.

Le mouvement vertical typique z(t) de la goutte lors d’un saut de phase provoqué
est présenté en figure 8.2a en fonction du temps. Avant le saut de phase (trait rouge),
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le mouvement vertical est régulier de période T = 1/40 s égale à la période TF
de Faraday. L’augmentation de l’accélération du pot vibrant provoque un saut de
phase de plus grande amplitude, suivi d’un second bien plus court. Après quelques
oscillations verticales supplémentaires, le rebond vertical redevient régulier, mais en
opposition de phase. Les instants des phases A représentés en traits gris verticaux
sont déphasés de π par rapport à la nouvelle phase de rebond.

Le signal obtenu ne dépend pas de la phase initiale de la goutte choisie, et permet
aussi bien de faire passer une goutte d’une phase A vers une phase B qu’une goutte
d’une phase B vers une phase A.

Les ondes excitées paramétriquement et antérieures au saut de phase ne sont
pratiquement pas affectées par la légère perturbation du forçage. Les impacts de la
goutte sur la surface sont donc déphasés de π par rapport à ces ondes précédemment
générées. Le champ d’onde h, lors d’un saut de phase à l’instant tπ subit donc, du
point de vue de la goutte, la transformation suivante :

h(t+π ) = −h(t−π ) (8.1)

Après saut de phase, la goutte génèrera de nouveau des ondes en phase avec elle, le
champ d’onde total vaudra donc :

h(~ρ, t) = −
∑

−∞<tn<tπ
h0J0(||~ρ− ~r(tn)||)e−(t−tn)/MeTF (8.2)

+
∑

tπ<tn<t

h0J0(||~ρ− ~r(tn)||)e−(t−tn)/MeTF (8.3)

Les ondes nouvellement émises sont ainsi en opposition de phase avec celles précé-
demment émises.

8.2 Saut de phase de π et dynamique horizontale

Le principe d’application de ces sauts de phase ayant été validé par l’observation
directe de la dynamique verticale, on se propose dans cette section d’étudier leur
influence sur la dynamique horizontale dans le cas d’orbites simples périodique, puis
de trajectoires chaotiques.

8.2.1 Du saut de phase au retournement temporel de la tra-
jectoire

Pour un marcheur libre se propageant en ligne droite, un saut de phase provoqué
induit après quelques périodes du rebond vertical un retour de la goutte le long de
son chemin précédement suivi. Il en va de même pour une trajectoire courbe comme
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Figure 8.3 – Trajectoire suivie par la goutte avant et après saut de phase.
Position ~r = (x, y, z) de la goutte au cours du temps, filmée à la caméra rapide (400Hz).
Trajectoire de la goutte avant saut de phase (rouge), pendant le saut de phase (noir), et
après saut de phase (bleu). On observe un retour du marcheur sur ses pas, après seulement
deux oscillations verticales sur place.

l’illustre la figure 8.3. En vue de côté, les mouvements horizontaux et verticaux de
la goutte peuvent être représentés simultanément.

Le saut de phase de π appliqué au mouvement vertical engendre un changement
de sens de la force Fondes générée par les ondes sur la goutte. Le résultat est un
retour sur ses pas de cette dernière, après seulement quelques oscillations verticales
du bain. La goutte retrouve ensuite sa vitesse avant saut de phase en quelques
rebonds verticaux ce qui correspond à un temps de l’ordre de TV = 0.14 s où TV est
le temps de retour à la vitesse d’équilibre défini et mesuré au chapitre 3.

Ce premier retournement met déjà en évidence qu’il est possible d’inverser le
sens de parcours d’une trajectoire, par application d’un saut de phase de π dans le
mouvement vertical de la goutte.

Jusqu’ici, le mouvement de la goutte était toujours synchronisé sur celui des
ondes. Il n’y avait donc jamais eu besoin de considérer l’onde comme un objet
oscillant à la période de Faraday. Cette expérience révèle l’influence possible d’une
onde générée à une autre phase que celle du rebond de la goutte.

8.2.2 Retournement temporel

Par application d’un saut de phase de π, le mouvement d’un marcheur le long
d’orbites périodiques telles qu’une lemnsicate ou une trajectoire circulaire peut éga-
lement être inversé. Les figures 8.4a et b présente deux illustrations de ce type de
retournement, pour une mémoire Me = 50 dans des régimes d’orbites stables.
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Figure 8.4 – Saut de phase pour une trajectoire régulière. a) Application d’un
saut de phase lors d’un mouvement circulaire uniforme du niveau n = 2, pour Me=50.
Trajectoire avant saut de phase (rouge), et après saut de phase (bleu). b) Application d’un
saut de phase lors d’un mouvement en lemniscate, pour Me=100. Trajectoire avant saut
de phase (rouge), et après saut de phase (bleu). On observe un point de rebroussement
puis une trajectoire de même type mais parcourue en sens inverse.

La trajectoire avant retournement a été représentée en rouge, et celle après saut
de phase en bleu. Dans les deux cas, le saut de phase provoque un changement
immédiat de sens de parcours de la trajectoire antérieure.

Induire un saut de phase permet donc, dans une situation d’orbite périodique,
de changer brusquement le sens de la vitesse, et donc le signe du moment cinétique.
La conséquence est un parcours de la trajectoire passée en sens inverse, i.e. un
retournement temporel pour le marcheur.

Notons que ce retournement du vecteur vitesse n’est pourtant pas garanti pour
un marcheur. Par exemple dans le régime de basse mémoire (Me ≈ 10) où la goutte
suit une trajectoire circulaire, le mouvement n’est pas retourné : après saut de phase,
la goutte se dirige en direction du centre. Cet effet provient d’une diminution de la
force de propulsion après le saut de phase, en raison de la décroissance rapide des
ondes générées avant le saut de phase.

Il est donc possible d’obtenir une forme de retournement temporel pour les tra-
jectoires suivies par application d’un saut de phase de π dès que la mémoire est
supérieure à TV , i.e. que le champ d’onde est peu affecté par les quelques rebonds
sur place effectués par la goutte. Observé dans le cas de trajectoires stables, ce re-
tournement peut il être étendu à des trajectoires plus complexes, instables, telles
qu’elles sont observées dans les régimes chaotiques du chapitre 5 ?
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Figure 8.5 – Saut de phase pour une trajectoire chaotique. a) et b) Influence d’un
saut de phase forcé dans une dynamique intermittente obtenue pour Me ≈ 150 et Λ = 1.6.
Trajectoire avant saut de phase (rouge), et après saut de phase (bleu). On observe un point
de rebroussement, puis une trajectoire suivant le chemin aller durant un temps ∆t ≈ 50TF .
Une fois ce temps écoulé, la distance entre trajectoire aller et trajectoire retour diverge
rapidement.

8.2.3 Retournement temporel d’une trajectoire chaotique

L’invariance temporelle du mouvement dans le cas de trajectoires périodiques
n’est finalement que peu surprenante : il suffit en effet de changer le sens de la
vitesse de la goutte (~V (t+π ) = −~V (t−π ) pour que la goutte revienne sur ses pas.

Pour tester la robustesse de cette invariance, on se propose d’appliquer cette
technique a des trajectoires plus complexes. Celles ci peuvent être obtenues dans
les zones d’intermittence, qui ont été étudiées au chapitre 5. Afin d’obtenir une
dynamique la plus erratique possible, on se place dans la limite de haute mémoire
Me > 100, et pour des trajectoires de grande extension spatiale (Λ ≈ 1.6).

Pour une telle dynamique chaotique, l’évolution temporelle du chemin suivie est
extrêmement sensible aux conditions initiales : partant de deux trajectoires infini-
ment proches, la distance qui les sépare diverge exponentiellement. Pour ce régime,
le temps typique de divergence est de l’ordre de 20 rebonds. Que se passe-t-il après
un saut de phase provoqué ?

La figure 8.5 présente deux exemples de trajectoires chaotiques, avant et après
un saut de phase provoqué. Les trajectoires antérieures sont représentées en rouge,
et les trajectoires après saut de phase en bleu. On peut voir que même dans le
cas d’une trajectoire désordonnée, le saut de phase provoque un rebroussement du
mouvement de la goutte. Le chemin retour suivi est identique à celui suivi à l’aller,
sur une longueur typique l’ordre de la longueur d’onde de Faraday λF , qui correspond
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Figure 8.6 – Statistique de la durée des retournements. a) Principe de mesure de la
distance entre chemin suivi à l’aller et au retour, pour un saut de phase de π forcé à tπ = 0.
Pour un temps ∆t après retournement, la distance d||~r(∆t)−~r(−∆t)|| mesure l’écart entre
trajectoire aller et retour. La durée ∆t est ensuite donné en nombre de rebond N = ∆t/TF .
b) Distance d entre trajectoire aller et retour en fonction du nombre de rebonds écoulé
depuis le saut de phase. On observe une divergence de certaines trajectoires au delà de
N ≈ 50. Pour N < 40, toutes les trajectoires aller et voisine sont telles que d < 0.2λF . c)
d) et e) Histogramme des distances d entre trajectoire aller et retour respectivement pour
N = 20, N = 40 et N = 60. On observe un lent étalement de l’histogramme au cours du
temps. Pour N = 60, environ 30% des trajectoires sont telles que d < 0.2λF .

à une durée de plusieurs secondes. Après ce laps de temps, trajectoire aller et retour
divergent de nouveau.

Le saut de phase de π n’est donc pas un simple changement de signe de la vitesse
instantanée de la goutte, mais bien un retournement temporel de la trajectoire, sur
un intervalle de temps non nul.

Ces comportements peuvent être analysés statistiquement. Pour cela, des sauts
de phase répétés ont été appliqués à la goutte, avec un intervalle de temps de 10
secondes entre deux retournements. Cette durée est 4 fois supérieure au temps de
mémoire MeTF , pour laisser le temps à la trajectoire suivie par la goutte d’évoluer
entre deux retournements successifs.
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La mesure d’une corrélation entre chemin aller et chemin retour est effectuée via
la distance d entre les positions de la goutte à deux temps symétriques par rapport à
l’instant tπ du saut de phase provoqué comme illustré sur la figure 8.6a. En prenant
l’origine des temps en tπ, la distance d est ainsi donnée par :

d(∆t) = ||~r(−∆t)− ~r(∆t)|| (8.4)

Pour éviter les décalages induit par une différence de vitesse entre trajectoire aller
et retour, la distance d a été choisie comme le minimum entre ~r(∆t) et la trajectoire
suivie avant retournement (voir figure 8.6a pour la définition géométrique de dmin).

Une mesure similaire peut être obtenue à partir de la direction des vitesses U =
~V (tπ −∆t).~V (tπ + ∆t). Les résultats obtenus à partir de d et de U sont analogues.

La figure 8.6b présente cette distance d mesurée pour 150 trajectoires différentes
au voisinage d’un saut de phase provoqué, en fonction du nombre de rebond N

écoulé depuis le retournement. Rappelons que la durée entre deux rebonds est de
TF = 1/40 s, on a donc N = ∆T/TF . On observe que la distance entre la trajectoire
suivie à l’aller et celle suivie au retour reste quasi-nul sur 40 rebonds, avant que
certaines trajectoires ne divergent à nouveau.

Cette divergence des trajectoires au cours du temps ∆t écoulé depuis le retourne-
ment peut être analysée à partir d’histogramme de la distance d, comme présenté en
figures 8.6c, d et e pour des durées croissantes ∆t = 20, 40 et 60 TF du temps écoulé
depuis l’instant tπ du retournement. Pour ∆t=20 TF , aucune trajectoire n’a encore
divergée. Pour ∆t = 40 TF , une petite fraction d’entre elles commence à s’éloigner.
Pour ∆t =60 TF , il reste 30% de trajectoires dont la distance d est inférieure à 0.5
λF , les 70 % restant ayant divergé (d>0.5λF ).

Cette représentation illustre la robustesse du processus de retournement, quel que
soit la trajectoire suivie, sur une durée de l’ordre de 40 périodes du rebond vertical.
Au delà, les trajectoires aller et retour divergent de nouveau. Notons que cette durée
du retournement est comparable à la moitié du temps de mémoire τ/2 ≈ 50 TF .

Les corrélations U(∆t) sur l’orientation du vecteur vitesse avant et après une
durée ∆t depuis le retournement montrent que la distribution de U devient isotrope
pour ∆t ≈ 100TF . Le saut de phase induit donc une perturbation de la dynamique
sur un temps de l’ordre du temps de mémoire. Sur cet intervalle de temps, l’évolution
de la dynamique chaotique est inhibée.

Même pour une trajectoire complexe, un marcheur soumis à un saut de phase
de π revisite ainsi le chemin précédemment suivi.

L’observation de points de rebroussement peut s’expliquer par un changement de
signe de la pente générée par les ondes au moment du retournement. En revanche,
les corrélations temporelles induites par ces sauts de phase ne peuvent s’expliquer
par un simple renversement de la pente locale. Par quel mécanisme le marcheur
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Figure 8.7 – Observation directe de l’évolution du champ d’onde avant et après
retournement. a) Champ d’onde obtenu juste avant retournement. La trajectoire passé a
été superposée en bleu, sur une longueur de persistance SM = V0MeTF /2 ≈ 2λF . Notons le
champ d’onde de forte amplitude qui a été généré derrière le marcheur. b) Champ d’onde
résultant après une durée ∆t = 1 s suivant le saut de phase. La goutte a suivi le chemin
aller. Le résultat est une bien moindre intensité du champ laissé derrière la goutte. Le
champ résultant du parcours d’un chemin dans une phase A à l’aller puis une phase B au
retour est d’amplitude plus faible.

peut-il revisiter, sur un laps de temps de l’ordre de la mémoire, la trajectoire qu’il
a suivie à l’aller ?

8.3 Un processus de relecture et d’effacement dy-
namique du champ d’onde antérieur

L’observation directe du champ d’onde généré par le marcheur permet de mettre
en évidence l’origine du phénomène de retournement temporel, ainsi que la cause
de cette limitation dans le temps. Pour cela, nous étudierons un cas typique de
retournement temporel induit par un saut de phase provoqué lors d’une trajectoire
chaotique.
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8.3.1 Observation directe du champ d’onde

Le champ d’onde est enregistré avec une caméra rapide à 800 images par seconde,
synchronisée sur l’oscillation verticale du bain. La technique d’éclairage et de visua-
lisation du champ d’onde est analogue à celle présentée au chapitre 2. A partir de
ces images, deux films stromboscopés à la fréquence moitié de l’oscillation du bain
peuvent être extraits. Ils correspondent respectivement à la phase A et à la phase B
du mouvement vertical. La position de la goutte par rapport à la surface met bien
évidence le changement de phase de π après application de la perturbation.

La figure 8.7 présente deux photographies du champ d’onde, prises en phase B
juste avant le retournement pour le premier (figure 8.7a), et en phase A 1.5 secondes
après le retournement (figure 8.7b). Dans les deux cas, la goutte se retrouve donc
clairement visible, en l’air au dessus du bain. La trajectoire suivie avant le saut de
phase est représentée en bleu, tandis que la trajectoire suivie après saut de phase
est représentée en rouge.

Bien que les trajectoires suivies dans un passé proche soit le symétrique l’une
de l’autre, les champs d’onde associés sont bien différents. A la fin du chemin aller,
le champ d’onde généré est de forte amplitude et présente une structure complexe,
en particulier le long du chemin que le marcheur a précédemment suivi. Après avoir
parcouru le chemin retour, le marcheur n’a laissé derrière lui qu’un champ d’onde
de faible amplitude.

En utilisant la méthode présentée au chapitre 2 pour la mesure de l’amplitude
relative d’un champ d’onde, les amplitudes du champ laissé par le marcheur lors du
chemin aller et du chemin retour peuvent être comparées. Cette mesure de l’am-
plitude moyenne A des ondes est effectuée sur un disque de diamètre 2λF , dont le
centre est situé à 2λF derrière la goutte. La mesure du rapport Aaller/Aretour met en
évidence que l’amplitude du champ laissé a été divisée par trois entre l’aller et le
retour.

Ces photographies et la mesure de l’amplitude des ondes correspondantes révèlent
ainsi un processus d’effacement du champ d’onde précédemment généré, lorsque la
goutte repasse par son propre chemin en opposition de phase.

8.3.2 Origine du retournement et effacement temporel

Pour comprendre l’origine de cet effacement, il faut revenir au principe de super-
position des ondes que la goutte génère à chaque impact sur le bain. Ce principe de
superposition appliqué à un marcheur de même phase A implique que deux ondes
d’amplitude A0 émises au même endroit interfèrent constructivement : le champ
résultant est d’amplitude double.

En cas de saut de phase, les ondes nouvellement émises sont en opposition de
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Figure 8.8 – Principe d’effacement du chemin par saut de phase de π. a) Schéma
d’une trajectoire suivie par une goutte de phase A, qui laisse derrière elle un chemin de
sources d’onde de même phase (A). Ceux ci sont représentés par cercles concentriques
noirs. b) Au moment du saut de phase, la goutte passe d’une phase A à une phase B.
L’ensemble des ondes précédemment émises seront maintenant déphasées de π aux instants
des nouveaux chocs. La pente générée par ces ondes sur la goutte est maintenant de signe
opposé : celle ci va revisiter le chemin émis à l’aller. c) Au fur et à mesure des rebonds, la
goutte génère des ondes de phase B, à l’endroit où elle avait générée des ondes de phase
A. Le résultat est une interférence destructive entre ces sources d’onde. Pour une durée
∆t � MeTF , seul le champ d’onde généré par les sources visitées une fois et une seule
contribue au champ total. Déphasé de π par rapport à la goutte, ce champ d’onde génère
une force qui la guide le long du chemin aller.

phase par rapport à celles émises avant le saut de phase. Un chemin qui a été visité
par un marcheur de phase A à l’aller et de phase B au retour (ou inversement),
induira une interférence destructive du champ généré au retour avec celui crée à
l’aller. Pour le calcul du champ total généré, seules les portions de trajectoires qui
n’ont été visitées qu’une seule fois contribueront significativement au champ total.

Ce processus d’interférence destructive induit par un saut de phase provoqué est
illustré en figure 8.8. Il permet également de comprendre en quoi le retournement
temporel de la trajectoire suivie n’est pas uniquement un renversement instantané
du vecteur vitesse. Le long d’un chemin quelconque, le marcheur laisse derrière lui
un chemin de sources (figure 8.8a). Après saut de phase provoqué, ce champ h subit
une transformation h→ −h qui induit un changement de sens de la force exercée à
l’instant tπ du retournement (figure 8.8b). Au fur et à mesure du parcours retour de
cette trajectoire, le chemin suivi depuis le retournement a été parcouru une fois dans
chacun des phases. Le champ généré par ce double parcours de la portion de chemin
est donc nul tant que le temps écoulé est petit devant le temps d’amortissement



174
CHAPITRE 8. RETOURNEMENT TEMPOREL DE LA DYNAMIQUE

HORIZONTALE D’UN MARCHEUR

MeTF des ondes.
Le champ résultant est donc généré uniquement par la portion de chemin qui

n’a été visité qu’une seule fois et qui se situe toujours devant le marcheur. La force
~Fondes générée par la goutte en ∆t s’exprime donc en fonction de la force générée en
−∆t par :

~Fondes(∆t) = −e
−2∆t
MeTF ~Fondes(−∆t) + e

−∆t
MeTF

∑

0<tn<∆t

h0J0(||~ρ− ~r(tn)||)2 sinh
tn

MeTF

(8.5)
Tant que 2∆t � Me, on a sinh tn/(MeTF ) � 1 et e−2∆t/(MeTF ) ≈ 1 la force exercée
par les ondes sur la goutte peut être considérée comme de sens opposé :

~Fondes(∆t) ≈ − ~Fondes(−∆t) (8.6)

Cet effet d’interférences desctructives entre les sources d’ondes laissées à l’aller et le
retour garantit une force exercée par les ondes sur la goutte de sens opposé, tant que
l’intervalle de temps écoulé est inférieur au temps de mémoire. Cet effet explique éga-
lement la diminution d’amplitude du champ total, puisque seule le chemin parcouru
une seule fois contribue significativement au champ total.

La stabilité de cette trajectoire vis à vis d’une perturbation transverse est éga-
lement assurée. En effet, un marcheur laissant derrière lui un chemin de sources
d’ondes J0, il avance sur le front d’une crête du champ d’onde. Après saut de phase,
cette crête se transforme en creux, rendant la trajectoire aller stable vis à vis d’une
perturbation transverse. Des oscillations de la trajectoire retour autour de la trajec-
toire aller peuvent d’ailleurs être observées, comme c’est le cas pour les extraits de
trajectoires chaotiques de la figure 8.5a) et b).

Lorsque la goutte a parcourue une longueur de l’ordre de SMe/2, l’"ancien" champ
d’onde a disparu. Le nouveau champ émis par la goutte n’est plus soumis au proces-
sus d’effacement, et celle-ci recommence la construction d’un nouveau champ d’onde
global. La goutte retrouve alors sa liberté originelle, et la trajectoire suivie n’est plus
corrélée avec celle précédemment suivie.

8.3.3 Perspectives

Cette étude de l’influence d’un saut de phase provoqué sur la dynamique d’un
marcheur a mis en évidence qu’il était possible d’inverser le sens de parcours de la
trajectoire suivie. A ce stade, plusieurs questions restent néanmoins en suspens :

— Le long de cette trajectoire, des fluctuations de vitesse peuvent apparaître.
Seront-elles également retournées ? La présence d’un terme d’inertie et d’un
terme de friction dans l’équation d’évolution d’un marcheur laisse penser qu’il
y aura déphasage entre fluctuations de vitesse aller et retour.
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Figure 8.9 – Inhibition du chaos par sauts de phase répétés. a) Trajectoire chao-
tique obtenue pour Me = 70. b) Application de multiples saut de phase, espacés par une
durée Tr = 2.5 s. La goutte se retrouve piégé le long d’une trajectoire dont la périodicité
est donné l’intervalle de temps Tr entre deux retournements.

— Le retournement temporel est valable sur un temps comparable au temps de
mémoire, même pour une trajectoire complexe. Les temps mis en jeu sont
alors de l’ordre de plusieurs secondes. Que se passe-t-il si l’on provoque des
sauts de phase à intervalle plus court que ce temps typique de divergence ?

8.3.4 Inhibition d’un régime chaotique

Le retournement temporel local du sens de parcours peut être étendu au cas
de multiples sauts de phase. On considère pour cela une suite de retournements,
espacées d’une période Tr entre eux. La figure 8.9 présente un exemple de sauts de
phase répétés, appliqués au cours d’un régime chaotique (figure 8.9b). On observe
une série de trajectoire identiques, là où, initialement, le signal était chaotique.

Par cette technique, il est possible d’inhiber l’apparition du chaos en bloquant
le marcheur le long de trajectoires particulières. En forçant la goutte à revisiter des
zones où des ondes ont été émises en opposition de phase, le champ d’onde subit
périodiquement une interference destructive.

8.4 Conclusion

Ainsi, il est possible de retourner le sens de propagation d’un marcheur, par
application d’un saut de phase de π à la dynamique verticale d’une goutte. Le
résultat est un retour sur ses pas de la goutte, sur une durée comparable au temps
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d’amortissement des ondes.
Lors de ce processus de relecture de l’information inscrite dans le champ d’onde,

la goutte efface sur son chemin le message précédemment inscrit. Ce phénomène
peut s’expliquer par une interférence desctructive entre sources aller et retour, qui
sont déphasées de π entre elles.

Le test de l’invariance temporelle de la dynamique d’un marcheur est rendu
possible par l’existence d’une mémoire ondulatoire qui stocke des informations sur
la trajectoire précedemment suivie. Régie par une équation d’onde, ces mémoires
ondulatoires sont ainsi "relues", en opposition de phase grâce à l’application d’un
saut de phase de π au mouvement vertical de la goutte.



Conclusion

Grâce à l’utilisation d’un dispositif magnétique, un marcheur a pu être piégé par
une force extérieure. Le confinement dans un puits de potentiel harmonique a alors
servi de moyen d’exploration de la dynamique d’un marcheur.

Une première étude dans le régime dit de basse mémoire a mis en évidence le
caractère dissipatif de la dynamique longitudinale. Les fluctuations de vitesse sont
alors régies par un équilibre entre friction et force de propulsion, qui peuvent être
décrites par un terme de friction de Rayleigh. La conséquence pour la dynamique du
marcheur est l’existence d’un temps caractéristique de retour à la vitesse d’équilibre.
La dynamique longitudinale est ainsi pilotée par ce temps de retour, en plus du
couplage potentiel entre goutte et champ précédemment généré qui n’agit que comme
une perturbation de cet équilibre. Dans ce régime, le marcheur peut finalement être
considéré comme une particule auto-propulsée non brownienne.

La dynamique selon la direction transverse au mouvement s’affranchit de cet
équilibre entre propulsion et dissipation. Selon cette direction, le mouvement du
marcheur peut être décrit par une équation conservative, mettant en jeu les forces
extérieures et la force exercée par les ondes sur la goutte. Une des conséquences est
un changement des trajectoires de base : les ellipses, paraboles, et autres courbes
standards de la mécanique du point ne sont plus solutions des équations du mou-
vement. Seul l’orbite circulaire reste solution, en l’absence de force transverse au
mouvement exercée par les ondes sur la goutte.

L’étude de la dynamique à plus haute mémoire a mis en évidence l’apparition
d’une famille de trajectoires stables qui peuvent être décrites par deux observables
discrètes, l’extension spatiale moyenne R̄ et le moment cinétique moyen L̄. Ces deux
grandeurs permettent de définir deux nombres n et m qui suivent les règles de
sélection suivantes :

— R̄ = Rn, avec n entier et J0(Rn) = 0.
— L̄ = Lm, avec m entier, J0(Lm) = 0 pour m 6= 0 et L0 = 0.
— m ∈ {−n,−n+ 2, ..., n}.

Ces règles de sélections définissent un jeu d’états propres de la dynamique, qui sont
caractérisés à la fois par des trajectoires spécifiques et par des modes de champ asso-
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ciés. L’excitation d’un champ d’onde par la goutte permet d’observer ces trajectoires
non circulaires. Une famille de courbes géométriques émerge alors : les k-courbes de
Cassini dont la courbure le long de la trajectoire s’exprime en fonction des forces
appliquées. Des règles de sélection des symétries et des tailles de trajectoires opèrent
alors : la lemniscate et le trifolium en sont des exemples remarquables.

Les trajectoires observées minimisent l’amplitude du mode de champ présentant
la même symétrie que la trajectoire suivie. Démontré dans le cas du cercle et par-
tiellement analysé pour la lemniscate, ce résultat suggère l’existence d’un processus
d’auto-organisation entre trajectoires suivies et champ d’onde généré.

Le rôle joué par la mémoire dans la stabilisation des états propres est double.
Suivant le confinement imposé, l’augmentation de la mémoire de chemin mène à
des trajectoires quantifiées, stables, ou au contraire à une dynamique chaotique.
Cependant, les Cassiniennes, modes propres de la dynamique, persistent dans cette
dynamique désordonnée. Ces trajectoires particulières forment ainsi une base d’états
propres qui composent les trajectoires plus complexes : une superposition d’état est
observée sous la forme d’une dynamique intermittente entre états voisins. Compte
tenu du faible nombre de dimensions mises en jeu, cette dynamique reste, au moins
partiellement, déterministe.

L’analyse pas à pas de l’apparition de cette intermittence a mis en évidence deux
scénario de perte de déterminisme. Le premier résulte de l’influence grandissante du
champ d’onde sur la dynamique de la goutte. Il apparaît une seconde fréquence non
commensurable par rapport à la période des orbites circulaires du niveau n = 1,
qui mène à des signaux chaotiques. Cette dynamique révèle une hypersensibilité
aux conditions initiales : le déterminisme est perdu après un temps fini. Pour une
extension spatiale supérieure des trajectoires, l’apparition des transitions n’est plus
déterministe, mais les régimes transitoires entre niveaux restent déterministes. Dans
ce second mécanisme de perte de déterminisme, la mémoire semble jouer un rôle
d’amplificateur de bruits.

L’augmentation de la cohérence temporelle rend ainsi la dynamique d’un mar-
cheur de plus en plus erratique. Cette perte de déterminisme par augmentation
de la cohérence temporelle du système n’est peut être pas spécifique à une goutte
rebondissante, et mériterait, je pense, d’être étudié dans d’autres systèmes.

Les états propres ainsi révélés présentent la caractéristique de ne pas dépendre
de la forme du puits de potentiel qui a pourtant servi à les obtenir. Pour tester
l’existence intrinsèque de solutions non rectiligne uniforme en l’absence de toute
action extérieure, une expérience de libération d’un marcheur a été mise au point.
Grâce à une coupure de la force exercée, des auto-orbites ont pu être observé durant
quelques tours de piste. Dans ce régime, la sensibilité à un bruit extérieur a également
été retrouvée : en simulation numérique, pour un bruit d’amplitude nulle, la durée
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de l’auto-orbite n’est pas bornée.
A la lumière de ces différents résultats, il est intéressant de revenir sur l’ingrédient

générateur de l’ensemble de ces phénomènes : la mémoire de chemin.
La spécificité du marcheur résulte ainsi de l’existence d’une cohérence temporelle,

i.e un couplage entre le mouvement présent et de la trajectoire précédemment suivie.
Une première conséquence est que la dynamique d’un objet ponctuel en espace
mais étendu en temps ne peut être réduite à celle d’un point matériel. Cet effet se
manifeste par des forces qui dépendent des dérivées successives de la position, ou
une dynamique pilotée par un nombre de degré de liberté plus élevé que celle d’un
mobile ponctuel.

Il est ainsi possible d’observer, pour une goutte, des phénomènes typiques d’ob-
jets étendus en espace comme une sélection de modes propres d’origine ondulatoire
pour les trajectoires suivies, ou l’observation d’un mode non propagatif (auto-orbite).
En englobant le champ d’onde dans la description, le marcheur redevient pourtant
un simple objet classique, étendu en espace, mais dont l’évolution est régie par des
équations locales en temps, i.e. ne faisant intervenir que l’instant présent. Cette
transcription en une dynamique locale d’un système à mémoire peut toujours être
obtenu pour un système usuel, en englobant l’ensemble du support de stockage de
l’information.

Que dire d’une dynamique qui ne pourrait pas être réduite à des équations locales
en temps ? Nous parlons ici d’un objet qui est défini dans un espace spatio-temporel,
et dont la dynamique ne peut être réduite à des équations locales en temps contenant
toute l’information. Cet objet occuperait, par exemple, un volume (∆L)3 de l’espace,
et une durée ∆T sur l’axe des temps.

Se pose alors un certain nombre de problèmes logiques : pour un tel objet étendu
en temps et en espace, que signifie "mesurer" ?

En cherchant à mesurer une propriété de cet objet comme son énergie totale à
un instant t donné, seule une information très partielle pourra être acquise. En effet,
notre objet ne pouvant être entièrement défini que sur un intervalle de temps ∆T ,
une mesure à un instant t donné ne le caractérisera pas entièrement.

Qu’adviendra-t-il si l’on répète plusieurs fois cette mesure à des instants successifs
différents ? L’indépendance de ces mesures amène à une contradiction. Dans le cas
de mesures qui ne perturbent en rien la cohérence temporelle de l’objet en question,
l’ensemble de l’information le définissant pourrait finalement être acquise de manière
séquentielle. Ainsi après N mesures indépendantes l’objet initial peut être défini à
un instant t fixé, par l’ensemble des résultats des mesures acquises.

Deux mesures successives sur un objet étendu en temps et en espace ne seront
donc pas indépendantes : toute mesure devrait affecter la cohérence temporelle du
système en question. Ce problème de la mesure se posera en particulier dans le cas
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d’états temporellement étendus, i.e. qui ne peuvent être définis à un instant t donné.
Comme seule une information très partielle peut être obtenue à chaque mesure,

et que cette mesure modifiera l’état du système, il n’est d’ailleurs peut être pas néces-
saire, en pratique, de chercher à décrire cette cohérence temporelle. En oubliant toute
cohérence temporelle, un tel objet peut probablement être décrit par un comporte-
ment moyen statistique, résultat de n’importe qu’elle mesure extérieure ponctuelle
en temps. Les états mesurables deviendraient uniquement ceux qui peuvent être dé-
crits par une mesure ponctuelle en temps, i.e. correspondant à des états ponctuels
en temps.

Cette description du comportement moyen de notre objet un peu singulier pour-
rait être résumé comme suit :

— Seul les états ponctuels en temps sont accessibles à une mesure à un instant
t.

— Les grandeurs mesurables possibles sont identiques à celles d’un objet ponc-
tuel en temps : position, vitesse, moment cinétique, énergie, etc.

— Les états ponctuels en temps forment une base des états possibles : tout état
temporellement étendu pourra être décomposé sur cette base.

— Les coefficients de la décomposition d’un état temporellement étendu sur la
base des états ponctuels déterminent la probabilité de mesure de chaque état
ponctuel.

— Une mesure détruit la cohérence temporelle : mesurer un objet dans un état
ponctuel donné est équivalent, du point de vue des mesures futures, à "cet
objet a été jusqu’à l’instant t de la mesure dans l’état ponctuel mesuré à
l’instant t".

— Les probabilités de mesures de chaque état ponctuel en temps peuvent évoluer
au cours du temps, en fonction de l’énergie de l’état considéré.

Cette description partielle d’un objet étendu en temps et en espace à la fois, soulè-
verait cependant des paradoxes, en particulier dans le cas de deux objets ayant subis
une interaction passée et dont la cohérence temporelle n’est pas détruite. Cette co-
hérence temporelle du système introduira des corrélations entre les résultats d’une
mesure future sur l’un et sur l’autre de ces objets, qu’une théorie de ce genre ne
pourrait expliquer qu’au prix d’une gymnastique intellectuelle difficile.



Perspectives

Au cours de ce travail, de nombreuses idées de développement possibles sont ap-
parues. Certaines d’entre elles ont été partiellement explorées sans que le travail ait
été exhaustif, d’autres sont restées à l’état d’idées.

La première piste d’exploration concerne l’application d’une force oscillante dans
le temps. Cela revient à étudier l’influence d’une onde extérieure sur le mouvement
de la goutte, par ailleurs toujours régi par l’existence d’une mémoire ondulatoire.
Peut on forcer une transition entre niveaux ?

Une autre voie possible consiste à appliquer un potentiel magnétique autre que
le simple puits harmonique. Un dispositif de confinement à l’aide de deux aimants
placés à distance réglable a été mis au point. Le double puits de potentiel ainsi crée
met en évidence des états nouveaux, en présence d’une asymétrie réglable entre les
deux directions d’espace.

Nous reviendrons ensuite brièvement sur ce qui fait la spécificité d’un mar-
cheur : sa mémoire ondulatoire. Un parallèle peut être effectué avec d’autres sys-
tèmes, comme des fourmis à la recherche de nourriture. Ce plongement dans les
systèmes à mémoire permettra de mettre en exergue ce qui fait la spécificité d’un
marcheur : sa mémoire ondulatoire.

Nous aborderons ensuite une question restée en suspens : peut-on passer d’une
vision déterministe de la dynamique d’un marcheur à une description statistique ?
Deux études allant dans ce sens sont actuellement en cours. Une en collaboration
avec Maxime Hubert doctorant à l’université de Liège pour comprendre l’émergence
d’un comportement probabiliste non déterministe. L’autre en collaboration avec Marc
Miskin, post-doctorant à l’université de Cornell aux Etats-Unis, pour élaborer et
valider expérimentalement un modèle statistique permettant de décrire les trajectoires
suivies sous forme d’intégrale de chemin. La technique expérimentale de mesure de
ces probabilités sera alors évoquée.

Pour finir, nous verrons en quoi ce passage de l’onde physique entourant le mar-
cheur à une équation stochastique de la probabilité de présence du marcheur peuvent
rappeler, dans un tout autre contexte, les travaux effectués par Louis De Broglie dans
les années 30.
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Transitions forcées entre niveaux

Le confinement dans un puits de potentiel harmonique a mis en évidence qu’il
était difficile pour un mobile auto-propulsé comme le marcheur d’explorer différents
niveaux d’énergie à constante de raideur fixée.

Pour contourner cette limitation, il est possible d’ajouter une composante va-
riable de la force exercée afin de provoquer des transitions vers des états excités.

La force magnétique exercée est modulée grâce à une oscillation dans le temps
du courant I0 parcourant les bobines. Pour le montage expérimental utilisé, cette
oscillation du courant induit une modulation linéaire de la constante de raideur k(t)

de la force exercée sous la forme :

k(t) = k0 + k1 cos(2πf1t) (8.7)

où k0 est la constante de raideur initiale, k1 une amplitude de variation de la raideur
et f1 la fréquence d’oscillation de la force additionnelle.

Cette force oscillante est analogue à l’action d’une onde extérieure qui agirait sur
la goutte. Cette technique permet donc de soumettre le marcheur à l’influence d’une
onde extérieure qui n’interfère pas avec les ondes émises par le marcheur lui même.
On parlera d’onde synthétique. Il s’agit donc d’un moyen d’effectuer une mesure non
intrusive via une onde sur la trajectoire suivie. Quelle est la conséquence d’une telle
perturbation sur la trajectoire d’un des états propres d’un marcheur ?

Un état propre circulaire n = 2 est alors préparé, dans un régime de haute
mémoire (Me ≈ 50). Cette préparation nécessite un réglage fin de la constante de
raideur k0 qui fixe la valeur du paramètre de confinement Λ. Une trajectoire circulaire
non perturbée peut ainsi être obtenue.

Une force oscillante peut alors être appliquée à cette orbite circulaire. La fi-
gure 8.10a illustre le principe dans le cas d’une fréquence f1 = 2f0. Tant que k1

est faible, la perturbation observée est un épicycle de faible amplitude, quelle que
soit la fréquence f1 de la perturbation. Pour une perturbation d’amplitude supé-
rieure (k1 ≈ 0.4k0), le résultat dépend fortement de la fréquence d’oscillation f1

de l’onde synthétique appliquée. Il apparaît, pour une plage de fréquence très fine
située au voisinage de 1.4f0, une transition vers un autre état propre, la lemniscate
(4,0), comme le montre la figure 8.10. La mesure du moment cinétique L associé
à cette trajectoire met en évidence une lente déstabilisation de l’orbite circulaire,
qui conduit à l’apparition d’une lemniscate. Après une première transition avortée,
le marcheur se retrouve finalement dans un état stable excité, i.e. un état de plus
haute énergie potentielle magnétique moyenne. Après coupure de la perturbation,
il peut également y avoir désexcitation, en un temps long devant la période de l’or-
bite. S’agit-il d’une émission spontanée ? Comment est modifié le champ d’onde à la
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Figure 8.10 – Transition forcée entre niveaux. a) schéma de principe de l’application
d’une force oscillante de fréquence f1 = 2f0 où f0 est la fréquence de rotation de l’orbite
initiale. En faisant varier le courant I0 parcourant les bobines, le marcheur peut être soumis
au passage d’une onde synthétique. b) A partir d’un état propre circulaire n = 2 obtenu
pour une goutte de vitesse V = 9.5 mm/s et un confinement Λ = 0.87, une perturbation
d’amplitude k1 = 0.4k0 et de fréquence f1 = 1.4f0 est appliquée. Cette onde synthétique
provoque une transition vers un état propre de plus grande énergie potentielle magnétique,
la lemniscate (n,m) = (4, 0). Trajectoire avant transition (rouge), et après transition (bleu).
c) Signal du moment cinétique L au cours du temps associé à la trajectoire. On observe
une stabilisation du mouvement le long d’une lemniscate (oscillation périodique autour de
L = 0).

transition d’un mode à l’autre ?
Des premiers balayages en fréquence de la perturbation f1 ont été effectués. Les

fréquences f1 pour lesquelles des transitions vers un autre état sont observées ne cor-
respondent pas à des multiples entiers de la fréquence de rotation f0, et dépendent
aussi du niveau initial considéré (f1 ≈ 1.4f0 pour n = 2, f1 ≈ 0.8f0 pour n = 1).
Notons également que ces transitions n’autorise pas le passage d’une orbite circu-
laire n vers une orbite circulaire de même sens de rotation mais de taille différente
n′. Peut on explorer les différentes transitions possibles ? S’agit-il d’un phénomène
d’absorption stimulée ? Toutes ces questions restent encore à explorer.
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Marcheur dans un double puits de potentiel

Les expériences réalisées au cours de cette thèse ont été faites dans un puits de
potentiel axisymétrique. On peut se demander quel type de comportement pourrait
être observé pour d’autres types de confinement.

Pour explorer cette voie, un dispositif expérimental a été mis au point en utilisant
deux aimants situés à une distance W réglable entre eux. Le confinement moyen
imposé peut également être réglé par la distance d entre les aimants et la surface
du bain. Le résultat est la création d’un double puits de potentiel pour la goutte
qui peut présenter soit deux minima distincts soit une forme elliptique suivant la
distance L choisie entre les aimants.

Les premières expériences réalisées mettent en évidence de nouveaux types de
trajectoires stables. L’un d’entre eux est illustré sur la figure 8.11a, dans le cas d’un
régime intermittent obtenu pour Me = 25, et une distance W entre les puits de
2λF . Le signal de moment cinétique L associé est représenté en fonction du temps
en figure 8.11b.

Notons l’apparition d’une trajectoire en ovale centré autour de la barrière d’éner-
gie entre les deux puits. L’orbite n’est alors pas centré autour des minima locaux
formés par les deux puits de potentiel. Cette nouvelle configuration de confinement
permet donc de réaliser, pour un marcheur, une liaison entre deux potentiels attrac-
tifs. Peut on reproduire une liaison chimique avec ce type de dispositif ?

Dans cette nouvelle configuration, la dynamique exhibe des transitions d’un puits
à l’autre, d’autant plus fréquentes que la barrière d’énergie potentielle qui les sépare
est de faible amplitude.

Suite à ces premiers résultats, une étude numérique a été initié par Maxime
Hubert, doctorant à l’université de Liège, pour comprendre la dynamique d’un mar-
cheur dans ce double puits. Par exemple, le travail moyen de la force de confinement
est-il toujours nul ? Peut-on imaginer la création d’états liés où le mouvement d’un
marcheur tend en moyenne à rapprocher les deux aimants entre eux ?

D’autres configurations de champ magnétique pourraient aussi être explorées,
par exemple en utilisant un réseau d’aimant qui générerait un puits de potentiel
périodique pour la goutte. Ce potentiel est alors une implémentation d’un cristal
bidimensionnel qui peut piéger le marcheur au voisinage de chacun des sites. Quelles
seraient les propriétés de transport d’un marcheur au sein d’un cristal de ce type ?
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Figure 8.11 – Trajectoire d’un marcheur dans un double puits de potentiel. Un
double potentiel magnétique a été généré à l’aide de deux aimants cylindrique identiques,
placés à une distance L l’un de l’autre. a) Trajectoire obtenue pour L = 2λF et d =

60 mm. Cette configuration correspond au cas où les aimants forment deux minima distincs
d’énergie potentielle. Deux extraites de la trajectoire ont été surlignés en rouge (ovale), et
bleu (mode à trois lobes). b) Signal Vθ/V au cours du temps, permettant d’observer le sens
de rotation du marcheur autour du centre.
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Systèmes à mémoire : un couplage entre champ et
point matériel

Le marcheur est piloté par une mémoire ondulatoire. Il s’agit ainsi d’un couplage
entre le mouvement d’un point matériel, la goutte, et d’un champ spatialement
étendu, les ondes stationnaires de Faraday.

Cette interaction entre goutte et onde peut être définie formellement par la com-
binaison de trois processus : l’écriture d’une information, son stockage et sa lecture.
Dans le cas d’un marcheur, ces trois procédés ont été identifiés :

— Ecriture : à chaque impact ~r(tn), la goutte génère une onde circulaire J0(||~ρ−
~r(tn)||) centrée sur la position ~r(tn) de la goutte.

— Stockage : L’information encodée sous une forme ondulatoire est stockée
durant un temps caractéristique de mémoire τ . A chaque période d’oscillation
de l’onde, son amplitude s’amortit d’un facteur e−1/Me où Me = τ/TF .

— Lecture : à chaque impact, la goutte subie une force Fondes égale à la résul-
tante des forces exercée par l’ensemble des ondes générées :

~Fondes(tn) = F0

n∑

k=0

e
tn−tk

Me J1(||~δrn−k||)~δrk (8.8)

où F0 est l’amplitude de force générée par un impact et ~δrn−k = ~r(tn)−~r(tk)
est l’incrément de position entre le k-ème rebond et le n-ème.

On peut noter que dans le cas d’un marcheur où le champ associé est soumis
à une équation d’onde, les propriétés d’interference de h permettent également de
mettre en évidence un processus d’effacement d’une information précédemment
encodée, comme nous l’avons vu au chapitre 7.

Les propriétés d’un marcheur proviennent de la nature du support de la mémoire :
le champ de surface h est une onde, solution de l’équation de Helmholtz. Existe-t-il
des systèmes à mémoire régit par des équations similaires, mais où le champ h est
est solution d’un autre type d’équation ?

Une fourmi en présence de nourriture laisse derrière elle des molécules odorantes
nommées phéromones de recrutement [49, 50]. Si une seconde fourmi passe par un
chemin déjà emprunté par la première elle sera attirée par les lieux où la concen-
tration en phéromones déposées est maximale, et aura donc tendance à suivre le
même chemin [51]. Ces phéromones permettent ainsi aux fourmis de communiquer
à distance, en laissant derrière elles une trace de leur passage [46]. Le résultat est
une optimisation du chemin reliant la source de nourriture à la fourmilière [24].
Deux fourmis (ou plus !) à la recherche de nourriture pourraient donc être consi-
dérées comme un système à mémoire, où le champ h est alors la concentration en
phéromones déposées, régit par une équation de diffusion.
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D’autres exemples où le champ h n’est pas solution d’une équation simple peuvent
également être évoqués. Sur un champ de poudreuse vierge, le skieur à la recherche
de sensations cherchera à éviter les traces laissées par les skieurs précédents. Il est
ainsi soumis à une interaction répulsive avec le champ h de hauteur de la couche
de neige, modifié par le passage de ses précédesseurs. Il se produit un phénomène
d’auto-organisation entre skieurs, via le stockage de ces informations sur la surface
de neige : le résultat est un tassement de la poudreuse bien plus rapide que des
passages non corrélés de skieurs.

Une fois la couche de neige fraîche tassée, il peut se produire un second méca-
nisme. Cette fois, le passage répété des skieurs érodent de manière inhomogène la
couche de neige dure. Il se produit alors également un processus d’auto-organisation
avec la formation de champs de bosses, autour desquelles les skieurs suivant vont
tourner.

Pourrait-on classifier les systèmes à mémoire en fonction de l’équation vérifiée
par h ? Quels comportements peut-on attendre de ce genre de systèmes ?

Ces exemples mettent en évidence que les comportements observées dépendent
du type de champ considéré, et du signe du couplage avec le mouvement des agents.
Dans le cas d’un marcheur, sa spécificité provient du stockage via une mémoire
d’origine ondulatoire. Des systèmes à mémoire analogue au marcheur pourraient
être recherché à partir d’un jeu d’équation du type :

m
d2~r

dt2
= −η~V − ~∇|~ρ=~rEp (8.9)

Ep(~ρ, t) =
1

τ

∫ t

−∞
E(~ρ− ~r(s))e− s−tτ dt (8.10)

L(E, ∂tE, ∂ttE, ∂xxE, ...) = 0 (8.11)

L’équation 8.9 exprime le mouvement de la particule soumis au gradient d’un champ
Ep qui lui est associé. En raison de la présence du gradient spatial ~∇, Ep est une
énergie potentielle pour la particule. L’équation 8.10 introduit un terme de mémoire,
en considérant que l’énergie potentielle Ep peut être calculée comme une somme sur
les contributions élémentaires E. τ correspond ici à un temps de cohérence.

Enfin, l’équation 8.11 donne l’équation d’évolution de E comme une équation aux
dérivées partielles donnée par un opérateur linéaire L. Par exemple dans le cas d’un
marcheur, on a L = Id+∆ où ∆ est l’opérateur laplacien. Dans le cas de mouvements
auto-organisés de recherche de nourriture par des fourmis, on aura L = ∂t−D∆ où
D est un coefficient de diffusion. Quel type de dynamique pourrait-on par exemple
observer en choisissant pour L une équation de d’Alembert, ∂ttE − c2∆E = 0 ?
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Emergence spontanée d’un comportement probabi-
liste par augmentation de la cohérence temporelle

La dynamique d’un marcheur dans le régime de haute mémoire a mis en évidence
l’émergence d’un chaos déterministe où la prédictibilité est perdue après un temps
fini. Les deux mécanismes de perte de déterminisme par augmentation de la cohé-
rence temporelle dans le cas d’une mémoire ondulatoire ont été étudiés au chapitre
5. Ils mériteraient néanmoins d’être étudiés plus en profondeur.

Du point de vue expérimental, il faudrait définir des outils statistiques permet-
tant de décrire les trajectoires à très haute mémoire. Ceux ci pourraient alors être
utilisés sur des trajectoires expérimentales. Un outil statistique de ce type est pré-
senté dans la section suivante.

Pour étudier la perte de déterminisme, il est nécessaire de comprendre l’influence
du bruit sur la dynamique. Pour cela, des expériences pourraient être réalisées, en
ajoutant une composante aléatoire dans le courant traversant les bobines, afin de
soumettre la goutte à une force aléatoire additive supplémentaire. En raison du
stockage des positions sous la forme d’onde, il y aurait alors également modification
de la force exercée par les ondes.

Des simulations numériques ont été entrepris avec Matthieu Labousse pour ex-
plorer cette dynamique complexe en étudiant l’influence d’un tel bruit sur la dyna-
mique. Nous avons vu par exemple au chapitre 7 sur les auto-orbites qu’un bruit
d’amplitude faible pouvait déstabiliser une trajectoire circulaire en l’absence de force
extérieure.

Une étude numérique a également été initiée en ce sens avec Maxime Hubert,
pour mesurer la sensibilité aux conditions initiales d’un marcheur. Le principe consiste
à préparer deux conditions initiales pour un marcheur, et à mesurer leur divergence
au cours du temps.

Pour cela, le champ d’onde est initialisé en considérant qu’une trajectoire a été
préalablement suivie, par exemple un cercle de rayon R. L’évolution future de ce
chemin est comparée avec celle du chemin voisin, de rayon R+ δR. En mesurant la
divergence entre ces deux trajectoires, on peut obtenir un coefficient de Lyapunov
associé qui est une mesure de la chaoticité du système [81]. En augmentant la dimen-
sion de l’espace des conditions initiales, il est ainsi possible de caractériser le chaos
que peut produire la mémoire ondulatoire, indépendamment de l’expérience consi-
dérée. Combien de modes est-il nécessaire de considérer pour prédire l’évolution de
la trajectoire d’un marcheur ? Peut-on imaginer que le nombre de dimensions perti-
nentes diverge, rendant la dynamique d’un marcheur intrinsèquement probabiliste ?



8.4. CONCLUSION 189

ï1.5 ï1 ï0.5 0 0.5 1 1.5
ï1

ï0.5

0

0.5

1

x/λF

y
λF

L = 50, D =2.78

A	

 B	



D	



L	



Figure 8.12 – Méthode de mesure statistique : principe. Par découpage d’une
trajectoire chaotique, l’ensemble des chemins parcourus en un temps ∆t à distance D fixée
entre le point de départ et le point d’arrivées est sélectionné. Par rotation et translation
individuelles, tous ces chemins peuvent être ramenés entre un point A et un point B fixe,
situé sur l’axe y = 0, de part et d’autre du centre.Ils correspondent ici à ∆t = 2.5 s et
D = 2.78λF .

Modèle statistique et intégrale de chemin

L’émergence d’une dynamique chaotique pour un marcheur nous a déjà amené
au chapitre 5 à adopter un point de vue probabiliste. Les expériences réalisées
avaient alors mis en évidence une persistance des trajectoires correspondant aux
états propres au sein de cette dynamique chaotique. Il existe donc, même dans une
dynamique chaotique d’un marcheur, une structure statistique sous jacente, diffé-
rente par exemple de celle d’un mouvement brownien. Que peut on dire de cette
dynamique d’un point de vue statistique ?

Pour cela, une trajectoire expérimentale peut être découpée par morceau afin de
rechercher l’ensemble des chemins qui relie un point A à un point B distant d’une
distance D donné, en un temps ∆t fixé. La figure 8.12 illustre le principe d’une telle
mesure sur une trajectoire expérimentale chaotique pour ∆t = 2.5 s et D = 2.78λF .
Par rotation et translation, l’ensemble des chemins individuels correspondant à ce
couple (D,∆t) donné peut être ramené entre deux points fixes A et B. Les positions
de A et B et la direction du vecteur ~AB par rapport au centre de symétrie du
potentiel n’ont pas été prises en compte. Ces chemins ne sont donc plus comparables
du point de vue de la force centrale exercée le long des chemins, mais ils le sont vis
à vis des champs d’ondes associés.

Cette méthode peut être appliquée à un enregistrement long (120000 rebonds)
obtenu dans un régime de très haute mémoire (Me ≈ 200), pour un confinement Λ ≈
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1 correspondant à une intermittence entre modes n = 1, n = 2 et (n,m) = (3,±1).
La figure 8.13 présente quelques faisceaux de chemin caractéristiques obtenus pour
la même distance D = 0.87λF entre point de départ et d’arrivée mais des durées ∆t

de transition différentes (∆t = 1.3, 2.1, 3.1 et 3.6 s). La colonne de gauche présente
les chemins mesurés (gris) et les trajectoires correspondant aux maxima locaux de
probabilités (noir). La colonne de droite correspond aux distributions de probabilités
associées en niveaux de couleur.

On observe l’émergence de trajectoires particulières, qui correspondent aux struc-
tures des états propres précédemment définis. Notons que ces graphes présentent une
symétrie haut/bas par construction, mais pas nécessairement droite/gauche en rai-
son de l’irreversibilité de la dynamique longitudinale.

Cette représentation en terme de chemins de transition ouvre la voie vers une
description de la dynamique locale en terme d’intégrale de chemin. Pour décrire ces
chemins comme une probabilité de transition d’un point A à l’instant t en un point
B à l’instant t + ∆t on définit donc une probabilité p(~r0, t) d’être en un point de
coordonnées ~r0 à l’instant t. La probabilité p(~r0 + ~u, t + ∆t|(~r0, t)) d’être en ~r0 + ~u

à l’instant t + ∆t sachant que l’on était en ~r0 à l’instant t peut être reliée à la
probabilité p(~r0, t) d’être en ~r0 à l’instant t par une expression de la forme :

p(~r0 + ~u, t+ ∆t|(~r0, t)) ∼
∫
Drρr(~u)p(~r0, t) (8.12)

où ~u = ~AB représente le vecteur reliant le point A au point B, le terme
∫
Dr

représente une intégrale sur l’ensemble des chemins possibles reliant A à B, et ρr(~u)

est la densité de probabilité associée aux chemins ~r(t′) reliant A à B en ∆t. La
colonne de droite de la figure 8.13 présente ainsi une mesure de cette fonction ρr(u)

associée aux chemins de transition d’un point A vers un point B en un temps ∆t.
La description de comportements stochastiques en terme d’intégrale de chemin

fût introduite par R. Feynman dans les années 40 pour décrire le mouvement des
particules quantiques à l’aide d’un formalisme local en temps et en espace [37]. Cette
formulation est à la base des théories quantiques relativistes, comme l’électrodyna-
mique quantique.

Cette formulation statistique se base sur les probabilités de transitions élémen-
taires ρ~δr de (~r0, t) à (~r0 + ~δr, t + δt). Savoir calculer ces probabilités de transition
revient à connaître l’évolution statistique de la densité de probabilité. Par exemple
dans le cas d’une particule quantique libre, R. Feynman montra que ρ~δr = eiS[δr] où
S représente l’action correspondant au chemin δr, et que ce résultat est équivalent
à une équation de Schrödinger pour la densité de probabilité ψ(~r) de la particule.
Ce modèle d’integrale de chemin est aussi utilisé pour des systèmes classiques ou ρ~δr
correspond à un poids de Boltzmann de type e−βδE avec β une température inverse,
et δE la différence d’énergie entre A et B.
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Figure 8.13 – Chemins de transitions entre A et B mesurés par découpage d’une
trajectoire chaotique de N=120000 rebonds. Colonne de gauche : trajectoires expé-
rimentales (gris), et trajectoires correspondant aux maxima de probabilités (noir). Colonne
de droite : distribution de probabilité de présence associée à ces jeux de trajectoires. Dis-
tance entre point de départ A et point d’arrivée B : D = 0.87 ± 0.01λF et durée ∆t de
parcours d’un chemin (∆t = 1.3, 2.1, 3.1 et 3.6 s). Les traits pointillés correspondent à la
moyenne de l’ensemble des chemins, qui correspond au segment AB par construction (aux
fluctuations près).
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Il serait intéressant dans le cas du marcheur de faire un lien entre la probabilité
d’occurence d’une transition entre A et B et la variation d’une grandeur associée
au champ d’onde d’un marcheur, comme par exemple le champ ∆h = h(B)− h(A).
Notons que cette différence dépend des chemins précédemments suivis en raison de
la partie d’origine ondulatoire conférée par l’interaction de la goutte avec son champ
d’onde. Une condition de minimisation de l’excitation rendrait probable les chemins
tels que

∫
h(s)ds généré le long du chemin suivi soit minimum. Cette intégrale est

elle analogue à un terme d’action S d’origine ondulatoire ? Quelle serait l’expression
de cette action ? Comme se calculerait la probabilité de transition à partir de ces
actions S individuelles ?

Il demeure tout de même une différence de taille : en raison de l’entretien du
mouvement par les ondes, la dynamique d’un marcheur n’est pas conservative. L’es-
pace des chemins est donc réduit à un sous espace où la vitesse de parcours varie peu
autour d’une valeur moyenne. Pour pousser le parallèle, il serait nécessaire de relâ-
cher cette contrainte de vitesse, en imaginant un "marcheur conservatif" présentant
le même type de propriétés que le marcheur expérimental.

Lien avec la théorie de l’onde pilote de De Broglie

Les propriétés statistiques d’un marcheur mettent en évidence des comporte-
ments de type ondulatoire, comme la sélection de modes de trajectoires dans une
dynamique chaotique correspondant aux états propres.

La dynamique d’un marcheur est ainsi caractérisée par l’existence de deux ondes
de nature très différentes. La première correspond à l’onde physique excitée par la
goutte sur son chemin, et qui pilote son mouvement. La seconde est plus abstraite :
elle détermine les probabilités de mesure de tel ou tel état. Cette double solution
apparaît très similaire à celle imaginée par de Broglie pour décrire le mouvement
des particules quantiques. A ce titre, il est utile de présenter un bref historique
de cette théorie, souvent assimilé à tort comme la théorie de de Broglie-Bohm. La
présentation qui suit est inspirée d’une description de E. Fort et Y. Couder [16] des
modèles de Broglie-Bohm.

En 1925, Louis de Broglie associa à chaque particule de masse m0 au repos une
énergie ondulatoire [19] telle que :

m0c
2 = hν0 (8.13)

où c est la célérité de la lumière dans le vide, h la constante de planck, et ν0 une
fréquence caractéristique de la particule. La particule est alors considérée comme une
singularité d’un champ d’onde de longueur d’onde λdB = h/mV . Ce champ est la
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superposition d’une onde radiative émise, l’onde retardée, et d’une onde convergeant
vers la particule, l’onde avancée. Dans ce modèle, le mouvement de la particule est
guidée par une onde. L’équation d’évolution des positions xi de la particule s’écrit :

m
dxi
dt
∝ ~∇iφ (8.14)

où φ est la phase de l’onde pilote et ∇i le gradient dans la direction xi. Une telle as-
sociation du mouvement d’une particule ponctuelle à un champ d’onde qui l’entoure
permet d’observer des comportements non-newtoniens.

Inspiré par ces travaux, Erwin Schrödinger introduisit une équation régissant
l’évolution de l’onde proposée par de Broglie. Max Born montra plus tard que cette
équation de Schrödinger était en fait reliée à une onde de probabilité de présence,
sans réalité physique. De Broglie suggéra alors que dans les sytèmes quantiques,
deux ondes coexistaient :

— Le premier champ d’onde est généré par le passage de la particule elle même.
Il s’agit d’une onde physique, présentant une singularité là où la particule
se trouve. Pour de Broglie, cette particule possède des trajectoires définies.
Elle peut être soumise à une force extérieure, mais l’association de cette onde
pilote lui confère une sensibilité non locale à son environnement.

— Le second champ d’onde ψ est une solution linéaire de l’équation de Schrö-
dinger. Elle décrit le comportement statistique de la particule, sous la forme
d’une densité de probabilité de présence.

Cette théorie est appelée la double solution de de Broglie. Elle a été reprise en
partie par David Bohm, afin de rechercher des trajectoires de particules à partir de
l’équation de Schrödinger. A partir de la transformée de Madelung, D. Bohm obtint
une équation analogue à celle de de Broglie, mais dont les trajectoires sont celles
des maxima de propabilités, i.e. les trajectoires les plus probables.

Le but d’une théorie du type de D. Bohm consiste à rechercher, à partir de
l’équation statistique de Schrödinger, quelle structure sous jacente permettrait de
décrire le mouvement de la particule elle même. Il n’est cependant pas évident qu’une
telle question est du sens, en raison de la non localité de la mécanique quantique,
telle qu’elle a été révélée par les expériences d’Aspect [3]. A l’heure actuelle, la
théorie de D. Bohm est cependant équivalente à l’eq. de Schrödinger, et n’est pas
en contradiction avec la violation des inégalités de Bell.

Pour un marcheur, système purement classique, la démarche est inverse de celle
de Bohm : peut-on, à partir d’une dynamique connue couplant une onde et une
particule obtenir une équation régissant la probabilité de présence de la particule ?
La formulation en terme d’intégrale de chemin de la dynamique d’une particule
couplée à un champ via un effet de mémoire est, je pense, une piste intéressante
d’exploration future.
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Annexe A

Méthode de calibration de la force

A.1 Principe

Pour calibrer la force magnétique exercée sur une goutte dont la quantité de
ferrofluide encapsulée est inconnue, on se propose d’étudier son mouvement dans le
champ d’un aimant en dessous du seuil de marche. Dans ce régime, nous verrons que
la goutte peut être considérée comme un oscillateur harmonique. Pour mesurer sa
fréquence caractéristique, et donc la force exercée, il suffit alors d’étudier sa réponse
en fréquence. Les mesures ainsi obtenues permettront d’en déduire, avec une bonne
précision, la force réelle exercée sur un marcheur. La première partie présente le
principe de la mesure, la seconde son application.

A.1.1 Dynamique d’une goutte non marcheuse dans le champ
d’un aimant

Pour une goutte rebondissante, il existe deux phases du mouvement. L’une cor-
respond à un mouvement parabolique, isolé. l’autre correspond à une période de
glissement sur la surface du bain, qui génère de la dissipation. On se propose de
modéliser ces deux comportements par une seule équation moyenne, en définissant
une masse meff effective de la goutte, et un coefficient de friction effectif ηeff d’in-
teraction avec le bain. Dans ce modèle simplifié, l’équation de la dynamique d’une
goutte non marcheuse s’écrit simplement :

meff
d2~r

dt2
= −ηeff

d~r

dt
+ Fmag (A.1)

où Fmag représente la force magnétique extérieure exercée. Dans le cas de l’oscillateur
harmonique, Fmag = −k~r, et la dynamique de la goutte se résume à l’équation d’un
oscillateur du second ordre :

d2~r

dt2
+

2ω0

Q

d~r

dt
+ ω2

0~r = 0 (A.2)
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où Q désigne le facteur de qualité effectif, et ω0 la pulsation caractéristique. Ces
deux paramètres sont donnés en fonction des grandeurs physiques du problème :

ω2
0 =

2k

m
(A.3)

Q =
2mω0

ηeff
(A.4)

Notons que, bien qu’inconnue, la pulsation caractéristique peut être reliée au profil
de champ magnétique mesuré expérimentalement via la constante de raideur ma-
gnétique a(d,B0) :

ω2 =
2V χ0

mµ0

a(d,B0) (A.5)

Pour revenir à la force exercée, il faut donc être capable de mesurer la pulsation
caractéristique ω0 de cet oscillateur. Plusieurs mesures de ω0, pour des valeurs dif-
férentes de a permettront au passage de valider le passage d’un champ magnétique
imposé à une force magnétique effectivement exercée.

A.1.2 Méthode de calibration : principe

Pour mesurer la pulsation caractéristique d’un oscillateur, une méthode couram-
ment utilisée consiste à se placer en régime forcé. En appliquant une force extérieure
périodique, un système linéaire est astreint à vibrer à cette même fréquence. En
mesurant la réponse en fréquence de l’oscillateur, il est possible de déduire avec une
bonne précision la fréquence caractéristique du système étudié.

Dans le cas d’une goutte sous le champ d’un aimant, un tel forçage peut être
obtenu simplement en faisant osciller dans le temps la position de l’aimant. Nous
allons voir qu’un tel dispositif se ramène bien à l’étude d’un oscillateur harmonique
forcé.

Goutte soumise à une oscillation forcée

La force exercée par l’aimant sur la goutte dépend de la distance r entre le centre
de gravité de la goutte et l’axe de symétrie de l’aimant. Pour un aimant se déplaçant
dans le temps, dont la position X(t) varie au cours du temps selon l’axe X, la force
exercée sur la goutte située en x(t) s’écrit :

Fm = −mω2
0(x−X(t)) (A.6)

en se plaçant à une dimension d’espace (mouvements rectilignes de l’aimant). Par
linéarité de la force exercée, l’équation de la dynamique d’une goutte soumise à cette
force oscillante devient, à une dimension d’espace :

ẍ+
2ω0

Q
ẋ+ ω2

0x = ω2
0X(t) (A.7)
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Aimant	


oscillant	



X(t) = X0 cos(2π f1t)

x(t) = x0 cos(2π f1t +ϕ )
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Supplementary Figure 3. Frequency response of the bouncing droplet submitted to a forced 

oscillation. The magnet located at a distance d=30 mm oscillates horizontally with an amplitude of 

10 mm. a, frequency response of the normalized amplitude of the drop motion to that of the 

magnet. b, frequency response of the relative phase shift between the droplet and the magnet 

motion. The two continuous curves are fits by the linear response of forced oscillator with 

damping. We find a quality factor of 1.3 and a resonant frequency of 1.1 Hz.  
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Figure A.1 – Méthode de calibration de la force. a) Pour une vibration verticale
γ < γW située sous le seuil de marche, l’aimant est soumis à une oscillation horizontale au
cours du temps, X(t) = X0 cos(2πf1t). La goutte se met alors à osciller horizontalement à
la même fréquence de forçage f1. b) et c) Module et argument de la fonction transfert d’une
goutte sous un aimant oscillant pour une distance d = 32mm et un champ magnétique
B0 = 30G. La fréquence caractéristique f0 de cet oscillateur est obtenue grâce à la courbe
de déphasage, en remarquant que f1 = f0 pour un déphasage φ = π/2 entre la goutte
et l’aimant. On trouve f0 = 1.2 ± 0, 05 Hz, permettant ainsi de calibrer ce dispositif
expérimental.
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Le déplacement de l’aimant permet donc de forcer le mouvement de la goutte à une
fréquence f quelconque. Un oscillateur de ce type étant linéaire, le système devrait
osciller à la fréquence caractéristique imposée après un régime transitoire. Le régime
permanent est alors entièrement décrit par la réponse de la goutte à une amplitude
et une fréquence de forçage données.

Mesure directe de la pulsation caractéristique ω0

Une méthode usuelle de mesure de la pulsation caractéristique ω0 consiste à tracer
la fonction transfert H(ω) = x/X du système, rapport entre amplitude d’oscillation
de la goutte et celle de l’aimant en fonction de la pulsation de forçage ω. On trace
alors le gain A et le déphasage φ pour connaître les paramètres caractéristiques
de notre oscillateur. A partir de l’équation A.7, l’expression analytique de A et φ
peuvent être obtenus sous la forme :

A =
1√(

1−
(
ω
ω0

)2
)2

+ 1
Q2

(
ω
ω0

)2

(A.8)

φ = − arg

(
1−

(
ω

ω0

)2

+ j
1

Q

ω

ω0

)
(A.9)

Il suffit alors de comparer les résultats obtenus aux expressions théoriques, et
d’en déduire la valeur des paramètres ω0 et Q. Pour un oscillateur faiblement amorti
(Q > 5 environ), la fréquence de résonance fr du système correspond à la pulsa-
tion caractéristique f0. Pour un oscillateur dont le facteur de qualité est plus faible,
l’amortissement décale la fréquence de résonance vers les basses fréquences. La me-
sure de la fréquence fr au pic de résonance introduira alors une erreur systématique
non négligeable. Dans ce régime amorti, il est préférable de mesurer le déphasage
entre forçage (position X de l’aimant) et mobile (position x de la goutte), et de
repérer la fréquence pour laquelle le déphasage vaut π/2. Suivant le cas, il faudra
donc mesurer f0 à partir du gain ou du déphasage.

A.2 Réalisation expérimentale du dispositif de cali-
bration

A.2.1 Dispositif

L’aimant est attaché à une tige métallique, fixée à un pot vibrant. Le pot vibrant
est lui même monté sur une table de translation micrométrique verticale, permet-
tant de faire varier la distance entre l’aimant et la surface du bain avec une bonne
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précision. L’aimant peut ainsi être mis en mouvement par l’intermédiaire du pot
vibrant à l’aide d’un générateur basse fréquence. Le résultat est une oscillation sinu-
soïdale horizontale de la position X(t) de l’aimant, d’amplitude X0 et de fréquence
f voulue. Pour toute cette série d’expérience, on choisi de se placer sous le seuil
de marche, afin d’éviter tout couplage avec les ondes stationnaires de Faraday. Une
caméra permet alors d’enregistrer le mouvement de la goutte et de l’aimant au cours
du temps. Leur position respective est ensuite détectée en temps réel via un algo-
rithme de détection. Le gain et le déphasage de la goutte par rapport à l’aimant en
fonction de la fréquence, de la distance à l’aimant, ou du champ crée par les bobines
peuvent alors être mesurés.

A.2.2 Résultats

Le dispositif de calibration permet alors de mesurer la réponse. La section ci-
dessous présente les différents résultats obtenus par cette méthode, qui permettent
à la fois de calibrer le dispositif, et de vérifier la validité du modèle de force exercée
sur la goutte.

Courbes de résonance

La première expérience a consisté à mesurer le gain et le déphasage en fonction
de la fréquence, pour une goutte donnée. Une courbe expérimentale caractéristique
est présentée en figure A.1. A partir de ces courbes, il est possible d’interpoler
une fonction réponse d’un oscillateur harmonique du second ordre, en ajustant la
valeur du facteur de qualité Q et de la pulsation caractéristique ω0. La courbe rouge
présente un tel ajustement, pour Q = 1.05± 0.1 et f0 = 1.26± 0.1 Hz. Les courbes
mesurées correspondent bien à la réponse d’un oscillateur harmonique du second
ordre.

Ce type de courbe permet donc de mesurer, en validant la méthode utilisée, la
pulsation caractéristique ω0 de cet oscillateur. En revanche, les informations sur le
facteur de qualité et donc l’amortissement visqueux effectif de la goutte rebondis-
sante, n’ont pas été exploitées. Compte tenu de la valeur du facteur de qualité, de
l’ordre de 1, il est plus précis de mesurer la pulsation caractéristique à partir de
la courbe de déphasage. C’est donc cette seconde représentation qui a été retenue
par la suite. Pour une même goutte, la courbe de déphasage a alors été mesurée en
fonction de différentes distance à l’aimant La figure A.5 présente trois courbes de dé-
phasage obtenues pour d=29.6, 32 et 34.4 mm. Chacun d’elle correspond à la courbe
d’un déphasage d’un oscillateur harmonique, dont la fréquence caractéristique di-
minue lorsque la distance goutte/aimant augmente. Cette tendance, attendue par
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Fig. 4 – Courbes de déphasage pour 3 distances di↵érentes à l’aimant : la fré-
quence caractéristique f0 diminue lorsqu’on éloigne l’aimant, comme le suggère
l’expression de !0 (cf eq. 12).

Selon l’expression de !0 (cf eq. 12). La figure 4 présente trois courbes de dépha-
sage obtenues pour une même goutte, en changeant la distance à l’aimant. On
retrouve bien la tendance attendue.
Mesurer à chaque fois toute la courbe de déphasage est cependant fastidieux,
et peu utile : repérer la fréquence pour laquelle le déphasage vaut ⇡/2 su�t
à remonter à la valeur de f0. Un nouveau programme Matlab a donc été im-
plémenté pour a�cher en temps réel le déphasage entre goutte et aimant. En
faisant varier f , on peut rechercher rapidement la valeur pour laquelle les deux
signaux sont en quadrature de phase, avec une précision au % sur la mesure de
f0.

10

Figure A.2 – Déphasage en fonction de la raideur imposée. Courbes du déphasage
φ pour d = 29.6, 32 et 34.4 mm. La fréquence caractéristique f0 diminue lorsque l’aimant
est éloigné, comme le suggère l’expression de ω0 (cf equation A.7).

l’équation A.7, est donc validée expérimentalement.

D’une goutte à l’autre, la fréquence caractéristique f0 peut également être diffé-
rente pour une même distance. Ces variations sont imputables à un rapport différent
entre volume V de ferrofluide encapsulé et masse totale m de la goutte. La concen-
tration c = V/m en ferrofluide n’est donc pas identiques pour toutes les gouttes, ce
qui justifie là encore l’utilisation d’une méthode de calibration.

Mesurer à chaque fois l’ensemble de la courbe de déphasage est cependant fasti-
dieux et peu utile. Repérer la fréquence pour laquelle le déphasage vaut π/2 suffit
à remonter à la valeur de la fréquence caractéristique f0, et donc à la concentration
en ferrofluide contenu. La détection informatique a donc été adaptée pour afficher
en temps réel le déphase entre goutte et aimant. Ainsi, il est possible de faire varier
en dynamique la fréquence f imposée pour rechercher rapidement la valeur pour
laquelle les deux signaux sont en quadrature de phase, avec une précision de l’ordre
du pour cent sur la mesure de f0.

Les premières courbes de résonance obtenues montrent donc que la dynamique
de la goutte peut bien être modélisée par l’équation d’un oscillateur amorti forcé. De
plus, la fréquence pour laquelle goutte et aimant sont en quadrature de phase corres-
pond à la fréquence caractéristique d’oscillation, et donne donc une mesure précise
de la force exercée sur une goutte. Ce procédé de calibration, bien que fastidieux,
est robuste : pour chaque goutte sous le seuil de marche, il suffit de faire osciller
l’aimant en quadrature de phase pour en déduire la force exercée. Il est cependant
utile d’aller un peu plus loin dans l’exploitation de cette méthode de calibration.
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Supplementary Figure 4. Resonant frequency of the droplet as a function of the curvature 

D of the potential well. This latter parameter has been computed from the measurement of the 

magnetic field (see Supplementary Fig. 2b). The experimental data (red circles) are fitted 

accurately with the expected square root dependence (black line). 

 
 

Figure A.3 – Vérification expérimentale de la raideur du puits de potentiel. Fréquence
caractéristique f0 mesuré par la méthode du déphasage en fonction de la courbure a du
profil de B2. L’expérience a été réalisée sur une seule goutte, en faisant varier à la fois
la distance d entre l’aimant et la surface liquide, et le champ magnétique B0. La courbe
noire correspond à un ajustement avec un paramètre ajustable, le volume de ferrofluide
encapsulé dans la goutte. Le bon accord entre théorie et expérience valide les formules
utilisées pour le calcul de la raideur du puits de potentiel à partir des mesures du champ
magnétique.

Vérification expérimentale de la force exercée

Une fois la technique de mesure de la pulsation caractéristique ω0 mise au point,
il est possible de tirer partie du dispositif à d’autres fins. En particulier, on se propose
de vérifier l’expression de la force magnétique appliquée en fonction de la distance à
l’aimant et du champ magnétique imposé. Une telle mesure n’est pas indispensable,
mais elle permet de s’assurer de la validité du processus de calibration, autant que
de la force réelle exercée sur le marcheur. Pour cela, on rappelle l’expression de la
pulsation caractéristique ω0 en fonction des paramètres physiques du problème :

ω2
0 =

2V χ0

mµ0

a(d,B0) (A.10)

où a désigne la courbure du profil de B2. Comme la constante de raideur magnétique
a dépend à la fois de la distance d et B0, la fréquence caractéristique f0 a été
mesurée en faisant varier ces deux paramètres à la fois. La figure A.3 présente les
résultats d’une telle expérience. La courbe noire correspond à un modèle en

√
a avec

un paramètre ajustable : la concentration c en ferrofluide dans la goutte. Un bon
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accord entre théorie et expérience est obtenu, ce qui valide la technique de mesure
de la force appliquée à une goutte.

Par ailleurs, d’autres expériences qualitatives ont été réalisées pour explorer les
limites du modèle d’oscillateur harmonique du second d’ordre. En augmentant l’am-
plitude d’oscillation de l’aimant, on s’attend à voir apparaître des oscillations anhar-
moniques de la goutte sous l’aimant, qui peuvent modifier la fréquence d’oscillation
de la goutte. Cet effet n’a pas été observé dans la gamme d’amplitudes accessibles
(jusqu’à 1cm d’amplitude crête à crête).

En faisant varier l’excitation du bain, la goutte est susceptible changer de ré-
gime de rebond, ce qui pourrait modifier la fraction du temps passer en l’air, et
donc les coefficients effectifs définis en introduction de cette méthode. On remarque
que l’inertie augmente légèrement avec l’amplitude γ d’excitation du pot vibrant ,
mais la variation est faible (de l’ordre de 1 pour cent entre γ/g = 2 et γ/g = 3.
Une discontinuité de l’inertie apparente n’a pas non plus été mis en évidence au
changement de type de rebond (entre simple et double).

A.3 Champ magnétique généré par un aimant cy-
lindrique

L’axe de symétrie de l’aimant est noté z, la distance à l’axe repéré par r. Les
deux composantes Br et Bz sont mesurées séparément, selon r et z. On obtient ainsi
le champ B crée en tout point de l’espace M(r, z) par l’aimant cylindrique. Afin
de réutiliser ces mesures de champ magnétiques, les courbes expérimentales ont été
modélisées par une formule analytique. Le calcul n’est pas présenté ici en détail. On
considère uniquement le champ crée par un segment de longueur a de dipôle linéique
µ = m/a où m correspond au dipôle magnétique total. En considérant qu’à grande
distance, chaque élément crée un champ magnétique dipolaire, et en sommant les
contributions de chaque dipôle élémentaire, on obtient une formule analytique du
champ crée par un barreau fin dans un plan. En utilisant la symétrie de rotation (à
vérifier), on obtient finalement le champ crée par un disque aimanté de rayon b.

Br(z, r) =
B0r

z2



((

r − b/2
z

)2

+ 1

)−3/2

−
((

r + b/2

z

)2

+ 1

)−3/2

 (A.11)

Bz(z, r) = B0 +
B0z

z2
f

(
r − b/2

z
,
r + b/2

z

)
(A.12)
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Fig. 1 – Champ magnétique total B crée par un aimant de diamètre a=15mm
et d’épaisseur e=5mm en fonction de la distance à l’axe de révolution r, pour
di↵érentes distance z à l’aimant. Graphe inséré : champ magnétique total B
crée sur l’axe de révolution en fonction de z en échelle logarithmique : à grande
distance, le champ décrôıt en 1/z2

obtient finalement le champ crée par un disque aimanté de rayon b.

Br(z, r) =
B0r

z2

0
@
 ✓

r � b/2

z

◆2

+ 1

!�3/2

�
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r + b/2

z

◆2

+ 1

!�3/2
1
A (4)

Bz(z, r) = B0 +
B0z

z2
f

✓
r � b/2

z
,
r + b/2

z

◆
(5)

où f est une fonction trop longue pour tenir sur une ligne. Ces expressions
pourraient sûrement être simplifiées.
Ces formules analytiques correspondent bien aux données expérimentales dès
que la distance à l’aimant est supérieure au diamètre, ie d > 15mm. Pour des
grandes distances, on retrouve bien un champ qui décroit en 1/z2 (en pratique,
pas tout a fait : j’ai utilisé un exposant 1.85 pour Br et 1.91 pour Bz pour
coller au mieux avec les données expérimentales). Comme le montre la figure
1, un aimant cylindrique crée un champ magnétique lentement variable dans

3

Figure A.4 – Champ magnétique généré par un aimant cylindrique. Champ total B crée
par un aimant de diamètre a=15 mm et d’épaisseur e=5 mm en fonction de la distance
à l’axe de révolution r, pour différentes distance z à l’aimant. Graphe inséré : champ
magnétique total B crée sur l’axe de révolution en fonction de z en échelle logarithmique :
à grande distance, le champ décroît en 1/z2. Ces courbes peuvent être interpolées par les
équations A.11 et A.12.

où f est une fonction trop longue pour tenir dans la marge :

Bz(z, r) = B0 +
B0z

z2

(
tanh3

(
asinh

(
r + b/2

z

))
(A.13)

− tanh3

(
asinh

(
r − b/2

z

))
(A.14)

+ 2tanh
(
asinh

(
r − b/2

z

))
(A.15)

− 2tanh
(
asinh

(
r + b/2

z

)))
; (A.16)

Ces formules analytiques correspondent bien aux données expérimentales dès que
la distance à l’aimant est supérieure au diamètre, i.e. d > 15mm. Pour des grandes
distances, on retrouve bien un champ qui décroit en 1/z2 (en pratique, pas tout a
fait : j’ai utilisé un exposant 1.85 pour Br et 1.91 pour Bz pour coller au mieux avec
les données expérimentales).

Comme le montre la figure A.4, un aimant cylindrique crée un champ magné-
tique lentement variable dans l’espace, avec un maximum de champ dans l’axe de
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révolution. Au voisinage du maximum on peut considérer que le champ magnétique
varie quadratiquement avec la distance r à l’axe de révolution. Ce type de configu-
ration permet d’appliquer une force de rappel type ressort sur une goutte chargée
en ferrofluide.

A.4 Composante verticale de la force magnétique

L’utilisation d’un unique aimant pour confiner le marcheur génère également une
force verticale appliquée sur la goutte. Opposée à la gravité, son effet est moindre
que la force horizontale. Cependant, son effet peut être décelé par une diminution de
la vitesse de la goutte. En effet, l’application d’une force verticale diminue la gravité
effective, ce qui diminue l’énergie cinétique à l’impact et donc l’amplitude des ondes
générées.

La cartographie de champ magnétique effectuée permet de calculer le rapport
entre la force verticale Fv et la force horizontale Fh appliquée en fonction de la
distance au centre (figure A.5a). On observe une croissance linéaire, pour une valeur
maximale de l’ordre de 0.1.

Grâce à la méthode de calibration utilisée pour calculer la force horizontale, la
force verticale est connue sans aucun paramètre ajustable. Cette force Fv peut être
ramenée à l’accélération de gravité g, comme le montre la figure A.5b. Pour les
confinements les plus élevés (Λ = 0.3), la modification effective de la gravité est de
l’ordre de 20% 1.

Enfin, l’effet de cette force verticale sur la vitesse du marcheur est donné en
figure A.5c, en fonction du ration Fv/g. Du point de vue du marcheur, cette mo-
dification de gravité induit donc une variation linéaire de la vitesse de la goutte.
L’origine de cette pente constante n’a pas été élucidé. Les effets sur la vitesse du
marcheur reste relativement faible, dès que Λ > 0.5. En pratique, les orbites étant
sélectionnées par la longueur d’onde de Faraday, des variations de vitesse d’une
orbite à l’autre ne change pas les résultats obtenus.

1. A confinement encore plus faible, la diminution de la gravité effective peut être utilisée
pour modifier le régime de rebond d’une goutte sans changer l’accélération du pot vibrant. Des
triplements voire quadruplements de période ont ainsi pu être observés.
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Figure A.5 – Force verticale exercée sur la goutte. Mesures effectuées sur des
trajectoires obtenues dans le régime de marcheur amnésique (Chapitre 3), ou la goutte suit
un mouvement circulaire uniforme. Λ = V/(λFω) désigne le paramètre de confinement.
a) Mesure du rapport Fv/Fh entre force verticale Fv et force horizontale Fh exercée en
fonction de Λ. b) Valeur de la force verticale rapportée à l’accélération de gravité g. c)
Vitesse de la goutte, pour deux gouttes différentes, en fonction de la modification de la
gravité induite Fv/g. On observe une décroissance linéaire de la vitesse. La courbe rouge
correspond à un ajustement linéaire.
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Annexe B

Limite du marcheur amnésique : une
masse additionnelle d’origine
ondulatoire

Pour le lecteur courageux, la partie qui suit s’attarde sur l’obtention, par le calcul,
de l’équation 3.12 obtenue par des arguments de symétrie. Outre la justification du
modèle à partir des équations connues du champ d’onde, cette approche permet de
mettre en évidence l’apparition de forces qui ne dépendent pas que de la vitesse,
mais aussi de l’accélération de la goutte. Ce second terme est responsable de l’écart
de 20% observé entre l’inertie d’une goutte rebondissante et l’inertie d’un marcheur.

B.1 Dérivation du terme d’inertie additionnel

B.1.1 Passage du discret au continu

Mouvement vertical en deux phases
Vol libre :

dv

dt
= −ω2r de 0 à αT (B.1)

Pendant le contact avec le bain :
dv

dt
= −ω2r− γ0v + γ0∇̃h de αT à T (B.2)

Bilan sur une période :

(δv)1 = −ω2rαT de 0 à αT (B.3)

(δv)2 = −ω2r(1− α)T − γ0v(1− α)T + γ0(1− α)~∇h de αT à T (B.4)
dv

dt
= ((δv)1 + (δv)2)/T (B.5)

= −ω2r− γ0(1− α)v + γ0(1− α)~∇h (B.6)
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ADDITIONNELLE D’ORIGINE ONDULATOIRE

Equation du mouvement après moyenne sur une période :
dv

dt
= −ω2r− γ0v + γ0

~∇h (B.7)

B.1.2 Développement de la force due aux ondes

Le champ d’onde s’écrit :

h = h0

∞∑

n=1

J0(kF ||~δrn||)e−n/M (B.8)

Développement de Taylor de l’argument, on définit ~δrn = r(t)− r(t− nTF ) :

~δrn = nTF
dr

dt
− (nTF )2

2

d2r

dt2
+O

(
(nTF )3

)
(B.9)

k2
F ||~δrn||2 = (nkFTF )2||dr

dt
||2 +

1

k2
F

(nkFTF )4

4
||d

2r

dt2
||2

− 1

kF
(nkFTF )3dr

dt
.
d2r

dt2
+O

(
(nTF )5

)
(B.10)

B.1.3 Expression dans le repère de Frenet

Accélération :

v = vt (B.11)
dv

dt
=

dv

dt
t +

v2

Rc

n (B.12)

Dans ce repère, l’argument devient :

kF (~δrn) = nkFTFvt−
1

kF

(nkFTF )2

2

(
dv

dt
t +

v2

Rc

n

)
+O

(
(nkFTF )3

)
(B.13)

k2
F ||~δrn||2 = (nkFTF )2v2 +

1

k2
F

(nkFTF )4

4

((
dv

dt

)2

+

(
v2

Rc

)2
)

− 1

kF
(nkFTF )3v

dv

dt
+O

(
(nTF )5

)
(B.14)

Si on néglige les termes en dv/dt :

1

λF
(~δrn) = n

v

vφ
t− λF

2RC

(
n
v

vφ

)2

n (B.15)

1

λ2
F

||~δrn||2 =

(
n
v

vφ

)2

+
1

4

(
λF
Rc

)2(
n
v

vφ

)4

(B.16)

1

λF
||~δrn|| = n

v

vφ

√
1 +

1

4

(
λF
Rc

)2(
n
v

vφ

)2

(B.17)

= n
v

vφ

(
1 +

1

8

(
λF
Rc

)2(
n
v

vφ

)2
)

(B.18)
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Force exercée :

γ0
~∇h = h0kFγ0

∞∑

n=1

J1(kF ||~δrn||)e−n/M
~δrn

||~δrn||
(B.19)

Développement de Taylor de J1 en 0 :

2J1(x) = x− x3

8
+O(x5) (B.20)

On pose x = 2πnv/vφ et κ = 1/kFRc.

J1(kF ||~δrn||)
~δrn

||~δrn||
= J1(x(1 +

1

8
κ2x2))

t− κ
2
xn

1 + 1
8
κ2x2

(B.21)

Développement du J1 :

2J1(x(1 +
1

8
κ2x2)) = x+

1

8
κ2x3 − x3

8
+O(x5) (B.22)

2J1(x(1 + 1
8
κ2x2))

1 + 1
8
κ2x2

= x− x3

8
+O(x5) (B.23)

Finalement, chaque terme de la somme vaut :

J1(kF ||~δrn||)
~δrn

||~δrn||
=

1

2

(
x− x3

8

)
t− κ

4
x2n (B.24)

γ0
~∇h = h0kFγ0

∞∑

n=1

(
1

2

(
x− x3

8

)
t− κ

4
x2n

)
e−n/M (B.25)

Valable dans la limite de faible mémoire. Le terme κ/4x2~n correspond à une force
qui dépend de l’accélération selon la direction normale à la trajectoire. La masse du
marcheur est donc modifiée par l’influence des ondes sur son mouvement. Cet effet
remarquable a été signalé par J. Bush, et a fait l’objet d’une étude plus détaillée [12].
On peut ajouter que cet effet met en évidence que l’inertie d’un marcheur dépend
de la direction considérée. Il s’agit donc d’un mobile dont la distribution de masse
est anisotrope.

Notons également que ce résultat a été obtenu dans la limite de faible mémoire.
Pour des mémoires plus élevés, l’expression B.25 devrait faire apparaître des termes
d’ordres supérieurs, qui dépendent des dérivées successives de la vitesse. La force
exercée sur un marcheur ne dépend donc pas uniquement de sa vitesse et de sa
position, mais aussi de son accélération et de ses dérivées successives. Outre la com-
plexité qu’une telle force peut introduire, on imagine déjà que l’espace des phases
dans lequel est plongé un marcheur va dépendre de ce paramètre de mémoire Me.
Plus celui ci est élevé, et plus le nombre de conditions initiales nécessaires pour
décrire l’état présent sera élevé.
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The wave-induced added mass of walking droplets
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FIGURE 3. The observed dependence of the orbital radius r0 and frequency ! on the
spring constant k for a droplet walking at speed u0 under a spring force F = �kx in
the low-memory regime. The experimental parameters were reported to be ⌫ = 20 cS,
Td = 0.0182 s, R = 0.40 mm, u0 = 12.2 mm s�1, � /�F = 0.9 and sin � = 0.25 (Perrard
& Couder, private communication). The value of the phase sin � is chosen to match the
experimentally observed free walking speed u0. The dashed lines indicate the standard
solutions, r0 = Rh ⌘ u0/

p
k/m and ! = !h ⌘ p

k/m. The solid lines correspond to the
predictions of (4.4), which incorporate the walker’s hydrodynamic boost factor, �B = 1.30.

the free walking speed u0 ⌘ r0|!|. The radial force balance (4.1) then indicates the
dependence of the orbital frequency and radius on the boost factor,

! =
s

k
m�B

, r0 = p
�B

u0p
k/m

. (4.4)

Once again, the net effect of the wavefield is thus to decrease the orbital frequency,
and to increase the orbital radius relative to the standard results, !h and Rh. Figure 3
indicates the observed dependence of the orbital radius and orbital frequency on the
spring constant at low memory reported by Perrard et al. (2014b). The dashed lines
indicate the standard results, Rh = u0

p
m/k and !h = p

k/m, while the solid lines
correspond to our predictions (4.4), which incorporate the boost factor.

For the case of orbital dynamics, one can rationalize the increase of the orbital
radius relative to that expected in the absence of the wave force through consideration
of the geometry of the pilot wavefield (Oza et al. 2014). In the low-memory limit, the
drop is influenced primarily by the wave generated by its most recent impact. As the
drop is turning in a circular orbit, the wave force generated during impact necessarily
has a radial component, the result being an increase in the orbital radius.

We note that Labousse & Perrard (2014) proposed the following equation to
describe the dynamics of a walker acted upon by a central force in the low-memory
regime:

mẍ + Dwẋ = �kx, Dw = D
✓ |ẋ|2

u2
0

� 1
◆

. (4.5)

This trajectory equation captures certain features of (2.15); in particular, the nonlinear
drag coefficient Dw acts as a restoring force that drives the walker towards its
free walking speed u0. However, in neglecting the contribution of the walker’s
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FIGURE 2. The observed dependence of the orbital radius r0 and frequency ! on the
rotation rate ⌦ for a droplet walking at speed u0 in a rotating frame in the low-memory
regime (⌫ = 20.9 cS, Td = 0.0174 s, R = 0.40 mm, u0 = 9.0 mm s�1, � /�F = 0.82, sin � =
0.26). The experimental data are those reported by Harris & Bush (2014), and the value of
sin � is chosen to match the experimentally observed free walking speed u0. The dashed
lines indicate the standard solutions for inertial orbits, r0 = Rc ⌘ u0/2⌦ and ! =!c ⌘�2⌦ .
The solid lines correspond to the predictions of (4.3), which incorporate the walker’s
hydrodynamic boost factor, �B = 1.41.

(4.2) requires that the orbital speed correspond to the free walking speed u0 ⌘ r0|!|.
The radial force balance (4.1) then indicates the dependence of the orbital frequency
and radius on the boost factor,

! = �2⌦

�B
, r0 = �B

u0

2⌦
. (4.3)

The net effect of the wavefield is thus to decrease the orbital frequency and increase
the orbital radius relative to the standard results, !c and Rc. Figure 2 indicates the
observed dependence of the orbital radius and orbital frequency on the rotation rate at
low memory reported by Harris & Bush (2014). The dashed lines indicate the standard
results, Rc = u0/2⌦ and !c =�2⌦ , while the solid lines correspond to our predictions
(4.3), which incorporate the boost factor.

4.2. Walking in a central force
Perrard et al. (2014b) report the results of a study of walker motion in the presence
of a central force. By encapsulating ferrofluid within a walker, and applying a vertical
magnetic field with a radial gradient, they produced a force field that increased linearly
with radius, F = �kx. In certain regimes, orbital motions were observed; in others,
more complex periodic and aperiodic motions arose. We focus here on the circular
orbits reported. From the classical balance of the applied force kR and inertial
force mu2

0/R, one expects circular orbits with radius Rh = u0
p

m/k and frequency
!h = p

k/m. Like their counterparts arising in the rotating frame, the observed orbits
exhibited a radial offset, being typically 10 % larger than Rc, an observation we can
now rationalize.

For circular motion in the presence of a central force F = � kx, once again F · t = 0,
so the tangential force balance (4.2) requires that the orbital speed correspond to
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Figure B.1 – Mesure de l’inertie d’un marcheur a) Expérience de Coriolis. Le
marcheur est soumis à une force ~V .~Ω dans le repère en rotation. b) Expérience de marcheur
piégé dans un potentiel harmonique. Le marcheur est soumis à une force −k~r. Les courbes
rouges correspondent à mG = mW . Les courbes bleues ont été obtenues par un calcul
similaire à celui présenté ci-dessus, dans la limite de faible mémoire (MeTF � λF /V )

B.2 Validation expérimentale

Les calculs ci-dessus ont été effectués par J. Bush et A. Oza en utilisant un for-
malisme similaire, basée sur une description continue du mouvement horizontal [12].
Pour valider leur calcul, ils ont comparé les résultats théoriques aux mesures obte-
nues dans les deux expériences de confinement d’un marcheur possible, en Coriolis,
et en force centrale.

Pour un marcheur sur un bain en rotation décrivant une orbite de rayon R à la
vitesse V0, l’équation du mouvement selon la direction normale s’écrit sous la forme :

mW
V 2

0

R
= −2mGV0Ω (B.26)

où mW désigne la masse du marcheur, i.e. la masse de la goutte mG corrigée par
la contribution des ondes à l’inertie de l’ensemble. Ω désigne la vitesse de rotation
angulaire du bain. Le rayon des orbites est donc donné par :

R =
mW

mG

V0

2Ω
(B.27)

Pour un marcheur soumis à une force centrale en −k~r, l’équation du mouvement
selon la direction radiale s’écrit :

mW
V 2

0

R
= −kR (B.28)

Où k est la constante de raideur du puits. En posant ω =
√
kmG, la rayon des
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orbites est donné par :

R =

√
mW

mG

V0

ω
(B.29)

Les tailles d’orbites observées sont représentées en figure B.1 pour un marcheur sou-
mis à une force de Coriolis (figure B.1b) ou soumis à une force centrale (figure B.1b).
Dans les deux cas, un excellent accord est obtenue entre théorie et expérience. On
peut remarquer en particulier que l’on retrouve une des différences entre les deux
expériences : la modification du rayon induite par la masse additionnelle est supé-
rieure dans le cas de Coriolis, où elle intervient sous la forme mW/mG que dans
l’expérience en force centrale, où elle intervient sous la forme

√
mW/mG.
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