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Introduction générale

Contexte et problématique

Dans de nombreux secteurs industriels, l’optimisation de la maintenance de sys-
tèmes de plus en plus complexes apparait comme l’un des verrous technologiques à
leur développement. C’est notamment le cas dans le domaine ferroviaire où l’infra-
structure comme les matériels roulants sont soumis à des exigences de disponibilité,
sécurité, coûts, rentabilités de plus en plus élevées.

Du fait de la complexité de ces systèmes et pour en comprendre intimement
le fonctionnement, il est nécessaire de recourir à des simulations du comportement
du système étudié sur son cycle de vie, en injectant dans la simulation les carac-
téristiques des stratégies de maintenance utilisée (type de maintenance, échéancier
de surveillance, qualité des diagnostic, type d’actions de maintenance . . .). Ainsi il
devient possible, pour une fonction coût donnée, d’optimiser la maintenance.

Généralement, par "optimisation des politiques de maintenance", on entend le
réglage, pour un contexte donné (modèles de dégradation, type et contexte d’ex-
ploitation, répartition des coûts . . .), des paramètres de la stratégie de maintenance.
Cette optimisation est généralement proposée sur un horizon temporel large (au delà
de la durée de vie du système) et est réalisée une fois pour toute.

Cette thèse se propose d’aborder le problème du réajustement en ligne des référen-
tiels de maintenance tenant compte d’un retour d’expérience cumulatif (défaillances
observées au cours du temps). Il s’agit de s’adapter à un contexte possiblement
variable (composants fournis par de nouveaux sous-traitants ou apparition de nou-
veaux modes de défaillance). L’objectif final est de proposer un outil d’optimisation
dynamique qui ajuste automatiquement les caractéristiques des politiques de main-
tenance.

Ces travaux, ce sont déroulés au sein du laboratoire Génie des Réseaux de Trans-
ports Terrestres et Informatique Avancée (GRETTIA) de l’Institut Français des
Sciences et Technologies des Transport, de l’Aménagement et des Réseaux (IFST-
TAR) dans le cadre du projet de recherche SurFer (Surveillance Active Ferroviaire),
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piloté par la société Bombardier Transport et financé par le FUI (Fonds Uniques
Interministériel) et dont l’objectif principale est l’amélioration de la disponibilité des
matériels roulants ferroviaire.

Organisation du manuscrit

Au cours de cette thèse nous nous somme orienté vers une modélisation probabi-
liste de la dynamique des systèmes. Le chapitre 1 présente le formalisme des modèles
graphiques probabilistes (MGP) qui sera utilisé tout au long de ce manuscrit. Ce
formalisme repose sur la théorie des graphes et la théorie des probabilités et permet
de représenter de manière intuitive des systèmes dont l’état évolue de manière non
déterministe.

Le chapitre 2 aborde le problème de modélisation de systèmes dynamiques
et de leur maintenance. Des approches stochastiques reposant sur les mo-
dèles graphiques probabilistes markoviens seront présentées. L’intérêt de ces
modèles a été démontré à travers des études comparatives [Bouillaut 2009],
[Bouillaut 2011], [Donat 2010] et leurs utilisations dans plusieurs applications in-
dustrielles [Donat 2009], [François 2011], [Rozas 2013] . L’objectif de cette thèse
est de proposer une extension à ces modèles pour prendre en compte une éventuelle
évolution de la dynamique de dégradation des systèmes modélisés. L’approche pro-
posée consiste en un suivi des données d’apprentissage du modèle de dégradation et
à des ré-évaluations conditionnelles des stratégies de maintenance.

Le chapitre 3 porte sur l’évaluation des politiques de maintenance dans le cadre
d’une modélisation probabiliste de la dynamique de dégradation du système. Il s’agit
de quantifier l’effet d’un réglage donné des paramètres de maintenance sur des in-
dicateurs tels que le nombre de pannes ou le coût de maintenance. Les opérations
d’inférence probabiliste étant couteuses en terme de temps de calcul, il est diffici-
lement envisageable de les intégrer tel quel dans un algorithme en-ligne. Plusieurs
solutions seront proposées pour permettre de réduire la complexité algorithmique de
la méthode d’évaluation des stratégies de maintenance.

Le chapitre 4 aborde le problème de détection de changement dans un modèle de
dégradation. L’approche proposée consiste à suivre l’évolution des données décrivant
le temps passé dans chaque état par les composants d’un système. L’objectif est
de détecter un changement statistique dans ce flux de données. En fonction des
hypothèses sur les données qui sont prises, différentes méthodes de détection de
changement sont envisageables. Dans ce chapitre, quelques unes de ces méthodes
sont présentées et comparées à une méthode originale.

Pour finir, le chapitre 5 expose notre méthodologie dans le cadre d’une application
industrielle qui concerne la maintenance des systèmes d’accès voyageurs d’un maté-
rielle ferroviaire. L’objectif de cette application est de définir les périodes de reprise
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des réglages du système pour garantir des niveaux de sécurité et de fiabilité élevé
avec un coût de maintenance optimal. Les améliorations apportées au modèle utilisé
sont intégrées dans cette application pour pouvoir prendre en compte une évolution
de la dynamique du système à travers le suivie des données de retour d’expérience.
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1.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de présenter les outils de modélisation utilisés tout
au long de cette thèse, à savoir les modèles graphiques probabilistes (MGP ou PGM
pour l’acronyme anglais Probabilistic Graphical Models) et notamment les réseaux
bayésiens dynamiques. Ces outils qui allient la théorie des graphes et la théorie des
probabilités, permettent de représenter de manière intuitive la connaissance sur des
événements aléatoires. En effet, la théorie des graphes apporte un cadre pour la
représentation de relations entre des variables aléatoires. La théorie des probabilités,
quant à elle, permet de définir l’aspect quantitatif des MGP.

Les modèles graphiques probabilistes suscitent un grand intérêt dans de nombreux
domaines de recherche, notamment en intelligence artificielle, en statistiques, et dans
les domaines des sciences cognitives[Kayser 2004] et de la philosophie [Drouet 2007].
Cet intérêt pour les MGP s’explique principalement par leur simplicité de mise en place
et leur capacité à modéliser la connaissance et le raisonnement dans l’incertain.

Ce chapitre se compose de deux grandes parties. La partie 1.2 aborde succinc-
tement le formalisme des réseaux bayésiens, en présentant les notions de base et
les méthodes d’utilisation de ces modèles à travers un exemple simple. La partie 1.3
présente l’extension markovienne des modèles graphiques probabilistes. Les chapitres
suivants de ce manuscrit montreront à quel point ces modèles sont particulièrement
bien adaptés à la représentation de systèmes dynamiques.

1.2 Modèle graphique probabiliste

1.2.1 Introduction

Les modèles graphiques probabilistes constituent une famille de modèles mathé-
matiques permettant de mettre en place un raisonnement automatique dans l’in-
certain. ils comprennent entre autres les Réseaux Bayésiens (RB), les Chaînes de
Markov (CM) et les réseaux de Petri. Dans ce document, seul seront abordés les
réseaux bayésiens et les chaînes de Markov.

Les MGP sont représentés par des graphes où les nœuds modélisent des variables
aléatoires et les arcs des relations entre ces variables. Cette représentation présente
le double avantage d’être modulaire et de permettre la ré-utilisation des résultats
démontrés dans la théorie des graphes. Si besoin, quelques rappels sur la théorie des
probabilités et la théorie des graphes sont donnés dans les annexe D etE.

L’objectif principal d’un réseau bayésien est de représenter de manière compacte
la loi jointe d’un vecteur aléatoire X = (X

1

, . . . , Xn) en utilisant les relations de dépen-
dances entre les variables (X

1

, . . . , Xn). Un réseau bayésien est composé d’une partie
qualitative donnée par un graphe, et d’une partie quantitative obtenue à partir de
lois de probabilités conditionnelles entre certaines variables du graphe.
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1.2.2 Définition

Dans un cadre général, les réseaux bayésiens définissent un modèle probabiliste
sur un ensemble de variables continues ou discrètes. Dans ce document, nous nous
restreindrons au cas des variables aléatoires discrètes et finies. Les définitions et
les méthodes, énoncées par la suite, resteront dans le cadre des réseaux bayésiens
discrets.

Définition 1 (Réseau Bayésien)

Un réseau bayésien (RB) est un couple (G,P) où :

— G = (X , E) est un graphe orienté sans circuit. X = {X
1

, . . . , Xn} est l’en-
semble des nœuds du graphe. Chaque Xi représente une variable aléatoire
à valeur dans Xi . E est l’ensemble des arcs du graphe décrivant les dé-
pendances entre les variables. E est un sous-ensemble de X ⇥ X tel que si
(Xi , Xj) 2 E, alors un arc relie la variable Xi à la variable Xj .

— P = {p
1

, . . . , pn} est un ensemble de lois de probabilités conditionnelles
(LPC), tel que chaque pi représente la distribution de la variable Xi condi-
tionnellement à l’état de ses parents (Pa(Xi)) dans G.

1.2.2.1 Propriété de factorisation de lois

Avec cette définition, un réseau bayésien permet de représenter de manière com-
pacte la distribution de probabilité jointe sur l’ensemble des n variables du réseau.
En effet, l’espace nécessaire au stockage de n lois de probabilités est moins impor-
tant que l’espace nécessaire au stockage d’une table de probabilité jointe et l’égalité
suivante exprime le lien entre la loi de probabilité jointe et les lois de probabilités
conditionnelles dans un RB :

P(X
1

, X
2

, . . . , Xn) =
n
Y

i=1

P(Xi |Pa(Xi)) (1.1)

Cette décomposition d’une fonction globale en un produit de termes locaux, dé-
pendant uniquement du nœud considéré et de ses parents dans le graphe, est une
propriété fondamentale des Réseaux Bayésiens

1.2.2.2 Notion de d-séparation

Il convient également de définir la notion de d-séparation (pour séparation dirigée)
dans un réseau bayésien pour expliquer la circulation de l’information dans un réseau
bayésien. Cependant, cette définition nécessite un rappel sur les différents types de
connexions identifiables dans un graphe.
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La figure 1.1 présente les différents types de connexions qui peuvent être rencon-
trées dans un réseau bayésien.

A B C

A B C

(a) Connexion en série
en B

A

B

C

(b) Connexion conver-
gente en B

A

B

C

(c) Connexion diver-
gente en B

Figure 1.1 – Les trois types de connexions entre trois variables aléatoires

Dans le cas des connexions en série en B (fig. 1.1a) et divergentes en B (fig. 1.1c),
l’information peut circuler entre A et C sauf si la valeur de B est connue. Pour la
connexion convergente en B (fig. 1.1b), l’information circule entre A et C dès lors
qu’une information est disponible pour B. La notion de d-séparation peut alors être
définie comme suit :

Définition 2 (d-séparation)
Soit un réseau bayésien G = (X , E) et A, B et C trois variables de X . Les variables
A et B sont d-séparées si et seulement si pour toute chaîne entre A et B, il
existe une variable intermédiaire C telle que l’une des deux conditions suivant soit
vérifiée :

— la connexion en C est série ou divergente et la valeur de C est connue

— la connexion en C est convergente et aucune information n’est disponible
ni pour C ni pour ses descendants

L’exemple suivant, inspiré du domaine de l’automobile, est proposé pour illustrer
les notions associées aux réseaux bayésiens :

Exemple 1 (Modélisation d’un système par RB). Le réseau bayésien de la figure 1.2
modélise, de manière simplifiée, le système de démarrage d’une voiture. La modéli-
sation du système utilise quatre variables aléatoires :

— la variable E représente l’état de la batterie, et prend ses valeurs dans l’ensemble
E ={récente, ancienne}

— la variable U représente la fréquence d’utilisation de la batterie, et prend ses
valeurs dans l’ensemble U ={fréquente, normale }

— la variable P représente la puissance délivrée au démarreur par la batterie, et
prend ses valeurs dans l’ensemble P ={faible, moyenne, forte }

— la variable C représente une estimation du niveau de carburant restant dans le
réservoir de la voiture. L’ensemble des valeurs possibles pour cette variables est
C ={bas, haut}.

— la variable D modélise le démarrage de la voiture. Les valeurs possibles pour
cette variable sont D ={échoué, réussie}
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C

Carburant

E

État batterie
U

Usage batterie

P

Puissance

D

Démarrage

Figure 1.2 – Réseau bayésien modélisant le système de démarrage d’une voiture

La puissance délivrée par la batterie (représentée par la variable P ) dépend de
l’état de la batterie (E) et de l’utilisation (U) qui en est faite. Ces relations de
dépendance sont modélisées dans le réseau bayésien par des relations de parenté :
les variables U et E sont les parents de la variable P (on note Pa(P ) = {U,E}). De
même, le fait que le démarrage de la voiture dépende de la puissance délivrée au
démarreur par la batterie est modélisée par la relation de parenté (Pa(D) = {P})
entre les variables P et D.

Pour être complet, le réseau bayésien représenté à la figure 1.2 doit être accom-
pagné de tables de probabilités conditionnelles pour chaque variable. Ces tables sont
généralement remplies par des experts ou à partir de données expérimentales. Pour
notre exemple, les lois de probabilités P(E), P(U), P(C), P(P |E,U) et P(D|P, C) sont
définies de manière empirique par la table 1.1.

Le petit exemple présenté ici illustre bien l’avantage en terme de stockage de
l’information des réseaux bayésiens. En effet, en supposant qu’un nombre réel prenne
une unité de mémoire pour être stocké, l’espace mémoire (aussi appelé complexité
spatiale) nécessaire au stockage de la loi jointe des variables aléatoires E, D, U et P
est :

Cs(P(E,D, U, P )) = |E||D||U||P| = 2⇥ 2⇥ 2⇥ 3⇥ 2 = 48. (1.2)

Alors que la complexité spatiale du réseau bayésien est égale à la somme des
complexités spatiales des quatre LCP, c’est-à-dire :

Cs(M) = Cs(P(E)) + Cs(P(U)) + Cs(P(C)) + Cs(P(D|P, C)) + +Cs(P(P |E,U))
= |E|+ |U|+ |C|+ |D||P||C|+ |P||E||U|
= 2 + 2 + 2 + 2⇥ 3⇥ 2 + 3⇥ 2⇥ 2 = 30

(1.3)

Cette différence d’espace de stockage, peut s’avérer beaucoup plus importante
dans de plus grands réseaux. D’une manière générale, la complexité spatiale d’un
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Table 1.1 Tables de probabilités associées aux variables du réseau bayésien modélisant
le système de démarrage d’une voiture (figure 1.2)

P(E)

État

récente ancienne

0.80 0.20

P(C)

Carburant

haut bas

0.50 0.50

P(D|P )
Démarrage

Carburant Puissance réussi échoué

haut faible 0.01 0.99
haut moyenne 0.45 0.55
haut forte 1.00 0.00
bas faible 0.01 0.99
bas moyenne 0.15 0.85
bas forte 0.80 0.20

P(U)

Utilisation

fréquente normale

0.15 0.85

P(P |E,U)
Puissance

État Usage faible moyenne forte

récente fréquente 0.10 0.15 0.75
ancienne fréquente 0.15 0.80 0.05
récente normale 0.02 0.08 0.90
ancienne normale 0.10 0.15 0.75

réseau bayésien M = (G, {pd}1in) est donnée par

Cs(M) =
n
X

i=1

2

4|Xi |
Y

Xj2Pa(Xi )

|Xj |

3

5 , (1.4)

tandis que la complexité spatiale de la loi jointe p associée est donnée par :

CS(p) =
n
Y

i=1

|Xi |. (1.5)

Plus généralement, la notion de dimension d’un réseau bayésien est utilisé pour
représenter le nombre de paramètres nécessaires pour définir une loi de probabilité
jointe représenté par un RB.

Soit X = (X
1

, X
2

. . . Xn) un vecteur aléatoire composé de n variables aléatoires dis-
crète dont la distribution jointe P(X

1

, X
2

. . . Xn) est représenté par le réseau bayésien
G. Si ri est la modalité de la variable Xi , c’est à dire le nombre de valeurs que peut
prendre cette variable, alors le nombre de paramètres nécessaires pour représenter la
distribution de probabilité P(Xi |Pa(Xi) = ⇡1) de la variable Xi sachant que les parents
de Xi sont dans la configuration ⇡

1

et ri � 1.
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La dimension d’une variable Xi d’un réseau bayésien, c’est à dire le nombre de pa-
ramètres indépendants nécessaires pour définir la distribution P(Xi |Pa(Xi)) est définie
par :

Dim(Xi ,G) = (ri � 1) qi , (1.6)

où qi est le nombre de configurations possibles pour les parents de Xi , c’est-à-dire

qi =
Y

Xj2Pa(Xi )

rj (1.7)

La dimension d’un réseau bayésien G = (X , E) est la somme des dimensions des
variables du RB. Mathématiquement, la dimension d’un RB est définie par :

Dim(G) =
X

Xi2X

Dim(Xi ,G) (1.8)

1.2.3 Apprentissage

L’apprentissage d’un réseau bayésien consiste à déterminer, à partir de données
ou d’informations plus subjectives (par exemple des avis d’experts), d’une part sa
structure, c’est-à-dire les relations d’influence pouvant exister entre les variables, et
d’autre part ses paramètres, c’est-à-dire l’ensemble des distributions de probabilités
conditionnelles.

Dans la suite de cette section, nous nous intéresserons uniquement à l’appren-
tissage de paramètres, et nous considèrerons que la structure du réseau bayésien à
apprendre est déjà définie. En ce qui concerne l’apprentissage de structure, la thèse
de [François 2006] et plus récemment [Daly 2011] passent en revue la plupart des
méthodes existantes tout en les mettant en compétition sur plusieurs jeux de don-
nées.

1.2.3.1 Apprentissage à partir de données complètes

Soit X = (X
1

, . . . XD) un vecteur aléatoire dont la distribution est définie à l’aide
du réseau bayésien R = {G, {pd}1dD} et D

X

et une base d’exemples comprenant N
réalisations indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) du vecteur X. La base
D

X

peut être représentée sous la forme d’une matrice à N lignes et D colonnes :

D

X

=

2

6

6

6

6

6

6

6

4

x
1,1 . . . x1,i . . . x1,D
...

...
...

xn,1 . . . xn,i . . . xn,D
...

...
...

xN,1 . . . xN,i . . . xN,D

3

7

7

7

7

7

7

7

5

, (1.9)

où xn,d est la n-ième observation de la d-ième variable de X.
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La méthode la plus courante pour apprendre les paramètres d’un réseau bayésien
à partir de la base D

X

est la méthode du maximum de vraisemblance [Fisher 1922].
Cette méthode consiste à déterminer le jeu de paramètres noté b✓ qui maximise la
vraisemblance, notée L(✓) des données observées. La vraisemblance L(✓) étant définie
comme la probabilité d’observer D

X

avec les paramètres ✓ :

L(✓,D
X

) = P(D
X

|✓). (1.10)

Par ailleurs, en utilisant l’hypothèse des données i.i.d. et la relation de factorisation
de la loi jointe dans un réseau bayésien, la vraisemblance des données se réécrit :

L(✓,D
X

) =

N
Y

n=1

D
Y

d=1

P(xn,d |Pa(xn,d), ✓d), (1.11)

où ✓d est la d-ième composante du jeu de paramètres ✓.

En règle générale, pour simplifier les calculs, le logarithme de la vraisemblance,
appelé log-vraisemblance et noté `(✓) sera utilisé à la place de la vraisemblance. Avec
le logarithme, l’égalité précédente devient :

`(✓,D
X

) = ln(L(✓,D
X

)) =

N
X

n=1

D
X

d=1

ln(P(xn,d |Pa(xn,d), ✓d)). (1.12)

La fonction du logarithme népérien étant négative sur l’intervalle [0, 1], maximiser
la somme des logarithmes des probabilités conditionnelles revient à maximiser un à
un les éléments de la double somme. Par conséquent, le jeu de paramètres b✓, qui
maximise la log-vraisemblance l(✓,D

X

), est défini par le vecteur (b✓
1

, . . . , b✓D) tel que
pour tout d 2 {1, . . . , D} :

b✓d = argmax
✓d

N
X

n=1

ln(P(xn,d |Pa(xn,d), ✓d)). (1.13)

Définissons Ni ,j,k comme le nombre d’occurrences dans la base D
X

où la variable
Xi prend la j-ième valeur xj 2 Xi de son domaine, alors que les parents de Xi sont
dans la k-ième configuration possible ⇡k 2

Q

Pa(Xi). Mathématiquement Ni ,j,k est
défini

Ni ,j,k =
N
X

n=1

1(xn,i = xj)1(Pa(Xi) = ⇡k), (1.14)

où 1 est la fonction indicatrice. L’estimation par maximum de vraisemblance de la
LPC pd associé à la d-ième variable est obtenue, pour toute valeur xj 2 Xi et pour
toute configuration ⇡k 2

Q

Pa(Xi) des parents de Xi , par :

P(Xi = xj |Pa(Xi) = ⇡k) = b✓i ,j,k =
Ni ,j,k
|Xi |
P

j=1

Ni ,j,k

. (1.15)



1.2. Modèle graphique probabiliste 13

1.2.3.2 Apprentissage à partir de données incomplètes

Dans la pratique, les bases d’exemples utilisées pour l’apprentissage de paramètres
d’un réseau bayésien sont souvent incomplètes. Certaines variables peuvent ne pas
être observées dans certains exemples de la base D

X

. Concrètement une base in-
complète possède des exemples pour lesquels il n’y a pas d’information sur certaines
variables, par exemple la base d’exemple D

X

pour le vecteur aléatoire X = (x
1

, x
2

, x
3

, x
4

)

de variables binaires, définie ci-dessous, est incomplète :

D

X

=

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

1 0 1 0

1 0 0 1

1 0 1 0

1 0 0 0

? 0 0 1

? ? 0 0

1 ? 0 1

1 ? ? 1

1 1 ? ?

3

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5

.

Dans la base D
x

, les « ? » représentent des informations manquantes. Les observations
5, 6, 7, 8 et 9 de D

x

sont incomplètes.

Soit D l’ensemble construit à partir de la matrice D, et telle que l’ensemble D
contienne tous les éléments xn,k de D. Il est possible de définir une partition de cette
ensemble telle que D

0

= {xn,k 2 D|xn,k 6=?} représente l’ensemble des informations
observées et Dm = {xn,k 2 D|xn,k =?} représente l’ensemble des informations man-
quantes. [Rubin 1976] distingue trois types de données manquantes en fonction du
processus aléatoire qui les engendre.

Types de données manquantes Dans le cas des données dites MCAR (Missing
Completely At Random) la probabilité qu’une observation soit manquante ne dépend
ni des données observées ni des données non observées. En terme mathématique,
cela ce traduit par :

P(xi ,j =?|D0,Dm) = P(xi ,j =?). (1.16)

Dans ce type de situation l’apprentissage de paramètres est effectué, sans introduire
aucun biais, en utilisant uniquement les données complètes.

Une donnée est dite MAR (Missing At Random), si la probabilité que cette donnée
soit manquante ne dépend pas de sa valeur mais uniquement des autres données
observées. Mathématiquement, cela ce traduit par :

P(xi ,j =?|D0,Dm) = P(xi ,j =?|D0). (1.17)

Dans le cas des données NMAR (Non Missing At Random), le mécanisme qui
provoque l’absence d’une donnée n’est pas aléatoire, et même la connaissance sur les
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variables observées ne permet pas d’avoir des informations sur ce processus. Il n’est
pas possible de simplifier P(xi ,j =?|D0,Dm). Le fait qu’une donnée soit manquante
dépend à la fois des données observées et des données non observées.

Dans le cas de données MAR, qui est l’hypothèse la plus courante pour des don-
nées manquantes, l’estimation du jeux de paramètres ✓ est généralement réalisée par
l’algorithme EM (pour Expectation-Maximixation), introduit par [Dempster 1977]. Il
s’agit alors de remplacer les donnés manquantes par des valeurs qui permettent de
maximiser la vraisemblance.

L’algorithme EM est une procédure itérative à deux étapes, qui sont répétées
jusqu’à convergence du paramètre à estimer vers un optimum local. Le schéma itératif
de l’algorithme EM est le suivant :

1. Choisir une valeur initiale pour le paramètre ✓(0)

2. Tant que la suite (✓(i))i n’a pas convergé :

(a) Étape E : Calculer l’espérance de la log-vraisemblance complétée du jeu
de paramètres ✓, en utilisant une distribution des données manquantes
P(D|✓(i)) : Q(✓, ✓(i)) = E✓(i) [`(Do ,Dm|✓)]

(b) Étape M : Estimer les nouveaux paramètres en maximisant de vraisem-
blance : ✓(i+1) = argmax

✓
Q(✓, ✓(i))

L’algorithme EM garantit une amélioration de la log-vraisemblance du jeu de para-
mètres courant à chaque itération : `(✓(i))  `(✓(i+1)). Ce résultat a pour conséquence
que l’algorithme EM converge vers un optimum local ou, dans des cas très rares,
vers un optimum sur une dimension, appelé point de selle. La condition d’arrêt de
l’algorithme est fixée à l’aide d’un seuil ✏ comparé à l’écart de la log-vraisemblance
entre deux itérations. C’est à dire, si `(✓(i+1))� `(✓(i))  ✏, l’algorithme s’arrête.

Une fois l’ensemble des LPC renseignées, l’utilisation d’un MGP est particulière-
ment intéressante de par la possibilité de propager les probabilités à travers le réseau
afin de déduire des informations dans un contexte incertain. Cette opération de pro-
pagation d’information est appelée l’inférence bayésienne. La partie suivante présente
les principales méthodes d’inférence existantes.

1.2.4 Inférence

L’inférence dans un réseau bayésien G, représentant un vecteur aléatoire X, se
résume à un calcul de probabilités a posteriori. Connaissant les états d’un ensemble
de variables (appelées variables d’observation Xo ⇢ X), l’objectif est de répondre à
une requête sur les probabilités des états d’un autre ensemble de variables (appelées
variables cibles Xr ⇢ X et Xr \ Xo = ;) conditionnellement aux observations. La
probabilité recherchée est P(Xr |Xo).

En théorie, un réseau bayésien permet de répondre à n’importe quelle requête
P(Xr |Xo). Il suffit de générer la distribution jointe et de marginaliser cette distribution
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sur l’ensemble des variables cibles Xr . Malheureusement, cette approche de l’inférence
est loin d’être satisfaisante. En effet, elle sous entend le calcul de la distribution jointe,
et supprime ainsi l’intérêt des réseaux bayésiens. De plus, elle se révèle extrêmement
coûteuse en espace mémoire et en temps de calcul.

1.2.4.1 Méthodes d’inférence exactes

Le premier algorithme d’inférence pour les réseaux bayésiens est proposé au dé-
but des années 80 par [Pearl 1986], mais son utilisation est restreinte aux réseaux les
plus simples, les polyarbres (voir définition à l’annexe E ). Il s’agit de protocoles de
communication entre les nœuds d’un réseau par passage de messages asynchrones.
Cette technique permet à chaque nœud du réseau d’échanger des informations avec
les nœuds voisins, et assure ainsi une cohésion globale. La complexité de cet algo-
rithme est polynomiale par rapport au nombre de variables du réseau.

Cette méthode, initialement limitée aux arbres, a été étendue aux réseaux quel-
conques par l’algorithme d’arbre de jonction (JT) [Jensen 1990, Lauritzen 1988].
Cet algorithme s’applique en trois étapes de transformation du graphe : la moralisa-
tion, la triangulation, et la construction de l’arbre de jonction correspondant ; suivie
d’une étape de propagation de l’information par passage de messages, appelée induc-
tion, jusqu’à cohérence. Les notions de moralisation et de triangulation d’un graphe
sont expliquées dans l’annexe E. La complexité algorithmique de l’algorithme JT est
exponentielle par rapport à la taille de la plus grande clique.

A partir de l’algorithme de passage de messages, une autre méthode appelée
algorithme "coupe cycle" ou plus souvent cut-set conditionning est proposée dans
[Pearl 1986]. Elle consiste à instancier un certain nombre de variables de manière à
ce que le graphe résultant soit un arbre. Pour chaque instanciation, la propagation
de l’information s’effectue par passage de messages. Puis les résultats de toutes les
instanciations sont combinés pour répondre à la requête. La complexité algorithmique
de cette méthode d’inférence augmente de manière exponentielle en fonction de la
taille de l’ensemble de coupe.

Algorithme d’élimination de variables L’algorithme d’élimination de va-
riables, proposé initialement par [Nevin Lianwen Zhang 1994] et généralisé par
[Dechter 1999], consiste à marginaliser la distribution de probabilité jointe d’un ré-
seau, en procédant variable par variable. Chaque marginalisation sur une variable Xi
donne lieu à une somme des probabilités de cette variable. Parfois, cette somme
vaudra 1, ce qui conduira à l’élimination de la variable Xi . On procédera alors à
la marginalisation sur une des variables restantes et ainsi de suite jusqu’à ce que
la distribution soit marginalisée. Dans cet algorithme, un ordre pour l’élimination
des variables doit être préalablement défini, et la complexité algorithmique de l’infé-
rence dépend de ce choix. Trouver un ordre d’élimination de variable optimal est un
problème NP-difficile [Dechter 1999].
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L’algorithme 1 détaille le déroulement de la procédure d’élimination de variables
appliquée au calcul de probabilité marginale d’un ensemble de variables requêtes
(Xr) en prenant en compte les informations disponibles sur l’ensemble de variables
observées (Xo).

Algorithme 1 : Inférence par élimination de variables
Entrées :

— P = {pd}1dn : un ensemble de LPC définissant la probabilité jointe d’un
vecteur aléatoire X

— Xr : un vecteur de variables extraites de X sur lesquelles portent la requête

— Xo : un ensemble de variables observées

Sorties : P(Xr |Xo = obs) : la probabilité marginalisé de Xr

début
// Introduire les observations

P  P [ (Xo = obs);
/* Générer un ordre � pour l’ensemble Xe des variables à

éliminer (Xe = X� Xr � Xo) */

x
1

� x
2

· · · � xd ;
pour i = 1, . . . , d faire

/* Créer une structure Bi, appelée bucket, contenant la

LPC de la variable de bucket Xi, et l’ensemble des LPC

associés */

Bi  {pi |Xi 2 Dom(pi)};
// Multiplier les LPC du bucket Bi
�i  

Q

pi2Bi

pi ;

// Sommer �i sur Xi
�i  

P

Xi

�i ;

// Réinsérer le résultat �i dans P
P  P [ �i ;

finpour
// En déduire P(Xr |Xo = obs)
P(Xr |Xo = obs) 

Q

p2P

p;

fin

Reprenons l’exemple 1, précédemment introduit, pour illustrer les méthodes d’in-
férence dans les réseaux bayésiens, et notamment l’algorithme d’élimination de va-
riables :

Exemple 2 (illustration algorithme d’élimination). A l’aide du réseau bayésien, défini
par la figure 1.2 et la table 1.1, modélisant le démarrage d’une voiture, un usager
souhaite connaitre la probabilité que sa voiture démarre ce matin, sachant que son
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réservoir est plein, qu’il a changé sa batterie il y a moins d’un mois et qu’il n’utilise
sa voiture que deux fois par semaine. L’information recherchée est la probabilité
marginale de la variable D ayant connaissance des observations C = « plein », E =
« récente » et U = « normale ».

En utilisant l’ordre d’élimination (E,U, P, C,D) l’algorithme d’élimination de va-
riables se déroule comme suit :

La probabilité marginalisée de D est définie à partir de la loi jointe du réseau
bayésien :

P(D = « réussi ») =
X

E,U,P,C,D= « réussi »

P(E,U, P, C,D), (1.18)

et peut être réécrite en utilisant la formule 1.1 liant la probabilité jointe et les pro-
babilités conditionnelles dans un RB :

P(D = « réussi ») =
X

E,U,P,C,D= « réussi »

P(E) P(U) P(C) P(P |E,U) P(D|P, C). (1.19)

La somme 1.19 est décomposable en plusieurs sommes, et celles-ci sont calculées
dès que possible suivant l’ordre d’élimination. Avec l’ordre d’élimination choisi, la
probabilité marginale de D s’écrira :

P(D = « réussi ») =
X

D= « réussi »

X

P

, C

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

P(D|P, C)P(C)
X

U

2

6

6

6

6

4

P(U)
X

E

P(E) P(P |U,E)
| {z }

�E

3

7

7

7

7

5

| {z }

�U

3

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5

| {z }

�P,C

.

— Élimination de la variable E :

�E

Puissance

Utilisation faible moyenne importante

fréquente 0.10 0.15 0.75
normale 0.02 0.08 0.90

— Élimination de la variable U :
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�U

Puissance

faible moyenne importante

0.02 0.08 0.90

— Élimination de la variable P :

�P,C

Démarrage

réussi échoué

0.94 0.06

— Résultat : P(D = « réussi ») = 0.94

1.2.4.2 Méthodes d’inférence approchées

Il a été démontré par [Cooper 1990] qu’effectuer une inférence exacte est un pro-
blème NP-difficile c’est à dire qu’il est aussi difficile que tous les problèmes de la classe
NP 1. Cette démonstration est effectuée en montrant qu’il existe une transformation
polynomiale d’un problème d’inférence probabiliste vers le problème NP-Difficile de
référence : le problème de satisfaction de contrainte.

Concrètement, lorsque la dimension du réseau bayésien est trop importante, il est
nécessaire de recourir à une alternative aux méthodes d’inférence exacte. Dans ce
cas, les méthodes d’inférence approchée permettent d’établir un compromis entre la
qualité de la solution et le temps de calcul.

Il est possible de distinguer deux familles principales parmi les méthodes d’in-
férences approchées. La première sous-classe d’algorithmes utilise des méthodes
exactes sur un réseau simplifié. L’idée principale de ces méthodes est de simpli-
fier la topologie du réseau. Citons, par-exemple l’algorithme d’inférence proposé par
[Kjaerulff 1994] qui consiste à supprimer les relations de dépendance les plus faibles
du graphe. La conséquence de la suppression de ces relations dans le réseau est une
réduction de la taille des tables de probabilités, ce qui permet de réduire le temps de
calcul en gardant l’erreur, due à l’approximation, faible.

1. La classe NP regroupe les problèmes qui peuvent être résolus par un algorithme polynômiale
sur une machine non déterministe.
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Algorithme 2 : Algorithme de Metropolis-Hastings
// initialiser l’échantillon initial

Xech
0

⇠ q(x);
pour t = 1, . . . , N faire

// Générer l’échantillon candidat

Xechcand ⇠ q(xt |xt�1);
// Calculer la probabilité d’accepter le nouvel échantillon

↵(Xechcand , Xecht ) min
n

1, ⇡(xt )q(xt |xt�1)
⇡(xt�1)q(xt�1|xt )

o

;

u ⇠ Uniform(0, 1);
si u < ↵ alors

Xecht  Xechcant // accepter Xechcand
sinon

Xecht+1  Xecht // rejeter Xechcand
finsi

finpour

D’autres méthodes d’inférences approchées, appelées méthodes stochastiques ou
d’échantillonnage , proposent d’utiliser la connaissance sur les distributions de proba-
bilités des variables aléatoires du RB pour générer une base d’exemples indépendants.
Cette base est ensuite utilisée pour en déduire une approximation de la distribution de
la requête. Par exemple, pour une base de N exemples, où Nxr est le nombre d’occur-
rences avec la configuration xr pour le vecteur aléatoire Xr , la probabilité marginale
P(Xr = xr) sera donnée par :

P(Xr = xr) =
Nxr
N
. (1.20)

Bien entendu, l’approximation est d’autant meilleure que la taille N de la base est
importante. Inversement, la complexité algorithmique des méthodes d’échantillon-
nage est d’autant plus importante que la taille N est grande.

Simulation stochastique par chaîne de Monte-Carlo Le principe des méthodes
d’échantillonnage dans un réseau bayésien est de réaliser, pour les D variables du RB,
N tirages aléatoires de manière à ce que la base d’exemples obtenue soit représenta-
tive de la loi jointe du réseau bayésien. Dans la pratique, pour générer un exemple,
chaque variable dont les parents sont connus est tirée aléatoirement, jusqu’à ce que
toutes les variables aient été simulées.

A partir de ce principe de base, diverses méthodes d’inférences ont été proposées.
Elles se distinguent par leur façon de générer la base d’exemple. Ainsi, les méthodes
MCMC (pour Markov Chains Monte Carlo) considèrent la base d’exemple comme
une chaîne de Markov. Les deux algorithmes à base de MCMC les plus répandus sont
les algorithmes de Metropolis-Hastings [Gelman 2003] et d’échantillonneur de Gibbs
[Metropolis 1953].
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Algorithme de Metropolis-Hastings L’algorithme de Metropolis-Hastings permet
de simuler une distribution ⇡ à partir d’une distribution candidate q dont le sup-
port est inclus dans celui de ⇡. A partir d’un échantillon initial, généré de manière
aléatoire suivant la distribution a priori q(x), l’algorithme génère des échantillons can-
didats et accepte une transition entre les échantillons Xecht et Xecht+1 avec la probabilité
↵(Xecht+1, Xecht ) définie par :

↵(Xecht+1, Xecht ) = min
⇢

1,
⇡(Xecht+1)q(X

ech
t+1|Xecht )

⇡(Xecht )q(Xecht |Xecht+1)

�

. (1.21)

Le principe général de la génération d’échantillon avec la méthode de Metropolis-
Hastings est décrit dans l’algorithme 2.

Échantillonneur de Gibbs La méthode d’échantillonnage de Gibbs est particulière-
ment adaptée aux réseaux bayésiens. En effet, elle permet de générer des échantillons
suivant une distribution jointe, en utilisant les distributions conditionnelles d’un réseau
bayésien. Remarquons que la convergence n’est garantie que lorsque les probabilités
sont toutes non nulles.

L’algorithme 3 décrit la méthode d’inférence approchée dans un RB par l’échan-
tillonneur de Gibbs. Cette méthode permet de générer un ensemble de N échantillons
dont la distribution tend vers la distribution jointe du réseau bayésien. Pour simpli-
fier l’algorithme, il est supposé que les variables du RB sont rangées dans un ordre
(X
1

� X
2

· · · � Xd) tel que si Xj 2 Pa(Xi) alors Xj � Xi . En prenant en compte cet
ordre, un premier échantillon Xecht = (x

1,1, . . . x1,d) est généré aléatoirement, puis les
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autres échantillons sont générés conditionnellement au précédent exemple de la base.

Algorithme 3 : Inférence approchée par échantillonneur de Gibbs
Entrées :

— P = {pd}1dn : un ensemble de LPC définissant la probabilité jointe d’un
vecteur aléatoire X

— Xr : un vecteur de variables extraites de X sur lesquelles portent la requête

— Xo : un ensemble de variables observées

Sorties : P(Xr |Xo = obs) : la probabilité marginalisé de Xr

début
// Générer une valeur aléatoire pour chaque Xi compatible

avec Xo

pour i = 1, . . . , d faire
si Xi 2 Xo alors
x
1,i ⇠ obs;

sinon
x
1,i ⇠ pi(Xi |pa(Xi));

finsi
finpour
pour t = 2, . . . , N faire

/* Générer le nouvel échantillon fonction du précédent

échantillon */

pour i = 1, . . . , d faire
si Xi 2 Xo alors
xt+1,i ⇠ obs;

sinon
xt+1,i ⇠ pi(Xi |pa(Xi) = ⇡t,i);
// tq ⇡t,i = l’échantillon (xt,1, . . . , xt,d) restreint à

Pa(Xi)

finsi
finpour

finpour
fin

1.2.4.3 Méthodes d’inférence symboliques

Les méthodes d’inférences exactes précédemment présentées, ont toutes le point
commun d’être des méthodes numériques, et nécessitent toutes une connaissance
exacte des LPC. En pratique, les valeurs des tables de probabilités conditionnelles
sont souvent sujettes à discussion, et cette imprécision a des conséquences plus ou
moins importantes sur le résultat d’une requête d’inférence. Une question fréquente,
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dans ce contexte, est de déterminer la sensibilité du résultat de l’inférence bayésienne
par rapport aux informations disponibles et aux probabilités initiales du réseau.

La méthode la plus simple pour réaliser une analyse de sensibilité est de changer
les valeurs des paramètres et de suivre l’impact de ce changement sur la probabilité
obtenue après propagation de l’information dans le réseau. Cette méthode naïve
est extrêmement coûteuse en temps de calcul, et dans la plupart des cas n’est pas
envisageable.

L’inférence probabiliste symbolique (ou SPI, l’acronyme anglais pour Symbolique
Probabilistic Inférence) a été introduite dans [Shachter 1990] et [D’Ambrosio 1994].
La caractéristique première de cette méthode d’inférence est que l’algorithme est
orienté par le résultat, c’est-à-dire que seul les calculs nécessaires pour répondre à la
requête sont effectués.

[Castillo 1995] propose une technique d’inférence symbolique similaire en rempla-
çant les valeurs numériques des paramètres initiaux par des paramètres symboliques,
en utilisant des méthodes d’inférences classiques et des outils permettant d’effectuer
des calculs symboliques. La probabilité résultante de l’inférence symbolique est une
expression analytique dépendant des paramètres symboliques.

Sur le même principe, [Darwiche 1996] introduit une méthode pour transformer
un réseau bayésien en une expression arithmétique, appelée Query DAG (Q-DAG).
La réponse de la requête est obtenue en évaluant cette expression arithmétique, et
la complexité de cette évaluation est polynomiale par rapport à la taille du Q-DAG.

Reprenons l’exemple 1, modélisant le système de démarrage d’une voiture, afin
d’illustrer la méthode d’inférence symbolique :

Exemple 3 (Illustration inférence symbolique). Pour cet exemple, considérons que la
requête est toujours la même que dans le précédent exemple, à savoir la détermination
de la probabilité que la voiture démarre, c’est à dire P(D). Il y a bien de l’essence
dans le réservoir, mais cette fois ci, il n’y a aucune information disponible sur l’état
et l’utilisation de la batterie. Cette absence d’information est modélisée par des
paramètres.

Soit ⇥ = (✓
1

, ✓
2

) un vecteur composé de deux réels compris entre 0 et 1 tel que
les tables de probabilités des variables E et U soient définies par :

P(U)

Utilisation

fréquente normale

✓
1

1-✓
1

P(E)

État

récente ancienne

✓
2

1-✓
2

Comme précédemment, l’algorithme d’élimination de variables avec l’ordre d’éli-
mination E,U, P,D est utilisé pour déterminer la probabilité marginalisée de D, à
l’exception près que le résultat dépendra du jeu de paramètres ⇥.
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— Élimination de la variable E :

�E

Puissance

Utilisation faible moyenne importante

fréquente �0.05 ✓
2

+ 0.15 �0.65 ✓
2

+ 0.80 0.70 ✓
2

+ 0.05

normale �0.08 ✓
2

+ 0.10 �0.07 ✓
2

+ 0.15 0.15 ✓
2

+ 0.75

— Élimination de la variable U :

�U

Puissance

faible 0.03 ✓
1

✓
2

+ 0.05 ✓
1

� 0.08 ✓
2

+ 0.10

moyenne �0.58 ✓
1

✓
2

+ 0.65 ✓
1

� 0.07 ✓
2

+ 0.15

importante 0.55 ✓
1

✓
2

� 0.70 ✓
1

+ 0.15 ✓
2

+ 0.75

— Élimination de la variable P :

�P

Démarrage

réussi 0.29 ✓
1

✓
2

� 0.40 ✓
1

+ 0.11 ✓
2

+ 0.83

échoué �0.29 ✓
1

✓
2

+ 0.40 ✓
1

� 0.12 ✓
2

+ 0.18

— Résultat : P(D = « réussi ») = 0.29 ✓
1

✓
2

� 0.40 ✓
1

+ 0.11 ✓
2

+ 0.83

Quelques propriétés sur les expressions algébriques générées par une inférence
symbolique ont été mises en évidence. Notamment, [Castillo 1995] démontre les
propriétés suivantes :

Théorème 1. La probabilité marginalisée a priori de n’importe quel ensemble de
variables Xr est un polynôme par rapport au vecteur de paramètres ⇥, de degré
inférieur ou égale au minimum entre le nombre de paramètres et le nombre de nœuds.
Autrement dit, cette probabilité est un polynôme de degré 1 pour tous les paramètres.
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Mathématiquement, cela se traduit par le fait que pour toute requête portant sur un
ensemble Xr ,

P(Xr) =
X

mr2M

ci mi , (1.22)

où ci est un coefficient numérique associé au monôme mi et M un ensemble de
monômes composé des produits des parties de l’ensemble des paramètres.

Cette propriété est facilement démontrable en utilisant la propriété 1.1 de facto-
risation de la probabilité jointe dans un réseau bayésien.

La cardinalité de l’ensemble M, c’est-à-dire le nombre maximum de monômes
intervenant dans l’expression analytique d’une probabilité marginale P(Xr) est donnée
par :

|M| =
n
Y

i=1

(1 + si), (1.23)

où si est le nombre de paramètres associés à la variable Xi .

Soit qi le nombre de configurations possibles pour les parents de la variable Xi .
Formellement qi est défini par :

qi =
Y

Xj2Pa(Xi )

|Xj |. (1.24)

Le nombre maximum de paramètres associables à une variable Xi d’un réseau
bayésien est qi(|Xi |� 1). En utilisant l’équation 1.23, il est possible de déterminer le
nombre maximum de monômes dans une expression analytique, si toutes les variables
sont paramétrées :

d
Y

i=1

[1 + qi(|Xi |� 1)] . (1.25)

1.3 Modèle graphique probabiliste dynamique

1.3.1 Introduction

Les modèles graphiques probabilistes ne permettent pas d’introduire des notions
de dépendance temporelle. Cette faiblesse des MGP peut être problématique, no-
tamment pour la représentation de modèles de survie.

L’extension des réseaux bayésiens dynamiques (RBD) initialement introduite par
[Dean 1989] apporte une solution pour prendre en compte les dépendances tempo-
relles. Concrètement, avec les RBD, il est possible de représenter l’évolution d’un
vecteur aléatoire en fonction d’un paramètre t, qui désigne un temps discret. Le
terme « dynamique » utilisé ici ne concerne pas la structure du réseau, qui reste
inchangée au cours du temps, mais caractérise le processus modélisé.
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Hormis les réseaux bayésiens dynamiques, d’autres formalismes tels que les mo-
dèles de Markov cachés [Rabiner 1993], les filtres de Kalman [Kalman 1960] ou les
processus décisionnels de Markov [Puterman 2005], permettent de représenter des
processus dynamiques. Mais tous ces formalismes peuvent être vus comme des cas
particuliers des réseaux bayésiens dynamiques.

1.3.2 Définition

1.3.2.1 Réseau bayésien à deux tranches de temps

Un réseau bayésien à deux tranches de temps (2-TBN) est une représentation
graphique de la distribution d’un vecteur aléatoire (Xt)1tT = (Xt,1, . . . , Xt,n)1tT en
supposant l’hypothèse markovienne d’ordre 1. En d’autre termes, pour tout t 2 [2, T ]
le vecteur X

t+1

est indépendant du vecteur X
t�1

conditionnellement au vecteur X
t

;
traduit mathématiquement par :

Xt�1 ?? Xt+1|Xt (1.26)

Cette propriété permet de décrire un RBD à partir d’une distribution de proba-
bilité initiale P(X

0

) et d’une loi de transition P(Xt |Xt�1). D’une manière générale, la
définition suivante est donnée pour un réseau bayésien à deux tranches de temps.

Définition 3 (Réseau bayésien dynamique)

Soit Xt = (Xt,1 . . . Xt,n) un vecteur aléatoire à valeurs dans X ?t = Xt,1⇥· · ·⇥Xt,n.
Un réseau bayésien dynamique à deux tranches de temps est un couple de modèles
graphiques probabilistes (Mini ,M!

) où :

— Mini
= (G ini , {pinit

1

. . . pinitn }) est un réseau bayésien définissant la distribution
jointe du vecteur aléatoire X

1

= (X
1,1 . . . X1,n), tel que

P(X
1

) = P(X
1,1 . . . X1,n) =

n
Y

i=1

piniti .

— M!

= (G!, {p!
1

. . . p!n }) définit le modèle de transition du processus
(Xt)1tT , c’est-à-dire la distribution de probabilité de Xt+1 sachant Xt pour
tout t � 1. Dans ce cas la factorisation de M! s’écrit :

P(Xt+1|Xt) = P(Xt+1,1 . . . Xt+1,n|Xt,1 . . . Xt,n) =
n
Y

i=1

p!i .

La distribution jointe du vecteur aléatoire (Xt)1tT = (Xt,1, . . . , Xt,d)1tT sur un
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horizon T peut être obtenue en déroulant le 2-TBN sur T tranches de temps :

P((Xt,1, . . . , Xt,d)1tT ) =
d
Y

i=1

P(X
1,i |pa(X1,i))

T
Y

t=2

d
Y

i=1

P(Xt,i |pa(Xt,i)). (1.27)

1.3.2.2 Représentation d’un RBD

Un RBD peut être représenté de deux manières équivalentes. La première consiste
à représenter les deux modèles graphiques Mini et M! en utilisant la représentation
classique des réseaux bayésiens. Le modèle M! ayant la particularité de ne pas
représenter une loi jointe mais une loi conditionnelle, les conventions suivantes sont
utilisées pour sa représentation :

— toutes les variables de la tranche t + 1 sont dessinées

— seules les variables de la tranche t ayant au moins un arc vers une variable de
la tranche t sont dessinées

— tous les arcs de la tranche t + 1 sont dessinés.

La seconde possibilité pour représenter un RBD consiste à combiner les deux
modèles Mini et M! en supprimant les informations redondantes. En effet, la re-
présentation des deux modèles peut se résumer à dessiner le RBD déroulé sur deux
tranches de temps.

Définition 4 (Interface)
Soit un RBD à deux tranches de temps d’horizon T . L’interface gauche I!t

[Murphy 2002] est l’ensemble des nœuds de la tranche de temps t < T qui ont
au moins un enfant dans la tranche de temps t + 1.

De manière analogue, l’interface droite I t [Kjaerulff 1995] est l’ensemble des
nœuds de la tranche de temps t > 0 qui ont, eux ou leurs enfant, un parent dans
la tranche de temps t � 1.

Du fait de la structure répétitive d’un RBD, étant donné une interface pour une
tranche de temps t, il est possible d’obtenir l’interface d’autres tranches de temps
par translation de cette dernière.

Théorème 2. Soit un vecteur aléatoire (Xt)1tT représenté par un RBD. En notant
I!t , respectivement I t l’interface gauche et l’interface droite pour une tranche de
temps t, les propriétés suivantes sont vraies pour tout 2  t  T :

(X⌧)1⌧t�1 ?? (X⌧)t+1⌧T |I!t ,

et pour tout 1  t  T
(X⌧)1⌧t ?? (X⌧)t+2⌧T |I t .
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U
1

E
1

P
1

D
1

(a) Modèle ini-
tiale

Dt�1

Et�1 Ut Et

Pt

Dt

(b) Modèle de transition

Figure 1.3 – Réseau bayésien dynamique modélisant l’évolution d’un système de
démarrage d’une voiture. Les nœuds de l’interface avant I!t�1 et l’interface arrière I t
sont dessinés respectivement en rouge et en bleu dans le modèle de transition.

L’exemple suivant est proposé pour illustrer le formalisme des réseaux bayésiens
dynamiques :

Exemple 4 (Modélisation d’un système par RBD). Reprenons l’exemple 1, modéli-
sant le système de démarrage d’une voiture en y apportant quelques modifications
afin d’étendre la modélisation à un système dynamique. Pour ce fait, en plus des rela-
tions déjà introduites entre les variables d’une même tranche de temps, des relations
sont ajoutées pour traduire les dépendances temporelles suivantes :

— l’état courant de la batterie dépend de son état précédent

— l’utilisation de la batterie dépend du succès du démarrage à l’instant précédent.

De plus la variable C relative au carburant est supprimer (le niveau de carburant est
supposé suffisant pour assurer le démarrage de la voiture).

Ces relations sont modélisées dans un réseau bayésien dynamique dont la structure
est donnée par la figure 1.3 et les LPC du modèle de transition sont données par la
table 1.2. Les LPC des variables U, E, P et D, introduites dans la table 1.1, sont
réutilisées pour définir le modèle initial du réseau bayésien dynamique. Remarquons,
que la représentation utilisée pour dessiner le RBD de la figure 1.3 est celle mettant
côte à côte le modèle de transition et le modèle initial.

Table 1.2 Tables de probabilités relatives au modèle de transition du RBD de la
figure 1.3

P(Et |Et�1)

Et

Et�1 récente ancienne

récente 0.80 0.20
ancienne 0 1

P(Ut |Dt�1)

Ut

Dt�1 fréquente normale

réussi 0.15 0.85
échoué 0.35 0.65
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1.3.2.3 Chaînes de Markov

Dans cette partie, nous nous proposons de comparer les chaines de Markov et les
réseaux bayésiens dynamiques. Au même titres que les réseaux bayésiens dynamiques,
les chaines de Markov font partis de la famille des modèles graphiques probabilistes
markoviens (MGP-M). Cette famille est composé des modèles graphiques probabi-
listes qui vérifie l’hypothèse Markovienne, énoncé ci-dessous.

La propriété de Markov faible, aussi appelée absence de mémoire, est que la seule
connaissance du présent permet de prédire l’avenir. Mathématiquement, la propriété
de Markov s’énonce de la manière suivante : Pour tout t � 2, x 2 E, et (x

1

, . . . , xt) 2 E t

P(Xt+1 = x |X1 = x1, . . . , Xt = xt) = P(Xt+1 = x |Xt = xt) (1.28)

Le plus souvent, c’est la propriété de Markov forte qui est utilisée pour définir
une homogénéité dans le temps. Mathématiquement, La propriété de Markov prend
la forme suivante :

P(Xt+1 = x |X1 = x1, . . . , Xt = xt) = P(Xt+1 = x |Xt = xt) = P(X
2

= x |X
1

= x
1

) (1.29)

Une chaîne de Markov (CM) est une suite de variables aléatoires (Xn)n�1 qui
permet de modéliser une évolution stochastique d’un système dynamique. Les va-
riables (Xn) prennent des valeurs dans un ensemble d’état E et représentent l’état
du système à l’instant n.

Un exemple de chaîne de Markorv à trois états est représenté dans la figure 1.4.
Les variables (Xn)n�1 prennent des valeurs dans l’ensemble d’état {e
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Figure 1.4 – Un exemple de chaîne de Markov à trois états.

Remarquons qu’il est également possible de représenter une chaîne de Markov en
utilisant le formalisme des réseaux bayésiens dynamiques. Par exemple, la figure 1.5
représente la chaîne de Markov de la figure 1.4, sous la forme d’un réseau bayésien
dynamique déroulé. La variable aléatoire Xt, modélisée dans cette figure, peut prendre
les valeurs {e
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Figure 1.5 – Le réseau bayésien dynamique déroulé, associé à la chaîne de Markov
de la figure 1.4
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Un réseau bayésien dynamique étant composé de deux modèles probabilistes (mo-
dèle initial et modèle de transition), les méthodes d’apprentissage de paramètres et
de structures de réseaux bayésiens simples, peuvent être très facilement adaptées aux
RBD, en effectuant de manière indépendante l’apprentissage du modèle de transition
et du modèle initial. En revanche, en ce qui concerne les méthodes d’inférences, le
problème est plus spécifique.

1.3.3 Inférence

Le but de l’inférence dans un réseau bayésien dynamique est de déterminer la
probabilité marginale à un instant t, d’un vecteur aléatoire Xr,t extrait du vecteur Xt
ayant connaissance d’informations sur l’ensemble (Xo,t)1t⌧ . [Murphy 2002] propose
une classification des problèmes d’inférence dans les RBD ; il s’agit d’un problème de
filtrage si ⌧ = t , d’un lissage si ⌧ > t ou d’un problème de prédiction si ⌧ < t.

Dans le cas général, l’inférence dans un modèle dynamique se déroule en deux
phases. La première phase consiste à propager les observations vers le futur. Cette
phase est suffisante pour les problèmes de filtrage et les problèmes de prédiction.
Dans le cas des problèmes de lissage il est nécessaire de réaliser une seconde phase
pour propager les observations récentes vers le passé.

La méthode la plus intuitive d’inférence dans un réseau bayésien dynamique est
de dérouler ce dernier, sur T tranches de temps de manière à obtenir un grand
réseau bayésien statique. Dès lors, n’importe quel algorithme d’inférence adapté au
cas statique, peut être utilisé pour répondre à la requête. Le nombre de variables
étant multiplié par la taille de l’horizon T , les méthodes d’inférence statiques sont
d’autant plus coûteuses en temps de calcul et en espace mémoire utilisé. Dans la
plupart des cas cette méthode n’est pas intéressante à appliquer.

1.3.3.1 Algorithme Forward-backward

L’algorithme Forward-Backward est une méthode bien connue d’inférence dans
des modèles de Markov cachés, qui peut facilement être généralisée dans le cas des
RBD. Cet algorithme se décompose en deux phases :

— la phase Forward consiste à la propagation de l’information du passée vers le
futur

— la phase Backward propage l’information dans la direction opposée.

Dans la phase Forward, l’algorithme calcule de manière récursive la probabilité
jointe entre le vecteur Xt à l’instant t et des observations passées. Cette probabi-
lité est usuellement notée ↵t(xt) = P(Xr,t = xt , y0, . . . , yt). L’hypothèse Markovienne
permet de simplifier l’expression de ↵t(xt) et d’obtenir l’expression récursive suivante :

↵t+1(xt+1) = P(yt+1|xt+1)
X

xt2Xt

P(xt+1|xt)↵t(xt), (1.30)
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avec pour valeur initiale ↵
1

= P(y
1

|x
1

)P(x
1

).

Dans la phase Backward l’information est propagée du futur vers le passé
en calculant la probabilité des observations futures sachant le vecteur Xt, notée
�t(xt) = P(yt+1, . . . , yT |Xr,t = xt). De façon similaire, le calcul de cette probabilité
peut s’effectuer de manière récursive en utilisant l’expression suivante :

�t�1(xt�1) =
X

xt2Xt

�t(xt)P(xt |xt�1)P(yt |xt), (1.31)

avec �T (xT ) = 1 comme valeur de départ.

A partir des coefficients ↵t et �t, il est possible de déterminer la loi �t(xt) =
P(Xt = xt |y0, . . . , yT ) a posteriori du vecteur Xt sachant l’ensemble des observations,
et de répondre à la requête d’inférence. Le coefficient �t est calculé pour toute
configuration xt 2 Xt du vecteur Xt avec :

�t(xt) =
↵t(xt)�t(xt)

P

xt2Xt

↵t(xt)�t(xt)
. (1.32)

1.3.3.2 Algorithme de l’interface

L’algorithme de l’interface, proposé par [Murphy 2002], exploite la propriété 2 sur
l’interface avant I!t , selon laquelle ce sous-ensemble de variables d-sépare le passé
du futur. Une fois l’interface I!t déterminée, l’algorithme consiste à construire une
chaîne en répétant l’arbre de jonction construit à partir des variables de la tranche
de temps t et de l’interface I!t�1 de la tranche précédente.

La construction de l’arbre de jonction doit respecter une unique règle, les inter-
faces de deux tranches successives I!t�1 et I!t doivent être contenues dans deux cliques
distinctes Ct et Dt. Une construction de l’arbre de jonction de la sorte, assure que
la clique Ct est connectée à la clique Dt+1 par l’interface I!t . La figure 1.6 illustre le
résultat de la construction de cette chaîne d’arbres.
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Figure 1.6 – Structure générale de la chaîne d’arbres utilisée par l’algorithme de
l’interface. It est l’interface avant pour la tranche de temps t. JT est l’arbre de
jonction de la tranche t et Ct et Dt deux cliques de cet arbre.
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L’inférence est effectuée dans chaque arbre de jonction et la circulation de l’in-
formation entre deux arbres s’effectue par passage de messages par l’intermédiaire
de l’interface I!t . Comme dans l’algorithme Forward-Backward, la propagation de
l’information s’effectue vers l’avant puis vers l’arrière, pour assurer la cohérence avec
l’ensemble des observations.

1.4 Conclusion

Ce chapitre à présenté des éléments sur le formalisme des modèles graphiques
probabilistes. Les exemples du chapitre illustrent de manière simple les aspects intui-
tifs et pertinents de ces modèles. En outre, les méthodes présentées pour résoudre
les problèmes d’apprentissage des paramètres ou d’inférence probabiliste contribuent
à la performance de ces modèles comme outils de raisonnement dans l’incertain. Ceci
explique en partie l’intérêt grandissant qu’est porté aux modèles probabilistes dans
divers domaines tels que l’aide au diagnostic ou la sûreté de fonctionnement.

De plus, les modèles graphiques probabilistes dynamiques ouvrent de nouvelles
perspectives pour la représentation de systèmes dynamiques. L’utilisation de ce type
d’outil paraît tout à fait adéquate à la modélisation de processus d’évolution d’une
dégradation ou à la modélisation de la maintenance d’un système. Ces outils donnent
un cadre pour la modélisation et l’apprentissage de processus de vieillissement, l’in-
tégration d’un modèle de maintenance et le calcul d’indicateurs pour la fiabilité.

Le chapitre suivant introduit un formalisme général pour la modélisation de la
dégradation d’un système et de sa maintenance. Les notions introduites dans ce
chapitre seront reprises pour introduire un modèle graphique probabiliste markovien
spécifique pour la modélisation de processus de dégradation.
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2.1 Introduction

Ce chapitre a pour objectif de présenter quelques notions générales de la main-
tenance et de souligner l’intérêt de la mise en place d’une stratégie de maintenance
adaptée au système sur lequel porte l’étude. Ceci dans le but de poser le cadre de
travail dans lequel s’inscrit cette thèse.

La première partie de ce chapitre est dédiée à la présentation de notions impor-
tantes concernant la maintenance industrielle. Cette partie sera également l’occasion
d’introduire les enjeux de la maintenance de systèmes industriels.

Les parties 2.3 et 2.4 présenteront respectivement des modèles dédiés à la re-
présentation de processus de dégradation et à la représentation de stratégies de
maintenance. Différentes méthodes pour modéliser un processus de dégradation d’un
système ainsi que la stratégie de maintenance mise en place pour ce système seront
abordées. Une attention particulière sera donnée à deux modèles dont la pertinence à
déjà été démontrée et qui seront réutilisés dans la suite de ce manuscrit. Ces modèles
sont initialement introduits dans le mémoire de thèse de [Donat 2010]. Le lecteur
pourra s’y référer pour consulter les démonstrations de certains résultats qui seront
simplement présentés ici.

Ce chapitre se présente comme un état de l’art non-exhaustif des méthodes de
modélisation de la fiabilité et de la maintenance.

2.2 Présentation de la maintenance

L’activité de maintenance a toujours existé. Elle se résumait essentiellement à
des opérations de dépannage d’un équipement. Cette définition très basique de la
maintenance n’intégrait aucune notion d’intervention préventive pour éviter la panne.

La notion actuelle de la maintenance est relativement récente. Jusqu’au XIXe

siècle la maintenance se résume à une simple activité de réparation. Avec le déve-
loppement des chemins de fer, de l’automobile et de l’aviation, entre 1900 et 1970,
la notion d’entretien est souvent utilisée. Ce n’est qu’à partir de 1970, avec le déve-
loppement de secteurs à risque, que la maintenance voit réellement le jour.

2.2.1 Définition et objectifs de la maintenance

La maintenance ne doit pas être vue comme une simple activité d’entretien ; c’est
une activité qui intervient tout au long du cycle de vie du système, de sa conception
à son démantèlement. Cette activité introduit de nombreuses sous-activités comme
la conception d’un système qui facilite les interventions de maintenance, la gestion
de ressources nécessaires à la maintenance, le suivi de l’évolution du système, l’éla-
boration de planning de maintenance, etc . . .
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La maintenance est souvent définie comme « l’ensemble de toutes les actions
techniques, administratives et de management durant le cycle de vie d’un bien, des-
tinées à le maintenir ou à le rétablir dans un état dans lequel il peut accomplir une
fonction requise » [Deloux 2008].

Les enjeux de la maintenance sont nombreux et couvrent des domaines très variés.
En effet, cette activité a le plus souvent comme but final d’augmenter la disponibi-
lité du système, mais elle peut avoir pour objectif de réduire les coûts d’entretiens,
d’améliorer la sécurité ou d’augmenter la qualité de la production.

2.2.2 Type de maintenance

Les stratégies de maintenance sont différenciées par les éléments déclencheurs,
les objectifs et les instants des actions de maintenance. La figure 2.1 synthétise la
classification des différents types de maintenance. Deux grandes classes de mainte-
nance sont identifiables : la maintenance corrective et la maintenance préventive.
Les différentes stratégies de maintenance sont classées en fonction des opérations
de maintenance effectuées et des événements déclencheurs de ces opérations.
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Figure 2.1 – Type de maintenance

2.2.2.1 Maintenance corrective

La maintenance corrective est la stratégie de maintenance la plus simple à mettre
en place. En effet, elle se résume à réaliser une action de maintenance dès lors qu’une
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défaillance survient sur le système. Dans une stratégie de maintenance corrective les
opérations de maintenance ne sont pas planifiées.

En fonction du caractère définitif ou pas de l’intervention, deux sous-catégories
de la maintenance corrective sont définies :

— maintenance palliative : lorsque l’opération de maintenance est un dépannage,
une réparation ou une remise en état à caractère provisoire.

— maintenance curative : lorsque l’opération de maintenance est une réparation,
une modification ou une remise en état à caractère permanent.

L’inconvénient majeur de ce type de maintenance est de laisser apparaitre un évé-
nement souvent redouté, la panne. Par conséquent, cette maintenance est utilisée
lorsque l’indisponibilité du système n’a pas de conséquences majeures ou quand les
contraintes de sécurité sont faibles.

2.2.2.2 Maintenance préventive

La maintenance préventive, contrairement à la corrective, est réalisée avant que
la panne ne survienne, dans le but de réduire le risque de défaillance. Les interventions
sont soit programmées à l’avance selon un échéancier, soit conditionnées par l’état
de dégradation du système ou l’évolution prévue de la dégradation.

Établir une stratégie de maintenance préventive systématique sous-entend l’élabo-
ration d’un échéancier contenant les dates d’interventions prévisionnelles. Ces dates
sont définies soit de manière relative, en fonction de l’âge du système, soit de manière
absolue, tous les T unités de temps.

Une synthèse des politiques de maintenance préventive est donnée par
[Barlow 1996] et plus récemment par [Rausand 2004]. Il existe trois groupes de main-
tenance préventive :

— maintenance systématique : elle consiste à effectuer les opérations de main-
tenance à des instants prédéterminés. Le calendrier d’interventions est fixé de
manière définitive et sans connaissance sur l’état courant du système. Il s’agit
de déterminer au mieux les instants des actions de maintenance à partir d’indi-
cateurs tels que le temps, le nombre de cycles de fonctionnement ou le nombre
de pièces produites entre deux interventions.

— maintenance conditionnelle : elle consiste à déclencher les actions de mainte-
nance conditionnellement à l’état courant du système. Ce type de maintenance
nécessite la mise en place d’un dispositif de surveillance de la dégradation du
système, appelé diagnostic. Le résultat d’une méthode de diagnostic peut être
une information directe sur l’état du système ou des informations sur les durées
de vie résiduelle (on parle alors de maintenance prévisionnelle). Dans tous les
cas le principe reste de définir des seuils critiques sur des indicateurs, au delà
desquels le risque de panne est considéré comme non acceptable.
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— maintenance prévisionnelle : elle consiste à déclencher des actions de mainte-
nance en se basant sur une estimation du temps de fonctionnement restant
avant que la panne survienne. Ce type de maintenance peut être assimilée a
de la maintenance conditionnelle ; la différence est que pour la maintenance
prévisionnelle il est nécessaire d’extrapoler et de prédire l’évolution de l’état de
dégradation du système.

Avoir recourt à une stratégie de maintenance préventive sous-entend d’avoir une
indication sur l’instant probable de défaillance du système, l’objectif étant de planifier
une intervention juste avant cet instant. La détermination de ces instants probables
de défaillance est effectuée à partir d’une modélisation du système étudié. Dans le
chapitre suivant, cette modélisation sera abordée plus en détail.

Par ailleurs, une maintenance préventive est intéressante, en considérant le coût
comme critère d’évaluation, si les coûts induits par la perte de performance sont
élevés et si les coûts de réparation et d’inspection sont relativement faibles par rapport
aux premiers.

Stratégie de maintenance et évaluation

Les actions de maintenance corrective et préventive sont complémentaires. En
effet, dans la plupart des cas une politique de maintenance combinant ces deux types
de maintenance est adoptée afin d’établir un compromis entre la fiabilité du système
et son coût de maintenance.

2.3 Modélisation d’un processus de dégradation

La maintenance préventive, telle qu’elle est décrite dans la section 2.2.2, ouvre
le champ à tout un domaine de la maintenance, qui consiste à utiliser les informa-
tions disponibles sur la fiabilité d’un système afin d’en optimiser la maintenance. Ce
domaine, appelé maintenance basée sur la fiabilité (MBF en français et RCM pour
l’acronyme anglais), est largement abordé dans la littérature scientifique. Il existe
deux ouvrages de référence pour la MBF, il s’agit de [Nowlan 1978] et plus récem-
ment de [Zwingelstein 1996].

L’optimisation des stratégies de maintenance d’un système complexe requiert
un modèle dynamique permettant de simuler le comportement de ce système. La
section suivante a pour objectif de présenter, dans les grandes lignes, les différentes
méthodes de modélisation d’un système dynamique. Le nombre de travaux existant
sur la modélisation de système dynamique étant relativement important, seuls les
modèles les plus utilisés seront présentés dans cette partie.

La modélisation d’un système constitue en générale l’étape la plus délicate de la
mise ne place d’une stratégie de maintenance basée sur la fiabilité. En effet, c’est la
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pièce centrale du modèle de maintenance. Il s’agit, dans cette étape de représenter
au mieux le mécanisme d’évolution du système.

Il existe plusieurs approches possibles pour modéliser la dégradation d’un système :

— les modèles à dégradation continue ;

— les modèles à espace d’états finis (aussi appelé modèle multi-états).

2.3.0.3 Les modèles de dégradation en temps continu

Dans le cas d’une représentation d’un processus de dégradation par un modèle
continue, l’état du système peut être déterminé par une valeur numérique à chaque
instant. En général, l’évolution de la dégradation est représentée par une suite de va-
leurs (Zt)t � 0 croissantes. L’hypothèse sous-jacente de ces modèles est de considérer
que le processus de dégradation d’un système est dû à une dégradation continuelle.
L’exemple des plaquettes de freins sur une voiture illustre bien ce type d’usure.

La classe des processus de Lévy, c’est à dire les processus stochastiques dont
les accroissements sont stationnaires et indépendants, sont particulièrement bien
adaptés à la modélisation de dégradation continue. Les processus Levy regroupent
des processus largement utilisés dans la littérature pour modéliser une dégradation,
telle que les processus Gamma, les processus de Poisson composés ou les processus
de Wiener.

Parmi les nombreux auteurs utilisant des processus de Lévy pour modéliser une
dégradation, quelques un sont des références incontournables, citons par exemple
[Abdel-Hameed 1975] qui fut le premier à proposer d’utiliser un processus Gamma
pour modéliser une défaillance se produisant de manière aléatoire. Plus récemment
[van Noortwijk 2009] propose une application plus récente des processus gamma pour
la maintenance. [Lam 2003] considère aussi que la dégradation suit un processus sto-
chastique de type sauts. Les occurrences des sauts forment un processus de poisson
homogène ou non homogène. Les auteurs supposent, par ailleurs, que l’instant de
défaillance obéit à une loi de probabilité qui est fonction du niveau de dégradation
courant du système et n’est donc pas défini par un seuil. [Barbour 1995] discute de
l’efficacité d’une utilisation des processus de poisson composés pour la maintenance
de système.

Dans la littérature, les processus gaussiens sont souvent utilisés pour modéli-
ser l’évolution d’une dégradation. Citons par exemple les travaux de [Doksum 1992],
[Wang 2005] ou [Whitmore 1997]. L’état du système est représenté par un processus
gaussien (Wt)t�0 vérifiant Wt = �Bt +µt où µ est la tendance, (Bt)t�0 est un mouve-
ment brownien et � le coefficient de diffusion (avec � > O). Ce type de modélisation
permet de prendre en compte des réparations mineures du système. Cependant, cette
hypothèse n’est pas toujours compatible avec le processus de dégradation modélisé.
Remarquons que les petites perturbations ( variations négatives ) résultantes de ce
type de modèles peuvent être interprétées comme des erreurs de mesure.
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2.3.0.4 Les modèles de dégradation en temps discret

Cette partie aborde le problème de la modélisation d’un système dynamique en
temps discret avec un espace d’états finis. La terminologie de système dynamique en
temps discret fait référence à un ensemble de composants pouvant être chacun dans
un état qui évolue en fonction d’un paramètre t introduisant une notion d’ordre.
Le paramètre t peut par exemple représenter un temps discret, une position, . . ..
Remarquons que le terme dynamique ne concerne pas la structure du système qui
reste inchangée, mais traduit plutôt des changements d’états des composants du
système au cours du temps. Les adjectifs discret et finis traduisent le fait que l’espace
des états est un ensemble dénombrable et fini.
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Figure 2.2 – Évolution d’un système dynamique avec un ensemble d’état discret et
fini (trajectoire du système sur un horizon de dix pas de temps

La figure 2.2 présente un exemple d’évolution d’un système dynamique avec trois
états au cours d’un temps discret. Cette courbe est aussi appelée trajectoire du
système. Une bonne modélisation du processus de dégradation doit tenir compte, au
mieux, de toute l’information contenue dans les trajectoires observées du système.

Dans le cas des modèles de dégradation discrète, on suppose que l’ensemble pos-
sible des états du système est fini, chaque état représentant un niveau de dégradation
du système (il peut alors exister une relation d’ordre partiel ou total entre les états).
Il est courant que l’on distingue les modèles de dégradation à deux états des modèles
avec plus de deux états. Cette distinction est faite principalement parce que ces deux
catégories de modèle permettent de représenter deux types de défaillance différents.
Les modèles de dégradation à deux états, aussi appelés modèles de durée de vie,
sont plus adaptés pour modéliser les systèmes à défaillances soudaines (sans signe
annonciateur), alors que les modèles avec plus de deux états permettent de prendre
en compte des phénomènes de dégradation plus graduelle.

Les modèles de durée vie regroupe l’ensemble des représentations dans lesquels
le système étudié ne peut être que dans deux états : soit en panne soit dans un
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état de bon fonctionnement. Le principe de ces méthodes est de représenter la durée
de vie du système à l’aide d’une variable aléatoire positive. Il s’agit d’estimer et de
modéliser les lois décrivant le temps qui s’écoule entre plusieurs événements : la mise
en service ou la dernière opération de maintenance et la panne.

Des outils tels que les chaînes de Markov [Aven 1999] permettent de représenter
des transitions stochastiques entre différents états d’un système et sont par consé-
quent bien adaptés pour la modélisation discrète d’une dégradation. Par exemple,
dans [Chan 2006] les auteurs se basent sur un processus de décision markovien pour
construire une politique de maintenance optimale. L’inconvénient majeur de ce type
de modélisation repose dans le fait que les temps de séjour dans chaque état sont dis-
tribués de manière géométrique. Cette limitation intrinsèque aux chaines de Markov
induit souvent une erreur entre la modélisation du processus et le processus réel qui
peut avoir des conséquences importantes sur la stratégie de maintenance adoptée.

Inspirés par les modèles à variables de durée proposés par [Murphy 2002], les
modèles graphiques de durée (MGD) permettent de dépasser cette limitation.

2.3.1 Modèle graphique de durée

Un modèle graphique de durée (MGD) est un outil de modélisation pour les pro-
cessus dynamiques multi-états qui introduit une variable représentant explicitement
le temps de séjour dans chaque état. Ce modèle permet de représenter n’importe
quelle distribution de temps de séjour pour un état donné [Donat 2010]. Cette mo-
délisation, reposant sur le formalisme des réseaux bayésiens dynamiques, permet de
représenter de manière fidèle un ensemble de trajectoires d’états par un processus
stochastique. Les descriptions graphiques et probabilistes de cette structure sont
abordées dans les parties suivantes.

2.3.1.1 Description graphique

Un modèle graphique de durée est un réseau bayésien dynamique à deux tranches
de temps avec une structure particulière qui lui confère la capacité de pouvoir mo-
déliser aussi bien les transitions entre les différents états du système que les durées
d’un processus. Ce modèle s’articule autour de deux variables aléatoires ; la variable
Xt représente l’état du système à l’instant t, et prend des valeurs dans l’ensemble des
états possibles X . Les durées passées dans chaque état sont représentées à l’aide de
la variable aléatoire St à valeurs dans S = 1, 2, . . . , TS où TS est la plus grande durée
possible.

La structure générale d’un MGD est donnée en figure 2.3. Le modèle initial
(figure 2.3a) décrit les relations pour une même tranche de temps et le modèle
de transition (figure 2.3b) donne les relations entre les variables de deux tranches
de temps consécutives. Pour une tranche de temps t donnée, la variable aléatoire
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représentant le temps de séjour St dépend de l’état Xt dans lequel se trouve le
système. De plus, pour toute tranche de temps t � 2, la variable St dépend également
du temps de séjour à l’instant précédent. Cette relation entre St�1 et St permet de
réaliser un décompte dans les temps de séjour. Une fois ce décompte terminé, une
transition d’état est déclenchée ; ce qui explique que Xt, l’état du système à un
instant t, dépende à la fois de l’état à l’instant précédent Xt�1 et du décompte des
temps de séjours, c-a-d de la variable St�1.

Bien que cette fonctionnalité ne soit pas présentée ici, la version originale des
MGD permet la prise en compte d’un contexte d’utilisation du système. Il est éga-
lement possible d’ajouter une relation de dépendance entre les variables Xt�1 et St
dans le modèle de transition pour représenter des systèmes dont la durée de séjour
dans un état dépend de l’état précédent.

X
1

S
1

(a) Modèle initiale

Xt�1

St�1

Xt

St

(b) Modèle de transition

Figure 2.3 – Structure d’un MGD. Xt, St représentant respectivement l’état du
système et le temps de séjours restant à l’instant t.

Propriétés dans un MGD

L’interface avant I!t et l’interface arrière I t pour une tranche de temps t donnée
sont respectivement définies par I!t = {Xt�1, St�1} et I t = {Xt+1, St+1}. Le théorème 2
sur les interfaces se traduit par :

8t 2 {3, . . . , T}, Xt�2, St�2 ?? Xt , St |Xt�1, St�1, (2.1)

et
8t 2 {1, . . . , T � 1}, Xt , St ?? Xt+2, St+2|Xt+1, St+1. (2.2)

La probabilité jointe de l’ensemble des variables d’une tranche t quelconque est
donnée par l’expression récursive :

P(Xt , St) =

8

>

<

>

:

P(X
1

)P(S
1

|X
1

) si t = 1
X

Xt�1,St�1

P(Xt�1, St�1)P(Xt |Xt�1, St�1)P(St |Xt , Xt�1, St�1) sinon .

(2.3)
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2.3.1.2 Description probabiliste

Les paragraphes suivants abordent l’aspect quantitatif des modèles graphiques
de durée. Il s’agit donc de décrire et d’interpréter les différentes LPC associées au
MGD.

La LPC associée à la variable X
1

décrit la distribution initiale de l’état du système.
Pour simplifier l’écriture des formules suivantes, la notation ↵

1

sera utilisée pour
représenter cette LPC. Mathématiquement ↵

1

est une application de X ! [0, 1] où
X désigne l’ensemble des valeurs possibles pour la variable X

1

, et définie de la manière
suivante :

↵
1

(x) = P(X
1

= x). (2.4)

La distribution initiale des temps de séjours est donnée par la LPC associée à la
variable S

1

. Dans la suite, la notation F
1

sera utilisée pour désigner cette LPC. La
variable S

1

a pour parent la variable X
1

et est définie sur l’ensemble S = {1, 2, . . . , TS}
où TS désigne la durée maximum possible dans chaque état. Par conséquent F

1

est
une application de X ⇥ S ! [0, 1] définie par :

F
1

(x, s) = P(S
1

= s|X
1

= x). (2.5)

Cette distribution décrit la dynamique du système. Elle permet de représenter tout
type de processus dynamique, à condition qu’il puisse être discrétisé sur un ensemble
de valeurs fini.

Pour un instant t 6= 1, la LPC associée à une variable Xt caractérise la façon dont
le système passe d’un état à un autre. Cette LPC sera notée Q!. Dans le modèle
graphique de transition d’un MGD la variable Xt a pour parents les variables Xt�1
et St�1 (2.3). Concrètement deux cas de figures peuvent apparaître en fonction du
temps de séjour restant :

— Dans le premier cas, si à l’instant t � 1 le temps de séjour dans l’état Xt�1 est
écoulé, le système subit une transition. Le nouvel état du système est déterminé
à partir de la fonction Q définie pour tout (x 0, x) 2 X 2 comme suit :

Q(x 0, x) = P(Xt = x |Xt�1 = x 0, St�1 = 1) (2.6)

— Dans le cas contraire, c’est-à-dire si à l’instant t � 1 le temps de séjour restant
n’est pas terminé (S � 2), alors le système reste dans le même état.

Les transitions d’état du système sont caractérisées par la LPC Q! définie de la
manière suivante :

Q!(x, x 0, s) = P (Xt = x |Xt�1 = x 0, St�1 = s) =
(

Q(x, x 0) si s = 1

I(x, x 0) sinon

, (2.7)
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avec I(x, x 0) =

(

1 si x = x 0

0 sinon

.

La LPC associée à la variable St gère l’évolution du temps dans les états du
système entre les tranches de temps t � 1 et t. Dans le reste de ce manuscrit, cette
LPC sera notée F!. Comme pour Q!, deux cas de figures peuvent être distingués
en fonction de si il y a ou pas une transition d’état entre la tanche de temps t � 1 et
t :

— Dans le premier cas, en absence de transition (St�1 � 2), le temps de séjour
restant à l’instant t�1 est réduit d’une unité. Dans ce cas la LPC qui sera notée
C, est définie de manière déterministe. C est définie pour tout (s, s 0) 2 S⇥S\{1}
par l’expression suivante :

C(s 0, s) = P(St = s|St�1 = s 0) =
(

1 si s = s 0 � 1
0 sinon

. (2.8)

— Dans le second cas, si une transition a eu lieu, le système commence un nouveau
séjour dans l’état sélectionné. Le temps de séjour pour ce nouvel état est donné
par la distribution F vérifiant pour tous (x, s) 2 X ⇥ S :

F (s, x) = P(St = s|Xt = x). (2.9)

La distribution F peut être définie de manière identique à la distribution initiale
de temps de séjour F

1

de la manière suivante F (s, x) = F
1

(s, x).

La LPC F! associée aux temps de séjours est définie pour tous (s 0, s, x) 2 S2X
par :

F!(s 0, s, x) = P(St = s|Xt = x, St�1 = s 0)

=

(

C(s 0, s) si s 0 � 2
F (s, x) sinon

. (2.10)

En utilisant les notations précédemment introduites, l’expression récursive 2.3 de
la probabilité jointe des variables Xt et St pour une tranche de temps t se réécrit :

�t(x, s) =

8

>

>

<

>

>

:

↵
1

(x)F
1

(x, s) si t = 1
X

s 02S
x 02X

�t�1(x
0, s 0)Q!(x, x 0, s)F!(s 0, s, x 0, x) sinon , (2.11)

avec
�t(x, s) = P(Xt = x, St = s).

L’apprentissage des différentes LPC est réalisé à partir d’exemples de trajectoires
pour le système étudié ; Une trajectoire étant définie comme une séquence d’états
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par lesquels passent le système. De telles observations sont obtenues en faisant vieillir
le système sans aucune intervention extérieure.

Remarquons qu’il est toujours possible de représenter un MGD par une chaîne de
Markov à |X | ⇥ |S| états, en introduisant la notion de temps de séjour. Avec cette
représentation, les états de la chaîne de Markov représentent un couple (x, s) (états,
temps de séjour) des MGD.

Prenons l’exemple d’un système qui possède trois niveaux de dégradation E
1

, E
2

et E
3

, tel que les temps de séjours dans les états E
1

et E
2

soient bornés à TS = 3 et
E
3

soit un état bloquant. Le MGD modélisant ce système peut être représenté sous
la forme de la chaîne de Markov suivante :

E
0

E
1,3 E

1,2 E
1,1 E

2,3 E
2,2 E

2,1 E
3,1

1 1 1 1

p
1 p

2 p
3

p
7

p
4 p

5

p
6

r
1

r
2 r

3 r
4

1

1

Figure 2.4 – Représentation d’un MGD à trois états (x
1

, x
2

, x
3

) et des temps de séjours
bornés à Ts = 3, sous la forme d’une chaîne de Markov

La famille de probabilités (p
1

. . . p
7

) introduite dans la chaîne de Markov de la
figure 2.4 est déduite des distributions ↵

1

et F
1

du MGD équivalent. De même, la
famille de probabilités (r

1

. . . r
4

) est déduite de la distribution F!. Par exemple, la
probabilité p

1

est donnée par l’expression p
1

= ↵
1

(x
1

)F
1

(x
1

, s
1

).

Une représentation d’un MGD sous la forme de chaîne de Markov présente l’in-
convénient d’être plus lourde et moins intuitive par rapport à la représentation sous
forme de RBD. De plus, le nombre important d’états introduits dans la chaîne de
Markov augmente, de manière significative, la complexité algorithmique d’une infé-
rence.

2.3.2 Mesures de la fiabilité

Nous introduisons ici la notion de fiabilité en temps discret [Xie 2002] pour un
système dynamique. Pour définir la fiabilité, il est primordial de réaliser une partition
de l’ensemble des états du système X en deux sous-ensembles XU et XD regroupant
respectivement l’ensemble des états de bon fonctionnement du système et l’ensemble
des états de panne.

Définition 5 (Fiabilité)
Soit (Xt)1tT une séquence d’états à valeurs dans l’ensemble X , et une partition
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de X = XU [XD. La fiabilité du système représenté par Xt, est la fonction R (pour
Reliability) définie par :

R :

�

�

�

�

�

N⇤ �! [0, 1]

t 7�! R(t) = P(X
1

2 XU , . . . , Xt 2 XU)
.

La fiabilité R(t) représente la probabilité qu’à un instant t le système ne soit
pas tombé en panne. Cette fonction est décroissante, et cette monotonie a pour
conséquence de réduire la pertinence de l’information représentée par la fonction de
fiabilité à elle seule. C’est pour cette raison que d’autres mesures de fiabilité tel que
le taux de défaillance ont été définies.

Définition 6 (Taux de défaillance)
Soit (Xt)1tT une séquence d’états à valeurs dans l’ensemble X , et une partition
de X = XU [ XD. Le taux de défaillance d’un système est la fonction du temps h
définie par :

h :

�

�

�

�

�

N⇤ �! [0, 1]

t 7�! h(t) = P(Xt 2 XD|X1 2 XU , . . . , Xt�1 2 XU)
.

Dans cette définition la probabilité considérée est la probabilité que le système
tombe en panne à un instant t sachant qu’il a toujours été en bon état de fonction-
nement auparavant. Le taux de défaillance h(t) est lié à la fonction de fiabilité R(t)
par la relation suivante :

h(t) =

(

1� R(t)

R(t�1)
si R(t � 1) 6= 0

0 sinon

Définition 7 (Durée de vie résiduelle)
Soit (Xt)1tT une séquence d’états à valeurs dans l’ensemble X , et une partition
de X = XU [XD. La durée de vie résiduelle du système à l’instant t est la fonction
Rt définie par :

Rt :

�

�

�

�

�

N⇤ �! [0, 1]

i 7�! Rt(i) = P(Xt+1 2 XU , . . . , Xt+i 2 XU |X1 2 XU , . . . , Xt 2 XU)
.

La durée de vie résiduelle correspond à la probabilité que le système reste encore
i unités de temps dans un état non défaillant, sachant qu’il est déjà resté t unités de
temps dans un état de bon fonctionnement.

Définition 8 (Disponibilité)
Soit (Xt)1tT une séquence d’états à valeurs dans l’ensemble X , et une partition
de X = XU [ XD. La disponibilité du système est la fonction du temps A définie
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par :

A :

�

�

�

�

�

N⇤ �! [0, 1]

t 7�! A(t) = P(Xt 2 XU)
.

La disponibilité A(t) du système à l’instant t est la probabilité que le système soit
en état de fonctionnement à cette instant.

D’autre indicateurs, comme le MTBF (pour Mean Time Betwen Failure) ou
MTTR (pour Mean Time To Repair), sont souvent utilisées. L’indicateur MTBF
désigne le temps moyen entre deux défaillances consécutives :

MTBF =

Sommes des temps de bon fonctionnement

Nombre de défaillances

.

La Somme des Temps de Bon Fonctionnement inclut les temps d’arrêt hors dé-
faillance et les temps de micro arrêts.

L’indicateur MTTR, traduit littéralement par temps moyen pour réparer, exprime
la moyenne des temps des tâches de réparation. Il est calculé en divisant , sur une
période, le temps total de maintenance par le nombre d’interventions :

MTTR =

Temps d’arrêt total

Nombre d’arrêts

.

2.4 Modélisation de la maintenance

2.4.1 État de l’art

Les travaux sur la modélisation de la maintenance portent principalement sur la
maintenance préventive. En effet, les politiques de maintenance préventive s’avèrent
souvent plus avantageuses que les stratégies de maintenance purement corrective, en
terme de disponibilité. Toutefois, une stratégie maintenance préventive n’est réelle-
ment efficace que si elle est correctement optimisée. De nombreux travaux traitent de
cette recherche de paramètres optimaux pour une stratégie de maintenance préven-
tive systématique. Notamment, dans [Barlow 1960] les auteurs décrivent une mé-
thode pour déterminer une période de maintenance optimale, en utilisant comme
critère d’optimalité la minimisation du coût total de maintenance. Dans le même
ordre d’idée, il est possible de citer les travaux de [Courtois 2006] qui traitent de
l’optimisation du temps moyen de bon fonctionnement (en excluant les temps de
maintenance) pour un système multi-composants.

Par ailleurs, les progrès scientifiques sur les capteurs et méthodes de diagnostic
permettent de surveiller l’état des systèmes industriels plus souvent et plus préci-
sément. Cette évolution, explique en partie, le nombre croissant de travaux sur la
maintenance conditionnelle. Citons, par exemple, les travaux de [Grall 2002] et de
[Hong 2014] qui présentent des méthodes pour planifier les opérations d’inspection
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et de remplacement de composant, d’un système mono-composant. Dans le même
ordre d’idée, [Castanier 2005] propose un cadre de travail permettant de planifier et
regrouper les opérations d’inspection et de remplacement de composant pour un sys-
tème à deux composants. D’autre part, dans [Bouvard 2008] les auteurs exposent les
avantages d’une stratégie de maintenance conventionnelle par rapport à une politique
de maintenance périodique. Bien que performante d’un point de vue calculatoire, les
études précédentes reposent sur des hypothèses restrictives quant à la modélisation
du processus de dégradation du système.

D’autres part, de nombreuses études reposant sur l’utilisation de MGP se sont
avérées pertinentes pour représenter les systèmes dynamiques et étudier leur fiabilité.
En effet, le fort potentiel des MGP en matière de modélisation permet de représen-
ter relativement intuitivement des systèmes complexes en décrivant leur comporte-
ment stochastique local. Ce gain de flexibilité en matière de représentation se fait
néanmoins au détriment de conditions d’utilisation parfois plus restrictives, notam-
ment la nécessité de travailler en temps discret. [Boudali 2005] et [Celeux 2006]
ont donné des exemples d’études de fiabilité sur des systèmes composés de nom-
breuses variables interdépendantes à partir de MGP statiques. [Langseth 2007] et
[Montani 2006] ont montré qu’il était possible de représenter les arbres de défaillance
[Vesely 1981] avec un MGP. Plus récemment, [Medina-Oliva 2011] propose d’utilisé
les MGP avec une approches basées sur une démarche d’ingénierie, c’est à dire q’une
étape de modélisation système du problème précède la passage vers un outil de si-
mulation. [Weber 2003] ont utilisé les Modèles Graphiques Probabilistes Markoviens
d’ordre un afin de modéliser des chaînes de Markov dépendant de variables exogènes
pour étudier la fiabilité d’un système dynamique à temps discret en tenant compte
de son contexte. L’intérêt majeur de cette technique est la possibilité de représenter
de grands systèmes dont l’aspect dynamique est géré localement par des chaînes de
Markov. Bien que suffisante dans certains cas, cette approche souffre de la limita-
tion liée au temps de séjour géométrique. Par ailleurs, [Kang 1999a] ont proposé un
MGP statique dédié à la modélisation de la maintenance, en incluant explicitement
une couche diagnostic.

Parmi les MGP, les réseaux de Petri sont fréquemment utilisés pour la modéli-
sation des performances des systèmes, [Simeu-Abazi 1999], [Lindemann 1998]. Leur
pouvoir d’expression est en effet bien adapté à un usage industriel. On trouve souvent
des travaux d’évaluation des performances de politiques de maintenance basés sur
le formalisme des réseaux de Petri stochastiques, associé à la simulation de Monte
Carlo [Dutuit 1997], [Clavareau 2008], [Zille 2009].

Parallèlement, les travaux de [Corset 2003] propose l’utilisation de modèle gra-
phique probabiliste dans le cadre de la maintenance. Dans sa thèse, il propose d’uti-
liser les réseaux bayésiens pour modéliser l’évolution de la dégradation d’un système
mécanique d’une centrale nucléaire. Par ailleurs, [Kang 1999b] a proposé une modé-
lisation de la maintenance par un réseau bayésien statique, en y incluant une couche
de diagnostics.
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Toujours dans cette optique de représenter au mieux la maintenance,
[Bouillaut 2011] définit un environnement général pour la modélisation de la main-
tenance, incluant des composante de diagnostic et d’utilité. Cette approche, bapti-
sée VirMaLab (pour Virtual Maintenance Laboratory, littéralement Atelier virtuel de
maintenance) permet de représenter à la fois des politiques de maintenance condi-
tionnelles, systématiques et correctives.

Les paragraphes suivants présentent en détail le modèle VirMaLab. Dans cette
approche, des composantes de diagnostic, de maintenance et d’utilité sont ajoutées
aux modèles graphiques de durée.

2.4.2 Modèle VirMaLab

Les parties suivantes présentent la structure générale du modèle VirMaLab. Pour
ne pas alourdir la représentation graphique, cette structure est présentée pour un sys-
tème mono-composant, mais l’adaptation du modèle à un système multi-composants
s’effectue de manière assez simple.

2.4.2.1 Description graphique

La structure générale d’un modèle VirMaLab est donnée par la figure 2.5. Ce
modèle est composé de trois composantes principales (X

t

,D
t

,A
t

) représentant res-
pectivement le processus d’évolution du système, les mécanismes de diagnostics, et
les actions de maintenance.

Le vecteur aléatoire X
t

représentant l’état du système à l’instant t est composé de
l’ensemble des variables pouvant expliquer son évolution temporelle. Dans le modèle
VirMaLab présenté par la figure 2.5, ce vecteur est composé de deux variables Xt
et St représentant respectivement l’état du composant principal du système et les
temps de séjours dans ces états. Le contenu de ce bloc X

t

n’est, bien entendu, pas
fixé par le modèle. Il est donc possible de représenter l’évolution de systèmes avec
plusieurs composants interagissant entre eux.

Le vecteur aléatoire D
t

réunit l’ensemble des méthodes de diagnostic du sys-
tème. Ce vecteur est composé de L méthodes de diagnostic représentées par les
variables Dt,1, . . . , Dt,L. Toutes ces méthodes de diagnostic sont contrôlées (activées
ou désactivées à l’instant t) par une variable binaire, définissant ainsi un ensemble
de L variables de contrôle �t,1, . . . , �t,L 2 {0, 1}. La variable Dsyst permet d’effectuer la
fusion des méthodes de diagnostic et donne un résultat général sur l’état du système.

Le vecteur aléatoire A
t

modélise les actions de maintenance applicables au sys-
tème et l’activation de ces actions. Il est composé de la variable aléatoire At et ⇢t.
La variable At représente l’action de maintenance effectuée sur le système à l’ins-
tant t et prend ses valeurs dans l’ensemble des actions A. La variable ⇢t 2 {0, 1}
permet de déclencher une action de maintenance à l’instant t. Le cas où ⇢t = 1 rend
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A
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Figure 2.5 – Structure du RBD associé au modèle VirMaLab

l’action de maintenance indépendante du résultat de diagnostic et permet de repré-
senter des stratégies de maintenance systématique. Pour modéliser les instants où
aucune action de maintenance n’est effectuée, l’action artificielle "néant" est ajou-
tée à l’ensemble A. Notons qu’il est également possible de représenter une stratégie
de maintenance systématique, en ajoutant une variable de contrôle au bloc At pour
définir un calendrier d’interventions.

L’interface avant dans le modèle VirMaLab, pour une tranche de temps t est
composé des variables Xt�1 St�1 et At�1. Dans ce modèle, le théorème 2 de l’interface,
se traduit par l’expression suivante :

8t 2 {3, . . . , T}, Xt�2,Dt�2,St�2 ?? Xt ,Dt ,St |Xt�1, St�1, At�1. (2.12)

En se référant aux relations de dépendance entre les variables du modèle VirMaLab
représentées dans la figure 2.5, la probabilité jointe des vecteurs Xt et At est définie
récursivement par :

P(Xt , At) =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

P(X
1

)

X

D

1

P(D
1

|X
1

)P(A
1

|D
1

) si t = 1

X

Xt�1,At�1

P(Xt�1, At�1)P(Xt |Xt�1, At�1)
X

Dt

P(Dt |Xt)P(At |Dt) sinon
,

(2.13)
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avec pour tout t � 1,

P(Dt |Xt) = P(Dsyst |Dt,1 . . . Dt,L)
L
Y

l=1

P(�t,l)P (Dt,l |X1, �t,l),

P(Xt |Xt�1, At�1) = P(Xt |Xt�1, St�1, At�1)P(St |Xt , St�1, At�1).

et
P(X

1

) = P(X
1

)P(S
1

|X
1

).

2.4.2.2 Description probabiliste

Dans un modèle VirMaLab, le processus de dégradation du système est caracté-
risé par la distribution initiale P(X

1

), et la distribution de transition P(Xt |Xt�1, At�1).
Par la suite les notations �

1

et ⇤ seront utilisées pour représenter ces deux distri-
butions. Soient X l’ensemble des états du système et A l’ensemble des actions de
maintenance. Pour tout x 2 X la notation �

1

est définie par :

�
1

(x) = P(X
1

= x), (2.14)

et pour tout x, x0 2 X et a0 2 A,

P(Xt = x|Xt�1 = x0, At�1 = a0) = ⇤(x, x0, a0). (2.15)

La distribution de transition ⇤ est définie par morceaux, en distinguant deux cas :
— si aucune intervention de maintenance n’a été effectuée (At�1 = a 2 A? ), le

système évolue selon une loi de transition naturelle ⇤sys définie par :

P(X
t

= x|X
t�1

= x

0,A
t�1

= néant) = ⇤sys(x, x0),

— si une intervention de maintenance a été réalisée (At�1 = a /2 A?), le système
évolue selon une loi de transition artificielle ⇤act définie par :

P(X
t

= x|X
t�1

= x

0, At�1 = a
0

) = ⇤

act
(x, x0, a0).

En résumé, la distribution de transition du système ⇤ est définie pour tout x0, x 2 X
et a0 2 A par :

⇤(x, x0, a0) =

(

⇤

sys
(x, x0) si a0 2 A?

⇤

act
(x, x0, a0) sinon

. (2.16)

Les méthodes de diagnostic ont pour but de fournir une information sur l’état
réel du système. Nous noterons D

1

. . .DL les ensembles de résultats possibles pour
chaque diagnostic D

1

. . . DL. L’activation d’un diagnostic à un instant t est contrôlée
par la variable binaire �t,l . Chaque ensemble Dl contient une valeur d? qui permet de
signifier de manière explicite que le diagnostic associé n’est pas activé. Les LPC pour
les variables (Dt,l)1lL sont définies de manière à caractériser les comportements
probabilistes des diagnostics par rapport à l’état réel du système. En fonction de la
valeur de la variable d’activation �t,l deux cas sont à distinguer :
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— Si �t,l = 1, le diagnostic Dt,l est activé à l’instant t. Le résultat probabiliste
de ce diagnostic est conditionné par l’état réel du système. La LPC �l(x, dl)

donne le comportement de ce diagnostic. Formellement �l est défini pour tout
x 2 X et dl 2 Dl par :

P(Dt,l = dl |Xt = x, �t,l = 1) = �l(x, dl). (2.17)

Plusieurs cas de figure peuvent se présenter en fonction de l’état du système
x et du résultat de diagnostic dl :

— si le diagnostic Dt,l détecte une défaillance du système à l’instant t alors
qu’en réalité il n’y en a pas eu, �l(x, dl) correspond au taux de fausse
alarme ;

— si le diagnostic Dt,l ne détecte pas un défaut qui s’est réellement produit
sur le système à l’instant t, �l(x, dl) correspond au taux de non détection ;

— Dans le cas où le résultats du diagnostic Dt,l est conforme à l’état x du
système, �l(x, dl) correspond au taux de bonne détection.

— Si �t,l = 0, le diagnostic Dt,l est désactivé à l’instant t. Le résultat du diagnostic
ne dépend plus de l’état du système et vaudra toujours d?. Formellement pour
tout dl 2 Dl et pour tout x 2 X

P(Dt,l = dl |Xt = x, �t,l = 1) = 1
(dl=d?). (2.18)

En résumé, les LPC associées aux méthodes de diagnostic sont définies par mor-
ceaux, telles que pour tout l = 1 . . . L, tout dl 2 Dl et tout x 2 X :

P(Dt,l = dl |Xt = x, �t,l) =
(

�l(x, dl) si �t,l = 1

1
(dl=d?) sinon

(2.19)

Les résultats de chaque système de diagnostic à l’instant t sont ensuite fusion-
nés pour déduire un diagnostic final relatif à la variable Dsyst . La LPC définissant la
méthode de fusion des résultats intermédiaires de diagnostic est notée �syst et est
définie pour tout d 2 Dsyst par :

P(Dsyst = d |Dt,1 = d1 . . . Dt,L = dL) = �syst (d1, . . . , dL, d). (2.20)

Le choix d’effectuer une action de maintenance, ayant connaissance du résultat
du diagnostic final, est contrôlé par la LPC associée à la variable aléatoire At. Cette
LPC est notée � et est définie pour tout d 2 Dsyst et tout a 2 A par :

P(At = a|Dt = d) = �(d, a). (2.21)

�(d, a) représente la probabilité que l’action de maintenance a soit effectuée sachant
que le résultat du diagnostic final est d . Dans la pratique, cette LPC est définie de
manière déterministe et ne dépend pas du temps.
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2.4.2.3 Modèle VirMaLab avec MGD

En reprenant et adaptant les notations introduites dans la partie 2.3.1, dans
le cas d’une modélisation du processus de dégradation par un MGD, la probabilité
décrivant l’état initial X

1

d’un système modélisé par un modèle VirMaLab est donnée
par l’expression suivante :

�
1

(x) = �
1

(x, s) = ↵
1

(x)F
1

(x, s). (2.22)

Les LPC de transition Q! et F! des variables X et S définies par les équations 2.7
et 2.10 sont redéfinies, pour prendre en compte les actions de maintenance, de la
manière suivante :

Q!(x, s 0, x 0, a0) = P (Xt = x |Xt�1 = x 0, St�1 = s 0 At�1 = a0), (2.23)

et
F!(x, s, s 0, a0) = P(St = s|Xt = x, St�1 = s 0 At�1 = a0). (2.24)

Comme précédemment il peut s’avérer utile de les définir par morceaux en effectuant
une disjonction de cas. La LPC de transition Q! est définie par morceaux par :

Q!(x, x 0, s 0, a0) =

8

>

<

>

:

Qsys(x, x 0) si s 0 = 1 et a0 = neant

I(x, x 0) si s 0 � 2 et a0 = neant
Qact(x, x 0, a0) si a0 6= neant

, (2.25)

où Qsys est la probabilité de passer de l’état x 0 à l’état x après une transition naturelle.
De même, la LPC de transition F! est définie par morceaux par :

F!(x, s, s 0, a0) =

(

F sys(x, s) si s 0 = 1 ou a0 6= neant
C(s 0, s) si s 0 � 2 et a0 = neant , (2.26)

où F sys représente la probabilité d’avoir un temps de séjour s dans l’état x après
qu’une transition naturelle ou artificielle ait été déclenchée.

En tenant compte des définitions 2.25 et 2.26 les distributions ⇤sys et ⇤act décri-
vant les transitions naturelles et artificielles de l’état x vers l’état x0 dans un modèle
VirMaLab avec MGD sont définies par :

⇤

sys
(x, x0) = ⇤sys(x, s, x 0, s 0)

=

(

Qsys(x, x 0)F sys(x, s) si s 0 = 1

I(x, x 0)C(s 0, s) si s 0 � 2
, (2.27)

et
⇤

act
(x, x0, a0) = ⇤act(x, s, x 0, s 0, a0) = Qact(x, x 0, a0)F sys(x, s). (2.28)



2.4. Modélisation de la maintenance 53

2.4.2.4 Paramètres du modèle

Les paramètres P = (�
1

,⇤sys ,⇤act , (�t,l)t�1,1lL, (�l)1lL,�sys ,�) du modèle Vir-
MaLab correspondent à l’ensemble des LPC associées aux différentes variables aléa-
toires du modèle. Il est possible de distinguer deux grandes classes de paramètres : les
paramètres descriptifs et les paramètres de maintenance. Il est important de faire la
distinction entre ces deux jeux de paramètres. En effet, lors de la phase d’optimisation
d’une politique de maintenance, les paramètres descriptifs du modèle restent inchan-
gés tandis que plusieurs valeurs sont testées pour les paramètres de maintenance. Le
tableau 2.1 reprend l’ensemble des paramètres du modèle VirMaLab.
Table 2.1 Tableau récapitulatif des paramètres du modèle VirMaLab

Notation Description LPC

�
1

Etat initial P(X
1

)

⇤

sys Transition naturelle P(Xt |Xt�1, At�1 /2 A)
⇤

act Transition artificielle P(Xt |Xt�1, At�1 2 A)
�t,l Activation du diagnostic l P(�t,l)
�l Propriétés du diagnostic l P(Dt,l |Xt , �t,l)
�

sys Politique de fusion des diagnostics P(Dsyst |Dt,1, . . . Dt,l)
� Politique des actions de maintenance P(At |Dt)

Les paramètres descriptifs regroupent l’ensemble des paramètres caractérisant les
propriétés intrinsèques du système. Cet ensemble est notamment composé des LPC
caractérisant l’état initial du système, les transitions d’état naturelles et artificielles,
et les propriétés des méthodes de diagnostic. Dans la suite, la notation Pdesc sera uti-
lisée pour représenter l’ensemble des paramètres descriptifs. Formellement l’ensemble
de paramètres Pdesc est défini par :

Pdesc = (�1,⇤sys ,⇤act , (�l)1lL). (2.29)

L’ensemble de paramètres de maintenance est composé des LPC définissant la
stratégie de maintenance, c’est à dire les instants d’activation des méthodes de diag-
nostic, la stratégie de fusion des résultats intermédiaires de diagnostic et la politique
de décision concernant les actions de maintenance. Dans la suite , la notation Pmaint
sera utilisée pour représenter l’ensemble des paramètres de maintenance. Formelle-
ment cet ensemble est défini par :

Pmaint = ((�t,l)t�1,1lL,�sys ,�) (2.30)
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2.5 Conclusion

Ce chapitre propose une description détaillée d’un modèle graphique probabiliste
markovien (MGPM) spécifique utilisé dans le cadre de la modélisation de systèmes
dynamiques complexes, appelé Modèle Graphique de Durée (MGD). Contrairement
aux chaînes de Markov, cette approche autorise une liberté totale sur les lois de
temps de séjour dans un état.

D’autre part, l’approche VirMaLab qui est également basée sur les MGPM a
été présentée. Cette approche permet de représenter le processus de dégradation
d’un système dynamique ainsi que ses moyens de diagnostic et de maintenance. L’un
des principaux intérêts de ce modèle est sa flexibilité. Il permet notamment de tenir
compte de différentes politiques de maintenance conjointement (corrective, préven-
tive systématique, préventive conditionnelle). De plus, cette approche hérite des outils
et méthodes d’analyse des MGPM. Dans le chapitre suivant nous présenterons en
particulier une méthode d’inférence générique et son adaptation aux spécificités du
modèle.
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3.1 Introduction

La mise en place d’une stratégie de maintenance est une opération qui peut mener
à définir de nombreux paramètres. Le plus souvent, il s’agit de faire des choix sur la
nature de la maintenance (préventive ou corrective), le type de tâche (contrôle, ins-
pection, entretient, remplacement, renouvellement . . .) et les instants ou fréquence
de réalisation de ces tâches. Cette stratégie peut également intégrer le choix des
composants de remplacement, des fournisseurs, ou la gestion de ressources. L’en-
semble de ces paramètres de maintenance est ajusté en fonction des contraintes
que l’on souhaite satisfaire. Il s’agit dans un premier temps de définir des fonctions
d’évaluation d’une stratégie de maintenance, aussi appelées fonctions d’utilité, pour
traduire l’ensemble de ces contraintes. La mise en place d’une politique de mainte-
nance peut être vue comme un problème de recherche de paramètres qui maximisent
la fonction d’utilité et qui assure le respect des contraintes.

L’optimisation d’une politique de maintenance fait souvent intervenir plusieurs
fonctions d’utilité. Dans ce cas, on parle de problème d’optimisation multi-objectifs
[Collette 2002, Steuer 1989, Gandibleux 2002] . Il s’agit par exemple de minimiser
une fonction homogène aux coûts de maintenance tout en maximisant la fiabilité ou
la disponibilité du système.

Il existe plusieurs manières de traiter ce problème d’optimisation multi-objectif.
La plus simple est de créer une nouvelle fonction objectif qui sera une composi-
tion linéaire de toutes les autres. Le problème est ensuite résolu avec des méthodes
classiques d’optimisation combinatoire. L’inconvénient de cette démarche est que le
choix des pondérations des fonctions objectifs joue un rôle important sur le résultat
final. De plus, lorsque les critères d’optimisation sont antagonistes, cette méthode
conduit à une solution possiblement très mauvaise selon un des critères.

Une seconde manière de faire est de considérer simultanément toutes les fonctions
d’utilité. Dans ce cas, le résultat de l’évaluation d’une politique de maintenance est un
vecteur où chaque composante est associée à une fonction d’utilité. Le résultat final
n’est plus une solution unique mais un ensemble de solutions dites Pareto optimales
[Pareto 1964] pour lesquelles on ne peut améliorer la valeur d’un critère sans dégrader
celle d’un autre. Dans le domaine de la recherche opérationnelle, cet ensemble est
appelé front de Pareto. La zone de recherche dans ce type de problème est souvent de
taille très importante. Il est d’usage d’utiliser des méthodes de résolution approchée
telles que les méta-heuristiques. Récemment une application de ces méthodes dans
le cadre de l’optimisation de politique de maintenance préventive à été proposée dans
[Ayadi 2013].

L’objectif de ce chapitre est de proposer une méthode d’évaluation des straté-
gies de maintenance dans le cadre d’une modélisation suivant l’approche VirMaLab.
Il s’agit dans un premier temps de décrire les étapes de construction des fonctions
d’utilité puis de décrire la procédure complète pour évaluer ces fonctions. La mé-
thode d’évaluation initialement proposée par [Donat 2010] est basée sur l’algorithme
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de l’interface [Murphy 2002]. Une nouvelle méthode d’évaluation basée sur l’infé-
rence symbolique dans les réseaux bayésiens [D’Ambrosio 1994] est proposée dans
ce chapitre. Cette méthode a été développée dans le but de réduire le coût (en termes
de nombres d’opérations) de l’évaluation d’une stratégie de maintenance donnée .

3.2 Évaluation de stratégies de maintenance

Rappelons que l’objectif premier du modèle VirMaLab est de permettre l’évalua-
tion et la comparaison de stratégie de maintenance. Dans ce cadre, il est nécessaire
de définir le ou les critère(s) d’évaluation, aussi appelée fonction d’utilité.

En pratique les fonctions d’utilités du système sont souvent homogènes à des
grandeurs réelles, par exemple un coût ou une disponibilité. Toutefois, d’une manière
générale une fonction d’utilité sera définie comme une grandeur calculable à partir
de la loi jointe du vecteur aléatoire considéré et n’aura pas forcément de connotation
économique.

3.2.1 Définition d’une fonction d’utilité

Supposons qu’à chaque instant t, le système, les méthodes de diagnostic et les
actions de maintenance génèrent chacun une utilité. La figure 3.1 détaille comment
sont associés ces dernières aux variables d’un modèle VirMaLab pour une tranche de
temps t donnée.

Les nœuds UXt et UAt représentent des utilités relatives respectivement à l’état
du système et à l’action de maintenance effectuée à l’instant t.

3.2.1.1 Utilité du système

Soit u
Xt une fonction de X dans R, qui permet d’associer à tout état x 2 X du

système une utilité u
Xt (x). L’utilité U

Xt associée à la variable X est définie par :

U
Xt =

X

x2X

u
Xt (x)�t(x), (3.1)

où �t(x) est la probabilité P(Xt = x) que le système soit dans l’état x .

3.2.1.2 Utilité de la maintenance

Soit uAt une fonction de A dans R, associant à toute action a 2 A une utilité
uAt (a). L’utilité UAt associée à la variable aléatoire A est définie par :

UAt =
X

a2A

uAt (a)P(At = a). (3.2)
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Figure 3.1 – Structure du RBD associé au modèle VirMaLab avec nœuds d’utilités

3.2.1.3 Utilité des diagnostics

Pour chaque système de diagnostic, le nœud U�t,l introduit une utilité liée à la
réalisation du diagnostic, indépendamment du résultat fournit par ce dernier. Les
nœuds UDt,l permettent eux de tenir compte du résultat d’un diagnostic pour le
calcul de l’utilité associée. Ces nœuds sont notamment utiles lorsque le résultat d’un
diagnostic nécessite une phase de confirmation.

Soit u�t,l 2 R une utilité associée à l’activation de la l-ième méthode de diagnostic.
Pour tout l = 1 . . . L, l’utilité U�t,l associée à la variable �t,l est définie par :

U�t,l = u�t,l �t,l . (3.3)

Dans cette définition, l’hypothèse prise implicitement est que l’utilité liée à la
non-utilisation d’une méthode de diagnostic est nulle.

Soit uDt,l une fonction de Dl dans R, qui permet d’associer à tout résultat de
diagnostic dl 2 Dl une utilité uDt,l (dl). Pour tout l = 1 . . . L, l’utilité UDt,l associée à la
l-ième méthode de diagnostic Dl est définie par :

UDt,l =
X

dl2Dl

uDt,l (dl)P(Dt,l = dl). (3.4)
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3.2.1.4 Fonction d’utilité

Une fois l’ensemble des utilités générées par le modèle, la fonction d’utilité qui
permettra d’évaluer et de comparer des stratégies de maintenance n’est rien de plus
qu’une combinaison du vecteur (UXt , U�t,1 . . . U�t,l , UD1 . . . UDl , UAT ). Concrètement la
fonction d’utilité, notée f uti l , définit une manière de combiner les utilités de chaque
composants du modèle. f uti l peut par exemple être une somme, une moyenne, un
maximum ou tout autre combinaison.

En notant P = (Pdesc ,Pmaint) l’ensemble des paramètres du modèle VirMaLab
(dates d’activation des diagnostics, politique d’intervention, etc . . .), une fonction
d’utilité globale est définie mathématiquement par :

f uti l(P) = f uti l
�

(UXt (P), UAt (P), UDt (P))
1tT

�

, (3.5)

où
U
Dt =

X

l

U�t,l + UDt,l .

Il est important de noter que le calcul de l’utilité associée à une variable d’un
réseau nécessite de connaître la distribution de cette variable. En effet, l’évaluation
d’une fonction d’utilité nécessite le calcul au préalable, pour tout 1  t � T , des
distributions suivantes :

— la distribution des états du système �t(x),

— les distributions des résultats des diagnostics (P(Dt,l))1l�L,

— la distribution des actions de maintenance P(At).

3.2.2 Méthodes classiques d’inférence

3.2.2.1 Méthode de l’interface gauche

L’évaluation d’une stratégie de maintenance sur un horizon T dans un modèle
VirMaLab se résume au calcul, pour tout t 2 [1, T ], des distributions des variables
Xt, At et pour chaque méthode de diagnostic la distribution de Dt,l . En effet, une
fois ces distributions déterminées, le calcul de fonction d’utilité s’effectue par un
simple produit matriciel. Remarquons que l’utilité générée par l’activation des mé-
thodes de diagnostic peut-être calculée directement, puisque les variables (�t,l)1lL
ne possèdent pas de parents dans le modèle.

Posons �(x, d) = P(Dsyst = d |Xt = x) la LPC définissant le résultat final du
diagnostic en fonction de l’état du système x . La LPC � est définie, pour tout x 2 X
par :

�(x, d) = P(Dsyst = d |Xt = x) =
X

d

�

sys
(d
1

, . . . , dl , d)
L
Y

l=1

�l(x, dl) (3.6)
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Pour simplifier l’écriture des expressions suivantes, la notation �t = P(Xt , At)
sera utilisée pour désigner la distribution de l’interface gauche de la tranche t + 1.
En reprenant les notations introduites dans le chapitre précédent, �t est définie pour
tout x 2 X et a 2 A par :

�t(x, a) =

8

>

<

>

:

�
1

(x)�(a, d)�(x, d) si t = 1

�(a, d)�(x, d)
X

x

0

2X , a02A

�t�1(x
0, a0)⇤(x, x 0, a0) sinon , (3.7)

Il est intéressant de remarquer que le calcul de �t(x) = P(Xt = x) est une étape
intermédiaire dans le calcul de la distribution de l’interface �t. En effet, �t est définie
pour tout t  T et tout x 2 X par :

�t(x) =

8

>

<

>

:

�
1

(x) si t = 1
X

x 02X , a02A

�t�1(x
0, a0)⇤(x, x 0, a0) sinon , (3.8)

D’autre part, la distribution de l’action de maintenance effectuée à l’instant t est
calculée pour tout a 2 A en marginalisant �t sur x . La distribution P(At) est définie
pour tout t  T et tout a 2 A par :

P(At = a) =
X

x2X
�t(x, a). (3.9)

Pour tout l = 1 . . . L, la distribution P(Dt,l) du résultat du l-ième diagnostic est
obtenue par le produit des LPC � et �t,l . Pour tout l = 1 . . . L et tout t  T , P(Dt,l)
est définie par :

P(Dt,l = dl) =

8

<

:

X

x2X
�t(x)�t,l(x, dl) si �t,l = 1

1
(l=’na’) sinon

. (3.10)

A partir des résultats précédents, un algorithme d’évaluation d’une politique de
maintenance peut être écrit. L’algorithme 4 présente une méthode générique et ité-
rative pour évaluer une fonction d’utilité dans un modèle VirMaLab.

Dans le cas d’une utilisation des MGD pour représenter l’évolution de l’état du
système, l’équation 3.7 définissant l’expression de l’interface �t se réécrit pour tout
x 2 X , s 2 S et a 2 A :

�t(x, s, a) =

8

>

>

<

>

>

:

↵
1

(x)F
1

(x, s)�(a, d)�(x, d) si t = 1

�(a, d)�(x, d)
X

x 02X , s 02S
a02A

�t�1(x
0, s 0, a0)Q!(x, x 0, s 0, a0)F!(x, s, s 0, a0) sinon ,

(3.11)
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Algorithme 4 : Evaluation d’une fonction d’utilité d’un modèle VirMaLab
Entrées :

1. V = (�
1

,⇤sys ,⇤act , (�t,l)t�1,1lL, (�l)1lL,�sys ,�) : Un ensemble de LPC
définissant un modèle VirMaLab

2. T : l’horizon de calcul

3. ((ux)x2X , (u�)�2{0,1}, (Udl )dl2Dl , (Ua)a2A) : des vecteurs définissants une utilité
pour chaque valeur des variables Xt, �t,l , Dt,l et At

4. f uti l : une fonction d’utilité

Sorties : f uti l(P) : l’évaluation d’une stratégie de maintenance
pour chaque t = 1, . . . , T faire

Calculer �t (équation 3.7) ;
Calculer �t(x) (équation 3.8) ;
En déduire UXt (équation 3.1) ;
pour l = 1, . . . , L faire

Calculer U�t,l (équation 3.3) ;
Calculer P(Dt,l) (équation 3.10) ;
En déduire UDt,l (équation 3.4) ;

finpour
Calculer P(At) (équation 3.9) ;
En déduire UAt (équation 3.2) ;

finprch
Evaluer f uti l((UXt , UDt , UAt )1�t�T ) ;

3.2.2.2 Méthode à complexité réduite

En utilisant les définitions par morceaux de Q! et F! données par les équa-
tions 2.25 et 2.26, [Donat 2010] propose une manière simplifiée pour le calcul de la
distribution de l’interface �t définie par l’équation 3.11. Le calcul de �t se réécrit,
pour tout t � 2 tout x 2 X tout s 2 S et tout a 2 A comme suit :

�t(x, s, a) =
h

 

sys
t (x, s) + 

det
t (x, s) + 

act
t (x, s)

i

�(a, d)�(x, d), (3.12)

avec
 

sys
t (x, s) =

X

x 0

�t�1(x
0, 1, a?)Q

sys
(x, x 0)F sys(x, s), (3.13)

 

det
t (x, s) = �t�1(x, s + 1, a?), (3.14)

et
 

act
t (x, s) = F

sys
(x, s)

X

x 0,a0

Qact(x, x 0, a0)
X

s 0

�t�1(x
0, s 0, a0), (3.15)

La démonstration de ces résultats peut être effectuée en découpant la somme
définie dans le calcul de �t et en procédant par disjonction de cas. Cette astucieuse
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réorganisation de la somme permet de réduire la complexité algorithmique du cal-
cul de l’interface �t pour une tranche de temps t � 2. En effet, La complexité
algorithmique du calcul de l’interface �t est O(|X |T 2S |A|) en utilisant l’expression de
l’équation 3.11. Tandis que l’expression de �t définie par l’équation 3.12 permet
d’avoir une complexité algorithmique en O(|X |TS|A| + |X |2|A|). Reste que le coût
calculatoire de l’algorithme 4 est lourd.

3.3 Méthode d’inférence symbolique

L’idée principale de cette nouvelle méthode est d’utiliser l’inférence symbolique
dans les réseaux bayésiens pour déterminer les expressions algébriques des distribu-
tions P(Xt+1, St+1), P(Xt+1), P(Dt,l)1lL et P(At) en fonction des LPC de l’ensemble
de variables I!t�1/{At�1} [ Xdec , où Xdec représente l’ensemble des variables de déci-
sion du modèle. Les expressions ainsi obtenues sont des polynômes qui permettent
de réduire considérablement la complexité algorithmique de la méthode d’évaluation
d’une stratégie de maintenance présentée dans la section précédente.

3.3.1 Transformation en expression algébrique

La nouvelle méthode d’évaluation proposée se compose de deux étapes. La pre-
mière consiste à déterminer les différentes expressions algébriques des distributions
cibles, c’est à dire P

⇥t (Xt+1, St+1), P
⇥t (Xt+1), P

⇥t (At) et P
⇥t (Dt,l)1lL. L’algorithme 5

présente la méthodologie pour obtenir les différentes expressions algébriques. Concrè-
tement ces expressions sont obtenues en effectuant une inférence symbolique avec un
horizon T = 2. Dans l’algorithme, ⇥t représente un vecteur contenant l’ensemble des
paramètres des LPC des variables de l’interface I!t�1/{At�1} [ Xdesc . Concrètement,
⇥t est un vecteur de paramètres de taille

n = |X |� 1 + 2|X |(Ts � 1) + 2L, (3.16)

qui définit entièrement les LPC des variables X
1

, S
1

, S
2

et (�
1,l)1lL.

Pour rappel, les notations �
1

, F
1

et F! ont étés introduites dans le chapitre 2 pour
représenter respectivement les LPC des variables X

1

, S
1

, S
2

. Ces notations seront de
nouveau utilisées ici.

Les distributions des variables de diagnostic Dt,1 . . . Dt,L en fonction de ⇥t sont
obtenues pour tout l = 1 . . . L par :

P
⇥t (Dt,l) =

X

Xt ,�t,l

P
⇥t (Xt)P(�t,l)P(Dt,l |Xt , �t,l). (3.17)

A partir de ce résultat et du théorème 1 ,il est possible de déduire que pour tout
résultat de diagnostic dl 2 D, la probabilité P

⇥t (Dl = dl) est un polynôme multivarié
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Algorithme 5 : Calcul des expressions analytiques des distributions P
⇥t (Xt+1),

P
⇥t (Xt+1, St+1), P

⇥t (At) et P
⇥t (Dt,l)1lL dans un modèle VirMaLab

Entrées : V = (�
1

,⇤sys ,⇤act , (�t,l)t�1,1lL, (�l)1lL,�sys ,�) : Un ensemble de
LPC définissant un modèle VirMaLab

Sorties : P
⇥t (Xt+1, St+1), P

⇥t (Xt+1), P
⇥t (At) et P

⇥t (Dt,l)1lL : Distribution de
probabilité en fonction de ⇥t

début
Poser ⇥t ;
pour l = 1 . . . L faire

Calculer P
⇥t (Dt,l) (équation 3.17)

finpour
Calculer P

⇥t (At) (équation 3.21);
Calculer P

⇥t (Xt+1, St+1) (équation 3.22);
En déduire P

⇥t (Xt+1) (équation 3.23);
fin

de degré inférieur ou égal à 2 avec comme inconnues les paramètres associés aux LPC
de X

1

et �t,l . En d’autre termes, le nombre maximum d’inconnues qui apparaissent
dans l’expression de la probabilité P

⇥t (Dl = dl) est |X |.
Soit ↵

1

. . .↵m�1 avec m = |X | les paramètres de ⇥t associés à la LPC de X
1

. La
forme générale de l’expression de la probabilité P

⇥t (Dl = dl) pour dl 2 D est :

P
⇥t (Dl = dl) = �l

 

a
(l ,0) +

m�1
X

i=1

�

a
(l ,i) ↵i

�

!

+ (1� �l), (3.18)

où les a
(l ,0), a(l ,1) . . . a(l ,m�1) sont des coefficients réels dans l’intervalle [0, 1].

En posant a0
(l ,0) = a(l ,0) � 1 l’équation précédente se ré-écrit :

P
⇥t (Dl = dl) = �l

 

a0
(l ,0) +

m�1
X

i=1

�

a
(l ,i) ↵i

�

!

+ 1, (3.19)

En se référant au résultats sur les polynômes présentés dans le chapitre F (en
Annexe), il est possible d’en déduire que le nombre maximum de monômes intervenant
dans ce polynôme est :

MP
⇥t
(Dl=dl )

= m + 1 = |X |+ 1 (3.20)

La distribution de la variable At en fonction de ⇥t est calculée à partir de l’ex-
pression suivante :

P
⇥t (At) =

X

Dt,1...Dt,l ,D
sys
t

P(At |Dsys
t )P(D

sys
t |Dt,1 . . . Dt,L)

L
Y

l=1

P
⇥t (Dt,l). (3.21)

D’après le théorème 1, l’expression de cette distribution est un polynôme multiva-
rié de degré inférieur ou égale à L+1 avec comme inconnues les paramètres associés



64 Chapitre 3. Évaluation dynamique d’une stratégie de maintenance

aux LPC de X
1

et (�t,l)1lL. En d’autre termes, le nombre maximum d’inconnues qui
apparaissent dans l’expression de la probabilité P

⇥t (At = a) est |X | + L � 1. D’autre
part, le nombre maximum de monômes intervenant dans l’écriture de ce polynôme
est 2L.

En reprenant les notations précédemment introduites, pour une action a 2 A
quelconque la probabilité de cette action s’écrit sous la forme :

P
⇥t (At = a) = a(a,0) + a(a,1)�1

 

a0
(1,0) +

m�1
X

i=1

�

a
(1,i) ↵i

�

!

+ · · ·+ a
(a,L) �L

 

a0
(L,0) +

m�1
X

i=1

�

a
(L,i) ↵i

�

!

+ a
(a,L+1)�1�2

 

a0
(1,0)a

0

(2,0) +

m�1
X

i=1

�

a
(1,i)a(2,i) ↵i

�

!

+ · · ·+ a
(a,2L)�1�L

 

a0
(1,0)a

0

(L,0) +

m�1
X

i=1

�

a
(1,i) a(L,i) ↵i

�

!

...

+ a
(a,2L�1)�1�2 . . . �L

 

a0
1,0 . . . a

0

L,0 +

m�1
X

i=1

�

a
1,i . . . aL,i ↵i

�

!

,

où les a
(a,0), a(a,1) . . . a

(a,2L�1) sont des coefficients réels dans l’intervalle [0, 1].

La distribution jointe des variables Xt+1 et St+1 en fonction de ⇥t est obtenue à
partir de l’action de maintenance effectuée, de l’état du système à l’instant t et de
la matrice de transition du système. L’équation suivante traduit le calcul de cette
distribution :

P
⇥t (Xt+1, St+1) =

X

At

P
⇥t (At)P⇥t (Xt)P⇥t (St |Xt)P⇥t (Xt+1, St+1|Xt , St , At). (3.22)

L’expression de cette probabilité est un polynôme multivarié de degré inférieur ou
égale à L+ 4 avec comme inconnues les paramètres associés aux LPC de X

1

, S
1

, S
2

et (�t,l)1lL. En d’autre termes, le nombre maximum d’inconnues qui apparaissent
dans l’expression de la probabilité P

⇥t (At = a) est |X |+2TS (|X |� 1)+L� 1. D’autre
part, le nombre maximum de monômes intervenant dans l’écriture de ce polynôme
est 2L.

La distribution de la variable Xt+1 en fonction de ⇥t est obtenue en marginalisant
la distribution P

⇥t (Xt+1, St+1) sur la variable St+1 :

P
⇥t (Xt+1) =

X

St+1

P
⇥t (Xt+1, St+1). (3.23)

3.3.2 Évaluation à partir d’expressions symboliques

La seconde partie de la méthode d’évaluation consiste à utiliser ces expressions
de manière récursive pour calculer les distributions cibles sur un horizon T donné.
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L’algorithme 6 résume le processus d’évaluation d’une stratégie de maintenance dans
un modèle VirMaLAb à partir des expressions analytiques des distributions P

⇥t (Xt+1),
P
⇥t (Xt+1, St+1), P

⇥t (At) et P
⇥t (Dt,l)1lL en fonction de ⇥t.

Algorithme 6 : Évaluation d’une fonction d’utilité dans un modèle VirMaLab
à partir des expressions algébriques des distributions sur un horizon T

Entrées :
— P

⇥t (Xt+1), P
⇥t (Xt+1, St+1), P

⇥t (At) et P
⇥t (Dt,l)1lL : Distributions de

probabilité en fonction de ⇥t

— T : Horizon de calcul

— (�
1

, F
1

, F!, Q!) : Distributions initiales et de transition du MGD

— ((ux)x2X , (u�)�2{0,1}, (Udl )dl2Dl , (Ua)a2A) : Vecteurs définissant une utilité pour
chaque valeur des variables Xt, �t,l , Dt,l et At

— f uti l : une fonction d’utilité

Sorties : f uti l(P) : Évaluation d’une stratégie de maintenance
début

Poser ⇥
1

en fonction des LPC �
1

, F
1

et F sys ;
pour l = 1, . . . , L faire

Calculer U�t,l (équation 3.3) ;
Calculer P(Dt,l) (équation 3.10) ;
En déduire UDt,l (équation 3.4) ;

finpour
pour i = 2 . . . T faire

Calculer P(At) ;
En déduire UAt (équation 3.2) ;
Calculer P(Xt+1) En déduire U

Xt (équation 3.1) ;
Calculer P(Xt+1, St+1) ;
Déduire de P(Xt+1) et P(Xt+1, St+1) les valeurs de ⇥t (équation 3.24);

finpour
Evaluer f uti l((UXt , UDt , UAt )1�t�T ) ;

fin

Pour un instant t donné, les résultats numériques des distributions de probabilité
P
⇥t (Xt+1), P

⇥t (Xt+1, St+1), P
⇥t (At) et P

⇥t (Dt,l)1lL sont obtenus en remplaçant l’en-
semble des inconnues du vecteur ⇥t par les valeurs numériques correspondantes. A
partir de ces distributions, il est possible de déterminer les valeurs du vecteur ⇥t+1.
Ces deux opérations sont ré-itérées jusqu’à ce que l’ensemble des distributions pour
t = 1 . . . T aient été déterminées.

Pour obtenir ⇥t+1 à partir de l’ensemble des distributions précédemment citées, il
faut établir les LPC �t+1, Ft+1 et F!. La LPC �t+1 est obtenue directement à partir
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de la distribution P
⇥t (Xt+1). La LPC Ft+1 est déterminée à partir des distributions

P(Xt+1, St+1) et P(Xt+1) de la manière suivante :

Ft+1 = P(St+1|Xt+1) =

8

<

:

P(Xt+1, St+1)
P(Xt+1)

si P(Xt+1) 6= 0

0 sinon

. (3.24)

La LPC F! reste identique tout au long de l’inférence.

3.3.3 Cas d’étude applicatif

3.3.3.1 Description du système

Le système considéré ici est une barrière automatique d’accès au parking d’un
magasin possédant trois états de fonctionnement. Dans l’état normal, le système
distribue un ticket à l’usager puis autorise le passage. Quand le système ne peut pas
distribuer de ticket, il fonctionne en mode dégradé. La barrière est en panne quand
elle n’est pas en mesure d’autoriser le passage.

Dans cet exemple, le système est modélisé par un couple de variables Xt et St
représentant respectivement l’état du système et le temps restant à passer dans cet
état à l’instant t, exprimé en jours. L’ensemble des états de fonctionnement est noté
X = {ok, deg, panne}. L’ensemble des valeurs possibles pour la variable de temps de
séjour St est noté S. Dans un premier temps l’ensemble S = {1, 2, 3}, pour avoir des
expressions de tailles raisonnable et ainsi faciliter leurs écritures dans ce manuscrit
qui puissent être facilement. Dans la pratique la borne supérieure TS des temps de
séjour est bien supérieure. Le choix TS = 3 dans cette exemple, Les états du système
sont ordonnés par ordre de gravité croissante (ok � deg � panne).

Le système peut être ausculté par deux méthodes de diagnostic. La première
méthode Dt,1 permet de détecter l’état panne de manière certaine. La seconde notée
Dt,2 permet de détecter l’état de dégradation du système précurseur de la panne.
L’activation de l’une ou de l’autre des méthodes de diagnostic, à un instant t, est
commandée par les variables de décision �t,1 et �t,2 à valeur dans {active, inactive}.

La figure 3.2 présente la structure du modèle VirMalab pour la modélisation du
système et de sa stratégie de maintenance. La variable At représente l’action de
maintenance effectuée à l’instant t.
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Xt�1

St�1

At�1

Xt

St

At

Dsyst

Dt,1 Dt,2

�t,1 �t,2

Figure 3.2 – Structure du modèle VirMaLab associé au système d’une barrière auto-
matique

Si la variable �t,l de contrôle de la méthode de diagnostic l 2 {1, 2} prend la valeur
’inactive’ alors le résultat du test est ’na’ (pour non activé). Dans le cas contraire le
résultat dépend de l’état du système et des taux de fausse alarme et bonne détection
du système de diagnostic. Les LPC données dans la table 3.1 décrivent les compor-
tements des deux méthodes de diagnostic en fonction des variables d’activation �t,1
et �t,2 et de l’état du système.

Table 3.1 LPC des méthodes de diagnostic D
1,1 et D

1,2

P(D
1,2|X1, �1,1)

Résultat

X �
1,1 na ok def

ok inactive 1 0 0
deg inactive 1 0 0
panne inactive 1 0 0
ok active 0 1 0
deg active 0 1 0
panne active 0 0 1

P(D
1,2|X1, �1,2)

Résultat

X �
1,2 na ok def

ok inactive 1 0 0
deg inactive 1 0 0
panne inactive 1 0 0
ok active 0 1 0
deg active 0 0.2 0.8
panne active 0 1 0

La politique de fusion des résultats des deux méthodes de diagnostic est définie de
manière à réduire le risque d’erreur de non détection d’un défaut. Pour que l’exemple
reste simple le résultat des diagnostics sont indifférenciés dans cette politique. Le
résultat retenu pour le diagnostic final est celui dont la criticité est la plus élevée.
La LPC de la variable Dsys

t décrite ci-dessous permet de traduire cela sous une forme
probabiliste.
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P(Dsys
t |Dt,1, Dt,2)

Résultat final

Dt,1 Dt,2 na ok def

na na 1 0 0
ok na 0 1 0
def na 0 0 1
na ok 0 1 0
ok ok 0 1 0
def ok 0 0 1
na def 0 0 1
ok def 0 0 1
def def 0 0 1

Á chaque instant t � 2, l’état du système Xt dépend de l’action de maintenance At�1
sélectionnée à l’instant précédent, de l’état précédent Xt�1 et du temps restant à
passer dans cet état St�1. La réparation a pour effet de remettre le système à neuf
quel que soit son état précédent.

P(Xt |Xt�1, St�1, At�1)

État

Xt�1 St�1 At�1 ok deg panne

ok 1 rien 0 1 0
deg 1 rien 0 0 1
panne 1 rien 0 0 1
ok 2 rien 1 0 0
deg 2 rien 0 1 0
panne 2 rien 0 0 1
ok 3 rien 1 0 0
deg 3 rien 0 1 0
panne 3 rien 0 0 1
* * rep 1 0 0

Il s’agit enfin de définir la politique d’action de maintenance, c’est à dire l’opéra-
tion de maintenance en fonction du résultat du diagnostic final. La LPC de la variable
At donnée ci-dessous, traduit de manière probabiliste la politique d’action choisie.

P(At |Dsys
t )

Action

Dsys
t rien rep

na 1 0
ok 1 0
def 0 1
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3.3.3.2 Utilités

L’objectif de cette partie est de construire une fonction d’utilité permettant d’éva-
luer la politique de maintenance du système. Les utilités qui seront définies dans cet
exemple sont homogènes à des grandeurs économiques. Une utilité négative corres-
pondra à un coût et une utilité positive correspondra à un bénéfice. Les paragraphes
suivants définissent les utilités associées à chacune des variables du modèle.

Dans un premier temps, définissons l’utilité relative à l’état du système. Pour ce
faire, nous considérons que l’état de fonctionnement de la barrière influe directement
sur le chiffre d’affaire du magasin. Si la barrière fonctionne correctement le gain est
estimé à 40e. Si le système est en mode dégradé, c’est à dire qu’il ne distribue pas
de ticket, alors l’usager ne payera pas sa place de parking, le gain pour le magasin
est réduit à 30e. Dans le cas d’une panne de la barrière le manque à gagner pour le
magasin est estimé à 50e. Numériquement, l’utilité du système par unité de temps
relativement à son état est caractérisée par la fonction uXt suivante :

Xt ok deg panne
uXt 40 30 -50

Concernant les méthodes de diagnostic, seule leur activation engendre un coût. La
méthode 1 étant plus complexe que la méthode 2 son coût est plus élevé. Les utilités
relatives aux activations des méthodes de diagnostic sont définies par u�t,1 et u�t,2 :

�t,1 active inactive
u�t,1 0 -5

�t,2 active inactive
u�t,2 0 -2

Dans cet exemple, nous n’introduirons pas d’utilité relative aux résultats des
diagnostics. Autrement dit, quel que soit le résultat des diagnostics Dt,1 et Dt,2 les
utilités uDt,1 et uDt,2 sont nulles. Enfin, le coût d’une intervention sur le système est
de 25e. L’utilité uAt par unité de temps de l’action de maintenance est :

At rien rep
uAt 0 -25

Les utilités UXt , U�t,1, U�t,2 et UAt induites par le système et sa stratégie de main-
tenance sont calculées à chaque instant t comme suit :

— UXt =
P

x2X
t

=§

P(X) uX(x) pour l’utilité du système

— U�t,1 = �t,1 u�t,1 et U�t,2 = �t,2 u�t,2 pour les utilités des méthodes de diagnostics

— UAt =
P

a2A P(At = a) uA(a) pour l’utilité de l’action de maintenance
La fonction objectif, qui sera utilisée dans la suite de cet exemple, est une utilité

totale moyenne sur un horizon temporel T :

f util
=

1

T

T
X

t=1

[UXt + U�t,1 + U�t,2 + UAt ]. (3.25)



70 Chapitre 3. Évaluation dynamique d’une stratégie de maintenance

3.3.3.3 Expressions algébriques

Dans cette section, les expressions algébriques des distributions P
⇥t (Xt+1),

P
⇥t (Xt+1, St+1), P

⇥t (At) et P
⇥t (Dt,l)1lL sont calculées en appliquant l’algorithme 5.

Pour faciliter la lecture du document, les expressions obtenues sont simplifiées. Si
le lecteur le souhaite, il pourra se référer à le chapitre B (en annexe) pour avoir le
détail des calculs.

Notons, que la simplification et la factorisation des expressions algébriques per-
mettent également de réduire le nombre d’opérations effectuées dans la phase d’éva-
luation de ces expressions.

Il n’existe pas d’algorithme pour transformer les expressions en garantissant
un nombre d’opérations minimum. Cependant, certaines méthodes approchées per-
mettent d’avoir des solutions convenable. Par exemple, [Ceberio 2004] propose une
adaptation du schéma d’Horner pour l’évaluation des polynômes multivariés. D’autre
part, [Peña 2000] se base sur une décomposition en polynômes irréductibles pour
réduire le nombre de multiplications. Le détail de ces algorithmes est donné dans le
chapitre annexe B.

Définissons ⇥T = (↵1,↵2,�11,�12,�21,�22, �11, �12, �21, �22, d1, d2) un vecteur de pa-
ramètres tel que les LPC des variables X

1

, S
1

, �(1, 1) et �(1, 2) soient définies comme
indiqué dans la table 3.2.

Le résultat du diagnostic Dt,1 en fonction du vecteur de paramètre ⇥t est donné
par les expressions suivantes :

P
⇥t (Dt,1 = ’na’) = (1� d

1

),

P
⇥t (Dt,1 = ’ok’) = d

1

(↵
1

+ ↵
2

),

P
⇥t (Dt,1 = ’def’) = d

1

(1� ↵
1

+ ↵
2

). (3.26)

La distribution du résultat du diagnostic Dt,2 en fonction de ⇥t est donnée par :

P
⇥t (Dt,2 = ’na’) = (1� d

2

),

P
⇥t (Dt,2 = ’ok’) = d

2

(1� 0.8↵
2

),

P
⇥t (Dt,2 = ’def’) = 0.8 d

2

↵
2

. (3.27)

La probabilité d’effectuer ou pas une action de maintenance à l’instant t en
fonction de ✓t est définie par les égalités suivantes :

P
⇥t (At = ’rien’) = �

�

1� d
1

(1� ↵
1

� ↵
2

)

�

(1� 0.8↵
2

d
2

),

P
⇥t (At = ’rep’) = 1 +

�

1� d
1

(1� ↵
1

� ↵
2

)

�

(1� 0.8↵
2

d
2

). (3.28)
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Table 3.2 LPC paramétrées des variables X
1

, S
1

, �(1, 1) et �(1, 2)

P(X
1

)

État

ok deg panne

↵
1

↵
2

1� ↵
1

� ↵
2

P(S
1

|X
1

)

Temps de séjour

X 1 2 3

ok �
11

�
12

1 - �
12

- �
11

deg �
21

�
22

1� �
22

� �
21

panne 1 0 0

P(�
1,1)

Activation

active inactive

d
1

1� d
1

P(�
1,2)

Activation

active inactive

d
2

1� d
2

P(St |Xt�1, St�1, At�1)
Temps de séjour

Xt�1 St�1 At�1 1 2 3

x1 1 rien �
11

�
12

1� �
11

� �
12

x2 1 rien �
21

�
22

1� �
21

� �
22

x3 1 rien 1 0 0
x1 2 rien 1 0 0
x2 2 rien 1 0 0
x3 2 rien 1 0 0
x1 3 rien 0 1 0
x2 3 rien 0 1 0
x3 3 rien 1 0 0
* * rep �

11

�
12

1� �
11

� �
12

Pour simplifier l’écriture des expressions des distributions suivantes, nous noterons
e
1

la sous-expression égale à la probabilité qu’aucune action de maintenance ne soit
réalisée à l’instant t. Concrètement e

1

est définie par :

e
1

= P
⇥t (At = ’rien’)

= �
�

1� d
1

(1� ↵
1

� ↵
2

)

�

(1� 0.8↵
2

d
2

). (3.29)

La distribution de l’état Xt+1 du système à l’instant t + 1 en fonction de ⇥t est
donnée par les expressions suivantes :

P
⇥t (Xt+1 = ’ok’) = 1� e

1

�

1� ↵
1

(1� �
11

)

P
⇥t (Xt+1 = ’deg’) = e

1

�

(1� �
21

)↵
2

+ ↵
1

�
11

�

P
⇥t (Xt+1 = ’panne’) = e

1

�

1� ↵
1

� ↵
2

(1� �
21

)

�

. (3.30)

Les dernières expressions à déterminer sont celles de la distribution jointe des
variables Xt+1 et St+1 en fonction de ⇥t. Les trois expressions suivantes donnent la
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valeur de cette distribution dans le cas où le système est dans l’état ’ok’ à l’instant
t + 1 :

P
⇥t (Xt+1 = ’ok’, St+1 = 1) = (1� e

1

) �
11

+ e (↵
1

�
12

),

P
⇥t (Xt+1 = ’ok’, St+1 = 2) = (1� e

1

) �
12

+ e ↵
1

(1� �
11

� �
12

),

P
⇥t (Xt+1 = ’ok’, St+1 = 3) = (1� e

1

) (1� �
12

� �
11

). (3.31)

Si le système est dans l’état ’def’ à l’instant t +1, la probabilité jointe de Xt+1 et
St+1 est donnée par les expressions suivantes :

P
⇥t (Xt+1 = ’def’, St+1 = 1) = e

1

(↵
2

�
22

+ ↵
1

�
11

�
21

),

P
⇥t (Xt+1 = ’def’, St+1 = 2) = e

1

�

↵
2

(1� �
21

� �
22

) + ↵
1

�
11

�
22

�

,

P
⇥t (Xt+1 = ’def’, St+1 = 3) = e

1

↵
1

�
11

(1� �
21

+ �
22

) (3.32)

Dans le cas où le système est en panne à l’instant t + 1, la distribution de Xt+1
et St+1 est :

P
⇥t (Xt+1 = ’panne’, St+1 = 1) = e

1

�

↵
2

�
2

� (1� ↵
1

� ↵
2

)

�

P
⇥t (Xt+1 = ’panne’, St+1 = 2) = 0

P
⇥t (Xt+1 = ’panne’, St+1 = 3) = 0 (3.33)

3.3.3.4 Quelques résultats

Dans les paragraphes suivants, nous illustrerons l’utilisation des expressions algé-
briques pour évaluer l’utilité Ut à un instant t. Pour ce faire, la première itération de
l’algorithme 6 sera exécutée. Définissons les valeurs numériques du vecteur initial de
paramètres ⇥

1

comme suit :

⇥T = (↵
1

, ↵
2

, �
11

, �
12

, �
21

, �
22

, �
11

, �
12

, �
21

, �
22

, d
1

, d
2

)

⇥

1

= ( 0.9 0.1 0.10 0.80 0.50 0.40 0.10 0.80 0.50 0.40 1 1)

Les distributions P(Dt,1), P(Dt,2), P(At), P(Xt+1) et P(Xt+1, St+1) pour t = 1 sont
obtenues par substitution des valeurs des éléments de ⇥t dans les expressions algé-
briques 3.26, 3.27, 3.28, 3.30 et 3.31. La table 3.3 présente les résultats obtenues
pour toutes ces distributions.
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Table 3.3 Évaluation des distributions des variables D
1,1, D1,2, A1, X2 et (X

2

, S
2

) avec
⇥t =(0.9, 0.1, 0.10, 0.80, 0.50, 0.40, 0.10, 0.80, 0.50, 0.40, 1, 1)

P(D
1,1)

na ok def

0 0.92 0.08

P(D
1,1)

na ok def

0 1 0

P(A
1

)

rien rep

0.92 0.08

P(X
2

)

ok deg panne

0.83 0.10 0.07

P(X
2

, S
2

)

X
2

ok deg panne

S
2

1 2 3 1 2 3 1 2 3

0.42 0.39 0.01 0.08 0.01 0.01 0.07 0.00 0.00

A partir de ces distributions les nouvelles valeurs du vecteur de paramètres ⇥t
pour t = 2 sont déterminées :
⇥t = (↵

1

, ↵
2

, �
11

, �
12

, �
21

, �
22

, �
11

, �
12

, �
21

, �
22

, d
1

, d
2

)

⇥

2

= ( 0.83 0.10 0.51 0.47 0.77 0.14 0.10 0.80 0.50 0.40 0 0)

Considérons que l’activation des méthodes de diagnostic s’effectue avec une pé-
riode ⇡

1

pour la méthode 1 et une période ⇡
2

pour la méthode 2. Le tableau suivant
présente l’utilité moyenne journalière (equation 3.25) calculée sur un horizon T = 20
jours pour l’ensemble des solutions envisageables, c’est-à-dire ⇡

1

et ⇡
2

compris entre
1 et 6 jours :

Table 3.4 Utilité moyenne journalière en fonction des périodes d’auscultation

⇡
2

(en jours)

⇡
1

(en jours) 1 2 3 4 5 6

1 4.76 3.55 3.99 3.18 2.15 2.42
2 4.22 2.67 2.70 2.16 0.14 0.54
3 4.58 0.81 5.69 -0.03 -1.02 -0.89
4 2.53 1.40 0.50 1.92 -3.69 -2.19
5 1.49 -0.92 0.92 -2.95 -0.29 2.40
6 2.02 -1.79 2.90 -1.19 -1.71 -0.28

Les résultats présentés permettent de conclure que la meilleure politique de main-
tenance pour ce système est d’effectuer tous les 3 jours une inspection avec les deux
méthodes de diagnostic.

La figure 3.3 établit un comparatif des temps de calcul en fonction de l’horizon



74 Chapitre 3. Évaluation dynamique d’une stratégie de maintenance

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
● ●

● ●
●

●
● ●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
● ●

●

0

50

100

150

200

0 10 20 30 40 50
Horizon

Te
m

ps
 d

e 
ca

lc
ul

 (e
n 

se
co

nd
e)

Algorithme d'inférence
●●●

●●●

●●●

ad−hoc
générique
symbolique

Figure 3.3 – Temps moyens de calcul de la table 3.4 en fonction de l’horizon et de
l’algorithme d’inférence utilisé

et de l’algorithme d’inférence utilisé. L’ordinateur utilisé pour ces tests est équipé
d’un processeur Intel Xeon W3550 Quad Core cadencé à 3,07 Ghz et de 12 Go de
mémoire vive. Le temps de calcul avec l’algorithme à base d’inférence symbolique
inclue le temps de création et de simplification des expressions symboliques qui est
d’environs 3,77 secondes pour |X | = |S| = 3 et |A| = 2.

3.4 Conclusion

Ce chapitre présente une méthodologie pour l’évaluation de stratégies de mainte-
nance dans le cadre d’une modélisation suivant l’approche VirMaLab. Cette métho-
dologie passe par la construction d’une fonction d’utilité. Il s’agit dans un premier
temps de définir des utilités pour chaque état du système et pour chaque opération
de maintenance. Différentes méthodes d’agrégation de ces dernières sur l’horizon
temporel d’évaluation T sont proposées pour la construction d’une fonction d’utilité.

D’autre part, l’évaluation d’une politique de maintenance nécessite de calculer les
distributions probabilistes décrivant l’état du système et la stratégie de maintenance.
Trois méthodes d’inférence ont été proposées pour calculer ces distributions. La
première méthode consiste à appliquer l’algorithme de l’interface présenté dans le
chapitre 1. Une première amélioration est apportée à cette méthode d’inférence en
tenant compte du caractère déterministe par morceaux de certaines LPC du modèle
VirMaLab. La seconde proposition d’amélioration consiste à transformer le modèle
en expressions algébriques simplifiées et à les évaluer par la suite.

Bien qu’il soit difficile d’évaluer l’apport de cette nouvelle méthode sur la com-
plexité algorithmique, dans la pratique les temps de calcul sont considérablement
réduits. L’exemple proposé dans ce chapitre permet de montrer l’intérêt des mé-
thodes symboliques pour ce type d’inférence.
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4.1 Introduction

L’évaluation et la réévaluation régulière de l’adéquation du modèles au système
physique qu’il resprésente est un point d’importance. En effet, un modèle qui tend à
s’éloigner de son objet risque d’entraîner des résultats erronés et de fausses interpré-
tations. Il est donc impératif de s’assurer de la validité d’un modèle avant d’en tirer
des conclusions. Pour cela, le statisticien est appelé à faire des tests pour détecter
d’éventuels changements des paramètres du modèle, estimer s’il y a lieu le ou les
instants de changement, identifier les paramètres sujets à un changement et enfin
estimer leur amplitude.

Dans le cadre des MGD, présentés dans la section 2.3.1, les paramètres du modèle
(c’est-à-dire toutes les LPCs) sont apprises à partir d’un ensemble d’exemples de
trajectoires naturelles du système [Donat 2010]. Dans l’idéal, ces observations sont
obtenues en laissant vieillir le système sans intervenir jusqu’à la panne. Les données
d’apprentissage attendues sont des séquences d’états et de temps de séjour pour
chaque état.

L’objectif de ce chapitre est de présenter une méthode permettant de détecter
un changement de paramètres dans un modèle de dégradation à partir d’un flux de
données. Concrètement, ce problème peut être assimilé à une détection de rupture
dans une suite temporelle. L’objectif est de détecter un changement dans le flux de
données le plus tôt possible (en minimisant les délais de détection) en garantissant
un taux de fausses alarmes faible. Plusieurs articles et ouvrages sont consacrés à ce
sujet [Basseville 1995] [Basseville 1996] [Lai 1995].

Les méthodes de détection de changement sont principalement utilisées pour ef-
fectuer un diagnostic de fautes ou de la segmentation de signal [Andre-obrecht 1988].
En ce qui concerne le diagnostic de fautes, il est courant que la distinction entre les
fautes matérielles et les fautes de processus [Favier 1984] soit faite. [Verron 2008]
ont proposé une méthode basée sur les réseaux bayésien pour diagnostiquer les fautes
issues d’un système industriel qui peuvent provoquer des dérives qualité et d’en trou-
ver les causes possibles. Cette méthode inclut une sélection des variables les plus
informatives du système. Ainsi, elle se base sur ces variables importantes pour diag-
nostiquer les fautes. En effet, bien que ces deux applications semblent très proches, le
modèle utilisé pour faire la détection de changement ne sera pas le même. Dans notre
cas nous nous intéresseront principalement à la détection de fautes de processus.

Les méthodes utilisées pour effectuer une détection de changement font souvent
appel à des tests statistiques afin de trancher entre une hypothèse de stationnarité
de la série et une hypothèse traduisant un changement. La section 4.3 fait un rappel
sur quelques notions importantes concernant les tests d’hypothèses.

Il est important de souligner que la propriété de stationnarité pour le cas des séries
temporelles ne fait pas référence à une série de valeurs constantes, mais plutôt à une
invariance dans le temps des propriétés de la suite. La propriété de non-stationnarité
se présente généralement sous deux formes : une rupture ou une tendance.
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Figure 4.1 – Exemple de série temporelle non-stationnaire

Une rupture désigne une modification subite dans les propriétés d’un processus
aléatoire. Elle suppose que ces propriétés restent invariantes avant et après l’instant
de rupture. Une tendance traduit un changement plus lent, dans les propriétés d’une
variable aléatoire.

Il est important de faire la distinction entre ces deux types de non-stationnarité
car certains algorithmes efficaces dans un cas le seront moins dans un autre. De
plus, en raison du caractère aléatoire des séries temporelles, il n’est pas rare que
ces dernières présentent des fluctuations notables dans le temps sans pour autant
que cela traduise une non-stationnarité. La figure 4.1 présente différents types de
changement qui peuvent apparaître dans une série temporelle.

4.2 Algorithmes de détection de rupture

Les algorithmes de détection de rupture peuvent être répartis en deux grandes
familles, les algorithmes en ligne et les algorithmes hors ligne [Basseville 1995].

Notons, qu’il existe plusieurs packages sous R pour effectuer de la détection
de changement. Citons par exemple le package BCP Bayesian analysis of Change
Point, proposé par [Erdman 2007], qui repose sur une approche bayésienne du pro-
blème de détection de changement. De même, le package changepoint proposé par
[Killick 2011], met à disposition une série de méthodes de détection de changements
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multiples, dans une série temporelle. Plus récemment, le package CPM (Change
Point Model), proposé par [Ross 2013], regroupe des méthodes de détection de
changements paramétriques et non-paramétriques, aussi bien pour la détection hors
ligne que la détection en ligne. Ce dernier package est construit à partir des travaux
de [Hawkins 2003], [Zamba 2006] et [Ross 2011].

4.2.0.5 Détection de changement hors ligne

Dans le cadre de la détection de changement hors ligne, à l’instant où la recherche
de point de rupture est effectuée, toutes les données sont disponibles. Il s’agit alors
de choisir l’hypothèse la plus vraisemblable entre l’hypothèse "sans point de change-
ment" et l’hypothèse "avec un changement". Étant donnée une série d’observations
X
1

, . . . , XN, les deux hypothèses H
0

et H
1

s’écrivent :
8

>

<

>

:

H
0

: Xi ⇠ p✓
0

8i = 1, . . . , N
H
1

: Xi ⇠ p✓
0

8i = 1, . . . , tc � 1
yi ⇠ p✓

1

8i = tc , . . . , N
. (4.1)

Les critères de performance d’un algorithme de détection de rupture hors ligne
sont sa capacité à détecter les points de changement et son aptitude à ne pas se
déclencher intempestivement. En d’autres termes un "bon" algorithme doit être à
la fois suffisamment sensible pour détecter tous les points de changement et peu
sensible aux bruits. Il est courant dans les problèmes de détection de rupture hors
ligne de maximiser le taux de bonne détection, aussi appelé puissance du test, avec
un taux de fausses alarmes fixé.

Parmi les nombreux travaux qui traitent de la détection de rupture hors-ligne,
nous pouvons citer les travaux de [Picard 1985], à titre illustratif. Dans cet article,
l’auteur présente une série de méthodes pour effectuer une détection hors-ligne d’un
point de rupture dans une série temporelle. Dans le cas de changements multiples,
[Lavielle 1999] s’intéresse à la fois au cas où le nombre de changements est connu
et au cas où ce nombre est inconnu.

4.2.0.6 Détection de changement en ligne

La détection de changement en ligne est effectuée à partir d’un échantillon d’ob-
servations de taille variable X

1

. . . Xn. Les observations arrivent en continu et la taille
de l’échantillon n augmente à chaque nouvelle observation. Il s’agit de détecter, le
plus rapidement possible, la présence ou pas d’un point de rupture parmi cette série
d’observations. La détection de rupture en ligne est effectuée avec une règle d’arrêt
de la forme :

ta = inf{n|gn  h} (4.2)

où le temps d’alarme ta est l’instant de changement détecté par l’algorithme, gn une
fonction sur l’ensemble des observations et h un seuil.



4.2. Algorithmes de détection de rupture 79

Si au temps ta il n’y a pas eu de réels changement dans la série, il s’agit d’une
fausse alarme. Dans le cas où ta n’est pas une fausse alarme, si tr est l’instant réel
de changement alors la quantité ta � tr représente le retard à la détection.

Dans le cadre d’une détection de rupture en ligne, les critères de performance
d’un algorithme sont le délai de détection, qui est lié à la capacité de l’algorithme
de produire une alarme lorsqu’un changement a lieu, et le temps moyen entre deux
fausses alarmes. L’instant d’alarme optimal est généralement choisi de manière à
minimiser le délai de détection pour un temps moyen entre deux fausses alarmes fixé.

Algorithme 7 : Forme générale d’un algorithme de détection de changement
en-ligne

Entrées :
Sorties :
début

tant que algorithme non stoppé et nouvelle donnée présente faire
// Calculer le résidu pour l’ensemble des observations Xk
// Choisir entre H

0

(avec changement) et H
1

(sans

changement)

si H
1

acceptée alors
// Enregistrer le temps d’alarme

ta  k;
// Stopper ou relancer l’algorithme

stop  Vrai ;
finsi

fintq
fin

4.2.1 Algorithme de détection paramétrique

Dans le cadre des algorithmes de détection paramétriques, le problème de détec-
tion de changement se formalise simplement comme suit. Considérons une séquence
d’observations X

1

, . . . , Xn avec une densité de probabilité paramétrique P✓. Avant
un instant de changement inconnu tr le paramètre ✓ prend la valeur ✓

0

, et après le
changement il prend la valeur ✓

1

6= ✓
0

.

Le rapport de Log-vraisemblance (Log-Likelihood Ratio) est une grandeur ma-
thématique souvent utilisée dans les méthodes de détection de changement paramé-
triques. Cette quantité est définie pour la i-ème observation d’une série et pour deux
densités paramétriques P✓

0

et P✓
1

supposées connues par :

si = log
P✓
1

(Xi)

P✓
0

(Xi)
, (4.3)

où ✓
0

et ✓
1

représentent les paramètres de deux densités différentes (✓
1

6= ✓
0

). Une
propriété importante du rapport de vraisemblance est que son espérance change de
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signe en fonction du paramètre ✓ :

E✓
0

(si) < 0 et E✓
1

(si) > 0 (4.4)

4.2.1.1 Carte de contrôle de Shewhart

La carte de contrôle de Shewhart proposée dans [Shewhart 1931] est l’une des
premières procédures de détection de changement. Elle utilise un partitionnement de
de l’ensemble des observations en plusieurs séquences d’échantillons de taille N. La
présence d’un point de changement n’est possiblement détectée qu’après l’observa-
tion de N nouvelles données. La fonction de décision de ce test est définie pour N
observations par :

gt =
t
X

i=t�N+1

si , (4.5)

où si est le rapport de vraisemblance défini dans l’équation 4.3.

La règle de décision est construite à partir d’une valeur seuil h. La présence d’un
changement est confirmée si la statistique gt dépasse le seuil h et dans le cas contraire
la série est considérée comme stationnaire.

De par la conception de cette procédure de contrôle, la position exacte du point de
changement détecté ne peut pas être déterminée. Il est juste possible de détecter sa
présence dans une fenêtre de données de taille N. Par convention, le temps d’alarme
ta est positionné à la fin de la fenêtre contenant le présumé point de changement, et
est défini par :

ta = inf{t = N, 2N, . . . : gt � h}. (4.6)

4.2.1.2 Algorithme CUSUM

Le test cumulative sum (CUSUM) control chart, proposé par [Page 1954], est
l’une des méthodes les plus populaires pour détecter un changement de moyenne
dans une série de données. Le principe de base de la méthode CUSUM est d’utiliser
le fait que le rapport de vraisemblance si est décroissant avant un changement et
croissant après.

La procédure CUSUM utilise le même temps d’alarme ta défini par l’équation 4.6
avec une statistique gt définie comme suit :

gt =
n
X

i=1

St �mt , (4.7)

avec

St =
t
X

i=1

si , (4.8)

où si est le rapport de vraisemblance défini dans l’équation 4.3 et mt = min1it{Si}.
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Figure 4.2 – Exemple d’application de la procédure du CUSUM sur un jeux de données
simulé à partir de deux lois normales N (0, 1) et N (1, 1).

Le temps d’alarme ta est défini à partir d’un seuil h par :

ta = inf{k : gk � h} (4.9)

Il est à noter qu’il existe une forme récursive de la statistique de l’algorithme du
CUMSUM, ce qui peut se révéler particulièrement intéressant pour les problèmes de
détection en-ligne.

gt = (gt�1 + st)
+, (4.10)

avec g
0

= 0, (x)+ = max{0, x} et où st est le rapport de vraisemblance défini dans
l’équation 4.3. Le temps d’alarme est défini de la même manière que dans la version
classique du CUSUM (équation 4.9)

La figure 4.2 présente l’évolution de la statistique du CUSUM sur un jeu de don-
nées simulées. Les 100 premières observations sont générées suivant une loi normale
N (0, 1) et les observations suivantes sont générées suivant une loi normale N (1, 1).
En définissant le seuil de décision h = 5, la procédure du CUSUM permet de détecter
un changement à la 107-ième observation (donc avec un délai de détection de 7
unités).

4.2.1.3 Algorithme GLR

La règle du CUSUM traite le cas où les valeurs prises par le paramètre ✓ (✓
0

et
✓
1

) sont supposées connues. Dans la réalité des choses, supposer que la valeur ✓
0

est connue n’est pas très restrictif car il s’agit de la valeur du paramètre ✓ avant
le changement. Il est possible d’imaginer que cette valeur soit estimée dans une
phase préliminaire, à partir d’un jeu de données « standard ». Par contre, supposer
que la valeur du paramètre ✓ après le changement soit connue peut être quelque
peu contraignant. En effet, cela sous-entend que la nature et les conséquences du
changement soient connues avant qu’ils ne se produisent. Le test du rapport de
vraisemblance généralisé (abrégé GLR, pour Generalized Likelihood Ratio), proposé
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par [Lorden 1971], apporte une solution à ce type de problème. L’idée principale du
test GLR est de considérer un ensemble ⇥ de valeurs possibles pour le paramètre ✓

1

et de retenir uniquement la valeur la plus probable de cet ensemble.

4.2.2 Algorithme de détection non-paramétrique

Les méthodes de détection de changement vues jusqu’ici, nécessitent que la forme
de la distribution des observations soit connue. Dans cette classe de problèmes,
seuls les paramètres de la distribution avant et après l’instant de changement sont
inconnus. Cependant cette hypothèse, sur la forme de la distribution, est rarement
vérifiable.

De plus, les MGD ont été introduits pour éviter de faire des hypothèses trop
restrictives sur la distribution des temps de séjours, laquelle peut être de nature
quelconque. Dans ce cas, il est nécessaire d’utiliser des méthodes de détection de
changement dites "libre de distribution", aussi appelées méthodes de détection non-
paramétriques.

Il existe quelques travaux sur la détection de changement dans le cas où
la forme générale de la distribution des observations est inconnue. La plupart
d’entre eux se place dans le cadre de la détection hors ligne. Citons par exemple
[Bhattacharya 1981], [Carlstein 1988] et [Jones 1998].

Du fait de la difficulté liée à la méconnaissance de la nature du changement, beau-
coup de travaux sur la détection non paramétrique de changement se restreignent
à des changements de moyenne ou de médiane. La méthode la plus courante pour
détecter de tels changements est d’utiliser le rang 1 des observations, comme par
exemple dans [Hackl 1991], [Gordon 1994] ou [Chakraborti 2008].

Plus récemment, [Ross 2011] propose une adaptation du test d’hypothèse pour
réaliser une détection de changement en ligne. L’idée de base est de ne considérer que
les n dernières observations. Cette astuce permet de résoudre le problème d’augmen-
tation constant du jeu de données dans le cas d’une détection en ligne. L’algorithme,
présenté dans cette partie, reprend cette idée de fenêtre glissante d’observations.

4.2.3 Algorithme de détection par fenêtre glissante

L’algorithme que nous proposons ici utilise une fenêtre glissante de taille N. Cette
fenêtre est positionnée de manière à ce qu’elle ne contienne que les dernières ob-
servations disponibles. Toutes les n nouvelles observations, la fenêtre est décalée et
l’algorithme essaie de séparer la fenêtre en deux segments. La séparation est ef-
fectuée de manière à ce que les observations du premier ensemble respectent une
propriété p

0

et celles du second ensemble une propriété p
1

, avec p
0

6= p
1

. Pour ce

1. Le rang d’une observation correspond à sa position dans un ensemble ordonné.
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faire, un test statistique est utilisé pour trancher entre l’hypothèse de stationnarité
de la série dans la fenêtre ou l’hypothèse alternative qui traduit un changement.

Le pseudo-code de la procédure de détection de changement par fenêtre glissante
est décrit dans l’algorithme 8. Elle considère en entrée une séquence d’observations
Xobs dont la taille augmente et elle renvoie les instants de changement détectés.

Algorithme 8 : Algorithme de détection de rupture
Entrées :

— Xobs : séquence d’observations

— Paramètres :

— N : taille de la mémoire

— n : nombre de nouvelles observations avant détection

— d : taille minimale de l’ensemble d’observations comparées

— c : seuil de décision

Sorties : ta : liste des temps de rupture estimés

début
t  Taille(Xobs);
tant que Vrai faire

// Si au moins n nouvelles données disponibles

si (Taille(Xobs)�t) � n alors
t  Taille(Xobs);
pour k = n � N + d . . . n � d faire

/* Calculer la distance entre les deux séquences

d’observations de part et d’autre de k */

DN(k, n) Distance([Xn�N . . . Xk�1],[Xk . . . Xn]);
finpour
// Choisir la valeur de k qui maximise la distance DN
EN(n) max

dkN�d
DN(k, n);

// Mémoriser ta si E � n(n) supérieur au seuil c

si EN(n) � c alors
ta(n) V rai ;

finsi
finsi

fintq
ta(c) min{n  N|1En(n)�c};

fin

La figure 4.3 détaille le comportement de l’algorithme de détection de rupture sur
une série numérique temporelle. Dans cet exemple, la taille de la fenêtre d’observation
est N = 10, le nombre de nouvelles données avant de faire glisser la fenêtre est n = 4
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Zone de recherche

. . . 5 6 4 6 5 5 4 3 6 5 6 7 9 8 9

Fenêtre d’observations
Zone de recherche

. . . 5 6 4 6 5 5 4 3 6 5 6

Fenêtre d’observations

Figure 4.3 – Représentation schématique du mécanisme de recherche d’un point de
rupture.

et la taille minimum des ensembles à comparer est d = 2. La partie grisée dans la
fenêtre d’observation représente la zone de recherche du point de rupture. La figure
représente deux étapes de recherche de point de rupture. Dans la première configu-
ration de la fenêtre, l’algorithme va estimer la distance entre les ensembles {6, 4} et
{6, 5, 5, 4, 3, 6, 5, 6} puis entre {6, 4, 6} et {5, 5, 4, 3, 6, 5, 6} et ainsi de suite. Dans la
seconde configuration, la fenêtre d’observation a été décalée de n observations et la
recherche d’un point de rupture est ré-itérée.

Jusqu’à présent, une partie importante de l’algorithme de détection de rupture
par fenêtre glissante, a volontairement été mise de côté. Il s’agit de la partie concer-
nant l’évaluation de la distance entre les deux ensembles d’observations. Il existe une
multitude de tests statistiques (aussi appelés tests d’hypothèses) qui permettent de
répondre à cette problématique. La section suivante présente quelques tests d’hy-
pothèses pouvant être utilisés pour évaluer une distance entre deux ensembles de
valeurs.

4.3 Tests d’hypothèses

4.3.1 Définition

En statistique, un test d’hypothèse est une démarche permettant de rejeter ou ne
pas rejeter une hypothèse statistique à partir d’un jeu de données, appelé échantillon.
Il permet de trancher entre deux hypothèses, l’une dite "nulle" ou fondamentale
(notée habituellement H

0

) et l’autre appelée hypothèse "alternative" (notée H
1

).

Un test d’hypothèses est une règle de décision qui permet, sur la base des données
observées avec un risque d’erreur déterminé, d’accepter ou de refuser une hypothèse
statistique.
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4.3.2 Type de tests

D’ordinaire, les tests d’hypothèses sont classés en deux catégories : les tests
paramétriques qui reposent sur une comparaison de paramètres de distribution et
les tests non paramétriques. Mais il est également possible de distinguer différentes
familles de tests en fonction du type de l’hypothèse de travail H

0

utilisée.

4.3.2.1 Classement par finalité

Les tests d’hypothèses peuvent être utilisés à des fins différentes. Par exemple,
il est possible de confronter un paramètre calculé sur un échantillon à une valeur
pré-établie. Ce type de test est appelé test de conformité. Un exemple concret d’uti-
lisation serait le cas où l’on souhaite vérifier que la probabilité d’obtenir une face
d’un dé est 1/6.

Il est également possible de vérifier la compatibilité des données avec une dis-
tribution choisie a priori. Ce type de tests est appelé test d’adéquation. Les plus
couramment utilisés sont les tests pour vérifier l’hypothèse de normalité des don-
nées.

Les tests d’hypothèses sont couramment utilisés pour vérifier la corrélation de
deux variables aléatoires. Ce type de tests est appelé test d’indépendance.

Le dernier type de tests, qui nous intéresse plus particulièrement, consiste à vérifier
que K (K � 2) échantillons ou groupes proviennent d’une même population. Ce type
de tests est appelé test d’homogénéité.

4.3.2.2 Tests paramétriques et tests non paramétriques

Les tests paramétriques requièrent que les données soient issues d’une distribution
connue à un jeu de paramètres près. Dans ce cas, les caractéristiques des données
peuvent être résumées à l’aide de paramètres estimés sur l’échantillon. La procédure
de test ne porte alors que sur ces paramètres. L’hypothèse de normalité des données
est la plus souvent utilisée. Dans ce cas, la moyenne et la variance suffisent pour
caractériser complètement la distribution.

Dans la pratique, on ne peut pas toujours se placer dans le cadre précédent. La
distribution de l’échantillon est souvent totalement inconnue. L’avantage principal
des tests non paramétriques est qu’ils ne nécessitent aucune hypothèse sur la dis-
tribution des données. On qualifie souvent ces tests de distribution free. Un second
avantage, non négligeable, des tests non-paramétriques est qu’ils sont applicables
même sur des échantillons de petite taille. Dans la pratique, les approximations sont
déjà pleinement efficaces, dès que les effectifs atteignent un niveau modéré (de l’ordre
de 20 à 30 observations, en fonction du test). Beaucoup de tests non-paramétriques
passent par une transformation des données en rang. Cette transformation permet
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de travailler aussi bien avec des données qualitatives que des données ordinales. De
plus, le recourt au rang introduit une propriété très appréciable lors du traitement de
problèmes réels : la robustesse par rapport aux points aberrants.

La comparaison entre les tests paramétriques et les tests non-paramétriques est
fréquente dans la littérature. Pour résumer, les tests non paramétriques élargissent le
champ d’application des procédures statistiques, en ne faisant aucune hypothèse sur
les distributions des données. En contrepartie, ils sont moins puissants que les tests
paramétriques lorsque la distribution des données réelles est en bonne adéquation
avec le modèle statistique proposé.

4.3.3 Principe de base

Le principe de tout test statistique est de poser une hypothèse de travail et de
prédire les conséquences de cette dernière pour un échantillon. La comparaison entre
cette prédiction et les observations permet d’accepter ou de rejeter l’hypothèse de
travail. Cette comparaison s’effectue à partir de règles de décision objectives. Définir
les hypothèses de travail, et vérifier les conditions d’application de ces dernières
constituent des étapes importantes des tests statistiques.

Une fois les hypothèses nulle H
0

et alternative H
1

définies, tous les tests statis-
tiques reposent sur le calcul d’une variable de décision D. Elle peut être une mesure de
distance entre deux échantillons dans le cas d’un test d’homogénéité ou une mesure
entre un échantillon et une distribution de probabilité dans le cas d’un test d’adé-
quation. La variable de décision est posée de telle sorte qu’une valeur importante de
cette variable traduise une faible probabilité que l’hypothèse H

0

soit vrai. En règle
générale, cette variable de décision se base sur une statistique qui se calcule à partir
des observations (moyenne, variance . . .).

Les tests d’hypothèses reposent tous sur le fait que si H
0

est vraie alors la distri-
bution de la variable de décision D est connue. Il est alors possible de calculer, sous
l’hypothèse H

0

, la probabilité d’obtenir pour la statistique du test D une valeur au
moins égale à la statistique obtenue à partir de l’échantillon testé. Cette probabilité
est appelée la valeur p (p-value en anglais). Mathématiquement, si d est la statistique
obtenue à partir de l’échantillon test, alors la p-value est définie par :

p-value = P(D � d). (4.11)

La p-value est ensuite comparée à une valeur seuil ↵ préalablement choisie (géné-
ralement ↵ = 0.05). L’hypothèse H

0

est rejetée si la p-value est inférieure au seuil
↵. Il n’est pas rare que le seuil ↵ sur la p-value soit transformé en seuil c↵ sur la
variable de décision D. Dans ce cas, la décision du rejet de l’hypothèse H

0

est prise
si la valeur de D est supérieure à c↵.

Remarquons qu’un test d’hypothèses ne permettra jamais de conclure à l’ac-
ceptation, proprement dite, de l’hypothèse H

0

mais plutôt au non-rejet de cette
hypothèse.
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c↵ d

↵

p-value

D

P(D)

Figure 4.4 – Représentation de la p-value (zone en bleu foncé) et du seuil ↵ (zone
en bleu clair) sur la distribution d’une variable de décision D

La figure 4.4 représente la p-value et le seuil ↵ sur un exemple où la variable de
décision D suit une loi normale sous l’hypothèse H

0

. Si la valeur de la statistique
calculée sur l’échantillon est d alors la p-value correspond à la zone en bleu foncé. La
zone en bleu clair correspond à la zone de rejet de l’hypothèse H

0

. Le cas représenté
dans la figure 4.4 correspond à un rejet de l’hypothèse nulle. Remarquons que la
décision de rejet ou pas de H

0

peut être prise à partir de c↵ ou de d .

4.3.3.1 Risques d’erreur et puissance du test

Lorsque la décision prise à l’aide du test d’hypothèses ne correspond pas à la réalité
on parle d’erreur du test. Deux cas de figure peuvent subvenir : soit l’hypothèse H

0

est rejetée à tort , soit l’hypothèse H
1

est choisie alors que l’hypothèse H
0

est valide.
Dans le premier cas, l’erreur commise est appelée risque de première espèce associée
au paramètre ↵ du test d’hypothèses. L’expression du risque de première espèce ↵,
aussi appelé puissance du test, est :

↵ = P (rejeter H
0

| H
0

vraie)

La probabilité pour que H
0

soit acceptée alors qu’elle est fausse, notée �, cor-
respond au risque de deuxième espèce. Sa valeur dépend du contexte, et peut être
difficilement évaluable (voir impossible à évaluer). Mathématiquement, le risque d’er-
reur de seconde espèce est défini par :

� = P (ne pas rejeter H
0

| H
1

vraie)

En général, pour les raisons précédemment énoncées, seul le risque ↵ est utilisé
comme critère de décision. La puissance d’un test d’hypothèses est définie par ⌘ =
1� �.
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4.3.4 Principaux tests de comparaison pour K = 2 échantillons

4.3.4.1 Test de Mann-Whitney

Le test de Man-Whitney est un test non-paramétrique pour comparer deux échan-
tillons. Historiquement, ce test a été introduit pour la comparaison d’échantillons de
même taille par [Wilcoxon 1945] sous le nom de Wilcoxon test, puis généralisé pour
des échantillons de tailles différentes par [White 1952].

Un test équivalent a été introduit et proposé indépendamment par
[Festinger 1946] et [Mann 1947], pour prendre en considération le cas des échan-
tillons de tailles différentes ou de petites tailles .

Le test de Mann-Whitney repose sur une notion de rang. L’idée de base est de
substituer aux valeurs leur numéro d’ordre dans l’ensemble des données.

Soit X = x
1

, . . . , xn et Y = y
1

, . . . , ym deux échantillons de tailles respectives n
et m et Z = z

1

, . . . , zn+m une séquence ordonnée de x
1

, . . . , xn, y1, . . . , ym telle que
z
1

 z
2

. . . zn+m. Soit ri1 le rang de xi dans Z et ri2 le rang de yi dans Z. Pour chaque
échantillon, la somme des rangs peut être calculée :

Tx =
n
X

i=1

ri1, Ty =
m
X

i=1

ri2. (4.12)

Ces valeurs correspondent aux statistiques de Wilcoxon.

La statistique U du test de Mann-Whitney est la plus grande valeur entre deux
sous-statistiques Ux et Uy :

U = max(Ux , Uy), (4.13)

où Ux , Uy représente le nombre d’observations de l’échantillon X (respectivement Y )
qui ont une valeur plus petite qu’une observation de l’échantillon Y (respectivement
X) :

Ux =
n
X

i=1

m
X

j=1

1xi>yj , Uy =
n
X

i=1

m
X

j=1

1xi<yj (4.14)

Ces deux statistiques peuvent également être calculées à partir des statistiques
TX et TY du test de Wilcoxon, avec les relations suivantes :

Ux = nm +
n(n + 1)

2

� Tx , Uy = nm
m(m + 1)

2

� Ty (4.15)

Il est facile de remarquer que la somme des statistiques Tx et Ty est égale à la
somme des rangs de toutes les observations de l’échantillon Z, c’est-à-dire la somme
des entiers de 1 à n +m :

Tx + Ty =
(n +m)(n +m + 1)

2

. (4.16)
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Cette remarque permet de déduire la proposition suivante sur la somme des sta-
tistique de Mann-Whitney Ux et Uy :

Ux + Uy = nm (4.17)

Un autre résultat important concernant la statistique de Mann-Withney porte
sur la distribution de U. En effet, sous l’hypothèse H

0

la distribution Pn,m(U) de la
statistique de Mann-Withney pour des échantillons de taille m et n (avec n+m = N)
est définie par la relation de récurrence :

Pn,m(U) =
n

n +m
Pn�1,m(U � N) +

m

n +m
Pn,m�1(U), (4.18)

avec pour tout i = 1 . . . n et j = 1 . . . m

Pi ,0(U) = P
0,j(U) =

(

0 si U = 0

1 sinon

et
Pi ,j(U) = 0 si U < 0.

A partir de cette relation de récurrence, dans [Mann 1947], la distribution pn,m(U)
de la statistique de Mann-Witney a pu être déterminée pour des échantillons de taille
comprise entre 3 et 8. L’auteur a également démontré la propriété suivante : pour
des échantillons de taille supérieure à 8, la distribution de U peut être approximée
par une loi normale de moyenne µU et de variance �U, définies comme suit :

µU =
nm

2

�U =

r

mn(n +m + 1)

12

Pour un seuil de risque ↵, il est possible de déterminer un seuil de décision c↵ tel
que P(U  c↵|H0) = ↵. La décision de rejet ou pas de l’hypothèse H

0

est prise en
fonction du seuil c↵ :

(

H
1

: µx 6= µy si U  c
H
0

: µx = µy sinon.

Pour illustrer le test de Mann-Whitney, prenons un exemple numérique. Considé-
rons les deux échantillons suivants :

X = (5.8, 3.2, 8.4, 4.1, 6.9, 5.3, 1.7, 3.2, 2.5, 7.4)

et
Y = (8.1, 5.5, 3.4, 7.9, 4.6, 1.6, 8.5, 7.1, 8.7, 5.7).

La séquence ordonnées des observations combinées de X et de Y est :

Z = (1.6, 1.7, 2.5, 3.2, 3.2, 3.4, 4.1, 4.6, 5.3, 5.5,

5.7, 5.8, 6.9, 7.1, 7.4, 7.9, 8.1, 8.4, 8.5, 8.7)
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Dans cette séquence, les observations provenant de l’échantillon X sont soulignées.
Les statistiques de Wilcoxon pour ces échantillons sont :

Tx = 2 + 3 + 4 + 5 + 7 + 9 + 12 + 13 + 15 + 18 = 88

et
Ty = 1 + 6 + 8 + 10 + 11 + 14 + 16 + 17 + 19 + 20 = 122.

Si l’objectif est de montrer que les valeurs de l’échantillon X ont tendance à être plus
petites que celles de l’échantillon Y , alors seule la statistique TX est prise en compte.
La p�value correspondante est :

P(Tx = 88) = 0.2121

Par conséquent, avec un risque d’erreur ↵ = 0.05 l’hypothèse alternative, selon la-
quelle les échantillons X et Y ne suivent pas la même distribution, est acceptée.

En utilisant les équations 4.15, les statistiques du test de Mann-Whitney sont :

Ux = 5 + 1 + 8 + 2 + 5 + 3 + 1 + 1 + 1 + 6 = 33

et
Uy = 9 + 6 + 4 + 9 + 5 + 0 + 10 + 8 + 10 + 6 = 67.

La conclusion avec le test de Mann-Whitney est identique à celle donnée plus
haut pour le test de Wilcoxon.

4.3.4.2 Test de Ansari-Bradley

Le test de Ansari-Bradley proposé par [Freund 1957] et [Ansari 1960] est un test
non-paramétrique pour vérifier si deux échantillons ont la même dispersion.

Ce test nécessite que les deux échantillons aient la même moyenne. Sous cette
condition, et si les observations sont identiquement distribuées, la distribution de la
statistique du test ne dépend pas de la distribution des échantillons. Si les échantillons
n’ont pas la même moyenne, [Ansari 1960] recommande de soustraire la différence
des moyennes des deux séries µx�µy à toutes les observations du premier échantillon.

Comme pour le test de Mann-Whitney, des rangs sont assignés à toutes les
observations de Z. La seule différence est que la numérotation commence des deux
extrémités. Ainsi, si m+n est un nombre pair, les rangs assignés aux observations de
Z seront :

1, 2, · · · (m + n)/2, (m + n)/2, · · · 2, 1,

et si m + n est impair :

1, 2, · · · (m + n � 1)/2, (m + n + 1)/2, (m + n � 1)/2, · · · 2, 1
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La statistique du test de Ansari-Bradley est :

W =
n
X

i=1

ri1, (4.19)

où ri1 représente le rang de la i-ème observation de l’échantillon X dans la séquence
Z. Cette statistique peut s’écrire sous une autre forme, plus pratique :

W =
p
X

i=1

i 1zi2X +
n+m
X

i=p+1

(m + n + 1� i) 1zi2X , (4.20)

avec
p = d(m + n + 1)/2e.

La distribution Pn,m(W ) de la statistique de Ansari-Bradley pour des échantillons de
taille n et m (avec n+m = N) a été déterminée, à partir de résultats en combinatoire,
par [Ansari 1960]. Sous l’hypothèse H

0

, la distribution Pn,m(W ) est définie de manière
récursive par :

Pn,m(W ) =
n

n +m
Pn�1,m(W ) +

m

n +m
Pn,m�1(W � N), (4.21)

avec pour tout i = 1 . . . n et j = 1 . . . m

Pi ,0(W ) = P
0,j(W ) =

(

0 si W = 0

1 sinon

et
Pi ,j(W ) = 0 si W < 0.

De plus, pour des échantillons de plus de 8 observations, la distribution Pm,n sous
l’hypothèse H

0

est proche d’une loi normale de moyenne µW et de variance �W ,
définies par :

µW =
1

4

�W =

r

n

48mN

A partir de ces définitions de Pn,m(W ), il est possible de déterminer, pour un seuil
d’erreur ↵, un seuil de décision c↵ tel que Pn,m(W � c↵) = ↵. Le choix entre l’hypothèse
H
0

et H
1

est effectué à partir du seuil c↵, en suivant la règle de décision :
(

H
1

: G(u) ⌘ F (u) si U  c↵
H
0

: G(u) ⌘ F (✓u), ✓ 6= 1 sinon.

où G(U) et F (U) sont les fonctions de répartition empiriques des deux échantillons
comparés.

Reprenons l’illustration numérique précédente, avec les deux séries :

X = (5.8, 3.2, 8.4, 4.1, 6.9, 5.3, 1.7, 3.2, 2.5, 7.4)
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et
Y = (8.1, 5.5, 3.4, 7.9, 4.6, 1.6, 8.5, 7.1, 8.7, 5.7).

.

La séquence ordonnée des observations combinées de X et de Y est :

Z = (1.6, 1.7, 2.5, 3.2, 3.2, 3.4, 4.1, 4.6, 5.3, 5.5,

5.7, 5.8, 6.9, 7.1, 7.4, 7.9, 8.1, 8.4, 8.5, 8.7)

où les observations provenant de l’échantillon X sont soulignées. La statistique du
test d’Ansari-Bradley est :

W = 2 + 3 + 4 + 5 + 7 + 9 + 9 + 8 + 6 + 3 = 56

La p�value correspondante est :

P(W = 56) = 0.8792

En conclusion, avec un risque d’erreur ↵ = 0.05, l’hypothèse alternative H
1

, selon
laquelle la dispersion des deux échantillons n’est pas la même, est acceptée.

4.3.4.3 Test de Kolmogorov-Smirnov

Le test de Kolmogorov-Smirnov (K-S Test), proposé par [Massey Jr 1951], est
un test non paramétrique unidimensionnel pour vérifier l’égalité de distributions de
probabilités continues. Il peut être utilisé pour comparer un échantillon avec une
distribution de probabilité de référence (test d’adéquation), ou pour comparer deux
échantillons (test de comparaison).

La statistique de Kolmogorov-Smirnov quantifie une distance entre la fonction
empirique de distribution de l’échantillon et la fonction de distribution cumulative
de la distribution de référence, ou entre les fonctions de distribution empiriques des
deux échantillons.

Adéquation d’un échantillon à une loi : Dans ce cas, l’objectif est de comparer
la fonction de répartition empirique Fn de l’échantillon X = x

1

, . . . , xn et la fonction
de répartition F

0

(x) = P(x
1

 x) de la distribution de référence.

Pour un échantillon X = (x
1

, . . . , xn) de n variables aléatoires i.i.d. la fonction de
répartition empirique Fn(x) est calculée comme suit :

Fn(x) =
1

n

n
X

i=1

1xi�x .

L’objectif du K-S test est de trancher entre l’hypothèse nulle (H
0

), selon laquelle la
fonction de répartition F

0

(x) et F (x) sont identiques, et l’hypothèse contraire :

H
0

: F = F
0

vs. H
1

: F 6= F
0

.
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Soit un échantillon x
1

, . . . , xn de n variables i.i.d, F (x) et Fn(x) les fonctions de
répartition théorique et empirique de cet échantillon. Le premier résultat est obtenu
grâce à la théorie des grands nombres, il assure la convergence de Fn quand n tend
vers +1 :

Fn(x) �!
n!+1

F (x).

De plus, les propriétés suivantes, sur lesquelles reposent le test de Kolmogorov-
Smirnov, peuvent être énoncées :

Théorème 3. La distribution P(
p
n max

x

�

|F (x)� Fn(x)|
 

 c) ne dépend pas de la
distribution de l’échantillon.

Théorème 4. La limite de la distribution P(
p
n max

x

�

|F (x)� Fn(x)|
 

> c) quand n
tend vers +1 est

P(
p
n max

x

�

|F (x)� Fn(x)|
 

> c) �!
n!+1

↵(c) = 2
1

X

i=1

(�1)i�1e�2i2c (4.22)

où 1� ↵(c) est la fonction de répartition de la distribution de Kolmogorov-Smirnov.

La statistique du K-S test est définie par :

Dn =
p
n max

x

�

|F
0

(x)� Fn(x)|
 

(4.23)

où Fn(x) est la fonction de répartition empirique de l’échantillon et F
0

une fonction
de réparation quelconque.

Sous l’hypothèse H
0

, les fonctions de répartition F et F
0

sont égales, le théorème 4
se traduit par P(Dn > c) �!

n!+1
↵(c). Autrement dit, en se fixant un seuil de décision

c sur la statistique Dn et en tranchant entre les hypothèses H
0

et H
1

de la manière
suivante :

(

H
0

: F = F
0

si Dn  c
H
1

: F 6= F
0

sinon.

le risque d’erreur de première espèce est ↵(c).

Comparaison de deux échantillons : Il est également possible d’utiliser ce test
pour comparer deux séries. Soit un échantillon x

1

, . . . , xn de taille n avec une fonction
de répartition empirique Fn(x) et y1, . . . , ym un échantillon de taille m avec une fonction
de répartition empirique Gm(x). La statistique du K-S test s’écrit :

Dn,m =

r

nm

n +m
max

x

�

|Fn(x)� Gm(x)|
 

. (4.24)
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Il s’agit alors de trancher entre l’hypothèse nulle (H
0

), selon laquelle les deux
échantillons ont la même fonction de répartition empirique, et l’hypothèse alternative
(H

1

) :

H
0

: Fn = Gm vs. H
1

: Fn 6= Gm

Dans le cadre d’une comparaison de deux échantillons, le théorème 4 reste valide
et le seuil de décision c peut être choisi en fonction du risque d’erreur de première
espèce ↵. Les valeurs de seuil c↵ pour des valeurs courantes de risque d’erreur (↵ =
0.10, 0.05, 0.02 et 0.01) sont données dans le tableau C.1.

La figure 4.5 permet de visualiser la statistique de Kolmogorov-Smirnov pour la
comparaison de deux échantillons. Les deux courbes de la figure représentent les fonc-
tions de répartition empiriques des deux échantillons. La statistique de Kolmogorov-
Smirnov est la plus grande distance entre les deux fonctions de répartition.
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Figure 4.5 – Statistique de Kolmogorov-Smirnov pour la comparaison de deux échan-
tillons de taille n = 100. Les tracés rouge et bleu représentent la fonction de répartition
empirique pour chacun des échantillons.

La statistique du test de Kolmogorov-Smirnov peut se révéler quelque fois très
sensible au bruit puisqu’elle ne prend en compte que la plus grande distance entre les
fonctions de répartition empiriques des échantillons comparés. Le test de Cramér-von
Mises [Anderson 1962] reprend le principe de comparaison de fonction de répartition
du K-S test mais au lieu de se focaliser sur l’écart maximal, il compile tous les écarts
sous la forme de la somme de carrés des différences. La statistique de ce test s’écrit :

Tn,m =
nm

(n +m)2

n+m
X

i=1

[Fn(x)� Gm(x)]2. (4.25)

Il semble logique de penser que le test de Cramér-von Mises soit plus puissant
que le test de Kolmogorov-Smirnov, mais ce résultat n’a pas été démontré.
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Figure 4.6 – Résultats de l’algorithme de détection de rupture avec les tests de
Kolmogorov-Smirnov et Wilcoxon sur une série temporelle générée aléatoirement

4.4 Application

Dans cette partie une application de l’algorithme de détection par fenêtre glissante
est proposée. A titre comparatif, les statistiques de Kolmogorov-Smirnov de Wilcoxon
et de Cramèr-von Mises sont utilisées pour effectuer la mesure de distance entre deux
ensembles de données. L’algorithme est appliqué sur un jeu de données simulées
intégrant différents types de changements (lent, rapide, brusque . . . ).

La figure 4.6 présente le jeu de données utilisé pour tester l’algorithme de dé-
tection de changement. Ce jeu de données est composé de 4100 observations. Les
données sont générées, par paquets de 100 observations, suivant une loi de weibull
dont les paramètres (forme et échelle) évoluent au cours du temps.Les triangles
rouges, bleus et verts correspondent aux instants de changements détecté avec les
statistiques respectives de Kolmogorov-Smirnov, Wilcoxon et Cramèr-von Mises.

Dans les trois cas les paramètres utilisés pour l’algorithme de détection de rupture
sont les mêmes. La fenêtre glissante est composée des 100 dernières observations et
se décale toutes les 25 nouvelles observations. La taille minimale des ensembles de
données, pour effectuer leurs comparaisons, est fixée à 25. La valeur seuil, au-delà
de laquelle un instant de changement est détecté, est choisie de manière à ce que le
risque de première espèce soit ↵ = 0.01.

Après chaque changement détecté, la moyenne et la variance des 100 observa-
tions suivantes sont calculées. L’évolution des moyennes et des variances avec les
trois tests statistiques peut être tracée et comparée à celle de référence. Cependant,
il est difficile de faire un comparatif correct à partir d’un seul exemple. Pour pallier
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Figure 4.7 – Écart moyen entre la moyenne et la variance réelle estimées après avec
les statistiques de Kolmogorov-Smirnov, de Wilcoxon et de Cramèr-von Mises.

à cette difficulté, l’expérience est ré-itérée 100 fois avec des jeux de données diffé-
rents suivant les mêmes distributions. La figure 4.7 présente la moyenne, sur les 100
expériences, des écarts entre les moyennes et variances réelles et celles estimées en
utilisant les tests de Kolmogorov-Smirnov, de Wilcoxon et de Cramèr-von Mises.

Le test de Kolmogorov-Smirnov permet d’avoir, en moyenne, de meilleurs résul-
tats sur les jeux de données considérés. Les trois tests ont un comportement similaire
sur la première partie des séries de données. Cette partie correspond à des zones de
changements lents, de changements rapides ou de stationnarité. La différence entre
les trois tests est visible à partir de la 2600-ième observation.

4.5 Conclusion

Ce chapitre présente un inventaire de méthodes pour détecter des changements
dans les paramètres d’un modèle de dégradation. Cette détection d’instant de chan-
gement est réalisée en effectuant un suivi des données utilisées pour l’apprentissage
des lois de temps de séjour. L’hypothèse sous-jacente qui est faite est qu’un chan-
gement dans les données d’apprentissage influent sous les paramètres du modèle de
dégradation.

Deux grandes classes de méthode existent pour réaliser une détection de change-
ment dans une série temporelle. Les méthodes paramétriques nécessitent de faire des
hypothèses sur la distribution des données alors que les méthodes non-paramétriques
se passent de toute considération. Les méthodes non-paramétriques sont privilégiées
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dans notre approche pour ne pas perdre la généricité des modèles graphiques de
durée.

Une nouvelle méthode non-paramétrique de détection de changement basée sur
les tests d’hypothèses est proposée dans ce chapitre. Cette méthode consiste en une
série de comparaisons d’échantillons. La simplicité de l’algorithme proposé permet
d’avoir une méthode bien adaptée à la détection en ligne.
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5.1 Introduction

5.1.1 Contexte de l’étude

Pour un maintien, et si possible une amélioration de la qualité de service des
transports ferrés en Île-de-France, la Société Nationale des Chemins de fer Français
(SNCF) a lancé depuis les années 2000 une opération de renouvellement de son parc
d’automotrices 1. En effet, la conception technique des trains de banlieue, même des
plus récents, remonte à près de 20 ans. Les plus anciens circulent sur le réseau depuis
35 ans. Les automotrices inox de type Z5300 et Z6100, aussi appelées "petit-gris",
représentaient plus de 30% du parc de la SNCF, au début des années 2000. Les
inconvénients de ce matériel sont nombreux et bien connus des usagers. Il s’agit de
problèmes de confort, de difficultés d’ouverture des portes, de problèmes de sécurité
(ouverture des portes possible en marche), de pannes fréquentes, et de problèmes de
régulation du chauffage.

Les figure C.2 et C.1 (en annexe) présentent l’ensemble des matériels roulants
utilisés par la SNCF pour les missions Transiliennes et leurs répartition en 2006.

L’objectif, à cette date, est de faire disparaître les automotrice de type RIB/RIO
(Rame inox de Banlieue, Rame inox omnibus), Z5300 et Z6100. Le retrait du service
des "petit-gris" commence en 2000 pour les automotrices de type Z5300 et en
2002 pour le Z6100. Elles sont progressivement remplacées par des automotrices à
deux niveaux : les Z2N. La famille des Z2N est composée des automotrices de type
Z5600, Z8800, Z20500, Z20900 et Z22500. Toutefois, ces premiers programmes de
renouvellement du matérielle roulant n’ont pas suffit à faire disparaître complètement
les automotrices en inox.

En février 2004, un appel d’offre est lancé par la SNCF pour la conception et la
réalisation d’un nouveau train destiné au réseau ferré de banlieue en Île-de-France.
Le nouveau matériel attendue par la SNCF, est un matériel innovant, performant,
fiable et confortable. Alstom, Siemens et Bombardier font chacun des propositions
en réponse à cet appel d’offre. En 2006 le marché est attribué à Bombardier avec sa
proposition : le Spacium 3.06.

Le Spacium 3.06 possède plusieurs dénominations qui sont utilisées dans des
contextes différents. Du coté de la SNCF, la dénomination utilisée est Z50000 ou
Francilien. Chez Bombardier, il est plus courant d’utiliser le nom du projet : NAT
(pour Nouvelle Automotrice Transilienne). Dans la suite du manuscrit, c’est la dé-
nomination NAT qui sera utilisée le plus souvent.

La NAT représentée figure 5.1 est une rame automotrice de dernière génération.
C’est une automotrice électrique à un niveau composée de 7 ou 8 caisses. Elle dispose

1. Une automotrice est un véhicule ferroviaire à traction électrique, composé d’une seule caisse,
aménagé pour le transport de voyageurs, aptes à tracter une ou plusieurs remorques. À la SNCF, on
le distingue de l’autorail qui est propulsé par un moteur thermique.



5.1. Introduction 101

de deux accès voyageur par caisse, un de chaque coté. D’un point de vue pratique
et esthétique, elle satisfait complètement les exigences de la SNCF.

Figure 5.1 – Vue extérieure et intérieure de l’automotrice Spacium 3.06 de Bombar-
dier

Les caractéristiques principales de cette automotrice sont :

— une absence de cloisons entre les voitures, qui offre une visibilité à l’intérieur
de la rame de plus de 100 mètres d’un seul tenant

— de grandes fenêtres, qui offrent une luminosité exceptionnelle

— un design intérieur innovant et coloré dessiné pour rompre avec la morosité des
anciens trains

— un design extérieur qui rappelle celui du TGV avec sa face avant inclinée.

5.1.2 Projet SurFer

Les défaillances entrainant une immobilisation des trains en exploitation sont des
événements redoutés par les constructeurs de matériels ferroviaires et leurs exploi-
tants. Elle peuvent entraîner des insatisfactions des voyageurs, une dégradation de
l’image de marque de la société exploitante ou des risques de pénalités financières.

Les accès voyageurs sont des équipements critiques d’un train, pouvant entraîner
des perturbations du trafic et des interruptions du service ferroviaire. Il est estimé
que 30% à 40% des défaillances d’un train en service commercial sont causées par
les accès voyageurs [Cauffriez 2013].

Pour satisfaire les contraintes de fiabilité exigées par la SNCF, Bombardier a initié
le projet SurFer (Surveillance Ferroviaire Active). Ce projet est réalisé en collabora-
tion avec l’IFSTTAR (Institut Français des Sciences et Technologies des Transports
de l’aménagement et des Réseaux), le laboratoire TEMPO (Thermique Ecoulement
Mécanique Matériaux Mise en Forme Production) de l’UVHC (Université de Valen-
ciennes et du Hainaut-Cambrésis) ainsi qu’avec deux entreprises valenciennoises :
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Figure 5.2 – Approche de surveillance active embarquée SURFER

la société PROSYST et le groupe HIOLLES INDUSTRIES. Ce projet lancé en juin
2010 pour une durée de trois ans est financé par le FUI (Fonds Unique Interminité-
riel), la région Nord-Pas-de-Calais et labellisé par les pôles de compétitivité I-trans
et Advancity.

Le projet SurFer a pour objectif d’accroître la disponibilité des matériels roulants
ferroviaires et d’optimiser les tâches de maintenance des trains, en particulier celles
relatives aux portes d’accès. A travers ce projet, Bombardier souhaite pouvoir propo-
ser des produits plus fiables avec un coût d’exploitation réduit. Dans cette optique, le
projet SurFer cible la disponibilité des équipements embarqués dans les trains de pas-
sagers, avec pour objectif d’étudier, de développer et de mettre au point en situation
réelle les fonctions suivantes :

— Surveillance, diagnostic de pannes et diagnostic prédictif embarqué,

— Aide au dépanneur pour la maintenance corrective et préventive,

— Optimisation dynamique des plans de maintenance tenant compte de l’état
des équipements surveillés sur l’ensemble d’une flotte. Ce dernier point est
particulièrement intéressant pour les matériels de nouveau type dont il faut
ajuster fortement le plan de maintenance en début de vie.

L’approche de surveillance SURFER s’inscrit dans une démarche de diagnostic
embarqué, nécessitant de traiter les données au plus près des équipements surveillés
pendant leur fonctionnement (surveillance en-ligne). Les exploitants de matériels
ferroviaire souhaitant améliorer la disponibilité de leurs flottes de trains et optimiser
les coûts de maintenance peuvent ainsi exiger le déploiement de la solution SURFER
sur de nouveaux investissements ou équiper leurs flottes actuelles à posteriori. La
problématique majeure est de passer d’une approche de surveillance centralisée, où
le diagnostic est réalisé à distance, à une approche de surveillance active embarquée,
où le diagnostic est implanté à bord du système train (figure5.2).

Cette thèse s’inscrit dans le dernier objectif sur l’optimisation dynamique de plan
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de maintenance des accès voyageurs. Notons que le projet SurFer a conduit à la
production de deux autres thèses de doctorat : [Turgis 2013] et [Le Mortellec 2014].

5.2 Présentation du système d’accès voyageurs

Sur la NAT, le système d’accès voyageurs est composé de trois sous-systèmes :

— la porte, composée de deux vantaux

— une marche mobile, pour facilité l’accès au train en cas de quai bas

— un comble-lacune, pour permettre l’accès au train aux Utilisateurs en Fauteuils
Roulants (UFR)

La figure 5.3 représente l’extérieur de la NAT en version courte (7 caisses) et le
système d’accès voyageurs d’une voiture d’extrémité.

Vantaux

Marche mobile

Comble-lacune (uniquement sur les voitures d’extrémités)

Figure 5.3 – Architecture extérieure du train NAT (version courte : 7 caisses) et
système d’accès voyageurs

Les dispositifs de marche mobile et de comble-lacune constituent des innovations
importantes pour rendre le train accessible en autonomie aux personnes à mobilité
réduite (PMR) et aux UFR. Seuls les accès des voitures d’extrémités sont équipés
du système de comble-lacune. Contrairement à la porte, la défaillance de l’un des
deux sous-systèmes de marche mobile ne représente pas une panne grave.

La position des principaux composants constituant le système de porte de la NAT
est donnée par la figure 5.4. Lors des phases d’ouverture et de fermeture des portes,
les vantaux suivent un mouvement de translation, avec des directions opposées, selon
l’axe x .

Chaque voiture de la NAT est équipée d’une porte par face située au centre de la
voiture. La porte a une largeur libre de passage d’environ deux mètres (l’une des plus
larges en exploitation en Europe). Elle est composée de deux vantaux (numéroté 1
sur la figure 5.4) animés d’un mouvement de coulissement extérieur. La porte est
motorisée par un moto-réducteur à courant continu, qui est accouplé à un système
de vis sans fin (numéroté 5 sur la figure 5.4) convertissant le mouvement initial de
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o

y

x

z

Figure 5.4 – Composants principales du système de porte de la NAT. L’axe x corres-
pond à l’axe suivant lequel les usagers rentrent ou sortent du train. L’axe y coïncide
avec l’axe de déplacement du train. L’axe z correspond à l’axe vertical.

rotation en un mouvement de translation. La vis sans fin est à pas inversés en son
milieu donnant à chaque vantail un mouvement de translation symétriquement op-
posé. La liaison entre les vantaux et le châssis est assurée par les supports (numéroté
2 sur la figure 5.4). Le capteur de fin de course (numéroté 4 sur la figure 5.4) est un
contacteur qui permet de s’assurer que les vantaux soient en position de fermeture.
Le galet (numéroté 3 sur la figure 5.4) est une petite roulette fixée au châssis du
train, qui permet de limiter les mouvements de rotation des vantaux.

5.2.1 Réglages du système porte

Les supports des vantaux autorisent une certaine liberté dans leurs positionne-
ments. En effet, la hauteur du seuil de porte représentée par la figure 5.5b peut être
plus ou moins importante en fonction du réglage. Cette hauteur est évaluée à partir
de quatre mesures prises aux points A et B, comme indiqué sur la figure 5.5b.

La position des vantaux peut être également ajustée de manière à basculer de
façon continue d’une position dite en à une position en A. Ce réglage, appelé "V",
est effectué à partir des cotes a et X représentés sur la figure 5.5a. Dans le cas
nominal, les vantaux forment un V moyen (la cote a est supérieure à X de 3mm avec
une marge de réglage de 1.5mm, a = X + 3mm+1.5).
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(a) Mesures pour le réglage du "V" de la
porte

(b) Mesures pour la hauteur du seuil de
porte

Figure 5.5 – Mesures pour le réglage de la position de la porte

Le cas où les vantaux forment un A (a < X) est un événement redouté. Dans
cette configuration, la porte présente un risque important de sécurité. En effet, le
capteur de fermeture des portes (Fin de Course, abrégé FdC) étant positionné dans
leurs parties hautes, la configuration en A crée un espace dans la partie basse de la
porte, à la fermeture. Dans le meilleur des cas, cet espace laissé entre les vantaux
pose un problème d’étanchéité des portes et dans le pire des cas il peut permettre
l’introduction d’un objet, ou coincer un membre inférieur d’un voyageur.

Inversement, un V trop grand (a � X+4.5mm) entraîne un risque d’indisponibilité
du train. En effet, dans cette configuration le capteur de fin de course ne peut plus
détecter la fermeture des portes. L’erreur est signalée au poste de conduite et le
train est contraint de rester à quai.

Les autres réglages du système de portes ne concernent pas directement les
vantaux mais ont un impact sur leur fonctionnement. Il s’agit des réglages de position
du capteur de fin de course et de position du galet. La position du capteur de fin de
course est réglable selon l’axe x . Ce positionnement est important pour les fonctions
de détection d’obstacle et de détection de fermeture. En effet, si le capteur de fin de
course est réglé trop en avant, les vantaux laissent un espace quand les portes sont
fermées et la détection d’obstacle n’est plus assurée. Inversement, un réglage trop
en arrière du capteur de fin de course rend la détection de la fermeture des portes
impossible.

Le réglage du capteur de fin de course(FdC) est évalué à partir de la différence
� = (b � c) de deux mesures de distance entre les vantaux. La première mesure b
est effectuée avec une fermeture automatique des portes, c’est-à-dire une fermeture
classique jusqu’à ce que les vantaux atteignent le FdC. La seconde mesure c est
effectuée après une fermeture manuelle des portes, c’est à dire sans tenir compte du
FdC.
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La position du galet est réglable en hauteur selon l’axe y . Ce galet joue un rôle
de garde-fou en empêchant les vantaux de passer dans une configuration en A si un
obstacle gène la fermeture de la porte. Si le galet est positionné trop haut, il risque
de ne pas accomplir sa mission et la porte peut se retrouver en A. Inversement, si le
galet est positionné trop bas, il peut créer des frottements avec les vantaux et gêner
voir même bloquer l’ouverture et la fermeture des portes.

5.2.2 Risque d’indisponibilité et de sécurité

Le blocage du mécanisme de porte est un événement redouté. En effet, une
défaillance de ce type entraîne une fin de mission anticipée du train, un retour non
planifié à l’atelier, une perturbation du trafic et des répercutions sur la qualité de
service.

De plus, la plus grande crainte des exploitants ferroviaires concerne la sécurité
des usagers. Au niveau des accès voyageurs, cette sécurité se traduit par une fonc-
tionnalité indispensable qui consiste à détecter un obstacle à la fermeture des portes
afin de bloquer le démarrage du train.

Les niveaux de risque de verrouillage sur obstacle et de blocage en fonction de
toutes les configurations de réglages possibles sont données dans la table 5.1. Les
configurations non présentes dans la table ne présentent aucun risque.

Le risque de verrouillage sur obstacle ne dépend que des réglages du "V", du
galet, et du capteur de fin de course.

Le risque de blocage ne dépend que du réglage de hauteur de seuil de porte et de
la position du galet.

Table 5.1 Tables de décision pour les risques de blocage et de fermeture sur obstacle

Risque de verrouillage sur obstacle

Configuration

V Galet FdC Risque

A inf inf nul
A inf sup très faible
A sup inf moyen
A sup sup fort
N inf inf nul
N inf sup très faible
N sup inf moyen
N sup sup fort
V inf inf nul
V inf sup très faible
V sup inf moyen
V sup sup fort

Risque de blocage

Configuration

Seuil Galet Risque

bas inf fort
bas norm fort
bas sup fort
haut inf fort
haut norm faible
haut sup faible
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5.3 Modélisation du système

5.3.1 Description graphique

La modélisation de la dégradation et de la maintenance du système de porte est
réalisée suivant l’approche VirMaLab. Les principaux réglages (dé-réglages) pouvant
influencer la disponibilité du train ou la sécurité des porte sont modélisés. Il s’agit
des réglages de "V", de hauteur de seuil, de position du capteur de fin de course et
de position du galet. Ces réglages sont représentés par des variables aléatoires dont
les valeurs évoluent au cours du temps. La complexité de l’évolution du réglage du
"V" impose une modélisation par un MGD. En revanche, pour l’évolution des autres
réglages l’hypothèse d’une distribution de temps de séjour géométrique à été adoptée
sans difficulté. Cette hypothèse permet de réduire considérablement le nombre de
paramètres des modèles de transitions. Elle est, par conséquent, plus adaptée dans
le cas où la taille de l’ensemble d’apprentissage est petit.

La figure 5.6 présente le modèle associé à la maintenance du système porte de
la NAT suivant l’approche VirMaLab. Les méthodes de diagnostics n’apparaissent
pas dans ce modèle car elle se limitent à des mesures réalisées par les opérateurs
de maintenance lors des retours périodiques de la rames en atelier. Ces mesures
permettent de vérifier si les seuils de réglage de certain éléments sont respectés.

Le réglage du "V" (la valeur a � x) à l’instant t est représenté par la variable
aléatoire Vt. L’ensemble des valeurs possibles pour la différence (a�x) a été discrétisée
et réduit à un ensemble de trois valeurs. La variable Vt peut prendre ses valeurs dans
l’ensemble V = {A,NL, V }. La valeur A correspond à un réglage en A avec a� x  0.
La valeur NL (pour un "V" Nominal ou Léger) correspond à un réglage dans la zone
de tolérance avec 0 < a�x  5. La dernière valeur V correspond à un réglage de "V"
excessif avec a � x > 5.

La variable St représente le temps de séjour (en mois) de la variable Vt dans
chacun des états possibles. La valeur de St est comprise entre 0 et 120. Le couple
de variables {Vt , St} constitue un MGD.

La variable Ht représente la hauteur du seuil de porte et prend ses valeurs dans
l’ensemble {"bas","haut"}. En accord avec les experts de Bombardier, l’hypothèse
selon laquelle la hauteur de seuil de porte est fonction du réglage du "V" a été
retenue. Par conséquent, pour un instant t donné, la valeur de la variable Ht dépend
uniquement de la valeur de la variable Vt. Cette hypothèse de corrélation des variables
Ht et Vt est vérifiable à partir de considérations géométriques.

La variable Gt représente la distance discrétisée entre les galets et les vantaux. Elle
prend ses valeurs dans l’ensemble {"petit", "normal", "grand"}. La valeur "petit"
correspond à un espacement entre les galets et les vantaux inférieurs à 0,5mm. La
valeur "normal" correspond à un espacement compris entre 0,5 et 3mm. La valeur
"grand" correspond à un espacement supérieur à 3mm. L’hypothèse selon laquelle
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les temps de séjour dans chacun des états de Gt seraient distribués géométriquement
a été retenue. En conséquence, à un instant t quelconque, la valeur de la variable Gt
ne dépend que de sa valeur à l’instant précédent Gt�1.

La variable Ft représente le réglage du capteur de fin de course de fermeture et
prend ses valeurs dans l’ensemble {’inf’, ’norm’, ’sup’}. La valeur ’inf’ correspond
a une mesure inférieure à 3mm. Dans la plupart des cas, la conséquence d’un tel
réglage est une erreur liée au fait que les capteurs de FdC ne soient pas activés à la
fermeture des portes. La valeur ’norm’ correspond à une mesure du réglage du FdC
comprise entre 3mm et 6mm. La valeur ’sup’ correspond à une mesure du réglage du
FdC supérieure à 6mm. Dans cette dernière configuration, le risque de verrouillage
sur obstacle est très important.

Vt�1

St�1

Vt

St

Gt�1 Gt

Galet

Ht

Seuil de porte

Ft�1 Ft

Fin de course

Usecut

Utilité de sécurité

Udispot

Utilité de disponibilité

X

v
t

Figure 5.6 – Modèle VirMalab associé à la maintenance du système d’accès voyageur

Comme pour le galet, le taux de défaillance du fin de course est constant. Ce qui
est traduit dans le modèle par le fait qu’à un instant t quelconque, la valeur de la
variable Ft ne dépend que de sa valeur à l’instant précédent Ft�1.

Les risques d’indisponibilité et de verrouillage sur obstacle sont traduits respec-
tivement par les nœuds d’utilités Udispot et Usécu

t . A chaque instant t il est possible
d’évaluer ces deux niveaux de risque en fonction de l’état des réglages de la porte.
L’utilité Udispot , associée au risque d’indisponibilité, est déterminée à partir des pro-
babilités marginales des variables H et G. A partir de la matrice de décision exprimée
dans la table 5.1, l’utilité Udispot est définie pour tout t � 1 par :

Udispot = (1� ✏)
�

P(Ht = ’bas’) + P(Ht = ’haut’, Gt = ’inf’)
�

+ ✏
�

P(Ht = ’haut’, Gt 6= ’inf’)
�

,
(5.1)

où ✏ est un réel compris entre 0 et 1 traduisant un niveau de risque faible. Dans la
suite, la valeur choisit pour le paramètre ✏ sera 0,03.

L’utilité Usecut , associée au risque de verrouillage sur obstacle, est déterminée à
partir des probabilités marginales des variables V, H et F. A partir de la matrice de
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décision exprimée dans la table 5.1, l’utilité Usecut est définie pour tout t � 1 par :

Usecut = ✏
1

�

(P(Gt = ’inf’, Ft = ’sup’)
�

+ ✏
2

�

(P(Gt = ’sup’, Ft = ’inf’)
�

+ (1� ✏
1

� ✏
2

)

�

(P(Gt = ’sup’, Ft = ’sup’)
�

,

(5.2)

où ✏
1

et ✏
2

sont deux réels compris entre 0 et 1 traduisant des niveaux de risques
faibles et moyens.

5.3.2 Description probabiliste

5.3.2.1 Distributions initiales

Cette partie présente les distributions initiales des variables du modèle de main-
tenance associée au système porte. Ces distributions caractérisent l’état du système
au début de la simulation.

La distribution initiale de la variable V , relative à la position des vantaux, est
définie pour tout x 2{A, NL, V}, par la LPC suivante :

P(Vt=1 = x)

Vt=1

A NL V

�V,1 �V,2 1� �V,1 � �V,2

où �V,1 et �V,2 sont deux paramètres réels compris entre 0 et 1 tel que : �V,1+�V,2  1.

La distribution initiale de la variable G, associée au réglage du galet, est définie
pour tout x 2{inférieur, normal, supérieur}, par la LPC suivante :

P(Gt=1 = x)

Gt=1

inférieur normal supérieur

�G,1 �G,2 1� �G,1 � �G,2

où �G,1 et �G,2 sont deux paramètres réels compris entre 0 et 1 tels que :

�G,1 + �G,2  1

La distribution initiale de la variable H, associée au réglage du seuil de porte, est
définie pour tout x 2 {petit , normal, grand}, par la LPC suivante :
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P(Ht=1 = x)

Ht=1

petit normal grand

�H,1 �H,2 1� �H,1 � �H,2

où �H,1 et �H,2 sont deux paramètres réels compris entre 0 et 1 tels que :

�H,1 + �H,2  1

La distribution initiale de la variable D, associée au réglage du FdC, est définie
pour tout x 2 {petit , normal, grand}, par la LPC suivante :

P(Ht=1 = x)

Ht=1

petit normal grand

�D,1 �D,2 1� �D,1 � �D,2

où �D,1 et �D,2 sont deux paramètres réels compris entre 0 et 1 tels que :

�D,1 + �D,2  1

5.3.2.2 Distributions de transition

La matrice de transition qui traduit l’évolution du réglage du galet est la suivante :

P(Gt |Gt�1)

Gt

Gt�1 inf norm sup

inf 1.00 0.00 0.00
norm 0.00 ↵G 1-↵G
sup 0.00 0.00 1.00

où ↵G est un paramètre réel compris entre 0 et 1.

Remarquons, que cette matrice traduit le fait que les états ’inf’ et ’sup’ sont
des états bloquant le réglage du galet. En d’autres termes, si le réglage du galet
se retrouve dans une de ces deux configurations, il ne peut plus changer d’état. La
configuration où le galet se retrouve dans la position ’inf’ est un événement rare. Par
conséquent, l’apprentissage de la probabilité de cette événement est une opération
très longue. Dans l’état actuelle des choses la probabilité de transition vers l’état
’inf’ n’a pas été déterminée. Les paramètres de cette matrice sont amenés à être
modifiés par la suite.
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La distribution de la variable G à un instant t quelconque est obtenue à partir de
la distribution initiale de G et de la matrice de transition. Pour tout x 2 {inf, norm,
sup} et tout t > 0 cette distribution est calculée de la manière suivante :

P(Gt = x)

Gt

inférieur normal supérieur

�G,1 �G,2 ⇤ (↵G)t 1� �G,1 � �G,2 ⇤ (↵G)t

La matrice de transition qui traduit l’évolution du réglage du FdC est la suivante :

P(Dt |Dt�1)

Dt

Dt�1 petit normal grand

petit 1.00 0.00 0.00
normal ↵D,1 ↵D,2 1� ↵D,1 � ↵D,2
grand 0.00 0.00 1.00

où ↵D est un paramètre réel compris entre 0 et 1.

Les remarques sur la forme de cette matrice, sont similaires à la matrice de
transition du réglage du galet. Les états ’petit’ et ’grand’ sont des états bloquant et
la seule transition possible est celle de ’normal’ vers ’grand’. Comme pour le galet,
ceci est la conséquence de contraintes mécaniques sur le système de porte.

La distribution de la variable D à un instant t quelconque est calculée, pour tout
x 2 {petit, normal, grand} et tout t > 0 cette distribution, de la manière suivante :

P(Dt = x)

Dt

inférieur normal supérieur

�D,1 + �D,2 ↵tD,1 �D,2 ↵tD,2 1� �D,1 � �D,2 ↵tD,1 ↵tD,2

La loi de transition naturelle du réglage de la position des vantaux est définie
par la LPC de la variable Vt quand le temps de séjour dans l’état précédent Vt�1 est
écoulé, c’est à dire St�1 = 1. Cette distribution dépend de la valeur de la variable G
à t � 1. En effet, une transition vers l’état A est impossible si le réglage du galet est
’petit’ ou ’normal’. En revanche, quand le réglage du galet est ’grand’ les probabilités
de transition de NL vers A et de V vers A sont non nulles. Ces règles traduisent
des contraintes mécaniques sur le système de portes. La distribution de transition
naturelle de la variable V est définie comme suit :
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P(Vt |Vt�1, St�1 = 1, Gt�1)

Vt

Gt�1 Vt�1 A NL V

petit/normal A 1 0 0
petit/normal NL 0 0 1
petit/normal V 0 0 1
grand A 1 0 0
grand NL � 0 1� �
grand V � 0 1� �

où � et � sont deux paramètres réels compris entre 0 et 1.

5.3.2.3 Distribution des temps de séjours

La distribution des temps de séjours pour le réglage du V est définie par une
distribution discrète. Les états A et V étant considérés comme bloquants, seule la
distribution de temps de séjour dans l’état "NL" est définie.

Notons que même dans le cas de l’utilisation des MGD, il peut être nécessaire
de poser des hypothèses sur les distributions de temps de séjours. Par exemple, si le
nombre de données est faible, poser l’hypothèse selon laquelle les temps de séjours
suivent une loi de Weibull discrète permet de réduire significativement le nombre de
paramètres à apprendre. De plus, les lois de Weibull sont souvent utilisée dans le
domaine de l’analyse de durée de vie car elles permettent d’avoir des approximations
correctes des lois réelles.

Les temps de séjour pour les variables associées aux réglages du galet et du FdC
sont distribuées géométriquement. A chaque instant t la probabilité de changement
d’état est la même.

5.4 Action de maintenance et modélisation

Les opérations de maintenance sur le système d’accès voyageur de la NAT sont
de plusieurs ordres et nombreuses (environs 170 actions). Il peut s’agir d’un simple
contrôle visuel des composants, d’un graissage des différents éléments mécaniques,
d’une reprise des réglages, ou d’un remplacement de composant.

5.4.1 Politique de maintenance

Il est courant chez les exploitants ferroviaires que les opérations de maintenance
de plusieurs sous-systèmes du train soient effectuées dans une même visite à l’ate-
lier [Cheng 2002]. Cette politique de regroupement des actions de maintenance est
utilisée dans le but de réduire l’indisponibilité du matérielle dû à l’arrêt en atelier.
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L’exploitant de la NAT (SNCF) planifie les opérations de maintenance sur les
trains en suivant le schéma donné dans la figure 5.7.

Figure 5.7 – Organisation de la maintenance à la SNCF

Les visites sont de types différents et de complexités plus ou moins importantes :

— la Visite Limitée (VL) consiste essentiellement en des essais et des contrôles
des différentes fonctions du train.

— la Visite Générale (VG) est semblable à la VL en un peu plus détaillée.

— la Grande Visite Générale (GVG) est une visite complète du matériel roulant.
Elle est planifiée sur deux semaines et comporte des opérations sur les parties
mécaniques, électriques et sur la caisse du train.

— les Opérations Caisses (OC) regroupent l’ensemble des actions effectuées sur
la partie caisse du train. Cette partie comprend notamment les portes d’accès,
les portes internes, les sanitaires et l’aménagement.

— les Autres Travaux Systématiques (ATS) permettent d’intervenir sur les com-
posants qui nécessitent une période d’inspection inférieure à la plus petite durée
inter-visite.

— l’Examen MécaNique (EMN) est une inspection des parties mécaniques (bo-
gies, pantographes, semelles de freins) du train.

Les opérations de maintenance du système d’accès voyageurs doivent s’inscrire dans
cette échéancier.

5.4.2 Modélisation de la maintenance

Pour compléter le modèle de maintenance, présenté par la figure 5.6, il reste à
introduire les actions de maintenance. La figure 5.8 représente le modèle de mainte-
nance mise à jour avec cette considération. Dans ce système, les principales opéra-
tions de maintenance sont des reprises partielles ou totales de l’ensemble des réglages.

Dans le modèle représenté figure 5.8, l’action de maintenance effectuée à l’instant
t est représentée par la variable At. Seules les opérations de reprise des réglages sont
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Figure 5.8 – Modèle VirMalab associé à la maintenance du système d’accès voyageur

considérées dans notre modèle. L’action de maintenance peut être soit une reprise
partielle des réglages soit une reprise intégrale de tous les réglages.

La reprise partielle consiste au réglage du "V", du FdC et du Seuil de porte. La
reprise complète comprend tous les réglages de la reprise partielle et le réglage de la
position du galet. Cette opération est plus complexe et plus coûteuse que la reprise
partielle car elle impose la dépose de certains éléments de la porte. La variable At
prend ses valeurs dans l’ensemble { "aucune", "partielle", "complète" }.

Si l’action de maintenance At effectuée à l’instant t est une reprise partielle, les
variables Vt+1 et Ft+1 prennent les valeurs respectives "NL" et "normal" correspondant
aux réglages nominaux. De plus, la distribution des temps de séjour dans l’état "NL",
c’est-à-dire P(St+1|Vt+1) est réinitialisée.

Dans le cas d’une reprise intégrale des réglages à l’instant t (At="complète"), les
conséquences sur les LPC des variables Vt+1 et Ft+1 et St+1 sont les mêmes que pour
une reprise partielle. De plus, ce choix d’action aura également des conséquences sur
la variable Gt+1 qui prendra la valeur "normal".

L’activation d’une ou de l’autre des actions de maintenance à un instant t est
commandée par la variable de décision �At . Si �At = 0 aucune action de maintenance
n’est déclenché, si �At = 1 une reprise partielle des réglages est effectué et si �At = 2
tous les réglages sont repris. Pour des raisons de logistique, il est préférable que le
planning des actions de maintenance soit périodique. De ce fait, les périodes ⇡1 et
⇡2 sont définies de manière à ce que la reprise partielle soit activée avec la période
⇡1 et la reprise complète avec la période ⇡2.

L’optimisation principale du plan de maintenance consiste à trouver les périodes
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⇡1 et ⇡2 pour les opérations de reprises partielles et totales minimisant le coût de
maintenance tout en assurant que les risques de sécurité et d’indisponibilité restent
sous les seuils respectifs ⌫1 et ⌫2. Formellement, il s’agit de résoudre le problème
d’optimisation sous contraintes suivant :

8

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

:

(⇡1?,⇡2?) = argmin
(⇡1,⇡2) f

coût
(⇡1,⇡2)

Sous les contraintes :
f sécu
(⇡1,⇡2)  ⌫1

f dispo
(⇡1,⇡2)  ⌫2

⇡1  ⇡2

(5.3)

Avec les fonctions d’utilité f coût, f sécu et f dispo définies comme suit :
Pour tout couple de période de maintenance (⇡1,⇡2) les fonctions d’utilités f coût, f sécu

et f dispo sont définies, pour un horizon temporel T par :

f coût
(⇡1,⇡2) =

1

T

T
X

t=1

Ucoût
t + c

1

Usécu
t + c

2

Udispo
t , (5.4)

f sécu
(⇡1,⇡2) = max

t2{1...T}
Usécu
t (5.5)

et
f dispo

(⇡1,⇡2) = max

t2{1...T}
Udispo
t (5.6)

où c
1

, c
2

sont des coûts respectivement associés au risque de sécurité et à l’in-
disponibilité du système.

5.5 Résultats

5.5.1 Optimisation des périodes de reprise

L’outil développé au cours de cette thèse permet d’évaluer les risques d’indispo-
nibilité (f dispo) et de perte de la fonction de détection d’obstacles (f secu) des accès
voyageur de la NAT pour différentes valeurs de période de maintenance ⇡1 et ⇡2. En
fonction du type de visite la périodicité est exprimée en jours années ou kilomètre
parcourue.

La table 5.2 présente l’organisation actuelle de la maintenance sur la NAT. Les
principales actions de maintenance et leurs périodicités y sont définies.

L’exemple suivant présente les fonctions d’utilités liées au risque d’indisponibilité
et de perte de la fonction de détection d’obstacles en fonction des périodes de
maintenance ⇡1 et ⇡2. Dans l’étude paramétrique réalisée, nous avons fait varier
les périodes de renouvellement partielle et complète ⇡1 et ⇡2 de 1 à 100 semaines.
L’horizon d’étude choisi est de 600 semaines.
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Table 5.2 Organisation des visites sur le système d’accès voyageur de la NAT
Périodicité Travaux à effectuer

ATS Contrôle local de l’ouverture portes - marches UFR/PMR
(112 jours) Test des fonctions de condamnation

ATP Contrôle de la fonction de détection d’obstacle
(365 jours)

ATP Remplacement de la courroie du mécanisme de porte
(3285 jours) Remplacement de la courroie des combles lacunes

VL Contrôle et réglage du capteur de fin de course
(200 000 km) Graissage des joints

Contrôle des courroies
Examen visuellement

VG Toutes les tâches décrites en VL
(400 000 km) Contrôle et réglage des galets de portes

Nettoyage et graissage de la vis sans fin
Contrôle et réglage du "V"
Contrôle et et réglage du jeu vantail/seuil
Contrôle l’effort de l’ouverture manuel

GVG Toutes les tâches décrites en VG
(800 000 km) Contrôle du contact des butées

OC Dépose des vantaux
(18 ans Remplacement du moto-réducteur du mécanisme de porte

ou 3 000 000 km) Remplacement du fin de course
remplacement des pièces d’usure

EAV Test de l’ouverture et la fermeture des portes
(Essais Après Visite) Test du fonctionnement des combles lacunes

Du fait de la relative "jeunesse" du projet SurFer, les données disponibles ne per-
mettent pas de définir correctement toutes les distributions de temps de séjours des
différents composants. Par conséquent, à titre illustratif, les données d’apprentissage
pour la distribution de temps de séjour dans l’état "NL" des vantaux sont générés
suivant un mélange de loi normale. Le temps x passé dans la position "NL" par les
vantaux est défini par :

x ⇠ 0.53N (28, 4) + 0.27N (45, 4) + 0.07N (50, 2) + 0.13N (30, 10) (5.7)

Les paramètres du modèle utilisé pour cette expérimentation sont les suivants :

— ↵G = 0.949 pour définir la matrice de transition des états de dérèglement des
galets

— � = 0.003 et � = 0.007 pour définir la matrice de transition naturelle des états
de dérèglement des vantaux

— ↵D,1 = 0 et ↵D,2 = 0.929 pour la matrice de transition des états de dérèglement
des capteurs de fin de course
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Figure 5.9 – Évolution des indicateurs de risque de verrouillage sur obstacle et d’in-
disponibilité sur un horizon temporel de 600 semaines

— (�V,1,�V,2) = (�G,1,�G,2) = (�D,1,�D,2) = (�H,1,�H,2) = (0, 1) pour traduire le fait
que tous les réglages sont normaux à l’état initial.

La figure 5.9 présente l’évolution des paramètres sur un horizon de 150 semaines
avec une reprise partielle des réglages toutes les 20 semaines et une reprise intégrale
toutes les 100 semaines. A chaque instant t, les deux courbes donnent la probabi-
lité que le système présente un risque de perte de fonction de détection d’obstacle
ou d’indisponibilité. Les effets des reprises partielles et générales des réglages sont
visibles sur les deux courbes. A chaque reprise partielle, le niveau de risque d’indis-
ponibilité baisse de 0,01 à 0,03. La reprise globale des réglages a pour conséquence
de remettre les indicateurs de risque de sécurité et d’indisponibilité à zéro. Bien que
le risque d’indisponibilité après une reprise partielle soit identique à celui observé à
l’état initial, la distribution des temps de séjour n’est pas la même pour l’état "NL"
du vantail. C’est le cas, par exemple, après la reprise totale des réglages à la 100-
ième semaine, l’évolution du risque d’indisponibilité augmente plus vite qu’à l’instant
initial. Au bout d’un certain nombre d’actions de maintenance réalisées, un équilibre
se forme et l’évolution des indicateurs devient périodique. Dans l’exemple d’évolu-
tion des indicateurs présenté figure 5.9, la périodicité est visible dès la 2ième reprise
intégrale.

A partir des deux indicateurs présentés dans la figure 5.9, il est possible de
construire deux autres indicateurs adapté à un horizon large. Il s’agit de l’évolu-
tion des utilités moyennes de disponibilité et de sécurité. Mathématiquement ces
nouvelles utilités sont définies par les équations suivantes :
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Figure 5.10 – Évolution des indicateurs de risque moyen de verrouillage sur obstacle
et d’indisponibilité moyennée sur un horizon temporel de 600 semaines et pour deux
plans de maintenance différents (⇡1 = 20,⇡2 = 100 pour la courbe bleue et ⇡1 =
20,⇡2 = 120 pour la courbe orange en pointillés).

Usecu
moy(t) =

1

t

t
X

t 0=1

Usecu
t 0 (5.8)

Udispo
moy (t) =

1

t

t
X

t 0=1

Udispo
t 0 (5.9)

La figure 5.10 présente l’évolution des deux indicateurs moyens de sécurité et de
disponibilité Usecu

moy et Udispo
moy avec des périodes de reprise des réglages ⇡1 = 20, ⇡2 = 100

pour la courbe bleue et ⇡1 = 20, ⇡2 = 120 pour la courbe orange en pointillé. Cette
vision permet de masquer le phénomène de périodicité généré par les actions de
maintenance et met en exergue une information plus importante qui est le taux
de défaillance moyen attendu pour un plan de maintenance donnée. En admettant
que le processus de dégradation du système ne change pas au cours du temps,
l’évolution de l’utilité moyenne tend vers une valeur qui approxime le nombre théorique
de défaillances du système. Dans l’expérience réalisée, les courbes d’évolution des
utilités moyennes représentées dans la figure 5.10 permettent de conclure qu’avec la
stratégie de maintenance (⇡1 = 20, ⇡2 = 100) les risques moyens d’indisponibilité et
de sécurité tendent respectivement vers 0,050 et 0,20 alors qu’avec la stratégie de
maintenance (⇡1 = 20, ⇡2 = 120) ces indicateurs tendent vers 0,055 et 0,23 .

Les résultats complets de cette étude sont présentés dans les figures 5.11a et
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Figure 5.11 – Risques d’indisponibilité et de perte de la détection d’obstacle en
fonction de la politique de maintenance

5.11b représentant respectivement les niveaux de risques d’indisponibilité et de sé-
curité moyens asymptotiques pour chaque couple (⇡1, ⇡2).

Les limites de zones tracées en rouge sur les figures 5.11a et 5.11b définissent les
valeurs maximales admissibles pour les risques d’indisponibilité et de sécurité moyens.
Ces valeurs "seuil" sont fixées à ⌫

1

= 0, 4 pour l’indisponibilité et ⌫
2

= 0, 15 pour la
sécurité. L’ensemble des solutions admissibles du problème sont tous les couples (⇡1,
⇡2) qui se situent en bas des deux tracés rouges (zone non hachurée).

Le choix d’une solution dans cet ensemble est effectué en fonction du coût de
la politique de maintenance et de la possibilité d’inscrire le plan de maintenance du
sous-système dans la stratégie globale de maintenance. Dans le cas présent, si la
fonction de coût est définie avec les constantes suivantes (à titre d’exemple) :

— un coût d’indisponibilité c
1

de 2000e

— un coût lié au risque de sécurité c
2

de 6000e

— un coût pour une reprise partielle des réglages de 500e

— un coût pour une reprise intégrale des réglages de 1500e
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alors la stratégie de maintenance qui minimise la fonction de coût complète sur
un horizon temporel de 600 semaines peut-être obtenue en faisant une comparai-
son exhaustive de toutes les solutions admissibles. Dans ce cas, cette stratégie de
maintenance sera (⇡1 = 15,⇡2 = 60).

Suite à un changement de fournisseurs de pièces de rechange ou une sollicita-
tion plus importante du système, la dynamique de dégradation des composants peut
être amenée à évoluer. Généralement ce changement a pour conséquence que les
paramètres de maintenance ne soient plus adéquats. La partie suivante aborde cette
éventualité en proposant d’appliquer les algorithmes de détection de changement
et de suivie de l’évolution des indicateurs de sécurité sur des dérives simulées de
comportement de dégradation des composants.

5.5.2 Adaptation dynamique des paramètres de maintenance

La démarche proposée pour ajuster les périodes de maintenance de manière dy-
namique est composée des trois étapes suivantes :

1. Les données de retour d’expérience sont analysées en continu à l’aide de l’al-
gorithme de détection de changement proposé dans le chapitre 4. Il s’agit dans
cette étape de surveiller l’évolution des paramètres du modèle de dégradation
de chaque composant. Si un changement est détecté, l’étape suivante est réa-
lisée.

2. Les fonctions d’utilité pour le risque d’indisponibilité f dispo et pour le risque de
verrouillage sur obstacle f sécu sont ré-évaluées avec les paramètres courants de
maintenance en utilisant les nouveaux paramètres des modèles de dégradation
sur un horizon T . Si les contraintes sur ces fonctions ne sont plus respectées
l’étape suivante est réalisée, dans le cas contraire l’étape précédente est reprise.

3. La recherche d’une nouvelle solution optimale qui respecte les contraintes est
effectuée. Dans cette application, toutes les solutions peuvent êtres évaluées
afin de déterminer la meilleure. Dans la pratique, le nombre d’actions de main-
tenance peut-être plus beaucoup plus important. Dans ce cas, le dénombrement
exhaustif des solutions n’est plus possible. L’algorithme d’évaluation d’une stra-
tégie de maintenance proposée dans le chapitre 3 permet d’envisager des mé-
thodes d’optimisation approchées.

Le schéma de la figure 5.12 récapitule l’agencement des étapes de la mise en
place d’une stratégie de maintenance dynamique. En résumé, l’apprentissage des
paramètres du modèle de dégradation est déclenché après chaque instant de change-
ment détecté sur le flux de données. Les indicateurs de performance de la stratégie
de maintenant sont calculés pour les paramètres de maintenance courant. Une dé-
tection de changement sur la valeur de ces indicateurs déclenche la ré-optimisation
des paramètres de maintenance.
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Figure 5.12 – Schéma récapitulatif de la stratégie dynamique de maintenance

L’évaluation de la performance des algorithmes proposés dans cette thèse est
réalisée à partir de plusieurs ensembles de données simulés. Les paragraphes suivants
expliquent la démarche utilisée pour créer ces jeux de données tests.

Chaque jeu de données est composé de deux séries temporelles représentant res-
pectivement les temps de séjour dans l’état nominal des vantaux et du galet. Les
séries de données sont générées par lot de 10 correspondants à une semaine d’ac-
quisition de données. Les temps de séjour pour le galet sont générés suivant une loi
géométrique dont le paramètre évolue au cours du temps. De même les temps de
séjour associés aux vantaux sont générés suivant une loi de Weibull dont le paramètre
d’échelle évolue au cours du temps. Les paragraphes suivants présentent un exemple
de scénario dans lequel les lois de temps de séjours des galets et des vantaux dérive
conjointement.

La figure 5.13 présente un exemple de scénario d’évolution des paramètres � de
forme et µ d’échelle de la distribution de Weibull discrétisée utilisée pour générer les
temps de séjour associés au vantail. La loi Weibull discrétisée est définie mathéma-
tiquement pour tout entier naturel x 2 N par :

wbld(x) = e�((x+1)/µ)� � e�(x/µ)� .

Dans les scénarios d’évolution considérés par la suite, seul le paramètre d’échelle des
lois de weibull sera modifié, le paramètre de forme restant fixé à 4 tout au long du
scénario. Les courbes bleues correspondent aux valeurs des paramètres définies par la
simulation. Ces paramètres sont utilisés pour générer une série temporelle de données
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illustrée par la figure 5.14. La série de données ainsi obtenue représente un ensemble
de temps de séjour dans l’état ’NL’ des vantaux.

L’algorithme 8 de détection de changement par fenêtre glissante présenté dans le
chapitre 4 est appliqué sur la série temporelle générée. Les paramètres utilisés pour
l’algorithme sont les suivants :

— taille de la fenêtre : N = 600

— pas de déplacement de la fenêtre : n = 300

— taille minimale d’une séquence : d = 300

— calcul de la distance entre deux séquences : test de Kolmogorov-Smirnov

— seuil de décision : c = c↵ avec ↵ = 0.01

Les instants de changement détectés par l’algorithme sont représentés par des traits
rouges sur la figure 5.14. Après chaque instant de changement détecté les para-
mètres de la loi de Weibull sont ré-appris sur les données disponibles. Les courbes
rouges de la figure 5.13 correspondent aux paramètres appris sur la séquence de
données après la détection d’un changement. Sur cette simulation, l’algorithme de
détection de changement présente de bonnes performances, puisqu’il détecte tous
les changements de paramètres simulés.

De même, un exemple de scénario d’évolution des temps de séjour dans l’état
"N" du galet est présenté. Cette dérive de comportement est définie l’évolution
du paramètre de la loi géométrique donnée par la figure 5.15. La série de données
générée avec ces paramètres pour représenter les temps de séjour relatives à l’état
’N’ du galet ainsi que les instants de changement détectés sont représentés par la
figure 5.16. Dans cet exemple de scénario, l’algorithme déclenche une fausse alarme
et ne détecte pas le second changement de paramètres.
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Figure 5.13 – Exemple de scénario d’évolution des paramètres de la distribution de
Weibull pour la génération des données de temps de séjour pour le vantail
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Figure 5.14 – Série temporelle de données représentant les temps de séjour dans
l’état "NL" du vantail et générées suivant une loi de Weibull discrétisée avec des
paramètres variables au cours du temps (fig. 5.13 ). Les traits rouges correspondent
aux instants de détection de changement
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Figure 5.15 – Exemple de scénario d’évolution du paramètre de la loi géométrique
pour la génération des données de temps de séjour pour le galet
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Figure 5.16 – Série temporelle de données représentant les temps de séjours dans
l’état N du galet et généré suivant une loi géométrique avec un paramètre variable au
cours du temps (fig. 5.15 ). Les traits rouges correspondent aux instants de détection
de changement
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Figure 5.17 – Évolution des indicateurs moyens de risque d’indisponibilité et de sé-
curité

La figure 5.17 présente l’évolution des niveaux moyens de risque d’indisponibilité
et de sécurité avec une période ⇡1 = 20 semaines de reprise partielle des réglages
et une période ⇡2 = 40 semaines pour la reprise totale des réglages. Les indicateurs
cumulés correspondent à Usecu

moy,t et Udispo
moy,t définis par les équations 5.8 et 5.9 et dé-

finissent pour un instant t la disponibilité et le niveau de sécurité moyen depuis le
début de la simulation.

Les courbes noires décrivent l’évolution de ces deux indicateurs dans le cas où il
n’y a pas d’évolution des paramètres de dégradation utilisés pour générer les séries de
données. Dans ce cas, les paramètres utilisés sont ceux définis initialement et restent
constants sur toute la période de simulation. Ces courbes convergent rapidement
vers des valeurs de niveau de risque de sécurité et d’indisponibilité qui correspondent
au niveau attendu en appliquant la stratégie de maintenance.

Les courbes bleues décrivent l’évolution des indicateurs moyens calculés en utili-
sant les paramètres choisis pour faire la simulation. Ces courbes servent de référence,
pour évaluer les performance de notre modèle de suivi d’évolution des indicateurs.

Les instants indiqués par les traits rouges en pointillés sont les instants de chan-
gements détectés dans les deux séries temporelles de données de temps de séjour.
L’indicateur de sécurité étant essentiellement défini à partir de l’état des galets, seuls
les instants de changement dans la série de temps de séjours du galet sont reportés
sur la courbes représentant cette indicateur. De même, les instants de changement
reportés sur la courbe représentant le risque d’indisponibilité au cours du temps cor-
respondent aux changements détectés dans la série temporelle relative au temps de
séjour dans l’état "NL" des vantaux.
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Figure 5.18 – Stratégie de maintenance adaptatif pour le scénario 1 d’évolution des
paramètres

Après chaque instant de changement, les paramètres du modèle de dégradation
sont réappris à partir des données disponibles à cet instant. L’évaluation des in-
dicateurs continue avec ces nouvelles valeurs. Les deux courbes rouges décrivent
l’évolution des indicateurs moyens calculés en utilisant les paramètres appris.

Les algorithmes mis en place permettent d’avoir un suivi de l’évolution des indi-
cateurs avec une distance maximale entre la courbe théorique (bleue) et la courbe
estimée (rouge) de 0.01 pour le risque de sécurité et 0.008 pour le risque d’indisponi-
bilité. Ces distances relativement faibles par rapport aux écarts entre les courbes sans
prise en compte de la dérive (courbes noires) montrent des performances satisfai-
santes de l’approche proposée pour effectuer un suivi des indicateurs de performance
de la maintenance.

Une fois le mécanisme de suivi de l’évolution des indicateurs défini, la stratégie
mise en place pour avoir une politique de maintenance dynamique consiste à définir
des seuils sur les indicateurs de disponibilité et de sécurité pour déclencher la ré-
optimisation du plan de maintenance, c’est à dire une recherche des périodes de
reprise des réglages ⇡1 et ⇡2 qui garantissent le respect des contraintes et minimise
la fonction d’utilité. La figure 5.18 présente le résultat de l’adaptation des périodes
de maintenance ⇡1 et ⇡2 en réponse à l’évolution des données de temps de séjours
avec des valeurs maximales pour l’indicateur de sécurité de 0, 5 et 0, 1 pour le risque
d’indisponibilité.

5.6 Conclusion

Ce chapitre a détaillé l’application de l’approche VirMaLab afin de modéliser et
d’évaluer différentes stratégies de maintenance du système d’accès voyageur de la
NAT. Le travail de modélisation réalisé illustre bien la flexibilité de l’approche utilisée.
Cette application fait aussi bien intervenir des modèles graphiques de durée que des
processus markoviens pour la modélisation de la dégradation des composants.

L’objectif de ces travaux était de proposer un outil d’aide à la décision pour
ajuster dynamiquement la stratégie de maintenance lorsqu’une évolution des lois de
dégradation est détectée. Pour ce faire, deux indicateurs ont été définis pour évaluer
la disponibilité et le niveau de sécurité du système. Des opérations de maintenance
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préventives et systématiques sont réalisées périodiquement pour garantir les niveaux
de fiabilité fixés par l’exploitant. Le but est de déterminer la périodicité des actions
de maintenance de manière à respecter les contraintes du problème et à avoir un
coût de maintenance minimum.

Une démarche pour conserver des paramètres de maintenance adéquat tout au
long du cycle de vie du système à été décrite. Cette approche intègre un algorithme
de détection de changement appliqué sur les données de retour d’expérience. Une
ré-évaluation et ré-optimisation de la politique de maintenance est effectuée quand
cela est nécessaire.

Un des points sensibles de l’approche proposée est le calibrage des paramètres
de l’algorithme de détection de changement. Une des améliorations envisageables
de la méthodologie proposée serait la mise en œuvre d’un mécanisme d’adaptation
automatique des seuils de détection de changement. Par exemple dans le cas où
plusieurs instants de changement ont été détectés dans les séries de données REX
et que ceux-ci n’ont pas où peu d’impact sur les indicateurs de performance de la
maintenance, il serait judicieux de rendre l’algorithme de détection de changement
moins sensible.



Conclusion générale et perspectives

Synthèse des travaux

Le problème étudié dans cette thèse porte essentiellement sur l’ajustement dy-
namique des paramètres d’une stratégie de maintenance. Nous avons abordé dans
un premier temps la problématique de représentation d’un système dynamique et de
sa stratégie de maintenance. Les outils de modélisation considérés dans cette thèse
reposent sur des approches stochastiques en utilisant le formalisme des Modèles
Graphiques Probabilistes (MGP) et plus particulièrement celui des MGP Markoviens
(MGPM). Ces formalismes ont été utilisés pour modéliser des processus de dégrada-
tion à lois de durées discrètes quelconques à travers une structure particulière d’un
MGPM appelé Modèle Graphique de Durée (MGD). Ce type d’approche permet de
représenter de manière intuitive des systèmes dynamiques complexes (multi-états,
avec des taux de défaillance non constants).

D’autre part les MGP sont aussi utilisés pour modéliser la maintenance de sys-
tèmes complexes (multi-composants, éventuellement interagissant). Cette approche
appelée VirMaLab à l’avantage d’être générique et permet de représenter des straté-
gies de maintenance conditionnelles, systématiques ou correctives. Elle s’appuie sur
une modélisation en trois blocs. Le premier module permet de représenter le processus
de dégradation du système. La généricité de l’approche permet d’utiliser n’importe
quel type de modèle pour cette partie. Le second bloc concerne la modélisation des
procédures de diagnostic (auscultations en temps continu ou périodique, cadres de
discernement, taux de bonnes détections, de fausses alarmes. . .) et des actions de
maintenance (de toutes natures, correctives, préventives. . .). Le dernier bloc per-
met d’évaluer une stratégie de maintenance à travers la construction de fonctions
d’utilité.

Une fois le cadre de travail posé, nous avons proposé une solution pour l’ajuste-
ment dynamique des paramètres de maintenance en fonction des données de Retour
d’EXpérience (REX). Le premier verrou rencontré dans la mise en place d’une solu-
tion à ce problème est lié au temps d’évaluation d’une stratégie de maintenance. En
effet, cette évaluation est obtenue par des opérations d’inférences probabilistes qui
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peuvent être couteuses en temps de calcul en fonction de la complexité du modèle.
Sur certaines applications l’opération de recherche de paramètres optimaux de main-
tenance peut durer plusieurs jours. La solution proposée pour palier à ce problème
est basée sur la méthode d’inférence symbolique dans un MGP. Elle consiste, dans
un premier temps, à établir des expressions algébriques pour passer d’une tranche
de temps à la suivante dans un MGPM. Ces expressions sont ensuite simplifiées de
manière à réduire le nombre d’opérations nécessaires à leurs évaluations.

Le second problème traité dans cette thèse concerne la détection de changements
de paramètres d’un modèle de dégradation. Le principe de base est de suivre l’évo-
lution des données d’apprentissage des paramètres du modèle. L’algorithme proposé
est construit sur un schéma de tests d’hypothèses successifs. Il permet de travailler
sans aucune hypothèse restrictive sur la distribution des données. Cette méthode est
par conséquent très bien adaptée à une utilisation conjointe avec les MGD qui eux
aussi autorisent l’utilisation de distributions quelconques pour les lois de dégradation.
La démarche proposée pour conserver des paramètres de maintenance optimaux tout
au long du cycle de vie d’un système consiste à déclencher une ré-évaluation de la
stratégie de maintenance si un changement de modèle de dégradation est détecté
dans les données REX.

Perspectives

Les travaux réalisés au cours de cette thèse ont ouvert de nouvelles pistes de re-
cherche sur la méthode d’évaluation des stratégies de maintenance et sur la détection
de changements de paramètres du modèle de dégradation.

La suite directe de ces travaux de recherche est l’application des algorithmes
proposés sur des données réelles. En effet, la temporalité du projet SurFer ne nous a
pas permis d’obtenir suffisamment de données de retour d’expérience pour alimenter
un modèle de dégradation avec une dérive de comportement. Notons que ce passage
de données simulées à données réelles peut introduire de nouvelles problématiques,
comme celles concernant la qualité et la censure des données.

D’autre part, les performances de l’algorithme d’inférence symbolique proposé
pour évaluer une stratégie de maintenance dans le cadre d’une modélisation sui-
vant l’approche VirMaLab dépends fortement du nombre de la taille des expressions
algébriques établie pour passer d’une tranche de temps à la suivante. Or, la taille
des expressions algébriques augmente avec le nombre d’inconnues du problème. Au-
trement dit, plus la borne supérieure des temps de séjour, le nombre d’états et de
méthodes de diagnostic sont grands, plus le nombre de paramètres sera grand et
plus les expressions manipulées seront de taille importante. Une idée pour réduire le
nombre de paramètres serait d’utiliser une approximation polynomiale de la loi de
temps de séjour.



5.6. Conclusion 129

En se plaçant dans le cadre des problèmes de détection de changements dans un
modèle de dégradation, il peut sembler intéressant de proposer une méthode avec un
seuil adaptatif. En effet, la méthode proposée dans ce manuscrit repose sur des tests
d’homogénéité avec des seuils sur les risques de première espèce (la probabilité de
rejeter l’hypothèse d’homogénéité alors que celle-ci est vraie). Les résultats obtenus
au cours de cette thèse ont montré que l’impact d’une même dérive (changement
de la moyenne ou de la variance des données) sur l’évaluation de la stratégie de
maintenance dépend de la distribution initiale des données. Par exemple, si la moyenne
des données de temps de séjour augmente d’une unité, la variation sur l’utilité d’une
stratégie de maintenance n’est pas la même si la moyenne avant le changement est
petite ou grande. Une idée pourrait être d’ajuster le seuil de l’algorithme de détection
de changement en tenant compte des conséquences sur l’utilité de la stratégie de
maintenance.
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Annexe A
Notations

A.0.0.1 Notations générales

LPC Loi de Probabilité Conditionnelle
v.a. Variable Aléatoire
RB Réseaux Bayésiens
RBD Réseaux Bayésiens Dynamiques
MGP Modèle Graphique Probabiliste
MGPM Modèle Graphique Probabiliste Markovien
MGD Modèle Graphique de Durée
REX Retour d’EXpérience
SURFER SURveillance FERroviaire active
VirMaLab Virtual Maintenance Laboratory
1cond vaut 1 si cond vrai 0 sinon
Pa(x) ensemble des parents de x
ta temps d’alarme
tc temps de changement
H
0

hypothèse nulle
H
1

hypothèse alternative
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A.0.0.2 Modèle graphique de durée

X ensemble des états du système
S ensemble des temps de séjours
TS borne supérieur des temps de séjours, |S|
↵t distribution de probabilité de l’état du système, P(Xt)

F
1

LPC des temps de séjour initiale, P(S
1

|X
1

)

Fsys LPC des temps de séjour pour t � 2, P(St |Xt)
Q lois de transition de l’état du système, P(Xt+1|Xt , St = 1)

A.0.0.3 Modèle VirMaLab

�
1

etat initial, P(X
1

)

⇤

sys transition naturelle, P(Xt |Xt�1, At�1 /2 A)
⇤

act transition artificielle, P(Xt |Xt�1, At�1 2 A)
�t,l activation du diagnostic, l P(�t,l)

�l propriétés du diagnostic l , P(Dt,l |Xt , �t,l)
�

sys politique de fusion des diagnostics, P(Dsyst |Dt,1, . . . Dt,l)
� politique des actions de maintenance, P(At |Dt)
X ensemble des états du système
D ensemble des résultats de diagnostic
A ensemble des actions de maintenance
A? ensemble des actions sans conséquence sur le système
A
1

ensemble complémentaire de A? dans A
Qsys lois de transition naturelle de l’état, P(Xt+1|Xt , A 2 A?)
Qact lois de transition artificielle de l’état, P(Xt+1|Xt , A 2 A1)

A.0.0.4 Application Ferroviaire

NAT Nouvelle Automotrice Transillienne
PMR Personne à Mobilité Réduite
FdC Capteur de Fin de Course
UFR Unité en Fauteuil Roulant
ATP Autres Travaux Programmées
ATS Autres Travaux Spécifiques
VL Visite Limitée
VG Visite Générale
GVG Grande Visite Générale



Annexe B
Démonstration

Les équations suivantes donnent les étapes de simplification de la probabilité que
l’action de maintenance à l’instant t soit ’rien’ en fonction de ⇥t, c’est à dire la proba-
bilité P

⇥t (At = ’rien’), utilisée dans la section 3.3.3.1. L’équation initiale est obtenue
en introduisant les variables du vecteur de paramètre ⇥t dans l’équation 3.21 :

P
⇥t (At = ’rien’) = (1� d

1
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Le nombre d’opérations nécessaires pour l’évaluation de P
⇥t (At = ’rien’) passe

de 10 multiplications et 11 additions avant simplification à 4 multiplications et 4
additions. La simplification obtenue est optimal en nombre de multiplication puisque
le polynôme est de degré 4.

La probabilité P
⇥t (At = ’rep’) est évaluable avec une addition supplémentaire :

P
⇥t (At = ’rep’) = 1� P

⇥t (At = ’rien’).

Les équations suivantes donnent les étapes de simplification de la distribution
de l’état du système à l’instant t + 1 en fonction de ⇥t, c’est à dire P

⇥t (Xt+1).
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L’équation initiale est obtenue en introduisant les variables du vecteur de paramètre
⇥t dans l’équation 3.23 :
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Annexe C
Composition du parc de la SNCF en

Île-de-France

La figure C.1 donne la composition du parc d’automotrices de la SNCF, pour les
missions transilliennes en 2006.

Z20500 (13 ans)
24%

Z8800 (21 ans)
6%Z5600 (23 ans)

7%

Z8100 (25 ans)
5%

Z6400 (29 ans)
8%

Z5300 (37 ans)
8%

Z6100 (36 ans)
5%

RIB-RIO (27 ans)
9%

Tram Train (< 1 an)
1%

VB2N (28 ans)
14%

Z22500 (8 ans)
7%

Z20900 (4 ans)
6%

Figure C.1 – Répartition du parc de matériel roulant de la SNCF en 2006
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Z20500 Z8800 Z5600

Z8100 Z6400 Z5300

Z6100 RIB-RIO Tram

VB2N Z22500 Z20900

B82500 Z50000

Figure C.2 – Matériels roulants utilisés pour les missions transiliennes par la SNCF
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Table C.1 Valeurs du seuil de décision c↵ pour le K-S test en fonction de la taille n
de l’échantillon et de l’erreur de première espèce ↵

Seuil de décision c↵

Risque d’erreur de première espèce ↵

Taille n de
l’échantillon

0.10 0.05 0.02 0.01

1 0.95 0.975 0.99 0.995
2 0.77639 0.84189 0.9 0.92929
3 0.63604 0.7076 0.78456 0.829
4 0.56522 0.62394 0.68887 0.73424
5 0.50945 0.56328 0.62718 0.66853
6 0.46799 0.51926 0.57741 0.61661
7 0.43607 0.48342 0.53844 0.57581
8 0.40962 0.45427 0.50654 0.54179
9 0.38746 0.43001 0.4796 0.51332
10 0.36866 0.40925 0.45662 0.48893

11 0.35242 0.39122 0.4367 0.4677
12 0.33815 0.37543 0.41918 0.44905
13 0.32549 0.36143 0.40362 0.43247
14 0.31417 0.3489 0.3897 0.41762
15 0.30397 0.3376 0.37713 0.4042
16 0.29472 0.32733 0.36571 0.39201
17 0.28627 0.31796 0.35528 0.38086
18 0.27851 0.30936 0.34569 0.37062
19 0.27136 0.30143 0.33685 0.36117
20 0.26473 0.29408 0.32866 0.35241

21 0.25858 0.28724 0.32104 0.34427
22 0.25283 0.28087 0.31394 0.33666
23 0.24746 0.2749 0.30728 0.32954
24 0.24242 0.26931 0.30104 0.32286
25 0.23768 0.26404 0.29516 0.31657
26 0.2332 0.25907 0.28962 0.31064
27 0.22898 0.25438 0.28438 0.30502
28 0.22497 0.24993 0.27942 0.29971
29 0.22117 0.24571 0.27471 0.29466
30 0.21756 0.2417 0.27023 0.28987

40 0.18913 0.21012 0.23494 0.25205

plus de 40 1.22 /
p
n 1.36 /

p
n 1.51 /

p
n 1.63 /

p
n





Annexe D
Éléments sur la théorie des probabilités

La théorie des probabilités constitue un cadre mathématique pour la représenta-
tion du hasard et de la variabilité, ainsi que pour le raisonnement en univers incertains.
Elle forme un tout cohérent dont les concepts, les méthodes et les résultats inter-
viennent dans de très nombreux domaines des sciences et des technologies.

D.1 Interprétation des probabilités

Lors de l’étude d’un événement aléatoire, la notion de probabilité peut être abor-
dée de plusieurs manières différentes.

L’interprétation de la probabilité d’un événement comme la fréquence avec la-
quelle cet événement se produit au cours de longues séries d’expériences est la plus
intuitive. La mesure ainsi définie est appelée probabilité expérimentale, car résultant
de la répétition d’une expérience, et est donnée simplement par le rapport du nombre
d’expériences qui réalise A sur le nombre d’expériences total. De cette manière la
probabilité de vivre au dessous du seuil de pauvreté dans un pays est obtenue en
faisant le rapport du nombre d’individus pauvre sur la population du pays.

L’interprétation classique des probabilités est basée sur le principe d’équiproba-
bilité entre les événements semblables. L’idée de base est de répartir la masse de
probabilités sur l’ensemble des événements possibles. Par exemple, lors d’un lancer
de dés à six faces, de manière intuitive, la probabilité d’obtenir une des six faces est
la même pour chaque face.

L’interprétation subjective des probabilités est utilisée quand il n’y a aucune in-
formation particulière sur la fréquence de répétition de l’événement considéré. La
mesure de probabilité se rapproche alors d’un degré de croyance.
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D.2 Définitions et propriétés

Quelque soit l’interprétation utilisée pour définir la notion de probabilité, la théorie
des probabilités définit un ensemble de règles immuables, appelé axiomatique de
Kolmogorov. La définition formelle d’une mesure de probabilité est définie par rapport
à cette axiomatique.
Définition 9 (Probabilité)

Soit ⌦ un ensemble fini non vide. On note 2⌦ l’ensemble des parties de ⌦.
on appelle probabilité tout application P définie sur 2⌦ à valeur dans [0; 1], et
satisfaisant les axiomes suivants

— P (⌦) = 1

— 8A,B 2 2⌦, A \ B = ; ) P (A [ B) = P (A) + P (B)

Propriété 1. A partir des deux axiomes principaux définissant une probabilité les
théorèmes suivantes sont déductibles :

— Propriété 1 : P (;) = 0
— Propriété 2 : P (A) = 1� P (A)
— Propriété 3 : P (A)  P (B) ssi A ⇢ B
— Propriété 4 : P (A [ B) = P (A) + P (B)� P (A \ B)

Définition 10 (Variable aléatoire)
Soit ⌦ un ensemble munit d d’une probabilité P . Une variable aléatoire (v.a.) X
est une fonction de l’ensemble fondamental ⌦ à valeurs dans R, X : ⌦ 7! R

Lorsque la variable X ne prend que des valeurs discrètes, on parle de variable
aléatoire discrète.

Supposons que nous disposons d’un vecteur aléatoire X = (X
1

, X
2

, . . . , Xn) de
variables aléatoires discrètes à valeurs dans X

1

⇥X
2

. . .⇥Xn. On note (x
1

, x
2

, . . . , xn) 2
X
1

⇥ X
2

. . . ⇥ Xn une réalisation ou instanciation de ces variables. La distribution de
probabilité jointe de l’ensemble X est définie par :

p(x
1

, . . . , xn) = p(X1 = x1, . . . , Xn = xn)

et on appelle :

p(xi) = p(Xi = xi) =
X

x
1

,...,xi�1,xi+1,...,xn

p(x
1

, . . . , xn)

la distribution de probabilité marginale de la i eme variable.

La connaissance d’une occurrence d’un évènement peut modifier les probabilités
des autres événements. Ainsi, chaque fois que de nouvelles informations deviennent
disponibles, l’estimation des probabilités des événements peut évoluer, ce qui nous
mène à l’introduction du concept de probabilité conditionnelle.
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Définition 11 (Probabilité conditionnelle)
Soit X et Y deux ensembles de variables aléatoires, sachant que la probabilité de
Y est non nulle, la probabilité conditionnelle de X sachant Y est définie par :

P (X|Y ) = P (X, Y )
P (Y )

Remarque : Deux évènements A et B sont dits indépendants si P (A [ B) =
P (A).P (B) ou encore si P (B|A) = P (B) (l’information sur la réalisation de A n’apporte
rien à l’évènement B) et P (A|B) = P (A).

Théorème 5 (Théorème de Bayes). Étant donnés X et Y deux ensembles de variables
aléatoires, le théorème de Bayes permet de déterminer la probabilité conditionnelle
de X sachant Y à partir des probabilités de X, de Y et de Y sachant X, avec la
formule suivante :

P (X|Y ) = P (Y |X)P (X)
P (Y )

Définition 12 (Indépendance)
étant donnés X et Y deux ensembles de variables aléatoires, X et Y sont indé-

pendantes, noté < X ?? pY >, si et seulement si P (X|Y ) = P (Y ).

Définition 13 (Indépendance conditionnelle)
étant donnés X, Y et Z trois ensembles de variables aléatoires, X est indépen-

dante conditionnellement de Y sachant Z, noté < X ?? Y |Z > si seulement si
P (X|Y, Z) = P (X|Z)





Annexe E
Éléments sur la théorie des graphes

E.1 Introduction

Les graphes sont des outils de modélisation qui permettent de représenter des
entités et les relations entre ces dernières. Ils offrent un cadre de travail pour de
nombreux modèles graphiques tels que les réseaux bayésiens, les chaînes de Markov,
et les réseaux de pétri.

Les graphes sont classés en trois grandes familles : les graphes non-orientés,
les graphes semi-orientés et les graphes orientés. Pour définir les modèles graphiques
probabiliste seule la dernière catégorie est nécessaire. Cependant il est courant de voir
intervenir les notions de graphe non orientés dans certains algorithmes d’inférence.

Cette partie a pour objectif d’introduire quelques éléments de la théorie des
graphes nécessaires à la compréhension des réseaux bayésiens.

E.2 Définitions et représentation

E.2.1 Graphes orientés
Définition 14 (Graphe orienté)

Un graphe orienté est un couple G = (V, E) où

— V = {v
1

, . . . , vd} est un ensemble de d nœuds et

— E est une partie de l’ensemble des couples (vi , vj) 2 V ⇥ V.

Si a = (u, v) est un arc du graphe G, u est l’extrémité initiale et v l’extrémité
finale.

Le graphe représenté par la figure E.1 est composé de cinq nœuds V = {v
1

, v
2

,

v
3

, v
4

, v
5

} et six arcs E = {(v
1

, v
2

), (v
2

, v
4

), (v
4

, v
1

), (v
3

, v
4

), (v
3

, v
5

), (v
5

, v
2

)}
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v
1

v
2

v
4

v
3

v
5

Figure E.1 – Exemple d’un graphe orienté

Définition 15 (Parent, Enfant, Racine , Feuille)

Soit G = (V, E) un graphe orienté. Les définitions suivantes sont données :

— Parent : Le nœud vi est parent de vj , si et seulement si (vi , vj) est un
arc de G c-a-d si (vi , vj) 2 E. L’ensemble des parents du nœud vj est noté
pa(vj) = {vi |(vi , vj) 2 E}.

— Enfant : Le nœud vj est enfant de vi , si et seulement si (vi , vj) est un
arc de G c-a-d si (vi , vj) 2 E. L’ensemble des enfants du nœud vi est noté
en(vi) = {vj |(vi , vj) 2 E}).

— Racine : Le nœud vj est une racine du graphe s’il n’a pas de parent, c-à-d
si pa(vj) = ?

— feuille : Le nœud vj est une feuille du graphe s’il n’a pas d’enfant, c-à-d si
en(vj) = ?

Pour illustrer les précédentes définitions, dans l’exemple de graphe présenté dans
la figure E.1 les parents du nœud v

4

sont les nœuds v
2

et v
3

(pa(v
4

) = {v
2

, v
3

}) ; les
nœuds v

4

et v
5

sont enfants du nœud v
3

(en(v
3

) = {v
4

, v
5

})
Définition 16 (Chemin, Cycle)

Soit G = (V, E) un graphe orienté. Les définitions suivantes sont données :

— Chemin : Un chemin de taille n est un n-uplet (v
1

, . . . , vn) d’éléments de V
tels que pour tout 1  i  n � 1 il existe un arc entre les nœuds vi et vi+1
c-à-d 8i 2 {1, . . . , n � 1}, (vi , vi+1) 2 E

— Cycle : Un cycle est un chemin (v
1

, . . . , vn) tel que v
1

= vn et les nœuds
u
1

, . . . , un�1 sont deux à deux distincts.

La longueur d’un chemin est égale au nombre d’arcs qui le composent. La distance
entre deux sommets vi et vj est égale à la longueur du chemin le plus court entre vi
et vj .

A titre d’exemple le graphe représenté par la figure E.1 contient le chemin de
taille 3 : (v

3

, v
5

, v
2

) et le cycle (v
1

, v
2

, v
4

)
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Figure E.2 – Exemple d’un graphe non-orienté

E.2.2 Graphes non orientés
Définition 17 (Graphe non-orienté)

Un graphe non-orienté G = (V, E) est un graphe orienté symétrique. C’est-à-dire
pour tout arc (vi , vj) 2 E il existe un arc symétrique (vj , vi) 2 E.

La figure E.2 représente un exemple de graphe non orienté à sept nœuds.

Dans le cas des graphes non orientés, le terme "arc" est remplacé par le terme
"arête" pour désigner un lien entre deux sommets. De même, les notions de parents
et d’enfants, introduites pour les graphes orientés, n’ont plus vraiment de sens et
sont remplacées par une notion de voisinage. De plus, les termes "chaîne" et "cycle"
seront substitués aux termes "chemin" et "circuit" réservés aux graphes orientés.
Les définitions d’une chaîne et d’un cycle sont semblables à celles données pour les
graphes orientés.

Définition 18 (Chaîne, Cycle)
Soit G = (V, E) un graphe non orienté. Les définitions suivantes sont données :

— Chaîne : Une chaîne de taille n est un n-uplet (v
1

, . . . , vn) d’éléments de V
tels que pour tout 1  i  n � 1 il existe un arc entre les nœuds vi et vi+1
c-à-d 8i 2 {1, . . . , n � 1}, (vi , vi+1) 2 E

— Circuit : Un circuit est un chemin (v
1

, . . . , vn) tel que v
1

= vn et les nœuds
u
1

, . . . , un�1 sont deux à deux distincts.

Définition 19 (Composante connexe)
Une composante connexe dans un graphe quelconque, est un ensemble maximal
de sommets tels que pour toute paire de sommets vi et vj , appartenant à cet
ensemble il existe une chaîne reliant vi à vj

Un graphe est dit connexe si tous ses sommets sont dans la même composante
connexe. Par exemple, le graphe de la figure E.2 n’est pas connexe, car il est composé
de deux composantes connexes {V

1

, V
2

, V
3

, V
4

, V
5

} et {v
6

, v
7

}.
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E.2.3 Cas particuliers de graphes

E.2.3.1 Graphe acyclique, graphe complet, clique

Définition 20 (Graphe acyclique)
Un graphe acyclique (DAG pour l’acronyme anglais Directed Acyclic Graph) est
un graphe orienté qui ne possède pas de cycle.

Définition 21 (Graphe complet, Clique)
Un graphe est dit complet si tous les nœuds de ce graphe sont deux à deux reliés
par des arêtes. Concrètement G = (V, E) est complet si E = V ⇥ V.

Une clique d’un graphe G = (V, E) est un sous-ensemble de sommets C 2 V tel
que le sous-graphe G = (C, E

|C⇥C

) soit complet.

Un sous-graphe d’un graphe orienté ou non est le graphe obtenu en supprimant
certains sommets et tous les arcs ou arêtes incidents aux sommets supprimés.

La taille de la clique est le nombre de sommets qui la composent. Une clique est
dite maximale si elle n’est pas strictement incluse dans une autre clique.

A partir d’un graphe orienté sans circuit, il est possible de construire un graphe
non orienté, en supprimant l’orientation des arcs et en reliant les parents de chaque
sommet entre eux, ce graphe est appelé graphe moral.

E.2.3.2 Graphe moral

Définition 22 (Graphe moral)
Soit G = (V, E) un graphe orienté sans circuit. Le graphe moral Gm = (V, Em) de
G est le graphe non orienté tel que :

— si (vi , vj) 2 E alors (vi , vj) 2 Em
— pour chaque sommet vk 2 V , si vi , vj 2 pa(vk) alors (vi , vj) 2 Em.

L’opération de moralisation, utilisée notamment dans l’algorithme d’inférence
dans les réseaux bayésiens de Pearl, consiste à transformer un graphe orienté sans
circuit en un graphe moral.

E.2.3.3 Arborescence, arbre, polyarbre

Il existe plusieurs cas particuliers de graphe acyclique. Les arbres, arborescences
et polyarbre font partie de cette catégorie de graphe. La particularité de ces graphes
leur confère des propriétés avantageuses pour les algorithmes de parcours de graphe.
Définition 23 (Arbre, Polyarbre, Arborescence)

Un arbre est un graphe non-orienté G = (V, E), connexe et sans cycle.
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(a) exemple d’arborescence
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(b) exemple d’arbre

Figure E.3 – Cas particulier de graphe

Un polyarbre est un graphe orienté G = (V, E), connexe et acyclique tel qu’il existe
au maximum une chaîne entre deux sommets de V .

Une arborescence est un polyarbre tel que chaque sommet V n’a qu’un parent.

La notion d’arborescence est l’adaptation de la définition d’un arbre pour les graphes
orientés.

Les sommets n’ayant pas d’enfants sont généralement appelés les feuilles de
l’arbre ou de l’arborescence. La figure E.3 présente des exemples d’arborescence
d’arbre et de polyarbre.
Définition 24 (Graphe triangulé)

Un graphe non orienté G = (V,E) est triangulé si et seulement si chaque cycle
de longueur supérieure à quatre possède une corde, c’est-à-dire si deux sommets
non consécutifs dans le cycle sont voisins.

La triangulation d’un graphe n’est pas unique et la recherche de la triangula-
tion optimale (au sens du nombre d’arêtes ajoutées minimum) est un problème NP-
Complet





Annexe F
Quelques résultats sur les polynômes

F.1 Définition

En mathématiques, un polynôme est une expression formée uniquement de pro-
duits et de sommes de constantes et d’indéterminées. Avant de définir un polynôme,
il faut commencer par définir un monôme.

Définition 25 (Monôme)
Un monôme est le produit d’un nombre réel, appelé coefficient, et d’un nombre

fini de variables élevées chacune à une puissance entière positive. L’expression
générale d’un monôme à r inconnues est de la forme :

Mr = a x
b
1

1

xb2
2

. . . xbrr ,

où a est un réel, (x
1

, . . . xr) un vecteur d’inconnues et (b
1

, . . . br) un vecteur d’en-
tiers positifs

Le degré d’un monôme est la somme des puissances de chaque variable du mo-
nôme. En reprenant les notations précédentes le degré d’un monôme Mr est :

deg(Mr) =

r
X

i=1

bi . (F.1)

Par convention, le degré d’un monôme constant est 0 et le degré d’un polynôme nul
est �1.
Le tableau suivant présente quelques exemples de monômes :

Exemples de monômes -4 x 3x2 �5xy 2xy 2z3

Nombre de variables 0 1 1 2 3
Degré 0 1 2 2 6
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Définition 26 (polynôme)
Un polynôme est une somme finie de monômes. la forme générale d’un polynôme
est :

P = m
1

+m
2

+ · · ·+ms ,

où les m
1

. . . ms sont des monômes.

Le nombre d’inconnues d’un polynôme est la taille de l’ensemble réunissant toutes
les inconnues de chaque monôme. Le degré d’un polynôme est le degré maximum de
ses monômes. Autrement dit :

deg(P) = max{deg(m
1

), deg(m
2

), . . . , deg(ms)} (F.2)

La forme la plus simple de polynômes est un polynôme à une variable, appelé poly-
nôme univarié. La forme générale d’un polynôme univarié est :

P (x) = an x
n
+ an�1 x

n�1
+ · · ·+ a

2

x2 + a
1

x + a
0

, (F.3)

où a
0

, . . . an sont des valeurs constantes réelles appelées coefficients du polynôme et
n est le degré du polynôme.
Définition 27

Polynôme multivarié Un polynôme multivarié est un polynôme d’au moins deux
variables.

Le tableau suivant présente deux exemples de polynômes. Le premier est un po-
lynôme univarié de degré 2 et le second un polynôme multivarié à 3 inconnues de
degré 4.

Exemples de polynômes 2x2 + 3x � 1 3xy 2+2x2z+3xyz2�2

Nombre de variables 1 3
Degré 2 4

Propriété 2. Le nombre maximum de monômes d’un polynôme de degré n à r va-
riables est le nombre de parti à r éléments inclus dans un ensemble de n+ r éléments.

Mr(n) =

✓

r + n

r

◆

=

(r + n)!

n! r !
(F.4)

F.2 Opérations sur les polynômes

La multiplication d’un polynôme P de coefficient (a
0

, . . . , an) et de degré r par
une constante � 6= 0 est le polynôme �P de coefficient (�a

0

, . . .�an) et de degré r .

La somme, la soustraction ou le produit de deux polynômes P et Q est un poly-
nôme. En revanche, la division de deux polynômes n’en est pas forcément un.



F.3. Méthodes d’évaluation 167

Théorème 6. Le degré d’une somme de deux polynômes est inférieur ou égal au
maximum des degrés des deux polynômes.

deg(P +Q)  max{deg(P ), deg(Q)}

Théorème 7. Le degré du produit de deux polynômes non nuls est égal à la somme
des degrés de ces deux polynômes.

deg(PQ) = deg(P ) + deg(Q)

F.3 Méthodes d’évaluation

Évaluer un polynôme à r variables (x
1

, . . . xr) en un point a = (↵
1

, . . . ,↵r) c’est
calculer sa valeur avec les affectations x

1

= ↵
1

, . . . , xr = ↵r . La méthode "naïve" pour
effectuer ce calcul consiste à évaluer chaque monôme séparément puis à effectuer la
somme des résultats.

Dans le cas d’un polynôme de degré n à r variables, le nombre Mnaïve(n, r) de
multiplications nécessaires pour le polynômes est :

Mnaïve(n, r) =
r(n + r)!

(r + 1)!(n � 1)! (F.5)

Démonstration : A partir de la proposition 2 il est possible de déduire que le nombre
de monômes de degré n constructible avec r variables est :

✓

r + n

r

◆

�
✓

r + n � 1
r

◆

(F.6)

Sachant que n multiplications sont nécessaires pour évaluer un monôme de degré
n, le nombre Mnaïve(n, r) de multiplications à effectuer pour évaluer un polynôme de
degré n à r variables est :

Mnaïve(n, r) =

 

✓

r + 1

r

◆

�
✓

r

r

◆

!

+ 2

 

✓

r + 2

r

◆

�
✓

r + 1

r

◆

!

+ · · ·+ n
 

✓

r + n

n

◆

�
✓

r + n � 1
r

◆

!

=

n
X

i=1

i

 

(r + i)!

i ! r !
� (r + i � 1)!
(i � 1)! r !

!

=

n
X

i=1

(r + i)!� i(r + i � 1)!
r !(i � 1)!

=

n
X

i=1

r(r + i � 1)!
r !(i � 1)!

=

r(n + r)!

(r + 1)!(n � 1)!
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Il est possible de réduire ce nombre en utilisant les résultats des monômes sans
coefficients de degrés n à partir des monôme de degré n�1. Par exemple, le monôme
xy 2z peut être calculé à partir du monôme xyz en le multipliant par y . Avec cette
astuce le nombreMnaïve2(n, r) de multiplications pour évaluer un polynôme à r variables
de degrés n est :

Mnaïve2 =
2(n + r)!

n!r !
� r � 2 (F.7)

F.3.1 Polynômes univariés

Prenons l’exemple du polynôme P (x) = 3x5 � 2x4 + 7x3 + 2x2 + 5x � 3. Pour
calculer P (3) avec la méthode "naïve" il faut 5 + 4 + 3 + 2 + 1= 15 multiplications
et 5 additions. De même, si on généralise pour évaluer un polynôme P (x) = an xn +
an�1 xn�1+ · · ·+ a2 x2+ a1 x + a0 univarié de degré n il faudra (n2+ n)/2 multiplications
et n additions si tous les coefficients a

0

, . . . an sont non nuls. Il est possible de réduire
le nombre de multiplications nécessaires à 2n � 1 en calculant les puissances de x
itérativement. De plus, la méthode "naïve" requiert un espace mémoire important.
Si b représente la taille en octets du stockage en mémoire d’un nombre réel, la
méthode naïve utilise environs 2nb octets.

F.3.1.1 Schéma d’Horner

Le schéma d’Horner [Knuth 1968] permet d’évaluer un polynôme avec un nombre
de multiplications réduit. Le principe est une mise en facteur successive de l’inconnue
x . Le polynôme se ré-écrit comme suit :

P (x) = an x
n
+ an�1 x

n�1
+ · · ·+ a

2

x2 + a
1

x
| {z }

mise en facteur de x

+a
0

=

 

an x
n�1
+ an�1 x

n�2
+ · · ·+ a

3

x2 + a
2

x
| {z }

mise en facteur de x

+a
1

!

x + a
0

= . . . . . .

= (. . . (((anx + an�1)x + an�2)x + an�3) . . . )x + a0

Sous cette forme le nombre maximum d’opérations nécessaires à l’évaluation du
polynôme P (x) est de n multiplications et n additions. Le schéma d’Horner permet
aussi de réduire l’espace mémoire nécessaire pour évaluer un polynôme. Avec cette
méthode, si b représente la taille en octets du stockage en mémoire d’un nombre
réel, l’évaluation d’un polynôme de degré n utilise environ n octets.

Dans le cas d’un polynôme univarié, la méthode d’Horner est optimale, c’est à
dire qu’il n’existe pas d’algorithme pour calculer un polynôme quelconque en utilisant
moins d’opérations. Dans [Ostrowski 1954] la preuve a été faite que le nombre d’ad-
ditions est minimal et dans [Pan 1966] la démonstration de la minimalité du nombre
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de multiplications est faite. Cependant, dans le cas multivarié la méthode d’Horner
n’est pas optimal.

En reprenant l’exemple précédent avec le polynôme P (x) = 3x5 � 2x4 + 7x3 +
2x2 + 5x � 3. En suivant le schéma d’Horner le polynôme se ré-écrit sous la forme
P (x) = ((((3x � 2)x + 7)x + 2)x + 5)x � 3. Sous cette forme 5 multiplications et 5
additions suffisent à l’évaluation de ce polynôme.

La méthode d’Horner peut aussi être étendue pour évaluer les k premières dérivées
d’un polynôme avec kn additions et multiplications [Pankiewicz 1968].

F.3.2 Polynômes multivariés

Contrairement au cas univarié, il n’existe pas d’algorithme optimal, en terme de
nombre d’opérations effectuées, pour évaluer un polynôme multivarié. Cependant,
quelques méthodes de réduction du nombre de multiplications ont été proposées.

Par exemple, [Ceberio 2004] propose une adaptation du schéma d’Horner aux po-
lynômes multivariés. L’approche consiste à choisir une variable et à appliquer la mé-
thode d’Horner en considérant les autres variables comme des constantes. Ce schéma
est appliqué récursivement aux variables restantes. L’ordre de sélection des variables
influe sur le nombre d’opérations de l’expression finale. Le problème consiste à trouver
le meilleur ordre de sélection pour minimiser le nombre d’opérations. [Ceberio 2004]
propose une heuristique gloutonne pour résoudre ce problème. Le principe de cette
heuristique est de construire l’ordre itérativement en choisissant à chaque fois la
variable qui réduit le plus le nombre de multiplications.

Prenons l’exemple du polynôme P (x, y , z) = x3y + x2z + x2yz en utilisant l’ordre
(x, z, y) la transformation est la suivante :

P (x, y , z) = x3y + x2z + x2yz
| {z }

Mise en facteur de x2

= x2(xy + z + yz
| {z }

Mise en facteur de z

)

= x2(xy + z(1 + y)).

Sous cette forme l’évaluation du polynôme requiert 4 multiplications et 2 additions.
Avec l’ordre (y , z, x), l’expression obtenue est P (x, y , z) = y(x2(x + z)) + x2z et né-
cessite 5 multiplications et 2 additions.





Abstract

The optimization of maintenance strategies is a major issue for many industrial applica-
tions. It involves establishing a maintenance plan that ensures security levels, security and
high reliability with minimal cost and respecting any constraints. The increasing number
of works on optimization of maintenance parameters in particular in scheduling preventive
maintenance action underlines the importance of this issue.

A large number of studies on maintenance are based on a modeling of the degradation
of the system studied. Probabilistic Models Graphics (PGM) and especially Markovian
PGM (M-PGM) provide a framework for modeling complex stochastic processes. The
issue with this approach is that the quality of the results is dependent on the model. More
system parameters considered may change over time. This change is usually the result of
a change of supplier for replacement parts or a change in operating parameters.

This thesis deals with the issue of dynamic adaptation of a maintenance strategy,
with a system whose parameters change. The proposed methodology is based on change
detection algorithms in a stream of sequential data and a new method for probabilistic
inference specific to the dynamic Bayesian networks.

Furthermore, the algorithms proposed in this thesis are implemented in the framework
of a research project with Bombardier Transportation. The study focuses on the mainte-
nance of the access system of a new automotive designed to operate on the rail network
in Ile-de-France. The overall objective is to ensure a high level of safety and reliability
during train operation.

Keywords : Reliability, Probabilistic Models, Dynamic Bayesian Network, Maintenance
Policy.
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