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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

La photographie d'une scéne naturelle est un processus court, que I'on peut rarement
reproduire. En effet, les conditions de lumiére, la position des objets de la scene ou bien
la position du photographe sont souvent dif ciles a réunir de nouveau. Par exemple, on
ne pourra reproduire une photographie de coucher de soleil prise pendant des vacances.
Il faut donc étre sOr de capturer tout les détails de la scéne que l'on souhaite, car revenir
prendre une autre photographie avec les mémes conditions est impossible. D'ailleurs, une
technique utilisée par les photographes professionnels est de toujours prendre une multitude
de photographies de la méme scéne pour ensuite sélectionner la meilleure et ainsi s'assurer
d'avoir une bonne image nale.

Ce c6té éphémeére des scénes a photographier est une raison qui pousse les fabricants
d'appareils photographiques a augmenter la quantité d'information capturée par chaque
photographie. Cette augmentation se traduit par I'amélioration de la résolution des pho-
tographies, c'est-a-dire du nombre de pixels par image enregistrée. Le photographe peut
ainsi retoucher ses images aprées coup. Par exemple, une grande résolution permet de réali-
ser un gros plan de bonne qualité sur une partie de I'image. Une autre utilité d'une bonne
résolution est la possibilité d'imprimer l'image en grand format pour des af ches. On preé-
sente gurel.l, la différence entre unoom(agrandissement) a partir d'une image de 0.5
Mégapixel et une de 0.125 Mégapixel. La qualité visuelle du zoom est meilleure avec la
version de plus haute résolution. On observe un effet de crénelage sur le zoom a partir de
I'image basse résolution. Cet effet s'appelle le repliement spectral (« aliasing ») et se pro-
duit lorsque la résolution n'est pas assez ne pour capturer correctement tous les détails de
l'image.

Un probléme survient lorsque I'on ne peut pas augmenter la résolution des capteurs,
gue ce soit pour des raisons économiques ou a cause de limites plus fondamentales pour les
appareils haut de gamme. Avec de telles contraintes, comment augmenter la résolution des
photographies ?

Une premiére facon est de prendre plusieurs photographies de la méme scene en déca-
lant I'endroit de la prise de vue pour échantillonner une information différente. On remarque
ainsi que, si I'on connait les mouvements relatifs, on augmente le niveau de détail capturé.
Ce processus de capture de l'information est illustré sur la duge On représente I'ef-
fet de prendre la méme scéne en utilisant plusieurs photographies de basse résolution (BR)
avec des décalages pour chaque photographie. Les détails de la scene deviennent apparents.
Produire une image de haute résolution (HR) a partir de ces images de basse résolution (BR)
s'appelle limagerie de super-résolution. Prendre plusieurs photographies revient a échan-
tillonner l'image sur une grille irréguliére. La super-résolution consiste donc a déterminer la
position de chaque image puis interpoler I'image sur une grille réguliére de haute résolution.



1. INTRODUCTION

(a) Scene (b) Zoom 0.5 Mpixel (c) Zoom 0.125 Mpixel

FIGURE 1.1. Utilité d'une bonne résolution en vue d'un traitement postérieur a l'ac-
quisition.

(a) 1 photo (b) 22 photos

FIGURE 1.2. Echantillonnage par une série de photographies de la gurd.1(a).

Une autre fagon de produire une image de haute résolution est de faire une hypothése
(dite de régularité) sur le contenu de l'image. Par exemple, on peut supposer qu'entre deux
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1.1. Repliement spectral et limites matérielles

échantillons I'image varie de maniére linéaire. On pourrait aussi supposer que l'image est
constante entre les échantillons. Lorsque I'on formule le probléme d'interpolation du signal
sur une grille plus ne et que l'on ajoute de telles hypothéses, on dit que I'on régularise
le probléme. Dans tous les cas, la qualité de I'image de haute résolution produite dépendra
fortement de la validité de I'hypothése faite. Sur la gure3, on montre l'importance de

faire une régularisation adéquate : le résultat peut étre loin de la réalité si I'nypothése de
régularité est erronée. Utiliser une régularisation comporte donc des risques et l'idéal serait
de pouvoir s'en passetr.

H hé .
Signal ypothese Linéaire Constante
L ] r . |

FIGURE 1.3. Régularisation pour l'interpolation. Les signaux sont échantillonnés sur les
points rouges. lIs sont ensuite interpolés en utilisant deux modeéles de régularité différents.

Le but de cette thése est de déterminer les conditions qui permettent de retrouver l'image
de haute résolution sans régularisation. Lorsqu'une régularisation devient inévitable, on
cherche a déterminer quelle force doit avoir I'nypothese de régularité pour obtenir le résultat
le plus déle possible.

1.1 Repliement spectral et limites matérielles

Une des principales raisons qui maotive la super-résolution est d'éliminer I'effet du re-
pliement spectral dans les images. Ce repliement provoque les effets de crénelages observés
surla gurel.1(c). Il est aussila cause d'effets de moirés sur les structures périodiques des
images. Ces effets sont visibles sur la gurd ou la réduction de la résolution provoque
I'apparition de structures nouvelles dans I'image. Pour cela, il faut produire une image de
la scéne a une résolution assez haute pour capturer tous les détails de I'image. Le théoréme
d'échantillonnage de Shannon garantit qu'il existe une résolution assez ne pour échan-
tillonner correctement l'intensité de la lumiére qui arrive sur l'optique d'un appareil pho-
tographique, car elle ne comporte pas de fréquences in nies. En effet, le phénoméne de
diffraction créé par I'ouverture spatiale de l'optique Itre les détails de haute fréquence. Si
elle est échantillonnée a cette résolution, I'image ne présentera pas de repliement spectral.

Malheureusement, I'augmentation de la résolution nominale des appareils photo numé-
riques se heurte a une barriére de nature physique, et peine a atteindre la résolution idéale

9



1. INTRODUCTION

(a) 512 512pixels (b) 256 256 pixels (c) 128 128pixels

FIGURE 1.4. Effet de moiré provoqué par une résolution trop faible

donnée par le théoréme de Shannon. En effet, |a taille des capteurs in ue sur le niveau de
bruit dans la photographie. Un capteur photosensible peut étre vu comme un instrument
de comptage de photons pendant le temps de I'ouverture de I'appareil photographique. La
valeur du pixel associée a un capteur sera directement liée au nombre de photons qui ont
heurté sa surface pendant le temps d'ouverture. Si la taille du capteur diminue, les chances
gue des photons rencontrent ce capteur diminuent aussi. On peut arriver a des circonstances
ou aucun photon rencontre le capteur, le niveau de lumiére n'est alors pas enregistré. Cela
provoque une variabilité dans la mesure de l'intensité moyenne de la lumiére par unité de
temps. Dans des conditions de lumiére faible, le bruit qui résulte de ce phénomeéne est par-
ticulierement visible. Dans la guré.5, on simule I'effet de diviser la largeur du capteur

par deux pour augmenter la résolution par deux ( gli®. L'image de taille512 512ne
présente pas de repliement, mais est plus bruitée que celle prise a la résolution inférieure de
256 256( gure 1.5(a)).

(a) 256 256 (b) 512 512

FIGURE 1.5. Compromis résolution / bruit pour les appareils photo numériques.

On ne peut donc pas augmenter indé niment la résolution des appareils photo numé-
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riques. D'autres méthodes sont nécessaires pour augmenter la résolution nale des photo-
graphies, et ainsi limiter le repliement spectral dans les images.

1.2 Problématique

Cela justi e donc le fait de chercher a raf ner I'échantillonnage en prenant plus de
photographies. Une des premiéres questions a laquelle il faut répondre est de déterminer
le nombre d'images qui permet de passer de la basse résolution a la haute résolution. Par
exemple, avec la scéne de la guied, combien de versions de l'imade4 (c) sont né-
cessaires pour retrouver l'imade4 (a) ? Pour des applications réelles, la réponse a cette
guestion devra prendre en compte le bruit d'acquisition présent dans les images. Lorsque le
nombre d'images n'est pas suf sant, la régularisation peut étre un moyen d'interpoler les
échantillons disponibles de maniere visuellement satisfaisante. Il faudra cependant I'utiliser
avec précaution pour éviter les artefacts causés par une erreur sur I'hypothése de régula-
rité. De plus, en vue d'une application pratique de la super-résolution, il est important de
considérer que des modi cations peuvent intervenir dans la scéne et de déterminer des al-
gorithmes robustes (résistants) a ces modi cations.

1.3 Contributions

On a commencé par déterminer le nombre d'images pour effectuer une super-résolution
sans régularisation pour le cas ou la scéne a prendre en photo ne subit pas de modi cation,
et ou le mouvement relatif entre les images est af ne (assez général pour décrire de nom-
breuses situations pratiques). On a montré que, si I'on veut multiplier le nombre d'échan-
tillons d'un facteurM 2, il est nécessaire et suf sant d'avdf = M 2 images si les images
de basse résolution ne sont pas bruitées. On a ensuite montré que dans le cas bruité, il de-
vient possible d'estimer la scéne de haute résolution avec une bonne précision lorsque le
nombre d'images augmente, des expériences montrent qu'il est possible d'obtenir pratique-
ment ce nombre d'images. (chapi8gpublications : 106, 105])

On a utilisé ces résultats dans le cadre d'une super-résolution a haute dynamique ou
il faut reconstruire toute la plage dynamique de la scene en plus de produire une image
de haute résolution. Ces travaux en collaboration avec Cecilia Aguerrebere ont abouti a la
détermination de conditions expérimentales qui permettent d'obtenir une image de grande
résolution et grande dynamique de bonne qualité. Ces résultats ont été validés par des expé-
riences réelles. (chapitee publications : 104))

Toujours dans le cadre de scénes immobiles, on a étudié le comportement de la régula-
risation dans le cas ou elle devient nécessaire. On a montré que son utilisation pouvait étre
limitée a certaines zones de I'image, ou le bruit produit par le processus de super-résolution
est plus fort. On a montré comment déterminer les zones ou appliquer le plus de régularisa-
tion. (chapitres, publications : 106, 105)

On a ensuite étudié le cas ou le contenu de la scéne change entre les différentes pho-
tographies (images contaminées par des données aberrariaiers). On a montré que

si le pourcentage d'images qui présentent des modi cations n'est pas trop grand, on peut

11
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garantir une reconstruction précise de I'image de haute résolution. La super-résolution est
robuste aux outliers dans ces conditions. (chapitpblications : 107, 103)

Enn, on a étudié l'impact d'une classe de méthodes de régularisation (les méthodes
parcimonieuses) sur la robustesse du probléme de super-résolution. On a montré que si
I'nypothése de régularisation est appropriée pour l'image, et qu'elle est compatible avec la
forme des outliers et la super-résolution, alors de telles méthodes peuvent étre trés robustes.
(chapitre7, publications : 102)

Ces contributions seront détaillées formellement dans la sez{Boh

1.4 Publications

Cette thése a donné lieu aux publications suivantes.

Article de journal

Accepté pour publication :

— [104 Simultaneous High Dynamic Range and Super-Resolution Imaging Wi-
thout Regularization. Yann Traonmilin et Cecilia Aguerreberd paraitre dans
SIAM Journal on Imaging Sciencez)14.

Soumis a révision :

— [105 On the amount of regularization for super-resolution reconstruction Yann
Traonmilin, Said Ladjal et Andrés Almansa, 2012.

— [107 Robust Multi-image Processing With Optimal Sparse RegularizationYann
Traonmilin, Said Ladjal et Andrés Almansa, 2014.

Conférences

— [10€6 On the amount of regularization for Super-Resolution interpolation. Yann
Traonmilin, Said Ladjal et Andrés AlmangQth European Signal Processing Confe-
rence 2012 (EUSIPCO 2012), Bucharest, Romania, August.2012

— [207] Outlier removal power of the L1-Norm Super-Resolution Yann Traonmilin,
Said Ladjal et Andrés Almans&cale Space and Variational Methods in Computer
Vision, volume 7893 of Lecture Notes in Computer Science, pages 198209, 2013

— [103 Quanti cation de la robustesse de la super-résolution par minimisation
L1. Yann Traonmilin, Said Ladjal et Andrés Almang8eme Colloque Gretsi (Gretsi
2013), Brest, France, 2013

— How to De ne Signal and Noise Sparsity for Multi-image Processing?Yann
Traonmilin, Said Ladjal et Andrés AlmansBth International Conference Curves
and Surfaces, Paris , France, 2014
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CHAPITRE 2

METHODES VARIATIONNELLES DE
TRAITEMENT DES IMAGES ET
SUPERRESOLUTION

Dans ce chapitre, on modélise le probleme de l'imagerie de super-résolution et discute
des méthodes de reconstruction associées. On s'attache a garder une certaine généralité dans
cette discussion. Les détails techniques appropriés seront spéci és dans chaque chapitre.
Cette discussion nous permet de décrire formellement le contenu de nos travaux dans la
derniére section de ce chapitre.

2.1 Modéle de super-résolution

2.1.1 Acquisition d'une série d'images

On considére un modéle physique d'acquisition des images par un appareil photo. La
lumiére est captée par une grille de capteurs photosensibles aprées avoir traversé une optique.
L'énergie incidente sur chaque capteur est ensuite quanti ée pour donner la valeur du pixel
correspondant. L'acquisition de I'image est perturbée par du bruit (qui dépend du temps
d'exposition ou bien de changements dans l'image...). On peut donc modéliser I'acquisition
d'une image numérique; par :

w; = f (SFQjug + n;j); (2.1)

ou ug est l'irradiance de la scéne dans un repére donpést le bruit qui perturbe I'ac-
quisition,Q; est la déformation appliquée a cette scéne avant d'atteindre I'optigast le

ou de l'appareil. S est I'échantillonnage sur la grille de capteurs a un pas, etf estla
fonction qui regroupe I'effet de la transformation du ux de photons en information quanti-
ée. On appelle la grille d'acquisition, grille basse résolution (BR). Tous ces opérateurs sont
linéaires sauf . Dans nos travaux, le bruit de quanti cation est négligé, ce quirevient al'in-
clure dans le bruit d'acquisition. La saturation des capteurs est considérée seulement dans
le chapitre4. Lorsque I'on considére I'acquisition d¢ images, on considére I'opérateur
linéaireA agissant sur une scéne d'irradiance quelcongue

A
(2.2)
u! (SFQju)i=1:N:
On arrive nalement au modéle d'acquisition :
w= Aupg+ n (2.3)

13



2. METHODES VARIATIONNELLES ET SUPERRESOLUTION

FIGURE 2.1.Acquisition d'une série d'images.

ouw est la concaténation des images basse résolutinfatoncaténation des bruits.
On appelleug, I'image haute-résolution (HR). On représente cette chaine d'acquisition -
gure2.1

Avec ces notations, on est en mesure de donner une dé nition du probléme d'imagerie
par super-résolution.

Dé nition 2.1.1. Le probléme d'imagerie par super-résolution consiste a retrouygea
partirdew = Aug + n. On appelle aussi ce processus reconstruction par super-résolution
(reconstruction SR).

En pratique, le€Q; et F sont inconnus. On distingue un sous probleme de super-
résolution, dans le cas ®uest connu :

Dé nition 2.1.2. Supposons que I'opératedr est connu. On appelle le probléme d'ima-
gerie SR, interpolation par super-résolution (interpolation SR).

En effet, siA est connu, le probléme de SR revient a effectuer un rééchantillonnage
d'une grille irréguliére vers une grille réguliére. Ce modéle d'acquisition multi-image per-
met de modéliser une grande gamme de problémes de traitement d'images :

— PourM =1,F =1, on parle de probléeme de débruitage multi-image.
— SiN =1 etM =1, on parle d'estimation de ou et de déconvolution.
— SiN =1,F = 1,il s'agit d'un probléme d'interpolation classique ( aussi appelé

super-résolution mono-image).
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2.1. Modéle de super-résolution

2.1.2 Description des parametres du modéle

Le probléme principal de modélisation auquel on est confronté est de déterminer les
espaces dans lesquels vivent les ohjgtetw qui modélisent l'irradiance et les images nu-
mériques. Idéalement, pour un modéle continu de l'irradiang€gevrait étre une fonction
deR?! R et chaquev; un vecteur dR' ' ol est la taille de I'mage. Certains travaux
s'attachent a résoudre ce probléme d'interpolation gén2eaBR] en une dimension (1D).
Lorsque I'on implémente un systéme de super-résolution pratiguement, on est restreint a la
résolution d'une approximation discréte et nie du probléme.

Discrétisation : L'effet d'ouverture spatiale de I'appareil photo agit comme un passe-bas
parfait. On peut donc supposer que lirradiance échantillonnée par I'appareil est a bande
limitée (une partie de son contenu fréquentiel a disparu au-dela de la fréquence de coupure
du ltre). Il existe donc un pas d'échantillonnage haute résolutiga tel queug est bien
échantillonnée. Sans perte de généralité, on peut donc considérer que l'irradj@stene
fonction dez2 ! R. On appelle le rappol! = gr= wr le facteur de super-résolution.
Dans cette thesdyl est entier, ce qui ne constitue pas une limitation sévere car on peut
toujours remplacergr = Hr par l'entier supérieur et avoir une reconstruction légérement
redondante.

Restriction spatiale : Comme vu précédemment, les images BR sont de taille nie. On
ne peut donc pas espérer retrouver l'imagede taille in nie. En pratique, on cherchera
donc a retrouver seulemelt 1 pixels deug, oul®= M |. C'est ici que la modéli-

sation discréte nie atteint une limite. En effet on ne peut pas modéliser les mouvements
(Qi) sur des images discreétes in nies par des mouvements sur des images discrétes nies
car obtenir un pixel de I'image translatée nécessite la multiplication de I'image par un si-
nus cardinal de taille in nie. Cependant, cette opération peut étre effectuée en modulant la
transformée de Fourier a temps discret. Dans ce travail, on suppose que I'on peut appliquer,
de maniére similaire, le mouvemeQt par interpolation par sinus cardinal discret, et donc
par modulation de la transformée de Fourier discréte et nie (TFD). Ce qui revient a appli-
quer la transformation sur une version périodisée (in nie) de l'image. Cette opération est
possible s'il n'y a pas de discontinuité créée lors de cette transformation de I'image périodi-
sée [L8, 54, 73]. Avec une apodisation adéquate de I'image, on limite I'impact en fréquence
de la restriction spatiale. On peut de plus montrer que lI'image fenétrée est une bonne ap-
proximation de l'image in nie si la fenétre est assez grangig.[On se restreint donc au
probléme approché aip 2 C'° "etw; 2 C' !

Types de bruit :  Le bruit d'acquisitionn joue un réle important dans la dif culté de la
SR. Il est la somme de toutes les perturbations par rapport au modeéle que I'on vient de
présenter. On peut distinguer deux types de bruits différents :

1. Le bruit de capture : il dépend directement de la précision avec laquelle les capteurs
captent l'intensité de lumiére moyenne par unité de temps. Il est souvent modélisé
comme une variable aléatoire, de maniére générique ou tenant compte précisément
de la physique des capteurs (Sec#dnEn général, on suppose que ce type de bruit
est d'énergie nie. Il est souvent modélisé comme une variable aléatoire gaussienne
Ou poissonienne.

15



2. METHODES VARIATIONNELLES ET SUPERRESOLUTION

2. Le bruit de type corruption de données (outliers) : Tous les changements qui peuvent
perturber l'image tels que les occultations, I'apparition de re ets, etc... Dans ce cas,
le bruit peut avoir une énergie arbitrairement grande.

Mouvement : Différentes complexités de mouvement ont été étudiées dans la littérature.
Par ordre de dif culté croissante : des mouvements translationnels ont d'abord été considé-
rés §5], puis des compositions de translations et rotati@8 110 57], des mouvements

af nes [116 et des homographie®f]. Des mouvements génériques décrits en utilisant un

ot optique ont aussi été considérédy. Dans cette thése, on considére que le mouvement
relatif entre les images est af ne. Ce choix est un compromis entre simplicité et capacité
de description réelle du mouvement. Théoriquement, le déplacement observé entre deux
acquisitions d'un plan est une homographie (fonction non linéaire des coordondges) [
Cependant lorsque les mouvements ne sont pas trop grands, cette homographie est bien ap-
proximeée localement par un mouvement af ne. On décrit en détail le modéle que I'on utilise
dans la sectio.1.1du chapitre3.

Flou d'appareil : Le ou d'appareil est la réponse impulsionnelle (ou l'effet de la fonc-

tion de transfert) de la partie optique et de la partie photosensible de I'appareil. Dans beau-
coup de travaux, I'estimation du ou est découplée de l'estimation de I'image HR. C'est-a-
dire que lI'image HR outée est estimée, le ou étant estimé et enlevé endiilel}'autres

travaux cherchent a estimer le noyau de ou en méme temps que les mouvements et I'image
HR. Un probléme récurrent de la littérature sur la super-résolution est la présentation sys-
tématique de résultats ou la déconvolution est appliquée. Il est alors dif cile de déterminer
si I'amélioration de la résolution du résultat est due au rehaussement des hautes fréquences
de la déconvolution ou a un dépliement du repliement. Cet effet est illustré Zyarén
compare l'image HR avec ou (résultat d'une super-résolution ol l'on n'a pas inversé le
ou) et le résultat d'une mauvaise interpolation suivie d'une déconvolution (déconvolution
exacte dans le domaine de Fourier). Limage déconvoluée semble plus nette, mais certaines
parties sont mal interpolées. Si on n'avait pas l'image de référence en comparaison, il se-
rait dif cile de conclure que le résultat d'une SR parfaite, avec ou sans déconvolution, est
plus déle. Si on montre un résultat avec la déconvolution appliquée, il est donc dif cile de
déterminer quelle part de I'augmentation de la netteté est due a la déconvolution, et quelle
part est due a l'interpolation. Dans ce travail, I'estimation et la déconvolution du ou n'ont
pas été étudiées. On justi e plus précisément comment effectuer cette simpli cation dans la
section3.1.1

2.2 Problémes inverses d'imagerie

La formulation :w = Aug + n méne aux problémes inverses (linéaire lorsguest
connu et linéaire) de traitement des signaux. On cherche a retrouver unsighalartir
de son observatiow. Les méthodes dites variationnelles consistent a essayer de retrouver
Up en minimisant la somme de deux fonctionnelles (en toute généugléét une fonction,
méme si en pratique elle est discrétisée) :

g =argmin ,D(u;w) + R (u) (2.4)
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2.2. Problémes inverses d'imagerie

(@ HR (b) HR avec ou

(c) BR (d) Bicubique + déconvolution

FIGURE 2.2.Effet de la déconvolution sur une image mal interpolé€a) I'image HR, (b)
Iimage HR avec ou, (c) image BR (d) résultat d'une interpolation bicubique suivie de la
déconvolution.

ou D est une fonction de distance qui quanti e la distance d'une solution potentielle aux
observations que I'on appelle attache aux données. La fonBtiest une fonction de ré-
gularisation qui quanti e I'éloignement par rapport a un modéle de régularité ppude
cette maniére, on agrége la connaissance que l'on a de la scéne (I'attache aux données) et
celle sur le modéle que I'on en fait. Au nal, l'objectif est le suivant : pour un ensemble
E qui permet de modéliser la régularité des inconnueg? E, la minimisation 2.4) doit
donners = ug. Plus I'ensemblde est grand, plus les hypothéses suisont réduites. Pour
le cas du traitement des images numériques, l'idéal esEgemntiennent toutes les images
naturelles.

Une grande quantité de méthodes reposent sur la minimisation d'une distance de norme
LP pourD.

t=argmin ;kAu  wkf+ R (u) (2.5)

Les candidats sont hombreux pdaret dépendent des hypothéses que I'on fait sur les
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2. METHODES VARIATIONNELLES ET SUPERRESOLUTION

images. De la méme maniére, il s'agit de minimiser une ndrfhe
t=argmin kAu wkf+ k ukg (2.6)

ou est l'opérateur (souvent linéaire) de régularisation. On peut ainsi retrouver plusieurs
algorithmes classiques de résolution de problémes inverses :
— Sip =2, on parle de solution aux moindres carrés.
— Sip=1, on parle de régression robuste (LASSO dans le monde des statistiques).
— Sig= 2, on parle de régularisation de Tychonoff .
— Sig=1 et estle gradient, c'est une régularisation par variation totale ( TV pour
« Total Variation ») anisotrope.
— Sig=1;0et estune projection dans un dictionnaire redondant, on parle de régu-
larisation parcimonieuse.

Remarque 2.2.1.En toute généralité, les inconnues sont ici des fonctions, d'ou la notation

LP pour désigner les normes. Dans cette thése, on s'est intéressé seulement a une version
discrétisée du probléme de super-résolution, on aurait donc pu utiliser la notatibabi-
tuellement utilisée pour les suites.

La question principale lors de I'étude de problémes inverses est de savoir s'il est possible
de trouver l'inconnue. Tout d'abord, si aucune hypothése de régularité n'est disponible, est-
on capable de retrouver ?

Dé nition 2.2.1 (Inversibilité) Le problemg2.4) est dit inversible si pour = 0, & existe
et est unique.

Dé nition 2.2.2 (Probleme mal posé)e probléme de I'équatiofR.4) est dit mal posé si
pour =0, un'estpas unique.

Larégularisation semble inévitable lorsque le probléme est mal posé, c'est-a-dire lorsque
la minimisation pour = 0 (attache aux données seule) n'admet pas une solution unique ou
a une solution tres éloignée dg. C'est le cas lorsqué n'est pas injective. Le probleme
d'interpolation mono-image en est un exemple classique.

Faire une hypothese de régularité sur I'inconnue permet de lever I'ambiguité lorsque
I'opérateur n'est pas injectif, ou de réduire le bruit si ce dernier ne suit pas cette hypothése
de régularité.

2.2.1 Probléemes convexes et non convexes

On rappelle qu'une fonctioh : RP ! R avecf (x) = f (x) est convexe si pour tout
X;y 2 RPet 2][0;1],ona

FOx+@ Dy F0)+@  )f(Y) (2.7)

On cherche souvent a savoir si la minimisation de I'équatib4) ( est la minimisation
d'une fonction convexe ou non. En effet, si une fonction est convexe, tout minimum local
est minimum global. Il est possible de minimiser une telle fonction grace a des algorithmes
rapides (particulierement si elle est différentiable). Si la fonction a minimiser n'est pas
convexe, elle peut alors avoir des minimums locaux, qui rendent la minimisation colteuse
en temps.

Par exemple, le probléme de minimisation de norinesl 9 de I'équation R.6) est
convexe sp;q 1etnon convexe en généralsk 1ouq < 1.
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2.2. Problémes inverses d'imagerie

2.2.2 Le cas de la super-résolution

En général, dans le cas de la super-résolution, on ne connait pas I'opé&ateur
cherche donc a minimiser

tr=argmin o, kAu  wkf+ k ukd: (2.8)

L'opérateurA est tout de méme restreint a un certain ensemble (mouvements af nes). Ce
probléme n'est pas convexe et est en général considéré comme mal posé et mal conditionné
pour =0. C'est-a-dire que I'on se repose sur un modele théorique de l'image pour appor-
ter l'information manquante a la résolution du probléme. Dans le cas de la super-résolution,
le résultat d'une telle minimisation n'est donc pas en général, I'image digitale qui aurait été
capturée si le pas d'échantillonnage avaitMtdois plus petit.

L'estimation deA recouvre l'estimation du ou de I'appareil et des paramétres de mou-
vement de chaque image. Des avancées sur la question de I'estimation @] ougntrent
gue cette partie du probléme peut étre bien posée et séparée du reste du probléme de SR.
Lorsque I'on xe A, le probléme devient linéaire. Pour des cas particuliers, on sait déja que
ce sous-probleme est bien posé, et qu'il n'est pas nécessaire de régulariser. Par exemple, si
I'échantillonnage qui résulte de la fusion des grilles d'échantillonnage de basse résolution
est régulier.

La question se pose donc de savoir quelles sont les conditions les plus générales pos-
sibles qui permettent de s'abstenir de régulariser, et ainsi obtenir le résultat le plus déle
possible a la scéne réelle. On déterminera ainsi quand il est utile d'utiliser une large classe
de méthodes de super-résolution.

MéthodesLP LY%de I'état de I'art : Beaucoup de méthodes de I'état de I'art peuvent
étre formulées sous cette forme variationnelle. Elles sont décrites extensivement dans les
revues de I'état de l'art de la littératur&Q, 43, 70, 101]. On trouve fréquemment, dans

la littérature, une interprétation probabiliste équivalente a la formulation variationnelle (re-
cherche d'un maximum a posteriori utilisant un a priori sur les données). On peut trouver
une description de cette équivalence dans le chapitre T@eHar exemple,§3] effectue

un maximum a posteriori qui revient & une minimisatioh L2, avec linverse d'une
estimation de la matrice de covariance de I'image HR. Dans la suite, on utilisera seulement
le vocabulaire variationnel pour décrire les méthodes de maniére uni ée. Bahes
algorithmes d'estimation adaptativet¢epest descelinéthode de descente de gradient)
tronquée recursive least square@noindres carrés réscursifs)) pour la minimisatloh

sont comparés4f] propose un algorithme pour effectuer la super-résolutidsans régu-
larisation. B5] propose une minimisation®> L2 ou est le gradient discret7f] étudie

les propriétés des méthode$ L2 ainsi que la convergence d'algorithmes associs. [
propose un modéle d'attache aux donnkEésavec régularisation par variation totale ani-
sotrope (appelée bilatérale), ce qui est une minimisdtibn L!. L'avantage principal de
cette méthode est sa robustesse aux données aberrébidss] [proposent d'effectuer la
minimisation de I'attache aux donnék$ avec régularisation de la variation totale pour la
super-résolution mono-imagéd.]5 propose de pondérer la variation totale pour qu'elle soit
moins dépendante au paramétre de régularisati@hufilise une minimisatiorL? TV
(proche dd_2  L1) pour produire I'image HR dans son algorithme général de reconstruc-
tion SR.
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Autres méthodes : On peut distinguer d'autres types de méthodes. Certaines suivent aussi
un modele attache aux données plus régularisation, mais n'utilisent plus de simples normes
L9. Par exemple 94] utilise un a priori de Huber-Markov (la fonctidR est une normé.*

lissée autour de 0, ce qui revient aussi a prendn®n-linéaire). Dansd1], une approxima-

tion polynomiale locale du probléme est utiliséEL] présente un algorithme EM (Expec-
tation - Maximization) pour le probléme de reconstruction $H4] §énéralise I'algorithme

des Non Local Means (débruitage par auto-similarité) au probléme de la super-résoution, et
en déduit un algorithme ou le mouvement n'est pas explicitement estimé. 8&nks[mé-

thode de Steering Kernel Regression, ou on estime localement la covariance de l'image, est
appliqué a la super-résolution. Cette méthode n'utilise pas non plus d'estimation explicite
du mouvement.]0Q donne une méthode basée sur les chaines de Markov Monte Carlo.

2.2.3 Modeles de régularité pour les images

A partir du moment ot un probléme inverse d'imagerie est non inversible, il est néces-
saire d'avoir une autre source d'information sur l'inconnue pour pouvoir espérer produire
une solution valide. Cette source d'information prend la forme d'un modéle de régularité
sur l'image.

Comme on l'a vu dans la section précédente, la forme de I'équai@h germet de
modéliser une large gamme (non exhaustive) de modéles. La plupart de ces modéles ont été
appliqués a la super-résolution. On peut distinguer deux grandes classes de régularisation.
Les méthodes qui font une hypothese sur leur caractére lisse et les méthodes a base de
dictionnaires.

Pour mesurer les variations d'une image, le gradient est le plus souvent utilisé. Lorsque

est l'opérateur de gradient et que I'on minimige ujj3, on parle de régularisation la-
placienne. Lorsque I'on minimigg ujj1, il s'agit de la minimisation de la variation totale
anisotrope. En effet, la quantif¢ ujj; est la somme des variations absolue d'une image.
On peut mentionner aussi I'hypothése jdeujjo minimal que I'on appelle hypothese de
gradient parcimonieux.

Dans les méthodes a base de dictionnaiB&,[ est une projection dans un diction-
naire. Ce dictionnaire est, soit construit a partir de l'image, soit fourni par ailleurs. De la
méme maniére que pour le gradient, on cherche a minimiser I'énergie de la représentation
dans cette famille d'atomes (norrhé&), la somme des valeurs absolues des coef cients de
la décomposition (normk!) ou maximiser la parcimonie (norne).

2.3 Description formelle de la problématique

2.3.1 Super-résolution bien informée

Dans cette thése, on s'est poseé la question suivante : dans quel cas est-il possible d'éviter
de faire une hypothése de régularité sur I'image ? Dans le cas ou I'on est obligé de la faire,
comment minimiser cette hypothese ?

Le principal facteur qui va in uer sur cette question est le nombre d'images dispo-
nibles pour effectuer cette super-résolution, c'est pourquoi on parlera de quantité d'infor-
mation suf sante pour effectuer la super-résolution. Cette quantité d'information (le nombre
d'images en particulier) est d'ailleurs un des seuls paramétres de I'acquisition que I'on peut
malitriser. On introduit cette notion pour rassembler les notions déja usuelles de systéme
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bien conditionné (et donc inversibles), de quantité de bruit de reconstruction (aussi appelé
stabilité de l'inversion).

Dé nition 2.3.1. Etantdonné un ensemble de parameéfken, on dit que la super-résolution
est parfaitement informée pour ces paramétres et pour les images appartenant a I'ensemble
E, s'il existe un algorithme\ prenantw en entrée tel que pour toug 2 E, A(w) = Up.

En pratique, on ne pourra jamais obtenir une super-résolution parfaitement informée,
car le bruit qui contamine les données I'en empéche. On considére que la résolution est bien
informée si I'on peut approcher I'image idéale avec une certaine précision.

Dé nition 2.3.2. Etant donné un ensemble de parameéfken, on dit que la super-résolution
est bien informée avec une précisiopour ces parametres et pour les images appartenant
al'ensembleE, s'il existe un algorithme\ prenantw en entrée, tel que pour toup 2 E,

KA(W) ugk (2.9)

Dans ces deux dé nitions, lorsque I'on ne précise gagpas de modéle de régularité
sur l'image), il s'agira de I'ensemble des images bien échantillonnées au pas HR.

La question de cette these devient donc : pour gAels la super-résolution est elle
bien informée avec une bonne précision ? Que faire lorsque cette précision n'est pas assez
grande ?

2.3.2 Plan de la thése revisité

Pour cette étude, on s'est concentré sur I'étude de deux schémas de minimisation d'at-
tache aux données : les minimisatidnset L1. Comme la maniére de régulariser revient
a choisir un modéle de données, on s'abstient de juger la qualité d'un modéle plutdt qu'un
autre, puisque celle-ci dépendra slrement de I'application. On s'est concentré sur un type
de régularisation, la minimisation de la variation totale, car elle est bien installée, avec ses
différentes versions, dans le paysage du traitement des images. Sa formulation relativement
simple dans le cadre décrit dans la section précédente a également joué un réle. Il faut gar-
der a I'esprit que la partie de ce travail impliquant de la régularisation (et donc la variation
totale) est une base pour I'étude de schémas de régularisation différents, suivant le modéle
de I'équation 2.6).

Grace a la description du modéle et des méthodes de SR que I'on vient d'effectuer, on
peut formellement décrire le contenu de chaque partie de cette thése.

Dans le chapitr®, on montre que l'interpolation SR af ne non bruitée est presque si-
rement parfaitement informée si le nombre d'imagfesst plus grand qui 2. Lorsque
le probleme est bruité, pour des mouvements aléatoires, on montre que lorsque le nombre
d'images augmente, l'interpolation SR af ne devient bien informée avec une certaine pré-
cision (qui tend vers 0 dans le cas de bruit Gaussien) avec grande probabilité. La vitesse
de convergence peut étre calculée grace a I'étude asymptotique du conditionnement du pro-
bleme. Lorsque I'on considére le probleme de reconstruction SR, on montre que si une
estimation initiale des paramétres de mouvements est disponible, la reconstruction devient
bien informée lorsque le nombre d'image augmente. On utilise ces résultats dans le cha-
pitre 4 pour déterminer des paramétres pratiques d'acquisition d'images en vue d'effectuer
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une super-résolution a haute dynamique.

Dans le chapitré, lorsque le nombre d'images devient proche du cas crit™de la
précision de la SR n'est pas bonne. On étudie précisément de quelle maniéere le bruit est
généré. Dans le cas de petits mouvements (simulant un appareil photo tenu a la main), on
observe une variabilité spatiale du bruit de reconstruction par minimisiafio®n montre
gu'il est possible de prédire cette variabilité de maniére rapide. On en déduit une méthode
de régularisation locale, qui vise a reconstruire au maximum les détails de haute fréquence
de l'image.

Dans le chapitré, on étudie dans quel cas l'interpolation SR est parfaitement infor-
mée, lorsque celle-ci est contaminée par du bruit de type outlier. On trouve que si le ratio
d'images contaminées sur le nombre d'images total est inférieur a une constante (dépendant
de la tailledes images), alors cette interpolation est parfaitement informée.

Dans le chapitrg, on se pose la question suivante, est ce qu'ajouter une hypothése de
parcimonie sutig augmente le nombre d'images pour lequel l'interpolationlSRest par-
faitement informée ? Suivant la structure spatiale des outliers et le domaine dans lequel le
signal est parcimonieux, la réponse peut varier. Pour des observations aléatoires, un com-
promis entre la parcimonie du signal et du bruit doit étre fait. Dans le cas du traitement
multi-image, la régularisation TV n'apporte rien pour des outliers sans structure spatiale
prescrite. En revanche, en imposant une structure sur les outliers, on peut déterminer des
conditions pour lesquelles l'interpolation SR est bien informée, ainsi que le paramétre de
régularisation nécessaire pour l'effectuer dans des cas particuliers.
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CHAPITRE 3

NOMBRE D'IMAGES POUR UNE
SUPERRESOLUTION BIEN INFORMEE

Dans ce chapitre, on cherche a déterminer le nombre d'images pour lequel le probléme
de super-résolution est bien informé. En premier lieu, on étudie le cas de l'interpolation
non bruitée, ce qui revient a étudier I'inversibilité du systéme linéaire associé au probleme
d'interpolation de super-résolution. On s'intéresse ensuite a la super-résolution avec bruit
additif d'énergie nie. On montre que l'interpolation devient bien informée avec grande
probabilité lorsque le nombre d'images augmente. L'estimation des parametres béné cie
aussi de cette augmentation.

3.1 Inversibilité de l'interpolation SR af ne

Dans le cas de linterpolation, la SR peut étre vue comme un probléme de rééchan-
tillonnage régulier a partir de données irrégulieres, et pourrait donc étre résolue a l'aide de
techniques associéesl| 41, 9, 6]. Cependant, avec la con guration particuliére de I'échan-
tilonnage de la super-résolution, on peut utiliser le fait que chague image est enregistrée sur
une grille réguliére, pour élaborer des résultats et méthodes de SR dédiés. Par exemple, le
cas de la SR translationnelle peut étre vu comme un probléme d'échantillonnage multicanal.
Ahuja et Bose 4] ont étendu a la 2D le résultat 1D de Papouli§][ et ont montré que si
I'on effectue une super-résolution translationnelle 2D de fad#useulemenM 2 images
BR sont nécessaires pour retrouver I'image HR parfaite dans le cas non bruité. Dans ce cas,
on ne fait pas de supposition sur le contenu de I'image HR (en dehors du fait qu'elle est a
bande limitée), et la super-résolution est bien informée.

Dans cette section, on dé nit précisément les hypothéses qui nous permettront d'étudier
I'inversibilité dans le cas de mouvements af nes. On donne une condition suf sante d'in-
versibilité de la SR 2D af ne. Cela étend le travail d'Ahuja et Bodedui est restreint aux
mouvements translationnels. Ce résultat montre que le nombre d'échantillons suf sant est
le méme que pour I'échantillonnage aléatoire des polynémes trigonométriques décrit par
Bass & Grochenig13].

3.1.1 Hypothéses
On utilise ici le modéle discret ni pour la super-résolution af ne dé ni comme suit :
A (CM My (! N
u! Au=w=(SQu)i=1:N

ouN est le nombre d'images BR le facteur de super-résolutioh, | est la taille des
images BRu est une image HR, I'opérate@ est le sous-échantillonnage d'un factédir

(3.1)
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3. NOMBRE D' IMAGES POUR UNE SUPERRESOLUTION BIEN INFORMEE

et lesQ; sont les transformations af nes subies par chaque image acquise. On appelle
la transformation af ne correspondante sur les coordonnées de la grille d'échantillonnage.
C'est-a-dire
(Qiu)(x) = u(gi(x)): (3.2)

On décompose en une partie linéaire et une partie translationnetjex:= I;x + t;. Les
l; sont des matrice® 2, t; sont des vecteurs d@?, le mouvement de chaque image est
donc décrit par 6 paramétres.
Des suppositions sont nécessaires pour simpli er les développements théoriques de ce cha-
pitre :

1. Les images HRJI sont a bande limitée.

2. La premiére image BR est l'image de référen@g € 1d).

3. Les transformations af nes sur les coordonnégsgont inversibles.

4. Les af nités ne générent pas de repliement spectral sur la grille BR.

La condition 1) est toujours remplie, car la diffraction causée pas l'ouverture physique de
I'appareil photo agit comme un ltre passe-bas parfait. En pratique, avec des appareils réels,
un facteur de SR de 2 a 4 peut étre considé@ La condition 2) est technique. La condi-
tion 3) est toujours remplie lorsque les af nités ne sont pas dégénérées (leurs parties li-
néaires sont inversibles).

La condition 4) a besoin de plus d'explications. D'aprés le modéle continu de formation
de l'image décrit chapitr, les images BR sont générées par= SSyr Qjug, OU SyR
est I'échantillonnage de haute résolution. Dans un algorithme de SR pratique, on cherche a
estimerSyg Up, c'est-a-dire commuter I'échantillonnage HR et le mouvement. Cette opé-
ration est possible si est bien échantillonné avant et aprés le mouvement. On montre ici
gue c'est équivalent & un choix adéquat du pas d'échantillonnage HR.

Proposition 3.1.1. Soit up une image continue a bande limitée. Il existe un facteur de
zoomM et un opérateur de sous-échantillonnager tel queSyr Qiug = QiSHr Ug
etSQjug = SSyRr Qjup. Le facteuM est le ratio des pas d'échantillonna@eet Syr .

Démonstration.SoitD le support du spectre dg. SoitD; le support du spectre dg; uo.
Alors D; = | T(D) (d'aprés les propriétés de la transformée de Fgurier, b,v@c:

(l l)T). Alors Syr Up est bien échantillonnée aprés chaque mouvementBi;  Dur,
ouDngr estla cellule réciprogue d&4r (le domaine spectral ol le théoréme de Shannon
est valide au pas d'échantillonnage H@[ On choisit le pas d'échantillonnage HR le plus
grand possible ('opérate@yr ) tel que ; D; Dur.La con guration de ces domaines
fréquentiels est montrée dans la F3gL O]

En d'autres termes, pour un signal & bande limitée donné, on peut toujours dé nir un
pas d'échantillonnage HR qui ne provoque pas de repliement de I'image conjrapmés
mouvement. La force de cette hypothése dépend de I'amplitude des transformations af nes.
Plus elles sont petites (ex. : mouvement induit par un appareil photo tenu a la main), plus
I'nypothése est faible.

Remarque 3.1.1.Pour cette proposition, on se place dans le cas non fenétré. Le fait de
traiter des images nies introduit des effets de bords que I'on néglige ici (voir Cha&pitre
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3.1. Inversibilité de l'interpolation SR af ne

FIGURE 3.1.Con guration de I‘gchantillonnage dans le domaine de FourierReprésen-
tation du spectre du signdD(et ; D; ) et de la limite spectrale de Nyquist de la grille HR

(DhRr)

A propos du ou d'appareil

Normalement, un effet de ou perturbe le signal (nBté@vant le sous-échantillonnage) :
w; = SFQju (3.3)

Dans ce chapitre, on n'essaie pas d'enlever ce ou : on suppose que le ou est identique
pour toutes les images BR et que I'on peut commuter ou et mouvement. On cherche donc
a estimerFu. Une condition suf sante pour le faire en inversant I'opératéufqui ne
comporte pas le ou) estkEQ; = Q;F. C'est une hypothése souvent faite dans la littérature
[45, 116]. Cette supposition est vraie pour les mouvements purement translationnels et pour
les rotations tant que le noyau de ou est invariant par rotation.

Cette hypothése peut se justi er pour des noyaux de ou plus généraux dans le cas de
petits mouvements. La différence entre I'estimation de I''mage HR par minimisation
que I'on appellex (détaillée dans la sectidh2.1), lorsque I'on n'inclue pas le ou dan4,
et I'image HR Itrée par ce ouFug est:

|
« !
¢ Fup=(AHA) ! Qis"w; (AHA)Fu
xi ! (3.4)
=(A"A) ¢ QiS"S(FQi QiF)ug

L'hypothése est valide si I'énergie &FQ; Q;iF)ug est plus petite que I'énergie du bruit
d'acquisition. On montre une expérience de reconstruction dans la 3j@resn négligeant
le ou dans le modéle, on reconstruit une version approchée de I'image HR oue.
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3. NOMBRE D' IMAGES POUR UNE SUPERRESOLUTION BIEN INFORMEE

(a) HR sans ou (b) HR avec ou

(c) Reconstruction (d) Noyau de ou

FIGURE 3.2. Validité de I'hypothése de commutativité ou-mouvement.(a) image HR
(b) image HR outée (c) image reconstruite avec 16 images BR et 2 en négligeant le
ou. PSNR calculé par rapport a (b) est de 46.7 (d) noyau de ou.

3.1.2 Théoreme d'inversibilité

Le probléme d'interpolation SR sans bruit est un systéme d'équations linéaires. Suivant
le nombre d'images ce systéme est sous-déterminé ou surdéterminé. La taille du systeme
d'inconnueu (avecw = Aug)

Au = w; (3.5)

estNI2 M 2|2, Il est donc nécessaire qide M 2 pour que le probléme soit inversible.
Commew = Auy, l'inversibilité de ce systéme est équivalente a l'injectivité Ale Si
le probléme d'interpolation SR n'est pas inversible, la super-résolution n'est pas faisable
sans régularisation. Comme notre objectif est de minimiser la quantité de régularisation,
on commence par étudier les conditions critiques pour l'inversibilité en termes de nombre
d'images.

On pourra ensuite étudier la reconstruction SR lorsque le probléme est inversible. On
donne une condition suf sante sur le nombre d'images et les mouvements (des grilles
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3.1. Inversibilité de l'interpolation SR af ne

d'échantillonnage) pour l'inversibilité dans les hypothéeses dé nies au début du chapitre.
On nomme les grilles suivantes "™ = [1;MI]2\ Z%2et =[1 ;MIJ]2\ (M:Z)2

On dénit ¢ comme le complément de dans ™, c'est-a-dire le support des images

dans le noyau d&. On donne la condition suivante d'inversibilité de: la différence de

mouvement entre les positions dé ne doit pas étre un nombre entier, coordonnée par

coordonnée.

Théoréme 3.1.1.SiN M2, F = | etpourtoutpi;p; 2 %1 ki <kz N,
I'identitéjj(q<11pi q<21pj) mod 1jjo = 2 estvéri ée (ol mod est le modulo), alora
est injective.

Démonstration.On montre par récurrence sbif que, sous ces hypotheses, ajouter une
image BR diminue la dimension du noyauAigar un facteut. 2. Le noyau est réduit 80g

si sa dimension e€}, ce qui est le cas lorsqué M 2. Pour plus de clarté, on a divisé

la preuve en lemmes. On présente ici I'argument principal, les lemmes intermédiaires sont
démontrés dans la Secti@rl.3 Soit :

An :(CMl MI) | (Cl I)

u! SQpu (36)

AlorskerA =\ =1 :n kerAy.
On montre par récurrence : pour tdug n M2, dim\ y=1 ., kerAy = (M2 n)l?,
Pourn = 1 :soitp; 2 ¢ Soitv; = 1y, la fonction indicatrice du pixep;. Soit
ui = Qg ly;.0OnaSy, = 0. En conséquencé1u; = 0 etu; 2 kerAz. On vient de dé nir
(M2 1)I2 vecteursy; indépendants qui généreer Az : vect(Ui)izp vz 1)z = ker Ax.
La dimension de l'intersection est donc :

dimkerA; = (M2  1)I2 (3.7)

On traite le ca:n = 2, pour bien illustrer comment les noyaux da&g interagissent.
Pourn = 2 : de maniére similaire, on constrwiéct(u?)izl;(,\,,z 112 = ker Az. Avec le
Lemme3.1.2(kerA1 + ker A, = CM!' M |a dimension de l'intersection est :

dim(ker A1\ kerAj) =dim(ker A1) +dim(ker A»)
dim(ker Ay + ker A») (3.8)
=(M? 2)%
Soitn > 2. On suppose queim\ y=1 ., kerAx = (M2 n)l2. Avec le Lemme3.1.3

ona(\ k=1.n kerAg)+ker Apy1 = cMI' Ml En utilisant les mémes relations de dimension
que poum = 2, on obtient poun + 1 :

dim\ g=1:n+1 kerAg =dim \ y=1.n kerAg + dimker Api1
dim(\ k=1.n kerAg +ker Ap+1
=(M?2 n)?+(M? 12 M??
=(M?2 n 1%

(3.9)
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ce qui montre que I'hypothése de récurrence est vraie aurrang). En conclusion pour
N = M 2, la dimension de l'intersection des noyaux desest

dim\ k=1 .n+1 kerAg = (M2 M2)I2=0 (3.10)

etA estinjective. PouN > M 2, il suft de prendre n'importe quel sous-ensembleMé
noyaux deAy pour obtenir le résultat. O

La principale condition pour obtenir l'injectivité est le nombre d'images qui est le méme
gue pour les translations par Papoulis. Ce théoréeme élimine quelques cas inversibles. Des
exemples de con gurations inversibles et non inversibles sont montrés sur la3gairien

° ° ® O OO0 e [ O °
o
O
O O
O
° ° ° ° ° °
(@) (b) ©

FIGURE 3.3. Con gurations inversibles et non inversibles couvertes par Théo-

reme 3.1.1 M = 2 et mouvement translationnel. Les points noirs forment la grille de
référence (a) Cas inversible dans les hypothéses. (b) Cas non inversible exclu par le théo-
réme. (c) Cas exclu par le théoréme, mais inversible.

pratique, c'est la version probabiliste qui nous intéresse. La principale conséquence est que
le probléme d'interpolation SR aved M 2 est presque s(rement inversible pour des
mouvements aléatoires :

Corollaire 3.1.1. SiN M 2 et les mouvements sont aléatoirésest injective presque
srement.

Démonstration.L'espace des paramétres de mouverrent RSN exclus par le Théo-
réme3.1.1a une mesure nulle. En effet, quelque so R®, I'ensemble(R: )\ E estde
mesure 0 parce qu'il est dénombrable. En utilisant Fuliira, mesure 0 darik®. O

On peut comparer ce résultat avdgj[ou il est montré que le probléme d'échantillon-
nage aléatoire des polyndmes trigonométriques est inversible presque slrement si on dis-
pose d'au moins autant d'équations que d'inconnues (équivaldntaM 2). Notre résultat
probabiliste est différent, car les positions d'échantillonnage ne sont pas complétement aléa-
toires. On a aussi donné une condition déterministe pour cette inversibilité. Par exemple, si
le mouvement est une translation dans la seule direction horizontale, I'hypothése du théo-
reme n'est pas remplie (comme on peut le voir sur la gBu@ et ce cas n'est effectivement
pas inversible.

3.1.3 Résultats intermédiaires pour l'inversibilité

Limage de la fonction indicatrice d'un pixel par une transformation af ne dans le cadre
discret peut étre vue comme un vecteur de type Vandermonde dans le domaine de Fourier.
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3.1. Inversibilité de l'interpolation SR af ne

Dans ce premier lemme, on étend le résultat de liberté des familles de vecteurs de Vander-
monde au cas 2D.

Lemme 3.1.1.Pourl i N, soitu; 2 C" " tel queu;(r;s) = x{y?. On appelleu; un
vecteur de Vandermonde 2D avec générafeury;]. Si pour toutl i <j N;x; 6
Xj;Yi 6 yj, alorsdim(vect(uj)i=1.n) = min (N;n?).

Démonsgation.On montre que les; sont linéairement indépendantshsi  n2. Suppo-
sonsque -, Ui =0.Soitui(s) = Xiy? avecX; = (x{). Pour touts, on a donc
X X
ivi(s) = iXiy; =0: (3.11)
i=1;N i=1;N
|3esxi forment une famille libre de vscteurs de Vandermonde 1D. Ce qui implique que
i=1 N iy? = 0 que l'on peut réécrire i=1.n iYi =0,avecy; = (y?)s. Or lesY; sont
aussi des vecteurs de Vandermonde 1D indépendants. On a donc, pour teuD, et les
u; sont indépendants. O

Pour pouvoir calculer la dimension de l'intersection des noyaukdetA,, on a besoin
de connaitre la dimension de la somme de ces espaces. Cette propriété est nécessaire pour
I'initialisation de la récurrence du théoreriel. 1

Lemme 3.1.2.Si pour toutpi; p; 2 S, on a ldentitéjj(q, 'pi o, 'p;) mod Ljo =2,
alorskerA; + ker A, = CMI Ml

Démonstration.On prouve ce lemme pour des mouvements af Qgsur des signaux dis-

crets nis. D'apres I'hypothése 4, on peut appliq@,rl etQ; par interpolation de Fourier
discréte nie. On peut construire une baseld® A1 et ker A, en prenant l'inverse des
transformations des fonctions indicatrices des pixels mis a zéro par le sous-échantillonnage.
Dans le domaine de Fourier, ces bases sont ;

bi(!)= ejh;qllpii;bio(!): ejh;qzlpii: (3.12)

Ce sont des vecteurs de Vandermonde 2D avec génér@eh‘?%‘?ql pil e iMeyia pil 1,
avece, = [1;0]" ete, = [0;1]. Les hypothéses que pour tqutp;; ke 'pi & ™™ ko
mod 1implique que les générateurs de Vandermonde 2D sont différents 2 a 2. On utilise
alors le Lemmes.1.1: ker A; + ker A, = vect(( by); (b%)) = cM Ml O

On refait le méme raisonnement pour I'hypothése de récurrence du théoréme.

Lemme 3.1.3.Soitn < M 2. Si pour toutp;;pj 2 “etpourtoutl ki <k N,on
a lidentité ig 'pi  q,'p mod Ljjo =2 etdim(\ k=1 n kerAy) = (M2 n)I2 alors
\ k=1 kerAy +ker Ay, = CMI M

Démonstration.Soit(E) une base de k=1, ker Ay de taille(M 2 n)I? dans le domaine
de Fourier. Dans la bag€;)j=1:n dekerAy, :
X
B = i bj (3.13)

Soitbi0 une base dker A,.1 dans le domaine de Fourier. Avec I'hnypothése, toute combinai-
son linéaire dh : bi0 est une combinaison linéaire de vecteurs de Vandermonde 2D indépen-
dants. Alorsdim(vect((B); (b9)) = min  (MI)%, (M2 n)I2+ (M2 1)I2 = (MI)2,
Finalement, on & =1 .n ker Ay + ker Aps1 = vect((B); (b%) = cM! MI O
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3.2 Conditionnement en fonction du nombre d'images

On étend le comportement asymptotique de l'interpolation SR bruitée étudié par Robin-
son PQ] et ChampagnatZ6] & notre modeéle et aux mouvements af nes. Ces deux travaux
montrent expérimentalement et théoriquement que l'erreur de reconstruction de la SR par
minimisationL? tend vers 0 lorsque le nombre d'images tend vers I'in ni. On sépare ce-
pendant dans notre étude l'effet de l'inversion du systéme et I'effet de débruitage di a la
multiplication du nombre d'images. On montre de plus qu'il est toujours intéressant de
prendre plus d'images BR. On étudie ensuite I'estimation des parametres de mouvement
af ne pour un grand nombre d'images en calculant la matrice hessienne (ou simplement
hessienne) de la méthode d'estimation par moindres carrés non linéaires appelée projection
variable. Cela permet de comprendre le comportement asymptotique de cette méthode et
montre qu'un terme de régularisation (comme d&8)[n'est pas toujours nécessaire.

3.2.1 Interpolation

On suppose qudl M 2. En général, les données capturées sont contaminées par
du bruit additifn et on observe les images BR = Aug + n. L'image HR estimée par
minimisationL ? est alors contaminée par un bruit de reconstruction. En effet, lorsque I'on
minimise pourA xeet =0 le probleme2.9):

t = argmin ,kKAu  wka: (3.14)

On obtient la solution unique des moindres carrés
#= AYw = (AHA) AHw: (3.15)
AY = (A" A) 1AH est appelée pseudo-inverseAlel e bruit de reconstruction est donc
nr = A¥n: (3.16)

Minimiser ce bruit est alors la principale préoccupation pour que la super-résolution soit
bien informée avec la précision voulue. Un bon conditionnement est critique pour que la
reconstruction soit de bonne qualité. Le conditionnement de la matrice d'un systéme linéaire
mesure la dif culté de sa résolution et permet de déterminer une borne de I'énergie du bruit
en sortie de l'inversion. On dé nit le conditionnement en norme 2 ainsi :

Dé nition 3.2.1 (Conditionnement.?). On dé nit le conditionnemerit? d'une matriceA
comme le ratio de ses valeurs singulieres extrémales. §gjt est la valeur singuliere de
A la plus grande et jn, la plus petite. Le conditionnemenfA) est alors dé nit par :

(A)= (3.17)

min

On a de plus la relation(A)? = (A"A) (carN M ?). Il est utile de connaitre le
conditionnement, car pour un bruit d'entréde bruit de reconstructiong a une énergie
bornée : A

T (A)~.. N
iinriiz3  ——iiA" nji3 (3.18)

max
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3.2. Conditionnement en fonction du nombre d'images

Plusieurs facteurs in uencent le conditionnement de la super-résolution. BEfenntre

que le conditionnement augmente lorsque le facteur d&S&igmente. Le conditionne-

ment dépend aussi de la distribution de I'échantillonn&dg Pour un mouvement contrélé

un conditionnement d& est obtenu en espacant réguliérement les grilles BR a n qu'elles

se superposent a la grille HR. Lorsque les mouvements sont aléatoires et uniformes, nous
allons montrer que le conditionnement de l'interpolation SR af ne tend vers 1 lorsque le
nombre d'images augmente, et on en déduit la vitesse de convergence. Cela a été montré
expérimentalement pour une SR translationnelle daésgn terme de borne de Cramer-

Rao pour I'estimation de I'image HR2p] montre que I'erreur de reconstruction tend vers 0
lorsque le nombre d'images augmente. On suppose que les translations apres application de
la partie linéaire sont uniformes dajsM 2. L'hypothése sur les translations suppose que
I'amplitude des mouvements est assez grande. La taille de chaque capteur est souvent trés
petite (de I'ordre de 10 microns), ce qui rend la partie fractionnelle du mouvement causé par
le mouvement des mains presque aléatoire. De plus, si le mouvement a une variance assez
grande et une loi assez lisse, les translations peuvent étre considérées comme uniformes.

Onillustre ce fait en 1D, sur la gurd.4. On génére 10 000 échantillons d'une loi gaus-
sienne pour différentes variances, on enléve la partie entiere de ces échantillons et génére
un histogramme. On remarque que lorsque la variance augmente, la partie fractionnelle se
comporte comme une loi uniforme.

4000 4000 4000
3000 3000 3000
2000 2000 2000
1000 1000 1000
- % :

FIGURE 3.4.Validité de I'hypothése de translation uniforme. Partie fractionnelle d'une
variable gaussienne pour différentes variances

Dans ces hypothéses, une image HR peut étre parfaitement retrouvée en prenant la
pseudo-inverse dA (Corollaire3.1.]) si le bruit est nul. On montre le théoréme suivant
en utilisant un technique similaire 24 :

Proposition 3.2.1. On suppose que les af nitép ont la distribution suivante : les trans-
lationst? = l; 1t; appliquées apreés la partie linéaire du mouvement af ne sont uniformes
dans[0; M J2. Alors le conditionnement du systéme tend vetgau sens des distributions)
lorsque le nombre d'images augmente.

Démonstration.Soit = Z2et %= g ! . Pour retrouveng & une pulsation particuliére

I 2 R?, on écrit d'abord la transformée de Fourier ag sur la grille transformée ©

b o(! ) comme une combinaison linéaire disg! ). On peut ensuite par changement de
variable retrouver la transformée de Foubiesur et en n ug. En utilisant les régles de la
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transformée de Fourier, on a

Wi(!) = 5Quu(!)
1 2k 3.19
=gz Gl 329
k222
D'autre part, avec
X .
Qu( )= u@x)e = *
= e I<ha x> u(x) (3.20)
x2 ©
= b ofl T1)E
On peut alors écrire le systéme d'équations :
\]gi(liT! )= % b(! + |i T%)eid;t i>+j< 2 1ti>: (3.21)

k2z2

SeulemenM 2 termes sont différents ddans la somme. S'il y a plus dé 2 images BR,
c'est un systéme surdéterminé de talle M 2 pour chaque pulsation :

Cby = W (3.22)

ol by (k) = b(! + 1, T25) w(i) = Wi(IT!) etCy = gt >*i< 5l "> |
matriceC est le produit de 2 matrices :

C= B (3.23)

avec = & diag(@<"™t ) etBiy = €< 4 "> | Le conditionnement du systéme est

alors le_conditionnement d@ = BH B qui est une matrice de Toeplitz de terme général
2 (s r). . . . 7 N

Rrs = €5 v it on peut montrer avec une application directe du théoréme cen-

trale limite queR converge en distribution vers un multiple de l'identité, car les nombres
2 (s r).g 14 . . . . .,
&< —w 'l %> convergent vers une distribution uniforme sur le cercle unité (pdurr)

dont la moyenne est nulle. Par continuité du conditionnemémt) converge verd. O

Un grand nombre d'images est donc statistiquement meilleur. Le systéme tend vers
un systeme parfaitement inversible, auquel s'ajoute I'effet de moyennage di a la quantité
d'observations. De l'application du théoréme central limite, on peut déduire l'inégalité de
concentration suivante sg°= NiR. La probabilité que les termes non diagonaug(s)
soient d'énergie supérieure dest :

. . p_
PRYrs)i ) 2( N) (3.24)

ou est la fonction de répartition de la distribution gaussienne. Le théoréme de Gershgo-
rin [69] permet d'encadrer les valeurs propresRfe |1.Ona:

K(R® 1) (M2 1)maxesjRArs)j (3.25)
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3.2. Conditionnement en fonction du nombre d'images

On a donc en bornant grossierement l'intersection des probabilités (pour la répartition du
max) par la probabilité d'un évenement (avec un changement de variablg :sur

Pijimax(RY 1  ouj mn(RY 1 2 ( o pﬁ) (3.26)
oucg=1=(M? 1)et
Pi(MRY 1j 2= ) 2( o IDW): (3.27)

A probabilité xée, le conditionnement tend vers 1 & une vite@$12=p N). Grace a cette

vitesse de convergence, on peut déduire, qu'étant donné une erreur, avec une probabilité

donnée, il existe des constantesc, telles que I'erreur de reconstruction est bornée par :

‘1 H 2.
KA nks: (3.28)

{z—1}

Compositage

knrk3 © 1+02|91W N
| —{z— 1}

Inversion

Si I'énergie du bruit tend vers 0 lorsqu'on le moyenne (par «compositage», voir ci-dessous
le cas du bruit gaussien), alors le bruit de reconstruction tend vers 0 ldsdeerd vers

+1 . Il suft que le bruit nj qui contamine chaque image BR soit de méme énergie, a
moyenne nulle et indépendant du bruit des autres images. On a alors :

X
EKkA™"nki= Ek  Q;S"nik3
X i

= EkQ;SH nik3
N (3.29)
Ekn;k3
i
NE knk3
La borne de I'équation3.28) devient alors

2 1 41 2
Ekl’]sz c 1+ Czpﬁ —Eknlkz (330)

| {z I —{z—}

Inversion Compositage

Dans la gure3.5, on effectue 10 interpolations SR af nes bruitées par un bruit gaussien
avec parametres aléatoires pour différétsOn observe la convergence de l'erreur vers 0
lorsqueN ! 1 , la convergence théorique calculée semble étre respectée.

Dans certains cas, le bruit de recontruction par minimisatfone tend pas ver@ Sile
bruit qui contamine les obesrvations a une composante continue dans une certaine zone de
la scéne sur plusieurs images de basse résolution. On peut penser par exemple a un oiseau
qui s'envole, une voiture qui se gare. La minimisatichn'est pas bien adaptée a ces bruits.
On s'interessera a la maniére d'étre robuste a ces bruits dans les chapities

Dans la gure3.6, on montre I'évolution du logarithme du conditionnement de la SR
dans le cas translationnel 1D (ou il est facilement calculable). On observe la convergence
vers 0 de ce logarithme. On voit comme dah$ [que ce conditionnement augmﬁnte avec
M. On aaussidessinég( 1) avec la vitesse de convergence théoriquedél= N).
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3. NOMBRE D' IMAGES POUR UNE SUPERRESOLUTION BIEN INFORMEE

(@) BR (b) Référence

(c) SR:N=10 (d) SR:N =30

0.5¢
0.4/
0.3

]
0.2 vgg

0.1

0 50 100
N

(e) Erreur

FIGURE 3.5.Erreur de reconstruction de la SR bruitée en fonction de N(a) une image

BR, (b) limage HR (c) résultat de la SR pour N=10 (d) résultat de la SR pour N=30,
(e) erreur de reconstruction en fonction de N, en bleu expériences, en rouge, vitesse de
convergence théorique.

Ce résultat permet de déduire une méthode de reconstruction par compositage que l'on
peut rapprocher de la méthode «shift and adéi).[Comme (R) ! 1, R N:ld
et AY NiAH. On peut utiliserNiAH comme un opérateur de reconstruction lorsque
beaucoup d'images sont disponibles. On représente @urd'erreur de reconstruction
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3.2. Conditionnement en fonction du nombre d'images

Log k

0 50 100

N
(a) Conditionnemer¥ =2 (b) Conditionnemenil =4
(c) Vitesse de convergendé = 2 (d) Vitesse de convergenté =4

FIGURE 3.6. Convergence du conditionnement pour la SR 1D(a) Expériences avec
M = 2. (b) Expériences avell = 4. (c) Vitesse de convergence avéc = 2 (vitesse
théorique en rouge). (d) Vitesse de convergence Biec4 (vitesse théorique en rouge).

ey = jjup unjj de l'estimateuuy = NiAHw par rapport &N . Pour chaque valeur de

N, on génére 100 expériences ou les mouvements af nes ont des translations, des rotations,
et des zooms uniformes. La méme image HR (que la gG@r8). est utilisée pour toutes

les expériences. Dans la gu®8, on effectue la méme expérience pour le cas af ne, en
ajoutant un bruit gaussien de variance constante aux images.
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3. NOMBRE D' IMAGES POUR UNE SUPERRESOLUTION BIEN INFORMEE

(a) Signal (b) Erreur de reconstruction par compositage

FIGURE 3.7.Convergence de l'estimateur de compositag%AHw dans le cas trans-
lationnel 1D. (a) Signal de référence. (b) Erreur de reconstruction (bleu clair) avec M=3
avec la vitesse de convergence théorique en rouge. En bleu clair, on montre la moyenne de
I'erreur pour chaque valeur d¢ (courbe cachée sous la prédiction).

FIGURE 3.8.Convergence de l'estimateur de compositagg’fAHw dans le cas af ne
bruité. Erreur de reconstruction par rapport au nombre d'images BR.
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3.2. Conditionnement en fonction du nombre d'images

On montre maintenant dans un contexte déterministe qu'il est toujours intéressant d'ajou-
ter une observation (une image BR). Autrement dit, le bruit de reconstruction décroit avec
le nombre d'images. lan N (0; 2I) est un bruit blanc gaussien de moyenne nulle. On
adoncng N (0; 2AYAYH) = N(0; 2(At'A) 1). Ce bruit de reconstruction aura une
énergie normalisée = 2tr((AHA) 1= " . il ol les ; sont les valeurs propres (v.p.)
deAHA.

On ajoute une image :

AO:(CMI MI)! (CI |)N+l
ul (SQkU)k=1;N+1
wl= A%g + n° (3.32)
avecn® N(O; 21).0na: = 2tr((AMAY )= P %avec ® = v:p(AHAD).

(3.31)

Proposition 3.2.2. Capter plus d'images diminue le bruit, autrementefit e

Démonstration.On montre d'abord que? i pour touti. En utilisant les inégalités de
Weyl :

i %+ L (APA L ATA9 (3.33)
Ona:

X X
ATAO AHA = Qi sHsqx QK sMsqx

k=1;N +1 k=1;N (3.34)
= QH +1 st SOQn+1
qui est une application linéaire positive symétrique (c'est-a-dire que toutes ses valeurs
propres sont positives). Alorsmax (AHA  AMAY  Oet ; 9 Avec ce résultat,

ona% -+ pourtouti. En conséquence :
I

X 1 X 1
e
| ! I
X1 X1 (3.35)
| IO | i
e e

O

Ce résultat montre que si I'on est capable de retrouver les paramétres d'acquisition, la
meilleure stratégie est de garder toutes les images BR disponibles pour effectuer la recons-
truction. Ce résultat est en accord avec l'intuition suivante : avoir plus de données augmente
le rapport signal sur bruit. Il faut aussi noter que cette propriété dépend de la structure de
I'application linéaire qui génére les données.
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3. NOMBRE D' IMAGES POUR UNE SUPERRESOLUTION BIEN INFORMEE

3.2.2 Estimation des parameétres de mouvement

S'il peut sembler naturel gu'augmenter le nombre d'observations d'un systéme linéaire
bruité diminue le bruit dans le cas de linterpolation SR, il est moins évident de savoir
si I'estimation des mouvements se comporte aussi bien. On s'attache a répondre a cette
guestion dans cette section.

Projection variable et convergence

Lorsque l'on effectue la reconstruction SR, il faut estimer les mouvements pour chaque
image BR. Dans le cas d'un mouvement af ne, il faut estimer 6 paramétres par image BR.
Des technigues d'estimation entre deux images bien échantillonnées exd§ler peut
citer les méthodes a base de descriptelss7] ou de ot optique §6].

Cependant, dans le cas de la SR, les images sont repliées (aliasing), et ces méthodes ne
donnent pas une estimation assez précise pour effectuer une bonne reconsttutie® [

90]. Elle peuvent cependant étre utiles pour déterminer une solution initiale.

Dans le cas des translations, Vandewallecoll. [109 proposent une méthode basée
sur l'analyse de sous-espaces engendrés par I'image reconstruite pour recaler les images.
Son propos est le suivant : si les images sont recalées, alors elles ne peuvent pas générer un
sous-espace plus grand que celui de I'image HR (dont la dimension est supposée connue
par ailleurs). Cependant, cette méthode est décrite comme ayant un temps d'exécution long.
Shaizet coll. [93] proposent dans le cas des signaux 1D, une méthode exacte, mais de
co(t prohibitif, basée sur la réécriture du probléeme comme une équation polynomiale et
l'utilisation de bases de Groebner.

Si le probléme d'interpolation est inversible, la reconstruction SR peut étre vue comme
un probleme de minimisation non linéaire en fonction des parametres de mouvement. Cette
méthode s'appelle la projection variabk8]. [88] montre gqu'utiliser une version régulari-
sée de la méthode de projection variable donne des résultats stables en pratiqgué2pans [
la convergence d'une version de cet algorithme, approchée avec des B-Splines, est aussi
observée en pratique. Cependant, la nécessité d'une telle régularisation n'est pas mise en
cause. On cherche donc a savoir s'il est possible d'estimer les paramétres sans régularisation
lorsque le nombre d'images augmente.

Dans le cas non bruité = Aug, lorsqueN >M 2, ug = (A" A) APw = AY( o)w.

Les vecteurs o 2 RN sont les paramétres des af nités (que I'on décompose comme une
translation suivie d'une séquence rotation-zoom 2D anisotrope-rotation (SVD de la partie
linéaire)). On utilise la méthode de projection variable pour estirgdd8, 91]. On mini-
mise :

G() = JACA()w  wjj3; (3.36)
ce qui n'est pas un probleme convexe. On a bB&n ) = 0. Si limage présente des
invariances par translation ou une périodicité, ce mininimum global ne sera pas unique. Avec
une premiere estimation (qui peut étre obtenue avec une méthode de recalage dédiée et que
I'on supposera correcte, c'est a dire proche du minimimum global), on peut minimiser cette
fonctionnelle a I'aide d'une descente de gradient. La vitesse de convergence et la précision
de cette méthode dépendent directement du conditionnement de la hessiémarice

des dérivées secondes partielles) au poinfon suppose que la premiére image n'est pas
translatée, et qud n'est pas singuliére).
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3.2. Conditionnement en fonction du nombre d'images

La vitesse de convergence d'une méthode de descente de gradient est bonne lorsque la
sensibilité de la fonction (au minimum) a ses différentes variables est semblable (pas de
vallée). La hessienne donne I'approximation quadratique d'une fonction a son minimum
(car le gradient est nul en ce point). Sa diagonalisation donne un repere orthonormal de
I'espace, ou chaque direction a une courbure correspondant au coef cient diagonal associé.
Si le conditionnement de la hessienne tend vers 1, ses coef cients deviennent égaux et
les courbures également. Sojtl'estimation des paramétres a |'étakele la descente de
gradient avec pas optimal (qui minimise la fonctionn@)e Alors dans le cas ou la fonction
est parfaitement quadratique on a (v@8], Chapitre 8) :

(H) 1°?
“(H)+1

La sensibilité au bruit dépend aussi de ces courbures. Comme au minimum, la fonc-
tion G se comporte comme une forme quadratique, on obtient que le déplacement de ce
minimum est directement dépendant du conditionnement de la hessienne (comme dans la
section3.2.1).

G( k+1) G( o) G(«) G( o) (3.37)

Conditionnement de la matrice hessienne

On calcule conditionnement de la hessienne. Le gradient a I'expression suivante :

@@G( )=2(A()AY( )w  w)H ( [A( JAY()w)

=2(AC)AY()w W) ( [A( NAY( )w
(3.38)
+ A( )*_[Ay( )lw)

=2(AC)A(w w)" (@ [A( IAY()

ou la derniére ligne est obtenue par orthogonalité. La hessienne est alors (on ne calcule pas
la constante) :

Hij I (g [A( )AY()Jw)" (@ [A( )JAY()lw)

@ (3.39)
+(AC)AY( w W)H(@j@i[A( IAY()w)
En particulier, la hessienne évaluéegest :
His 1 C2IAC AT W) (ZIAC QIAY( o) (3.40)
@; @;
Onprend = ¢ (on écritA = A( o)), comme notre objectif principal est de calculer le

conditionnement de la hessienne au minimum de la fonctionnelle. Les calculs développés
dans la sectio8.2.4donnent I'expression suivante :

Hij / @ggj)[A]UO (I AAV)@@‘?[A]UO (3.41)

39



3. NOMBRE D' IMAGES POUR UNE SUPERRESOLUTION BIEN INFORMEE

on poseg[A]uo =w:

D E
Hij 1w (1 AAY)W (3.42)
Parce que les images BR sont séparées :
Hij /i wih wp DAHW,-O; AywiOE (3.43)
ou j; =1 lorsque j et j sontdes parametres reliés aux mouvements de la méme image, et

ij =0 autrement. Les coef cients;; < Wjo; Wi0> dé nissent une matricklg symétrique
diagonale par blocs . De plus, les blocs sont de téille6 et bornés au sens de la norme 2.
D'apres la section précédente, oA& NiAH . Ce quiimpligue avec l'inégalité de Cauchy
Schwartz :

D E 1
i ATWY AW j= O(3)) ATw ARwY |
" (3.44)
= O(ﬁ)jjAijOjjjjAHwﬁj:
Les quantité§i A" wjj sont bornées, cak"w = Q' S"w’. On a donc:
D E 1
j AW AW j = o) (3.45)
et 1
Hip £ wisw? (1 O(G) N g wiw s (3.46)
On obtient nalementH ! Hg et (H)! (Hg) par continuité du conditionnement.

Calculons lI'un des blocé 6 deHpg qui correspond & une image B&. On suppose que
j et j sont 2 parametres du mouveménht Qy,. Ona:

Hoiy | 1Al 2 [Aluo
’@ ' @ (3.47)
/ S@[Q]UO S—[Qluo
j i

Hpg représente le conditionnement relatif a I'estimation des parameétres d'une af nité. On
a calculé expérimentalement les valeurs propres deHliD@ifférentes en utilisant I'équa-

tion (3.47). Limage ug a été générée comme un processus gaussien i.i.d. pour avoir un
signal qui comporte toutes les fréquences, qui est décorrélé des paramétres d'acquisition.
Cela meéene a un conditionnement pddig plus faible que 100. Comparé a une SR 1D
translationnelle ol g est diagonale avec un conditionnementldée cas plus général de

I'af nité est plus dif cile & cause de la dif culté intrinseque de I'estimation de mouvement.

En pratique, cette dif culté est limitée, comme on le montre dans I'expérience qui suit.

Pour produire la Tabl@.1, on a calculé la moyenne de l'erreur de reconstruction de 10
expériences avec estimation de paramétres en fonction du nombre d'images. On a utilisé
un algorithme de gradient conjugué non linéaire, arrété apres le méme nombre d'itérations
(5 itérations). Pour chaque expérience, le point de dépatt I'algorithme est une pertur-
bation aléatoire de la solution (les translations varient aléatoirement avec un écart type de
1/5eme de pixel, de 3 degrés pour les rotations, et 1 pourcent pour le zoom).

40



3.2. Conditionnement en fonction du nombre d'images

N 4 12 | 40

it UgjjTjuojj | 3.19| 0.2 | 0.1

jjer ugjjTjuojj | 2.5 | 0.06 | 0.04

TABLE 3.1. Erreur de reconstruction moyenne en fonction du nombre d'images:
A("a)’w

3.2.3 Conclusion sur le conditionnement et expériences réelles

Dans cette section, on a étudié I'évolution du conditionnement en fonctidh. dRour
la SR, l'interpolation et I'estimation des parameétres jouent chacune un rdle dans la dif culté
du probleme. Lorsque I'on fait une hypothése de mouvement aléatoire avec une distribution
réaliste, la partie interpolation tend vers un systéme parfaitement inversible. L'estimation
du mouvement est plus dif cile car I'estimation de chaque af nité a un conditionnement
intrinséque. Ce conditionnement dépend du contenu fréquentiel de I'image et de la valeur
des parameétres de mouvements. Si le mouvement est translationnel, le conditionnement
est del pour des signaux pleine bande. Dans le cas général, ce conditionnement devient
bon expérimentalement lorsque les mouvements ne sont pas dégénérés. |l serait intéressant
d'étudier plus en détail le probléme du recalage des images. Maintenant que I'on sait que
I'on peut bien estimer les mouvements a partir d'une solution initiale, il faudrait étudier la
taille des minima locaux (c'est a dire I'ensemble de parameétre pour lesquels le minimum
est valable) pour ensuite déterminer la nesse de l'estimation initiale dont on a besoin. Une
telle analyse a été effectuée dans le cadre du recalage multi-echelle d'irhadjes [

On montre gure.3.9le résultat de deux expériences de SR sans régularisation. On a
utilisé des images qui n‘ont pas de repliement spectral dans la grille native pour pouvoir
simuler une image de vérité terrain. La premiére expérience est une série de photographies
d'une image de ville imprimée. La deuxiéme est une série de photographies de feuilles en
extérieur. Pour chaque expérience, on a pris 20 images avec un appareil photo tenu a la
main. On a sous-échantillonné ces images par un facteur 2 et on a effectué la reconstruction
sans régularisation avéd = 2. On compare le résultat avec I'image de référence qui est
une version bruitée de la vérité terrain. On observe que tous les détails ont été reconstruits
parfaitement, particulierement sur les bords repliés, et que le bruit a été réduit.

On voit donc qu'avec une rafale de photographies qui acquiert un nombre d'images
réalisable, avec des scenes immobiles, on peut effectuer la super-résolution sur des données
réelles sans régularisation.
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3. NOMBRE D' IMAGES POUR UNE SUPERRESOLUTION BIEN INFORMEE

(@) BR (b) BR
(c) Référence (d) Référence
(e) Noreg SR (f) No reg SR

FIGURE 3.9. Deux expériences de super-résolution sans régularisation avec données
réelles.(a) (b) image BR pour les expériences 1 et 2, (c) (d) images de référence (verité
terrain + bruit) (e) (f) images reconstruites sans régularisation.
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3.2. Conditionnement en fonction du nombre d'images

3.2.4 Calculs intermédiaires pour la hessienne

En utilisant les régles de dérivations usuelles, on a au pgint

@ y :Q y @ y
5 ARI= A+ AC () (3.48)

:Q y H l@ H y H 1@ H
@i[A]A A(ATA) @i[A AJAY+ A(ATA) @i[A ] (3.49)

_ @y y @ ay yH @ Haipay yyH _@raH
@i[A]A ARYSETAIAY () @i[A JAAY + (AY) @i[A]

(3.50)
=(| AAy)g[A]Ay+(Ay)H§[AH](I AAY) (3.51)
=2 Re((l AAV)@@[A]AV) (3.52)
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CHAPITRE 4

APPLICATION A LA SUPERRESOLUTION A
HAUTE DYNAMIQUE

Le travail décrit dans cette partie a été réalisé en collaboration avec Cecilia Aguerre-
bere (Telecom Paristech). On y utilise les résultats obtenus sur le conditionnement de la
reconstruction SR pour déterminer une quantité de données suf sante pour effectuer une
super-résolution et une imagerie haute dynamique simultanément.

La plage dynamique que le capteur d'un appareil photo peut capturer est limitée. Les
scéenes qui présentent une forte dynamique donneront des images saturées ou sous-exposeées.
Une facon d'éviter ces effets est de prendre plusieurs photographies de la scéne avec des
temps d'exposition différents. On appelle ce processus imagerie haute dynamique (High
Dynamic Range (HDR) imaging). Dans cette section, on effectue simultanément cette ima-
gerie avec la super-résolution.

Plusieurs algorithmes de génération d'images HDR ont été proposés depuis les travaux
de Mann et Picardg7]. Le principe repose sur le calcul d'une moyenne pondérée, prenant
en compte les temps d'exposition des différentes acquisitions de chaque pixel. Ce que I'on
cherche a estimer est l'irradiance réelle de la scéne, c'est-a-dire I'intensité de la lumiére
qui arrive sur le capteur de I'appareil. Plusieurs schémas de pondération ont été propo-
sés B4, 72, 87, 60, 50, 56, 1]. Le point principal a noter est qu'il est impossible d'aligner
des images correctement si elles sont affectées par du repliement spectral (on ne peut pas
appliquer la transformation géométrique différemment sur les parties repliées ou non). Cela
justi e l'utilisation d'une méthode jointe pour produire des images super-résolues de grande
dynamique.

Il existe plusieurs travaux sur lI'imagerie de super-résolution a haute dynamique (HDR-
SR ) jointe. La plus conventionnelle est d'utiliser une minimisation des moindres carrés,
comme pour la SR, mais en considérant le domaine de l'irradi&®;2§] ou d'irradiance
transformée 14]. D'autres approcheslfL§ alignent les images BR en utilisant un ot op-
tigue puis minimisent une énergie régularisée pour obtenir le résultatetRaall. [5] ré-
alignent les images BR puis utilisent une triangulation de Delaunay et une interpolation
bicubique. Le probléme a aussi été étudié dans le cadre de la conception de capteurs adap-
tés [75, 74]. Toutes ces méthodes utilisent une régularisation. Comme précédemment, on se
pose la question du nombre d'images pour obtenir une HDR-SR bien informée. On a aussi
intégreé les derniers résultats de I'imagerie HDR pour déterminer I'algorithme & utiliser. Les
résultats théoriques obtenus sont mis en pratique lors d'expériences réelles.

On considére le modéle d'acquisition de l'irradiance suivant :

A RM| Ml I RN an
ul (Wiizz;:n = iGiSQiu)i=1:N s

otu 2 RM' M est maintenant une irradiance H&; 2 R(! D (1 ) G; = gt estle
gain d'acquisition ( que I'on prendraga= 1 sans perte de généralité et pour simpli er les

(4.1)
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4. APPLICATION A LA SUPERRESOLUTION A HAUTE DYNAMIQUE

expressions) i est le temps d'exposition de chaque image BR2 R( D (I D estla

matrice diagonale qui prend la valeur 1 si le pikeai'est ni saturé ni sous-exposé pour le
temps d'expositiort; et 0 autrement. On suppose que ( )i=1::N €St de rang plein

(tous les pixels sont illuminés au moins une fois). On fait quelques simpli cations pour
faciliter I'étude. On suppose que la réponse des capteurs est linéaire. La PSF est négligée
comme avant. L'erreur de quanti cation n'est pas considérée, car elle est négligeable devant
les autres bruits (a part dans des conditions de trés basse lumiére). On considére toujours un

modele de bruit additif :

w = Aug+ n: (4.2)

Un modéele de Poisson avec approximation gaussie?jrdohne un bruit gaussien spa-
tialement variable
n=ny+ Ng; (4.3)

ou ny est un bruit gaussien de matrice de covariangeproportionnelle a l'irradiance
( v = diag(Aug)) et ng est un bruit de lecture gaussien constant de variagcelLa
matrice de covariance deest donc = diag(Aug) + él .

4.1 Méthode de reconstruction
On minimise l'attache aux donnég$ :
&= argmin kW2(Au  w)k3: (4.4)

La multiplication pawW =2 = 172 normalise le bruit & une variance constante, la solution
de @.4) donne l'estimateur non biaisé de variance minimale. Comme les WWidépendent

de l'irradianceug, une procédure itérative est nécessaire. En pratique, une seule itération en
utilisant une version Itrée des images BR est suf sante. La méthode itérative de calcul de
I'irradiance [b0] est presque optimale dans le cadre de la HDRS$i = 1,G; = | et

W = | (pas de HDR), I'équatiord(4) est la super-résolution? conventionnelle.

4.2 Stratégie pour le choix des parametres d'acquisition

Pour effectuer pratiguement la HDR-SR, on doit dé nir le nombre d'images a acquérir
ainsi que les temps d'expositions. Pour des temps::;tn, I'erreur de reconstruction
peut étre arbitrairement large. |l n'est pas possible de trouver a priori les temps d'exposition
qui minimisent l'erreur de reconstruction du probleme joint. Notre but est de chercher a
savoir s'il est possible de trouver des paramétres qui garantissent la qualité du résultat. Pour
cela, on propose de dé nir une stratégie de choix des paramétres qui combine les résultats
d'optimalité des problemes de HDR et SR séparés.

Stratégie suivie : Pour le probléme de HDR, une image HR est obtenue a pariir de
construction HDR (procédure détaillée dah®4]). On propose d'utiliser les conditions de
SR qui estiment le mieux chacune de pamages. Cela garantit que la méthode jointe de

reconstruction donne un bon résultat.
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4.3. Borne d'erreur de reconstruction pour la HDR-SR

Etant donné un ensemble de temps d'exposittans: : ; t, qui minimisent une erreur
de reconstruction HDR, on doit considérer 2 cas. Premiérement, s'il n'y a aucune limite sur
le temps d'exposition total et le nombre d'images, pour chaque t€typs; ::..;p, le mieux
est de prendre autant d'images que possible. D'aprés la s&fpterreur diminuera en
fonction. Une seconde possibilité est que des limites sur les paramétres existent. Dans la
partie suivante, on montre que si le temps d'exposition total est limité, il existe un nombre

optimal d'images pour minimiser I'erreur de reconstruction.

4.3 Borne d'erreur de reconstruction pour la HDR-SR

Dans cette section, on borne I'erreur de reconstruction de la HDR-SR pour un temps
total d'exposition xé T et un nombre d'imageBl acquises avec un temps d'exposition
égalT=N.

4.3.1 Nombre optimal d'images pour un temps d'exposition total xe

On étudie le cas sans saturation. On a alors= 1. Un nombre d'imagedN avec
un temps d'exposition total sont acquises. Comme le gain est linéaire le probléme est
équivalent a I'acquisition d8l irradiances BR avecA®= G 1A, et un bruin®de matrice
de covariance. Avet= T=N, ona:

9= diag(Abo=t+ 3=t?): (4.5)
Alors,
v=Aly+ n® (4.6)

ACest alors I'opérateur de super-résolution conventionnel. On peut donc utiliser les résultats
des sections précédentes directement. Le probléme devient alors :

t= argmin kW 22(A%y  w)k3; (4.7

avecw?= 01

Borne de I'erreur de reconstruction:  On montre que I'énergie du bruit de reconstruction
Nrec €St bornée par (calculs développés dans la seétin
2 (N)? m22 2.

knrecks 2 (A) m 1+ rN)N%; (4.8)
ot (N) est le conditionnement d&™ A° (qui est une variable aléatoire qui dépend de
N selon la section précédenta), = supug) W sugA%g), m = inf(ug) w inf(A%y),
r = 2=(Tm). Le nombre optimal dimages pour un temps total xe est alors celui qui
minimisekneck3.

On a montré dans la section précédente i) peut étre borné en probabilité par une

fonction deN décroissante. De plus, on peut mont@2 queN=M? 2. (A9 N.
On peut donc, pour minimiser la borne d'erreur, minimiser la fonction

f(N)= (N)?@+ rN)N; (4.9)

enfonctiondeN. (N) décroit vers 1. En conséquentea un minimum global. Le facteur
r est proportionnel a3 et ne peut étre négligé en basse lumiére.
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4. APPLICATION A LA SUPERRESOLUTION A HAUTE DYNAMIQUE

4.3.2 Etude expérimentale dé (N)

Données synthétiques : Pour illustrer le comportement dgN ), on calcule la courbe
pour le cas translationnel 2D. Pour chadue on génére 100 paramétres de translation
aléatoire et calculé(N) en calculant explicitement(N ). On fait de méme pour la super-
résolution af ne. Seulement,(N) est approximé par le rappdkheck?=kni,k?. Dans la
gure 4.1, on montre les résultats obtenus aldc = 2 etr = 0:03 (avec les valeurs
réalistes : 2 =30,T = 1=10, m = 10%).

On véri e que le minimum dd n'est pas atteint au cas critiqusl (= M2 = 4). ||
vaut donc mieux prendre plus dié? images pour un temps total donné. On observe une
dégradation de la performance pour des gradd<eci s'explique que chaque image est
illuminée par un temps d'exposition plus court. Le bruit de variangalevient prépondé-
rant. La quantité de bruit dans les images BR devient trop grande pour étre compensée par
I'effet moyenneur de la super-résolution.

Le facteurr peut étre vu comme linverse de la gamme dynamique de l'irradiance.
Lorsquer diminue, le minimum dd (N) est atteint pour uN plus grand. Enn, on
remarque que la borne d'erreur augmente lentement apres le minimum. Si on choisit un
nombre d'images un peu plus grand que pour le minimum, le résultat sera peu changé.

Données réelles : On véri e ces résultats sur données réelles. On prend des photos d'une
surface plane pour la guréd.2 On compare I'erreur de reconstruction HDR-9R & 2)
obtenue a temps total constantmais pour 2 temps d'expositiorntg, = 1 =41ett, = 1=64,

et 2 différents nombres d'imagék, = T=t; etN, = T=t,. De la méme facon, on compare

a nombre d'images xé. L'erreur de reconstruction montrée gdr2 est estimée a partir

des parties grises de I'image. Dans cet exemple, pour un nombre xe d'images, il est plus
intéressant d'utiliser le temps d'exposition le plus ldkgll secondes. Pour un temps total

xé, il est plus intéressant de combiner plus d'imaget#84 secondes. La différence est
visible sur les images .

4.3.3 Discussion et conséquences pratiques

— Avec un temps d'exposition total xé, le nombre d'imaged\N est supérieur au
nombre critique K1 2). N ne doit pas étre trop grand, car I'erreur augmente a par-
tir d'une certaine valeur.

— Avec un nombre d'images xé, prendre le plus d'images possible est toujours plus
intéressant. Cependant, si on se trouve a la valeur optimale de sait que I'on ne
pourra pas faire mieux a temps total xé. C'est cette remarque qui va guider notre
choix deN pour les expériences pratiques.

4.4 Expériences reelles

On effectue des expériences comme suit : on calcule des temps d'expositizhs [
optimaux au sens de la HDR, a partir d'un histogramme de la scéne. Pour chaque temps
d'exposition, on prend un nombre d'images proche du minimuni (). En pratique
pourM =2, le minimum est atteint autour d¢ = 20. De plus,N = 20 est un nombre de
photos qu'il est facile de prendre pratiguement, ce qui xe notre choix.
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4.4. Expériences réelles

(@) (b)

(© (d)

FIGURE 4.1.log(f (N)) en fonction deN (M = 2). (a) Résultats pour 100 expériences
(bleu) et moyenne (rouge)de la SR 2D translationnelle en fonctidh deecr = 0:03. Le
minimum est atteint eNl = 12 . (b) Moyenndog(f ) pour différentes valeurs depour la

SR translationnelle. Minimum a 12 (r=0.3), 13 (r=0.03) et 30 (r=0.003). (c) Super-résolution
af ne, 20 expériences par valeur 8. Le minimum est atteinteN = 19, (d) Moyenne de
log(f (N)) pour différentes valeurs dede la SR af ne. Minimum a 14 (r=0.3), 19 (r=0.03)

et 34 (r=0.003).
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4. APPLICATION A LA SUPERRESOLUTION A HAUTE DYNAMIQUE

(a) Temps d'exposition total xe (b) Résultat SR 7 images a 1/4(9 Résultat SR 10 images a
1/64s

(d) Nombre d'images xes (e) Image BR a 1/41s (f) Image BR a 1/64s

FIGURE 4.2. Erreur de reconstruction en fonction du temps d'exposition total et du
nombre d'images M = 2). (a) Erreur en fonction du temps total. (b) Erreur en fonction
deN. (c) SR avec 7 images®41s. (d) Une image BR &=41s. (e) SR avec 10 images a
1=64s. (f) Une image BR d=64s.

Ces expériences ont été effectuées pour tester la capacité de notre stratégie d'acquisition
a retrouver tout le contenu dynamiqgue et fréquentiel sans régularisation. Les photos ont été
prises avec un appareil commercial haut de gamme (photos brutes, format RAW).

Surface plane : On utilise une surface plane illuminée par une source de lumiére forte,
qui génere 2 niveaux d'irradiance, on est ainsi dans I'hypothése af ne. On calcule 3 temps
d'exposition optimaux :ﬁ, 8—10 et 3—12 secondes. Ensuite, on prend 20 photos avec un ap-
pareil tenu a la main pour chacun de ces 3 temps (le temps total est approximativement de
1:1 secondes). On résout le probléndedf avec les 60 images. La guré.3 montre des
exemples de chaque temps d'exposition et de la saturation correspondante dans le domaine
de lirradiance. On observe I'augmentation de la saturation avec le temps d'exposition.

Dans la gure4.4, on montre le résultat de la reconstruction HDR-SR de fadteur 2
avec le résultat d'une interpolation bicubique pour pouvoir comparer. Comme attendu, le
résultat de la HDR-SR est plus net et moins bruité que l'interpolation bicubique. Dans ce
cas, on voit que le contenu fréquentiel n'est pas tres riche. Cependant, la reconstruction
d'information fréquentielle manquante est visible.
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4.4. Expériences réelles

Images BR

(@) (b) (©

Masque de saturation

(d) (e) ®

FIGURE 4.3.Images BR et Saturation.Irradiance BR avec différents temps d'exposition
et leurs masques de saturation respectifs (parties saturées en noir) (a) i%ge @)
image é&s, (c) image éa%s, (d) saturation pour (a), (e) saturation pour (b), (f) saturation
pour (c).

Scéne complexe : On fait I'expérience dans une scéne plus complexe montrée gie

On trouve les temps d'exposition suivantgy, i et 55 secondes. On prend 20 images

par temps. Le temps total est de! secondes. On effectue la HDR-SR dans des régions
de l'image qui véri ent I'hypothése af ne. Dans la gurd.6, on montre le résultat de la
HDR-SR pour une région sombre et une région claire de la scéne. La reconstruction des
détails de haute résolution est particulierement visible sur les parties de I'image en focus
(‘gure 4.6(d) et4.7). En patrticulier, le repliement de I'image BR (que I'on remarque sur le
texte) est réduit.
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4. APPLICATION A LA SUPERRESOLUTION A HAUTE DYNAMIQUE

(a) (b)

(c) (d)

(e) ®

FIGURE 4.4.Résultat de la HDR-SR avec 60 image&) interpolation bicubique de la
premiére image BR, (b) notre résultat de HDR-SR, (c) détail de (a), (d) détail de (b), (e)
Spectre de fréquence 2D de (a), (f) Spectre de fréquence 2D de (b).

52



4.4. Expériences réelles

@ (b)

FIGURE 4.5.Scéne a 2 temps d'exposition différents.
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4. APPLICATION A LA SUPERRESOLUTION A HAUTE DYNAMIQUE

Référence BR HDR-SR

@ (b)

(© (d)

FIGURE 4.6.Résultats de HDR-SR avec 60 imagdsa) image BR, (b) notre résultat HDR-
SR, (c) image BR, (d) notre résultat de HDR-SR
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4.4. Expériences réelles

(@) (b)

FIGURE 4.7.Détail de la HDR-SR avec 60 image&) détail de la gure4.g(c), (b) détail
de la gure4.6(d).
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4. APPLICATION A LA SUPERRESOLUTION A HAUTE DYNAMIQUE

4.5 Calculs intermédiaires pour la borne sur I'erreur de
reconstruction

On utilise d'abord les inégalités de normes d'opérateur

knreck3 = k(AT WAY TAH WS k3 (4.10)
k (AT WOAY 1S KA™ WA=2E kW 42Nk (4.11)
r%lax (A% r%lax (WOL:Z) |2N (4.12)

%in (A% #ﬂn (WOLZZ)

(N) est le conditionnement d&® A° (on rappelle que (N) = @%). CommeWw?

est diagonal,

(N)? (mN=T + 2N2=T?)?
ax (A9 mN=T + gN2=T2
(N)2 m212(1+ rN)
fax (A9 m(1++N)

kNreck3 1°N (4.13)

(1+ rN)N? (4.14)

oum = sup(up) w sup(Ap), m = inf (ug) w inf (Alg), r = Z=Tm), r =

2=(Tm). En utilisant I'inégalité% 1,0ona

(N )2 - m2|2

Knreck 2 (A0 m (1+ rN)NZ (4.15)
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CHAPITRE S

REGULARISATION DES PROBLEMES DE
SUPERRESOLUTION INVERSIBLES MAL
CONDITIONNES

Lorsque le probléme d'interpolation SR par minimisatiof est inversible, mais mal
conditionné, I'ampli cation du bruit lors de l'inversion rend inévitable une régularisation
ou l'application d'un débruitage apres le traitement. On décrit ici le comportement local
du conditionnement lorsque I'on suppose des petits mouvements. On en déduit une ma-
niére de régulariser qui préserve le signal au mieux possible en faisant intervenir moins de
régularisation.

5.1 Conditionnement local

La fusion des grilles BR est une grille d'échantillonnage qui n'est pas périodigue en gé-
néral (exemple gures.1). Sile nombre d'images est limité et les mouvements sont petits,
on observe des variations locales de la distribution spatiale des échantillons, ce qui méne
a une variabilité de la puissance du bruit résiduel aprés la minimisafigmoindres car-
rés). Dans cette section, on prédit ce comportement local du bruit a I'aide d'une mesure
de conditionnement local dans le cas de petits mouvements (hypothése justi ée pour le cas
d'un appareil photo tenu a la main). On utilise ensuite cette prédiction pour régulariser l'in-
version de maniere localement adaptative.

On étudie le conditionnement pour des cas proches du cas critijue :M 2, N est
proche deM 2 et le probléme est inversible (voir ChapiBe On a observé que lorsque le
nombre d'images devient proche Be? la probabilité d'avoir un probléme mal conditionné
est non négligeable (décroissance du conditionnemeﬁl(e%\lp)). On introduit le condi-
tionnement local d'un probléme translationnel pur équivalent. On justi e cette notion de
conditionnement local en comparant localement le bruit de reconstrugtiaiu systéme
et le bruit de reconstruction d'un probléme translationnel pur. Lorsque les images BR sont
contaminées par un bruit, on rappelle que le bruit de reconstruction par minimisatién
est

nr = A¥n (5.1)

On calcule I'énergie de ce bruit localement. On restreint I'espace image de I'application
AY a un pixel BR dans l'espace des images HR pour étudier ce comportement local. Cela
revient a restreindre l'espace de départ de l'applicafiorCette hypothése signi e que le

bruit de reconstruction est restreint localement. @it [ Xo; Yo] etx 2 [Xg;Xo + M

1] [Yo:Yo+ M 1]=D Z2 Soitl, lafonction indicatrice du pixet 2 D dans les
images HR (prend la valedrau pixelx et0 sinon).
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5. REGULARISATION DES PROBLEMES DESRINVERSIBLES MAL CONDITIONNES

On considére maintenant la restriction de I'opérateur d'acquishAi@nce domain® :

Ay, : F =vect(( 1x)x2p) ! E = A(vect((1x)x2p)

5.2
u! Ay (52)

On appelle conditionnement loca(xo) a la positionxg, le conditionnement déy,. Le
conditionnement est le ratio des bornes supérieure et inférieure de la quantité (plus grande
et plus petite valeur singuliére)

fiAxoUjj;jjujj = 1: (5.3)
On étudie le comportement de cette quantité. Pour cg}a, on considére uneunzage
décomposée dans la base des pixels(HR )x. Soitu = |, b1y, 2 F avecjjujj = 1.
Ona:
IAUIT= 11 BAly ] (5.4)
Xt HaH
= bxlbxz(lxkl) A Alez (55)
X X% .
= B, b, sincdy  ik,)sincdy  ik,) (5.6)
ki;ko i=1;Ny2

ou sincd est I'interpolateur de Shannon ni discret. Les vectetys= ¢ Xk sont les trans-
lations induites par les mouvements af nes etst la grille d'échantillonnage HR. Comme

la fonction sincd est différentiable, on peut utiliser le théoréme des accroissements nis
pour comparer cette expression a une expression translationnelle pure et obtenir :

kAx,uk? k AY uk?  ck LG (5.7)

ou = ( ik)ik est I'ensemble des translations induites par le mouvenwerst une
constante qui dépend du gradient de la fonction sincd. Le vecfelest moyenné sur
le pixel BR (sur l'indicek, décrit le domaindD) etA§{0 est l'opérateur translationnel SR
pur associé a' . La constante ne dépend pas de). On déduit que, pour des mouvements
suf samment petits, I'énergie du bruit du systéme se comporte de la méme facon que dans
le cas translationnel. Les expériences montrent que pour des af nités dans une petite plage
de valeur (rotations entre -5 et +5 degrés, zoom en®®5 et 1:05), on peut utiliser

(Xp) = cond(R) comme une mesure locale du conditionnement, & et ni comme
dans la sectioB.2 avec les translations” . Le résultat de cette prédiction est montré dans
la gure 5.1 La carte de prédiction du conditionnement local correspond bien a la carte
d'intensité du bruit de reconstruction. On observe par ailleurs que les variations du bruit (et
du conditionnement) peuvent étre trés forte a l'intérieure d'une image HR reconstruite par
minimisationL 2.

Dans la gure5.2 on étudie expérimentalement la plage de validité de I'estimation du
conditionnement local. Pour chaque expérience, on génére des translations aléatoires dans
[0; M ]. On fait varier la plage des paramétres aléatoires de zoom et de rotation. Lorsque
cette plage augmente, les variations de I'estimateur de conditionnement local deviennent
trop grandes pour pouvoir étre utilisées comme prédiction de la quantité de régularisation.
On étudie, gureb.3 la validité de I'nypothése lorsque la plage de rotation augmente. La
corrélation entre le conditionnement local et le bruit de reconstruction observé diminue.
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5.1. Conditionnement local

(a) Fusion des grilles BR (b) Image BR

(c) Bruit de reconstruction (d) Conditionnement local

FIGURE 5.1. Conditionnement local du probléme de SR(a) Zoom sur la fusion des 4
grilles BR 60 60 pixels coin en haut a gauche). (b) Exemple d'image BR. (c) Amplitude
du bruit de reconstruction (échantilfprLésur la grille BR) normalisé par la variance du bruit
d'entrée. (d) Conditionnement local  (x).
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5. REGULARISATION DES PROBLEMES DESRINVERSIBLES MAL CONDITIONNES

(a) (b)

© (d)

FIGURE 5.2.Variabilité de I'approximation de conditionnement local. Carte de la pré-
diction log( x) pour différentes variabilités des paramétres. (a) Zoom entre -1% et 1%,
rotations entre -1 et 1 degrés, (b) Zoom entre -2.5% et 2.58%, rotations entre -3 et 3 degrés.
(c) Zoom entre -5% et 5%, rotations entre -5 et 5 degrés. (d) Zoom entre -10% et 10%,
rotations entre -20 et 20 degrés.
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5.1. Conditionnement local

(&) No zoom (b) Zoom range 0.98-1.02

FIGURE 5.3. Validité de I'approximation de conditionnement local. Corrélation entre
log( ) etlog(né). En bleu, les expériences, en rouge la moyenne.
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5. REGULARISATION DES PROBLEMES DESRINVERSIBLES MAL CONDITIONNES

5.2 Reégularisation locale

Pour la super-résolution, deux types de régularisation ont été principalement utilisés :
la régularisation de Tychonofbp] et la régularisation TV (ou TV anisotrope}3, 45, 57,
113. On observe le comportement local de la régularisation induite par la troncature du
gradient. On propose ensuite une régularisation locale par variation totale ou notre mesure
de conditionnement local dé nit des poids pour le terme de variation totale.

5.2.1 Régularisation locale par troncature du gradient conjugué

L'algorithme du gradient conjugué (CG pour "conjugate gradient") est une maniére ra-
pide de résoudre un probléme de minimisation[49] lorsque le systéme est bien condi-
tionné. Dans le cas contraire, on a observé que le gradient conjugué tronqué régularise prin-
cipalement dans les zones mal conditionnées. Lorsque l'on effectue le gradient conjugué,
on calcule I'application linéaire inverse de maniére itérative. On rappelle qu'un systéeme
utilisant une approximation de ramgde l'identité est résolue par au plus- 1 itérations
de CG (la démonstration peut étre trouvée dat$h. [Tronquer le CG revient a résoudre
le probleme avec une régularisation de Tychonoff sur les plus petites valeurs propres (pas
montré dans49)) :

Proposition 5.2.1. Soitt; le résultat de I'algorithme de CG tronquéraitérations pour le
problémeargmin jjAu  wijj3. Soit :

ur =argminjiA(l - P)u  wijj>+ jjPujj3 (5.8)

avec lar +1 plus grosse valeur propre det A etP un projecteur sur les espaces propres
ayant des valeurs propres plus petites qualors :

jitr  Urjj2 cC (5.9)
ou c est une constante qui dépendrde

Démonstration.On décomposé™ A comme une approximation de rangle l'identité
plus une matrice résiduelle :
AHA= 1 +D+L

ou estlar +1-éme plus grande valeur propi®, est une matrice de rarmgobtenue en
soustrayant desr plus grandes valeurs propres. La matficeésultante a une norme de
FrobeniugjLjjr < . Etant donné une inconnue, trouver la solution de-i@me itération

de CG est une application lipschitzienne par rapport a la norme de Frobenius de la matrice
ainverser. On a donc que le résuliatde lar-eéme itération aveAH A :

jitr  urjj ¢
ouc est la constante de Lipschitzgt est le résultat de le-éme itération avecl + D, ce
qui correspond a la minimisation de I'équatidng) O

Cette approximation est meilleure lorsquest petit. La troncature du gradient conju-
gué revient a une régularisation de Tychonoff qui cherche a minimiser la norme sur les
plus petites valeurs propres 4&' A. Elle n'est donc pas particulierement congue pour des
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5.2. Régularisation locale

@) (b) (© (d)

FIGURE 5.4.In uence du nombre d'itérations de gradient conjugué sur la solution. (a)
image HR idéale (b) Résultat aprés 50 itérations (c) aprés 100 itérations et (d) 200 itérations.

images naturelles, car elle dépend uniqguement de I'opérateur d'acquisigbmon d'une
hypothese de régularité sur le contenu de la scéne a photographier.

Les espaces propres associés a ces petites valeurs propres sont principalement localisés
dans les zones mal conditionnées. Cela vient du fait que la valeur propre la plus grande
est associée aux images constantes, et que les valeurs propres sont positives. Comme la
décomposition sur une base propre préserve I'énergie, I'énergie associée aux plus petites
valeurs propres est localisée dans les zones mal conditionnées. On peut donc considérer que
le CG tronqué est une régularisation locale. Ce fait est illustré dans la fydravec I'effet
de la troncature a différentes étapes. Dans cette expérience, le bruit de reconstruction est
minimisé pour une certaine troncature du gradient conjugué. Lorsque le nombre d'itérations
croit, on observe que I'erreur & un comportement local comme on s'y attend, car le gradient
conjugué tend vers la solution de la minimisatloh

5.2.2 Régularisation locale par pondération de la TV

Dans P7], les auteurs proposent de pondérer la variation totale anisotrope par les termes
diagonaux de I'opérateur ce qui est une fagon empirique de prendre en compte le condition-
nement local. On cherche & minimiser l'attache aux donh&eségularisée par variation
totale :

J (u)= EAu wka+ TV (u)

TV (U) = :jr uj (5.10)

ou (x) = min(r; log( )) avecr un parametre de tolérance eest le paramétre de régu-
larisation global, que I'on suppose connu et xe. Lorsquest constanfTV est la régu-
larisation par variation totale classique. Dah8€|, on a d'abord choisi (x) = log( (X))
expérimentalement. On justi e qualitativement ce choix plus n pown utilisant un mo-
déle simple. Dans la pratique, on utilise une version discrétisée lissée de la fohgtion

Pour expliquer notre choix de la fonction on considére un probléme translationnel
pur avec régularisation TV globale. On cherche a savoir de quelle maniére le paramétre de
régularisation doit étre réglé pour que le contenu fréquentiel de I'image HR soit respecté au
maximum. La régularisation peut échouer et détruire des détails de I'image. En revanche,
le bruit généré par l'inversion n'est pas corrélé a I'image. Notre objectif est de préserver au
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5. REGULARISATION DES PROBLEMES DESRINVERSIBLES MAL CONDITIONNES

maximum les données. On cherche donc grqui minimise la fonction de risque suivante
(avec 2 un parameétre de tolérance) sous un modeéle gaussiempour

o =argmin min(Eke  uk? 2?)
| (5.11)
avec & =argmin,J (u):

Autrement dit, on préfére un petit bruit de reconstruction d'énergie une régularisation
donnant la méme erreur.

Il a été montré dan<2[/] que la solution d'un probléme avec régularisation TV peut étre
calculée grace a un algorithme de point xe utilisant une linéarisation du gradient de la
variation totale@ T \(u). Cet algorithme est aussi appelé méthode de Weiszfeld. C'est l'al-
gorithme que nous avons utilisé pour les expériences a la n de cette section. Il permet
aussi d'avoir un modeéle linéaire de la fonctionnelle autour de la solution (lorsque I'algo-
rithme a convergé). A chaque itératianon linéarise ce terme en utilisant une estimation
de l'image HR précédente, 1 : (@TVY, Bn = div er{ﬁ Soit B cet opérateur
linéaire, lorsque l'algorithme a convergd,( Up). On a (on rappelle que = A A):

# =(R+ B ) A"w: (5.12)
En utilisant I''ndépendance entre signal et bruit,

Eket ugk?=k(R+ B ) ! Bu ok?

5.13
+ EK(R+ B ) 'A"nk? (5.13)

On écrit cette égalité dans chaque sous-espace profrerdeB . SiR etB commutent,
les valeurs propres sont la somme des valeurs proprd® €éeB. On suppose gu'elles
commutent approximativement. Soit les v.p. deR et ; les v.p. associées dB qgns la
diagonalisation jointe. Alors on peut décomposer le risqué = Eke  ugk? = i |2
avec:

2 (F+ 1) %( %k (Bug)ik®+ k(A" n)ik?): (5.14)

ik(AHn)ik? _  knik?
Zk (Buo)ik? ~— ikuik?
de Wiener). Si la régularisation est parfaite (c'est-a-difeu; k? est une conslgs\nte), le pa-
ramétre de régularisation ne dépend pasd€ependant, le comportement de ,2 sous
un modele de bruit pour;jku;k? est en général plus complexe. . Si les deux matrices ne
commutent pas lesv.p. &+ B sontbornées pari2 + max €ton peutborner le risque
dans les espaces propres grace a cette inégalité.

En réécrivant I'équatio®.11dans ces espaces propres, on obtient
I

Chaque ? est minimisé par o = (proche de la solution du ltrage

X
o = argmin min 2. 2 (5.15)
[
On représente guré.5 la relation entre le optimal etlog( ). Pour véri er ce résultat,
une expérience a été générée en calculantdptimal pour différentes réalisations d'une
SR translationnelle avec régularisation TV pour l'imdggboon L'autre est générée en
utilisant la minimisation %.15 et des parameétres constants pourj(Bu)ij etjn;j. Dans
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5.3. Expériences

(a) (b)

FIGURE 5.5. Paramétre optimal de régularisation en fonction du conditionnement.

Notre choix pour estla courbe en rouge. (a) Paramétre de régularisation optimal en fonc-
tion du conditionnement pour la SR translationnelle. (b) Paramétre de régularisation pour la
SR translationnelle obtenu en minimisant la fonction de risque de I'équdiithB) (

les deux cas, on observe que ceptimal suit le modéle de fonction du conditionnement
gue l'on a choisi.

La complexité de notre algorithme de régularisation locale est la complexité de la
super-résolution TV globale plus le colt du calcul du conditionnement local. Ce codt est
O(Cmn (ML)?), 00Cy:n est le codt du calcul du conditionnement d'un systéhe N
(les systémes SR sont calculés rapidement dans le domaine de Fourier comme montré dans
I'équation @.22) ). Le conditionnement local doit étre utilisé lorsque le nombre d'images
est proche d&/1 2. Le colt additionnel de ce calcul est petit comparé au colt de la SR ré-
gularisée par TV qui est d®(K i Csr) opérations, oK ; est le petit nombre d'itérations
(typiquement 3) requis pour la convergence de I'algorithme de point x€ggtest le colt
de la minimisation SR.? sans régularisation.

5.3 Expériences

On effectue une premiére expérience de super-résolution synthétiqublawez. On
génereN = 4 images BR bruitées a partir d'une image HR de tad2l® 240 (SR avec
M =2, rotations entre 5 et5 degrés, translations uniformément distribuées d@yrid ]2,
zoom entre0:95; 1:05). Limage HR ainsi qu'une image BR sont représentées goi@
On montre gure5.8le résultat de la régularisation locale, comparé a une régularisation
globale. On effectue l'interpolation SR sans régularisation, avec régularisation TV globale
et locale avec parameétre optimal. On a utilisé notre connaissance de I'image parfaite pour
déterminer le paramétre de régularisation donnant le meilleur PSNR pour les deux types
de régularisation. Pour la régularisation globale, 'image résultante est excessivement lissée
dans les endroits ayant un meilleur conditionnement, et pas assez a d'autres endroits. Avec la
régularisation locale, il y a lissage seulement dans les zones mal conditionnées. Cela donne
une meilleure reconstruction de lI'image HR. Les différences sont particulierement visibles
sur les images représentant le bruit de reconstruction ainsi que le montre l'agrandissement
de la gure5.7.
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5. REGULARISATION DES PROBLEMES DESRINVERSIBLES MAL CONDITIONNES

(a) Image HR (b) Une image BR

FIGURE 5.6.Images HR et BR de la premiére expérience.

Dans la gure5.9, on effectue une autre expérience synthétique Bec3. On généere
cette expérience de la méme facon que la précédenteNavecl0. La préservation du
signal est améliorée avec la régularisation locale par rapport a la régularisation globale. On
observe mieux cette préservation sur les cartes de différences G6guife)(f)).

gure 5.1Q notre régularisation locale est utilisée pour des images réelles. On utilise
4 images de l'expérience 2 de la gure gu®9 (Section3.2). Le résultat de la SR sans
régularisation montre le comportement local du bruit décrit précédemment. Ce comporte-
ment est bien prédit par le conditionnement local. Le résultat de la SR avec régularisation
locale a amélioré la netteté dans les zones bien conditionnées par rapport a la régularisation
globale. La zone qui béné cie de cette régularisation est montrée fure
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5.3. Expériences

(a) Régularisation globale (b) Régularisation locale

FIGURE 5.7.Détail régularisation TV locale. Détails de la gure5.8.(e) et5.8.(g).

(a) SR sans régularisation (b) SR avec régularisation globale) SR avec régularisation locale
optimale optimale

(d) Erreur PSNR=22.70dB (e) Erreur PSNR=30.56dB (f) Erreur PSNR = 31.26dB

FIGURE 5.8. Régularisation TV locale pour une super-résolution critiqueM = 2.
Erreur de reconstruction dans une échelle bleu rouge représentant les niveaux de gris de
I'image [0,30] (les images sont dans [0,255]).
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5. REGULARISATION DES PROBLEMES DESRINVERSIBLES MAL CONDITIONNES

(a) Image HR (b) Une image BR

(c) SR avec régularisation globalé) SR avec régularisation locale
PSNR=23.98dB PSNR=25.09dB

(e) Erreur de reconstruction(c)-(a) ® (d)-(a)

FIGURE 5.9. Régularisation TV locale pour une super-résolution critiqueM = 3.
Erreur de reconstruction dans une échelle bleu rouge représentant les niveaux de gris de
I'image [0,30] (les images sont dans [0,255]).
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5.3. Expériences

(a) Image de référence (b) Une image BR

(c) Carte de conditionnement (d) SR sans régularisation

(e) SR avec régularisation globale  (f) SR avec régularisation locale

FIGURE 5.10.Régularisation TV locale avec des images réelldd = 2. Comparaison
entre régularisation globale et locale avec 4 images réelles.
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5. REGULARISATION DES PROBLEMES DESRINVERSIBLES MAL CONDITIONNES

(a) Régularisation globale (b) Régularisation locale

FIGURE 5.11.Détail régularisation TV locale. Détails de la gure5.10(e) et5.10(f)

70



5.4. Conclusion

5.3.1 Application au dématricage multi-image

On montre ici que I'on peut appliquer notre algorithme pour effectuer un dématricage.
En général, les capteurs pour les différentes couleurs sont entrelacés pour former une ma-
trice de capteurs. La disposition de ces capteurs est la matrice de Bayer. Les composantes
rouge vert bleu (RVB) sont entrelacées de telle maniere que dans un carré formé de 4 pixels,
il s'y trouve un de rouge, un de bleu et deux de vert. De nombreux algorithmes perfor-
mants permettent de produire une image ayant de l'information RVB pour chaque pixel. On
appelle cette opération le dématricag&2][a montré les béné ces du dématricage multi-
image. Parce qu'il n'y a aucune hypothése faite sur la régularité de I'image, reconstruire une
image HR est possible lorsque le dématricage mono-image échoue. Si l'utilisateur a I'op-
portunité de prendre 4 photographies de la méme scéne, on peut utiliser notre régularisation
locale pour reconstruire I'image HR avit = 2 avec les composantes RVB indépendam-
ment. De cette maniére, on limite la quantité de régularisation utilisée pour produire I'image
nale. On montre gure5.12la comparaison entre un dématricage multi-image avec bruit
et un dématricage mono-image de I'état de I'art (dématricage par autosimiBijivec
bruit. On a généré un exemple synthétique en générant 4 versions BR d'une image HR
et en ajoutant du bruit. L'entrée pour le dématricage mono-image est la matrice de Bayer
générée a partir de I'image HR. On a spéci quement choisi une image ou le dématricage
mono-image échoue pour illustrer les béné ces possibles de la super-résolution avec régula-
risation locale. Le dématricage multi-image avec notre régularisation TV locale produit une
image HR sans anomalie chromatique, ce qui n'est pas le cas du dématricage mono-image.
On voit donc que méme dans le cas mal conditionné, on a réussi a produire une image HR
de bonne qualité en limitant autant que possible la régularisation.

5.4 Conclusion

Ce chapitre a permis de déterminer avec précision le comportement du bruit de recons-
truction d'une minimisatior. 2. On a exploité cette information, pour minimiser la quantité
de régularisation a effectuer. Idéalement, le parameétre de tolérance, utilisé pour favoriser le
bruit non corrélé avec le signal (quitte a ce qu'il soit plus fort), devrait étre déterminé en
accord avec une méthode de débruitage a effectuer apres la super-résolution. Par exemple,
une méthode (Non Local Means) a base d'imagettes (patches) utilisant l'autosimilarité des
images naturelles pourrait agir dans les zones mal conditionnées, et utiliser la connaissance
de la quantité de bruit dans chaque imagette pour éviter de les utiliser pour le débruitage.
Dans le cas de bruits a variance variable, il a été moBigune telle adaptation améliore
les performances de débruitage. Les évolutions récentes des algorithmes non-#@aux [
pro teraient de la méme maniére d'une telle connaissance. Une fois déterminée la perfor-
mance de tels algorithmes pour un niveau de bruit donné, on pourrait régler la tolérance
pour accepter un niveau de bruit que I'on est sir de pouvoir enlever apres.
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5. REGULARISATION DES PROBLEMES DESRINVERSIBLES MAL CONDITIONNES

(a) Image HR idéale (b) Une image BR

(c) Dématricage multi-image proposé  (d) Dématricage par autosimilaritg][

FIGURE 5.12.Dématricage multi-image avec 4 images BR avec régularisation TV lo-
cale.Les images BR sont simulées a partir de I'image idéale HR en sous-échantillonnant
chaque composante RVB par un fact®ur= 2 aprés mouvement aléatoire, un bruit gaus-
sien de déviation standard= 5 est ajouté (Pixels ont des valeurs dih55).

72



CHAPITRE 6

ROBUSTESSE DE LA SUPERRESOLUTIONL!
AUX DONNEES ABERRANTES

La normel ? a fréquemment été choisie pour quanti er I'attache aux données car elle
correspond aux propriétés statistiques du bruit d'acquisition. Une capacité de réduction du
bruit découle de ces propriétés (ChapBjePlus récemment, la minimisatian* a été uti-
lisée pour débruiter des images contaminées par des données aberrantes (aUflidira) [
été montré qu'elle permettait une robustesse aux outliers dans le cadre de la super-résolution
[45, 113. Cependant, une régularisation est généralement ajoutée a I'attache aux données,
ce gui revient a supposer qu'il n'y a pas assez d'information pour retrouver l'image HR.
Dans le chapitr®, on montre que lorsque le nombre d'images BR est suf sant, il est pro-
bable que la régularisation devienne inutile, mais ces résultats s'appliquent mal au cas des
données aberrantes (données corrompues, outliers) que l'on peut considérer comme un bruit
non borné en amplitude a priori.

Dans ce chapitre, on détermine des conditions pour lesquelles l'interpolation de super-
résolution (mouvements supposés connus) est bien informée dans le cas d'un bruit d'out-
liers. On montre que c'est le cas (en probabilité), si le pourcentage d'images contaminées
est inférieur a une constante. On montre par ailleurs que cette borne linéaire est précise (au
sens de son évolution en fonction du nombre d'images).

6.1 Lien entre robustesse et reconstruction parcimonieuse

6.1.1 Etatde l'art

Candés et Tad2¥] ont montré que la robustesse aux outliers par minimisatibdans
le cas d'observations redondantes) est équivalente a un probléme de reconstruction parci-
monieuse. lls en déduisent une condition de reconstruction parfaite (et approchée dans le
cas bruité) basée sur une propriété d'isométrie approchée de la matrice d'observation du
probléme équivalent, IRestricted Isometry ProperfRIP). Pour des matrices d'observa-
tion aléatoires, ils déduisent que la minimisatiohest robuste & un nombre d'outliers qui
suit une loi asymptotique meilleure que linéaire en fonction du nombre d'observations :
pour des observations comportant des erreurs, le pourcentage d'erreur qu'il est possible de
corriger augmente avec le nombre d'observations.

Il faut noter que Picard et Weis87] se sont intéressés a ce probléme dans le cadre de
la localisation de sources, pour des outliers d'une cardinalité donnée. lls donnent une borne
ne linéaire pour le nombre d'outliers en fonction du nombre d'observations. Cette borne
dépend de la normie? de vecteurs singuliers d'une matrice construite a partir de la matrice
d'observation. La réalisation de ce calcul dépend fortement de la structure de son probléme
et parait mal adaptée au probléme de super-résolution. Kuppinger eétpdlirisi que Stu-
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6. ROBUSTESSE DE LA SUPERRESOLUTIONL! AUX DONNEES ABERRANTES

der et coll. €] étudient le cas ol un signal est parcimonieux dans un espace et est corrompu
par un bruit parcimonieux dans un espace donné (cas que l'on étudie précisément dans le
chapitre suivant). Ce signal est observé par un nombre sous-déterminé d'observations. lls
donnent des conditions basées sur la cohérence mutuelle entre la matrice d'observation du
signal parcimonieux et la transformée parcimonieuse du bruit (notion que I'on retrouvera)
pour déduire le nombre d'outliers qu'il est possible de pardonner. La dépendance de ce
nombre en fonction de la quantité de données n'y est pas plus étudiée que4absps

ce chapitre, on montre en utilisant I'équivalence entre reconstruction parcimonieuse et résis-
tance aux outliers qu'une interpolation SR parfaite par minimisdtibpeut étre possible
lorsque les données sont contaminées par des outliers. On utilise d'abord une condition
équivalente a la garantie de reconstruction parfaite : la propriété de non-concentration, ap-
peléeNull Space PropertyNSP) dans le cadre de la reconstruction parcimonie?ige).

On détermine aussi une condition de reconstruction parfaite en utilisant la RIP. En n, on
montre I'importance de considérer la structure des outliers et notamment leur support rela-
tivement au support du signal.

Des recherches simultanées sur ce sujet ont été effectdépmi{ des développements
théoriques similaires et s'intéresse a la robustesse avec des observations aléatoires. Il donne
une condition dépendant d'une notion d'angle entre l'espace des outliers et celui des in-
connues, ce qui revient a étudier la cohérence mutuelle et donc se baseRsstrlated
Isometry Property[83] étend les résultats d®¢] au cas de supports de parcimonie aléa-
toires. P étend les résultats d&f| pour le cas ou un bruit d'énergie nie contamine en
plus les données.

6.1.2 Dé nitions

On dé nit un bruit de type outlier uniquement par le support des données qu'il conta-
mine et on ne fait aucune hypothése sur les valeurs que ce bruit peut prendre.

Les images BR sont toujours générées par I'application lindaide Chapitre3. Dans
le cas d'un bruit de type outlier, on écrit la minimisatioh :

argmingkAu  wki (6.1)

avecw = Aug+ ng. On cherche des conditions sdipour s'assurer queg est l'unigue so-
lution de 6.1) lorsqueng est de laformeng = n:T avecT un vecteur d® etlreprésentant
un support (le symbolereprésente le produit coordonnée a coordonnée).
Dans cette section, on suppose duest une matrice quelconque de talle M de
rang plein (oUN etM sont des entiers quelconques tels §ie M ). Les résultats sont
ainsi généraux pour les problémes inverses sur-déterminés. On dé nit la notion de matrice
pardonnante :

Dé nition 6.1.1 (Matrice pardonnante)Soit T un ensemble de supports daR¥ (T
f0; 1gN). A estT -pardonnante si pourtodf 2T ;n2 RN;ug2 RM,ona:

up = argmin ;KAu  (Aug + n:T)k; (6.2)
etug est I'unique minimiseur.

On répond donc a la question que I'on s'est posée pour une classe d'outliers a support
dansT si I'on arrive a déterminer les conditions (principalement le nombre d'images BR
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dans le cas de la super-résolution) pour lesquéllestT -pardonnante. En effet, dans le
cas de la super-résolution AiestT -pardonnante, alors la super-résolution est parfaitement
informée pour les outliers a support dans

Lorsque le support des outliers est de cardifall est montré dans4] que le pardon
est équivalent a la capacité de reconstruction parcimonieuse de matribest le noyau
est exactement I'image d& (BA = 0). On dé nit les matrices :

Dé nition 6.1.2 (Matrice Annihilatrice) SoitA une matriceN M. On dit queB estun
annihilateur deA ou annhileA siB estdetaillgN M) N, derang plein eBA =0.

Le résultat d'équivalence entre pardon et propriété de non concentration s'étend natu-
rellement a des ensembles de supports quelcongues que I'on va montrer dans le théo-
réme6.1.2 Pour cela, on étend la dé nition de ces concepts a des ensembles de supports
guelconques.

Dé nition 6.1.3 (Propriété de Reconstruction Parcimonieus)itT un ensemble de sup-
ports deRN . La matriceB a la T -Propriété de Reconstruction Parcimonieuse si pour tout
T2T:x02RV,ona:

(Xo:T) = argmin , kxkj t:q: Bx = B(Xo:T) (6.3)
etXo:T est l'unique minimiseur.
La remarque de24] peut donc étre formulée.

Théoréme 6.1.1.Le T -pardon deA est équivalent a Id -propriété de reconstruction par-
cimonieuse des annihilateurs de

Démonstration.Voir [24] ou utiliser le théoremé.1.2 O

La super-résolutioh ! est donc robuste aux outliers de support ders et seulement
silmA véri e la propriété suivante :

Dé nition 6.1.4 (Propriété de non concentration (PNC®oientT un ensemble de supports
deRN etV un sous espace d@" .V a la T -propriété de non concentration si pour tout
v2VnfOgetT 2T :

kv:Tky < kv:TCk; (6.4)

ouT¢ est le complément du suppdrt

Cette propriété permet de faire des hypothéses différentes sur le support du bruit en
considérant des ensemblBsarticuliers.
On dit qu'une matrice a Id -Null Space PropertyT[-NSP) si son noyau a [a-PNC.
On remarque, gu'étant en dimension nie, la PNC impligue I'existence d'une constante
< 1telle que pourtouv 2 V ettoutT 2T :

kviTky  kviT%q : (6.5)

Cette constante est appelée constante de NSP dans le domaine de la reconstruction parci-
monieuse.
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6.1.3 Démonstration directe de la caractérisation par la PNC

La littérature nous fournit les équivalences :

Pardon, Reconstruction Parcimonieuse
Non Concentration Reconstruction Parcimonieuse

On montre ici directement la troisieme équivalence, avec des supports quelconques :
Non Concentration Pardon

Théoréme 6.1.2.Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. A estT -pardonnante
2. ImA alaT -Propriété de Non Concentration.

Démonstration.1) 2: SoitA une matricel -pardonnante, € 2 T . Soitw 2 ImAnfQg,
il existe unug tel quew = Aug 6 0.

CommeA est pardonnantejg minimise la norme_! de I'‘équation 6.2). On a donc
l'inégalité

kn:Tk; < KAu  (w+ n:T)ky; (6.6)

pour toutn 2 RN et pour touts 6 ug sous-optimal. L'inégalité stricte est une conséquence
de l'unicité (supposée par hypothése). En particulier, poarw etu = 2ug (U 6 ug car
Aug80),Au =2wet:

kw:Tky < kw  w:Tky = kw:T%Kkq;: (6.7)
Cela montre quémA satisfait la PNC suT .

2) 1:Par hypothésdmA ala PNC suf. Soitup 2 RM,n 2 RN etT 2 T.On
montre qualp est un minimiseur de l'expression de I'équati@d). Soitu 6 ug. La norme
L! est la somme des normks calculées sur des supports complémentaires :

f(u)= KAu (Aug+ n:T)ky

K(Au (Aug+ n:T)):Tky + k(Au  (Aug+ n:T)):TCk, (6.8)
K(A(U ug):T nTky+ k(A(u ug)):T%Ky :

On utilise I'inégalité triangulaire suivie de la PNC :

f(u k nTky k (A(u ug)):Tky+ k(A(u ug)):T%k,

(6.9)
f(u) > kn:Tky = f (up) :

Cette inégalité stricte montre qug est le minimiseur unique deet queA estT -pardonnante.
O

Remarque 6.1.1.0n peut interpréter cette équivalence en terme de quantité de bruit. En
effet, ce théoréme dit que si pour tout bruit supporté paisa mesure par la norme?!

(son « énergid-! ») est inférieure a I'énergie des observations non-contaminées, alors le
probleme est robuste.
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Avec ce résultat, la PNC peut étre véri ée sur des ensembles de supports quelconques
et non d'un cardinal xe, comme cela est souvent fait dans le domaine de la reconstruction
parcimonieuse. Par exemple, pour la super-résolution, il peut-étre intéressant de considérer
les supports contaminant un nombre xe d'images. Cette hypothése modélise des situations
réelles comme l'apparition d'objets dans la scéne, de re ets... Cette généralisation permet
d'introduire une notion de structure dans la dé nition des outliers et de leurs supports, ce
qui va jouer un réle déterminant dans la suite.

Remarque 6.1.2.Dans le contexte de la robustesse aux outliers, on pourrait appeler la
PNC, « Propriété de I'Espace Image »(« Image Space Property »A geur traduire le
concept de Null Space Property de la théorie de la reconstruction parcimonieuse.

6.1.4 Stabilité

Les images BR, comme on I'a vu dans les chapitres précédents, sont contaminées par
un bruit blanc aléatoire. Il faut donc s'assurer que la minimisatibest stable par rapport
a un tel bruit. Cette stabilité est démontrée dans le cas de la reconstruction parcimonieuse.
On donne ici une démonstration similaire directe pour le probléme de pardon :

Théoréme 6.1.3.Supposons qu& estT -pardonnante. Soit 2 T . Siw = Aug+ n:T +ny
alors le résultatt de la minimisatior(6.1) respecte l'inégalité suivante :

1+
ket ugky 201

knziTCkl (610)

avec < llaconstante de PNC denA, etc est une constante qui dépendAle

Démonstration.D'apreés le théorem6.1.2  existe. En faisant un changement de variable,
il suf t de prouver le résultat poung = 0. On peut supposer que est supporté sur® car
la partie supportée sUr peut étre considérée comme outlier. Contmest le minimiseur
de l'attache aux donnéés, on a
kA n:T naT%k; k Av+ n:T + ny:TCky; (6.11)
pour toutv. On sépare le calcul de la norme de gauche sur des supports complémentaires :
kKA n:T  naT%y = k(Aw): T niTky+ k(Ae):T®  noTCky: (6.12)
On utilise ensuite I'inégalité triangulaire et on choisit O :
kn:Tky k (Aw):Tky + k(Awe): Ty k n2:T%ky k niTky + kna:TCky; (6.13)
ce qui donne nalement.
k (At):Tky + k(At):T%ky  2kn,:Tk, (6.14)
D'apres la PNC dé\, on a

(1 )k(Aw): Ty  2kny:T%kq: (6.15)

77



6. ROBUSTESSE DE LA SUPERRESOLUTIONL! AUX DONNEES ABERRANTES

D'aprés la PNC, on a ausk{At):T%k;  1=(1+ )kAuk;. L'opérateurA est injectif. Il
existe donc une constantejui dépend dé\ telle que

+
kno:T%ky: (6.16)

1
kerkq 2c 1

0
Remarque 6.1.3.L'équation(6.10 implique la stabilité pour toutes les normes
Ktb  uokp  Cknokg: (6.17)
ou C est une contante qui dépendjlg, A etT.

Cerésultat permet dans le cas de la super-résolution de déduire qu'elle est bien informée
dans le cas d'une contamination par des outliers et par du bruit gaussien si l'opérateur est
pardonnant.

6.2 Conditions de reconstruction parfaite par SR en présence
d'outliers

Dans cette section, on cherche des conditions suf santes de pardon pour I'opérateur
de SR. La matricé\ est donc de taillNl1? (MI)2. On commence par une étude naive
utilisant un nombre d'outliers donné. On remarque ensuite que les bornes sont améliorées
si I'on considére une structure particuliére sur les outliers : une mesure de parcimonie utile
est le nombre d'images contaminées, et non le nombre d'échantillons.

6.2.1 Conditions suf santes pour leK-pardon

Dans cette sectiof, est I'ensemble des supports de cardidalLa propriété de non-
concentration permet de trouver des conditions suf santes de reconstruction sur le nombre
d'images BR lorsqu& outliers contaminent les données. Ces conditions font intervenir le
conditionnement dA..

Dé nition 6.2.1 (Conditionnementt ). Le conditionnemeritP d'un opérateurA est dé nit
par :

_ Sug(ukpzl kAu kp

AP inf gk, =1 KAUKp

(6.18)

En utilisant la PNC, on montre la propriété suivante.

Proposition 6.2.1. SoitA une matrice de super-résolution. Soi, .1, le conditionne-
mentL 1 maximum ded\rc; (lesA dont les lignes sont restreintesT&). Supposons :

1
N>K (M? o+

) (6.19)

Alors A estK -pardonnante.
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6.2. Conditions de reconstruction parfaite par SR en présence d'outliers

Démonstration.Soit T un support de cardin& . On cherche une condition suf sante pour
que
kATiuk
Rl e
kAchUk]_
soit vrai pour tous les suppoftsde tailleK . On commence par borner la norme d'opérateur
Lt deAr; (A restreint ar). Soientg; les lignes deA :

(6.20)

P . PP :
kATjuk1: brl<aju>j i2T jlai ujl (6.21)
kukg kuky kukg ' '
On aja;jj 1car tous les coef cients d& sont des échantillons d'un sinus cardinal. En
conséquence :
P P ..
kATjUkl i2T Jujj
kukj kukj (6.22)

K:

ATjUkl

On borne ensuite le rappo k- On utilise le conditionnemerit! de Atcj , noté

Areil- On peut ainsi écrire :

kATjUkl K kUk]_
kAchUkl kAchUkl
KATcjuky 1
inf ~ 114 (6.23)
kUkl

ATCj;l .
KATcjKop;1 -

K

On utilise le fait que la norme d'opérateut, kAt<jkop1 peut étre bornée inférieurement

par des valeurs particulieres. On remarque que l'opérateur SR transforme les images HR
constantes en images BR constantes ayant la méme intensité. En consdqenkep;

(NI2  K)=(MI)?et:

KA T uky Al

— = kM2 6.24
kATcJ’Uk]_ ( ) NIZ2 K ( )
On en déduit la proposition. O

Le conditionnementt 1 est une quantité dif cile a calculer en général, car il faut borner
inférieurement la valeur absolue d'une somme. Pour certains problémes, il est possible de
le faire. Par exemple, on peut borner inférieurement, la ndrindtune somme d'exponen-
tielles complexesq9].

Grace a I'équivalence entre propriété de reconstruction parcimonieuse et pardon, on
peut utiliser [aRestricted Isometry Proper{iRIP, [24]) pour trouver une condition suf sante
deK -pardon en utilisant des normes$. On rappelle la dé nition de la RIP.

Dé nition 6.2.2 (Restricted Isometry Property3 a la Restricted Isometry Property d'ordre
J avec constante 2]0; 1[ si pour toutx 2 RN(' D et pour tout supporT tel quejTj = J

1 HkxTky k B(xT)ka (Q+ )kxTky: (6.25)
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Montrer la RIP d'ordre] = K + K %avec constante < E%—gﬁ% pourB donne la
capacité de reconstruction parcimonieusefour les supports de taille (voir [29, 31]). Si
de plusB annihileA, A estK -pardonnante. On peut facilement construire des annihilateurs
deA, on peut donner une version de la RIP qui ne dépend gée:de

Proposition 6.2.2. Si pour toutT de cardinald :

KAAPA) IAH(xT)k, P-

6.26
kx:T ko ( )

alors il existeB ayant la RIP d'ordreJ et constante telle quekerB = Im A.

Démonstration.Etant donné une matride, on dé nit B comme la projection orthogonale
sur(ImA)? :B = Pymay = | A(A"A) AH . En restreignanB a son espace
image (qui est de dimensigh M 2)12), on construirait une matrice de rang plein et donc
annihilatrice deA.

On réexprime I'équationd.25 en fonction deA. On commence par I'élever au carré :

(1 )%kxTk3 k B(xT)k3 (1+ )%kx:Tks: (6.27)
D'aprés le théoreme de Pythagore,

kx:Tk3 = KA(AHA) AR (x:T)K2 + kB (x:T)k3 (6.28)
On obtient en remplacant dans I'équati@én(y) :
KA(AHA) TAH(x:T)ko

1 ) 1 1+ )2 6.29
@ ) TG @+ ) (6.29)
On en déduit : si pour touk de cardinal :
KA(AHA) TAH(xT)k, P-
6.30
kx:T ko ( )
alorsB ala RIP d'ordre] et constante. O
Proposition 6.2.3. Supposons
N>M ?C, 'K 2., (6.31)

ouC; = 0:067Q Alors A estK -pardonnante.

DémonstratipE.Soit un supporflT de cardinald. On montre d'abord qu&AH kop, =
KAT Kop:2 J. En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

P L, P
KATUKS _  pri<aiu>? oriadifivis

6.32
kuk2 kuk kuk (6:32)
On ajjajjjz 1 car ce sont des sinus cardinaux. En conséquence :
kATjUkz p_—
—_ 6.33
kUkz J ( )
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6.2. Conditions de reconstruction parfaite par SR en présence d'outliers

On borne maintenant le ratio :

KA(AHA) LAH (x:T )k K(AHA) TAH (x:T )k,
kx:T ko max kx:T ko
max_ ma KAT Ko (6.34)
» P
s J
A2
max

oUu min et max sont les valeurs singulieres minimale et maximaleAdéEn remplacant
avec une valeur admissible deon trouve la condition :

4 k+K9Y Pro Pr
2K+ KD K- K. (6.35)
r2nax K+ K

On prendK ° = 3K (que I'on a trouvé optimal pour la constar@g). On obtient alors la
condition :

A2 Cy
5 p? (6.36)
max

max klfu“ktz car max €stla norme d'opérateur d&. Si on prend pouu une image

. p . . .
constante, on obtient imax N=M 2. Finalement, la condition devient,
N>M 2C, 'K 2., (6.37)
O

Cette inégalité est utile car elle dépend du conditionnergtatial du probléme de
SR et la constante est facilement calculable (méme si elle est grande). De plus, on sait
comment se comporte le conditionnement global. Dans le chapititeest montré que
le conditionnement ., tend versl pour un grand nombre d'images avec un mouvement
aléatoire. On peut de plus montrer que I'on ne peut pas avoir de borne meilleure que linéaire
en fonction du nombre d'outliers en exhibant le cas particulier d'outliers contaminant le
méme pixel (on le montrera pour le cas particulier du débruitage multi-image en utilisant la
PNC dans le chapitré). On le montre ici avec un contre exemple pour un cas particulier de
super-résolution.

Proposition 6.2.4. Pour les problémes de super-résolution 1D, avec un fadtéur 2 et
un nombre d'observationsl = 2P > 2, on ne peut pas avokK -pardon en général si
K> N= 4.

Démonstration.On construit un contre-exemple. Supposons que les translations des si-

0 et P avec une translatiof. Les signaux BR coincident exactement avec la grille HR.
Dans ce cas, la reconstruction pour un échantillon HR est la médiarfe dbservations
disponibles pour cet échantillon. Pour que cette médiane donne le bon résultat, il faut qu'au
moinsP =2 observations par pixel ne comporte pas d'outliers. En effet, dans le pire des cas,
tous les outliers prennent une méme valeur différente du signal. O
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On peut étendre ces bornes inférieures au cas 2D :

Proposition 6.2.5. Pour les problémes de super-résolution 2D, avec un fadtéur 2 et

un nombre d'imagedl = M 2P, on ne peut pas avok -pardon en général ¥ > %Z

Démonstration.On utilise exactement le méme argument que pour la propogitida
précédente. O

Avec ces développements, on trouve donc asymptotiquement la borne linéaire qui est
optimale. La borne asymptotique de I'équatién3(?) est deN=15M 2 outliers & comparer &
la limite N=2M 2. Cependant, on voit que ces bornes ne sont pas bonnes quantitativement, le
nombre d'images nécessaires pour remplir la condition augmente avec le nombre d'outliers,
mais on se rend compte que la borne qui utilise le contre-exemple que I'on vient d'exhiber
ne change pas si I'on considéere que les outliers contaminent toute une image. En utilisant
cette remarque, on améliore les bornes.

6.2.2 FEtude d'une structure d'outliers particuliére

Ici, on illustre les béné ces de pouvoir faire une hypothése sur la structure des outliers.
SoitT I'ensemble des supports qui contaminent au plgsmages BR. Comme précédem-
ment, on essaie de trouver une condition suf sante pour la PNCE&&¢ . Cette structure
permet d'avoirK = N¢l? outliers tant qu'ils ne contaminent pas plusMigimages. Soi
I'ensemble des indices des images BR contaminggs{ N¢). On montre la proposition
suivante :

Proposition 6.2.6. Une condition suf sante d& -pardon est
NcCaCak(A¥Are)) TKopn < 1 (6.38)
avecC,, C3 des constantes qui dépendent de la taille des images.

Démonstration.On commence par borner plus strictement la norme d'opérateur.

kATJ‘Ukl X
kg [Aikopa
s
KSQiKop1 (6.39)
i25
C2Nc

ouC; estune borne supérieure pdauikop;1. C2 estla norme 1 maximale qu'une colonne
deA; peut atteindre. En utilisant cette borne, on a:

kATj Ukl kATj UklkUkl

kAchUkl kUklkAchUkl
kuk1C2Nc .
kAchUk]_ .

(6.40)
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6.2. Conditions de reconstruction parfaite par SR en présence d'outliers

FIGURE 6.1.Constantes pour la SR translationnelle(a) Evaluation deC, en fonction
del, (b) évaluation d&3 en fonction dd, (c) évaluation d€,C3 en fonction dd.

On introduit la pseudo—inversit;%Cj = (A?CjATcJ-) 1A$'Cj (on rappelle qué ¢ est de rang
plein presque sirementNi N¢>M ?):

su _ kuky =su 7kA¥Cijl
pukAchuk]_ pv2ImATcJ- ka]_
H L kA?ijkl (6.41)
K (ATcjArc)) |<op;1SUFJv2|mAchTk1

K (A¥chTCj) kop1Csa

00 C3 est le maximum de la nornie! des colonnes d@!' SH (ou des lignes de&;). Pour
des sighaux 1D, la norme! dessinc est grossiérement bornée par le logarithme de la taille
de son support. En combinant, les équatidh89) et (6.41), on obtient le résultat. O

On évalue expérimentalement guéel, les constante§,,Cs et le produitC,Cs. Pour
cela, pour chaque taille d'image, on a généré aléatoirement 500 colonnes des matrices
concernées. On en a calculé la nortneet gardé la valeur maximale sur toutes les ex-
périences.

Le termek(A?CjAch) k1 ne peut pas étre borné sans hypothése sur les mouvements.
On sait qu'en moyenn(aA.'?chTCj) 1 Nil (chapitre3) lorsque le support est xé et
N !'1 . De plus, on peut estimer numériquement les constantes. Asymptotiguement, la
contrainte devienN. < C4N (pourl = 200, on aC4 = 60). Ce qui est bien mieux que le
résultat précédent (I'équatio®.G1) ) ou la constante aurait vaRi7r000pour| = 200. La
constanteéC, reste grande pour des cas pratiques, mais on sait qu'elle ne peut étre inférieure
a8. On en a donc un encadrement assez precis.

6.2.3 Algorithmes et exemples

On a utilisé un algorithme de moindres carrés itératif pondéré pour minimiser la norme
L1 [31]. Il est montré dans31] que cet algorithme converge vers la solutibrparcimonieuse
siAala(K + 12 )-propriété de reconstruction parcimonieuse (avérconstante de PNC
et lorsque les poids sont choisis de maniére adéquate (avec une régularisation des poids
n ! 0).On utilise cet algorithme en utilisant I'algorithme de SR présenté au cha-
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(@) (b)

FIGURE 6.2.Robustesse aux outliers(a) Image HR utilisée pour toutes les expériences,
(b) 10% centile du PSNR (en dB) en fonction du nombre d'images contamikées du
nombre dimageN M ?2,

pitre 3. On construit les itérations équivalentes a celles3dggour notre probleme :

Uns1 = argmink n(Au  w)k3

Zn+1 = AUpsr W

rn+1 = decreasing sort of absgn+1) (6.42)
n+1 = MIN( n;rpes (K +1))

o 2 2 1=4
n+l = d|ag Zna tohn

On a choisi cet algorithme car il converge rapidement (quelques itérations en pratique) et la
convergence peut étre véri ée en étudiant les variations de

La gure 6.2 montre une évaluation expérimentale du nombre d'images nécessaires
pour une reconstruction parfaite lorsg€idmages sont contaminées. Pour chalud , on
calcule le PSNR pour le résultat de 30 expériences avec différents mouvements. On montre
le 10-eme centile §0% des reconstructions ont un meilleur PSNR). Dans la gbu® on
insére une image BR composée de la valeur absolue d'un bruit gaussien de vh?iaties
pixels ont des valeurs dafg; 255). Dans ce cas, 6 images non bruitées de plus donnent
une reconstruction parfaite de l'image de haute résolution. Dans la gdranéme avec
plus d'images contaminéed {(mages BR bruitées s&images), si la localisation spatiale
des outliers est différente entre les images BR, la minimisatfoest robuste.

6.3 Conclusion

On a étudié les capacités de rejet d'outliers de la super-résolutiate maniére théo-
rigue. On a montré que si le ratio images non bruitées / images bruitées est suf samment
grand, on peut garantir la reconstruction parfaite. Linterpolation de super-résolution est
donc parfaitement informée dans ces cas la. Le résultat de stabilité garantit qu'elle reste
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(@) (b)

(©

FIGURE 6.3.Interpolation SR L1 pour M =2 etN =7 avec une seule image contami-
née.(a) Image HR, (b) image reconstruite, (c) images BR (outliers sur la derniére image).

bien informée dans le cas d'un bruit d'énergie nie additionnel. On a donné des bornes
théoriques pour assurer cette reconstruction parfaite. En pratique, moins d'images semblent
nécessaires pour l'obtenir. On a de plus remarqué que si les supports des outliers ne se re-
couvrent pas, la capacité de pardon augmente, on va exploiter cette idée dans le cadre plus
général des méthodés: L1 dans le chapitre suivant. On remarque aussi que, bien que
I'on ait utilisé la théorie de la reconstruction parcimonieuse, les résultats dirdpressed
sensingne sont pas valables dans le cas de la robustesse de la super-résolution multi-images.
En effet, le résultat le plus remarquable de cette théorie est que pour des observations aléa-
toires, plus on dispose de données, plus le pourcentage d'outliers que I'on peut pardonner
est grand (borne meilleure que linéaire). Dans notre cas, ce pourcentage est constant (borne
linéaire). En terme de robustesse, si on s'attend a ce qu'une partie de l'image soit conta-
minée dans un pourcentage constant du nombre d'image, alors ajouter beaucoup d'images
n'est pas utile, on pourra juste tenter de véri er, si la super-résolution sera robuste ou non.
Si le nombre d'images contaminées est xe, ajouter plus d'images, pourra augmenter la
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(@) (b)

(©

FIGURE 6.4.Interpolation SR L pour M =2 etN = 8. (a) Image HR idéale, (b) image
reconstruite, (c) images BR (Les outliers simulent des pixels saturés (carrés rouges) sur les

4 dernieres).

robustesse de la super-résolution.
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CHAPITRE [/

EFFET DE LA REGULARISATION
PARCIMONIEUSE SUR LA ROBUSTESSE DE LA
SUPERRESOLUTIONL?

Dans ce chapitre, on étudie I'effet de I'ajout d'un terme de régularisation au probleme
du chapitre6. On commence par inclure ce nouveau terme dans la théorie du pardon. On
étudie ensuite le cas des matrices aléatoires a n de faire le lien avec la littérature. En n, on
s'intéresse au cas du traitement multi-image. On choisit les outils théoriques qui permettent
d'expliquer les résultats de robustesse des méthbdeBV. On trouve que la structure
des supports de parcimonie considérés joue un réle déterminant. Avec des hypothéses ap-
propriées, on arrive a déterminer la valeur du paramétre de régularisation qui permet une
reconstruction parfaite.

7.1 Extension du pardon au cas régularisé

L'approximation parcimonieuse est un outil trés utilisé pour inverser des systéemes mal
conditionnés ou mal posés. Beaucoup d'applications béné cient de cet outil. De I'acquisi-
tion compressée2p] au débruitage des image3g 114 et a la synthése de texturedd],
la parcimonie d'un signal permet de le reconstruire alors que l'information disponible est
plus faible que ce qui est nécessaire a priori. Il a été montré que les images naturelles
peuvent avoir des représentations parcimonieuses dans certains dictiortwifis; 15].

Un dictionnaire est une collection de composantes élémentaires d'une image (ex. ondelettes
redondantes).

L'approximation parcimonieuse a principalement été faite sur les signaux. On a montré
préecédemment que cette méme hypothese sur le bruit permet de déterminer la robustesse
aux outliers de la super-résolutiart. Connaissant les béné ces de I'hypothése de parci-
monie sur les signaux, la question de la faire a la fois sur le signal et sur le bruit se pose.
Est-ce qu'ajouter une hypothése de parcimonie sur le signal améliore la robustesse de la
super-résolutioh. * ?

Cette question a été étudiée das, 61, 95] avec un modele d'observation différent :
le nombre d'observations du signal parcimonieux est sous-déterminé. Il a été montré qu'un
compromis entre la parcimonie du signal et la parcimonie du bruit doit étre fait pour ga-
rantir la reconstruction parfaite de certains algorithmesapprochélL etL? L1)etde
certaines matrices d'observation. En revanche, la question du paramétre de régularisation
n'est pas traitée. De plus, I'effet de ces méthodes sur la super-résolution multi-image n'est
pas étudié de maniére théorique.

La régularisation parcimonieuse est déja utilisée pour la super-résolution mono-image
[78]. La régularisation par TVE8], populaire pour la super-résolution, peut étre interprétée
comme la version convexe d'une régularisation de type gradient parcimonieux.
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7.1.1 Hypotheses de parcimonie sur les images naturelles

Pour une imagelg, on dit queug est parcimonieuse en analyse pour une transfor-
mée (dite parcimonieuse) particuliéresi ug est un vecteur parcimonieux. Une large
gamme d'hypothéses parcimonieuses (la fonctiomn général, une fonction linéaire) ont
été considérées pour les images naturelles. On peut citer les décompositions en ondelettes,
les projections dans des dictionnaires d'imagettes (patch@8g)38]. Une autre supposi-
tion fréquente sur les images est le fait qu'elles minimisent la ndrmeu gradient (la
variation totale anisotrope). Interprétée selon la théorie de la reconstruction parcimonieuse,
minimiser cette variation totale est équivalent a imposer de la parcimonie sur le gradient.
Dans la section sur la super-résolution, nous allons utiliser cette hypothése comme exemple
pratique.

Dans la suite, on étudie la minimisation

argmin,kAu  wky + Kk ukj (7.2)

ou estlatransformée parcimonieuse.

7.1.2 Dé nitions

Soit T une famille de supportA une matriceN M de rang plein. On étend la
dé nition de pardon au cas régularisé. Soit la transformée parcimonieus® matrice de
taille N® M. On veut étudier le cas ol estT -pardonnante sur les solutions réguliéres
Ug ol U estL-parcimonieux pour des supports de parcimonie de sign&déalement,
on aimerait étendre le concept comme suit :

Dé nition 7.1.1 ((L*; L% Matrice pardonnante sous hypothése parcimoniel®ei} T un
ensemble de supports ® et L un ensemble de supports &' °.on dit que La ma-
trice A estT -pardonnante sur les solutions; L -parcimonieuses si pourto@t 2 T ;n 2
RN;up2 RM telsque up= o2L:RV’ ona:

Up = argmin ,kAu  (Aug+ n:T)ks t.q: u2L:RV’ (7.2)
etug est l'unique minimum.

Cependant, le manque d'algorithme pratique pour résoudre exactement ce probléme
nous pousse a étudierla relaxation convexe de celui-ci. Imposer I'appartenance du signal a
L:RN’, rend une partie du probléme combinatoire. Il a été montré &2hglie ce probléme
appartient a la classe des problémes NP-dif ciles, c'est-a-dire que I'on ne connait pas de
moyen de le résoudre en temps polynomial (par rapport a la taille des données). Pour le
traitement des images, des algorithmes gloutons (@xthogonal Matching Pursuitg6])
sont utilisés pour essayer de résoudre approximativement de tels problémes. Les propriétés
de convergences de ces algorithmes peuvent alors étre étudiées.

On a choisi de garder I'approche et le cadre théorique du chapitre précédent. De cette
maniére, on étudie seulement les minima de la fonctionnelle de I'équatiyref les résul-
tats ne dépendent pas de la maniére de la minimiser. On va donc considérer la régularisation
parcimonieuse.; L1, qui est la version convexe de la dé nitidn'; L° précédente. On
présente sur la gur@.l1, un schéma classique qui illustre la différence entre les minimisa-
tionsL?, Lt etLY. On voit que, dans ce cas, la minimisation de I'attache aux dorinkes
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FIGURE 7.1.Minimisations L2, L et L°. La solutionL! est identique & la solution®

donne la méme solution parcimonieuse que la minimisatfbpourATu)  w : la solution

a une seule composante non nulle. De plus, on voit que la sphére de héroomstante

est I'enveloppe convexe de l'intersection de la sphére de narffrevec la boule unité 2.

Il est donc légitime de chercher les situations ou la version convexe du probléme donne le
méme résultat.

Dé nition 7.1.2 ((L1;L1) Matrice pardonnante sous hypothése parcimoniel8e} 2

R. SoitT un ensemble de supportsB€ etL un ensemble de supports B& °. On dit que

A estT -pardonnante sur les solutions ;L -parcimonieuses par optimisation convexe si
pourtoutT 2T:n2 RV;up2 RM telsque up= o2L:RN’ ona:

up = argmin ;kAu  (Aug+ n:T)k; + Kk uk; (7.3)
etug est l'unique minimiseur.

Remarque 7.1.1.Lorsque l'on effectue la minimisatiof7.3), on appelle le paramétre

de régularisation. Ce paramétre est considéré comme le niveau de régularisation, c'est-a-
dire la quantité de régularité que I'on impose sur lI'image. Idéalement, on aimerait pouvoir
dé nir la transformée parcimonieuse indépendamment de sa constante de normalisation
( ), comme la capacité de pardon dépend de cette normalisation, on l'a intégré comme
paramétre de la dé nition. Au nal, on pourra dire qu& est pardonnante sur les solutions
parcimonieuses s'il existe unqui donne la minimisatiof7.3)

Remarque 7.1.2.L'équation(7.3) est équivalente aug est l'unique minimiseur de

minykA,u  wrksg (7.4)
0 1 0 1 0 1 O 1
A Au n:T Aug+ n:T
oA, =@ " Aety, =@ T ° A+ @ A-@ ° A
Uo Uo 0

Remarque 7.1.3.D'aprés la remaygie précédente, s'il exige untel queA, pardonne

<
les outliers a supports dang® = ) @ ta ;12T 22L, ,onditalors queA, est
: ) ;
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T %pardonnante ouT ; L -pardonnante). On conclut que la matride est T -pardonnante
sur les solutions ;L -parcimonieuses.

Remarque 7.1.4.D'aprés la remarque précédente, BnA, a la T2PNC, alorsA est
T -pardonnante ;L -parcimonieuses. On montre dans le théoréfrle2 que c'est une
équivalence dans le cas ouest inversible.

QuandT etL sont les familles de supports de cardidaktS respectivement. On parle
deK; S -pardon et d&; S -PNC.

7.1.3 Propriété de Reconstruction Exacte

Lorsque I'on veut étudier une instance particuliére du probléme, il est utile d'avoir une
condition de reconstruction qui ne dépend que de cette instance du probléme. On trouve une
telle propriété dan<2p] ou elle est appelée propriété de reconstruction exacte. On peut aussi
la trouver dans la littérature sous l'appellation : existence d'un certi cat RIJ16. On
peut montrer le théoréme suivant en utilisant les propriétés du sous-gradient au minimum
de la fonction a minimiser. Elle est utile pour I'étude d'instances particulieres du probléme.
On produit une preuve géométrique directe (calquée directement sur cellg|)dédns le
cas du pardon.

Théoreme 7.1.1(Propriété de Reconstruction Exacte (PREDItA, T, n, ug une instance
du probléme(6.1). Une condition suf sante pour quep en soit I'unique minimiseur est
I'existence d'un vectew 2 RN tel que :

1. v 2 kerAH
2. v:T = sign(n:T), kv:T%%; <1

Démonstration.Parce que I'on peut toujours faire le changement de variabte u g,
il suft de véri er que, pour toutu, on a:

kKAu n:Tky k n:Tkg (7.5)
En utilisant les propriétés de la norme in nie deon a :
kAu n:Tky <v;nT Au> (7.6)
gue l'on décompose :
kAu nTky <v;nT > <v;Au> (7.7)
Commev:T = sign(n:T),ona<v;n:T > = KAu n:Tky et
KAu nTky k nTkys <APviu> (7.8)
avecAMv =0, ce qui méne au résultat. O

Cette propriété sera utile dans l'analyse ne du pardon pour la SR régularisée, pour les
supports de parcimonies structurés dans la setidn
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7.1.4 Caractérisation par la propriété de non concentration

On étend le théorem@1.2au cas régularisé, on préserve |'équivalence sist inver-
sible.

Théoréme 7.1.2.SiN%= M et estinversible les propositions suivantes sont équiva-
lentes (on rappelle qué est I'ensemble des concaténations des supporis del) :

1. A estT -pardonnante sur les solutions ; L -parcimonieuses.

2. A, estT %pardonnante.

3. ImA, alaT2PNC (ouT;L-PNC).
Démonstration.2, 3: On utilise directement le théorengel.2(chapitreb).

3) 1:En utilisant le théoremé.1.2 IxA, alaT “PNC implique queA, estT®
Aug+ n:T

0

marque7.1.2 Alors, le probléme7.3) aup comme unique solution pour toup,T °ce qui
est équivalent au pardon sur les solutions L -parcimonieuses.

1) 2: Soit A une matriceT -pardonnante sur les solutions ; L-parcimonieuses,
L2L etT 2T.Soitug2 RV, n; 2 RN;ny 2 RN®. Soitu; = (n,:L). En utilisant
le pardon de&A sur les solutions ;L -parcimonieuses); est I'unique minimiseur de

pardonnante, en particulier, pour tout = @ A dé ni comme dans la re-

up =argmin ;KAu  (Aui+ ny:T)ks + Kk uki: (7.9)
On effectue le changement de variable v+ u;  ug. Alors ug est l'uniqgue minimiseur :

up =argmin, kAv  (Aup+ ny:T)ks + k( v+ u; ug)ks

. (7.10)
up =argmin kAv  (Aup+ ni:T)ki + k v Uup hoLky
On conclut que\, estT Lpardonnante. O

Remarque 7.1.5.Si  est une décomposition générique dans un dictionnaire redondant,
seulement la condition suf sanB, 2) 1reste valide.

Remarque 7.1.6.D'aprés ce théoreme, le pardon de est garanti SA estT -pardonnante
et estL-pardonnante.

Une application de ce théoreme est le comportement de la régularisation lorsqe

Proposition 7.1.1. Soit A une matriceT -pardonnante alors, pour suf samment petit,
la matrice A, estT -pardonnante sur les solutions parcimonieuses pour n'importe quelle

parcimonie.
0 1

) : . T .
Démonstration.Soit T°= @ = A 2 T2 Spit > Oetu aveckuk; = 1. Parce quémA
L

alaK -PNC avec constante< 1,ona:
K(Au):Tky+ k( u)iLky < Kk(Au):T kg + k( u):Lky
k(A u):T%; < k(Au):T%y+ (k( u):iLky k ( u)iLk)+ k( u):LCk;
(7.11)
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Si(k( u):Lks k ( u):L°ki) < O,ImA, alaT;L-PNC. Sinon, pour suf samment petit
etindépendant de ( une application linéaire en dimension nie), on a

K(Au):T%y + (k( u):iLky k ( u):L°ky) < k(Au):T%k, (7.12)
etImA, alaT;L-PNC. La conclusion découle du Théoréimé.2 O

Avec la propriété de non concentration, on peut aussi rejeter des cas ou la régularisation
parcimonieuse n‘améliorera pas le pardon.

Proposition 7.1.2.Si  n'a pas laL-PNC. Alors pour assez grandd, n'a pas laT;L-
PNC.

Démonstration.Soit T, L des supports dan§;L respectivement. Il y a um tel que
k( u):Lk; > k u:L®k;.SoitO<a< k( u):Lk; k u:L®k;.Alors,

K(Au):Tky + k( u):iLky >k(Au):Tky+ a + k( u):L%q: (7.13)
Pour assez grand(Au):Tk; + a> k(Au):T%; et
K(Au):Tky + Kk( u)iLky > k(Au):T%y+ k u:L%q (7.14)

etA, n'apaslaT;L-PNC. O]

7.1.5 La Restricted Isometry Property pour le pardon régularisé

La RIP fait I'nypothese de supports de cardinal particulier. Pour étudier le probleme
régul@risé gt sa robustesse aux outliers, on a besoin de la RIP pour des supports de la forme

T=@ 'A avec cardinalit¢ 1j = K sur lesN premiéres coordonnéesijetj = S sur
2

les derniéredl °coordonnées. On dit qu'un t&l a cardinaK; S . D'aprés la dé nition6.1.2

(chapitre6), un annihilateuB deA, estdetaillgfN + N°® M) (N + N9.On écritBt la

restriction d'une matric® aux colonnes qui correspondent au suppo(Brx = B(X7))

ouxt = x:T.

Dé nition 7.1.3. B a la Restricted Isometry Property d'ordi€; S et constante > 0 si
pour toutx 2 RN*N ° tout supporfl de cardinalK; S

(1 kxtkz k B(xt)ke 1+ )kxrkz: (7.15)

La démonstration usuelle24, 29] montre que la RIP implique la propriété de non
concentration, ce qui implique le pardon. Ici, on montre qu'il est important de distinguer
la parcimonie du signal et celle du bruit. On utilise la démonstration la plus simple qui est
la plus restrictive suB a n d'obtenir le résultat qualitatif. De meilleures constantes sont
atteignables avec des arguments plus compliqués.

Thé%rgame 7.1.3.S0itB un annihilateur de\, . SiB ala RIP d'ordre3K; 3S avec constante
p%, alorskerB ala PNC d'ordreK: S etA, estK;S pardonnante.
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7.1. Extension du pardon au cas régularisé

Démonstration.Ce qui suit est une adaptation de la preuve2. [On prouve la PNC de
kerB. Soitx 2 kerB. SoitTg le support de cardind{; S qui sélectionne leK plus grandes
valeurs absolues desur lesN premiéres coordonnées®tplus grandes valeurs absolues
dex sur lesN %derniéres coordonnées . SBit:: T, la suite des supports de caﬁpliﬂal; 2S
ayant les plus grands éléments suivants. &pit Xt, + X1, alorsBxo= B( ., X7,)
carx 2 kerB. Il est suf sant de montrer la PNC podr = Ty car il concentre le plus
d'énergie dex. En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwartz (ou I'équivalence des normes)
kxtky K 12kxt.1ko+ ST2kx1:0kp OUXT:1 €stx restreint audN premiéres coordonnées,
etxt.» estx restreint au °derniéres coordonnées.

Parce queg;1 etxo;2 sont3K; 3S-parcimonieux, on utilise la dé nition deg suivit par
I'nypothése RIP et l'inégalité triangulaire :

kxtko K 1=2kXT;1k2 + SlzszT;zkz
K 1=2kX0;1k2 + Slzszo;zkz

(1) H(K'PKBxozkz + S'?kBxo:2k2)

@ )*! k¥s X X k
Ti1 2

=2, (7.16)
v 17
+ Slzsz XT;:2 ko
i=2 |
X !
@ H? (K ¥*2kBx 1,:1k2 + S¥™?kBx 1,:2K2)
i=2
On utilise la RIP de nouveau : |
1+ X 1=2 1=2
kxTtko (K kXTi ;1k2 +S kXTi ;2k2) (7.17)

i=2
Maintenant, on borne le terme de droite aked;. Soit| 1 ety (respectivemeny®
une des premiered coordonnées der,,, (respectivementry;). Alorsjyj | vYy. Soitz

(respectivemert?d une des derniére$ °coordonnées der,,, (respectivementr,). Alors
jzj j zY. D'aprés cette observation,

2Ky k Xt .1k
y Xmaa (7.18)
2S5z k XTJ- ;zkli
On éléve au carré et on somme sunjest z :
2K kx1;,, 1k5 kK xT,.1k?
Tt B AnAn (7.19)
ZSI(XTj + ;2k2 k X‘|'j ;2k1
On prend la racine et on somme les inégalités :
P .- -
2(K 2k, ke + STPKxT,., 2K2) K X Ku: (7.20)
On combine avec I'équatiory(17) :
1+ 1
kxTtk1 TﬁékXTckl (7.21)
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.. . . 1+ . , . N pé 1
Ce qui implique la PNC sw%l— 1. Ce qui est équivalent a PS5 O

Remarque 7.1.7.Ce théoréme pourrait étre étendu directement aux maticagant plus
de 2 blocs, par exemple pour un signal corrompu par des outliers et parcimonieux dans une
union de dictionnaires (ou union de bases).

Condition suf sante pour la RIP des matrices annihilatrices

Ici, on montre avec notre construction particuliere de matrice annihilatrice, que I'on
peut trouver une condition suf sante pour kg S-RIP deA,. SoitB; = B; B,

une annihilatrice de\,, avecB; une matrice(N + N M) N et B, une matrice
(N+N°% M) NCoOnsedemande a quelle conditiBp a la RIP.

Dé nition 7.1.4 (Bornes d'opérateur sur les vecteurs parcimonieBxgst borné par ,;
sur les vecteur& -parcimonieux si :

kBx 1k
M = Spr;jTj K kXTTk22 (722)
m = inf KBXTks (7.23)

XITH K e ko

Proposition 7.1.3 (Normalisation) Si B est borné par ,; m sur les vecteurs; S -
parcimonieux, on peut trouvertel que B ala RIP de constante = M, On appelle
B , B normalisé.

Démonstration.Soit =2=( gy + m) et = m m alors =1 et m =

+ m

1+ . O

La cohérence mutuelle entBy et B, (comme dans19]) est utile pour produire des
conditions suf santes de RIP déterministe et probabili&®.[Cette mesure de la compati-
bilité de deux dictionnaires peut prendre plusieurs formes. Tout d'abord, considérons deux
familles de vecteurs orthonormaux. Ces deux familles concaténées forment une famille or-
thonormale si les vecteurs sont orthogonaux deux a deux. C'est-a-dire si la valeur absolue
maximale du produit scalaire entre deux vecteurs de chaque famille est nulle. Il est donc
naturel de quanti er la compatibilité de deux familles de vecteurs (dictionnaire) par cette
valeur. Dans la littérature, on se rend compte que plusieurs mesures de compatibilité sont
utilisées. Il se trouve qu'elles ont toutes un sens trés proche.

— Cohérence mutuelle : pour une concaténation de dictionnBiremn la dé nit par

¢ =Mmaxi;jj<dj;d; > joulesd sontles lignes d®.

— Propriété d'orthogonalité restreinte : dans le cadre de la reconstruction parcimo-
nieuse, il s'agit du maximum du produit scalaire de deux observations de deux vec-
teurs parcimonieux normalisés. C'est cette version que I'on utilise. Cette quantité est
bornée par la dé nition précédente, qui englobe aussi la RIP. On a donc

= supjr; ki jLj skBiTBzL Kop: (7.24)
On a max;; j < byi;bp; > j et nalement maxi;j j < bi;b > j
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— Angle entre sous-espaces : dan$ [a propriété d'orthogonalité restreinte est inter-
prétée en tant qu'angle minimal entre deux sous-espaces.

Proposition 7.1.4(Condition suf sante pour la RIP des annihilateurs Ag.). SoitB1

borné par m,; wm, sur les vecteurK -parcimonieux eB, borné par m,; wm, surles

vecteursS-parcimonieux. Soity = min( m,; m,) €t m = max( wm;; m,). Soit =

SUBT| K:jLj SIE)BlH;TBZ;kap' Si < 2, alors B, normalisé a la RIP d'ordreK; S et
2

2 4
constante 0= p_ p

2
gt +

g < 1
0 1

. . . X1 . .
Démonstration.Soitx = @ A (x; a taille N) un vecteur de suppofft de cardinal
X2

K;S.

kBx k% = kB1x1 + Bzsz%

B 5 ) . (7.25)
= kB]_X]_k2 + kBZXZkZ +2<B 1X1; BoXp >

La cohérence mutuelle entreB; etB> joue un rble important dans cette équation :
j<Bix1;Baoxa>j  kxikokxoks Ekxkg (7.26)

carab (a2 + b?)=2. Les 2 premiers termes sont contrdlés par les born@&,dg B,. On
a:

. kBx k3
min( my; m2)2 22 max( My M2)2+
kxks
q (7.27)
p kBx k2 2 4
m ka2 M
La conclusion est une conséquence de la propositibrd O

Le choix de I'annihilateur

La qualité de la RIP dépend directement du conditionnement des sous-matfiesale
choix deB tel quekerB = Im A ettel queB ala RIP de constante optimale, est un probleme
ouvert. Une autre question peut méme se poser. Etant donné une matrice d'observation
sous-déterminé€, C peut trés bien ne pas étre la meilleure candidate pour véri er la RIP.
C'est-a-dire gu'il peut exister une matrice de méme noyau ayant de meilleures constantes de
RIP, ce qui garantit une meilleure capacité de reconstruction parcimonieuse. En revanche,
comme on l'a vu au chapitre précédent, on peut construire une m&r@eartir deA
en prenant la projection orthogonale sur le supplémentaire orthogonal de l'ima@e de
(Pam a2 ), et restreindre celui-ci a son image. AloBsest un annihilateur da.

De plus, si on se place dans le cas owest inversible, on peut construire une famille
d'annihilateurs déA, en utilisant un annihilateur d&. Avec inversible, on &N°%= M.
AlorsB estdetailledlN N + M,BjestdetailleN N etB,detailleN M.

Proposition 7.1.5. Soit 0. Soit = 1 SoitB, = Bq; 1p , avec
B1= P(ma)> + |.AlorsB estun annihilateur dé, .
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Démonstration.On remarque d'abord qu#; = 1B;A impliqueB;A, = 0. Alors
Br= B 1B,A est suf sant. De plusB; est de rang plein 1A = A. [

Remarque 7.1.8.0n a construiB a partir deP, o> (annihilateur deA). On a ajouté
| pour s'assurer queB; est de rang plein. Une telle construction permet de comparer
I'amélioration des constantes de RIP causée par la régularisation.

Dans la Sectioff.2.3 on montre sur un exemple que différentes matrices annihilatrices
donnent des constantes de RIP différentes.

A propos du choix de

Le parametre représente le niveau de connaissance a priori que I'on veut imposer a
la solution. La question du choix de dans des contextes différents (ex. : minimisation
L2;L?; minimisationL?; L*) est un sujet de recherche actif dans le domaine du traitement
des images. Une maniére de faire ce choix est de construire une fonction objectif, générale-
ment une fonction de risque, et de trouver lgui minimise ce risquell0g. Ici, le cas de
reconstruction parfaite est étudié. En conséquence, 2 questions viennent naturellement :

— Pourun , quels couple&; S ménent a une reconstruction parfaite.

— Etant donné&; S, peut-on trouver un garantissant une reconstruction parfaie (

a-d.le probléme esK; S -pardonnant pour un).

Idéalement, on devrait choisirpour optimiser la constante de PNC ou garantir la PRE.
Cela associerait chague coupleS a une constante de PNC optimale pour wptimal. Si
cette constante était plus petite que 1, la reconstruction serait alors possible. Le probléme est
gu'elle est dif cile en général a déterminer, car les calculs font intervenir le conditionnement
L! des sous-matrices d&, . Pour certains problémes de traitement des images, il peut
étre possible d'estimer cette constante directement. Dans des cas simples, on peut étudier
directement la PNC et la PRE en fonction déSection7.3).

Une premiere étape est d'optimiser la RIP qui va donner un conditionnement suf sant
pour leK; S -pardon. On montre que I'on peut garantir la RIP pour wavec notre construc-
tion de matrice annihilatrice pour une certaine classe de maticeSomme on ne connait
pas d'annihilateur optimal (en terme de RIP), ce résultat a une utilité pratique limitée, mais
illustre comment les blocs dB interagissent. Les expériences montreront que tester di-
rectement la RIP d'annihilateurs donne le comportement qualitatif du pardon de matrices
aléatoires.

On regarde maintenant comment, a partirAde on peut calculer la constante de RIP

Opour une matric®, particuliére. Ce qui permet de trouver une condition suf sante sur
qui garantit leK=3; S=3-pardon déA, .

Théoréme 7.1.4.0n considére la matrice régularisée et la matriceB, correspondante
(construite comme dans la propositi@rL.5 avec =0 : B, = (I; IA) . SoitA%=
A . On suppose qualest bornée par (A9, wm (A9 sur les vecteurS-parcimonieux.
Soit 1= SupjTj<K; jLj<s Kl 1|:| AE k2.

Si 2 m(A92, alors on peut trouver tel que —cioz ! L. Avecuntel,

la matriceB, normalisée a la RIP d'ordré; S et clgnstantep0 1.
24+ 1 T 4

En particulierpour 1=1= ,(A9,ona ©° p—pi—iou = m(A9= ,(A9.

2+ 4+
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Démonstration.Soit m = min( m;; m,), m =max( m,; m,) comme dé nit propo-

siton7.1.40naB1=1, m, = m, =1,alors:

m=min(1; ! LAY (7.28)
et

m=max(l; ' w(A9Y) (7.29)
Pour remplir I'hypothése de la propositignl.4 onveut = 1 4 2. C'est vrai si

les inégalités suivantes sont vraies :

1 1
! (7.30)
Y1 2 m(AY?
ce qui est équivalent a :
1 1
1
L . (7.31)
m(A9?
Untel !existesi:
2 n(A9? (7.32)
Alors, avec la propositioii.1.4 B, ala RIP d'ordreK; S et constante® 1.
Si l=1= m(A(b, ona =1, m = et = 4. Enutilisantces valeurs:
P—e—— P
2 4+ 1
0 1 1
p p 7.33
P P (7.33)
O

Remarque 7.1.9.0n a montré en utilisant une famille @ particuliére que I'on peut des
fois déterminer laquelle donne la RIP.

Remarque 7.1.10.La conditionof < pm(Al‘ﬁz est forte. Des matrices le véri ent : prendre

= P
par exemple la matric®&, = % : E formée deP blocs. On a alors = 1 et
0 ) ="p
_ = = P
1=1=pPet 0 por*l p P 1 pourP =10,0na © p2t
P+1+ P 1 2+1

En utilisant la valeur explicite de du théoréme, les hypothéses demandentAdlait
des sous matrices bien conditionnégg, et une petite norme (faible cohérence mutuelle entre

Aet )si =1:25et 1=0:1, ° pZL
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7.2 Le cas des matrices aléatoires

On étudie le cas de la régularisation convexe parcimonieuse et robuste pour les matrices
Gléatoirfs, ce qui permet de faire le lien avec la littérature. On suppose d'aboAd que

A
@ A ouA et sontdes matrice M etN® M gaussiennes aléatoir€g,est

l'ensemble des supporl® RN avecjTj = K etL RN 'ensemble des supports
avecjLj = S. Dans la Sectiof.2.3 la partie régularisation sera l'identité.

7.2.1 Revues des bornes existantes pour= 1

Soit B, un annihilateur de\, . Dans P4], Candés et Tao argumentent que I'on peut
identi er B a une matrice aléatoire gaussienne. La matBicest de tailleN M N
(dimimA = dimker B = M). Alors B a laK -propriété de reconstruction parcimonieuse
etA estK -pardonnante avec probabilité dominante (« overwhelming ») si :

K<c N M (7.34)

N
l00N—wi

avecC une constante. On veut voir si cette condition évolue lorsque I'on ajoute de la régu-

larisation. On utilise la proposition suivante :

Proposition 7.2.1. SiA, estK + S-pardonnante, alor#\ estT -pardonnante sur les vec-
teurs ;L-parcimonieux.

Démonstration.ImA, alaK + S-PNC. De plus, 'ensemble des supports de tadlle- S
contient(T;L). Alors, ImA, ala(T;L)-PNC etA estT -pardonnante sur les vecteurs
; L-parcimonieux. O

A, estde tailleN + N° M. On regarde I'évolution de la borne.

Proposition 7.2.2. A estT -pardonnante sur les vecteurs ;L -parcimonieux (OWA, est
K; S -pardonnante) avec probabilité dominante (overwhelming) si :

N+N° M

N+NO
OON+NT ™

K+S<C (7.35)

Démonstration.On utilise I'équation 7.34) avec les dimensions d&, et on applique la
proposition7.2.1 O

Cette étude est théorique et prend le méme type de matrice aléatoire pour l'observa-
tion et la régularisation, ce qui n'est pas trés réaliste. Cependant, elle permet de montrer
un exemple ou ajouter de la régularisation augmente la capacité de pardon. L'observation
principale est que c'est la quantité + S qui contréle le pouvoir de pardon. Lorsqu'il y a
plus d'outliers, le signal doit étre plus parcimonieux d'aprés cette borne. Ceci est con rmé
par I'expérience de la gurg.2, ou on a génére des expériences de pardon aléatoires pour
différentes valeurs dK;S. On montre la pire de 100 expériences en terme de PSNR en
décibels pour la minimisation du probleme4) (en utilisant'y; MAGIC |, le logiciel

utilisé par R5]).
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Cette revue a montré qie+ S est le facteur pertinant pour= 1. Dans ce cas, chaque
ligne deA, ala méme énergie. Vérier IK + S-RIP de maniére non uniforme donne le
méme résultat que pour kg S -RIP, car c'est la méme expérience.

Dans la preuve de la RIP des matrices aléatoired Ag¢u la condition suK + S est
un peu différente que la borne de I'équatidnd4) mais n'est pas asymptotique), une borne
d'union de probabilités est utilisée. La différence des probabilités pokir taS etK; S
RIP viendra juste du nombre de sous matrices dont on regarde le conditionnement. Cette
preuve repose sur l'inégalité

N + N° N+ NO K*S
e—— : (7.36)
K+S K+S
Elle permet de déduire que la RIP n'est pas valable avec probabilité au plus
N+ NO *S K+S 0
b(N+N®” M)
e a e 7.37
K+S (7.37)
ol a etbsont des constantes. Cette relation donne directement que si
N+N° M
K+S<C (7.38)

log(rr s wr) +1

alors la RIP est satisfaite avec grande probabilité. Maintenant supposons que le nombre de
sous-systemes du problémeKgS -pardon donne I&; S -RIP (avec la méme preuve que
Baraniuk). Dans ce cas, on aurait besoin de

0
Klog(%)+ S|ogN§ <CYN + N° M): (7.39)

On voit que I'on pourrait s'attendre a une zone de validité de la RIP de forme différente, si
on Véri ait effectivement tous les sous-systémes (RIP uniforme).

Lorsque l'on véri e la RIP non-uniforme, c'est a dire que I'on fait I'expérience pour
r expériences indépendantes. on peut utiliser une borne d'union de la méme maniére. La
probabilité d'échec devient inférieure a

K+Sg BIN+N® M) '

a = glK+S)rlog (a) br(N+N?© M). (7.40)

A paramétre xé, on retrouve donc bien la conditiin< constante et a fortiol + S <
constante pour la RIP. Lorsque I'on va effectuer les expériences non-uniformes, il faut donc
garder a l'esprit que les zones de pardon décrites par la RIP non uniforme sont celles de la

RIP uniforme a une constante pres.

7.2.2 K;S-pardon en fonction de

On génére des expériences KIES -pardon dans la gurer.2 On produit 100 expé-
riences aléatoires utilisant des matrices aléatoire gaussiemigetaille100 50et de
taille 50 50. Le PSNR de la pire expérience est représenté pour chgdtie On observe
que pour chague, on a des contrainte de type+ ¢( )S < Cgou¢( ) est une constante
qui dépend de . Qualitativement, pour desgrands, plus d'outliers sont enlevés mais cela
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@) (b) ()

FIGURE 7.2. A aléatoire, aléatoire. Pire PSNR de reconstruction lorsghe est de
taille N = 100, M = 50en fonction de la parcimonie du bruit et du sigiKalS pour (a)
=0:1,(b) =1et(c) =2.

@) (b) ()

FIGURE 7.3. A aléatoire, aléatoire. Parcimonie du bruit et du sign&l; S donnant la
RIP avecA, est une observation aléatoire avec régularisation aléatoire deNai#el00,
M =50pour(a) =0:1,(b) =1let(c) =2.

n'est valable que pour les signhaux trés parcimonieux. Pour g#ss petit, I'amélioration
par rapport au cas non régularisé est moins forte mais demande moins de parcimonie.

Le résultat de ces expériences est en accord avec notre analyse théoriqle 8e la
RIP. On montre expérimentalement queKlzs -RIP donne un moyen qualitatif de véri er
si la matrice esK; S -pardonnante. Soie#t et des matrices aléatoires gaussiennes. On
montre une estimation de la RIP Bg, 5 - . Dans la gure7.3, on génére le méme nombre
d'expérience, et on regarde si le pire conditionnement d'une sous-matrice par expérience
a la constante de RIP requise. On montre les coulles ou la RIP est véri ée pour
différentes valeurs de. L'union de tous les coupleK; S montre ou I'on peut avoir une
reconstruction parfaite avec une régularisation parcimonieuse. La forme de la zone ou les
couplesK; S donnent une reconstruction parfaite suit le méme comportement que dans la
gure 7.2 Comme attendu, un fossé quantitatif existe entre la caractérisation par la RIP et
la capacité de pardon des expériences.

On a étudié le cas des matrices purement aléatoires pour faire le lien avec les résultats
de la littérature. On étudie dans la section suivante un autre type de matrice ou seulement
I'observation est aléatoire.
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7.2. Le cas des matrices aléatoires

@) (b) (©

FIGURE 7.4. A aléatoire, = |.Parcimonie du bruit et du signﬁbidonnant ber;S -
RIP deBp, = (1; 1A) avecN =100,M =50 pour(a) =0:1 M ,(@ = M et
(c) =2 M.

(@) (b) (©)
FIGURE 7.5. A aléatoire, = |.Méme expérience que guré.4avec un annihilateur
différent. Parcimog(ﬂju bruit ebdisigriéjs danﬂ]t l&K; S-RIP avecN =100, M =
B50pour(a) =0:1 M,(@ = Met(c) =2 M.

7.2.3 Le cas d'observations aléatoires d'un signal parcimonieux
0 1

Ici on considére\, = @ A A . On effectue les mémes expériences que dans la section
I

précédente. En utilisant la constructionBlede la Sectiory.1.5pour =0,onaBq = |

etB, = IA. Pour chaque , on regarde les couplds; S, pour lesquelsB, a la

RIP gure 7.4. Sur la gure7.5, on fait la la méme expérience en utiliséfy, A, )> - Cela

illustre le fait que différentes matrices ayant le méme noyau menent a des RIP différentes.
En conclusion, la RIP doit seulement étre utilisée comme une mesure qualitative de la fagon
dont la reconstruction se comporte, et les annihilateurs doivent étres choisis avec précaution.

Figure 7.6, I'expérience de reconstruction est faite en utilisapt Les variations de
donnent le méme comportement des zone donn#t$epardon que dans le cas précédent.
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FIGURE 7.6. A aléatoire, = |.Pire PSNR de reconstruction en fonction de éajarci-
monie qygruit et du sig[g%s, pourA, avecN =100,M =50 pour(a) =0:1 M
(@ = Met(c) =2 M

7.2.4 Conclusion sur les matrices aléatoires

La RIP donne un outils qualitatif pour déterminer la capacité de robustesse des pro-
blémes décrits précédemment. Deux pistes a suivre sont apparues.

1. Déterminer la matrice annihilatrice optimale. Si on veut utiliser la RIP, trouver la
matrice annihilatrice optimale peut contribuer & améliorer les constante théoriques.

2. Calcul analytique de la zone de pardon garantie (const#n)¢. En étudiant plus
profondément les preuves de la RIP des matrices aléatoires, il devrait étre possible de
déterminer le réle de.

7.3 Robustesse de la super-resolution L1-TV

Dans cette section, on montre dans un cas particulier de traitement multi image (débrui-
tage), que pour les supports ayant une valeur xe de parcimrie, la régularisation TV
n‘améliore pas le pardon. Cependant, si on fait I'nypothése que les supports du gradient du
signal et du bruit sont disjoints, on montre que le pardon est amélioré. On utilise ce résultat
pour un probléme de super-résolution particulier que I'on résout plus facilement en utilisant
une minimisatiorL? TV. Ces considérations ménent au calcul de la valeur optimale du
paramétre de régularisation pour le débruitage multi-sighal TV 1D et le probléme de
super-résolution. On nit par une expérimentation en 2D qui montre des résultats proche
des conclusions théorique du cas 1D.

7.3.1 Débruitage multi-image

Le débruitage multi-image est le procédé utilisant différentes images d'une méme scéne
pour produire une image avec un niveau de bruit réduit. On consideére ici le probléme sim-
pli € de la robustesse aux outliers a partir d'une collection d'images recalées (pas de mou-

vement).
On utilise le modéle d'acquisition multi-image du chapi#ravec sous échantillonnage
de facteurM = 1 sans mouvementQ; = Id). La minimisationL! de I'équation6.1

meéne a la sélection de la médiane des observations de chaque pixel. Dans ce cas, on peut
directement étudier la propriété de non concentratiordet A, . Comme c'est un cas
particulier de super-resolution, cela va nous permettre de trouver certaines limites de la SR
LY Tv.
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7.3. Robustesse de la super-resolution L1-TV

SoitN impair. En 1D,A est de tailleN| | et est composée de blocs | diagonaux
avec des coef cients égauxlaSoitT 2 T,

Proposition 7.3.1. Dans le cas du débruitage 1B, estT -pardonnante si et seulement si
chaque pixel est contaminé au pNs2-fois.

Démonstration.On véri e la T -PNC pourA pour les deux implications.
D'abord, si un pixel est contamin& = bN=2c + 1 fois, on considére le probléme ou
seulement ce pixel n'est pa®aAlors

k(Au):Tky = Kjuij > bN=2cjujj = k(Au):T %k, (7.41)

et la PNC n'est pas véri ée. Il est nécessaire que chaque pixel ne soit pas contaminé plus
debN=2c fois pour queA soitT -pardonnante.

Réciproquement, si chaque pixel est contaminé pluaNge2c fois, on regarde le pire
des cas ou chaque pixel est contaminé exacteKentbN=2c fois. On a

X
K(Au):Tki = K juij< (BN=2c+1)  juij = k(Au):T (7.42)

AlorsImA alaT-PNC. O

On considere maintenant la fonction de gradient discret(: u); = ug, ( U);j =
Ui U; 1. Comme estinversible, pour chaque support de parcimanien peut trouver
u tel que:

k( u):Lky> k( u):L%q (7.43)

Si on considere le pire cas pour la PNCAlg, on trouve que ne peut pas I'amélio-
rer . Soit un support de parcimonlie on peut trouver un signal tel quek( u):Lky
k(' u):L®k; > 0. Avec un telu, on devrait s'assurer que :

X
k(Au):Tky + k( u)iLk; =K juij+ k( u):Lkg
X s (7.44)
< (N K) juij+  k( u):L%q:
i=1;S
Ce qui est équivalent a
X
K juij+  (k( u)iLky k ( u):iL%,)
e ox (7.45)
<(N K) jui:

i=1;S
Le membre de gauche est minimisé pour 0. C'est I'inégalité la plus faible que I'on peut
obtenir. En conséquence, dans le pire des cas, il vaut mieux éviter la régularisation TV . En
pratique, les outliers peuvent ne pas contaminer les sauts dans le signal. Par exemple, un
re et du soleil sur une surface ré échissante uniforme remplira cette condition.

Supposons que les supports des outliers ne coincident jamais avec les sauts du signal :
c'est-a-dire que si le gradient a une position est différent de 0, les 2 échantillons utilisés
pour son calcul ne sont pas contaminés par des outliers.

En utilisant la PRE, on peut montrer que le systéme devient trés pardonnant, on peut
méme déterminer un optimal.
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Proposition 7.3.2. Soit T °des supports de parcimonie de bruit et de signal, tel que le bruit
et les sauts du signal sont disjoints. Si au ffusutliers contaminent chaque pixel et 0
alorssi(2K  N)=2< <N= 2 A, estT Lpardonnante.

Démonstration.On cherche un vectear 2 R(N*D! qui véri e les propriété du théo-
reme7.1.1 On indexe les valeurs de avec les indicegVjk )j=1:1k=1:N+1. Lindice |
représente le numéro de pixel. Lindiéereprésente le numéro de l'image acquise pour
k N and le gradient de I'image polr= N + 1. SoitT°= (T;L) un support der °.
soitv tel quev:T = sign(n):T etv:L = sign( up):L. OnimposgA,)"v =0, ce qui se
traduit pour chaque pixel (valeurs indexéesjpde (A, )" v) :
X
Vik * (Vin+1 Vjsiin+1) =0 (7.46)
k=0;N 1

On cherche maintenant a déterminer comment remplir la condition sur la norme in nie.
Etant donné un pixel, on peut distinguer 2 cas :
— le pixelj n'est pas contaminé par des outliers. Alors, powr 1::N chaque variable
Vjk est libre et on peut choisif, = (Vin +1  Vj+1;n+1)=N. Comme le maxi-
mum de la normé.* du membre de droite e€t=N , on garantitkv:T®k; < 1 si
<N= 2. = =
— le pixelj est contaminé par des outliers. Alors on veut, ; Vix = kaTe Vik
(Vin +1  Vj+1:N+1), avec les variable du membre de droite qui sont libres. Comme
la normeL ! maximale du membre de gauche Kston peut trouver um correct avec
kv:T®k; < 1siK <N K +2 ,cequelonréécrit> (2K N)=2.
O

La méme proposition est vraie en 2D a@& N)=4< <N= 4.

Remarque 7.3.1.Ici, T°n'est pas la concaténation de 2 ensemble de supports de bruit et
de signal.

Le résultat des expériences autorisant des superpositions entre les outliers et le gradient
de signal est montré guré.7. lls montrent que lorsque I'on permet ces superpositions, le
débruitagd.! TV n'est pas pardonnant.

Sur la gure 7.8 on montre que sans superposition entre bruit et saut de signal et avec
(N  2)=2< <N= 2 alorsA, estN 1-pardonnante, pod = 7. En d'autres mots,
seulement une observation non contaminée par pixel est nécessaire pour avoir reconstruc-
tion parfaite.

7.3.2 Super-résolution
Les limites de la SRLY TV pour la robustesse aux outliers

Considérons qua est une matrice de SR translationnelle 1D edst le gradient discret
(identigue a la section précédente). L'étude du pire des cas dans le cas du débruitage montre
gue sans hypothése précise sur le support du signal et des outliers, la régularisation TV
n‘améliore pas le pardon. Sur la gui®9, on montre 30 expériences de pardoriAdetA,

OUA ne pardonne pas. On observe le compromis entre le nombre d'outliers et la parcimonie
du signal pour une reconstruction parfaite.
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7.3. Robustesse de la super-resolution L1-TV

(@) (b)

FIGURE 7.7. A observation multi-image, gradient. Avec recouvrement.Pire PSNR

de la reconstruction en fonction de la parcimonie du signal et du K8t lorsque les

outliers peuvent recouvrir les sauts du signal aMec 7 andl = 50 et (a) = 0, (b)
=0:95N=2

(@) (b)

FIGURE 7.8. A = observation multi-image, = gradient. Pas de recouvremen®ire
PSNR de la reconstruction en fonction de la parcimonie du signal et dukqi@itlorsque
les outliers ne peuvent pas recouvrir les sauts du signalNived@ andl =50 et(a) =0,
(b) =0:95N=2
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(@) (b) (©

FIGURE 7.9.A = opérateur SR 1D, = gradient. Pire PSNR de la reconstruction avec
régularisation TV en fonction de la parcimonie du signal et du Bduit 10, M = 2 et
| =25pour(a) =0,(b) =1et(c) =10.

La conclusion principale est que mettre une hypothése de régularité permet d'étre ro-
buste a plus d'outliers, mais que I'amélioration est limitée comparée a la force de la suppo-
sition sur le signal. De plus ces expériences, ne donnent pas de garantie de pardon, car leur
nombre est limité. Si on augmente le nombre d'expériences la zone de pardon diminue.

De la méme maniere que pour le débruitage multi-image, on veut savoir si I'hypothése
sur la superposition des supports apporte une amélioration dans le cas de la SR. Le principal
probléme que l'on rencontre pour étendre le résultat sur le débruitage est le suivant : les
ligne deA sont des sinus cardinaux. Leur support n'est pas concentré. Il est donc dif cile
de dé nir une notion de recouvrement. En conséquence, la contamination par 1'outlier va
concerner tous les pixels de I'image HR.

La SR L? de réponse impulsionnelle nie béné cie de la régularisation TV

Certaines méthodes de SR font I'nypothése d'un opérateur de mouvement de longueur
nie, un tel modele peut étre trouvé darad], et donne des résultats visuels probants. On
propose de remplacer le mouvement par convolution avec un sinus cardinal, par une convo-
lution avec une gaussienne tronquée. Un tel modéle peut étre justi € par la connaissance de
la vraie PSF (que I'on trouve dan39)). Ici, pour la SR 1D A est dé ni par

A:RM 1 Rl N
u! (Aju)i=1.n = (SGju)i=1:N

(7.47)

ouG;j estla convolution par une Gaussienne décalée tron@gig p;p de taille2p+1.0n

choisit le paramétre Gaussiarpour queggpj Soit petit. On suppose donc qGg est0 hors

desp + 3 premieres diagonales (I'amplitude des translations de la SR peut étre considérée
plus petite quevl = 2 sans perte de généralité). On garde la méme dé nition dBour

éviter des calculs compliqués, on suppose aussi que les sauts de signal sont séparés par la
taille deG;.

Proposition 7.3.3. Soit T °des supports de parcimonie tels que les outliers et les sauts de
signal sont séparéd pg + 1 échantillons et que les sauts sont séparé 2at 1 pixels.
on suppose qu'au pluls outliers contaminent chaque pixel. SGt = max;; kG;j; k1 et
G =minj; kGjj ky ouG;; estlaj-éme colonne d8G;. Si(K(G++G ) NG )=2<
<NG =2,A, estT%pardonnante.
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7.3. Robustesse de la super-resolution L1-TV

Démonstration.On chercher 2 RN'*M! véri ant les propriétés du théorémiel.1 Soit
TO=(T; lO) un sppport dd © Soitv tel quev:T = sign(n):T etv:L = sign( ug):L.On

. Vipg o . , H
écritv = @ ou v est de tailleN| etv; est de tailleM|. On veut(A,)"v = 0. Ce
V2

qui s'écrit pour chaque pixel HR (chaque colonngeA, ) :

Aftvi+ v, =0; (7.48)
avecA; laj-eéme colonne dé et j laj-eme colonne de . Pour un pixel, on distingue 2
cas:

— le pixelj n'est pas contaminé par des outliers. Alors chaque variablg det libre.
On veutAjH vi1 > 2 carlavaleur maximale de JHvzj est2. Larestrictionvij; < 1
impose

< kAlki=2: (7.49)

— le pixelj est contaminé. On veut :

Al (viT) = Al (v2iT9) My, (7.50)
avec le membre de droite composé de variables libres. De la méme facon que preé-
cédemment, il est nécessaire quéﬁj_j ki < kA?'Cj_j ki +2 , ce qui est équivalent
a
> (kAT ki k AYg k=2 (7.51)

Les conditions 7.49 et (7.5]) sont suf santes. Avec la dé nition d&, etG , on a les
inégalités :

NG < kAk

H H (7.52)

La condition(K(G+ + G ) NG )=2< <NG =2estdonc sufsante pour la PRE.
O

Remarque 7.3.2.0n peut trouver un siK < K pax = N=(1+ G, =G )=2. Typiquement,

G: =G 2. Si des sauts de signal consécutifs sont autorisés, les constantes changeraient
et nécessiteraient la nornie! de matrices inverses de restrictions AleEstimer de telles
normes de maniére analytique est dif cile.

Expérience pour la super-résolution 1D : Dans la gure7.1Q on montre I'in uence de

la régularisation TV pour la SR 1D de réponse impulsionnelle nie avec un Zdom

2. L'image est de tailld = 210. Pour chaqué; S, on génére 100 expériences avec les
hypotheses de la propositioh3.3 en contaminant le méme pixel dans les 10 images BR
dans une zone sans saut. On résout le probléme régularisé en utilisant notre calcul de
On voit qu'apres régularisation, le nombre de pixels contaminés peut étre plus grand que la
moitié du nombre d'images.
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(a) (b)

() (d)

FIGURE 7.10. A = opérateur SR 1D de réponse impulsionnelle nie, = gradient.

Pire PSNR de reconstruction pour différentes parcimonies de bruit et de Kigdasans
superposition] = 10;M = 2;| = 20). (a) Exemple d'une image HR, (b) exemple d'une
image BR contaminée, (c) SR sans régularisation (d) SR avec régularisation TV avec
optimal.

Expériences pour la super-résolution 2D : On utilise le méme modéle pour la super-
résolution 2D (on utilise une gaussienne 2D). On utilise I'image “Shepp Logan phantom
dont le gradient est parcimonieux. est le gradient discret 2D. On effectue une super-
résolutionL® 2D avec régularisation par variation totale addc= 2. On utilise un al-
gorithme de moindres carrés repondéré.[On contamine la méme région de l'image
dans les différentes images BR. Dans la giité1, on montre I'image idéale, le niveau de
parcimonie, une image BR sans bruit et une image BR contaminée.

D'aprés la propositior?.3.3 on peut inférer qu'une plage de valeurs deend le pro-
bléme SRL! TV 2D pardonnant. On montre gurg.12le résultat de la SR.* 2D
sans régularisation et avec régularisation TV. Il y avait 6 imalyges; 2 images contami-
nées (on rappelle que le nombre minimal d'images pour une reconstruction parfaite est de
4 pourM = 2). Alors que la super-résolution sans régularisation échoue, la régularisation
TV donne une reconstruction parfaite. On montre aussi comment le PSNR se comporte en
fonction de .

Une plage de valeurs dedonne une reconstruction parfaite (de 0.1 & 0.8), en dehors
on voit I'effet du sur-lissage (de 0.8 a 4) ou I'échec (pe)it

Dans la gure7.13 on utiliseN = 10 etN. = 6. le probléme non régularisé échoue
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7.3. Robustesse de la super-resolution L1-TV

@) (b)

© (d)

FIGURE 7.11. Le probléme SR 2D .(a) Image HR, (b) Valeurs triées du gradient 2D discret
(parcimonie du gradient), (c) une image BR propre (d) une image BR contaminée.

complétement. La régularisation TV méne a une reconstruction parfaite. Dans cette expé-
rience, seulement le nombre critique d'imag#s= 4 est nécessaire pour retrouver l'image

HR et il y a moins d'images propres que d'images contaminées. Le comportement de la
reconstruction en fonction dedonne un comportement similaire au précédent. Une plage
de (de0:9a1:05) donne une reconstruction parfaite.

Remarque 7.3.3.0n a supposé que seulement du bruit parcimonieux contaminait le si-
gnal. Cette hypothése a été faite pour maintenir claire I'exposition des concepts principaux.
Comme la théorie est une extension directe de la reconstruction parcimonieuse, la stabilité
par rapport au bruit additif (ex. : bruit gaussien) devrait étre obtenue en utilisant les résul-
tats correspondants de la littératur@3, 29|, que l'on a présentés dans la secti6éri.4

Autres schémas de régularisation, détection d'outliers et méthodds®

Comme noté précédemment, une méthode de SRipane béné cie pas beaucoup de
la régularisation TV. Deux voies possibles pourraient étre explorées.
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@) (b)

(©

FIGURE 7.12. SR 2D résultats, expérience 1(a) reconstruction sans régularisation,
PSNR=25.49dB, (b) reconstruction avec régularisation PSNR=88.27dB, (c) PSNR en fonc-
tionde .

Premiérement, un moyen de s'assurer de la robustesse du probléeme est de s'assurer
gue la matrice surdéterminéeestL -pardonnante avec une bonne constante de PNC. Les
approches non locales ou par dictionnaire pour la modélisation des images peuvent mener a
un étant une projection dans un espace de grande dimension ou le signal est parcimonieux.
Si cette projection a la PNC relative aux supports de parcimonie du signal, alors le pardon
sera amélioré pour tout type d'observation (encodage universel).

Deuxiemement, on peut faire les observations suivantes : les outliers trés énergétiques
et concentrés sont faciles & détecter. Alors que la minimisatfon TV sera incapable
de les enlever dans certains cas critiquzse§k. pour une super-résolution 2D avikc =
M2 + 1), si seulement un outlier contamine un saut, la détection par seuillage suivie de
I'oubli de I'équation correspondante donnera un meilleur résultat que la minimisation par
régularisation TV présentée dans ce chapitre.

En n, on peut montrer que la minimisatidr® peut augmenter le pouvoir de pardon des
outliers car elle cherche a maximiser le nombre d'équations satisfaites. L'apport en terme de
pardon d'une telle méthode peut étre important. Le cas précédent d'un outlier contaminant
un saut dans un cas presque critique en est un exemple.
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@) (b)

© (d)

(e)

FIGURE 7.13.SR 2D résultats, expérience 4a) image HR, (b) une image BR contaminée,
(c) reconstruction sans régularisation, PSNR=-46.84dB, (d) reconstruction avec régularisa-
tion PSNR=93.31dB, (e) PSNR en fonction de
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CHAPITRE 8

CONCLUSION

Le traitement multi-image est une maniére de dépasser les limites physiques d'un appa-
reil de photographie. L'objectif est de simuler un capteur plus performant en multipliant les
acquisitions de photographies, et donc la quantité d'information capturée. On peut opposer
a cette maniére de faire, les techniques de régularisation, ou c'est par une connaissance a
priori de la scene a capturer, que I'on apporte l'information manquante. Notre but a été de
déterminer quand la régularisation doit intervenir ou pas, c'est-a-dire les conditions pour
lesquelles l'information manque ou pas. Dans le cas ou I'information manque, on a essaye
de déterminer quel était I'apport de la régularisation.

Ces travaux ont permis de déterminer des circonstances pour lesquelles aucune hypo-
thése de régularité n'est nécessaire pour retrouver la scéne originale, lorsque celle-ci ne
subit pas de modi cation pendant la prise des photographies. Des expériences ont montré
gue certaines de ces circonstances peuvent étre réunies lors de situations réelles, c'est-a-dire
gue l'on peut effectivement prendre le nombre de photographies nécessaire a une bonne re-
construction de la scéne. On a souvent pris des hypothéses pessimistes, il est donc possible
gue des paramétres d'acquisition moins contraignants donnent de bons résultats en pratique.

Dans le cas de défauts dans certaines images basse résolution (qui peuvent étre des
changements dans l'image), on a montré théoriquement que si la part d'images contaminées
n'est pas trop grande, on peut retrouver la scéne originale.

Il faut cependant garder a l'esprit qu'augmenter la quantité de données n'est pas tou-
jours possible et gu'une régularisation est alors nécessaire. Les travaux que I'on a effectués
sur le conditionnement local montre que la régularisation n'est pas forcément utile sur toute
I'image dans le cas ou le conditionnement global est mauvais. Si les données sont corrom-
pues par des outliers qui ont une structure particuliére et que I'on peut faire une hypothése
de type parcimonie, la robustesse est grandement améliorée.

D'un point de vue théorique, les travaux sur la robustesse ont permis de déterminer
des outils utiles a I'étude du probleme de super-résolution, et méme plus généralement
de traitement multi-image. Ces outils théoriques issus de la théorie de la reconstruction

Régularisation peu/pas nécessdire
Pas de bruit N>M 2
Bruit de puissance? N= 2 assez grand
N outliers N=N. assez grand

TaBLE 8.1. Conditions sur le rapport signal / bruit pour une super-résolution bien
informée
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8. CONCLUSION

Apport de la régularisation

Une régularisation TV locale peut préserver

Bruit d'énergie nie . . B
les zones bien conditionnées

Avec des supports de parcimonie du signal et
N¢ outliers du bruit disjoints N=N peut étre petit, sinon
apport nul.

TABLE 8.2.Apport de la régularisation

parcimonieuse et dcompressed sensimg sont pas forcément les plus utilisés : on a vu que

les propriétés de non concentration et de reconstruction exacte sont plus pertinentes. Cette
différence dans I'utilité de chaque outil s'explique par le fait que l'opérateur considéré a
une structure particuliére qui s'accorde mal des outils les plus populaires que sont la RIP et
la cohérence mutuelle.

Perspectives

Dans ces travaux, de nombreuses perspectives ont été évoquées pour améliorer des
points particuliers. On peut cependant dégager des directions un peu plus générales de re-
cherche.

On a trouvé des conditions suf santes pour que la super-résolution soit bien informée.

Il serait intéressant de continuer a chercher des conditions plus larges qui garantissent une
bonne reconstruction sans régularisation. Par exemple, il semble possible de considérer des
mouvements plus généraux (homographies), d'introduire un ou inversible (estimé a priori)
dans le modéle, et conserver les mémes résultats.

Ce travail peut aussi servir de base pour la conception de systéemes de super-résolution.
L'avantage d'avoir des algorithmes simples et une quantité de données suf sante, est que
I'effort de conception d'un systéme de super-résolution repose sur I'amélioration de la puis-
sance de calcul du matériel et 'amélioration des performances algorithmiques. Il faut aussi
garder a l'esprit que les appareils photo possédent un ltre anti-repliement physique. |l se-
rait intéressant d'expérimenter avec des systémes sans ltre, les possibilité en terme de gain
de résolution pourraient étre importantes.

On a seulement étudié en détail I'interaction de la régularisation TV avec le probléme
de super-résolution multi-image. Bien d'autres régularisations peuvent s'inscrire dans la
théorie que I'on a décrite. On peut notamment citer les méthodes de régularisation a base
de décomposition parcimonieuse dans des dictionnaires. Il serait intéressant d'étudier leur
comportement en terme de robustesse pour la super-résolution, et plus particulierement
d'étudier si prendre en compte l'opérateur d'acquisition dans la construction du dictionnaire
serait béné que a ces performances. Pour une telle étude, chercher a utiliser ou développer
des bornes inférieures pour la norinkde familles de vecteurs serait béné que.

En n, l'utilisation d'algorithmes de minimisation.® approchés semble étre une ten-
dance forte dans le domaine du traitement de I'image. Il est possible de montrer dans cer-
tains cas qu'ils améliorent les résultats de la minimisatidnEtudier leurs performances
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théoriques dans le cadre de la super-résolution et les comparer aux méthpdesettrait

de valider leur utilité. Pour ce faire, on pourrait d'abord étudier le potentiel apport d'une mi-
nimisationL? exacte. Si le résultat est positif, il faudrait choisir le schéma de minimisation
approché qui donne le meilleur compromis performance/temps d'exécution pour le traite-
ment multi-image. En n, les remarques sur la structure de l'opérateur de super-résolution
devraient jouer un réle crucial pour la conception d'algorithmes approchant au mieux la
minimisationL°.
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Relations entre le modéle d'image et le nombre de
mesures pour une super-résolution dele

Yann Traonmilin

Résumé :

La super-résolution multi-image consiste a produire une image de haute résolution d'une
scéne a partir de plusieurs acquisitions de basse résolution. Le probléme inverse correspon-
dant peut étre mal posé, il faut alors avoir recours & un modéle de régularité sur le contenu
de la scéne pour produire une image de haute résolution réaliste. Seulement, les erreurs de
modélisation limitent la performance de telles méthodes. En conséquence, il est important
de déterminer les conditions dans lesquelles le probleme est bien posé an d'éviter de
régulariser lorsque cela est possible, et ainsi maximiser la délité de la super-résolution. On
se pose donc les questions suivantes :

Pour des bruits d'énergie nie ou une contamination par des données aberrantes (de
support ni), combien d'images permettent de produire une image de haute résolution déle
a la réalité ? Comment maximiser la délité du résultat des méthodes régularisées lorsque
le nombre d'images est insuf sant ?

Dans le cas d'un bruit de mesure, une étude du comportement asymptotique du condi-
tionnement du systéme inverse valide la possibilité d'effectuer une super-résolution non
régularisée lorsque le nombre d'images est suf sant. Par ailleurs, dans les cas proches
du seuil critique d'inversibilité, qui sont les plus mal posés, nous proposons et validons un
estimateur local du conditionnement qui nous permet de restreindre le plus possible le re-
cours a une régularisation. Dans le cas de données aberrantes, nous utilisons I'équivalence
entre le probléme de reconstruction parcimonieuse et la résistance aux données aberrantes
pour démontrer des bornes de résistance aux données aberrantes du probléme de super-
résolution. Nous traitons aussi le cas de la régularisation et montrons les conditions sous
lesquelles celle-ci permet d'améliorer la robustesse du probléme. Tous ces résultats sont
validés par des expériences.

Mots-clefs : super-résolution, régularisation, interpolation, données aberrantes, robus-
tesse, modéles parcimonieux

Abstract : Multi-image super-resolution produces a high resolution image from several
low resolution acquisitions of a scene. This inverse problem can be ill-posed. We then need
to use a regularity model on the scene to be able to produce a realistic image. However,
modelization errors limit the performance of such methods. Consequently, nding conditions
where the problem is well-posed is necessary to be able to limit the amount of regulariza-
tion when possible, and maximize the delity of the result. We ask ourselves the following
questions :

For noises with nite energy or ouliers, how many images permit the reconstruction of
a high resolution image close to the real scene? How to maximize delity of regularied
methods when the number of images is too small ?

For measure noises, an asymptotic study of the conditioning guarantees that it is possible
to use an unregularized method if enough images are available. In cases closes to the critical
inversible case, which are not well-posed, we propose and validate a local estimator of the
conditioning, which we use to limit the amount of regularization. For outliers, we use the
equivalence between the sparse recovery problem and the robustness to outliers to calculate
bounds for the robustness of super-resolution. We also study the regularized case and show
conditions which increase the robustness of the problem. All these resuts are validated by
experiments.

Keywords : super-resolution, regularization interpolation, outliers, robustness, sparse
models
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