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Résumé

Le travail de cette these porte sur I’étude des lieux conjugué et de coupure de
métriques riemanniennes ou pseudo-riemanniennes en dimension 2. On se place
du point de vue du controle optimal pour appliquer le principe du maximum de
Pontryagin afin de caractériser les extrémales des problemes considérés.

On va utiliser des méthodes géométriques, numériques et d’intégrabilité pour
étudier des métriques de Clairaut-Liouville ou de Liouville sur la sphere. Dans
le cas dégénéré de révolution, I’étude de 'ellipsoide utilise des méthodes géomé-
triques pour déterminer le lieu de coupure et la nature du lieu conjugué dans
les cas oblat et prolat. Dans le cas général, les extrémales auront deux types de
comportements distincts qui se rapportent a ceux observés dans le cas de révolu-
tion, et sont séparés par celles passant par des points ombilicaux. Les méthodes
numériques sont utilisées pour retrouver rapidement la derniere conjecture géo-
métrique de Jacobi : le lieu de coupure est un segment et le lieu conjugué contient
quatre points de rebroussement.

L’étude d’une métrique pseudo-riemannienne vient d’un probleme de contréle
quantique ou le but est de transférer en temps minimal ’état d’un spin a travers
une chaine de trois spins couplés par des interactions de type Ising. Apres ré-
duction, la métrique obtenue possede une intégrale premiere supplémentaire et
on peut donc la mettre sous forme de Liouville, ce qui nous donne les équations
des géodésiques. En dehors du cas particulier de Grushin, dont la caustique est
décrite, on utilise les méthodes numériques pour étudier le lieu conjugué et le
lieu de coupure dans le cas général.

Mots clés : Controle optimal géométrique, Chaines de spins de type Ising,
Métriques de Liouville, Métrique pseudo-riemannienne, Lieu conjugué, Lieu de
coupure.
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Abstract

The work of this thesis is about the study of the conjugate and cut loci
of 2D riemannian or almost-riemannian metrics. We take the point of view of
optimal control to apply the Pontryagin Maximum Principle in the purpose of
characterize the extremals of the problem considered.

We use geometric, numerical and integrability methods to study some Liou-
ville and Clairaut-Liouville metrics on the sphere. In the degenerate case of
revolution, the study of the ellipsoid uses geometric methods to fix the cut lo-
cus and the nature of the conjugate locus in the oblate and prolate cases. In
the general case, extremals will have two distinct type of comportment which
correspond to those observed in the revolution case, and are separated by those
which pass by umbilical points. The numerical methods are used to find quickly
the Jacobi’s Last Geometric Statement : the cut locus is a segment and the
conjugate locus has exactly four cusps.

The study of an almost-riemannian metric comes from a quantum control
problem in which the aim is to transfer in a minimal time the state of one spin
through an Ising chain of three spins. After reduction, we obtain a metric with
a second first integral so it can be written in the Liouville normal form, which
leads us to the equations of geodesics. Outside the particular case of Grushin, of
which the caustic is described, we use numerical methods to study the conjugate
locus and the cut locus in the general case.

Keywords : Geometric optimal control, Ising chains of spins, Liouville me-
trics, Almost-Riemannian geometry, Conjugate Locus, Cut Locus.
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Introduction

L’objectif de ce travail est de présenter une série de travaux sur une famille
de métriques de Clairaut-Liouville sur la sphere S? motivés par deux problemes
issus de la géométrie et du controle quantique, fondés sur la combinaison de
méthodes géométriques et de simulations numériques.

Les métriques de Clairaut-Liouville, ou métriques de révolution, sont des
métriques & deux dimensions dont le flot géodésique cotangent admet une inté-
grale premiere linéaire en le vecteur adjoint. Localement ces métriques s’écrivent
ds? = m(p)df? + dp?, et py est une constante du mouvement. Les métriques
de Liouville sont, quant a elles, des métriques qui admettent une intégrale pre-
miere quadratique en le vecteur adjoint. On parle alors de surface de Liouwville
et on peut alors écrire localement la métrique sous forme normale : ds? =
(f(w) + g(v))(du® + dv?).

Sur ces surfaces, les distances issues de la structure riemannienne peuvent
étre vues comme les solutions en temps minimal d’un probléeme de controle
optimal. Le probleme s’exprime :

T

G =u1Fi(q) + usFa(q), min/u? +u3,
0

ou les champs de vecteur Fi(q), Fo(q) forment un repere orthonormal (pour la
métrique riemannienne) de T, M. A T’aide du principe du maximum de Pontrya-
gin, on obtient des conditions nécessaires de minimisation dans le formalisme
hamiltonien, qui sont équivalentes aux équations de Euler-Lagrange. Une courbe
~ partant de v(0) = ¢ qui vérifie ces conditions est appelée géodésique. Une géo-
désique qui réalise la distance entre y(0) et () est dite minimale (sur [0,¢]), et
toute géodésique est minimale pour un temps t assez petit. S’il existe un plus
grand temps positif fini ¢.,; tel que v soit minimale sur [0, tey:], alors te,: est
appelé temps de coupure et le point Y(t.:) est appelé point de coupure. 1l cor-
respond a la perte d’optimalité globale de la géodésique. De la méme maniere
on définit le premier temps conjugué comme le plus grand temps positif tel que
le segment [7(0), y(tcon;)] soit minimal parmi les géodésiques partant de ¢ qui
lui sont C'-proches, et alors Y(teon;) est appelé premier point conjugué de g le
long de ~. Il correspond a la perte d’optimalité locale. On définit alors le lieu de
coupure Cut(q) de g comme l'ensemble des points de coupure des géodésiques
partant de g, et le lieu conjugué Conj(q) comme ’ensemble des points conjugués
le long des géodésiques partant de q.

L’objectif final étant de calculer le lieu conjugué et de coupure pour ces
métriques et le lien avec la conjecture de Jacobi sur les ellipsoides : le lieu
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conjugué a exactement 4 points de rebroussement et le lieu de coupure est un
segment. Ce résultat n’a été démontré qu’en 2004 par Itoh et Kiyohara [18].

La premiere partie de notre étude est de retrouver ces résultats de fagon
rapide en combinant les techniques géométriques et le code HAMPATH, et donc
de tester l'efficacité de ces méthodes.

Le code HAMPATH utilise la différentiation automatique pour générer les
extrémales a partir de la donnée de I’hamiltonien. Ensuite, il génere les champs
de Jacobi le long des ces extrémales, ce qui nous permet de calculer les points
conjugués rapidement. Il permet aussi d’'utiliser des méthodes homotopiques ou
des méthodes de tir pour résoudre d’autres problémes de contréle optimal [13].

Pour trouver le lieu de coupure, le probléeme est a priori plus compliqué, mais
une caractérisation des points de coupure issue de la géométrie riemannienne va
nous permettre d’utiliser la géométrie du systeme. En effet, un point de coupure
p € Cut, est en fait soit le point d’intersection deux géodésiques distinctes issues
de g, soit un (premier) point conjugué le long d’une géodésique partant de gq.

Par exemple, dans le cas d’'une métrique de révolution présentant une sy-
métrie par rapport a 'équateur (g(0, 7 — ¢) = g(0, ), quand 6 représente la
longitude et ¢ représente la colatitude), le point de coupure d’un point situé
sur 1’équateur sera soit le point de premier retour sur I’équateur soit le point
situé a la latitude opposée, selon lequel apparait en premier le long de la tra-
jectoire. Dans le premier cas il correspond a l'intersection des deux trajectoires
symétriques par rapport a ’équateur, et apparait dans 1’étude de ’ellipsoide de
révolution oblat, et dans le second a l'intersection des deux trajectoires symé-
triques par rapport au méridiens d’origine, qui correspond au cas prolat (voir
annexe A). Les cas de points initiaux ou de métriques présentant moins de
symétries sont plus complexes a traiter.

La seconde étude concerne une famille de métriques issues de la mécanique
quantique et qui s’applique a la dynamique des spins conservatifs. L’exemple qui
a servi de motivation est le cas de 3 particules de spin 1/2 avec des couplages de
type Ising soumis & un champ de radio-fréquence (RF), ot le but est de transférer
I’état du premier spin au troisiéme en un temps minimum en utilisant le couplage
et en faisant varier le champ RF [35, 36]. En choisissant judicieusement quelques
états-clés du processus de transfert, on réduit la dimension du probléme qui
revient alors géométriquement & définir une métrique presque-riemannienne sur
52 en se donnant 2 champs de rotation orthogonaux et cette métrique dégénere
sur un ensemble que I'on peut identifier a I’équateur.

Le cas presque-riemannien est celui ou les champs de vecteurs F; n’en-
gendrent pas ’espace tangent en tout point. La métrique n’est alors pas définie
positive, mais la condition de Hormander permet de tout de méme définir une
distance finie et continue. Cette condition assure de plus que la caractérisation
du lieu de coupure de la géométrie riemannienne reste valable dans le cadre
presque-riemannien.

En parallele avec ’étude sur 'ellipsoide, le cas dégénéré de révolution cor-
respond au cas dit de Grushin ou les couplages de type Ising sont égaux. Ce
cas peut-étre vu comme une déformation de la sphere ronde par homotopie, et
I'intégration nous donne : les solutions non-méridiennes sont périodiques par
rapport a ¢ et on a une expression explicite des variables 6 et ¢ en fonction du
temps.



Une premiere approche du cas non dégénéré est d’exploiter au maximum les
symétries du systéme : la symétrie par rapport au méridien initial (H (6, pp) =
H(—6,—py)) et celle par rapport a 'équateur (H (7 —¢, —p,) = H(p,p,)). Pour
cela on place un premier point initial en (0(0) = 0,¢(0) = 7/2), et on obtient
que le lieu de coupure est I’équateur privé de ce point initial.

Le cas général est tres complexe. Notre contribution a été d’analyser ce cas
et a permis de montrer que :

e Le cas général est un cas de Liouville sur S? ou 'intégrale premiere sup-
plémentaire est identifiée par le Casimir sur SO(3) et ne dépend pas du
couplage.

e Le systeme est intégré en utilisant le forme normale de Liouville.

Les résultats des simulations numériques montrent bien qu’en dehors d’un
point dit ombilical ou les lieux conjugué et de coupure se réduisent a un point
et en dehors de la singularité équatoriale, le lieu conjugué a bien 4 points de
rebroussement et le lieu de coupure est bien réduit a un segment dans les coor-
données de Liouville.

L’application au contrdle optimal est de décrire de fagon globale la synthese
de la loi optimale.



Introduction



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Géométrie riemannienne d’un point de vue
hamiltonien

La géométrie riemannienne est une branche de la géométrie différentielle qui
s’'intéresse a des variétés différentielles munies d’une structure supplémentaire,
une métrique riemannienne qui permet de mesurer la longueur d’une courbe.
Les éléments présentés dans cette section sont issus principalement de [16], qui
contient aussi de nombreux exemples. Les autres grandes références (modernes)
sur la géométrie sont [22, 14].

1.1.1 Variété riemannienne, longueur d’une courbe

Définition 1.1. Soit M une variété différentielle. Une métrique Riemannienne
g sur M est lassociation lisse a tout point ¢ € M d’une forme bilinéaire dé-
finie positive gq : ToM x TyM — R. On dit alors que (M, g) est une variété
riemannienne.

N

(o n

On peut exprimer la métrique en coordonnées locales ( )
oxt/ (1<i<n)

est la dimension de M) autour de g : soit u, v € T, M avec

n n
.0 .0
u = w— et v= vt —
> g,

o 9

9ii(q) = g(

On note donc
g = Zgudﬂfldfﬂj

¥
La métrique, comme son nom l'indique, permet de mesurer les distances ou
plus précisément la longueur des courbes.

7



CHAPITRE 1 : Préliminaires

Définition 1.2 (Longueur d’une courbe C'). Soit ¢ : [a,b] — M une courbe C*
par morceauz dans la variété riemannienne (M, g). La longueur de la courbe ¢
est donnée par :

b
L) = [ Il 0]

ot ||| = g(c, ') est la norme euclidienne sur TM définie par la métrique
Tiemannienne.

Ainsi, la distance d entre deux points sera linfimum des longueurs des
courbes C! qui passent par ces deux points. On appelle d la distance induite

par g.

Remarque 1.1. La longueur d’une courbe ne dépend pas du choix de la para-
métrisation.

1.1.2 Geéodésiques, application exponentielle, lieu de cou-
pure

Une notion qui vient naturellement apres celle de distance, et qui va beau-
coup nous intéresser dans ce travail, est celle de plus court chemin, ou géodésique.
Elle est en revanche plus complexe a définir proprement, et fait appel a la notion
plus théorique de connexion, que nous ne détaillerons pas mais nous allons tout
de méme en donner une caractérisation en coordonnées locales. Pour cela, on va
utiliser une expression pratique de cette connexion, les symboles de Christoffel.

Définition 1.3 (Symboles de Christoffel). En coordonnées locales, on exprime
les symboles de Christoffel par :

e~ /7 0 0 0
k il
Fij 9 E g (ij gkt + Ok giy — 9l gjk)a
=1

0t (¢"7) (1<1,j<n) est la matrice inverse de la représentation matricielle (gi;) de
la métrique.

On peut ainsi exprimer les équations qu’une courbe doit vérifier pour étre
une géodésique dans les coordonnées locales.

Proposition 1.1 (Géodésiques en coordonnées locales). Soit une courbe para-
métrée c(t) = (c*(t),...,c"(t)) dans M, alors c est une géodésique si :

d?¢t : deF de?
— I —_— = ; 1,... .
a2 + Jk(c(t)) ST 0 te{1,...,n}

Remarque 1.2. Sivy(t) est une géodésique alors sa vitesse ||y (t)|| est constante.
Comme la longueur n’est pas dépendante de la paramétrisation (Remarque 1.1),
on choisira souvent un parameétre tel que ||'|| =1 et on dit que l'on paramétrise
par la longueur d’arc. Dans ce cas, minimiser la longueur revient a minimiser
le temps.

Théoreme 1.1 (Existence locale et unicité). Soit g9 € M, il existe un ouvert
U C M contenant qo et € > 0 tels que pour g € U et v € T,M avec ||v|| <, il
existe une unique géodésique v, :] — 1,1[— M avec ,(0) = q et v, (0) = v.

8



. éométrie riemannienne d’un point de vue hamiltonien
1.1 G t d’un point d hamilt

Remarque 1.3. On a de plus que Uapplication C : TUX] — 1,1[— M définie
par C(v,t) = v, (t) est lisse.

Avec existence et I'unicité locale des géodésiques nous pouvons mesurer
les distances de maniere explicite : la distance entre deux points proches de
M devient alors la longueur de la géodésique passant par les deux points. Une
géodésique qui réalise la distance entre ses extrémités y(0) et y(¢) est dite mini-
misante sur le segment [0, ¢]. Cette propriété n’étant en général pas globale, on
parlera de géodésique minimale dans le cas d’une géodésique minimisante pour
tout ¢.

Définition 1.4 (Application exponentielle). On considére v, la géodésique
mazimale (définie sur le plus grand intervalle de RT) qui vérifie v,(0) = q et
~v,(0) = v. On note Q@ C TM ’ensemble des v € TM tels que v, (1) est définie et
est un ouvert de TM contenant le zéro 0 € T,M de chaque fibre. L’application
ezponentielle exp : Q@ CTM — M est définie par exp(v) = 7,(1). On note exp,
sa restriction a Ty M.

On Plappelle exponentielle car dans le cas de (SO(n),g), elle coincide avec
I’exponentielle de matrices.

Définition 1.5. Une variété riemannienne (M, g) est dite géodésiquement com-
pléte si toute géodésique de M peut étre étendue a une géodésique définie sur
tout R.

Théoréme 1.2 (Hopf-Rinow). Soit (M, g) une variété riemannienne. Les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

1. Soit g € M. Si exp, est définie sur T,M alors toul point de M peut étre
relié a q par une géodésique minimale.

2. M est géodésiquement compléte.

3. (M,d) est compléte en tant que métrique ot d est la distance induite par
la métrique g.
N’importe laquelle de ces propriétés implique :

4. Toute paire de points de M peut étre reliée par une géodésique minimale.

Définition 1.6 (Energie d’'une courbe C1). L’énergie de la courbe C* par mor-
ceauz ¢ : [a,b] — M est définie par :

b
B = [ IRt

Remarque 1.4. L’énergie dépend, elle, de la paramétrisation.
Proposition 1.2 (Caractérisation des géodésiques). Soit ¢ : [a,b] — M une
courbe C* par morceauz.

1. Si ¢ réalise la distance entre a et b (L(c) = d(a,b)) et est paramétrée
proportionnellement a la longueur d’arc alors ¢ est une géodésique.

2. Si pour toute courbe h de c(a) a ¢(b) on a E(h) > E(c), alors ¢ est une
géodésique paramétrée proportionnellement a la longueur d’arc.



CHAPITRE 1 : Préliminaires

Cette derniére proposition signifie que le probléeme de minimisation de la
longueur est en fait équivalent au probléme de minimisation de ’énergie. C’est un
résultat tres utile car la fonctionnelle de 1’énergie est plus pratique a manipuler
que celle de la longueur.

Dans le cadre du controle optimal riemannien, ol les extrémales sont des géo-
désiques, on va logiquement s’intéresser a étudier la minimalité des géodésiques,
afin de considérer 'optimalité globale.

Soit une géodésique v, : [0,t] = M, avec v(0) = g et v/(0) =v o v € T,M
et ||v]| =1 (on considére une géodésique paramétrée par la longueur d’arc). On
note t.,:(v) le plus grand temps positif tel que v soit minimal sur [0, teyt(v)].

Définition 1.7 (Lieu de coupure). On appelle v, (teut(v)) point de coupure de q
le long de v,. Le lieu de coupure Cuty est l'union des points de coupure le long
des géodésiques partant de q :

Cuty = {7y (teut(v)) pour v e T,M ||v|| =1 et v(0) = q}.

1.2 Probleme de contrdle optimal

La théorie du controle optimal est ’étude des solutions optimales pour un
cotit donné d’un systéme dynamique muni d’un contrdle (ou commande). Le but
va étre de transférer le systéme d’un état initial donné a un état final voulu,
tout en minimisant (ou maximisant) un certain cott.

1.2.1 Systémes de contrdle optimal

Les systémes controlés que nous allons considérer sont de la forme :

qt) = ft,q(t),u(t))
{WO) L (1.1)

oll ¢ € M et f est une application C' de R x M x U dans TM, avec M une
variété lisse de dimension n, et le contréle u : R — U est une fonction mesurable
bornée ou U C R™ est le domaine de contréle admissible. Les sous-variété My
et My de M constituent les conditions auzx bords.

Dans la cadre de la théorie des équations différentielles ordinaires, le pro-
bleme avec la condition initiale ¢(0) = go est connu comme le probléme de
Cauchy. Dans ce cas, le théoreme de Cauchy-Lipschitz nous assure 'unicité de
la solution (voir [2], 2.4.1).

Le coiit est défini pour un contrdle admissible u de [0, T] par :

T
C(Tu) = (T, q(T)) + / £t qt), u(t))dt (1.2)

avec fO : Rx M xU - Retg : Rx M — R des fonctions C' et g est la
trajectoire du systeéme associée au controle u.

Le probleme de controle optimal peut alors étre formulé comme suit : dé-
terminer une trajectoire reliant My a M; et minimisant le cotit, en un temps T
fixé ou non.
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1.2 Probleme de contréle optimal

1.2.2 Le Principe du Maximum

Le résultat fondamental du controle optimal est di a Pontryagin et ses col-
laborateurs. Il s’agit d’une condition nécessaire d’optimalité.

Théoréme 1.3 (Principe du Maximum de Pontryagin). Soit u € U un contréle
optimal sur [0,T], alors il existe une application p : [0,T] — M absolument
continue et une constante p° < 0, (p,po) % 0, telles que pour presque tout
tel0,T]

OH

qt) = afp(Q(t)m(t),pO,U(t)),
B0 = =5 @00, u(0), (1.3)
H(q(t),p(t),p% u(t)) = gleagH(q,p,poyv),

ou ﬁ(q,p,po,u) = pfO>xz,u) + (p, f(q,u)) est le pseudo-hamiltonien du sys-
teme.

Dans le cas ot le temps final T' est libre et le controle u continu, on a comme
condition en T

H(q(t),p(t),p°, ult)) = _pO%

(T,q(T)), pour presque tout t (1.4)
De plus on a la condition de transversalité aux bornes suivantes pour le vecteur
adjoint
dg

p(0)LTy0) Mo, p(T) — poa*q(T,(J(T))J—Tq(T)ML (1.5)
Définition 1.8 (Extrémale). On appelle extrémale un quadruplé (q,p,p°, )
qui est solution de (1.3). Si p® = 0, Uextrémale est dite anormale, et si p° # 0
lextrémale est dite normale.

1.2.3 Probléme Riemannien

Le point de vue du probleme riemannien est de voir les géodésiques comme
des solutions en temps minimal d’un probleme de controle optimal, et ainsi
pouvoir appliquer le principe du maximum pour obtenir une formulation hamil-
tonienne du probléme.

Les géodésiques ayant une vitesse constante, minimiser la longueur revient a
minimiser le temps, de plus si on considere des géodésiques paramétrées par la
longueur d’arc, cela revient aussi & minimiser I’énergie. Cela au mene au systeme
de controéle optimal affine :

n T n
i=Y whi(), min [y, (16)
i=1 o =1

muni du probléme de minimisation de 1’énergie, o Fi(q),.., F,(q) forme un
repére orthonormal (au sens de la métrique riemannienne) de T, M.

11



CHAPITRE 1 : Préliminaires

Le pseudo-hamiltonien est alors :

H= p° Zuf + Zui@7 F;).
i=1 i=1

Dans le cas normal, on peut normaliser p° = —1/2, et la condition de maximi-
sation devient .
OH
ou
ce qui nous donne u; = PAIZ ou f[z est le relevé hamiltonien de Fj : H’z = (p, F})
et on obtient ainsi le hamiltonien maximisé :

0

1 n
H=>) H2 1.7
DI (17)

Les solutions du probléme initial sont donc les extrémales (g, p) qui vérifient :

oH . oOH
_871) p__ﬁiq’ (1.8)

q

et paramétriser par la longueur d’arc signifie fixer le niveau d’énergie H = 1/2.

On remarque que les équations du mouvement sont les équations de Hamilton-

Jacobi, que l'on pourrait obtenir de maniere classique a partir des équations

d’Euler-Lagrange en utilisant la transformation de Legendre. L’avantage du

point de vue du controle optimal géométrique est qu’il fonctionne dans des
cas ou la transformation de Legendre n’est pas utilisable.

1.2.4 Cas presque-Riemannien

Le cas presque-riemannien (ou pseudo-riemannien) correspond au cas ou
Pespace vectoriel engendré par les champs de vecteurs D =< Fi(q), ..., F.(q) >
n’est pas de rang plein pour tout ¢ € M. On demande donc en plus que les
générateurs vérifient la condition de Hérmander : pour tout g € M, I’algebre de
Lie engendrée par (Fi(q), ..., F(q) est Pespace tangent T,M en entier.

L’ensemble Z des points ou dim D < n est appelé ensemble singulier. En
dimension 2, Z correspond en fait aux points ou les deux champs de vecteurs
F1(q) et F»(q) sont colinéaires, Z et D sont de dimension 1 et on n’a que deux
cas possibles :

e Le cas transverse ou cas de Grushin ou Z est transverse a D. Dans ce cas

dim(D(q) + [D(q), D(q)] = 2.
o Le cas tangentiel ot Z est tangent & D. Dans ce cas dim(D + [D, D]) =1
mais il suffit d’une itération supplémentaire pour obtenir 7, M.

Ainsi la métrique associée n’est pas définie positive, mais on peut tout de
méme définir la longueur d’une courbe admissible et une distance presque-
riemannienne finie et continue. Comme dans le cas Riemannien, on utilise le prin-
cipe du maximum pour obtenir un probléme sous formulation hamiltonienne,
avec un hamiltonien qui lui sera bien défini sur tout 7*M.

De plus la condition de Hérmander nous assure qu’il n’existe pas d’extrémales
anormales. Ce dernier point nous permettra d’utiliser le Théoréeme 1.4 dans le
cadre presque-riemannien. Voir [17] pour une introduction plus compléte.

12



1.3 Conditions du second ordre

1.3 Conditions du second ordre

Les notions de lieux de coupure et conjugué ont une importance cruciale du
point de vue de 'optimalité, car elles en définissent les limites. L’étude de la
caustique, 'union du lieu de coupure et du lieu conjugué, a donc toujours été un
des sujets importants de la géométrie riemannienne. Les premiers résultats ont
bien str été obtenus sur la sphere, ol la caustique se réduit a un point antipodal.
Le cas a priori proche de 'ellipsoide, est en fait resté longtemps une conjecture,
la bien connue derniére conjecture géométrique de Jacobi : le lieu conjugué a
exactement 4 points de rebroussement et le lieu de coupure est un segment.
Elle n’a été démontrée que récemment par Itoh et Kiyohara [18]. Méme sans
en connaitre la forme dans le cas général, il existe quelques résultats classiques
[16, 14].

1.3.1 Le lieu de coupure

Théoréme 1.4 (Caractérisation du lieu de coupure). Le point ¢ appartient
au lieu de coupure de q si et seulement si au moins une des deux propriétés
sutvantes est satisfaite :

e il existe deur géodésiques minimisantes distinctes de q a ¢’ ;
e il existe une géodésique v de q a q' telle que q et q' sont conjugués le long
de 7.

A partir de 'analyse de la caustique faite par Poincaré dans un fameux
article [29], on obtient les propriétés suivantes qui vont étre primordiales pour
la suite de ce travail :

Théoréme 1.5 (Lieu de coupure). Soit g une métrique analytique sur S*. Le
liew de coupure d’un point ¢ € S est un arbre ou les bifurcations correspondent
aux points reliés par plus de deux géodésiques et ot les extrémités sont des points
de rebroussement du lieu conjugué. De plus ces points de rebroussement sont dits
de type “foyers en pointe”.

1.3.2 Lieu conjugué

La ou le temps de coupure correspond a la perte d’optimalité globale d’une
extrémale, le temps conjugué correspond a la perte d’optimalité de I'extrémale
par rapport aux extrémales qui lui sont C°-proches. La définition classique en
géométrie riemannienne utilise la notion de courbure, que nous avons décidé
de laisser de coté. Nous allons donner une définition équivalente dans le cadre
hamiltonien.

Définition 1.9 (Champs de Jacobi). Soit H un champ de vecteur hamiltonien
dont les courbes intégrales sont les extrémales d’un probléme de controle optimal.
Soit z = (q,p) une extrémale de référence avec pour conditions initiales z(0) =
(g0, p0). On appelle équation de Jacobi 'équation linéarisée le long de z :

62(t) = dH (2(1))d2(t). (1.9)

Une solution non triviale de cette équation est appelée champ de Jacobi, noté
0z = (0q,0p) en coordonnées locales. Un tel champ est dit vertical au temps t si
6q = 0.
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CHAPITRE 1 : Préliminaires

Cette notion va nous permettre de caractériser les temps conjugués, et méme
de les calculer numériquement a partir du code HAMPATH.

Définition 1.10 (Temps conjugués). Un instant teon; est un temps conjugué le
long de z s’il existe un champ de Jacobi 6z le long de z vertical en 0 et en teon;.
On appelle q(tcon; point conjugué de gy le long de z et le (premier) lieu conjugué
est l'union des premiers points conjugués le long des extrémales partant de qq.

1.4 Le code HAMPATH

Ce code est le produit du travail de O. Cots dans sa these [13] et fait suite
au package cotcot développé par B. Bonnard, JB. Caillau et E. Trélat. A partir
de la donnée de I’hamiltonien maximisé, ce compilateur fournit un ensemble
de fonctions MATLAB permettant d’étudier un grand nombre de problemes de
controle optimal, comme des méthodes de tir (simple ou multiple) qu’on utilise
pour trouver la stratégie de controle a utiliser pour atteindre une cible donnée,
ce qui demande en étude a priori, ou encore la méthode homotopique qui permet
d’étudier une famille de problemes dépendant d’un parametre. Nous allons ici
détailler la partie du programme qui sera par la suite utilisée dans le cas de
problémes hamiltoniens : la génération des extrémales avec la fonction exphufun
et des champs de Jacobi le long de ces extrémales avec expdhufun.

1.4.1 Génération des trajectoires : exphvfun

—

La fonction exphufun sert a intégrer le flot hamiltonien 2(¢t) = H (¢, z(t), A)
a partir de la donnée des conditions initiales z(0) = (2(0), p(0)), des éventuels
parametres du systeme, et d’un intervalle de temps [to,tf].

1.4.2 Condition du second ordre : expdhvfun

La fonction expdhufun permet de calculer les champs de Jacobi (dg, dp) le
long de z = (z,p), solutions non triviales de I’équation de Jacobi (1.9). Il est
ensuite aisé numériquement de trouver le premier temps conjugué qui est le
premier temps positif tel que dg(0) = 0 et dq(tcon;) = 0.

1.5 Meétriques de révolution et de Liouville

Le premier cas que nous allons étudier est celui des ellipsoides de révolutions,
qui est un cas particulier de métrique de Clairaut. Notre étude porte sur la
détermination des lieux de coupure et conjugué. Le cas de l'ellipsoide générale
n’a que récemment été résolu par Itoh et Kiyohara [18].

1.5.1 Généralités sur les métriques de Clairaut-Liouville

Le métriques de Clairaut-Liouville sont des métriques en deux dimensions
qui peuvent étre obtenues dans R? en restreignant la métrique euclidienne & une
surface de révolution (y/m(p) cos6, /m(p)sinb, ). On peut aussi les obtenir
de manieére intrinseque en généralisant la formule de Clairaut : ce sont des mé-
triques qui admettent une intégrale premiere linéaire en p. Ce sont donc des
métriques dont le systéme hamiltonien est intégrable au sens de Liouville.
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1.5 Métriques de révolution et de Liouville

Définition 1.11 (Métrique de Clairaut-Liouville). Une métrique de Clairaut-
Liouville est une métrique de dimension deux que l’on peut mettre sous forme
normale de Darboux :

9(0, ) = m(p)do® + dp>.

Une premiere propriété des métriques de Clairaut est que l'on en connait
une intégrale premiere.

Lemme 1.1 (Formule de Clairaut). Soit ¢ l'angle formé par une géodésique
paramétrée par la longueur d’arc avec un paralléle, alors :

po = cos(¥)v/'m(p)
est une intégrale premiére de la métrique de Clairaut.

Proposition 1.3 (Courbure de Gauss d’un métrique de Clairaut-Liouville). La
courbure de Gauss d’une métrique de Clairaut-Liouville est donnée par

1 d?
K= (g,
Vm(p) dg?
Il s’avere que les métriques de Clairaut-Liouville sont en fait un cas particu-
lier d’une classe de métriques plus importantes : les métriques de Liouville.

Définition 1.12 (Métrique de Liouville). Une métrique de Liouville est une
métrique qui peut se normaliser sous la forme dite normale :

g(u,v) = (f(u)+ g(v))(du2 + dv?),
ot f(u), g(v) sont des fonctions lisses positives.

Proposition 1.4. Les métriques de Liouville admettent une intégrale premiére
quadratique en p.

L’existence d’intégrales premieres, ¢’est-a-dire de quantités conservées le long
du mouvement, est cruciale pour l'intégration des systemes mécaniques. L’in-
tégrabilité au sens de Liouville pour un systeme de dimension 2n correspond
en effet a D'existence de n d’intégrales premieres indépendantes. Dans le cas
d’un probléme riemannien, I’hamiltonien étant autonome, une seule intégrale
premiere supplémentaire sera nécessaire.

1.5.2 Intégration des métriques de Liouville

Théoréme 1.6 (Intégration des métriques sous forme de Liouville). Soit g(u,v) =
(f(w) + g(v))(du?® + dv?) une métrique de Liowville sous forme normale.
e Le flot géodésique d’une métrique de Liouville sur une surface est comple-
tement intégrable.
e L’équation des géodésiques est donnée par :

du _ 1 flu)+a

ke , 1.10
dv 9(v) —a (10
et les géodésiques sont définies par :
du / dv
+ =b, (1.11)
/\/f(u)—ka V) —a

ot a et b sont des constantes.
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CHAPITRE 1 : Préliminaires

Ce théoreme permet d’obtenir les équations des géodésiques a partir de la
métrique sous forme normale. Quand la métrique que I’on traite n’est pas sous
cette forme mais qu’elle admet une intégrale premiere quadratique, nous allons
présenter une méthode développée dans [7] (chapitre 6).

Théoréme 1.7. Soit g une métrique dont le flot admet une intégrale premiéere
quadratique F dans un voisinage de q € M. Si cette intégrale n’est pas colinéaire
a Uhamiltonien H sur l’espace tangent Ty M, alors il existe un voisinage de q
tel que la métrique est une métrique de Liouville, c’est-a-dire qu’il existe des
coordonnées locales (u,v) telles que :

9= (f(u) +g(v))(du® + dv?), (112)
ot f(u) et g(v) sont des fonctions positives lisses. De plus,

(9(v) + C)pz, — (f(u) — O)p?
fu)+g(v) ’

F(U,U,pu,pv) = (113)

ou C est une constante.

Les outils permettant de trouver ces coordonnées (u, v) et ces fonctions f et
g se trouvent dans la démonstration de ce théoréeme. En partant d’une métrique
sous forme isotherme
9(z,y) = Mz, y)(dz® + dy?) (1.14)
et une intégrale premiere quadratique
F= blpi + 2b2pxpy + b3p§-
On considere la fonction holomorphe (voir [7], Proposition 6.2) R définie par :

R(z) = b1 —bs +2iby, z=u+1y. (1.15)

La condition de non-colinéarité de H et F' implique qu’il existe des nouvelles
coordonnées dans lesquelles R devient constant. On note

P:z=x+iysw=u+iv

la transformation holomorphe qui vérifie :

B(z) = . (1.16)

Cette transformation conserve la forme isotherme de ’hamiltonien

g Patrl

s (1.17)

ot A(u,v) = A\(z,y)|®(2)’|~? et dans ces nouvelles coordonnées I'intégrale pre-
miere devient :

F = (c+1)p2 + cp?. (1.18)
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Et le fait que H et F sont en involution donne comme condition sur A :

O (Ae+1)) =0,

ou

0

—(Ac) = 0.

5y (AC)

En différentiant par v la premiere équation et par u la deuxieme, on obtient :
O%A
=0. 1.19

dudv ( )

Ce qui nous donne bien A(u,v) = f(u) + g(v), et donc la métrique sous forme
de Liouville. On a de plus :

C— f(u)
“= T+ g0) (120
ou C est une constante et donc :
glu,v) = (f(u) + g(v)) (du2 + dv2)7 (1.21)
_ (9(w) + C)ps + (C = f(u))p;
= T+ 9(0) (22

1.6 Le modele de Grushin

Le cas qui va particulierement nous intéresser par la suite est le cas de Gru-
shin sur la sphere S?, ainsi que le lien qui existe localement entre la singularité
de ce modele et celle du modele de Grushin sur le plan.

1.6.1 Modele de Grushin sur la sphere

Un théoréeme classique de géométrie riemannienne nous affirme que toute
paire de champs de vecteurs sur une sphere (de dimension paire) est colinéaire
sur un ensemble non vide. Ainsi toute métrique définie globalement par deux
champs de vecteurs sur la sphere est forcément presque-riemannienne.

On va donc considérer le systéme suivant :

T = Uz
Yy = —uiz
Z = wyY — U2

avec le probleme de minimisation de I’énergie :

T

min/(u% + u3)dt.
0

Le systeme est engendré par les champs de vecteurs y0, — 20, et 20, — 20, qui
correspondent & des rotations infinitésimales autour des axes Ox et Oy respec-
tivement. Ce type de systéme apparait en mécanique quantique, ou la sphere
représente une réduction de ’espace d’état adaptée a un probleme particulier.
L’ensemble singulier est ici le plan z = 0, et il est transverse a la distribution.
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CHAPITRE 1 : Préliminaires

En passant en coordonnées sphériques classiques ou ¢ est la colatitude et 6
I’angle méridien,

x = cosfsing
y = sinfsing
Z = Cosy

et utilisant la transformation conservatrice

v\ [ cosf sinf Uy
va ) \—sinf cosO) \uy

le systeme devient :

{ 6 = —v1 cot
$» = v
Le probleme s’écrit désormais :
T
G =v1F1 4+ v Fy min/(u% + u3)dt, (1.23)
0
avec F1 = —cotpdy, F» = 0,. L’ensemble singulier correspond & ¢ = m/2,

c’est-a-dire I’équateur. L’hamiltonien du systéme augmenté est

1
H = vi(p, F1) 4+ v2(p, F2) — 5(”% +v3),

et la condition de maximisation du PMP %—f = 0 nous donne :

vy = (p, F1) w2 = (p, F2).

En remplacant dans I’hamiltonien augmenté, on obtient le hamiltonien vrai :

1
H, = 5(pi + cot? gap%)
correspondant a la métrique de Clairaut-Liouville :
gs = dp? + tan? p d6?.

L’intégration de la métrique de Grushin sur S2, vue comme une déformation de
la spheére ronde par homotopie (Annexe B, B.4.2) et la caustique sont comple-
tement décrites par la proposition B.12.

1.6.2 Modele de Grushin sur le plan

Le modele de Grushin sur la sphere est en fait issu du probleme de Grushin
sur le plan car il y correspond localement. En effet, lorsque ¢ est proche de
la singularité 7/2, la métrique est équivalente & la métrique de Grushin sur le
plan :
dy?
z2
Ce modele nous permet de décrire la caustique pour un point situé sur I’équateur.
En effet, bien que la métrique explose au voisinage de la singularité (z = 0), les
extrémales restent définies par un hamiltonien lisse :

gp = dz? +

1
Hy, = 5(77920 + m2p§).
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FIGURE 1.1 - Flot géodésique (en bleu) issu du point initial (0,0) pour A proche
de 1, jusqu’a un temps légerement supérieur au premier temps conjugué. Une
branche du lieu conjugué apparait en rouge.

Comme cet hamiltonien ne dépend pas de y, p, est une intégrale premiere et
donc le systeme est intégrable. L’intégration nous donne, pour des conditions
initiales {«(0) = 0, y(0) =0} :

e Sip, =0, alors p, = £1, ce qui donne pour les extrémales (x(t),y(t)) :

z(t) =+t y(t)=0.

e Si py # 0, disons p, = A. On a donc pour py : p2 + X222 = 1. On trouve

donc :
) sin At ) t sin 2\t
xT = = - —
N TN T e
Dans le cas p, = 0 les extrémales restent optimales pour tout ¢ (dans le

plan). Dans le cas général, le temps de coupure est t. = w/|A] (lorsque les
deux extrémales associées a p, et —p, s’intersectent) et le lieu de coupure est
{(0,7) ot r € R*}. On peut remarquer sur la figure 1.1 que les extrémales
coupent la singularité de maniere orthogonale. Le lieu conjugué est donné par le
premier temps conjugué t1. = 7 |A|, ol 7 est la premiere solution (positive) de
tant = t, il est représenté sur la figure 1.2. Le cas ou y(0) # 0 est aussi étudié
dans [1].
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FIGURE 1.2 — Lieux de coupure (en violet) et conjugué (en rouge) pour le flot
géodésique issu de (0,0) reconstitué grace aux symétries de la caustique.
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Chapitre 2

Application au controle
quantique

2.1 Présentation du modele

Le probléeme étudié ici est le transfert de cohérence dans une chaine de par-
ticules de spin 1/2 faiblement couplées qui suivent une interaction de type
Ising. Ce probleme apparait dans un contexte de résonance magnétique nu-
cléaire (RMN) et a été abordé par Glaser, Brockett, Khaneja, Zeier dans une
série d’articles [36, 21] et par Yuan dans sa these [35].

2.1.1 Dynamique du systeme

Nous allons représenter 1’état de notre systeme a l'aide de I'opérateur de
densité p, qui est auto-adjoint et linéaire, et qui obéit a I’équation de Liouville
Von Neumann :

dp .
nl = —ilt,p (2.1)
ou h est la constante de Planck normalisée (par la suite nous considérerons
h = 1 par commodité dans les calculs) et H est ’hamiltonien décrivant la

dynamique du systeme. H est un opérateur auto-adjoint de I’espace des états $
qui correspond a I’énergie du systeme.

Dans le cas d’une évolution libre, ie H ne dépend pas du temps, on peut
décrire simplement 1’évolution de I'opérateur de densité :

p(t) = Ul(t, to)p(to)U (¢, to) (2.2)

ou U(t, o) est I'opérateur d’évolution : U(t,tg) = exp(—i(t — to)H).
De plus, on a Tr(p) = 1 et Tr(p?) < 1, I'égalité étant équivalente & un état
pur.

2.1.2 Les systémes de spin 1/2

Les particules de spins 1/2 est un cas souvent étudié car elles sont a la fois
trés utiles en physique (ce sont les nucléons et les électrons) et assez simples &
représenter : elles n’admettent que 2 états possibles que 1’on note —|—% et —%.
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CHAPITRE 2 : Application au contréle quantique

Ainsi Pespace d’état correspondant & un spin 1/2 est de dimension 2. Ici nous
étudions des chaines de n spins 1/2, I’état du systeéme total, qui est le produit
tensoriel des états de chaque spin, est donc de dimension 2™.

Par la suite nous allons utiliser des matrices bien connues, les matrices de
Pauli que voici :

I () IS B

Elles vérifient les propriétés : o2 = Id, et 0,0, = i0,, 040, = 04, 0,0, = ioy,
que 'on note de manieére concise :

0,0y =10, O,
ce produit étant en plus anticommutatif.

Remarque 2.1. Le symbole O signifie que l’on conserve la relation en effectuant
une permutation circulaire sur {A,B,C}.

Ainsi les matrices io,, 10y, io. engendrent 'algebre de Lie su(2).

De la méme maniére que les matrices de Pauli engendrent su(2), les produits
tensoriels de matrices de Pauli (et de l'identité) engendrent su(2™). On note les
éléments de cette base : Iy, v, ... kv, OU 304, apparait dans le k;-eme terme du
produit tensoriel, Id sinon.

On peut maintenant définir dans cette représentation les opérateurs moment
angulaire :

1 1 1
I, =50, I,:=350y I,:=30,

On remarque qu’ils vérifient les relations :

L1,=4%1, I, =4%iI, LI,=4%I, I?=111d I,0,=—1I,1,

-2 — 1

S

i
2
et donc les propriétés de commutation cyclique suivantes :

Uy, L) =1L, [I,, L) =i, [L,I;]=1l,

2.1.3 Produit tensoriel et crochets de matrices

L’état du systeme étudié, une chaine de trois spins, est donc représenté par
un produit tensoriel de matrices 2 x 2, que nous allons expliciter. De maniere
formelle, le produit tensoriel de deux matrices M € V,, = M, (K) et M € V,, =
M, (K) correspond a l'isomorphisme entre V,,®@V), et V,,,, = M,,,, ce qui implique
le produit tensoriel d’espaces vectoriels.

Définition 2.1 (Produit tensoriel de matrices). Soient M = (my;)(1 <i,j < n)
une matrice carrée d’ordre n et M' = (mj;)(1 < k,1 < p) une matrice carrée
d’ordre p, alors on définit le produit tensoriel des matrices M, M’ par la matrice
carrée d’ordre m xn :

mllM' ven mlnM’
M@M’ — .

/ /
My M ... mpaM
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2.1 Présentation du modéle

Remarque 2.2. On a ici choisi un ordre lezicographique (a savoir ici L?).
C’est en effet nécessaire pour définir correctement une base de K"P q partir de
bases de K™ et KP.

Proposition 2.1 (Regles de calcul du produit tensoriel). Soient M, N € V,,,
M N eV, M" €V,.
1. Le produit tensoriel est associatif :
MeMeM' =(MeoM)YoM'=Me (M @ M").
2. M @ M’ est bilinéaire par rapport au produit de matrices :
(MxN)® (M xN')=(M@M)x(NeN.
La propriété d’associativité 1) permet donc calculer séquentiellement le pro-

duit tensoriel d’'un nombre quelconque de matrices.

Exemple : On peut ainsi écrire les éléments de la base de su(23) comme des
matrices 8 X 8.

1 1

600 6

o) ()
1/1 0 0 1 0 1
_2<01)® i(1)0(10)
0 1 0 1
00 —i 0
1/1 0 00 0 -—i
_2<01>®1000
0 i 00
00 —i 0 00 —i 0
00 0 -—i 00 0 -—i
i o 0o i 0 0 o
1 0 i 0 0 0i 00
T2 00 —i 0 00 —i 0
ol0 0 0 =i} foo 0 —i
i 0 00 i 0 00
0 i 00 0i 00
00 —i 0 00 0 0
00 0 —-i 00 0 0
i 00 0 00 0 O
~1]loi 0 0 00 0 O
2100 0 0 00 —-i O
00 0 0 00 0 —i
00 0 0 i 0 0 0
00 0 0 0 i 0 0

Remarque 2.3. La propriété 2) appliquée auz opérateurs moment angulaire
permet de parfois simplifier les notations. Par exemple le produit commutatif
Liv, Ljw; = Livjw, (ot i # 7). On utilise donc les deux notations indifféremment.

i
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CHAPITRE 2 : Application au contréle quantique

Crochets de matrices produits tensoriels

Par la suite, on va avoir & calculer des crochets de matrices de su(2?), qui
sont de la forme précédente. Pour éviter de manipuler des matrices 8 x 8, on
applique les regles de calcul suivantes :

[My, ® C, My ® C] = M;.My ® C* — My. My ® C* = [M;, M) ® C?
[C® M;,C® M) =C?® [M;, M)

Si on applique ¢a aux matrices I14,2v,3v5 €6 L1w,2ws3ws AVEC Ui, W5 € {0,2,y, 2}
(en posant oy = 2Id) que l'on a définies plus t6t, on a plusieurs cas possibles :
e S’il n’y a pas de paire de (vj,w;) ol v; # w; et v;,w; # 0, alors ils
commutent et leur crochet est nul.
o 5’1l existe une seule paire (v, w;) ol v; # w; et v;, w; # 0, supposons
j =1 (sans perte de généralité). Alors : [I1y,, [1w,] = [Tvy, Tw,] ® Id ® Id.
En particulier :
Lios L) =L, & j e {1,2,3} (2.4)
o 5’1l existe exactement 2 paires (v;, w;), vk, wy), alors les opérateurs com-
mutent et leur crochet est nul.
e Si les 3 éléments de chaque tenseur sont différents de 'identité et ceux
correspondants au méme spin différents 2 & 2, on a :

1
[Ilv12v23'u37 Ilw12w23w3] = Z[Ivhlwl] & [Iv27 IwZ] ® [Iv37]w3] (25)

2.1.4 Transfert de cohérence

Le systeéme étudié ici consiste en 3 particules de spin 1/2 faiblement couplés
en chaine, les interactions sont de type Ising et le couplage différent pour les 2
couples de particules. Le but est de transférer I’état du premier spin au troisieme
a l’aide de pulsations RF et de I’évolution du systeme. Le systeme est placé dans
un repere tournant avec chaque spin selon sa fréquence de résonance, ce qui
nous permet de considérer un controle qui permet d’agir sur 1’état de chaque
spin indépendamment. L’hamiltonien pour ce systéme est donc de la forme :
H = Hypre + Hrp. L’hamiltonien décrivant 1'évolution libre s’écrit :

Hiipre = 2m(J121122: + J23l2232) (2.6)

Pour rappel, 1,0, =11, ® [, =1, ® I, ® Id.
Et 'hamiltonien RF est lui de la forme :
3
HRF = Z uijj;c + ’Uijij (27)
j=1

Comme on considére des constantes de couplages Jy2, Jos faibles par rapport
au controle, on peut considérer sur des temps de controle petits que l'action
du couplage est négligeable devant ’action de Hgrp lors des impulsions. Une
description complete de hamiltonien des systémes de spins est faite dans [25].

Le transfert que nous allons considérer va impliquer deux types d’interac-
tions, et donc deux types d’opérateurs : 'opérateur d’évolution libre, qui décrit
les effets du couplage entre les spins au cours du temps, et I'opérateur de controle
ou opérateur RF. On effectue les calculs a ’aide de la formule de sandwich.
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2.1 Présentation du modéle

Lemme 2.1 (Formule de sandwich). Soit & opérateurs A, B, C qui vérifient la
propriété de commutation cyclique : [A, B] =iC O , alors on a :

exp(—i0A)B exp(i#A) = cos(d)B +sin(0)C O .

L’opérateur d’évolution libre U(t) = exp(—itHjipre)

Comme les opérateurs 21,5, et 215,3, commutent, leurs puissances de tout
ordre commutent aussi, et on peut écrire U(t) = Uya(t)Uas(t) = Uas(t)Ui2(t),
ou :

Uj (t) = eXp(—itQﬂ'ij-Ijsz).

Ainsi, pour identifier son action sur les opérateurs, on va devoir commencer par
identifier une commutation cyclique pour utiliser la formule de sandwich.

Exemple : Etape 1 Pour calculer I’évolution temporelle de I7,, on identifie
les cycles de commutation : [2]1,92, [15] = 12112, O et [2]5.3.,]15] = 0 (il est en
effet logique que le couplage entre le deuxieéme et le troisieme spin n’influence
pas l'état du premier). Ainsi, on en déduit U(¢)I1,U(—t) = cos(wtJi2)l1, +
sin(mtJi2)211y2.. En I'absence de contréle (et de dissipation), notre état initial
va donc osciller entre I;, et 2/1,2, au cours du temps.

L’opérateur de contrdle Urp = exp(—itHprr)

Ici les composantes du controle ne commutent pas toutes entre elles, en
revanche on peux considérer que I'on effectue le controle composante par com-
posante, vu que les temps des impulsions sont négligeables. Ainsi le contréle
génere les rotations du type : R, (0) = exp(—ifl;,) o v € z,y.

Exemple : Etape 2 L’état du premier spin est décrit a ’aide de I'opérateur
de densité partiel p; = Trags(p) (c’est en fait un opérateur sur §; = C?, I'espace
des états du premier spin, que l’on plonge dans $ = $, @, ®%;). Cet opérateur
partiel p; est donc représenté par une matrice hermitienne 2 x 2, de trace 1.
Comme les matrices de Pauli engendrent su(2), toute matrice de ce type peut
s’écrire de la forme : p; = %Id + agly + ayly + a.1I,, ou (amay,az) € R3.
Transférer I’état du premier spin revient donc a transférer Iy, — Iy, Iy — I3y,
I, — I3,. En fait tout état sur le premier spin peut se coder a I’aide du contréle
en état de la forme p; = %I d + Mi,. Ainsi on peut se restreindre a étudier le
transfert I, — I3,.

Pour effectuer un tel transfert la stratégie classique [26] est la procédure
suivante :

1. on laisse évoluer librement Iy, en 2/142, en un temps t; = (2J12)*1.
on effectue un contréle sur le deuxiéme spin pour avoir 217,2;.

on laisse évoluer jusqu’a 412,53, en un temps to = (2.J53)~ 1.

on controle 411y2y3. pour obtenir 41 ,2y3y.

I’évolution libre amene a 21,3, en un temps t.

le controle sur le second spin nous donne 2/5.3,.

N

Une derniere évolution temporelle nous donne I3, en en temps t;.
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CHAPITRE 2 : Application au contréle quantique

On peut remarquer que les étapes 1 a 3 et 5 a 7 sont en fait symétriques par
rapport au second spin, pour un temps total de 2(¢; + t2). Nous allons voir que
si 'on diffuse le controle de ’étape 2 lors du passage I, — 411,243, On obtient
un meilleur temps.

Pour déduire la dynamique de ce controle, on va désormais s’intéresser aux
valeurs moyennes des opérateurs impliqués. Dans la représentation par opérateur
de densité, la valeur moyenne est donnée par (X) = Tr(pX), mais on peut
aussi 'obtenir & partir de la représentation par les états. On note X; = (I1,),
X2 = <2]1y22>, X3 = <2lly2x>7 X4 = <411y2y32>- La dynamique de ces valeurs
moyennes se déduit a partir de I’équation de Liouville Von Neuman :

d

5\ X) = —i(lX, H]) (2.8)

On trouve ainsi en considérant uniquement le controle que nous utilisons dans
cette transformation, ie H,y = uly, :

X1 = —i([I1p, H)) = —inJi2{[I12, 2]12:])

= —mJ12 X2

XQ = *7J<[2lly227H]> == *i7rjl2<[211y227 21122z]> - Z‘u<[2I1ysz 212y]>
= 7T'J12X1 — qu

X3 = —i([2L1y20, H]) == —imJo3([211y20, 2]225:]) — iu([2]1y20, 212y])

= mJo3 Xy +uXo
Xy = —i{[dl1yoysz, H)) = —imJo3 (4112432, 21223.])
= mJ23 X3

Ce qui devient, en reparamétrant le temps par (mw.Ji2) "1, pour le vecteur X =
(X17X27X3;X4) :

0 -1 0O 0
0 0 k 0

Et le probléme devient alors de transférer (1,0,0,0)” & (0,0,0,1)7, ou de ma-
niere plus générale, (cos o, sina, 0,0)T — (0,0, cos 3,sin B)7.

2.1.5 Transformation du systeme

En effectuant un changement de variable adéquat on va pouvoir désormais
considérer le probleme sur une spheére suivant une certaine métrique :

7“1:X1 TQZ\/X22+X§ ’1"3:X4
X

ou tan¢é = - On note uy = —ksin€ et ug = —cosé les composantes du

controle. Le nouveau systéme sur R = (r1,72,73)7 obtenu est donc :

0 us 0
dR
0 —U1 0
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2.2 Mise sous forme de Liouville

Le transfert est donc désormais
(1,0,0)" — (0,0,1)"
ou en général
(cos i, sin v, 0)T — (0, cos 3, sin 3)T

et I'on cherche a minimiser le temps.
Le probleme peut désormais s’écrire comme un probléme de minimisation
L?:

drq dry drs
W g T W + u1rs, o Wr

T I (2.11)
m(h)l/(h“%(t) +Iui(t)dt, L= Ji? I =Jx%, K= Ii3

0

Le probléeme est équivalent au probléme quasi-riemannien sur la sphere S2
avec une singularité de type Grushin & I'équateur (ro = 0) pour la métrique :

= k’2d’l"% + dr%

2.12
(2.12)
(Voir [1] et Annexe B pour des détails sur ces métriques.)
En coordonnées sphériques :
ry = sinpcosb,
Ty = COSQ, (2.13)
r3 = sinpsinf.
la métrique (2.12) devient :
g =tan?® cp( cos? 0 + k% sin® 9) de* + (k2 cos? 0 + sin® 9) dy? (2.14)
— 2tan psinf cos O(k* — 1)dfde, '
et ’hamiltonien associé est
1
H=— (cotzgp(lc2 cos? 0 + sin? H)pg + (0052 6 + k? sin? Q)pi
2k (2.15)

+ 2(k? — 1)cotepsin 6 cos 9p9p<p>.

2.2 Mise sous forme de Liouville

Dans cette section nous allons utiliser le résultat sur les métriques de Liou-
ville présenté au chapitre précédent 1.7.

2.2.1 Recherche d’une intégrale premiere

Lemme 2.2. Le systeme admet comme intégrale premiere quadratique :

(2.16)
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2.2.2 Mise sous forme isotherme

Pour mettre (2.12) sous forme isotherme, on effectue le changement de va-
riable suivant :
r=kri y=rs

La métrique s’écrit donc :

dz? + dy?
o(w.y) = e = Mwy) (e + ), (217)
.

Pour exprimer 'intégrale premiere, on utilise les relations entre les coordonnées

(z,y) et (6,9) :

0 - in 6 ky
cosf = ——— sinf = ————
Va2 + k?y? Va? + ky?

2 2
cosp = 17%7 2 sinp = %+y2.

Et sur les variables duales :

pe = sin ¢(cos Op, — ksinbp,)
Py = cos p(k cos Op, + sinfp,).

Et ainsi, dans ces coordonnées isothermes, l'intégrale premiere (2.16) devient :
F = (k* —2%)p} — 2zyp.p, + (1 — y°)p}, (2.18)
2.2.3 Passage a la forme de Liouville

Ainsi I'équation & résoudre (1.16) s’écrit :

D(z) = avec R(z) =k? —1— 22 (2.19)

On trouve comme solution :

®(z) = w = arctan + (. (2.20)

z
Vk2 —1— 22
Si on pose w; = w — Cq ou C] est la constante d’intégration, on obtient :

22 = (k* —1)sin® wy

e Cas k <1 Dans ce cas on peut écrire :

z = Fiv/1 — k2 sinw;.

En rappelant que z = x + iy, on obtient par exemple :

z=1+1—k2?cosupsinhv; y=—+1— k2sinu; coshwv;

ot u; = R(wy), v1 = F(w1).
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2.2 Mise sous forme de Liouville

Les variables duales deviennent dans ces coordonnées :
cos uq cosh vy p, — sinwuy sinh vyp,

V1 = k2(cos? uy + sinh? v))

_ cosuy coshvipy, + sinwg sinh vip,
Py V1 = k2(cos? up + sinh? v))
On met F de la forme (1.18) :

Pz =

F=(a+1)p; +ap;
avec
14+ k% — (1 —k?*)cosh2vy,  Cy — f(w)
(1 — k2)(cos 2uy +cosh2vy)  f(u) +g(vi)’
On choisit la constante d’intégration C; de maniére & avoir f,g > 0 et f(0) =
g(0) = 0, c’est-a-dire v; = v et u; = v — 5. L’autre constante est ici C; = 1. On
obtient alors la proposition suivante :

Proposition 2.2. Pour k < 1, la forme de Liouville est donnée par :

(1 —k*)(1 — cos2u) (v) = (1 — k?)(cosh 2v — 1)
1+ k2 — (1 — k2)cos2u g 1+ k%2—(1—k2)cosh2v’

f(u)

On rappelle qu’on passe des coordonnées isothermes a celles de Liouville

pour k < 1 par :
z=1+/1—kZsinusinhv
y=1+/1— k2 cosucoshwv.

e Cas k£ >1 De la méme maniere en partant de :

(2.21)

z=+vk? - 1sinws,

les coordonnées de Liouville sont :

=V k?—1sinugcoshve y = v k2— 1cosugsinhuws.

De la méme maniere que pour le cas k < 1, on choisit les constantes d’intégration
de maniere & avoir f,g > 0 et f(0) = ¢g(0) = 0, ici ug = 7/2 — u, vo = v. Et
l'autre constante qui apparait dans 'intégrale premiere est alors Cy = k2.

Proposition 2.3. Pour k > 1, la forme de Liouville est donnée par :

k*(k* —1)(1 — cos2u k%(k®> — 1)(cosh2v — 1
fluy = DAz cos) ) RO Dicosh 2 1)
1+ k%2 —(k? —1)cos2u 1+ k% — (k? — 1) cosh2v

On rappelle qu'on passe des coordonnées isothermes a celles de Liouville
pour k > 1 par :

=1 k? —1cosucoshv (2.22)
y =V k? — lsinusinhwv. '
On peut dans les deux cas exprimer l'intégrale premiere sous la forme :
2 _ 2
- W) +Opy +(C — fu)py (2.23)

flu) +g(v) ’
avec C=1sik<letC=Fk?sik>1.
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CHAPITRE 2 : Application au contréle quantique

2.3 Intégration des géodésiques

2.3.1 Comportement des géodésiques

Nous avons une métrique sous forme normale de Liouville (1.21), qui corres-
pond a 'hamiltonien :

I e
2(f(u) +g(v))’

De plus on a une intégrale premiére supplémentaire (2.23).

(2.24)

On fixe le niveau d’énergie F' = c¢ et on paramétrise par la longueur d’arc

H = % pour obtenir les équations des géodésiques :

€1 du = dv (2.25)

fu)+c—C 2\/g(v)+C—c’
dt =1/ f(u) +c— Cdu—+ear/g(v) + C — cdu, (2.26)

ol €; (respectivement €) est le signe de du/dt (respectivement dv/dt).

En utilisant les techniques développées par Itoh et Kiyohara sur les surfaces
de Liouville [19], on peut désormais connaitre le comportement des géodésiques
~v(t) = (u(t),v(t)) en fonction du niveau d’énergie F' = ¢. On se fixe un point
initial go = (uo,vo) tel que ug € [0,7/2] et vy € [0, Vymqz]. Soient vy la premiere
valeur de u telle que f(vy) = C —cet v € [0,7/2] et v, la premiere valeur de v
telle que g(vy) = c— C et vy € [0, Umag). ON & Vyap = %arg cosh %

e Sic < C : alors u(t) est monotone et u(t) oscille entre vy et m — vy (ou

entre m + vy et 2m — vy).

e Sic> C: alors u(t) est monotone et v(t) oscille entre v, et vy, (Ou entre

—Umag €6 —Vg).

e Sic = C : alors u(t) et v(¢) sont monotones et v passe par un point

singulier.

2.3.2 Intégrales elliptiques

Dans les calculs qui vont suivre on utilise les intégrales elliptiques de premiere
et troisieme especes suivantes :

%3
7 _ dé
(plm) = 1 —msin?6
0
©
M, o) = | &
’ 4 (1 —mnsin®6)\v/1 — msin? 6

Proposition 2.4 (Intégration des géodésiques). L’intégration des géodésiques
donne :
e Pourk<1:

/ \/f(u)dj-c— 1 W_ll— C(F(X|m) — (1= Kk, X|m))
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2.4 Etude des singularités

c—k?
c—1 "~

ot X =iargsinh(tanu/k) et m =

/ \/g(v)dj— 1—c B c\/ck_ 12 (CF(Y|m/) +(1— C)H(%,Y|m’))

1-k2

N . —1)k2
ouY = arcsiny/c + (kz(c ) etm' = —5.

—1) cosh? v
e Pourk>1:

(cF(Z|m”) + (k* — c)H(k; Zlm”))

du 1
/\/f(u)+c—k2 Ce/(c—1)k2

N o . c(k?2—1) cos? ut+c—k? no_ o k2—1
ot Z = arcsin \/ P22 —T) cosZ u etm" = .

(cF(W|m”) —(1- C)H(%, w Im”))

dv 1
/ Vo) +k?—c¢ T ockve—1

v oo [e(k2 1) coshZu—cth?
ot W = arcsin \/ R —T)coshZo -

2.4 Etude des singularités

Dans cette section, on va s’intéresser aux points présentant des caractéris-
tiques semblables aux points ombilicaux que ’on connait dans le cas de surface
plongée. En effet, la définition standard nécessite de calculer les courbures prin-
cipales ou la seconde forme fondamentale de la surface, or ces éléments ne sont
pas définis dans le cas d’une métrique abstraite. En revanche il existe des points
qui ont des caractéristiques proches de celles des points ombilicaux dans le cas
plongé.

Définition 2.2 (Points de colinéarité). Les points de colinéarité sont les points
ou les intégrales premiéres sont proportionnelles en tant que formes quadra-
tiques.

Il s’agit en fait des zéros de la fonction R(z) (1.15). Au voisinage de ces points
on ne peut pas mettre la métrique sous forme de Liouville de cette maniére mais
on peut quand méme trouver une seconde intégrale premiere fonctionnellement
indépendante de ’hamiltonien. Plus précisément on utilise un résultat de [7] :

Théoréme 2.1. Soit g une métrique (riemannienne) dont le flot géodésique
admet une intégrale premiére quadratique F' dans un voisinage de ¢ € M. Si g
est un point de colinéarité, alors on a un des deux cas suivants :

1. Dans un voisinage de q, il existe des coordonnées locales u,v dans les-
quelles la métrique prend la forme :

g(u,v) = f(u® +v*)(du® + dv?),

ot f est une fonction lisse positive. Dans ce cas, le flot géodésique posséde
une intégrale supplémentaire linéaire F = vp, — upy.
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054

-054

FIGURE 2.1 — En vert w; et son symétrique par rapport a I’équateur pour k =
0.5 et kK = 0.9. En bleu apparaissent les lignes de niveau correspondant aux
coordonnées de Liouville, les points de colinéarité apparaissent a 'intersection
des ces lignes.

2. Dans un voisinage de q, il existe des coordonnées locales u,v dans les-
quelles la métrique prend la forme :

h(r+u) —h(u—1)

g(u7 ’U) = o (du2 + d’U2)7

ot T = Vu?+v% et h est une fonction lisse (au voisinage de 0) et telle
que h' > 0. L’intégrale quadratique F peut prendre la forme
r(h(u+r)+ h(u—r1))

F=— 2 2 2 2 Do — 2'
h(u—l—r)—h(u—r) (pu +pv)+(upu+ ’Up p Upv)

Lemme 2.3. Les points de colinéarité vérifient 22 = 1 — k2, ce sont des zéros
d’ordre 1 de R. Cela correspond au cas 1) du théoréme.

En coordonnées isothermes, on obtient ainsi comme points :
(0,£v1—k2) et (£VkZ-1,0).

Les premiers étant définis pour k < 1 et les seconds pour k& > 1. En distinguant
les cas, cela correspond sur la sphere a :

o k<1

{ (g, arcsin M), (g, T — arcsin M)

(3;, arcsin M), (3771-, 7 — arcsin m>} (2.27)
o k>1

{055 (0 -5 ), (2.28)

) k2 —1 . k2 —1
(ﬂ,arcsm T), (7‘(‘,71‘ — arcsin T>}
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2.5 Etude générique

et k=2.

pif -

pht1*
pi/’2

pht

th thi+pi/2 thi* th2 th2+pi/2 th2*

FIGURE 2.3 — Lieu conjugué (en rouge) et trajectoires partant du point initial
w1 et wo (en vert). Les trajectoires sont générées jusqu’au temps conjugué. On
remarque que le lieu conjugué est réduit a 'antipode wi de wy pour k = 0.5 et
ws de wg pour k = 1.2.

Pour k < 1 on note wy = (01, ¢1) = (§,arcsin V1 — k?), et les autres points

sont son antipode (0%, p}) et leurs symétriques par rapport & équateur (61, ©7)
et (07, ¢1). Pour k > 1 on utilise les notations semblables pour wy = (62, p2) =

(0, arcsin / 251).

Conjecture 2.1 (Caustique d’un point singulier). Le lieu conjugué et le lieu de
coupure des points de colinéarité définis précédemment sont réduits a un point,
qui est situé a l’antipode.

2.5 Etude générique

On se place désormais en un point non singulier qui n’est pas situé sur
I’équateur, ce cas ayant déja été traité dans I’annexe A.

La figure 2.5 présente ’essentiel des comportements observés lors des simu-
lations numériques. Le lieu conjugué contient 4 points de rebroussement dont 2
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CHAPITRE 2 : Application au contréle quantique

sont reliés par le lieu conjugué. Lorsque la déformation augmente (ie k s’éloigne
de 1) les lieux conjugués vont sembler plus complexes, mais en les représen-
tant sur la sphere (figure 2.5) on remarque qu’en fait ils s’enroulent comme
s’enroulent les géodésiques.

pi ' ' ' ' ' S . v L .

£ pil2 o

thO—pi i thO+pi

FIGURE 2.4 — Lieu conjugué (en rouge) pour le point (6p = w/4,¢9 = 7/4),
pour k = 0.9 a gauche et £ = 1.1 a droite. Les points singuliers apparaissent en
vert. On remarque que les géodésiques arrivent par I'extérieur de la caustique
sur les points de rebroussement les plus proches en 6 alors qu’elles arrivent par
Iintérieur pour les points de rebroussement plus éloignés. Le lieu de coupure est
donc le segment (dans les coordonnées de Liouville) qui relie les deux points de
rebroussement les plus proches le long des trajectoires.

Conjecture 2.2. La métrique (2.14) vérifie la conjecture de Jacobi.
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i “7';?'
- Y
N 0+
05 -
B
_:II - O
05 0 05 S
y
X
1~
05-
N 0+
05+
-1 |
1 05 0 i
-05 14 -1
X

FIGURE 2.5 — Ici on augmente la déformation (k = 1.2). On remarque que les
points de rebroussement qui ne sont pas extrémités du lieu de coupure s’en-
roulent autour de la sphere.

35



CHAPITRE 2 : Application au contréle quantique

36



Méthodes géométriques et
numériques pour calculer
les lieux conjugué et de
coupure sur les surfaces
riemanniennes

Cet article de 2013 présente les techniques géométriques et numériques que
nous utilisons pour calculer les lieux conjugué et de coupure sur des surfaces
riemanniennes a travers trois exemples : 'ellispoide de révolution, l’ellipsoide
générale et la métrique pseudo-riemannienne sur S? issue de la mécanique des
spins.

A partir de méthodes fines sur les surfaces de révolution, comme I’étude de
I’application premier retour ou de ’application période, on établit que ’ellipsoide
de révolution vérifie la conjecture de Jacobi et 'on explicite la caustique. Dans
le cas oblat, le lieu de coupure est un segment situé sur le parallele antipodal et
correspond a la demi-période pour un point générique, et au rayon d’injectivité
m/v/G(7/2) (ou G est la courbure de Gauss). Dans le cas prolat, le lieu de
coupure correspond a l'intersection des géodésiques associées a py et —py, ce qui
revient & résoudre 0(t,py) = 7 le long des trajectoires, ¢’est donc un segment
du méridien antipodal.

En se basant sur le travail de Itoh et Kiyohara [18] sur Dellipsoide générale,
et en combinant avec les techniques numériques, on montre de quelle maniere
apparaissent les comportements du cas dégénéré de révolution au sein du cas
général. En effet les extrémales du cas général peuvent étre classifiées selon
qu’elles se comportent comme dans le cas prolat ou le cas oblat, et les deux
types de comportements sont séparés par les trajectoires qui passent par les
points ombilicaux.

La derniére étude est une premiere approche de la métrique pseudo-
riemannienne étudiée dans le chapitre 2 (mais avec toutefois un paramétre k
différent). En n’ayant pas connaissance de l'intégrale premiere supplémentaire,
I’étude se restreint aux techniques numériques et aux symétries pour étudier
la caustique du point ((0) = 0,¢(0) = 7/2). Les simulations montrent que
I’application premier retour est strictement décroissante et surjective, et que les
trajectoires ne s’intersectent pas avant le premier retour a I’équateur (pour des
valeurs de k comprises entre 0 et k3 > 1). On en déduit que le lieu de coupure
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du point sur I’équateur est tout I’équateur privé de ce point.
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Annexe A

Geometric and numerical
techniques to compute
conjugate and cut loci on
Riemannian surfaces

BERNARD BONNARD
Institut de mathématiques de Bourgogne, Dijon, France

OLIVIER COTS
INRIA, Sophia Antipolis, France

LIONEL JASSIONNESSE
Institut de mathématiques de Bourgogne, Dijon, France

Abstract

We combine geometric and numerical techniques — the Hampath code — to
compute conjugate and cut loci on Riemannian surfaces using three test bed
examples : ellipsoids of revolution, general ellipsoids, and metrics with singula-
rities on S? associated to spin dynamics.

A.1 Introduction

On a Riemannian manifold (M, g), the cut point along the geodesic v ema-
nating from gqq is the first point where v ceases to be minimizing, while the first
conjugate point is where it ceases to be minimizing among the geodesics C!-close
to 7. Considering all the geodesics starting from gg they will form respectively
the cut locus Ceyt(go) and the conjugate locus C(qp). The computations of the
conjugate and cut loci on a Riemannian surface is an important problem in glo-
bal geometry [5] and it can be extended to optimal control with many important
applications [10]. Also convexity property of the injectivity domain of the expo-
nential map is related to the continuity property of the Monge transport map T’
on the surfaces [15]. The structure of the conjugate and cut loci on surfaces dif-
feomorphic to S? was investigated in details by Poincaré and Myers [28, 29]. In
the analytic case, the cut locus is a finite tree and the extremity of each branch
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CHAPITRE A : Conjugate and cut loci on Riemannian surfaces

is a cusp point. But the explicit computation of the number of branches and
cusps points is a very complicated problem and only very recently was proved
the four cusp Jacobi conjecture on ellipsoids [18, 32].

The aim of this article is to present techniques which lead to the explicit
computation of the cut and conjugate loci based on three examples, combining
geometric techniques and numerical simulations using the Hampath code [12].
Geometry is used in a first step to choose appropriate coordinates to analyze the
metric (for instance the computation of curvature and principal lines of curva-
ture) and the geodesic flow. Also the explicit computations will be related to the
micro-local complexity of this flow. This is clear in the example of an ellipsoid
of revolution : geodesics can be meridians, the equator and a family of geodesics
such that representing the metric in the normal form g = dp? + m(p)d6?, 0
increases or decreases monotonously while ¢ oscillates between ¢~ and o+. The
important task is to evaluate the first conjugate point ¢;. which corresponds
to the existence of a solution of the Jacobi equation J(t) + G(y(t))J(t) = 0
such that J(0) = J(t1.) = 0, G being the Gauss curvature. Since in our case
the usual Sturm theorem [22] is not very helpful to estimate conjugate points,
our approach is to compute them in relation with the period mapping T of the
-variable.

In the case of an ellipsoid of revolution it can be shown that conjugate and
cut loci can be computed with only the first and second order derivative of the
period mapping [8].

The Hampath code is useful to analyze the geodesics and to evaluate conju-
gate points and the conjugate locus, using Jacobi fields and continuation me-
thod. In particular the analysis of the case of revolution can be easily extended
to a general ellipsoid.

The time optimal transfer of three linearly coupled spins with Ising coupling
described in [35] leads to study a one parameter Riemannian metric on S?2
with equatorial singularity which is a deformation of the Grushin case g =
dy?+tan? pdf?. Again the analysis of the flow and conjugate points computation
lead to describe the conjugate and cut loci for various values of the parameter.

A.2 Riemannian metrics on surfaces of revolu-
tion

We briefly recall the general tools to handle the analysis of surfaces of revo-
lution with applications to the ellipsoids [8, 31].

A.2.1 Generalities
Taking a chart (U, ¢) the metric can be written in polar coordinates as
g =dp® +m(p)dd”.
3

We use Hamiltonian formalism on T*U, o is the vertical space, a% is the

horizontal space and « = pdgq is the (horizontal) Liouville form. The associated

Hamiltonian is
1 p2
H== 2 [
2 (p*" " m(ga))
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A.2 Riemannian metrics on surfaces of revolution

and we denote exp tH the one-parameter group. Parameterizing by arc length

amounts to fix the level set to H = 1/2. Extremals solution of H are denoted
~v:t— (q(t,q0,p0),0(t, g0, po)) and fixing ¢o it defines the exponential mapping
exp,, * (t,po) — q(t,q0,p0) = Il(exptH (qo, po)) where I1 : (¢, p) — g is the stan-
dard projection. Extremals are solutions of the equations

de 40 p o dpe 1 am(p)  dpy

dt oAt m(p)’  de "m2(p)’  dt
Definition A.1. The relation pg = Constant is called Clairaut relation on
surfaces of revolution. We have two types of specific solutions : meridians for
which pg = 0 and 0(t) = 0y and parallels for which %(0) = p,(0) = 0 and
p(t) = ¢(0).

To analyze the extremal behaviours, we fix H = 1/2 and we consider the
mechanical system

dep 2
(%) +viemm =1

where V (i, pg) = p2/m(p) is the potential mapping depending upon the pa-
rameter pg and parallels correspond to local extrema.

Assumptions 1. In the sequel we shall assume the following
- (A1) ¢ = 0 is a parallel solution with a local minimum of the potential
and the corrresponding parallel is called the equator.
— (A2) The metric is reflectionally symmetric with respect to the equa-

tor : m(—¢) = m(y).

Micro-local behaviors of the extremals

We describe a set of solutions confined to the segment [—™a*, +4™MaX]
where ©™2* is the local maximum of V' closest to 0. Let I be the open interval
po € (V/m(p™ax), \/m(¢(0))). Taking such an extremal, ¢ oscillates periodi-
cally between ¢~ and . The dynamics is described by :

d 1 dé
—@—j: Do

dt g dt m(p)’

where
m(p)
m(p) — pg

and for an increasing branch one can parameterize 6 by ¢ and we get

9(0,pe) =

49 _ 9w, o)pe

d@ m((p) = f(¢7p9)7

where

f(e.po) = v 5

Vm(e)y/m(e) —pj
The trajectory t — ¢(, pg) is periodic and one can assume ¢(0) = 0. The period
of oscillation T is given by

+

]
T=4/ 9(, pe)de
0
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CHAPITRE A : Conjugate and cut loci on Riemannian surfaces

and the first return to the equator is at time 7'/2 and the variation of § at this
time is given by

ot
Af = 2/ f (@, po)de.
0

Definition A.2. The mapping pg € I — T(pg) is called the period mapping
and R : pg — A6 is called the first return mapping.

Definition A.3. The extremal flow is called tame on I if the first return map-
ping R is such that R’ < 0.

Proposition A.1. For extremal curves with pg € I, in the tame case there
exists no conjugate times on (0,7/2).

Démonstration. If R’ < 0, the extremal curves initiating from the equator with
po € I are not intersecting before returning to the equator. As conjugate points
are limits of intersecting extremals curves, conjugate points are not allowed
before returning to the equator. O

Assumptions 2. In the tame case we assume the following

2
(A3) At the equator the Gauss curvature G = —%887@ is positive
m(p

=

and maximum.
Using Jacobi equation we deduce :

Lemma A.1. Under assumption (A3), the first conjugate point along the equa-
tor is at time w/\/G(0) and realizes the minimum distance to the cut locus
Ceut (0(0) = 0,0(0) = 0). It is a cusp point of the conjugate locus.

Parameterization of the conjugate locus under assumptions (A1-2-3)
for pg € 1

Fixing a reference extremal ~y, Jacobi equation is the variational equation :

OH (y(t
sa() = 20 Dso(0), 52 = (30,60
0z
and a Jacobi field J(t) is a non trivial solution of Jacobi equation. According
to standard theory on surfaces, if v is parametrized by arc length, let Jy(t) =
(6q(t),dp(t)) denotes the Jacobi field vertical at time ¢ = 0, that is dg(0) = 0
and such that (p(0),dp(0)) = 0. Since J1(0) is vertical, a(J1(0)) = 0 and then
a(Ji(t)) =0.
We have [22, 31] :

Proposition A.2. Conjugate points are given by the relation dII(J1(t)) = 0

and
do(t,po) 59(t,pe)>
dpg  Ope '

an((o) = (
In particular we have at any time the collinearity condition :

Op a0

22 4 pp— =0.
P o0e P Opg
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A.2 Riemannian metrics on surfaces of revolution

The conjugate locus will be computed by continuation, starting from the
cusp point at the equator. Let pg € I and t € (T/2,T/2 + T/4). One has the

formula
t

0(t,pe) = A0(py) + /m mlz(jp) at

and on [T/2,1], %2 <0, ¢ < 0. Hence

»dt
t 0
/ Doy — / F (. po)dep.
T/2 m(p) »(t,pa)

We have :

Lemma A.2. For pg € I and conjugate times between (T'/2,T/2 + T/4) the
conjugate locus is solution of

90(¢,ps)

=0, Al
e (A1)

where 0(,ps) = A0(pg) + [, (12, p0)dsp.

This gives a simple relation to compute the conjugate locus by continuation.
One notes pp — ¢1.(py) the solution of eq. A.l initiating from the equator.
Differentiating one has

0
AG’—F/ 8ffdgpzo
© ap@

at p1.(pp). Differentiating again one obtains

0 2
afd _84/710.%_0

AR+ =5 =
o1 ODp Y ops  Opo

One can easily check that E?Tfe > 0 and g%g > 0. In particular
0

89010 ( " 0 (92f ) (af )_1
= A0 + —5d —
Ipy o1 ODF AT

and one deduces the following.

Proposition A.3. If A¢" > 0 on I, then %Lpl; # 0 and the curve pyg —
(¢1c(pa), 01c(po)) is a curve defined for pg € I and with no self-intersection
in the plane (¢, 0). In particular it is without cusp point.

Remark A.1. Self-intersections are depending upon the parameterization of
the conjugate locus but not cusp points of the conjugate locus.

To simplify the computations we use the following lemma :

Lemma A.3. We have the relation

1" (pe) .

/ _
R (Pe) = 20
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A.2.2 Ellipsoids of revolution
The ellipsoid of revolution is generated by the curve
y=siny, z=c¢ccosy

where 0 < € < 1 corresponds to the oblate (flattened) case while € > 1 is the
prolate (elongated) case. The restriction of the Euclidian metric is

g = Fi(p)de® + Fy(p)do?

where F} = cos? ¢ + 2sin® ¢, F» = sin® ¢. The metric can be written in the
normal form setting :

4 = F}*(p)dp.
Observe that ¢ oscillates periodically and 6 is monotonous. Hence the period
mapping can be computed in the (¢, #)-coordinate, ©» = /2 — ¢ and 1 = 0 is
the equator. The Hamiltonian is

_ 1 v
H‘z(m@ﬁ#ﬂ@)

and with H = 1/2, one gets

dy (cos?9p — pg)l/2

dt  cost(sin® ¢ + 2 cos2 ) 1/2"

Denoting 1 — pz = sin?¢; and making the rescaling Y = sin; Z, where Y =
sin v, one gets
(e2 + Z%sin® 2 (1 — £2))1/2
(1= 22)1/2
Hence the formula for the period mapping is
T:/W¥+ﬁ$ﬁmu—¥Wﬂ
: i-22)7

4
which corresponds to an elliptic integral. The discussion is the following.

dZ =dt.

dz

Oblate Case

In this case the Gauss curvature is increasing from the north pole to the
equator and the problem is tame and the period mapping is such that

T'(po) < 0 < T"(py)

for each admissible pp > 0. The cut point of ¢(0) = (¢(0),0) is given by
to(pe) = T'(pe)/2 and corresponds to the intersection of the two extremal curves
associated to $(0), and —¢(0). The cut locus Ceyt(¢(0)) of a point different of
a pole is a segment of the antipodal parallel. If ¢(0) is not a pole nor on the
equator, the distance to the cut locus is the half-period of the extremal starting
from ¢(0) with ¢(0) = 0 and the injectivity radius is realized for ¢(0) = 7/2 on
the equator, and is given by 7//G(7/2) where G is the Gauss curvature. The
conjugate locus C'(¢(0)) of a point different of a pole has exactly four cusps, two
on the antipodal parallel which are the extremities of the cut locus segment and
two on the antipodal meridian.

44



A.3 General Ellipsoids

Prolate Case

In this case, the Gauss curvature is decreasing from the north pole to the
equator and the first return mapping to the equator is an increasing function of
pg > 0. Let a geodesic being not a meridian circle, the cut point to(pg) is given
by solving (g, pe) = m and corresponds to the intersection of the two extremal
curves associated respectively to py and —pg. The cut locus of a point which is
not a pole is a segment of the antipodal meridian. The conjugate locus C(g(0))
of such a point has exactly four cusps, two on the antipodal meridian which are
the extremities of the cut locus and two on the antipodal parallel.

Conclusion

To resume both cases are distinguished by the monotonicity property of the
Gauss curvature or equivalently of the first return mapping. The cut loci are
computed using the symmetric property of the extremal curves : in the oblate
case, the symmetry of the metric with respect to the equator and in the prolate
case the symmetry of the metric with respect to the meridian. Additionaly to
this discrete symmetry, the symmetry of revolution ensures the existence of
an additionnal one-dimensional group of symmetry which gives according to
Noether theorem the first integral py linear with respect to the adjoint vector
and corresponds to a Clairaut metric [7].

A.3 General Ellipsoids

We shall extend the result on ellipsoids of revolution to general ellipsoids.
Roughly speaking, the general case intertwines the oblate and the prolate case,
which will be easily seen in the classification of the extremal flow.

A.3.1 Geometric Properties [18]
A general ellipsoid F is defined by the equation

2 2 2
xT €T xT
1 2 3

ay a2 as

=1, a;>ax>a3>0

and we use the double covering parameterization of E (61,60;) € T? = St x St —
E

x1 = /aj cos by \/(1 — ) cos? Oy + sin? 6y
x9 = /az sin 0y sin 0y
x3 = \/ag cos b \/B cos? 0 + sin? 6,

where 8 = (a2 —a3)/(a1 —a3) € (0,1) and the (01, 03)-coordinates are related
to the elliptic coordinates (A1, A2) by

A = aisin® 6y + azcos® 01, Ao = as cos? O + agsin® 6.

In the (1,6;)-coordinates the restriction of the euclidian metric on R? takes

the form \ \
=\ —A L 46,2 2 __d6,?) .
g (1 2)<)\1_a3 1 +a1_>\2 2

45



CHAPITRE A : Conjugate and cut loci on Riemannian surfaces

The metric has two main discrete symmetries defined for ¢ = 1,2 by the change
of variables : §; — m — 6; and 6, — —0;. The associated Hamiltonian is

1 )\1 — as 2 a] — )\2 2
2H =
A1 — A2 ( YR * N e

and an additional first integral quadratic in (pg,,pe,) is given by

1 Al — as 2 ay; — )\2 2
F = -\ - A — .
A — Ao ( N (az 2)Pp, Ao (A1 — a2)py,

According to Liouville theory [7], the metric can be written in the normal form
g = (Fi(u1) + F>(u2)) (duf + duj),
where u1, us are defined by the quadratures

A A
! d91, dUQ = 2
1—as ay — A2

du; = d92

and see [22] for the relation with elliptic coordinates. The third fondamental
form is given for x3 # 0 by

(dy, das) = 17203 Lo g o (1 1 s
b 2 a1a20as3 as ay ! a1a20as3 as as 2

2 2 2
1 1 1 1 1 1
(DR -G E G2 E) )
as ai a9 as a9 as aq as a9 as
and we get the four umbilical points (:I:\ /ar1/1 — 3,0, 1, /agﬁ) . Besides in ellip-

tic coordinates the lines \; = Constant are the curvature lines. Finally, taking
the Liouville normal form, the Gauss curvature is given by

Fl(w)? + Fy(ug)®  F"(uy) + F"(uy)
2(Fi(ur) + Fa(u2))’  2(Fi(u1) + Fa(u2))”

G(Ul, UQ) =

or similarly, in the elliptic coordinates, one has

a1a2a3

G(A1, ) = 55,
A3

()\1,)\2) S [ag,al] X [a37a2].

We represent in Fig. A.1 the Gauss curvature in the (61, 62)-coordinates restric-
ted to (01,02) € [0,7/2] x [0,7/2] by symmetry.

Remark A.2. We have the following correspondences with the ellipsoid of re-
volution : in the limit case a; = as > ag (oblate case), the metric g reduces
to the form presented in A.2.2 where (¢,0) = (02,601) and we have F > 0. In
the limit case ay > ay = a3 (prolate case), the metric g reduces to the form
presented in A.2.2 where (¢,0) = (01,02) and we have F < 0.
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pi/2

0 0, pil2

FIGURE A.1 — Gauss curvature in (6;,62)-coordinates for (61,62) € [0,7/2] x
[0,7/2]. The maximum a;/(azas3) of G is at (0,7/2) which is the intersection of
the longest and the middle ellipses while the minimum a3 /(azaq) is at (7/2,0),
the intersection of the shortest and the middle ellipses.

A.3.2 Geodesic Flow [18]

Parameterizing by arc length H = 1/2 and setting F = ¢, the extremal
equations are described by

61\/Xd91 _ 62\/Ed92
VA —asvAi —az+c¢ Var —Aavas —c— Ay

and

_ e1vMVAL —az +c g2V Aav/as *C*)\Qd%
VAL —as \/111*)\2

where €; = £1 is the sign of df;/d¢, i = 1,2. The value ¢ of F varies between
—(a1 — a2) and (a2 — a3) and the behavior of the extremals depends on the sign
of c.
- If 0 < ¢ < ag —ag, then 6;(¢) increases or decreases monotonously and
02(t) oscillates between vo(c) and ™ — v5(c), where va(c) is defined by

sinyz(c):,/a Ca, 0 <wa(c) <
2 —asg

These trajectories do not cross transversely the segments f; = 0 and
0> = w which degenerate into two poles in the oblate case. Here the longest
ellipse 62 = /2 plays the role of the equator from the oblate case.

dt dé; +

ST

— If —(a1 — a2) < ¢ < 0, then ,(t) increases or decreases monotonously and
01(t) oscillates periodically between vq(c) and m — v1(c) where vi(c) is

defined by
—c s
sinvy(c) = , 0<vi(e) < <.
1(c) p— 1(e) < 5
These trajectories do not cross transversely the segments #; = 0 and
f, = 7w which degenerate into two poles in the prolate case. Here the

longest ellipse plays the role of the meridian circle from the prolate case.
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— The separating case ¢ = 0 is the level set containing the umbilical points.
Arc length geodesic curves y(t) = (61(t),02(t)) can be parameterized by ¢ but
we introduce the parameter 7 defined by :

v(n) = cosney + sinney

where (e1, e2) is a orthonormal basis

o (MmN 0 (= kT
e /\17(13 8917 2= alf)\g 892

A.3.3 Results on the Conjugate and Cut Loci

According to [18] we have the following proposition which generalizes the
case of an ellipsoid of revolution.

Proposition A.4. The cut locus of a non-umbilical point is a subarc of the
curvature lines through its antipodal point and the conjugate locus has exactly
four cusps.

The Analysis

Fixing the initial point to (61(0),62(0)), the relation between 7 and ¢ is given
by :

c(n) = (az — A2(02(0))) cos® n — (A1(61(0)) — az) sin®n

and let 79 be the unique 7 such that ¢(ng) =0, 0 <y < 7.

— The case ¢ > 0, cf. Fig. A.2. We use the parameterization (61,60s) with
fpeT and 0 < 6, <.

— For i € (0,10) U (7 — 1o, 7) the value of 65 along the geodesic increases
until it reaches a maximum 6 and then it decreases. The cut time #y(n)
is the second positive time such that 6, takes the value m — 62(0).

— For 7 = 27 — 7, the value of 0, along the geodesic decreases until it
reaches a minimum 6, and then it increases. The cut time t,(7) is the
first positive time such that 65 takes the value m — 65(0).

— Besides, we have tq(n) = to(7) and v, (to(n)) = 5(to(7))-

— The case ¢ <0, cf. Fig. A.3. We use the parameterization (6,60s) with
0§91§7Tand926T1.

— For n € (ng, m—1yp), 02 increases monotonously and let to(n) be the first
positive time ¢ such that 65 takes the value 65(0) + 7. The cut time is
given by to(n).

— For 7 = 27 — 1, 63 decreases monotonously and let to(n) be the first
positive time ¢ such that 0y takes the value 03(0) — 7. The cut time is
given by to(1).

— Besides, we have to(n) = to(7) and 61, (to(n)) = 01 7(to(7)).
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¢>0,n¢e[0,ny)

pir

N pil2p

0 pi/2 gi 3pi2 2pi
1

FIGURE A.2 — Trajectories, cut and conjugate points in the case ¢ > 0. The
trajectory with 63(0) > 0 corresponds to n € (0, 79) while the other corresponds
to 7 = 27 — 1. The two conjugate points are plotted in red and come after the
cut point in black. The period T' of the #s-variable is equal for each trajectory
and is represented with the half-period.

& pil2

FIGURE A.3 — Trajectories, cut and conjugate points in the case ¢ < 0. The
trajectory with 63(0) > 0 corresponds to n € (0, 79) while the other corresponds
to ] = 2w —n. The two conjugate points are plotted in red and come after the cut
point in black. The periods of the f-variable are not equal for each trajectory
and are represented with the half-period.

Numerical Computation of Conjugate and Cut Loci

We fix the parameters of the ellipsoid a; > as > az > 0 such that a; — ag #
as — az to avoid any additionnal symmetry. We take (a1,as2,a3) = (1.0,0.8,0.5)
and (01(0),05(0)) = (7/3,27/5) for the computations, which correspond to a
generic situation. Indeed, if the initial point is on 3 = 0 or 7, ¢(n) < 0 then
there are only oblate-like extremals. Similarly, if 61(0) = 0 or «, there are only
prolate-like extremals.

First of all we represent the conjugate and cut loci on Fig. A.4 using the
double covering parameterization, with several trajectories for n € [0,27) on
the top subplot. The conjugate and cut loci are given on Fig. A.5 in (21, 22, z3)-
coordinates. Finally, the cut time ty, the first conjugate time ¢; and the half-
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period T'/2 of the oscillating variable is plotted Fig. A.6.
2pir
3pil2f

Pir = N N

pi/2t 700
N
D

—pil2t

_p| F

2pir
3pi/2f

-pi —pi/l2 0 pi/2 pi 3pi/2
1

FIGURE A.4 — On the top subplot is represented several trajectories v,, n €
[0,27), with the conjugate (in red) and cut (in black) loci, using the double
covering parameterization. In blue are plotted the trajectories for n € (0,7) and
in magenta for 7 = 27 — 7. The four trajectories in red such that ¢(n) = 0 pass
through an umbilical point. They separate oblate-like (¢ > 0) behaviour from
prolate-like (¢ < 0) one. The two intersections of these trajectories are junction
of parts of the cut locus coming from oblate-like extremals and the cut locus
coming from prolate-like extremals. One should notice that in red are plotted the
four trajectories passing through the umbilical points with the parameterization
(01,02), 61 € T! and 0 < 03 < 7. (Bottom) Conjugate and cut loci.

A.4 Dynamics of spin particles

The problem fully described in [35, 36] arises in the case of a spin chain of
three linearly coupled spins with Ising coupling. Using appropriate coordinates
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FIGURE A.5 — Conjugate (in red) and cut (in black) loci in (x1,z2,x3)-
coordinates obtained from Fig. A.4. The center segment of the cut locus cor-
responds to prolate-like case while the two extreme parts come from oblate-like
case.

FIGURE A.6 — The cut time tg, the first conjugate time ¢; and the half-period
T/2 of the oscillating variable, with respect to the parameter n € [0, 27]. In the
generic case, the half-period is not equal to the cut time, even for oblate-like
trajectories. This is still true for an initial point on 6; = 0 or w. The period
is discontinuous when ¢(n) = 0 since the oscillating variable changes. The only
relevant symmetry is on the period mapping. Indeed, for 7 such that ¢(n) > 0,

T(n)=T2m —n).

o1



CHAPITRE A : Conjugate and cut loci on Riemannian surfaces

the dynamics takes the form :

a(n 0 —cos(t) 0 r1
| 2= | cos 0(t) 0 —ksin0(t) ro
3 0 ksin 0(t) 0 3
where k& = 1 corresponds to equal coupling. Setting u3 = —cos 8, u; = —ksin 6,
the dynamics is :
71 =ugre, T2 = —ugrp+uirs, T3 = —uira.

The optimal problem is transferring the system from rq = (1,0,0) to »(T) =
(0,0, 1) and minimizing the functional :

T
I

/ (Ilu? + Idu?))) dt — min, g2 =L
0 I3

We introduce the metric :

2

dr} + L1 'dr3
T3

g:]lu%—i—lgug :Ig(

and this defines an almost Riemannian metric on the sphere S? :

_Il

dr? + derg
g=——5—" =1
3

2
2 » K
T2

Lemma A.4. In the spherical coordinates ro = cosy, 11 = singcosf, r3 =
sin @ sin @ the metric g takes the form :
g = (cos® 04k sin® 0)dp> +2(k*—1) tan ¢ sin 0 cos @dpdf+tan® o(sin® O+k> cos® 0)do?,

while the associated Hamiltonian function is given by

1
H= e (pfo(sin2 6 + k2 cos? 0) + pa cot? p(cos?  + k? sin? 0)
— 2(k* — 1)p,pg cot psin d cos 9) .

We deduce the following

Lemma A.5. Fork=1

1
H = (p} +pj cot® ¢)

and it corresponds to the so-called Grushin case g = dp? + tan? pd6?.
The Grushin case is analyzed in details in [8]. Moreover, we have

Lemma A.6. The family of metrics g depending upon the parameter k have a
fized singularity on the equator ¢ = w/2 and a discrete symmetry group defined
by the two reflexions : H(p,p,) = H(m — ¢, —p,) and H(0,pg) = H(—0, —py).
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Numerical Computation of Conjugate and Cut Loci

Next the conjugate and cut loci are computed for the fixed initial conditions :
»(0) = m/2, 8(0) = 0, and are represented via the deformation of the parameter
k starting from & = 1. There are two different cases to be analyzed : £ > 1
and k < 1. Starting from the axis of symmetry, the Hamiltonian reduces to
H(0(0),(0),pa(0), p(0)) = p2(0)/4, and restricting the extremals to H = 1,
we can parameterize the geodesics by p,,(0) = £2, py(0) € R. By symmetry we
can fix p,(0) = —2 and consider pg(0) > 0. For any k, the conjugate locus has
a contact of order two at the initial point, as py(0) — co.

e k> 1. We study the deformation of the conjugate locus for £k > 1 in
Figs. A.7-A.9. The key point is : when k& > 1, 0 is not monotonous for all the
trajectories. This is true even for small k, like £ = 1.01, taking pg(0) = 0.1 and
ty > 14.

We denote t1(pg, k) the first conjugate time and q1(po, k) = (6, 9)t=t, (. k)
the associated conjugate point. In Fig. A.7, we represent the map k € [1,1.5] —
q1(k) for pg fixed to 10~%. The value 1.5 is heuristically chosen to simplify the
analysis. We can notice that 6(t1(k)) only takes approximately the values 0 and
7 and so it is on the same meridian as the initial point. It switches three times
at 1 < k1 < ko < k3 < 1.5, with ke — k1 # k3 — ko. We then restrict the study
of the conjugate locus to k < k3 to simplify.

pi7 ””””” -

pif2F — A=
0,,, ettt IS
1 Kl k2 k3

FIGURE A.7 — The first conjugate point with respect to k, for pe(0) fixed to
107%. In red is plotted 6(t;(pg, k)) while we have in blue ¢(t1(pg, k)). The 6-
variable takes the values 0 and 7. The values k1, ko, k3 are approximately and
respectively 1.061, 1.250, 1.429.

We can see in Fig. A.8, three subplots which represent the deformation of one
branch (p,(0) = —2 and pg(0) > 0) of the conjugate locus resp. for k in [1, k1],
[k1, k2] and [kz, k3. For any k € [1, k3], the branch is located in the half-plane
6 > 0. If we denote k; < k < ko, the parameter value such that ¢(t;(k)) = 7/2,
then the branch form a loop for k < k < ks.

The deformation of the conjugate locus can be explained analysing the
behaviors of the trajectories. We describe four types of trajectories in (6, ¢)-
coordinates (see Fig. A.9), limiting the study to k& < k3 to simplify and py(0) > 0
by symmetry. These trajectories clarify the evolution of the conjugate locus.

- The first type occuring for any k such that 1 < k < kg, is represented in

the top left subplot of Fig. A.9. Its characteristic is that the #-variable is
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pit

< pi/2f-

pifF-css=cccooo oo -

il ] -

FIGURE A.8 — The deformation of one branch (p,(0) = —2 and ps(0) > 0) of
the conjugate locus with respect to the parameter k € [1,ks]. (top) k = 1.0,
1.05. (left) k = 1.1, 1.2. (right) k = 1.3, 1.4.

monotonous non-decreasing on [0, t1].

The three others trajectories do not have a monotonous f#-variable on
[0,%1]. We denote ¢ the first time when the trajectory leaves the domain
0<o<m.

- The second type (top right) existing for k1 < k < k3 has no self-intersection
on [0,t] and is such that 6(¢) = 0.

The last types of extremals have a self-intersection in the state-space
in [0, ).

- The third kind of trajectories (bottom left) is such that 6(f) = 0 and
occurs for k < k < ks.

- The last one (bottom right) exists only for ko < k < k3 and has 6(¢) = .

e k < 1. The deformation of the conjugate locus in the case k < 1 is easier
to analyze. We give on Fig. A.10 the conjugate locus for k € {0.8,0.5,0.2,0.1}
with 15 chosen trajectories. The key point is the non-monotony of the §-variable
for k < 1.

The deformation of the conjugate locus on the sphere is given Fig. A.11.
Only the half : p,(0) = —2, pg(0) € R is plotted to clarify the figures. The
deformation is clear : the cusp moves along the meridian with respect to the
parameter k. It does not cross the equator for £ < 1 while for k£ > 1 it first
crosses the North pole (k = ki), then the equator (k = k). For k > k, the
conjugate locus has self-intersections. Then, it crosses poles again for k = ko
and k3. This is repeated for greater values of £ making the loops smaller and

54



A.4 Dynamics of spin particles

< pi/2| : < pil2 :
e 0
—pi —pif2 0 pifl2 pi
)
pir- pir
i i
< pil2f < pil2f

FIGURE A.9 — The four types of trajectories which clarify the evolution of the
conjugate locus.

ol

< pil2r

pi”‘

< pil2f

FicUre A.10 — Conjugate locus with 15 trajectories for £ = 0.8,0.5,0.2,0.1
from top left-hand to bottom right-hand.

smaller.

We give a preliminary experimental result about the cut loci to conclude
these numerical computations. We denote pyg(0) > 0 — Abi(pg) € (0,7) the
variation of # at the first return to the equator (or first return mapping) as in
§A.2.1. The previous numerical simulations show that A#; is well defined for
k € [0, k3]. The figure A.12 indicates that for any k, the first return mapping is
monotonous non-increasing and surjective. As a consequence, for a fixed k and
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0.5¢

FIGURE A.11 — Half of the conjugate locus on the sphere. (left) For k = 1.0 in
magenta and k = 0.8, 1.15 in red. (right) For & = 1.0 in magenta and k = 1.18
in red.

starting from ¢(0) = 7/2, 6(0) = 0, if there is no intersection between trajecto-
ries before the first return to the equator, then the cut locus is the equator minus
the initial point. The figure A.10 shows that there is no intersection before the
first return to the equator for k < 1. Similar computations for k € [1, k3] lead
to the same conclusion.

Piﬁ

Z pir2

1(1+p,)

FIGURE A.12 — First return mapping for different values of the parameter k €
[0.1,50]. In red is plotted the curve for k = 1.
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Méthodes d’intégrabilité
dans le transfert de
cohérence en temps
minimal pour un chaine de
trois spins de type Ising

Cet article étudie I'intégrabilité d’une famille de métriques pseudo-riemanniennes
issue du probléme en temps minimal du transfert de cohérence le long d’une
chaine de trois spins avec un couplage de type Ising. Trois approches sont ainsi
developpées : le relevement du probleme en un probleme sous-riemannien sur
SO(3), étude directe de la métrique sous forme de Liouville et une approche
algébrique qui utilise la théorie de Galois différentielle.

Le probléme sous-riemannien sur SO(3) obtenu est vu comme un cas dé-
généré du probleme bien connu du corps solide d’Euler-Poinsot. Le probleme
est ainsi intégrable par quadratures et on présente les calculs dans le cas sous-
riemannien.

L’intégration directe utilise comme dans le chapitre 2 (mais avec un para-
metre k différent) la technique du théoreme 1.7 pour trouver la forme normale de
Liouville de la métrique a partir d’une deuxieéme intégrale premiere quadratique
en p et traite le cas particulier de Grushin qui apparait pour k = 1.

La méthode algébrique se base sur les controles intégrés par des fonctions
elliptiques dans le probléme sous-riemannien. Le groupe de Galois des équations
du mouvement est dans le cas général isomorphe & C* et on le décrit plus
précisément dans les cas de valeurs particulieres des parametres.
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Annexe B

Integrability Methods In
The Time Minimal
Coherence Transfer For
Ising Chains Of Three
Spins.

BERNARD BONNARD

Institut de mathématiques de Bourgogne, Dijon, France

THIERRY COMBOT AND LIONEL JASSIONNESSE

Institut de mathématiques de Bourgogne, Dijon, France

Résumé

Abstract

The objective of this article is to analyze the integrability properties of extre-
mals solutions of Pontryagin Maximum Principle in the time minimal control of
a linear spin system with Ising coupling in relation with conjugate and cut loci
computations. Restricting to the case of three spins, the problem is equivalent to
analyze a family of almost-Riemannian metrics on the sphere S?, with Grushin
equatorial singularity. The problem can be lifted into a SR~invariant problem on
SO(3), this leads to a complete understanding of the geometry of the problem
and to an explicit parametrization of the extremals using an appropriate chart
as well as elliptic functions. This approach is compared with the direct analysis
of the Liouville metrics on the sphere where the parametrization of the extre-
mals is obtained by computing a Liouville normal form. Finally, an algebraic
approach is presented in the framework of the application of differential Galois
theory to integrability.
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B.1 Introduction

Over the past decade, the application of geometric optimal control techniques
to the dynamics of spin systems with applications to Nuclear Magnetic Reso-
nance (NMR) spectroscopy and quantum information processing [25] has been
an intense research direction. In particular, a series of articles focus on the time
optimal control of a linear chain of spins with Ising couplings [21, 36]. Using Ha-
miltonian Formalism and an adapted rotating frame, the control system is defi-
ned by H = Hy+ H., where H, is the internal Hamiltonian, H; = Z” Jijliz1z,
with J;; representing the coupling between the spins, Iz, = 1®...01,®...®1, I,,
« € x,y, z being the Pauli matrix and the system is controlled by external radio-
frequency pulse on resonance to each spin defining H. = >, (ui1 Liz + uinliy).

Restricting to the case of three spins, the objective of this article is to pro-
vide the preliminary work to compute the optimal solutions parametrized by
Pontryagin Maximum Principle. We here focus on the integrability aspects of
the problem by using three different approaches.

A first point of view which already appears in the pioneering work [21],
see also [11] in a different context, consists in lifting the problem on a sub-
Riemannian invariant (SR-invariant) problem on SO(3) that depends on a pa-
rameter k representing the ratio of the coupling constants Ji2, Josz between the
spins. Such metrics is a limit case of invariant Riemannian metrics on SO(3),
the so-called Euler-Poinsot rigid body problem in mechanics. Using the seminal
work in [20], we define a chart that identifies locally SO(3) to S? x S which
enlightens the geometry of the problem and leads to an explicit computation of
the extremals using elliptic functions.

Another approach consists in integrating the system directly on S2. In this
context the problem is equivalent to analyze a family of 2D— Liouville metrics
on S? with an equatorial singularity. The integrability properties is equivalent
to the calculation of the Liouville normal form [6, 7] using the additional first
integral. In our case it corresponds to the Hamiltonian of the round metrics
on S?, induced by the Casimir function on SO(3). This point of view is very
important to analyze the optimality properties related to the conjugate and
cut loci of the metrics, indeed it is related to similar calculations on Liouville
surfaces that generalizes the case of ellipsoids [18, 19].

Finally, the third approach consists in using our problem as a bed-test plat-
form to apply the algebraic framework of Galois differential theory in integra-
bility [27] to compute the solutions. First, the optimal control is calculated
using the Jacobi elliptic functions and inserted in the equations. This reduces
the computations to the integration of a time-depending linear equation whose
coefficients are expressed in terms of the Jacobi elliptic functions. The Picard
Vessiot extension and the associated Galois group are computed to parametrize
the extremal solutions.

Different computations we done independently but the parametrization are
compared in the conclusion. Also we briefly discuss the application to the com-
putations of the conjugate and cut loci, following the method in Annexe 1 com-
bining geometric analysis on Liouville surfaces and numerical computations.
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B.2 The mathematical model

In this paper, we detail the presentation of the problem in the case of three
spins, but the problem can be easily generalized to a chain of n spins. We follow
the presentation of [21, 35, 36].

We introduce the spin 1/2 matrices I, related to the Pauli matrices by a 1/2
factor. Such matrices satisfy :

U, L) =il., I}=1I =I=1/4

The Hilbert space L of the system is the space formed by the tensor product
of the three two-dimensional spin 1/2 Hilbert space. Assuming a single input
system, the Hamiltonian of the system decomposes into :

H=H;+ H,
where
Hyg =2(Jiolh 1o, + JoslaI3;), H, = u(t)Izy.

We consider the time evolution of the vector X = ($1,$2,$371‘4)T where
Tr1 = <Ilm>7 To = <211y2z>7 T3 = <2]1y293>, Ty = <4lly2y3z> with < > denoting the
expectation value. To compute the dynamics, we introduce a 8 x 8 matrix p € L,
called the density matriz, which satisfies :

d .
3P = il

Using the definition of the expectation value of a given operator : (O) =
Tr(Op), one gets :

d dp . .
SHlia) = TelT L) = —Te(H, ) = ~iT (L1, H]p).

Hence, we deduce that :

d
&"El = —J12Tr(2.[1y.[22p).

By rescaling the time by a factor Jyo, it becomes :

gx =—x
T T

Similar computations lead to the evolution of X given by :

0 -1 0 0
dX |1 0 —u 0 _ Jas
- lo w 0 —k X, where k—J—lz.
0o 0 k£ O

The optimal control problem is to transfer in minimum time (1,0,0,0) " to
(0,0,0,1) 7. Tt is an intermediate step to realize the transfer in minimum time
from Iy, to I3,. Indeed, it connects the first spin to the third one by controlling
the second spin.
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Introducing the following coordinates :

r=x1 To=1\/T3+7i r3=14

and denoting

tana = x3/xa,

the system becomes :

d 1 0 us 0 1
— |T2| = | —U3 0 U1 ) (Bl)
dt
T3 0 —U7 0 T3
where r = (ry,72,73) € S% and u; = —ksin(a), ug = — cos(a) are the compo-

nents of the control.

In those coordinates, the minimum time problem is equivalent to determine
the fastest transfer on the sphere from (1,0,0) to (0,0, 1).

It can be written as an L?-minimization problem as follows :

%*ur %*fur + ur —drgf—ur

dt — w3r2, dt - 371 173, dt - 172,
r I

min/([luf(t) + Izu3(t))dt, B2 =L

u(.) A 13

The problem is equivalent to an almost-Riemannian problem on the sphere
S? with a singularity at the equator 75 = 0, for the corresponding metric :

g = dr% + k2dr§

2
T3

(See [1] for more details about such metrics.)

Introducing the spherical coordinates ro = cose, 11 = sinpcosf, r3 =
sin psin §, where ¢ = 7/2 corresponds to the equator, the metric g take the
form

g =tan? p(k? cos® f + sin? 0)d#? + (cos? 0 + k% sin” §)dp?
+ 2(k% — 1) tan ¢ sin 0 cos dfdy,

with the associated Hamiltonian

1 . .
H= Iz (cotar12<,0(cos2 0 + k? sin® 0)p2 + (k* cos® § + sin? 9)pi

_ 2(k2 — 1)cotane sin 6 cos epepga) .

If k = 1, the Hamiltonian takes the form H = %(pi + pgcotangcp) and
describes the standard Grushin metric on S2.
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B.3 Connection with invariant metrics on SO(3)
and integration

B.3.1 Lifting procedure

A first approach to analyze the optimal control problem and parametrize the
extremals consists in lifting the problem onto SO(3). We introduce the matrix
R(t) = (rij(t)) on SO(3) where the third row is identified to the unit vector
r(t) defined previously : r3; = 71, 732 = 79, r33 = 73, and we consider the
right-invariant control system :

d 0 us 0
fRT(t): —us 0 (751 RT(t)
dt

0 —UuU1 0

where the last column of R describes the evolution of the vector 7. Our optimal
control problem can then be stated as :

T

m(ir)l/([luf(t) + Izui(t))dt
o0

for the right-invariant control system with the following boundary conditions :
1 0
R'(0)=|* 0|, RU(I)=]| % 0
0 1

which consist in steering the third axis of the frame R' from e; to es, where
(e;) is the canonical basis of R3.

Similarly, it can be transformed into a left-invariant control problem to use
the geometric framework and the computations in [20] :

dR 0 —Uus 0 T
— =R|uz 0 —up|, min / (M (t) + Tzui(t))dt
dt u(.)

0 Ul 0 0

with the corresponding boundary conditions.

This defines a left-invariant SR-problem on SO(3) depending upon the pa-
rameter k% = I, /I3. Upon an appropriate limit process Iy — +oo0, this is related
to the Euler-Poinsot rigid body motion [3] :

dR 0 —Uus u9 T
CoRlw 0 —w|, mn / (Lu2() + I (t) + Lyl ()dt
—U2 (5% 0 ul) 0

which is well-known model for left-invariant metrics on SO(3), depending on
two parameters e.g. the ratios Iy/I;, I3/I;. Two special cases are :
e The bi-invariant case Iy = Is = I3 where the geodesics are the rotations
of SO(3).
e The case of revolution where I; = I3.
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B.3.2 Extremal equations and Integration

The optimal solutions to our problem can be parametrized by the Pontryagin
Maximum Principle [30], and thanks to the explicit formula given in [20], the
solutions can be computed in both the Riemannian and the sub-Riemannian
cases using elliptic functions.

We introduce :

00 0 0 0 1 0 -1 0
A=|0 0 —-1], A,=|0 0 0], A;=[1 0 o0
01 0 -1 0 0 0 0 0

that satisfy the Lie brackets relations :
[A1, Ao] = — A3, [A1, A3] = Ag,  [Ag, A3] = — Ay

Consider now the following optimal control problem on SO(3) :

dr _ iu/f(R) minl/ZI-uZ(t)dt
dt - Pt (3 3 k) ) 2 : 1YWy

where the I;’s are the principal momenta of inertia of the body. The extremal
equation will be derived using appropriate coordinates. Let A be an element of

—

TESO(3) and denote H; = A(A;(R)), ¢ = 1,2, 3 the symplectic lift on the vector
fields A;. The pseudo-Hamiltonian associated to the problem takes the form :

3 1 3
i=1 i=1

OH
The extremal control is computed using the relation — = 0, and we obtain

6’[1,@‘
H,
u:I—’ i=1,2,3.

Plugging this expression for the w; into H, we get the Hamiltonian :

The SR-case is obtained by setting us = 0 which corresponds to take Iy — 400,
and leads to the Hamiltonian :
H= 112, 1)
2\ I, I3

The evolution of the vector H = (H;, Hs, H3) is given by the Euler equation :

dft[i — dH,(H,) = {H, Hy}

where {,} denotes the Poisson bracket. Using the relation between Poisson and
Lie brackets : {H;, H;} = A([Ai, A;]), we obtain the Euler-equation :
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e Riemannian case

dH, 1 1. dH, 1 1. dH; 11

L Hy(— — =), =2 = HyH(— — — = H Hy(— — —).
dt 2 3(13 12)’ dt ! 3(11 13)’ dt ! 2(12 11)
(B.2)
e SR-case (I = +00)
dH, HyH; dH, 1 1. dH; H, H,
= , =H H3(= - =), —==-— . B.3
dt I dt ! 3<11 I dt I (B.3)

The extremals equations are a classical example of (super) integrable system
which is a consequence of the following proposition [20].

Proposition B.1. For each invariant Hamiltonian H, on SO(3), the extremal
system s integrable by quadratures using the four first-integrals : the Hamilto-
nian H, and the Hamiltonian lifts of the right-invariant vector fields A;R.

To provide details on the quadratures we introduce the following.

Distinguished chart

Each element R € SO(3) is represented on a chart U by the following element
(r,®1) of S x S* where :

e 1 is the third row of the matrix R,

o O, &y, Pj3 are the Euler-angles computed with the convention :

R = exp(®1A43) o exp(PaA3) o exp(P3As). (B.4)

Useful formulas

We recall the following :
Hamiltonian using Euler-angles. Expressed in terms of the Euler angles
the Hamiltonian for the Euler Poinsot rigid body motion takes the form :

cos @3 1 5

2
_ d ) —
(p1 — p3cos ®z) ) + o7, D3

H :—( in g —
n P2 S 3 Sin‘bg

sin O3

1 2
+ — (pz cos &35 + (p1 — p3 cos <I>2))

2[2 sin ‘I)Q

where p; is the canonical impulse associated to ®;, i = 1,2,3. Observe that &4
is a cyclic variable. As previously, the SR-case is obtained by taking I — +o0 .
In both cases we have the following crucial proposition [20].

Proposition B.2.

o The angles ®5 and ®3 can be obtained from the relations :
Hy = —|H|sin @5 cos 3, Hy = |H|sin PosinP3, Hs = |H|cos Py
e We have, with v = (r1,7r9,73) € S? (third row of R) :

H H. H
riy = — sin ®5 cos P3 = \Tll|’ ro = sin ® sin P53 = ﬁ, r3 = cos g = \T;|
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While the Euler equation can be integrated using H,, and the Casimir func-
tion G? = H? + H3 + H3, the angle ®; can be computed by quadrature using
[20].

Proposition B.3. In the invariant case, ®1 is solution of the equation

oH,, OH,
d®, .y |H1 o T Ha2 57
dt H? + H3

This leads to an uniform integration procedure in the invariant case using
elliptic functions that we detail in the SR-case.

Integration of the Euler equation in the SR-case

2 2
We fix the level set for the Hamiltonian H, = %(% + %3) = 1, and we

introduce the angle 8 as follows :

H, Hj

VI Vi

Using the Euler equation, we deduce that g is solution of the pendulum equa-
tion :

cos 3 = sin 8 =

B = %sinQ,B(Ilj_l_IBIg).

We introduce v = 23, and we obtain the equation :

I, — I-
.9 1 3
"
o 113

cosv =C

We can assume Is > I; and I3 = 1 and use [24]. We define

I3—1
o A3 —11
w” = A >0,

and according to the constant C' we have two types of generic solutions.
e Oscillating solutions

sin 8 = msn(wt, m)
cos 8 = dn(wt, m)

where m is the modulus defined by C' and we denote 4K (m) the period of
sn,

and the control is given by :

H, S

Uy = —/— us =
L’ I3

e Rotating solutions we have :

sin 8 = sn(wt/m,m)

cos 8 = cn(wt/m, m)

66



B.4 Direct integration on S? using Liouville theory

We can deduce the following proposition.

Proposition B.4. Setting w? = % —1, the components of the control are given

by :
e [n the oscillating case :

1
up = Edn(wt,m), uz = msn(wt, m)
e [n the rotating case :
u; = ken(wt/m,m), usz = sn(wt/m,m)

To compute @1, we need the elliptic integral of the third kind

u

(u, a, k) —/ dt
U J (L= at?)V1— 2V -k

See [24] for the result in the Riemannian case and [9] in the SR-case.

B.4 Direct integration on S? using Liouville theory

B.4.1 2D-Riemannian metrics whose geodesics flows are
integrable by mean of linear and quadratic integrals
in momenta

We first recall some results from [6, 7].

Linear Case

Let g be a real analytic Riemannian metric g(x,y) = a(z,y)dz?+c(x, y)dy?+
2b(z,y)dzdy on a surface M and assume that the extremal flow possesses a non
zero linear (in momenta) integral F. Then, there exists local coordinates u and
v in which the metric has the polar form du? +m(u)dv? and p, is a first integral
(Clairaut relation). This case is called the case of revolution.

Liouville case

If the metric g admits an additional first integral F' quadratic in momenta,
the surface M is called a Liouwville surface. This case is more intricate, and
we present in details the algorithm to compute a normal form to integrate the
extremal flow. First, we introduce isothermal coordinates (x,y) such that the
metric takes the form :

9 = M, y)(da® + dy?).
If we denote p., p, the adjoint variables, the first integral is given by :

F = bi(2,y)p3 + 202 (x, y)papy + bs(, y)p},
where the functions b;(z,y) are analytic. Let us now consider the function

R(z) = by — b + 2iby, z2=ux+1iy.
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According to [6] this mapping R is holomorphic.
Every diffeomorphism « = ¢(u,v),y = ¥ (u,v) which preserves the isother-
mal form and the orientation satisfies the Cauchy-Riemann relations :

Ou = Py, Oy = =y

and the mapping
o:w=u+iu—z=x+1y

is holomorphic. We denote D = (0,10, — ¥ups) ™! = (02 +12)~ 1, and we have :
Pe = D(puthe = potiu)s Dy = D(=pups + Poipu) .
Expressing F' using the (u,v) coordinates, we obtain :
F(u,v) = p2b2 (u,v) + 2pupubly(u, v) + p2bl(u, v).
An easy computation provides :
S = (by —b3+2iby) = D*(pu —ithu)” (b1 — by +2ib2) = (pu +ithy) (b1 —b3+2iba),

where ¢' = (¢, + i, ). We choose the change of coordinates such that S = 1.
Hence, we must solve the equation

Yo+ 1ty =/ R(2). (B.5)
In the new coordinates, the metric takes the the Liouville normal form
9(u,v) = (f(u) + g(v))(du® + dv?).
To integrate, we use [7], Theorem 6.5.

Theorem B.1.

o The equations of the extremals for the Liouville metric can be written as :

du 7ix/f(u)+a.

dv " /y(v) —a

o The extremals themselves are defined by the relation :

C.

du / dv
+ -
/\/f(U)+a Vo) —a
B.4.2 Computations of the Liouville normal form

The Hamiltonian can be written as :
H=H,+k*H"?, k=K% —1,

where Hj is the Hamiltonian of the Grushin case (k =1) :

1
HO = 5(1)(‘29 + pzcotanzgo)
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B.4 Direct integration on S? using Liouville theory

and
H' = p, cos @ — pgcotanypsin 6.

We can interpret S? as the homogeneous space SO(3)/S0(2) where SO(2) is the
Lie subgroup leaving ez invariant. In this interpretation, the Casimir function
|G|*> = H? + H2 + H3 corresponds to the bi-invariant case. On the homogeneous
space, this defines the round sphere with constant curvature 41 whose metric
in spherical coordinates takes the form :

g = dy¢? + sin? pdh?

and corresponds to the Hamiltonian :

v}

sin®

F:pi—k >

A direct computation provides the following proposition.

Proposition B.5. We have :
{Ho, F}={H',F} =0

which implies that {H,F} = 0 for each k*.

Integration in the Grushin case

This situation corresponds to a case of revolution and the integration is
standard. The metric is already in the polar form and in our problem it is
interesting to interpret the Grushin case as a deformation of the round case
using the following homotopy :

gx = dp® + my()d6?,

where my (@) = sin? /(1 — Asin? @), A € [0,1]. Indeed, it allows us to use the
geometric framework developed in [8].

Except for the meridian solutions, the p—variable is T-periodic and denoting
1 = 5 — ¢, the evolution of 1 is given by :

dip\2 cos? ¢ — pg(1 — Acos? 1))
(E) a cos2

We denote X = sin® and Xy and X_ the positive and negative roots of :
1+ p3(A — 1) = X2(1 + Apd).
Introducing Y as X = XY, we have the following proposition.

Proposition B.6.

1. The period is given by :
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2. The y-variable in the normalized coordinates is given by :
arcsin Y (t) = (1 + \p2)*/?t.
The f-variable is integrated using :

g 1- M1 —sin’y)
at P 1 —sin?v

and we get

0(t) = = ,\p]ga\/ﬁ arctan (\ /1— X2 tan (t4/1 + Ap%)) — Apgt.

Integration k # 1

The metric is

9= Az,y)(da? +dy?),
1 1
Pl S
Py = €08 ©(pg cos B + kp, sinb), py = sin o(—p, sin 6 + kp,, cos §).

where A(z,y) = and the dual variables are related by

Moreover :
cosp =+/1— a2 —y2/k? sinp = /22 + y2/k?
cost) = — sinf = L

Va+y? k2 Va+y? k2
Hence in the isothermal coordinates (x,y) :
F = (1—a®)p} — 2eypepy + (K* — v°)p;
and using the notation of section 4.1.2, one has :
R(z)=1—-k—22
The solution of (B.5) is

z

w = ®(z) = arctan ———————+C
(2) V1—k2 - 22
Hence -
tanw = ———— = 22 = (1 — k?)sin’ w.

V1—k2 - 22
Case k<1 We take

z2=+v1—k?sinw x=+1-k2sinucoshv y=+/1—k2cosusinhv.

The dual variables are given by :
Py cOS u coshv 4 p, sinu sinh v Py cos u cosh v — py, sinu sinh v
Pz = B y Py = 3
¢ V1 = E2(cos? u + sinh? v) Y V1 = E2(cos? u + sinh? v)

Hence we have

(k* — 1) sinh® v + k2

(1 — k2)(cos? usinh? v)

F=(c+l)ps+ep; c=
Therefore we have the following proposition :
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Proposition B.7. In the case k < 1, the Liouville form is given by :

2k? 2k2

Flu) = —1— k% + (k%2 — 1) cos2u 9(v) = 1+ k> + (k% — 1) cosh 2v

Case k>1 Similarly using z = ivk? — 1 sinw, we get :

2k> 2k?

flu) = S 14k + (k2 — 1) cos2u 9(v) = - —1— k2 + (K2 — 1) cosh2v

In both cases, the integration of the geodesics using Theorem B.1 gives us
elliptic integrals.

B.5 Algebraic techniques

In this section we present the techniques to integrate the equations using
differential Galois techniques, see [4, 27| for an introduction.

B.5.1 Step 1 : Computation of the control

To illustrate the techniques it is sufficient to consider one case. Hence for
simplicity we assume the following normalizations : I3 = 1 and I; > Is.
The components of the control are given in proposition B.4.

B.5.2 Step 2 : Computation of the position

One must integrate the time depending linear equation :

d 1 0 us 0 1
& 9| = | —Us 0 Ul T2 (BG)
T3 0 —U1 0 T3

There are two possible controls

uz = msn(wt,m), wu; =k ‘dn(wt,m), (B.7)

uz = sn(wt/m,m), wu; =k ‘en(wt/m,m), (B.8)

We first begin with the controls (B.7). This is a system of differential equa-
tions, and its coefficients belong to the function field K = C(sn(wt,m),
cn(wt, m), dn(wt, m)). This field is a differential field, i.e. for any f € K, d,f €
K. Let us consider the resolvent matrix of equation (B.6), and the differential
field extension L = K(a11,...,as33) generated by the entries of the resolvent
matrix.

Definition B.1. See ([34],1.42) We call L the Picard-Vessiot field of equa-
tion (B.6). We say that equation (B.6) is solvable if there exist a tower of field
extensions Ko = K C K1 C --- C K, = L such that for alli=0...n—1

- K11 = K;(a) where a is algebraic over K;.

- K1 = K;(a) where 0ia € K.

~ Ki+1 = K;(a) where ‘%Ta € K;.
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The Galois group of equation (B.6) is the group of differential automorphisms
of L stabilizing K, i.e. automorphisms o of L such that 0,0 = 00y and 0|, = id,
see ([84],1.25,1.26,1.27) for details.

Proposition B.8. The Galois group G of equation (B.6) is isomorphic to a Lie
subgroup of GL3(C). The equation (B.6) is solvable if and only if G is virtually
solvable, i.e. its identity component is solvable.

Until now, all these concepts are theoretical. But we can classify all Lie
subgroup of GL3(C) and make some test to know if the Galois group is a virtually
solvable one, this has been done in all generality for third order operators in [33].
The first thing to notice is that equation (B.6) conserves the Euclidean norm.
Indeed, 7% + 73 +r3 is constant because the matrix associated to the differential
system (B.6) is in so(3). So the Galois group G is in fact a subgroup of the
(complex) group SO3(C).

The Lie subgroups of SO3(C) are well known. All strict subgroups of SO3(C)
are finite or stabilize one axis. So the Galois group is either finite, either a finite
extension of SO5(C), or SO3(C). All these groups are virtually solvable, except
the last one SO3(C) which is simple. So, if we want to try to solve this equation,
the first thing to do is to know if G stabilize one axis.

Theorem B.2. If m ¢ {-1,0,1}, k ¢ {—1,1}, m?k? — k? —m? # 0 then the
Galois group of equation (B.6) with controls (B.7) is isomorphic to C*.

Démonstration. We begin by a variable change z = sn(wt, m). The system now
becomes

0 mz 0
w1 — 221 —m222r = | —mz 0 E1V/1 —m222| r
0 —k V1 —m222 0

The coefficients are now in Ko = C(v/1 — 22,1/1 — m222), which is an algebraic
field and so will be easier to manipulate. We denote abusively again L the Picard
Vessiot field of this system. We now use the cyclic vector method to build a third
order differential equation for which rq is solution : for any i € N, djr; is a linear
form in 71,79, 3. Thus these linear forms for ¢ = 0... 3 are not independent. So
there exist a linear combination of 8,%7"1, i =0...3 equal to zero. The relation
between these linear forms gives a differential equation for r1(z) (taking into
account the relation between parameters w? = 1/k? — 1)

22 —1)(m?22 — D) (m?2* —m?22 — 22+ D)}’ +

2(3m*25 —dm?2t — 2m?2% 4+ 2% + 2)(k* — 1)r + (B.9)

(—k*m22* + 3k*m?2% — 3m?22 — 2k + 2% + 2)r] + k*m22%r =0

Let us remark the following

e We can express ro,73 as linear combinations in K of derivatives of ry.
Thus L is generated by the solutions of (B.9) and their derivatives. So L
is also the Picard Vessiot field of equation (B.9).

e The equation (B.9) has now rational coefficients due to simplifications.
The relation w? = 1/k? — 1 allowed to only use the parameters m, k.
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Now the expsols routine of package DEtools of Maple find r1 (z) = v/1 — m?2z2
as solution (which is dn before the variable change). So there is a solution in
Ky, and this implies that the Galois group stabilize an axis (and is equal to
id on this axis). So we already know that the Galois group is a subgroup of
03(C), and thus that our equation is solvable. We can now reduce the order
of the equation, posing 71(z) = /1 — m22z2 [ f(z)dz. We obtain a second order
differential equation, on which we use the Kovacic algorithm [23] to obtain the
solutions for rq :

=14/1—m?2z2 (clJr

21,2 2,2 2 g2 [ EVEEm2ok om0 om2ED)
Co k m +m c k m f\/l k2(22-1)(k2m24m222 k2 _m?2) dz_|_
(1 —m?222)3(1 — 22)

2,92 2.2 2 _ 02 k\/k2m27k27VV,L2\/(1722)(17"L222)d

c3 k*m +m°z —k m e f\/1—k2(z2—1)(k2m,2+m,2z2—k2—7n2) de
(1 —=m222)3(1 — 22)

(B.10)

This implies that the integral

/ : \/(1—z2)(1—m2z2) &

22 = 1)(k?m? + m222 — k2 — m?2)

belongs to L. This is an integral over an element of K, and this integral is an
elliptic integral, [24]. So it does not belong to Ky, and thus the Galois group G
is of dimension at least 1. Now the only two remaining possibilities for G are
SO3(C) ~ C* or O2(C). In the first case, the Galois group would be connected,
and so no algebraic extensions would be necessary to express the solutions. This
is indeed the case, as we can put the square root vk2m?2 + m?222 — k2 — m2
inside the integral in the exponential. So expressing the solutions only uses an
exponential integral of an element of Ky. So G ~ C*.

O

Remark that the Galois group we computed is over the base field Ky. Ho-
wever, the third order differential equation for r; has rational coefficients. So it
makes sense to compute the Galois group over C(z). Over C(z),
V(1= 22)(1 —m222) is an extension of degree 2, and so the Galois group is
G~ Doo = 02 ((C)

B.5.3 Step 3 Simplifications of the solution

This expression is Liouvillian (finitely many integrals, exponentials and al-
gebraic extensions), but is not the optimal one. Indeed, the Galois group has
dimension one. This suggests that only one integral symbol should be necessary
to write the solution. So a simple expression with no iterated integrals exists.
Let us find it. As the Galois group over C(z) is Dy, there exists a basis of
solutions of the form

R (2) = e1V/1 — m222 + ¢y Fel VE VGdz | e [ VG (B.11)

with F'/F,G € C(z). We first compute the symmetric power 2 of equation
(B.9), i.e. the linear differential equation whose solutions are the products of
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two solutions of equation (B.9). We remark that this symmetric power should
have F? in its space of solutions. We only have to compute the vector space of
hyperexponential solutions to find “candidates” for F. The solutions are o+ 322.
Thus F should be of the form F = \/a + 822.

We can now inject F el VGdz iy equation (B.9). This produces a large non
linear differential equation in G(z). But 4/G(z) also appears in the equation,
and we can act the multivaluation of the square root \/G(z) — —+/G(z). This

gives us another equation, and after simplification, we manage to obtain a linear
equation for G
2(6am?2° — 3am?2* + 38m?2* — daz* + a2 — 2% — 2B8)(m?2% — 1)(k* — 1)G(2)
+32(m?2? — 1)2(a2? + B) (2% — 1)(k* — 1)G'(2)+
222 (az? + B)72(Bm? + ) (3a?k*m?2* + 3aBk*m? 2t — 3a’m?2* — 3aBm? 2t —
202k22% + %2t — 20k% 22 + 2022 + afk? + 4aB2® 4+ B2k? —aB) =0

(B.12)

Solving this equation with dsolve, we obtain only one solution in C(z)

(ak? + az? + Bk? — a)(Bm? + )
(z? + 8)2(m222 — 1)(k2 = 1)(22 - 1)

G(z) =22

Injecting this in the original non linear equation gives

(m222 —1)2(az? + B)*(ak? + Bk — )

=0
zm?(ak? + az? + k% — a)?)

Thus ak? + Bk? — o = 0. Thus with o = k2, 8 = 1 — k? the equation is satisfied.
So the solutions for r{ are

I 22k \/ m2k2 k2 —m?2 dz
2,2 12 — k2 —m222 — 22
r =c1V1 — m222 + co\ k222 + 1 — k2¢’ P2 RH1\ A=) 0-mZh =27

225 252 12 —m
\/ 2.2 2 -/ k2z2—i2+1\/(1—k2)(llc—'m.k2z2)(1—z2)dz
+c3VEk?22 +1 — k2e
(B.13)

To conclude, let us do the same for the second equation.

Theorem B.3. If m ¢ {—1,0,1}, k & {—1,1}, m?k?® — k? — 1 # 0 then the
Galois group of equation (B.6) with controls (B.8) is isomorphic to C*.

Démonstration. The proof is similar to the previous one for controls (B.7).
We produce a third order differential equation for r;. This time, the expsols
routine finds v/1 — 22. Again, we search solutions under the form c;v1 — 22 +
CQF@f VGdz + c3Fe™ / ‘/adz, and we find

I 22 km? \/ k2m2 k241 dz
TZ22 12 21 (1—22) (1—m222
ro=c1V1— 22 + o/ k2m222 + 1 — k2¢” * RV (D=0 )

7‘[ 22km k2m2—Kk241 dz
+ 03\/k2m222 +1— k2 B2m222 —k2+1\ (k2—1)(1—22)(1—-m222)
(B.14)

O
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B.5.4 Step 4 Special values

For some special values of m, k, the Galois group simplifies. These exceptional
parameter values can be seen as singularities or confluences on the formula of
r1. Let us make an analysis for controls (B.7) (the other one is similar).

The main case appear when the integral in the exponential identically va-
nishes, i.e. k?m? — k? —m? = 0. There is one singularity for k& = 0, but which is
present in the original system and so is excluded. The other problematic cases
are confluences : The elliptic integral simplifies, and it is no longer guaranteed
that the exponential of it is transcendental. These are the cases k2 = 1 and
m? = 1.

Proposition B.9. Let E = {+V1—s2, s € Q}. The Galois group of (B.6)
over Ky is

Cidif k=1 ~Z/nZ ifm=0, k€ E.
~C*ifm?=1,1/k ¢ E. - CtT if E*>m? — k> —m? = 0 and
S Crifm=0, k¢ E. K241

~ Z/nZ ifm? =1, 1/k € E. ~ C* in other cases.

Démonstration. For k?m? — k* —m? = 0, the solutions can be obtained using a
limiting process noting k?m? — k? — m? = ¢ and making a series expansion in ¢

22

k2 + 1/ dz
VT = 22(k222 — k2 + 1)3/2

VE222 — k2 + 1, k222 —

2

2
k2 —1
/ dZ) + i 2
V1 — 22(k222 — k2 4 1)3/2 k(K222 — k2 +1)

The Galois group is then additive instead of multiplicative, G ~ C*. If k2 = 1,
the equation becomes a first order equation, whose solutions are c1v/1 — m222,
so in Ky, thus G = id.

If m? = 1, the dsolve command returns an expression in which the only possibly

transcendental term is ((z —1)/(z+1))2v**-1. This term is algebraic if and only
if 1/k € E (and so G ~ Z/nZ). If m = 0, the integral is no longer elliptic, and
is given by

—%m( 1—k2+7%)+%1n(M—ﬁ)

1 o
—|—ﬁln(z—|— 22—1)

The exponential of this expression is algebraic if and only if ¥ € E (and so
G ~7Z/nZ). O

Coming back to the initial variable

The algebraic solution for the controls (B.7) (corresponding to ¢; = 1,¢o =
0,c3 = 0) gives

r = (dn(wt, m), —wm cn(wt, m), m/k sn(wt, m))
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The solution for ¢; = 0,c3 = 1,¢c3 = 0 is given by

2m2_-k2-m?2 . .2
r1(t) = Vk?sn(wt,m)2 + 1 — k‘2e% Ve (we=n1(sntwtm), =5 m) )

where II denotes the elliptic integral of the third kind.

In the special case k?m? —k? —m? = 0, only an elliptic integral of the second
kind is necessary, and in the even more special case of finite Galois groups, all
the solutions are algebraic in z, and thus are algebraic in cos(wt), sin(wt) or
exp(wt). Note also that with the modulus m €]0,1], k*m? — k* — m? # 0.

B.6 Conclusion

B.6.1 Comparison of the integrability methods and geo-
metric applications.

Integrability methods

Euler angles and proposition 2 lead to compute the third row of the matrix
R(t) € SO(3) using Jacobi elliptic functions (solutions of the pendulum equa-
tion) and a further quadrature gives the elliptic integral II to parametrize the
angle ®; (the formulas (B.4) gives exponential). The computations of all the
rows solutions of the matrix R(t) is associated to the computation of the Picard
Vessiot extension. The method of section 5 consists in reducing the computation
to a third order linear differential equation which is reparametrized using Jacobi
elliptic functions to produce a specific algebraic solution corresponding to the
third row of the matrix. Using this specific solution the third order equation
is reduced to a second order equation which is solved using Kovacic algorithm.
Concerning Liouville approach and theorem 4.1 the explicit computations of the
integral [(f(u)+a)~'/2du and [(g(v) —a)~'/2dv superposes the Jacobi elliptic
functions and the elliptic integral of the third kind.

Geometric applications

The geometric applications on the computations are the following. The Liou-
ville approach is used to determine the conjugate and cut loci which is achieved
in the next section. The Picard Vessiot extension is an important step to com-
pute the conjugate and cut loci for the SR-invariant metrics on SO(3).

B.6.2 Optimality problem

Our work is a preliminary study to a complete analysis of the optimality
problem which can be handled using the technical framework introduced in
Annexe A combining geometric analysis and numerical simulations.

We use the following concepts. On the almost-Riemannian surface (M, g),
the cut point along a geometric curve -y, projection of an extremal solution of the
Maximum Principle, emanating from gy € M is the first point where it ceases
to be minimizing and we denote C,:(qo) the set of such points forming the cut
locus. The first conjugate point is the point where it ceases to be minimizing
among the set of geodesics C'-close to ¥ emanating from ¢ and we denote C(qo)
the set of such points, forming the conjugate locus.
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B.6 Conclusion

The computations of the conjugate and cut loci on surfaces is a very difficult
problem and only recently [18] was proved the Jacobi conjecture : the conjugate
locus of a non-umbilical point on ellipsoids has exactly four cusps. A consequence
being that the cut locus is a segment. Also in [19] the result was extended to
a wider class of Liouville surfaces which possess such simple cut and conjugate
loci.

To generalize such computations in our case we can use two different tech-
niques. First of all, we can make an explicit computations of the conjugate loci
using our extremal parametrization or numerical simulations (Annexe A). Se-
condly we can try to relate the simple structure of the conjugate loci to some
monotonicity properties of Gaussian curvature or parametrized integrals related
to extremals.

Also in our case, one must take into account the existence of equatorial
Grushin singularities of the metric.

We briefly present the method to determine the conjugate and cut loci of an
one parameter family of Liouville metrics.

First, we have the following lemma.

Lemma B.1. The family of metrics g depending upon the parameter k have a
discrete symmetry group generated by the two reflexions : H(p,p,)) = H(m —
0, —Dy) (reflexion with respect to the equator) and H(0,pg) = H(—0,—pg) (re-
flexion with respect to the meridian).

The next step is to use the Grushin singularity resolution described in [8].
(This result is valid for every k.)

Proposition B.10. Near the equator point qq identified to 0, the conjugate and
cut loci for the metric restricted to a neighborhood of 0 can be computed using
the local model : dx2+da%2 where x = 0 is the equator. The cut locus is a segment
[—e€, €] minus 0 while the conjugate locus is formed by four symmetric curves of
the form x = cy?, minus 0, and tangential to the meridian identified to 6y = 0.

Note in particular that this computation allows to determine by continuation
the conjugate and cut loci at an equatorial point. In particular we have, see also
[11] for a similar result.

Proposition B.11. For every k, the cut locus of an equatorial point is the
equator minus this point.

Démonstration. A simple computation shows that the Gaussian curvature in
each hemisphere is strictly negative. Hence there is no conjugate point for a
geodesic starting from the equatorial point before returning to the equator.
Due to the reflectional symmetry with respect to the equator two geodesics
starting from an equatorial point intersect with same length when returning to
the equator. This proves the result. O

Finally, the simple structure of the conjugate and cut loci in the Grushin
case is well known. Roughly spoken it can be simply deduced from the convexity
of the period mapping py — T(pg) = —2Z— given in proposition B.6, see [8].

\/ 1+pg

Proposition B.12. In the Grushin case we have :

e The cut and conjugate loci of a pole is the antipodal point.
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CHAPITRE B : Integrability For Ising 3-Spins Chains

e The cut locus of an equatorial point qy is the whole equator minus this
point, while the conjugate locus has a double heart shape, with four meri-
dional singularities, two at qy and two cusps on the opposite meridian.

e The conjugate locus of a point not a pole nor on the equator has only four
cusps and the cut locus is a simple segment on the antipodal parallel.

The problem is to generalize this simple description to the case k # 1. This
is the analog on the ellipsoid to generalize the oblate case of revolution to a
general ellipsoid.

From the theoretical point of view the main steps are the following :

Step 1 : Liouville metrics on the sphere are classified using different notions of
equivalence (Liouville equivalence, equivalence of geodesic flow or isometry
of the metrics) see [7] and the relation between the case of ellipsoids and
Euler-Poinsot rigid body motion is well understood.

Step 2 : The characterization of the metrics on the sphere satisfying the Jacobi
conjecture on the ellipsoids : "The conjugate locus of a generic point has
only four cusps and the cut locus is a segment” is the object of intense
research activities [18, 19] but the verification of the conditions is always
a complicated task even in the case of revolution.

Due to this difficulty we adopt here a different point of view coming from (An-
nexe A) applied to the case of spins and to be compared to a similar analysis
on the ellipsoid.

Geometric framework

Ellipsoids The general case is obtained by gluing the oblate and prolate cases
and the conjugate and cut loci are numerically determined using this analysis.
For a non umbilical point the conjugate locus has four cusps and the cut locus
is a segment. For an umbilical point they shrink to a single point.

Spin case The sphere is interpreted by gluing the two hemispheres at the
equator associated to the Grushin singularity of the metric.

The Grushin case k = 1 is described in Proposition B.12 and corresponds to
the oblate case for an ellipsoid (outside the equator).

For the case k # 1 the first step is to compute the set n of points where the
first integral F' is proportional to the Hamiltonian H. For a general ellipsoid we
have #n7 = 4 and such points are umbilical points. In the spin cases we have
again #n = 4, those points being solutions of R(z) = 0.

We represent on fig.B1 such points in each hemisphere in relation with the
level sets of the Liouville coordinates.

Numerically we evaluate the conjugate and cut loci of a point in n which
shrinks into a single point, see fig.B2.

We compute numerically the conjugate and cut loci of a point not on the
equator nor in 7). It is represented on fig.B3 confirming the simple structure of
the conjugate and cut loci.
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B.6 Conclusion

FIGURE B.1 — Level sets of Liouville coordinates and the two points of 77 on the
north hemisphere. (Projection on the (x,y)-plane.)

pif 1
ph2*r ‘
pi/2t i

ph2r #&

th2 th2+pi/2 th2*

FIGURE B.2 — Conjugate and cut loci of a point in 7. (Spherical coordinates.)
Here we use the value k = 1.2.

pik

£ pir2h

FIGURE B.3 — Conjugate and cut loci of a generic point. (Spherical coordinates.)
We set k= 1.1 and we start from (7/4,7/4).
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B.6.3 Link with conjugate and cut loci computation for
an invariant Riemannian on sub-Riemannian me-
trics on SO(3).

Note also that a side effect of our computations is a first step towards the
computation of conjugate and cut loci for the metrics on SO(3), which is an
important challenge. Also it can be generalized to the case of simple groups of
dimension 3.

B.6.4 Extension to the case of 4 spins

In this case, we introduce the coordinates x1 = (I15), x2 = (2I1yl2.), x3 =
<2IIy12w>7 Ty = <411y12y13z>a Irys = <4IIyI2yI3m>a Tg — <811yI2y13yI4z>7 and the
vector X = (z1,...,26)

Controlling the two spins 2 and 3, one gets the system :

0 -1 0 0 0 0
1 0 —u O 0 0
dX 10w 0 —k3 O 0 be
dt [0 0 kg 0 —v 0
0 O 0 v 0 —ks
0 0 0 0 ks 0
J J:
where kg = T?z’ :ZC5 = f‘s;l.
Using the notations :
T1 =T1, To = Ty COS (2, T3 = rosinas,
T4 = '3 COS O3, Ty = rgsinas, T =T4q.
We get the system
—T9 0 0
dr 1 —r3 0
il B e ksus m | T ksus ry
0 0 rs

with
U] = COS g, Uz = SN COosag, U3 = Sinag.

From the control parametrization, the control set is the surface M = {u? +

u3 + u3 — udu3 = 1}. The control constraint can be written :

)=o) ) -

with gs, g4 respectively quadratic and quartic with respect to the speed.

The optimal control problem is a time minimal transfer. The candidate as
minimizers can be computed using the maximum principle. One can observe
that the optimal problem is not a SR-problem unless we consider small controls
and the control constraints can be approximated with g4 = 0. In this case
the problem is associated to an invariant SR-problem on SO(4). An interesting
question in this context is to generalize the integrability issues.
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Conclusion et Perspectives

Dans cette theése, nous avons utilisé des méthodes a la fois géométriques,
numériques et d’intégration pour étudier le flot géodésique et la caustique de
métriques riemanniennes ou pseudo-riemanniennes sur la sphere S2.

Les méthodes ont premierement été éprouvées sur des cas présentant beau-
coup de symétries ou bien connus afin de simplifier le probléme qui est en général
complexe. Il en résulte une caractérisation tres précise du lieu de coupure et du
lieu conjugué dans le cas de l'ellipsoide de révolution, et qui se retrouve au sein
du cas général.

La contribution principale de ce travail est ’étude d’une famille de métriques
pseudo-riemanniennes issue du controle quantique. Le cas particulier bien connu
de Grushin a été identifié, et le cas plus simple partant de I’équateur est étudié
lors d’'une premiere approche. Dans le cas général, on a vu qu’il possede une
deuxieme intégrale premiere quadratique, que l'on a utilisée pour trouver la
forme normale de Liouville de la métrique et on a intégré les équations des
géodésiques a ’aide d’intégrales elliptiques. Une étude numérique du probleme
nous porte a croire que la métrique vérifie la conjecture de Jacobi. Une étude
plus poussée du comportement des géodésiques en s’inspirant du travail de Itoh
et Kiyohara sur les surfaces de Liouville permettrait probablement d’établir ce
dernier résultat.
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