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RESUME

L’objet de notre ¢étude porte sur la logique et le langage a la transition entre le lycée et
I’université dans le contexte camerounais.

Au Cameroun, dans I’enseignement secondaire, les concepts de logique sont trés peu
explicités en classe de mathématiques, du fait que leur enseignement n’est pas prescrit par les
nouveaux programmes' officiels. Ce n’est pas le cas de I’enseignement supérieur ol un cours
de logique formelle sous forme de rappel, est souvent donné en début d’année. Ce cours n’est
pas prescrit par les programmes, mais certains enseignants en voient la nécessité.

Les résultats de plusieurs travaux ont montré que certaines des difficultés que les étudiants
rencontrent dans la pratique des mathématiques proviennent d’une mauvaise maitrise des
concepts de logique. Nous faisons I’hypothese qu’ils sont insuffisamment pris en charge par
les enseignants dans la classe de mathématiques, qui pensent qu’ils sont disponibles chez les
¢tudiants, du fait de leur utilisation dans la vie courante d’une part, et progressivement dans
I’activité mathématique.

La thése que nous soutenons est que, pour rendre opératoire les concepts de logique chez les
¢tudiants nouvellement arrivés a I’université, un minimum d’explicitation de ces concepts en
relation avec leur usage dans [’activité mathématique est nécessaire pour les apprentissages
en mathématiques a tout le moins dans I’enseignement supérieur.

Pour défendre notre these, nous avons divisé notre travail en deux parties. Dans la premicre
partie, nous présentons des €éléments théoriques et analytiques nécessaires a notre travail, et
une revue des travaux antérieurs en relation avec notre problématique.

La deuxieme partie porte sur les résultats d’une expérimentation que nous avons menée avec
des éléves de terminale C d’un lycée de Yaoundé?, et des étudiants de premiére année de
licence de mathématiques de ’Ecole Normale Supérieure de Yaoundé. Elle s’est déroulée en
deux temps : nous avons fait passer un questionnaire portant sur la logique et le langage aux
¢leves et aux étudiants, et a la suite de ce questionnaire, nous avons organis¢ un module de
suivi avec huit étudiants ayant passé ce questionnaire. Le questionnaire nous a permis de
repérer certaines conceptions des éleves et des étudiants concernant les concepts de logique,
et le module de suivi a permis de provoquer des débats qui permettaient dans certains cas
d’affiner nos analyses et nous donnaient des éléments permettant d’identifier des occasions
pour expliciter certaines notions.

' La mise en place des nouveaux programmes officiels de mathématiques a commencé dés I’année scolaire 1994-
1995 par la classe de sixiéme, et s’est faite progressivement.
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TITLE

"Teaching of the concepts of logic in francophone mathematics’ area: epistemological,
didactic and language aspects. Case study in Cameroon."

ABSTRACT
Our study focuses on logic and language at the transition between high school and university

in the Cameroonian context.

In Cameroon secondary education, the concepts of logic are paid little attention in
mathematics classes, due to the fact that their teaching is not prescribed in the new official
syllabuses®. This is not the case of higher education, where a course on formal logic is often
given at the beginning of the year to first year university students, with a refreshing purpose.
That course is not required in the syllabus, but some teachers see the need.

Several scientific studies have shown that some of the difficulties encountered by students
while practicing mathematics come from their poor familiarity with concepts of logic. We
assume that these students are insufficiently attended to by their teachers who think that the
concepts are at their reach, since they are used in everyday life on the one hand, and they are
gradually used in mathematical activities, on the other hand.

In this thesis, we stand for the point that, for the concepts of logic to become real operational
tools to a student who begins university studies, some teaching of these concepts which
should address the connections with mathematical activities is necessary, at least as a starting
point in higher education studies. To defend our thesis, we have divided our work into two
parts which are as follows :

In the first part, we present theoretical material necessary to our work as well as other
technical tools that will be needed. We also provide a review of previous studies related to our
issue.

The second part is on an experiment we carried out with students from the Upper Sixth class -
science option - of a high school in Yaoundé¢ (Cameroon), and with first year university
students of mathematics of the Yaoundé Higher Teachers’ Training College. This experiment
had two stages : Firstly, the high school students and the university students filled out a
questionnaire on logic and language. Following this, we organized a follow-up module
involving 8 students purposely selected from their answers to the questionnaire. This
questionnaire enabled us to detect meaningful points on how high school and university
students grasp the concepts of logic, and the module helped to start debates which enabled in
some cases to refine our analysis, and also provided us with strategic approaches for
explaining certain concepts of logic.

DISCIPLINE : Didactique des mathématiques

* The new official mathematics syllabuses were instituted at the 1994-1995 school year by first year of secondary
school, and was gradually extended to involve all other years of secondary school study.
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INTRODUCTION ET PROBLEMATIQUE

Notre ¢étude porte sur la logique et le langage a la transition entre le lycée et
I’université, dans le contexte camerounais. Elle est motivée par I’importance des questions de
logique et de langage, leurs relations dans I’activité mathématique, et leurs apprentissages a la

fin du secondaire et en début d’université.

La question de la place de la logique dans I’enseignement est une question difficile qui est tres
controversée dans I’espace francophone et ailleurs dans le monde depuis la réforme des
mathématiques modernes. Les opposants s’appuient sur divers travaux conduits dans cette
période, que ce soit en Education mathématique ou en Psychologie du raisonnement. Ces
travaux montrent en effet qu’un enseignement « per se » de la logique ne se transfére pas
nécessairement dans la classe de mathématiques et n’améliore pas nécessairement les
aptitudes au raisonnement déductif (Durand-Guerrier, 1996 — Durand-Guerrier et al. 2012).
Dans sa these de doctorat, V. Durand-guerrier (1996) a mis en évidence le fait que la théorie
logique de référence habituellement considérée pour ces travaux est le calcul des propositions,
qui ne permet pas de prendre en compte les phénomenes de quantification, alors que ceux-ci
sont au cceur de I’activité mathématique. Les travaux développés ensuite (Durand-Guerrier &
Arsac 2003, 2005, Chellougui 2004, Durand-Guerrier 2005, 2008) ont établi que la théorie
logique de référence pertinente pour I’analyse des phénomenes d’enseignement et
d’apprentissage des mathématiques est la logique des prédicats du premier ordre, celle-ci étant
pertinente tant pour analyser les énoncés en langue naturelle que pour analyser les énoncés
formalisés (Durand-Guerrier, 2005, 2012). Les travaux empiriques conduits dans cette
perspective ont montré que les éléves de la fin du secondaire et les étudiants en début
d’université et au-dela, rencontrent de fait des difficultés résistantes dans la manipulation des
énoncés comportant des quantifications (Durand-Guerrier 1996, 2003, 2005; Durand-Guerrier
& Arsac 2003, 2005 ; Chellougui 2004, Barrier 2009). Au-dela de I’espace francophone, ces
difficultés sont attestées au niveau international (Selden & Selden, 1995; Epp, 2003; Gueudet,
2008; Durand-Guerrier & al. 2012). Les travaux de Ben Kilani (Ben kilani 2005; Durand-
Guerrier & Ben Kilani 2004) ont en outre montré, sur le cas de la négation dans le contexte
tunisien, que ces difficultés sont renforcées dans le cas d’un enseignement en frangais langue
seconde, ce qui est le cas au Cameroun, méme si les contextes €éducatifs sont trés différents de

ce point de vue.
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Une question qui reste ouverte est celle de la prise en compte des résultats de ces travaux de
recherche pour faire des propositions d’enseignement a la transition lycée/université. Notre
¢tude vise a apporter des ¢léments de réponse a cette question en prenant comme théorie

logique de référence le calcul des prédicats du premier ordre.

Au Cameroun, dans I’enseignement secondaire, les concepts de logique sont trés peu
explicités en classe de mathématiques du fait que leur enseignement n’est pas prescrit par les
derniers programmes’ officiels. Ce n’est pas le cas de I’enseignement supérieur ol un cours
de logique sous forme de « rappel », est souvent donné en début d’année. Ce cours n’est pas
prescrit par les programmes officiels des universités®, mais certains enseignants en voient la

nécessité.

Notre travail se situe dans un contexte multilingue. En effet, le Cameroun possede deux
langues officielles que sont le frangais et 1’anglais. Par ailleurs, le systéme d’enseignement
francophone est différent du systéme d’enseignement anglophone. Le choix du systeme
d’enseignement pour un enfant s’opere des la maternelle, et il est difficile de changer de
systeme en cours de cycle primaire ou secondaire. Dans I’enseignement supérieur, les cours
sont donnés indifféremment en francais et en anglais dans la zone francophone, alors que dans

la zone anglophone, ils sont donnés exclusivement en anglais.

En dehors de ces deux langues officielles, on rencontre environ deux cent trente langues
locales’ qui sont classées en six grands groupes au sein desquels on observe des variations
linguistiques plus ou moins grandes. Comme 1I’a montré Francoise Tsoungui (1980) pour la
langue Ewondo, ces langues locales déteignent sur la pratique du frangais, ce qui n’est en
général pas pris en compte dans le cours de mathématiques. Or, le travail de Ben Kilani
(2005) dans le cas de la Tunisie, met en évidence les effets que le passage de la pratique de la
langue arabe a la langue frangaise peut avoir sur D’apprentissage de la logique et des

mathématiques en général.

Dans le secondaire comme dans le supérieur, le cours de mathématique est porté par la langue
naturelle qui est le frangais ou 1’anglais. Nous avons choisi de nous intéresser exclusivement

aux enseignements faits en francais.

> La mise en place des nouveaux programmes officiels de mathématiques a commencé dés I'année scolaire
1994-1995 par la classe de sixieme, et s’est faite progressivement.

®Les programmes officiels en vigueur dans les universités camerounaises ont été arrétés depuis juillet 1999.

7 Source : Institut National de la Cartographie (Yaoundé, Cameroun)
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Le traitement des concepts de logique ne fait pas 1’objet d’une véritable explicitation a
I’université. Pour les enseignants, ces concepts sont supposé€s étre disponibles chez les
étudiants qui entrent a 'université. Ils en font en conséquence un usage explicite a travers le
formalisme. On assiste alors a un changement de mode d’expression entre les niveaux
secondaire et universitaire : dans le secondaire, les énoncés mathématiques sont traités dans le

langage courant, alors qu’a "université ¢’est un langage mixte® qui est utilisé.

Les difficultés auxquelles sont confrontés les étudiants qui entrent en premiere année
d’université sur ces questions sont souvent repérées par les enseignants et attestées par la
littérature et de nombreux travaux de recherche que nous avons cités ci-dessus. Sans prétendre

a I’exhaustivité, citons celles de ces difficultés qui sont récurrentes :

— les étudiants ne savent généralement pas reconnaitre ou expliciter la différence entre
une proposition mathématique, une propriété, une expression en mathématiques. Bien
qu’ils utilisent régulierement les connecteurs logiques, ils n’en connaissent pas bien la
définition ;

— [D’équivalence est parfois utilisée ou interprétée en lieu et place de I’'implication ;

— les étudiants ne font pas toujours la distinction entre le « et » et le « ou » ;

- les symboles de quantificateurs existentiel et universel dont I’utilisation n’est pas
recommandée (voire déconseillée) dans le secondaire, sont utilisés surtout comme des
abréviations. Par ailleurs, les mots désignant les quantificateurs ne sont pas toujours
identifiés comme tels par les apprenants ;

= les étudiants ont du mal a nier un énoncé comportant un ou plusieurs quantificateurs.

Ces difficultés se rencontrent dans I’ensemble de D’activité mathématique et se révelent
particulierement dans la pratique de la démonstration dont le schéma se complexifie dans
I’enseignement supérieur : c’est le cas de la mise en ceuvre d’une démonstration dont I’énoncé
contient une quantification multiple.

Dans le secondaire, le schéma courant du raisonnement se réduit généralement a une suite de
pas de déduction prenant comme prémisse soit les données du probléeme, soit des résultats
intermédiaires issus de ’application des théorémes universels et des résultats généraux.

On peut faire I’hypothése que I’enseignement de logique donné en début d’année a
I’université ne fournit pas aux €tudiants les outils nécessaires qui leur permettent de dépasser
ces difficultés. Cette hypothése s’appuie sur une analyse de 1’ouvrage intitulé « Cours

d’algébre » de Roger Godement (1973), et du cours d’analyse 1 de Guy LAFFAILLE et

& Mélange de langage courant et langage formel
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Christian PAULY” dans le cadre de notre mémoire de Master 2'°. 1l en ressort qu’il est
difficile pour I’étudiant d’établir le lien entre les objets de la logique qui sont présentés dans
le cours de logique et les outils logiques utilisés dans la pratique des mathématiques : le cours
de logique porte sur la logique propositionnelle, alors que I’analyse du discours mathématique

porte sur la logique des prédicats.

Concernant le formalisme logico-mathématique dont le but est de lever les ambiguités de la
langue, il est quasiment absent dans I’enseignement secondaire. En effet, 1’utilisation des
symboles logico-mathématiques n’est pas recommandée a ce niveau d’étude. Mais ces
symboles sont brutalement introduits a ['université sans que le plus souvent le sens précis en
soit donné. Les travaux de Chellougui (2004) montrent que, loin d’éclairer les concepts
mathématiques, le formalisme semble plutdt représenter un obstacle pour les jeunes étudiants.
La complexité croissante des énoncés mathématiques renforce davantage les difficultés déja
bien réelles auxquelles sont confrontés ces étudiants. En conséquence, ces derniers font un
usage des symboles peu contrdlé, souvent erroné. En particulier, ils les utilisent comme des
abréviations sans en respecter la syntaxe. Nous citons le cas de I'implication qui est une
notion polysémique (Durand-Guerrier, 2003, 2005) tres utilisée dans le langage courant sous
la forme «si ...alors ... » A luniversité, elle est introduite avec le signe =, mais son
traitement ne s’éloigne pas beaucoup de 'usage courant'', comme I’ont montré Rogalski &
Rogalski (2004) pour une population d’étudiants d’une université de Lille, titulaires d’une
licence de mathématiques.

Avec 1’équivalence souvent appelée bi-implication, ces concepts sont au centre de toute

activité mathématique et sont essentiels dans tout raisonnement scientifique.

Par ailleurs, la négation participe fortement de la démonstration : démonstration par 1’absurde,
par contraposition, par contre-exemple. Sa maitrise est ¢galement nécessaire pour une
appropriation complete des concepts mathématiques : il ne suffit pas de savoir reconnaitre
. . . \ g . . . - \
qu'un objet donné possede une propriété, il faut aussi pouvoir reconnaitre qu'il ne possede pas
cette propriété. L’utilisation de ce concept dans la pratique courante depuis I’enfance pourrait
laisser croire qu'il est acquis en fin d'é¢tude secondaire ; ce n’est pourtant pas le cas. Dans
notre mémoire de Master 2, nous avons fait ressortir les difficultés que des éleves titulaires

d’un baccalauréat scientifique, en année de préparation pour les concours des grandes €coles

° Professeur a I'université de Montpellier 2

1% |ntitulé « Comment enseigner les concepts logico-mathématiques : cas de la négation » (2008).

" Evaluer la vérité d’une I'implication dans son utilisation au sens courant, consiste a vérifier la vérité de
I’antécédent.
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au Cameroun, et des étudiants de premicre année de licence de mathématiques de I’université
Claude Bernard Lyon 1, éprouvaient a construire la négation des énoncés quantifiés (Durand-
Guerrier & Njomgang, 2009). Un constat analogue avait déja été fait par la commission Inter
IREM'? Université (CI2U) auprés d'étudiants primo arrivant a l'université, dans diverses

universités frangaises.

En outre, les travaux de Ben Kilani (Ben Kilani & Durand-Guerrier (2004), Ben Kilani
(2005)) ont montré que la syntaxe de la négation varie d’une langue a 1’autre, pour ce qui
concerne le francgais et ’arabe, et que cela est une source de difficultés supplémentaires pour
les étudiants dont la langue naturelle est 1’arabe, et qui étudient les mathématiques en francais.
Nous faisons 1’hypothése que ceci est également vrai dans le contexte camerounais ou les
langues maternelles utilisées en famille ne sont pas le frangais, et qu’il en est de méme pour

les autres concepts.

Toutes ces difficultés sont renforcées et révélées par le role crucial de la quantification
dans les énoncés mathématiques a 1’université, et selon Durand-Guerrier (1996, 2005), Epp
(1999), Chellougui (2004), Arsac & Durand-Guerrier (2005), par les pratiques mathématiques
qui tendent a laisser implicites un certain nombre de manipulations relatives a I’utilisation des
quantificateurs par les enseignants du supérieur. C’est le cas de la quantification bornée, de la
quantification implicite des énoncés, du jeu d’apparition/disparition des quantificateurs et de
I’implication dans les énoncés et leur traitement. Mais ces implicites ne sont pas toujours
partagés par les étudiants. Les enseignants peuvent contrdler ces pratiques par leur maitrise
des contenus mathématiques. Mais ce n’est pas le cas pour les étudiants qui doivent apprendre
a maitriser en méme temps les concepts mathématiques et les outils logiques nécessaires au

travail mathématique.
Dans ce travail, nous retenons les éléments suivants :

- DP’implication est une notion polysémique (Durand-Guerrier, 2005) et son utilisation
dans le langage courant peut déteindre sur ’activit¢é mathématique (Rogalski &

Rogalski, 2004) ;

- Tutilisation de I’implication dans des situations ou il y a équivalence entre des
énoncés, amene les étudiants a travailler sur des énoncés conditionnels dans un cadre

ou il y a effectivement une équivalence. Cela ne favorise pas la compréhension de la

2 |nstitut de Recherche pour I'Enseignement des Mathématiques
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distinction entre implication et équivalence. De plus 1'équivalence est parfois utilisée

en lieu et place de I’égalité ;

les notions de condition nécessaire et condition suffisante restent assez opaques pour

les étudiants (Rolland (1999), Deloustal-Jorrand, (2003)) ;

la négation produit des énoncés qui peuvent étre source d’ambiguité référentielle, en

particulier en ce qui concerne la différence entre négation et contraire (Fuchs, 1996) ;

I’appropriation de la négation nécessite I’articulation de régles syntaxiques
(grammaire des €énoncés) et de contraintes sémantiques (sur les valeurs de vérité) et
pragmatiques (prenant en compte en particulier les connaissances du sujet) (Durand-

Guerrier & Ben Kilani (2004), Durand-Guerrier (2005)) ;

les pratiques mathématiques relatives a la quantification (quantification bornée,
quantification implicite des énoncés) ne sont pas toujours partagées par les étudiants

(Durand-Guerrier (1996), Chellougui, (2004)) ;

pour beaucoup d’étudiants, la permutation des quantificateurs V et 3 n’est pas

significative (Chellougui, 2004) ;

la quantification dans un €noncé mathématique, qu’elle soit implicite ou explicite,
engendre la question du statut de la variable qui n’est pas toujours clair (Durand-

Guerrier, 2003).

Nous pouvons résumer cela en disant que la maitrise de I’outil logique, nécessaire pour faire

des mathématiques, est encore loin d’étre assurée tant dans I’enseignement secondaire que

dans I’enseignement supérieur.

Nous faisons les hypothéses suivantes :

les difficultés relatives a ces concepts logiques sont assez méconnues par la plupart

des enseignants, aussi bien dans le secondaire que dans le supérieur ;

l'enseignement et I'apprentissage de ces concepts ne sont pas, ou peu, pris en charge
par les enseignants qui supposent qu’ils sont disponibles du fait de leur utilisation dans
la vie courante d'une part, puis progressivement dans l'activit¢ mathématique d'autre

part.
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- un minimum d’explicitation des concepts logiques en relation avec leur usage dans
I’activité mathématique est nécessaire pour les apprentissages en mathématiques a tout

le moins dans I’enseignement supérieur.

Dans notre travail, nous avons testé¢ ces différentes hypothéses pour ce qui concerne

I’apprentissage de la logique au Cameroun.
Ceci nous amene a la question de recherche suivante :

Comment rendre opératoires les concepts logico-mathématiques chez les étudiants
qui entrent en premiére année d’université, pour qui les questions de logique et de

langage n’ont jamais fait I’objet d’un enseignement ?

Y. Chevallard (1991) classe les concepts de logique parmi les objets paramathématiques,
c’est-a-dire, des objets qui sont utilisés comme outil dans I’activité mathématique, mais ne
sont pas des objets d’enseignement. L’apprentissage de ces concepts est en grande partie
laissé¢ a la charge des étudiants. De ce fait, leur capacité a reconnaitre le statut des objets
logico-mathématiques et a les manipuler est approximative. Les difficultés qu’ils rencontrent
pourraient étre une conséquence de la transposition didactique, qui ne prend pas toujours en

compte la complexité de certains concepts.

Ceci nous amene a reformuler notre question de recherche ainsi : « Quelle transposition
didactique peut-on effectuer afin de rendre opératoire les concepts de logique chez les

étudiants de premiere année de licence de mathématiques ? »
Nous avons scindé cette question en trois sous-questions :

- qu’en est-il de la prise en compte de la complexité de ces concepts et de leur
utilisation ?

- comment aider les étudiants a surmonter les difficultés langagieres qui se présentent
dans le cours de mathématiques, tant du point de vue de la langue naturelle que du
langage symbolique ?

- peut-on repérer dans les enseignements, des situations idoines pour I’explicitation de
ces concepts de logique ?

Pour apporter des ¢léments de réponse a nos interrogations, nous avons divisé notre travail en

deux grandes parties.

La premiere partie regroupe des éléments théoriques sur lesquels nous nous appuyons pour

mener nos analyses dans la deuxieme partie qui est expérimentale.
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L’opérationnalité d’un concept est le résultat d’une activité cognitive, interne au sujet
en situation. C’est cette activit¢ cognitive que Vergnaud (1991) a appelée la
conceptualisation. Cet auteur considere que la complexité dans 1’utilisation des concepts n’est
pas seulement dans le faire, elle est aussi dans le dire : la forme prédicative de la connaissance
a une part importante dans [’opérationnalité des concepts. Les concepts de logique se
développent surtout en acte, c'est-a-dire lorsque le sujet est en situation. Les enseignants de
leur coté pensent que ces concepts sont stabilisés chez les étudiants. Ces différents points de
vue ont contribué¢ a orienter notre choix sur la Théorie des Champs Conceptuels de Gérard
Vergnaud (2001) et la Dialectique Outils/Objets (R. Douady, 1986), comme cadres théoriques

pour notre étude. La pertinence de ce choix est développée dans le chapitre 1.

Au chapitre 2, nous présentons des éléments de la logique du premier ordre, a I’ceuvre dans
I’activité mathématique. Nous montrons la pertinence du calcul des prédicats comme cadre
d’analyse du discours mathématique. Les difficultés générées par les concepts de logique sont
bien réelles : les concepts en eux-mémes sont complexes en tant qu’objet de savoir, et leur
utilisation en mathématiques complexifie davantage les énoncés a traiter. Ces deux points de

vue sont développés dans ce chapitre.

Le chapitre 3 est consacré a une revue des travaux en lien avec notre problématique et nous

permet de situer nos recherches par rapport a ces travaux.

Nous avons ensuite mené une analyse d’un manuel de terminale C au programme au
Cameroun, et d’un polycopi¢ du cours d’analyse, en usage en premicre année de la filicre
mathématique de 1’Ecole Normale Supérieure de Yaoundé. Cette analyse permet d’identifier
le type d’enseignement qui est proposé concernant les concepts de logique, et de mettre en
perspective les résultats avec les connaissances exigibles pour une bonne pratique des
mathématiques. Elle permet d’autre part d’identifier des situations qui pourraient étre
problématiques pour les éleves et les étudiants. Parallelement a cette analyse, nous proposons
quelques ¢léments sur les pratiques enseignantes telles que renseignées lors d’entretiens que
nous avons eus avec des enseignants du secondaire et du supérieur. Les résultats sont

présentés dans le chapitre 4.

Dans la deuxieme partie de notre travail, nous présentons une expérimentation que nous
’ 7N . 13 ’ ’ ’ .
avons menée avec des éleves de terminale C*” d’un lycée de Yaoundé, et avec des étudiants de

premiere année de mathématiques de |’Ecole Normale Supérieure de Yaoundeé.

13 . . . .
Ancienne appellation de la terminale S actuelle, et demeure toujours.
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Nous avons proposé un questionnaire'* & ces éléves et étudiants. Notre objectif était d’établir
un diagnostic des difficultés relatives aux questions de logique et de langage rencontrées par
les apprenants, et de mettre a I’épreuve nos hypothéses de travail. Sur la base de ce
questionnaire, nous avons organis¢ un module de suivi avec huit étudiants volontaires parmi
ceux ayant répondu au questionnaire. Le module avait pour but, d’une part, de provoquer des
débats entre les étudiants, afin que chacun puisse s’exprimer sur les raisons du choix de sa
réponse aux items proposés et, d’autre part, d’expliciter les concepts rencontrés. Il s’est
déroulé en quatre séances d’une a trois heures chacune. Les traces orales recueillies ont
contribué a enrichir notre corpus et ont permis de dépasser certaines des limites inhérentes
aux questionnaires, nous permettant de préciser ce que les différentes situations pourraient
permettre de travailler dans le cadre du cours ordinaire de la classe. Les analyses sont menées
en parallele avec celles des réponses au questionnaire.

Au chapitre 5, nous présentons les questionnaires et les modalités de leur passation. Nous
avons regroupé ces exercices en fonction des concepts qui sont au centre de leur traitement.
Pour chacun des exercices du questionnaire, nous présentons une analyse a priori que nous
avons menée en référence aux cadres théoriques développés dans les chapitres précédents,
puis une analyse a posteriori des réponses obtenues a la suite de la passation du questionnaire
et du module de suivi. C’est ainsi qu’au chapitre 6, nous avons regroupé les exercices centrés
sur la négation, au chapitre 7, les exercices centrés sur la quantification et au chapitre 8, les
exercices centrés sur 'implication. Le chapitre 9 est consacré au changement de langage dans

I’activité mathématique, avec toutes ses implications.
Nous concluons notre travail par une synthese des résultats obtenus.

Nous faisons ressortir les possibilités que nous avons identifiées en vue d’une amélioration
de la prise en charge des concepts de logique par les enseignants de mathématiques. Quelques
pistes de recherche sont également présentées pour avancer sur la question des apprentissages

dans un contexte multilingue que nous n’avons pas pu traiter dans ce travail.

14 s, . . . . . . 4z .
Nous avons proposé pour chague niveau un questionnaire en fonction des enseignements qui ont été faits.
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PARTIE 1 : Etude théorique et analytique
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CHAPITRE 1 : La Théorie des Champs Conceptuels comme cadre

théorique d’étude de nos questions de recherche

Introduction
La theése que nous soutenons est que, pour rendre opératoires les concepts de logique pour

I’activité mathématique des éleéves et des étudiants, un minimum d’explicitations de ces
concepts en relation avec leur usage dans I’activit¢ mathématique est nécessaire. Pour cela,
nous faisons I’hypothése que les catégories logiques participent du processus de

conceptualisation (Durand-Guerrier 2011).

Pour développer notre propos, nous nous appuyons sur trois articles. Le premier, « Jeux de
cadres et dialectique outil-objet », est de Régine Douady. Il est paru en 1986 dans la revue

Recherche en Didactique des Mathématiques, Vol. 7, n°2, pp 5-31.
Les deux autres sont de Gérard Vergnaud :

- «La théorie des champs conceptuels » paru en 1991 dans la revue Recherche en
Didactiques des Mathématiques, Vol. 10/2.3, pp.133-170 ;

-« Forme opératoire et forme prédicative de la connaissance », conférence publiée dans
les Actes de Colloque GDM-2001.

Gérard Vergnaud définit la théorie des champs conceptuels comme :
« Une théorie cognitiviste, qui vise a fournir un cadre cohérent et quelques principes de base
pour 1’étude du développement et de D’apprentissage des compétences complexes,
notamment de celles qui relévent des sciences et des techniques. [...] Sa principale finalité
est de fournir un cadre qui permette de comprendre les filiations et les ruptures entre les
connaissances. » (Vergnaud, 1991, p. 135)

Dans cette citation, la signification qu’il attribue au mot connaissances est « aussi bien les
savoir-faire que les savoirs exprimés ». Comme nous I’avons annoncé au début de notre
travail, nous nous intéressons aux connaissances en logique des ¢leéves et des étudiants a la
transition entre le lycée et I'université.

Les concepts de logique sont des notions-outils au sens de Yves Chevallard (1991), c’est-a-
dire, « des objets qui sont utilisés dans la pratique de I’activit¢é mathématique sans étre
« normalement » des objets d’é¢tude ». Cette définition de notion-outil est proche de celle que
Régine Douady (1986) donne d’un concept en tant qu’outil dans Darticle sus-cité: « un
concept est outil lorsque nous focalisons notre intérét sur 'usage qui en est fait pour résoudre

un probléeme » (Douady, 1986, p.9).
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Seulement, I'utilisation d’un concept exige du sujet en activité, une bonne connaissance de sa
syntaxe, des significations qu’il peut avoir selon les situations, et de ses propriétés : en échos
a Chevallard (1991), nous disons qu’il doit étre « appris ». Pour cela, il doit étre transformé en
objet de pensée. Un moyen de transformation consiste en la mise en ceuvre de la dialectique
outil-objet que Régine Douady (1986) définit comme un processus qui a cours en situation de
résolution de probléme, et qui consiste a transformer un concept ayant le statut d’outil en un
objet de savoir.

Plusieurs travaux en didactique de mathématiques (Durand-Guerrier (1996), Epp (1999),
Deloustal-Jorrand (2000-2001, 2003), Rogalski & Rogalski (2004), Chellougui (2004),
Durand-Guerrier & Arsac (2003, 2005), Bloch & Ghedamsi (2005), Ben Kilani (2005)) ont
montré que tant la quantification que la négation et I’implication sont des concepts que les
¢tudiants qui entrent a I’'université ont beaucoup de difficultés a manipuler :

- la quantification implicite des énoncés, les phénomenes d’apparition/disparition des
quantificateurs dans les définitions et la démonstration, la manipulation des énoncés
quantifiés qui contiennent les quantificateurs universel et existentiel, sont des
pratiques expertes qui ne sont pas explicitées dans la classe de mathématique ;

- la négation est considérée comme un objet naturel du fait de son usage dans la vie
courante. Cette naturalisation de I’objet négation est faite a tort comme le montrent les
travaux de Ben Kilani (2005) et les résultats que nous avions produit dans notre
mémoire de Master. La complexit¢ du concept se révele entre autre, dans la
construction de la négation des énoncés contenant des quantificateurs et des énoncés
conditionnels. Les démonstrations par contraposition et par I’absurde sont également
des activités mathématiques qui en exigent une bonne connaissance : les énoncés a
nier sont souvent d’une grande complexité, comme nous le montre I’exemple que nous
¢tudions a la section 3.1 du chapitre qui suit.

- le terme implication recouvre plusieurs notions, a savoir, conditionnel, syllogisme,
inférence, implication matérielle, implication formelle. Savoir évaluer une implication
matérielle, démontrer qu’une implication formelle est vraie, faire la distinction entre
une implication ouverte et une implication formelle dont la quantification est implicite
sont des compétences qui relévent d’une bonne maitrise de I’implication. En outre, la
reconnaissance des inférences valides n’est pas avérée chez les étudiants nouvellement
entrés a I’université : ils ont, dans certaines situations, tendance a traiter I’'implication

comme I’équivalence (Durand-Guerrier, 1996).
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A toute cette complexité dans 1'usage des concepts ci-dessus cités, il faut ajouter les
difficultés d’ordre langagier et linguistique : I’introduction du formalisme dans les textes, le
passage d’un langage a un autre, principalement du langage courant au langage formel et
réciproquement (Duval, 1988), les changements de langue dans le cursus scolaire (Ben Kilani,
2005), la pratique courante d’une langue qui n’est pas la langue dans laquelle les études sont
faites (Tsoungui, 1980, Barwell & Barton & Setati (2007)).

Notre objectif est de montrer la pertinence du choix de la Théorie des Champs Conceptuels et
de la dialectique outil-objet comme des cadres théoriques de notre travail.

Nous présentons dans les paragraphes 2 et 3 du chapitre 2, quelques €¢léments qui mettent en
¢vidence la complexité des concepts de logique et les difficultés relatives a leur utilisation.
Cela nous permet de soutenir 1’idée selon laquelle les concepts de logiques et leur
apprentissage releévent des connaissances complexes, et ainsi de motiver le choix du cadre des
champs conceptuels pour nos recherches.

Nous inspirant de Douady (1986), nous disons qu’un ¢éléve a des connaissances en logique
«s’il est capable d’en provoquer le fonctionnement comme outils explicites' dans des
problémes qu’il doit résoudre, [...] s’il est capable de les adapter lorsque les conditions
habituelles d’emploi ne sont pas exactement satisfaites, pour interpréter les problemes ou
poser des questions a leurs propos » (op. cit., p. 11-12) : cette définition pose le probleme de
I’opérationnalité des concepts qui est la question centrale de notre travail, en lien avec leur
forme prédicative ; c’est I'objet de la premicre partie.

L’énonciation des objets et de leurs propriétés s’appuie d’une part sur le langage, et d’autre
part sur les catégories logiques ; elle est essentielle dans le processus de conceptualisation, et
doit prendre en compte les systemes signifiant/signifié. Dans la deuxiéme partie, nous
argumentons dans ce sens en mettant en évidence le rdle crucial du langage dans les

apprentissages.

1. Opérationnalité des connaissances
Un concept est utilisé dans diverses situations, et dans chacune d’elle, il n’est pas mis en

ceuvre de la méme maniere, comme nous I’illustrons pour I’implication et de la négation au
paragraphe 2 du chapitre 2 ; cela rend compte de la complexité de ces concepts. Des

propriétés différentes du concept dont la pertinence est variable selon les situations a traiter,

> 0on parle d’outil explicite pour les notions qu’un éléve met en ceuvre, qu’il peut formuler et dont il peut
justifier 'emploi (Douady, 1986, p.10)
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doivent €tre mobilisées pour résoudre le probleme posé. Nous adhérons ainsi a 1’idée de

Vergnaud qui affirme un principe d’élaboration pragmatique des connaissances :
« C’est & travers des situations'® et des problémes a résoudre qu’un concept acquiert du sens pour
I’enfant. Ce processus d’élaboration pragmatique est essentiel pour la psychologie et la
didactique, comme il I’est d’ailleurs pour I’histoire des sciences. [...] Si I’on veut prendre
correctement la mesure de la fonction adaptative de la connaissance, on doit accorder une place
centrale aux formes qu’elle prend dans I’action du sujet. La connaissance rationnelle est

opératoire ou n’est pas. » (Vergnaud, 1991, pp.135-136)
Une connaissance est dite opératoire lorsqu’elle « permet de faire et de réussir » (Vergnaud,
2001), ce qui signifie qu’il faut savoir quand on doit ’utiliser, quand il ne faut pas, dans quels

champs elle doit intervenir.

Pour I'implication, 1’aspect opératoire se manifeste par les inférences permises dans une
situation donnée ; pour la quantification, il se manifeste par 1’identification des énoncés
quantifiés et du type de quantification en jeu (quantification implicite, multiple, énoncés de la
forme Vx, 3y, P(x,y) et de la forme 3x,Vy, P(x,y)).

Le choix qu’un sujet opere parmi les différentes possibilités d’utilisation d’un concept en
situation de résolution de probléme, résulte des opérations cognitives qui ne sont pas toujours

visibles mais qui se manifestent par certaines des conduites que le sujet adopte.

1.1. Lesschémes
D’apres G. Vergnaud, deux classes de situations peuvent se présenter pour un sujet en

apprentissage :

- des classes de situations pour lesquelles le sujet dispose dans son répertoire des
compétences nécessaires au traitement relativement immédiat de la situation. Pour ces
classes de situations, les concepts sont utilisés comme outils : ceci correspond a la
phase a « Ancien » dans le processus dialectique outil-objet ;

- des classes de situations pour lesquelles le sujet ne dispose pas de toutes les
compétences nécessaires, ce qui l'oblige a un temps de réflexion et d'exploration, a des
hésitations, a des tentatives avortées et le conduit éventucllement a la réussite,
éventuellement a 1’échec. Dans cette classe de situations, certes, les connaissances
sont €galement des outils, mais leur opérationnalité n’est plus immédiate. L’¢éleve
recherche des moyens nouveaux adaptés : c’est d’apres R. Douady (1986), la phase b

« Recherche nouveau implicite » dans le processus dialectique outil-objet. On est

généralement en présence des situations nouvelles, jamais rencontrées auparavant.

'® Le mot situations qui apparait ci-dessus désigne une tache a résoudre, et non une situation didactique.
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Mais qu’est ce que la compétence ? Nous avons choisi les définitions données par Vergnaud
(2001) :

« A est plus compétent s'il dispose d'un répertoire de ressources alternatives qui lui
permet d'utiliser tantét une procédure, tantot une autre, et de s'adapter ainsi plus
aisément aux différents cas de figure qui peuvent se présenter » ou alors « A est plus
compétent s'il sait "se débrouiller" devant une situation nouvelle d'une catégorie jamais
rencontrée auparavant. » (Vergnaud, 1991, pp. 2- 3)
Ainsi vu, le concept de compétence traduit, entre autre, une capacité d’adaptation du sujet
devant une situation nouvelle, et contient la notion de performance. Or I’auteur estime qu’il
est trop général de parler d’adaptation a I’environnement ; ce qui s’adapte se sont les schemes,
et ils s’adaptent a des situations. Donc pour 1’'une et ’autre classes de situations, des schémes

organisent les conduites. Il donne quatre définitions complémentaires des schemes :

1-  Un schéme est une totalité dynamique fonctionnelle ;
2

Un schéme est 1’organisation invariante de la conduite pour une classe de situations donnée ;

3

Un schéme est nécessairement composé de quatre catégories de composantes

- un but (ou plusieurs), des sous-buts et des anticipations

- des regles d’action, de prise d’information et de contréle

- des invariants opératoires, (concepts-en-acte et théorémes-en-acte)

- des possibilités d’inférences
4- un schéme est une fonction qui prend ses valeurs d’entrée dans un espace temporalisé a n
dimensions et qui produit ses valeurs de sortic dans un espace également temporalisé a n’

dimensions : n et n’ étant trés grands. » (Vergnaud, 2001, p.4)
On peut, d’une part, dire que le fonctionnement cognitif du sujet repose sur le répertoire de
schemes disponibles antérieurement formés et, d’autre part, bien percevoir le caractére
adaptatif du scheme.
Comme exemple de schémes associés au concept d’implication, « on trouve des conduites
inférentielles classiques rendant compte des régles d’inférences comme le Modus Ponens ou
la regle de transitivité d’antécédent a conséquent et dans une moindre mesure la régle du
Modus Tollens » (Durand-Guerrier, 1996, p. 107).
Comme exemple de schemes associés a la négation, nous rencontrons la mise en ceuvre de la
forme négative, tant pour des propositions singulieres que pour les énoncés quantifi€s, ou
encore I’identification de la structure d’un énoncé puis 1’application des régles syntaxiques.
« C’est dans les schemes qu’il faut rechercher [...] les éléments cognitifs qui permettent a
I’action du sujet d’étre opératoire » (Vergnaud, 1991, p.136). Ces éléments cognitifs sont des

régles d’action et d’anticipation, des inférences, et aussi les invariants opératoires.
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1.2. Lesinvariants opératoires
Les invariants opératoires pilotent la reconnaissance par le sujet des ¢léments pertinents a la

situation. Il en existe de trois types :

- les invariants de type « propositions » qui sont susceptibles d’étre vrais ou faux ; les
théorémes-en-acte'’ sont de ce types ;

- les invariants de type « fonction propositionnelle » : ils ne sont pas susceptibles d’étre
vrais ou faux, mais ils constituent les briques indispensables a la construction des
propositions. Ce sont les concepts-en-acte ou les catégories-en-acte

- les invariants de type «argument» qui peuvent &tre des objets matériels, des
personnages, des nombres, des relations, des fonctions propositionnelles et méme des
propositions. (Vergnaud, 1990, p. 142-145)

Théorémes-en-acte et concepts-en-acte sont la composante épistémique des schémes, et ne
sont généralement pas ['objet d’une formulation explicite dans le processus de
conceptualisation, comme c’est le cas des théorémes et des concepts. Vergnaud le précise
lorsqu’il dit :

« Concepts et théorémes explicites ne forment que la partie visible de I’iceberg de la

conceptualisation : sans la partie cachée formée par les invariants opératoires, cette partie

visible ne serait rien. Réciproquement, on ne sait parler des invariants opératoires intégrés

dans les schémes qu’a ’aide des catégories de la connaissance explicite : proposition,

fonctions propositionnelles, objets-arguments. » (Vergnaud, 1991, p.145)

Nous proposons dans 1’exemple qui suit, repris de Durand-Guerrier (1996), une illustration de
cette pensée.
Considérons I’exercice suivant :

« Donner I’ensemble des entiers naturels supérieurs ou égaux a 20 qui vérifient

(P) Si x est pair, alors son successeur est premier. »
(P) est une implication ouverte au sens ou la variable x est une variable libre susceptible de
recevoir des affectations de valeurs'®. La résolution de cet exercice requiert de I’étudiant la
connaissance des conditions de vérit¢ d’une implication matérielle, a savoir qu’une
implication matérielle est fausse seulement dans le cas ou son antécédent est faux et son
conséquent vrai ; dans tous les autres cas elle est vraie. On est amené a dire ici, pour chaque

implication matérielle obtenue par instanciation de x par une valeur comprise entre 0 et 20, si

elle est vraie ou fausse.

Y Théoremes qui sont utilisés dans I'action du sujet et dont le domaine de validité est généralement restreint.
' Ceci est précisé au chapitre 2
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L’utilisation et la manipulation de I’implication sont couramment rencontrées dans la classe
de mathématiques, dans I’énonciation des théorémes (implication formelle) ou dans la
démonstration (implication au sens de Quine) ou elle est utilisée pour exprimer des
inférences. C’est par exemple le cas de la démonstration de la formule Vx, P(x) = Q(x) (F).
Un domaine étant défini, pour la vérité de cette proposition, il est d’habitude de supposer que
P(x) est vrai et de montrer que la vérité de Q(x) suit. Or la formule (F) est vraie si pour
chaque instance de x, I’implication matérielle obtenue est vraie. Le cas ou ’antécédent est
faux n’est jamais examiné, du fait que I’'implication est vraie, et cela n’est pas en général
exprimé. On ne regarde que le cas ou la propriété antécédente est vraie. Le théoréme-en-acte
selon lequel, montrer qu’une implication est vraie consiste a se placer dans le domaine
caractérisé par la propriété antécédente et montrer que la propriété conséquente suit, est un
invariant opératoire.

En effet, la démonstration des énoncés de la forme Vx, P(x) = Q(x), les inférences
effectuées au cours d’un raisonnement, a savoir que, lorsque P est vrai, on en déduit Q (P et Q
¢tant des formules du calcul des prédicats), ou seule la vérité de ’antécédent est prise en
compte, sont des classes de situations qui ont contribuées a installer chez les ¢leves, le
théoréme-en-acte ci-dessus cité.

Pour ce qui concerne I’énoncé (P), on observe trés fréquemment la mise en ceuvre de cet
invariant opératoire, a ne considérer que les nombres pairs. Ici, cet invariant opératoire est mis
en défaut car il ne s’agit pas de prouver une implication, mais d’évaluer la valeur de vérité de
chacune de ses instances. Le fait que les nombres impairs compris entre 0 et 20 satisfont la
phrase ouverte (P) met en défaut ce théoréme-en-acte : il ne s’applique pas a cette classe de
situations, il a une validité locale. On est en présence d’une situation nouvelle —nous dirions
peu familiére, qui pourrait contribuer a la déstabilisation des compétences acquises par les
¢étudiants dans le traitement de I’implication.

Au cours de I’activité, ’émergence des invariants opératoires de type propositions résulte en
général du role important qu’ils jouent dans la résolution d’un probléme nouveau. Lorsque les
apprenants restent confrontés aux classes de situations pour lesquelles ces théorémes-en-acte
sont opératoires, il y a une institutionnalisation locale du savorr.

En écho a Vergnaud, nous disons que l’apprentissage et I’enseignement d’un concept ne
peuvent se ramener ni a la définition de ce concept, ni a son utilisation pour une classe de
situations : son opérationnalité doit étre éprouvée a travers des situations variées.

L’item (P) figure dans les questionnaires que nous avons proposés aux éléves et aux

étudiants ; c’est ’exercice 1.
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Une autre illustration de la présence et de I'importance de la prise en compte des invariants
opératoires dans I’activité cognitive du sujet en situation de résolution de probléme est tirée
de l’article de Durand-Guerrier (2011), « Quelques apports de [’analyse logique du langage
pour les recherches en didactique des mathématiques », qui est un cours de I’Ecole d’Eté de
Didactique des Mathématiques en 2011.

Il s’agit d’un probléme' qui a été expérimenté deux années successives, d’abord dans une
seule classe de 5™ (éleves Agés de 12-13 ans), puis I’année suivante dans toutes les classes
d’un méme colleége. Le sujet est le suivant :

« Dans [’expression n Xn —n+ 11, si on remplace n par n’importe quel nombre entier
naturel, on obtient toujours un nombre qui a exactement deux diviseurs ? »

Les ¢€leves sont d’abord invités a une recherche individuelle, puis une recherche en groupe qui
s’acheve par la production d’une affiche présentant le résultat et les idées du groupe et une
explication pour convaincre les autres de la validité de leurs résultats. Dans un troisieme
temps ils débattent sur les affiches qui sont présentées par le professeur et, enfin, le quatriéme
temps est consacré a une synthese sur les débats et (ou) sur I’insuffisance de certaines preuves
qui ont été mises en €vidence au cours du troisieme temps.

Nous relevons et commentons quelques interventions au cours des débats relatifs a I’affiche

A, ou les éleves ont répondu OUI et qui porte les inscriptions suivantes :

Le résultat n’a toujours que deux diviseurs car c’est toujours un nombre premier (donc impair)
car le premier resultat (qui est N X N — N) est égal a un nombre pair donc celui-ci +11=un
nombre premier (impair)
1" résultat = un nombre pair parce que N X N — N égal N multiplié par son premier nombre
inférieur :
Exemple :

5x5-5+11=20+11=31 5x4

8x8-8+4+11=56+11=67 8x7

Tableau 1 : L’affiche du groupe A (op. cit. p.19)

(4) Géraldine : nous ne sommes pas convaincus car si on remplace n par 11, cela donnera 11 X 11 — 11 + 11
qui est égal a 121 et qui a trois diviseurs 11 ; 121; et 1.
(36) Géraldine: C’est vrai, il n’y a que 11 comme exception, mais c’est pas entiérement juste, mais pas

entiérement faux non plus.

Ces deux interventions de Géraldine montrent d’une part une remise en question du résultat

par la production d’un contre-exemple, et d’autre part le refus de rejeter compleétement le

1% Cet exemple provient de Arsac et al. (1992)
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résultat du groupe. On peut faire I’hypotheése que Géraldine n’a pas pris en compte la
quantification universelle qui se traduit par toujours. Elle travaille comme avec une phrase

ouverte.

(6) Paul : Nous ne sommes pas convaincus car il n’y a que deux exemples. Rien ne prouve qu’avec les autres

nombres cette théorie marche.

Paul considere qu’il est en présence d’un €énoncé universel, et que 5 et 8 —éléments singuliers
qui ont une valeur d’élément générique pour le groupe, sont des exemples pour lesquels
I’énoncé ouvert associ¢ a I’énoncé universel est vrai, mais ces exemples ne suffisent pas.
Géraldine a donné 11 en contre-exemple. Marie pense qu’il faudrait en trouver d’autres pour
rejeter I’énoncé, d’ou la réaction de Paul :

(18) Paul : Un seul suffit

Un autre ¢leve aborde dans le méme sens que Paul en donnant une justification a sa réponse :

(40) Eléve : Y a une exception, donc c’est pas toujours !

(49) Eleve : C’est marqué toujours ; donc on répond non, ¢’est pas toujours.
Dans cette intervention, la quantification universelle est prise en compte par I’Eléve. Sans
I’expliciter, il utilise la régle du contre-exemple.
L’auteur conclut que les interventions mettent en évidence la présence des différentes
catégories logiques ci-dessous, qui ne sont pas explicitées mais qui, on le voit bien, pilotent
’action des différents €leves :

- ¢énoncés clos (universels) qu’il faut évaluer —variable liée ;

- ¢énoncé ouvert associ¢ avec lequel les €éléves travaillent —variable libre avec le statut de

marque-place ;
- termes complexes : expression algébrique n xn —n+ 11;
- ¢léments singuliers : valeurs substituées a la variable n ;

- ¢élément générique (sur I’affiche N x N — N) ;
- exemples, contre-exemples ;

- ¢énoncé existentiel (implicitement) : I'intervention (4) de Géraldine est la formulation
implicite d’un énoncé¢ existentiel ;
- ¢énonces contingents (parfois vrai, parfois faux) : intervention (36) de Géraldine.
Il est essentiel de pouvoir bien identifier ces différentes catégories logiques en
mathématiques. En effet, si nous considérons que I’énoncé du probléme donné est un
universel, ¢’est-a-dire une proposition a cause de la présence de foujours, alors n a le statut
d’¢élément lié, et I’exhibition d’une exception —un contre-exemple, produit la réponse NON. Si

\

par contre on considére qu’on a un énoncé ouvert, la réponse correspondra a celle de
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Géraldine en (36), que nous reformulons en « la propriété est vérifiée par certains éléments,
mais non vérifiée pour d’autres éléments ». Dans cet exemple, les éleves travaillent de fait
avec I’énoncé ouvert, alors qu’ils doivent se prononcer sur la valeur de vérité de 1’énoncé
clos.
La prise en compte des catégories logiques dans les apprentissages en logique ont orienté le
choix des items qui figurent dans le questionnaire que nous avons proposés aux €léves et aux
¢tudiants. D’ une part, leur identification par les apprenants est importante pour le traitement
des problémes posés, et d’autre part, il est possible, par une analyse fine des réponses de ces
¢éleves et étudiants, d’avoir acces a « la partie cachée de I’iceberg de la conceptualisation » qui
pilote les opérations de pensée nécessaires pour traiter certaines classes de situations, et rend
les connaissances opératoires.
D’apres Vergnaud :

« La complexité n’est pas que dans le faire, elle est aussi dans le dire. L’énonciation des objets et

de leurs propriétés est essentielle dans le processus de conceptualisation » (Vergnaud, 2001, p.9).

Il pose la nécessité d’établir des relations entre la forme opératoire de la connaissance et sa
forme prédicative, celle qui prend la forme de textes, d’énoncés, de traités et de manuels.
Dans I’exemple ci-dessus, la forme prédicative « Un contre exemple suffit a invalider un
énoncé » cache la co-présence des deux énoncés, clos et ouvert, nécessaire a la mise en ceuvre
de I'invariant opératoire associé ; de ce fait, la relation entre la forme opératoire et la forme

prédicative n’est pas établie explicitement.

1.3. Forme opératoire et forme prédicative de la connaissance
Qu’une connaissance soit opératoire n’est pas suffisant, elle n’a a ce moment qu’un statut

d’outil et son opérationnalité se réduit a des situations qui sont en général connues. En dehors
de ces situations, le sujet va certes utiliser ses connaissances pour résoudre le probleme posé,
mais la réussite n’est pas garantie.
Revenons a I’exercice précédent :

« Donner I’ensemble des entiers naturels supérieurs ou égaux a 20 qui vérifient

(P) Si x est pair, alors son successeur est premier. »
Son traitement consiste en 1’évaluation d’implications matérielles comme nous I’avons dit
plus haut. Cela renvoie a la table de vérité du connecteur logique implication qui n’a pas le
méme statut que I’implication en ceuvre dans (P), qui est une implication ouverte. De méme,
I’implication contenue dans la proposition universellement quantifiée Vx, P(x) = Q(x) n’a
pas non plus le méme statut que les deux précédentes: c’est la cloture universelle de

I’implication ouverte P(x) = Q(x) —écriture formelle de (P), et sa valeur de vérité est
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déterminée par celle des implications matérielles P(a) = Q(a) ou a est un ¢lément de
I’univers du discours. Durand-Guerrier (1996) dans une ¢étude ¢épistémologique de
I’implication, montre la polysémie de cette notion : I’implication ne peut se réduire a la forme
«sl ..., alors... », utilisée dans le langage courant. Le probléme qui va se poser pour
I’apprenant est d’identifier quelle implication est en jeu.
Le concept d’implication n’est pas un objet d’enseignement. Pour les étudiants qui recoivent
des cours de logique en début d’année, le connecteur logique implication noté = est défini par
sa table de vérité et interprété par l’expression «si ..., alors ...». Dans le cours de
mathématiques, on retrouve 1’implication sous la forme « si ..., alors, ... », et cela concerne
surtout les énoncés de théoreme et de définition (ouverts ou clos), et sous la forme = pour
marquer des inférences. Nous rappelons que pour un énoncé conditionnel ouvert,
I’implication est une extension du connecteur logique = au calcul des prédicats ; elle n’a pas
le méme statut que celle qui est contenue dans un énoncé clos.
Les connaissances opératoires et prédicatives sur I’implication présentent des ruptures, et il en
est de méme des autres concepts comme nous le verrons dans la suite. D’apres Vergnaud, ces
ruptures peuvent engendrer des difficultés pour les éleves. C’est pourquoi nous soutenons la
thése que les savoirs logiques doivent étre explicités et institués.
En accord avec Douady, nous pensons que « officialiser certaines connaissances qui jusque-la
n’ont été¢ que des outils, leur donner un statut d’objet, est une condition d’homogénéisation et
de constitution d’un savoir de la classe, et pour chacun, une facon de jalonner son propre
savoir, et par la d’en assurer la progression. L’enseignant a la charge de donner un statut
d’objet aux concepts utilisés dans leur aspect outil ».
Elle a appelé cette opération phase d « institutionnalisation — statut d’objet ». Les concepts de
logique sont utilisés dans I’activité mathématique comme des outils, et ils sont rarement
explicités. Une analyse de la complexité de ces concepts et de la complexité des structures
logiques des énoncés mathématiques montre que leur apprentissage ne peut pas étre a la
charge seule des étudiants. Nous faisons 1’hypothése que, pour que ces derniers puissent les
maitriser, les connaissances relatives aux concepts de logique doivent également passer par
les deux dernieres phases du processus dialectique outils-objets suivantes :
- phase e «familiarisation-réinvestissement » qui consiste a résoudre des exercices
variés qui nécessitent les notions récemment institutionnalisées. Chemin faisant, les
¢leves développent des habitudes et savoir-faire ; ils intégrent le savoir social en le

confrontant a leur savoir particulier (op. cit., p. 19).
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Dans une analyse de manuel que nous avons menée, nous mettons en exergue
quelques items susceptibles d’étre exploités a cette fin.

- phase [ « complexification de la tdche ou nouveau probleme » qui est la dernicre
phase de ce processus. Elle consiste a éprouver ces savoirs dans des situations
nouvelles, plus complexes que celles qui ont été rencontrées auparavant.

Le cours de mathématique en début d’université offre une variété foisonnante d’items

pour la mise en ceuvre de cette phase, du fait de la structure des énoncés, des

difficultés inhérentes aux concepts, et du langage utilisé (Chellougui, 2004).
Ces différentes phases de la dialectique outil-objet mettent en évidence un processus de
transformation des outils en objets de pensée. Il y a également une dialectique connaissance
opératoire/connaissance prédicative qui se dégage de ce processus. En effet, I'utilisation du
concept en tant qu’outil lui donne une valeur opératoire, et les différentes phases
d’institutionnalisation réalisées aussi bien par les €¢léves que par I’enseignant le renvoient a sa
valeur prédicative. Ces deux aspects des connaissances relatives au concept sont
interdépendants. Les connaissances utilisées au départ, suite a une complexification de la
tache sont réajustées, puis explicitées d’abord par les €leves: il y a émergence des regles
d’action, elles ont une portée locale. L’enseignant va ensuite institutionnaliser les
connaissances, et cette fois les reégles deviennent générales. Le concept en ceuvre devient un
objet de savoir qui est réinvestit dans des exercices en vue de familiariser les €leves avec les
nouvelles notions qui sont ensuite éprouvées dans des exercices beaucoup plus complexes ou
elles reprennent le statut d’outil. Le point de vue dialectique outil-objet permet d’entretenir la
dialectique connaissance opératoire/connaissance prédicative tout au long de la scolarité.
Revenant a I’aspect prédicatif de la connaissance, le role de I’enseignant en tant que
médiateur est fondamental. En effet, le professeur institutionnalise les notions en donnant un
cours : « Il « fait le cours » en présentant de manicre organisée, structurée les définitions,
théorémes, démonstrations, en pointant ce qui est essentiel et ce qui est secondaire » (Douady,
1986, p. 19). Mais auparavant, ces notions ont servi d’outil aux éleves, ce qui leur a permis
d’énoncer des résultats empiriques qui sont formulés en termes d’objet ou de pratique, avec
leurs conditions d’emploi du moment. Tout cela est le résultat de la conceptualisation,
processus cognitif a la base de I’action du sujet : « les situations d’action sont la premicre
source de conceptualisation, au moins en ce qui concerne les concepts scientifiques et
techniques a 1’apprentissage desquels 1’écolier est convié » (Vergnaud, 2000, p. 82). En
outre, on ne saurait parler de conceptualisation sans prendre en compte I’importance du

langage dans ce processus ; « la conceptualisation est une condition de I’énonciation. En
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retour 1’énonciation apporte a la conceptualisation une contribution décisive » (Vergnaud,
2001, p. 12). L’¢énonciation est faite a I’aide des signes du langage, et leur signification n’est

pas figée, elle se développe.

2. Le role du langage dans le processus de conceptualisation :
signifiant/signifié
« C’est un travail théorique et empirique indispensable que de clarifier la fonction du langage et
des autres signifiants. Dans la théorie des champs conceptuels, cette fonction est triple :
- Aide a la désignation donc a I’identification des invariants : objets, propriétés, relations,
théorémes ;

- Aide au raisonnement et a I’inférence

- Aide a I’anticipation des effets et des buts, a la planification et au contrdle de 1’action. »

(Vergnaud, 1991, p. 159)

Nous nous intéressons surtout au langage comme aide a la désignation et comme aide au
raisonnement et a 1I’inférence, ce qui est en rapport avec notre problématique comme nous le
montrons dans la suite.

La premicre fonction qu’on reconnait au langage est celle de communication. Dans la classe
de mathématiques, on distingue deux types de discours : le discours oral qui est tenu en
grande partie par I’enseignant, et le discours écrit qui apparait sous forme de cours a relever,
d’exercices traités par I’enseignant ou par les ¢leves, de devoirs. Le discours oral est constitué¢
des mots de la langue, et le discours écrit, en plus des mots de la langue, contient des
symboles dont I’utilisation a surtout cours a 1’'université, ou le formalisme est introduit en
premiere année. Les apprenants sont confrontés d’une part au langage naturel dont la pratique
est un exercice courant et, d’autre part, au langage mixte ou formel dont ils n’ont pas toujours
la maitrise. Il faut noter que lorsqu’un €énoncé est écrit en langage symbolique, si on veut en
parler, on utilise le discours oral. Le langage naturel utilis¢ dans le cadre mathématique
demande une clarification de la signification des mots qui désignent des concepts logiques.
C’est par exemple le cas de la négation qui s’identifie a la forme négative, et de /'implication
qui est réduite a la seule forme « si ... alors... » dans le langage courant. Cette clarification

doit également étre faite pour les symboles et leur syntaxe.

2.1. Importance des représentations langagiéres
La désignation, donc I’identification des invariants reléve de la fonction de représentation du

langage. Un invariant peut avoir plusieurs représentations langagic€res qui peuvent ne pas étre

toutes équivalentes pour les étudiants. En effet, deux écritures peuvent avoir la méme

43



signification, c’est-a-dire qu’elles sont vraies des mémes objets et fausses des mémes objets,
mais le sens est différent. Le mot sens est pris ici selon Vergnaud (1991). 1l le définit comme
«une relation du sujet aux situations et aux signifiants. Plus précisément, ce sont les schemes
évoqués chez le sujet individuel par une situation ou par un signifiant qui constitue le sens de
cette situation ou de ce signifiant pour cet individu » (p. 158). Il précise qu’une situation ou
un symbolisme particulier n’évoque pas chez un individu tous les schémes disponibles. Une
difficulté pour I’étudiant est de pouvoir établir des liens entre les différentes représentations.
Nous avons choisi deux exemples pour illustrer la variabilité des représentations langagieres
et les difficultés qu’elle engendre :
Exemple 1 : Expression de la propriété étre constante dans le cas des fonctions.
Soit f une fonction définie sur un ensemble non vide E a valeurs dans un ensemble non vide
F, on a les définitions suivantes :

- f est constante sur E si et seulement si Vx € E,Vy € E, f(x) = f(y) (a)

- f est constante sur E si et seulement si 3a € E tel que Vx € E, f(x) = a (b)
Les deux définitions ont la méme signification: f est une fonction constante. Mais
conceptuellement, il y a une différence entre voir que la fonction est constante dans le sens ou
il existe une valeur commune pour toutes les images (c’est le cas (b)), et voir que la fonction
est constante dans le sens ou deux éléments quelconques de E ont la méme image (c’est le cas
de (a)). L’interprétation (a) de la définition peut méme avoir une formulation orale ambigiie, a
savoir, les images des éléments de E sont deux a deux égales (voir Durand-Guerrier, 2011).
Le passage de (a) a (b) et réciproquement, doit pouvoir étre établi par les étudiants : la
définition (a) contient deux quantificateurs universels, et la définition (b) contient un
quantificateur existentiel et un quantificateur universel. Le passage de (b) a (a) ne pose pas de
réel probléme, mais le passage de (a) a (b) peu étre problématique dans la mesure ou on doit
introduire la valeur constante de la fonction a 1’aide du quantificateur existentiel. Par ailleurs
chacune de ces définitions est utilisée pour des situations bien précises.
Exemple 2 : Caractéristique de la borne supérieure.
Nous présentons trois ¢énoncés issus de Chellougui (2004), qui caractérisent 1’objet
mathématique borne supérieure, qui est comme elle ’a montré, un objet complexe. Sa
définition fait appel a des propriétés de structures.

1) «Soit E un ensemble muni d’une relation d’ordre < et A € E. On appelle borne

supérieure de A dans E, le plus petit des majorants de A dans E s’il existe ; cet €lément

est noté Supg (A) ou Sup(4). » (pp. 192-193)
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2) « Sur la droite réelle R munie de sa relation d’ordre naturelle, toute partie majorée non
vide a une borne supérieure. [...] La borne supérieure M20 d’une partie majorée A est
caractérisée par les relations :

- Pourtoutx €A, x <M
et

- Quel que soit M; < M, il existe au moins un x € 4 tel que M; < x < M. » (p. 191)

3) «SiM = supy?l, M posséde les deux propriétés suivantes :

Vx€EAx<M

Ve >0,Ix € A;x > M —¢ » (p.189), sup, désignant ici la borne supérieure de

I’ensemble A.

Dans le premier énoncé, la caractérisation de la borne supérieure est donnée en langage
courant, dans le second en langage mixte, et dans le troisiéme, en langage formel. Ces trois
formulations renvoient a des points de vue bien différents. Dans la premiére formulation, on a
un point de vue ensembliste : on se situe dans ’ensemble de majorants de A et on en prend le
plus petit élément (E ici est un ensemble quelconque muni d’une relation d’ordre). Mais cette
définition n’est pas suffisante pour le traitement des situations relatives au concept, car en
général elle n’est pas opératoire.

Dans les deux autres formulations, le référentiel est I’ensemble des nombres réels muni de
I’ordre naturel. La deuxieme formulation exprime qu’il existe toujours un ¢lément de A inséré
entre M et tout réel plus petit que M, ou encore, tout réel M; plus petit que M n’est pas un
majorant de A. Tandis que la troisieme formulation traduit le fait qu’il est possible
d’approcher d’aussi pres que I’on veut le réel M par un élément de I’ensemble A, ce qui
renvoie dans une certaine mesure a la notion de limite.

Le passage d’un énoncé a I’autre demande que soit réalisé de la part de I’étudiant un saut
conceptuel qui ne va pas de soi ; la maitrise de ces trois énoncés est cependant nécessaire pour
une appropriation adéquate du concept a I’'universite.

Ces deux exemples illustrent I’importance a priori des formes langagiéres dans le
processus de conceptualisation. L’identification des invariants permet de générer des schemes
en situation de résolution de probléme. Plusieurs schémes peuvent étre disponibles chez un
individu, mais la difficulté réside dans le choix de celui qui est opératoire pour la situation.

Nous convenons avec G. Vergnaud qu’un concept ne peut étre réduit a sa définition, car en

20 . ; , ..
Pour des raisons de cohérence, nous avons remplacé b dans le texte initial par M
21 N . s 4, ey
Pour les mémes raisons que précédemment, nous avons remplacé E dans le texte initial par A.
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général la définition n’est pas opératoire. Les expressions d’un concept dans des formes
langagicres différentes font ressortir les subtilités cachées par le langage naturel. Elles
participent ainsi de I’explicitation du concept, donc de sa compréhension et de son traitement.

Notre partie expérimentale mettra en évidence cette importance.

2.2. Lelangage comme aide au raisonnement
Les signifiants et [’organisation du discours jouent un role important dans l’activité

mathématique. L’énonciation peut aussi bien €tre interne qu’externe. Or toute activité externe
est conditionnée par une activité cognitive interne basée sur le langage. Il modifie le
comportement du sujet, sa relation a 1’objet.

Comme nous I’avons vu précédemment, le langage permet d’identifier les signifiants. Du
point de vue de G. Vergnaud, ces signifiants renvoient a plusieurs signifiés en fonction de la
situation a traiter. C’est la fonction du langage de sélectionner les éléments pertinents pour la
situation, de les organiser, et d’élaborer un plan en vue de résoudre le probléme posé. Le
langage accompagne les résolutions des situations nouvelles, notamment lorsque ces
résolutions appellent des conceptualisations nouvelles. Nous proposons un exemple de
I’activité langagiére comme aide au raisonnement dans ce qui suit : il s’agit d’une séquence
extraite du module de suivi des étudiants de premiére année de mathématiques de I’Ecole
Normale Supérieure de Yaoundé au Cameroun, que nous avions organis¢ au mois de janvier
2010. L’item et les ¢léments d’analyse logique que nous proposons dans les commentaires qui
vont suivre sont extraits de Durand-Guerrier® (1996, p. 151-152). L’item figure parmi les
exercices du questionnaire que nous avons propos¢ aux ¢leves et étudiants. Le probléme posé

était le suivant :

Dans ce qui suit, (u,) désigne une suite définie par récurrence sous la forme « Uy, =

f(u,) », ou f est une fonction continue sur R. On a alors le résultat suivant :

(P1) « Si la suite (u,) est convergente, alors sa limite est solution de 1’équation f{x)=x »
Que peut-on dire au sujet de la convergence de la suite (u,) si 'équation « f(x)=x » n’a
pas de solution
L’item (P1) est la premiere question d’une série de quatre questions. Ces questions
visent a vérifier si les étudiants savent dans quels cas on peut faire une inférence, et

dans quels cas on ne le peut pas.

22 epe 2 s s . . . . .
Nous avons modifié I'antécédent de I'item ; chez Durand-Guerrier, il est « Si la suite (u,,) converge vers un
réel [, alors, [ est solution de I'équation f(x) = x »
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Pour répondre a cette question, I’é¢tudiant doit pouvoir mobiliser le Modus Tollens, ou
étre en mesure de construire la contraposée de (P1). Une analyse de la structure logique
de cet énoncé menée par Durand-Guerrier (1996), que nous reprenons ci-dessous et
dans les analyses a priori des questionnaires, montre qu’elle est assez complexe et
difficilement accessible a I’étudiant. De ce fait il n’est pas avéré qu’il puisse construire

correctement sa contraposée.

Nous avons enregistré les discussions d’un groupe formé de quatre étudiants que nous
avons appelés ES, E6, E7 et E8. Ces ¢étudiants doivent répondre a la question posée et

justifier leur réponse.
Evidence de la réponse pour E5 :

1 ES : si I’équation f(x) = x n’a pas de solution, on déduit de maniére immédiate que f
n’est pas convergente. Parce que si I’on essaie de regarder la ... la réciproque ... la
contraposée de si f est convergente, sa limite est solution de f(x) = x, heuuu, non,

attendez un peu

2 E7 : oui, la contraposée ; si elle est convergente, alors sa limite est solution de 1’équation

f(x) = x. La contraposée ¢a sera quoi ?

3 E5: Regarde un peu, analysons un peu ca. Si I’équation f(x) = x n’a pas de solution,
cela veut dire qu’on ne peut pas trouver un élément tel que, qui puisse vérifier f(x) = x,
par conséquent, la limite de la suite, la limite de u,, ne peut pas exister, puisqu’il n’existe
aucun élément x tel que f(x) = x. Et il n’existe pas d’élément dans R vérifiant f(x) = x,
n’est ce pas, on peut déduire quoi ? Puisque si une suite est convergent, alors sa limite
appartient a R. Et comme maintenant ici on dit « si la suite u, est convergente, alors sa
limite est solution de I’équation-1a », c¢’est automatique. Et si maintenant cette fonction-ci
n’a pas de solution, il parait trés évident que la suite n’est pas convergente. Mon probléme
maintenant est le suivant : si on voit bien la négation de cette proposition-ci, on dit « si la
suite u,, est convergente et sa limite n’est pas solution de I’équation f(x) = x », elle est bel
et bien fausse. Puisqu’il y a certains résultats qui en découlent. Si elle est fausse n’est ce
pas, sa limite n’est pas solution de I’équation f(x) = x, cela veut dire que si 1’équation
f(x) = x n’a pas de solution, c’est-a-dire que si ceci n’a pas de solution, on ne peut pas
avoir u, convergente. Puisque regarde, la négation-ci est fausse. Si on connaissait la
négation, si la suite u,, était convergente ..., la suite u,, convergente et sa limite n’est pas

solution de I’équation f(x) = x.

ES est convaincu que sa réponse —la suite ne converge pas— est correcte. Par une succession

d’arguments, il essaie d’élaborer un raisonnement pour expliquer sa position.
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« Si I’équation f(x) = x n’a pas de solution, cela veut dire qu’on ne peut pas trouver un
¢lément tel que, qui puisse vérifier f(x) = x »: E5 reformule « f(x) =x n’a pas de

solution », il en donne un signifié.

« par conséquent, la limite de la suite, la limite de u,, ne peut pas exister, puisqu’il n’existe
aucun élément x tel que f(x) = x » : L’étudiant reprend sa réponse sous la forme d’une
conclusion a la reformulation qu’il a faite. Jusque-la, il n’y a aucun éclaircissement de sa

réponse, il fait juste une paraphrase.

« Et il n’existe pas d’élément dans R vérifiant f(x) = x, n’est ce pas, on peut déduire

quoi ? » : il revient sur le probléme qui leur a été posé.

« Et st maintenant cette fonction-ci n’a pas de solution, il parait trés évident que la suite n’est
pas convergente. » : partant du résultat (P1) qui est énoncé ci-dessus, ES répcte sa réponse en
précisant que cela parait trés évident. Mais son argumentation montre qu’il a du mal a

expliciter les raisons de cette évidence.

« Mon probleme maintenant est le suivant : si on voit bien la négation de cette proposition-ci,
on dit « si la suite u,, est convergente et sa limite n’est pas solution de I’équation f(x) = x »,
elle est bel et bien fausse. » : il utilise maintenant la négation qui est mal énoncée, et dont il

déclare la fausseté.

« Si elle est fausse n’est ce pas, sa limite n’est pas solution de I’équation f(x) = x, cela veut
dire que si I’équation f(x) = x n’a pas de solution, c’est-a-dire que si ceci n’a pas de
solution, on ne peut pas avoir u, convergente. » : il y a encore une reprise de la réponse sans
justification. La négation qui est évoquée, et méme énoncée (sans toutefois étre correcte) ne

sert pas a I’étudiant.

« Puisque regarde, la négation-ci est fausse. Si on connaissait la négation, si la suite u,, était
convergente ..., la suite u, convergente et sa limite n’est pas solution de 1’équation f(x) =
x. » : cette fois, il énonce correctement la négation. La négation que les ¢tudiants produisent,

montre qu’ils ont identifi¢ un énoncé conditionnel.
4 E7 : sa limite n’est pas solution de 1’équation

5 E5: f(x) = x. Elle est fausse. Tu vois un peu, donc cela me parait un peu clair dans ma
téte que si, que la position 6.1, donc, si f(x) = x n’a pas de solution, alors u, n’est pas

convergente. Moi, ¢a me parait trés clair.

6 E7 : Continuons
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7 E5 : Le probléme n’est pas de continuer, c’est que ¢’est clair
8 E7 : Il faut justifier
9 ES : Tu justifie cela comment ? C’est ¢a le probleme !
10 E7 : 11 faut justifier.
11 E5 : on va justifier cela comment ?
Ces ¢changes montrent que ES, bien que convaincu que sa réponse est correcte, n’arrive pas a

la justifier. Toute I’argumentation développée au dessus n’a pas réussi a convaincre ses

camarades. En 8, E7 demande a ES de justifier sa réponse.

Les séquences de 5 a 11 traduisent I’indisponibilité du Modus Tollens chez 1’étudiant ES sous
sa forme prédicative. Cette régle d’inférence est une connaissance-en-acte chez cet étudiant,

ce qui lui a permis de produire sa réponse.

Du fait de I'indisponibilit¢ du Modus Tollens méme chez les étudiants, ils sont obligés
d’introduire un nouvel outil : la contraposée. Il y a une modification du comportement des
¢tudiants par rapport a la construction de la preuve.

12 E6 : Si la suite u,, est convergente, alors sa limite est

13 E5 : est solution de 1’équation f(x) = x.

14 E6 : donc dire que I’équation f(x) = x n’a pas de solution

15 E7 : moi je vois que ¢a c’est au niveau de la contraposée. On dit bien « si la limite... »,
la contraposée va dire que quoi ? « Si la limite n’est pas solution de 1’équation f(x) = x,
lors u, n’est pas convergente. Or quand on dit que f(x) = x n’a pas de solution, ¢a veut

dire que méme la limite-la ne sera pas solution de I’équation f(x) = x

E7 essaie d’énoncer la contraposée de 1’énoncé (P) « Si la suite (u,) est convergente, alors
sa limite est solution de 1’équation f{x)=x ».

16 E5 : et par conséquent f(x) = x n’est pas convergente

17 E7 : par conséquent u,, n’est pas convergente.

18 ES : u, n’est pas convergente

19 J : Vous dites que si la limite

20 E7 : La contraposition

21 J : Oui. La derniére phrase que tu as dite c’est quoi ? Si la limite n’est pas solution de

I’équation f(x) = x
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22 E7 : puisqu’on a dit ici, f(x) n’est ce pas, égal a x n’a pas de solution, donc ¢a veut dire

que méme la limite, si bien, donc méme la limite de u,, si bien elle existe

23 J : Si tu dis « méme la limite », ¢a suppose qu’elle est convergente. Ca suppose que la
suite peut étre convergente. Si tu parles de la limite, ¢a veut dire que tu supposes que la

suite peut converger
24 E7 : Non, pas la limite

Suite a I’intervention de I’enseignant qui fait une remarque sur 1’existence de la limite, E7

va essayer avec les autres de reformuler la contraposée.

25 ES5 : et la contraposée est trés claire ! la contraposée dit « si la limite de la suite u,
26 E7 : n’est pas solution de I’équation f(x) = x

27 E6 : Il y a un probléme, parce que, quand il a dit « si la limite »

28 E7 : Oui, c’est ¢a que je dis !

29 E6 : ca veut dire que la limite existe mais elle n’est pas solution. Mais la contraposition

sera donnée, parce que dés que I’équation f(x) = x n’a pas de solution
30 E6 : Non, non, non ...
31 E7 : Dés que I’équation f(x) = x

32 E5: il y a un probléme, il y a un probléme. Non, dans la contraposée, je ne pense pas

qu’on ait utilisé le mot limite.
33 E7 : Attend, on dit, la contraposée c’est

34 E5 : Je ne pense pas que le mot limite puisse étre dedans
Les étudiants sélectionnent les ¢léments pertinents, et organisent leur discours.
35 E7 : la contraposée sera quoi ?

36 E6 : parce que la limite doit d’abord exister. Elle doit d’abord exister. Parce que si on dit

la limite, si tu dis maintenant que
37 E5 : Heuu, si la limite, si la limite de la suite u,, est solution de, c’est-a-dire que,
38 E6 : si la limite, elle existe déja, tu vois un peu, elle existe déja

39 ES: et dire apres que la suite u,, est non convergente, ¢a n’a pas de sens. Tu me suis,
donc moi je me dis maintenant que comme contraposée on doit dire que, si 1’équation
f(x) = x n’admet pas de solution dans R, n’admet pas de solution dans R, alors la suite
n’est pas convergente. Moi je me dis que c’est ¢a la contraposée. Parce que dés lors que

I’on met le mot limite, ¢a crée comme une sorte de quiproquo, on ne comprend plus rien.
40 E7 : tu es d’accord E6 ?

41 E6 : je suis d’accord.
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Il apparait ici que le mot /imite est un obstacle a la formulation de la contraposée. Il n’apparait
de facon explicite que dans le conséquent et est implicite dans I’antécédent™. E5 énonce donc

la contraposé en I’excluant. Cette formulation semble satisfaire les autres membres du groupe.
La formulation de ES est correcte. En effet, la paraphrase de (P1) est :
« Si la suite (u,,) est convergente, alors sa limite [ est un point fixe de f ».
L’écriture formelle de cette phrase dans le calcul des prédicats est :
(S(u, HnC(u,x) = F(f,x)** (P1’)
S est la relation qui traduit que les termes de la suite u sont définis par
vn,u(n+ 1) = (f ou)(n)
C(u, x) s’interprete par « la suite u a pour limite x » ;
F(f,x) s’interpréte par « x est un point fixe de f ».
Le théoreme général associé a (P1) est :
vu,Vf,Vx, ((S(u, HrC(u,x) = F(f,x)) (P1”)

u est pris dans I’ensemble des suites numériques, f dans I’ensemble des fonctions continues

sur R, et x dans I’ensemble R.
La contraposée de (P’) est :

vu,Vf,Vx,m F(f,x) = =(S(u, HaC(u, x))
C’est une proposition qui est vraie.

Si ~F(f,x) —qui s’interpréte par xn’est pas un point fixe de f— est vrai, alors,
—(S(u, f)nC(u,x) suit nécessairement. Or, =(S(u, )AC(u, x) est logiquement équivalent a
—S(u, H)v=C(u,x). Comme —S(u, f) est un énoncé faux du fait de la définition de la suite u,

—C(u, x) suit nécessairement. Au total on a exprimé dans le langage naturel :

« Si la fonction f n’admet pas de point fixe, alors la suite u définie par u,,1 = f(uy)

ne converge pas ».

Ou encore

ZUne analyse a priori de cet énoncé est présenté dans Durand-Guerrier (1996), ou la formalisation de I’énoncé
fait ressortir la variable limite dans I'antécédent.

** Une analyse logique du théoréme général associé a (P1) se trouve dans Durand-Guerrier (1996). Nous en
avons pris quelques extraits. Nous reprendrons de fagon plus compléte cette analyse dans les analyses a priori
des exercices du questionnaire.
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« Si I’équation f(x) = x n’admet pas de solution, alors la suite u définie par U, ,, =

f (u,) ne converge pas ».

La construction de la contraposée n’est pas aussi simple pour les étudiants, comme on a pu le
constater dans les séquences 26 a 38. Le mot /imite pose un probleme que les étudiants ont
surmonté¢ en I’évacuant de la formulation qu’ils ont proposée. Si nous revenons a la

formulation de la contraposée a la séquence 15 :
« Si la limite n’est pas solution de 1’équation f(x) = x, alors u,, n’est pas convergente. »
Cette contraposée s’interprete ainsi :

« Si la limite de la suite u,, n’est pas solution de I’équation f(x) = x, alors la limite de u,,

n’existe pas dans R ».

parce que la convergence d’une suite renvoie a I’existence de la limite. Cet énoncé est une
anaphore, et en méme temps une contradiction ; dans son antécédent la suite u, a une limite,

et dans le conséquent, cette limite n’existe pas.

Les ¢tudiants auraient pu faire I’économie des séquences 15 a 39. En effet, le Modus Tollens
leur permettait de conclure a la divergence de la suite (u,). Cette régle d’inférence s’énonce

ainsi dans le calcul des propositions :
P et Q étant deux propositions, ((P = Q)A—=Q) = =P
Dans le calcul des prédicats, le Modus Tollens permet de faire I’inférence suivante :
SiVx (P(x) =3 Q(x)) et =Q(a), alors =P (a),
a désignant un ¢lément de ’'univers du discours.
On a bien :
« Si la suite (u,,) est convergente, alors sa limite est solution de 1’équation f{x)=x » qui est vrai ;
«I’équation f(x) = x n’admet pas de solution » qui est vrai ;
De ces deux énoncés, on peut conclure que :
« la suite (u,) ne converge pas ».

Le cotit cognitif de ’utilisation de la contraposée est tres €levé par rapport a ce que demande
I’utilisation du Modus Tollens.

Dans cette séquence, on est parti de ce qu’on pourrait appeler un monologue de ES en 3. Ce
dernier essayait de trouver une justification de la réponse qu’il a proposée, mais son

argumentation le conduit a énoncer trois fois sa réponse :
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Si [’équation « f{x)=x » n’a pas de solution, alors la suite (u,,) ne converge pas
en guise de conclusion a son discours : deux fois par des paraphrases et une fois en
introduisant la négation qui ne lui est d’aucun secours. Conscient de n’avoir pas convaincu
ses camarades par son discours, il va contribuer, suite a I’intervention de E7 en 15, a
construire la contraposée de 1’énoncé (P) donné en résultat en début d’exercice.

Nous avons présenté une séquence dans laquelle les étudiants essaient de justifier une
réponse que 'un d’eux a produite. Ce dernier a utilisé le Modus Tollens comme régle d’action
pour répondre. Mais le fait que chez cet étudiant la forme prédicative de cette régle n’est pas
disponible provoque une discussion et en méme temps une réflexion sur le moyen de justifier

la réponse.

La construction de la contraposée a permis d’exhiber une difficulté due au langage utilisé :
I’évacuation du mot /imite dans ’antécédent de la contraposée a cause de la contradiction

générée par le phénomene d’anaphore.

Conclusion du chapitre 1

L’enseignement et I’apprentissage des concepts de logique sont des activités qui relevent des
compétences complexes. Les concepts en eux-mémes sont des objets complexes comme le
montrent les ¢tudes épistémologiques y relatives, et de plus, leur utilisation dans I’activité
mathématique comme outil est complexe. Notre theése étant que pour les rendre opératoires,
un minimum d’explicitations en relation avec l’activité mathématique est nécessaire, les
champs conceptuels et la dialectique outils/objets offrent un cadre idoine pour étudier cette
question. En effet, un concept ne se réduisant pas a sa définition, nous soutenons 1’¢laboration
pragmatique des connaissances relatives au concept : c’est en situation de résolution des
problémes qu’un concept prend du sens pour le sujet, c’est-a-dire, génere un ensemble de
schémes, ces schémes pouvant étre ou non opératoires. L’analyse des schémes permet de
mettre en évidence les €¢léments sous-jacents a 1’action du sujet, en particulier, les invariants
opératoires contenus dans les schemes, car ils pilotent la reconnaissance des ¢éléments
pertinents a la situation.

Pour les apprentissages, on doit établir des liens entre la forme opératoire des connaissances
et leur forme prédicative. En effet, faire et réussir ne suffit pas selon Vergnaud, car le concept
a un statut d’outil et son opérationnalité se réduit aux situations connues. Il doit étre
transformé en objet d’étude d’aprés R. Douady, et cela passe par différentes étapes au cours

desquelles la dialectique connaissance opératoire/connaissance prédicative se dégage.
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On ne saurait faire I’impasse sur le role du langage ici qui a d’abord une fonction
d’identification. Le langage permet de désigner les signifiants, de représenter les signifiés de
la langue. Il permet également de mettre en mots les opérations de pensée, de structurer et
d’accompagner I’activité, en bref, d’aider le sujet en activité a construire un raisonnement.

Tous ces ¢léments mis en exergue vont nous permettre de rentrer dans 1’activité du sujet afin
de pouvoir I’analyser et déceler éventuellement les continuités et les ruptures relatives aux

concepts sur lesquels nous avons choisi de travailler.
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CHAPITRE 2 : Les questions de logique a la transition lycée-université

Introduction
Les questions de logique a la transition lycée-université se posent avec acuité. En effet, dans

I’introduction, nous soulignions le fait que plusieurs travaux en didactique des mathématiques
—travaux dont nous ferons une revue dans la suite de notre travail— ont montré 1I’importance de

la maitrise de I’outil logique pour bien mener 1’activité mathématique.

Dans I’enseignement secondaire au Cameroun, I’enseignement de la logique est quasi absent
des programmes : les instructions officielles et les commentaires qui accompagnent les
programmes sont muets sur I’enseignement des concepts de logique. Ce n’est pas le cas dans
I’enseignement supérieur, ou un cours de logique est dispensé en début d’année. Les concepts
qui y sont développés ne sont pas toujours en adéquation avec 1’utilisation qui en est faite
dans le cours de mathématiques : le cours de logique porte principalement sur la logique
propositionnelle, et la quantification y est introduite de fagon tres élémentaire. On se contente
le plus souvent de quelques rappels mettant I’accent presque exclusivement sur les aspects
syntaxiques et sur les regles opératoires. Pourtant, a ce niveau d’étude, il est nécessaire de
prendre en compte la complexité grandissante des énoncés et les difficultés engendrées par
I’introduction du formalisme, du fait que le langage utilis¢ dans le secondaire est
majoritairement le langage naturel. Nous avons fait ressortir ces deux aspects pour le cas de la
négation, dans notre mémoire de Master”, 4 la suite d’une analyse de deux cours d’Analyse I
de premiére année d’université*® de la filiére mathématiques. Dans notre travail de thése, nous
avons centré notre étude sur trois connecteurs logiques a savoir la négation, 1’implication,
I’équivalence, et sur les quantificateurs dont ’'usage est problématique (Chellougui, 2004).
Dans ce chapitre, nous présentons au paragraphe 1 quelques ¢léments fondamentaux de la
logique du premier ordre, en mettant I’accent sur les concepts que nous étudions. Cela nous
permet de bien préciser le vocabulaire de la logique et de définir un cadre d’analyse pour
notre travail.

L’¢étude de ces concepts met en évidence une complexité inhérente au concept lui-méme, et de
ce fait, une complexité dans son usage en mathématique. Nous développons ces deux niveaux

de complexité au paragraphe 2 de ce chapitre.

2 . . N 7 . ey 7 , .

> Comment enseigner les concepts logiques en premiére année d’université : cas de la négation

2 . . . . r s . . . .

® Les cours de Guy Laffaille en ligne sur le site de I'université de Montpellier 2, et de Sylvie Benzoni en ligne sur
le site de I'université Lyon 1.
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1. Lalogique en ceuvre dans I'activité mathématique
Plusieurs auteurs ont contribué¢ au développement des concepts de logique, en rapport avec

I’activité mathématique. Nous les présentons briévement en nous inspirant d’une part de
I’enquéte que Viviane Durand-Guerrier a réalisée dans sa thése de doctorat®’, et d’autre part,

de sa note de synthése®.

1.1. Breve synthése de quelques travaux sur la logique
L’origine de la logique remonte a I’Antiquité avec les travaux d’Aristote contenus dans un

traité, /’Organon, les travaux des Mégariques, des Stoiciens, etc... L’importance de ces
travaux a €té reconnue par les logiciens qui ont été a I’origine du renouveau de la logique a la
fin du XIX° siecle et au début du XX° siccle, en particulier les auteurs ayant contribué¢ au
développement de la logique contemporaine du premier ordre. Notre synthése portera

essentiellement sur quelques auteurs de cette période.

Nous partons des travaux de Gottlob FREGE (1879) pour qui seule I’inférence est I’objet de
la logique. Il assigne a la logique I’étude du passage du vrai au vrai. Son projet était de
rénover la logique afin d’atteindre une parfaite rigueur dans les raisonnements
mathématiques, ceci en fournissant le critére le plus sir de la validit¢é d’une chaine
d’inférences. En effet, le fait que les raisonnements mathématiques s’expriment dans le
langage courant, rend difficile le controle de la validité des inférences. 11 propose ainsi une
idéographie dont le premier objectif est de « fournir le critere le plus sir de la validité d’une
chaine d’inférences et de nous permettre de remonter a la source de tout ce qui y restait
implicite [...]. Cette idéographie, destinée avant tout aux mathématiques, compléte le langage
mathématique (c'est-a-dire les formules) au moyen de signes congus pour les rapports

logiques » (Durand-Guerrier, 1996, p. 23).

Dans cette idéographie Frege distingue I’expression d’un contenu de jugement et marque par
des signes I’affirmation de la justesse et de la fausset¢ d’un contenu de jugement. Dans le
symbolisme qu’il propose, pour mettre en relation deux contenus de jugement A et B, Frege

considere quatre cas dont « non A4 et B » dont il définit un signe pour la négation :
— A

LB

7 Logique et raisonnement mathématique : Défense et illustration de la pertinence du calcul des prédicats
pour une approche didactique des difficultés liées a I'implication, Université Claude Bernard- Lyon 1 (1996)
28 Apports de la théorie élémentaire des modéles pour une analyse didactique du raisonnement
mathématique, Université Claude Bernard-Lyon 1 (2005)
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Il appelle ce signe « le trait d’implication », qui correspond a I’implication usuelle notée en
logique B D A qui est la traduction de « si B alors A ». C’est la négation de « B et non A »,
c'est-a-dire « non (B et non A) ». Elle est définie de maniére vérifonctionnelle®.

Aux énoncés de la forme « si A, alors B », il associe les reégles d’inférence du Modus Ponens

et de transitivité d’antécédent a conséquent sous les formes respectives :

« (si B,alors A) est vrai « (si C,alors B) est vrai
B est vrai; donc et (si B,alors A) est vrai; donc
A est vrai » (si C,alors A)est vrai

Frege affirme la différence fondamentale entre une inférence et I’affirmation du conditionnel.
En effet, il dit la chose suivante :
«Plus d’un mathématicien s’exprime comme si I’on pouvait tirer des conséquences d’une pensée
dont la vérité est encore douteuse. Quand je dis « j’infere A de B » ou « je conclus de B la vérité
de A », on entend par B une des prémisses ou I'unique prémisse de I’inférence. Mais tant que
I’on n’a pas reconnu la vérité d’une pensée, on ne peut pas I’employer comme prémisse d’une
inférence, on ne peut rien en inférer ni conclure. Y prétendre, c’est confondre comme on s’en
rendra aisément compte la reconnaissance de la vérité d’une composition hypothétique et une
inférence ou 1’on prend la condition de la proposition composée pour prémisse. Or reconnaitre
que le sens de
«SiC, alors A »
est vrai, cela peut étre le fruit d’une inférence, comme dans le dernier exemple ci-dessus, mais il
n’est pas dit que C lui-méme soit vrai » (in Durand-Guerrier, 1996, p.27)

En outre, la quantification y est prise en compte : affirmer un jugement dans une expression

comportant une indéterminée, c’est affirmer la vérité de I’énoncé universel.

Concernant la négation, Ben Kilani (2005), souligne le fait que les ostensifs utilisés
permettent de distinguer sans ambiguité 1’opposition par contrariété qui correspond au
contraire, et I’opposition par contradiction qui correspond a la négation :

U ®(a) exprime que tout a posséde la propriété @ (1)

U ®(a) exprime que certains a ne possedent pas la propriété @,
c'est-a-dire la négation de (1) ;

U™ ®(a) exprime que tout a posséde la propriété non @, ou
encore, aucun a ne possede la propriété ®@. C’est le contraire de (1)

% La vérité de B D A est fonction des valeurs de vérité de A et de B.
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L’idéographie permet donc a la fois de traduire des relations entre propositions et d’exprimer
des relations faisant intervenir la quantification.

Bertrand RUSSELL (1903, 1910) a tenté sans succes de fonder toutes les mathématiques
sur la logique. Toutefois, son ceuvre logique reste trés importante : d’une part, le symbolisme
qu’il a introduit est celui en vigueur aujourd’hui et, d’autre part, I’introduction de la notion de
fonction propositionnelle a ouvert la voie au calcul des prédicats qui constitue une théorie
formelle de la quantification.

Russell marque la distinction fondamentale entre proposition et fonction propositionnelle :
« Une proposition est tout ce qui est vrai ou faux. Une expression telle que « x est un
homme » n’est par conséquent pas une proposition, car elle n’est ni vraie, ni fausse. Si

nous donnons a x une valeur constante, 1’expression devient une proposition. » (op. cité

p.31)
A partir des notions de variable apparente® et variable réelle’’, il définit les fonctions

propositionnelles qui sont des énoncés « 1a ou il y a une ou plusieurs variables réelles et ou
pour toutes les valeurs des variables, I’expression concernée est une proposition. » (Durand-
Guerrier, 1996, p.31).
Dans son ouvrage Les Principia Mathématica (1910), le calcul propositionnel contient de
nombreuses avancées. Il définit quatre fonctions des propositions ; la fonction contradictoire
qui correspond a la négation, la fonction disjonctive qui correspond a la disjonction, la
fonction conjonctive qui correspond la conjonction et la fonction implicative qui correspond a
I’implication et qu’il appelle implication matérielle. Les fonctions conjonctive et implicative
sont définies a partir des fonctions disjonctive et contradictoire :

La fonction conjonctive : (P A Q) = non(non P V non Q)

La fonction disjonctive : (P = Q) = non(nonP Vv Q)
Il définit également les valeurs de vérit¢é d’une proposition et affirme le caractére
vérifonctionnel’* de son systéme qu’il compléte en introduisant des propositions primitives
qui représentent en quelque sorte des axiomes, comme chez Frege.
Russel introduit 1’implication universellement quantifiée entre fonctions propositionnelles,
qu’il appelle [’implication formelle. La quantification universelle notée « quel que soit x »
dans son ouvrage les Principes de la mathématique(1903), est remplacée par le symbole (x)

dans Les Principia Mathématica, ou le symbole 3x qui signifie « il existe un x » apparait.

*% Variable qui est liée au quantificateur universel.

3 Appelée encore variable libre.

%2 La valeur de vérité d’une proposition complexe dépend uniquement des propositions élémentaires
(inanalysables) qui la composent
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Par ailleurs, la contradictoire de la fonction propositionnelle symbolisée par ®@x est la fonction
notée — ®x, qui pour chaque valeur de x est vraie si @x ne I’est pas, et vice versa.

Russell insiste sur la nécessité de ne pas confondre I’énoncé (x) — ®x et I’énoncé — (x) Px,
seul le deuxieme exprimant la négation de I’énoncé (x) Px.

Ludwig WITTGENSTEIN (1921)*, dans le Tractatus logico-mathématica, construit un
systeme formel dont I’¢lément de base est la variable propositionnelle, et dans lequel il
n’introduit pas d’axiome. Il introduit deux principes : le principe de bivalence qui consiste en
ce que les variables propositionnelles peuvent prendre les valeurs de vérité Vrai ou Faux, et le
principe d’extentionalité ou de vérifonctionnalité. Il définit les différents connecteurs logiques
par leur table de vérité. Le principe d’extentionalité va lui permettre de déterminer la valeur
de vérité d’une proposition complexe. Ceci va conduire Wittgenstein a distinguer deux
catégories extrémes de propositions complexes : les tautologies qui sont vraies pour toute
distribution des valeurs de vérité des propositions ¢lémentaires, et les contradictions qui sont
fausses pour toute distribution des valeurs de vérité des propositions ¢lémentaires. Il peut
alors se passer d’axiome, puisque les théoremes de logique sont des tautologies. Dans le
systeme formel qu’il construit, les tautologies, plus particuliecrement celles du type P 2 Q ou
P et Q ne sont pas toutes les deux des propositions ¢lémentaires du systeme formel, jouent un
role important ; elles permettent de valider une inférence. Il marque bien dans le calcul
propositionnel qu’il construit, la différence entre vérité d’une proposition donnée dans une
interprétation et vérité d’une proposition dans le calcul des propositions, qui correspond a la
validité. Cette clarification entre vérité et validité, trés précise dans le calcul propositionnel
n’est pas faite dans le calcul des prédicats. Mais on sait que le calcul des propositions ne
permet pas de rendre compte de certaines situations en mathématiques.

TARSKI (1936a, 1936b, 1944)* : son projet était de construire une définition de la vérité
qui soit matériellement adéquate™ et formellement correcte. Son étude concerne les langages
des sciences déductives formalisées. Il introduit le concept de satisfaction d’une fonction
propositionnelle par un élément de ['univers du discours, ayant constat¢ que « les
propositions complexes ne sont pas des agrégats de propositions plus simples », mais « (...)
sont obtenues a partir des fonctions propositionnelles dont elles constituent des cas
particuliers ». Il illustre cette définition de la maniere suivante : « pour tout a, a satisfait la

fonction propositionnelle « x est blanc » si et seulement si a est blanc ». « Le concept de

** Voir Durand-Guerrier (2005)
** Voir Durand-Guerrier (2005)
%> Conforme 2 la réalité
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satisfaction proposé par Tarski fournit une méthode précieuse et efficace pour établir la vérité
des propositions obtenues a partir des fonctions propositionnelles, soit comme instance d’une
fonction propositionnelle, soit en liant toutes les variables libres par des quantificateurs »
(Durand-Guerrier, 2005, p. 20), ou méme en mélangeant les deux. Le concept de conséquence
logique étant au cceur de son travail, il en donne une définition sémantique en introduisant au
préalable le concept de modele. On retrouve ici le prolongement des travaux de Wittgeinstein
dans le Tractatus logico-mathématica : dans le calcul des propositions, la conséquence
logique se traduit structurellement par le fait que I’implication entre antécédent et conséquent
est une tautologie.

Willard V.O. QUINE (1950) : une grande partie de son ceuvre tend a ¢lucider le role et la
place de la logique dans la Philosophie et la Science. Dans son ouvrage Méthode de
logiques™® (1950), il précise que « le but le plus marquant de la logique, dans ses applications
a la science et au discours quotidien est la justification et la critique de I'inférence. La logique
se consacre pour une bonne part a la mise au point de techniques destinées a montrer qu’un
énoncé « suit logiquement », ou non, d’un autre » (cit¢ in Durand-Guerrier, 1996, p. 47). Dans
le calcul des propositions, Quine marque une distinction entre le conditionnel et I’'implication.
Le conditionnel s’exprime par ’utilisation de «si ..., alors ... » et est trait¢é comme une
fonction de vérité : le principe de vérifonctionnalité est respecté. Il définit I’implication ainsi :
S, et S, étant deux schémas vérifonctionnels®’, S; implique S, si et seulement si aucune
interprétation ne rend S; vrai et S, faux.

Les fonctions de vérité ne permettant pas de rendre compte de toutes les inférences, il
construit un systéme formel pour y remédier. Pour formaliser la notion de « terme », il
introduit comme Russell, des lettres de prédicat®® a une ou plusieurs variables. Dans son
systeme qui contient les deux quantificateurs, il définit les phrases ouvertes et les phrases
closes. Pour les phrases ouvertes, la notion de « vérité » qu’il introduit et qui correspond a la
notion de satisfaction d’'une formule ouverte par un objet de [’univers du discours, évoquée
pour la premiere fois par Tarski (1936a), est fondamentale. Cette notion permet d’établir des
inférences entre des instances des énoncés ouverts et leur cloture existentielle ou universelle.
Par ailleurs, le formalisme utilis¢é permet d’écrire les énoncés complexes comme une
combinaison des prédicats et des phrases entre eux, au moyen des fonctions de vérité. Quine

étend au calcul des prédicats la notion de validité, ce qui lui permet de définir I’implication et

%% Cet ouvrage est une synthése de ses travaux précédents.

*” Dans le systeme formel que Quine a défini, un schéma vérifonctionnel est une lettre D, q, etc... et toutes
leurs fonctions de vérité.

*® Russell les a appelés les fonctions propositionnelles, nom que Quine refuse d’utiliser.
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I’équivalence dans ce systeme. Le travail de Quine montre que la théorie de la quantification
et I'usage du symbolisme du calcul des prédicats aide a la clarification conceptuelle. Il va
étendre au calcul des prédicats la notion de validité, ce qui lui permet d’y définir les notions
d’implication et d’équivalence. Dans cette extension, la définition que Quine donne de
I’implication s’identifie a la définition de conséquence logique chez Tarski.

Chez tous ces auteurs, on voit émerger d’abord le concept de proposition, puis la
notion de vérité dans une interprétation donnée. Selon Durand-Guerrier (2005), ni Frege, ni
Russell n’ont établi une réelle distinction entre vérité dans une interprétation donnée et
validité qui correspond a la vérité dans un systeme formel. C’est Wittgenstein qui, a I’aide des
tautologies marque cette distinction. Ne pouvant prendre en compte certains énoncés dans le
calcul des propositions, ils introduisent la quantification. Russell ouvre la voie au calcul des
prédicats en introduisant les fonctions propositionnelles. La notion de satisfaction définie par
Tarski est reprise par Quine. Elle est fondamentale dans la construction du systeme formel de
ce dernier et permet une extension des fonctions de vérité au calcul des prédicats.

Le travail de ces auteurs s’inscrit dans la logique du premier ordre. Il existe aussi des logiques
d’ordre supérieur dans lesquelles on quantifie sur les prédicats alors qu’en logique du premier
ordre, on ne quantifie que sur les variables. Pour notre travail, nous nous limiterons a la
logique du premier ordre, compte tenu du niveau d’enseignement des mathématiques qui nous

ntéresse.

1.2. Lalogique du premier ordre

Notre objectif n’est pas de faire un cours sur la logique du premier ordre, mais de donner
quelques ¢léments fondamentaux qui permettent d’éclairer les concepts de la théorie et leur
utilisation. Ces explicitations vont contribuer a nourrir certains développements que nous

faisons dans la suite.

La logique du premier ordre contient deux systémes principaux :

- le calcul des propositions dans lequel la proposition est I’élément fondamental pour
exprimer une idée ;

- le calcul des prédicats qui est une extension du calcul propositionnel. On y introduit des
lettres qui sont des variables, des lettres de prédicat, les connecteurs logiques, et les

symboles des deux quantificateurs existentiel et universel. Les ¢léments fondamentaux
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sont les formules atomiques qui sont construites avec des lettres de prédicat et de

variables, et des termes.

1.2.1. Le calcul propositionnel
Une proposition est par définition, une entité linguistique qui est susceptible d’étre vraie ou

fausse. On la retrouve encore sous le terme d’énoncé (Quine, 1972), terme qui pour nous aura
le sens de phrase déclarative.

Exemples :

(P1) « Yaoundé¢ est la capitale du Cameroun » est une proposition varie ;

(P2) « La fonction partie enticre est une fonction paire » est une proposition fausse.

Dans le calcul des propositions, on utilise des lettres qui sont des variables et qui sont
interprétées par des propositions. A partir de ces lettres et des connecteurs logiques, on va
fabriquer de maniere récursive des formules. On introduit également dans ce systéme les
valeurs de vérité. La proposition élémentaire y est le plus petit composant, et seule est prise en
compte sa valeur de vérité. Les lettres de variables propositionnelles prennent soit la valeur
Vrai, soit la valeur Faux : c’est le principe de bivalence. Par ailleurs, la valeur de vérité d’une
proposition composée satisfait au principe de vérifonctionalité (compositionalité¢) qui veut
que, dés qu’on connait la valeur de vérité des propositions élémentaires, on connait la valeur
de vérité de I’énoncé global. Dans ce systéme, les tables de vérité donnent les possibilités de
distributions de valeurs de vérité. Le calcul propositionnel ainsi présenté est une version

héritée de Wittgenstein (1921).

Dans la suite, nous présentons les connecteurs logiques cités plus haut.

1.2.1.1.La négation
C’est un opérateur unaire —il s’applique a une proposition— qui échange les possibilités des

valeurs de vérité des propositions : une proposition vraie est changée en une proposition
fausse et une proposition fausse est changée en une proposition vraie. La négation recouvre

donc un aspect sémantique.

De plus, on a le principe suivant : la double négation appliquée a une proposition n’affecte

pas cette proposition.

On note —p (lire non p) la négation de la proposition p ; affirmer « non p » revient a affirmer

« il est faux que p ».

Table de vérité :
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Exemples :

(1) « 3 est un entier impair » a pour négation « 3 n’est pas un entier impair »
(2) « le losange ABCD a ses diagonales perpendiculaires » a pour négation « le losange
ABCD n’a pas ses diagonales perpendiculaires »
La négation de ces deux propositions qui sont des propositions singuliéres, coincide avec la
négation dans la grammaire francaise. Cela n’est pas le cas pour d’autres propositions comme

nous le verrons plus loin.

La négation des propositions complexes se construit de maniere récursive, a partir de la

négation des différents connecteurs.

1.2.1.2.L’implication
L’implication est une notion centrale en mathématiques, et particuliecrement dans le

raisonnement déductif.

Dans le calcul des propositions, c’est un connecteur binaire qui relie deux variables p et g
pour donner la formule notée p = q, qui modélise un énoncé conditionnel. On [’appelle
implication matérielle ou conditionnel matériel. p et g sont respectivement appelés antécédent
et conséquent. Une autre écriture de I’'implication p = g qu’on ne rencontre pratiquement pas

dans les manuels au programme est p D q.

Un tel énoncé n’est faux que dans le cas ou son antécédent est vrai et son conséquent est faux.
I1 est donc vrai dans les trois autres cas. La proposition (non p)ou q a la méme valeur de
vérité que p = q, pour toute interprétation des lettres de variable : on dit que les deux

formules sont logiquement équivalentes.

L’implication réciproque de p = q est g = p ; sa table de vérité est différente de celle de

I’implication directe.
Remarque :

On retrouve la notation de la réciproque de p = q ainsi : p < q.
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Table de vérité :

p q p=q nonp (nonp) ouq peEq
v v v F v v
v F F F F %
F v v v v F
F F v v v v

Pour les mémes distributions des valeurs de vérité, on constate bien par ce tableau que les

deux schémas propositionnels n’ont pas toujours la méme valeur de vérité.

On appelle contraposée de p = q, la formule non g = non p. p = q et sa contraposée ont la
méme table de vérité ; les deux formules sont logiquement équivalentes, comme le montre le

tableau qui suit.

P 0 non p non q nongq = nonp p=q
\% \% F F \% \%
\ F F \'% F F
F \% \% F \% \%
F F \% \% \% \%

Exemples : 7 désigne un intervalle ouvert de R et f une fonction numérique définie sur I.

(3) Si la fonction f est dérivable sur un intervalle I, alors elle est continue sur I.

(4) Si la fonction f est continue sur I, alors elle est dérivable sur I, est la réciproque de (3)

(5) Si la fonction f n’est pas continue sur I, alors elle n’est pas dérivable sur I, est la

contraposée de (3)

Dans le langage naturel (ou langage courant), I’implication qu’on retrouve sous la forme « si
..., alors... » n’engage généralement le locuteur que si I’antécédent est vrai. C’est ce que
Quine (1950) a appelé le conditionnel courant. L’utilisation de «si ..., alors... » dans le
langage courant peut induire chez les éléves la propriété-en-acte de causalité® (Deloustal-
Jorrand, 2000-2001) selon laquelle il y a un lien de causalité évident entre I’antécédent et le

conséquent. On n’envisage pas le cas ou I'antécédent pourrait étre faux. Ceci s’oppose au

¥« A = B n’a de raison d’étre que lorsque A et B ont un lien de causalité (évident) entre elles », A et B étant
des propositions.
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principe de compositionalité, principe théorique en désaccord le plus souvent avec le sens
commun, et qui permet d’attribuer une valeur de vérit¢é a un énoncé conditionnel dont

I’antécédent et le conséquent n’ont aucun lien sémantique.

Une autre notion de I’implication qu’on rencontre dans le calcul des propositions est
I’implication au sens de Quine (1950). Elle est de la forme P = Q ou P et Q sont deux
formules du calcul des propositions. Le conditionnel obtenu est une tautologie, c'est-a-dire,
une proposition vraie pour toute interprétation des variables. Ces implications sont associées
aux régles d’inférences. Par exemple, [p et (p = q)] = q est une implication au sens de

Quine qui est associ¢ a la régle du Modus Ponens.

Il est essentiel de faire la distinction entre affirmer une implication p = q et faire une
déduction a partir d’'une implication affirmée. En effet, la vérité de p = g ne donne aucune
information sur la valeur de vérité de p et de ¢, ce qui n’est pas le cas pour une inférence faite
a partir d’une implication ou la vérité de p permet de déduire celle de ¢, et ou la fausseté de ¢

permet de déduire celle de p.

Une notion proche de I'implication qui est souvent a ’origine de nombreuses erreurs de

raisonnement est I’équivalence.

1.2.1.3.L’équivalence
Elle relie deux lettres de proposition p et g pour former la formule p & q qui est vraie

lorsque p et q ont la méme valeur de vérité, et fausse lorsque les valeurs de vérité sont

différentes. On dit que ces propositions sont équivalentes.

L’équivalence est logiquement équivalente a la conjonction d’une implication et de sa
réciproque : autrement dit dans le systeéme formel, p © g a la méme table de vérité que

((p = q) et (g = p)), d’ou son autre appellation bi-implication.
Affirmer p & q revient a dire que ’antécédent et le conséquent ont la méme valeur de vérité.

Table de vérité

p 0 peq
v % %
v F F
F v F
F F %
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1.2.1.4.Implication, équivalence et régles d’inférence.
Lorsqu’une implication n’est pas une équivalence, on ne peut mettre en ceuvre que deux

régles d’inférence :

- le Modus Ponens ou régle du détachement : de p = q et de p vrais, on déduit la vérité

de g ;

- le Modus Tollens : de p = g vrai et de ¢ faux, on déduit la fausseté de p.
De p = q vrai et g vrai, on ne peut rien déduire pour p, et de p = q vrai et p faux, on ne peut
rien déduire pour g.
Par contre, avec 1’équivalence, on peut faire les quatre inférences suivantes :

- dep © q etp vrais, on conclut que g est vrai;

- dep © q et g vrais, on conclut qu’on a p vrai;

- dep © q et nonp vrais, on conclut qu’on a non q vrai;

- dep © q et non q vrais, on conclut qu’on a non p vrai.
Il faut remarquer que certaines inférences ne peuvent s’exprimer a ’aide des modéles
précédents. C’est par exemple le cas de « P(a) = 3x,P(x) » dont I’écriture utilise un
quantificateur et une fonction propositionnelle. P(a) est une proposition, ce qui n’est pas vrai
pour P(x).
1.2.1.5.Insuffisance du calcul des propositions
En mathématiques, on rencontrer des phrases telles que :

(6) Certains entiers naturels sont pairs.

(7) Tous les entiers naturels sont pairs.
Ces phrases sont des propositions respectivement vraie et fausse. Elles contiennent pour I’une
le quantificateur existentiel « certains », et pour 1’autre le quantificateur universel « tous ».
Ces quantificateurs ne rentrant pas dans I’alphabet du calcul propositionnel, ces phrases sont

prises dans ce systeme comme des entités.

Par ailleurs, la négation mathématique de la phrase (7) est : « i/ existe des entiers naturels qui
ne sont pas pairs » (8). La formalisation de cette derniére phrase est —p, ou p est interprété
par I’énoncé (7). Cette formalisation ne permet pas de rendre compte du changement de
quantificateur lorsqu’on passe de 1’énoncé (7) a I’énoncé (8), et a fortiori, de la structure de
ces deux phrases ; on ne peut donc pas les analyser. Nous convenons avec Durand-Guerrier

(1996) que :

« Le fait que le calcul des propositions soit un systéme complet possédant une procédure de

décision pour les tautologies fait sa force, mais aussi, on I’a vu, sa faiblesse, puisque le prix a
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payer pour cette efficacité est I’extréme pauvreté des énoncés qu’il peut produire et partant des
situations qu’il permet de formaliser. La richesse des mathématiques rend donc nécessaire 1’usage

d’une théorie plus élaborée, en 1’occurrence le calcul des prédicats. (op. cit. p. 65)

Pour renforcer notre thése selon laquelle la logique propositionnelle ne suffit pas pour
analyser le discours mathématique, nous présentons une analyse d’une démonstration (D)
erronée du théoréme des accroissements finis généralisés, issue de [Darticle intitulé
« Méthodes de raisonnement et leurs modélisations logiques. Spécificité de [’analyse. Quelles
implications didactiques ? », dont les auteurs sont Viviane Durand-Guerrier et Gilbert Arsac.
Cet article est publi¢ dans la revue Recherches en Didactiques des Mathématiques (RDM),
volume 23, n°3, pp295-342 de I’année 2003*.

L’¢énoncé du théoréme généralis€é est précédé de 1’énoncé du théoréme wusuel des
accroissements finis :

Théoréme des accroissements finis :

Etant donnés deux réels a et b tels que a < b et une fonction numérique f définie sur
I’intervalle fermé [a;b], si f est continue sur I’intervalle fermé [a; b] et dérivable sur
I’intervalle ouvert |a; b[, alors il existe un réel ¢ dans 'intervalle ]a; b[ tel que

fb) = fla) =B —-a)f'(c)

Théoreme des accroissements finis généralisé :

Etant donnés deux réels a et b tels que a < b et deux fonctions numériques f et g définies
et continues sur l’intervalle fermé [a; b], dérivables sur l’intervalle ouvert |a;b[, si la
dérivée g’ de la fonction g ne s’annule pas sur Iintervalle ]a; b[, alors il existe un réel ¢

f-f@ _ '@
[O-7@ _1© 0
s-g@ ~ g P2

dans ]a; b[, tel que
D’apres les auteurs, la démonstration fréquemment rencontrée chez les étudiants en DEUG
scientifique de premicre année, consiste a déduire le deuxieme théoréme du premier de la

facon suivante :

(D) « La fonction f* vérifie les conditions d’application du théoréme des accroissements finis,
donc il existe ¢ dans ]a; b[ tel que f'(c)(b—a) = f(b) — f(a). De méme, g vérifie les
conditions d’application du théoréme des accroissements finis, donc il existe ¢ dans ]a; b[ tel
que g'(c)(b—a) = g(b) — g(a). Comme g’ ne s’annule pas sur |a; b[, g’'(c) # 0 et donc
g(b) — g(a) # 0. On peut donc faire le quotient des deux égalités, on obtient I’égalité

cherchée. »

Comme le disent les auteurs, cette démonstration est fausse du fait du choix de ¢ qui est le

méme pour la fonction f et pour la fonction g. Ils proposent en contre-exemple deux

4 . . . .
% Nous en faisons une revue dans le chapitre qui suit
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fonctions, les fonctions qui a x associent respectivement x? et sinx. En se placant dans
I’intervalle [—% ; %], les calculs mettent en évidence 1I’impossibilité de choisir le méme point

c. L’analyse de cette démonstration a I’aide du modele de Raymond Duval (1993) montre que
les différents théoremes, explicites et implicites, sont utilisés correctement ; la non validité ne
dépend pas d’une mauvaise application du Modus Ponens. Les auteurs proposent d’analyser

I’erreur sous deux points de vue :

du premier point de vue, ils consideérent que la démonstration est, comme en géométrie, une
démonstration sur un exemple générique constitué ici du couple de deux fonctions fet g, mais
il faut ajouter aux considérations de Duval une régle de manipulation des variables ; quand on
applique un énoncé du type « quel que soit a, il existe b... », il faut ajouter que b « dépend »
de a. Cela signifie concrétement que dans la démonstration, on doit préciser la dépendance de
la variable ¢ aux fonctions fet g ; ¢ qui depend de f est not€ ¢¢ et ¢ qui dépend de g est note
cg. De ce point de vue, pour les auteurs, on étudie de fagon empirique les regles de

fonctionnement des démonstrations concrétement mises en ceuvre en mathématiques.

Du deuxieme point de vue, la démonstration est interprétée dans le calcul des prédicats. On

utilise un modele théorique pour rendre compte de la pratique précédente.

Pour les auteurs, de ce point de vue, ’erreur consiste a utiliser une lettre de variable liée
comme s’il s’agissait d’un nom d’objet. Ceci revient a faire I'impasse sémantique sur
I’inférence associée a la régle d’instanciation existentielle, et a ce moment, a ne pas respecter
les restrictions correspondantes sur les noms d’objet, a savoir qu’une lettre utilisée pour une
instance d’un énoncé existentiel ne peut pas €tre utilisée pour un autre objet. On doit donc
déduire une instanciation de ¢ pour f avec une lettre et une instanciation de ¢ pour g avec une

autre lettre, ¢’est-a-dire que de :
« il existe ¢ dans |a; b[ tel que f'(c)(b — a) = f(b) — f(a) »,
on a par instanciation existentielle de c :
f'(er)(a=b) = f(a) = f(b)
et,de :
« il existe ¢ dans |a; b[ tel que g'(c)(b — a) = g(b) — g(a) »
on a par instanciation existentielle de c :
9'(cy)(a—b) = g(a) - g(b)
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On obtient alors 1’égalité de deux quotients, mais cela ne prouve pas le résultat cherché.

Cette analyse met en évidence la place cruciale qui est celle de la quantification existentielle
et des instantiations dans la démonstration, et qui ne rentre pas dans le calcul des propositions.
Pour une pratique correcte de I’activité mathématique, on est obligé de sortir du cadre du
calcul propositionnel et d’introduire le calcul des prédicats qui est une extension du calcul des
propositions et qui permet de prendre en compte les phénomenes de quantification (Durand-

Guerrier & Arsac 2003)

1.2.2. Le calcul des prédicats

« Le calcul des prédicats est en quelque sorte la premicre ¢étape de la formalisation de

I’activité mathématique » (Cori & Lascar, 2003).
Pour développer cette partie, nous nous appuyons sur Durand-Guerrier & al., (2000).

Dans le calcul des prédicats, les objets sont appelés les termes. Ils sont modélisés par
des lettres de variables. On y introduit des lettres appelées prédicats pour écrire certaines
propriétés et les relations entre ces objets, les connecteurs logiques, les parentheses et les
symboles des deux quantificateurs existentiel et universel. Les ¢léments fondamentaux sont
les formules atomiques qui sont construites avec une lettre de prédicat, et une ou des lettres de

variables, pour €crire certaines propriétés d’objets et des relations entre objets.

1.2.2.1.Les fonctions propositionnelles
Une fonction propositionnelle ou encore un prédicat modélise une propriété d’objets ou une

relation entre des objets, selon le nombre de variables qu’on peut lui assigner.

Les prédicats a une place ou prédicats unaires modélisent des propriétés d’objets : étre
pair, étre un diviseur de 12 pour des nombres entiers, étre une fonction croissante, sont des
interprétations d’un prédicat unaire. En assignant une variable a un prédicat unaire P, on
obtient une formule atomique dont la formulation logique est p(x), et qui s’interpréte dans un
domaine donné par une phrase ouverte. « x est pair », « x est un diviseur de 12 », « f est une
fonction croissante » sont des phrases ouvertes. x et f sont appelés des variables libres.

Une phrase ouverte n’a pas de valeur de vérité. A partir d’une phrase ouverte, on obtient une
proposition singuliére par instantiation de la variable par un élément du domaine. Par

exemple : 3 est pair, La fonction partie entiere est une fonction croissante,sont des

propositions singuliéres. Lorsque la proposition obtenue par assignation d’un objet a une
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variable est vraie, on dit que I’objet satisfait la phrase ouverte ; sinon, on dit qu’il ne la
satisfait pas.

Les prédicats a deux places ou plus modélisent des relations. Ce sont des prédicats n-aires
(n = 2) ou polyadiques ; ils s’appliquent a plusieurs objets. Par exemple, étre inférieur ou
égal a, étre paralléle a, sont modélisés par des prédicats binaires ; étre compris entre ... et ...
est modélisé par un prédicat ternaire. Lorsqu’on assigne n variables a un prédicat n-aire, on
obtient une formule atomique qui est interprétée par une phrase ouverte. Pour un prédicat a
deux places, on a une formulation logique R(x,y). C’est le cas par exemple de «x est
inférieur ou égal a y ». Si on attribut un objet a I'une des variables x ou y, on obtient une
propriété, puisqu’il n’y aura plus qu’une seule variable libre. « étre inférieur ou égal a 2 » est
obtenue en assignant a y la valeur 2. Lorsqu’on assigne n (n = 2) objets a un prédicat n-aire,
on obtient une proposition : La droite (D) est paralléle a la droite (D’) ; 3,5 est compris entre

Jet4.

Parmi les phrases ouvertes, certaines sont vraies de tous les objets de ['univers du
discours, comme par exemple la phrase ouverte « Q a des diagonales perpendiculaire », qui
est vraie de tous les losanges. D’autres sont fausses de tous les objets de 'univers du discours,
par exemple : Q est un quadrilatere, 'univers du discours étant I’ensemble des triangles du
plan. D’autres enfin sont vraies pour certain(s) objet(s) et fausses pour d’autre(s), comme par
exemple Q est un carré, dans l'univers des quadrilateres. Pour rendre compte de ces
différences, on introduit la quantification qui est une formalisation de la notion de quantité

dans le langage courant.

1.2.2.2.La quantification

Dans le langage du calcul des prédicats standard, il existe deux quantificateurs : le
quantificateur universel noté V dont la signification dans la langue parlée est fous, et le
quantificateur existentiel noté 3 dont la signification dans la langue parlée est il existe au

moins un.

Plusieurs autres mots et expressions de la langue parlée expriment la notion de quantité :
pour tout, quel que soit, chaque, qui sont synonymes de tous , certains, plusieurs qui sont
synonymes de il existe au moins un, puis, il existe un unique, aucun, qui ne sont pas

modélisés, mais se traduisent par des formules complexes. Par exemple, Aucun x n’a la

propriété p se reformule en Vx, —p(x) ; il existe un unique x qui a la proprieté p(x) se
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reformule en 3x, [(p(x) AVy,p(y)) = (x = y)]. Dans le langage courant, le mot un(e) est
tres utilisé. Il rentre dans le groupe de déterminants que F. Corblin (1996), dans I’article « Les
indéfinis : variables et quantificateurs » extrait du site Perseé”', appelle les indéfinis au sens

étroit. Il en donne plusieurs interprétations :

- dans le cadre de la logique des prédicats, il cite Russell qui donne la traduction
canonique du mot anglais a par le quantificateur existentiel ;

- dans le cadre de la Théorie de la Quantification Généralisée (TQG), il est considéré
comme un quantificateur universel ;

- dans la Théorie des représentations du discours (DRT), un introduit une variable

d’individu, c’est-a-dire, un générique.

Etant donné un domaine d’interprétation, le quantificateur universel transforme une
phrase ouverte en une proposition vraie lorsque tous les objets de I'univers du discours
satisfont la phrase ouverte, sinon, la proposition est fausse. Une formalisation d’un énoncé
universellement quantifié est « Vx,P(x)» ou x est une variable et P une fonction

propositionnelle.
Tous les losanges ont des diagonales perpendiculaires est une proposition vraie.

Tous les quadrilateres ont des diagonales perpendiculaires est une proposition fausse lorsque
I’univers du discours est ’ensemble des quadrilatéres. En effet, un rectangle qui n’est pas un
carré n’a pas ses diagonales perpendiculaires. 11 ne satisfait donc pas la phrase ouverte Q a des

diagonales perpendiculaires.

Un énoncé universellement quantifié est faux dés qu’il existe une instance de la phrase

ouverte qui est fausse. Il se peut dans certains cas, que toutes les instances soient fausses.

Tous les triangles sont des quadrilateres est une proposition fausse. La phrase ouverte n’est

satisfaite par aucun ¢lément de I'univers du discours.

La prise en compte du domaine de quantification est essentielle pour déterminer la valeur de

vérité d’un énoncé quantifié.

“ www://.persee.
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Tous les losanges sont des carrés est une proposition fausse dans I’ensemble des
quadrilatéres. En effet la figure qui suit est un losange qui n’est pas un carré ; elle est un

contre-exemple :

Si par contre notre univers du discours est ’ensemble des rectangles, la proposition est vraie.

Le quantificateur existentiel, quant a lui, transforme une phrase ouverte en une
proposition vraie si au moins un ¢lément de 1'univers du discours satisfait la phrase ouverte.
Dans le cas ou aucun objet de l'univers du discours ne satisfait la phrase ouverte, la
proposition est fausse. Une formalisation d’un énoncé existentiel est « 3x, P(x) » ou P et x

sont définis comme précédemment.

Les propositions il existe au moins un losange dont les diagonales sont perpendiculaires, et il
existe au moins un losange qui est un carré sont des propositions vraies, la premiere dans tout
univers contenant au moins un losange, et la deuxiéme, dans tout univers contenant au moins

un carré. Elles sont fausses sinon.

Il faut signaler que dans le langage courant, le quantificateur existentiel n’est pas souvent
explicité. Pour traduire une phrase donnée dans le langage courant dans le langage du calcul
des prédicats, on est amené a éclaircir son sens. C’est le cas par exemple de la phrase « Tout
nombre entier supérieur ou ¢égal a 2 a un diviseur premier », ou n’apparait pas le

quantificateur existentiel. Cette phrase se formalise ainsi :

vn,((mMeN)A(n=2))=3p,P(p) A(p/n) ), P étant le prédicat « étre premier ».

Tant pour la quantification universelle qu’existentielle, on voit I’importance de 1’'univers du

discours sur lequel porte cette quantification.

On peut a partir des formules atomiques, des connecteurs logiques et des
quantificateurs, construire des énoncés complexes. Mais la détermination de la valeur de
vérité de ces énoncés n’obéit plus pour la plupart, au principe de vérifonctionnalité comme
c’était le cas dans le calcul des propositions, du fait que dans le calcul des prédicats, « les

propositions complexes ne sont pas des agrégats de propositions plus simples » (Tarski,
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1950,1972). En effet, beaucoup d’énoncés complexes sont constitués d’énoncés imbriqués les

uns dans les autres, comme le montre cet exemple :
ViVa[(Vu (F(u, a) = G(f, u, a)) =H(f, a)], ou F, G et H sont des relations.

C’est la notion de satisfaction qui va permettre d’étendre les connecteurs logiques
propositionnels au calcul des prédicats, qui de ce fait est vu comme une extension du calcul

des propositions.

1.2.2.3.La négation
Dans le calcul des prédicats, la négation d’une fonction propositionnelle transforme

une phrase ouverte en une phrase ouverte qui est satisfaite par les objets qui ne satisfont pas la
premiere. Par exemple, la négation de « n est un nombre premier » (a) est « n n’est pas un
nombre premier » (b). L entier naturel 3 satisfait la phrase (a), et ne satisfait pas (b), alors que
8 satisfait (b), mais ne satisfait pas (a). Les énoncés quantifiés qui sont des propositions sont
des clotures de phrases ouvertes. On peut donc leur appliquer I’opérateur négation, comme

nous le voyons dans la suite.
La négation des énoncés universellement quantifiés
On considere la proposition suivante : « tous le nombres premiers sont pairs » (1).

Dans la langue naturelle, pour nier cette proposition, on va faire porter la négation sur le
verbe. On obtient « tous les nombres premiers ne sont pas pairs », dont I’interprétation selon
la norme linguistique francaise standard* est « certains nombres premiers ne sont pas pairs »
(2). Dans l’'usage courant, il arrive qu’on rencontre 1’interprétation « aucun nombre premier
n’est pair » (3). Etant donné que la négation en mathématiques doit échanger les valeurs de
vérit¢ des propositions, la négation en mathématiques de (1) est 1’énoncé (2) qui est
paraphrasé par « il est faux que tous les nombres premiers sont pairs » et dont la formulation
d’Aristote est « quelque nombre premier n’est pas pair » (4). En mathématiques, d’une
maniére générale, on n’utilise pas cette formulation, on la remplace par la formulation
explicite « il existe au moins un nombre premier qui n’est pas pair » (5), ce qui est en accord
avec la syntaxe logique. Ben Kilani (2005) montre que, malgré cela, les éléves utilisent

essentiellement la forme en fous ... ne ... pas... qui est ambigiie.

*2 \oir Fuchs (1996)
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Nier un énoncé universellement quantifi¢ revient a faire porter la négation sur le verbe et
changer le quantificateur universel en quantificateur existentiel ; « certains » dans (2) ou

« quelque » dans (4).

On a alors la formule : = (Vx F(x)) = 3x (= F(x))* ou = est le signe de I’équivalence
logique dans le calcul des prédicats, et — I’expression de la négation. Cette formule a trés bien
¢té précisée par Russel, qui attire I’attention du lecteur sur une erreur assez récurrente qui
consiste a penser que la négation de « Vx, f(x) » est « Vx, non f(x) », alors que c’est plutot

« 3x, non f(x) » (Durand-Guerrier, 2005).

A cette équivalence logique on associe la régle du contre-exemple. En effet, pour montrer
qu’un énoncé universellement quantifi¢ est faux, il suffit d’exhiber un objet de I'univers du
discours dont I’assignation a la phrase ouverte donne une proposition fausse. Cela renvoie a
I’articulation entre les aspects syntaxique et sémantique qui est a ’ceuvre dans la logique du

premier ordre.
La négation des énoncés existentiels

Lorsqu’on demande de nier la proposition « Certains nombres impairs sont premiers »
(a), ’application de la régle de grammaire qui consiste a faire porter la négation sur le verbe
conduit a « certains nombres impairs ne sont pas premiers» (b), qui n’est pas la négation de

(a) puisque les deux phrases peuvent étre simultanément vraies.

Si on fait porter la négation sur le verbe et que ’on change le quantificateur existentiel en

quantificateur universel, on obtient « Tous les nombres impairs ne sont pas premiers » (c).
Seulement, comme nous le disions précédemment, cette formulation est ambigué.

Si nous revenons alors a la proposition (a) que nous faisons précéder par I’expression « il est
. 4 . 44 . \ 7 . .
faux que », qui marque la négation totale™ et qui correspond a la négation en logique on

obtient :
« 1l est faux que certains nombres impairs sont premiers » (a’) qu’on reformule en
« Aucun nombre impair n’est premier » (b’) qui est la forme standard en francais.

On peut également la reformuler en « Tous les nombres impairs sont non premiers » (c’), qui
est une forme non utilisée dans le langage courant et qui correspond a la forme logique de la

négation dans le langage des prédicats :

43 . . . .
En rappel, -p se lit « non p » qui est la négation de p.
o Négation appliquée a toute la phrase
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- (Elx, P(x)) = (Vx,—P(x))

’ . / / By o , . 4
La négation des énoncés quantifiés met en évidence deux types de négations™ dans la langue

francaise :

- la négation totale qui s’applique a la totalité de la phrase et qu’on peut introduire par
«1il est faux que ». Par exemple, « il est faut que certains nombres premiers sont
pairs » correspond a « Tous les nombres premiers sont non pairs (impair) »

- la négation partielle qui s’applique seulement au verbe et qui correspond a la négation
dans la grammaire francaise. Par exemple, « certains nombres premiers sont pairs » a
pour négation partielle « certains nombres entiers ne sont pas pairs ».

Nous reviendrons dessus lorsque nous ferons la revue des travaux de Ben Kilani.
Négation et contraire

Il est assez fréquent dans la classe de mathématiques, d’entendre les éleéves et les
¢tudiants parler de « contraire » lorsqu’il est question de négation. On retrouve également
cette appellation de la négation dans le manuel Transmath, programme 2000, Seconde, ou il
est écrit en encadré « Pourquoi le contraire de « f croissante» n’est pas «f

décroissante » ? » (in Durand-Guerrier, 2005, p.76).

Ces deux termes sont fréquemment utilisés comme des synonymes, pourtant ils ne désignent
pas la méme chose. Certes, le contraire marque une relation d’opposition entre des objets,
mais 1’opposition ici est beaucoup plus radicale que dans la négation. Pour les énoncés, on
parlera de contraire lorsqu’on a affaire a des énoncés universellement quantifiés. Par exemple,
les propositions « fous les hommes sont blancs/aucun homme n’est blancs », sont contraires
I’une de lautre ; c’est ce qu’Aristote a appelé la relation de contrariété. Cette opposition est
caractérisée par le fait que deux contraires ne peuvent étre vrais en méme temps, mais il est

possible qu’ils soient simultanément faux.

En mathématiques, il existe des couples dont I’opposition entre les termes est a la fois le
contraire et la négation. C’est le cas de (pair, impair) pour les nombres entiers, (continue,
discontinue) pour les fonctions numériques. Il n’en est pas de méme pour le couple
(croissante, décroissante) en ce qui concerne les fonctions ; une fonction peut n’étre ni
croissante, ni décroissante. On retrouve trés souvent 1’utilisation de ce dernier couple dans les
productions des ¢léves, et méme dans celles des étudiants ou 1’on peut lire : « comme la

fonction f n’est pas croissante, elle est décroissante », ce qui montre que ces derniers

** Voir Ben Kilani (2005)
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identifient décroissant a non-croissant. C’est également le cas pour ce qui concerne le couple
(paire, impaire) pour les fonctions, 1’identification (impaire, non paire) €tant renforcée par ce

qui se passe dans I’ensemble des entiers.

1.2.2.4.L’'implication
Une formule du type P(x) = Q(x), ou P et Q sont des prédicats est interprétée par

une phrase ouverte. Pour tout élément a de I'univers du discours, P(a) = Q(a) est une
implication matérielle. Elle n’est fausse que si P(a) est vraie et Q(a) est fausse. Dans les
autres cas elle est vraie. On dira alors que a satisfait la formule P(x) = Q(x). On définit ainsi
le connecteur = dans le calcul des prédicats a partir de I’implication matérielle, et on
I’appelle 'implication ouverte. Comme dans le calcul des propositions, on définit également
la contraposée de I’implication ouverte P(x) = Q(x), qui est la formule — Q(x) = — P(x).
C’est une implication ouverte qui est équivalente a la formule initiale.

La formule P(x) = Q(x) étant interprétée dans une structure par une phrase ouverte, on peut
la clore a I’aide du quantificateur universel ou existentiel.

On obtient pour la cloture universelle, la proposition Vx, P(x) = Q(x) appelée implication
formelle (Russel, 1903, 1910) ou faisceau de conditionnel (Quine, 1950, 1972). Cette
proposition est vraie lorsque pour chaque instance de x I’'implication matérielle obtenue est
vraie. On voit donc que pour définir I'implication formelle Vx,P(x) = Q(x), on doit
introduire chaque implication matérielle P(a) = Q(a), définie pour une certaine classe
d’objets. Durand-Guerrier (2003) dira que:

« Such implication is a particular case of the open sentence P(x) = Q(x), where x is a free
variable. An open sentence has no truth-value. This is at the heart of Tarski’s semantic
definition of truth (Tarski, 1944), and for us, the key to clarify the use of implication. The
open conditional is an extension of material implication, building the bridge between the
material implication and the generalized conditional: considering the domain D of the
objects, [...] while assigning an object a of D to the variable x, we obtain a material
implication; a is said to satisfy the open sentence if the material implication is true, if not, a
does not satisfy it. »*°

Il est a noter que les théorémes en mathématiques sont généralement donnés sous la forme

d’une implication formelle, mais le plus souvent, le quantificateur est omis. C’est le cas du

*® Une telle implication est un cas particulier de la phrase ouverte P(x) = Q(x), ol x est une variable libre.
Une phrase ouverte n’a pas de valeur de vérité. Ceci est au coeur de la théorie sémantique de la vérité de Tarski
(1944), et pour nous, la clé pour clarifier I'utilisation de I'implication. L'implication ouverte est une extension de
I'implication matérielle, qui est un pont entre I'implication matérielle et I'implication formelle : étant donné un
domaine d’objets D, en assignant un objet a de D a la variable x, on obtient une implication matérielle ; on dira
que a satisfait I'implication ouverte si I'implication matérielle est vraie, sinon, a ne la satisfait pas.
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théoréme suivant que nous avons relevé lors d’une observation de classe de Terminale
Scientifique :
Si I est un intervalle de R,
fune fonction continue sur I,
alorsVy € f(I),3x€l/ y = f(x)
Cette pratique experte ne permet pas toujours a I’é¢tudiant de faire la distinction entre une
phrase ouverte et sa cloture universelle.
Un autre probléme soulevé par I’implication est la distinction qui n’est pas toujours faite entre
démontrer un théoréme de la forme Vx, (P(x) = Q(x)), et montrer la vérité de I’énoncé
universel Vx, (P(x) = Q(x)).
D’apreés Quine, lorsqu’on a énoncé le théoréme Vx, (P(x) = Q(x)), la vérité de P(a) pour un
générique a n’est pas acquise, elle est juste posée ; on part de la vérité de P(a) et on conclut a
la vérité de Q(a). Par contre, montrer que Vx, (P(x) = Q(x)), est vrai, c’est montrer que
pour chaque instance a de x, a étant pris dans 1'univers du discours, P(a) = Q(a) est vrai.
Dans ce cas, les valeurs de vérité de P(a) et de Q(a) sont connues, car P(a) et Q(a) sont des
propositions.
L’implication formelle va générer deux regles fondamentales de déduction :
1- Sivx (P(x) = Q(x)) et P(a), alors Q(a) ;
2- SiVx (P(x) =3 Q(x)) et =Q(a), alors =P (a).
Une implication formelle étant vraie, on ne peut inférer que dans deux cas :
Si pour une instance a de x, P(a) est vrai, ou si =Q(a) est vrai. Pour le reste, on ne peut se
prononcer sans information supplémentaire.
En effet, pour définir I’implication formelle Vx (P(x) = Q(x)), on a besoin d’introduire
chaque implication matérielle P(a) = Q(a), pour a appartenant a une classe d’objets. Or
P(a) = Q(a) est une instance de I’implication ouverte P(x) = Q(x).
On définit également la cloture existentielle de P(x) = Q(x) qui est 3x, P(x) = Q(x). Elle
est vraie s’il existe un élément de I'univers du discours qui satisfait la formule P(x) = Q(x).
Cette forme est trés peu considérée car, dés qu’un ¢lément de 'univers du discours ne satisfait
pas P, I’énoncé 3x, P(x) = Q(x) est vrai.
Le traitement de I’implication, tels que les résultats de certains travaux —Legrand (1990),
Rogalski & Rogalski (2004), Durand-Guerrier (2005) —en didactique des mathématiques le

montrent, est problématique pour les étudiants.
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1.2.2.5.L’équivalence

L’équivalence ou bi-implication est comme les autres connecteurs logiques, étendue au calcul
des prédicats, du fait qu’elle se définit a I’aide de I'implication et de la conjonction. La
formule P(x) © Q(x) est interprétée par une phrase ouverte. De ce fait, on peut en définir la

cloture universelle, tout comme la cloture existentielle :

La cloture universelle est Vx, (P(x) © Q(x)) qui est vraie lorsque chaque instance de
la phrase ouverte P(x) < Q(x) est vraie. Elle est fausse s’il existe au moins une instance de
P(x) © Q(x) qui est fausse. On a quatre possibilités d’inférence lorsque Vx,P(x) © Q(x)

est vrai. Pour un élément a de 'univers du discours :

si P(a) est vrai, alors on peut conclure a Q(a) ;
s1 Q(a) est vrai, on peut conclure a P(a) ;

s1 —P(a) est vrai, on peut conclure a ~Q(a) ;

si —Q(a) est vrai, on peut conclure a —P(a).

La cloture existentielle est 3x, (P(x) © Q(x)), qui est vraie lorsqu’au moins une
instantiation de P(x) & Q(x) est vraie. En mathématiques, les interprétations de cette
formule ne sont pas trés fréquentes, contrairement a la cloture universelle qui est une forme

dans laquelle les théorémes sont exprimés.

Conclusion
A la suite d’un bréve synthése des travaux sur la logique ou nous avons parcouru

quelques ceuvres de certains auteurs contemporains, nous avons présenté quelques éléments
du calcul des propositions, a savoir, les concepts de négation, d’implication et d’équivalence,
puis des reégles d’inférence valides dans ce cadre. Nous avons, en nous appuyant sur des
travaux antérieurs, montré que le calcul propositionnel ne permettait pas de rendre compte de
certaines structures logiques, en ’occurrence les énoncés quantifiés. Nous avons défendu la

theése selon laquelle il est insuffisant pour analyser le discours mathématique.

La notion de satisfaction va permettre d’étendre les connecteurs logiques propositionnels au
calcul des prédicats, qui de ce fait est vu comme une extension du calcul des propositions. Le

calcul des prédicats se présente ainsi comme une théorie logique de référence qui nous permet

78



de rentrer au cceur de D’activité mathématique, du point de vue du langage, dans une

perspective didactique.

2. La complexité des concepts de logique dans I'usage en mathématiques
Introduction

Plusieurs études épistémologiques et didactiques (Durand-Guerrier (1996), Durand-Guerrier
& Arsac (2003), Chellougui (2004), Deloustal (2004), Ben Kilani (2005))*’, ont mis en
¢vidence d’une part, les difficultés d’émergence des concepts de logique au cours de I’histoire
et d’autre part, les difficultés d’appréhension de ces concepts par les étudiants. Ces travaux
ont également souligné des difficultés en lien avec la flexibilité de la langue naturelle, et pour
les contextes multilingues, avec les différences de structures grammaticales (Ben Kilani

(2005), Edmonds-Wathen et al. (a paraitre)).

2.1. Laquantification
Les difficultés liées a I'utilisation des quantificateurs sont bien réelles comme le montrent

Epp (1999), Deloustal-Jorrand (2003), Durand-Guerrier (2005), Chellougui (2004, 2009).
Nous illustrons notre propos par deux exemples tirés de la thése de doctorat de F. Chellougui
(2004). Le premier exemple est relatif aux énoncés contenant une quantification multiple et le
second présente le phénomene de quantification bornée.

Exemple 1 : Distinguer entre deux énoncés de la forme Vx, 3y, R(x,y) et 3y, Vx, R(x,y)
L’auteure ¢étudie le role de la quantification dans I’¢laboration effective d’un raisonnement
mathématique pour les étudiants de premicre année d’université. Elle a mis en place deux
expérimentations. A D’issue de la premiére, elle a recueilli des données qui ont fourni des
informations sur le maniement des quantificateurs, et leur utilisation par les étudiants dans les
raisonnements produits. Ces premieres informations €taient insuffisantes pour son travail,
mais lui a donné des pistes de recherche. Elle met en place une seconde expérimentation avec
6 bindmes d’étudiants de premicre année de la section Mathématiques- Informatique (MI,) de
I’université de Bizerte en Tunisie.

Dans cette seconde expérimentation, ’auteure a mené des entretiens guidés avec quelques
étudiants pour essayer de mieux comprendre les difficultés liées a ’appropriation de la notion
de borne supérieure. Au cours des entretiens, elle leur a demandé d’écrire la définition d’un
majorant. Dans chacun des bindmes, la définition a été donnée sous la forme de 1’énonceé
clos :

«Vx € A,AM € R, tel que x < M. On dit que M est un majorant. »

47 .
Nous ferons une revue de ces travaux dans le second chapitre.
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que l’auteure a qualifi¢ de « étrange définition d’'un objet majorant ». Ceci a conduit
I’expérimentatrice a engager un débat sur I’alternance des quantificateurs. Nous donnons et

commentons ci-dessous quelques extraits des échanges :

Bindéme 4 :
85.A38 : Ce n’est pas un majorant. Il faut il existe avant quel que soit, sinon c’est faux quand quel que
soit est avant il existe.
86.N31: On n’a pas vu ¢a dans le cours, pour nous c’est la méme chose. Mais ce n’est pas la méme

chose. Comment savoir il existe avant quel que soit ou quel que soit avant il existe ? »

L’étudiant A38 explicite le fait que changer ’ordre des quantificateurs change la signification
de la phrase. Pour ce dernier, la définition correcte est celle ou le quantificateur existentiel
vient avant le quantificateur universel, sinon, la définition d’un majorant est fausse.

L’¢tudiant N31 a la position qui est majoritaire chez les ¢tudiants, a savoir que
Vx,3y,P(x,y) et Ay, Vx, P(x,y), c’est la méme chose. D’un autre co6té, cet étudiant sait que
les deux formules n’ont pas la méme signification, mais le probléme du contrdle de ces
énoncés se pose : quand faut-il écrire « il existe ... tel que, quel que soit » et « quel que soit
..., il existe » 7 1l manifeste ici un appel a travailler la question. Par ailleurs, il dit n’avoir pas
vu dans le cours ces deux formulations. Ce n’est pas le point de vue de 1’auteure qui, dans son
travail a précisé que « les connaissances mathématiques supposées disponibles au moment de
I’expérimentation et la formulation des questions recouvrent essentiellement le cours fait par
I’enseignant » (p.206). Cela montre que si un cours de logique est donné en début d’année et

qu’il n’est pas entretenu, il ne sert pas aux étudiants.
Bindme 5 :
A la question qui lui est posée de savoir s’ils ont retenu quelque chose des quantificateurs :
112.M38 : Oui, on a utilisé les quantificateurs, mais pour la définition, j’ai oublié.
113.Int32 : B, pourquoi, ¢’est presque nouveau ?
114.B44 : Parce qu’au lycée on utilise toute 1’expression, tout le mot entier. Pour existe on écrit : il
existe. Pour quel que soit, on écrit : quel que soit.
C’est nouveau pour moi, la notation des symboles
115.M39 : Mais c’est pas ca le but d’écrire ou non les quantificateurs, le but ¢’est de les utiliser : parce ce
que si I’on change I’un par I’autre, tout sera changé. Comme pour la définition d’un majorant. (p.247)
L’intervention de M38 nous conforte dans la position selon laquelle, si I’enseignement d’un
concept n’est pas soutenu tout au long de I’année, il est fort probable que I’é¢tudiant en oublie
I’usage.
B44 pose le probleme de I’introduction brutale du formalisme a ['université. Dans le

secondaire, les quantificateurs sont écrits avec les mots de la langue, ce qui n’est plus le cas a
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I’université ou les symboles apparaissent. Cet étudiant, et d’autres avec lui sont désemparés

par cette pratique enseignante.

Dans sa réplique, M39 montre que, pour lui, ce n’est pas la forme (langue naturelle ou

symbole) des quantificateurs qui importe, mais leur usage : le concept doit étre opératoire

chez eux. D’autre part, il sait que I’inversion des quantificateurs va provoquer le changement

de signification de la phrase. Il y a une prise en compte explicite de la syntaxe et de la

sémantique.

Ce que nous retenons de ces extraits :

pour certains étudiants les énoncés des formes Vx, 3y, P(x,y) et 3y, Vx, P(x,y), c’est
la méme chose, et pour d’autres, c’est différent . Il se pose la question de la distinction
entre les deux écritures, c’est-a-dire, de la syntaxe dans 1’utilisation des symboles ;

les ¢étudiants manifestent le besoin d’un travail sur les quantificateurs : le travail en
cours de mathématiques sur la quantification est insuffisant, et ne leur permet pas de

faire la distinction entre les deux écritures ;

Dans son article qui porte en sous-titre « Un fragment d’expérience », Helena Siwek (1973)

avait pos¢ le probléme suivant :

« C’est le probléme de I'utilité et de I’efficacité de ce cours™ qui se pose maintenant ; en
particulier la question de savoir si I’introduction de notions fondamentales de logique et la
présentation de quelques lois logiques influencent essentiellement le raisonnement des

éléves. » (in Durand-Guerrier, 1996, p.122)

Les extraits ci-dessus nous amenent a faire ’hypothese que la réponse est non.

Exemple 2 : La quantification bornée

La quantification bornée est une pratique ordinaire de I’enseignant. Elle consiste en ce que,

lorsqu’on travaille dans un domaine U et qu’on veut exprimer une propriété P qui est vraie

dans un sous domaine D de U, on fait porter la quantification sur ce sous-domaine D.

Réciproquement, si on a une implication universellement quantifiée sur un domaine U, on

peut la quantifier sur ’ensemble D des objets qui vérifient I’antécédent : on a dans 1’'univers

U -

vx, (P(x) = Q(x)) (1)

qui va s’écrire en utilisant la quantification bornée :

Vx €D, Q(x) (2)

48 . . . . ey 247 N B
Il s’agit d’un cours de logique de 15 heures environ qui avait été donné a des éléves de classes non
différenciées de lycée.
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ouD = {x/x € U A P(x)}. L’implication dans (1) est vraie lorsqu’on instancie x par tous les
objets de I’ensemble D, et par tous les objets qui n’appartiennent pas a D.
La définition de la continuité ci-dessous est tirée d’un manuel d’analyse de premic¢re année
scientifique (Guégand & Gavini, 1995), a la page 108.

« 2.1 Définition : Soit I un intervallede R,a € I et f:]1 > R

On dit que f est continue en a si et seulement si f admet f(a) comme limite en a.

Dans le cas contraire’’, on dit que f est discontinue en a.

Explicitons cette définition :

f continue en a

oVe>0,3a>0,VxelLlx—al<a=|fx)—f(a)l<e (3)

oVe>0,3a>0VxelLlx—al<a=|f)—f(@l<e @

oVe>0,3a>0,vxelnfa—aa+allf(x)—fla)l<e G)»
Dans I’écriture (5) ’implication qui apparaissait en (3) et en (4) a disparu. Chellougui justifie
cette disparition par la pratique enseignante qui consiste a utiliser la quantification bornée, et
conclut que c’est la quantification bornée qui cache I’'implication.
En effet, la quantification bornée est présente en mathématique, mais absente dans le calcul
des prédicats. Par exemple 1’écriture mathématique Vx € A, F(x) se traduit dans le calcul des
prédicats par Vx, (A(x) = F(x)), ou A(x) est la propriété (x € A). C’est bien ce qui
explique le passage de (4) a (5).
Ce phénomene n’étant ni problématisé, ni explicite, il revient en général aux étudiants de le
prendre a leur charge.
Il faut noter que cette pratique a des effets sur la manipulation des énoncés conditionnels
universellement quantifiés. La tendance naturelle consiste en ce que, affirmer une implication
c’est affirmer son antécédent : lorsqu’on écrit « Vx € E, (P(x) = Q(x)) », on ne considére
que le cas ou ’antécédent est vrai. Ce phénomene permet d’une part d’expliciter I’apparition
et la disparition de I'implication, et d’autre part de travailler dans des situations ou

I’antécédent peut étre faux, dire « si P(x), alors Q(x) » ne garantit pas la vérité de P (x).

2.2. Lanégation
En francais, il ne se pose en général aucun probléme lorsqu’il s’agit de donner la

négation d’une proposition singuliére : la forme négative dans la grammaire frangaise et la
négation en mathématiques coincident : la négation de « 2 est un entier naturel pair » (1) est

« 2 n’est pas un entier naturel pair ». La régle de construction de la négation qui consiste a

49 , . . e s . . . . .
Il faut noter que c’est de la négation qu’il s’agit ici : « Si f n’est pas continue, on dit que f est discontinue ».
on utilise « le cas contraire » pour parler de la négation.
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appliquer « ne ... pas » sur le verbe, ne correspond plus a la négation mathématique pour des
énoncés quantifiés ou des €énoncés conditionnels.

Nous avons vu dans le cadre du calcul des prédicats, que la négation recouvre un aspect
sémantique et un aspect syntaxique. Le phénomeéne courant qu’on observe en mathématiques,
c’est que larticulation entre les deux aspects n’est pas travaillée le plus souvent. La négation
est un connecteur logique qui est utilisé tres tot. La plupart des enseignants font I’hypothese
que son usage n’est pas problématique.

Or, en frangais, 1'utilisation de la forme négative génere des ambiguités pour les énoncés
universellement quantifiés, et produit une réponse erronée pour les énoncés existentiels :

- la négation de « foutes les boules sont rouges » (2) est « il existe des boules qui ne
sont pas rouges ». L’utilisation de la forme négative pour nier (2) va donner « foutes
les boules ne sont pas rouges », énoncé qui dans la norme de la langue francaise
signifie « il existe des boules qui ne sont pas rouges », mais qui peut parfois étre
interprété par certains locuteurs dans le sens de « Aucune boule n’est rouge » ;

- la négation de « certaines entiers naturels sont pairs » (3) est « aucun entier naturel
n’est pair ». Si on utilise la forme négative pour nier (3), on obtient « certains entiers
naturels ne sont pas pairs », qui n’est pas sa né¢gation. C’est un énoncé qui est vrai,
tout comme le (3). Ici, le critére sémantique n’est pas respecté.

Un fait marquant en logique est que la négation d’un énoncé conditionnel est une
conjonction. L’antécédent n’est pas modifi¢ et on prend la négation du conséquent. Ainsi,
pour un énoncé conditionnel, la construction de la négation respecte une syntaxe qui n’est
donnée ni par la forme négative, ni par la syntaxe a ’ceuvre dans la construction de la
négation des énoncés quantifiés. Par exemple, la négation de P = Q est P A (=Q). Pour les
énoncés complexes, la construction de la négation est récursive, c’est par exemple le cas de
I’énoncé formel :

Vx, (p(x) = q(x)) dont la négation est Ax, (p(x) A (—q(x)).
Ces trois types d’énoncés renvoient 1I’étude de la négation a des types de taches bien distincts :
nier des énoncés singuliers, nier une propriété, nier une relation, nier des énoncés
conditionnels, nier des énoncés quantifiés, ou encore nier des énoncés plus complexes ou se
combinent a la fois plusieurs connecteurs logiques et la quantification. Cette étude est

développée dans Durand-Guerrier & Njomgang Ngansop (2009).
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La définition du concept de négation telle qu’elle est donnée en rappel en début d’année dans

le cours™, ne suffit pas a ’étudiant pour acquérir des compétences liées a ce concept.

2.3. L’'implication - L’équivalence
L’implication est au centre de toute activit¢ mathématique, elle est constitutive de la

substance méme des preuves et démonstrations, et au-dela, essentielle dans tout raisonnement
scientifique. Il en est de méme du concept d’équivalence encore appelé comme nous le

signalions dans le paragraphe sur le calcul des prédicats, bi-implication.

2.3.1. L’'implication
V. Durand-Guerrier (1996), dans une enquéte épistémologique, met bien en évidence la

multiplicité des notions recouvertes par le terme implication, a savoir, le conditionnel courant,
I’implication matérielle, I’implication formelle, le syllogisme, les regles d’inférence et les lois
logiques associées. Elle montre que « la notion d’implication est une notion riche, complexe
et polysémique ; les études des psychologues [...] tendent a prouver que I’acquisition des
compétences liées a cette notion n’est pas avérée, méme chez des sujets adultes » (p. 106).
Pour sa part, V. Deloustal-Jorrand (2004), dans sa thése de doctorat, montre qu’une bonne
appréhension et une bonne utilisation du concept d’implication passe par la connaissance et
I’¢établissement des liens entre le cadre de la logique formelle, le cadre ensembliste et le cadre
du raisonnement déductif’’. Elle fait ’hypothése que ce jeu de cadres (Douady, 1986) est
suffisant si on arrive a le mettre en application.
Selon Quine (1950), toutes les notions recouvertes par le terme implication ont leur
particularité dans leur traitement et leur usage. Durand-Guerrier (1996, 2003) a montré que
ces distinctions ont une pertinence didactique.
Nous proposons ci-dessous des exemples d’activité qui mettent en jeu certains de ces aspects.
Nous avons retenu quatre exercices™ a travers lesquels nous mettons en évidence quelques
difficultés que peuvent rencontrer les étudiants, dans le traitement de I’implication :

(1) Démontrer la propriété suivante :

Soit f une fonction continue sur un intervalle K.

*% Les rappels de logique qui sont faits en début d’année sont contenus dans le cours d’algébre. En analyse, le
travail qui est fait par I'enseignant sur la logique, consiste généralement en des rappels de méthodes de
démonstration d’une implication (voir analyse du polycopié de premiére année de licence au chapitre 3).

>! Nous préciserons de quoi il est question dans la revue des travaux sur I'implication.

>? Les items (1) et (2) ont été pris respectivement dans le manuel de terminale C (Mathématiques Terminale S,
collection CIAM), et les items (3) et (4) sont issus respectivement de Durand-Guerrier (2003), et Durand-
Guerrier (1996)
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S’il existe deux éléments a et b (a < b) de K tels que f(a) et f(b) sont de

signes contraires, alors [’équation f(x) = 0 admet au moins une solution

dans l'intervalle [a; b].

D’apres les auteurs, cette propriété est une conséquence du théoréme général

«le théoréme des valeurs intermédiaires ». Pour le traiter, on utilise le

théoréme général qui est une implication. Il s’agit d’identifier dans cette

propriété, ce qui a valeur d’antécédent pour le théoréme des valeurs

intermédiaires afin de pouvoir appliquer ce théoréme.
(2) Démontrer que :

(Q) « Si une fonction est dérivable sur un intervalle K de R, alors elle est continue
sur cet intervalle ».

On se place dans ’ensemble des fonctions numériques d’une variable réelle, définies
sur un intervalle de R contenant K.
Dans cet exercice, (Q) est un énoncé universellement quantifié dont la quantification
est implicite. Si on se place dans I'univers des fonctions numériques définies sur une
partic de R contenant I’intervalle K, son écriture formelle est : Vf,Dg(f) = Cx(f),
Dyet Ckétant les prédicats qui s’interpretent respectivement par étre dérivable sur K et
étre continu sur K. (Q) est une implication formelle, elle est vraie si chaque
instantiation de f par un objet de 1'univers du discours est une proposition vraie. Il est
possible que cette quantification ne soit pas repérée par les étudiants qui la verraient
plutét comme un générique dont I’écriture formelle est D(f) = C(f) et qui a la méme
structure que (P). Le traitement de cet exercice consiste a se donner un f générique, le
supposer dérivable®® et montrer qu’il est continu. On ne se soucie pas des fonctions g
non dérivables sur K car pour ces fonctions-la, I’implication matérielle Di(g) = Cx(g)
est vraie. C’est le mode de raisonnement qui, pour montrer que « A = B » est vrai,
consiste a supposer que A est vrai, et a démontrer que B est vrai sous 1’hypothése A.
C’est le mode de raisonnement qui correspond a I’introduction de I’implication.
I est habituel qu’on ne regarde pas le cas ot A est faux’" ; or, supposer que A est
vrai ne signifie pas que A est vrai. Cette habitude de ne considérer dans la
démonstration d’une implication, que le cas ou I’antécédent est vrai, développe

des connaissances-en-acte qui sont mises en défaut dans d’autres types de taches.

53 . \ N s . . . . N
Supposer vrai s'apparente tres souvent a déclarer vrai. On ne regarde pratiquement jamais le cas ou
I’'antécédent peu étre faux.
54 . ., .
Voir analyse manuel et polycopié, chapitre 3.
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Dans le cas ou A est faux, on a toujours A = B qui est vrai, de ce fait, pour A vrai
ou A faux, I'implication A = B est vraie.
(3) Donner I’ensemble des entiers naturels inférieurs ou égaux a 20 qui vérifient
la propriété (P) :
« Si x est pair, alors son successeur est premier. »
Cet exercice correspond a I’exercice 1 des questionnaires que nous avons
proposés aux ¢€leves et aux étudiants.
La tache demandée est inhabituelle ; on doit vérifier qu’une implication matérielle est
vraie ou fausse. (P) est une implication ouverte dont I’écriture formelle est
P(x) = Q(x)
ou P est le prédicat qui s’interprete par étre pair, et Q le prédicat qui s’interpréte par
avoir son successeur premier. Cet exercice consiste en I’évaluation des implications
matérielles obtenues par instantiation de x par des valeurs comprises entre 0 et 20. Il
faut donc connaitre les régles de vérité d’une implication matérielle.
Nous en ferons une analyse approfondie au chapitre 8
(4) Dans ce qui suit, (u,,) désigne une suite définie par récurrence sous la forme
«Upe1 = f(uy) », ou f est une fonction continue sur R. On a alors le résultat
suivant :
« Si la suite (u,) est convergente, alors sa limite est solution de I’équation f{x)=x »
Que peut-on dire au sujet de la convergence de la suite (u,,) si:
a. L’équation « f(x)=x » n’a pas de solution
b. L’équation « f{x)=x » a au moins une solution.
Que peut-on dire au sujet des solutions éventuelles de 1I’équation « f(x)=x » si :
c. Lasuite (u,) estconvergente
d. La suite (u,) n’est pas convergente
Cet exercice figure «également dans nos questionnaires (n°6 pour le questionnaire
¢tudiants, et n°5 dans le questionnaire adressé aux éleves). Il est relatif aux regles
d’inférence, en particulier le Modus Ponens et le Modus Tollens, et renvoie a la
question de savoir quelles inférences sont permises.
Ces quatre exercices montrent bien quatre traitements différents de 1’implication. Dans le
premier exercice, il faut identifier un antécédent pour appliquer un théoréeme général dont la
structure logique est une implication ; dans le deuxieéme, on a une implication formelle dont le

traitement fait appel a des connaissances mathématiques ; dans le troisieme exercice, on a une
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implication ouverte dont le traitement nécessite le recours a I’implication matérielle : on est
ainsi renvoyé a I'implication dans le cadre de la logique propositionnelle. Enfin dans le
dernier item, on a le traitement de I’implication en relation avec les regles d’inférence
permises. Ceci permet de travailler sur la distinction entre « implication vraie dont la
réciproque est fausse » et « équivalence vraie ». Pour le dernier cas, I’implication est utilisée

dans le cadre du raisonnement déductif.

2.3.2. L'implication et I'équivalence
Dans la classe de mathématiques, il est habituel de séparer les équivalences en deux

implications, adoptant le point de vue syntaxique « bi-implication ». En France, ceci a été une
recommandation des programmes de college jusqu’a la fin des années 2000. Dans les
programmes actuels en France, il est demandé¢ d’introduire le théoréme de Pythagore comme
une propri¢té caractéristique, c’est-a-dire, sous la forme d’une équivalence.

Au Cameroun, la recommandation officielle veut que le théoréme de Pythagore soit énoncé en
deux phases : le théoréme direct et sa réciproque’” :

« Trangle rectangle i _
- Propriété de Pythagore: theéoremes direct
et réciproque.

- 28 S

avec en commentaire :

distance (choisir les données pour ne pas avoir de
probleme de radical). |
Utiliser la réciproque pour justifier qu'un triangle |
est rectangle.

l- Utiliser la propriété de Pythagore pour caiculer une

Cette pratique ne favorise pas une bonne appropriation de la distinction entre une implication
et une équivalence.

Cette difficulté¢ a faire la distinction entre ces deux notions est renforcée par les pratiques
ordinaires comme dans les exemples ci-dessous :

Exemple 1 :

Considérons le théoreme selon lequel « foute fonction dérivable en un point a de son
ensemble de définition est continue en ce point ». Le seul exemple dans I’enseignement
secondaire, de fonction continue et non dérivable, ¢’est-a-dire qui met en défaut la réciproque,
est la fonction valeur absolue. Les fonctions qui sont données aux ¢€leéves sont en général
continues et dérivables, et de plus, I’é¢tude de la continuité vient avant celle de la dérivabilité

de la fonction. La dérivabilité n’est pas étudiée en les points ou la fonction n’est pas continue.

>> Contenu dans le « Programme de mathématiques de I'enseignement secondaire général » mis en place a la
rentrée scolaire 1994/1995.
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Ce qu’on n’explicite pas, c’est que, si la fonction n’est pas continue en a, alors elle n’est pas
dérivable en a, contraposée du théoréme sus-cité. Cela reste du domaine de I’'implicite.
Dans le plan d’étude d’une fonction d’un cours auquel nous avons assisté, on demande
d’étudier la continuité puis la dérivabilité ; dans les exercices™® qui portent sur 1’étude des
fonctions numériques, il est écrit :

« étudier la continuité et la dérivabilité de f »

Ainsi, les ¢leves commencent par étudier la continuité de la fonction, puis la dérivabilité en
les points ou la fonction est continue. On retrouve ici une pratique opératoire dont la forme
prédicative est celle de la contraposée.

Par ailleurs, les fonctions ¢tudiées la plupart du temps sont dérivables en les points ou la
fonction est continue. Ce plan d’étude des fonctions peut contribuer a installer chez les éléves,
la réciproque de ce théoréme comme un énoncé vrai.

Le théoreéme ci-dessus est un bon candidat pour I’explicitation des régles d’inférence :

- du point de vue de I’énonce direct, pour étudier la continuité, on étudie la dérivabilité.
Si la fonction est dérivable, alors elle est continue, sinon, on ne peut rien dire de la
continuité, on est amené a 1’étudier ;

- du point de vue de la contraposée, si la fonction n’est pas continue, alors, elle n’est pas
dérivable ; si elle est continue, on ne peut rien dire de la dérivabilité, on est donc
amené a I’¢étudier.

De ces deux points de vue, I’étude de la continuité se ferait dans les cas ou la fonction n’est
pas dérivable, et celle de la dérivabilité, lorsqu’on sait que la fonction est continue ; la
continuité est une condition nécessaire a la dérivabilité, elle n’est pas suffisante.

Exemple 2 : On considére dans I’exercice (3) ci-dessus I’énoncé, () « Si la suite (u,) est
convergente, alors sa limite est solution de I’équation f(x)=x ». A la question de savoir ce
qu’on peut dire au sujet de la convergence de la suite (u,,) lorsque 1’équation « f{x)=x » a au
moins une solution, Durand-Guerrier (2003) au cours d’une expérimentation avec des
¢tudiants a obtenu 142 réponses sur 273 qui disaient que « la suite converge ». Les étudiants
utilisent la réciproque de (€). Nous avons également par des observations naturalistes,
observé ce comportement chez les ¢leves. Cela peut s’expliquer par des habitudes scolaires :
une suite (u,) telle que u,,; = f(u,) étant donnée, pour étudier sa convergence, 1’éléve
commence généralement par résoudre 1’équation f(x) = x. Lorsqu’il trouve une solution, il

démontre que la convergence de la suite est effective. Les exercices ou ’équation f(x) = x a

>® Manuel « mathématiques Terminale S » collection CIAM (p.229)
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au moins une solution avec la suite qui ne converge pas ne sont que trés rarement abordés
d 57
ans le cours”’.
Les pratiques scolaires peuvent ainsi contribuer a installer des conceptions erronées de
certaines notions logiques. Ceci met en valeur selon nous, le fait que la vigilance
épistémologique (Artigue, 1990) doit s’exercer aussi pour les concepts de logique dans la

classe de mathématiques.

Conclusion
Nous avons présenté quelques items qui illustrent la complexité des concepts logiques que

nous ¢€tudions, et quelques difficultés que les étudiants rencontrent dans 1’utilisation de ces
concepts, cela pour des énoncés simples. A I’université, comme nous le disions dans
I’introduction, on rencontre des énoncés dont le niveau de complexité logique est nettement
plus ¢élevé, du fait de leur structure et de la manicre dont les notions de logiques y sont

imbriquées.

3. La complexité logique des énoncés mathématiques a la transition Lycée-
Université : deux exemples d’analyse logique d’énoncés mathématiques
Au fur et a mesure que les ¢éleves et étudiants avancent dans leur cursus, ils sont

confrontés a des énoncés mathématiques de plus en plus complexes : c’est le cas par exemple
de la définition de la continuité d’une fonction numérique d’une variable réelle en un point x,,
qui est donnée en premiere année d’université. Au lycée, cette définition est introduite par le
biais de la notion de limite, alors qu’a 'université, c’est le langage mixte ou formel qui est
utilisé¢ (Bloch & Ghedamsi, 2005), lequel n’est pas toujours a la portée des étudiants. Cette
complexité d’ordre linguistique et mathématique renforce les difficultés dans le traitement des
énoncés, mais nous ne nous Yy attardons pas; cet aspect sera trait¢ dans la partie
expérimentale. C’est la complexité logique des énoncés, laquelle est en rapport avec notre
problématique, qui retiendra notre attention.

En accord avec Quine (1950), nous disons que la formalisation des énoncés mathématiques
participe de la clarification conceptuelle. C’est ce qui guide les analyses logiques des deux
énoncés que nous proposons de mener dans la premiere et la deuxieme partie de ce
paragraphe. Dans la troisi¢me partie, nous montrons la pertinence de ces analyses logiques.
Les énoncés que nous avons sélectionnés pour nos analyses sont les suivants :

Théoreme (caractérisation de la continuité a 1'aide de suites)

7 ., . . . .
>’ Nous verrons dans I'étude des manuels au chapitre suivant, que les suites en question sont pour la plupart
du temps convergentes
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f est une fonction continue sur un intervalle réel 4, a est un élément de A, et (u,), est la
suite définie par u,+, = f(u,) ;
(E1) « Si pour toute suite (u,,),, a valeurs dans A telle que lim,_, ;o U, = a on a

lim,_,.o f(u,) = f(a), alors fest continue en a »

C’est un théoréme d’analyse réelle, qui permet de caractériser la continuité d’une fonction a
I’aide des suites convergentes. Il est souvent utilis€ pour montrer qu’une fonction n’est pas
continue. Une analyse logique de ce théoreme est proposée par Durand-Guerrier & Njomgang
Ngansop (2009).

La conjecture de Goldbach (1690-1764):

(€2) « Tout entier pair n, supérieur ou égal a 4 est la somme de deux nombres premiers »

Cette conjecture est I'un des deux problemes posés par Christian Goldbach a Euler en 1742, et

qui jusqu’a présent reste un probléme ouvert.

3.1. Le premier énoncé : caractérisation de la continuité a I'aide des suites
convergentes
(E1) : « Si pour toute suite (Uy,),, a valeurs dans A telle que lim,_,, ., U, = a on a

lim,_,.o f(u,) = f(a), alors fest continue en a »

Cet énoncé est tiré du chapitre 4 du cours d’Analyse 1, dispensé en janvier 2006 par Guy
LAFFAILLE et Christian PAULY® 4 I’Université de Montpellier 2.
Les raisons du choix de cet énoncé viennent du fait que :
- onest en présence d’un théoréme énoncé en langage mixte et d’apparence simple ;
- la démonstration se fait par contraposition mais la contraposée de (£1) n’est pas
explicitée
Nous allons écrire 1’énoncé (£1) de fagon un peu plus détaillée afin d’en faire ressortir les

différentes parties :

« si (« pour toute suite (u,),, a valeurs dans A telle que lim,,_,,,, U, = a»ona

«lim,_,, o f(u,) = f(a) ») (i), alors ( f'est continue en a) (ii) ».

Si ... alors ...indique qu’on est en présence d’un énoncé conditionnel dont I’antécédent est
(« pour toute suite (u,),, a valeurs dans 4 telle que lim,,_,;, u,, = a»ona

«lim,_ ;o f(u,) = f(a) ») (i), et le conséquent ( f'est continue en a) (ii).

*% professeurs a I'Université de Montpellier 2
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Cette premiere reformulation met en évidence le fait que I’antécédent de I’implication est un

énoncé conditionnel universellement quantifié.

Nous allons donner I’écriture symbolique de cet énoncé en traitant d’abord I’antécédent, puis

le conséquent :

Formalisation de I’antécédent :

pour toute suite (Uy,)y a valeurs dans A telle que lim,_, ;o U, = aona lim,,, . f(u,) =
/(@) (1)
(1) peut encore se formuler ainsi :
pour toute suite (Uy )y, d valeurs dans A, si limy,_, ;o U, = @, alors, lim,_, . [ (u,) = f(a) (iii)
qui s’écrit :
Vu,(limu=a = limfou = (iv)

u est la suite de terme général u,,

Désignons par :
F le prédicat a deux places, ou le premier terme est une suite a valeurs dans A et le deuxieme
un nombre réel, qui s’interpréte par « converger vers » ; autrement dit F(u, a) s’interpréte par
la suite u converge vers le réel a.
G le prédicat a trois places ou le premier terme est une fonction, le deuxieme une suite et le
troisiéme un nombre réel, et tel que G(f,u, a) s’interpréte par « I’image par f de la suite u
converge vers le réel f(a) »;
La formule (iv) s’écrit avec les lettres de prédicat définies ci-dessus :

vu, (Fu,a) = G(f,u,a)) (v)

Formalisation du conséquent : f'est continue en a

Si on appelle H le prédicat a deux places dont le premier terme est une fonction et le second
un réel, et qui s’interprete par « la fonction ... étre continue en ... », I’écriture formelle du

conséquent est :

H(f,a)
En restituant la quantification universelle implicite dans 1’énoncé, on obtient I’énoncé formel

ci-dessous, dont I’énoncé initial est une interprétation :

Vf Va [(Vu (F(u,a) = G(f,u, a))) = H(f, a)] ()
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ou f, a et u prennent leurs valeurs respectivement dans I’ensemble des fonctions numériques,
des réels et des suites numériques a valeurs dans A. L’antécédent est un énoncé conditionnel,
et contrairement a ce qu’on aurait pu croire en premiere lecture, on est bien en présence d’une

proposition, toutes les variables étant liées par le quantificateur universel.

Le cours d’Analyse 1 de Guy LAFFAILLE et Christian PAULY comporte un chapitre
—le chapitre 2- intitulé « Logique et langage des ensembles » dont le but est « de présenter les
quantificateurs V et 3 qui apparaitront dans ce cours (limite d’une suite, continuité d’une

fonction) et de rappeler les définitions ¢élémentaires de la théorie des ensembles » (op.cit.,
p.15).

Dans notre mémoire de Master 2, aprés une analyse de ce cours™, nous concluons que les
notions de logique présentées dans ce chapitre 2 sont insuffisantes pour la compréhension de

la suite du cours, du fait de I’absence d’explicitation d’un certain nombre de questions :

- la notion de contraposition est donnée sous forme propositionnelle dans le chapitre sur
la logique ainsi: «la contraposée: c’est I’équivalence déja vue® (P = Q) &
(non Q = non P), P et Q sont des propositions » ;
- 1ls donnent la négation des formules contenant le quantificateur universel et le
quantificateur existentiel respectivement :
non((Vx)R(x)) =S (Elx)(non R(x))
non((Elx)R(x)) S (Vx)(nonR(x))
Les auteurs énoncent la négation de « f est continue en a » et commencent directement
la preuve : on peut faire ’hypothese que les étudiants auront des difficultés a établir la
contraposée de I’énoncé a démontrer. Beaucoup de connaissances sont supposées
acquises par les étudiants. Il en est ainsi de 1’utilisation des tables de vérité et de la
signification exacte des symboles logiques et mathématiques.
La formalisation de I’énoncé (£1) nécessite qu’on explicite la quantification. Si les variables
f et a ne sont pas liées, on obtient une phrase ouverte du fait que nous sommes dans le cadre
du calcul des prédicats. En effet, lorsqu’on formalise un énoncé dans ce cadre, la lettre prend

le statut de variable, et elle est soit liée, soit libre. Lorsque dans une formule toutes les

59 .
Voir annexe 1 : analyse cours
60 ;. . . oy
Ils ont écrit cette équivalence en proposition 2.1.1.
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variables sont liées, on a un énoncé clos, et s’il en existe au moins une qui soit libre, on a un

r r . 7 N 1 7 7
énoncé ouvert. On ne peut formaliser un théoréme®' par un énoncé ouvert.

Remarque : Nous avons considéré comme domaine pour les suites, I’ensemble des suites
numériques a valeurs dans A, c’est-a-dire que nous avons en réalité borné la quantification.

En prenant les suites dans I’ensemble des suites numériques, on obtient la formule :

viva[(vu, (Aw) = (Fu,a) = 6(f,u,a)))) = H(f,a)] (2)

qui est logiquement équivalent a :

Vi Vva[(Vu, (A@)A F(u,a)) = G(f,u,a))) = H(f,a)] (")

ou A(u) s’interpréte par « u est une suite a valeurs dans A ». Cela complexifie davantage la
formule ; néanmoins, la prise en compte du domaine de quantification est essentielle lorsque

’on va utiliser ce théoréme pour étudier la continuité d’une fonction donnée.

Il faut noter que selon la pratique mathématique ordinaire, les deux quantificateurs universels
en téte de 1I’énoncé conditionnel sont sous-entendus dans I’énoncé initial ; tandis que le
quantificateur universel qui figure dans I’antécédent de 1’énoncé et qui lie la variable u est
explicité. Cette explicitation est nécessaire, sinon son absence va produire un énoncé ambigu.

En effet, sion a la formulation ou le quantificateur universel est implicite :

« Si pour une suite (u,), a valeurs dans A telle que lim,,_, ;o U, = a on alim,_,, f(u,) =

J(a), alors fest continue en a »
Il faudra déterminer :

- la portée du quantificateur ;
- D’interprétation de une (une suite) : universelle ou existentielle ?
La démonstration par contraposition demande la construction de la négation des
énoncés (1) et (i1), ce qui peut s’avérer difficile car ni la négation des énoncés du type (1), ni

celle des énoncés du type (ii) ne sont explicitées dans le cours.

La structure logique de la contraposée de (a) est :

viva|(-H(f,a)) > (FuFw )A-GC(f,u,a))]

® Dans une théorie mathématique donnée, un théoreme est un énoncé clos vrai qui peut étre établi au moyen
d’une démonstration. (Durand-Guerrier, 2011)
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Nous faisons I’hypothése que pour I’étudiant il est difficile de lier les écritures formelles de
I’antécédent et du conséquent a celle qui est donnée dans le chapitre 2, a savoir « W, R(x) »

ou la quantification s’applique a une formule atomique comportant une seule variable.
Ecrire la contraposée de cette proposition suppose que 1’on sache :

1. reconnaitre la portée des différents quantificateurs ;

2. repérer la hiérarchie des deux implications ;

3. que la contraposée d’une implication universellement quantifiée est une implication

universellement quantifiée ;

4. construire la négation d’un énoncé universellement quantifié ;

5. construire la négation d’un énoncé conditionnel.
L’analyse logique de cet énoncé met en évidence une complexité de la structure logique, qui
est insuffisamment prise en compte dans les éléments de logique introduits dans le chapitre 2
du polycopi¢ de G. Lafaille et C. Pauly. Il faut noter que la forme logique de la contraposée
met en valeur ce qu’il faut mettre en ceuvre pour la prouver, et éclaire ainsi le premier pas de

la démonstration des auteurs.

L’omission des deux quantificateurs universels en début d’énoncé ne génera pas, du point de
vue de la logique, 1’établissement de la contraposée, car ces quantificateurs ne changent pas.
Mais il est possible que les étudiants les changent, car ces derniers associent souvent la

négation au changement de quantificateur.

L’explicitation de la quantification universelle portant sur la variable u dans 1’antécédent est
indispensable, car cela permet de lever des ambiguités. En outre, ceci est constitutif de la
signification de I’énoncé et met en évidence ce qu’il faut faire pour utiliser cet énoncé pour
une fonction et un réel donné : considérer une suite générique. Par ailleurs, le quantificateur
doit étre changé lorsque 1’on prend la négation. Ceci est a mettre en rapport avec ce que
Durand-Guerrier et Arsac (2003) ont mis en évidence, a savoir, le fait que I’expert controle le
niveau de rigueur qu’il s’impose par sa connaissance des cas ou relacher la rigueur pourrait

étre dangereux.

3.2. Le deuxieme énoncé : la conjecture de Goldbach
(€2) : « Tout entier pair n supérieur ou égal a 4 est la somme de deux nombres premiers »

Comme nous ’avons dit plus haut, c’est un probléme ouvert, en ce sens que sa démonstration

n’est pas encore établie. Nous précisons que I'univers considéré est ’ensemble des entiers
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naturels. Cet énoncé figure dans le questionnaire que nous avons proposé aux étudiants. Le

travail que nous leur avons demandé¢ ¢était d’exprimer cette conjecture dans le langage formel.

Cette phrase qui est €énoncée en langage courant est d’apparence simple et compréhensible par
le lecteur. Néanmoins la formalisation de cet énoncé nécessite que soient levés les implicites

inhérents a la langue naturelle.

L’énoncé proposé est de la forme « Tout 4 est B », ou A est mis pour « nombre entier pair
supérieur ou égal a 4 » et B, « nombre (écrit comme) somme de deux nombres premiers ».

Nous allons paraphraser 1’énoncé (£2) afin d’en déterminer la structure logique.

Explicitation du conditionnel : Suppression de la quantification bornée et introduction d’une

variable
(P1) « Pour tout entier n, si n est pair et supérieur ou égal a 4 alors, n est la somme

de deux nombres premiers ».
La variable n prend ses valeurs dans I’ensemble des nombres entiers.

On a une implication formelle, ou la quantification universelle porte sur la variable n.
L’antécédent est « n est pair et supérieur a 4 », et le conséquent, « n peut s’écrire

comme la somme de deux nombres premiers

Jusque 1a, la formulation du conséquent n’est pas explicite ; il s’agit de formaliser la propriété

« étre la somme de deux nombres premiers » en introduisant deux lettres de variable.

Explicitation du quantificateur existentiel :

Dire « I’entier n est la somme de deux nombres premiers » ¢’est dire « qu’on peut trouver
deux nombres premiers dont n est la somme », ou encore, qu’ « il existe deux nombres
premiers p et g tels que leur somme soit égale a n ».

La conjecture s’énonce alors :
« Pour tout entier n, si n est pair et supérieur a 4, alors il existe deux nombres
premiers p et q tels que leur somme soit égale a n ».

On note :

P la propriété qui s’interprete par « €tre premier » ;

P la propriété qui s’interprete par « €tre pair »

Q la propriété qui s’interprete par « €tre supérieur ou €gala 4 » ;

S la relation ternaire qui s’interprete par « étre la somme de ... etde ... »
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On obtient I’écriture formelle :

(P2)Vn ((P(m) A QM) = (3p,3q, (P(IAP(@)AS(n,p,qQ)))

Cette écriture fait apparaitre la forme de 1’énoncé qui est un conditionnel universellement
quantifié. Son antécédent est une conjonction de deux formules atomiques et son conséquent

est un énoncé existentiel.

Dans I’explicitation du conditionnel qui est faite ci-dessus, on peut conserver la quantification

bornée sur I’ensemble des entiers pairs. On obtient la formulation :

(P3) «Pour tout entier pair n, s’il est supérieur ou égal a 4, alors, n est la somme

de deux nombres premiers ».
qui devient apres explicitation du quantificateur existentiel dans le conséquent :

(P4) «Pour tout entier pair n, s’il est supérieur ou égal a 4, alors, il existe deux

nombres premiers dont n est la somme ».

Remarque :

On peut encore supprimer la quantification bornée, ce qui donne lieu a I’apparition d’une

nouvelle implication :

(P5) « Pour tout entier n, (si n est pair, alors, (si n est supérieur ou égal a 4, alors,

il existe deux nombres premiers dont n est la somme ».
D’ou I’écriture formelle :
(P6) vn,[ P(n) = (Q(n) = (3p,3q, P(0)AP(@AS(n,p, )]
L’univers du discours est I’ensemble des nombres entiers.
L’écriture (P6) est équivalente a (P2), car on I’équivalence logique :
[p=(q=1)]=[(prg) = 7]

La seule variable qui apparait dans I’écriture (£2) est n, pourtant dans (P2), on a besoin de
trois variables (n, p, q) définies dans N X P X P. Il est possible d’avoir plus de variables en
¢levant le niveau de formalisation de cet énoncé : c’est le cas si on doit expliciter « p et g sont

premiers », n est pair.

On passe d’une phrase qui a une structure lin€aire (sujet/copule/attribut) a un énoncé

conditionnel universellement quantifié, dont le conséquent est un énoncé existentiel.

Nous reviendrons sur une explicitation plus détaillée de cette conjecture au chapitre.
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La paraphrase, puis la formalisation nous ont permis de faire ressortir :

1- la structure logique de I’énoncé ;

2- les variables pertinentes pour son traitement,

3- le quantificateur existentiel caché
La structure logique de cette conjecture nous donne des indications sur ce que 1’on doit faire
pour vérifier qu’un entier donné satisfait I’implication.

Les analyses des énoncés que nous avons menées, révelent des structures logiques
complexes des énoncés (E1) et (£2). Nous faisons ’hypothese que ceci doit étre travaillé lors

de la transition.

3.3. Lapertinence de I'analyse logique des énoncés mathématiques
Un ¢énoncé mathématique formalisé n’est pas toujours une suite linéaire de symboles. On

rencontre trés souvent des structures imbriquées les unes dans les autres comme c’est le cas

de :

Vf Va [(Vu (F(u,a) = G(f,u, a))) = H(f, a)] (i)

qui nous le rappelons, est la formalisation de (€1) ci-dessus. Ici, il y a imbrication d’un
énoncé conditionnel dans un autre. La suppression de la quantification bornée sur I’ensemble

des suites a valeurs dans A pour a donné la formule (i) :

vfva (v A@w) = (Fwa) = 6(f,u,0))) = H(f, o) (i)
qui a trois niveaux d’implication, la plus interne étant F(u,a) = G(f,u, a).
Une analyse logique d’énoncé permet ainsi d’identifier les objets suivants :

- le type d’énoncé en jeu : énoncé ouvert ou énonce clos ;

- les différentes variables et leur statut : variables libres, liées, ¢léments génériques ;

- les implicites dans la quantification ;

- les quantifications explicites et le champ des quantificateurs présents dans les énoncés.
Elle permet aussi de lever les implicites et les ambiguités sémantiques de la langue, et par la,
d’expliciter la structure logique de I’énoncé et de rendre visible les choix faits par I’auteur ou
la communauté mathématique. En outre, elle donne des indications dans des activités de
preuve :

1) comment prouver I’énonce ;

2) comment utiliser I’énoncé dans une preuve.
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Concernant les ambiguités sémantiques de la langue, elles sont a I’origine de beaucoup
d’incompréhensions et de confusions. Nous citons quelques expressions de la langue qui sont
d’usage courant et qui portent ces ambiguités :

- «tous ... ne ... pas ... »utilis¢é pour la négation des €noncés quantifiés, qui se

formalisent par « Vx, P(x) » (b).

Certains sujets I’interprétent comme aucun. A ce moment, pour ces derniers, la
négation de (b) est « Vx,=P(x) » (b’) a la place de « 3x, =P (x) » (b’’). Notons en
outre que le plus souvent, il est plus aisé d’établir (b’”) que d’établir (b’) ;

- deux a deux : dans Durand-Guerrier (2011), 'auteure analyse la phrase « les faces
d’un polyedre régulier sont deux a deux superposables ». D’aprés elle, deux
interprétations sémantiques sont a priori possibles :

- chaque fois que je prends deux faces, elles sont superposables ;

- chaque fois que je considére une face, je peux en trouver une différente que je

peux superposer.
D’apres l'auteure, du point de vue de I’analyse logique (syntaxe), étant donné une relation
binaire S(x,y), les deux interprétations ci-dessus correspondent a deux manieres différentes
de clore I’énoncé. La premiere interprétation donne la formulation suivante :
Vx,Vy,S(x,y)
La deuxieéme interprétation produit la formule :
Vx,3y, (y # x A S(x,y))

Pour Durand-Guerrier (2011), choisir une formulation de 1’énoncé (forme syntaxique), revient

a choisir une interprétation : la formulation logique permet de lever les ambiguités. (p.8)

Conclusion
Nous avons fait une analyse logique de deux énoncés mathématiques, qui avait pour but de

montrer que certains énoncés mathématiques rencontrés en début d’université¢ (£1), voire

susceptibles d’étre rencontrés des le secondaire (£2) ont des structures logiques complexes.
Cette analyse a permis de mettre en évidence :

- DP’importance de la détermination de la structure des €énoncés : connaitre la structure

d’un énoncé permet d’avoir une interprétation stable de cet énoncé ;
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- la nécessité d’expliciter la quantification qui est un élément pertinent dans la structure
des énoncés et dans leur signification. L’absence d’un quantificateur dans un énoncé
peut générer des ambiguités ;

- l’existence des implicites dans la langue naturelle : nous avons identifi¢ des
implications et des quantificateurs cachés ;

- r1dle des quantificateurs dans un énoncé : dans le premier item, du fait qu’il contribue

a lever les ambiguités de la langue, a identifier la structure des énoncés.

Conclusion du chapitre 2
Nous avons fait une bréve synthese des travaux sur la logique du premier ordre par

quelques auteurs contemporains. Chez tous ces auteurs, on voit émerger la notion de
proposition. La distinction entre vérité dans une interprétation donnée et validité sera établit
par Wittgenstein dans le calcul propositionnel. C’est Russell qui introduit les fonctions
propositionnelles, ce qui ouvre la voie au calcul des prédicats qui constitue une théorie
formelle de la quantification. Dans cette théorie, Tarski définit le concept de vérité a ’aide de
la notion de satisfaction d’une fonction propositionnelle par un ¢élément de I'univers du

discours, ce qui a permis 1’extension des fonctions de vérité au calcul propositionnel.

A 1la suite de cette synthése, nous avons présenté quelques éléments du calcul propositionnel
et avons montré en nous appuyant sur des travaux de Durand-Guerrier et Arsac (2003), que le
calcul propositionnel ne permet pas d’analyser le discours mathématique ; c’est le calcul des

prédicats qui permet de rendre compte de la structure des énoncés.

Les concepts qui sont présents dans le calcul des prédicats, présentent une certaine
complexité¢ dans leur usage en mathématique. C’est le cas particulier de la quantification, de

I’implication et de la négation que nous étudions.

La complexité se retrouve aussi dans les énoncés mathématiques a ’'université, ou on assiste a
une augmentation du niveau du formalisme. Toutefois, certains énoncés sont formulés dans la
langue naturelle ou dans le langage mixte, ce qui cache leur structure. L’analyse logique des
énoncés permet de lever les ambiguités de la langue, et expliciter les structures. Nous faisons
I’hypothese qu’elle présente un terrain riche pour pouvoir travailler sur le formalisme logico-

mathématique.
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CHAPITRE 3 : Revue des travaux antérieurs

Introduction

Les analyses précédentes ont mis en évidence la complexité des concepts de logique et celle
des structures logiques de certains énoncés mathématiques. Dans I’enseignement secondaire,
I’enseignement des mathématiques est surtout basé¢ sur des connaissances opératoires et les
concepts sont utilisés comme des outils pour résoudre des problemes, tandis qu’a ’université,
les concepts deviennent des objets de savoir dont la complexité croit au fur et & mesure qu’on
avance dans le cursus (Bloch & Ghedamsi, 2005). Cette complexité est renforcée par les
pratiques expertes des enseignants qui disposent des moyens pour controler leurs productions,
mais ces moyens de contréle ne sont pas souvent explicités. Ceci est le cas en général en ce
qui concerne les concepts de logiques (voir par exemple Durand-Guerrier & Arsac, 2003). De
ce fait, I’appréhension de ces concepts reste a la charge de 1’étudiant qui ne dispose pas

toujours des connaissances ou des compétences nécessaires pour cela.

Plusieurs auteurs ont mis en lumiere les difficultés rencontrées par les étudiants nouvellement
arrivés a ’université pour une appropriation adéquate des notions logiques en jeu dans
I’enseignement et 1’apprentissage des mathématiques. Nous présentons dans ce qui suit une

revue de certains de ces travaux auxquels nous nous réfererons dans les chapitres suivants.

1. Transition lycée-université (Ghislaine Gueudet, 2008)

Les résultats que nous présentons sont issus de I’article intitulé :
« Investigating the secondary-tertiary transition »
Il a été publi¢ dans la revue Education Studies in Mathematic en 2008.

Cet article fait suite a un cours donné a I’école d’été de didactique des mathématiques en 2007
dans le cadre du theme sur la transition lycée-université. L’objectif de cet article est de faire

une synthese sur les différents travaux francgais et internationaux relatifs a cette question.

En raison du foisonnement des textes qui abordent ce sujet, I’auteure porte son choix sur la
littérature qui traite explicitement de la transition secondaire-supérieur. Elle précise que dans
la suite de son texte, elle utilisera le terme transition pour désigner tout phénomene pointé,
par l'auteur considéré, comme relevant de la transition secondaire-supérieur, ou tout autre
phénomeéne de transition qui pourrait apparaitre a ’entrée a I'université, comme par exemple

la transition d’un mode de pensée a un autre. Elle se propose de collecter les différents points
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de vue sur la transition, mis en évidence par les différentes approches, et de rechercher
comment ils contribuent a comprendre les questions didactiques posées par la transition
secondaire-supérieur.
D’apres 1’auteure, les difficultés des étudiants sont le point central des études sur la transition.
Les questions y relatives peuvent étre classées en deux catégories : I’observation et I’analyse
des difficultés des étudiants, et des propositions et évaluations des modeles d’enseignement.
Ces deux points sont en rapport avec notre méthodologie, qui consiste a observer les
¢tudiants aux prises avec les questions de logique, les enseignants pendant les cours de
mathématiques, et a faire des propositions pour un enseignement des concepts de logique, en

relation avec I’activité mathématique.
Elle articule son article sur trois points principaux :

- les modes de pensée et ’organisation des connaissances ;
- lapreuve et la communication en mathématiques ;

- la transposition didactique et le contrat didactique.

1.2Un changement des modes de pensée et I'organisation des connaissances est
nécessaire a I'université
D’apres Tall (1991) :
”The move from elementary to AMT® involves the significant transition: that from describing to

defining, from convincing to proving in a logical manner based on definitions” (p. 239)
Cette citation rejoint 1’avis de plusieurs auteurs, selon lesquels, il faut un mode de pensée

avancée lorsque les contenus mathématiques a I’'université sont abordés.

L’auteure cite en exemple Robert (1998) qui a mené une analyse des contenus mathématiques
enseignés a la fin du secondaire et en début d’université, et qui montre que certains de ces

contenus sont intrinsequement difficiles. C’est ainsi que cette dernicre écrit :

« Considering the official curriculum indicates that the mathematics taught from upper secondary
school starts looking like (and this resemblance grows with the school years) ‘the expert’
mathematics (professional mathematicians), for the mathematical content but also for the

expected practices. (p. 141, author’s translation)®™ » (p. 240)

®? Advanced Mathematical Thinking qui signifie la pensée mathématique avancée

% Considérant le curriculum officiel, il indique que I'enseignement des mathématiques du second cycle
ressemble (et cette ressemblance augmente avec I’dge scolaire) aux mathématiques expertes (mathématiciens
professionnels), pour ce qui concerne le contenu mathématique mais aussi pour toutes les pratiques
attendues.
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On retrouve cette difficulté intrinseque dans les concepts de logique ; c’est ce que nous
présentons dans la section 2 du deuxieme chapitre, et dans la section 3 du méme chapitre,
nous présentons quelques éléments qui montrent la complexité de ces concepts dans leur

usage en mathématiques, comme c’est le cas de la démonstration du théoréme :

f est une fonction continue sur un intervalle réel 4, a est un élément de A, et (u,),, est la
suite définie par u,,.; = f(u,,) ;
«Si pour toute suite (Up), a valeurs dans A telle que lim,, .U, =aon a

lim, 10 f(u,) = f(a), alors fest continue en a »

Se référant toujours aux travaux de A. Robert (1998), ’auteure aborde la question de
I’organisation des connaissances chez les mathématiciens. Ces derniers ne considerent pas les
concepts de facon isolée, mais les concepts et leurs propriétés sont organisés en réseaux. Cette
organisation des connaissances peut €tre interprétée comme une condition nécessaire pour
développer les modes de pensée et les raisonnements requis a 1'université. 11 y a chez les
mathématiciens une certaine flexibilité dans le choix des ressources en situation de résolution
de probléme, une capacité¢ a combiner différents raisonnements et modes de pensée. On ne
retrouve pas cette flexibilité chez les ¢€léves en fin de secondaire, ni chez les étudiants

nouvellement entrés a I’université.

C’est précisément cet aspect que ’auteure aborde en se référent aux travaux de Sierpinska

(2000) et Lithner (2000) :

- Sierpinska (2000) distingue entre la pensée théorique qui est caractérisée par des
systemes de concepts organisés et la réflexion sur les moyens sémiotiques de
représentation, et la pensée pratique qui utilise des exemples prototypiques et des
raisonnements basés sur la logique de I’action. D’aprés elle, les mathématiciens
utilisent les deux modes de pensée : assez souvent, dans des situations familiéres, ils
utilisent la pensée pratique, et dans des situations nouvelles ou face a des problemes
difficiles, ils utilisent la pensée théorique. Les difficultés que rencontrent les étudiants
de premicre année peuvent étre interprétées comme une conséquence de la pensée
pratique.

- Lithner (2000) distingue deux types de raisonnement : le raisonnement plausible qui
vise a guider vers ce qui est probablement la vérité et qui est bas¢ sur les propriétés

mathématiques ; et le raisonnement basé¢ sur les faits établis. I montre que les

103



stratégies que les ¢étudiants de premicre année utilisent pour résoudre les taches sont

principalement basées sur les faits établis.
Alors que les mathématiciens développent d’autres modes de pensée et de raisonnement, les
¢tudiants nouvellement arrivés a ’université restent sur le mode de pensée pratique et sur le
raisonnement basé sur les expériences établies. Leur unique mode de pensée est li€ aux
situations et aux objets familiers, a cause de leur manque d’expérience en mathématique (p.
241).
Pour l'auteure, une autre raison issue des travaux de Lithner (2000) pourrait justifier le
comportement des étudiants en situation de résolution de probléme : ce dernier questionne la
maniere dont les enseignements sont dispensés a 1’université : permettent-ils aux nouveaux
¢tudiants d’expérimenter les raisonnements plausibles ? Battie (2003) identifie ce phénomene
chez des ¢léves de terminale en France. Elle met en évidence leur aptitude a développer des
raisonnements selon les dimensions opératoire (calcul, utilisation des théorémes familiers, ...)
et organisationnelle (induction, contraposition, ...) pour des taches familieres. Mais lorsqu’il
s’agit de problemes difficiles, ils se limitent & un traitement familier suivant la dimension
opératoire. Elle démontre que cette difficulté provient du mode d’enseignement dans le
secondaire. L’autonomie qui est laissée aux ¢€léves dans des taches prototypiques est limitée.
Les points de vue de Battie (2003) et Lithner (2000) amenent ’auteure a conclure que les
difficultés que les étudiants rencontrent ne sont pas seulement dues aux différences observées
dans les comportements des étudiants et des enseignants en situation. La maniére dont les
contenus sont enseignés dans le secondaire et a I'université en est également une cause (p.

242).

1.3Le langage en mathématiques
Se basant sur des métaphores qui sont souvent utilisées pour évoquer ce qui se passe au

cours de la transition secondaire-supérieur, I’auteure déclare :

« University is seen as a new world, or at least a new country, with a new language and new laws
that make the student feel like a foreigner. These are the laws and the language used by

mathematicians®. » (p. 243)

64 . "y .
L’université est vue comme un nouveau monde, ou du moins comme un nouveau pays, avec un nouveau

langage et de nouvelles lois faisant que les étudiants s’y sentent comme des étrangers. Ce sont les lois et le
langage utilisés par les mathématiciens.
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Elle pointe I'utilisation du langage dans D’activité mathématique, plus précisément dans
I’¢laboration de la preuve. D’aprés elle, les études sur la preuve ont montré qu’une minorité

d’¢éleves arrivés en fin de secondaire pouvaient produire des preuves correctes.

L’auteur fait I’hypothese que I’enseignement regu a ’université est en partie responsable des
difficultés que les étudiants nouvellement arrivés €prouvent a construire des preuves. En effet,
d’apres Dreyfus (1999), les enseignants des lycées et les manuels qui participent de la
formation des ¢€leves ne les aident pas a établir les « normes socio-mathématiques », ce qui
signifie dans ce contexte, un critére partagé par les étudiants et les enseignants et qui permet
de décider si une preuve est valide ou non, quelle explication est satisfaisante, ... Cet aspect
des mathématiques semble étre laiss€ a la charge des étudiants (p. 243). Des variations dans la

rigueur des preuves peuvent aussi étre observées dans les manuels a 'université.

L’auteure illustre le manque de « norme socio-mathématique » a I’aide d’une étude de

Durand-Guerrier et Arsac (2003) sur les preuves en (g, §) ; nous faisons la revue de cet article
dans ce chapitre. Dans les manuels, on rencontre des situations variées, souvent pour le méme
contenu mathématique, comme par exemple la définition de la limite. Parfois, elle est écrite
dans le langage formel avec les quantificateurs. Parfois elle est énoncée dans le langage
courant. Parfois, le lien entre € et § est rendu explicite et s’exprime par la notation &, et
parfois ce lien reste implicite. Ces mémes auteurs montrent €galement que les mathématiciens
jugent la validité de la preuve en utilisant simultanément les aspects syntaxique et sémantique.
Pour G. Gueudet, ce qui semble le plus spécifique dans la « pratique des mathématiques
avancées » et qui est requis a 'université, c’est ’aspect syntaxique et I’articulation entre la
syntaxe et la sémantique. Les connaissances syntaxiques sont étroitement liées a I’utilisation
des symboles, des quantificateurs en particulier. Comme le déclarent lanone et Nardi (2008),
les connaissances syntaxiques et le langage symbolique associé¢ sont utiles pour produire des

arguments formels et contrdler les connaissances sémantiques (p. 244).

L’auteure conclut :

“It is the language of advanced mathematics, required to enter the mathematical community and

to communicate inside this community” ©(p. 244)

D’apres elle, ceci nous fait rentrer dans la dimension socio-culturelle du phénomene de

transition. D’apres lanone et Nardi (2008), les connaissances syntaxiques sont caractéristiques

% Cest le langage des mathématiques avancées qui est requis pour entrer dans la communauté mathématique
et pour communiquer a l'intérieur de cette communauté.
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du « genre de discours » de la communauté scientifique. Les étudiants ont tendance a imiter
ce « genre de discours » en mathématiques a ’université, mais cela les conduit généralement
a faire des productions qui ressemblent a des mathématiques, souvent plus centrées sur la
forme que sur le sens. Berger (2004), identifie 1’apprentissage des nouveaux signes en
mathématiques a ’apprentissage des mots nouveaux dans une langue étrangere. C’est avec

I’aide des enseignants que le langage va pouvoir s’améliorer chez les étudiants.

Cette comparaison que fait Berger (2004) est assez pertinente dans la mesure ou, les
étudiants nouvellement entrés a ’'université doivent faire usage du symbolisme qui jusque-la
leur était inconnu ; le cours de mathématique dans le secondaire est dispensé dans le langage
courant, et les symboles sont trés peu utilisés. En outre, un apprentissage de la syntaxe du

langage basé sur ces signes nouveaux s’impose.

L’auteure présente ensuite les travaux de Chellougui (2004) dont nous faisons une
revue plus loin, qui portent sur I'utilisation des quantificateurs en premicre année d’université.
Cette dernicre a identifi€ plusieurs formes de formulation, soit dans le méme manuel, soit par
le méme enseignant. Ils les utilisent souvent comme des abréviations, ce qu’ils n’acceptent

pas des étudiants.

D’apres 1’auteure, les difficultés observées dans cette partie résultent seulement en partie de la
maniere dont les mathématiques sont enseignées a 1'université. Il faudrait alors questionner la
facon dont les contenus et les normes socio-culturelles sont enseignés dans le secondaire et le

supérieur.

1.4La transposition didactique et le contrat didactique

D’apres D'auteure, les difficultés observées a la transition secondaire-supérieur pourraient
provenir de la rupture dans les organisations mathématiques et le contrat didactique entre les
deux institutions : le lycée et I’enseignement a ['université.

(a) Les organisations mathématiques au secondaire et a I’'université

Elle rappelle qu’une organisation mathématique est une structure [T, 7, 8, ©] ayant quatre
composantes : T désigne un type de taches, T les techniques associées a ces taches, 8 la

technologie qui est le discours qui explique et justifie les techniques, et O la théorie qui est le
discours qui justifie la technologie.
Elle présente des exemples d’études sur les questions de transition, qui ont ét¢ menées dans le

cadre de la théorie anthropologique du didactique, en s’appuyant sur les organisations
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mathématiques. Des travaux de Bosch et al. (2004), il ressort de ces études que dans le
secondaire, les organisations mathématiques sont limitées et centrées sur des types de taches
trés peu vari€s, et trés peu en rapport les uns avec les autres. Ils ne peuvent donc pas étre
intégrés dans des organisations mathématiques plus larges, caractérisées par une technologie
commune et comprenant plusieurs types de taches et techniques articulés entre eux (p. 246).
D’apres auteure, les travaux de Winslow (2008) confirment ces résultats. Pour ce dernier,
deux types de transitions apparaissent dans les activités mathématiques qui sont proposées a
I’université. La premiere est une conversion entre une activité centrée sur le bloc technico-
pratique [T, t] au secondaire, vers une activité nécessitant une organisation mathématique
plus complete a 'université. Dans la seconde transition, les types de taches nécessitant des
objets théoriques apparaissent : le bloc théorique [8, ®] d’une organisation mathématique déja
connue, devient le bloc technico-pratique de la nouvelle organisation mathématique (p. 247).
Pour comprendre davantage les attentes de I’institution universitaire, 1’auteure propose de
pendre en compte le contrat didactique dans les deux institutions.

(b) Le contrat didactique

L’auteure présente des études menées par Praslon (2000) sur la dérivée (p. 247). 11

observe que dans le secondaire, les taches sont divisées en plusieurs sous-taches, les
indications sont généralement données aux ¢€leves pour les guider, ce qui ne permet pas de
développer leur autonomie en mathématique, et enfin que la dérivée est surtout utilisée
comme un outil. Tandis qu’a 'université, davantage de flexibilité est requise entre les cadres
et les registres.
D’apres ’auteure, étudier les questions de transition en se centrant sur ’institution peut guider
a innover dans les modes d’enseignement au secondaire. Son constat est que I’enseignement
secondaire ne forme pas les ¢leves pour des études scientifiques a 'université. D’apres elle,
les études réalisées sur la transition devraient plutdt contribuer a construire des modes
d’enseignement a I'université consistant en premier, en une révision générale des activités du
secondaire avec pour objectif de construire des organisations mathématique completes (p.
248). Elle indique que la nécessité de cette reconstruction a été suggérée par Artigue (2001).
Ce mode d’enseignement aiderait les étudiants a entrer plus facilement dans un nouveau
contrat didactique.

(c) Les attentes de I’institution

D’apres 1’auteure, comparer les attentes des enseignants du secondaire et celles des
enseignants du supérieur n’a pas encore fait ’objet d’une étude. Elle présente quelques

investigations sur les recherches portant sur les attentes de I’institution universitaire, dans le
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but de les comparer avec des résultats provenant d’analyses des exercices de mathématiques
proposés aux étudiants en cours, ou pendant les tutorats.

Elle s’interroge sur les attentes de I'université par rapport aux nouveaux ¢tudiants. D’apres
elle, du point de vue de Rey et al (2003), les enseignants de 'université n’ont pas un objectif
clair de ce qu’ils enseignent. Elle cite aussi Castela (2004) qui a également identifi¢ ce
manque chez les enseignants de mathématiques. Cette derniere fait ’hypotheése que cela
pourrait les amener a enseigner les mathématiques « pour eux-mémes », c’est a dire, avec des
pratiques destinées aux mathématiciens, or une minorité de leurs étudiants vont devenir des
mathématiciens professionnels (p. 249). Toujours d’apres ’auteure, les auteurs précédemment
cités observent que le travail individuel des étudiants est bas¢ sur I’imitation des stratégies de
résolution des exercices, et non sur le développement d’une réelle compréhension. Ce
comportement des étudiants s’¢loigne des attentes des enseignants, et s’explique, par le fait
que, lorsque les enseignants doivent évaluer leurs étudiants, ils proposent généralement des
sujets trés proches de ceux qui ont été traités dans le but d’éviter des échecs massifs. Elle cite
Castela (2004) qui a comparé ces €tudiants aux ¢étudiants des classes préparatoires. Alors que
les premiers développent un travail superficiel consistant a imiter les techniques, les seconds
développent des compétences pour aborder de nouveaux problémes et transférer les méthodes
maitrisées, a de nouvelles situations (p. 250).

Pour Iauteure, selon Dreyfus (1999), le mode d’évaluation semble empécher un changement
nécessaire d’attitude chez les étudiants, et semble favoriser le développement d’une attitude

opposée a celle qui est attendue par les professeurs de I'université.

1.5Quelques propositions de I'auteur pour des actions didactiques

Parmi les propositions de I’auteure, nous avons retenu celles qui sont directement en lien
avec notre propre travail.
L’¢tudiant qui arrive nouvellement a ’université est appelé a transformer, voire faire évoluer
son mode de pensée, et arriver a organiser ses connaissances en réseaux. Cela lui permet
d’acquérir une flexibilité dans le choix des ressources en situation de résolution de probléme,
une capacité a combiner différents raisonnements et modes de pensée.
Pour cela, I’auteure recommande un changement des types de taches habituellement
proposées. Elle propose une nouvelle gamme qui contiendrait une variété de taches qui
permettraient de développer différentes solutions, et de ce fait, contribuerait a entretenir une

forme d’autonomie chez les étudiants en mathématiques.
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Concernant les problémes relevant du langage et de la preuve, les étudiants éprouvent des
difficultés dans la production des énoncés mathématiques : utilisation incorrecte des signes,
syntaxe incorrecte, ou incohérence globale du texte.

L’auteure suggere que davantage d’attention soit portée dans le traitement des énoncés
mathématiques proposés aux étudiants en début d’université. Elle suggére aussi une formation
pour les enseignants sur la question du langage mathématique en usage a I'université. Les
¢tudiants quant a eux devraient s’accoutumer progressivement au nouveau langage. Ce
langage semble étre différent de ce qu’ils connaissent a cause des signes nouveaux, et une
syntaxe qui semble trés liée au raisonnement. L’utilisation du langage mathématique doit
prendre en compte les aspects syntaxique et sémantique, et ceci est particulierement sensible
dans la production des preuves.

Sur la transposition didactique, 1’auteure propose des actions qui permettraient aux
étudiants de construire ou de reconstruire des organisations mathématiques complétes. Elle
propose qu’ils soient confrontés a des tiches de niveau élevé®®. En outre, la transposition
didactique et le contrat didactique sont fortement interdépendants. Les attentes de I’ institution
universitaire nécessitent des étudiants un changement de comportement. Les évaluations dont
la contribution dans les attentes de I’institution est cruciale semblent aller a ’encontre de ces
attentes. Elle aborde dans le sens de Ridgway (1999), Haines et Houston (2001), pour un

changement de mode d’évaluation.

Conclusion

Dans cet article, G. Gueudet pointe des problemes qui émergent de plusieurs travaux sur

la transition secondaire-supérieur :

- I’absence d’autonomie et de flexibilit¢ des étudiants qui est due en partie au mode
d’enseignement des contenus mathématiques. Ceci vaut en particulier pour les
concepts de logique : les étudiants recoivent peu d’enseignements sur ces concepts, et
lorsqu’ils sont utilisés par les enseignants, ils ne les explicitent pas. De ce fait, les
¢leves développent des connaissances-en-acte que nous pouvons identifier a des
imitations dont il est question dans ’article. Par ailleurs, plusieurs situations dont la
résolution requiert que les concepts de logique soient mobilisés, sont traitées plutdt a
I’aide des connaissances mathématiques. La prise en compte de ces concepts dans le

traitement des situations mathématiques peut étre une manifestation de la flexibilité

® Challenged tasks (p. 251)
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dans I’utilisation de leurs connaissances. Du point de vue didactique, notre travail vise
a proposer une contribution pour que cette flexibilité soit efficiente chez ces derniers ;

- le langage mathématique représente un obstacle a I’activité mathématique. L usage
que font les enseignants du supérieur des symboles logico-mathématiques n’est pas
toujours partagé par les étudiants. Le langage symbolique doit faire 1’objet d’un
apprentissage ;

- la limitation des activités des étudiants a 1’organisation mathématique technico-
pratique : dans [Dactivité mathématique, les activités de logique se réduisent
généralement a prouver la vérit¢ d’un énoncé conditionnel universellement quantifie,
construire la négation d’un énoncé quantifi¢ dont les énoncés « internes » ne
contiennent pas de quantificateur, ... nous faisons I’hypothese que la confrontation des
¢tudiants a de diverses situations inhabituelles permet d’une part de les déstabiliser, et
d’autre part, de les aider a élargir I’organisation mathématique dans laquelle ils
évoluent : cela peut se faire dans le cadre de la dialectique outil-objet. L’action de
I’étudiant en situation n’est plus une restitution des connaissances qu’il a mémorisées,
mais elle va s’appuyer sur des connaissances théoriques et pratiques ;

- la nécessité de développer les recherches sur la transition lycée-université : un accent

doit étre mis sur les questions de logique et de langage a cette transition.
2. Logique etlangage

Introduction
Le développement des compétences des étudiants dans 'utilisation de 1’outil logique est li¢ a

la maitrise du langage utilisé : langage naturel et formalisme logico-mathématique. L’ usage
de chaque forme de langage dans les apprentissages en mathématiques nécessite une bonne
connaissance de sa syntaxe qui s’articule avec sa sémantique, et d’un langage a un autre, ces

deux points de vue peuvent changer.

2.1. Lelangage de la quantification (Susanna Epp, 1999)
L’article que nous avons retenu est écrit en anglais. Il date de 1999, et a pour titre :

« The language of Quantification in mathematics Instruction »
Il est contenu dans le livre Developping Mathematical Reasoning in Grades K-12, au chapitre
16.
La problématique porte sur le développement des compétences des étudiants dans le
raisonnement logique, plus particulierement sur le langage de la quantification des énoncés en

mathématiques et le maniement de ces énoncés.
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Notre intérét pour cet article vient du fait que notre travail vise a répondre a la
possibilité¢ de développer les compétences des étudiants dans I’utilisation des concepts de
logique, en particulier pour ce qui concerne I'usage des quantificateurs. Nous y avons repéré

quelques pistes qui pourraient orienter notre réflexion.

L’auteure est enseignante de mathématiques a ’'université. Elle fait le constat que les
difficultés de ses étudiants dans I’évaluation des €noncés et le raisonnement mathématique
sont dues en grande partie a la confusion faite entre la signification de certains mots et

expressions du langage naturel, et leur signification dans le langage mathématique.

2.1.1. Les formes variables des énoncés quantifiés
Au ceeur du discours mathématique, on rencontre des mots qui renvoient a la quantité

comme fout, quelques avec des variantes comme quel que soit, chaque, aucun. Elle présente
une variété d’énoncés quantifiés que nous manipulons d’ordinaire dans [Dactivité
mathématique. L’utilisation de ces énoncés nécessite qu’ils aient du sens pour les étudiants.
Par exemple, quelles sont les différentes expressions qui marquent la quantification
universelle ? Pour un énoncé universel, a quel moment est-il vrai ? Quand doit-on dire qu’il
est faux ? A partir d’un énoncé vrai, que peut-on déduire ? Ces questions sont fondamentales
du point de vue didactique. En effet, la multiplicit¢ des mots de la langue et des formes
d’expressions ne facilite pas toujours la compréhension des phrases. L’auteure souligne le cas
des énoncés universellement quantifiés de la forme « All A are B »*’ qui peuvent se mettre
sous la forme conditionnelle « if-then »°* :

« All squares are rectangle®” » peut étre transformé en la forme équivalente « for all
x, if’ x is a square, then x is a rectangle’’ ».
Concernant les énoncés existentiels, donnés sous la forme « Some A are B »'', ils peuvent
étre reformulés avec I’expression « i/ existe au moins un » :

« Rational numbers are integers »'* peut étre écrit « there exists a rational number x
such that x is an integer »".
Selon I’auteure, la maitrise de ces différentes formes langagicres facilite la manipulation des

énoncés dans les registres de la langue naturelle et formelle. En effet, d’une part, le passage

% Tous les A sont B

Si-alors

% Tous les carrés sont des rectangles

"% pour tout x, six est un carré, alors il est un rectangle

! Certains A sont B

7% Certains nombres rationnels sont des entiers

3 existe au moins un nombre rationnel x, tel que x soit un entier
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d’un langage a un autre passe par une paraphrase correcte des énoncés, et de ce fait, le choix
des expressions justes, et d’autre part, I’identification des objets a partir de leurs formulations
variées devient plus aisée.

Les travaux montrent que ces compétences ne s’acquierent pas spontanément :
« The ability to rephrase statements in alternate, equivalent ways, to recognize that other
attractive-looking reformulations are not equivalent, and to have a feeling for truth and
falsity of universal and existential statements are crucial in mathematical problem-solving
tools. Yet numerous studies show that students do not acquire these abilities

spontaneously’. » (p.2)

2.1.2. Des confusions entre le langage mathématique et le langage naturel
L’usage du langage courant va stabiliser les pratiques langagicres et générer de

nombreuses erreurs au cours de ’activité mathématique.
L’auteur propose ’exemple suivant :

Dans une classe, un enseignant fait la promesse suivante : « tous ceux qui seront

calmes pendant le test sortiront pour jouer dans la cour ».
Si I’enseignant autorise les éléves bruyants a sortir, du point de vue logique, son acte est
conforme a ce qu’il a dit. Le maitre n’aura dit que ce qui arriverait aux €léves sages, et rien
n’est dit a propos des €leves bruyants. Mais du point de vue du langage naturel, la déclaration
du maitre insinue que tous ceux qui seront dehors sont ceux qui auront été tranquilles pendant
le test. C’est la réciproque de ce que le maitre a promis. Elle est encore équivalente a : ceux
qui n’ont pas été tranquilles pendant le test ne pourront pas sortir.
Il arrive que les mathématiciens, sachant qu’une implication est une €quivalence, ne le
précisent pas, et utilisent la réciproque de cette implication. Cette pratique peut contribuer a
renforcer 'effet du langage naturel qui a lui-méme tendance a favoriser I’utilisation de
I’implication comme une équivalence. Il est certes vrai que dans la langue naturelle on
rencontre trés souvent de telles situations, mais ce n’est pas toujours le cas. L’auteur
recommande aux enseignants a l’universit¢ d’€tre vigilants sur les relations logiques
qu’entretiennent un énoncé et sa réciproque, et d’attirer ’attention des étudiants sur la
possibilité pour ces deux types d’énoncés d’avoir des valeurs de vérité différentes.
Elle termine son article avec quelques propositions pour améliorer les performances logiques

des étudiants.

™ La capacité de reformuler, de reconnaitre que des reformulations d’apparence attractive de ne sont pas
équivalente, et d’avoir le sentiment de vérité ou de fausseté pour les énoncés universellement et
existentiellement quantifiés sont des outils cruciaux pour résoudre les problémes mathématiques. De
nombreuses études montrent que les étudiants n’acquiérent pas spontanément ces capacités.
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2.1.3.

Quelques suggestions de I'auteur pour I'enseignement des mathématiques

Parmi les suggestions que I’auteur propose, nous en avons choisi trois que nous

reformulons. Notre choix s’est porté sur les recommandations qui peuvent étre mises en

ceuvre dans le cours ordinaire de la classe au niveau d’étude que nous avons ciblé, et a la

faisabilité dans notre environnement de travail.

a)

b)

Les enseignants doivent exiger des ¢tudiants qu’ils expliquent ou justifient leurs
réponses. La critique de leur travail contribue a mettre en évidence les différentes
erreurs de raisonnement qu’ils commettent, et d’argumenter davantage pour soutenir
les conclusions auxquelles ils aboutissent. Cela a d’énormes avantages dans le
développement intellectuel des étudiants.

Nous pensons en effet que, expliquer ou justifier les réponses a un probléme consiste a
mettre en mots les connaissances qu’on utilise dans 1’action; c’est un exercice
difficile. Il faut structurer ses idées, ce qui a un important colit cognitif.

La formulation des propriétés mathématiques données en langage formel, a I’aide des
mots de la langue permet de les utiliser dans une diversité de situations. Il est assez
simple pour des étudiants de reconnaitre une formule écrite avec les lettres habituelles,
surtout lorsqu’elle est régulierement utilisée en classe. Mais la signification ne suit pas
forcément.

Certains enseignants ont développé des méthodes —des raccourcis, qui permettent aux
¢tudiants de résoudre des problémes, et ainsi, évitent de se heurter aux difficultés
logiques et langagieéres que peuvent rencontrer ces derniers. Cette pratique prive
I’¢tudiant des opportunités qu’il pourrait avoir de développer ses compétences dans le
raisonnement logique. S. Epp donne par exemple le cas ou il faut trouver I'inverse

d’une fonction sans utiliser explicitement la définition de I’inverse.

En conclusion, I’auteure met 1’accent sur la formation et le développement des compétences

logiques des étudiants. L’acquisition de ces compétences n’est pas spontanée, il faudrait un

travail permanent sur deux axes :

le premier concerne le langage : il est nécessaire de développer la sensibilité des
¢tudiants au langage mathématique, ou le sens des €énoncés n’est pas toujours le méme
que dans le langage naturel et de travailler sur les changements de langage,
I’utilisation des symboles et leurs significations ;

le second axe porte sur les concepts de logique en eux-mémes. Le cours de

mathématiques contient une diversité de situations que I’enseignant peut exploiter
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pour expliciter davantage 1’utilisation de ces concepts. L auteur en présente quelques-

unes.

2.2. Structure logique des énoncés mathématiques (Annie Selden et John
Selden, 1995)
L’article que nous présentons est écrit en anglais et a pour titre :

“Unpacking the logic of mathematical statements”

Il a été publié en 1995 dans le volume 29 de la revue Educational Studies in Mathematics, et

il va de la page 123 a 151. Les auteurs sont John SELDEN et Annie SELDEN.

La problématique est centrée sur le langage en mathématiques, plus précisément, la
capacité¢ pour les étudiants nouvellement arrivés a 1’université, a pouvoir expliciter des

é¢noncés mathématiques donnés dans la langue naturelle a I’aide des symboles mathématiques.

D’apres les auteurs, plusieurs travaux sur la démonstration sont centrés sur le besoin
d’améliorer la capacité des étudiants a comprendre les démonstrations produites par les
enseignants et contenues dans les manuels. En revanche, « la méthode du débat scientifique »
encourage plutot les étudiants nouvellement arrivés a 'université a produire des preuves et a

les évaluer eux-mémes ; ils citent en particulier Alibert et Thomas (1991, p.227) :

« Teaches them that proof is really a tool which may be used it improve ideas and separate

false intuition, however natural it may appear, from true mathematical statements » (p.124)

C’est dans la deuxieme perspective que les auteurs situent leur article, plus particulierement,
ils examinent la capacit¢ des étudiants a clarifier la structure logique des énoncés

mathématiques et a les utiliser dans la construction des démonstrations et leur validation.

Pour cela, ils choisissent comme population pour leur expérimentation, des étudiants qui
souhaiteraient continuer leurs études en mathématiques, a un niveau ou ils auront besoin de

construire des preuves et de déterminer leur validité.

Les auteurs soutiennent que ceux qui n’arrivent pas a déterminer correctement la
structure logique des théorémes, ne peuvent pas non plus déterminer la validit¢ de leurs

preuves (p.125).
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2.2.1. Définition des concepts clé
2.2.1.1.Preuve et validation

D’apres les auteurs, il existe plusieurs types de preuves en mathématiques et plusieurs
manieres de les considérer. Ce qu’ils désignent par preuve, ce sont les preuves qu’on
rencontre dans les manuels universitaires, ou ce qu’on peut demander aux étudiants a
I’université de construire. (p.126)
Il nous semble que ce que les auteurs désignent par preuves, correspond aux démonstrations

au sens de Balacheff (1982), c’est-a-dire :

«une suite d’énoncés suivant des régles déterminées : un énoncé est connu comme étant
vrai, ou bien est obtenu a partir de ceux qui le précédent a 1’aide d’une régle de déduction

prise dans un ensemble de régles bien défini (p.263) ».

Pour les auteurs, de telles preuves mobilisent pour leur construction, une flexibilité
dans 1’'usage des concepts mathématiques. Néanmoins, dans cet article, ils restreignent leur
¢tude a la structure logique des preuves, c’est-a-dire qu’ils considerent les preuves dans la
perspective d’établir la vérité des théoremes, a I'intérieur d’une théorie et écartent toutes les
autres considérations.

Les auteurs utilisent le terme anglais « validation » pour désigner la procédure qu’un individu
met en ceuvre pour déterminer si une preuve est correcte et si elle est réellement la preuve du
théoreme qu’elle dit démontrer. Nous le traduisons également par le terme « validation » en
francais. D’apres les auteurs, cette procédure implique des questionnements et des réponses a
de nombreuses questions qu’on se pose, et peut-étre la construction de preuves secondaires.
En outre, malgré sa complexité, la validation est en grande partie un processus mental, et
contrairement a la construction de la preuve, il n’y a aucune production matérielle finale qui

puisse €tre analysée. (p.127)

2.2.1.2.Enoncés informels
Pour les auteurs, un énoncé informel est un énoncé qui s’écarte d’une version dans le

langage du calcul des prédicats, c’est-a-dire, qui n’utilise pas les expressions telles que
« pour tout », « il existe », « et », « ou», « si... alors, ... », « si et seulement si », avec leurs
variantes.
Ils prennent les exemples suivants :

- «differentiable functions are continuous” »: par convention, le quantificateur

universel est sous-entendu.

7> Les fonctions différentiables sont continues
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- «a function is continuous whenever it is differentiable’® » : elle s’exprime sans le « si

... alors ... » qui traduit le conditionnel.
D’apres les auteurs, ces formulations sont trés courantes en mathématiques, et ne sont pas
considérées comme ambigiies ou mal construites, dans la mesure ou elles sont comprises par
un grand nombre de personnes. Elles sont rarement clarifiées, les conventions permettant leur

interprétation précise par les mathématiciens, mais slirement pas par les étudiants.

2.2.1.3.L’explicitation des énoncés informels
Les auteurs désignent par « expliciter la structure logique d’un énoncé informel », le fait

d’associer a cet énoncé informel un énoncé formel d’ou ressortent les €léments logiques y
compris ceux qui, par convention, sont sous-entendus.

Notre commentaire : I’explicitation des énoncés informels est d’une grande importance dans
I’activité mathématique car elle permet de lever les implicites de la langue et participe de ce
fait a la clarification conceptuelle.

Les auteurs illustrent cette définition par un exemple :

(1) “In a compact semigroup every group is contained in its own maximal group which is

closed”(p.128)"
Un exemple d’explicitation logique est :

(2) “For every semigroup S and every group G, if S compact and G is a subgroup of S, then,

there is a group H such that H is a subgroup of S, G is a subgroup of H, and H is maximal

78
and closed”

D’apres leur expérience, pour les besoins de I’enseignement, les énoncés informels de type
(1) sont beaucoup plus compréhensibles que les énoncés formels de type (2), car ils sont plus

faciles a appréhender, tandis que les énoncés de type (2) sont utiles pour les preuves :
« We suspect informal statements may more nearly reflect an intuitive grasp of
relationships between concepts while their more formal equivalent versions may capture the

precision needed for validation proofs. » (p.128)

En commentaire, un énoncé formel fait ressortir la structure logique cachée de 1’énoncé
informel qui lui est associé, et donne des indications sur la maniere dont on peut engager la
démonstration de I’énoncé.

Selon les auteurs, la capacité d’expliciter les €énoncés informels est en lien étroit avec
la structure de la preuve, et joue un role important dans la construction et la validation des

preuves.

’® Une fonction est continue si elle est dérivable

”7 Dans un semi groupe compact, tout groupe est contenu dans son propre groupe maximal qui est fermé.
’® pour tout semi groupe S et tout groupe G, si S est compact et G est un sous-groupe de S, alors il existe un
groupe H tel que H est un sous-groupe de S, G est un sous-groupe de H, et H est maximal et fermé.
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2.2.1.4.Les structures des preuves
Par structure de preuve, les auteurs désignent une représentation de « haut niveau »

d’une structure logique de preuve qui ne dépend pas du contenu mathématique mais qui est
suffisamment riche pour permettre la reconstitution des énoncés prouvés ou leur équivalent.
Une représentation écrite de cette structure peut se présenter comme une séquence d’énonces
séparés par des espaces et permettant de produire une preuve de I’énoncé en ajoutant des
arguments complémentaires. (p.129)

Les auteurs proposent un exemple qui illustre la définition et montre le lien existant entre

I’énoncé formel et le cadre de la preuve correspondant.

« A proof framework and a corresponding formal statement can be thought of as containing
the same logical information in different linguistic forms, with each obtainable from the

others. » (p.130)

2.2.2. Les questions sous-jacentes
Les données recueillies par les auteurs suggerent trois questions sous-jacentes :

- Quelle relation y a-t-il entre la capacité a expliciter la structure logique des théorémes
et comprendre ou faire des mathématiques, ou avec [’enseignement des
mathématiques a 'université?

- L’incapacité des étudiants de niveau moyen a déterminer la structure logique des
énoncés mathématiques est-elle une entrave a leur progres ? Qu’en est-il des
mathématiciens ? Peuvent-ils déterminer de fagon fiable la validité des preuves ?

-  Comment savoir si notre facon de faire est cohérente avec les pratiques des
mathématiciens ? Comment savoir si d’autres points que nous mettrons en évidence

concernant leurs pratiques sont exacts ? (p.130)

2.2.2.1.Les relations entre explicitation d’'une structure logique et validation - Implication
dans les activités mathématiques
Dans cette partie, les auteurs font le lien entre la validation et la capacité a expliciter

les structures logiques. Ils soutiennent que les étudiants qui ne peuvent pas avec certitude
expliciter la structure logique des théorémes ne peuvent pas non plus valider les preuves.
(p-130)

Ils montrent que 1’étudiant qui est capable de construire la structure d’une preuve est capable
de retrouver 1’énoncé formel du théoréme dont est issue cette structure. De ce fait, ils

concluent que I’étudiant qui peut avec certitude valider les preuves peut également expliciter
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la structure logique des théorémes donnés sous la forme informelle, et que la réciproque n’est
pas nécessairement vraie.

Comprendre et apprendre les mathématiques avancées sont souvent considéré comme des
constructions mentales de concepts chez un individu. En revanche, expliciter la structure
logique d’un énoncé formel, construire des structures de preuves et les valider suit une
certaine procédure, et peut étre considéré comme relevant d’une habileté mentale. On pourrait

voir leur apprentissage comme contribuant a développer des savoir-faire d’un individu.

2.2.2.2.Les images mentales liées a un énoncé (statement Images)
Pour définir ce concept, les auteurs consideérent les propositions. Ils appellent « image

mentales liées a un énoncé », I’ensemble des structures mentales que le sujet lie a cet énoncé.
Nous faisons ’hypothése que ces « images mentales » peuvent étre rapprochées de la notion
de «sens de I’énoncé » le terme « sens» ayant la signification donnée par G. Vergnaud
(1991).

D’apres les auteurs, valider la démonstration d’un théoréme provoque une modification des
connaissances de base et une amélioration des images mentales associées au théoreme
(p.133). De ce fait, pour des étudiants d’un niveau d’étude avancé, les images mentales
relatives aux théorémes contiennent les structures de preuve.

Les auteurs soutiennent qu’il est important de prendre en compte les relations complexes
entre les concepts, exprimées dans les théoremes. Ils choisissent comme unité d’analyse pour
leur recherche, les images mentales qui ne correspondent pas seulement au concept, mais
aussi aux théoremes et, servent de support aux relations complexes entre les concepts. Ils
définissent ainsi un cadre d’étude de leurs données en mettant en avant les concepts d 'énoncé

formel, énoncé informel, structure de la preuve et explicitation des structures.

2.2.3. Les résultats de I'expérimentation
Les auteurs s’interrogent sur la capacité des ¢étudiants a valider de facon fiable les

preuves, et a produire des cadres de preuves pour des théorémes exprimés avec un énoncé
informel. C’est ainsi qu’ils évaluent dans le test que nous décrivons ci-dessous, la capacité des
¢tudiants a expliciter la structure logique des énoncés informels de ’analyse.

Leur expérimentation s’est déroulée au Tennessee Technological University aux Etats-Unis.
Les données ont ¢été recueillies aupres de 61 étudiants, familiers avec le langage du calcul des
prédicats. IIs sont inscrits dans un cours intermédiaire qui a pour but de faciliter la transition
du niveau d’étude élémentaire, trés calculatoire, au niveau supérieur ou les connaissances sont

plus abstraites. Les auteurs notent que ce cours est destiné aux étudiants de deuxieme année
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de l'université, mais on y retrouve des étudiants de niveau 3 et 4 qui ont recu des
enseignements supplémentaires dans divers champs mathématiques, et qui ont de bonnes
performances académiques.
Les données proviennent de trois tests et de cinq examens.
Dans un premier temps, les auteurs proposent aux €tudiants quatre énoncés simplifiés, dont
deux sont vrais et les deux autres faux ; tous les quatre sont significatifs et ont une syntaxe
correcte.
94 réponses sont collectées (n = 31,n = 19,n = 24,n = 20).
Enoncé 2 (n = 19)

« There is a function g such that g’ = f whenever f is continous at each x »” (4)
Les résultats proviennent d’un test et d’'un examen final a I’issue de deux cours dispensés par
deux instructeurs. Parmi les 19 étudiants qui ont répondu, seuls 2 d’entre eux ont pu expliciter
correctement la structure logique de cet énoncé :
Les auteurs proposent un exemple d’explicitation correcte :

«Vf [(Vx f is continous at x) - 3g g' = f]» (5)
et présentent une reformulation incorrecte qu’ils ont rencontrée :

« Vg Vf [(g exists) - [Vx(f cont onx) = (g" = F)]] » (6)
Parmi les erreurs que les auteurs ont relevées a la suite de ce test, figurent une utilisation
inadéquate des quantificateurs et des connecteurs, la production de la réciproque d’un énoncé
en lieu et place de I’énoncé demandé. Ils obtiennent un taux de réussite de 8,5%, et cela
provient de 13,1% des étudiants interrogés.

Une autre expérimentation a consisté a proposer 9 énoncés —dont des énoncés en -6
portant sur la définition de la limite, du théoréme de Rolle, ... — a 24 des étudiants de la
premiére expérimentation. A I’issue de cette expérimentation, les auteurs ont encore relevé de
faibles performances des étudiants.

Cela les ameéne a conclure que cette étude montre qu’aucun étudiant ayant participé a
I’expérimentation, malgré leur bon niveau en mathématiques, n’arrive a écrire les structures
logiques des énoncés a I’aide du langage du calcul des prédicats. Et s’ils y arrivent, c’est de
facon occasionnelle. Les représentations qu’ils ont d’un théoréme énoncé de fagon informelle
ne contiennent pas la version formelle du théoréme, par conséquent, ne contient pas le cadre

de sa preuve.

7?1 existe une fonction telle que g' = f lorsque f est continue en tout point.
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2.2.4. Quelques suggestions des auteurs
D’apres les auteurs, la formation complémentaire regue par les sujets concernés par

cette ¢tude leur donnait plus d’avantages pour ce travail que les étudiants nouvellement
arrivés a I'université. De ce fait, les auteurs concluent que ces nouveaux ¢étudiants ne seront
pas en mesure d’expliciter aisément les structures logiques des théorémes et des définitions.
Le résultat des analyses a conduit les auteurs a faire trois suggestions pour I’enseignement :
- les théoremes et les définitions devraient €tre exprimés a I’aide des énoncés formels et
mformels ;
- les instructions ou les avis explicites sur la validation sont un domaine plus ou moins
négligé. Ils devraient étre communiqués aux étudiants et ne pas seulement se limiter a
la preuve ;

- P’importance pour les étudiants de justifier leurs productions.

2.3. Négation logique et négation grammaticale (Durand-Guerrier & Ben Kilani,
2005)
L’article dont nous nous proposons de faire la revue est intitulé :
« Négation grammaticale versus négation logique dans I’apprentissage des

mathématiques »
Il a été publi¢ en 2004 dans la revue les cahiers du frangais contemporain.

Dans cet article, les auteurs présentent des €léments d’une recherche qui se propose d’étudier,
dans une perspective didactique, le fonctionnement de la négation dans trois registres,

mathématiques, frangais et arabe dans le contexte de 1’enseignement secondaire tunisien.

Pour notre travail de thése, nous nous sommes intéressée au fonctionnement de la négation en
francais et en mathématiques ; dans la suite de notre travail, nous envisageons de prendre en
compte le bilinguisme de fait au Cameroun, dans le cas des locuteurs bilingues ewondo-

frangais. Une premiére exploration a donné lieu & une communication a I’étude ICMI 21%°.

D’apres les auteurs, parmi les notions logiques qui apparaissent comme source de difficultés
pour les €leves dans I’activité mathématique, se trouve la négation des énoncés universels. Ils
citent les travaux d’El Faqih (1991) et de Durand-Guerrier (2000) qui confirment également

le fait que la négation des énoncés quantifiés peut étre problématique pour un non expert.

8 Voir Annexe 13
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Les auteurs font I’hypothése que ces difficultés tiennent d’une part, au fait que la négation
n’est pas seulement un connecteur de la logique classique, mais elle est aussi d’usage courant
dans la langue naturelle et, d’autre part, au fait que les dimensions syntaxiques et sémantiques

sont étroitement mélées.

2.3.1. Quelques éléments d’épistémologie d’Aristote a Quine
2.3.1.1.Le concept de négation chez Aristote

D’apres les auteurs, 1’étude de ce concept remonte a 1’ Antiquité grecque. Il apparait
dans le premier traité de logique — I’Organon qui signifie en grec instrument, qui regroupe les
ceuvres logiques d’Aristote. Dans le livre 2, De [’Interprétation, ce dernier traite des
oppositions dans la langue vernaculaire, principalement en ce qui concerne les énoncés
quantifiés pour lesquels il distingue deux types d’oppositions : I’opposition par contradiction

et 'opposition par contrariéte.

Deux propositions contradictoires ne peuvent €tre toutes deux vraies ou toutes deux fausses
en méme temps. De la vérité ou de la fausseté de 1’'une, on peut conclure a la fausseté ou a la
vérité de Iautre. Selon Aristote, cette opposition vaut entre les affirmatives universelles et les

négatives particulicres, ou les négatives universelles et les affirmatives particulicres.

La relation de contrariété est celle qui relie une universelle affirmative et une universelle
négative. Deux propositions qui ont une opposition de contrariété ne peuvent étre toutes deux
vraies, de sorte qu’on peut conclure de la vérité de 'une a la fausseté de 1’autre, mais elles
peuvent étre toutes les deux fausses, de sorte que I’on ne peut rien dire de la valeur de vérité
de la seconde proposition si la proposition donnée est fausse. Pour les auteurs la relation de

contrariété correspond plus ou moins au contraire dans la langue courante.

Les auteurs pointent également le fait souligné par Aristote, qu’il n’y a pas de relation

d’opposition entre la particuliere affirmative et la particuliére négative.

2.3.1.2.La négation dans la logique du premier ordre
A la fin du XIXéme et au début du XX° siecle, les travaux de Frege, Russell et

Wittgenstein contribuent a la clarification du concept de négation. C’est Tarski (1936) qui,
avec la mise au point de la théorie sémantique de la vérité dans les langages formalisés, fait

un apport déterminant dans la logique moderne.

Pour les auteurs, les travaux d’Aristote et les résultats de Tarski montrent que 1’é¢tude du

concept de négation doit s’appuyer sur une analyse conjointe de la syntaxe et de la
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sémantique. Par exemple, dans une langue et une situation donnée, le fait que deux
propositions échangent leurs valeurs de vérité ne garantit pas qu’elles sont négations 1'une de

I’autre. (p.12)
Nous citerons le cas des propositions suivantes :

(a) Certains nombres entiers sont pairs
(b) Tous les nombres entiers sont pairs
Dans I’ensemble des nombres entiers, (a) est vraie et (b) est fausse, mais les deux propositions

qui échangent bien leurs valeurs de vérité ne sont pas négations 1’une de I’autre.

Dans le calcul des propositions, la négation est un opérateur unaire s’appliquant aux
propositions qui échange le vrai et le faux. Le principe du tiers-exclus est valide : « pv—=p »
est un énoncé universellement valide (une tautologie) ; il en est de méme du principe de

contradiction : « = (pA—p) ».

Dans le calcul des prédicats, la négation est un opérateur qui s’applique soit a des
propositions, soit a des fonctions propositionnelles ; ceci amene a considérer selon Da Costa

(1997), une extension du concept de négation, s’appuyant sur la notion de satisfaction®' :

« Par définition, la négation d’une fonction propositionnelle F, notée —F est la fonction
propositionnelle qui dans toute structure interprétative adéquate est satisfaite exactement
par les suites d’objets qui ne satisfont pas F. Par conséquent, I’énoncé « Fxv—Fx » est

universellement valide. Il en est naturellement de méme de sa cloture universelle

Vx(va—|Fx). » (p.13)

Ceci permet d’établir le fait que ’énoncé « (VxF)v(3x—F) » est universellement valide ; cet
énoncé s’obtient a partir de la tautologie « pv—p » par substitution. Cela correspond a la regle

du contre-exemple en mathématiques.

Notre commentaire : Dans le calcul des prédicats, dire que Vx F(x) est faux est équivalent a
dire que Ix (= F(x)) est une proposition vraie. Ainsi, nier un énoncé universellement
quantifié revient a faire porter la négation par le verbe et changer le quantificateur universel
en quantificateur existentiel. Du point de vue sémantique, pour montrer qu’un énoncé
universellement quantifié est faux, il suffit d’exhiber un objet de 'univers du discours dont

I’assignation a la phrase ouverte donne une proposition fausse.

¥1 Voir au chapitre 2, section 1.2.2.3
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Nous notons également que la négation de 3x F(x) est Vx —F(x).

2.3.2. La négation dans la grammaire frangaise
Les auteurs rappellent que dans la grammaire francaise, on distingue deux types de

négation :

- la négation totale : elle concerne en principe le contenu de I’énoncé en impliquant un
choix de I’énonciateur entre la vérité et la fausseté de cet énoncé ; elle affecte la
totalité de I’énoncé ;

- la négation partielle : elle ne s’intéresse pas au contenu de I’énoncé dans sa globalité

du point de vue de sa valeur de vérité ; elle n’affecte qu’une partie de I’énonce.

2.3.2.1.La négation totale des énoncés universellement quantifiés
D’apres les auteurs, 1’énoncé « tous les documents ne sont pas autorisés a l’examen »

signifie habituellement que certains et seulement certains documents sont autorisés a
I’examen ; on peut rendre compte de cette interprétation en considérant que la négation porte
sur I’ensemble de 1’énoncé et peut €tre paraphrasé sous la forme :

Il est faux que « tous les documents sont autorisés a [’examen »

qui renvoie a la négation totale qui prend en compte I’aspect sémantique de la négation.

2.3.2.2.La négation partielle des énoncés universels
La négation partielle est une opération qui n’affecte qu’une partie de 1’énoncé. Elle

s’exprime a 1’aide des mots négatifs tels que : aucun, jamais, nulle part..., identifiant ainsi le
constituant de 1’énoncé visé par la négation en I’opposant au constituant positif correspondant
(p.14). Ils prennent comme exemple pour illustrer leur propos :

« Aucun document n’est autorisé a I’examen ».
D’apres eux, I'usage du terme négatif « aucun » montre que c’est « fous » qui est visé par la
négation, et de ce fait, la négation partielle est principalement un procédé syntaxique et non
sémantique (au sens logique du terme) car elle ne vise pas la modification de valeur de vérité

de I’énoncé : dans I’exemple ci-dessus, il est possible que les deux énoncés soient faux.

2.3.2.3.Les ambiguités sémantiques relatives a la négation des énoncés universels en
frangais
Se référant au livre « Précis de grammaire pour les concours » (Maingenau, 1994), les

auteurs citent un court paragraphe relatif aux problémes engendrés par la combinaison de la

négation et de la quantification. D’apres ce dernier, une telle combinaison est :

« source de bien de difficultés car elle engendre des ambiguités. Ainsi « tous les lions ne

sont pas ici » ne signifie pas contrairement a ce qu’on attendait que tous les lions sont
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absents mais seulement certains d’entre eux. C’est-a-dire que 1’ordre des constituants (tous
. ne ... pas ...) ne correspond pas a I’interprétation, qui serait plutot « les lions ne sont
pas tous ici ». La négation en langue naturelle est donc fort différente de la négation du

calcul des prédicats de la logique classique. » (op. cit., p. 224).

Pour les auteurs, I’'une des difficultés est due au fait que les quantificateurs universels n’ont
pas de sens propre, mais acquierent du sens en s’unissant avec le nom ou les noms qui les
suivent. Il est donc nécessaire dans un énoncé universellement quantifié, de faire la
distinction, déja mentionnée par Frege, entre le sujet grammatical et le sujet logique (p.16).
Par exemple dans la phrase « toutes les vaches sont vaccinées », le sujet logique est « les
vaches » et le sujet grammatical est « toutes les vaches ». La négation grammaticale de la
phrase « toutes les vaches sont vaccinées» sera alors « toutes les vaches ne sont pas

vaccinées ».

Les auteurs citent également les travaux de Fuchs (1996) qui voit deux interprétations de la

phrase « foutes les vaches ne sont pas vaccinées » :

- certaines vaches et seulement certaines ne sont pas vaccinées. La négation porte ici sur
le verbe et le quantificateur est changg¢ ;
- aucune vache n’est vaccinée, ce que 1’on obtient par substitution de « aucune vache »
a « toutes les vaches ».
Pour eux, les difficultés qui surviennent dans la langue naturelle sont identiques a celles qui
ont été rencontrées par les logiciens qui ont étudié¢ et développé ce concept, difficultés en
relation avec la pratique de la langue. En outre, dans I’enseignement du frangais au
Cameroun, comme en France ou en Tunisie, I’étude de la négation concerne principalement
I’étude de la forme négative, indépendamment des valeurs sémantiques (au sens logique du

terme d’échange des valeurs de vérité).

2.3.3. Des résultats observés dans l'usage de la négation en contexte tunisien
2.3.3.1.Le contexte tunisien

Les auteurs indiquent que 1’enseignement des mathématiques en Tunisie se fait d’abord en
langue arabe jusqu’a la neuvieme année de I’école de base (enseignement obligatoire) puis en
langue frangaise pour les quatre années de lycée. L’€école de base qui s’étend sur neuf années,
est subdivisée en deux cycles :

- le premier s’étend sur six années et se fait par des instituteurs dont la formation est

pluridisciplinaire ;
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- le deuxieme s’étend sur trois années et se fait ordinairement par des professeurs
spécialistes en leur matiere. Il correspond a ce qui est appelé en France le collége et au
Cameroun le premier cycle de I’enseignement secondaire® ;

- le lycée est composé de quatre années. Il est couronné par le diplome du baccalauréat.
Les enseignants qui exercent a ce niveau sont aussi des spécialistes en leur matiere.

L’ apprentissage scolaire de la langue francaise est inséré dans le systeme éducatif tunisien a la
troisieme année de I’école de base et se poursuit jusqu’au baccalauréat. Le francais a le statut

de langue étrangere obligatoire.

2.3.3.2.Quelques phénoménes observés dans la pratique de la négation mathématique
L’étude des programmes et des manuels officiels tunisiens a permis aux auteurs de

montrer que la négation logique ne fait pas I’objet en Tunisie, d’un enseignement explicite en
mathématiques. Elle est implicitement présente, et ce a 1’occasion de 1’utilisation du
raisonnement par 1’absurde, de la production d’un contre-exemple ou chaque fois qu’il faut
montrer qu’un objet mathématique ne possede pas une certaine propriété. En revanche, la
négation grammaticale fait ’objet d’un enseignement explicite en francais, ayant pour objectif
de permettre a 1’¢leve de reconnaitre les types et les formes des phrases et de s’approprier les
mécanismes permettant de passer d’un type de phrase a un autre. (p.3)

En se basant sur un guide méthodologique du frangais a 1’'usage du professeur, les auteurs
montrent que la négation enseignée dans la classe de francais transforme une phrase
universelle en une phrase universelle en ne faisant porter la négation que sur le prédicat ; ceci
correspond a la négation partielle.

Les auteurs ont mené une enquéte aupres de trois enseignants tunisiens de frangais et
de dix-huit enseignants tunisiens de mathématiques. Cette enquéte montre que les trois
enseignants tunisiens de francais interrogés identifient la forme négative d’un énoncé
universel a sa négation, et que les enseignants tunisiens de mathématiques ne font pas de
distinction explicite entre « négation » et « contraire ». Ceci permet aux auteurs de dire que la
négation n’est pas problématisée.

En outre, un questionnaire proposé par les auteurs a soixante-douze ¢€leves de sixieme année
secondaire (16-17 ans, équivalent a la premiére frangaise®) fait apparaitre, selon les auteurs,
que la conception selon laquelle la négation de « tous » est « aucun » est prédominante chez

les éléves interrogés.

2 . ., . . N 4, ) . .
8 ce cycle s’étend sur quatre années et devrait probablement contenir la premiére année de lycée tunisien.
83 . . N .y .

Qui correspond également a la premiére camerounaise

125



Le Cameroun étant un pays multilingue, nous faisons I’hypothése, confortée par les résultats
d’une étude préliminaire que nous avons menée en 2011 (Njomgang Ngansop & Durand-
Guerrier 2011)*, que les phénoménes observés dans la manipulation de la négation dans
I’enseignement des mathématiques en Tunisie sont susceptibles d’étre présents dans
I’enseignement de mathématiques au Cameroun. Nous envisageons dans la suite de notre
theése, de conduire des recherches sur la pertinence de la prise en compte de I’influence de la
langue maternelle dans les enseignements des concepts de logique, et plus particulicrement,

pour ce qui concerne la négation.

En conclusion, les auteurs ont mené une étude épistémologique du concept de
négation qui montre que la construction de la négation doit prendre en compte les aspects
syntaxique et sémantique.

En comparant les structures grammaticales de la négation en Arabe et en Frangais, ils mettent
en évidence les différences concernant la négation des énoncés universellement quantifiés
dans les deux langues, la négation en Arabe étant congruente a la négation logique, ce qui
n’est pas le cas en Frangais si on se référe a la norme grammaticale. En outre, dans 1’'usage du
Francais, I'utilisation de la forme négative pour ce type d’énoncés peut générer des
ambiguités sémantiques : deux interprétations possibles de la négation émergent : la négation
totale de I’énoncé (qui correspond a la négation logique) ou la négation partielle (qui
correspond au contraire au sens d’Aristote).

Les auteurs soulignent que le terme contraire est parfois utilisé en lieu et place du terme
négation, que ce soit dans le langage courant ou en mathématiques.

Ces différents phénomenes qui apparaissent dans le maniement de la négation montrent que
ce concept, bien que d’usage courant, est assez complexe ; ceci est conforté par les résultats
d’une enquéte que nous avons menée aupres des étudiants des Classes Scientifiques Spéciales
a Yaoundé™. Ces résultats mettent en lumiére la grande variété de formes langagiéres
proposées par les étudiants. Pour notre travail, nous nous appuyons sur cette étude pour
pouvoir d’une part, dégager les différents aspects qui ressortent de 1’utilisation du concept de
négation par les étudiants et les éléves, et d’autre part, d’identifier des situations pertinentes

pour I’apprentissage du concept.

¥ Vioir article en annexe 13
¥ Durand-Guerrier & Njomgang Ngansop, 2009
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Conclusion
Les auteurs dont nous avons présenté les travaux mettent ’accent sur I’importance

d’une sensibilisation des étudiants au langage mathématique. Pour eux, il est nécessaire de
travailler sur les changements de langage : le passage du langage naturel au langage formel
permet d’expliciter la structure logique des énoncés informels que sont certains théorémes et
définitions, et donne des pistes pour la construction des preuves ; la formulation des
propriétés mathématiques données en langage formel, a I’aide des mots de la langue, permet

de les utiliser dans une diversité de situations.

Concernant la construction de la négation, Durand-Guerrier & Ben Kilani montrent
qu’elle doit prendre en compte les aspects syntaxique et s€émantique, et soulignent de ce fait la

différence entre négation partielle, négation mathématique et contraire.

3. Quantifications multiples
Dans le cours de mathématiques on rencontre un grand nombre d’énoncés de la forme
Vx 3y P(x,y) et de la forme 3y Vx P(x,y). Pour I'une et ’autre des formes, la question de

la signification de 1’énoncé et de la gestion des variables se pose.

3.1. Surladépendance des variables (Durand-Guerrier et Arsac, 2003)
L’article que nous présentons a été publié en 2003 dans le volume 23, n°3 de la revue

Recherche en Didactique des Mathématiques, de la page 295 a 342. 1l porte le titre :
« Méthodes de raisonnement et leurs modélisations logiques. Spécificité
de ’analyse. Quelles implications didactiques ? »
Les auteurs sont Viviane Durand-Guerrier et Gilbert Arsac.
La problématique de cet article porte sur I’articulation entre logique, rigueur et validité dans le
raisonnement, dans le domaine de 1’analyse, sous deux points de vue :
- du c6té du praticien de mathématique, dans son role de professeur : par quoi dans son
discours aupres des étudiants remplace t-il la logique absente ?
- du coté de I’étudiant de mathématiques : comment en tant que novice du domaine de
mathématiques €tudié, peut-il satisfaire aux exigences de rigueur qui permettent, en

principe, de se prémunir contre les preuves non valides ?

3.1.1. Motivation de I'étude
D’apres les auteurs, en didactique des mathématiques, les travaux sur la

démonstration, dont ceux conduits par Raymond Duval (1993, 1995), utilisent comme cadre

logique de référence essentiel, le calcul des propositions. La pertinence de ce cadre d’analyse
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s’explique, du point de vue logique, par le fait que 1’on manipule en Géométrie,
essentiellement des instances de théorémes universels (qui peuvent se mettre sous la forme :
«Pour tout x, si P(x), alors, Q(x) »); de ce fait, selon eux, dans les démonstrations
géométriques, en général les quantificateurs n’apparaissent pas et 1’on est effectivement
ramené au calcul des propositions.

Les auteurs notent cependant que, d’aprés Durand-Guerrier (1999), cela conduit a des
difficultés lorsque I’énoncé est universellement quantifié et non pas vrai, mais faux dans le

domaine considéré. Ils illustrent ce fait par I’exemple suivant :
« Soit Q un quadrilatere ; pour chacune des deux implications suivantes, dire si elle est
vraie ou fausse :
a) Si Q est un rectangle, alors ses diagonales ont méme longueur ;

b) Siles diagonales de Q sont perpendiculaires, alors Q est un losange. » (p.298)

D’apres les auteurs, I’énoncé a) est vrai car il est associ€¢ a un théoréme universel, quant a
I’énoncé b), on ne peut pas se prononcer sur sa valeur de vérité, car il admet a la fois des
exemples et des contre-exemples, et le déclarer faux revient a I’assimiler a I’énoncé
universellement quantifié associé. Ainsi, Houdebine (1998, page 115) fait remarquer que cet
exercice « fait apparaitre chez les éléves de quatrieme une hésitation entre faux, pas toujours
vrai et vrai » (p.298).

Pour les auteurs, lorsqu’on aborde la démonstration en analyse, le cadre théorique proposé par
Raymond Duval pour la Géométrie devient inopérant dans de nombreux cas, en particulier
pour des théorémes existentiels. Ils illustrent ce point a travers une démonstration erronée du

théoréme des accroissements finis.

Cette illustration figure dans la section 1.2.1.5 du chapitre 2. Nous n’y reviendrons pas.

3.1.2. La pratique de la démonstration
Leur étude porte essentiellement sur les définitions de la notion de limite et sur les

modes de raisonnement associés pour lesquels il n’y a pas de transformation par transposition
en ce sens que le raisonnement espéré de 1’étudiant n’est pas différent de celui du

mathématicien.

3.1.2.1.Exemple générique, nécessité et généralité
Les auteurs commencent par rappeler la définition de Balacheff (1988) de I’exemple
générique :
« L’exemple générique consiste en 1’explication des raisons de la validité d’une assertion
par la réalisation d’opérations ou de transformations sur un objet présent, non pour lui-

méme, mais en tant que représentant d’une classe. » (p.301)
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D’apres eux, la preuve par exemple générique concerne les assertions portant sur tous les
¢léments d’une classe, c’est-a-dire en mathématiques, des propositions universellement
quantifiées. Ils distinguent deux aspects dans la preuve par ¢lément générique ; la nécessité et
la généralité. Pour les auteurs, la nécessité¢ fait appel au caractére contraignant du
raisonnement ; elle est assurée par I’enchainement sans faille du raisonnement et facilement
modélisé par le calcul des énoncés. La généralité vise a garantir le caractere générique de
I’exemple étudié ; elle peut étre assurée de différentes manicres, relativement indépendantes
de la nécessité, et dépendantes du domaine mathématique envisagé.
Les auteurs présentent trois exemples de preuves par exemple générique dont [’exemple 3
(p.302) en analyse ou :
les démonstrations se font par traitement d’un exemple générique, et une spécificité que les
auteurs ont identifiée leur semble étre la fréquence d’apparition d’énoncés du type
« Ve, An... » d’ou ’abréviation qu’ils adoptent pour désigner la démonstration des énoncés de
ce type : démonstration en (&, 7). Une telle démonstration part de la donnée d’un & générique.
D’apres les auteurs, dans les manuels, le caractére générique de € est plus ou moins souligné
et dans un vocabulaire varié¢. Et dans un méme manuel, le traitement de cette question peut
différer suivant qu’il s’agit de définir la limite d’une suite ou celle d’une fonction alors que la
structure logique des deux définitions est la méme. Les auteurs résument brievement les
grandes tendances que 1’on peut rencontrer :

Ils distinguent au niveau des définitions, deux grandes tendances ; la premiere qui
consiste a donner la définition quantifiée, que ce soit en langage courant ou en utilisant les

quantificateurs et ils citent en exemple Balaguer (1999, p.10) :

« Une suite (u,,) est convergente (dans R) s’il existe un réel [ tel que ;
Ve e R,,AN e N,VN € N,n > N = |u,, — | < &» (p.303)

D’apres les auteurs, dans ce cas, seul un commentaire ou la pratique qui apparait dans les
démonstrations qui suivent montrent qu’il s’agit de preuve par exemple générique. La seule
différence avec la géométrie provient du fait que la quantification est toujours explicite dans

I’énoncé.

La deuxieme tendance, selon les auteurs, consiste a expliciter d’emblée dans la définition, la
pratique de la démonstration sur un € générique, la définition comporte déja en quelque sorte

une regle d’action. Ils citent en exemple Cagnac (1963, p.67) :
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« Définition : Etant donné le nombre positif arbitraire &, on peut prouver 1’existence d’un
nombre positif a tel que la condition |f(x) — | < & est vérifiée en tout point x qui vérifie

0<|x—al <a.»((.303)

Pour les auteurs, cette idée de remplacer le quel que soit par I’allusion a un élément

quelconque n’est pas propre aux mathématiciens.

La dépendance de € par rapport a 1 est soulignée soit en commentaires, soit déja dans la

définition comme dans I’exemple tiré de Ouvarov (1984, p.54) qu’ils proposent :

«un nombre b s’appelle limite d’une fonction y = f(x) lorsque x = a si pour tout € > 0,
il existe un nombre § dépendant de €, § = §(¢), tel que pour tous les x € A satisfaisant a la

condition 0 < |x — a| < &, on a I’inégalité |f (x) — b| < €. » (p.304)

Les auteurs notent que le plus fréquent est I’introduction de la notation 7, cette notation
fonctionnelle visant a rappeler la dépendance. Cette apparition montre que le danger du type
d’erreur conduisant a la démonstration fausse du théoréme des accroissements finis étudi€e ici

est bien percu par les auteurs de manuels universitaires.

3.1.2.2.5ur la démonstration en géométrie
Les auteurs déclarent que les énoncés en (&,1) existent aussi en géométrie, mais il faut

les débusquer car ils sont masqués par la pratique de la quantification implicite. Ils citent en
exemple I’énoncé « Tout segment admet un milieu» qui se reformule, une fois la
quantification restituée en « Pour tout couple de points (A4, B), si A # B, il existe un point I de
la droite (A4, B) tel que IA = IB », en précisant qu’il en est de méme de tout énoncé affirmant
I’existence, et en général, la constructibilité d’un objet géométrique :

« Une premicre différence entre géométrie et analyse tient simplement a des pratiques de

rédaction des énoncés mathématiques en langue courante. » (p.306)

Concernant la dépendance de I’objet construit par rapport a la donnée, les auteurs la qualifient
d’évidente dans les exemples qu’ils ont proposés. Une premicre explication de cette évidence
d’apres eux, vient de ce que I’objet construit se rameéne a un objet unique ou a la rigueur
existe en deux ou quelques exemplaires. De plus, il est en général constructible a la regle et au
compas, ce qui explique I’absence de I’écriture fonctionnelle ; la connaissance de la procédure

de construction apporte une information plus précise :

« Au total, le contexte des problémes de construction, 1’'usage du dessin, 1’utilisation
traditionnelle des notations rendent totalement invraisemblable 1’oubli de la dépendance de

1’objet construit par rapport a I’objet donné [...] » (p.307)
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Les auteurs de conclure que, dans les domaines de 1’analyse et de la géométrie, la rigueur des
raisonnements est assurée par des routines trés contextualisées propres a chacun. La logique
disparait derriere un certain nombre de « reégles de raisonnement » comme celles relatives a la
manipulation des variables en analyse, ou aux régles de raisonnement par analyse-synthése™
en géométrie. Les limites de ces procédés qui permettent une « évidente €conomie de
logique » peuvent se révéler quand les mathématiciens et surtout les €leves et les étudiants

sont confrontés a des situations inhabituelles.

3.1.3. Le calcul des prédicats
Les auteurs présentent le calcul des prédicats comme théorie logique de référence pour

étudier les démonstrations en analyse a I'université. D’apres eux, d’une maniere générale il
est admis qu’il est suffisant de connaitre quelques régles syntaxiques de fonctionnement des
quantificateurs pour utiliser de maniere efficace le symbolisme logique. Ils prennent en
exemple la régle syntaxique de construction de la négation des énoncés quantifiés, qui
consiste a échanger les quantificateurs universels et existentiels et a appliquer la négation a la
formule sans quantificateur. Les auteurs notent que cette régle est insuffisante dés lors que
I’on veut nier un énoncé qui contient par exemple une sous-formule quantifiée, antécédent
d’un énoncé conditionnel comme :

«VxVy ((Vz Fxyz) = Gxy) » qui a pour négation « Ix 3y ((Vz Fxyz) n—=Gxy) » (p. 311)
En outre, les auteurs pointent des difficultés d’ordre sémantique ; nous en parlons dans la
section 1.2.2.3 du chapitre 2.

Revenant a I’analyse de la démonstration en géométrie au college faite par Duval, pour
les auteurs, un point de vue essentiellement syntaxique suffit ; on peut travailler sur les statuts
des propositions indépendamment de leurs valeurs de vérité®’. Mais les problémes
commencent lorsqu’on veut démontrer qu’un résultat est faux. D’apres eux, dans le calcul des
propositions, une maniere de prouver qu’un théoréme A est faux, c’est de trouver un énoncé¢ B
faux, tel que B soit une conséquence de A. Mais la méthode la plus fréquente pour un
mathématicien de prouver qu'un €noncé est faux, c’est de produire un contre-exemple, ce qui

n’a aucune signification dans le calcul des propositions :
« Or la notion de contre-exemple n’a pas de signification dans le calcul des propositions,
car il s’agit d'une procédure de type sémantique ; la recherche d’un contre-exemple renvoie
a la nature des objets avec lesquels on travaille et a I'univers du discours dans lequel se

déploie le raisonnement. » (p.313)

¥ La démarche d’analyse-synthése conduit 3 traiter d’abord de I'unicité de I'objet construit, puis de son
existence.
¥ Utilisation des regles d’introduction et d’élimination du connecteur =.
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Ainsi, selon les auteurs, la possibilit¢ de trouver ou non un contre-exemple a un énoncé
dépend des connaissances pertinentes pour cette recherche qui sont accessibles au sujet, de ce
fait, la prise en compte des trois dimensions syntaxique, sémantique et pragmatique, permet
d’analyser le discours mathématiques.

Concernant le controle de la validité de la preuve, d’apres les auteurs, a la suite des travaux
de Gentzen qui a développé un systeme de déduction naturelle pour le calcul propositionnel,
consistant a donner des régles d’introduction et d’¢limination des connecteurs
propositionnels, Copi (1954) et Quine (1950) ont développé un systeme de démonstration
naturelle dans le calcul des prédicats. Aux reégles de Gentzen s’ajoutent les regles
d’introduction et d’élimination des quantificateurs qui permettent en particulier de modéliser
la démonstration par exemple générique. Un tel systéme peut en particulier étre utilisé pour
controler localement la validité de preuves mathématiques, sans recourir a une formalisation
complete dans le Calcul des Prédicats. Les quatre regles de manipulation des énoncés

quantifiés dont on dispose dans ce systeme sont présentées dans Hottois (1989, pp.101-102) :

1) 1IU: Instantiation Universelle
() fx
fa

a constante individuelle quelconque substituée a x

Commentaire : Ce qui vaut pour tous vaut pour n’importe qui.

2) GU : Généralisation universelle
fa
(x)fx

avec a : une constante d’objet absolument quelconque choisie dans le domaine (de x), ¢ est-a-dire

considérée seulement du point de vue de son appartenance a ce domaine
Commentaire : On reconnait ici la démonstration par élément générique.

3) GE : Généralisation Existentielle

fa
Ax)fx

a constante quelconque
Commentaire : Exhiber un élément qui vérifie la propriété permet d’affirmer I’existence d’au moins
un tel élément.
4) IE : Instantiation Existentielle
(3x)fx
fw

Attention a linterprétation de w ; il s agit d’une constante d’objet, mais dont on retient seulement

qu’elle est le nom de l'un des objets qui, par hypothese, doivent (ou doit s’il n’y a qu’'un objet de ce

type) verifier Axfx. Le plus souvent on ne sait rien de plus, c’est-a-dire qu’on ignore l’identité
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précise de cet objet. C’est pour cela qu’il faut veiller a ce que le signe introduit (ici w) soit sans
occurrences antérieures qui précisément le determinerait (I’identifierait) de fagcon abusive.
Commentaire : Affirmer I’existence d’un élément qui vérifie une propriété donnée permet de

considérer un tel élément. (in Durand-Guerrier & Arsac, pp.315-316)

En note, les auteurs donnent 1’ordre d’introduction des lettres ; si une instanciation
existentielle se fait aprés une instantiation universelle, la généralisation existentielle devra se
faire avant la généralisation universelle correspondante.

Du point de vue des auteurs, I’'intérét principal du systeme de Copi, réside dans le fait de
rendre explicites les régles de manipulation des variables. Il est intermédiaire entre la pratique
usuelle et un systéme entierement formalisé (p.316).

Pour les auteurs, les régles d’introduction et d’¢limination des quantificateurs a la maniere de
Copi relévent de la dimension sémantique puisqu’on introduit les noms d’objet. Dans la
pratique des mathématiques, ces deux reégles restent le plus souvent a un niveau implicite : par
exemple on passe directement d’un énonce du type « il existe x tel que P(x) » ou x est une
variable liée qui ne désigne rien, a l’utilisation dans une preuve de la lettre x comme le nom
d’un objet satisfaisant la propriété P. Il en résulte une instabilité dans le statut des lettres dans

les démonstrations. Ils concluent que :

« Dans la perspective didactique qui est la ndtre, nous retiendrons que 1’utilisation du
systtme de Copi permet de mettre en évidence dans une démonstration certaines

manipulations de variables cachées par la rédaction proposée. » (p.318)

3.1.4. Une expérimentation
Les auteurs se proposent de montrer sur un exemple, la pertinence, sur le plan didactique,

de I'utilisation de la déduction naturelle dans le calcul des prédicats pour analyser les preuves
mathématiques du point de vue de leur validité logique, et ceci principalement lorsque ces
preuves mobilisent des énoncés contenant un (ou des) quantificateur(s) universel(s) et un (ou
des) quantificateur(s) existentiel(s).

L’expérimentation qu’ils décrivent tente d’apporter des ¢léments de réponse a la premiere
question a savoir, par quoi dans son discours aupres des étudiants, [’enseignant remplace t-il
la logique absente ?

Ils ont mené une enquéte aupres des enseignants de I'université sur une preuve en topologie
qu’un étudiant a produite®. Les auteurs présentent une formalisation de cette preuve qui

permet de repérer I’erreur commise.

88 . .
Voir annexe 1, « une preuve en topologie »
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Dans le cadre de cette expérimentation, les questions adressées aux enseignants sont :

1) Quelles erreurs comporte cette démonstration, (vous pouvez supposer que vous 1’expliquez

a un collégue) ?

2) Qu’écririez-vous sur la copie ?

3) Quel corrigé proposeriez-vous a cet étudiant ?
Les résultats :

22 enseignants ont participé a cette expérimentation. Les auteurs proposent une premicre

¢tude qualitative des réponses ; elle permet de dégager quelques grandes tendances dans le

discours des enseignants, et aussi de pointer les différences :

Les points communs

a) Le controle par les connaissances mathématiques, la production d’un contre-exemple

D’apres les auteurs, tous les enseignants repérent que la démonstration n’est pas correcte.
Quatorze d’entre eux proposent un contre-exemple ; ¢’est un moyen de s’assurer de la non
validité du résultat établi, mais ceci ne permet pas de savoir en quoi la démonstration est
fautive. Pour les auteurs, le fait que certains enseignants n’ont pas, a la premicre lecture
détecté d’erreur dans la démonstration, « confirme la faible distance, en ce qui concerne le
controle logique de la démonstration, entre la pratique experte et celle de 1’étudiant, et met en
évidence que ce sont les connaissances mathématiques des enseignants (et non pas I’analyse
de la démonstration) et leur pratique de la démonstration en analyse qui leur donnent d’abord
la certitude d’une erreur de raisonnement et les orientent ensuite vers le probléeme de la
dépendance des variables. On comprend mieux alors le fait que 1’étudiant, ne disposant pas de
ce contrdle, puisse ne pas voir son erreur. » (p.323)

b) La prégnance de la notion de dépendance

D’apres les auteurs, 21 enseignants écrivent « x et y dépendent de € » et le traduisent en
mettant en évidence ¢ dans I’écriture des lettres x et y. Pour les auteurs, les réponses
recueillies confirment que la régle qui consiste a indicer les lettres de variables muettes dans
une quantification existentielle lorsque celle-ci est précédée d’une quantification universelle
fonctionne comme une régle de raisonnement en Analyse, permettant a la fois d’éviter les
erreurs et de mettre en évidence le « sens » , ici la « dépendance des variables ».

Les divergences

Les auteurs observent les divergences sur les points suivants :
- concernant les quantificateurs, deux enseignants parlent de mauvaise gestion des

quantificateurs, tandis que d’autres proposent un contrdle de type global sur les
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écritures symboliques ; deux proscrivent I’emploi des quantificateurs et
recommandent [’usage de la langue courante ;

- sur les variables, pour la plupart des enseignants qui ont répondu a I’enquéte, les
lettres renvoient implicitement a des objets du domaine considéré ; parmi eux, rares
sont ceux qui disent que les objets qu’on manipule doivent étre introduits
explicitement au moyen d’identificateurs a I’aide des lettres qui les désignent.

Une étude de trois démonstrations dans un méme manuel permet aux auteurs d’illustrer la

variabilité de I’explicitation de la régle de dépendance des variables.

En conclusion a ces travaux, pour apporter des ¢léments de réponse a la question de savoir
par quoi dans son discours aupres des étudiants, I’enseignant remplace t-il la logique absente,
les auteurs, ont mené une expérimentation axée sur la pratique de la démonstration en analyse,
avec des enseignants de ’'université. Les résultats révelent que le professeur communique des
régles de raisonnement contextualisées qui remplacent ’appel explicite a la logique. La régle
de dépendance des variables pour ce qui concerne les énoncés en (g, 1) est trés présente dans
la pratique enseignante, et le contrdle de la validit¢ des preuves se fait a 1’aide des
connaissances mathématiques : la bonne application de ces régles repose sur I’expertise
mathématique des enseignants.

Or on ne retrouve pas cette expertise chez les étudiants, et de ce fait, le controle de la
preuve ne peut étre effectif. La logique, du point de vue de la déduction naturelle dans le
calcul des prédicats, apparait comme un outil idoine pour effectuer ce contrdle.

Dans notre travail, nous avons axé notre problématique sur la possibilit¢ de rendre les
concepts de logique opératoire chez les étudiants qui arrivent a ['université. Les ¢léments de
réponse ci-dessus nous permettent, en accord avec les auteurs, de conjecturer qu’il est
possible de mettre sur pied un enseignement sur la logique, au-dela de quelques notions
actuellement transmises sur les quantificateurs et les régles syntaxiques de négation. La
notion de satisfaction d’une phrase ouverte par un élément et les régles de manipulation des
énoncés quantifiés sont, a priori, des points d’appui pertinents, du fait qu’ils permettent de
prendre en compte D’articulation entre les aspects syntaxique et sémantique dans I’activité
mathématique.

Au chapitre 4, nous nous appuierons sur ces ¢léments de logique pour mener I’étude du
manuel de terminale C, et du polycopi¢ de mathématiques de premiere année de licence de

mathématiques.

135



3.2. Surle formalisme (Faiza Chellougui, 2004)
Les résultats que nous présentons ici sont issus de la thése de doctorat de Faiza

Chellougui, réalisée en co-tutelle entre 'université Claude Bernard Lyon 1 et 'université de
Tunis, et soutenue en 2004. Elle a pour titre :
L’utilisation des quantificateurs universel et existentiel en premiére année
d’université entre I’explicite et 'implicite
Ce travail a retenu notre attention pour deux raisons : d’une part il porte sur les phénomenes
de transition Lycée-Université, et d’autre part, il est en rapport avec notre problématique axée

sur ’enseignement des concepts de logique aux étudiants nouvellement arrivés a I'université.

La problématique de cette thése porte sur le réle de la quantification dans 1’élaboration

effective d’un raisonnement mathématique pour les étudiants de premiere année d’université.
Elle part des trois hypothéses suivantes :

HI1 : explicitation des éléments de logique, au début de I’année ne suffit pas a traiter les

difficultés des apprenants

H2 : La complexité du concept de quantification n’est pas en général explicitement prise en

charge par les enseignants

H3 : Les étudiants scientifiques de premiere année universitaire maitrisent la plupart des

raisonnements classiques faisant appel seulement au caractere propositionnel

L’auteure choisit comme cadre théorique pour I’élaboration de son travail, le calcul des
prédicats. Elle en montre la pertinence dans le premier chapitre de son travail, en s’appuyant
sur les travaux de V. Durand-Guerrier (1996) qui soutient la thése selon laquelle, la logique
des prédicats joue le role de référence épistémologique pour 1’analyse des €noncés et des

raisonnements dans une perspective didactique.

Dans le deuxieme chapitre, elle méne une enquéte épistémologique sur le concept de
quantification. Cette enquéte lui permet de mettre en évidence la richesse du concept de
quantification, et d’arriver a une clarification des différentes notions qu’il recouvre. L auteure
montre que les travaux de Leibniz a Quine, en passant par Frege et Russell, ont contribué a

expliciter les aspects syntaxique et sémantique de 1’usage du concept de quantification®’.

Parmi les points dégagés par I’auteur, nous retenons principalement :

¥ Une bréve revue des travaux de ces auteurs (excepté Leibniz) a déja été réalisée au chapitre 2

136



- I’introduction des fonctions propositionnelles et des lettres de variables pour exprimer
un jugement, un énoncé général ;

- Dexplicitation de la négation des énoncés quantifiés et I’interdéfinissabilité des deux
quantificateurs ;

- la précision qui est établie entre les mots de la langue qui renvoient a la quantification

et les signes.

3.2.1. Le formalisme dans I'activité mathématique
3.2.1.1.Le formalisme mathématique
D’apres ’auteure,
« En grande partie, le formalisme en mathématique a été¢ inventé pour faire face aux
nombreux paradoxes qui sont apparus avec 1’avénement de la théorie des ensembles ; d’un
point de vue conceptuel, il permet de ramener le raisonnement mathématique a des calculs

automatisés sur des symboles et il fournit des outils pour le contrdle de la validité des

raisonnements. » (p.73)
Elle note que dans la pratique mathématique, il est difficile d’écrire tous les textes
mathématiques en langage formalisé. C’est un langage mixte qui est utilisé, c¢’est-a-dire un
mélange de langage courant et de formules constituant des formalisations partielles. Ce
langage comporte certaines lacunes, des abréviations qui sont souvent ambigiies, pour
lesquelles seul le contexte permet d’en déterminer la signification. Elle cite le signe + et la
lettre grecque . Une pratique experte consiste a raisonner sur les abréviations introduites
comme si elles constituaient des signes primitifs au méme titre que les signes fondamentaux
du langage formalisé. Cette pratique experte est constitutive de 1’activité mathématique, mais
n’est pas transparente pour un étudiant abordant une notion nouvelle (p.74). Une autre source
de difficult¢ pour I’étudiant que IDauteure identifie est I'implicite dans [Dactivité
mathématique : la quantification implicite des ¢€noncés, et dans la démonstration, la

construction des relations implicites entre propriétés et situations.

3.2.1.2.Rigueur et formalisme
Pour lauteure, il semble y avoir une forte relation entre mathématiques et rigueur.

Toutefois, le langage mathématique doit garder une certaine souplesse, la dialectique rigueur

et créativité ne s’oppose pas. Elle soutient ce point de vue en citant M. Loi (1982) :

«[...]le langage mathématique, méme axiomatisé, doit étre flexible et souple : tout comme
la langue naturelle, il utilise les homonymes et les synonymes sans lesquels il ne pourrait
fonctionner. Le symbole ne désigne jamais un objet isolé ; souvent il sert a désigner une

infinité d’objets, ou un objet a une transformation preés ; quelquefois, il est méme utilisé
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dans les domaines trés éloignés. C’est un énorme échangeur —et un abus de langage— qui

[...] donne a la pensée toute sa puissance. » (in Chellougui, (2004), p. 78)
D’apres elle, la rigueur au sens usuel non formalisée de la démonstration d’un théoréme se
constate par le fait que chacune des étapes est parfaitement claire a tout lecteur, compte tenu
des extensions de sens déja opérées dans les étapes antérieures.
Un point que Dl'auteure explore dans son travail est I’articulation entre logique et
mathématiques. S’appuyant sur les travaux de Durand-Guerrier et Arsac (2003), elle présente
les régles d’introduction et d’élimination des quantificateurs a la maniére de Copi®’.
D’apres I’auteure, dans son mémoire, elle utilise ces regles pour controler localement la
validité de preuves en mathématiques, tant dans ses analyses a priori qu’a posteriori. Elles
relévent de I’articulation entre syntaxe et sémantique puisqu’il y a introduction des noms
d’objets dans un domaine d’interprétation générique.
Ces regles qui sont incontestablement d’une grande importance dans 1’analyse du
raisonnement mathématique ne font pas 1’objet d’une utilisation explicite dans notre travail.
Nous avons focalisé nos recherches sur I’identification des situations d’enseignement qui
pourraient étre problématiques pour les ¢leves et pour les étudiants, et sur lesquelles
I’enseignant pourrait s’appuyer en vu de les aider pour une bonne appréhension des concepts

de logique.

3.2.1.3.Un exemple d’usage du formalisme dans l'activité mathématique : la notion de
continuité dans I'enseignement supérieur
L’auteure a choisit pour illustrer les difficultés pointées, le concept de continuité qui

est étudi€ au lycée et a I’'université. La question du passage de la définition en langue naturelle
a une définition formalisée est posée.

Nous donnons la définition de la continuité d’une fonction en un point telle qu’elle est
énoncée dans le manuel au programme en Terminale C, au Cameroun :

« Soit f une fonction et x, un nombre réel.

On sait que f est continue en x, si f est définie en x, et si lim,_,, f(x) = f(x,) » (p.203)
Nous avons choisi deux définitions de la continuité que I’auteure présente :
- la premiere extraite du manuel d’analyse de premicere année scientifique (Guégand &
Gavini, 1995), a la page 108 du manuel. Elle présente le phénomene de la quantification

bornée. Nous I’avons commentée a la section 2.1 du chapitre 2 ;

90 . . N . s s
Voir revue des travaux de Durand-Guerrier & Arsac a la section précédente
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- la deuxieme définition est tirée du manuel Cours de mathématiques -2 —Analyse, Classes
préparatoires 1° cycle universitaire-, 1988, et a pour auteurs Arnaudiés et Fraysse. Cette

définition se trouve a la page 108 du manuel :

«[...] on obtient en particulier les définitions suivantes de la continuité de f ena [...] :
(1) Pour tout réel € > 0, il existe un réel n > 0 tel que
(xedetlx—al<n) = UfK) - fla)] < ).
(2) Pour tout réel € > 0, il existe un réel n > 0 tel que
(xeAetlx—al <n) = (f(x) — f(a)| < ¢&). (in Chellougui, 2004, p.93).
Dans cette définition, elle questionne la présence du « ef » dans I’antécédent.
D’apres elle, on attendrait plutot 1’écriture :
Ve>03an>0VxeAd (Ix—al<n=Ifx) —fl)l <& (7)
Elle propose une autre formulation de (2) présentée dans le manuel, et utilisant les symboles
logiques :
Ve>0,an >0,(x€det|lx—al<n=>|f(x)—fl@)| <e) 8)
et questionne 1’équivalence logique entre (7) et (8). Elle supprime la quantification bornée
sur la variable x dans (7), et obtient :
Ve>0,an >0,Vx,[x€A=>(lx—al<n=|f(x) = fl@)l <e)] 9)
Elle ramene sa question a 1’équivalence logique entre
x€Anlx—al<n=>I|f(x) - fla)l <e&)(10)
et
xeAd=>(lx—al<n=I1f(x) - fl@)] <&)] (1)
En considérant uniquement la variable x, les énoncés (10) et (11) se mettent sous la forme :
(p)nq(x)) = r(x) (12)
et
[p(x) = (q(x) = r(x))] (13)
Le fait que dans le calcul des propositions 1’équivalence suivante :
p=>@=>n]e@rg)>r
soit une tautologie permet a I'auteure de conclure a la validité universelle de la formule
suivante dans le calcul des prédicats :
vx, [p(x) = (q(x) = r(x)] <[(p()rqx)) = r(x)]

De ce fait, elle conclut a I’équivalence des énoncés (7) et (8).

Pour conclure cette partie de sont travail, I’auteure déclare :
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« L’introduction du formalisme logico-mathématique dans le savoir savant’ vise a
introduire un certain niveau de rigueur dans les écritures mathématiques pour lever des
ambiguités, des implicites et interroger certaines évidences. Dans le savoir & enseigner’”,
I’étude a montré une grande variété de formulations en langage formel, mixte ou naturel
pour lesquels nous avons repéré et analysé des difficultés d’ordre syntaxique dont nous
pouvons faire I’hypothése qu’elles auront des conséquences sur le travail des ¢tudiants. »

(op.cit. p.101)

3.2.2. Les énoncés de la forme Vx,3y, P(x,y) et de la forme 3y,Vx, P(x,y)
L’auteure rapporte les travaux de Dubinski et Yparaki (2000) dans lesquels ils ont

conduit une expérimentation dans le but de voir comment les étudiants scientifiques avancés
comprenaient les énoncés de la forme Vx, 3y, P(x,y) et de la forme 3y, Vx, P(x,y), donnés
en langue naturelle. En particulier, ils cherchent a voir si la syntaxe est considérée ou non.

Les résultats montrent qu’il y a une forte tendance chez un nombre important d’étudiants pour
favoriser une interprétation Vx, 3y, P(x,y) sur une interprétation 3y, Vx, P(x,y). Les raisons
possibles étant lies a la valeur de vérité de chaque énoncé (certains étudiants favorisent des
énoncés vrais dés lors que ceux-ci correspondent aux interprétations des énoncés comme
Vx,3y, P(x,y)), aux difficultés cognitives (comme la mise en ceuvre de la preuve de chaque
type d’énoncé), a la formulation d’un énoncé et 1’utilisation du terme tout par opposition a
chaque.

Pour avoir des éléments de réponse a la question centrale qu’elle s’est posée, I'auteure va
mener deux expérimentations avec des étudiants de premiére année de la faculté des sciences
de Bizerte. La premicre a lieu a la fin du premier semestre 2001 /2002. Dans cette
expérimentation, elle examine 1’articulation entre logique, rigueur et validité a travers une
série d’exercices. La question qui guide son expérimentation est de savoir si le niveau de
formalisme respecte les normes de rigueur d’un raisonnement mathématique, d’une part, et
s’1l suffit a assurer la validité des raisonnements produits, d’autre part.

La deuxiéme expérimentation est organisée au cours de 1’année académique 2002/2003 a la

faculté des sciences de Bizerte, en complément a la premiére.

3.2.2.1.La premiére expérimentation
Elle propose a 96 étudiants un test composé de trois items. Du fait que les résultats

qu’elle présente ne concernent que le premier item, nous ne présenterons que celui-1a :

*! Voir chapitre 3, paragraphe 1
2 |dem
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Exercice 1
On munit ’ensemble N* de la relation R définie par :
Vp,g) EN" XN, pRgeIne N p" =q

Montrer que R est une relation d’ordre

A travers ce test, elle se propose de :

- Montrer comment intervient la quantification par rapport au savoir mathématique lui-méme
et d’éclairer le mode de fonctionnement du symbolisme logique chez les étudiants ;

- Savoir comment un étudiant travaille le passage au formalisme en particulier I’introduction
et la gestion de la quantification ;

- Déterminer les difficultés, a priori, qui pourraient étre engendrées suivant le niveau de
formalisme, I’économie du langage symbolique, les moments ou il est indispensable

d’utiliser les quantificateurs, etc. (p.119)

Ces trois points sont en relation avec notre travail, et particulierement pour ce qui concerne

les exercices 2, 4, 5, 8 et 10 du questionnaire adressé aux ¢tudiants.

L’auteure définit 9 variables didactiques. Nous choisissons celles qui sont liées a notre

propos, et les accompagnons des commentaires de 1’auteure :

la variable V2 : le nombre de quantificateurs en jeu dans 1’énoncé (de méme type et de
type différent). D’aprés I’auteure, cette variable est importante pour tester si dans un
énoncé quantifié la présence ainsi que le nombre des quantificateurs universel et
existentiel, engendre des difficultés dans le traitement de cet énoncé ;

la variable V3 : la position des quantificateurs dans un énoncé. Elle permet de tester si la
position des quantificateurs au début ou a I’intérieur de la phrase a des conséquences sur
la démarche démonstrative.

Pour certains items que nous proposons dans le questionnaire, nous testons si la position
des quantificateurs dans la phrase peut engendrer des difficultés dans le traitement de cette
phrase ;

la variable V5 : la présence des deux quantificateurs : universels et existentiels, sous la
forme Vx, 3y, P(x,y) et 3y, Vx, P(x,y) ;

la variable V7 : la nature de la quantification (explicite ou implicite). Elle permet de
déterminer la conduite d’un raisonnement mathématique chez les ¢tudiants en fonction de

I’apparition ou non de la quantification.

Les résultats :
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L’auteure a choisit de classer les productions des étudiants suivant deux axes : la
dimension logico-mathématique et I’articulation entre logique et langage.
Nous donnons les résultats généraux a I’issue de 1’étude.
La réflexivité
Selon le premier axe, la catégorie ayant le plus grand effectif (27%) est celle pour lesquelles
les réponses sont sans aucun quantificateur et en présence d’un argument mathématique. Pour
I’auteure, ce nombre parait important et significatif dans le cas ou les étudiants utilisent
beaucoup plus un raisonnement mathématique sans aucun contréle logique d’ordre
syntaxique.
Les ¢étudiants ayant produit des réponses ou s’articulent logique et mathématique représentent
13,8% de la population.
Selon le second axe, le taux le plus ¢élevé (39,09%) correspond a la catégorie L2 constituée
des réponses dont la syntaxe logique est incorrecte.

L’auteure conclut que :
« L’étude des réponses montre un usage non négligeable des formes langagiéres et permet
de repérer des difficultés liées au formalisme logique en jeu. La justification de I’existence
de la variable n est rarement invoquée et lorsqu’elle I’est, c’est le plus souvent d’une

maniére non conforme a la syntaxe logique » (p.140)

L’antisymétrie

Selon le premier axe, le pourcentage le plus €levé (47,5%) correspond a la catégorie C6 ou les
réponses ne contiennent qu’un quantificateur et pas d’argument mathématique. D’apres
I’auteure, ce type de réponses étaient attendu ; elles montrent que le probléme de I’existence

est réel pour les étudiants.

Les ¢étudiants ayant produit des réponses ou s’articulent logique et mathématiques
représentent 3,75% de la population.

Selon le second axe, le pourcentage de réponses le plus élevé (46,25%) correspond aux
réponses de la catégorie L2 ou la syntaxe logique est non controlée et dans chaque cas, il y a

absence d’une connaissance mathématique adaptée.
La transitivité

Selon le premier axe, le pourcentage le plus élevé (53,25%) correspond a la catégorie C6 ou

les réponses ne contiennent qu’un quantificateur et pas d’argument mathématique. D’apres
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I’auteure, ceci est li¢ au probléme de la construction de la puissance et de la justification de

I’argument mathématique pour confirmer la transitivité.

Les ¢étudiants ayant produit des réponses ou s’articulent logique et mathématique représentent
15,58% de la population.

Selon le second axe, le pourcentage le plus ¢levé (41,56%) correspond encore a la catégorie
L2.

Dans ce second axe, la catégorie L3 a aussi un pourcentage de réponses ¢levé

40,26%). Cette catégorie correspond aux réponses ou le langage utilisé est mixte.
j p Y gag

Un résultat qui ressort de cette ¢tude est le fait que :

«lors de I’application successive de deux énoncés existentiels nécessitant a priori
’utilisation de lettres différentes, de nombreux étudiants utilisent de fait la méme lettre.
Autrement dit, ceux-ci ne respectent pas les restrictions sur les noms d’objets associés a la

régle d’instantiation existentielle. » (p.153)

3.2.2.2.La deuxiéme expérimentation
Elle s’est déroulée avec 6 bindmes, autour du concept de borne supérieure. Elle s’est

faite en deux étapes : a la premiere étape, les étudiants ont résolu deux exercices par groupe
de deux bindmes. La deuxieme étape consistait en un entretien semi-directif dirigé par
I’auteure suivi d’un questionnement général sur I’enseignement de la borne supérieure au
lycée et a I'université et sur ’articulation entre la logique et les mathématiques.
L’auteure rappelle que la question qui guide les entretiens concerne la maniere dont les
étudiants s’approprient la notion de borne supérieure. A partir de cette question, d’autres se
sont posées a propos d’un élément majorant et d’une partie majorée. Elle note que ces
questions ont fréquemment émergé lors de la résolution des exercices proposes.
Nous résumons les résultats obtenus au cours des entretiens avec chaque bindme en portant
une attention sur les phénomeénes observés :
- lauteure identifie un phénomeéne saillant a tous les bindmes qu’elle appelle « étrange
définition d’un objet majorant ».
Dans les six binomes, les ¢tudiants donnent la définition de I’objet majorant sous la forme
d’un énoncé clos” qui correspond a une propriété de structure (étre majorée pour une

partie) d’une part, et d’autre part, ’énoncé est sous la forme Vx,3y, P(x,y), alors que

% Une définition est une phrase ouverte, vrai de certains objets et fausse d’autres.
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I’énoncé correspondant a la propriété étre majorée pour une partie est de la forme
Ay,Vx,P(x,y) :
Vx € M,3M € Rtel que x < M (p.218)

Devant cette définition, 1’auteure est intervenue en proposant de décrire graphiquement la
situation, et de déterminer un exemple d’¢lément qui contredit le fait que M soit un
majorant de A. Cela permet de montrer au bindme la dépendance entre M et x dans un
énoncé de la forme Vx, 3y, P(x,y), et le fait que cet énoncé ne traduit pas que A est une

partie majorée.

- les difficultés dans la mobilisation de la définition: il y a une instabilit¢ dans les

formulations des définitions. D’apres I’auteure,
« il apparait clairement que pour certains étudiants, on peut donner une définition sans que
celle-ci caractérise certains éléments du domaine de référence. Ils n’ont pas de vocabulaire
pour exprimer la relation entre I’objet considéré et la formule testée.
Les définitions ne semblent pas étre repérées comme fournissant un certains nombre de
propriétés devant étre satisfaites ; ceci est & mettre en relation avec 1’absence des phrases

ouvertes dans le milieu. » (p.234)

- les ostensifs dans le travail des étudiants : pour I’auteure, les ostensifs jouent un réle pour
la mise a jour d’un certain disfonctionnement ou blocage dans les représentations des
¢tudiants. D’apres elle, les réponses des étudiants font apparaitre deux niveaux des
ostensifs :

v' les ostensifs symboliques mobilisés par les étudiants et qui se manifestent dans
leurs productions :

v' les ostensifs graphiques mobilisés d’une part par les étudiants de fagon spontanée,
pour illustrer et pour se convaincre des résultats et des réponses immédiates aux
questions, et d’autre part, par I’auteure ; I’introduction des graphiques provoque
soit un aménagement de la définition, soit un questionnement sur les objets eux-
mémes. (p.246)

Concernant la deuxi¢me partie de 1’entretien, I’auteure retient les trois points ci-dessous :

1) certains étudiants n’ont pas les moyens de distinguer et de contrdler les énoncés de la
forme Vx, 3y, P(x,y) et leur correspondant de la forme 3y, Vx, P(x, y). lls s’attendent

a un enseignement explicite mettant a jour ces moyens.

2) Drautres étudiants ont exprimé que le passage du langage naturel au langage formel
s’est fait d’une maniére spontanée sans précision. Certains ne connaissent pas la

définition des deux quantificateurs, méme avant que soit introduit le symbolisme.
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3) Concernant la définition des objets étre un majorant et étre une borne supérieure,
certains (rares) étudiants reconnaissent les difficultés liées a ces objets surtout lors du

passage aux exercices et aux applications de leur définition. (pp.247-248)

Pour conclure cette revue de travaux, nous pouvons dire que les résultats que ’auteure

présente dans son travail sont d’une grande richesse pour la conduite de nos recherches. En

effet, la prise en compte de certains €léments va nous permettre d’orienter certaines

propositions sur les actions didactiques que nous proposons de mener :

I’explicitation des symboles de la quantification dans leur usage en mathématiques est
nécessaire dés le secondaire, ou tout au moins en classe terminale ;

I’'usage du symbolisme doit se faire selon les deux aspects syntaxique et sémantique ;

le langage utilis€¢ est crucial pour la manipulation des symboles en général, et des
quantificateurs en particulier. « Les ambiguités sur le vocabulaire sont inhérentes a
I’activité mathématique elle-méme qui spécialise des termes du langage courant pour un
usage bien défini » (p.234). 11 est souhaitable que la dialectique signifiant/signifié soit
travaillée par les enseignants ;

les implicites sont trés présents dans la pratique des mathématiques, et sont a I’origine de
plusieurs difficultés que les éleves rencontrent. La quantification implicite des énoncés, la
transformation d’une implication en une conjonction, la pratique de la quantification
bornée etc., requierent des connaissances en logique que les étudiants ne maitrisent pas
toujours. Nous faisons I’hypothése qu’une clarification de certaines situations pourrait

contribuer a alléger la charge de I’étudiant.

Conclusion

Les résultats que nous présentons ci-dessus problématisent la quantification multiple et

montrent la nécessit¢ d’expliciter les symboles de quantification dans leur usage en

mathématiques. Cet usage doit recouvrir les aspects syntaxique et sémantique. Du point de

vue sémantique, la déduction naturelle dans le calcul des prédicats représente un outil

pertinent pour contrdler la validité des preuves des énoncés de la forme Vx 3y P(x,y).

4. Implication et quantification

Introduction

Les résultats ci-dessus font apparaitre un lien entre la quantification et I’implication.

En effet, la quantification bornée qui est une pratique courante dans la classe de

mathématiques génere le phénomene d’apparition et de disparition de I’implication et peut de
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ce fait étre source de difficultés dans la compréhension des énoncés. En outre, les résultats de
plusieurs études (Rogalski & Rogalki (2003, 2004), Durand-Guerrier (1996, 2005), Deloustal-
Jorrand (2000-2001, 2004)) font ressortir les difficultés qu’éprouvent des étudiants dans le
traitement des énoncés conditionnels. Nous présentons ci-dessous quelques résultats en

relation avec notre problématique.

4.1. Quelques aspects de I'implication mathématique (Deloustal-Jorrand, 2000-
2001)
L’article que nous présentons a pour titre :

« L’implication. Quelques aspects dans les manuels et points de vue d’éléves-

professeurs »

I1 a été publi¢ en 2000-2001 dans le n°55 de la revue « Petit X », et se trouve dans les pages

35a70.

L’objet de cet article est de repérer comment le concept d’implication prend sens et les
difficultés qui lui sont attachées, a partir de 1’é¢tude de quelques manuels et 1’analyse de

conceptions des futurs enseignants.

D’apres I’auteure, on peut voir le concept mathématique d'implication comme une modélisation
de l'implication dans la logique naturelle, de ce fait, le concept mathématique d’implication est
conforme a la logique naturelle sous certains aspects et ne 1’est pas sous d’autres.

L’¢tude de ce concept, amene I’auteure a se poser des questions de type didactique et

épistémologique :
Quel est l'objet mathématique implication? Quels liens a-t-il avec l'objet naturel?
Quel enseignement de l'objet implication? Quelle est sa place dans les manuels?

Quel sont les conceptions de futurs enseignants sur certains aspects de 1'objet implication ?

Pour apporter des ¢léments de réponse, I’auteure a dans une premiere partie, répertorié¢ et
¢tudié trois points de vue de I'implication mathématique et les liens entre ceux-ci : le point de
vue du raisonnement déductif, le point de vue de la logique formelle et le point de vue
ensembliste. Elle a ensuite ¢tudi¢ ’enseignement de I'implication a travers les manuels et

dans une troisieme partie, elle a proposé un questionnaire individuel a quatre étudiants-futurs
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enseignants, suivi d’un débat pour mettre en conflit certaines propriétés-en-acte liées a

I’implication.

4.1.1. Trois points de vue sur I'implication

4.1.1.1.Le point de vue du raisonnement déductif
L’auteure entend par « point de vue déductif sur l'implication », 1'écriture et I'utilisation de

l'implication dans un raisonnement sous la forme:
A est vraie
A=B est vraie
Donc B est vraie (p.37)

D’apres elle, dans cette utilisation, le mathématicien (ou I’¢léve) s’intéresse essentiellement

au cas ou 4 est vraie pour les raisons qu’elle cite :

- si I'implication est utilisée comme régle d'inférence, par ailleurs, c’est que la prémisse est
vraie. L'implication est ainsi réduite a la forme « Si 4 est vraie alors B est vraie » ;

- dans le cas ou l'implication est universellement quantifiée, pour montrer que celle-ci est
vraie, il suffit de supposer la prémisse est vraie et d'établir que la conclusion est vraie ;

- lorsqu’une implication est vraie, il est naturel de se demander si c'est une équivalence. On
peut alors envisager deux méthodes : soit on montre que la conclusion est fausse lorsque la
prémisse est fausse, soit on montre que la réciproque de cette implication est vraie.
Cependant, d’apreés 1’auteure, la pratique mathématique privilégie la deuxieéme solution et
¢vite le cas de la prémisse fausse.

Elle fait I'hypothése que cette utilisation usuelle et quasi exclusive de l'implication dans

l'activité mathématique induit chez les éléves les propriétés-en-acte suivantes :

« A=B n'a pas d'intérét lorsque A est faussey.
« A=B est fausse lorsque A est fausse ».

L’auteure fait remarquer que dans l'activit¢ mathématique courante, les implications sont

utilisées pour démontrer un résultat : on enchaine des propriétés vraies, grace a des

implications, pour aller des hypotheses vers la conclusion. Elle fait I’hypothése que cette
utilisation de I’implication peut induire chez les éléves la propriété-en-acte qu’elle appelle

« propriété-en-acte de causalité » : « A =B n’a de raison d’étre que lorsque A et B ont un lien

de causalité (évident) entre-elles. »

Nous confirmons ces observations relatives a cette utilisation de 1’implication, qui est faite

dans la preuve des théorémes et la résolution des exercices : une suite de deux propriétés

reliées par le symbole de I’implication est en fait une implication calculable au sens de
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Rogalski & Rogalski (2004) ; le conséquent s’obtient généralement par transformation de
I’antécédent.

D’apres 1’auteure, cette propriété-en-acte traduit le fait qu’il doit exister un cheminement
sémantique pour passer de la prémisse a la conclusion. Elle note que cette propriété peut étre
renforcée par les expressions langagieres associées a I'implication que sont « 4 implique B »,
« A donne B », et qui laissent bien penser qu’il y a un lien de cause a effet entre ’hypothese et
la conclusion. Elle note encore qu’en logique naturelle, « A implique B » est associée a « 4 est
la cause de B ».

Pour I’auteure, la conception de causalité peut induire un ordre temporel entre la prémisse et
la conclusion, car le fait que la cause précede la conséquence induit que, pour que 4 implique
B, A doit étre réalis€¢ avant B. Dans cette conception de causalit¢ de 1’implication, il est
difficile d’admettre d’une part, I’équivalence entre A = B (A précede B) et (non B) =(non A)
(non B devant précéder non A) et, d’autre part, que B est une condition nécessaire a la

réalisation de A, du fait que B est vue comme une conséquence de A. (p. 39)

4.1.1.2.Le point de vue ensembliste
Pour définir ce point de vue, ’auteure se donne deux ensembles A et B définis

respectivement les propriétés A et B* et pose que :

l'implication de B par A (c'est-a-dire A=B) est équivalente a l'inclusion de A dans B (c'est-

a-dire ACB).
Pour I’auteure, le point de vue ensembliste est peu pertinent pour traiter des implications entre
propositions. En effet, pour parler d’ensemble, il faut travailler avec des propriétés
s’appliquant a des objets de « méme nature », ou étre capable de définir les objets qui
constituent les ensembles. Toutefois, elle cite des exemples d’implications entre énoncés

contingents dont la représentation ensembliste peut étre difficile ou impossible (p.39).

4.1.1.3.Le point de vue de la logique formelle
D’apres 1’auteure, le point de vue de la logique formelle décrit I’implication a 1’aide

des tables de vérité ou des connecteurs logiques, ce qui donne I’équivalence entre « A = B »
et «non A ou B ». La table de vérité¢ de I'implication permet de traiter les implications entre
les propositions.

L’auteure soutient le choix de la véracité de I’'implication dans les deux cas ou la prémisse est

fausse. D’apres elle, ce choix n’est pas arbitraire. 11 découle de certaines conventions qui

4 TS N s . e sz s . 1
* ’auteure a utilisé les mémes lettres pour désigner I’'ensemble et la propriété, ce qu’elle a précisé en note de

bas de page, mais nous faisons la distinction dans la notation des deux objets.
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régissent cette logique et de l'aspiration a rendre compte de certains aspects de la logique

naturelle :

- bivalence des propositions: une proposition a exactement deux valeurs de vérités possibles,
Vrai ou Faux.

- principe du tiers exclu: une proposition est soit vraie soit fausse, jamais les deux en méme
temps.

- veérifonctionnalité de l'implication: la valeur de vérité de « A = B » ne dépend que des
valeurs de vérité respectives de A et de B et non de leur contenu sémantique.

De ces trois conventions, seul le principe du tiers exclu est conforme a la logique naturelle ; le

principe de vérifonctionnalité ne prend pas en compte le lien entre antécédent et conséquent,

et le principe de bivalence est adapté aux propositions alors que la logique naturelle est plus

proche des énoncés contingents.

L’auteure montre aussi que le modele mathématique parait conforme a la logique naturelle du

point de vue de la contraposée.

4.1.1.4.Rapports entre les différents points de vue
L’auteure relie les différents points de vue de I’'implication :

le point de vue de la logique formelle se déduit de la logique naturelle des lors que 'on veut

rendre compte de la contraposée et respecter les conventions nécessaires au systéme. Du point

de vue de la logique formelle, on peut passer au point de vue ensembliste a 1’aide des tables

de vérité, enfin, le raisonnement déductif utilise essentiellement les propriétés suivantes de la

logique formelle:

- « A = B » est fausse lorsque A est vraie et B est fausse.

-  « A = B »est vraie lorsque A est vraie et B est vraie, avec cependant un implicite de
cheminement explicatif reliant A et B.

- la contraposée de I'implication est équivalente a I'implication elle-méme.

D’apres 1’auteure, les points de vue ensembliste et de la logique formelle sont absents de

l'enseignement secondaire. Pourtant, ils permettent, contrairement au point de vue déductif, de

prendre en compte explicitement le cas de la prémisse fausse. (p.43)

En commentaire, I’absence des deux points de vue ci-dessus renvoie aux habitudes scolaires

qui consistent a modéliser essentiellement le Modus Ponens au détriment du Modus Tollens.

En effet, le Modus Tollens permet précisément de prendre en compte la possibilit¢ dune

prémisse fausse dans le cadre du raisonnement déductif.
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4.1.2. Le fonctionnement de I'implication dans quelques manuels
L’auteure choisit d’¢tudier la « vie » de I’objet implication aux niveaux quatrieme et

DEUG scientifique. Elle justifie son choix par le fait que c’est en classe de quatriéme que
débute I’apprentissage de la démonstration et pour cela, le concept d’implication devrait
occuper une place privilégiée ; pour le niveau DEUG, les premicres années d’études
universitaires permettent de donner une signification plus formalisée a I’implication,
notamment a ’aide de I’introduction de la logique. Elle choisit pour cela des manuels ou
I’objet implication ou I’objet équivalence sont présents dans la table des matieres ou dans
I’index.

Par cette ¢tude, I’auteure cherche a préciser les situations, les concepts, les signifiants et les
signifiés qui lui sont rattachés. Pour cela elle s’est posé les questions suivantes :

Ou trouve-t-on l'objet implication? (Q1) Comment est-il défini ? (Q2) A quelles notations est-
il rattache ?(Q3) A quoi est-il censé servir 7 (Q4) Quel symbolisme et quel vocabulaire lui

sont rattachés? (Q5)

4.1.2.1.Les manuels du niveau quatrieme
L’auteure a mené son ¢tude dans cinq manuels :

Hachette (1983) (H); Armand Colin (1979) (AC); Nathan (1988) (N); Istra (1975) (I); Bréard
(1971) (B).

Nous relevons les grandes lignes des résultats de cette étude dans le tableau (1) en annexe 1
section 8.

Les manuels ne mentionnent pas le mot « implication », mais les expressions et termes qui
I’évoquent (condition nécessaire, condition suffisante, réciproque, ...)

L’auteure note que les expressions «Pour que...il faut que... )) et «Pour que...il suffit que... ))

sont absentes de tous ces manuels. (pp. 44-48)

4.1.2.2.Les manuels du niveau DEUG scientifique
L’étude concerne les manuels suivants :

Lelong Ferrand Amaudiés T1(1974) (LFA) ; Amaudies Fraysse T1 (1996, 1° édition en 1987)
(AF) ; Ramis Oddoux Deschamps T1 (1°¢d. conforme aux prog 72) (ROD) ; Calvo (1996)

(C) ; Pichon (1989) (P) ; Flash U (1993) (FU) ; Liret Martinais (LM) ; Letac (1984) (Le) ;
Lehman T1 (1984) (L).

Comme pour les manuels de quatrieme, nous présentons les grandes lignes des résultats dans

le tableau (2) en annexe 1 section 9.
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La place de I’'implication apparait de manicre trés précise dans les manuels de DEUG, et

particulierement dans les ouvrages d’algebre.

L’implication apparait comme un outil pour la théorie des ensembles, un objet de la logique

formelle et un outil pour le raisonnement mathématique.

L’auteure souligne trois points a la suite des définitions (Q2) :

- dans P, FU et LM, ’attention est attirée sur la propriété « Si P est fausse, alors P implique
Q est vraie » qui est présentée comme un cas « qui donne a réfléchir » ;

-« P implique Q » est parfois traduit par « Si P est vraie, alors Q est vraie aussi » (LM et
Le);

- LM traduit « P implique Q » par « P donc Q ».

D’apres D'auteure, dans ces deux derniers points, les €critures associées a l'implication

induisent le fait qu'on ne considére que le cas ou la prémisse est vraie.

En commentaires a ces points :

La remarque relative au premier point, rejoint les propos de I’auteure sur le désaccord entre la

logique naturelle et la logique mathématique ;

Concernant le second point, on I’a retrouvé dans le manuel de terminale C, et nous le

commentons au chapitre 4, section 4.1.

Concernant la question Q3 :

D’apres 1’auteure, les notions rattachées a I'implication sont plus nombreuses. Dans tous les
ouvrages, elle trouve l'implication liée aux €léments : proposition, connecteurs, équivalence,
quantificateurs, raisonnement par contraposée et par l'absurde. La notion de contre-exemple
est présente (de maniére explicite ou non) aux cotés de l'implication dans cinq ouvrages (AF,
P, FU, LM, L). Le raisonnement par récurrence est rapproché de l'implication dans trois
manuels (FU, Le et LM) (pp.48-56).

L’auteure pour conclure souligne quelques résultats de cette analyse des manuels des deux
niveaux :
- Le point de vue ensembliste est quasiment absent :
Aucun manuel de DEUG ne porte ce regard-1a sur I'implication, pas méme ceux qui l'utilisent
dans la théorie des ensembles. Dans les manuels de quatrieme, (I) et (B) donnent une
interprétation ensembliste de 1'implication. Cependant, (I) ne donne aucun exemple ou
exercice qui permette de donner un sens concret a cette interprétation. Quant a (B), il met en
relation inclusion et implication dans ses exercices, mais il n'utilise les ensembles que pour

représenter les implications et non pas en tant qu'outil.
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- 1l y a cloisonnement de point de vue : les manuels définissent I’'implication de fagon
différente, suivant l’utilisation que les auteurs comptent en faire : les auteurs qui se
concentrent sur I'utilisation de I’implication dans la démonstration se placent sous un
angle li¢ au raisonnement déductif et ceux qui veulent I'utiliser dans le cadre de la théorie
des ensembles se placent du point de vue de la logique formelle.

Mis a part deux manuels de DEUG, ces deux points de vue ne sont pas mis en relation.

4.1.3. L’expérimentation avec des étudiants-futurs professeurs
L’auteure a conduit cette expérimentation dans le but de cerner certains aspects du

rapport personnel a I’objet implication qu’ont des étudiants, futurs enseignants. La population
est constituée de deux filles et deux garcons d’un niveau en mathématiques supérieur a la
maitrise. D’aprés D'auteure, leur fagon d’appréhender I’implication est celle d’étudiants
avancés, mais elle est aussi trés proche de celle de jeunes professeurs. Elle pense que les
conceptions qu’ils ont sont voisines de celles qu’ils transmettront a leurs éleves implicitement

ou non.

L’expérimentation que I’auteure présente est issue du troisiéme chapitre de son mémoire de
DEA (Deloustal, 1999), dans lequel elle voulait repérer des regles et des propriétés-en-acte
présentes ou au contraire absentes chez ces futurs enseignants. Elle voulait observer comment

ils s'en servaient, dans quelles circonstances, si elles cohabitaient, s'il y avait des invariants.

Son expérimentation comportait deux temps. Elle a d’abord construit un questionnaire qui
concernait aussi bien I'objet mathématique que son utilisation en tant qu'outil. Il a été soumis
aux ¢tudiants individuellement pendant une durée de deux heures. Au vu des premiers
résultats aux questionnaires, I’auteure a mis en place un débat d'une durée de deux heures
entre les quatre étudiants. Cela lui a permis de confronter la propriétés-en-acte (P1) et la
propriété (P3) dans laquelle elle a regroupé les propriétés (P3a) et (P3b) qui ont trait a la
vérifonctionnalité de I’'implication :

(Pl): «A=B» n'a d'utilité (et/ou de sens) que lorsque A est vraie

(P3a) : Si A est fausse, alors « A=B » est vraie

(P3b) : Si A est fausse, alors « A=B » est fausse
et de repérer la« résistance» de certaines propri€tés notamment

(P2) « A=B »n'ade sens que si A et B ont un lien de cause a effet.
Dans cet article, I’auteure veut problématiser les propriétés (P1) et (P2) qui d’aprés elle, sont

tres fortement « soutenues » par la logique naturelle. Pour cela, elle ne reprend que I’étude de
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certaines questions associées plus particulierement a ces propriétés. Elle ne s’ intéresse qu’aux

réponses au questionnaire.

Elle pense que les propriétés (P1) et (P2) appliquées au domaine mathématique peuvent amener

des difficultés, des inexactitudes voire méme des erreurs lors d'une résolution de probléme.

Les questions que I’auteure traite se trouvent en annexe 1, section 10.

Elle propose la question 1-2 pour permettre de problématiser les propriétés-en-acte liées a la

vérifonctionnalité, mais aussi pour permettre un débat sur la question de la lecture implicite

de I'implication sous forme universellement quantifiée ;

A travers la question 1-3, auteure veut problématiser la propriété-en-acte de causalité ; dans

la question 7, les étudiants doivent donner un avis sur un énoncé conditionnel issu d’un

manuel d’algebre. (pp.59-62)

Les résultats

Le deuxiéme tableau (question 1-2)

D’apres I’auteure, les réponses font apparaitre deux bindmes :

- le premier bindme utilise la propriété-en-acte (P3a) « I’implication est vraie deés que la
prémisse est fausse » ;

- le second binome utilise la propriété-en-acte (P3b) « ’implication est fausse des que la
prémisse est fausse ».

La contraposée n’est pas utilisée.

La vérifonctionnalité de I’implication n’est pas reconnue en tant que telle. Pour I’auteure :

- soit sa connaissance est réduite a la connaissance de la propriété-en-acte « si P est fausse
alors P=Q est vraie ». Cette propriété-en-acte parait alors étre utilisée hors de tout
contexte et non pas comme faisant partie des propriétés de vérifonctionnalité de
I’implication comme le montre la séquence que 1’auteure présente (p.63).

En commentaire, nous pouvons dire que I’aspect prédicatif de la vérifonctionnalité n’est
pas disponible chez les deux étudiants.

- soit la vérifonctionnalité est ignorée. D’apres 1’auteure, 1'utilisation de la propriété-en-acte
(P3b) semble plutdt relever d’une question sur le sens d’une implication dont la prémisse
est fausse que de I'utilisation de la vérifonctionnalité.

L’absence des connaissances sur la vérifonctionnalit¢ d’une part met en valeur le lien

explicatif, et d’autre part, oblige la cohabitation entre la propriété (P3a) et la propriété-en-acte

de causalité : dés que la prémisse est vraie et que (P3a) n’est pas utilisable, il faut recourir a

un lien explicatif entre la prémisse et la conclusion pour montrer que I’implication est vraie.

Mais cette cohabitation peut étre a l'origine de contradictions.
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L’auteure reléve dans le questionnaire puis dans le débat, un phénomene marquant qu’elle
résume en les questions suivantes :
- doit-on se servir des contenus sémantiques des propositions pour statuer sur la valeur de

vérité de I’implication ?
- qu’a-t-on le droit de savoir ?
Elle a constaté¢ que les étudiants sont indécis quant a leur droit a se servir de leurs
connaissances sur la parité des nombres, et pour le deuxiéme tableau (qui correspond aux
réponses aux questions a’, b’, ¢’ et d’), ils proposent différentes solutions suivant les valeurs
de vérités accordées aux propositions.
D’apres 1’auteure, les échanges qui suivent (p.64) semble révéler ['opposition entre
I’utilisation des propriétés-en-acte liées a la vérifonctionnalité et I'utilisation de la propriété-
en-acte de causalité qui apparait :

« les étudiants accordent suffisamment d’importance au lien explicatif pour étre prét a

«oublier » ce qu’ils savent sur la parité des nombres et ne s’intéresser qu’a la relation

sémantique entre prémisse et conclusion » (p.64).
Il nous semble qu’il y a également une absence d’articulation entre le contenu mathématique
et les notions de logique. La réplique de X en ligne 4”° semble révéler la séparation de ces
deux aspects dans le traitement de ’implication (I’étudiant ne sait dans « quel monde » se
placer).
Implication mathématique et logique naturelle (question 1-3)

D’apres I’auteure, a cet item, I’absence de lien explicatif entre les phrases et le contexte
non mathématique semblent déconcerter les étudiants. Elle considere les réponses de deux
nouveaux bindomes, proches des réponses suivantes :

- 1l n’y a aucune implication entre ces phrases ;

-« P2=P1 » est vraie (justification avec un lien explicatif) et « P2=P3 » fausse.

Elle indique que le traitement des implications amene les étudiants a se poser les questions du
statut de vérité des propositions et de la présence ou de I’absence de lien explicatif entre les
phrases.

Les interventions des étudiants montrent en effet que pour construire une implication,
I’antécédent doit €tre vrai et le conséquent doit suivre nécessairement, il doit étre une
« conséquence » de I’antécédent.

Prémisse fausse (question 7)

L’auteure ne rencontre pas d’utilisation de I’outil contraposée pour cette question.

%> Voir annexe 1 section 10 (échanges 1)
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Elle identifie I’utilisation de la propriété-en-acte (P3a), et du lien explicatif entre les
propositions.

Une ¢étudiante qui avait utilisé la propriété (P3b) a la question 1-2 ne I’utilise plus ici, d’apres
I’auteure, la conception de causalité parait dominante dans le traitement de cet item.

En conclusion a cette analyse, 1’auteure constate que la contraposée ne joue jamais le role
d’outil pour décider de la véracité d’une implication ; les deux propriétés-en-acte liées a la
prémisse fausse ((P3a) et (P3b)) sont présentes, en revanche les propriétés-en-acte liées a la

vérité de la conclusion apparaissent peu.

Pour conclure cet article, ’auteure donne un apergu des autres résultats de son mémoire
liés a des questions qu’elle n’a pas traitées ici; ils prolongent et complétent ceux qui
ressortent dans cet article. De ce fait, nous regroupons les deux résultats :

- le lien entre les ensembles et I'implication est peu présent et parait superficiel : le lien
formel entre AcB et A = B est connu des ¢étudiants, pourtant les ensembles ne sont
jamais des outils pour répondre aux questions. Dans les manuels comme dans les réponses
au questionnaire, le point de vue ensembliste sur I’implication est réduit a son minimum.
Il permet pourtant d’aprés 1’auteure, de problématiser la vérité¢ de la prémisse. Elle fait
I’hypothese que ce point de vue permet de différencier I’'implication de I’équivalence. En
outre, parler en termes d’ensembles permet de travailler sur une implication dont les
quantificateurs apparaissent explicitement ;

- dans son mémoire, les questions sur les conditions nécessaires et conditions suffisantes
ont ¢té bien réussies dans I’ensemble d’apres 1’auteure. Cependant, elle releve qu’une
conception causale temporelle de I’implication empéche de différencier la condition
nécessaire de la condition suffisante. Concernant le questionnaire, la conception causale
de l'implication est largement prédominante dans les réponses des étudiants et la
vérifonctionnalité de 1'implication ne leur est pas connue : il n'y a pas d'implication entre
deux faits qui n'ont « rien a voir ». En accord avec 1’auteure, nous pouvons dire que dans
l'usage mathématique, en particulier dans le raisonnement déductif, on ne s'intéresse qu'a
des implications qui montrent un lien. On pourrait donc admettre cette: conception
causale comme légitime. Elle reléve cependant que cette conception peut amener a
confondre condition nécessaire et condition suffisante notamment lorsqu'elle
s'accompagne d'une conception temporelle de l'implication. En effet, si A est pergue

comme la cause de B, comment dire que B est une condition nécessaire pour A ?
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Quelques phénomenes observés dans le mémoire, n’apparaissant pas dans les analyses
ci-dessus :

- les implications paraissent trés largement percues comme implicitement universellement
quantifiées. Cet implicite n’est pas conscient et empéche de comprendre d’autres réponses
dues a une autre interprétation de I’implication ;

- La négation de l'implication n'est pas familiére, les étudiants attendent une autre
implication pour formuler la négation de P = Q.

Ce résultat est conforme aux résultats que nous avons obtenus et qui sont représentés dans

Durand-Guerrier & Njomgang (2009).

Conclusion
Le traitement des items proposés a des étudiants-futurs enseignants met en évidence la

conception causale de I’implication qu’ils ont: un lien explicatif doit exister entre
I’antécédent et le conséquent. Cette conception est renforcée, comme le dit ’auteure, par
I’'usage de I'implication dans le raisonnement déductif en mathématiques. Or évaluer une
implication consiste a utiliser le principe de vérifonctionnalité qui n’est pas toujours
disponible chez les étudiants ; on doit aussi prendre en compte des implications a antécédent
faux. Ces résultats montrent que pour ces étudiants, le travail mathématique n’a pas permit
une appropriation adéquate des concepts de la logique utiles pour I’activité mathématique.
Ceci renforce I’hypothese de la nécessité¢ de ne pas laisser ce travail a la seule charge des

étudiants.

Dans I’étude du manuel de terminale et du polycopié, nous cherchons a identifier, en nous
appuyant sur les résultats des analyses de 1’auteure, comment I’implication y est prise en

charge.

4.2. Modes de traitement de I'implication mathématique par des étudiants
avancés (Jeanine Rogalski et Marc Rogalski, 2004)
Nous présentons des résultats extraits de Iarticle :

« Contribution a I’étude des modes de validation de I’'implication par des futurs enseignants

de mathématiques »

Cet article a été publi¢ en 2004, dans le volume 9 des ANNALES DE DIDACTIQUE et de
SCIENCES COGNITIVES, p. 175-203.
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Les auteurs, Jeanine et Marc Rogalski, y présentent des résultats d’une étude sur le traitement
des implications particulicres par des étudiants licenciés en mathématiques et préparant le
concours de recrutement de professeurs de mathématiques de I’enseignement secondaire
(CAPES”). Le but de leur expérimentation est d’identifier, s’ils existent, des types de
structuration plus ou moins inconsciente de 1’'usage de la logique dans I’évaluation de la

validité de I’'implication, en en détectant des schémes d’utilisation.

La théorie des champs conceptuels de G. Vergnaud fournit un cadre de référence pour cette
¢tude. En effet, les concepts d’invariant opératoire et de théoréme-en-acte semblent Etre

pertinents pour interpréter les schemes mis en ceuvre par les étudiants.

4.2.1. Motivation et hypotheése de travail
La motivation des auteurs pour cette étude réside « dans I'importance, pour des

enseignants de mathématiques en colleéges ou lycées, de pouvoir distinguer dans les « erreurs
de raisonnement » des ¢leves celles qui proviennent directement de la mauvaise
compréhension des mathématiques enseignées, et celles liées & un maniement erroné de la

logique en ceuvre en mathématiques » (p. 176).

Les tests proposés aux €tudiants portent sur les implications a hypotheése fausse. Les auteurs

justifient leur choix par les raisons suivantes :

1. ces implications permettent de mettre en évidence le saut qualitatif entre d’une part
une certaine logique naturelle utilisée dans la pratique des mathématiques, et d’autre
part, une logique formelle dont la nécessité intervient de fagon plus cachée en
mathématiques ;

2. laspect formel de la logique est plus présent qu'on ne le pense dans les
mathématiques courantes, par exemple :

(a) la véracité de P = Q quand P est fausse répond a une nécessité de cohérence des
raisonnements (raisonnement par contraposition et raisonnement par 1’absurde) ;

(b) les modes usuels de recherche d’une preuve utilisent souvent des conditions
suffisantes : « pour prouver Q, il suffirait qu’on ait P, car P = Q » : alors méme
qu’on ne sait pas encore que P est vraie (et il se peut qu’elle se révele fausse !), il
faut « avoir confiance » dans cette implication. (p. 177)

Les hypotheses qui sous-tendent I’exploitation empirique des données recueillies sont :

% Certificat d’Aptitude au Professorat de I'Enseignement du Second degré.
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on peut avoir accés aux schémes d’utilisation de I’implication présents dans la
population étudi¢e et aux effets de ces schémes en dépouillant les réponses des
¢tudiants a des items qui, soit sont des questions relatives a la validation
d’implications dont I’hypothése est toujours fausse, soit des questions qui attirent
I’attention des sujets sur la valeur de la ou des variables qui rendent fausse
I’hypothese ;

on peut détecter ’éventail de structurations des modes de validation de I’'implication
par I’étude des conjonctions de réponses a certains types d’implications présents dans

certains items (pp.178-179).

Sur la base de la deuxieme hypothese, les auteurs établissent une typologie des diverses

implications au moyen de catégories prenant explicitement en compte les contenus

mathématiques ou non mathématiques. Ils distinguent ainsi quatre types d’implications :

4.2.2.

les implications calculables (4 contenu mathématique), par exemple I’assertion « si
1=2, alors 2=3 » ;

les implications arbitraires correspondant a la définition d’une régle (en général non
mathématique) : la tiche de sélection de Wason®’ ;

les implications de contrat social : « les bonbons de la maitresse”™ » ;

les implications factuelles, non calculables, ou I’hypothese et la conclusion sont

facilement saisissables par le sujet : « Labyrinthe’® »

Les résultats

4.2.2.1.Présentation globale des résultats

L’¢étude a été menée sur deux groupes d’étudiants : le premier test (test 1) a eu lieu en

septembre 1999 avec une population de 107 étudiants, et le second test (test 2) a eu lieu en

septembre 2001, avec une population de 71 étudiants.

Lors du dépouillement des résultats du premier test, les auteurs ont classé les sujets selon

quatre profils de comportement, avec des variantes pour les trois premiers, en croisant les

réponses a la validation de trois implications de type factuel a hypothese fausse :

« Logique stable (10 sujets)

(réponse du type « l'implication est vraie » - en général avec [’argument « parce que

[’hypothese est fausse » - dans les trois items)

Logique instable (9 sujets)

97 . O .
Elle est présentée a la section 2.2.2
98 P o
Voir item en annexe n® 1
99 . . .
Voir au chapitre 3, section 4.1 et en annexe 1
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(la méme réponse dans deux items sur 3)

- Pertinent stable (9 sujets)
(réponse du type « ['implication est stupide », « elle n’a pas de sens », dans les 3 items)

- Pertinent instable (14 sujets)
(la méme réponse dans 2 items sur 3)

- Non conditionnel stable (22 sujets)
(réponse du type : « I’assertion est fausse car I’hypothése est fausse » dans les trois items.

- Non conditionnel instable (23sujets)
(La méme réponse dans 2 items sur 3)

- Sans dominante (20 sujets)
(tous tes autres types de réponses ou de distribution de réponse aux 3 items, incluant les non
réponse éventuelles). » (p.180)
Les auteurs précisent que la dénomination « non conditionnel » est choisie « pour rendre
compte du fait que ces étudiants ne congoivent pas la vérité de I’implication comme un lien
conditionnel entre les valeurs de vérité des propositions » (p. 181).
De cette catégorisation des ¢étudiants découlent la question de la pertinence de cette définition
des profils qui se décline elle-méme en deux autres questions: sont-ils un moyen de
prédiction statistique au succes ou a I’échec aux autres items ? Y a-t-il corrélation avec le
succes au CAPES ? La réponse a ces deux questions pour la population du test 1 est oui.
En septembre 2001, les auteurs organisent un autre test dans les mémes conditions que le
premier, avec quelques modifications dans la formulation de certains items. La définition des
profils, et I'analyse des résultats obéissent aux mémes critéres qu’au premier test. Mais
I’effectit de la population ayant diminué, pour éviter les dispersions qui auraient rendu les
résultats peu significatifs, ils ont regroupé les catégories « stable » et « instable » d’'un méme
profil, et ne prennent en compte cette fois que les quatre profils « logique », « pertinent »,
«non conditionnel » et « sans dominante ». La répartition en catégories de la population
testée est semblable a celle obtenue avec la premicre population comme le montre le tableau

ci-dessous que les auteurs présentent :

PROFILS TEST 1 (N=107) TEST 2 (N=71)
LOGIQUE 17,7 21,1
PERTINENT 21,5 23,9
NON CONDITIONNEL 42 39,4
SANS DOMINANTE 18,7 15,5
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Distribution —en pourcentage— des ¢étudiants selon leur profil de réponse aux implications
«non-calculables a prémisses fausse ». (p.182)

Les corrélations entre les catégories évoquées ci-dessus et les succes aux mémes autres items
sont aussi globalement semblables a des détails pres qui s’expliquerait par des variations de

formulation, avec quelques différences locales.

4.2.2.2.Quelques points spécifiques
Pour répondre a leur interrogation de départ, les auteurs ont étudié des points plus

spécifiques qui s’articulent autour de quatre questions: quelle est [’'utilisation de la
contraposée ? Y a-t-il des effets des changements de formulation ? Comment sont traitées les
différentes implications calculables a hypothese toujours fausse ? Que se passe t-il quand on
attire ’attention des étudiants sur les « hors-sujet » (au sens de M. Legrand, c’est-a-dire des
valeurs pour lesquelles I’antécédent de 1I’implication est fausse). (p.185)

L’utilisation de la contraposée pour valider une implication :

En moyenne 41% des sujets utilisent au moins une fois la contraposée lors du premier
test, et 55% lors du deuxiéme test. Il faut toutefois noter qu’il y a eu une augmentation
importante de [l'utilisation de la contraposée a deux items de type factuel (Wason et
Radford'”) au test 2, dans le profil « non conditionnel ». Selon les auteurs, cela serait dii au

passage de la formulation implicite a la formulation explicite du conditionnel.

Les effets de changement de formulation en « Si ..., alors ... » :
Trois items ont €té modifiés au second test : les auteurs ont introduit la formulation en « Si ...,
alors ... ». Les raisons de ces modifications résultent de deux discussions sur la recherche

antérieure :

(a) les travaux de psychologie du raisonnement utilisant « Si ..., alors ... », pour
comparer la population de futurs enseignants de mathématiques aux populations de
ces travaux, les auteurs ont repris leur formulation ;

(b) la formulation avec « tout » pouvait cantonner des sujets a ne se placer que dans le
cas de I’hypothese vraie, favorisant ainsi un mode d’évaluation de type
« pertinent ».

Nous faisons deux commentaires :

199 | "item Wason est présenté ci-dessous au point 2.2.2 ; I'item Radford est présenté en annexe 1
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(1) 1l est possible que 'utilisation de « Si ..., alors ... » déclenche une utilisation naturelle
de I'implication chez les enseignants de mathématiques, ce qui serait le fait de la
pratique de la langue ;

(2) le changement de formulation permet d’expliciter le conditionnel caché qui, comme
les auteurs le disent, cantonnerait les sujets a se placer dans le cas ou I’hypothese est
vraie. Ce changement peut également permettre la mise en ceuvre d’un schéme
opératoire li¢ a la structure explicite de I’énoncé.

L’un des items modifi¢ est la tache de sélection de Wason. Elle a été posée ainsi :

On dispose de cartes sur lesquelles figurent sur une face une lettre et sur I’autre face un chiffre.
Version 1 : on veut tester la régle éventuelle : « derriére une voyelle il y a un chiffre pair ». Pour cela
on prend un échantillon de quatre cartes qu’on pose sur la table ; on voit alors la disposition ci-

dessous :

E < K 7

Quelle(s) carte(s) exactement doit-on retourner pour savoir si la régle est respectée sur 1’échantillon ?
Version 2 : on veut tester la régle éventuelle : « si une carte a une voyelle sur une face, alors elle a un
chiffire pair sur son autre face ». Pour cela on prend un échantillon de quatre cartes qu’on pose sur la

table ; on voit alors la disposition ci-dessous :

E <t K| |7

Quelle(s) carte(s) exactement doit-on retourner pour savoir si la régle est respectée sur 1’échantillon ?

Le pourcentage de réussite a cet item pour le profil «logique » a subit une réelle
augmentation (de 48% a 67%), la non prise en compte du nombre impair restant I’erreur
dominante. La formulation « canonique » « Si ..., alors ... » semblerait avoir déclenché
I’usage de la contraposée chez des étudiants qui n’auraient pas répondu correctement sinon : il
s’agit particulierement des étudiants a profil « non conditionnel ».

Nous pouvons dire en remarque, que les formes langagicres utilisées dans la pratique des
mathématiques peuvent constituer un obstacle a la compréhension de certains énoncés.

Les implications calculables a hypothéses (toujours) fausse

Dans le test 2, les auteurs proposent 3 items de ce type. Ces items conduisent globalement a
un meilleur succes que les implications « factuelles », non calculables, a hypothése fausse (on
observe de 35% a 66% de réponses correctes pour ces items calculables, et de 18% a 34% de
réponses correctes pour les items non calculables), mais ils différent de maniere importante
entre eux du fait que chacun a ses modes de validation :

L’item qui donne lieu au plus grand nombre de réponses correctes est :
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« I’assertion Si =2, alors 2=3 est-elle vraie ? » (2)
L’item le moins bien réussi est :

Un étudiant A affirme que la proposition (I)
1)) Vx ER,six>+1<0,alors (x> +1)2<0

est vraie et justifie ainsi son affirmation :

«ona(x?+1)?=x2(x?+1)+ (x*+1),doncsi x> +1 < 0, alors x?(x2 + 1) < 0, et

(x? 4 1)? est la somme de deux quantités négatives, donc est négative. »
Un étudiant B conteste son affirmation ainsi :

« mais ¢’est absurde ! L’hypothése x? + 1 < 0 n’est jamais vraie, ni la conclusion x2(x? +

1) < 0! De plus, quel que soit le signe de x2 + 1, son carré est évidemment strictement

positif ! Cette assertion est donc complétement fausse ! »
Que pensez-vous de ce dialogue et de la proposition (I) ? »

Les auteurs avancent deux interprétations des performances aux deux items ci-dessus :

- soit il y a disponibilité de I’invariant qui fait passer de 1 = 2 a 2 = 3, qui conduit a un
taux ¢levé de réponses correctes, alors qu’il n’y pas la méme accessibilité de celui
utilisé dans 1’énoncé pour passerde x2 +1 < 0a (x?2+1)?2 <0,

- soit il y aune perturbation introduite par le fait qu’un contre argument au calcul
propos¢ ait ¢té introduit dans I’énoncé de ce dernier item.

Nous émettons des réserves quant a ces interprétations : d’une part, il est clair que « 1 =

2 » est une proposition fausse, ce qui pourrait étre aussi perturbateur que 1’hypothese de (I)
I’est, et d’autre part, la justification donnée par 1’étudiant A offre une piste aux étudiants pour
conclure a (x2+ 1)?2 <0, sous I’hypothése x2+ 1 < 0. Nous pensons plutdt a une
perturbation des étudiants due a la contradiction qui nait du fait que d’une part, (x? + 1)? est
un carré, donc il doit étre positif, et d’autre part, que (x2 + 1)? est la somme de deux nombres
négatifs : (x2 + 1)? est a la fois strictement positif et strictement négatif.

Un item de ce type se trouve dans les questionnaires que nous avons proposés aux ¢leves et
aux étudiants respectivement'*'.

Pour les deux items, I’évaluation des implications est ramenée a la démonstration des
implications sous les hypothéses respectives 1 =2 et x> + 1 < 0 ou a I’application de la

définition de I’implication via les tables de vérité.

%% vsoir chapitre 8, paragraphe 3
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Les résultats a ces deux items montrent un bon pourcentage de réussite des étudiants
du profil « logique » (60% de réussite) contre un taux faible pour tous les autres (moins de
30%).

Les « hors-sujet »

Les auteurs définissent les « hors-sujets » ainsi :

« Dans une implication de type « quel que soit x, si P(x), alors Q(x) », il peut y avoir des
situations ou P(x) est vrai pour certains des x et faux pour d’autres. M. Legrand a proposé
d’appeler « hors-sujet » un ¢lément du domaine qui ne satisfait pas la proposition antécédente
(de sorte que I'implication matérielle associée est vraie puisque son antécédent est faux) ;
cette dénomination permet d’« en parler dans les débats. » (p.189)

En commentaire, P(x) est une phrase ouverte en x, donc ne peut avoir de valeur de vérité ; un
¢lément singulier a de I'univers du discours peut la satisfaire ou ne pas la satisfaire. Un
« hors-sujet » est un élément a du domaine qui ne satisfait pas la phrase P(x), c¢’est-a-dire, tel
que P(a) soit faux.

Dans le test 2, deux items proposent des implications dans lesquelles existent de tels « hors
sujet ». En général, ces items ne sont pas bien réussis ; 'un d’eux que nous présentons ci-

dessous est le plus mal réussi :
On a posé la question suivante a un étudiant : la proposition (P) suivante est-elle vraie ?
(P): «Vx € RZ, VA ER,si x? —2Ax + 21 +3 < 0,alors |x]| < 2|2 + 4) »
Il a donné la réponse suivante :
« L’assertion (P) est fausse. En effet, I’hypothése signifie que 1'on a (y —x)? <
(x — 4)? — 25 ; mais si
—1<x<9, alors (x —4)? — 25 < 0, donc I’hypothése n’est pas vérifiée, et n’impose
donc aucune contrainte a y (on est dans la bande |—1,9[ X R) ; mais la conclusion, dans ce
cas, entrainerait sur y la contrainte |y| < 22, ce qui serait absurde. »

Que diriez-vous a cet étudiant ?

Pour cette catégorie d’items, on constate une fois de plus que :

- le profil « logique » a le taux de réussite le plus élevé (87% et 33% pour chacun
des items) ;

- les profils « sans dominante » et « non conditionnel » correspondent aux taux de
réussite les plus bas. Aucun de ces étudiants ne répond correctement a la fois
aux deux items de « hors sujet » ;

- les étudiants de profil « pertinent » se situent a un niveau intermédiaire.

Aussi les auteurs de conclure :
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« Alors que les ¢tudiants sont tout a fait susceptibles de « suivre » un calcul montrant que
Q(x) est vérifié pour des x vérifiant P(x), ils sont déstabilisés quand on attire leur attention
sur I’existence des « hors sujet ». Cela nous semble confirmer la fragilit¢ pour nombre
d’entre eux du traitement d’une implication en tant que relation entre antécédent et
conséquent, fragilité se traduisant par un glissement de I’évaluation de 1I’implication a celle

de la validité de I’hypothése (ou de 1’antécédent). » (p.190)

Nous pensons que les difficultés dans le traitement des « hors-sujets » pourraient aussi
s’expliquer par la difficult¢ a faire le lien entre les régles de calcul des prédicats
(syntaxe) et leur application (sémantique). L’item (P) est de la forme
«Vx,VA,P(x,1) = Q(x,1) » et I’évaluation de cette implication nécessite des va-et-
vient entre les registres mathématique et logique. On peut penser que certains ¢tudiants
ont écarté le traitement logique de cet item pour n’en faire qu’un traitement
mathématique. En effet, de I’hypothese, on peut par des inférences calculatoires, aboutir
a la conclusion sans tenir compte des « hors-sujets ». D’autres étudiants, en prenant en
compte DI’existence des hors-sujets n’ont pu aboutir a une réponse correcte : ils
pouvaient conclure a la fausseté de I’hypothése, ou méme penser qu’ils sont en présence
d’un énoncé contingent. Ceci montre selon nous que dans la classe de mathématiques, il
est important, a I’occasion, d’exhiber des « hors-sujets » —cela permet a 1’é¢tudiant de se
familiariser avec des implications a antécédent faux, et de bien préciser la relation entre
condition nécessaire et condition suffisante. En effet, lorsque P implique Q, cela signifie
que la réalisation de P est suffisante pour la réalisation de Q, mais le fait que P ne soit
pas réalisé n’empéche en rien la réalisation de Q.

Au vu des résultats aux deux tests, les auteurs concluent en 1’existence de différents
schéemes globaux d’évaluation d’implications, et des effets des types d’implications
considérées. Ils soulignent une bonne réussite des étudiants du profil « logique » aux
différents items proposés; dans un premier article sur le méme sujet Rogalski &
Rogalski ; 2003) les auteurs précisent qu’« un profil « logique » correspond au mode de
traitement attendu des mathématiciens : il est le fait d’environ 20% des étudiants ».
Cette observation renvoie a la pertinence de la définition des profils. Cette définition a
permis de distinguer parmi les étudiants, ceux qui font une évaluation correcte de
I’implication (profil « logique »), a quelques items pres, ceux dont les performances
sont mitigées (profils « pertinent» et «non conditionnel »), et ceux dont les
performances sont assez instables (profil « sans dominante »).

La corrélation des profils avec les résultats du CAPES confirme cette pertinence de la

définition des profils, ce qui amene les auteurs a se poser la question des modalités de
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formation de ces étudiants sur les questions de logique, étant donné qu’ils sont regus au

CAPES et vont devenir enseignants.

4.2.3. Quelques suggestions
Du point de vue des auteurs, I’objectif serait de faire passer dans le profil

« logique » les étudiants qui sont dans les autres profils. Se posent alors deux questions
supplémentaires : quel type de formation si elle est nécessaire ? et : ne peut-on résoudre
le probleme avant, pendant la formation universitaire (Deug et licence) ?

Ces deux questions restent d’actualité et rejoignent notre problématique qui porte sur
I’enseignement des concepts de logique a la transition lycée-université, ou ’accent est
mis sur la dialectique opératoire/prédicative.

D’un sondage que les auteurs ont réalis¢ aupres d’enseignants de licence de I'université
de Lille 1, il ressort que ces derniers ne parlent quasi jamais de questions de logique,
méme en « passant », a I’occasion d’un raisonnement délicat. Une seule exception est
faite : le raisonnement par récurrence, car il est réputé donner lieu a de nombreuses
erreurs. D’aprées les auteurs, les enseignements de logique « formelle » qu’on a rétablis
ici et 1a font douter qu’ils puissent avoir un effet réel sur la pratique mathématique des
¢tudiants. C’est ainsi que les auteurs suggerent deux modes d’action :

- un enseignement ayant pour but une utilit¢ immédiate en mathématiques, en
particulier permettant d’utiliser les débats scientifiques avec des raisonnements
validables par une collectivité étudiante, en attirant 1’attention sur les points
essentiels qui distinguent la logique des mathématiciens de la logique
« courante » spontanément pratiquée par les étudiants : c’est par exemple le cas
de I’activité « Circuit » développé par M. Legrand (1990) a différents niveaux
des cursus ;

- a travers les options spécifiques de DEUG ou de licence, on peut donner un
enseignement « culturel » sur la logique, en plongeant les étudiants, d’une part
dans I’évolution historique, la philosophie et I’épistémologie des questions de
logique (avec lecture de textes et discussions), de l'autre dans les difficultés
proprement mathématiques et didactiques qu’on peut rencontrer chez des
enseignants, des ¢tudiants ou des éleves.

Les auteurs concluent leur article en soulignant la nécessité d’une mise au point sérieuse

sur ces problémes en formation des maitres'** et pointent deux difficultés :

102 .
Correspond aux enseignants
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les étudiants pensent spontanément qu’arrivés a ce stade, «ils savent
raisonner », pourquoi en reparler ?

Cela leur sera-t-il utile, soit pour réussir le CAPES, soit (en deuxiéme année)
pour la conduite de leur classe ? Ces deux difficultés ne concernent d’ailleurs

pas que les problemes de logique.

Les auteurs préconisent une déstabilisation des étudiants quant a leur certitude sur la

logique. L’utilisation des tests analogues a ceux qu’ils ont fait passer, avec discussion et mise

au point collective leur semble étre une approche possible, voire inévitable pour rendre les

¢tudiants réceptifs. Cela n’est certes pas suffisant pour restabiliser les étudiants dans un

\

meilleur «profil ». 11 faudra, a cela ajouter les deux modes d’action préconisés

précédemment.

En conclusion, cet article de Jeanine Rogalski et Marc Rogalski cadre bien avec

notre travail de recherche, du point de vue du questionnement, et en partie de la

méthodologie. Nous en retenons :

4.3.

qu’une déstabilisation des ¢leves et des étudiants a 1’aide de tests est nécessaire pour
faire émerger des différents types de structuration de I'usage de la logique dans
I’évaluation de la véracit¢ de I’implication —voire méme dans des taches spécifiques
aux différents concepts de logique, en en détectant des schemes d’utilisation. Cette
déstabilisation doit s’appuyer sur des items dont le traitement n’est pas familier aux
¢tudiants, mais qui mobilisent des connaissances supposées acquises par ces derniers.
C’est le cas ici ou I’accent était mis sur les implications a antécédent faux ;

les réponses des étudiants aux tests ont permis une catégorisation de ces derniers

en des profils dont la pertinence est avérée, et qu’on peut prendre en compte

dans une perspective de recherche ou d’apprentissage ;

la proposition d’une action tendant a faire basculer les étudiants des trois derniers
profils dans le profil « logique » : il s’agit d’un enseignement de la logique en liaison
avec I’activité mathématique, ou I’attention est portée sur les points essentiels qui
distinguent la logique des mathématiciens de la logique « courante » spontanément

pratiquée par les étudiants.

Des pratiques mathématiques en question (Durand-Guerrier, 2005)

\

Nous avons porté notre intérét sur 1’Habilitation a Diriger les Recherches en

Didactique des Mathématiques de I’auteure, soutenue en juin 2005 a I’Université Claude

Bernard Lyon 1, qui porte en titre :

166



RECHERCHES SUR L’ARTICULATION ENTRE LA LOGIQUE ET LE
RAISONNEMENT MATHEMATIQUE DANS UNE PERSPECTIVE DIDACTIQUE

Un cas exemplaire de l'interaction entre analyse épistéemologique et didactique

Apport de la théorie élémentaire des modéles pour une analyse didactique du raisonnement

mathématique.
Nous avons choisi de nous attarder sur le chapitre IV qui est intitulé :

« Des pratiques mathématiques en question » ;
Les notions développées dans ce chapitre sont au cceur des analyses que nous menons dans la

partie expérimentale de notre travail.

4.3.1. Les pratiques de la quantification
D’apres 1’auteure, la spécificité de la logique quand on I’étudie d’un point de vue

didactique, c’est qu’il y a en quelque sorte un double mouvement de transposition. Tout
d’abord le mathématicien, dans son activit¢ mathématique propre 1’utilise le plus souvent
comme une technique, sans référence explicite a une théorie logique. Parmi ces usages, 'un
des plus répandu est la quantification implicite des énoncés conditionnels ; un deuxieme
usage est celui qui consiste a utiliser massivement dans les énoncés complexes, la
quantification bornée. Ces pratiques se transportent tout naturellement dans la classe via la
formation universitaire des enseignants pour le second degré, et parce qu’a I'université, les

enseignants de mathématiques sont en général des mathématiciens professionnels.

4.3.1.1.La quantification bornée
D’apres D’auteure, on parle de quantification bornée pour décrire une pratique

ordinaire du mathématicien lorsqu’il veut donner une définition en langage formalisé. Elle

reprend ’exemple classique de la définition de la continuité en un point a d’une fonction

numérique f :
Ve>0an>0Vx(lx—al<n=|f(x) - fla)| <€)

Elle ajoute que dans la syntaxe du calcul des prédicats, il n’y a pas de quantification bornée ;
si on a besoin de spécifier certains objets, on introduit les lettres de propriétés permettant de
catégoriser les différents objets. D’apres elle, ici, il s’agit de la propriété « étre supérieur

strictement a 0 »; pour faire disparaitre la quantification bornée, il faudra introduire une

167



implication pour le quantificateur universel et une conjonction pour le quantificateur

existentiel, ce qui donne 1’énoncé :
Vele>0 = @n(m>0avx (Ix —a|l <n=[f(x) - fla)] <&)))]

D’apres I’auteure, on peut faire disparaitre toutes les implications de cet énoncé en bornant

¢galement la quantification sur la variable x de la maniére suivante :
Ve>03an>0Vx€la—na+n[|f(x)—fla)| <e)

Ceci produit un jeu d’apparition/disparition des quantificateurs. L’auteure fait ’hypothese
qu’il est constitutif de la compréhension de I’'implication logique dans son utilisation en
mathématiques. Mais certaines observations qu’elle a conduites montrent qu’il n’est pas

nécessairement disponible chez les étudiants.

Dans le cadre d’un enseignement optionnel proposé¢ a des étudiants scientifiques de Deug
deuxieéme année, ’auteure a demandé de formaliser 1’énoncé qui fournit une condition

suffisante pour que deux réels soient égaux :

« si la distance de deux nombres réels peut étre rendue inférieure a tout

nombre strictement positif, alors ces deux nombres sont égaux »

Une fois stabilisé le fait que I’énoncé ouvert « (Ve > 0 d(x,y) < €) = (x = y) » est bien la
traduction de 1’énoncé proposé en langue vernaculaire, et qu’il traduit bien le fait que
I’antécédent de 1I’implication est une condition suffisante de 1’égalité de deux réels, I’auteure a

demandé¢ aux ¢tudiants d’en donner une formalisation n’utilisant pas la quantification bornée.
D’apres I’auteure, les étudiants proposent réguliérement 1’énoncé :
(Ve (e>0nd(x,y) <e)=(x=1y) (E)

Pour expliquer pourquoi cet énoncé ne convient pas, I’auteure considere son interprétation
dans le modele du corps ordonné des réels, car la quantification bornée n’ayant pas

d’équivalent dans la logique des prédicats, la syntaxe ne peut lui étre d’aucun secours.
L’auteure interprete ’antécédent de (E) par la phrase ouverte :

« pour tout &, € est positif et la distance de x a y est inférieure strictement a

EN
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Dans I’énoncé ainsi reformulé, le premier terme de la conjonction est mis en défaut par les
réels négatifs ; par suite, quelles que soient les valeurs assignées aux variables x et y, la

proposition obtenue est fausse.

La quantification bornée consiste a restreindre le domaine de quantification. D’ou il s’ensuit

que pour la supprimer, il faut faire le mouvement inverse et donc restituer 1’implication.
Elle propose la formulation correcte :
(Ve(e>0 =2d(x,y)<e)=(x=y)
Considérant ’antécédent :
(Ve(e>0 =2d(x,y)<e)
Elle en donne la négation :
Ae(e>0nd(x,y)=¢)

D’apres 1’auteure, cela permet de retrouver le fait que supprimer la quantification bornée pour

un énoncé existentiel conduit a introduire une conjonction.

Pour l'auteure, cet exemple permet de mettre en évidence plusieurs points cruciaux de

I’articulation entre logique et raisonnement mathématique dans une perspective didactique :

- I’exemple illustre la nécessité de considérer les implications a antécédent faux pour la
pratique ordinaire des mathématiques.
En commentaire, ne considérer que les implications a antécédent vrai conduit souvent
les étudiants a produire des réponses erronées quand ils doivent évaluer une
implication dont I’antécédent est faux (Rogalki & Rogalki, 2004). Le méme constat
est fait lorsque les étudiants doivent déterminer un ensemble dont la propriété
caractéristique est une implication ouverte : c’est ce que nous observons dans les
réponses obtenues au premier exercice des questionnaires que nous avons ¢€laborés,
concernant les étudiants des Classes Scientifiques Spéciales de I’Ecole Normale
Supérieure de Yaoundé que nous avons interrogés ;

- lapratique de la quantification bornée tend a occulter la structure logique profonde des
énoncés que l’on manipule ; P'auteure fait I’hypothése que, dans ce cas, une

explicitation de cette structure logique profonde contribue a la clarification
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conceptuelle dans la mesure ou elle permet de travailler en méme temps sur le concept
logique d’implication et sur le concept mathématique des nombres réels.
Nous citons par exemple les énoncés de la forme « tout A est B » (1) qu’on peut
encore écrire « Vx € A, B(x) » (2), et dont la levée de la quantification bornée permet
d’obtenir I’énoncé « Vx, A(x) = B(x) » (3). Le passage de (1) a (3) peut représenter
pour les étudiants un exercice difficile (Epp, 1999) ;

- le mouvement de va et vient entre le modele dans lequel on travaille et le langage
formalisé dans lequel on traduit les énoncés, ce qui permet d’exercer un controle

sémantique sur les énoncés formalisés produits, d’apres Sinaceur.

4.3.1.2.La quantification implicite des énoncés conditionnels
S’appuyant sur de nombreuses observations naturalistes, ainsi que sur quelques

analyses de manuels pour sa these, et, pour la Tunisie sur Chellougui (2000), 1’auteure
déclare que la quantification implicite des €énoncés conditionnels est une pratique massive tant
parmi les mathématiciens que dans la classe de mathématiques, dans le second degré ou a
I’université. D’apres elle, cette pratique cache la distinction entre implication entre
propositions, implication universellement quantifiée et implication ouverte, et fait disparaitre
I’importance de ’'univers du discours pour établir la vérité d’un énoncé général. Pour illustrer
son propos, I’auteure présente un exemple —communément appelé « le labyrinthe », qui met
en évidence le fait que cet implicite n’est pas partagé par de nombreux ¢éleves, et qu’en outre,
il peut conduire les enseignants a proposer des réponses inadaptées dans certaines situations
(p-81). L’énonceé et un résumé de son traitement figurent en annexe 1, paragraphe 3 (le

labyrinthe).
Nous faisons ici un résumé des résultats, en concentrant notre attention sur les phrases n°3 et
n°6 :
Phrase n°3 : « X est passé par M »
Phrase n°6 : « Si X est passé par L, alors X est pass¢ par K ».
Les taux de réussite aux deux phrases se répartissent ainsi :

Phrase n°3 : 85%. Ce taux correspond a la réponse considérée comme exacte par les auteurs

de I’évaluation : ON NE PEUT PAS SAVOIR ;

Phrase n°6 : 29%. Il correspond a la réponse considérée comme exacte par les auteurs de

I’évaluation : FAUSSE.
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D’apres I’auteure, les résultats montrent une forte divergence entre les professeurs et les
¢leves qui ont répondu majoritairement « ON NE PEUT PAS SAVOIR ». Dans les premieres
analyses de ces réponses, elle identifie une incertitude sur le statut de la lettre X. L’auteure
choisit le trajet comme variable pertinente qui permet de traduire les informations en vue
d’une formalisation de la tache. La formalisation dans le calcul des prédicats qu’elle propose
I’améne a faire trois interprétations de la lettre X. La deuxiéme et la troisieme interprétation
permettent d’expliquer le phénomeéne d’instabilité dans I’interprétation du statut de la lettre

X :

Dans la deuxiéme interprétation, X est une lettre de variable implicitement quantifiée
universellement. On lui associe son trajet ¢ qui est une variable implicitement quantifiée

universellement. Les énoncés 3 et 6 sont tous deux faux.

Dans la troisiéme interprétation, X est une lettre pour un individu générique. Elle nomme 7 le
trajet générique associé ; dans ce cas, les énoncés 3 et 6 sont intrins€équement contingents : ce

sont des instances de phrases ouvertes ayant a la fois des exemples et des contre-exemples.

D’apres 1’auteure, un deuxieme résultat de cette formalisation, c’est le fait qu’aucune de ces
trois interprétations ne produit la totalité des réponses des auteurs ; ce qui montre que
nécessairement, les auteurs changent de point de vue sur le statut logique de la lettre X selon

qu’elle apparait dans la phrase n°3 ou dans la phrase n°6 :

«pour conserver le maximum de cohérence, on peut faire I’hypothése que la réponse
donnée pour la phrase n°3 correspond a I’interprétation générique (c’est-a-dire la
troisiéme), et que cette méme interprétation conduit a introduire une quantification

universelle implicite dans la phrase n°6. » (op. cit. p.90)

C’est ce que nous observons dans les réponses a ’exercice 3 du questionnaire adressé aux

¢leves et aux étudiants (Voir chapitre 5, exercice 3).

4.3.2. L’instabilité du statut des lettres dans les démonstrations
L’auteure a mené une ¢étude de plusieurs démonstrations mathématiques de fin de

lycée ou de premier cycle universitaire qui montre que I’instabilité du statut de la lettre est

une pratique assez courante dans les manuels.

Elle présente en exemple une démonstration de 1’existence et de ['unicité du barycentre d’un

systeme de points massifs dans un manuel de terminale scientifique.
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Le texte de la démonstration se trouve dans le manuel Dimathéme 7.S.programme obligatoire

de 1998, pp.266-267, dans le chapitre 11 intitulé Barycentre.

Théoréme et définition

Soit un systéme de points massifs (4;;@;),1 < i < n, de masse totalem = a; + @, + - a,

Si m =0, alors le vecteur a; MA; + a,MA, + - a, MA,, est indépendant de M, autrement dit la

fonction vectorielle de Leibniz M - ay;MA; + a,MA, + - a, MA,, est constante.

Sim # 0, alors il existe un point G unique tel que, pour tout point M, ay MA; + a,MA, + -+ a, MA,, =
mMG

Ce point G est appelé barycentre du systéme. (p.103)

La démonstration se trouve en annexe 1, section 6 (Réduction de la fonction vectorielle de

Leibniz).

Pour l'auteure, dans la définition comme dans la démonstration, il y a une fluctuation du

statut de la lettre M :

Dans la définition, la lettre M est un ¢lément générique puis une lettre de variable

fonctionnelle d’une part, et d’autre part, c’est une variable li¢e.

Dans la démonstration, elle va successivement avoir le statut d’élément générique, de variable

libre, de variable liés et d’¢lément singulier.
Par exemple, dans la séquence ci-dessous :

17. sim # 0, montrons alors que I’équation F (M) = 0 admet une solution

18. unique.
19.F(M) =0 & F(A) + mMA = 0 & AM = —F (4)

20. cette derniére relation montre que M est I’'image de A par la translation de

21. vecteur, %F (A) et par suite M est unique. Si on appelle G ce point,

22.onadonc F(G) = 0et pour tout M, F(M) — F(G) = F(M) = mMG
23. autrement dit a; MA; + a, MA, +....4+a,MA, = mMG
A la ligne 17, M variable libre, devient I’é1ément singulier G & la ligne 21. Puis a la ligne 22,

M est une variable liée qui n’a plus le méme role dans la démonstration que dans les lignes

précédentes.
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D’apres I’auteure, on retrouve ces fluctuations dans le statut des lettres dans de nombreux

textes mathématiques.

Dans notre travail, ’analyse du manuel de terminale C et du polycopié¢ de premicre année de
la filiére mathématique, nous renseigne sur des situations d’instabilité du statut des lettres qui
peuvent, du point de vue didactique, avoir des conséquences sur la compréhension de

certaines démonstrations par les éleéves et les étudiants.

4.3.3. Quelques propositions de I'auteure
Les travaux de Rogaski & Rogalski (2003, 2004) et Deloustal-Jorrand (2000-2001,

2004) montrent un grand déficit de connaissances sur les usages de I’implication en lien avec
la quantification chez les étudiants préparant le concours pour devenir professeur de

mathématiques, ainsi que chez les professeurs stagiaires ayant réussi ce concours, en France.

L’auteure suggere de proposer des ingénieries spécifiques et d’en observer les effets, en
référence aux travaux de Deloustal-Jorrand (2004). Une autre voie qu’elle souhaite explorer
dans la suite du travail de Chellougui (2004) consisterait a faire travailler de futurs
professeurs et des professeurs en poste sur I’élaboration et / ou I’analyse des preuves a
destination des ¢€leves, ainsi que sur ’analyse de preuves produites par les éleves ou les

¢tudiants et de confronter leurs analyses avec les siennes.

En conclusion, les résultats de recherche de 1’auteure montrent que la pratique de la
quantification implicite des énoncés conditionnels universels non seulement n’est pas
partagée par les étudiants, mais peut conduire a des positions peu pertinentes au regard des
objectifs de I’enseignement des mathématiques. En particulier elle ne permet pas de
problématiser I’implication, ce qui est renforcé d’une part par la pratique consistant a ne pas
expliciter les conclusions générales comme elle le montre, et d’autre part par la pratique de la
quantification bornée. De ce fait, d’apres ’auteure, le professeur se prive de la possibilité¢ de
travailler sur le role que jouent les outils logiques fondamentaux, en particulier, implication et

quantification dans I’¢laboration des raisonnements mathématiques.

Dans notre travail, nous testons les effets de la quantification implicite des €énoncés sur les
¢leves et les étudiants en leur proposant des énoncés dont le traitement nécessite que le statut
soit précisé. Cela permet de mettre en évidence les différentes interprétations auxquelles la

formulation d un énoncé peut renvoyer, et les « dangers » du maniement d’un tel énoncé.
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Par ailleurs, notre intérét étant porté sur I’identification des situations qui vont contribuer a la
clarification de I'usage des concepts de logique dans le cours de mathématiques, nous allons
dans I’analyse du manuel et du polycopi€, chercher a repérer des cas de démonstrations ou le

statut des lettres peut représenter un obstacle pour les €leves et les étudiants.

Conclusion
D’aprés V. Deloustal-Jorrand, le traitement de I’implication met en évidence la

nécessité pour les étudiants d’établir un lien explicatif entre ’antécédent et le conséquent.
Cette conception est renforcée par I'usage de I’implication dans le raisonnement déductif en
mathématiques. Ce résultat va dans le méme sens que ceux de Rogalski & Rogalski qui
montrent que 1’évaluation des implications calculables est mieux réussie dans les tests qu’ils
proposent aux étudiants que celle des implications a antécédent faux. Ces deux auteurs
montrent de ce fait que le principe de vérifonctionnalité n’est pas toujours disponible chez les

étudiants.

Concernant la quantification implicite des €noncés conditionnels universels, V Durand-
Guerrier montre qu’elle n’est pas partagée par les ¢tudiants, mais également qu’elle ne permet
pas de problématiser 1’implication. De ce fait, le professeur se prive de la possibilité¢ de
travailler sur le role que jouent en particulier 'implication et la quantification dans

I’¢laboration des raisonnements mathématiques.

Conclusion du chapitre 3
Les travaux que nous avons présentés montrent que la logique est un domaine peu

travaillé par les enseignants de mathématiques a I'université. Durand-Guerrier et Arsac
(2003) montrent que les enseignants remplacent la logique dans leur discours aupreés des
¢tudiants par des regles de raisonnement contextualisées. Le controle de la validité des
raisonnements se fait a ’aide des connaissances mathématiques qui reposent sur leur
expertise. D’apres Gueudet (2008), les pratiques expertes que 1’on observe chez les
enseignants proviennent de leur flexibilité mentale : I’enseignement des mathématiques a
I’université requiert un mode de pensée ¢levé et ’organisation des connaissances en réseau.
On ne retrouve pas cette flexibilité chez les étudiants nouvellement entrés a I'université. Les
pratiques enseignantes non explicitées installent plutot des régles d’action comme le montrent
les résultats de Rogalski & Rogalski (2004) et Deloustal-Jorrand (2000-2001) pour
I’évaluation de I’implication qui consiste pour certains étudiants, a ne considérer que le cas ou
I’antécédent est vrai. En outre, I’introduction d’un langage nouveau et 1’absence de prise en

charge des difficultés relatives a ces changements amenent les étudiants a imiter le langage
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utilisé par les enseignants, et a produire des énoncés erronés. Selden & Selden (1995) pointent
les difficultés des étudiants a transformer des énoncés donnés en langue naturelle, en langage
formel. Une proposition de Epp (1999) consiste a sensibiliser les étudiants au langage
mathématique, avec prise en compte des aspects syntaxique et sémantique, et 1’absence
d’articulation entre ces deux aspects dans I’utilisation des concepts de logique est révélée par

les travaux de Chellougui sur la quantification.

Les résultats ci-dessus pointent les difficultés qui apparaissent dans la manipulation des
concepts de logique par les étudiants, et problématisent I’absence de prise en charge de
I’enseignement de ces concepts. Dans notre travail, d’une part, nous voulons repérer les
phénomenes qui apparaissent dans la mise en ceuvre des concepts de logique par les étudiants.
A cet effet, nous leur proposons un questionnaire dont le traitement utilise les concepts sous
un ou plusieurs aspects. Nous I’avons ¢€laboré en nous appuyant sur les études antérieures

dont nous avons fait la revue ci-dessus. Nous y proposons plusieurs types de situations :

- la construction de la négation des énoncés formels et informels ;

- I’évaluation d’une implication a antécédent toujours faux ;

- I’évaluation des énoncés implicitement quantifiés ;

- l’usage de la quantification multiple et I’articulation syntaxe/sémantique ;

- la transformation des énoncés d’un langage a un autre.

D’autre part, nous cherchons a identifier quelques situations d’enseignement dans le cours de
mathématiques, que I’enseignant peut exploiter pour apporter des clarifications sur 1’usage
des concepts de logique.

Les manuels et les polycopi€s au programme constituent un terrain adéquat pour rencontrer de

telles situations.
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CHAPITRE 4 : Analyse de manuel et de polycopié- Analyse de quelques

pratiques de classe

Introduction
Les concepts de logique sont présents dans les définitions, les théorémes, les preuves,

etc..., mais nous faisons I’hypothése qu’ils ils ne sont pas mis en €vidence, car I’enseignant
est centré sur 1’étude des concepts mathématiques.
L’objet de ce chapitre est de mettre en lumiere des éléments de transposition didactique mis
en place dans le manuel et le polycopié, et dans la classe de mathématiques.
Nous nous sommes proposé pour cela, dans un premier temps, de mener une analyse du
manuel de terminale C et du polycopié utilisé par les étudiants de premiere année de la filicre
« Mathématiques » de I’Ecole Normale Supérieure de Yaoundé. Elle permet d’identifier le
type d’enseignement qui est proposé concernant les concepts de logique, et de mettre en
perspective les résultats avec les difficultés identifiées dans les différents travaux de
recherche. Pour cela, nous nous proposons d’apporter des ¢léments de réponses aux deux
questions suivantes :
- Sous quelle forme la logique est-elle présente dans les manuels ?
- Existe-t-il dans les cours, des situations qui peuvent engendrer des difficultés chez les
¢éleves et étudiants ?
Les deux questions sont liées. Pour y répondre, nous allons regarder quelle transposition est
faite des concepts de logique. Nous utilisons a cet effet, les outils d’analyse fournis par le
calcul des prédicats. Nous étudions les aspects suivants :
- le langage utilisé pour formuler les énoncés : le langage formel, le langage mixte'®® ou
le langage courant ;
- la forme de la quantification : implicite ou explicite, utilisation des symboles ou
expression avec des mots de la langue ;
- le statut des lettres dans les énoncés : variables libres, liées, élément générique,
¢lément singulier ;
- la forme sous laquelle I’implication apparait : la forme courante (si ..., alors... ), le
symbole =, la forme implicite ;

- la négation est-elle présente dans les lecons ?

103 A, ) ..
C'est I'association du langage formel et du langage courant
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Dans un deuxiéme temps, nous présentons des €léments de transposition didactique que
nous avons relevés au cours des entretiens avec les enseignants de mathématiques, et nous les
mettons en perspective avec les résultats des analyses du manuel de terminale C.

Avant ce travail d’analyse, nous présentons quelques ¢léments de la transposition

didactique.

1. Eléments de transposition didactique
Notre propos s’appuie sur ’ouvrage de Y. Chevallard :

La transposition didactique, du savoir savant au savoir enseigné
Il est paru pour la premiere fois en 1985 aux éditions « la Pensée Sauvage ». La version que
nous utilisons date de 1991.

Chevallard introduit son sujet en déclarant que :

« Tout projet social d’enseignement et d’apprentissage se constitue dialectiquement avec

I’identification et la désignation des contenus de savoirs comme contenus a enseigner » (p. 39)
L’enseignement d’un concept exige 1’identification et la désignation des contenus d 'un objet
de savoir comme contenus a enseigner. Cet objet de savoir rentre dans le domaine du savoir
savant, c’est-a-dire, celui qui est reconnu par une communauté scientifique. Il est en général
le résultat d’une construction qui répond a un probléme rencontré par le chercheur. Une fois le
contenu du savoir ayant été désigné comme savoir a enseigner, il subit des transformations

qui vont lui permettre d’avoir une place parmi les objets d’enseignement.

Ceci marque une différence qualitative entre le savoir dans le systeme didactique et le savoir
scientifique qui lui sert de référence.
Le « travail » qui d’un objet de savoir a enseigner fait un objet d’enseignement est appelé la
transposition didactique. (p. 39)
La transformation est faite de sorte que les objets d’enseignement soient a la portée des
apprenants. Il est alors nécessaire de faire une recontextualisation de ces objets afin de leur

donner du sens.
La transposition didactique est représentée par le schéma :
— objet de savoir — objet a enseigner — objet d’enseignement

\

D’apres ’auteur, le premier chainon marque le passage de I'implicite a I’explicite, de la
pratique a la théorie, du préconstruit au construit.

I1 désigne par objet de savoir :
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« « Les notions mathématiques » : par exemple, I’addition, le cercle, la dérivation, les
¢quations linéaires du premier ordre, ... »

A coté des « notions mathématiques », il distingue des notions paramathématiques qui sont
des notions-outils de [’activité mathématique. Elles ne sont pas normalement des objets
d’étude pour le mathématicien.

La logique formelle joue un role important dans I’activité mathématique a 'université,
ou elle repose en grande partie sur le raisonnement. Pour paraphraser 1’auteur, nous disons
qu’elle doit étre « apprise » (ou plutot « connue »), mais elle n’est pas enseignée (selon le
plan d’enseignement des notions mathématiques) : les concepts de logique sont des objets
paramathématiques. Ils rentrent dans I’enseignement des mathématiques, sans toutefois étre
des objets d’enseignement; ce sont des outils nécessaires a 1’enseignement des
mathématiques.

Nous pouvons identifier les concepts de logique qui sont introduits en début d’année, et qui
portent essentiellement sur le calcul propositionnel et les quantificateurs, comme des objets de
savoir. Les étudiants ont du mal a les utiliser pour faire des mathématiques. Nous avons
I’exemple de la négation ou la plupart du temps, la définition qui en est donnée est : « P étant
une proposition, sa négation est notée non P ou =P ». A la suite de cet énoncé, les auteurs
donnent la table de vérité du connecteur « négation ». Cette définition de la négation n’est pas
suffisante pour construire la négation d’un énoncé mathématique complexe, comme on en
rencontre dans le cours'*. 11 est nécessaire de transformer le savoir initial afin de le rendre

accessible, utilisable par les étudiants ; un travail de transposition doit étre effectué.

2. Analyse du manuel de terminale C
Le manuel en question appartient a la Collection Inter Africaine de Mathématiques

(CIAM), et est intitulé :
MATHEMATIQUES Terminale SM

Sa premicre parution date de 1999.
Il est composé de 15 chapitres, dont 1 d’arithmétique, 1 de probabilité, 2 d’algébre, 3 de
géométrie et 8 d’analyse.
Nous avons porté notre choix sur trois chapitres :

- larithmétique pour sa richesse en éléments de logique ;

- les fonctions numériques, d’une part pour leur richesse en ¢lément de logique, et

d’autre part, parce que nous avons eu l’occasion d’assister aux enseignements qui

1%% vioir section 3.1 du chapitre 1
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portaient sur ces chapitres. En outre, quelques items du questionnaire et du module de
suivi portent sur des €éléments du chapitre sur les fonctions numériques ;

- les suites numériques : nous nous intéressons au paragraphe intitulé « Complément sur
les suites » car il contient des éléments nécessaires au traitement de 1’exercice 6 du
questionnaire que nous avons propos¢ aux ¢tudiants, et qui figure dans Durand-
Guerrier (1996). Les résultats qu’elle obtient a cet item, nous oriente vers une analyse
des exercices qui portent sur ce paragraphe, et qui sont proposés dans le manuel. En
effet, certains étudiants ont tendance a traiter I’implication comme I’équivalence.
Nous avons interprété ce comportement comme résultant des habitudes scolaires :
dans les exercices qui portent sur les suites définies par récurrence, les suites qu’on
propose d’étudier sont généralement convergentes.

Les questions qui guident cette analyse sont de savoir comment sont formulés les
exercices proposés aux ¢leves, quelles sont les taches demandées, quelles sont les
stratégies de réponse.

2.1. Arithmétique
Le chapitre qui porte sur ’arithmétique part de la page 6 a la page 27 pour ce qui concerne

le cours, et les exercices vont de la page 28 a la page 32 du manuel.

(1) Le langage utilisé

Dans ce chapitre les énoncés des propriétés, des théoremes et des définitions sont donnés
en langage mixte et en langage naturel. Le langage mixte consiste en grande partie en
I’utilisation des symboles mathématiques. On rencontre quatre fois, les quantificateurs V et 3 :
ils servent a la définition de la relation d’ordre < dans N et dans Z :

V(a,b) EN2,(a<be 3dceEN,b=a+c) (p.6)

V(a,b) €Z? (a<b e b—a€N)(p.)
a I’énoncé de la quatrieme propriété d’une série de propriétés :

4)3a' € Za+a =a"+a=0(p.7)
(Pentier relatif a a été introduit en début des énoncés)
Le quantificateur V est utilis€¢ dans les travaux dirigés dont un intitulé est « le petit théoréme
de Fermat » (p. 27).
Nous avons rencontré une €criture en compréhension d’un ensemble qui nous a semblé étre
incorrecte du fait que la propriété caractéristique de I’ensemble n’apparait pas :

{2n+ 7,n € N}

A notre avis, on devrait plutot écrire {x € N/an € N,x = 2n + 7 }

(2) Les différentes formes de la quantification et utilisation des quantificateurs
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L’utilisation des quantificateurs :

Le quantificateur existentiel apparait sous la forme « il existe », mais il n’est pas tres présent
dans les énoncés, du fait que les formulations des énoncés en langue naturelle font disparaitre
ce quantificateur. Le symbole 3 est utilis¢ dans 1’énoncé (4) ci-dessus.

Le quantificateur universel est exclusivement exprimé dans la langue naturelle :
Pour tous entiers relatifsa, betc ... ;
Toute partie non vide et majorée de Z admet un plus grand élément ; (p.9)

Les différentes formes de la quantification

La quantification implicite :

Il existe dans cette lecon, des énoncés ou 1’on rencontre les quantifications existentielle et
universelle qui sont implicites. Nous en présentons deux illustrations :
1?" cas : la quantification existentielle implicite
Propriété (1)
Soit b un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Tout entier naturel x non nul peut s’écrire de fagcon unique ZZ:O a,b¥, ou les a; sont des
entiers naturels tels que : 0 < a, < b eta, # 0. (p.10)
L’expression de cette propriété en langage formel va nécessairement faire émerger le
quantificateur existentiel caché, qui permet d’introduire les entiers naturels ay.
2°™ cas : la quantification universelle implicite
Dans la deuxiéme remarque a la page 6 :

Remarque :
Deux entiers naturels a et b sont toujours comparables [...]
Les entiers naturels a et b sont implicitement liés par le quantificateur universel ;
Dans la propriété 3 de la page 19 :
Propriété 3 (1)
Soit a et b deux entiers naturels non nuls et § leur PGCD.
Un entier relatif m est multiple de § si et seulement si il existe deux entiers relatifs u et v
tels que : m = au + bv.(1)
L’énoncé (1) est universellement quantifi¢ et la quantification est implicite sur m.

La quantification multiple

Elle mobilise les deux quantificateurs et peut apparaitre sous la forme Vx,3y P(x,y) ou
3y,Vx P(x,y). Dans ce chapitre, elle est surtout de la forme « Vx,3y P(x,y) ». Dans les
formulations en langue naturelle, la forme n’est pas explicite comme c’est le cas pour

I’exemple suivant :
Propriété 2
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Toute partie non vide de N admet un plus petit élément. (p.6)
Nous avons rencontré un seul énoncé ou les deux quantificateurs sont explicités, mais cela
n’est pas trés visible. Il s’agit de I’énoncé de la propriété (4) ci-dessous :

4 3a’' € Za+a =a +a=0(p.7)
Elle figure en quatriéme position dans une série de propriétés de 1’addition dans Z . Les
lettres a, b et c, utilisées pour énoncer ces propriétés sont introduites en tout début par le
quantificateur universel (pour tous entiers relatifs a, b et c, on a :).
Nous avons constaté que les lettres de variables utilisées pour énoncer les propriétés et les
théorémes généraux sont introduites en grande partie par « soit ». Sur 37 théorémes et

propriétés, il y en a seulement 9 qui commencent par « pour tout(s) ».
Plusieurs théorémes et propriétés sont énoncés sous la forme :
Soit a un entier relatif; il existe un entier relatif b tel que ...

Cette remarque nous amene a étudier le statut des lettres dans les énoncés.

(3) Le statut des lettres dans les énoncés

On rencontre des variables li€es par les quantificateurs universel et existentiel, et des éléments

génériques dans la formulation des propriétés et des théorémes :
Propriété 3 (2)
Soit a et b deux entiers relatifs tels que : b # 0. Il existe un entier relatif n tel que : nb > a.

Les lettres a et b sont des ¢léments génériques pris dans I’ensemble des entiers rationnels et n

est une variable liée par le quantificateur existentiel.

Nous avons également rencontré dans cette partie du cours, des lettres dont le statut logique
est assez flou. Par exemple a la page 7, dans ’encadré de logique relatif a la démonstration

par récurrence on lit :

Pour démontrer qu’une proposition P(n), qui concerne un entier naturel n, est vraie pour

tout n supérieur ou égal a n,, on procéde en deux €tapes :

e On démontre que : P(n,) est vraie ;
e  On démontre que : pour tout entier k supérieur ou égal a n, si P(k) est vrai, alors
P(k + 1) est vrai.

Il y a une utilisation impropre du terme proposition dans la premiére ligne. En effet, P(n) est

une propriété qui dépend de I’entier n. On s’intéresse de savoir si P est vérifiée pour tout
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entier n supérieur ou égal a n,, c’est-a-dire, on voudrait savoir si la proposition « Pour tout

entier naturel n supérieur ou égal a n,, P(n) » est vraie.

Les lettres P et ny ne sont pas introduites, pourtant elles devraient I’étre. P a le statut
d’élément générique, et ny est un ¢lément singulier de N le statut de n, se justifiant par la

premiere étape de la démonstration ; n est une variable libre dans 1’écriture P(n).

Dans la deuxiéme étape de la démonstration, k est une lettre muette et de ce fait, P(k) ne peut
avoir de valeur de vérité. Par ailleurs, si on considére I’écriture « si P(k) est vraie, alors
P(k + 1) est vraie », du point de vue logique, elle est impropre : la vérité concerne la totalité
de I'implication, c’est-a-dire P(k) = P(k + 1). Dans cette étape, il s’agit de montrer que
«P(k) = P(k + 1) » est vraie ; cela consiste a démontrer P(k + 1) sous I’hypothése P(k),
ce qui est la technique habituellement utilisée pour démontrer qu’un énoncé conditionnel est

vrai.
L’utilisation des lettres sans qu’elles soient introduites :

Dans la démonstration de la propriété 3 de la page 19'*, a la sixiéme ligne, les lettres u’ et v’

partent du statut de lettres muettes a nom d’objets ; elles ne sont pas introduites.

Dans la définition en extension des ensembles N et Z, une lettre n est introduite pour

généraliser I’écriture :
N ={0;1;2;3;..;n;n+ 1; ...} (page 6)
Z={.,n—1n;..; =2; —1;0;1;2; ...} (page 7)
Changement de statut logique des lettres

On retrouve cette pratique a la page 9, dans la démonstration de la propriété 3, que nous avons

notée propriété 3 (2), et que nous rappelons :
Soit a et b deux entiers relatifs tels que : b # 0. Il existe un entier relatif n tel que : nb > a.
Démonstration :
"cas:b>1

= Sia > 0, il suffit de prendre n

I
Q

= Sia <0, il suffit de prendre n = 0

105 .
Voir annexe 1
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2™ cas:h < —1
On a: —b = 1; donc il existe un entier relatif m, tel que : m(—b) = a.

11 suffit donc de prendre : n = —m.

Les réels a et b étant donnés, les auteurs cherchent a démontrer 1’existence de n. Pour cela, ils

cherchent a exhiber un élément singulier n, satisfaisant nb > a.

n est au départ une lettre muette, et lorsqu’on lui affecte les valeurs a et 0 dans le 1¥ cas, elle

devient une variable libre.

Dans le deuxiéme cas, m est une lettre muette, qui est utilisée comme un nom d’objet. En
affectant -m a n, le statut de n change, il devient une variable libre. On devrait faire une

instantiation existentielle de m106 de telle sorte qu’on puisse faire une affectation de valeur a

la variable libre n, car dans I’égalit¢ n = —m, n et m ont le méme statut, pourtant n devait

étre une lettre de variable et —m est un élément singulier.

(4) L’implication et I’équivalence

L’implication
L’une des formes tres courantes de I’implication est la forme naturelle, « Si ..., alors ... », et
elle apparait dans les énoncés de théoreme, de proposition et dans les démonstrations.

Dans quatre définitions, la forme « P s1 Q » est présente :
Définition :
Soit n un entier naturel non nul, a et b deux entiers relatifs.

On dit que a est congru @ b modulo n si a — b est un multiple de n. (page 14)
Le signe = est présent dans deux €énoncés de propriété (p.8, p.9), dans deux démonstrations
dont les propriétés associées sont énoncées avec « Si ..., alors ... » (p.13, p.14), et dans une
remarque (p.15).
Dans les deux propriétés ou le signe = est utilisé (page 8), les implications sont des
implications formelles, c’est-a-dire, des implications de la forme Vx, P(x) = Q(x).

Dans les démonstrations ou le signe = apparait, il est utilis€¢ pour les inférences qui
proviennent des connaissances mathématiques. L’ implication établit un lien explicatif entre
les énoncés.

(@ —a€nZetb' —b€enZ)= (a'+b'")— (a+b) €nZ (page 14)
Dans les autres démonstrations, les auteurs utilisent la forme « on a FI1, donc F2 » pour faire

des inférences. F1 et F2 désignent ici, soit des formules, soit des propositions.

196 v/oir Durand-guerrier & Arsac, chapitre 3, section 5.1
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Nous avons identifi¢ des énoncés conditionnels implicites, c’est-a-dire des énoncés de la
forme « Tout A est B ». Nous rappelons que nous les appelons ainsi car ce sont des énoncés
linéaires qui peuvent se mettre sous la forme'"’ :

Vx,A(x) = B(x) (a)
Nous présentons deux exemples.

Exemple 1 :
Toute partie non vide et majorée de Z admet un plus grand ¢lément (page 9)

Pour formaliser cet énoncé, nous nous plagons dans 1’ensemble des parties non vides de Z.
Nommons M le prédicat qui s’interprete par « €tre majoré », et G, celui qui s’interprete par
«aun plus grand ¢lément »
On a la formule suivante :
VA, M(A) = G(A)
Exemple 2 :

Tout entier naturel n différent de 0 et de 1 admet au moins un diviseur premier (page 24)

En le paraphrasant pour faire ressortir sa structure logique, on a :
Pour tout entier naturel n, si n est différent de 0 et de 1, alors n admet au moins un diviseur
premier. (i)

On a encore :
Pour tout entier naturel n, si (n est différent de 0 et n est différent de 1), alors (n admet au
moins un diviseur premier). (ii)

Nous nous proposons d’écrire la formule explicite de cet énoncé.

Pour I’écrire, nous avons besoin de deux prédicats a deux places :

d qui s’interpréte par « est différent de ». C’est une relation symétrique.

D est un prédicat a s’interpréte par « est un diviseur de ». La premiere lettre représente le

diviseur, et la seconde le dividende.

On a également besoin d’une prédicat unaire P qui s’interprete par « étre premier ».

On obtient la formule :

vn, ((d(n, 0)ad(n, 1)) = 3Im, D(m,n)AP(m) )
Les notions de condition nécessaire et condition suffisante ne sont pas évoquées dans cette
lecon.

L’équivalence :

97 vioir Epp, chapitre 3, section 2.1
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L’équivalence est présente dans cette lecon sous la forme « ... si et seulement si ... », et par
le signe <.
L’utilisation du signe < est beaucoup plus fréquente. Il est présent dans 9 items, alors que la
forme « ... si et seulement si ... » I’est dans deux propriétés seulement.
Quatre propriétés sont énoncées avec 1’équivalence ; pour deux d’entre elles, les auteurs ont
proposé une démonstration :

- propriété 1 (p.14) : la démonstration est établie par équivalence ;

- propriété 3 (p.19) : la démonstration (annexe 1) se fait en deux étapes :
Propriété 3
Soit a et b deux entiers naturels non nuls et § leur PGCD.
Un entier relatif m est multiple de § si et seulement si il existe deux entiers relatifs u et v
tels que :
m = au + bv. (p.19)
La premiere étape de la démonstration consiste a montrer que, s’il existe deux entiers relatifs
u et v tels que m = au + bv, alors, m est un multiple de &, et cela n’est pas annoncé par les

auteurs.

Dans I’énoncé de la propriété, u et v sont des variables liées par le quantificateur existentiel,
et dans la démonstration, ce sont des €léments génériques. En toute rigueur, on devrait faire

une instantiation existentielle de ces deux variables pour la démonstration.

Dans la deuxieme partie de la démonstration, les auteurs montrent que si un entier relatif m
est multiple de &, alors, il existe deux entiers relatifs u et v tels que m = au + bv. Comme

pour la premigre, ceci n’est pas dit.

(5) La négation

Dans la lecon d’arithmétique, la négation n’apparait pas explicitement. Nous avons repéré
son utilisation, lorsque les auteurs montrent que, dans la division euclidienne d’un entier a
donné par un entier non nul b donné, le couple (q,r), ou q est le quotient et r le reste de la
division euclidienne d’un entier a par un entier non nul b, est unique. Ils procédent par
démonstration par I’absurde. Ils supposent que le couple n’est pas unique et aboutissent a une
contradiction.
Il faut toutefois signaler que le mode de démonstration n’est pas précisé, et que les auteurs

n’explicitent pas pourquoi ils ont choisi deux couples pour leur démonstration.
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2.2. Les fonctions numériques d’'une variable réelle : limite et continuité
La méthodologie d’analyse reste la méme que celle que nous avons utilisée dans le

cours d’arithmétique.

Dans ce chapitre, le cours part de la page 193 a la page 209, et les exercices vont de la page

210 a la page 212.

(1) Le langage utilisé

La grande majorité des énoncés de ce chapitre est donnée dans le langage mixte : sur 21
formulations encadrées, 18 sont données dans le langage mixte, et le reste est donné dans la
langue naturelle.

Le seul symbole logique que nous avons trouvé dans ce chapitre est le quantificateur
universel. Il ne figure que dans un énoncé encadré sous la forme V ; c’est dans les exercices et
les exemples traités qu’on le rencontre sous cette forme.

(2) Les différentes formes de la quantification et [’utilisation des quantificateurs

L’utilisation des quantificateurs

Le quantificateur universel
Dans cette partie, on retrouve la notation V du quantificateur universel, comme nous le disions
précédemment. Cette notation n’apparait qu’une fois, et dans une propriété :

Propriété 2 :

Soit f une fonction.

S’il existe deux fonctions g et h telles que g < f < h sur un intervalle ]4,+oo[ et

lim, ;e g(x) =lim,_,, h(x) =1, alors lim,_, f(x) = L.

S’il existe un nombre réel [, une fonction g et un intervalle A4, +oo[ tels que :

lim, ., g(x) = 0etVx € ]4,+oo[, [f(x) — | < g(x), alors lim,_,, f(x) = . (p.195)
L’utilisation du quantificateur dans la deuxieéme partie de cette propriété entraine un
changement du statut de I’inégalité : dans la premiere partie de 1’énoncé, on a I’inégalité dans
I’ensemble des fonctions numériques, qui est définie ainsi:

f < g sur une partic A de R lorsque Vx € 4, f(x) < g(x)

Dans la deuxiéme partie, on a I’'inégalité dans R.
Dans les exemples, le symbole V est utilis¢ dans la comparaison de fonctions définies sur le

méme intervalle afin de déterminer la limite de I’une lorsque celle de ’autre est connue'®® :
Vx € R,1 <1+ cos ?(2mx) ;
Vx € [0, +oo[, x < f(x); (p.202)

1% vsoir propriété 2 ci-dessus
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Le quantificateur existentiel
Le quantificateur existentiel est exclusivement exprimé en langue naturelle : « il existe », et il
vient toujours apres qu’un ¢lément générique ait €té introduit :

« Soit f une fonction. S’il existe une fonction g telle que ... »

Les différentes formes de la quantification

La quantification implicite

Certains énoncés sont implicitement quantifiés :
« La limite en I’infini d’un polyndme est égale a la limite en ’infini de son mondme de plus
haut degré » (p.195)
« si f est une fonction continue sur un intervalle K, alors f(K) est un intervalle » (p.205)

Dans les deux formulations, un (un polynome) et une (une fonction) sont interprétés comme
renvoyant a une quantification universelle.
Dans les analyses a posteriori de I’exercice 2'” de notre questionnaire et du module de suivi,
nous avons repéré un étudiant présent qui a participé au module de suivi, qui interpreéte un
comme un quantificateur universel, et comme un quantificateur existentiel. Nous pointons ce
phénomene dans ce chapitre. En effet, il est écrit dans la premiére partie des propriétés 1 :
Soit f une fonction.

« 81l existe une fonction g telle que f > g sur un intervalle ]A4, +oof et lim,_,,, g(x) =

+oco, alors limxy—+oofx=+co. » (p.195)
Le statut logique auquel renvoie A, le réel qui définit I'intervalle, peut étre interprété de
plusieurs facons. Il peut étre un générique, un réel donné, ou interprété comme introduit par
un quantificateur universel. Lorsqu’on observe les propriétés 2 qui suivent, le méme intervalle
est introduit avec le quantificateur existentiel.
De ce fait, la quantification multiple qui mobilise les deux quantificateurs, c’est-a-dire une
expression de la forme « pour tout x, il existe y, P(x,y) » ou de la forme « il existe y, pour
tout x, P(x,y) », est inexistante dans ce chapitre.
Comme dans le chapitre précédent, on observe aussi le phénomene de quantification bornée.

(3) Le statut des lettres dans les énoncés

Dans ce chapitre, 16 propriétés sur les 18 qu’il contient sont énoncées avec des éléments
génériques introduits en début de formulation : elles commencent généralement par « soit f
une fonction, ... », « soit n un entier naturel ... ».

Dans certaines propriétés, les lettres de variable ne sont pas introduites. Nous présentons deux

exemples :

1% voir au chapitre 7
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Propriété 3 :

Soit f et g deux fonctions telles que f < g sur un intervalle |4, +oo[.

Si lim,, 0 f(x) =1 et lim,_,, g(x) =1, alorsl <. (p.196)
Dans cette propriété, ni I’intervalle, ni les lettres [ et I’ n’ont été introduits. En toute rigueur, la
lettre A qui désigne la borne inférieure de [Dintervalle devrait étre introduite par la
quantificateur universel. Pour ce qui concerne les lettres [ et ', on serait tenté de les introduire
avec le quantificateur existentiel, du fait que, écrire « lim,_ .o f(x) = [ » signifie que la
limite de la fonction f existe en +oo, et que cette limite est égale a [. Etant donné que nous
sommes en présence d’une anaphore, cela n’est pas possible''’. Ces deux lettres doivent
¢galement étre introduites par le quantificateur universel. On a la formulation symbolique :

Vf, Vg, VA VLY, [I(f,g,A) = (L(f,DAL(g,l)) = 1 < )]
I(f,g,A) s’interpréte par « f est inférieur ou égal & g sur Dintervalle A, +oo[ » et L(f,1)
s’interpréte par « f a pour limite [ ». Le domaine de quantification est I’ensemble des
fonctions numériques et des nombres réels.
La propriété qui suit la propriété 3 révele une pratique assez courante dans la classe de

mathématiques :
Propriété :
Soit g o f la composée de deux fonctions et a un élément ou une borne d’un intervalle sur
lequel g o f est définie.
Si lim,,, f(x) = b et lim,_, g(y) =1, alors lim,_,, ge° f(x) = L (p.196)
Puis, hors de I’encadré, il est écrit :
a, b et [ sont des nombres réels ou +o0 ou —oo,

Cette précision n’est pas pour introduire les lettres, mais pour donner des informations, soit
sur les différentes affectations qu’on peut faire a ces variables —elles seraient a ce moment-la
vues comme des variables libres, soit sur le domaine de quantification dans le cas ou a, b et
[ sont des variables liées par le quantificateur universel.

Les fonctions f et g sont introduites implicitement par 1’écriture de leur composée. Deux
statuts de ces lettres sont possibles : elles peuvent étre considérées comme des variables
libres, ou alors comme quantifiées implicitement. Comme nous sommes en présence d’un
théoréme, I’interprétation a priori est celle d’une quantification implicite.

Ces deux exemples montrent qu’il y a beaucoup d’implicites dans le statut des lettres, et tres
peu d’indicateurs dans les énoncés permettent de savoir quel est le statut des lettres en jeu. En

outre, et 1l y a parfois des ambiguités, comme on le voit dans la propriété 3 ci-dessus, pour ce

1% voir le méme phénomeéne au chapitre 1, section 2.2
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qui concerne les lettres qui désignent les limites. Nous faisons 1’hypothése que ces implicites
ne permettent pas aux étudiants d’étre au clair avec le statut des lettres dans les énoncés.
(4) La négation
Ce concept n’est pas explicité, toutefois, on le rencontre dans la propriété 2 de la page 197 :
Propriété 2
Soit f une fonction croissante sur un intervalle ouvert ]a, b[ (a < b).

Si f est non majorée sur ]a, b[, alors f a pour limite +oo & gauche en b.

Si f est non minorée sur |a, b[, alors f a pour limite —co a droite en a. (p.197)
Les auteurs traduisent « f n’est pas majorée » en langage mixte en utilisant un énoncé
conditionnel :

Si f n’est pas majorée, alors, pour tout nombre réel M, il existe un élément x, de

Iintervalle ]a, b[ tel que f(x,) > M.

(5) Les différentes utilisations de l’implication et de I’équivalence

L’implication
Elle est formulée dans la langue naturelle : «si ..., alors ...». L’implication formelle
explicitée est inexistante, et il en est de méme des conditionnels cachés qui se rameénent a une
implication formelle.
Les conditionnels qui apparaissent sont énoncés avec des ¢léments génériques, comme par
exemple :

Propriété 2

Soit f une fonction définie sur un intervalle fermé [a, b].

Si f est continue sur [a, b], alors f([a, b]) est un intervalle fermé [m, M]. (p.205)
f ale statut d’élément générique.
Nous avons aussi identifi¢ des conditionnels cachés dont I’énoncé contient des éléments
génériques :

Théoréme (théoréme des valeurs intermédiaires)

Soit f une fonction continue sur un intervalle K, a et b deux ¢léments de K.

Tout nombre réel compris entre f(a) et f(b) a au moins un antécédent par f compris entre

aetbh.
f, a, et b sont des éléments génériques, le statut de K n’est pas précis.
Le théoreme est de la forme « tout A est B », donc il peut se mettre sous la forme d’un énoncé
conditionnel.

Pour formaliser ce théoreme, appelons :

I(x,y) l'intervalles de bornes x et y ;
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E le prédicat ternaire interprété par « €tre I’'image de ... par la fonction ... » ;
C le prédicat binaire interprété par « €tre continue dans » ;
On a la formule :

(C(f, K)a(a € K)a(b € K)) =3 [Vy,y € I(f(a),f(b)) =3 (Elx,x € I(a, b)AE(y,x,f))]
Concernant I’écriture symbolique de I’implication, nous n’avons rencontré aucun énoncé
encadré contenant le signe =.

Dans les démonstrations, c’est la déduction mathématique d’un énoncé sous hypothese que
I’on rencontre.

L équivalence

Le signe < de I’équivalence n’est pas utilisé¢ dans ce chapitre.

Une propriété (p.200) mobilise 1’équivalence qui est exprimée en langue naturelle : « si et
seulement si ». Sa démonstration est établie en deux étapes, par I’implication.

Une démonstration d’un énoncé conditionnel

Il s’agit de la premiere partie de la propriété 2 de la page 197 :
Propriété 2
Soit f une fonction croissante sur un intervalle ouvert ]a, b[ (a < b).

Si f est non majorée sur ]a, b[, alors f a pour limite +oo & gauche en b.
La démonstration de cet énoncé vient juste avant la formulation de 1’énoncé :

Démonstration : Si f n’est pas majorée, alors, pour tout nombre réel M, il existe un élément

X, de Uintervalle ]a, b[ tel que f(x,) > M. (1)

f étant croissante, on a : Vx € |x,, b[, f(x) > M ; donc : limxp f(x) = +00. (2) (p.197)
<

Les auteurs ont fait ’hypothése que f est une fonction croissante sur un intervalle ouvert
]a, b[ comme on le voit dans (2). En début de démonstration (1), ils traduisent le fait que f
n’est pas majorée, puis ils utilisent cela dans (2) sans avoir explicit¢é 1’hypothése selon
laquelle f n’est pas majorée. Or, dire « si f n’est pas majorée » n’est pas I’affirmation de « f
n’est pas majorée ». Cette utilisation implicite de I’hypothése « f n’est pas majorée » conduit
a I’énoncé «Vx € |xo, b[, f(x) > M » qui se déduit de cette hypothése et de « f est
croissante ». Par ailleurs, les lettres x, et M sont des variables muettes en (1), qui devraient
étre introduites en (2) par instantiation existentielle et universelle de x, et M respectivement.

La conclusion, « limx-p f(x) = 4+ » n’est pas immédiate. En effet, de :
<

Vx € |xo,b[, f(x) > M
On fait un généralisation existentielle sur x,, puis une généralisation universelle sur M, ce qui

permet d’avoir 1’écriture :
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VM € R,3x, € R,Vx € |xo, b, f(x) > M
La restitution des quantificateurs donne cette formule qui traduit bien le fait que f tend vers

+o00 lorsque x tend vers b par valeurs inférieures.
On retrouve encore dans cette démonstration beaucoup d’implicites.
Les inférences

Le Modus Ponens est utilis¢ dans les exemples ou il faut appliquer les théoréemes ou les
propriétés. Nous avons I’exemple suivant :
Propriété 1 :
Soit f une fonction continue sur un intervalle K.
S’il existe deux ¢éléments a et b de K tels que f(a) et f(b) sont de signes contraires, alors
I’équation f (x) = 0 admet au moins une solution dans I’intervalle [a, b]
Cette propriété est un énoncé conditionnel qui est vrai pour toute fonction continue f
et tout intervalle K. Elle se formalise ainsi :
Vf,VK,Va,Vb,[(a € Kab € Kaf € C(K)Af(a)f(b) < 0) = 3x € [a; b], f(x) = 0] (a)
qui peut encore s’écrire dans le calcul des prédicats :
Vf,VK,Va,Vb,F(a,b, f,K) = 3x,G(a,b, f,x) (b)
f est prise dans I’ensemble des fonctions numériques ;
K est pris dans ’ensemble des intervalles de R ;
a et b sont des nombres réels.
Exemple :
Démontrer que l’équation COS% = x admet au moins une solution dans [’intervalle
[0; 1] (».206)
(1) Les auteurs affirment que la fonction f:x — cos % — x est continue sur [0; 1] ;
Ils choisissent une fonction et un intervalle singuliers.
(2) Ils montrent que f(0)f(1) <0
IIs montrent ici que I’antécédent est vrai pour les éléments singuliers O et 1.
D’apres (b), ona :
(F(0,1,f,K") = 3x,G(0,1, f,x)) (c)
Par application du Modus Ponens, a (c) et (2) ona:
[(F(0,1,f,K") = 3x,G(0,1, f,x)) A F(0,1, f, K")]=3x,G(0,1, f,x)
(3) IIs déduisent en utilisant la propriété 1 ci-dessus, que 1’équation admet une solution sur
[0; 1].
Deux remarques ont retenu notre attention :

(a) Laremarque a la page 205 :
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Si f n’est pas continue sur K, alors f(K) peut ne pas étre un intervalle
(b) La remarque a la page 206

Si f n’est pas continue sur [a, b], un nombre réel compris entre f(a) et f(b) peut ne pas

avoir d’antécédent par f dans I’intervalle [a, b].
Elles font respectivement suite a la propriété 1 ci-dessous et au théoréme des valeurs
intermédiaires :

Propriété 1

« Si f est une fonction continue sur un intervalle K, alors f(K) est un intervalle » (p.205)

La formulation des deux énoncés en (a) et (b) donne I’impression que dans chacune de ces
implications, 1’antécédent est vrai. Nous proposons de dire en (a) :
« Si f n’est pas continue sur K, alors f(K) est un intervalle » n’est pas un
théoreme.
c’est-a-dire qu’on peut avoir une fonction qui n’est pas continue, dont I’image n’est pas un
intervalle. Les formulations (a) et (b) traduisent que la réciproque est fausse.

L . . . \ .o 111
Ces deux remarques font référence de fagon implicite aux régles d’inférence .

2.3. Les fonctions numériques d’'une variable réelle : dérivabilité
Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a la dérivation. La partie relative a 1’étude des

fonctions contient exclusivement des exemples d’études de certaines fonctions qui mettent en
ceuvre les outils fournis par 1I’étude des limites, de la continuité et de la dérivation. Nous
insisterons sur des phénomenes que nous n’avons pas rencontrés dans les parties précédentes
pour éviter les répétitions.

(1) Le langage utilisé

Comme dans les deux autres chapitres, le langage utilis¢ est mixte avec ’utilisation du
quantificateur universel V dans une seule propriété, et dans les démonstrations.
Il y a deux utilisations du symbole = dans une démonstration (p.219)

(2) Les différentes formes de la quantification et ’utilisation des quantificateurs

L’utilisation des quantificateurs

Le quantificateur V est utilis€ dans une propriété et dans les démonstrations, mais jamais en
début d’énoncé de propriété ou de théoreme.

Comme dans les autres chapitres, le quantificateur existentiel s’exprime par « il existe », le
signe 3 n’apparaissant nulle part.

Les formes de la quantification

Une propriété est écrite avec une quantification implicite :

1 yoir chapitre 2, section 1.2.2.4
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Propriété

Une fonction dérivable sur un intervalle K est continue sur cet intervalle. (p.214)

La quantification multiple

En dehors des formes que nous avons identifiées dans les parties précédentes, les énoncés de
la forme 3x, Vy, P(x, y) apparaissent :

Propriété 1

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle K, a et b deux éléments de K (a < b).

S’il existe deux nombres réels m et M tels que pour tout x élément de [a,b], m < f'(x) < M,

alorsm(b —a) < f(b) — f(a) < M(b — a).

2.4. Les suites numériques
Les cours sur cette partie va de la page 286 a la page 290 du manuel, et les exercices

sur le chapitre « suites numériques » vont de la page 291 a la page 294.

Le paragraphe commence par une introduction dans laquelle on demande de déterminer la

limite de la suite (u,) définie parug =1etVn € N,u,,; = u, ( - %n)

Apres cet exercice introductif, la propriété suivante est énoncée :
Propriété
Soit (u,) une suite dont le terme général vérifie u,,; = f(u,), ou f est une fonction.
Si (u,,) converge vers [ et si f est continue en [, alors f (1) = L. (p.286)

Nous avons ensuite les remarques :

e Toute solution de I’équation f(x) = x est appelée « point fixe » de f
e L’existence d’un point fixe pour une fonction f ne prouve pas la convergence d’une suite (u,,) dont le
terme général vérifie u,,, = f(u,) (¢f exemple 3 ci-apres).

Trois études de suites sont données en exemple (p.287), avec comme instruction :

« Etudier la limite de la suite (u,) (resp. (v,,) et (w,)) (le premier terme et la relation de

récurrence sont donngs).

Méthodes de résolution :

Exemple 1
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Etape 1 : Les auteurs donnent la représentation graphique de la fonction associée  la suite, et
de la droite d’équation y = x. Ils déterminent le point d’intersection de ces deux courbes. Ils
construisent ensuite les premiers termes de la suite sur ’axe des abscisses. Cela leur permet

de conjecturer que la suite est croissante et converge vers 4.

Etape 2 : IIs résolvent I’équation f(x) = x et trouve une solution qui est 4.
Etape 3 : Ils montrent que la suite est convergente et a pour limite 4.
Exemple 2 :

Etape 1 : elle est la méme que précédemment

Etape 2 : elle est aussi la méme que précédemment. Les auteurs trouvent deux solutions a
I’équation f(x) = x, une positive et une négative. Puisque la suite est a termes positifs, ils

concluent que, si la suite est convergente, elle a une limite positive.

Etape 3 : Ils démontrent que la suite est convergente.

Exemple 3 :

Etape 1 : Elle est la méme que précédemment, mais la construction des premiers termes de la

suite sur I’axe des abscisses permet aux auteurs de conjecturer que la suite a pour limite +oo.

Etape 2 : Ils déterminent le point fixe qui est 0, et disent « si la suite est convergente, elle

converge vers 0 ».

Etape 3 : Les auteurs montrent & I’aide des propriétés mathématiques que la suite a pour limite

+0o,

En encadré, ils proposent un procédé pour étudier la limite d’une suite (u,) dont le terme

général vérifie u,, = f(Upy1).

M : Pour étudier la limite d’une suite (u,) dont le terme général vérifie u,, = f(u,41), On

peut utiliser le procédé suivant :

e utiliser le graphique pour conjecturer le résultat ;
e résoudre I’équation f(x) = x ;
e démontrer le résultat conjecturé.

Notre commentaire :
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Le paragraphe montre qu’il existe au moins une suite récurrente non convergente, que
I’existence d’un point fixe de la fonction associ€¢e a une suite récurrente ne garantit pas la
convergence de cette suite, qu’une suite peut étre divergente et la fonction associée admet un
point fixe, et qu’enfin la fonction associée a une suite récurrente convergente peut avoir
plusieurs points fixes.

Dans les travaux dirigés (p.288), les auteurs présentent deux méthodes utilisant les suites
récurrentes pour déterminer une valeur approchée des solutions d’une équation : la méthode
du point fixe et la méthode de Newton. Ces exemples font écho aux recommandations
contenues dans le livre des programmes de I’enseignement des mathématiques de

I’enseignement secondaire général au Cameroun :

« Un des objectifs de cette partie est 1’étude sur quelques exemples simples des méthodes

d’approximation d’un nombre réel au moyen d’une suite »
Les suites définies dans les travaux dirigés sont nécessairement convergentes.
Analyse des exercices

Cette analyse consiste a rechercher tous les exercices sur les suites récurrentes, et a regarder

les taches qui sont demandées aux éleves.

Premicre série d’exercices : étude globale d’une suite

Il y un seul exercice (12) sur les suites définies par récurrence. La tache demandée est
d’exprimer le terme général de la suite en fonction de n. Pour cela il faudrait utiliser une suite

auxiliaire.

Deuxiéme série d’exercices : limites de suites

Il y a un exercice sur les suites définies par récurrence. Dans cet exercice on étudie la
convergence de quatre suites par la méthode proposée en encadré. Les deux premicres suites

sont convergentes, et les deux autres ne le sont pas.

Troisieme série d’exercices : Suites monotones convergentes

Cette série contient quatre exercices pour lesquels il est demandé de :

- Tracer la courbe représentative de la suite associée ;
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- Démontrer que la suite vérifie certaines contraintes (suite a termes positifs, constante
pour certaines valeurs du premier terme et croissante pour d’autres valeurs, ...) ;
- Déduire des questions précédentes que la suite est convergente, puis déterminer sa
limite.
Dans les trois parties précédentes, les éleves appliquent directement les théorémes et
propriétés sur les suites.

Quatrieme série d’exercices : Approfondissement

Dans cette partie, les exercices sont un peu plus €laborés que dans les parties précédentes ; ici
les théorémes et propriétés sont appliqués, mais pas de fagon directe. On a souvent recours a
des résultats qui ne figurent pas dans ce chapitre. Cette partie comprend 14 exercices sur les
suites, dont 6 (32, 33, 34, 39, 40, 41) sur les suites récurrentes.

Exercice 32 : montrer que deux suites extraites convergent vers la méme limite, point fixe de
la fonction associée, que I’¢leve a déterminé auparavant ;

Exercice 33 : montrer que la suite converge vers I'unique point fixe de la fonction associée,
dont I’éléve a montré I’existence. Pour montrer la convergence de la suite, il utilise la formule
des accroissements finis.

Exercice 34 : la suite récurrente est définie a partir de deux suites données en début
d’exercice. 11 est demand¢ aux ¢leves de montrer que la suite converge vers une valeur qui est
donnée.

Exercice 39: 1l s’agit ici d’étudier la limite de trois suites, a partir de résultats
supplémentaires qu’on demande aux éléves de montrer. Dans les trois cas, la suite est
convergente

Exercice 40 : la fonction associée a la suite est continue, mais n’est pas explicitée. On
demande de montrer sous certaines conditions, que le point fixe de cette fonction est unique,
puis de montrer que la suite est convergente.

Exercice 41 : les €leves doivent montrer que la suite est convergente pour certaines valeurs du
premier terme propos€es par les auteurs, puis étudier la convergence de la suite lorsque le
premier terme décrit un ensemble donné. Pour certaines valeurs du premier terme la suite
converge et pour d’autres, elle ne converge pas.

Dans la majorité des exercices, la méthode proposée pour I’étude de la convergence des suites
est utilisée, et les suites données sont des suites convergentes. Par ailleurs, la convergence des

suites est tres liée a ’existence du point fixe.
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2.5. Syntheése de I'analyse du manuel de Terminale C
Notre analyse s’est intéressée a la forme sous laquelle la logique intervient dans les lecons

que nous avons choisi de regarder. Pour cette analyse, nous avons pris en compte les concepts
de logique autour desquels nous avons centré notre travail, en nous placant dans le cadre du

calcul des prédicats. Nous retenons les points suivants :

- le langage prédominant est le langage mixte, c’est-a-dire un mélange de langue
naturelle et de formalisme logico-mathématique. Quelques énoncés —assez rares, sont
formulés dans la langue naturelle ;

- Tutilisation des ¢léments génériques est prédominante. On rencontre de ce fait, peu
d’énoncés universellement quantifiés, peu d’énoncés dont la quantification est
multiple, et cela fait émerger les énoncés existentiels ;

- le statut des lettres est tres instable, surtout dans les démonstrations. Dans plusieurs
énonceés, les lettres ne sont pas introduites, ce qui rend difficile la détermination de
leur statut ;

- I'implication dans les énoncés de théorémes et propriétés est exprimée en langue
naturelle. On la retrouve dans les démonstrations souvent sous le signe = ou elle
¢tablit une relation causale entre deux énoncés, et elle sert aussi a exprimer une
inférence. En dehors de la preuve par récurrence, les régles d’inférence habituelles ne
sont pas évoquées, en particulier celle du Modus Ponens qui reste tres implicite ;

- la négation n’intervient que dans la démonstration, et elle n’y est pas explicitée.

Concernant les suites récurrentes, les exercices permettent de mobiliser le théoréme-en-acte

suivant :
« Si la fonction associée a la suite a un seul point fixe, alors, la suite est convergente et
converge vers ce point ; si elle en a plusieurs, on regarde le signe des termes de la suite et la
limite est de méme signe que ces termes. »

Il y a un lien étroit entre le point fixe de la fonction et la convergence.

Cette analyse a permis d’identifier quelques situations que les enseignants pourraient

exploiter pour une explicitation des concepts de logique.

2.6. Quelques pratiques de classe au lycée
Nous livrons dans ce paragraphe, quelques éléments qui permettent de nous éclairer

sur une ¢ventuelle prise en charge des concepts de logique par les enseignants. Ces ¢léments

2

. 11 .
ressortent des entretiens © que nous avons eus avec ces derniers, sur la base d’un

112 .. . .
Les retranscriptions des entretiens figurent en annexe 7
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questionnaire ° ¢laboré a leur intention et du questionnaire que nous avons propos¢ aux

éleves.
Les entretiens se sont déroulés au mois de juin 2012.

Nous avons rencontré trois enseignants de mathématiques qui interviennent dans les classes
de terminale C de deux lycées de Yaoundé. Ils ont accepté de répondre a nos questions, et
nous les en remercions vivement. L’un est animateur pédagogique de mathématiques et
exerce comme enseignant de mathématiques depuis environ une vingtaine d’années, et les

deux autres exercent depuis une dizaine d’année.

Nous appellerons AP D’enseignant, animateur pédagogique, Enl et En2 les deux autres

enseignants.

2.6.1. Le cours de logique en début d’année
Les programmes officiels de I’enseignement secondaire ne disent rien au sujet de

I’enseignement des concepts de logique. Néanmoins, on rencontre dans les manuels de
mathématique au programme, des « points logiques » qui apparaissent dans des encadrés. Les
inspecteurs de mathématiques recommandent aux enseignants, d’aprés ceux que nous avons
interviewés, qu’en cas de rencontre avec ces points logiques, ils clarifient les concepts en jeu.
Dans le manuel de mathématiques de terminale C que nous avons analysé, nous n’avons

, . . 114 - . , . ,
rencontré qu’un point logique ", il concernait la démonstration par récurrence.

Le contenu du cours de logique que les enseignants que nous avons rencontrés dispensent, est
essentiellement composé¢ de I’apprentissage du raisonnement et des techniques de

démonstration :

(4)J : [...] La premiére question que je vous pose est de savoir si vous faites des cours de

logique en début d’année ?
(5) Enl : Euh, je fais des compléments pour le raisonnement et la rédaction.
(6) J : Compléments, c¢’est-a-dire ?

(7) Enl : Compléments, c’est-a-dire, je propose des techniques de rédaction et j’insiste sur
le processus d’une démonstration. Voila ce que je peux faire. Maintenant, le reste de la

logique dans le programme actuel camerounais est fait sous forme de point logique. A un

11 .
* Voir en annexe 7

Nous signalons que nous avons regardé s'il existait d’autres points logiques dans le manuel, que celui que
nous avons repéré en arithmétique.
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moment donné du cursus de I’¢éléve, on doit s’arréter et faire un point logique. Donc il n’y a

plus de titre de chapitre « logique ». (Annexe 9)

Ils enseignent comment démontrer une équivalence, une implication, comment démontrer par

I’absurde, par contraposée, et comment construire la démonstration par récurrence.

Or ces différents types de démonstrations mobilisent incontestablement les connecteurs
logiques. Par exemple, la démonstration par I’absurde demande une bonne connaissance de

I’usage de la négation ; la démonstration par contraposition utilise la négation et I’implication.

2.6.2. La prise en charge des connecteurs logiques

La négation : C’est a I'occasion d’une démonstration qui mobilise la négation que les
enseignants en parlent. A la question de savoir s’ils I’explicitaient, Enl nous a répondu qu’il
ne le faisait pas automatiquement, mais En2 apprend a ses éléves a trouver la négation''
d’une conjonction, d’une implication, d’une « double implication », ceci dans le cadre du
calcul propositionnel (annexe 10, ligne 26).

L’enseignant AP, pour sa part, procede par étapes pour enseigner a ses €léves a construire la
négation des énoncés. Il encourage 1’utilisation de « ne pas » pour un début, puis il demande
une reformulation de la phrase dans la langue naturelle, avec un changement de forme
(annexe 8, ligne 28).

Nous faisons I’hypothése que ce que cet enseignant appelle « reformulation avec le
changement de forme » consiste a expliciter la structure logique de 1’énoncé (Selden &
Selden, 1995).

Nous leur avons présenté le questionnaire destiné aux ¢€léves ; ils ont ét¢ unanimes que la
majorité de leurs ¢leves donneraient aux items 3.1, 3.2 et 3.4, la forme négative en guise de
négation, et qu’ils proposeraient comme réponse a I’item 3.3, d’apreés Enl, « si un nombre
n’est pas divisible par 4, alors il ne se termine pas par 4 » (annexe 9, ligne 133), et la négation
correcte de P = Q d’aprés En2 (annexe 10, ligne 116). Nous ne sommes pas en mesure de
dire si les ¢leves de En2 pourront donner un €énoncé quantifié ou non, mais du point de vue de
la syntaxe, nous pensons a priori qu’elle peut étre correcte.

Comme cela ressort dans ’analyse du manuel, trés peu de situations utilisent la négation, et

lorsqu’elle apparait, elle n’est pas explicitée. Le fait que les enseignants s’inspirent du manuel

115 . . . ™ / .
Il a appelé contraire et par la suite utilise le mot négation
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pour préparer leurs cours peut expliquer cette absence de prise en charge du concept dans les
lecons.

L’implication : Elle est centrée sur la démonstration des théorémes qui sont des énoncés
conditionnels. Les enseignants proposent les différentes méthodes de démonstration d’une
implication, et principalement la démonstration sous hypothese qui est treés présente dans le
cours. Le symbole = est utilisé, ainsi que la forme « si ..., alors ... ».

A la question de savoir comment leurs éléves traiteraient ’exercice 1 du questionnaire, qui
consiste a déterminer la valeur de vérité d’une implication obtenue par instanciation de la
variable x, nous avons les réponses suivantes :

La réponse de Enl
«(113) Enl : et 1a, celui qui va essayer de faire, se dire bon, x et on va dire qu’il y a
beaucoup qui vont raisonner en disant supposons x est pair, il dit x est égal a 2k. Alors,
x + 1 est premier, x +1 =2k + 1. La il se met a rechercher qu’est ce quun nombre

premier en voyant voir comment il peut, s’il peut prouver ca.

(115) En1 : S’il peut trouver une condition. Alors, certains vont commencer a, vont oublier
qu’on leur demande de trouver les entiers x. Ils vont croire qu’on leur demande de
démontrer que si x est pair, alors x + 1 est un nombre premier. » (Annexe 9)
La réponse de En2

« (102) En2 : Bien, déterminer 1’ensemble des nombres entiers naturels inférieurs ou égaux
a 20 .... Je pense que, par rapport a moi, sur dix éléves que j’ai encadrés, la moiti¢ peut
répondre, la moitié¢ pas. Pas parce que les autres, les autres, ils n’auront pas... Les autres je
précise vous donnerons la solution uniquement dans 1’ensemble des nombres pairs
inférieurs a vingt, ¢’est-a-dire, ils iront chercher les solutions dans les nombres pairs. Ici par
exemple dans cet exercice, tous les nombres impairs sont solution, mais ils iront chercher

seulement les solutions dans les nombres pairs. » (Annexe 10)

La réponse de En2 nous amene a faire I’hypothése qu’il a explicité les régles de vérité d’une
implication matérielle. D’apres lui, la réponse des ¢leves qui consiste a ne considérer que les

nombres pairs résulterait d’habitude scolaire :
(104) En2 : Justement c’est une habitude scolaire. Parce que ils vont vouloir supposer que,
supposons que x est pair. C’est ce qu’ils vont admettre. Donc, je dis, voila pourquoi ils vont
aller chercher les solutions dans les nombres pairs, je dis la moitié. Mais, celui qui va
prendre les choses a 1’envers, c’est-a-dire, celui qui va chercher & montrer que non Q =
non P trouvera tout I’ensemble des solutions. Ceux qui auront cherché les solutions dans
I’ensemble des nombres pairs, ¢a sera une des conséquences de cette mauvaise habitude
scolaire. On a appris a dire supposons que P est vrai et montrons que Q est vérifié, et

montrons que Q est vrai aussi. (Annexe 10)
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Ce phénomene qui consiste chez les éléves, a évaluer d’abord I’antécédent d’un énoncé
conditionnel lorsqu’on veut évaluer cet énoncé, est pointé par les enseignants dans leurs
commentaires sur 1’exercice 8. D’aprés eux, pour de nombreux ¢€leves, cet énoncé est faux du
fait que I’antécédent est faux.

L’enseignant AP a travaillé sur les tables de vérité des connecteurs logiques avec ses €léves
dans le cours de probabilité (Annexe 8, ligne 10).

Quant aux enseignants Enl et En2 ils ne le font pas automatiquement, car cela ne leur est pas
permis par I’inspection, d’une part, et d’autre part, ils éprouvent des difficultés a intéresser les
éleves.

Pour cette deuxiéme raison, nous faisons I’hypothése que les situations proposées pour
illustrer I’'usage des tables de vérité n’étaient pas pertinentes.

Les deux enseignants En1 et En2 ont travaillé sur la contraposée avec leurs €leves.
L’équivalence : 1.’équivalence est encore appelée par En2, « double implication ». Ce
concept est explicité¢ dans le cadre de la démonstration, ou les enseignants explicitent les
modes de démonstration de I’équivalence, dont I’'un semble étre une démonstration par double
implication. Un autre mode que nous identifions est la démonstration en boucle (En1).

Les inférences : ’exercice 5 du questionnaire destiné aux éleves porte sur les regles

\

d’inférence ; il permet de préciser a quel moment on peut faire une inférence, et a quel
moment on ne le peut pas. Pour les enseignants Enl et En2, il est presque certains que les
¢leves répondront correctement aux items 5.1 et 5.3, et se comporteront aux items 5.2 et 5.4,
comme s’ils étaient en présence d’une équivalence, c’est-a-dire, comme si 1’énoncé :

« si la suite (u,,) est convergente, alors sa limite est solution de 1’équation f(x) = x »

est une équivalence. Pour justifier ce comportement des ¢léves a I’item 5.2, chacun des deux
enseignants avancent les raisons qui suivent :

Enl : les ¢léves ne font pas une interprétation rigoureuse de la phrase ; il y a un préalable de
convergence, et la résolution de I’équation f(x) = x n’est qu’un moyen de retrouver la limite.
Il renforce son explication en insistant sur le fait que lorsqu’on a une implication qui n’est pas
une équivalence, on doit toujours préciser que la réciproque est fausse (annexe 9, ligne 147) et
exhiber un contre-exemple. Ceci sous-entend que 1’énoncé qu’il considére est donné avec un
quantificateur universel.

Cette pratique a €té repérée dans le manuel. Nous y avons aussi rencontré la formulation « la
réciproque n’est pas toujours vraie ».

En2 : il pointe les habitudes scolaires :
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(126) En2 : [...] Bon, je crois que beaucoup vont se tromper, mais par habitude. Beaucoup
risqueront de dire que la suite u, converge. Parce qu’on a eu la maladresse toujours de leur
donner des cas ou, lorsque I’équation f(x) = x avait des solutions, la suite était
convergente, et I’'une des solutions était... Or ils ne comprennent pas je vais dans ce cas 1a,
je n’explore ce cas que si je sais que la suite u, est convergente. Donc beaucoup vont se dire
que comme I’équation f(x) =x a des solutions, la suite est convergente. Ils ne
comprendront pas que dans la plupart des cas, les trois premicres questions ont toujours
consisté a prouver que la suite u, converge, soit en montrant qu’elle est croissante et
majorée, soit qu’elle est décroissante et minorée avant d’aboutir a ¢a. Donc beaucoup
risquent de se tromper et de dire qu’elle est convergente. Ca met vraiment 1’accent sur le
fait qu’il faut insister sur le quantificateur. Ah, je comprends maintenant vos questions,
parce que ¢a montre qu’il faut insister quand on enseigne ¢a, de dire ce n’est qu’au cas ou la
suite est convergente que sa limite. On n’utilise pas ¢a comme on utilise souvent pour
prouver que la suite converge, mais pour déterminer la limite de la suite lorsqu’on sait déja
qu’elle est convergente. Donc on ne saurait se prononcer en principe sur la convergence de

la suite avec la solution. (Annexe 10, ligne 126)

Aucun des deux enseignants n’a évoqué les regles d’inférence pour justifier la réponse de

leurs ¢€leves ; les justifications s’appuient plutot sur des considérations pragmatiques.

Le langage :

Les enseignants Enl et En2 utilisent en général la langue naturelle, afin de se conformer aux
instructions de I’inspection pédagogique de mathématiques. Le symbole de I’implication et de
I’équivalence sont utilisés par les enseignants. Ils permettent aux éleves de les utiliser sous
leur contrdle''®, afin que cela soit fait correctement. Les quantificateurs sont exprimés en

majorité avec la langue naturelle.

L’enseignant AP introduit dans son cours, I’écriture formelle. Ce dernier exerce les éleves au

changement de langage, au passage du langage naturel au langage formel et réciproquement.

2.6.3. L’usage des quantificateurs et le statut des lettres
La quantification simple : les trois enseignants utilisent le langage naturel pour exprimer les

quantificateurs, ainsi que le symbole V . Les seules expressions qu’ils ont en usage pour
désigner le quantificateur universel sont « quel que soit », « pour tout », et pour désigner le
quantificateur existentiel, « il existe ».

Pour les autres quantificateurs (certains par exemple), En2 nous a répondu que lorsqu’il les

utilise, il n’informe pas les éléves que ce sont des quantificateurs.

116 ;s 21
En général lorsque les éléves sont au tableau
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Concernant le symbole V, de I’avis de En2 et AP, c¢’est un moyen pour abréger les écritures
(Annexe 8, lignes 54 et 56 ; annexe 10, ligne 56).

Cela pourrait justifier 1’absence de prise en compte de la syntaxe d’utilisation du
quantificateur : nous le voyons parfois apparaitre a la fin de I’énoncé qui est supposé étre
quantifié.

Nous avons attiré leur attention sur la quantification implicite des énoncés et sur les énoncés
formulés avec des génériques :

La réponse de Enl1 :
(99) Enl : J’avoue que vraiment, je n’ai pas attiré I’attention dessus. Je suis tombé dans le
piége de la routine. Les autres, quand on dit, soit une fonction. L’idée de 1’article indéfini
une, me permet peut étre de croire que c’est pour tout et au moment ou je vais aller a
I’existentiel, j’utiliserai 1’article défini, le, la. Quand je vais prendre une, comme c’est
indéfini, on pense que ¢a peut couvrir tout. Mais je crois qu’attirer I’attention un détail est
trés important, ce serait plus intéressant de dire, pour toute fonction f, si f est dérivable en
Xo, alors [ est continue en x,. Je me dis que si tu commences a écrire quel que soit f
appartenant a l’ensemble F des fonctions, si [ dérivable implique ..., cet énoncé aura du

mal a passer. (Annexe 9, ligne 99)

Pour cet enseignant, identifier un au quantificateur universel, /e ou /a a des existentiels « c’est
ce que I’enseignant pense, mais il ne I’a pas vraiment dit » (annexe 9, ligne 105).

La réponse de AP : il identifie « soit x » a « quel que soit x », c’est-a-dire qu’il identifie un
¢lément générique a une variable liée (annexe 8, ligne 54).

La quantification multiple : En2 utilise les indices (Durand-Guerrier et Arsac, 2003) pour

exprimer la dépendance des variables. Pour ce dernier, c’est un moyen d’éviter des confusions
(Annexe 10, ligne 70).

A la question de savoir ce que les éléves répondraient a I’exercice 4, Enl et En2 pensent que
les ¢leves produiront le premier item, du fait que généralement, les enseignants donnent la
définition de « M est un majorant ». Ce sont les autres items qui peuvent les amener a
s’interroger sur la correction de leur réponse. Enl émet des doutes sur les capacités de ses
¢leves a distinguer 4.3 (Pour tout x élément de I, il existe un réel M tel que  f(x)<M) de 4.4
(Il existe un nombre réel M tel que pour tout x élément de I, f(x)<M).

Nous faisons I’hypothese, d’apres les explications ci-dessus, que cette confusion pourrait
provenir de ce que la lettre M est écrite en 4.3 sans indice explicitant sa dépendance a x.

Les lettres de variables :

Dans les entretiens, les enseignants relévent surtout une fixation des éleves sur les lettres qui

désignent des objets :
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pour de nombreux éléves, la lettre f désigne une fonction et x est le nom de la
variable réelle. Lorsque la fonction ou la variable change de nom, c’est une difficulté
qui s’installe chez I’¢leve. Pour les aider a se détacher de cette fixation, AP propose de
souvent varier les dénominations ;
y désigne en général un nombre réel, et lorsqu’il apparait dans une équation
différentielle, les €leéves n’arrivent plus a exprimer les solutions de cette équation. La
gestion des variables est aussi une préoccupation pour les enseignants comme en
témoigne En2 :

(88) En2: [...] tu donnes une équation différentielle a un enfant, z" +3z+ 1 = 0.

L’enfant va écrire la solution comment ? Lorsqu’il va vouloir déterminer la solution qui

vérifie 1’équation y''(2) = 0, y... Donc c’est un probléme. Alors qu’est ce que moi je

fais ? Il faut présenter la chose a I’enfant comme étant une simple notation. Moi, ce que je

dis, c’est que depuis la classe de troisiéme vous avez commencé a étudier les fonctions, en

seconde... La fonction était en général notée f, la variable notée x et I’image de x, on note

généralement y. Donc, aujourd’hui, tout ce qu’on va faire, c’est que y va jouer le réle de f,

parce qu’on a toujours écrit y = f(x). y c’est f(x). Mais pour I’instant, pour qu’il n’y ait

pas de confusion entre x qui est la variable, qui elle doit étre prise dans un intervalle et f

qui est une fonction qui appartient a I’ensemble des fonctions, voila, tout simplement on va

supprimer le x et prendre y = f. C’est comme ¢a qu’on s’en sort un peu. Mais sinon il

serait mieux de continuer dans ce chapitre-la, de noter les inconnues a 1’aide des fonctions,

des lettres comme f, h, I, m, ignorer un peu y, parce que dans les classes antérieures,

c’était les images de x par f. C’était des images. Ca crée vraiment des problémes. Parfois

les enfants, méme quand on insiste, ne savent pas écrire la solution d’une équation

différentielle.

Le statut des lettres est évoqué, mais le vocabulaire adéquat n’est pas toujours utilis€¢, comme

cela se voit a ’annexe 9, ligne 73 :

une lettre « représente quelque chose de concret » : cela peut renvoyer le statut de la
lettre a un élément générique ou singulier ;

les variables muettes : elles peuvent avoir le statut de variable libre, ou de variable
lige.

nous avons relevé des expressions comme « variable indépendante » et « variable
dépendante des autres » : dans 1’énoncé « IM,Vx,P(x,y)», M est une variable
indépendante, et dans 1’énoncé « Vx,IM, P(x,y) », M est une variable dépendante de

x. Dans le calcul des prédicats, M a dans les deux énoncés, le statut de variable li¢e.

2.6.4. Synthese des entretiens et quelques propositions des enseignants
Les entretiens nous ont permis de dégager les points suivants :
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- certains enseignants dispensent des cours de logique, bien que cela ne soit pas prescrit
par les programmes. Les programmes préconisent plutdt un point logique lorsque cela
est nécessaire ;

- les enseignements qui proposent un cours de logique en début d’année ont centré le
contenu de ce cours sur I'apprentissage de la démonstration ;

- une maniere de prévenir des inférences non valides du type

((P(@ = Q(@)r-P(@)) = =0 ()
et du type

((P(@ = Q@)re(@) = P(a)

faites a partir du théoréme

vx, P(x) = Q(x),

consiste a préciser lors de 1I’énonciation de ce théoréme que la réciproque n’est
pas vraie ;

- les apprentissages sur les connecteurs logiques sont peu pris en charge par les
enseignants ; I’implication, I’équivalence et la négation ne sont évoqués que dans le
cadre de la démonstration ;

- la quantification implicite des €énoncés n’est pas problématisée. L enseignant estime
que cette pratique est institutionnalisée ; il considere que un renvoie au quantificateur
universel, et /e ou /a renvoient au quantificateur existentiel ;

- lorsque les enseignants utilisent les énoncés de la forme Vx,3y,P(x,y), ils ont

recours a la notation fonctionnelle qui indique que y dépend de x ;
- le statut de la lettre n’est pas explicité, mais la fonction de la lettre dans les énoncés
I’est ;
- le langage utilis¢ pour les concepts logiques est le langage courant en général ;
I’apprentissage du langage formel releéve de la responsabilité de I’enseignant.
Les enseignants pensent que les éléves ne sont pas suffisamment outillés en logique pour faire
correctement des mathématiques a ’université. Ils proposent un travail sur la logique des la
classe de seconde, avec au premier cycle, des activités ludiques qui permettent aux jeunes
¢leves de se familiariser avec les modes de raisonnement. Ils déplorent le manque de
formation de certains de leurs collégues en logique et proposent la réintégration de la logique

dans les programmes scolaires.
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Conclusion
Nous avons analysé le manuel de mathématiques au programme dans la classe de terminale C

au Cameroun. Le but de cette analyse était de mettre en lumicre les éléments de transposition
didactique des concepts de logique contenus dans le manuel. Nous avons ¢galement, a travers
des entretiens menés avec des enseignants de mathématiques intervenant dans la classe de
terminale C, identifi¢ quelques pratiques enseignantes relatives a la prise en charge des

concepts de logique par ces derniers.

Nous remarquons quelques similitudes entre la transposition des concepts de logique dans les

manuels, et les pratiques enseignantes :

- Tutilisation des ¢éléments génériques et la pratique de la quantification implicite sont
tres présentes, et semblent étre naturelles ;
- les reégles d’inférence n’apparaissent pas dans le manuel, et les enseignants n’en
parlent pas ;
- Tutilisation des connecteurs logiques est effective dans les démonstrations, mais ces
connecteurs ne sont pas explicités ;
- le langage courant est en grande partie utilisé pour exprimer la quantification et les
opérations logiques.
Dans le manuel, nous avons repéré des séquences des démonstrations ou le statut de la lettre
est tres instable. Les résultats des entretiens ne nous permettent pas d’affirmer qu’il y a une
réelle explicitation du statut des lettres ; les enseignants s’attardent davantage sur la fonction

des lettres dans les énoncés.

L’¢étude que nous venons d’effectuer nous permet de confirmer deux hypotheéses que nous
avons posées, pour ce qui concerne les enseignements du secondaire que nous avons
interviewés. La premicre stipule que les concepts de logique sont treés peu pris en charge par
les enseignants de mathématiques, et la seconde, que les difficultés relatives a ces concepts
logiques sont assez méconnues par la plupart des enseignants. C’est ’avis de 1’enseignant

En2 a la fin de notre entretien :

(140) En2 : [...] Mais ¢a m’interpelle aussi. Parce que, quand on voit ¢a, on constate que

parfois on enseigne mal.
(141) J : [...] On oublie certaines petites choses qui

(142) En2 : qui peuvent causer beaucoup de tord a 1’éléve un peu plus tard quand il va lire

les livres de premicre année, de deuxiéme année, de troisiéme année. Il risque se perdre,
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surtout par rapport a la quatriéme question 1a, ou parfois au niveau du majorant, on dit des
choses aux ¢éléves sans préciser. Je crois qu’il faut toujours préciser méme si 1’éléve ne

comprend pas beaucoup, il faut toujours préciser.

3. Analyse du polycopié de premiere année de licence de mathématiques
En premiére année de licence de mathématiques a I’Ecole Normale Supérieure de Yaoundé, le

cours d’analyse a pour support un cours polycopi¢ qui date de 1994. Il a été rédigé par Joél
Moulen, a ce moment enseignant de mathématiques a la faculté des sciences de I’Université
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de Yaoundé''", et Nicolas Gabriel Andjiga, enseignant de mathématiques & 1’Ecole Normale

Supérieure de Yaoundé.

Nous avons porté notre choix sur cet ouvrage car il était également utilisé en premiere année
de licence de mathématiques a I'université¢ de Yaoundé 1, université dont I’Ecole Normale
Supérieure de Yaoundé est un établissement. Il comporte 11 chapitres, et il n’en existe aucun

dont le contenu porte explicitement sur la logique.
En introduction, les auteurs présentent cet ouvrage comme un support qui a pour but :

- une application raisonnée des résultats de I’ Analyse a la résolution des problemes ;
- d’initier les étudiants aux techniques d’¢laboration des résultats ;
Ils précisent que les cours mettent I’accent sur 1’acquisition des techniques de démonstration

en Analyse.
Nous avons choisi de porter notre attention sur les chapitres suivants :

- le corps des réels, car il contient plusieurs ¢léments fondamentaux de I’analyse, et de
ce fait, plusieurs concepts de logique nécessaires a leur traitement ;
- fonctions numériques a une variable réelle ;
Dans ce chapitre, nous parlerons de proposition mathématique pour désigner une proposition
au sens logique, ceci pour marquer la distinction avec 1'usage de ce terme dans le polycopié ;
en effet, les auteurs utilisent réguliecrement les termes de proposition et de propriété pour

désigner certains théoremes.

3.1.Le corps des nombres réels
C’est le premier chapitre du polycopi€. Il va de la page 1 a la page 7, et les exercices vont de

la page 7 a la page 9.

"7 ’université de Yaoundé est devenue depuis la réforme de 1993 I'Université de Yaoundé 1.
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(1) Le langage utilisé

Dans cette partie, on rencontre les trois types de langage, et certains énoncés sont enticrement

écrits en langage formel. Par exemple la propriété caractéristique de la borne supérieure :

Soit A une partie non vide de Q,

a=SupAeVxeAx<aetVeeQe>0,Ax€A/a—ec<x(p2) (i)

L’implicite des formulations ameéne parfois les auteurs a expliciter entre parenthéses la

signification de 1I’énoncé écrit dans le langage formel (p.6).

(2) Les formes de la quantification et lutilisation des quantificateurs

L utilisation des quantificateurs
Les deux quantificateurs apparaissent sous la forme symbolique —V pour le
quantificateur universel et 3 pour le quantificateur existentiel, et sont exprimés aussi avec les
mots de la langue (pour tout, il existe).
Beaucoup d’objets sont introduits par « soit ...», ce qui donne a ces objets, le statut d’¢lément
générique.
Les formes de la quantification
La quantification implicite n’existe pas dans cette partie du cours.
Les énoncés de la forme Vx, 3y, P(x,y) ou de la forme 3x, Vy, P(x,y) n’apparaissent pas de
fagon explicite. Deux théoremes énoncés dans la langue naturelle peuvent prendre la forme
Vvx,3y,P(x,y):
Proposition I-2-3
Tout intervalle ouvert de R contient un nombre rationnel. (p.4)

Théoreme I1-2-7

Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure dans R. (p.5)
La proposition et le théoréme prennent la forme Vx, 3y, P(x,y) si on se situe respectivement
dans I’ensemble des intervalles ouverts de R et dans ’ensemble des parties non vides et
majorées de R.
La quantification bornée apparait dans plusieurs formulations et dans les démonstrations.
Dans la démonstration de I’énoncé (i) ci-dessus, on peut lire :

« Supposons que @ = sup A et montrons que Vx EA,x < aetqueVe €EQ,e>0,AxEA/a—e<x».

I1 veulent montrer que :
Vx €A x < a(l)
etVe€Q,e>0,3x €Al /a—e<x(2)

209



dans (2) il y a une expression de la quantification bornée qui peut €tre problématique pour les
¢tudiants. L’écriture fait disparaitre I’implication et de ce fait, la syntaxe utilisée en (2) est
ambigiie. En toute rigueur on devrait écrire :

VeeQ,(e>0=>3Ix€ha—e<x)
ou en quantifiant sur les rationnels positifs, on écrit :

VeeQi,dx €A a—e<x

(3) Le statut des lettres dans les énoncés

Les théoremes, les propositions et les propriétés sont soit des énoncés généraux, soit des
énoncés formulés avec des éléments génériques.
Les variables sont liées par le quantificateur universel et le quantificateur existentiel.
Dans certaines propositions on retrouve des lettres dont le statut est ambigu :
Dans la propriété caractéristique de la borne supérieure, a est une variable libre, ou une

variable universellement quantifiée implicitement :
Propriété 1.1.6
Soit A une partie non vide de Q.

a=SupAeoVxeAx<aetVeeQe>0,3x €A /a—ec<x(p2) (1)

Les auteurs construisent une preuve par hypothese, elle commence par :
« Supposons que @ = sup A et montrons que Vx EA,x < aetqueVe €EQ, e >0,AxEA/a—e<x».

La lettre a n’est pas introduite.
Pour établir la démonstration, les auteurs cherchent, pour € > 0 et ¢lément générique, un
¢lément 7 de A qui satisfait la phrase ouverte en x, @ — € < x.
IIs continuent la démonstration ainsi :

Mais ¢ = sup A donc Vx € Maj (A), a < x, (3)

ore>0,donca—e<a@4)

et par conséquent @ — € € Maj (4). (5)

Ora—ecg& Maj(A) ©@At€EA,a—e<t. (6)

11 suffit donc de prendre T = t. (7)
La lettre x en (2) et la lettre t en (6) jouent le méme rdle, celui de variable muette. En (6), il y
a affirmation de I’existence d’un ¢élément de A qui satisfait la phrase a — ¢ < x, mais pas
désignation de cet ¢lément. La lettre T change de statut a 1’étape (7), elle devient une variable
libre par affectation de ¢, et ¢ devient un nom d’objet.
Les lettres 7 et t ont changé de statut dans la démonstration.

Nous avons identifi¢ le méme phénomene dans le cours d’arithmétique de terminale C.
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De méme, dans la Propriété I-1-7, a et [ sont soit des variables libres, soit des variables
implicitement liées par le quantificateur universel :
Propriété I-1-7
Soit A une partie non vide de Q.
(1) a=maxA = a=sup4
(i1) L =minA = f =infA (p.2)

(4) Les formes de implication et de I’équivalence

L’implication

Des formulations sont sous la forme : Q si P
Définition I-1-2
Soit A une partie non vide de Q,

A est une partic majorée (resp. minorée) de Q si A admet au moins un majorant (resp. un

minorant). (p.1)

Ces formulations sont souvent utilisées dans les définitions (p.2, p.5).

Nous avons rencontré le symbole = dans 1’énoncé de la proposition I-1-7 (p.2) :
Soit A une partie non vide de Q.

(i) «a = maxA = a =supA.
(i) =mind = f =infA

et dans des démonstrations (pp.2, 7) ou les auteurs font des transformations d’écriture.

Dans certaines démonstrations, le signe < apparait (p.3, p.6). Il est précédé de « il suffit que
... », ou 1l vient apres cette expression. Nous donnons un extrait d’une démonstration ou le

signe < est utilisé :

—%<b, donc b—reBcr<§—i;il

b%- b b
Ona2kr<h?—-3eor<’iZorcl_2 2
2b 2 2b 2 2b

1(b 3
suffit donc de prendre r = 5 (— — E)' (p.3)

2

b 3 . . . . .
b—reBer< >~ 35 S¢ lit d’apreés les auteurs, « pour que b — r appartienne a B, il

oo oo b 3
suffit que 7 soit inférieur a P
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Il faut noter que ce signe n’est pas d’usage courant. Nous ne 1’avons pas rencontré dans le
manuel. La notion de condition suffisante est utilisée sans que les notions de condition

nécessaire et condition suffisante ne sont pas explicitées.

Dans ce chapitre, nous avons identifi¢ deux énoncés conditionnels, dont I’implication est

implicite. Nous en donnons un exemple :
Théoréme I-2-5 (Q est dense dans R)

Tout intervalle ouvert de R admet une infinité de rationnels. On dit encore que Q est dense

dans R.

Aucun ¢énoncé de définition, de théoréme ou de propriété n’est formulé a I'aide de

I’expression « si ..., alors ... ».
La démonstration des énoncés conditionnels

Les auteurs utilisent la méthode directe qui consiste a montrer la vérit¢ du conséquent sous
I’hypothese que I’antécédent est vrai, et les chaines d’implications. Aucune méthode n’est

annoncée avant la démonstration.

L équivalence

L’équivalence apparait dans ce chapitre sous les formes « ... si et seulement si ... » et ©.

Dans les démonstrations, c’est surtout le signe < qui est utilis€ pour marquer 1’équivalence

entre deux énoncés mathématiques.

La démonstration des théoremes qui sont des équivalences se fait toujours en deux étapes ;
pour montrer que Vx, (A(x) © B(x)) est vrai, les auteurs montrent que pour un élément
générique a, A(a) = B(a) et B(a) = A(a) sont vrais, et chaque fois, ils explicitent 1’énoncé

a démontrer.

(5) La négation
On retrouve la négation dans deux démonstrations et elle y est appelée contraire (p.6, p.7).
Elle apparait également dans la démonstration du théoreme 1.2.5 (p.5), qui est une
démonstration par 1’absurde.
A la page 6, les auteurs explicitent la négation de la phrase, ce qu’ils ne font pas a la page 7.
Pour la démonstration du théoréme 1.2.5, les auteurs énoncent directement la négation sans y

faire allusion.
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(6) Les exercices
Plusieurs ¢léments de logique apparaissent dans les exercices de ce chapitre. Nous en

commentons quelques-uns :
Exercice 1 :

Les auteurs demandent en premiere question, de donner les différentes méthodes de
démonstration d’une implication. Dans le cours il y en a deux que nous avons identifié, la
démonstration sous hypothese, et la démonstration par chaines d’implications. Certaines
démonstrations par contraposition sont faites en cours''®, et dans ce cas, I’enseignant les

S 11
annonce généralement'"”.

A la deuxieme question, ils donnent trois énoncés conditionnels universellement quantifiés.
Ils demandent de démontrer qu’ils sont vrais, puis de donner leur contraposée et leur

négation :
VaeEQVheQ[VxeQ (x<a=x<b)]=>a<b(l)
VaeEQVhbeQa<b+eVe>0]=>a<b(2)
Va€eQ (a®>#9)= (a+3)3) (.7

Dans le (2), du point de vue de la syntaxe logique, on devrait avoir Ve > 0 avanta < b + ¢.

Ces trois €énoncés sont complexes. En nous appuyant sur les résultats des travaux antérieurs
que nous présentons au chapitre 3, nous faisons 1’hypothése que les notions de logiques qui
sont données en début d’année sont insuffisantes pour permettre aux ¢tudiants de répondre
aux questions posées. Nous avons identifi¢ quelques difficultés auxquelles les étudiants

peuvent se heurter :

- la structure logique des énoncés (1) et (2) est complexe (Durand-Guerrier & Arsac,
Gueudet, Selden & Selden) ;

- la quantification bornée a I’intérieur des crochets de I’item (2) (Durand-Guerrier) ;

- la construction de la négation des énoncés (1) et (2) qui contiennent un quantificateur
dans I’antécédent (Durand-Guerrier & Ben Kilani, Gueudet) ;

- la construction de la preuve de chaque énoncé (Durand-Guerrier & Arsac, Selden &

Selden).

118 . . . . ;. .,
Voir dans le paragraphe suivant I'entretien avec I’enseignant de I’'Ecole Normale Supérieure de Yaoundé

Nous avons obtenu cette information au cours d’un entretien avec un enseignant du supérieur
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Exercice 2

Dans la premiere partie de cet exercice, les auteurs demandent de déterminer une
ensemble A qui satisfait les phrases ouvertes (4) a (8). Pour le faire, I’étudiant doit d’une part
mobiliser la construction de la négation des énoncés donnés en cours, a savoir « A a un plus
petit élément », « A est majoré », ..., et d’autre part, pouvoir traduire ces propriété¢ dans le

langage formel qui est opératoire :
A n’admet pas de plus petit élément (4)
A n’admet pas de plus grand élément (5)
A n’est pas majoré et est minoré (6)
A est minoré et n’a pas de borne inférieure dans Q (7)
A n’apas de plus grand élément, mais admet une borne supérieure (8) (p.7)

Dans la deuxieme partie de I’exercice 7 (p.9), il est demandé de donner en les justifiant, des

exemples de parties A de N* vérifiant :

(1) A n’a pas de majorant ;

(i1) A n’ani plus grand élément, ni plus petit élément ;

(1i1) A aun plus grand ¢élément et n’a pas de plus petit élément ;
(iv) A a un plus grand élément et un plus petit €lément.

Il faut pour cet exercice, construire la négation des énoncés. Ceci demande de la part des

étudiants, une bonne connaissance de I’'usage de la négation.

Ces items vont permettent aux étudiants de travailler en prenant en compte en méme temps
I’aspect syntaxique de la négation, et son aspect sémantique ; on doit trouver des ensembles A

qui satisfont certaines propriétés et pas d’autres.

Dans la troisieme partie de I’exercice 2, les auteurs demandent de déterminer lorsqu’elles
existent, la borne supérieure et la borne inférieure de chacun des ensembles donnés. Pour cela,
I’¢tudiant doit savoir exprimer « la borne supérieure (resp. inférieure) d’un ensemble n’existe

pas ».

3.2. Fonction numérique a une variable réelle
Nous avons pour support le cours d’un étudiant que ’enseignant a distribué en début

d’année, car dans le polycopié, le cours sur les fonctions numériques n’est pas complet.
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C’est un document de 18 pages ; le cours va de la page 1 a la page 11, et les exercices, de la

page 12 a la page 18.

(1) Le langage utilisé

Les trois formes de langage sont présentes dans le cours.
I faut noter, tout comme dans le chapitre précédent, qu’il y a une augmentation du niveau de
complexité des énoncés dans le polycopié, par rapport a celui manuel. Cela est dii, d’une part,
au langage utilisé et, d’autre part, au changement du statut des objets qui sont étudiés ; ils
passent d’outils qu’ils étaient dans le secondaire, a objet d’étude dans I’enseignement
supérieur.
Nous avons repéré un énoncé exprimé dans la langue naturelle, qui, traduit en langage formel
présente une grande complexite :

« Toute fonction continue sur [a; b] est bornée et atteint ses bornes » (p.9) (1)

Lorsque nous paraphrasons cet €énoncé nous obtenons :
« pour toute fonction continue f sur [a; b], il existe un réel positif A tel que, pour tout x
dans I'intervalle [a; b], |f (x)| < A4, et f atteint ses bornes » (2)
Nous explicitons « f atteint ses bornes » :
Dire que « f atteint ses bornes » signifie que la borne supérieure M, et la borne inférieure m,
de f([a; b]) existent, et de plus, il existe deux réels u et v dans [a; b] tels que f(u) = m et
f(v) = M. Nous obtenons :
« pour toute fonction continue f sur [a; b], il existe un réel positif A tel que, pour tout x
dans Dintervalle [a;b], |f(x)| < A, et pour tous réels m et M, si sup f([a;b]) =M et
inf f([a; b]) = m, alors il existe deux réels u et v dans [a;b] tels que f(u) =m et
f)=M»(3)

Dans la portée du quantificateur liant f, on a la conjonction de deux énoncés :

« il existe un réel positif A tel que, pour tout x dans I’intervalle [a; b], |[f (x)| < A » (4)
« pour tous réels m et M, si sup f([a; b]) = M et inf f([a; b]) = m, alors il existe deux
réels u et v dans [a; b] tels que f(uw) = met f(v) =M » (5)

(4) est un énoncé contenant une quantification double ;

(5) est un énoncé conditionnel, universellement quantifié¢, dont le conséquent est un énoncé

existentiel.

A la page 11, les auteurs donnent la définition d’une fonction uniformément continue
sur un intervalle [ :

Ve>0,3a>0,Vx,yel|lx—yl<a=|f(x)—f)I <e(6)
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qu’ils font suivre du commentaire ci-dessous qui est un théoréme :
On constate que si f est uniformément continue sur I, alors f est continue sur [
Auparavant, ils ont donné la définition de « f est continue en un point x, » ainsi :
« f est continue en x,, si la limite de f en x, est f(xg). (p-8) (7)

Les deux définitions sont formulées dans des langages différents. De ce fait, la relation
énoncée en commentaire n’est pas immédiate. Il faudrait une formalisation de la définition (7)
pour établir ce lien :
Lorsqu’ils ont défini la limite L d’une fonction en un point X, ils ont explicité le cas ou
L=1€RetX,=xp, ce qui donne pour la définition formelle d’une fonction définie sur un
intervalle I et continue en x :

Ve>0,3a>0,Vx€Llx —xol <a=[f(x) — fxx)l < e(8)
Pour passer de (6) a (8), on doit écrire x et y séparément, liés chacun par le quantificateur
universel, puis faire une instantiation universelle de y par x,. Ces opérations sont
généralement implicites dans le cours, et peuvent étre difficilement compréhensibles par les
sujets'?.

(2) Les différentes formes de la quantification et ’utilisation des quantificateurs

L’utilisation des quantificateurs

Les symboles V et 3 sont utilisés par les auteurs, de méme que les expressions « pour tout »,
« 1l existe ».

Les différentes formes de la quantification

La quantification implicite

On la retrouve dans les énoncés des théorémes.

La quantification universelle implicite apparait sous la forme habituelle :

«Si f est continue sur [a;b] et si f(a).f(b) <0, alors il existe ¢ dans ]a; b[ tel que
f(c) =0»(p.10)

La quantification existentielle est implicite dans les énoncés en langue naturelle ; elle est
absorbée par la langue comme c’est le cas de I’énoncé (1) (Toute fonction continue sur [a; b]
est bornée et atteint ses bornes) que nous avons analysé et dont les formulations (2) et (3) qui
le suivent font ressortir le quantificateur existentiel.

La quantification bornée

Dans les énoncés, la quantification est exclusivement bornée.

La quantification multiple

Dans la définition d’une fonction bornée (p.9), elle de la forme 3y, Vx P(x,y).

2% Voir Gueudet, chapitre 3, paragraphe 1.
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Dans la définition de « L est la limite de f en X, '*'» (p.2), on retrouve les énoncés de la
forme Vx, 3y, P(x,y).

(3) Le statut des lettres dans les énoncés

La plupart des propositions et des propriétés sont formulées avec des ¢léments génériques,
et leur démonstration se fait par ¢léments génériques, elle commence par exemple par « soit
une fonction, ... ».

Le phénomene de changement de statut des variables est aussi présent dans ce chapitre. Dans
la démonstration de la proposition suivante :

Proposition 19

Soit f € Fg, (x,,) une suite dans R et a, L € R. Si lim,_,,, x,, = L et lim,_,; f(x) = a,

alors lim,,_, o, f(x,) = a. (p.7)

Nous avons identifi¢ deux lettres de variables dont les statuts passent respectivement
d’élément générique et de lettre muette, a variable libre et nom d’objet.

Nous commentons un énoncé qui figure dans le manuel de terminale et le polycopié :

Dans le manuel :

Propriété :
Soit g o f la composée de deux fonctions et a un élément ou une borne d’un intervalle sur
lequel g o f est définie.
Si lim,,, f(x) = b et lim,_, g(y) = [, alors lim,_, ge° f(x) = L. (p.196)
Hors de I’encadré, il est écrit :
a, b et [ sont des nombres réels ou +o0 ou —oo,

Dans le polycopié :

Proposition 16
Soit f et g deux éléments de Fg, X,, L;, L, des éléments de R.
Silim,_y, f(x) =Ly, etlim,_,; g(x) =L, etsi IA € V(X), Vx € A, x # Xo=>f(x) # Ly,

alorslim,_x (g ° f)(x) = L,. (p.6)

Dans la premicre formulation, nous avons pointé I’ambiguité du statut des lettres a, b et [, ou
seul a est introduit comme un ¢lément générique en début d’énoncé.

Par ailleurs, la formalisation de cet énoncé laisse penser que les lettres b et [ doivent étre
introduites par le quantificateur existentiel, ce qui n’est pas le cas, comme le montre la
deuxieme formulation. Les lettres correspondantes dans cette formulation, a savoir X, L, et
L, sont des éléments génériques. Les fonctions f et g sont introduites explicitement, avec le
statut de générique. En formalisant donc la propriété du polycopié, f, g, Xy, L1 et L, sont liés

par le quantificateur universel. L’€criture du polycopié¢ leve les ambiguités que nous avons

121 . ,
L et X, sont des lettres qui peuvent prendre les valeurs réelles et +00 ou —oo.
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identifiées dans celle du manuel et met en valeur le degré de complexité de I’énoncé qui
paraissait simple tel qu’écrit dans le manuel.

(4) L’implication et I’équivalence

L’implication

On la rencontre sous la forme « Si P, alors Q », « Q si P » et sous la forme P=Q qui apparait
beaucoup plus dans les démonstrations et les définitions formelles de la limite.

La proposition 16 de la page 6 contient I’expression « Si ... alors ... » et le signe = dans sa
formulation. C’est un énoncé conditionnel dont I’antécédent lui-méme est une conjonction

dont un énoncé est un conditionnel :
Proposition 16
Soit f et g deux éléments de Fg, X,, L;, L, des éléments de R.
Silim,_y, f(x) =Ly, etlim,_,; g(x) =L, etsi IA € V(X,), Vx € A, x # Xo=f(x) # Ly,

alors lim,_x (g ° f)(x) = L,. (p.6)
Dans les preuves, le signe = est utilisé¢ pour des implications par transformation d’écriture.
Les inférences que nous avons rencontrées sont établies a 1’aide de la régle du Modus Ponens
(p.10).
L’équivalence
A la page 8, les auteurs donnent un théoréme constitué de deux énoncés el et €2, et ils
annoncent au préalable que ces énoncés sont équivalents.
La démonstration consiste a montrer el sous 1’hypothese €2, puis €2 sous I’hypothese
el.
(5) La négation
Nous ne I’avons rencontrée que dans la preuve de 1’énoncé (1) (Toute fonction continue
sur [a; b] est bornée et atteint ses bornes). La négation est utilisée pour faire la démonstration

par ’absurde (p.9).
D’apres les auteurs :
« Si la fonction f n’est pas majorée sur [a; b] (9), alors on a :vn € N, 3x,, € [a; b], f(x,,) > n» (10)

(9) n’est pas explicité, (10) est une conséquence de ce que f est majorée, et non I’expression
de « f est majorée ». Nous signalons que la formulation de ce théoréme dans le langage des
prédicats n’a pas été donnée par les auteurs. De ce fait, comprendre la démonstration pourrait

représenter une difficulté pour les étudiants.
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En conclusion sur les fonctions numériques, nous constatons, par rapport au cours de

terminale, une réelle augmentation du niveau de complexité des énoncés.

Les énoncés en (g,7m) apparaissent, et les schémas de démonstration qui les accompagnent
sont beaucoup plus €laborés que ceux que nous avons rencontré dans le manuel (Durand-

Guerrier & Arsac, Chellougui).

Nous n’avons pas mené dans cette partie qui concerne 1’enseignement supérieur, une analyse
du cours sur les suites numériques car le théoréme du point fixe qui est utilisé dans les
exercices 5 et 6 des questionnaires des éleves et des étudiants respectivement ne figure pas

dans le polycopié.

D’apres un enseignant de I’Ecole Normale Supérieure de Yaoundé qui encadre les étudiants
de premiere année de mathématiques dans les travaux dirigés d’analyse, ce théoréme n’est pas

énoncé en cours, mais il intervient dans certains exercices qui sont donnés en travaux dirigés.

3.3. Synthese de I'analyse du polycopié
L’analyse du polycopié¢ que nous avons menée nous permet de relever, en plus des

phénomenes déja identifiés dans le manuel de mathématiques, ceux qui suivent :

- les énoncés écrits dans le langage formel sont complexes du fait qu’ils contiennent des
quantificateurs, des connecteurs logiques, et que certains énoncés sont imbriqués les
uns dans les autres. Par ailleurs, nous avons rencontré des énoncés formulés dans la
langue naturelle, d’apparence simple ; ’explicitation de leur structure logique met en
évidence plutdt une structure trés complexe ;

- le signe < apparait. Il a la signification « il suffit que » :

- des utilisations impropres du quantificateur qui apparait a la fin de I’énoncé ouvert qui

est en fait un énoncé clos : P(x),Vx;
- le type de démonstration est annoncé et les auteurs proposent des exercices qui
permettent de mobiliser de facon explicite les concepts de logique ;
- les démonstrations contiennent beaucoup d’implicites.
En conclusion, certains phénomenes identifiés dans 1’analyse du polycopié sont d’un niveau
de complexité ¢levé pour des étudiants qui arrivent a ’'université. De 1’analyse du manuel de
terminale C et du polycopi¢, des témoignages des enseignants que nous avons rencontrés,
nous faisons I’hypothése que les étudiants n’ont pas suffisamment d’outils logiques pour y

affronter les enseignements de mathématiques.
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3.4. Quelques pratiques de classe en début d’université
Nous avons rencontré un enseignant de mathématiques de 1’Ecole Normale Supérieure de

Yaoundé¢ —nous I’appelons Es— pour un entretien. Il donne des cours d’analyse en premiere
année de la filiere informatique de cette école, et en méme temps encadre un groupe
d’étudiants de premicre année de la filiecre mathématique de cette méme école en analyse.
Qu’il trouve ici ’expression de notre gratitude pour la disponibilité dont il a fait preuve a

notre endroit.

Notons qu’au cours de I’année académique 2010-2011, nous avons assisté en tant
qu’observatrice a quatre séances de travaux dirigés que cet enseignant dispensait a un des

groupes des étudiants de premiére année de la filiére mathématique de I’Ecole.

Notre entretien s’est déroulé au mois de mai 2013. Il était guidé par le méme questionnaire
que celui que nous avons utilisé avec les enseignants du secondaire. A la fin de Ientretien,
nous lui avons présenté le questionnaire ¢laboré pour les étudiants. Nous lui avons demandé
de donner son avis sur la maniere dont il pense que ses étudiants traiteraient les items

proposés.
Les séquences de la retranscription de I’entretien se trouvent en annexe 11.

3.4.1. Le cours de logique en début d’année
Il ressort de nos entretiens qu’un cours de logique est donné en début d’année dans le cadre de

I’algébre. En analyse, le cours de logique est axé sur les méthodes de démonstration.

D’apres les notes de cours d’un étudiant que nous avons consultées, le cours de logique donné

dans le cadre de I’algebre porte sur la logique propositionnelle et les quantificateurs.

Nous avons demandé a I’enseignant si pendant les séances de travaux dirigés il revenait sur

les connecteurs logiques et la quantification. Sa réponse est :

10 Es : oui. Premier chapitre d’analyse premier semestre, il y a des exercices la-dessus. Sur
les trois méthodes de démonstrations : méthodes directe, contraposée, par I’absurde.

(annexe 11)

Ces exercices sont ceux que nous avons présentés dans 1’analyse du cours sur les nombres
réels. Toutefois, I’enseignant a précisé que c’est surtout en algebre que tout est explicité, et

qu’en analyse, ils « utilisent les concepts comme outils » (annexe 11, ligne 34).

220



En tant qu’observatrice, c¢’est le constat que nous avons fait. Lorsque les concepts sont utilisés
de fagon erronée par les étudiants, Es corrige I’erreur sans s’y attarder : c’est le volet

mathématique qui est privilégié.

Par ailleurs, nous notons que Es sait que certains ¢tudiants sont démunis du point de vue

logique, et rien ne semble étre entrepris pour palier aux besoins de ceux-1a (lignes 24, 26).

3.4.2. L’usage des quantificateurs
Nous avons interrogé Es au sujet de la pratique de la quantification implicite des énoncés.

Nous sommes partie de 1I’énoncé « Une fonction dérivable est continue » et lui avons
demandé comment il interprete le un en précisant que généralement un est considéré par les

enseignants comme renvoyant a une quantification universelle :
La réponse de Es :

40 Es : non, c’est un probléme d’existence. S’il existe une fonction dérivable, elle est
continue. Il faut déja que la fonction existe. Si elle n’existe pas, on ne va pas parler de

fonction dérivable.
Es transforme notre énoncé en un énonceé existentiel, en explicitant le conditionnel.

41 J : non mais c’est le théoreme qui dit que si une fonction est derivable, elle est

continue.

42 Es : oui, c’est si tu as une fonction, il faut déja I’avoir, c’est un probléme d’existence. Si

on a une fonction dérivable, alors elle est continue.
43 J : donc la c’est un existentiel pour toi, le 1

44 Es : oui. Si elle existe. S’il existe une fonction dérivable, alors elle est continue. S’il

n’existe pas de fonction dérivable, bon... (Annexe 11)

Nous notons une instabilité¢ dans I’interprétation de un par ce dernier. En effet, dans la suite de

I’échange :

46 Es : oui, s’il existe une fonction dérivable, alors, elle est continue. Il faut déja prouver
qu’il n’existe pas de fonction dérivable, ou alors qu’il existe une fonction dérivable. S’il
existe une fonction dérivable, alors elle est continue, et dans la preuve méme, on dit : soit,

¢a veut dire qu’on suppose déja qu’il y a une qui est dérivable. (Annexe 11)

47 J : mais quand on dit : « soit », généralement ¢a envoie au général
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48 Es : oui. Justement, justement. La question c’est: est ce qu’il existe des fonctions
dérivables, ¢a veut dire qu’on suppose qu’il existe une dérivable, et on montre qu’elle est

continue. C’est I’existentiel 1a-bas.

Dans cette séquence, 1’utilisation de « soit » donne le statut d’é¢lément générique a la fonction
introduite pour la démonstration. Or a la ligne 44, un renvoi a une quantification existentielle,

donc la lettre qui représente la fonction est une variable liée.

Par ailleurs, d’aprés Selden &Selden (1995), parce qu’un énoncé commence par « quel que
soit € ... », la structure de sa preuve commence par I'introduction de & dans la premicre
phrase, et réciproquement. Du coup nous pouvons dire que Es en introduisant la fonction par

« soit » quantifie universellement I’énoncé que nous lui avons proposé.

En 48, dire « il existe une fonction » assure I’existence de la fonction, ce qui n’est pas le cas
lorsqu’on suppose qu’il existe une fonction. Dans cette séquence, il traduit en fait la preuve

sous hypothese.
Nous lui avons présenté le questionnaire adressé aux étudiants.

3.4.3. Le point de vue d’'un enseignant du supérieur au sujet du questionnaire
étudiant
A I’exercice 1, il pense que les étudiants ne vont considérer que les nombres qui vérifient

I’antécédent (ligne 59). En outre, sa réponse laisse penser que cette solution est aussi la

sienne :

58 Es : le probléme ¢’est de pouvoir écrire, d’aucun vont le faire manuellement, premier
nombre pair ¢’est 2, son successeur c’est 3, il est premier. Aprés c’est 4, son successeur
c’est 5, il est premier, apres c’est 8, le successeur c’est 9, il n’est pas premier. Ensuite ¢’est
10, le successeur est premier. Donc d’aucun vont le faire manuellement, est ce qu’ils vont
arriver a trouver tous les nombres ? Aussi qu’a partir d’un certain rang on se rend compte

que bon... (Annexe 11)
58 J : de 0-20, c’est juste de 0-20

59 Es : ok, de 0-20, manuellement, on va le faire, puisque ce n’est pas compliqué, on écrit
tous les nombres pairs, on ajoute +1. Comme on avait 10, on additionne a 11, aprés on
passe a 14, on a 15 qui n’est pas, ainsi de suite. Bon si ce n’est que ¢a, vraiment, 20, on le

fait manuellement, sans avoir a poser une quelconque équation.
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Pour résoudre I’exercice 6 du questionnaire des étudiants qui porte sur les inférences valides,
Es a utilisé ses connaissances mathématiques (lignes 54, 56) ; il ne fait pas allusion aux régles

d’inférence.

Concernant I’exercice 10, il pense que les étudiant auront beaucoup de mal a traduire 1’énoncé
proposé en langage formalisé. A son avis, ceux-ci risquent de donner une écriture lin€aire ou

les deux nombres premiers dont n est la somme ne sont pas introduits.

Conclusion
En début d’université, les mémes phénomenes observés dans ’enseignement secondaire

apparaissent. Mais ils sont beaucoup plus accentués du fait de ’'usage du formalisme pour

exprimer des énoncés souvent trés complexes.

Notre entretien avec un enseignant du supérieur montre une interprétation instable de un par
ce dernier, et nous faisons I’hypotheése que cela peut se répercuter sur les enseignements. En
outre, il semble averti des difficultés que les étudiants rencontrent dans 1’utilisation des
concepts de logique, mais cet entretien ne traduit pas de fagon claire la maniere dont il les

prend en charge.

Conclusion du chapitre 4
Dans ce chapitre nous avons mené une analyse de quatre chapitres d’un manuel de

mathématiques de terminale C au programme au Cameroun et de deux chapitres du polycopié
en usage en premiére année de la filiere mathématique de 1’Ecole Normale Supérieure de
Yaoundé¢. Cette analyse avait pour but d’une part, de mettre en évidence le type de
transposition qui est faite des ¢léments de logique, et d’autre part, d’identifier dans le cours

des situations qui peuvent engendrer des difficultés chez les éleves et les étudiants.

Il ressort de cette étude que la logique ne fait pas I’objet d’un apprentissage particulier, en
dehors de la démonstration par récurrence qui est présentée dans le manuel et dont nous avons
fait ressortir quelques €léments susceptibles d’étre source de difficultés pour les apprenants.
La logique est essentiellement utilisée comme outil : les connecteurs logiques apparaissent
dans les définitions, les théorémes, et dans les démonstrations ; la quantification universelle

est surtout implicite dans les énoncés des théoremes, et de ce fait la quantification multiple

qui apparait est généralement celle de la forme 3x,Vy P(x,y); dans le secondaire, les
symboles sont utilisés pour faire des abréviations ; il y a une instabilité dans le statut des

lettres, et cela s’observe surtout dans la démonstration. Il faut noter que de nombreuses
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situations que nous avons identifiées contiennent des implicites qui peuvent étre difficilement

partagés par les éleves et les ¢tudiants.

Pour apporter des ¢léments complémentaire a cette analyse, nous avons mené des entretiens

avec des enseignants qui interviennent dans le secondaire et a I'université.

Dans I’enseignement secondaire, 1I’enseignement de la logique est restreint et controlé par
I’institution, ce qui ne donne pas aux enseignants rencontrés I’autonomie nécessaire pour
pouvoir dispenser un enseignement de logique adéquat. L’accent est mis en priorité sur

I’apprentissage des techniques de démonstration.

Dans I’enseignement supérieur, c’est la logique des propositions et la quantification qui font
I’objet des enseignements de logique. Dans le cours d’analyse, l’accent est mis sur
I’apprentissage des techniques de démonstration. Toutefois, nous avons rencontré dans le
premier chapitre du polycopié¢ une série d’exercices dont le traitement mobilise de fagon

explicite les concepts de logique, et qui sont traités dans les séances de travaux dirigés.

Nous sommes amenée a faire le constat que la prise en charge des concepts de logique par les
enseignants est loin de lever les implicites contenus dans leur usage dans le cours de
mathématiques. Nous faisons 1’hypothése que les situations problématiques que nous avons
rencontrées au cours de ces analyses représentent de bons candidats pour le but visé dans

notre travail.
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PARTIE 2 : EXPERIMENTATION AVEC LES ELEVES ET LES ETUDIANTS
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INTRODUCTION

L’enseignement des concepts de logique ne figurent ni dans les programmes de
I’enseignement secondaire, ni dans ceux de premicre année de licence de mathématiques dans
les universités camerounaises. Les analyses du manuel de terminale C et du polycopié
d’analyse de premicre année de licence de mathématiques, les résultats des entretiens avec des
enseignants de mathématiques qui sont contenus au chapitre 4 montrent que la prise en charge
des concepts de logique par les enseignants est a I’heure actuelle peu significative a ces

niveaux d’étude.

Dans cette partie, nous présentons la méthodologie expérimentale que nous avons mise en

place pour conduire notre étude, et les résultats des expérimentations que nous avons menées.

Nous avons fait passer un questionnaire a I’ensemble des étudiants de la premiere année de la
filiecre « Mathématiques », puis nous avons propos¢ a des étudiants volontaires ayant répondu
au questionnaire de participer a un module de suivi visant a revenir sur le questionnaire et a

ouvrir sur d’autres questions.

Dans la perspective de 1’étude de la transition, nous avons €galement proposé a des ¢léves de
Terminales C d’un lycée de Yaoundé un questionnaire comportant les mémes questions que
celui proposé aux étudiants, a I’exception de deux questions pour lesquelles les connaissances

mathématiques en jeu n’étaient pas au programme de la classe de terminale.

Les questionnaires ¢étaient composés d’exercices de mathématiques, dont la résolution
nécessitait, outre les connaissances mathématiques en jeu, la mobilisation des concepts

¢lémentaires de logique : négation, implication, équivalence, quantification.

Notre objectif principal était d’évaluer a partir des réponses des €leves et des étudiants, leur
capacité a mobiliser les concepts de logique lorsque ceci s’avere nécessaire pour résoudre les
problémes posés. Plus précisément, nous avons construit les questionnaires afin qu’ils nous

permettent :

- d’identifier et de préciser les difficultés éventuelles des ¢éleves et des étudiants dans
I’utilisation des concepts de logique, en nous appuyant sur les cadres théoriques que

nous avons développés ;
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- de repérer des taches spécifiques qui permettent d’expliciter ces concepts dans leur
dimension prédicative et opératoire.

Un apprentissage devrait se faire a 1’aide d’une variété de situations, ordinaires et pas
ordinaires. Pour des situations ordinaires, le sujet dispose des compétences nécessaires au
traitement de la situation. Pour des situations inhabituelles pour lui, il va soit mettre en ceuvre
des schémes qui font partie de son répertoire et qui pourront éventuellement le conduire a un
échec, soit modifier les schémes disponibles. Ainsi, pour chaque concept, nous avons identifié
des variables didactiques, dont la modification dans un item va entrainer celle du scheme de
résolution. C’est en fonction de ces variables que nous avons choisi les exercices proposés
aux ¢€leves et aux étudiants.

Concernant le module de suivi, il a été organis¢ dans le but de :

- provoquer des débats entre les étudiants sur les thémes abordés. A travers ces
discussions, nous pouvons avoir une meilleure lisibilité de leurs conceptions,
comparativement a ce qui ressort des productions écrites issues des questionnaires ;

- identifier les points sur lesquels une action didactique peut étre menée, en vue de
clarifier 'usage des concepts de logique.

Comme nous I’avons montré dans la revue des travaux antérieurs présentée au chapitre 3,
plusieurs travaux relatifs aux difficultés de maniement des concepts que nous ¢tudions ont
déja été menés La particularité de nos recherches réside dans le fait que, en méme temps que
nous identifions ces difficultés chez les €leves et les étudiants, nous explorons des champs de

possibles dans I’activité mathématique, pour expliciter ces concepts.
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CHAPITRE 5 : Présentation générale des questionnaires et du module
de suivi

Dans cette partie, nous présentons les questionnaires et les raisons qui ont orienté le choix des
items qui y figurent. Nous donnerons un aperc¢u du but visé par chacun des exercices que nous

avons proposé, une analyse plus fine des items étant menée dans les analyses a priori.

1. Modalités de passation des questionnaires
La passation des deux questionnaires a eu lieu au mois de décembre 2010. Nous avons choisi

cette période car les cours d’analyse dans 1’enseignement secondaire et dans I’enseignement
supérieur avaient déja couvert les enseignements auxquels les exercices des questionnaires
renvoient. Pour les deux populations, la durée du test était d’une heure.

Nous avons fait passer le questionnaire au lycée dans la classe de notre collegue Monsieur
Joseph Fotsing, enseignant au lycée Général Leclerc de Yaoundé. Il a accepté de céder une
heure de son cours a cet effet et nous I’en remercions trés sincérement. 61 éleves étaient

présents ce jour-la.

Le questionnaire des étudiants a été passé pendant le cours de Monsieur Lawrence Diffo
Lambo, enseignant a I’Ecole normale Supérieure de Yaoundé. Il a renoncé a une heure de ses
enseignements, ce qui nous a permis d’interroger 68 étudiants présents ce jour. Nous I’en

remercions.

La résolution des exercices s’est faite individuellement et par écrit. Nous avons récupéré les

copies que nous avons dépouillées. Elles font 1’objet de nos analyses a posteriori.

2. Présentation des exercices des questionnaires
Le questionnaire que nous avions rédigé pour les étudiants comporte onze exercices, celui

pour les ¢éleves de Terminale C en comportait neuf. Compte tenu du temps qui nous était
imparti pour les tests, nous avons demandé aux étudiants et aux €léves respectivement, de ne
pas traiter les exercices 9 et 11, et les exercices 7 et 9 de leurs questionnaires respectifs au
moment du déroulement du test. Les exercices 9 et 11 du questionnaire destiné aux étudiants
correspondent respectivement aux exercices 7 et 9 du questionnaire destiné aux é€leves. Les
exercices supprimés figurent dans les questionnaires que nous avons distribués a chacun, mais
ils ne font pas ’objet d’une analyse de notre part. Finalement, les étudiants ont donc eu a

traiter neuf exercices, tandis que les lycéens devaient en traiter sept. Ces exercices recouvrent
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les concepts logiques qui sont I’objet de notre étude, a savoir la négation, 1’implication,

I’équivalence et la quantification.

Pour alléger les écritures, nous appellerons Questionnaire 1, le questionnaire adressé aux
¢tudiants et Questionnaire 2, celui qui était adressé aux ¢€leves, en raison de 1’ordre dans

lequel nous les avons fait passer.

Tous les exercices du Questionnaire 2 sont contenus dans le Questionnaire 1. Dans 1’exercice
5 du Questionnaire 2, en plus des cinq items a traiter, nous avons demandé aux éleves de

donner la négation de « f est croissante », et de I’écrire dans le langage formel.

Compte tenu des décalages de numérotation pour certains exercices du questionnaire et afin
d’éviter les répétitions, nous présentons les exercices du Questionnaire 1 et donnons lorsque
c’est nécessaire, des précisions pour que le lecteur puisse identifier dans le Questionnaire 2,

les exercices correspondants.

Dans le tableau ci-dessous, nous présentons une classification des exercices en fonction des

concepts qui y sont en jeu :

Questionnaire 1 | (yyantification | Négation Implication | Equivalence | Questionnaire2
Exercice 1 X Exercice 1
Exercice 2 X X Exercice 2
Exercice 3 X X X Exercice 3
Exercice 4 X X X X
Exercice 5 X X* Exercice 4
Exercice 6 X Exercice 5
Exercice 7 X Exercice 8
Exercice 8 X Exercice 6

Exercice 10 X X

Comme le montre le tableau, a I’exception de I’exercice 1, tous les exercices mettent en jeu au
moins deux des concepts logiques que nous étudions ; néanmoins, chaque exercice a été
construit pour travailler un concept spécifique. Dans ce qui suit, nous regroupons les
exercices en prenant en compte ce concept spécifique, ce qui nous permet de mettre en

évidence la variété des taches proposées pour un concept donné.
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La négation : les exercices relatifs a ce connecteur logique sont les exercices 3 et 4

La négation des propositions singulieres coincide avec la forme négative de ces propositions.
Il n’en est pas de méme pour les énoncés complexes (quantifiés, conditionnels, conjonction,
disjonction, ou alors une combinaison de plusieurs opérations) ou la construction de la
négation va mettre en ceuvre des schémes plus €élaborés avec en I’occurrence, I’identification

de la structure de I’énoncé a nier.

Nous nous intéressons aux énoncés complexes, c’est-a-dire aux énoncés qui, €crits dans le
langage du calcul des prédicats contiennent des connecteurs logiques, et/ou des

quantificateurs.
Les variables didactiques que nous avons retenues sont :

- le langage utilisé : langage naturel, formel, mixte ;

- le type de la quantification : explicite, implicite. Lorsque la quantification est
explicite, nous regardons si ¢’est un énoncé existentiel, universel, si ’énoncé est sous
forme prénexe ou non prénexe' > ;

Dans [’exercice 3, nous proposons quatre énoncés dont il faut donner la négation. Le premier
est un énoncé universellement quantifi¢, et le second est un énoncé existentiel. Le troisi¢me
énoncé est un conditionnel universellement quantifié dont la quantification est implicite. Le
quatriéme est un €énoncé dont la complexité dans le traitement provient du mot foujours. Dans
le contexte de cette phrase, ce mot renvoie a un quantificateur universel qui porte sur
I’observation d’un phénomene (fini, pas fini). Par ailleurs, la forme langagicre utilisée cache
un conditionnel qu’une reformulation de la phrase fait ressortir.

L’exercice 4 n’a été proposé qu’aux €tudiants. Il comporte un énoncé conditionnel ouvert
donné en langage formel. Il leur est demandé d’une part, d’écrire la négation et la contraposée
de cet énonce, et d’autre part, d’évaluer la valeur de vérité de sa réciproque. Pour la deuxiéme
question, nous faisons I’hypotheése que les étudiants vont considérer qu’ils ont un énoncé
comportant une quantification universelle implicite. L antécédent est un énoncé universel, et

la construction de la négation de la phrase met en défaut le théoréme-en-acte ci-dessous qui ne

s’applique de maniere automatique qu’aux énoncés €crits sous forme prénexe :

« Lorsqu’un énoncé contient un quantificateur, on le change lorsqu’on construit la négation

de cet énoncé »

122 La forme de la quantification est prénexe lorsque tous les quantificateurs sont en téte de formule.
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La quantification : les exercices relatifs a ce connecteur logique sont les exercices 2, 5 et 8.

La quantification doit certes €tre prise en compte dans les exercices 3 et 4, mais ce n’est pas le

concept qui y est central.

Les exercices 5 et 8 du Questionnaire 1 correspondent respectivement aux exercices 4 et 6 du

Questionnaire 2.

La quantification implicite ne permet pas d’expliciter I'univers du discours, mais dans la
classe de mathématiques, cet univers est institutionnalisé. La passation des questionnaires se
déroule hors du contexte de la classe. De ce fait, il est possible que I’implicite sur I’'univers du

discours ne fonctionne plus, et cela peut conduire a des raisonnements erronés.

Les variables didactiques que nous avons retenues:

explicitation ou non de 'univers du discours ;

- langage utilisé : langage naturel, formel, mixte ;

- quantification explicite ou implicite ;

- nature des quantificateurs : existentiel, universel ;

- quantification simple ou multiple

- si quantification multiple, quantificateurs différents ou non, et si différents, ordre
d’apparition dans la formule.

- forme prénexe ou non prénexe

- statut des lettres: ¢éléments génériques, variables liées ou variables libres.

Chacun des exercices renvoie a des taches spécifiques :

Dans [’exercice 2, 'univers n’est pas explicité ; les énoncés sont donnés en langue naturelle.
Les objets en jeu sont introduits par un, qui peut avoir plusieurs interprétations : la nature du
quantificateur n’est pas déterminée et de ce fait, le statut de la variable non plus. En classe de
mathématiques, ’interprétation faite généralement de un renvoie au quantificateur universel.
Les enseignants ’utilisent dans 1’énonciation des propriétés et des théorémes généraux. Ici,

I’énonce 2.2 est un énoncé contingent et les deux autres sont toujours vrais.

Dans cet exercice, la tache consiste a évaluer la vérité d’un énoncé —ce qui nécessite de
choisir 'univers du discours et une interprétation de I’article un, et a justifier les raisons du

choix effectué.
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Dans /’exercice 5, les énoncés sont donnés en langage mixte. Nous avons demand¢ aux éleves

de donner la négation de f est croissante, puis de 1’écrire dans le langage formel.

Dans la suite, la tache consiste a choisir parmi plusieurs énoncés donnés en langage mixte
celui ou ceux qui correspondent a la définition de la propriété « f est majorée sur un intervalle

I ». Le statut des lettres en jeu et ’ordre d’occurrence des quantificateurs sont cruciaux :

I’item 5.1 est universellement quantifi¢, est sous forme prénexe, contient la variable
libre M ;

- I'item 5.2 a une quantification universelle implicite ou un ¢élément générique (x),
contient la variable libre M dont le domaine n’est pas explicité, la variable x peut
avoir le statut de variable libre ou d’élément générique ;

- les items 5.3 et 5.4 sont sous forme prénexe ; ils contiennent les deux quantificateurs
dont I’ordre differe dans ’un et I’autre des items ; les domaines sont explicités ;

- I’item 5.5 peut étre vu comme un énoncé universel implicite ou comme possédant
I’¢lément générique x ; 'univers du discours est explicité ; M est une variable liée.

L’exercice 8§ est composé¢ de deux phrases ouvertes en l’intervalle /, exprimées dans le
langage mixte. Elles sont respectivement de la forme Va,3b, R(a,b) et 3b,Va, R(a,b),
I’univers du discours étant /. Il est demandé aux éléves et aux étudiants de déterminer les
intervalles 7 qui satisfont ces phrases. Dans cet exercice, nous accordons une place importante
a 'univers du discours et a I'ordre des quantificateurs dans une quantification double avec

deux quantificateurs différents.

L’implication : les exercices relatifs a ce connecteur logique sont les exercices 1, 6 et 7. Les

exercices 6 et 7 correspondent respectivement aux exercices 5 et 8 du Questionnaire 2.

Au paragraphe 2.3.1 du chapitre 2, nous avons présenté¢ quatre taches dont la résolution
mobilise I'implication : utiliser un théoréme donné sous forme implicative dans une
démonstration ; démontrer un théoréme général de la forme Vx € D, P(x) = Q(x) ; évaluer
la valeur de vérité d’un énoncé conditionnel ; déterminer les éléments qui satisfont ou non une
implication ouverte ; savoir si on peut ou non faire des déductions. Les deux premieres taches
sont des taches habituelles dans la classe de mathématiques. Pour le questionnaire, nous avons

retenu les trois autres types de taches qui sont reprises de travaux antérieurs
Les variables didactiques pour les exercices 1 et 7 :

- type d’énoncé : quantifié, ouvert, avec ¢lément générique ;
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- langage utilisé : formel, mixte, naturel ;
L’exercice 1 est un exercice peu habituel ; il s’agit de déterminer les éléments d’un domaine
donné satisfaisant une implication ouverte, dont la résolution se rameéne a I’évaluation

d’implications matérielles. L’item est donné en langage naturel.

L’exercice 6 consiste a reconnaitre les situations ou I’on peut ou non faire une déduction. Les

régles de déduction qui peuvent étre mobilisées ici sont le Modus Ponens et le Modus Tollens.

Dans [’exercice 7, les étudiants doivent évaluer une implication dont I’antécédent est toujours

faux, ce qui est comme pour I’exercice 1, une situation inhabituelle pour eux.
Exercice 10 :

Cet exercice met en jeu de manicre articulée la quantification et I’implication, c’est la raison
pour laquelle nous le traitons a part. Il ne figure pas dans le questionnaire des éléves, car nous
avons pensé que son niveau de complexité n’est pas accessible a ces derniers. Nous I’avons

¢tudié au paragraphe 3.2 du chapitre 2.

Il s’agit ici d’écrire dans le langage formel un énoncé qui a ét¢ donné dans la langue naturelle.
Ce type d’activité, tout comme [’activité inverse (passage du langage formel au langage
naturel) est peu pratiquée dans la classe de mathématiques, et est source de difficultés pour les
¢tudiants. La formalisation de cet énoncé met a jour une implication et un énoncé existentiel

dans le conséquent de cette implication, qui sont cachés dans 1’énoncé en langue naturel.
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Tableau récapitulatif des variables didactiques en fonction des exercices

Exercices | Univers | Langage Quantif Nature du Quantif simple | Prénexe Statut
du utilisé explicite quantif ou multiple ou non lettre
discours ou non
1 Explicité naturel ouvert Var. libre
2 Non naturel Non
explicité explicité
3 Explicité | naturel Explicite Universel Simple Prénexe
et non 3.1 (3.1
explicite Existentiel 3.2)
(3.2)
4 Explicité | Formel Non Non
explicite prénexe
5 explicité | Mixte Explicite Les deux Quantification | Prénexe | Libre et lié¢
pour pour quantificateurs simple et et non M) ;
certains certains multiple prénexe | générique
items items et lié (x)
6 Explicité | Mixte Non
explicite
7 Explicité | Mixte Explicite | Quantificateur multiple Prénexe | Variables
universel liées
8 Non Mixte Explicite Les deux Multiple Prénexe | Variables
explicité quantificateurs liées et
libre
10 Explicité | Naturel | Explicite Les deux Multiple Non Variables
et non quantificateurs prénexe lies
explicite
Conclusion

Nous avons présenté brievement les différents exercices contenus dans les
questionnaires respectifs des ¢leves et des étudiants, en précisant de facon succincte, I'intérét
de proposer chacun d’eux. Pour chaque concept de logique, nous avons choisi des taches pour
la plupart inhabituelles dans la classe de mathématiques, et dont le traitement met en jeu les
différents concepts logiques que nous étudions en faisant varier les variables didactiques
associées. Dans un certain nombre de cas, cela peut permettre de mettre en défaut certaines
régles d’action utilisées par les étudiants en dehors de leur domaine de validité. Certains de

ces exercices ont servi de support pour les activités proposées dans le module de suivi.

3. Présentation du module de suivi
Dans notre travail de theése, une partie importante porte sur 1’identification d’une part, des

conceptions des €leves et des étudiants de 1’'usage des concepts de logique, et d’autre part, des
situations d’enseignements qui permettent d’expliciter ces concepts. Nous faisons I’hypothese
qu’au cours de débats provoqués dans le cadre de la résolution de taches centrées sur
I’utilisation des concepts de logique, nous pouvons obtenir des informations beaucoup plus

précises que celles fournies par les traces écrites. C’est ainsi qu’apres la passation du
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questionnaire, nous avons proposé a des étudiants volontaires de participer a un module de
suivi sur les questions de logique. Nous I’avons organis¢ en janvier 2011. Nous avons retenu
les 8 premiers €tudiants qui se sont présentés, et nous les avons répartis en deux groupes de 4

étudiants chacun.

Le module a eu lieu pendant les congés du premier semestre a I’Ecole Normale Supérieure de
Yaoundé, juste apres les examens du premier semestre. Nous avons organisé 4 séances de
travail qui portaient d’une part, sur le questionnaire des étudiants, et d’autre part sur des

exercices complémentaires que nous présentons dans la suite.

Au cours des trois premieres séances, les exercices étaient travaillés séparément par chacun
des deux groupes. Cette phase de travail collectif €tait suivie d’'une mise en commun des

résultats des deux groupes.

Nous avons assisté a des débats dans les deux groupes, mais n’y avons pas pris part. Cela
nous a permis de recueillir certaines informations que nous avons jointes a celles que la
lecture des copies collectées nous a apportées. Ainsi nous avons pu identifier les besoins des

¢tudiants en logique et cadrer nos interventions.

Nous avons enregistré enticrement les débats d’un groupe. Nous avons des enregistrements
partiels du second groupe et quelques notes relevées pendant les échanges auxquelles nous
avons assisté. Les phases de mise en commun des deux dernieres séances ont ¢té enregistrées

entierement.

Séance 1 : La séance a porté sur les exercices 1, 2, 3, 4 et 5 du questionnaire ¢tudiant. Elle a

duré 3 heures

Séance 2 : cette séance était consacrée au traitement des exercices 6, 7, 8 et 10. Elle a duré 2

heures

I4 r . r . r \ . 12
Séance 3 : cette séance portait sur ’analyse de la démonstration du théoréme du point fixe'?.
Nous avons €énoncé le théoréme et nous en avons donné une démonstration. Nous avons

demandé aux étudiants de :

1) Repérer
- la structure logique globale de la démonstration ;

- les modes de raisonnement utilisés ;

123 .
Voir annexe 1
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- les théorémes mobilisés explicitement ;
- les théorémes mobilisés sans étre explicités.
2) Préciser le statut logique des lettres (variables libres, liées, éléments génériques,
¢lément particuliers) et indiquer ce qui ne leur paraissait pas clair.
Cette séance a duré 1 heure.

Séance 4 : démonstrations du théoréme des accroissements finis généralisé

Nous avons proposé deux démonstrations du théoréme des accroissements finis généralisé, la

premiere qui est la démonstration correcte et la seconde telle que reprise dans Durand-
. 124 4 4 . :

Guerrier & Arsac (2003) “". Nous avons demandé aux étudiants de les analyser et dire

laquelle leur semblait étre juste. La séance a duré 1 heure.

2% voir chapitre 2, section 1.2.1.5

237



238



CHAPITRE 6 : Les exercices centrés sur la négation

Introduction
La négation des énoncés est une opération unaire qui prend en compte pour sa construction,

les aspects sémantique et syntaxique. Du fait de son utilisation courante dans la langue, elle
n’est pas problématisée dans le cours de mathématiques. Pourtant certains résultats (Ben
Kilani (2005), Durand-Guerrier & Njomgang (2009)) montrent que les étudiants éprouvent

. LN e r r r . . . r r s 12
des difficultés a nier des énoncés mathématiques, en particuliers, les énoncés quantifiés'>.

Dans ce chapitre nous présentons les exercices 3 et 4 du questionnaire destiné aux étudiants.
Pour chaque exercice, nous avons mené une analyse a priori. Les réponses des €léves et des
¢tudiants aux items contenus dans ces exercices et le module de suivi font I'objet d’une

analyse a posteriori présentée également dans ce chapitre.

Nous apportons la précision suivante concernant les analyses a priori et a posteriori, qui est

valable pour ce chapitre et pour les chapitres 7, 8 et 9 ¢galement :

Les étudiants qui ont répondu au questionnaire sont désignés par la lettre E suivie de deux
chiffres ; les étudiants qui ont assisté au module de suivi sont désignés par la lettre E suivie

d’un seul chiffre ; nous avons nommé les éléves avec la lettre L suivie de deux chiffres.

1. Exercice 3
Donner la négation de chacune des phrases suivantes :

3.1 Toutes les boules contenues dans ['urne sont rouges
3.2 Certains nombres entiers sont pairs
3.3 Si un nombre entier est divisible par 4, alors il se termine par 4.

3.4 La limite d’une fonction est toujours finie.

1.1. Analyse a priori du questionnaire et du module de suivi
Les trois premiers items de cet exercice sont issus d’un questionnaire que la CI2U'° a

proposé¢ a des étudiants nouvellement arrivés en premi€re année d’université. Le questionnaire
avait pour but de recueillir des informations sur les compétences des étudiants dans plusieurs
champs, dont le champ de la logique, pour ce qui concerne particulieérement I’implication, la
négation et la quantification. Nous avions également proposé ces items a des ¢€leves des

Classes Scientifiques Spéciales de I’Ecole Normale Supérieure de Yaoundé au Cameroun en

12> Ces aspects sont développés au chapitre 2.

La CI2U (commission IREM inter université) regroupe des formateurs de différents IREM en France
travaillant sur les questions de transition lycée université et sur I'enseignement universitaire.
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janvier 2008. Les résultats du test et les analyses y relatifs sont présentés dans Durand-

Guerrier & Njomgang Ngansop (2009)
Le questionnaire

Cet exercice a pour but de voir comment les apprenants construisent la négation des énoncés.

Les deux premieres phrases sont des énoncés quantifiés, ou les quantificateurs sont

respectivement :

- «toutes », quantificateur universel qui est moins utilis¢ dans la classe de

mathématiques que I’expression « quel que soit », trés connue des apprenants ;

- «certains » qui renvoie au quantificateur existentiel et trés peu utilisé en classe de
mathématiques, le quantificateur existentiel apparaissant surtout sous la forme « il

existe ».

Il est possible que « certains » ne soit pas identifié¢ par les ¢leves d’une part, du fait qu’ils ne
regoivent aucun enseignement relatif au concept de quantification dans le secondaire, et
d’autre part, par les étudiants qui passent sans transition aucune, de I’utilisation du langage
courant au langage mixte'”’ a 'université, ou le quantificateur universel est noté Vet le

quantificateur existentiel 3.

La troisieme phrase est un ¢énoncé conditionnel universellement quantifié dont la
quantification est implicite. La présence de « un» est susceptible de générer plusieurs
interprétations : il peut renvoyer a un élément générique ou singulier, a une quantification

universelle ou existentielle.

La quatriéme phrase est un énoncé conditionnel implicite. Ici aussi, la présence de « une » peu

générer plusieurs formulations de la négation.
Toutes ces phrases sont données dans la langue courante.

Pour ¢laborer la classification des réponses que nous avons proposée pour les items 3.1 et 3.2,
nous avons pris en compte le changement du quantificateur, et regardé si la négation était

portée ou pas sur le verbe.

Phrase 3.1 : Toutes les boules contenues dans [’urne sont rouges

127 Langage naturel et langage formel

240



Cette phrase est une proposition simple, universellement quantifiée ; elle peut renvoyer a une

situation mathématique, par exemple en probabilité.

La construction de sa négation permet de voir quelle conception ont les apprenants de la
négation des énoncés universellement quantifiés, de mettre en évidence la différence entre la

négation partielle, la négation totale et le contraire des énoncés.
Les réponses attendues sont :

- il existe au moins une boule dans 1’'urne qui n’est pas rouge (B1), qui est la réponse

correcte ;

- les boules contenues dans I'urne ne sont pas toutes rouges (B1), qui est équivalent a
dire qu’on peut trouver au moins une boule dans I'urne qui n’est pas rouge. C’est une

réponse correcte ;

- parmi les boules contenues dans 1’urne, il y en a qui ne sont pas rouges (B1%*), qui est
une réponse correcte. L’expression « Parmi les boules » renvoie a une ou plusieurs

exceptions, une particularité observée sur certaines boules de ’urne ;

- des boules contenues dans 1’urne ne sont pas rouges (B1**), qui peut étre considéré
comme une réponse correcte. La présence de I'indéfini « des » suppose qu’il y a au
moins deux qui sont concernées par la propriété €énoncée. Par conséquent, de facon
rigoureuse, I’existence d’une seule boule qui n’est pas rouge rendra cette réponse

fausse ;

- Certaines boules contenues dans 1’'urne ne sont pas rouges (B1**), énoncé qui est de la

méme nature que la réponse précédente ;

- toutes les boules contenues dans I’urne ne sont pas rouges (B2) qui est la forme
négative enseignée dans le cours de frangais des 1’école primaire. Elle correspond a la
négation dans la langue frangaise, ou elle est interprétée par (B1) dans la norme
linguistique francaise. Cette formulation, comme nous le disions au chapitre 2, dans le
langage courant, est souvent interprétée comme « aucune boule contenue dans I'urne
n’est rouge », ce qui fait de la formulation (B2), une formulation ambigiie (Fuchs,

1996) ;

- toutes les boules qui ne sont pas contenues dans ’urne sont rouges (B3);
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- il existe des boules rouges contenues dans 1’urne qui sont rouges (B4), qui consiste

seulement en un changement de quantificateur ;

- aucune boule contenue dans I'urne n’est rouge (BS) qui est le contraire, I’opposition

radicale qu’Aristote a appelé la contrariété ;

- toutes les boules contenues dans 1'urne sont non rouges. La négation n’affecte que
I’attribut. Il n’est pas exclu que certains étudiants cherchent a exprimer « ne sont pas

rouges » par une couleur autre que le rouge.

Pour nombre d’étudiants, parler de négation ou de forme négative, c’est la méme chose. Cela
provient de I’enseignement du frangais ou on ne parle en général que de forme négative avec

I’utilisation de ne ... pas, ne ... plus, ...

De méme, au chapitre 2, nous avons présenté la distinction entre négation et contraire ; elle
n’est pas toujours tres claire. C’est pourquoi ’utilisation de aucune peut s’expliquer par le fait
que I’étudiant pense que pour construire la négation de la phrase, il faut appliquer le contraire
a toutes et a la propriété. Dans le cas de 1’utilisation de aucune, on peut faire I’hypothese que
soit I’étudiant ne sait pas que cela marque un quantificateur universel, soit qu’il ne sait pas

que la négation d’une universelle est une particuliere.
Nous noterons B6 les autres types de réponses, et B7 I’absence de réponse.
Phrase 3.2 : Certains nombres entiers sont pairs

Dans cet item, il s’agit de construire la négation d’un énoncé existentiel. Pour cela, il faudrait

que les étudiants aient identifié certains comme un quantificateur existentiel. D’autre part, il y
. cror . . .12 <\ A . .

a un jeu entre les propriétés pair et impair'*®, et nous sommes dans le cas o « étre impair »

est la négation de la propriété « étre pair ».
Les réponses attendues a la question 3.2 sont :
- tous les nombres entiers sont impairs, qui est une formulation correcte.
- aucun nombre entier n’est pair, qui est une autre formulation correcte.
Nous noterons C1 ces formulations et celles qui leur sont équivalentes.

- Certains nombres entiers ne sont pas pairs, qui est la forme négative de la phrase 3.2.

28 Voir chapitre 2
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- Certains nombres entiers sont impairs, qui est une variante de la phrase précédente du

fait que I’on peut remplacer « ne sont pas pairs » par « sont impairs ».

Ces réponses ou le quantificateur « certains » n’est pas changé, peuvent provenir du fait qu’il
n’a pas ¢été identifié, ou alors s’il 1’a été, les étudiants n’ont pu mettre en ceuvre leurs
connaissances relatives a la construction de la négation des énoncés quantifiés. Une autre
hypothese est la forte résistance du langage courant, ou la négation s’identifie a la forme

négative.
Nous noterons C2 ces formulations et celles qui sont équivalentes.

- Tous les nombres entiers ne sont pas pairs ; qui comme nous I’avons dit dans notre

¢tude théorique, est une formulation ambigiie. Nous notons cette réponse C3

Il est possible que I’étudiant, ayant identifi€¢ certains comme un quantificateur existentiel le

change seul. On obtient ainsi la phrase:
- tous les nombres entiers sont pairs, qu’on note C3*

Nous codons C4 les autres réponses et CS les copies des étudiants n’ayant pas répondu a la

question.
Phrase 3.3 : Si un nombre entier est divisible par 4, alors il se termine par 4.

L’item 3.3 permet d’avoir une idée de la conception qu’ont les étudiants de la négation d’une
implication. On retrouve assez souvent la négation d’une implication sous la forme d’une
implication (Rogalski & Rogalski, 2004), bien qu’elle ait des formes différentes : la négation
de P= Q, apparait sous les formes non P= non Q, non P = Q, P = non Q, ou non Q =
non P (la contraposée). La négation de cette phrase pourra également nous renseigner sur

I’interprétation qui est faite du terme un.

L’item 3.3 est un énoncé universellement quantifi€, dont la quantification est implicite. On
retrouve ainsi la forme habituelle sous laquelle les théorémes sont énoncés dans le cours de
mathématiques, avec la précision que les théorémes sont des €énoncés toujours vrais dans
I’univers du discours ou ils sont donnés. Il faut remarquer que cette quantification implicite
n’est pas toujours partagée par les étudiants (Durand-Guerrier, 2005), d’ou notre motivation
de faire figurer cet item dans le questionnaire. Cet énoncé pourra étre interprété comme une

implication ouverte, c'est-a-dire de la forme P(x) = Q(x).
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La classification des réponses est basée sur 1’identification ou non du quantificateur implicite,

la structure (conjonction ou implication), et dans le cas d’une implication, sur la forme de

I’énoncé (Q = P,nonQ =P, ...).

Les réponses attendues sont les suivantes :

il existe des nombres entiers divisibles par quatre et qui ne se terminent pas par quatre
(D1), qui est la réponse correcte dans la mesure ou on a un énoncé universellement
quantifié, bien que la quantification soit implicite. Cette formulation renvoie a la notion
de contre-exemple. En effet, un nombre entier qui ne satisfait pas la négation de la

phrase ouverte associée a 3.3. satisfait (D1) ;

certains nombres entiers sont divisibles par 4 et ne se terminent pas par 4 : c’est une

autre formulation de la réponse précédente ;

un nombre entier est divisible par 4 et il ne se termine pas par 4 (D1%). Cette
formulation n’est pas trés naturelle. L’article un peut avoir plusieurs interprétations.
Considérée comme une phrase ouverte, elle est correcte du point de vue syntaxique.
Comme Chellougui (2004) le reléve, cette négation « ne donne pas lieu a I’apparition
d’un quantificateur existentiel. [...] La mobilisation/immobilisation de la quantification

produit des interrogations sur la lecture des expressions » (op. cit. p. 97) ;

un nombre entier n’est pas divisible par 4, et il se termine par 4 (D1**). On a une
conjonction dans laquelle la négation est appliquée a ’antécédent de 1’énoncé de départ

et le conséquent reste inchangé. C’est la négation de la réciproque de 3.3 ;

si un nombre entier ne se termine pas par 4, alors il n’est pas divisible par 4 (D2), qui
est la contraposée. Cette réponse est une implication de la forme non Q(x) = nonP(x) :

c’est la contraposée de 3.3 ;

si un nombre entier n’est pas divisible par 4, alors il ne se termine pas par 4 (D3), qui
est de la forme non P(x) = non Q(x). C’est la contraposée de la réciproque, elle est

équivalentea Q = P ;

si un nombre entier n’est pas divisible par 4, alors il se termine par 4 (D4), qui est la

forme non P(x) = Q(x) ;

244



- siun nombre entier est divisible par 4 alors, il ne se termine pas par 4 (DS), qui est de

la forme P(x) = non Q(x) ;

- si un nombre ne se termine pas par 4, alors il est divisible par 4 (D6), qui est de la

forme non Q(x) = P(x).

\

Nous noterons D7 les réponses qui ne sont pas d’une forme semblable a celles citées ci-

dessus, et D8 I’absence de réponse a cet item.
Phrase 3.4 : La limite d 'une fonction est toujours finie.

Nous avons retenu une formulation proche de celles que 1’on rencontre a 1’oral dans la classe

de mathématiques, comme par exemple :
« Une fonction dérivable est toujours continue ».

Afin de pouvoir en donner la négation, nous proposons tout d’abord une reformulation

mettant en évidence la structure logique.

Nous savons qu’une fonction peut avoir une limite ou pas, et que si la fonction admet une
limite, cette limite est unique. Dire que « la limite d’une fonction est toujours finie » signifie
que chaque fois qu’on considere une fonction, lorsqu’elle admet une limite, alors cette limite
est finie. Le fait qu’une fonction puisse admettre ou non une limite est un implicite dans cette

formulation.

Le mot toujours est un adverbe de temps qui peut €tre considéré ici comme un quantificateur

universel. Deux interprétations sont possibles :

La quantification ne porte pas sur 1’objet fonction, mais sur 1’observation d’un phénomene
(fini, pas fini), ou alors la quantification porte sur I’objet fonction, ce qui fait disparaitre le

marqueur temporel.

Nous considérons que telle que la phrase 3.4 est formulée, c’est une manicre dans la langue
naturelle d’expliciter la quantification universelle sur I’objet fonction. En mettant en ceuvre la
transformation du type «tout A est B» en un énoncé conditionnel implicitement

universellement quantifié du type « Si A, alors B», on obtient la reformulation ci-dessous :

« Si une fonction admet une limite, alors cette limite est finie ».

245



Par ailleurs, « la limite de la fonction f est finie » se formalise par « il existe un réel tel que la

limite de f soit égale a ce réel »
Au total, on a la paraphrase :

« Si une fonction admet une limite, alors il existe un réel tel que la limite de cette

fonction soit égale a ce réel ».

Nous avons ainsi transformé notre énoncé en un énoncé conditionnel comportant une
quantification universelle implicite et pour lequel le conséquent est un énoncé quantifié

existentiellement.

Il est possible d’une part que certains étudiants cherchent a écrire cette expression de maniere
formelle, puis a exprimer sa négation, et enfin, a la traduire en langage courant. Nous notons
que la formalisation que nous proposons peut ne pas €tre naturelle chez les étudiants ; elle
demande que I’énoncé de départ soit auparavant correctement paraphrasé¢. D’autre part,
I’interprétation de la négation comme contraire par certains pourrait susciter des réponses
avec jamais comme négation de foujours. D’autres enfin pourront donner la négation de
I’énoncé directement, a savoir, « la limite d’une fonction n’est pas toujours finie ». Cette
phrase ne porte pas d’ambigiiité du point de vue mathématique, a cause de 'unicité de la
limite d’une fonction lorsqu’elle existe. Dire donc que la limite n’est pas toujours finie
signifie que la limite est soit finie, soit infinie. On ne peut dire de méme du point de vue
linguistique, car « pas toujours fini» peut avoir le sens « fini ou pas fini, de fagon

alternative »
L’interprétation qui sera faite de une aura une influence sur la construction de sa négation.

Selon cette interprétation, nous proposons les écritures formalisées suivantes, ou L désigne le

prédicat qui s’interprete par « avoir une limite » :

(D) VE,(L(f)=>3,(leRAlimf =1)); si on explicite la quantification universelle
implicite.
(2) L(f) = 3L, (L e RAlim f = 1) ; une marque un élément générique.
Cet énoncé permettra de voir comment les étudiants construisent la négation d’un énoncé
conditionnel dont le conditionnel est caché¢ dans la formulation en langage courant, et s’il
existe un lien entre sa négation en mathématiques et sa négation dans le langage courant, du

fait qu’il est donné en langue courante.
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Les réponses que nous attendons :

- la limite d’une fonction n’est pas toujours finie (F1). Un est interprété comme un
générique. Cet énoncé est a la forme négative et coincide avec la négation de la
deuxieéme interprétation que nous avons proposée ;

- la limite d’une fonction est souvent (parfois) finie (F1*). Souvent ou parfois sont mis a
la place de pas toujours. Cette réponse n’est pas correcte, car, tant souvent que parfois
ne sont pas des synonymes de pas foujours, mais ils sont sous-entendus pas toujours.
Toujours renvoie a ’aspect pragmatique de la formulation, et souvent et parfois aussi.
Au marqueur temporel, 1’étudiant répond avec un marqueur temporel ;

- la limite d’une fonction peut étre infinie (F1**). Du point de vue langagier, ce n’est pas
la négation. Mathématiquement, elle a la méme signification que la réponse F1. En
effet, lorsque la limite d’une fonction existe, elle est soit finie, soit infinie. Cette
réponse a un aspect pragmatique ;

- la limite d’une fonction n’est jamais finie (F1***). Un est interprét¢ comme un
générique, cette formulation est le contraire de 3.4 ;

- la limite d’une fonction est infinie (F1****) qui mathématiquement a la méme
signification que « la limite d’une fonction n’est pas finie », mais du point de vue
linguistique, n’est pas la négation de 3.4 ;

- 1l existe des fonctions dont la limite n’est pas finie (F2). Cette réponse montre que
I’étudiant a interprété I’énoncé en portant le quantificateur universel sur la fonction.
C’est la négation de la formulation (1) ;

- certaines fonctions n’ont pas de limite finie, qui est une réponse trés proche de la
précédente ;

- une fonction admet une limite qui n’est pas finie (F2*) qui est une réponse correcte
lorsque I’interprétation de un renvoie a un générique ; elle n’a pas de valeur de vérité.
C’est une réponse rare a priori ;

- Il existe des fonctions dont la limite n’est pas toujours finie (F3). L’étudiant fait porter
la quantification sur les fonctions, et conserve le marqueur temporel toujours.

- il existe des limites de fonctions qui ne sont pas finies (F4): le quantificateur est porté
par la limite. Cette réponse laisse penser que pour une fonction, il existe plusieurs
limites parmi lesquelles une qui n’est pas finie.

Nous noterons F5 toutes les autres réponses, et F6 I’absence de réponse.
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Le module de suivi

Cet exercice permet de mettre en évidence la distinction entre la négation mathématique et la
négation dans le langage courant. En effet, dans le langage courant, nous avons vu que la
négation correspond a la forme négative qui peut, pour les énoncés quantifiés, produire des
formulations ambigiies voire des énoncés incorrects. Les items 3.1 et 3.2 permettent d’aborder
la négation des énoncés quantifiés. On regardera pour les énoncés ambigus —sous la forme

«tous ... ne ... pas ... », quelle interprétation en est faite.

Par ailleurs, plusieurs travaux (Rogalski & Rogalski (200, Durand-Guerrier & Njomgang
(2009), Deloustal-Jorrand (2004)) montrent que pour les étudiants, la négation d’un énoncé
conditionnel est un énoncé conditionnel. Un objectif que nous visons a travers 1’item 3.3 est
d’amener les étudiants a intégrer le fait que la négation d’une implication est une conjonction
et non une implication. A partir de ce méme item, on pourra faire le point sur la quantification
implicite des énoncés, ce qui permet de passer au formalisme et ainsi d’introduire la notion de

contre-exemple.

L’item 3.4 est une formulation qui peut avoir plusieurs interprétations. Il met en évidence les
ambiguités de la langue, et les difficultés que peut générer 1’utilisation du langage courant
dans la construction de la négation : I’analyse a priori met en évidence la pluralité¢ des
possibilités de distribuer la quantification sur 1’énoncé. Le module permettrait de discuter les
différentes interprétations et de les écrire dans le langage formel avant leur traitement, puis de
les traduire dans la langue une fois que la négation est construite. Cela permet d’évaluer
I’écart entre ce qui est dit avec les mots de la langue, et ce qui est exprimé dans le langage

formel.

1.2. Analyses a posteriori

1.2.1. Analyse des réponses des étudiants et du module de suivi
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Enoncé 3.1 : Toutes les boules contenues dans ['urne sont rouges

Tableau des distributions des réponses

Bl B1* B1** B2 B3 B4 B5 B6 B7
37 0 2 13 0 3 7 3 3
54% 0% 3% 20% 0% 4,3% 10,1% 4,3% 4,3%
E23/E65 | EO1/E03/E08/ E40/E51/ | E12/E30/ E44/E57/ | E58/E25/
B10/E16/E14/ E64 E33/E59/ £04 E38
B17/E32/E34/ B60/ E62/
E39/EA8/ES6/ B66
E61

Plus de la moiti¢ des étudiants donnent une réponse correcte (réponses de catégorie B1).
Parmi ces étudiants figure E06 qui a écrit dans sa copie « contraire . » devant chaque réponse
et donne la négation mathématique : cet ¢tudiant fait une confusion entre contraire et

négation.

20% des étudiants donnent une réponse de la catégorie « ambigiie » (B2), c’est-a-dire des
réponses de la forme « tous ...ne ... pas ... », qui est la forme négative de I’item de départ, et
qui correspond a la négation dans la grammaire francaise. On ne peut se prononcer sur
I’interprétation des 13 réponses, car nous n’avons aucune information sur la signification des
phrases produites.Nous rapprocherons ces réponses de celles qu’ils ont produites a I’item 3.2

afin d’avoir une idée un peu plus précise de la conception qu’ils ont de la négation.

7 étudiants ont donné le contraire de 1’énoncé. Ils ont changé le quantificateur « toutes » en
«aucune » qui renvoie encore a la quantification universelle. Nous pouvons dire que ces

¢tudiants identifient la négation au contraire.

Les 3 réponses de catégorie B4 sont obtenues par un changement du quantificateur universel

seulement, le verbe n’ayant pas été touché.

Au cours des échanges dans le module de suivi, la formulation B2 n’est pas apparue.
L’¢tudiant E3 fait une reformulation de 3.1 : il remplace le quantificateur « tout » par « quel
que soit » et obtient une expression connue, puis en donne la négation sous une forme

opératoire (on peut trouver):

2 E3 : Bon, moi je propose ... On dit toutes les boules contenues dans 1’urne sont rouges,

c’est-a-dire, quel que soit la boule qui se trouve dans 1’urne, elle est rouge. On peut trouver

des boules dans I’urne qui ne sont pas rouges.
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L’étudiant E1 a proposé aux autres de mettre I’énoncé sous la forme d’une implication, puis

d’en donner la négation :
4 E1 : Bon, si on veut mettre ¢a sous forme d’implication ?
IIs éprouvent des difficultés a le faire car ils conservent la quantification bornée :

7 E2 : Soit x appartenant a
12 E2 : quel que soit x appartenant a L,

14 E4 : quel que soit x dans |’urne, x est rouge

Enoncé 3.2 : Certains nombres entiers sont pairs

Tableau de distribution des réponses

C1 C2 C3 C3* C4 C5
24 16 13 9 1 5
35,3% 23,5% 19,12% 13,25% 1,47% 7,36%
EO01/E04/E08/E13/ | E02/E11/EIS/E16/ | E05/E19/E28/ E03 ES3/E30/E58/
E17/E34/E39/E41/ | EIS/E0E31/E3S | poo/ 537/E40/ F25/E38
E44/E60/E48/E56/ | EA4S/ESO/ESS/E63/
ES9/E61/E62/E66 E64 ESVES4/EST]

Pour cet item, 46 étudiants sur les 63 qui ont répondu, ont bien identifié certains comme un
quantificateur existentiel, et parmi ceux-la, 13 (catégoriec C3) donnent une formulation

ambiglie et 9 (catégorie C3*) changent les quantificateurs sans appliquer ne ... pas au verbe.
Parmi les 13 étudiants qui ont donné la réponse de la catégorie ambigiie (C3) :

- Unseul (E16) a donné pour négation au premier item, la forme négative de cet item ;

ses réponses a 3.1 et 3.2 sont respectivement :

3.1 Toutes les boules contenues dans 1’urne ne sont pas rouges

3.2 Tous les nombres entiers ne sont pas pairs
- Les douze autres ont produit la négation mathématique au premier item. Pour ceux-1a,
il y a bien un changement des quantificateurs qui est fait, et en plus la négation est
portée par le verbe. Pour ceux-1a, les réponses a 3.1 et 3.2 sont respectivement :

3.1 Il existe au moins une boule contenue dans I’urne qui n’est pas rouge (ou son équivalent)

3.2 Tous les nombres entiers ne sont pas pairs
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Au vu de ces deux réponses, nous faisons I’hypothése que I’interprétation donnée a

leur réponse en 3.2 est aucun nombre entier n’est pair.

Comme nous I’annoncions précédemment, nous avons rapproché les réponses des étudiants

de la catégorie B2 (toutes les boules contenues dans ['urne ne sont pas rouges) de I’item 3.1,

de celles de I’item 3.2. Des 13 étudiants qui ont donné la réponse de la catégorie B2 :

8 ¢tudiants (E01, E08, E17, E34, E39, E48, E56 ct E61) ont donné la forme négative
a I'ttem 3.2. On ne peut donner une interprétation de la formulation qu’ils ont
proposée en 3.1, toutefois, ces réponses laissent penser que ces ¢tudiants identifient la
négation a la forme négative.

E10, E14, et E32 qui ont proposé¢ la réponse correcte a I’item 3.2 (tous les nombres
entiers sont impairs/ aucun nombre entier n’est pair), ce qui nous amene a faire
I’hypothése que I’interprétation qu’ils donnent de leur réponse a I’item 3.1 est « il
existe des boules dans I’urne qui ne sont pas rouges ».

E16 a, quant a lui a proposé respectivement aux deux items les réponses :
3.1 : toutes les boules contenues dans 1’urne ne sont pas rouges ;

3.2 : tous les nombres entiers ne sont pas pairs

Le changement du quantificateur dans 3.2 met en évidence ’identification de certains
comme un quantificateur existentiel. Cette réponse nous conduit a choisir dans ce cas
I’interprétation « aucun nombre entier n’est pair » ; nous ne pouvons nous prononcer
pour 3.1.

Les items 3.1 et 3.2 mettent en évidence les deux interprétations que peut avoir la

formulation « tous ... ne ... pas »: comme négation d’un universel, on a une existentiel ;

comme négation d’un existentiel, on a un universel (aucun).

. .12 . . Sy . R .
Concernant le module de suivi'®’, certains a bien été identifié comme un quantificateur

existentiel. E2 donne une négation correcte :

34 E3 : Certains nombres entiers sont pairs. Certains ¢’est dans le cas de ...

35 E2 : De il existe. Je propose que « tous les nombres entiers sont impairs »

La négation qui est proposée par E2 est reprise en d’autres termes par E1, par mesure de

« prudence » :

129

Voir annexe 3, a I’exercice 3
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40 E1 : c’est vrai que ¢’est une partition, mais ¢’est plus prudent de dire « tous les nombres

entiers ne sont pas pairs »
41 E3 : oui, ¢’est plus prudent
42 E2 : c’est plus prudent de dire ?

43 E1 : tous les nombres entiers ne sont pas pairs

La formulation de E1 a la ligne 43 a la signification « aucun nombre entier n’est pair », c’est a
dire que « tous .. ne ... pas » renvoie a I'universel. En effet pour ce dernier, le changement de

formulation vient de ce qu’il émet des réserves a déclarer que ce qui n’est pas pair est impair :

54 E1 : ne sont pas pairs. En fait, ce qu’on veut dire, c’est que, ¢’est pas d’abord prudent

de dire que quand tu n’es pas pair, tu es impair.

Les échanges permettent également de relever que les étudiants prennent explicitement

en compte le point de vue sémantique dans la construction de la négation :

48 E2 : C’est vrai ce que tu as dit, non ? Tous les nombres entiers ne sont pas pairs. Voila

la négation qui est vrai. Il faut donner une négation par rapport a la proposition
49 E3 : J’ai essay¢ de faire comme tout a I’heure.

50 E2 : tu as quelque chose qui est vrai, tu donnes sa négation c’est aussi vrai ?
51 E3 : Qu’est ce qui est vrai ?

52 E2 : quand on dit que certains nombres entiers sont pairs, ¢’est vrai ! Quand tu dis que

certains nombres entiers sont impairs ?

Ce point de vue ne ressort pas dans les copies des étudiants de manicre explicite. Certaines
réponses (catégories C2 et C3*) traduisent méme 1’absence de cette prise en compte de

I’aspect sémantique.

\

Dans ces échanges, les interventions de E2 semblent renvoyer a une discussion sur la
signification de « Tous les nombres entiers ne sont pas pairs » ; E2 semble interpréter la

phrase comme « Certains nombres entiers ne sont pas pairs » (ligne 52).
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Enoncé 3.3 : Si un nombre entier est divisible par 4, alors il se termine par 4

Tableau de distribution des réponses

Dlilexiste | D1 *gnérique | D1%** D2 D3 D4 D5 D6 D7 D8
8 30 1 0 4 0 4 2 13 6
11,7% 44,1% 1,5% 0% 6% 0% 6% 2,9% 19,2% 8,8%

E09/E12/E13/ | E02/E03/E05/ E29 E34/E39/ E10/E24/ | E49/E63 | E01/E04/E06/ | E16/E25/
E35/E36/E37/ | E08/E14/E15/ E54/E56 E51/E66/ E07/E11/E19/ | E38/
E40/E47/ E17/E18/E21/ E20/E31/E32/ | E41/E58/

E22/E23/E26/ E43/E52/E55/ | E67

E27/E28/E30/ E64

E33/E42/E44/

E45/E46/E48/

E50/E53/E57/

E59/E60/E61/

E62/E65/E68

L’étudiant E37 a donné la réponse « P est un nombre entier divisible par 4, et ne se termine
pas par 4 » que nous avons classée dans la catégorie D1, car nous avons considéré que P était

un ¢élément singulier, et qu’il était exhibé comme un contre-exemple.

L’effectif de D1* (un nombre entier est divisible par 4 et ne se termine pas par 4) est
important (44,1%), ceci contrairement a ce que nous avions supposé ; Les étudiants dont la
réponse est dans cette catégorie ont appliqué correctement la régle syntaxique qui permet de
produire la négation d’une implication, mais ils n’ont pas explicit¢ la quantification
existentielle, et de ce fait, la question de la valeur du un se pose, comme nous le disions dans
notre analyse a priori : Particle un peut étre un générique, a ce moment la phrase n’a pas de
valeur de vérité. Il peut désigner un ¢lément singulier, il renvoie alors a la quantification

existentielle. Enfin, il peut étre une quantification universelle.
10 étudiants répondent en donnant une implication.

Dans la catégorie DS, les étudiants conservent la structure conditionnelle de 1’énoncé :
I’antécédent ne change pas (Si un nombre est divisible par 4), et le conséquent est la négation

du conséquent de la phrase de départ (// ne se termine pas par 4).

Dans la catégorie D7, les étudiants E06, E19, E20, E5S5 et E64 ont donné des phrases

ambigties :
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E06, E64 : Tout nombre divisible par 4 ne se termine pas par 4. (1)

E19, E20, E55 : Un nombre divisible par 4 ne se termine pas par 4. (2)
Ces réponses peuvent étre interprétées comme :
La réponse (1) :

« Tout nombre est divisible par 4 et ne se termine pas par 4 » (3)

« Si tout nombre est divisible par 4, alors il ne se termine pas par 4 » (4)
La réponse (2) :

« Un nombre est divisible par 4 ne se termine pas par 4 » (5)

« Siun nombre est divisible par 4, alors il ne se termine pas par 4 » (6)

Les interprétations (3) et (4) sont toutes deux incorrectes, car nous avons vu dans notre
analyse que la réponse doit étre un énoncé existentiel.

Comme nous I’avons également dit ci-dessus, la correction de I’interprétation (5) dépend de
I’interprétation de un.

L’interprétation (6) n’est pas correcte du fait que c’est un énoncé conditionnel.

Du tableau, il se dégage deux principaux schémes : négation du conditionnel et implication.
Dans le premier, selon qu’il y a identification ou non de la quantification universelle
implicite, on a un énoncé existentiel ou un énoncé ouvert. Dans le deuxieme, un conditionnel
est donné avec la négation de ’antécédent ou du conséquent, le ou étant inclusif.

Des 10 étudiants qui ont donné un énoncé conditionnel en guise de négation, 5 ont proposé la
forme P = non Q, et 4, la forme non P = non Q.

Lorsque nous rapprochons nos résultats de ceux du questionnaire proposé dans le cadre d’une
enquéte que la CI2U a menée en septembre 2006 dans des universités francaise, le
pourcentage des ¢tudiants camerounais ayant produit des énoncés conditionnels est moins
¢levé que celui de la population concernée par I’enquéte du CI2U. Pres de 50% des étudiants
interrogés dans le cadre de I’enquéte de CI2U ont produit un énoncé conditionnel, tandis que
nos résultats donnent un pourcentage de 22% de réponse sous la forme d’un conditionnel.

Par ailleurs, I’effectif de la catégorie D1* (un nombre est divisible par 4 et il ne se termine pas
par 4) représente pres de 45% des étudiants, tandis que moins de 15% des étudiants de

I’enquéte de la CI2U avaient donné cette réponse.
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La réponse de la catégorie D1* est apparue lors de la mise en commun'’ des réponses
dans le module de suivi et a donné lieu a un débat entre les étudiants. La réponse de 1’étudiant

ES8 est la suivante :

170 E8 : un nombre entier divisible par 4 ne se termine pas par 4.

Celles de E7 et E2 sont :
171 E7 : la négation, ¢’est qu’on a une proposition P = @, ¢’est-a-dire que la négation sera
P et non Q. C’est-a-dire, si un nombre entier est divisible par 4, c’est-a-dire euh, on peut
trouver, si on dit si un nombre entier, on a le quantificateur universel. On peut trouver des

nombres entiers divisibles par 4, mais qui ne se terminent pas par 4.

172 E2 : 1l existe des nombres divisibles par 4, mais qui ne se terminent pas par 4.

L’article un est explicitement interprété comme un quantificateur universel par ces deux

¢tudiants. L’¢étudiant E8 va faire évoluer sa premiere formulation et va proposer deux autres :

174 E8 : Que les nombres entiers divisibles par 4 ne se terminent pas forcément par 4.
175 P : Les nombres entiers divisibles par 4
176 E8 : ne se terminent pas toujours par 4

Il appuie ses formulations en exhibant un contre-exemple a 3.3, ce qui signifie que le un est

une quantification universelle :

179 E8 : 14 se termine par 4 et n’est pas divisible par 4. C’est pour ¢a que je dis que les

nombres entiers qui sont divisible par 4 ne se terminent pas toujours par 4.

Ici, le marqueur temporel que I’étudiant introduit est un quantificateur universel qui
s’applique a nombres entiers. Sa proposition a la ligne 179 est un énoncé existentiel. Ces
¢changes lui ont permis d’expliciter la quantification qui au départ était implicite dans sa
premiere réponse. On a ainsi un étudiant qui interprete un a la fois comme une quantification

universelle et comme une quantification existentielle.

139 Annexe 2, item 3.3
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Enoncé 3.4 : La limite d’une fonction est toujours finie

Tableau de distribution des réponses

F1 F1* F1** F1##%* | F¥*%%%* F2 F2* F3 F4 F5 F6
20 1 6 3 4 18 1 2 5 2 6
29,4% 1,5% | 8,8% 4,4% 6% 26,5% 1,5% | 2,9% 73% | 2,9% 8,8%
E01/E03/ E45 | E28/E38/ | E20/E55/ | E0S/E14/ | E04/E07/E09/ | E21 | EI6/ES0 | E31/E37/ | E34/ | E02/E12/E25/
E06/E08/E10/ E42/E44/ | E59/ | E24/E57 | EI3/E15/E18/ E53/E63/ | Eg7 | E32/E51/ES8/
E11/E17/E22/ E47/E68 E19/E27/E29/ E65/
E23/E26/E30/ E33/E35/E36/
E39/E48/E49/ E40/E41/
E52/E56/E60/ E43/E46/E54
E61/E62/E64/

Deux groupes de réponses se distinguent :

- la catégorie F1 (la limite d’une fonction n’est pas toujours finie) : la quantification
porte sur I’observation du phénomene fini/pas fini. 19 réponses figurent dans cette

catégorie. Nous présentons la réponse de 1’étudiant E23 dans cette catégorie :
« La limite d’une fonction n’est pas toujours finie, c’est-a-dire qu’elle peut étre infinie

comme elle peut ne pas exister ».
La deuxieme partie de sa réponse explicite la premiere partie. En effet, si la limite existe,
elle est infinie. Il explicite I’'implicite contenu dans la formulation initiale : cette limite peut ne

pas exister.

- La catégorie F1** (la limite d’une fonction peut étre infinie) : 6 étudiants ont donné
cette réponse qui recouvre un aspect pragmatique. Les étudiants se situent dans
I’ensemble des fonctions qui ont une limite (finie ou infinie). A ce moment, la limite
est soit finie, soit infinie ;

- la catégorie F2 (il existe des fonctions dont la limite n’est pas finie) : la quantification
porte sur ’objet fonction. Nous avons obtenul8 réponses de cette catégorie. Parmi ces
réponses, il y en a 11 ou infinie est mis a la place de n’est pas finie. Ces réponses sont
équivalentes du point de vue mathématique (voir analyse a priori) ;

- les réponses de la catégorie F4 (il existe des limites de fonctions qui ne sont pas finies)
: ’étudiant a interprété la phrase en portant le quantificateur sur /imite. De ce fait, on

peut penser que, lorsqu’on considére une fonction, elle a plusieurs limites : les unes
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sont finies et les autres sont infinies. Nous rapprochons cette réponse avec le point de
vue linguistique, ou « pas toujours fini » peut avoir le sens « fini ou pas fini, de facon
alternative », ce qui génére donc I’idée de I’existence de plusieurs limites.

Les réponses de la catégorie F5 :

E34 : « la limite d’une fonction n’est pas toujours finie ou encore la limite d’une fonction

est infinie ».

Mathématiquement, cette réponse n’est pas correcte car dire que la limite n’est pas toujours

finie signifie qu’elle peut étre soit finie, soit infinie, mais pas nécessairement