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« Important papers have been published by [...], whose conclusions are in contradiction to
one another. »

H.B. Squire (1933)
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Résumé

Nous étudions la stabilité de l’écoulement de fluides rhéofluidifiants (pseudoplastiques) sous
la forme d’un film sur un plan incliné. La connaissance des conditions d’apparition des insta-
bilités dans ce type d’écoulements intéresse particulièrement le secteur industriel faisant ap-
pel à des méthodes de couchage (papèterie, photographie, alimentaire. . . ). Cette configuration
d’écoulement n’en garde pas moins un intérêt environnemental, où, dans certaines situations
exceptionnelles (coulées de boues et/ou de débris, laves torrentielles, écoulements de glaciers,
avalanches. . . ), les observations de terrain montrent que l’écoulement est souvent constitué de
« paquets de boues » assez régulièrement espacés, plutôt que d’un écoulement continu.

Les fluides utilisés dans ce contexte sont souvent de nature complexe, aussi nous choisirons de
les modéliser comme des fluides non Newtoniens rhéofluidifiants, bien qu’ils présentent souvent
un seuil minimum de mise en mouvement. La viscosité est décrite par la loi de Carreau, qui
a l’avantage de présenter un plateau Newtonien aux très faibles valeurs du cisallement local.
La caractérisation rhéologique des fluides utilisés est déterminée à partir de l’étude de la pro-
pagation et de l’atténuation d’ondes capillaires. Nous faisons appel à une technique optique
appelée électrocapillarité, qui nous permet de déterminer en particulier la viscosité limite à ci-
saillement nul, et la largeur du plateau Newtonien à des valeurs de cisaillement aussi faibles que
10−3s−1. Nous avons réalisé des mesures sur deux solutions différentes de polymères, et la tech-
nique apparaît très utile pour les fluides faiblement concentrés présentant un fort comportement
rhéofluidifiant.

L’objectif principal de notre travail est d’étudier expérimentalement la stabilité de films rhéo-
fluidifiants sur plan incliné. A angle d’inclinaison fixé, nous avons déterminé le seuil critique et
tracé la courbe marginale de stabilité sur les plans (Re, k) et (Re, c) pour les différents fluides
étudiés. Nous trouvons que nos résultats expérimentaux sont en bon accord avec les résultats
numériques, et confirment l’effet rhéofluidifiant déstabilisant relativement au cas Newtonien
(nombre de Reynolds critique plus bas, rapport entre la célérité critique de l’onde et une esti-
mation de la vitesse de l’écoulement à la surface libre plus grand).

Nous discutons enfin la validité du théorème de Squire en écrivant l’équation d’Orr-Sommerfeld
généralisée aux ondes 3D. Analytiquement, les relations de Squire ne sont pas vérifiées, et les
résultats numériques montrent que les termes empêchant analytiquement l’établissement des
relations de Squire, ne peuvent pas être négligés. Par conséquent, nous ne pouvons utiliser les re-
lations de Squire dans le cas d’un écoulement de film sur plan incliné que dans le cas Newtonien.

Mots clés : Stabilité, Rhéologie, Films minces, Surface libre.
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Theoretical and experimental study of the
stability of non Newtonian fluid films

flowing down an inclined plane.





Abstract

We study the stability of shear-thinning (pseudoplastic) fluids film flow down an inclined
plane. This problem is of interest in many industrial applications such as coating, and may
explain the manifestation of a specific kind of surface waves, appearing in some spectacular
environmental flow configurations such as debris flows or surge waves. One of the defects
encountered in the coating processes is the onset of instabilities which causes ripples responsible
for the degradation of the coating uniformity. We focus on fluids obeying the Carreau law. This
model accurately describes the rheological behaviour of fluids like polymer solutions and melts,
and is particularly suitable to free surface flow issues.

From an experimental point of view, rotational rheometers are torque-sensitive, which makes
the measurement of viscosity at low shear-rates very difficult, in particular for low viscosity
fluids. An accurate knowledge of this value is, however, particularly crucial for the charac-
terization of different flows, in particular those featuring a free surface, a symmetry axis or a
symmetry plane. The experimental determination of viscosity and surface tension is enabled
from the propagation of attenuated capillary waves. An optical technique called electrocapil-
larity has been implemented in order to determine the shear-thinning viscosity at values of the
shear-rate as small as 10−3s−1, from measurements of the spatial attenuation and wavelength.
We have performed measurements on two different polymer solutions and the technique appears
to be very useful for low concentrated solutions that exhibit a strong shear-thinning behaviour.

The main objective of this work is to study experimentally the spatial evolution of surface
waves propagating in the case of shear-thinning fluids film flow. The experimental study essen-
tially consists in measuring amplification coefficients and wavelengths in marginal conditions,
which allows to retrieve the linear stability threshold. The experimental results presented in
the (Re, k) and (Re, c) planes are in good agreement with the numerical results obtained by
a resolution of the generalized Orr-Sommerfeld equation, and confirm the destabilizing effect
of the shear-thinning properties in comparison with the Newtonian case (the critical Reynolds
number is smaller, and the ratio between the marginal waves celerity and the flow velocity at
the free surface is larger).

Finally, we discuss the validity of the Squire’s theorem in the case of generalized Newto-
nian fluids film flow down an inclined plane : we have written the generalized Orr-Sommerfeld
equation by taking into account the spanwise disturbances. Analytically, there are no Squire’s
transformations; and the numerical results show that the terms preventing the Squire’s rela-
tions to be established, cannot be considered as negligible

Keywords: Stability, Rheology, Thin films, Free surface.
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Notations

Lettres latines

a Amplitude de l’onde capillaire
en tout point

m L

Paramètre adimensionné de
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a0 Amplitude de l’onde capillaire
au premier point de mesure

m m
Paramètre de consistance de la
loi en puissance

Pa.sn

c Célérité de l’onde de surface m.s−1 n Indice de loi en puissance
ck Célérité de l’onde cinématique p Pression totale de l’écoulement Pa

cd+ Célérité de l’onde dynamique
descendante

Pb Pression de l’écoulement de base

cd− Célérité de l’onde dynamique
ascendante

p′ Perturbation de pression

Ca Nombre de capillarité :
Ca = η0q

σds

q Débit par unité de largeur m2.s−1

d Profondeur de l’écoulement de
base non perturbé

Qvol Débit volumique m3.s−1

ds Grandeur caractéristique
d’épaisseur du film

m Re Nombre de Reynolds : Re = ρq
η0

D Opérateur dérivée partielle ∂/∂y Rec Nombre de Reynolds critique

f Fréquence d’excitation Hz (u, v, w)
Composantes longitudinale,
normale et transverse de la
vitesse

fc Fréquence de coupure Hz Ub Vitesse de base de l’écoulement

g Accélération de la pesanteur m.s−2 vϕ, vg

Vitesses de phase et de groupe
de l’onde capillaire

m.s−1

h Profondeur en tout point de
l’écoulement (relativement au
fond)

m Vdc, Vac

Composantes continue et
alternative de la tension
électrique

V olts

I Rapport des viscosités à
cisaillement nul et inifi : I = η0

η∞

x Coordonnée longitudinale m

k Nombre d’onde y

Coordonnée normale, origine au
niveau de la surface libre non
perturbée

m

kc Nombre d’onde critique z Coordonnée transverse m

1



Notations

Lettres grecques Abréviations

α Nombre d’onde longitudinal m−1 CCD Charge-Coupled Device
αatt Coefficient d’atténuation

spatiale
m−1 CMC Carboxymethylcellulose

β Nombre d’onde transverse FS-SS Free Surface-Synthetic Schlieren
γ Angle d’inclinaison rad NI National InstrumentsTM

γ̇ Cisaillement s−1 PSD Position Sensing Device
γ̇c Largeur du plateau Newtonien

pour un fluide de Carreau
γ̇c = 1/δ

s−1

δ Paramètre de temps de la loi de
Carreau

s

−→
δr Champ de déplacement mesuré

par FS-SS
� Opérateur différentiel

� = D2 − k2

η Viscosité Pa.s

η0 Viscosité à cisaillement nul dans
la loi de Carreau

η∞ Viscosité à cisaillement infini
dans la loi de Carreau

η′ Perturbation de viscosité
θ Viscosité tangente
λ Longueur d’onde m

ξ Déformation de la surface libre
autour de la profondeur de base

ρ Masse volumique kg.m−3

σ Tension de surface N.m−1

σeff Tension de surface effective
σij Tenseur de contraintes

visqueuses
σb

xy Tenseur de base des contraintes
visqueuses

σ
′
ij Perturbations du tenseur de

contraintes visqueuses
ω Fréquence angulaire rad.s−1
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Introduction

Panta rhei 1, disait déja Héraclite au sixième siècle avant notre ère. Il n’est pas question
ici de polémiquer sur l’origine de cette célèbre phrase, mais dans le contexte de notre travail,
il est essentiel de se poser la question jusqu’au bout : est-ce que tout coule, et sous quelles
conditions ? La Rhéologie des fluides complexes est une science fascinante : elle nous enseigne
comment répond un milieu déformable (solide ou liquide) lorsqu’il est soumis à une sollicitation
mécanique ou contrainte.

Pour ce qui est des liquides, ceux-ci peuvent avoir des comportements étonnants, et la plupart
possèdent des propriétés rhéologiques très variées. Le tableau 0.1 résume quelques exemples de
grandes familles de liquides de comportement non Newtonien (Annexe B). Tout n’est qu’une
question d’échelle de temps, c’est ainsi que se comprend le nombre de Deborah qui compare
ainsi le temps physique de réponse du matériau par rapport au temps de l’observation. Dans ce
travail, nous allons nous intéresser aux fluides rhéofluidifiants qui forment une classe de liquides
visqueux non linéaires dont la viscosité diminue avec le taux de cisaillement. D’un point de vue
rhéologique, il existe plusieurs lois semi-empiriques destinées à décrire la viscosité des liquides
rhéofluidifiants comme fonction du taux de cisaillement ; nous choisirons tout au long de ce
travail de la modéliser principalement par la loi de Carreau (Annexe A) qui a la particularité
de présenter une région de comportement Newtonien pour les faibles valeurs du cisaillement
local.

D’un autre côté, tant sur le plan environnemental qu’industriel, ou simplement dans la vie
de tous les jours, les écoulements peu profonds à surface libre (aussi appelés films minces)
présentent rapidement des motifs ondulatoires qui peuvent devenir très complexes suivant la
pente, la vitesse de l’écoulement et/ou les propriétés physiques du fluide considéré (Fig. 0.0.1).
Il est admis que les ondes qui apparaissent « le plus tôt » dans ce contexte sont quasi-planes, et
caractérisées par une longueur d’onde très grande devant l’épaisseur moyenne de l’écoulement ;
nous parlons d’ondes de surface. Sur le plan expérimental, Kapitza & Kapitza (1949) [46],
puis Alekseenko et al. (1979) [1] furent les premiers à visualiser sur plan vertical des ondes
très variées présentant une dynamique très riche. Sur plan incliné, la figure 0.0.2 montre qu’à
partir d’une certaine distance à l’aval, les ondes de surface se développent rapidement suivant
un régime non linéaire, ce qui rend le régime linéaire assez difficile à maintenir, et donc à
étudier. Dans ce travail, nous nous intéressons principalement au régime linéaire où les ondes
sont exclusivement sinusoïdales, et l’amplitude supposée la plus petite possible. Par ailleurs, il a
été montré que les instabilités de ce type apparaissent pour un nombre de Reynolds non nul, ce
qui explique le caractère convectif de ces instabilités. Le problème théorique de stabilité linéaire

1. “Tout coule”.
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Introduction

Table 0.1 : Tentative de classification des fluides complexes.
Source web : S. Poncet Initiation à la rhéologie, “http ://l3mgp.l3m.univ-
mrs.fr/site/SitePersoPoncet/enseignement/cours_rheologie.pdf”

dans le cas Newtonien est relativement bien compris depuis les travaux pionniers de Benjamin
(1957) & Yih (1963) [14, 90]. Par la suite, les travaux expérimentaux de Liu et al. (1993) [52]
ont montré que le seuil critique linéaire évolue bien comme une fonction décroissante de l’angle
d’inclinaison.

Etant donné que les fluides mis en jeu sont souvent non Newtoniens, il est donc intéressant de
comparer les résultats de stabilité à ceux obtenus dans le cas particulier des fluides Newtoniens.

Le premier chapitre de cette thèse résume l’essentiel des travaux publiés à ce jour concernant
la stabilité des écoulements de film par gravité le long d’un plan incliné. Nous présenterons
les différentes approches théoriques employées pour comprendre le problème, tout en insistant
sur l’aspect phénoménologique décrivant physiquement les mécanismes responsables de la nais-
sance, puis de la croissance des ondes de surface, indépendamment du cas Newtonien ou non
Newtonien. Dans le cas rhéofluidifiant à une couche de fluide, nous nous appuierons essentiel-
lement sur les travaux numériques menés par notre équipe (Rousset et al. (2007) [72], Millet et
al. (2008) [58]) et ceux s’appuyant sur une approche relativement différente type shallow water
(Ng & Mei (1994) [60], Ruyer-Quil et al. (2012) [73]).

Un intérêt particulier sera porté dans le deuxième chapitre à la caractérisation expérimentale
des propriétés rhéologiques des fluides employés. La connaissance précise des paramètres appa-
raissant dans la loi de Carreau est d’un poids majeur dans notre étude de stabilité ; nous verrons
que tous les paramètres physiques décrivant la rhéologie du fluide peuvent de manière significa-
tive déplacer le seuil critique en terme de nombre de Reynolds. Dans cette optique, Allouche et
al. (2015) [2] ont mis en place une technique optique non intrusive permettant de générer des
ondes capillaires que nous étudions sur une large gamme de fréquence. D’abord validée sur des
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Figure 0.0.1 : Exemples de motifs d’instabilités dans le cas d’écoulements de type film.
Sources : (a) Nosoko & Miyara (2004) [62], (b) Park & Nosoko (2003) [65],
(c) Johnson et al. (1999) [43] and (d) Kliakhandler et al. (2001) [47].

solutions Newtoniennes de viscosité connue, cette méthode appelée électrocapillarité sera appli-
quée pour caractériser rhéologiquement deux solutions de polymère rhéofluidifiant disponibles
en laboratoire : le Carboxymethylcellulose (CMC, E466 ) et la gomme Xanthane (E415 ).

Le chapitre 3 décrit le dispositif mis en place établissant l’écoulement de film sur plan incliné,
et se consacre à la présentation et l’analyse des résultats de stabilité linéaire pour des solutions
de concentration différente en polymère. Pour détecter les ondes, nous aurons recours à deux
techniques : l’une locale, l’autre globale semblable aux techniques de Schlieren (FS-SS, Moisy
et al. (2009) [59]). Cette dernière permet entre autres de reconstituer l’élévation de surface
et donc d’étudier plus fidèlement le train d’ondes (variations transverses, non planéité...). A
angle d’inclinaison fixé, nous présenterons nos résultats expérimentaux de courbe marginale de
stabilité classiquement sur le plan (Re, f), que nous comparerons aux résultats numériques de
stabilité temporelle via les mesures de longueurs et célérités d’ondes marginales dans les plans
(Re, k) et (Re, c).

Enfin le chapitre 4 propose une réponse à un problème souvent considéré comme acquis :
celui de la validité du théorème de Squire dans le cas non Newtonien purement visqueux. Squire
(1933) [82] fut le premier à s’interroger sur une analogie entre les ondes 3D et les ondes 2D
dans le cas simple d’un écoulement de fluide Newtonien sur canal plan ; son théorème s’énonce
en exprimant que ce sont les ondes 2D qui apparaissent en premier : communément nous disons
que ces ondes planes sont les plus dangereuses. Après avoir écrit l’équation d’Orr-Sommerfeld
généralisée aux ondes 3D, nous discuterons analytiquement la validité des relations de Squire,
puis nous procéderons à une étude numérique 3D dans la continuité de la thèse de S. Millet
(2007) [56], ce qui nous permettra de fournir une conclusion sur cette problématique.
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Introduction

Figure 0.0.2 : Evolution spatiale d’ondes de surface se développant à la surface libre d’un
écoulement de film sur plan incliné. Source : Falling Liquid Films, Chapitre 8
[45].

6



Chapitre 1

Etat de l’art
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Chapitre 1 Etat de l’art

1.1 Introduction générale
Nombreux sont les phénomènes physiques durant lesquels des mouvements ondulatoires

peuvent se manifester dans un milieu liquide présentant une surface libre. Nous pouvons com-
munément les appeler vagues (waves en anglais), et les définir comme étant “une multitude de
phénomènes où une onde se propage à la surface d’une étendue d’eau” (C. Ancey [4]). Les ori-
gines de leur création et les conditions de leur développement sont diverses, ce qui fait qu’elles
peuvent être plus ou moins dévastatrices ou apporter une plus ou moins grande efficacité dans
les procédés (énergie houlomotrice). Que leur formation soit liée à un obstacle ou à une varia-
tion de hauteur, qu’elles soient simplement provoquées par une déformation de la surface libre
ou par le vent, il est essentiel d’être capable de comprendre les mécanismes qui entrent en jeu
à leur naissance, et les forces qui entretiennent leur progression afin de prédire leur évolution
dans le temps et l’espace.

Plusieurs modèles physiques et théoriques ont été proposés suivant les ordres de grandeur
retenus en terme de profondeur, d’amplitude et de longueur d’onde. Certains apparaissent
très adaptés pour une large variété de vagues (ex : équations de Korteweg et de Vries qui
peuvent décrire aussi bien le comportement d’un soliton que celui des vagues scélérates) mais
la plupart ne décrivent correctement la réalité que dans les configurations les plus simples (ex :
fonction d’Airy et ondes de gravité) et subissent très rapidement un nombre important de
limitations, par exemple lorsque les effets non-linéaires et dispersifs ne sont plus en équilibre
(dans le cas d’un déferlement où le sommet de la vague cherche à se déplacer plus vite que sa
base). Certaines situations exceptionnelles sont encore moins bien comprises, dans la mesure où
plusieurs phénomènes complexes peuvent être mis en jeu comme le transport solide (crues et
laves torrentielles, écoulements de glaciers), les glissements de terrain engendrant le déplacement
d’un grand volume d’eau (formation de tsunamis à l’approche des côtes par conservation de
l’énergie) ou les mascarets (forme particulière de ressaut hydraulique à la suite de la remontée
d’eau à contre courant dans un fleuve).

Les observations représentées sur la figure 1.1.1 montrent des trains d’ondes, qui ne font
pas l’objet de notre travail, et qui apparaissent à la surface libre d’un écoulement sur terrain
pentu comme dans le cas d’un ruissellement d’eaux de pluie. Lors de certains évènements
géophysiques spectaculaires (Fig. 1.1.2a-b)), et en particulier les coulées de boue (Fig. 1.1.2c)),
les observations de terrain montrent que l’écoulement est souvent constitué de “paquets de
boues” (surges) assez régulièrement espacés, plutôt que d’un écoulement continu. L’origine de
cette organisation de l’écoulement en paquets se trouve peut-être dans une instabilité de type
“instabilité de film 1” et de son développement non linéaire ; prédire les longueurs d’ondes issues
d’un tel processus permettrait de valider ou d’invalider cette hypothèse, et de tester les modèles
numériques opérationnels.

En dehors des configurations environnementales, les problèmes de stabilité d’écoulements de
films liquides par gravité se rencontrent dans certaines applications telles que l’extraction de
chaleur depuis des surfaces solides planes, des procédés tels que l’enduction (coating en anglais)
ou le couchage en général. La problématique est alors d’éviter ou de retarder l’apparition
d’instabilités qui constituent à la fois une source de défauts dans le produit fini et une limitation

1. Nous appelons “film” tout écoulement laminaire à surface libre beaucoup plus long que son épaisseur.
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1.2 Mécanismes d’instabilité de type “film”

Figure 1.1.1 : Train d’ondes suite à un ruissellement d’eaux pluviales (à gauche) et dans un
évacuateur de crue (à droite). Source : C. Ancey, Cours d’hydraulique à surface
libre, p238 [4]

de la productivité. Que ce soit dans l’industrie ou dans l’environnement, les fluides sont souvent
de nature complexe (Chambon et al. (2009) [17]), Benslimane et al. (2011) [15], Jouvet et al.
(2011) [44]), aussi nous choisirons dans un premier temps de les modéliser comme des fluides non
Newtoniens plutôt rhéofluidifiants bien qu’ils présentent parfois un seuil de mise en mouvement
(Annexe B).

1.2 Mécanismes d’instabilité de type “film”
En prenant comme modèle physique le film mince, isotherme, uniforme, s’écoulant par gra-

vité le long d’un plan incliné, nous essaierons dans ce chapitre de comprendre quels sont les
mécanismes physiques responsables, dans un premier temps, de la naissance de ces instabilités
à partir de perturbations dont nous tenterons de définir la nature, puis de comprendre dans un
deuxième temps les conditions dynamiques favorables à leur croissance et leur manifestation
comme ondes de surface, atténuées ou amplifiées (dans l’espace ou dans le temps). Les obser-
vations expérimentales classent les instabilités de type “film” comme des ondes de surface de
longueur d’onde très grandes devant la profondeur moyenne de l’écoulement de base (long-wave
instabilities), ce qui justifiera depuis Yih (1963) [90] les études numériques asymptotiques de
stabilité temporelle à grandes longueurs d’ondes (long-wave expansion).

Etant donné que deux formulations mathématiques sont généralement proposées dans les
problèmes d’écoulement à surface libre, suivant que les auteurs soient d’obédience mécanicienne
ou hydraulicienne, nous nous intéresserons particulièrement à les juxtaposer les unes aux autres
sans toutefois écrire toutes les équations relatives à notre problème.

9



Chapitre 1 Etat de l’art

(a) Lave torrentielle (Lenzerheide, Suisse) (b) Mer de glace - Glacier de Leschaux -
Grandes Jorasses.

(c) Bouffée ou “paquet de boue” (vallée du Jiang-
jia, province du Sichan, Chine).

Figure 1.1.2 : Quelques exemples de la manifestation naturelle d’instabilités de surface.
Source web : (a) « http ://www.unifr.ch/geoscience/geographie/ssgmfiches/
gravitaire/4206.php », (b) « planet-terre.ens-lyon.fr/image-de-la-semaine/
Img183-2007-01-08.xml », (c) Thèse de Y. Forterre, p93 (2002) [28]
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1.2 Mécanismes d’instabilité de type “film”

Il est intuitif de penser que la stabilité du problème sera rythmée par la concurrence de quatre
forces ou acteurs majeurs 2 :

– Les effets inertiels, essentiellement la vitesse caractéristique de l’écoulement,
– La force motrice due à la composante longitudinale du poids,
– Le gradient de pression dû notamment à la variation de profondeur,
– Les forces de frottements, qu’elles soient de nature visqueuse ou rugueuse.

Nous verrons que quel que soit le formalisme mathématique sur lequel on s’appuie, l’apparition
puis la croissance d’ondes de surface seront toujours interprétées comme étant inhérentes à la
conservation du débit d’un côté, et à la compétitivité de ces quatre forces d’un autre côté.
Suivant le poids relatif de chacun de ces quatre acteurs, et suivant la mesure avec laquelle
l’écoulement saura garantir la conservation du débit, les ondes auront une dynamique plus ou
moins riche (i.e. les célérités atteindront des valeurs très variées), et les effets inertiels seront plus
ou moins déstabilisants. A cause des effets de bord, les ondes seront plus ou moins planes, et si
le régime linéaire est dépassé, du fait des variations de profondeur qui ne sont plus minoritaires
compte tenu de la relative grande amplitude des ondes (au delà des ondes linéaires saturées
en amplitude), un large panel d’ondes non linéaires peut être observé (Fig. 0.0.2). A noter que
dans le cas Newtonien, Liu et al. (1995) [53] observent à angle d’inclinaison fixé des ondes
solitaires à basses fréquences (Fig. 1.2.1a) qui interagissent entre elles pour, notamment du fait
des variations transverses, former des motifs tridimensionnels d’ondes à plus hautes fréquences
(Fig. 1.2.1b).

Nous nous intéresserons, dans la suite de ce travail, principalement au régime linéaire pour
lequel nous observons des ondes primaires, c’est-à-dire des ondes bidimensionnelles sinusoïdales
et d’amplitude la plus petite possible.

1.2.1 En s’appuyant sur les équations de Navier-Stokes linéarisées
De tradition “mécanique”, notre équipe s’est proposée de prime abord de s’appuyer sur une

formulation basée sur les équations de Navier-Stokes, qui, linéarisées autour de l’écoulement
de base, aboutit aux équations aux perturbations de type Orr-Sommerfeld. Ce choix repose
essentiellement sur l’introduction d’un nombre adimensionnel comparant les effets inertiels de
l’écoulement de base aux effets visqueux : il s’agit du nombre de Reynolds.

En dehors des travaux théoriques et expérimentaux que nous aborderons plus tard, peu
d’études phénoménologiques furent présentées dans le but de comprendre les mécanismes d’in-
stabilités. Dans le cas Newtonien, nous citerons principalement Smith (1990) [78] qui s’est
intéressé à la stabilité linéaire temporelle de l’écoulement uniforme, et qui a distingué deux
phases bien distinctes : la phase de naissance de l’onde de surface à partir d’une perturbation
interfaciale, et sa phase de croissance qui laissera place à un régime stable ou instable.

1.2.1.1 Phase de naissance (initiating mechanism)

Dans le cas Newtonien, Smith (1990) [78] explique qu’au tout départ, l’écoulement présente
un gradient de vitesse non nul selon la direction normale qui ne satisfait donc plus la condition
de contrainte tangentielle nulle au niveau de la surface libre perturbée, d’où la naissance d’une

2. En dehors de la conservation de la masse qui est indépendante de la dynamique de n’importe quel type
d’écoulement.
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(a) (b)

Figure 1.2.1 : Exemples de motifs d’ondes non linéaires observées dans le cas Newtonien :
ondes solitaires 2D (a) et ondes subharmoniques 3D (b). Source : Liu et al.
(1995) [53].

perturbation longitudinale de vitesse u′ de profil linéaire 3, agissant (dans la mesure du possible)
de façon à contrebalancer la contrainte de cisaillement due au champ de base (Fig. 1.2.2). Dans
le cas rhéofluidifiant, via la loi de Carreau (Annexe A,B) par exemple, un raisonnement similaire
a été proposé par Millet et al. (2008) [58], en incluant les perturbations de viscosité du fait des
perturbations de cisaillement, de sorte que le profil de perturbation longitudinale de vitesse
n’évolue plus de façon linéaire (Fig. 1.2.2).

Par ailleurs, en se plaçant dans le repère de l’onde au niveau de la surface libre, et en
choisissant convenablement le volume de contrôle pour lequel nous écrivons la conservation du
débit (Fig. 1.2.2), il est possible de se ramener à l’ordre zéro à une expression reliant la célérité
des ondes marginalement stables à la vitesse de l’écoulement au niveau de la surface libre non
perturbée (Fig. 1.4.2). En excluant les perturbations de viscosité chez Millet et al. (2008) [58],
nous retrouvons le résultat classique dans le cas Newtonien, à savoir que les ondes critiques
voyagent avec une célérité deux fois supérieure à la vitesse de l’écoulement à la surface libre
(Yih (1963) [90], Smith (1990) [78]).

Tout commence donc au niveau de l’interface. L’écoulement répond à une perturbation ξ′

par une perturbation de contrainte de cisaillement, qui est à l’origine de la manifestation d’une
onde de surface, qui se propagera à une certaine célérité par conservation du débit, à l’ordre
zéro suivant l’approximation grandes longueurs d’ondes. Smith (1990) [78] qualifie ce processus

3. Cette perturbation de vitesse induira de ce fait une perturbation de contrainte de cisaillement σ′
xy = ξ′ ,

en notant que la dérivée seconde de la vitesse de base au niveau de l’interface non déformée telle qu’elle apparaît
chez Smith (1990) [78], vaut toujours ici d2Ub

dy2 = −1 (voir Chapitre 4).
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1.2 Mécanismes d’instabilité de type “film”

Figure 1.2.2 : Volumes de contrôle (en pointillés rouges) mis en évidence au niveau de l’inter-
face perturbée à l’ordre zéro dans le sens de l’approximation grandes longueurs
d’ondes, dans le cas Newtonien (Smith (1990) [78]) et rhéofluidifiant (Millet et
al. (2008) [58]). Source : Thèse de S. Millet, p62 [56].

comme étant la principale source d’énergie pour la perturbation, qui tient donc son origine du
travail des efforts de cisaillement de l’écoulement de base au niveau de la surface libre. Ceci est
en accord avec les conclusions de Kelly et al. (1989) dans le cas Newtonien et ceux parus dans
la thèse de S. Millet (Chapitre 5, [56]) dans le cas rhéofluidifiant.

1.2.1.2 Phase de croissance (growth mechanism)

Le raisonnement précédent ne permet cependant pas de conclure quant à la stabilité ou non
de l’écoulement : en effet le développement à l’ordre zéro ne fait pas apparaître les termes
d’amplification (partie imaginaire de la célérité pour une étude temporelle, amplification spa-
tiale pour une étude spatiale). Pour prédire l’évolution et donc la croissance spatio-temporelle
de l’instabilité, il est nécessaire d’analyser les termes d’ordre supérieur, ce qui revient physi-
quement à mettre en balance les quatre acteurs majeurs introduits précédemment. En effet, à
l’ordre zéro, l’écoulement est supposé parallèle et l’inertie est donc absente. Smith (1990) [78] a
présenté un exemple de scénario dynamique au premier et au second ordre, et a calculé, à angle
d’inclinaison fixé, la contribution des termes de pression, d’inertie et de diffusion visqueuse
rassemblés autour du nombre de Reynolds. En cherchant sous quelles conditions nous assistons
à un comportement marginal de l’instabilité (c’est-à-dire en lui imposant une croissance spa-
tiale ou temporelle nulle), ce processus a permis à Smith (1990) [78] dans le cas Newtonien
et Rousset et al. (2007) [72] dans le cas rhéofluidifiant, 4 d’obtenir l’expression du nombre de
Reynolds critique directement en fonction de l’angle d’inclinaison, sans toutefois passer par une

4. du moins réduit au cas faiblement rhéofluidifiant, l’approche de Rousset et al. étant donc doublement
asymptotique.
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résolution complète du problème aux valeurs propres : ceci représente le poids et l’intérêt de
cette méthode asymptotique.

Afin de distinguer les effets stabilisants des effets déstabilisants, observons ce qui se passe sous
une crête (resp. sous un creux) : du fait du passage de l’onde, la profondeur locale du film est
maximale (resp. minimale). Par distribution hydrostatique, la pression régnant sous une crête
(resp. sous un creux) est positive (resp. négative) et aura pour effet de refouler (resp. d’ad-
mettre) une partie du fluide, et donc d’atténuer dans les deux cas la croissance de l’onde. C’est
ainsi que la pression telle qu’elle apparaît dans les termes d’ordre supérieur dans le développe-
ment asymptotique, est désignée comme un effet stabilisant. Bien évidemment, d’autres acteurs
peuvent être associés aux mêmes termes de pression, comme les effets de tension de surface qui
physiquement modifient la pression en réécrivant l’équilibre des contraintes normales au niveau
de la surface libre (voir Chapitre 4). Pour reprendre l’exemple d’une tension de surface non
nulle, les travaux numériques de Ruyer-Quil et al. (2012) [73] et expérimentaux de Georgantaki
et al. (2011) [30] montrent que ces effets agissent en plus de la pression hydrostatique comme
effets stabilisants en réduisant la zone instable dans la courbe marginale de stabilité, mais sans
toutefois déplacer le seuil critique en terme de nombre de Reynolds 5.

Comme effets déstabilisants, nous retrouvons généralement les effets d’inertie, qui, à l’inverse
des effets de pression, auront tendance à admettre davantage de fluide sous la crête d’une onde,
et donc joueront en faveur de son amplification. Sans oublier que dans le cadre de notre étude,
l’aspect rhéofluidifiant aura pour impact de réduire le poids des effets visqueux par rapport
au cas Newtonien : comme l’écart entre célérité et vitesse à la surface est plus grand, l’inertie
est plus grande ce qui se traduira par une déstabilisation de l’écoulement par rapport au cas
Newtonien. L’essentiel est que d’une façon générale, les termes d’inertie viendront contreba-
lancer les termes de pression stabilisants, ce qui confirme expérimentalement l’origine inertielle
de l’instabilité de film (Liu et al. (1993) [52]), si bien qu’elle se déclenche pour un nombre de
Reynolds non nul. A noter que dans le cas Newtonien, des études théoriques ont été menées
afin de comprendre l’influence dans la stabilité de l’écoulement d’un chauffage uniforme du
plan incliné (Hu et al. (2008) [40]) ou l’influence d’une condition de semi-glissement au fond
(Samanta et al. (2011) [74], Anjalaiah et al. (2013) [5]).

1.2.2 En s’appuyant sur les équations de Saint-Venant linéarisées
Une autre façon de décrire un écoulement sur pente à surface libre, 1D et uniforme, est de

passer par une formulation de type Saint-Venant (shallow water) dont les inconnues peuvent
être soit le couple profondeur-vitesse longitudinale (h, u) (Forterre & Pouliquen (2003) [29])
ou bien le couple profondeur-débit par unité de largeur (h, q) (Ruyer-Quil et al. (2012) [73]).
Plusieurs études théoriques ont été menées, en introduisant comme grandeurs caractéristiques
la vitesse V de l’écoulement uniforme de film de profondeur caractéristique hN . Dans le cas
d’un fluide purement visqueux 6 de viscosité décrite suivant la loi en puissance (Annexe B),
cette profondeur, aussi appelée profondeur de Nusselt, correspond à la solution que retient

5. A noter toutefois que les effets de tension de surface ne sont stabilisants que dans le cas d’écoulements
2D, alors que dans certaines configurations d’écoulement 3D, comme les jets, ceux-ci se comportent comme des
effets déstabilisants.

6. On entend par “fluide purement visqueux” un liquide dont la viscosité peut être définie sous la forme d’un
scalaire quel que soit la valeur du cisaillement local, c’est-à-dire en tout point de l’écoulement (Annexe B). Par
ailleurs, les contraintes exercées sur un fluide purement visqueux n’engendrent aucun comportement élastique.
Les fluides à seuil et les fluides viscoélastiques échappent donc en particulier à cette définition.
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le film mince uniforme de vitesse caractéristique V = (ρgsinγhn+1
N

m
)1/n et de viscosité effective

ηeff = m( V
hN

)n−1, lorsqu’on considère qu’il y a équilibre entre la composante longitudinale
du poids ρgsinγ et le frottement au fond mV nh

−(n+1)
N

7 (Ng & Mei (1994) [60], Dandapat
& Mukhopadhyay (2001,2003) [21, 20], Sisoev et al. (2007) [77], Amaouche et al. (2009) [3],
Fernandez-Nieto et al. (2010) [25], Ruyer-Quil et al. (2012) [73], Noble & Vila (2013) [61]).
Cette hypothèse est par ailleurs la même que celle de l’approximation d’onde cinématique.

A partir de ces grandeurs caractéristiques, Ruyer-Quil et al. (2012) [73] construit le nombre
de Reynolds défini par Re = ρV 2−nhn

N

m
, les équations de Saint-Venant adimensionnées faisant

intervenir le nombre de Froude qui compare la vitesse caractéristique de l’écoulement V à la
célérité des ondes de gravité

√
ghNcosγ. Notons qu’en intégrant analytiquement les équations

de Navier-Stokes sur la profondeur, nous retrouvons les équations de Saint-Venant ; nombres
de Reynolds et de Froude sont reliés, indépendamment du cas Newtonien ou non Newtonien,
via l’angle d’inclinaison :

Re ∝ Fr2cotγ. (1.2.1)

1.2.2.1 Relation de dispersion

Le principal intérêt des équations linéarisées de Saint-Venant réside dans la possibilité de
se ramener à une relation de dispersion d’un ordre moins élevé qu’en partant des équations
de Navier-Stokes linéarisées, après avoir écrit les inconnues du problème sous forme de modes
normaux. Celle-ci se présente sous une forme généralement complexe reliant les différentes
propriétés physiques du fluide aux caractéristiques de l’onde (fréquence et nombre d’onde com-
plexes dans le cas général). Dans le cas rhéofluidiant, Ruyer-Quil et al. (2012) [73] montrent
qu’elle peut se présenter sous la forme canonique de l’expression Eq. (1.2.4).

La difficulté la plus fréquemment rencontrée réside dans l’établissement d’une loi de frotte-
ment choisie de façon à bien faire apparaître le frottement au fond. Dans le cas d’un écoulement
turbulent en canal ouvert, on utilise souvent une loi de type Chézy ou Manning-Strickler (C. An-
cey, Cours d’hydraulique à surface libre [4]), mais ceci peut représenter une tâche relativement
ardue dans certains cas complexes comme les écoulements granulaires (Forterre & Pouliquen
(2003) [29]) ou les écoulements de film de fluides complexes (Ruyer-Quil et al. (2012) [73]).

Suivant que l’on s’intéresse à un problème de stabilité temporelle (resp. spatiale), la résolution
de cette relation de dispersion reviendra à considérer un nombre d’onde réel (resp. complexe)
et une fréquence complexe (resp. réelle). Dans le cas d’une étude temporelle, l’écoulement est
instable vis à vis du nombre d’onde réel k si la partie imaginaire de ω est positive, i.e. ωi(k) > 0.
La résolution fournit deux branches (+) et (−) pour ωi(k), et généralement seule l’une des deux
est physiquement acceptable, et conduit à un écoulement linéairement stable ou instable selon
le nombre de Froude, l’angle d’inclinaison, ou éventuellement les paramètres rhéologiques du
fluide. En fixant tous les paramètres à l’exception du nombre de Froude, nous raisonnons de
la même manière que dans la méthode asymptotique développée par Smith (1990) [78] : d’une
part les ondes marginales sont solutions de ωi(k) = 0, et d’autre part, pour déterminer le seuil
critique, il suffit de connaître le comportement aux grandes longueurs d’onde (i.e. pour k → 0)
de la branche ωi physiquement retenue comme solution.

7. A noter qu’on retrouve dans le cas Newtonien la solution semi-parabolique pour le profil de vitesse (Falling
Liquid Films, Chapitre 2 [45]).
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Parallèlement, dans le cadre d’une étude spatiale, l’écoulement est instable vis à vis de la
fréquence ωr si la partie imaginaire de k est négative i.e. ki(ω) < 0. De la même façon, pour
déterminer le seuil critique, il suffit de connaître le comportement aux fréquences nulles (i.e.
pour ω → 0) de la branche ki physiquement retenue comme solution.

1.2.2.2 Onde cinématique - onde diffusive

Afin d’établir un critère de stabilité en terme de célérité d’ondes, nous nous proposons de
présenter ici une démarche différente de l’analyse en modes normaux.

Pour commencer, nous nous proposons de réanalyser les quatre forces majeures qui entrent
en équilibre dans le cas général d’un écoulement sur pente à surface libre. Commençons par
le cas simple des ondes de gravité, qui se manifestent à la surface libre d’un volume d’eau au
repos ou d’un écoulement sur faible pente de type fluvial : dans ce premier cas, la composante
longitudinale du poids est quasi-nulle, et l’écoulement uniforme traduit l’équilibre entre les
termes inertiels et le gradient de pression dû aux variations de profondeur. Ces deux processus
sont dominants tant que l’équilibre n’est pas rompu, et la propagation des ondes de gravité
dépendra du poids de l’une ou l’autre de ces deux forces en compétition. Nous parlons dans ce
choix de modélisation d’approximation d’onde dynamique.

Prenons maintenant l’exemple d’une crue lente : dans le cas d’un écoulement uniforme sur
pente ni trop faible ni trop forte, les observations de terrain montrent que les variations de pro-
fondeur et les effets d’inertie sont suffisamment faibles pour qu’ils ne constituent pas forcément
les termes prédominants. L’écoulement uniforme traduit généralement dans ce cas l’équilibre
entre la composante longitudinale du poids et les forces de frottement. On parle dans ce cas
d’approximation d’onde cinématique. Ceci est un modèle, et comme tout modèle il peut ad-
mettre des limites, et même présenter des incohérences 8. En effet, si l’amplitude de l’onde de
crue devient trop importante, le gradient de pression ne peut plus être négligé, et on parle d’ap-
proximation d’onde diffusive qui traduit de ce fait l’équilibre entre la composante longitudinale
du poids, les forces de frottement et le gradient de pression.

L’approximation d’onde cinématique en écoulement uniforme pousse à considérer que dans
la limite des faibles amplitudes, la vitesse tente de s’adapter aux variations de profondeur, et
ce via l’équation de conservation de la masse qui peut généralement s’écrire en formulation
Saint-Venant :

∂h

∂t
+ ∂q

∂x
= ∂h

∂t
+ ∂(hu)

∂x
= 0. (1.2.2)

Linéarisée autour de l’écoulement uniforme, l’équation (1.2.2) peut se réécrire généralement
sous la forme 9 :

∂h′

∂t
+ ck

∂h′

∂x
= 0. (1.2.3)

Nous remarquons qu’il s’agit là d’une équation d’advection : Whitham (1974) [89] explique
que la perturbation h′ va se propager à la vitesse de l’onde cinématique ck, différente de la vi-
tesse moyenne de l’écoulement. De même que la condition cinématique à la surface libre, qui est

8. Ce modèle peut conduire par exemple à la formation de ressauts hydrauliques sans que cela corresponde
à une situation réellement observée (Thèse de Y. Forterre, Chapitre 6 [28]).

9. Dans le cas d’un film en loi de puissance, Ruyer-Quil et al. (2012) [73] écrit ∂h
∂t + h

n+1
n

∂h
∂x = 0, avec n

étant l’indice de loi en puissance (Annexe B).
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le point déclencheur de l’instabilité grandes longueurs d’ondes dans le développement asymp-
totique à l’ordre zéro présenté par Smith (1990) [78], l’existence ici d’une onde cinématique,
qui est une simple conséquence de la conservation de la masse, constitue le point de départ du
mécanisme d’instabilité.

En réalité, lorsque l’amplitude des ondes et l’inertie dépassent un certain seuil, il devient de
plus en plus difficile pour l’écoulement d’ajuster sa vitesse à la déformation de la surface libre.
De ce fait, le gradient de pression dû aux variations de profondeur n’est plus négligeable, et le
modèle d’onde cinématique n’est plus valable. Le modèle d’onde diffusive introduit précédem-
ment devient plus adéquat dans la description de l’instabilité. Un peu comme les termes d’ordre
supérieur dans le développement asymptotique de Smith (1990) [78] qui entrent en jeu dans la
stabilité du problème, il faut, pour qu’il y ait instabilité, que l’effet déstabilisant dû à l’inertie de
l’onde cinématique dépasse les effets stabilisants dont le principal est la pression hydrostatique
qui a tendance à étaler l’amplitude de l’onde. Ainsi, en faisant appel à l’onde diffusive par la
prise en compte des variations de quantité de mouvement, la vitesse de l’écoulement n’est plus
reliée de façon univoque à la profondeur, mais peut varier relativement lentement.

1.2.2.3 Hiérarchie d’ondes - critère de stabilité

Afin de prendre en compte les effets dynamiques de l’écoulement, le raisonnement proposé
par Whitham (1974) [89] à l’étape ultérieure est de combiner la conservation de la quantité
de mouvement à la conservation de la masse. Le résultat aboutit généralement à une équation
de type advection-diffusion 10 portant sur la perturbation de débit q′ (Cours d’hydraulique à
surface libre, Chapitre 6 [4]) ou sur la perturbation de profondeur h′ (Forterre & Pouliquen
(2003) [29], Falling Liquid Films, Chapitre 7 [45]). En remaniant cette équation d’advection-
diffusion, Ruyer-Quil et al. (2012) [73] obtient dans le cas rhéofluidifiant l’équation (1.2.4) qui
fait apparaître ce que Whitham (1974) [89] qualifie de “hiérarchie d’ondes”, où c représente
la célérité adimensionnée de l’onde de surface, ck la célérité de l’onde cinématique relative au
nombre d’onde k et cd+ (resp. cd−) la célérité des ondes dynamiques (ondes de gravité advectées
par l’écoulement) descendantes (resp. ascendantes) :

c − ck(k) − ikRe [c − cd−(k)] [c − cd+(k)] = 0. (1.2.4)
De manière analogue au raisonnement de Smith (1990) [78], dans la limite des faibles nombres

de Reynolds (Re → 0), la perturbation se propage à l’ordre le plus bas comme une onde
cinématique de vitesse ck. Parallèlement, dans la limite des grands nombres de Reynolds (Re →
∞), l’effet des termes d’ordre supérieur est d’amortir ou d’amplifier la perturbation suivant le
signe et le poids des termes diffusifs. Les ondes dynamiques sont la réponse du film à la variation
de quantité de mouvement, de pression hydrostatique et éventuellement de tension de surface.

Dans le cas d’un écoulement de film rhéofluidifiant, Ruyer-Quil et al. (2012) [73] explique
que le critère de stabilité de l’écoulement uniforme se résume à la condition (Fig. 1.2.3) :

cd− ≤ ck ≤ cd+. (1.2.5)
L’écoulement est marginalement stable à la condition que cd+ = ck(k) , et de ce fait le seuil

critique est atteint dans la limite des grandes longueurs d’ondes (k → 0), et s’ensuit la loi

10. A noter que dans certaines configurations d’écoulement, cette équation d’advection-diffusion présente
un coefficient de diffusion, mais aussi un coefficient d’advection qui est le même que celui déterminé dans
l’approximation d’onde cinématique (Cours d’hydraulique à surface libre, Chapitre 6 [4]).
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d’évolution du nombre de Froude critique en fonction de l’angle (Annexe H). Pour résumer,
l’intérêt de l’approche de Whitham (1974) [89] consiste à fournir un critère de stabilité interprété
simplement en terme de compétition entre les ondes cinématiques et dynamiques. Y. Forterre
(2002), Chapitre 3 [28] l’explique bien en décrivant que dans le cas stable (Fig. 1.2.3a), les
ondes dynamiques “rayonnent” de part et d’autre des ondes cinématiques, permettant ainsi à
l’écoulement d’ajuster sa vitesse relativement aux variations de profondeur via l’équation de
conservation de la masse. Dans le cas contraire (Fig. 1.2.3b), le fluide a du mal à ajuster sa
vitesse, et l’amplitude de l’onde cinématique croît jusqu’à faire basculer l’écoulement dans un
régime instable.

Figure 1.2.3 : Critère de stabilité en terme de compétition entre les ondes cinématiques et les
ondes dynamiques. (a) : cas stable, la vitesse des ondes cinématiques ck est com-
prise entre les vitesses des ondes dynamiques ascendantes cd− et descendantes
cd+. (b) : cas instable. Source : Thèse de Y. Forterre, p115 (2002) [28]

Nous rappelons pour conclure que le passage vers la loi d’évolution du nombre de Reynolds
critique en fonction de l’angle d’inclinaison est possible via l’équation (1.2.1). Ruyer-Quil et
al. (2012) [73] ont aussi montré que les seuils critiques linéaires pour différentes valeurs des
paramètres rhéofluidifiants, obtenus par les approches s’appuyant sur la résolution des équations
de Navier-Stokes et Saint-Venant linéarisées, sont équivalents, ce qui renforce l’analogie physique
de ces deux approches différentes en terme de compréhension des mécanismes d’instabilité
grandes longueurs d’ondes.
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1.3 Moyens expérimentaux de référence
Les travaux expérimentaux pionniers de Kapitza & Kapitza (1949) [46] ont permis la visua-

lisation d’ondes se manifestant à la surface libre d’un écoulement de film tombant suivant la
verticale. Dans le cas plan incliné, les travaux expérimentaux en fluide Newtonien réalisés par
Liu et al. (1993) [52] confirment l’hypothèse selon laquelle les instabilités se manifestant au
niveau de la surface libre sont de nature convective, ce qui explique le caractère spatial de notre
problème de stabilité.

Concernant la façon de générer les ondes de surface, il est possible d’imposer une variation
de pression en amont de l’écoulement de film : suivant l’amplitude et la fréquence imposées,
des ondes primaires (Liu et al. (1993) [52]) ou non linéaires (Liu et al. (1995) [53]) peuvent être
créées et finissent par se propager le long du plan incliné. Dans le cas d’écoulements granulaires,
Forterre & Pouliquen (2003) [29] utilisent des haut-parleurs équivalents à un mince jet d’air
périodique agissant sur toute la largeur du plan. Et dans le cas particulier des laves torrentielles,
Chambon et al. (2009) [17] ont étudié expérimentalement l’organisation en paquets de boue
(surges), où les coulées présentent un front qui peut devenir très raide, précédé à l’amont d’un
écoulement d’épaisseur uniforme. Par un dispositif original où le plan incliné est à fond mobile,
ils génèrent des coulées globalement stationnaires dans le référentiel du laboratoire.

1.3.1 Détection locale d’ondes
Le moyen le plus simple de repérer une onde est de disposer d’un appareil de détection locale

qui fournit localement un signal temporel retranscrivant ainsi une partie des caractéristiques
ondulatoires de l’onde. Dans le cas simple des ondes primaires que l’on observe tant qu’on est
dans le régime linéaire, le signal temporel recueilli reflète le caractère sinusoïdal de l’onde en
réponse à la fréquence d’excitation imposée en amont de l’écoulement. Parmi les moyens de
mesures recensés dans la littérature, nous trouvons des dispositifs intrusifs tels que des micro-
sondes se présentant sous la forme de deux fils fins de chrome de dimension inférieure à 1mm
(Vlachogiannis et al. (2010) [86], Georgantaki et al. (2011)), mais aussi des dispositifs optiques
non intrusifs permettant de scanner localement le passage de l’onde. Liu et al. (1993,1995) [52,
53] utilisent des capteurs optiques photosensibles permettant de détecter l’onde par réfraction
de faisceau laser, tandis que Forterre & Pouliquen (2003) [29] emploient une photodiode sensible
aux variations de transmission de lumière.

1.3.2 Détection globale d’ondes de surface
De façon plus complexe que les mesures locales en un point, une possibilité est de détecter

le passage des ondes sur une section du plan incliné afin de vérifier leur planéité, en procédant
non pas par le biais d’un faisceau laser localisé mais d’une nappe laser de 100μm d’épaisseur
traversant la largeur du domaine d’étude (Haas et al. (2011) [35]).

D’autres techniques optiques plus ou moins intrusives permettent la détection globale d’un
train d’ondes de surface dans le but de déterminer l’ensemble des propriétés ondulatoires
de l’écoulement (atténuation spatiale, longueur d’onde, bidimensionnalité ou variations trans-
verses). Une façon de faire est d’ensemencer l’écoulement de particules qui présentent la pro-
priété de fluorescer une fois l’écoulement exposé à de la lumière ultra-violette (fluorescence
imaging). Cette technique est utilisée par Liu et al. (1993,1995) [52, 53] dans le cas d’un écou-
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lement de film Newtonien sur plan incliné, et par Hagemeier et al. (2012) [36] dans le cas d’un
écoulement sur canal ouvert et pour visualiser la déformation d’une surface libre à la suite d’une
retombée de goutte. Sous l’effet du passage d’une onde, cette intensité lumineuse émise varie,
et il est possible d’enregistrer, via une caméra, l’élévation de surface.

Une autre façon de faire sans ensemencer l’écoulement de particules intrusives est de projeter
des figures d’interférences (FTP : Fourier Transform Profilometry) sur la surface libre déformée
(Haas et al. (2011) [67]), et enregistrer par caméra les variations de profondeur comme c’est le
cas lors de mesures de formes 3D en mécanique des solides (Takeda & Mutoh (1983) [83]).

Un autre moyen simple à mettre en oeuvre, et qui demande un coût d’installation relati-
vement raisonnable, est la méthode optique présentée par Moisy et al. (2009) [59]. Celle-ci
s’apparente beaucoup aux techniques de Schlieren permettant de mesurer des gradients de
densité en aérodynamique (Richard & Raffel (2001) [70]) à partir de l’analyse du déplacement
apparent d’un motif de points (moiré) dans l’arrière plan d’un écoulement (BOS : Background
Oriented Schlieren). Revisitée dans le but de mesurer la déformation d’une surface libre, cette
technique appelée FS-SS (Free Surface Synthetic Schlieren) s’avère très utile et permet entre
autres de remonter aux variations d’épaisseur autour d’une épaisseur moyenne (Fig. 1.3.1).

Figure 1.3.1 : Schéma du montage expérimental de la méthode FS-SS et exemple de motif
aléatoire (à gauche). A droite, déplacement apparent d’un point au passage
d’une onde à l’interface de 3 milieux d’indice optique distinct (air d’indice nair,
verre d’indice ng et fluide d’indice nliq). (Issu de Rabaud et al., 18ème congrès
français de mécanique - Août 2007)

Par ailleurs, une relation intégrale (Eq. (1.3.1)) reliant directement le gradient d’épaisseur au
champ de déplacement apparent instantané −→

δr mesuré, est fournie suivant un certain nombre
d’hypothèses :

– La distance entre le motif de points et la caméra doit être grande par rapport à la dimension
du domaine de visualisation, de façon à ce que l’angle paraxial soit le plus faible possible ;

– Nous considérons une approximation de faible pente de la surface libre ;
– Enfin, il est supposé dans Moisy et al. (2009) [59] que l’amplitude des ondes est très faible

devant l’épaisseur moyenne de la couche de fluide.⎧⎨
⎩∇h = − −→

δr
h∗

1
h∗ = 1

αoptd
− 1

H

, (1.3.1)
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avec αopt = 1 − nair/nliq ; nair étant l’indice de réfraction de l’air et nliq celui du fluide ; d la
profondeur moyenne de la couche liquide et H la distance entre le motif de points et la caméra.

Pour remonter au champ d’épaisseur, un code d’inversion numérique de gradient basé sur les
différences centrées du second ordre est proposé par Moisy et al. (2009) [59] et fait partie d’une
bibliothèque de fonctions proposée comme post-processing.

1.4 Etudes numériques
Dans le cas d’un fluide non-Newtonien purement visqueux, plusieurs approches théoriques

différentes ont été utilisées pour résoudre le problème de stabilité. L’essentiel des études nu-
mériques auxquelles nous ferons référence concerne les travaux entrepris par notre équipe qui
s’était intéressée à la stabilité linéaire temporelle de films liquides d’une ou plusieurs couches
(Rousset et al. (2007) [72], Millet et al. (2008,2013) [58, 57]). Les liquides étudiés étant faible-
ment rhéofluidifiants, notre équipe s’est proposée de les modéliser par la loi de Carreau tandis
que Ng & Mei (1994) [60]) lui ont préféré un modèle en loi de puissance, et que, plus récemment,
Ruyer-Quil (2012) [73] et Noble & Vila (2013) [61] ont régularisé la loi en puissance par un
plateau Newtonien aux très faibles valeurs de cisaillement.

Figure 1.4.1 : Seuil de stabilité selon l’angle d’inclinaison pour un fluide Newtonien et un
fluide rhéofluidifiant. Source : Thèse de S. Millet (2007) [56]).

La première approche équivaut à l’approche asymptotique grandes longueurs d’ondes déve-
loppée par Smith (1990) [78] dans le cas Newtonien, et appliquée au cas rhéofluidifiant par
Rousset et al. (2007) [72]. Elle a permis de mettre en valeur l’importance des fluctuations de
viscosité dans la modification de la loi donnant le nombre de Reynolds critique en fonction de
l’angle pour un fluide rhéofluidifiant (Fig. 1.4.1). Ces fluctuations de viscosité entrent aussi en
compte dans le fait que le rapport entre la célérité critique des ondes et la vitesse de l’écoulement

21



Chapitre 1 Etat de l’art

(a) (b)

Figure 1.4.2 : Rapport de la célérité des ondes critiques à la vitesse au niveau de la surface libre
(a) à paramètre de temps adimensionnel fixé , (b) à indice de loi en puissance
fixé. Source : Millet et al. (2008) [58].

à la surface libre est plus grand que dans le cas Newtonien (Fig. 1.4.2). Cette approche présente
l’intérêt de mener à des résultats intéressants sans présupposer une forme de loi constitutive
pour le fluide - il suffit que celui-ci soit purement visqueux.

La seconde approche repose sur un développement analytique doublement asymptotique
(Rousset et al. (2007) [72]) dans lequel on considère des ondes longues dans la limite d’un
comportement très faiblement rhéofluidifiant.

Enfin, une approche pleinement numérique a été menée, toujours en considérant un fluide de
Carreau, mais en ne se limitant ni aux grandes longueurs d’ondes ni au cas faiblement rhéo-
fluidifiant. Il s’agit d’une étude de stablité à l’aide d’une formulation de type Orr-Sommerfeld
discrétisée par une approche spectrale, qui confirme entre autres que ce sont les ondes longues
qui sont les plus instables, que le rapport entre la célérité des ondes critiques et la vitesse de
l’écoulement à la surface libre est plus grand que dans le cas Newtonien, que le nombre de
Reynolds critique évolue toujours en cotangente de l’angle, et que les effets rhéofluidifiants font
qu’il est plus faible que dans le cas Newtonien.

D’un autre côté, Ruyer-Quil et al. (2012) [73] ont développé une étude linéaire de stabi-
lité spatio-temporelle se basant à la fois sur une approche s’appuyant sur les équations de
Navier-Stokes et de Saint-Venant linéarisées. Ces deux approches, relativement différentes,
fournissent le même seuil critique de stabilité après développement asymptotique grandes lon-
gueurs d’ondes, qui est lui-même identique 11 à celui obtenu par la résolution numérique du
problème aux valeurs propres (Annexe H). Ces expressions du nombre de Reynolds critique
sont à comparer à une expression proposée par Ng & Mei (1994) [60] à l’ordre le plus bas dans
le développement asymptotique.

11. Il est à noter que “lorsque le développement asymptotique aux grandes longueurs d’onde (α → 0) est fait
de façon correcte, l’expression du nombre de Reynolds critique est rigoureusement identique à celle obtenue à
partir de la résolution de l’équation d’Orr-Sommerfeld : théorème mathématique”. Propos échangés avec J.P.
Vila au Gdr “Ruissellement et films cisaillés” à Aussois, le 08/04/2014.
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Figure 1.4.3 : Profil longitudinal de la profondeur de l’écoulement en réponse à une excitation
sinusoïdale pour une amplitude faible (traits pleins) et pour une forte amplitude
(pointillés), pour : γ = 15°, Re = 100, f = 14Hz. Le fluide utilisé est une
solution de gomme Xanthane avec η0 = 1430mPa.s, n = 0.4, γ̇c = 0.1s−1,
m = 359.2mPa.sn, ρ = 995Kg/m3, σ = 65mN/m. Source : Ruyer-Quil et al.
(2012) [73].

Ruyer-Quil et al. (2012) [73] ont aussi étudié le comportement spatial de certaines ondes
non linéaires non loin du seuil critique linéaire : à angle d’inclinaison, nombre de Reynolds et
fréquence d’excitation fixés, ils ont pu mettre en évidence un certain type d’ondes qui, bien
qu’elles soient linéairement stables dans la limite des très faibles amplitudes, bifurquent vers
un régime instable lorsque leur amplitude dépasse une certaine gamme (Fig. 1.4.3). De telles
ondes sont qualifiées de “conditionnellement stables” et n’ont jamais été observées pour des
fluides Newtoniens.

1.5 Conclusion
Nous nous sommes principalement intéressés aux ondes primaires à la surface libre d’écoule-

ments de type film. Nous avons en particulier énuméré dans ce chapitre différentes avancées de
la littérature concernant la stabilité spatio-temporelle d’un écoulement de film rhéofluidifiant.
Nous avons vu que les différentes approches phénoménologiques, à savoir les approches basées
sur les équations d’Orr-Sommerfeld et de Saint-Venant linéarisées, et qui sont proposées dans
le but de comprendre les mécanismes d’instabilité de type “film”, sont équivalentes. Dans le cas
Newtonien, elles aboutissent numériquement au même seuil critique linéaire.

D’un point de vue expérimental, nous avons conçu un dispositif similaire à celui de Liu et
al. (1993) [52] en vue, dans un premier temps, de le valider dans le cas Newtonien, puis, dans
un deuxième temps, de vérifier les résultats clés dans le cas rhéofluidifiant, à savoir : i) nombre
de Reynolds critique plus bas que dans le cas Newtonien, ii) rapport entre la célérité des ondes
critiques et la vitesse de l’écoulement à la surface libre plus grand que dans le cas Newtonien.
La concordance entre résultats théoriques, numériques, et expérimentaux font l’objet essentiel
de ce manuscrit, l’absence d’études expérimentales en film non Newtonien dans la littérature
constituant le caractère innovant de notre travail de thèse.
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2.1 Quel fluide rhéofluidifiant choisir ?
Les exemples de manifestation d’ondes de surface lors d’écoulements géophysiques spectacu-

laires attribuent rhéologiquement aux fluides un comportement rhéofluidifiant à seuil (Chambon
et al. (2009) [17], Benslimane et al. (2011) [15], Annexe B). Dans un autre contexte, les écoule-
ments de glaciers ont été étudiés numériquement par Jouvet et al. (2011) [44] qui leur confèrent
aussi d’après des mesures sur le terrain un comportement rhéofluidifiant à seuil. Gibouin et al.
(2013) [32] ont étendu la rhéométrie classique en couplant des mesures PIV (Vélocimétrie par
images de particules) du champ de gradient de vitesse à des mesures du champ de contraintes
par photoélasticimétrie. Les solutions synthétiques de céramique liquide employées présentent
aussi un comportement rhéofluidifiant.

Nous cherchons donc à caractériser des liquides rhéofluidifiants (ou pseudoplastiques), c’est
à dire des liquides dont la viscosité est supposée diminuer avec le taux de cisaillement (Fig.
2.1.1). Nous disposons en laboratoire de trois polymères ayant plus ou moins un comporte-
ment rhéofluidifiant : de la poudre de Carboxymethylcellulose (CMC), de la poudre de gomme
Xanthane, et des cristaux de Polyacrylamide Zetag. Les solutions aqueuses de ces différents
polymères peuvent par ailleurs présenter une rhéologie plus complexe à fortes concentrations,
mêlant en outre des effets viscoélastiques (facilement mis en évidence par l’effet Weissenberg
lors d’essais de rhéométrie) à des comportements thixotropes (Annexe B).

Le cadre de notre étude nous astreint à ne considérer que des fluides purement visqueux
(Generalized Newtonian Fluids). Ce modèle comprend les fluides Newtoniens, ainsi que les
fluides non Newtoniens pour lesquels la contrainte visqueuse peut toujours s’écrire comme une
fonction du taux de cisaillement, via une viscosité effective qu’il est possible de déterminer
expérimentalement. N’entrent pas dans cette définition les fluides viscoélastiques, les fluides
viscoplastiques comme les fluides à seuil ou de Bingham ou les fluides thixotropes (Annexe
B). Plusieurs auteurs choisissent la loi en puissance afin de décrire la viscosité η des fluides
purement visqueux comme une fonction du taux de cisaillement γ̇ ; son expression s’écrit :

η = mγ̇n−1, (2.1.1)
où m est le paramètre de consistance et n l’indice de pente.

Dans le cas des liquides rhéofluidifiants (0 < n < 1), la loi en puissance présente toutefois
l’inconvénient de faire diverger la viscosité lorsque le taux de cisaillement tend vers zéro. De
plus, les mesures de viscosité par rhéométrie (Annexe C) montrent que plusieurs de ces liquides
présentent un comportement Newtonien aux très faibles valeurs du taux de cisaillement. La
loi de Carreau est un exemple de modèles rhéologiques proposés dans le but de décrire plus
fidèlement la viscosité des fluides se comportant comme des fluides purement visqueux ; son
expression s’écrit :

η − η∞
η0 − η∞

=
[
1 + (γ̇/γ̇c)2

](n−1)/2
. (2.1.2)

L’équation (2.1.2) montre que pour γ̇ � γ̇c (resp. γ̇ � γ̇c), les fluides de Carreau se com-
portent comme des fluides Newtoniens de viscosité à cisaillement nul η0 (resp. comme des fluides
en loi de puissance d’indice n). Dans certains cas, ces fluides peuvent retrouver un comporte-
ment Newtonien de viscosité η∞ pour des valeurs très grandes du cisaillement. Physiquement,
les fluides rhéofluidifiants (resp. rhéoépaississants) sont bien décrits par la loi de Carreau pour
n < 1 (resp. n > 1). L’annexe A représente graphiquement les asymptotes de la loi de Carreau.
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A noter qu’au niveau de γ̇ = γ̇c, l’équivalence entre les lois en puissance et de Carreau s’exprime
par η0 = mγ̇c

n−1.
Par ailleurs, étant donné que nous aurons recours à des techniques optiques, les fluides uti-

lisés devront être si possible transparents, ou, le cas échéant, le moins troubles possible. Nous
privilégions également les polymères les plus facilement mis en solution, et il est utile que
les solutions de polymères employées soient stables dans le temps, c’est-à-dire qu’il n’est pas
souhaitable qu’à concentration et température fixées, l’on puisse observer une évolution dans
leur comportement rhéologique. Etant donné que nous étudierons une interface liquide/air et
que nous serons amenés à injecter un champ électrique au sein du fluide (Fig. 2.3.4), il est
nécessaire que les solutions en question présentent une constante diélectrique relativement plus
grande que celle de l’air au dessus de l’interface. Sont enfin écartés, si possible, les liquides dan-
gereux ou corrosifs, et les solutions de polymères organiques destinés à l’industrie alimentaire,
qui présentent l’inconvénient de rapidement se dégrader, voire se pétrifier, au contact de l’air
ambiant.

(a) (b)

Figure 2.1.1 : Courbes de viscosité en fonction du taux de cisaillement pour des liquides pure-
ment visqueux. Distinction générale (a), et quelques exemples de fluides rhéo-
fluidifiants (b).

2.2 Rhéologie des polymères et modèles empiriques
Le Carboxymethylcellulose (CMC E466 ), le polyacrylamide Zetag et la gomme Xanthane

(E415 ) sont les trois polymères aux propriétés rhéofluidifiantes disponibles au laboratoire. Nous
commençons dans un premier temps par faire une étude paramétrique en laboratoire en com-
parant les mesures issues du rhéomètre pour ces trois fluides, à indice n fixé (Fig. 2.2.1), puis
à paramètre de consistance m fixé (Fig. 2.2.2). Nous choisirons dans la mesure du possible
d’ajuster les mesures suivant le modèle empirique le plus adéquat, il s’agira généralement de
la loi de Carreau ou de la loi en puissance (Eq. (2.1.2) & (2.1.1)). Dans un premier temps,
nous avons préparé les solutions de polymère de façon à fixer, le cas échéant, un des deux
paramètres apparaissant dans la loi en puissance (Eq. (2.1.1)). La figure 2.2.1 représente trois
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rhéogrammes de solutions présentant le même indice, n, de loi en puissance (i.e. la même pente
à haut cisaillement, voir Annexe A). Nous voyons qu’à n fixé c’est la viscosité de la solution de
CMC qui chute le moins jusqu’à une certaine valeur du cisaillement (γ̇ = 700s−1). C’est que
pour cette solution, le plateau Newtonien s’étend jusqu’à quelques 10s−1 alors qu’il sort de la
plage de mesures pour les deux autres solutions. La figure 2.2.2 représente trois rhéogrammes
de solutions présentant un paramètre de consistance similaire : nous voyons que les indices de
loi en puissance changent d’une solution à une autre, et là aussi il s’agit du CMC (resp. de la
gomme Xanthane) qui voit sa viscosité chuter le moins vite (resp. le plus vite).

Dans un deuxième temps nous choisissons d’exclure le polyacrylamide Zetag car il présente
des propriétés viscoélastiques évidentes, surtout à forte concentration : ce comportement se
décèle facilement par l’effet Weissenberg (Annexe B) lorsqu’on lui fait subir des essais par
rhéométrie. Compte tenu de cette première classification, nous nous concentrerons ainsi sur les
deux polymères restants, à savoir le CMC et la gomme Xanthane. Bien qu’ils ne présentent pas
d’effet élastique visible 1, nous verrons que ces deux fluides ne se comportent comme des fluides
purement visqueux que pour les plus faibles concentrations ; pour les fortes concentrations
nous assistons notamment à des comportements thixotropiques. Il est intéressant de noter que
globalement, quelles que soient les concentrations, les solutions de CMC et de gomme Xanthane
présentent des comportements rhéofluidifiants clairs, mais très éloignés : nous qualifierons dans
la suite de ce travail les solutions de CMC comme possédant un faible pouvoir rhéofluidifiant
(indice de pente n modéré et large plateau Newtonien) en comparaison avec les solutions de
gomme Xanthane de concentration similaire que nous qualifierons comme ayant un fort pouvoir
rhéofluidifiant (fort indice de pente n et plateau Newtonien plus court).

10−2 10−1 100 101 102

101

102

103

Taux de cisaillement (s−1)

V
is

co
si

té
 (m

P
a.

s)

Gomme Xanthane

m=37mPa.sn

Polyacrylamide

m=176mPa.sn

CMC

η0=1235 mPa.s ; γc
. =15.87s−1

Figure 2.2.1 : Viscosité en fonction du taux cisaillement pour trois solutions différentes de
polymère préparées en laboratoire. Les traits pleins correspondent pour la so-
lution de CMC à un ajustement suivant la loi de Carreau (Eq. (2.1.2)), et pour
les autres solutions à un ajustement suivant la loi en puissance (Eq. (2.1.1)).
Nous avons choisi de fixer l’indice de loi en puissance à n = 0.6.

1. Si l’on voulait caractériser précisément les propriétés viscoélastiques, il faudrait disposer d’un rhéomètre
oscillant (Annexe C).
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Figure 2.2.2 : Viscosité en fonction du taux de cisaillement pour trois solutions différentes
de polymère préparées en laboratoire. Les traits pleins correspondent pour la
solution de CMC à un ajustement suivant la loi de Carreau (Eq. (2.1.2)), et pour
les autres solutions à un ajustement suivant la loi en puissance (Eq. (2.1.1)).
Nous avons choisi de fixer le paramètre de consistance à une valeur comprise
entre m = 10 − 20mPa.sn.

2.2.1 Le CMC
Référencé sur la liste des excipients sous le numéro E466, il s’agit d’un des polymères les plus

répandus, utilisé notamment dans l’industrie pharmaceutique en tant que gélifiant ou agent
épaississant à très forte concentration, mais aussi comme stabilisant dans des émulsions ou des
suspensions à concentration plus modérée.

Des solutions aqueuses de 1 − 5% en masse de CMC ont été étudiées par Ghannam &
Esmail (1997) [31], qui ont observé un comportement quasi-Newtonien pour les plus faibles
concentrations, ainsi que des comportements rhéofluidifiants et thixotropes pour les plus fortes
concentrations (Fig. 2.2.3b). Lin & Ko (1995) [51] et plus tard Gòmez-Dìaz & Navaza (2002)
[33] se sont intéressés à l’influence de la température sur la viscosité de solutions de CMC
de concentration comprise entre 0.05% et 1% en masse, viscosité qu’ils proposent de décrire
suivant le modèle en loi de puissance. Escudier et al. (2000) [24] ont montré que la loi de
Carreau-Yasuda (Annexe B) représente pratiquement le modèle rhéologique le mieux descriptif
de la viscosité des solutions de l’ordre de 0.4% en masse de CMC. Finalement, pour une large
gamme de concentrations allant de 0.2% à 7%, Benchabane & Bekkour (2008) [13] ont observé
un comportement inattendu à très basses valeurs du cisaillement (jusqu’à 10−3s−1 pour les plus
fortes concentrations) : ils notent la présence d’un double seuil à la fois en cisaillement et en
concentration en dehors desquels le plateau Newtonien n’est pas toujours mis en évidence (Fig.
2.2.3a).
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(a) Benchabane & Bekkour (2008). (b) Ghannam & Esmail (1997). Comportement thixotro-
pique du CMC à fortes concentrations.

Figure 2.2.3 : Mesures de viscosité réalisées par rhéométrie pour des solutions de différentes
concentrations en CMC.

2.2.2 La gomme Xanthane
Référencée sur la liste des excipients sous le numéro E415, la gomme Xanthane est un poly-

saccharide sécrété à partir de l’action d’un micro-organisme bactérien Xanthomonas campestris.
Utilisée dans l’industrie alimentaire comme additif, son rôle et atout principal est son pouvoir de
modifier la consistance des aliments en agissant comme épaississant ou gélifiant, même pour de
faibles concentrations . Etant un polymère de nature organique, son principal inconvénient est
de ne pas être stable au contact de l’atmosphère ambiante. Les solutions de gomme Xanthane
présentent ainsi une durée de vie limitée, même s’il est possible de les conserver durablement
en milieu acide.

Des études rhéologiques ont été menées (Whitcomb & Macosko (1978)[88], Rodd et al. (2000)
[71]) afin de caractériser des solutions de différentes concentrations, essentiellement dans le but
d’analyser leur comportement aux faibles valeurs du cisaillement.

Song et al. (2006)[81] se sont intéressés aux propriétés viscoélastiques à des fortes concen-
trations de 1 − 4% en masse, ainsi que Escudier et al. (2001) [24] qui ont réalisé une étude
plus complète pour une concentration massique de 0.4%. Rodd et al. (2000) [71] ont égale-
ment mis en évidence le caractère thixotropique de la gomme Xanthane pour des solutions de
concentration supérieure à 0.5% (Fig. 2.2.4).
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Figure 2.2.4 : Mesures de viscosité réalisées par rhéométrie pour des solutions de différentes
concentrations de gomme Xanthane. Source : Rodd et al. (2000) [71].

2.3 Problématique expérimentale liée à la faible gamme de
cisaillement appliqué

2.3.1 Contexte théorique et difficultés rencontrées en rhéométrie
D’un point de vue théorique, lorsqu’un écoulement présente une surface libre ou une symétrie

plane ou axiale, le nombre de Reynolds est souvent défini dans le cas rhéofluidifiant comme étant
basé sur la viscosité limite à taux de cisaillement nul (Rousset et al. (2007) [72], Nouar et al.
(2007) [63]). Il s’agit de la viscosité observée à la surface libre et aux points de symétrie. Il
apparaît donc crucial d’être en mesure de la déterminer avec précision.

Pendant longtemps, le seul moyen de mesure de la viscosité d’un fluide était d’imposer un
écoulement à ce fluide puis de mesurer la résistance subie par l’écoulement suite à un contact
avec un obstacle : ce fut le fondement de la viscosimétrie (viscosimètres rotationnels, à chute
de bille, viscosimètres capillaires... etc).

D’une manière globale, la caractérisation expérimentale des fluides complexes représente un
enjeu majeur que ce soit dans le secteur industriel ou alimentaire. Les mesures classiques de
viscosité par rhéométrie révèlent certaines limitations compte tenu du comportement non New-
tonien de certains liquides (en particulier lorsqu’on assiste à un brusque changement de viscosité
à faible taux de cisaillement). Les rhéomètres rotationnels sont les plus répandus ; lorsque les
essais consistent en la mesure d’un couple connaissant la vitesse de rotation (Annexe C), me-
surer de faibles viscosités à très faible taux de cisaillement est particulièrement délicat avec ce
type de technique. De surcroît, les instruments capables d’imposer d’aussi faibles gammes de
cisaillement et donc d’aussi faibles vitesses de rotation (� 1tr/min) sont en général très peu
disponibles voire peu fiables, et ce d’autant plus que le fluide considéré sera peu visqueux. Dans
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le cas des fluides rhéofluidifiants, plusieurs modèles empiriques sont proposés mais en réalité,
suivant la concentration en polymère ainsi que son poids moléculaire, en fonction du fabricant
et même de la nature chimique du solvant (Escudier et al. (2001) [24]), il subsistera malgré
tout d’assez importants écarts dus à la fois au choix du modèle mais aussi aux incertitudes de
mesure au niveau du rhéogramme.

Nous utiliserons tout de même un rhéomètre dans notre étude pour caractériser nos solutions
pour des cisaillements pas trop faibles. Ces mesures seront réalisées avec un rhéomètre rotatif de
Couette RheomatT M RM115−A, de couple minimal 10mN.m. Suivant la plage de cisaillement
parcourue, nous utiliserons généralement une géométrie MS0 1271 à double entrefer permettant
l’étude de liquides de viscosité effective comprise entre 0.5 et 30 mPa.s, et/ou une géométrie
standard DIN 145 pour des liquides de viscosité effective entre 20 et 400 mPa.s.

2.3.2 Electrocapillarité : présentation de la technique
La détermination de la tension de surface et de la viscosité d’un liquide à partir de l’étude

de la propagation et de l’atténuation d’ondes capillaires est un sujet récurrent depuis quelques
dizaines d’années. Comment définir les ondes capillaires à l’interface liquide/air ? Quelle tech-
nique expérimentale mettre en place pour les générer et les détecter ? Quelles seront les mesures
à partir desquelles nous pouvons de manière précise caractériser la rhéologie de nos fluides ?
Telles seront les questions abordées dans cette étude expérimentale.

L’électrocapillarité est une technique optique peu intrusive permettant des mesures d’atté-
nuation et longueur d’onde spatiale à fréquence d’excitation fixée (Sohl et al. (1978) [79], Maloy
et al. (1989) [54], Behroozi et al. (2001,2003,2010,2011) [7, 8, 11, 12]). Dans un contexte proche
comme celui des procédés d’adsorption, il est aussi possible d’étudier par cette technique les
propriétés élastiques de films résultant de l’organisation au niveau de l’interface de molécules
organiques ou de surfactants solubles (Mann & Hansen (1963) [55], Langevin (1990) [49], Ito
et al. (1990) [41], Jiang et al. (1992) [42], Saylor et al. (2000) [75], Dechoz & Rozé (2004)
[23]). Ce type d’études permet la caractérisation des propriétés viscoélastiques des films inter-
faciaux pour une concentration donnée en soluté, la viscosité du fluide solvant étant supposée
connue. Néanmoins, à notre connaissance, elle n’a jamais été utilisée pour des fluides purement
visqueux. Elle a pourtant l’avantage de se baser sur des déformations extrêmement faibles du
milieu ; elle peut donc donner accès à la viscosité à très faible cisaillement.

Concernant l’étude de la propagation des ondes capillaires, deux approches sont généra-
lement possibles : une approche temporelle et une approche spatiale. La première revient à
étudier l’évolution et la croissance temporelle d’une onde de longueur d’onde déterminée (i.e.
la fréquence complexe est mesurée en fonction du nombre d’onde réel). Cette approche est ren-
due possible par une technique relativement récente (SLS : Surface light-scattering, Langevin
(1990) [49]) : dans ce cas des ondes capillaires d’une large gamme de longueurs d’ondes sont
générées par agitation thermique et la longueur d’onde souhaitée est sélectionnée à partir de
l’angle de diffraction (scattering angle). La seconde approche consiste à suivre l’onde dans sa
propagation spatiale, et donc à mesurer sa longueur d’onde à partir d’une fréquence d’excita-
tion fixée. L’excitation des ondes est possible : i) mécaniquement (Saylor et al. (2000) [75]),
ii) électriquement (Mann & Hansen (1963) [55], Sohl et al. (1978) [79], Maloy et al. (1989)
[54], Ito et al. (1990) [41], Jiang et al. (1992) [42], Dechoz & Rozé (2004) [23]), et même iii)
acoustiquement (Tan et al. (2010) [84]).

Bien que les deux approches fournissent les mêmes caractéristiques ondulatoires (contenues
dans la relation de dispersion), elles diffèrent cependant sur la gamme des ondes capillaires en
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terme de longueur d’onde et de fréquence. La première approche rend possible l’étude d’ondes
capillaires très courtes à très hautes fréquences (λ ∼ 10 − 100μm ; f ∼ 1 − 10kHz ) tandis
que la seconde approche se restreint à un régime capillaire à grandes longueurs d’onde-faibles
fréquences (λ ∼ 1mm ; f ∼ 100Hz ). D’un point de vue expérimental, l’approche spatiale est
la plus simple et la moins coûteuse à mettre en place, et la génération des ondes par excitation
électrique (électrocapillarité) apparaît comme la technique la plus employée par les auteurs.
C’est cette dernière que nous utilisons (Allouche et al. (2015) [2]).

A propos de l’électrocapillarité, une autre distinction majeure apparaît concernant la nature
des ondes créées : Mann & Hansen (1963) [55], Sohl et al. (1978) [79], Maloy et al. (1989) [54]
et Dechoz & Rozé (2004) [23] utilisent une lame de rasoir dans le but de créer des ondes planes,
alors que Ito et al. (1990) [41], Jiang et al. (1992) [42] et Saylor et al. (2000) [75] choisissent
de générer des ondes cylindriques. L’emploi d’une aiguille dans le but de générer des ondes
cylindriques présente essentiellement l’avantage d’éviter des problèmes d’effets de bord dans le
cas où l’axe de la lame n’est pas parfaitement parallèle à la surface libre, mais a l’inconvénient
de présenter une atténuation naturelle des ondes hors atténuation par dissipation visqueuse.
L’intérêt d’étudier des ondes planes réside dans la détection d’ondes de plus grande amplitude,
et de plus faible coefficient d’atténuation.

Enfin, Behroozi et al. (2001,2003,2010,2011) [7, 8, 11, 12] ont développé une technique plus
originale reposant sur la génération d’ondes stationnaires entre deux lames séparées d’une dis-
tance égale à un multiple d’une demi-longueur d’onde. Les mesures de phase et d’amplitude
sont rendues possibles par interférométrie laser.

Nous choisissons, par souci de concision, de résumer ces différentes approches expérimentales
dans un tableau (Tab. 2.1).

2.3.3 Montage expérimental
Par souci de simplicité, nous ferons le choix d’adopter un montage expérimental proche

de celui proposé par Sohl et al. (1978) [79]. Des ondes supposées planes sont générées par
l’intermédiaire d’une lame de rasoir commerciale d’environ 5cm de large. La solution considérée
est contenue dans une cuve en verre transparent de 38cm de long, 35cm de large, la profondeur
moyenne étant de l’ordre de 25cm.

Dans nos expériences, nous faisons en sorte de positionner la lame métallique au centre de la
cuve, le plus près de la surface libre (< 1mm). Nous appliquons une différence de potentiel entre
la lame et une électrode métallique immergée au sein du fluide. Cette différence de potentiel se
compose d’une haute tension continue Vdc = 270Volts à laquelle on superpose une faible tension
sinusoïdale (Vac = 1 − 10Volts ; f = 50 − 250Hz).

Pour une fréquence d’excitation donnée, l’application du champ électrique va induire la dé-
formation de l’interface (Fig. 2.3.1) : le fluide va localement tendre à s’élever au niveau de la
lame et les forces opposées à ce mouvement seront généralement les forces de tension de surface
et la gravité (Sohl et al. (1978) [79], Behroozi & Podolefsky (2001) [10, 9]). Etant donné que la
force locale Félec exercée sur la surface libre est proportionnelle au carré de la tension appliquée
Vélec (Sohl et al. (1978) [79]), deux types d’ondes seront ainsi générées : des ondes répondant à la
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Table 2.1 : Résumé des principales techniques expérimentales trouvées dans la littérature em-
ployées pour générer des ondes capillaires. En rouge les principales références bi-
bliographiques, en vert le type de modèle pour lequel nous avons opté.
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(b) L’amplitude du signal mesuré évolue linéairement
avec l’amplitude de la tension sinusoïdale appli-
quée.

Figure 2.3.1 : Exemple de mesure de signal local oscillant pour une solution de 0.075% de
CMC. (a) Signal mesuré (tirets rouges) en réponse à un signal électrique de
référence (traits pleins bleus) de tension Vac = 9V olts et f = 80Hz, (b) pour
une série de plusieurs amplitudes d’excitation.

fréquence fondamentale et d’autres à la seconde harmonique (Eq. (2.3.1)). Puisque dans notre
configuration

(
Vac

Vdc

)2 � 1, nous détectons ainsi des ondes répondant à une fréquence égale à la
fréquence d’excitation (Fig. 2.3.1a). A noter aussi qu’à Vdc fixée, l’amplitude des ondes détectées
est linéaire avec Vac (Fig. 2.3.1b).

Félec ∝ V 2
élec =

(
Vdc + Vace

iωt
)2

= V 2
dc

(
1 + 2Vac

Vdc

eiωt +
(

Vac

Vdc

)2
e2iωt

)
. (2.3.1)

Des solutions de glycérine sont considérées dans un premier temps durant la phase de vali-
dation dans le cas Newtonien, puis des solutions de CMC et de gomme Xanthane sont utilisées
dans le cas des fluides rhéofluidifiants (la figure 2.2 et de façon plus détaillée les annexes D-E
résument la nature et les propriétés chimiques des différentes solutions employées). De l’eau dé-
minéralisée est utilisée pour la préparation des solutions 2, l’ensemble du protocole étant soumis
à un certain nombre de précautions : i) faire en sorte que toutes les bulles d’air soient évacuées ;
ii) faire en sorte que la dissolution soit parfaite afin d’éviter une répartition non-uniforme du
soluté - stratification - qui peut dégrader la qualité de la surface libre ; iii) essayer de débar-
rasser au maximum la surface libre des fines particules de poussière qui peuvent s’y déposer ;
iv) surtout s’assurer qu’il n’y ait aucune onde réfléchie au niveau des parois, en faisant en sorte
de minimiser la longueur d’atténuation par rapport à celle de l’aquarium : ceci est possible en
jouant sur la dimension de l’aquarium, sur la viscosité du fluide considéré, et/ou sur le régime
fréquentiel d’excitation.

Une façon de détecter les ondes consiste à les scanner localement par réfraction de faisceau
laser en raison de la différence d’indice de réfraction à l’interface liquide/air (Saylor et al.

2. Nous laissons tremper la poudre de polymère toute une nuit dans notre cuve d’une trentaine de litres.
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Solution Concentration Fabricant Température (°C) Densité (Kg/m3)
Glycérine naturelle 45% en volume Oleon 26.5 1104

CMC 0.075% en masse Cekol 2000S 24 982
CMC 0.1% en masse Cekol 2000S 24 985
CMC 0.125% en masse Cekol 2000S 25 980

Gomme Xanthane 0.08‰ Keltrol 23 981

Table 2.2 : Caractéristiques des solutions utilisées durant notre travail expérimental. Des in-
formations plus précises sur les propriétés physico-chimiques du CMC et de la
gomme Xanthane sont données en Annexe D-E.

(2000) [75], Dechoz & Rozé (2004) [23]). Lorsque, comme nous, l’on s’intéresse à des ondes de
très faible amplitude, l’approche par réflexion de faisceau laser présente toutefois l’avantage
d’un plus grand déplacement lu sur le capteur optique ; cela nous affranchit de le disposer très
haut au-dessus de l’interface comme dans le cas d’une approche par réfraction (Fig. 2.3.8).

Dans le cas de mesures par réfraction, le miroir est orienté à 45° vers le haut de sorte que le
faisceau lumineux sortant du laser et le faisceau réfléchi par le miroir décrivent un plan vertical.
Dans le cas de mesures par réflexion, nous dévions légèrement le miroir en plus de l’orienter à 45°
vers le haut. Le faisceau réfléchi par le miroir, qui se retrouve ainsi légèrement dévié par rapport
à la verticale, traverse une première fois la couche de fluide par la paroi du bas, se réfléchit
au niveau de la surface libre, puis parcourt de nouveau la solution avant d’être détecté (Figs.
2.3.3 & 2.3.4). Au repos, lorsque la surface libre est plane, les chemins optiques des faisceaux
lumineux mis en jeu décrivent ainsi un plan perpendiculaire à la direction de propagation.
Localement, la déformation périodique de la surface libre entraîne l’oscillation du faisceau laser
recueilli au niveau d’un capteur optique (Position Sensing Device PSD, calibration : 1mm =
1Volt) : la détection des ondes est de cette façon rendue possible en utilisant les ondes elles-
mêmes comme des miroirs 3. A partir du signal quasi-sinusoïdal mesuré, concrètement avec notre
capteur positionné à une distance de 75cm de la surface libre, on détecte des déplacements de
l’ordre de 0.1 − 2.5mm ; cela correspond à des angles d’incidence 0.002 − 0.1°, et donc à des
amplitudes comprises sur une plage de 0.01 − 1μm (Fig. 2.3.8).

Le traitement du signal local oscillant est réalisé par une méthode de démodulation synchrone
(G. Travin (1978) [85]) plutôt que par les algorithmes classiques FFT. Cette méthode fournit
l’amplitude et la phase d’un signal périodique de fréquence connue même s’il est très bruité
(Annexe G). Elle présente l’avantage d’éliminer rigoureusement les composantes fréquentielles
du bruit (G. Travin (1978) [85]), mais son inconvénient demeure toutefois la nécessité d’entrer
la valeur exacte de la fréquence fondamentale du signal.

Enfin, la détermination des caractéristiques ondulatoires (i.e. coefficient d’atténuation spa-
tiale et longueur d’onde) requiert un plus grand nombre de mesures locales, suivant la direction
de propagation. Nous imposons un pas régulier de 0.2 mm à 0.5 mm suivant la viscosité du
fluide considéré et la gamme de fréquence d’excitation. Le déphasage en fonction de x entre le
signal électrique de référence et le signal local oscillant détermine la longueur d’onde, tandis que

3. Nous utilisons le même montage optique pour l’étude d’ondes à la surface libre d’un écoulement de film
sur plan incliné (Fig. 3.1.1a, Chapitre 3).
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Figure 2.3.2 : (a) Déphasage entre le signal électrique de référence et le signal mesuré en
fonction de la distance de propagation (points bleus), dont on tire la longueur
d’onde, (b) Décroissance exponentielle de l’amplitude de l’onde en fonction de la
distance de propagation (points bleus), dont on tire le coefficient d’atténuation
spatiale. L’interface de l’onde n’est pas un résultat de mesures, mais a été
reconstruite conformément à Behroozi & Podolefsky (2001) [10, 9] (pointillés).
Résultats expérimentaux obtenus pour une solution de 0.1% en masse de CMC
à f = 90Hz. Les traits pleins verts représentent un ajustement linéaire en (a)
et exponentiel en (b).

les mesures d’amplitude en fonction de x fournissent directement le coefficient d’atténuation
(Fig. 2.3.2).

2.3.4 Théorie des ondes capillaires avec dissipation visqueuse - validation
en fluide Newtonien

2.3.4.1 Discussions sur le choix du modèle

Nous considérons dans notre étude des ondes capillaires avec dissipation visqueuse, qui consti-
tuent un ensemble d’ondes de surface dont la longueur d’onde est de l’ordre du millimètre. Dans
le cas d’un fluide Newtonien, plusieurs modèles théoriques ont été proposés pour décrire la pro-
pagation de ces ondes au niveau d’une interface liquide/air. L’approche la plus généralement
choisie revient à écrire la relation de dispersion en projetant les équations linéarisées de la
dynamique des fluides au niveau de la surface libre d’un fluide de densité ρ, viscosité η, et
tension de surface σ. Cette relation se présente sous une forme généralement complexe reliant
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Figure 2.3.3 : Schéma du montage expérimental.
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Figure 2.3.4 : Photo d’ensemble du montage expérimental.
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Table 2.3 : Résumé des principaux modèles théoriques trouvés dans la littérature. En rouge
les principales références bibliographiques, en vert le type de modèle pour lequel
nous avons opté.
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les différentes propriétés physiques du fluide aux caractéristiques de l’onde, i.e. la fréquence an-
gulaire ω = 2πf , le nombre d’onde réel k = 2π/λ avec λ la longueur d’onde, et αatt l’atténuation
spatiale.

Lamb (1945) [48] est l’un des premiers à avoir recherché une expression harmonique pour
le champ de vitesse, de façon à vérifier à la fois l’équation de Laplace portant sur le potentiel
de vitesse, et les équations de Navier-Stokes. Plus tard, Debnath et al. (1977) [22] et Leblond
& Mainardi (1987) [50] ont recherché des solutions analytiques plus complètes et ont proposé
des solutions asymptotiques intéressantes : i) en considérant que l’atténuation spatiale est
négligeable devant le nombre d’onde réel à partir du second ordre ; ii) pour des liquides de
profondeur finie ou infinie ; iii) pour les ondes courtes ou les ondes longues. Hansen et al.
(1968) [37] et Langevin (1990) [49] ont affiné ce modèle de relation de dispersion en prenant
aussi en compte les propriétés physiques du fluide au-dessus de l’interface (généralement de l’air)
et par conséquent en réécrivant l’équilibre cinématique et dynamique à l’interface. Langevin
(1990) [49] a montré que ce modèle bi-couche n’apporte pas d’écart significatif par rapport au
modèle mono-couche dans le cas où la couche de fluide au-dessus de l’interface est de nature
gazeuse. Sohl & Miyano (1979) [80] ont proposé une démarche élégante pour extraire viscosité
et tension de surface à partir des mesures des caractéristiques ondulatoires écrites sous forme
adimensionnelle. Ils suggèrent également une solution asymptotique pour un régime basses
fréquences et faibles viscosités.

Les travaux expérimentaux cités ci-dessus n’ont toutefois pas été réalisés sur des liquides
Newtoniens de viscosité connue, mais seulement sur des liquides de type hydrocarbure, des
suspensions colloïdales ou des solutions de surfactant (mis à part Maloy et al. (1989) [54] qui
ont publié des résultats sur de l’eau mais à de hautes fréquences, de l’ordre de f ∼ 1kHz qui
sont hors de portée de notre dispositif expérimental). Etant donné aussi la difficulté dans la
résolution numérique de la relation de dispersion qui se présente souvent sous la forme d’un
polynôme de degré 7, nous choisirons la théorie énergétique présentée par Behroozi & Podolefsky
(2001) [10, 9] et Behroozi (2004) [6] qui ont par ailleurs abouti à une validation expérimentale
sur de l’eau et des solutions Newtoniennes de concentration connue en glycérine (Behroozi et
al. (2001,2003,2010,2011) [7, 8, 11, 12]).

La figure 2.3 résume les caractéristiques des principaux modèles retrouvés dans la littérature.
Behroozi & Podolefsky (2001) [10, 9] et Behroozi (2004) [6] présentent une approche diffé-

rente, dans laquelle l’atténuation spatiale ne figure pas explicitement dans l’écriture harmonique
du champ de vitesse (Annexe F). En effet, depuis Lamb (1945) [48], le coefficient d’atténua-
tion apparaît quasi-systématiquement comme la partie imaginaire (positive ou négative) d’un
nombre d’onde complexe. La relation de dispersion présente, par conséquent, une forme com-
plexe dans la plupart des cas.

L’approche que nous présentons ici diffère en ce point, puisque le nombre d’onde sera défini
comme un nombre d’onde réel, et aucune grandeur complexe ne sera considérée. Elle présente
un certain nombre d’avantages : i) physiquement ceci revient à considérer les forces de tension
de surface (dominantes) et de gravité (secondaires) comme étant pratiquement les uniques
responsables de la déformation de l’interface, en d’autres termes que la longueur d’onde est
presque entièrement déterminée par la tension de surface ; ii) en écrivant le théorème de l’énergie
cinétique localement au niveau de la surface libre, le problème est découplé et une expression
plus simple reliant proportionnellement la viscosité à l’atténuation spatiale est proposée. Nous
présenterons succinctement l’essentiel de cette théorie dans les deux paragraphes qui suivent,
dans le cas d’un fluide Newtonien, en choisissant le repère de l’étude de façon à ce que l’interface
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soit tangente au plan (x, z), l’axe y étant normal à ce plan, orienté vers l’extérieur du fluide.
Les ondes sont supposées planes et se propageant suivant l’axe x.

Modèle retenu pour la tension de surface

Sans tenir compte de la définition du nombre d’onde (k complexe ou réel), la relation de dis-
persion familiaire pour des ondes capillaires sans dissipation visqueuse (Eq. (2.3.2)) est obtenue
en projetant les équations linéarisées de Navier-Stokes au niveau de la surface libre d’un fluide
infiniment profond (depuis Lamb (1945) [48]), ou en notant que l’énergie potentielle de l’onde
consiste en deux composantes, l’une gravitationnelle, l’autre de surface (Behroozi & Podolefsky
(2001) [10, 9], Annexe F).

ω2 = kg + σk3/ρ. (2.3.2)
Il est toutefois nécessaire de corriger l’équation (2.3.2) pour y faire apparaître les effets

visqueux et notamment pour les hautes fréquences (Behroozi et al. (2010,2011) [11, 12]). On
écrit alors :

ω2 = kg + σeff k3/ρ, (2.3.3)

σeff ≡ σ − (8η3ω/ρ)1/2 + 4kη2/ρ. (2.3.4)
Les expressions (2.3.3)-(2.3.4) sont obtenues en supposant physiquement que l’atténuation

spatiale est très faible par rapport au nombre d’onde au delà de l’ordre 1 ((αatt/k)2 � 1).
Expérimentalement, le terme non visqueux dans l’expression de la tension de surface Eq. (2.3.4)
est largement dominant et la correction itérative due aux termes visqueux n’est pas tellement
significative (∼ 1%). Pour chaque valeur de la fréquence d’excitation, la valeur de la tension
de surface est soit directement extraite à partir des équations (2.3.3)-(2.3.4), soit déterminée
en ajustant les mesures expérimentales de la vitesse de phase vϕ = ω/k = λf suivant l’équation
(2.3.5). Nous présenterons par la suite les résultats suivant ces deux façons de faire le post-
traitement (Fig. 2.3.6) pour s’assurer qu’il n’y a pas d’écart significatif.

vϕ = ω/k = (g/k + σeff k/ρ)1/2. (2.3.5)

Modèle retenu pour la viscosité

En invoquant simplement la conservation de l’énergie, il ressort que localement au niveau de
l’interface la puissance moyenne dissipée par unité de surface et due aux contraintes visqueuses
<dPext/dS> s’équilibre avec la variation par rapport à un temps dt de l’énergie de l’onde,
exprimée par sa décroissance exponentielle (< . > décrit une moyenne spatio-temporelle à la
fois le long d’une longueur d’onde λ = 2π/k et pendant une période T = 2π/ω). Par ailleurs, le
principe d’équipartition de l’énergie mène à ce que l’énergie totale d’une onde progressive se
divise de manière égale entre une forme cinétique et une forme potentielle (Behroozi (2004)
[6], Annexe F). La conclusion est que dans le cas d’un fluide Newtonien, la viscosité finit par
s’écrire comme une fonction linéaire de l’atténuation spatiale donnée par :
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Figure 2.3.5 : Validation dans le cas Newtonien des mesures de célérité (a) et de tension
de surface (b) pour une solution aqueuse à 45% en volume de glycérine. Ces
résultats ont été obtenus pour deux valeurs différentes de l’amplitude, près de la
source estimée à 90Hz suivant l’Eq. (2.3.8) : a0 = 0.39μm (cercles bleus) ; a0 =
0.85μm (carrés rouges). Les marqueurs pleins représentent les résultats obtenus
pour chaque fréquence. Les tirets représentent un ajustement des mesures de
célérité suivant l’Eq. (2.3.5) avec la tension de surface comme paramètre à
déterminer. Sont aussi représentées les barres d’erreurs collectées durant toute
la série de mesures.

η = ρvgαatt

2k2 , (2.3.6)

où vg = dω
dk

représente la vitesse de groupe qui intervient physiquement dans l’expression de
l’énergie cinétique du paquet d’onde.

Comme pour la tension de surface, la valeur de la viscosité est soit directement extraite de
l’équation (2.3.6) soit déterminée à partir d’un ajustement des mesures d’atténuation spatiale
sur l’expression analytique donnée par :

αatt = 2k2η

ρvg

. (2.3.7)

La figure 2.3.6 résume les principales étapes de l’ensemble du processus de post-traitement.

2.3.4.2 Estimation de l’amplitude de l’onde détectée et du cisaillement appliqué

Il apparaît crucial à l’issue des mesures expérimentales, et pour ne pas s’éloigner du contexte
des liquides rhéofluidifiants, de vérifier que le taux de cisaillement appliqué est très faible en
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Figure 2.3.6 : Illustration des différentes étapes du post-traitement.
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Figure 2.3.7 : Validation dans le cas Newtonien des mesures d’atténuation spatiale (a) et de
viscosité (b) pour une solution aqueuse à 45% en volume de glycérine. Ces
résultats ont été obtenus pour deux valeurs de l’amplitude a(x) estimées au
voisinage de la source à 90Hz, suivant l’équation (2.3.8) : a0 = 0.39μm (cercles
bleus) ; a0 = 0.85μm (carrés rouges). Les marqueurs pleins représentent les
résultats obtenus pour chaque fréquence. Les tirets représentent un ajustement
des mesures d’atténuation spatiale suivant l’équation (2.3.7) avec la viscosité
comme paramètre à déterminer. Le trait noir correspond à la valeur de viscosité
mesurée par rhéométrie. Sont aussi représentées les barres d’erreurs collectées
durant toute la série de mesures.
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Figure 2.3.8 : Représentation graphique de l’amplitude a de l’onde détectée localement à x
donné dans le cas simplifié d’une seule interface liquide/air. Ici sont superpo-
sés en rouge (resp. en vert) les faisceaux laser mis en jeu dans une démarche
optique par réflexion (resp. par réfraction). Dans ce travail, et dans le cadre de
l’approximation faibles angles, nous avons eu recours à des mesures par réflexion
de faisceau laser, pour lesquelles l’angle détecté vaut le double de la pente locale
de la surface libre. Pour le cas illustré il s’agit de la mesure du maximum de cette
pente (angle i1) ce qui correspond à un déplacement lu sur le capteur optique
ayant pour valeur L1 � 2H.i1, avec H étant la distance entre la surface libre et
le capteur. Dans ce cas simplifié, l’amplitude de l’onde détectée localement se
réduit à a = λL1

4πH
. A noter que pour une même onde, l’inconvénient des mesures

par réfraction de faisceau laser par rapport aux mesures par réflexion s’explique
par un déplacement plus faible valant L2 � H.(i2 − i1) et L2 � 0.33H.i1 dans
le cas d’une interface eau/air.
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ordre de grandeur, du moins suffisamment faible pour décrire le supposé plateau Newtonien.
Nous nous consacrons dans cette partie à l’estimation de l’amplitude des ondes détectées, ce qui
nous permettra ensuite d’estimer le cisaillement à partir de la définition harmonique du champ
de vitesse. Nous choisissons d’adopter le même formalisme et les mêmes notations que Behroozi
& Podolefsky (2001) [10, 9] et Behroozi (2004) [6]. La Fig. 2.3.8 explique comment l’amplitude
de l’onde détectée est estimée à partir des mesures de la pente de la surface libre contenues
dans le signal local oscillant. Dans le cas de notre configuration expérimentale, en négligeant
l’épaisseur des parois de la cuve en verre, nous avons affaire à deux interfaces liquide/air, l’une
au fond de la cuve et l’autre au niveau de la surface libre : dans ce cas l’amplitude de l’onde
subit une correction par rapport au cas simplifié schématisé Fig. 2.3.8 et s’écrit localement :

a = λL1

4π(nliqHair + nairHliq)
. (2.3.8)

L’expression Eq. (2.3.8) fait apparaître les indices optiques du liquide et de l’air, ainsi que
les épaisseurs des couches de liquide et d’air traversées par le faisceau laser.

Nous considérons un champ de vitesse sous forme harmonique :
⎧⎨
⎩�v = a(x)ωeky

[
sin(ωt − kx)�i + cos(ωt − kx)�j

]
a(x) = a0e

−αattx,
, (2.3.9)

où (−→i ,
−→
j ) constitue un système de coordonnées 2D dans lequel l’axe x est tangent à la surface

libre, et l’axe y lui est normal.
Le cisaillement γ̇ appliqué au niveau de la surface libre (à y = 0) peut être estimé à partir

de la composante verticale de la vitesse :

γ̇ ≡ ∂vy

∂x
|y=0 = a(x)ω [−αattcos(ωt − kx) + ksin(ωt − kx)] . (2.3.10)

Nous pouvons borner cette valeur afin de faire apparaître non pas une valeur déterminée mais
une gamme de cisaillement appliqué physiquement, en notant que les valeurs d’amplitude et de
fréquence varient tout au long du processus expérimental (Figs. 2.3.11 & 2.3.12). Pour cela, i)
nous remarquons que l’amplitude de l’onde atténuée étudiée est maximale (resp. minimale) au
premier point (resp. au dernier point) des mesures locales ; ii) nous prenons en compte la large
gamme de fréquence ; iii) nous majorons le terme harmonique en cos et sin. Nous obtenons
ainsi une expression nous fournissant un ordre de grandeur du cisaillement appliqué par l’onde
détectée :

√
2

2 min(aω).(αatt + k) ≤ |γ̇| ≤
√

2
2 max(aω).(αatt + k). (2.3.11)

2.3.4.3 Analyse des résultats dans le cas Newtonien

La viscosité est indépendante du cisaillement dans le cas Newtonien. L’estimation du cisaille-
ment appliqué Eq. 2.3.10 signifie que ni l’amplitude ni la fréquence ne sont censées influencer
la viscosité dans ce cas. Les figures 2.3.5-2.3.7 donnent les résultats pour une solution New-
tonienne à 45% en volume de glycérine (Fig. 2.2). Malgré la dispersion observée, ces résultats
expérimentaux montrent que la tension de surface et la viscosité gardent une valeur constante
sur la gamme de fréquence utilisée (f = 80 − 180Hz), ainsi qu’en doublant l’ordre de grandeur
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de l’amplitude de l’onde générée (pour Vac = 5Volts puis Vac = 10Volts). Les valeurs de ten-
sion de surface et de viscosité issues de l’ajustement suivant l’équation (2.3.5) pour la célérité
et l’équation (2.3.7) pour l’atténuation spatiale se superposent bien à la valeur moyenne des
valeurs de tension de surface et de viscosité obtenues respectivement par les équations (2.3.3)-
(2.3.4) & (2.3.6) pour chaque valeur de la fréquence d’excitation. La déviation des valeurs de
viscosité par rapport aux mesures par un rhéomètre de Couette est de l’ordre de 2%. La largeur
des barres d’erreurs durant tout le processus de mesure varie entre ±2% et ±4% pour la tension
de surface, et ±5% et ±10% pour la viscosité.

Nous considérons donc notre configuration expérimentale comme validée ; elle fournit une
estimation correcte de la tension de surface et de la viscosité du liquide considéré.

2.3.5 Résultats en fluide rhéofluidifiant
Nous nous intéressons maintenant à l’objectif de notre travail : caractériser dans la limite des

très faibles valeurs du cisaillement, la viscosité des solutions des deux fluides rhéofluidifiants
retenus dans notre étude : le CMC et la gomme Xanthane.

Nous effectuerons nos mesures sur 3 solutions de concentration différente pour le CMC.
Pour la gomme Xanthane, une seule concentration sera considérée car, pour une concentration
supérieure à 0.01% en masse, les solutions de cette gomme présentent l’inconvénient de devenir
rapidement troubles, ce qui rend plus difficile la détection des ondes.

Nous finirons comme pour le cas de la solution de glycérine, par analyser les résultats en
faisant varier la gamme du taux de cisaillement appliqué, dans le but final de mieux comprendre
le comportement rhéologique dans la limite des faibles valeurs du cisaillement.

2.3.5.1 CMC

Influence de la concentration

Commençons par remarquer sur le tableau 2.2 que la densité des trois solutions différentes
de CMC demeure pratiquement constante, et qu’elle est d’environ 10% plus faible que celle de
la solution de glycérine. L’équation (2.3.2) montre que les ondes se propagent comme des ondes
longues de gravité pour k → 0, et comme des ondes courtes capillaires pour k → ∞. La seconde
asymptote à grands nombres d’ondes est proportionnelle au rapport σeff/ρ dans l’équation (2.3.3)
ce qui signifie qu’à fréquence fixée, plus grand est ce rapport, plus vite se propagera l’onde.
La figure 2.3.9 représente les mesures des caractéristiques de propagation (vitesse de phase,
tension de surface) et les caractéristiques de l’atténuation (coefficient d’atténuation, viscosité)
concernant les trois solutions de CMC. La figure 2.3.9a montre que sur notre plage de fréquence
d’excitation, les valeurs de célérité évoluent de façon quasi-linéaire, signe que les ondes ne se
dispersent quasiment pas dans notre gamme de fréquence et de longueur d’onde (f = 70 −
170Hz ; λ = 2 − 4mm).

De plus, à fréquence fixée les valeurs de célérité (Fig. 2.3.9a) et de tension de surface (Fig.
2.3.9b) augmentent graduellement avec la concentration en CMC, et sont supérieures à celles de
la solution Newtonienne de glycérine. Ceci est essentiellement dû au rapport σeff

ρ
qui est d’envi-

ron 50% plus grand entre la solution la plus concentrée en CMC et la solution de glycérine. En
se restreignant maintenant aux seules solutions de CMC, nous observons expérimentalement
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Figure 2.3.9 : Mesures de célérité (a), de tension de surface (b), d’atténuation spatiale (c),
et de viscosité (d) en fonction de la fréquence d’excitation pour trois solutions
de concentration différente en CMC : 0.075% pds (carrés verts), 0.1% pds (tri-
angles rouges), 0.125% pds (cercles bleus). Les marqueurs pleins représentent
les résultats obtenus pour chaque fréquence. Les tirets représentent sur les fi-
gures (a) et (b) un ajustement des mesures de célérité suivant l’équation (2.3.5)
avec la tension de surface comme paramètre, et sur les figures (c) et (d) un
ajustement des mesures atténuation spatiale suivant l’équation (2.3.7) avec la
viscosité comme paramètre. Sont aussi reportées les mesures réalisées pour la
solution Newtonienne de glycérine (losanges gris).
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que l’augmentation du rapport σeff

ρ
est essentiellement due au fait de l’augmentation de la

tension de surface, alors que la densité reste pratiquement inchangée (Fig. 2.2). Ceci se com-
prend en observant qu’en augmentant graduellement la concentration, et à fréquence fixée, les
longueurs d’ondes sont de plus en plus grandes car il faut davantage d’énergie pour déformer
l’interface. Cela se traduit physiquement par une augmentation graduelle de la tension de sur-
face 4 (Fig. 2.3.9b), ce qui explique que les ondes capillaires de grande longueur d’onde (resp.
basse fréquence) se propagent plus vite que les ondes de courte longueur d’onde (resp. haute
fréquence).

Tout comme l’huile qui est plus visqueuse mais moins dense que l’eau, la figure 2.3.9d montre
que les valeurs de viscosité pour les trois solutions de CMC sont plus grandes que celles de
la solution Newtonienne de glycérine, bien que le CMC est 10% moins dense. Augmenter la
concentration en polymère a donc pour effet d’augmenter la dissipation visqueuse, et donc
l’atténuation spatiale des ondes (Fig. 2.3.9c). A noter tout de même que contrairement au cas
de la glycérine, les valeurs d’atténuation évoluant linéairement avec la fréquence (Fig. 2.3.9c),
ne passent toutefois pas par zéro comme dans le cas Newtonien. Une correction de la théorie
visqueuse (2.3.7) de Behroozi (2004) [6] dans le cas d’un fluide rhéofluidifiant dont la viscosité
est modélisée par la loi de Carreau (Eq. (2.1.2)) a été réalisée, mais elle n’apporte rien de
significatif. Lors du traitement des mesures, nous avons donc choisi de considérer à chaque fois
la pente réelle des points correspondant aux valeurs d’atténuation spatiale.

Ici aussi, la largeur des barres d’erreurs durant tout le processus de mesure varie entre ±2%
et ±3% pour la tension de surface, et ±5% et ±10% pour la viscosité.

Influence du cisaillement

L’équation (2.3.10) nous montre que le cisaillement appliqué lors des mesures dépend à la fois
de la fréquence et de l’amplitude de l’onde. Dans un premier temps, nous avons fait évoluer le
cisaillement à travers la gamme de fréquences. Nous faisons varier dans un deuxième temps le
cisaillement appliqué pour chaque série de mesures à fréquence fixée, en jouant sur l’amplitude
des ondes par le biais de la tension sinusoïdale injectée Vac. Pour une concentration fixée en
CMC, nous avons effectué nos mesures sur la même gamme de fréquence que celle présentée
Fig. 2.3.9 pour une série de quatre valeurs de l’amplitude des ondes (Fig. 2.3.10). Nous consta-
tons que les résultats se superposent très bien les uns aux autres. En d’autres termes les valeurs
mesurées de viscosité et de tension de surface ne sont influencées ni par la fréquence ni par l’am-
plitude, ce qui indique qu’elles ne sont pas influencées par le cisaillement appliqué. L’équation
(2.3.11) appliquée à notre solution de 0.075% de CMC donne la plage de cisaillement physi-
quement appliqué par la propagation des ondes, plage qui peut être estimée entre un minimum
de10−3s−1 et un maximum de 10−1s−1. Sur cette plage de cisaillement, la solution de CMC a le
même comportement que la solution de glycérine, à savoir un comportement Newtonien pour
lequel la viscosité ne dépend pas du cisaillement.

4. A noter qu’une tension de surface nulle représente physiquement la rupture d’une interface comme pour
le cas d’un changement de phase liquide/gaz, une tension de surface infinie correspondant à une interface rigide.
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Figure 2.3.10 : Mesures de célérité (a), de tension de surface (b), d’atténuation spatiale (c),
et de viscosité (d) en fonction de la fréquence d’excitation pour une solution à
0.075% en masse de CMC. Ces résultats ont été obtenus pour quatre valeurs
différentes de la tension électrique injectée donnant naissance à des ondes
capillaires d’amplitude estimée, au voisinage de la source et à la fréquence la
plus basse, suivant l’équation (2.3.8) à : a0 = 0.61μm (étoiles noires), a0 =
0.4μm (cercles rouges), a0 = 0.27μm (triangles verts), a0 = 0.19μm (carrés
noirs). Les marqueurs pleins représentent les résultats obtenus pour chaque
fréquence. Les tirets représentent sur les figures (a) et (b) un ajustement des
mesures de célérité suivant l’équation (2.3.5) avec la tension de surface comme
paramètre, et sur les figures (c) et (d) un ajustement des mesures atténuation
spatiale suivant l’équation (2.3.7) avec la viscosité comme paramètre. Sont
aussi reportées les mesures réalisées pour la solution Newtonienne de glycérine
(losanges gris).
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Figure 2.3.11 : Rhéogramme final de la solution à 0.075% en masse de CMC. Projection des
mesures de viscosité (Fig. 2.3.10d) au sein des mesures réalisées par rhéométrie
(points bleus). Les tirets représentent un ajustement suivant la loi de Carreau
(Eq. (2.1.2)). Dans ce cas, les seules mesures issues du rhéomètre suffisent
pour caractériser le plateau Newtonien sans tenir compte des mesures tirées
de l’électrocapillarité (marqueurs vides).

Rhéogramme pour la solution à 0.075% en CMC

La dernière étape d’analyse revient à exporter les mesures de viscosité pour une concentration
donnée en CMC au sein du rhéogramme obtenu pour la même solution par un rhéomètre rotatif
de Couette. La figure 2.3.11 représente un tracé semi-logarithmique de la viscosité en fonction
du cisaillement pour la solution à 0.075% de CMC. Les marqueurs vides donnent les résultats
obtenus par électrocapillarité (Fig. 2.3.10d) et les points bleus correspondent à ceux obtenus
par rhéométrie. Ce fluide se comporte clairement comme un fluide Newtonien pour la gamme
de cisaillement correspondant à l’électrocapillarité. Ce comportement Newtonien reste même
valable pour de plus grandes valeurs du cisaillement, pratiquement jusqu’aux valeurs minimum
de cisaillement atteintes à l’aide du rhéomètre (quelques 101s−1), les résultats obtenus par
rhéométrie étant dans la continuité de ceux obtenus par électrocapillarité. Cette observation
conforte l’idée que les solutions de CMC, du moins pour les faibles concentrations, possèdent des
propriétés rhéofluidifiantes plutôt faibles, caractérisées par un plateau Newtonien relativement
large (Ghannam & Esmail (1997)[31]). En ajustant dans le sens des moindres carrés la loi
de Carreau (Eq. (2.1.2)) sur les résultats issus du rhéomètre, nous obtenons les paramètres
rhéologiques de la solution de 0.075% de CMC : η0 = 4.687mPa.s, n = 0.82, γ̇c = 107.54s−1

et η∞ ∼ 0, avec η0 la viscosité limite à taux de cisaillement nul, n l’indice de loi en puissance,
γ̇c la limite supérieure du cisaillement en deçà duquel le fluide se comporte comme un fluide
Newtonien, et η∞ la viscosité limite à taux de cisaillement infini.

Il est à remarquer que l’ajustement suivant la loi de Carreau a été réalisé sans tenir compte
des résultats issus de l’électrocapillarité. La courbe obtenue est en bon accord avec les résultats
issus de l’électrocapillarité (marqueurs vides), ce qui constitue une seconde validation de notre
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dispositif expérimental. En fait, pour ce cas particulier, les résultats issus du rhéomètre suffisent
pour mettre en évidence une partie du plateau Newtonien, et ceci vient du fait que la plus
faible valeur de cisaillement atteinte par le rhéomètre est plus petite que γ̇c. Les mesures par
électrocapillarité n’apportent par conséquent pas d’information nouvelle pour cette solution à
0.075% de CMC dans la mesure où le comportement rhéologique est supposé a priori suivre
une loi de Carreau. Néanmoins, ces mesures confirment l’existence du plateau Newtonien pour
des valeurs de cisaillement aussi faibles que 10−3s−1 et semblent donc exclure un comportement
rhéologique atypique à faible cisaillement.

Nous verrons ci-dessous l’intérêt de cette technique d’électrocapillarité lorsque le plateau
Newtonien est “hors de portée” du rhéomètre dans le cas de la gomme Xanthane.

2.3.5.2 Gomme Xanthane

Dans ce paragraphe, nous ne présentons que les résultats obtenus pour une seule concen-
tration de 0.08‰ en gomme Xanthane car les solutions de concentration supérieure à 0.01%
deviennent rapidement troubles dans notre configuration expérimentale étant donné la profon-
deur de l’ordre de 25cm. Les mesures ont été réalisées pour différentes fréquences et quatre
valeurs de l’amplitude des ondes.
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Figure 2.3.12 : Rhéogramme final de la solution à 0.08‰ en masse de gomme Xanthane.
Par souci de concision, nous projetons directement les mesures de viscosité
tirées de l’électrocapillarité au sein des mesures réalisées par rhéométrie (points
bleus). Les tirets représentent un ajustement suivant la loi de Carreau (Eq.
(2.1.2)). Dans ce cas, les seules mesures issues du rhéomètre ne suffisent plus
à caractériser le plateau Newtonien, et nous devons absolument tenir compte
des mesures tirées de l’électrocapillarité (marqueurs vides) pour obtenir une
valeur de η0.
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Sur la Fig. 2.3.12 présentant le rhéogramme obtenu, nous voyons bien que contrairement à la
solution à 0.075% de CMC, les mesures de viscosité tirées de l’électrocapillarité s’écartent des
mesures issues du rhéomètre dans la mesure où le plateau Newtonien (limité par γ̇c) est dans
ce cas très petit par rapport à la plus faible valeur du cisaillement atteinte par le rhéomètre.
L’ajustement avec une loi de Carreau se fait dans ce cas en tenant compte des résultats ob-
tenus par l’électrocapillarité, et il fournit, pour cette solution de 0.08‰ en gomme Xanthane,
un plateau Newtonien (γ̇c � 2s−1) environ 50 fois plus étroit que pour la solution de CMC
équivalente en terme de viscosité à cisaillement nul η0 (γ̇c � 100s−1). La plage de cisaillement
appliqué (γ̇ � 10−3 − 10−1s−1) nous permet ainsi d’avoir accès à plus d’informations sur le
caractère rhéofluidifiant des solutions de gomme Xanthane. L’indice n de la loi en puissance
diminue aussi, passant de n = 0.82 pour la solution de CMC à n = 0.79, signe qu’au delà du
plateau Newtonien à faible cisaillement la viscosité chute plus vite avec le cisaillement pour la
solution de gomme Xanthane que pour la solution de CMC. Cette observation est en accord
avec les conclusions de Ghannam & Esmail (1997)[31] et Rodd et al. (2000)[71] qui montrent
qu’en terme de concentration équivalente en polymère, les solutions de gomme Xanthane sont
toujours plus rhéofluidifiantes que les solutions de CMC. Les figures 2.2.2 & 2.2.1 illustrent cette
affirmation en comparant les propriétés rhéofluidifiantes des différents polymères disponibles en
laboratoire.

Notons que l’ajustement réalisé sur les seuls résultats obtenus par rhéométrie ne donnerait
pour la solution de gomme Xanthane aucune valeur fiable ni pour γ̇c ni pour η0 car la connais-
sance du plateau Newtonien est “hors de portée” du rhéomètre. Par conséquent notre technique
d’électrocapillarité se révèle très utile puisqu’elle fournit plus d’informations sur la rhéologie
des fluides possédant de fortes propriétés rhéofluidifiantes. Elle permet de manière plus globale
de caractériser, à des valeurs de cisaillement aussi faibles que 10−3s−1, des fluides purement
visqueux présentant des faibles valeurs de viscosité, ce qui est d’une importance cruciale lors
d’écoulements présentant une interface ou une symétrie vis à vis d’un axe ou d’un plan.

2.4 Conclusion
Nous avons caractérisé la viscosité de solutions rhéofluidifiantes faiblement concentrées de

CMC et de gomme Xanthane. Nous avons présenté nos résultats obtenus par l’application de
la technique d’électrocapillarité sur ces fluides rhéofluidifiants. Cette méthode a auparavant
été validée sur des fluides Newtoniens, permettant de montrer la possibilité de déterminer leur
viscosité et tension de surface par étude de la propagation d’ondes capillaires avec dissipa-
tion visqueuse. L’intérêt de cette méthode est que la propagation des ondes sur l’interface
engendre physiquement un cisaillement très faible donnant accès à des mesures de viscosité
qui auraient été hors de portée d’un rhéomètre classique de Couette. Il est ainsi possible de
connaître plus précisément la rhéologie de fluides présentant un comportement rhéofluidifiant.
Le post-traitement est basé sur une méthode de démodulation synchrone, et la formulation
théorique du problème s’appuie essentiellement sur les travaux de Behroozi (2004)[6] dans le
cas Newtonien. La valeur de la viscosité pour la solution Newtonienne de glycérine se superpose
à quelques pourcents près à la valeur obtenue par un rhéomètre de Couette, ce qui correspond
à nos exigences.

Nous avons donc appliqué la technique dans le cas de deux solutions rhéofluidifiantes dif-
férentes (Allouche et al. (2015) [2]). Pour ces solutions, l’électrocapillarité nous renseigne da-
vantage sur la rhéologie du fluide pour des valeurs du cisaillement aussi faibles que 10−3s−1.
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L’intérêt de cette méthode apparaît surtout lorsque le plateau Newtonien est très court, pour
une faible valeur de viscosité. Pour la solution de CMC, nous avons montré que le plateau
obtenu par notre technique s’ajustait bien aux résultats obtenus par un rhéomètre de Couette.
L’autre solution de gomme Xanthane a été choisie de façon à ce que son plateau Newtonien
soit “hors de portée” du rhéomètre. Nous pensons donc que cette approche peut être utile pour
caractériser la rhéologie de fluides purement visqueux de faible viscosité que l’on retrouve dans
le cas d’écoulements présentant une interface ou une symétrie vis à vis d’un axe ou d’un plan,
le cisaillement s’annulant à ces endroits.

Notre technique se limite toutefois aux faibles concentrations. Pour des concentrations supé-
rieures (i.e η0 > 20mPa.s), les longueurs d’onde peuvent devenir très courtes (λ < 1mm), et
leurs mesures deviennent d’autant plus difficiles compte tenu de l’atténuation sévère des ondes
par dissipation visqueuse. Dans ce cas, une des solutions est de focaliser le faisceau laser, mais
d’autres techniques (surface light-scattering, ondes stationnaires scannées par interférométrie
laser) montrent leur efficacité à très hautes fréquences (f = 1 − 10kHz) et permettent de dé-
tecter des ondes se propageant sur de très courtes longueurs d’ondes (λ = 10 − 100μm) ce qui
permet de mettre en évidence de façon plus claire la dispersion des ondes par effets visqueux
(Behroozi et al. (2011) [12]). Des mesures dans le vide, ou sur des dispositifs expérimentaux de
quelques centimètres de dimension, permettent de faire des mesures de tension de surface (sur
de l’eau pure par exemple) et/ou de propriétés viscoélastiques de films interfaciaux dans des
conditions idéales.
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Chapitre 3

Etude d’instabilités de films
rhéofluidifiants sur plan incliné
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Durant notre travail de thèse, nous nous sommes intéressés essentiellement aux ondes pri-
maires, c’est-à-dire des ondes sinusoïdales qu’on observe tant que le régime linéaire est main-
tenu. Dans ce chapitre, nous commencerons par valider notre dispositif expérimental dans le
cas Newtonien à l’instar de Liu et al. (1993) [52] qui ont déterminé par les mesures l’évolu-
tion du seuil critique linéaire suivant l’angle d’inclinaison. Après caractérisation rhéologique
des fluides rhéofluidifiants utilisés, nous présenterons nos résultats expérimentaux de carte de
stabilité marginale à angle fixé en parallèle avec les résultats numériques obtenus que ce soit par
résolution de l’équation d’Orr-Sommerfeld généralisée (S. Millet (2007) [56], Millet et al. (2008)
[58]), ou à partir des expressions asymptotiques du nombre de Reynolds critique trouvées dans
la littérature (Annexe H).

3.1 Installation expérimentale et déroulement des mesures
L’écoulement s’effectue le long d’une plaque plane de verre de 2m de long pour 46.4cm de

large 1 ; l’angle d’inclinaison est réglable jusqu’à 15° avec une précision de 0.035° par l’inter-
médiaire d’un pied télescopique motorisé. Le fluide est acheminé du réservoir vers le système
d’injection grâce à une pompe volumétrique à rotor hélicoïdal, et nous disposons d’un débit-
mètre électromagnétique pour les mesures de débit (nous restons dans une gamme comprise
entre 20 et 250ml/s). La détection des ondes est rendue possible par réfraction (Fig. 3.1.2) ou
réflexion (Fig. 3.1.1a) de faisceau laser. La démarche employée est analogue à celle présentée
dans les travaux de Liu et al. (1993) [52], ainsi que, plus récemment, Forterre & Pouliquen
(2003) [29] dans le cas particulier des écoulements granulaires. Les ondes de surface sont créées
en amont de l’écoulement par un pot vibrant piloté en fréquence et amplitude (Fig. 3.1.1b).
Compte tenu du caractère convectif très sensible vis à vis des perturbations extérieures des in-
stabilités de surface (Liu et al. (1993) [52]), il est nécessaire de dissiper les fréquences parasites
(généralement un bruit à 5Hz dû à l’action de la pompe) en amont de l’écoulement. L’ampli-
tude des ondes mesurées est estimée au millimètre, pour des longueurs d’onde de l’ordre de
plusieurs centimètres. Le dispositif d’excitation est piloté par Labview-National Instruments™,
ce qui permet typiquement de parcourir une gamme de fréquence bien définie. Nous disposons
de deux techniques expérimentales, l’une locale et l’autre globale (voir Chapitre 1), dont nous
vérifions la complémentarité. La caractérisation rhéologique expérimentale des fluides utilisés
est traîtée au chapitre précédent.

3.1.1 Mesures locales
La première technique proposée, qui est aussi la plus simple, permet des mesures en deux

points de la pente longitudinale de la surface libre au niveau de l’axe central de l’écoulement
grâce à un jeu de miroirs et un laser He-Ne (Fig. 3.1.2). Les oscillations du faisceau laser réfracté
par l’interface liquide/air suite au passage du train d’ondes sont recueillies par deux capteurs
de position (PSD) du point d’impact du faisceau laser (calibration : 1mm = 1Volt).

1. A noter que lorsque la largeur du plan diminue, ceci a pour effet de stabiliser l’écoulement dans le cas
Newtonien (travaux expérimentaux de Vlachogiannis et al. (2010) [86]).
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(a)

(b)

Figure 3.1.1 : (a) Photo du montage optique utilisé dans une approche par réflexion de faisceau
laser. (b) Zoom sur le dispositif d’excitation. Le pot vibrant noir se déplace
suivant l’horizontale, entraînant avec lui une plaque immergée dans le petit
réservoir amont, ce qui se manifeste par de faibles variations temporelles de
profondeur du film, à la même fréquence que celle du pot vibrant.
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Figure 3.1.2 : (a) Détection d’ondes de surface par réfraction de faisceau laser à partir de
mesures locales de la pente longitudinale de la surface libre. (b) Signal oscillant
répondant à une fréquence d’excitation de 15Hz. Cas d’une solution aqueuse de
glycérine à 60% , Re = 23, γ = 1°.

Pour ce qui est du traitement du signal temporel obtenu, nous utilisons une méthode de
démodulation synchrone (Annexe F) qui permet d’extraire amplitude et phase connaissant
la fréquence, et présente l’avantage de s’affranchir du bruit et des composantes fréquentielles
indésirables, et ce à travers un traitement relativement simple. Il est tout aussi possible de
recourir à des méthodes plus classiques d’analyse spectrale. Nous mesurons donc en particulier
le taux d’amplification des ondes comme étant le rapport des amplitudes mesurées aux deux
points considérés. Cette méthode présente une bonne résolution temporelle mais elle est localisée
dans l’espace. Le dispositif expérimental a été validé dans le cas Newtonien sur les résultats de
Liu et al. (1993) [52], à partir de mesures d’amplitude en deux points réalisées par réfraction
de faisceau laser (Fig. 3.1.2).

Enfin, la détermination de la longueur d’onde requiert un plus grand nombre de mesures
locales, suivant la direction de propagation. Pour ce faire, nous effectuons nos mesures par une
approche par réflexion, de la même manière que dans le chapitre précédent, en solidarisant le
miroir réfléchissant et le capteur PSD sur le même moteur utilisé pour la détection des ondes
capillaires (Fig. 3.1.1a). Nous étudions la propagation des ondes de surface sur une distance
comprise entre 12.5cm et 25cm en imposant un pas régulier de 5 mm à 10 mm suivant la viscosité
du fluide considéré et la gamme de fréquence d’excitation (f = 1 − 15Hz). Le déphasage en
fonction de x entre le signal permanent de référence à la fréquence imposée et le signal local
oscillant détermine la longueur d’onde, tandis que les mesures d’amplitude en fonction de x
fournissent directement le coefficient d’atténuation.

3.1.2 Mesures globales
La deuxième technique employée consiste en une application des techniques de Schlieren pour

la mesure d’une élévation de surface. Cette technique appelée FS-SS (Free Surface Synthetic
Schlieren) et développée par Moisy et al. (2009) [59] consiste en une méthode optique non
intrusive basée sur la réfraction d’un motif de points à travers une interface (voir Chapitre
1). En appliquant cette technique au cas de l’écoulement de film sur plan incliné, nous venons
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disposer cet ensemble de points à 70cm sous la plaque de verre qui constitue le support du plan
incliné. Lors du passage d’un train d’ondes, et par l’intermédiaire d’une caméra CCD (réso-
lution : 1280*1024 pixels) située à 1.7m au-dessus de l’interface, nous visualisons un domaine
rectangulaire situé à partir d’une distance de 40cm de l’amont. Notre domaine est d’environ
37cm de long et balaie toute la largeur du plan incliné (46.4cm). Il est donc possible de mesurer
le déplacement apparent de l’ensemble des points du motif résultant de la déformation de la
surface libre.

Nous générons sur Matlab™ un motif de 116000 points aléatoires noirs de diamètre 0.76mm
(Moisy et al. (2009) [59]) que nous imprimons sur du papier blanc de format A2. Selon la qualité
de l’imprimante, nous faisons en sorte qu’au niveau de la caméra nous puissions observer des
points dont le diamètre apparent n’excède pas 3 pixels (∼ 1.5mm avec notre choix de résolution).
Il est préférable d’éclairer intensément et de façon homogène le domaine d’étude (sans toutefois
produire d’échauffement du liquide), de fermer au maximum l’ouverture afin de se focaliser sur
le centre de la lentille et éviter par conséquent les déformations dues à sa périphérie. Une autre
précaution est de diminuer au maximum le temps d’exposition de la caméra (jusqu’à 1.5ms)
pour que nos prises d’images soient bien nettes et qu’aucun effet de flou n’apparaisse.

Concernant les conditions de mesure, nous adoptons les mêmes préconisations que celles
exigées par la PIV (Vélocimétrie par Image de Particules), à savoir au moins 5 particules
(5 points) par fenêtre d’interrogation et un déplacement maximal suffisamment important de
l’ordre de 5 pixels. Ceci dit, il ne faut pas oublier que nous étudions des ondes de surface
caractérisées entre autres par leur longueur d’onde, qu’il faut tout aussi bien être capable de
mesurer de façon précise. C’est pourquoi, suivant la fréquence d’excitation imposée, nous devons
avoir suffisamment de fenêtres d’interrogation dans une longueur d’onde de manière à être le
plus représentatif de la réalité. Concernant la discrétisation spatiale, le critère de Shannon doit
être respecté au maximum, nous faisons en sorte de choisir pour chaque série de mesures des
fenêtres d’au plus un quart de longueur d’onde dans le sens de l’écoulement. Pour maximiser
l’amplitude des déplacements apparents observés, nous utilisons l’astuce de synchroniser la
caméra avec l’excitation : une image est prise toutes les demi-périodes de sorte que les maxima
de l’onde sur une image correspondent aux minima de l’onde sur la suivante. En corrélant ces
images l’une relativement à sa précédente, l’amplitude du déplacement apparent mesuré est de
cette façon doublée par rapport au cas où l’on corrèle l’ensemble des images relativement à une
image de référence, lorsque l’interface est plane par exemple (Moisy et al. (2009) [59]).

Pour ce qui est du calcul, nous utilisons une corrélation croisée adaptative avec un overlap
des fenêtres d’interrogation à 75% grâce au logiciel de PIV DaVis, LaVision™. Etant donné
le caractère fortement unidimensionnel de l’écoulement, le déplacement apparent des points
imprimés est dominé par sa composante longitudinale. Il est donc préférable d’utiliser des
fenêtres de calcul non pas de forme carrée ou sphérique, mais de forme elliptique de façon à ce
que les deux diamètres de l’ellipse soient dans un rapport de 2. Il est inutile généralement de
recourir à un postprocessing du champ de déplacement, les vecteurs calculés étant de bonne
qualité ; on peut toutefois procéder à un filtrage spatial surtout pour des fluides peu visqueux
et pour des grands angles d’inclinaison.

3.2 Premiers résultats et validation dans le cas Newtonien
Les résultats présentés dans cette section ont été obtenus avec des liquides visqueux de

comportement Newtonien, de manière à retrouver les résultats de stabilité linéaire de Liu et
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al. (1993) [52] : on utilisera dans ces cas un mélange eau/glycérol et/ou du sirop de glucose
stabilisé.

Nous avons appliqué les deux techniques expérimentales, locales et globales, présentées au
chapitre 1, en vue de détecter et d’étudier l’évolution spatiale d’ondes se manifestant à la surface
libre du film liquide en écoulement. Les premiers résultats présentés ont été réalisés dans le cas
Newtonien, afin de valider les techniques de mesures en question ; le cas rhéofluidifiant est
traîté par la suite, en s’appuyant sur les solutions de CMC et/ou de gomme Xanthane dont
la rhéologie a été caractérisée au chapitre précédent. Il s’agit essentiellement de mesures de
coefficients d’amplification et de longueurs d’onde, qui permettent, suivant la théorie retenue,
de retrouver expérimentalement les seuils de stabilité linéaire propres à notre configuration
d’écoulement. Suivant l’angle d’inclinaison, le nombre de Reynolds, et la gamme de fréquence
d’excitation, nous remarquons que le régime linéaire est soit maintenu sur une bonne partie le
long de notre plan incliné, soit il est confiné très près de l’amont. Pour des raisons pratiques,
la méthode globale FS-SS ne peut être exploitée qu’à partir d’une distance d’environ 40cm de
l’amont : ceci en raison du dispositif d’excitation qui empêche toute visualisation par caméra vue
de dessus. Par conséquent, et pour éviter que les mesures soient trop bruitées, nous préférerons
avoir recours aux mesures locales laser et ainsi étudier nos ondes plus en amont par réflexion
de faisceau laser vue de dessous (Fig. 3.1.1a).

3.2.1 Complémentarité des deux techniques
Il est essentiel de pouvoir retrouver la même pente longitudinale de la surface libre mesurée

par les deux techniques expérimentales présentées auparavant. Les mesures laser sont locales
alors que la méthode FS-SS conduit à des mesures du champ de gradient de profondeur en tout
point (x, z) du domaine de visualisation. Afin d’être le plus quantitatif possible, et étant donné
que le laser est disposé au niveau de l’axe central de l’écoulement, nous nous sommes proposés de
comparer les mesures à ce niveau. Nous avons ainsi retenu un ensemble de points répartis le long
de l’axe central, sur lesquels nous avons effectué les mesures locales par réfraction de faisceau
laser. Pour déterminer la longueur d’onde et l’atténuation spatiale, nous ajustons dans le sens
des moindres carrés les mesures par méthode FS-SS de la pente de la surface libre au niveau
de l’axe central suivant l’équation (3.2.1). La figure 3.2.2 représente ces résultats auxquels nous
superposons une série de mesures locales par réfraction laser. La figure 3.2.1 représente enfin la
reconstitution de l’élévation de surface due au passage des ondes, après inversion numérique du
gradient d’épaisseur déterminé à partir des mesures de champ de déplacement (Eq. (1.3.1)).

Nous avons considéré dans l’exemple Fig. 3.2.1 un écoulement de nature stable afin de bien
caractériser l’enveloppe exponentielle décroissante de l’amplitude des ondes de surface. L’idée
étant par la suite de déterminer les caractéristiques de l’onde considérée par ajustement dans
le sens des moindres carrés des mesures FS-SS suivant l’expression modale (Eq. (3.2.1)) faisant
apparaître la longueur d’onde λ = 2π/k, l’atténuation spatiale αatt, ϕ désignant une phase :

dh

dx
∝ e−αattxcos(kx − ϕ). (3.2.1)
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Figure 3.2.1 : Champ d’épaisseur reconstitué après intégration numérique. Ne sont représen-
tées que les variations autour d’une épaisseur moyenne non déterminée expé-
rimentalement et ramenée à zéro. Cas stable pour une solution aqueuse de
glycérine à 60% , f=15Hz, Re=23, γ = 1°.
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Figure 3.2.2 : Superposition des mesures locales (étoiles noires) et globales (points bleus) de
la pente longitudinale de la surface libre, effectuées au niveau de l’axe central
de l’écoulement, sous les mêmes conditions expérimentales. Longueur d’onde et
coefficient d’amplification sont déterminés à partir d’un ajustement dans le sens
des moindres carrés du nuage de points sur l’Eq. (3.2.1). Cas stable pour une
solution aqueuse de glycérine à 60% , f=15Hz, Re=23, γ = 1°.
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3.2.2 Seuil linéaire de stabilité
Le nombre de Reynolds est basé sur le débit par unité de largeur q et la viscosité cinématique

à cisaillement nul η0 de la loi de Carreau (Annexe A,B), et est défini par Re = ρq/η0. Il apparaît
en effet intuitif que plus la pente sera raide et plus le nombre de Reynolds sera grand, plus les
chances qu’auront les instabilités de se former et/ou de s’amplifier dans l’espace seront grandes.

A angle et nombre de Reynolds fixés, la fréquence de coupure est la fréquence pour laquelle
le taux d’amplification spatial est égal à l’unité, valeur pour laquelle l’écoulement est margi-
nalement stable (Fig. 3.2.3a). Pour plusieurs valeurs du nombre de Reynolds et à inclinaison
toujours fixée, nous obtenons un nuage de points dans le plan (Re, f) séparant les zones li-
néairement stable et instable : la figure 3.2.3b représente ainsi la carte de stabilité pour un
angle d’inclinaison tel que γ = 3.2°. Dans la limite des grandes longueurs d’ondes et en fluide
Newtonien (Liu et al. (1993) [52]), on observe que la fréquence de coupure fc évolue comme
une fonction du nombre de Reynolds Re en faisant apparaître le nombre de Reynolds critique
Rec :

fc ∝ (Re − Rec)
1/2 . (3.2.2)

Cependant, il est difficile d’obtenir des mesures fiables à fréquence quasi-nulle, c’est la raison
pour laquelle nous ajustons cet ensemble de points dans le sens des moindres carrés de façon à ce
qu’ils décrivent la fonction ci-dessus puis nous relevons le nombre de Reynolds qui correspond
à son extrapolation suivant l’approximation très grandes longueurs d’onde, c’est-à-dire pour
des fréquences nulles (Fig. 3.2.3b). On obtient ainsi le nombre de Reynolds critique relatif à la
valeur de l’angle d’inclinaison considéré, Rec.

En répétant la même démarche pour plusieurs valeurs de l’angle d’inclinaison, nous finissons
par obtenir la courbe donnant l’évolution du nombre de Reynolds critique en fonction de l’angle
(Fig. 3.2.3c). Cette courbe évolue proportionnellement à la contangente de l’angle d’inclinaison,
et possède une allure proche de la courbe théorique dont l’expression dans le cas Newtonien
s’écrit suivant nos grandeurs caractéristiques choisies pour l’adimensionnement :

Rec = 5
6cotγ. (3.2.3)

Nous remarquons toutefois que les résultats expérimentaux (Fig. 3.2.3c) sont globalement
tous légèrement au dessus des valeurs théoriques. En effet, l’expression analytique du nombre
de Reynolds critique dans le cas Newtonien (Eq. (3.2.3)) repose sur l’hypothèse d’un plan de
largeur infinie. Les résultats expérimentaux de Liu et al. (1993) [52], réalisés pour une largeur
du plan de 50cm, sont en très bon accord avec l’expression théorique. Nos résultats, obtenus
pour un plan légèrement moins large (46.4cm), se situent globalement au-dessus de la courbe
théorique, ce qui se traduit par une stabilisation du film d’après Vlachogiannis et al. (2010) [86].
Ces derniers ont étudié expérimentalement l’influence de la largeur du plan dans la stabilité de
l’écoulement de film Newtonien sur plan incliné, et prédisent que le seuil critique observé en
terme de nombre de Reynolds, doit être plus élevé dans un dispositif de largeur finie qu’infinie.
Sur leurs gammes d’angle d’inclinaison et pour des largeurs de 250mm, 166mm, et 83mm, la
figure 3.2.4 représente l’évolution de l’écart entre résultats expérimentaux et théoriques sous la
forme du rapport entre le nombre de Reynolds critique expérimental, et sa valeur théorique (Eq.
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3.2 Premiers résultats et validation dans le cas Newtonien

(a) A angleγ = 3.2°et nombre de Reynolds Re =
70.4 fixés, fc est la fréquence de coupure pour
laquelle nous obtenons une onde marginale
(ni amplifiée, ni amortie).
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(b) Courbe de stabilité maginale dans le plan (Re, f) pour
γ = 3.2°. Le nombre de Reynolds critique expérimen-
tal est obtenu par ajustement du nuage de points sur
l’Eq. (3.2.2) (traits pleins), puis par extrapolation aux
fréquences nulles.
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(c) Nombre de Reynolds critique en fonction de l’angle, les
traits pleins représentent le tracé de la courbe théorique
donnant l’évolution du nombre de Reynolds critique
en fonction de l’angle (Eq. (3.2.3)). Chaque croix cor-
respond au nombre de Reynolds critique déduit pour
f = 0 d’une courbe similaire à celle de la figure (b).

Figure 3.2.3 : Résultats expérimentaux de stabilité linéaire spatiale pour des solutions
aqueuses de glycérine - validation dans le cas Newtonien. Ces résultats ont
été obtenus par des mesures en deux points réalisées par réfraction de faisceau
laser.
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Chapitre 3 Etude d’instabilités de films rhéofluidifiants sur plan incliné

(3.2.3)), en fonction de la largeur du plan incliné adimensionnée par la longueur capillaire. Nous
observons que les résultats expérimentaux s’écartent rapidement des valeurs théoriques pour
les valeurs les plus faibles de la largeur adimensionnée ; nous représentons aussi nos résultats
expérimentaux issus de la figure 3.2.3c, et nous observons que nos mesures de nombre de
Reynolds critique ne dépassent les valeurs théoriques que de 25% en moyenne.
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Figure 3.2.4 : Nombre de Reynolds critique expérimental, normalisé par sa valeur théorique
(Eq. (3.2.3)), en fonction de la largeur du plan incliné Lplan adimensionnée
par la longueur capillaire. Les marqueurs pleins correspondent aux résultats
expérimentaux de Vlachogiannis et al. (2010) [86] sur une gamme d’angle d’in-
clinaison telle que γ = [5°-30°], et pour des largeurs du plan incliné telles que
Lplan = {83mm, 166mm, 250mm}. Les marqueurs vides correspondent à nos
résultats expérimentaux représentés en (c) sur une gamme d’angle d’inclinai-
son telle que γ = [1.2°-5.6°], et pour une largeur du plan incliné telle que
Lplan = 464mm.

Par conséquent, ces résultats sont suffisamment cohérents avec le comportement théorique
attendu pour que l’on considère notre dispositif expérimental et nos méthodes de mesures
comme validés.

3.3 Stabilité linéaire de film rhéofluidifiant à angle fixé
Dans cette partie nous nous intéressons à la stabilité linéaire de films de fluide rhéofluidifiant

à angle d’inclinaison fixé. La détection des ondes est réalisée par réflexion de faisceau laser
(Fig. 3.1.1a). A l’instar de Liu et al. (1993) [52] dans le cas Newtonien, nous présenterons nos
résultats expérimentaux de courbe marginale dans le plan (Re, f) en déterminant le nombre
de Reynolds critique par un ajustement des mesures de fréquence de coupure suivant l’expres-
sion Eq. (3.2.2). Nous comparons dans un premier temps nos résultats aux valeurs de nombre
de Reynolds critique obtenues asymptotiquement par Ng & Mei (1994) [60] qui décrivent la
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3.3 Stabilité linéaire de film rhéofluidifiant à angle fixé

viscosité par une loi de puissance, et Ruyer-Quil et al. (2012) [73] qui la décrivent par une loi
de puissance régularisée par un plateau Newtonien (les expressions asymptotiques à grandes
longueurs d’ondes sont données en annexe H). Nous effectuons simultanément des mesures de
la longueur de l’onde marginale associée, ce qui nous permet dans un deuxième temps de com-
parer nos résultats expérimentaux aux résultats numériques de courbe marginale sur les plans
(Re, k) et (Re, c), qui sont obtenus par résolution de l’équation d’Orr-Sommerfeld généralisée
(S. Millet (2007) [56], Millet et al. (2008) [58]).

Les deux fluides rhéofluidifiants caractérisés par électrocapillarité dans le chapitre précédent
seront utilisés dans le cadre d’une étude de stabilité, d’autres fluides rhéofluidifiants de plus
importante concentration en polymère seront aussi étudiés. Pour ces fluides-là, nous considé-
rons que le plateau Newtonien à bas cisaillement est suffisamment bien mis en évidence par
rhéométrie, sans qu’il soit nécessaire de les caractériser par électrocapillarité.

3.3.1 Estimation de la gamme de cisaillement appliqué sur la couche de
film

A angle et nombre de Reynolds fixés, la couche de film uniforme produit en théorie un
cisaillement maximal au fond, et qui doit s’annuler à la surface libre. Avant le lancement des
mesures, la première étape consiste à vérifier que la rhéofluidification est bien significative
dans notre écoulement de base, c’est-à-dire que ce dernier engendre une plage de cisaillement
suffisante pour que sa valeur maximale au fond γ̇max se situe au delà du plateau Newtonien
apparaissant dans la loi de Carreau (i.e. γ̇max > γ̇c). Dans le cas contraire, (γ̇max < γ̇c) les
résultats de seuil critique coïncideraient avec ceux du cas Newtonien, ce qui n’est pas l’objet
de notre étude.

Sur notre gamme de débit expérimental à angle fixé, nous pouvons estimer le cisaillement
maximum de l’écoulement uniforme par :

γ̇max ≡ q

d2
s

. (3.3.1)

Nous choisirons de l’estimer à l’aide de la grandeur caractéristique ds =
(

η0q
ρgsinγ

)1/3
de l’épais-

seur du film uniforme qui est celle qu’on aurait eue si l’on avait considéré un fluide Newtonien
de viscosité η0 (voir Chapitre 4). En faisant ce choix, nous sous-estimons le cisaillement et on
se place donc sciemment dans le cas le plus défavorable. Cette valeur du cisaillement maximal
dépendra donc de l’angle d’inclinaison, de la nature physique et rhéologique du fluide, ainsi que
de l’écoulement.

Pour un fluide donné étudié à angle fixé, l’expression du cisaillement maximal Eq. (3.3.1)
montre que γ̇max ∝ q1/3, autrement dit sa valeur variera suivant la gamme de débit sur laquelle
nous effectuons les mesures de fréquence de coupure.

Nous commençons par vérifier dans quelle mesure les deux fluides rhéofluidifiants caracté-
risés par électrocapillarité dans le chapitre précédent (Figs. 2.3.11 & 2.3.12) obéissent à cette
condition. Nous comparons ainsi le cisaillement maximal γ̇max, au plateau Newtonien (γ = γ̇c)
en introduisant le paramètre adimensionnel L = q

γ̇cd2s
apparaissant dans la loi adimensionnelle

de Carreau (voir Chapitre 4), et en lui attribuant une valeur expérimentale sur laquelle on se
basera aussi lors de la comparaison avec les résultats numériques. Suivant la nature rhéologique
du fluide, nous verrons que ce paramètre peut atteindre des valeurs élevées (L � 1), ce qui
rend difficile la résolution numérique de l’équation d’Orr-Sommerfeld ; nous chercherons alors
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Chapitre 3 Etude d’instabilités de films rhéofluidifiants sur plan incliné

à étudier des fluides dans une gamme intermédiaire telle que L soit supérieur à 1, pour que
les effets rhéofluidifiants soient significatifs, mais pas trop grand par rapport à 1 pour pouvoir
disposer d’une solution numérique à l’équation d’Orr-Sommerfeld.

3.3.2 Résultats et discussions
3.3.2.1 Solution de CMC à 0.075%

Cette première solution présente la propriété d’avoir un large plateau Newtonien (γ̇c ∼
100s−1) et sur la gamme de débit expérimental considérée, la condition γ̇max > γ̇c n’est respec-
tée que pour des angles relativement grands (γ > 4°). En outre, la détection d’ondes primaires
au delà de cet angle d’inclinaison devient très difficile compte tenu de la très faible valeur de
η0 et de la nature convective des instabilités (Liu et al. (1993) [52]) : la surface libre est très
bruitée. Le régime linéaire reste alors confiné à quelques dizaines de centimètres de l’entrée du
fait de forts taux d’amplification, les ondes se développant de façon non linéaire plus loin en
aval.

Ceci nous amène à privilégier l’emploi de la seconde solution faiblement concentrée en gomme
Xanthane qui présente des propriétés rhéofluidifiantes plus fortes, et notamment un plateau
Newtonien environ 50 fois plus étroit, favorisant ainsi un comportement rhéofluidifiant signifi-
catif.

3.3.2.2 Solution de gomme Xanthane à 0.08‰

Pour ce fluide très faiblement concentré en polymère mais bien plus rhéofluidifiant (γ̇c ∼
2s−1), nous remarquons que même pour les très faibles angles d’inclinaison la couche de film
est quasi entièrement rhéofluidifiante, la mince couche Newtonienne restant confinée très près de
la surface libre où le cisaillement doit s’annuler. Etant donné l’aspect très dilué de cette solution,
nous pouvons nous permettre de choisir un faible angle de 1°, et la condition γ̇max > γ̇c (i.e.
L > 1) reste vérifiée sur la gamme de débit au travers de laquelle nous étudions le régime linéaire
en mesurant la fréquence de coupure des ondes primaires (Fig. 3.3.1). Nous obtenons pour ce
fluide une gamme expérimentale de L comprise entre L = 29 et L = 35. Nous n’arrivons
toutefois pas à obtenir des résultats numériques de courbe marginale de stabilité linéaire à
angle fixé dans le plan (Re, k) pour ces valeurs de L 2 ; seuls sont représentés les résultats
expérimentaux dans le plan (Re, f) sur la Fig. 3.3.1a ainsi que les mesures de longueurs d’ondes
marginales associées (Fig. 3.3.1b) . Nous affichons aussi les valeurs du nombre de Reynolds
critique obtenu asymptotiquement pour k → 0 par les approches de Ng & Mei (1994) [60] et
Ruyer-Quil et al. (2012) [73], ainsi que celui attendu pour un fluide Newtonien de viscosité η0
(les expressions asymptotiques sont données en annexe H). Pour estimer Rec correspondant à
notre définition dans les approches de Ng & Mei (1994) [60] et Ruyer-Quil et al. (2012) [73],
basées sur des fluides en loi de puissance et en loi de puissance régularisée, on considérera que
q = V.hN et on utilisera la relation η0 = mγ̇c

n−1 (§ 1.2.2).

2. Pour un angle de 1°, la courbe marginale numérique présente une allure déformée par rapport au cas
classique d’une racine, et fournit un nombre de Reynolds critique très faible (Rec < 1) qui est signe d’un
comportement quasiment toujours linéairement instable, alors que ceci n’est pas conforme aux observations
expérimentales. Le calcul de la solution du champ de base est certes un peu fastidieux, mais finit pourtant par
fournir des résultats cohérents, tout en respectant la condition de cisaillement nul à la surface libre.
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3.3 Stabilité linéaire de film rhéofluidifiant à angle fixé
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Figure 3.3.1 : (a) Courbe marginale de stabilité dans le plan (Re, f) pour la solution de gomme
Xanthane à 0.08‰ étudiée à 1° d’inclinaison. Les cercles correspondent aux me-
sures de fréquence de coupure au nombre de Reynolds considéré, le marqueur
en croix verte désigne le nombre de Reynolds critique déterminé par Ng &
Mei (1994) [60] et le marqueur en carré rouge celui déterminé par Ruyer-Quil
et al. (2012) [73]. Le trait plein correspond à un ajustement des mesures ex-
périmentales suivant l’équation (3.2.2), et l’extrapolation de cette courbe aux
fréquences nulles fournit un nombre de Reynolds critique expérimental tel que
Rec = 38.5. Le nombre de Reynolds critique obtenu dans le cas Newtonien est
affiché en losange gris. (b) Mesures de longueurs d’ondes marginales. Nous rap-
pelons les valeurs utilisées pour tracer ces courbes, qui sont les mêmes que celles
déterminées par électrocapillarité (Tab. 2.2 & Fig. 2.3.12) : ρ = 981Kg/m3,
η0 = 4.43mPa.s, n = 0.79, γ̇c = 2.23s−1.
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Chapitre 3 Etude d’instabilités de films rhéofluidifiants sur plan incliné

On constate par ailleurs que le nombre de Reynolds critique expérimental (Rec = 38.5) est
inférieur de quelques 20% au nombre de Reynolds critique attendu pour un fluide Newtonien
de viscosité η0 ; cela confirme les résultats théoriques antérieurs prédisant que le nombre de
Reynolds critique doit être plus faible pour un écoulement rhéofluidifiant. Il est néanmoins
largement supérieur au seuil critique prédit par les approches de Ng & Mei (1994) [60] et Ruyer-
Quil et al. (2012) [73]. La figure 3.3.1b montre l’évolution de la longueur des ondes marginales
étudiées. Remarquons que l’approximation grandes longueurs d’ondes (long wave expansion)
est vérifiée, puisque les longueurs d’ondes observées varient dans la gamme [60mm − 150mm]
pour un film dont l’épaisseur est de l’ordre du millimètre (la gamme ds = 1.7mm − 2.1mm en
est, en effet, une surestimation).

On se tourne dans ce qui suit vers l’utilisation des fluides n°3 et 4 développés pour pouvoir
explorer la gamme intermédiaire du paramètre L ∈ [1; 1.43].

3.3.2.3 Choix d’autres solutions

A ce stade nous avons donc écarté la solution à 0.1% en masse de CMC car elle ne mettrait
pas en évidence des effets significatifs de la rhéologie. La solution à 0.08% en masse de gomme
Xanthane paraît adaptée à l’étude expérimentale que l’on veut mener. Il s’avère néanmoins
que lorsque l’on a voulu résoudre numériquement l’équation d’Orr-Sommerfeld généralisée (S.
Millet (2007) [56]) avec les paramètres correspondant à cette solution, il n’a pas été possible
d’obtenir une solution convergée.

Nous choisissons donc de nous orienter vers d’autres types de solutions rhéofluidifiantes qui ne
présentent ni l’inconvénient d’un très large plateau Newtonien, même à grande concentration en
polymère, ni celui d’un fluide de très fortes propriétés rhéofluidifiantes se traduisant par L � 1.
Etant donné l’absence d’autres polymères rhéofluidifiants mis à part le Polyacrylamide Zetag
dont les propriétés viscoélastiques sont évidentes, nous tenterons de mélanger des solutions
aqueuses de CMC et de gomme Xanthane afin de conférer à ces nouvelles solutions les propriétés
rhéofluidifiantes que l’on souhaite suivant l’angle d’inclinaison choisi.

Nous avons ainsi développé deux solutions aqueuses issues d’un mélange de CMC et de
gomme Xanthane. Nous appellerons fluide n°3 (resp. fluide n°4) la solution de plus faible (resp.
plus forte) concentration. La figure 3.3.2 représente la courbe de viscosité en fonction du ci-
saillement obtenue par rhéométrie pour ces deux nouvelles solutions. La première utilité dans
cette opération réside dans le fait que nous avons pu obtenir des solutions dont les indices de
loi en puissance sont relativement similaires aux solutions considérées précédemment et qui ont
été caractérisées par électrocapillarité (n ∼ 0.8). Etant donné que ces deux fluides issus de
mélanges (fluide n°3 et n°4) sont plus visqueux, car de concentration en polymère supérieure
(η0 ∼ 8.5mPa.s et η0 ∼ 16mPa.s respectivement), nous avons pu les étudier pour des grandes
valeurs de l’angle d’inclinaison (3.5° et 7° respectivement). Un autre atout de ces fluides consiste
enfin en un plateau Newtonien dans une gamme intermédiaire (γ̇c = 77.8s−1 et γ̇c = 74.1s−1

respectivement) propre aux fluides faiblement rhéofluidifiants relativement à l’écoulement consi-
déré (L = 1.02 − 1.29 et L = 1.09 − 1.43 respectivement). Ils nous permettront, à travers les
résultats qui suivent, de comparer les résultats issus de simulations Orr-Sommerfeld aux résul-
tats expérimentaux dans une gamme de paramètres où les effets rhéofluidifiants ne sont pas
négligeables.
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3.3 Stabilité linéaire de film rhéofluidifiant à angle fixé
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Figure 3.3.2 : Courbes de viscosité des fluides n°3 (carrés) et n°4 (triangles) faiblement rhéo-
fluidifiants obtenus par mélange de CMC et de gomme Xanthane. Les mar-
queurs vides représentent les mesures obtenues par un rhéomètre de Couette,
les marqueurs pleins rouges correspondent au cisaillement maximal γ̇max es-
timé pour l’écoulement uniforme sur la tranche de débit expérimental que nous
étudions. L’ajustement des mesures de viscosité suivant la loi de Carreau ap-
parait en tirets. Les ajustements donnent les valeurs de paramètres suivant :
η0 = 8.41mPa.s, γ̇c = 77.8s−1, n = 0.881 pour le fluide n°3 (ρ = 993Kg.m−3,
σ = 45mN.m−1) ; et η0 = 16mPa.s, γ̇c = 74.1s−1, n = 0.804 pour le fluide n°4
(ρ = 1004Kg.m−3, σ = 100mN.m−1)
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Figure 3.3.3 : (a) Courbe marginale de stabilité dans le plan (Re, f) pour les fluides 3 (car-
rés) et 4 (triangles) étudiés respectivement à un angle d’inclinaison de 3.5° et
7°. Les marqueurs vides correspondent aux mesures de fréquence de coupure
au nombre de Reynolds considéré. Les traits pleins correspondent à un ajuste-
ment des mesures expérimentales suivant l’équation (3.2.2), et l’extrapolation
de cette courbe aux fréquences nulles fournit un nombre de Reynolds critique
expérimental Rec = 12.23 et Rec = 5.725 respectivement. (b) Longueur des
ondes marginales mesurée (marqueurs vides) superposée aux valeurs issues des
résultats numériques (marqueurs pleins) obtenues via : i) la partie réelle de la
célérité de l’onde marginale au nombre de Reynolds considéré, pour laquelle on
a ci(Re) = 0 ; ii) les mesures de fréquence de coupure représentées en (a). Les
propriétés physiques et rhéologiques des fluides utilisés sont données Fig. 3.3.2.
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3.3 Stabilité linéaire de film rhéofluidifiant à angle fixé

Nous effectuons sur ces deux fluides des mesures de fréquence de coupure ainsi que de longueur
d’ondes marginales sur une gamme de nombre de Reynolds Re = 12 − 24 et Re = 5 − 14 pour
respectivement les fluides 3 et 4 . La figure 3.3.3a donne les mesures de fréquence de coupure
dans le plan (Re, f) pour ces deux fluides. La figure 3.3.3b donne les mesures de la longueur
des ondes marginales, superposées aux valeurs prédites numériquement. En rappelant qu’une
onde marginale a un taux d’amplification temporelle nul (ci = 0), les résultats numériques de
la longueur des ondes marginales, affichés en marqueurs pleins sur la figure 3.3.3b, sont obtenus
à partir de la célérité réelle calculée après résolution de ci = 0 par la méthode de continuation
à nombre de Reynolds fixé (voir Chapitre 4, § 4.4.2). En réalité, à angle d’inclinaison fixé et
pour un fluide donné, le paramètre adimensionnel L n’est pas le seul à dépendre du débit -
et de ce fait du nombre de Reynolds - , mais aussi le nombre de capillarité (compris sur une
plage Ca−1 = 37.6 − 59.7 et Ca−1 = 42.0 − 72.3 pour respectivement les fluides 3 et 4) tel
que Ca ∝ q2/3. En rappelant la définition du nombre de Reynolds Re = ρq

η0
et en observant que

L ∝ q1/3, nous obtenons, à angle d’inclinaison fixé et pour un fluide donné, une loi du type :

Re ∝ L.Ca. (3.3.2)
Ceci signifie qu’à angle d’inclinaison fixé et pour un fluide de Carreau donné (de paramètres

(η0, n, γ̇c, η∞) et de tension de surface σ fixés), il existe toujours un couple distinct (L, Ca)
agissant sur la stabilité de l’écoulement, et ce pour chaque valeur distincte du nombre de
Reynolds. Nous comprenons mieux par le biais de cette loi que même si pour un fluide donné
nous avons une plage de paramètre adimensionnel L et de nombre de capillarité Ca dépendant
de l’écoulement, il est possible de régulariser L et Ca pour chaque valeur du nombre de Reynolds
lors de la détermination numérique de la courbe marginale de stabilité à angle fixé 3. Nous
obtenons ainsi sur la figure 3.3.4, pour ces deux fluides, les résultats numériques de nombre
d’onde critique dans le plan (Re, k) superposés aux valeurs expérimentales adimensionnées de
nombre d’onde k = 2π

λ
ds via les mesures de longueur d’onde (Fig. 3.3.3b). Puisqu’on travaille

avec un fluide donné (de paramètres (η0, n, γ̇c, η∞) imposés), la valeur de L varie le long des
courbes Fig. 3.3.3. En effet, l’expression de L mêle caractéristiques du fluide (constantes) et de
l’écoulement (variable). On est donc amené à tracer des courbes k = k(Re) à L variable, ce
qui se prête mal à une comparaison directe avec les approches théoriques de la littérature où
le nombre sans dimension L 4 est supposé constant lorsque les autres nombres (Re, γ, n) sont
variés.

Nos résultats de nombre de Reynolds critique expérimental s’accordent bien aux résultats
numériques (Fig. 3.3.4) quelle que soit l’approche théorique sur laquelle les auteurs se basent
pour décrire la viscosité. La figure 3.3.5a présente les résultats expérimentaux de célérité des
ondes marginales à partir des mesures de longueurs des ondes marginales (Fig. 3.3.3), superposés

3. Le nombre de capillarité influera sur la forme de la courbe marginale en étendant la zone linéairement
stable pour les Ca décroissants (Georgantaki et al. (2011) [30], Ruyer-Quil et al. (2012) [73]), mais seul le
paramètre L en plus de l’angle et de l’indice en loi de puissance n commandera le seuil critique.

4. Ruyer-Quil et al. (2012) [73] introduisent un nombre adimensionnel équivalent, défini par s = hN γ̇c

V , avec
hN l’épaisseur de Nusselt et V une vitesse caractéristique (voir Chapitre 1, § 1.2.2), qui est aussi variable suivant
l’écoulement, à angle et fluide donnés.
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Figure 3.3.4 : Courbe marginale de stabilité dans le plan (Re, k) pour les fluides 3 (a) et
4 (b) étudiés respectivement à un angle d’inclinaison de 3.5° et 7°. Les mar-
queurs vides correspondent aux valeurs adimensionnées des mesures de nombre
d’onde de coupure au nombre de Reynolds considéré. Les résultats numériques
de courbe neutre sont représentés en trait noir épais en faisant varier la va-
leur de L et de Ca en fonction de l’écoulement (i.e. du nombre de Reynolds).
Cette courbe est enveloppée par deux courbes numériques obtenues dans les
deux situations extrêmes où on fixe soit le couple (Lmax −Ca−1

min) (courbe bleue
représentant le cas le plus instable) soit le couple (Lmin −Ca−1

max) (courbe rouge
représentant le cas le plus stable). Numériquement on obtient respectivement
un nombre de Reynolds critique Rec = 11.9 et Rec = 5.28. Nous affichons aussi
les valeurs de seuil critique obtenu par Ng & Mei (1994) [60] (croix verte) et par
Ruyer-Quil et al. (2012) [73] (triangle plein rouge), ainsi que le cas Newtonien
en losange gris. Les propriétés physiques et rhéologiques des fluides utilisés sont
données Fig. 3.3.2.72



3.3 Stabilité linéaire de film rhéofluidifiant à angle fixé

aux résultats numériques obtenus par notre code de stabilité après avoir extrait la partie réelle
de la célérité des ondes marginales pour chaque nombre de Reynolds. La célérité des ondes
marginales est adimensionnée par une estimation de la vitesse de l’écoulement à la surface
libre (∼ q

ds
). A noter que q

ds
représente en réalité un ordre de grandeur de la vitesse moyenne

qu’aurait eu l’écoulement si l’on avait considéré un fluide Newtonien de viscosité η0. De ce fait,
q
ds

sous-estime la vitesse de l’écoulement à la surface libre par rapport au cas rhéofluidifiant,
et donc les valeurs de célérité adimensionnée représentées Fig. 3.3.5a sont surestimées. En
particulier au voisinage du seuil critique (k → 0), nous voyons que les valeurs mesurées de
célérité adimensionnée des ondes de plus grande longueur d’onde avoisinent la valeur de 2 (qui
est celle du cas Newtonien, Millet et al. (2008) [58]). Dans le cas des fluides n°3 et n°4, la célérité
adimensionnée des ondes au voisinage du seuil dépasse légèrement la valeur Newtonienne (signe
d’un comportement faiblement rhéofluidifiant), puis décroît suivant le nombre de Reynolds.
Cette décroissance s’explique par le fait que les valeurs de nombre de Reynolds plus fortes
correspondent à des ondes de fréquences plus élevées et donc des longueurs d’ondes plus faibles
pour lesquelles la célérité est toujours plus faible.

D’un autre côté, la figure 3.3.5b permet de comprendre le critère de stabilité suivant l’ap-
proche de Whitham (1974) [89], en terme de compétition entre les ondes cinématiques résultant
de l’unique conservation de la masse et les ondes dynamiques qui traduisent la réponse du film en
termes de variation d’inertie, de pression hydrostatique et de tension de surface (voir Chapitre
1). Le critère de stabilité linéaire s’exprime par cd− ≤ ck ≤ cd+. Tant que l’onde cinématique est
encadrée par les ondes dynamiques ascendante et descendante, le film répond à la perturbation
interfaciale par des variations de quantité de mouvement, de manière à limiter la croissance
de l’onde cinématique. Lorsque cette dernière atteint, à nombre de Reynolds fixé, la vitesse
de l’onde dynamique descendante cd+, nous assistons à un équilibre dans la concurrence entre
ck et cd+ : l’onde est marginalement stable, par conséquent le critère marginal de stabilité se
traduit par ck(k) = cd+(k) (Fig. 1.2.3). En particulier au niveau du seuil critique, la célérité
de l’onde critique est celle de plus grande longueur d’onde (k → 0). Ruyer-Quil et al. (2012)
[73] ont développé les expressions de ck et cd+, qui ont été calculées connaissant l’écoulement
de base ainsi que les mesures de longueur d’onde effectuées pour chacun des fluides 3 et 4.
Les résultats de ck (Fig. 3.3.5b) montrent que les ondes cinématiques gardent à peu près la
même vitesse qu’au voisinage du seuil critique (ck(k) ∼ 1) quel que soit le couple (Re, k), avec
une très légère baisse en allant vers les grandes valeurs du nombre de Reynolds (i.e. vers les
faibles longueurs d’onde). Ces résultats montrent aussi que le critère de stabilité marginale est
correctement respecté puisque les valeurs de ck ne s’écartent expérimentalement que de moins
de 10% des valeurs de cd+. Ces résultats fournissent une approche relativement différente pour
comprendre les mécanismes physiques d’instabilité, en exprimant que l’onde de surface naît
cinématiquement et se développe dynamiquement. A noter en outre les difficultés des mesures
de longueur d’onde, qui sont difficiles près du seuil critique, se répercutent sur les résultats
de célérité, ce qui explique l’écart grandissant en allant vers les faibles valeurs du nombre de
Reynolds entre résultats numériques et expérimentaux. Enfin, la figure 3.3.6 montre la propor-
tionnalité de Rec par rapport à la cotangente de l’angle d’inclinaison, et illustre la propriété
du nombre de Froude critique, qui, tel qu’il apparaît Eq. 1.2.1, ne dépend pas de l’angle d’in-
clinaison. Avec cette représentation, l’ensemble des résultats de nombre de Reynolds critique
normalisé se confondent en une courbe, quel que soit l’angle d’inclinaison (Rousset et al. (2007)
[72], Ruyer-Quil et al. (2012) [73]).
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Figure 3.3.5 : (a) Célérité des ondes marginales adimensionnée par l’estimation q/ds de la vi-
tesse de l’écoulement à la surface libre pour les fluides 3 (carrés) et 4 (triangles).
Les marqueurs vides (resp. pleins) correspondent aux résultats expérimentaux
(resp. numériques). (b) Célérité des ondes cinématiques ck (marqueurs pleins)
et dynamiques descendantes cd+ (marqueurs vides) calculées aux conditions ex-
périmentales de stabilité marginale pour les fluides 3 (carrés) et 4 (triangles)
via les mesures de longueur d’ondes (Fig. 3.3.3b). Les propriétés physiques et
rhéologiques des fluides utilisés sont données Fig. 3.3.2.
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Figure 3.3.6 : Nombre de Reynolds critique expérimental normalisé par sa valeur théorique
Newtonienne (trait plein) en fonction du paramètre rhéofluidifiant, avec n ∼ 0.8,
pour plusieurs angles d’inclinaison. Nous rappelons les propriétés des fluides
utilisés : η0 = 8.41mPa.s, γ̇c = 77.8s−1, n = 0.881 pour le fluide n°3 (ρ =
993Kg.m−3, σ = 45mN.m−1) ; et η0 = 16mPa.s, γ̇c = 74.1s−1, n = 0.804 pour
le fluide n°4 (ρ = 1004Kg.m−3, σ = 100mN.m−1)

3.4 Conclusion
Après caractérisation rhéologique des fluides utilisés, nous avons mené des études expérimen-

tales de stabilité linéaire à angle fixé. Nous avons choisi nos fluides de façon à ce que l’écoulement
uniforme produise un cisaillement de base dont l’étendue dépasse la largeur du plateau Newto-
nien, dans le but de garantir un comportement significativement rhéofluidifiant de notre film.
La détection d’ondes primaires reste difficile au voisinage du seuil critique (f < 1Hz, λ > 18cm)
tout comme l’avaient observé Liu et al. (1993) [52] et Forterre & Pouliquen (2003) [29]. Les va-
leurs de nombre de Reynolds critique expérimental sont nettement plus faibles que celles du cas
Newtonien pour le même angle d’inclinaison. Il s’agit là, à notre connaissance, de la première
observation expérimentale de cette déstabilisation du film lorsque le fluide devient rhéofluidi-
fiant (pseudoplastique). Cette observation confirme les prédictions théoriques de la littérature
(S. Millet (2007) [56], Millet et al. (2008) [58], Ruyer-Quil et al. (2012) [73], Ng & Mei (1994)
[60]). Les résultats expérimentaux s’accordent très bien aux résultats numériques, à l’exception
d’une solution très faiblement concentrée en gomme Xanthane pour laquelle le paramètre adi-
mensionnel rhéofluidifiant L atteint des valeurs largement supérieures à l’unité, et pour laquelle
nous n’arrivons pas à obtenir de solution numérique convergée à l’équation d’Orr-Sommerfeld
généralisée. Dans la gamme des L modérés dans laquelle nous avons pu obtenir des résultats
expérimentaux et numériques, le comportement faiblement rhéofluidifiant de nos fluides fait
que numériquement nous obtenons des valeurs proches du nombre de Reynolds critique à angle
d’inclinaison donné, quelle que soit la modélisation de la viscosité, qu’elle soit décrite suivant
une simple loi en puissance (Ng & Mei (1994) [60]), une loi en puissance régularisée par un
plateau Newtonien aux faibles valeurs du cisaillement local (Ruyer-Quil et al. (2012) [73]), ou
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suivant une loi de Carreau (S. Millet (2007) [56]). Les mesures de longueurs d’ondes marginales
(jusqu’à 15 − 20cm près du seuil critique) s’ajustent bien à celles obtenues numériquement, en
délimitant correctement la courbe de stabilité marginale sur les plans (Re, k) et (Re, c). Pour
ces fluides de faibles propriétés rhéofluidifiantes, on observe que le rapport entre la célérité
critique des ondes, et l’estimation Newtonienne q

ds
de la vitesse de l’écoulement à la surface

libre, est légèrement plus grand que dans le cas Newtonien, ce qui est conforme aux prédictions
numériques obtenues par Millet et al. (2008) [58]. L’analyse de Whitham (1974) [89] appliquée
à nos écoulements de film rhéofluidifiant sur plan incliné, montre que le critère de stabilité
(ck = cd+) est expérimentalement vérifié avec quelques 10% d’écart entre la célérité des ondes
cinématiques et dynamiques. Les valeurs calculées pour ck (Ruyer-Quil et al. (2012) [73]) via
les mesures de longueurs d’onde dans les conditions marginales, ne s’écartent que légèrement
de ck = 1, signe que nos mesures ont été réalisées près du seuil. Le critère de stabilité marginale
est compris par une approche différente, exprimant que lorsque l’onde cinématique de célérité
ck atteint la célérité de l’onde dynamique descendante cd+ sans la dépasser, l’onde de surface
correspondante est marginalement stable. L’interprétation de ck, qui est une conséquence di-
recte de la conservation de la masse, est similaire à l’approximation à l’ordre zéro dans la phase
de naissance des instabilités à grandes longueurs d’onde proposée par Smith (1990) [78] dans le
cas Newtonien, et appliquée par Rousset et al. (2007) [72] dans le cas rhéofluidifiant. Les ondes
dynamiques, quant à elles, sont la réponse du film aux variations de quantité de mouvement,
et s’interprêtent pareillement que les termes d’ordre supérieur dans le développement asympto-
tique à grandes longueurs d’ondes ; elles décrivent l’effet des termes de quantité de mouvement,
de pression hydrostatique (amplitude des ondes) et éventuellement de tension de surface (Ca),
et influencent ainsi la frontière de stabilité suivant le signe et le poids de chacun de ces termes.
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Instabilités 3D et relations de Squire
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Chapitre 4 Instabilités 3D et relations de Squire

4.1 Introduction et bibliographie
D’un point de vue physique, les observations expérimentales (voir Chapitre 1) montrent que

les “premières” ondes de surface qui apparaissent sont des ondes quasi-planes.
D’un point de vue théorique, Squire (1933) [82] fut le premier à proposer une analogie entre

les ondes 2D et les ondes 3D 1 ; il montra dans un cas particulier, qu’en vue d’étudier des
instabilités 3D, une simple étude 2D suffisait. Il avait considéré le cas d’un écoulement de
Poiseuille de fluide Newtonien sur canal plan. Dans ce cas simple, le changement de paramètre
proposé pour obtenir une formulation 2D du problème de stabilité avec perturbations 3D, aussi
désigné par “les relations de Squire”, permet de montrer que les instabilités 2D sont les plus
dangereuses : il s’agit communément de ce qu’on appelle le théorème de Squire. Le théorème
de Squire exprime dans ce cas, où seul le nombre de Reynolds influe sur le seuil de
stabilité, que les ondes planes présentent toujours le seuil critique le plus bas en terme de
nombre de Reynolds (Rec2D < Rec3D) 2.

Plusieurs auteurs se sont penchés, dans leur étude de stabilité 3D, sur la validité du théorème
de Squire. Dans le cas Newtonien, on cite principalement Orszag & Kells (1980) [64] qui ont
mené une étude numérique dans le cas d’un écoulement plan de Poiseuille, Pearlstein (1985),
Hesla et al. (1986) et Schaflinger (1994) [66, 38, 76] qui se sont penchés sur le cas d’un écoulement
stratifié, toujours sur canal plan, et Floryan (2007) [26] qui a considéré le cas particulier d’un
canal rugueux. Des études similaires incluant l’équation de l’énergie (parois chauffées) et l’effet
Soret furent menées dans le cas de la stabilité d’un écoulement de Poiseuille-plan et sur plan
incliné (Hu et al. (2007-2008) [39, 40]).

Dans le cas non Newtonien, Renardy & Renardy (1986) [69] se sont intéressés à la stabilité
d’un écoulement plan de Couette pour un fluide de Maxwell (Annexe B). Concernant les écou-
lements de fluides rhéofluidifiants, nous citerons principalement Chikkadi et al. (2005) et Nouar
et al. (2007) [19, 63] qui ont traité le cas de l’écoulement plan de Poiseuille. A noter que dans
le cas viscoélastique, l’étude menée par Gupta & Rai (1968) [34] ont montré que l’écoulement
de film sur plan incliné est plus instable vis-à-vis des ondes obliques que des ondes planes, et
plus récemment Rafiki & Hifdi (2012) [68] ont considéré des perturbations 2D dans leur étude
de l’écoulement plan de Poiseuille soumis à un champ magnétique transversal.

Dans notre configuration d’écoulement, une interprétation analogue serait d’établir que faire
une étude 2D suffit à caractériser la stabilité du problème. La question est donc : « est-il suffisant
de faire une étude des seuils de stabilité 2D » dans les cas où i) il y a une surface libre ; ii) le
fluide est non Newtonien ?

A l’instar de ces auteurs, et en se basant sur une analyse temporelle de stabilité linéaire,
nous nous proposons dans ce chapitre d’écrire et de résoudre l’équation d’Orr-Sommerfeld
généralisée aux ondes 3D dans le cas d’un film non Newtonien purement visqueux 3 s’écoulant
sur plan incliné. Dans la continuité des travaux de thèse de S. Millet (UCBL/LMFA), et en
collaboration avec F. Rousset (Insa de Lyon/CETHIL), nous avons repris le code de stabilité
2D dont le résultat clé est l’évolution du nombre de Reynolds critique 2D en fonction de l’angle
d’inclinaison (Fig. 1.4.1, Rousset et al. (2007) [72] ), que nous avons étendu aux ondes 3D, et

1. Contrairement aux ondes 3D (obliques), les ondes 2D (planes) ne se propageant que suivant une seule
direction, ici la direction de l’écoulement (Fig. 4.2.2a).

2. Pour des configurations d’écoulement relativement plus complexes, il se peut que le théorème de Squire
ne soit pas vérifié, dans le sens où le seuil 3D est plus bas que le seuil 2D.

3. Un fluide purement visqueux désigne un fluide pour lequel les contraintes s’écrivent toujours comme une
fonction scalaire du taux de cisaillement (voir Chapitre 2).
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4.2 Equation d’Orr-Sommerfeld généralisée à un fluide purement visqueux - ondes 3D

auquel nous avons implémenté un algorithme de continuation qui permet de manière efficace de
déterminer le seuil 3D et de tracer des cartes de stabilité marginale sur le plan (Re, α) à angle
d’inclinaison donné. La résolution numérique se fera par collocation spectrale basée sur des
polynomes de Tchebychev. Nous établirons analytiquement les hypothèses sous lesquelles les
relations de Squire peuvent être formulées, et nous vérifierons numériquement si des conclusions
similaires à celle du théorème de Squire peuvent être formulées.

4.2 Equation d’Orr-Sommerfeld généralisée à un fluide
purement visqueux - ondes 3D

Rappelons brièvement les étapes successives habituelles de la démarche analytique, depuis
les équations de bilan (continuité et équations de Navier-Stokes) jusqu’à l’équation d’Orr-
Sommerfeld :

1. Ecriture des équations de Navier-Stokes et de l’équation de continuité.
2. Stabilité linéaire : On décompose le champ de vitesse et de pression en champ de base et

perturbations, et on introduit cette décomposition dans le système obtenu à l’étape 1.
3. On obtient le système d’équations aux perturbations.
4. On écrit les perturbations sous forme de modes normaux, et comme on étudie la stabilité

temporelle du problème, on exprime les perturbations sous forme d’ondes atténuées ou
amplifiées exponentiellement dans le temps.

5. Par un jeu de combinaisons judicieusement choisies, on élimine les termes en perturbations
de pression, de vitesse longitudinale et transverse.

6. On obtient une seule équation en perturbation de la composante de vitesse dans la di-
rection normale à la paroi, qui est d’ordre 4 et équivalente à l’ensemble du système
d’équations aux perturbations.

7. On définit les conditions aux limites relatives au problème considéré.
Les relations de Squire se dégagent alors si l’équation d’Orr-Sommerfeld pour une perturbation
3D, munie de ses conditions aux limites, peut être ramenée à l’équation pour une perturbation
2D, moyennant un ensemble de changements de paramètres.

4.2.1 Etude du champ de base

Nous étudions un fluide non Newtonien purement visqueux (Annexe B) s’écoulant par gravité
le long d’un plan incliné d’un angle γ par rapport à l’horizontale. Le schéma de l’écoulement
est représenté Fig. (4.2.1). L’axe x représente la direction de l’écoulement, l’axe y la direction
normale et l’axe z la direction transverse. Pour alléger les calculs, nous choisirons de disposer
l’origine du repère au niveau de la surface libre non perturbée, avec l’axe y orienté vers le fluide.

Commençons par écrire les équations de bilan dimensionnelles :
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Figure 4.2.1 : Schéma de l’écoulement.
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où u, v et w représentent respectivement les composantes du champ de vitesse suivant les
directions x, y et z, p la pression, g l’accélération gravitationnelle, ρ la densité et σij le tenseur
des contraintes visqueuses. La viscosité est modélisée par la loi de Carreau (Annexe A) qui
définit la viscosité η suivant l’équation :

η − η∞
η0 − η∞

= [1 + (δ |γ̇|)2]n−1/2, (4.2.2)

avec ˙|γ| = (DijDij)1/2 la norme du tenseur de taux de déformations Dij, η0 et η∞ respectivement
les viscosités à faible et fort taux de cisaillement, δ un temps caractéristique 4 égal à 1

γ̇c
et n

l’indice de loi en puissance.
Dans le but d’utiliser une grandeur directement exploitable par un expérimentateur, et à

l’instar de Weinstein (1990) [87] et Rousset et al. (2007) [72], le nombre de Reynolds est défini
relativement au débit volumique par unité de largeur q plutôt que de le baser sur une vitesse
caractéristique et une échelle de longueur (Yih (1963) [90], Chang & Demekhin (2002) [18],
Ruyer-Quil (2012) [73]). En considérant que l’écoulement uniforme est un résultat de l’équilibre
entre la composante longitudinale du poids et le frottement visqueux (voir Chapitre 1), nous
faisons intervenir une longueur caractéristique ds =

(
η0q

ρgsinγ

)1/3
pour construire les grandeurs

adimensionnelles telles que :

(x̄, ȳ, z̄) = 1
ds

(x, y, z) ; (ū, v̄, w̄) = ds

q
(u, v, w) ; p̄ = pd2

s

ρq2 ; t̄ = tq

d2
s

; (η, θ) = 1
η0

(η, θ). (4.2.3)

4. Certains auteurs définissent la loi de Carreau via γ̇c (Eq. (2.1.2)) et d’autres via un temps caractéristique
δ = 1

γ̇c
(Eq. (4.2.2)). Pour un fluide rhéofluidifiant soumis à un cisaillement γ̇ donné, plus δ sera grand (γ̇c petit)

plus court sera son plateau Newtonien. Ceci conduit à ce que les contraintes visqueuses ressenties seront plus
faibles et que la viscosité apparente du fluide diminuera.
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4.2 Equation d’Orr-Sommerfeld généralisée à un fluide purement visqueux - ondes 3D

En omettant dès à présent les barres dans les notations, le système d’équations (4.2.1) adi-
mensionné s’écrit alors :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u
∂x

+ ∂v
∂y

+ ∂w
∂z

= 0
Re(∂u

∂t
+ u∂u

∂x
+ v ∂u

∂y
+ w ∂u

∂z
) = −Re ∂p

∂x
+ (∂σxx

∂x
+ ∂σxy

∂y
+ ∂σxz

∂z
) + 1

Re(∂v
∂t

+ u ∂v
∂x

+ v ∂v
∂y

+ w ∂v
∂z

) = −Re∂p
∂y

+ (∂σyx

∂x
+ ∂σyy

∂y
+ ∂σyz

∂z
) + cotγ

Re(∂w
∂t

+ u∂w
∂x

+ v ∂w
∂y

+ w ∂w
∂z

) = −Re∂p
∂z

+ (∂σzx

∂x
+ ∂σzy

∂y
+ ∂σzz

∂z
)

, (4.2.4)

le nombre de Reynolds étant défini par Re = ρq
η0

.

4.2.2 Analyse de stabilité linéaire
Le système (4.2.4), appliqué au régime uniforme, donne les équations pour le champ de base :

⎧⎨
⎩

dσb
xy

dy
= d

dy

(
η dUb

dy

)
= −1

dPb

dy
= cotγ

Re

. (4.2.5)

Les conditions aux limites de non glissement au fond et de contraintes tangentielles nulles à
la surface libre s’écrivent :

⎧⎨
⎩Ub(y = d) = 0

σb
xy(y = 0) = 0

, (4.2.6)

où σb
xy = η dUb

dy
représente la seule composante non nulle du tenseur des contraintes visqueuses

du champ de base.
L’écoulement de base adimensionné est alors perturbé en vitesse, pression, et déplacement

de l’interface ξ. Nous écrivons donc :
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u = Ub(y) + u′(x, y, z, t)
v = v′(x, y, z, t)
w = w′(x, y, z, t)
p = Pb(y) + p′(x, y, z, t)
ξ = ξ′(x, z, t)
σxy = σb

xy(y) + σ′
xy(x, y, z, t)

. (4.2.7)

Les équations aux perturbations deviennent après linéarisation :
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u′
∂x

+ ∂v′
∂y

+ ∂w′
∂z

= 0
Re(∂u′

∂t
+ Ub

∂u′
∂x

+ v′ dUb

dy
) = −Re∂p′

∂x
+ (∂σ′

xx

∂x
+ ∂σ′

xy

∂y
+ ∂σ′

xz

∂z
)

Re(∂v′
∂t

+ Ub
∂v′
∂x

) = −Re∂p′
∂y

+ (∂σ′
yx

∂x
+ ∂σ′

yy

∂y
+ ∂σ′

yz

∂z
)

Re(∂w′
∂t

+ Ub
∂w′
∂x

) = −Re∂p′
∂z

+ (∂σ′
zx

∂x
+ ∂σ′

zy

∂y
+ ∂σ′

zz

∂z
)

, (4.2.8)

où les perturbations de contraintes s’écrivent :
⎧⎨
⎩σ′

xx = 2η ∂u′
∂x

; σ′
yy = 2η ∂v′

∂y
; σ′

zz = 2η ∂w′
∂z

σ′
xz = η(∂u′

∂z
+ ∂w′

∂x
) ; σ′

yz = η(∂v′
∂z

+ ∂w′
∂y

) ; σ′
xy = θ(∂u′

∂y
+ ∂v′

∂x
)

. (4.2.9)
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Chapitre 4 Instabilités 3D et relations de Squire

Etant donné que les perturbations de vitesse induisent des perturbations de viscosité, nous
voyons l’apparition d’une autre viscosité θ (Rousset et al. (2007) [72], Thèse de S. Millet [56],
p38) appelée aussi viscosité tangente (Nouar et al. (2007) [63]) qui n’affecte que les contraintes
visqueuses sur le plan (x,y). En effet, la linéarisation des équations fait que le cisaillement dû
au champ de base est non nul uniquement dans ce plan. L’expression adimensionnée de η et θ
est donnée par :

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

η = I + (1 − I)
[
1 +

(
LdUb

dy

)2
]n−1/2

θ = I + (1 − I)
[
1 + n

(
LdUb

dy

)2
] [

1 +
(
LdUb

dy

)2
]n−3/2 , (4.2.10)

avec I = η∞/η0 et L = δq/d2
s le paramètre adimensionné de temps (Rousset et.al (2007) [72]).

4.2.3 Conditions aux limites
Au niveau du fond, la condition aux limites de non glissement s’écrit :

u′ = v′ = w′ = 0 à y = d. (4.2.11)
La condition cinématique à la surface libre s’écrit :

v′ = ∂ξ′

∂t
+ Ub

∂ξ′

∂x
= 0 à y = 0. (4.2.12)

Les conditions d’annulation des contraintes visqueuses à la surface libre perturbée s’écrivent :
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

η dUb

dy
+ σ′

xy = 0 (1)
σ′

yz = 0 (2)
σ′

xz = 0 (3)
à y = ξ′. (4.2.13)

En développant, puis linéarisant la contrainte tangentielle du champ de base σb
xy = η dUb

dy
autour

de l’interface non perturbée en y=0, c’est-à-dire à y = ξ′ près, et en s’aidant des équations
du champ de base sur la vitesse Eq. (4.2.5), les contraintes visqueuses à la surface libre (Eq.
(4.2.13)) deviennent :

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

σ′
xy − ξ′ = 0 (1)

σ′
yz = 0 (2)

σ′
xz = 0 (3)

à y = 0. (4.2.14)

Enfin, à la surface libre, la contrainte normale s’équilibre avec la pression et les effets induits
par la tension de surface. En développant la pression de base Pb autour de y = 0 de manière
analogue à ce qui est fait dans l’équation (4.2.14-1), on obtient :

ξ′cotγ + Re.p′ − 2η
∂v′

∂y
+ 1

Ca

(
∂2ξ′

∂x2 + ∂2ξ′

∂z2

)
= 0 à y = 0, (4.2.15)

en notant Ca = η0q
σds

le nombre de capillarité avec σ la tension de surface.
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4.2 Equation d’Orr-Sommerfeld généralisée à un fluide purement visqueux - ondes 3D

4.2.4 Perturbations périodiques
Dans le cadre de la stabilité linéaire temporelle, nous nous intéressons à présent au compor-

tement périodique des perturbations en temps long et nous les écrivons sous forme de modes
normaux :

⎧⎨
⎩[u′, v′, w′, p′] (x, y, z, t) = [û, v̂, ŵ, p̂] (y).ei(αx+βz−αct) (1)

ξ′(x, z, t) = ξ̂ei(αx+βz−αct) (2)
, (4.2.16)

avec (α, 0, β) 5 étant le vecteur d’onde et c la célérité complexe et adimensionnée de l’onde. Sa
partie réelle cr désigne la vitesse de phase adimensionnée et sa partie imaginaire ci son taux
d’amplification temporelle. L’écoulement est respectivement stable et instable suivant que ci

est négatif ou positif. On parle de perturbation 2D lorsque β = 0, et 3D lorsque β �= 0.

4.2.4.1 Formulation du problème

Le système d’équations aux perturbations (4.2.8) s’écrit, en notant D = ∂/∂y et k2 = α2 +β2 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

αû − iDv̂ + βŵ = 0 (1)
iαRe(Ub − c)û + Rev̂DUb = −iαRep̂ + [−k2ηû − iαηDv̂ + D(θDû) + iαD(θv̂)] (2)
iαRe(Ub − c)v̂ = −ReDp̂ + [iαθDû − α2θv̂ + 2D(ηDv̂) − β2ηv̂ + iβηDŵ] (3)
iαRe(Ub − c)ŵ = −iβRep̂ + [−k2ηŵ − iβηDv̂ + D(ηDŵ) + iβD(ηv̂)] (4)

.

(4.2.17)
En multipliant l’équation (4.2.17-2) par −iα et l’équation (4.2.17-4) par −iβ, et en combinant
les 2 équations en s’aidant de l’équation de continuité (4.2.17-1), on élimine p̂ et û et on obtient :

iαRe [(Ub − c)D − DUb] v̂ = −k2Rep̂−2k2ηDv̂ +D
[
θ
(
D2 + k2

)
v̂
]
+ iβD [(θ − η)(Dŵ + iβv̂)] .

(4.2.18)
En dérivant l’équation (4.2.18) par rapport à y et en la combinant avec l’équation (4.2.17-3),
que l’on aura au préalable mutlipliée par k2, nous obtenons l’équation d’Orr-Sommerfeld géné-
ralisée à un fluide non Newtonien purement visqueux :

iαRe [(Ub − c)(D2 − k2) − D2Ub] v̂ = −4k2D(ηDv̂) + (D2 + k2) [θ (D2 + k2) v̂]

+ iβ(D2 + k2) [(θ − η)(Dŵ + iβv̂)] , (4.2.19)

qui se réécrit :

iαRe [(Ub − c)(D2 − k2) − D2Ub] v̂ = −4k2D(ηDv̂)+[D2θ + 2DθD + θ(D2 + k2)] (D2 + k2) v̂

+ iβ(D2 + k2) [(θ − η)(Dŵ + iβv̂)]. (4.2.20)

5. Les 2 nombres d’onde α et β sont des réels positifs.
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Chapitre 4 Instabilités 3D et relations de Squire

Le dernier terme, souligné dans l’équation (4.2.20), empêche tout changement de paramètre
de type « relations de Squire », qui ramènerait le problème 3D à une formulation 2D (i.e. à
un seul nombre d’onde). En effet il fait apparaître explicitement le nombre d’onde transverse β
ainsi que l’inconnue ŵ en plus de l’inconnue v̂ 6. Le problème n’est pas fermé et il manque une
équation ; Nouar et al. (2007) [63] proposent d’éliminer artificiellement ce terme en imposant
β = 0 ou θ = η. Imposer β = 0 revient à traiter le problème 2D (k = α) et imposer θ = η
revient à considérer qu’il n’y a pas de perturbation de viscosité (Chikkadi et al. (2005) [19]),
ce qui amène à s’éloigner de la réalité du problème 7, comme nous le verrons par la suite.

Il est possible de rechercher une autre équation à coupler avec l’équation (4.2.20), en vue de
former un problème matriciel aux valeurs propres (Nouar et al. (2007) [63]). Nous proposons
de combiner l’équation (4.2.17-3) multipliée par iβ avec l’équation (4.2.17-4) que l’on aura au
préalable dérivée par rapport à y. En s’aidant également de l’équation de continuité (4.2.17-1),
il devient possible d’éliminer le terme en perturbation de pression et nous finissons par obtenir
une seconde équation portant uniquement sur v̂ et ŵ :

iαRe(Ub − c)(iβv̂ − Dŵ) − iαReDUbŵ = β2θDŵ + k2D(ηŵ) − iβθ(D2 + α2)v̂

+ 3iβD(ηDv̂) − iβ(D2 + β2)(ηv̂) − (D2 + β2)(ηDŵ). (4.2.21)
Nous obtenons à ce stade un système linéaire portant sur les inconnues (v̂, ŵ), et couplant les
deux équations (4.2.20)-(4.2.21) :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

iαRe [(Ub − c)(D2 − k2) − D2Ub] v̂ = −4k2D(ηDv̂)
+ [D2θ + 2DθD + θ(D2 + k2)] (D2 + k2) v̂ + iβ(D2 + k2) [(θ − η)(Dŵ + iβv̂)] (1)
iαRe(Ub − c)(iβv̂ − Dŵ) − iαReDUbŵ = β2θDŵ + k2D(ηŵ) − iβθ(D2 + α2)v̂
+3iβD(ηDv̂) − iβ(D2 + β2)(ηv̂) − (D2 + β2)(ηDŵ) (2)

,

(4.2.22)
où, comme pour l’équation (4.2.20), le terme empêchant de formuler des relations de Squire est
souligné.

Le problème généralisé aux valeurs propres peut être réécrit sous forme matricielle :
(

Los C1
C2 S

)(
v̂
ŵ

)
= −Re

∂

∂t

( �v̂
iβv̂ − Dŵ

)
, (4.2.23)

où � = D2 − k2 et les opérateurs Los, C1, C2 et S sont définis de la façon suivante :

•Los = iαRe [Ub� − D2Ub] + 4k2(DηD + ηD2) − [D2θ + 2DθD + θ(D2 + k2)] (D2 + k2)

+ β2
[
(D2 + k2)(θ − η) + (θ − η)D2 + 2D(θ − η)D

]
, (4.2.24)

•C1 = −iβ(D2 + k2)(θ − η)D − iβ(θ − η)D3 − 2iβD(θ − η)D2, (4.2.25)

•C2 = −αβReUb + iβθ(D2 + α2) − iβDηD − 2iβηD2 + iβ(D2 + β2)η, (4.2.26)

6. A noter que dans le cas Newtonien, où on a η = θ = 1, le dernier terme de l’équation (4.2.20) n’apparaît
plus, et les relations de Squire peuvent être analytiquement écrites.

7. A noter que l’on a θ = η = 1 au niveau de la surface libre.
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4.2 Equation d’Orr-Sommerfeld généralisée à un fluide purement visqueux - ondes 3D

•S = −iαRe(UbD + DUb) − β2θD + (D2 + β2)ηD + 2DηD2 + η(D2 + k2)D − k2Dη. (4.2.27)

Formulé de cette façon, le problème 3D est à présent fermé et peut être résolu, à condition
d’introduire les conditions aux limites associées. Nous vérifions aussi aisément que nous retrou-
vons les équations du problème 2D en faisant β = 0 (Rousset et al. (2007) [72]).

Conditions aux limites

Au niveau de la surface libre, le cisaillement dû au champ de base s’annule (DUb = 0),
impliquant de ce fait η = θ = 1 et Dη = Dθ = 0 . Combinées ensemble, les conditions aux
limites (4.2.11)-(4.2.15) deviennent :

•v̂ = Dv̂ = ŵ = 0 à y = d, (4.2.28)

•
[
1 + (Ub − c)(D2 + k2)

]
v̂ = 0 à y = 0, (4.2.29)

•iβv̂ + Dŵ = 0 à y = 0, (4.2.30)

• − βDv̂ + i(α2 − β2)ŵ = 0 à y = 0, (4.2.31)

• − ik2(D2 + k2)
[

cotγ

α
+ k2

αCa

]
v̂ + 4k2Dv̂ + iαRe(Ub − c)Dv̂ − D

[
(D2 + k2)v̂

]
= 0 à y = 0.

(4.2.32)

4.2.4.2 Relations de Squire

Il apparaît ainsi, d’un point de vue analytique, que des relations de Squire ne peuvent pas
être écrites en raison des termes explicites en β contenus dans le problème aux valeurs propres
(4.2.23), ainsi que dans les conditions aux limites (4.2.30)-(4.2.31). Elles ne peuvent être for-
mulées, d’après Nouar et al. (2007) [63], que si on annule les termes en β n’apparaissant pas
implicitement dans k2 = α2 + β2. Ceci revient à ne considérer que l’équation (4.2.20) amputée
du dernier terme explicitement proportionnel à β et les conditions aux limites portant seulement
sur v̂. Nous obtenons ainsi le problème suivant, que nous appellerons par la suite problème 3D
réduit :

•iαRe
[
(Ub − c)(D2 − k2) − D2Ub

]
v̂ = −4k2D(ηDv̂)+

[
D2θ + 2DθD + θ(D2 + k2)

] (
D2 + k2

)
v̂,

(4.2.33)

•v̂ = Dv̂ = 0 à y = d, (4.2.34)

•
[
1 + (Ub − c)(D2 + k2)

]
v̂ = 0 à y = 0, (4.2.35)
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• − ik2(D2 + k2)
[

cotγ

α
+ k2

αCa

]
v̂ + 4k2Dv̂ + iαRe(Ub − c)Dv̂ − D

[
(D2 + k2)v̂

]
= 0 à y = 0.

(4.2.36)
Ce problème est équivalent au problème 2D formulé par Rousset et al. (2007)[72] en posant
k = α (i.e.β = 0).

Des relations de Squire peuvent être formulées dans ce cas particulier où les termes en β sont
uniquement contenus implicitement dans k2 = α2 +β2. A l’instar de Chang & Demekhin (2002)
[18] dans le cas Newtonien, la différence par rapport à un écoulement en canal plan traîté par
Squire (1933) [82], est que l’analogie 3D-2D mise en évidence n’est pas soumise uniquement
à une condition sur les termes inertiels ; en observant ici la condition normale à la surface
libre (4.2.36), nous voyons que deux autres conditions doivent être respectées, l’une sur l’angle
d’inclinaison et l’autre sur le nombre de capillarité. Il faut donc, en fait, un ensemble de quatre
changements de paramètres appelés relations de Squire :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

k =
√

α2 + β2

cotγ2D = k
α
cotγ3D

Re2D = αRe3D

k

Ca2D = αCa3D

k

. (4.2.37)

Ces relations traduisent le fait que si l’on souhaite étudier une onde oblique 3D de vecteur
d’onde −→

k = (α, 0, β), à la surface libre d’un film de fluide non Newtonien purement visqueux
(à n et L fixés) s’écoulant sous un angle d’inclinaison, γ3D, à nombre de Reynolds, Re3D, et
nombre de capillarité, Ca3D, il est équivalent de recourir à l’étude d’une onde 2D caractérisée
par un vecteur d’onde normalisé (k, 0, 0) tel que k2 = α2 + β2, sous trois nouvelles conditions
portant à la fois sur l’angle d’inclinaison, γ2D, le nombre de Reynolds, Re2D, et le nombre de
capillarité, Ca2D.

(a) (b)

Figure 4.2.2 : (a) Schéma représentatif d’une onde 3D d’angle d’oblicité iob de nombre d’onde
k =

√
α2 + β2 à (Re3D, γ3D, Ca3D) donnés, et (b) celui de l’onde 2D équivalente

à (Re2D, γ2D, Ca2D) donnés, après transformations de Squire (Eq. (4.2.37)).
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4.3 Résultats à angle d’inclinaison fixé

Il est à remarquer que le caractère non Newtonien du fluide n’intervient pas dans ces relations
(4.2.37).

En particulier au niveau de chaque seuil 3D 8, l’analogie sur les nombres de Reynolds stipule
que le seuil 3D peut directement être déterminé à partir de la seule connaissance du seuil
critique 2D. La question est donc de savoir si le dernier terme souligné, omis dans le problème
réduit est réellement négligeable. Afin de le vérifier, nous nous proposons de comparer cette
valeur du seuil prédite par les relations de Squire à :

– celle obtenue par la résolution du problème 3D réduit (4.2.33-4.2.36) et qui est rigoureuse-
ment la même puisque nous avons vu que dans ce cas les relations de Squire sont clairement
établies,

– celle obtenue par la résolution du problème 3D complet (4.2.23-4.2.32) qui sera différente
si ce terme n’est pas négligeable.

4.3 Résultats à angle d’inclinaison fixé
L’étude d’une onde 3D (à angle γ3D) à partir d’une onde 2D (à angle γ2D) équivalente

par les relations de Squire, ne peut se faire, dans le cas des écoulements de films, qu’après
transformation de l’angle d’inclinaison. Il n’existe donc pas d’onde 2D, équivalente à une onde
3D par relations de Squire, si l’on considère que l’angle d’inclinaison est inchangé. Par contre,
il est intéressant de vérifier si les ondes 2D sont plus dangereuses que les ondes 3D, à angle
d’inclinaison fixé.

Considérons le problème d’un film purement visqueux sur plan incliné, pour lequel les
relations de Squire sont utilisables, comme c’est le cas pour le problème 3D réduit (4.2.33-
4.2.36). Etant donné que k > α, et que la fonction cotangente est positive et décroissante
pour γ = [0, π/2], les relations de Squire permettent de déduire du seuil Rec2D obtenu à
un angle d’inclinaison γ2D, le seuil Rec3D obtenu pour un autre angle γ3D. On peut donc
écrire :

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

γ2D < γ3D (1)
Rec2D(γ2D) < Rec3D(γ3D) (2)
Ca2D < Ca3D (3)

. (4.3.1)

Les études 2D montrent que le nombre de Reynolds critique Rec2D est une fonction positive
décroissante de l’angle d’inclinaison (Liu et al. (1993) [52] dans le cas Newtonien, Rousset
et al. (2007) [72] dans le cas rhéofluidifiant, Fig. 1.4.1). De cette façon, le nombre de Rey-
nolds critique pour l’onde 2D obtenu à l’angle γ3D est tel que : Rec2D(γ3D) < Rec2D(γ2D)
(Fig. 4.3.1). Cette dernière inégalité, combinée à la relation de Squire (4.3.1-(2)), donne :
Rec2D(γ3D) < Rec3D(γ3D).
Ceci conduit à ce que les seuils 3D, en terme de nombre de Reynolds, sont
toujours plus grands que le seuil 2D, à angle d’inclinaison fixé.

Cette démarche s’applique sans problème dans le cas Newtonien, ce qui constitue un résultat
exploitable d’un point de vue expérimental ; dans le cas purement visqueux, elle est soumise à
l’équivalence des problèmes 3D réduit et complet, qui sera étudiée dans ce qui suit.

8. Nous distinguons le seuil critique 2D (i.e. β = 0) du seuil 3D à β non nul.
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Figure 4.3.1 : Effet déstabilisant de l’angle d’inclinaison dans une étude 2D.

4.4 Etude numérique - analyse temporelle de stabilité
linéaire

Il est donc intéressant, par le biais d’une étude numérique, d’évaluer le poids des termes en β
dans la stabilité du problème suivant que l’on considère le problème 3D complet ou le problème
3D réduit.

La résolution du problème aux valeurs propres permet de déterminer la vitesse complexe c
et par conséquent la stabilité du système.

4.4.1 Résolution par méthode spectrale
Une méthode spectrale de collocation basée sur les polynomes de Tchebychev est choisie pour

la discrétisation (Rousset et al. (2007) [72], Millet et al. (2008-2013) [58, 57]). Ces auteurs ont
mené une étude temporelle de stabilité linéaire dans le cas d’ondes 2D (chapitre 1), que nous
avons reprise pour la généraliser aux ondes 3D et y incorporer un algorithme de continuation
qui permet de manière efficace à la fois de tracer des courbes marginales sur le plan (Re, α) et
de déterminer le seuil associé à β fixé.

Notre code de stabilité a été validé par rapport aux travaux sur plan incliné de Yih (1963)
[90] et de Floryan et al. (1987) [27] dans le cas Newtonien, puis relativement aux travaux en
écoulement de Poiseuille-plan de Nouar et al. (2007) [63] et Chikkadi et al. (2005) [19] dans le
cas d’un fluide de Carreau 9.

4.4.2 Recherche de seuil - méthode de continuation
Nous présentons dans cette partie l’algorithme de la méthode sur laquelle nous nous appuyons

pour tracer des cartes de stabilité sur le plan (Re, α).

9. Nous avons validé notre modèle visqueux sur Nouar et al. (2007) [63], et la problématique du théorème de
Squire dans le cas de la stabilité linéaire d’un écoulement rhéofluidifiant en canal plan a été traîtée de la même
façon que dans ce travail (Annexe I).
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4.4.2.1 Description de l’algorithme

Donnons-nous une fonction à deux variables ci = ci(α, Re) dont on souhaite tracer la frontière
et trouver un extremum local. Cette fonction peut représenter dans notre contexte la partie
imaginaire de la célérité, décrivant donc la stabilité de l’écoulement. Tracer la frontière entre
les zones stable et instable, revient à résoudre ci = 0 ; trouver l’extremum revient à rechercher
le seuil (αc, Rec) tel que ∂ci

∂α
= 0 en ce point (Fig. 4.4.1). Si l’objectif défini est de longer la

courbe à la recherche de l’extremum, nous devons être capable de résoudre le système (4.4.1),
en partant si possible d’un voisinage proche de l’extremum recherché :

⎧⎨
⎩ci = 0

∂ci

∂α
= 0

. (4.4.1)
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ci=0
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∂ci /∂α=0

Figure 4.4.1 : Carte de stabilité marginale dans le cas rhéofluidifiant à angle d’inclinaison
de γ = 2° et seuil critique 2D (β = 0) avec L = 0.5, n = 0.5, Ca = 10 et
I = 5.10−5. Sont représentés ici la courbe neutre (ci = 0) et le seuil critique
2D (∂ci/∂α = 0). Chaque point de la courbe correspond à la situation où
l’onde est marginalement stable, et est déterminé en appliquant la méthode de
continuation à nombre d’onde fixé. La courbe sépare le plan (Re, α) en zone
linéairement stable et zone linéairement instable.

Comme toute méthode itérative, nous partons d’un point M0 = (α0, Re0), et nous cherchons
le seuil par corrections successives (dα, dRe). Commençons par développer à l’ordre 1 les ex-
pressions de ci et de ∂ci

∂α
autour d’un point quelconque M = (α, Re) et imposons-leur de vérifier

le système (4.4.1) :
⎧⎨
⎩ci(α + dα, Re + dRe) = ci(α, Re) + ∂ci

∂α
dα + ∂ci

∂Re
dRe = 0

∂ci

∂α
(α + dα, Re + dRe) = ∂ci

∂α
(α, Re) + ∂2ci

∂α2 dα + ∂2ci

∂α∂Re
dRe = 0

. (4.4.2)

Le système (4.4.2), qui correspond à une étape de la méthode de Newton, peut s’écrire sous la
forme matricielle suivante :

89



Chapitre 4 Instabilités 3D et relations de Squire

⎛
⎜⎝

∂ci

∂α
∂ci

∂Re

∂2ci

∂α2
∂2ci

∂α∂Re

⎞
⎟⎠

(α,Re)

⎛
⎜⎝ dα

dRe

⎞
⎟⎠ = −

⎛
⎜⎝

ci

∂ci

∂α

⎞
⎟⎠

(α,Re)

avec
⎧⎨
⎩α → α + dα

Re → Re + dRe
. (4.4.3)

Il ne reste plus qu’à expliciter les composantes matricielles de (4.4.3). Nous choisissons d’ap-
proximer les dérivées de ci(α, Re) par la méthode des différences finies. Nous utiliserons par la
suite les notations compactes suivantes :

ci(α, Re) = cj,k =⇒ ci(α ± dα, Re ± dRe) = cj±1,k±1. (4.4.4)
Le système matriciel de Newton (4.4.3) se réécrit :

⎛
⎜⎝

cj+1,k−cj,k

dα

cj,k+1−cj,k

dRe

cj+1,k−2cj,k+cj−1,k

dα2
cj+1,k+1−cj,k+1−cj+1,k+cj,k

dαdRe

⎞
⎟⎠

(j,k)

⎛
⎜⎝ dα

dRe

⎞
⎟⎠ = −

⎛
⎜⎝

ci

∂ci

∂α

⎞
⎟⎠

(j,k)

. (4.4.5)

A chaque étape de Newton, nous pouvons résoudre le système (4.4.5) par inversion matricielle,
puis nous réitérons le processus après correction de la solution estimée par (dα, dRe), jusqu’à
convergence.

Ce processus peut être adapté à nombre d’onde fixé (ce qui revient à résoudre uniquement
ci = 0) et permet ainsi de tracer des courbes marginales dans le plan (Re, α) (Fig 4.4.1). Nous
l’avons aussi généralisé dans l’espace (Re, α, β) 10 pour rechercher des nombres de Reynods
critiques 3D.

4.4.2.2 Seuil critique 2D

Nous commençons par appliquer cette méthode dans le but de rechercher le seuil critique
2D (β = 0) en faisant varier certains paramètres introduits dans le problème, tels que l’angle
d’inclinaison ou le paramètre rhéofluidifiant L (Fig. 4.4.2) et ainsi retrouver les résultats de la
littérature (Thèse S. Millet p59 (2007) [56]) pour valider notre outil numérique. Des résultats
excluant les perturbations de viscosité sont obtenus en posant θ = η dans le système (4.2.33-
4.2.36), ils sont aussi représentés sur la figure 4.4.2 afin de mesurer l’effet de ces termes.

On peut noter qu’à l’instar de ce qu’a souligné Yih (1963) [90] dans le cas Newtonien, ici
aussi les instabilités apparaissent à très grande longueur d’onde, ceci avait été confirmé sous
une certaine limite par l’approche asymptotique (α ∼ 0) dans le cas rhéofluidifiant (Rousset et
al. (2007) [72]).

A noter aussi le caractère déstabilisant du paramètre rhéofluidifiant L, dont l’effet est d’avan-
cer le nombre de Reynolds critique de façon similaire au cas de la stabilité d’un écoulement
plan de Poiseuille (Nouar et al. (2007)[63]).

On constate par ailleurs que les résultats excluant les perturbations de viscosité sont très
différents de ceux qui les incluent : les nombres de Reynolds critiques obtenus sont beaucoup
plus élevés. Il est donc nécessaire de prendre en compte les perturbations de viscosité contenues
dans la viscosité tangente θ : on ne peut pas choisir θ = η.
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Figure 4.4.2 : Seuils critiques 2D de stabilité selon L pour un angle d’inclinaison de 1°
(cercles), 2° (triangles), 4° (losanges) et 10° (carrés), avec n = 0.5, Ca = 0 et
I = 10−3. Les traits pleins (resp. tirets) représentent nos résultats numériques
correspondant au cas incluant (resp. excluant) les perturbations de viscosité.
Les marqueurs vides correspondent aux résultats issus de la thèse de S. Millet
p59 (2007) [56].

4.4.2.3 Seuils 3D : comparaison des problèmes réduit et complet

Les deux transformations d’angle et de nombre de capillarité, déduites des relations de Squire
(Eq. (4.2.37)), se réécrivent :

⎧⎨
⎩γ3D = arcot(α/kcotγ2D)

Ca3D = Ca2D
α/k

, (4.4.6)

où le rapport α/k désigne le cosinus de l’angle d’oblicité iob de l’onde 3D considérée (Fig. 4.2.2).
Pour plusieurs valeurs du paramètre rhéofluidifiant L, nous présenterons, dans cette partie,

les résultats de seuil 3D qu’on notera Rec3D, déterminés par : i) la résolution du problème
réduit, ii) la résolution du problème complet, iii) la seule connaissance du seuil critique 2D
équivalent, à partir de la relation de Squire portant sur les nombres de Reynolds, qui s’écrit au
niveau des seuils :

Rec3D = Rec2D

α/k
. (4.4.7)

10. Ceci revient à résoudre :

⎧⎪⎨
⎪⎩

ci = 0
∂ci

∂α = 0
∂ci

∂β = 0
.
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Pour chaque valeur de L, la méthode de continuation fournit, pour les problèmes réduit et
complet, le seuil 3D à angle d’oblicité fixé. En étudiant ainsi une onde 3D d’oblicité donnée, il
est essentiel, à chaque étape du calcul, que la valeur de β suive la valeur de α, de façon à ce que
β = αtan(iob) (Fig. 4.2.2). Le tableau Tab. 4.1 donne les transformations d’angle et de nombre
de capillarité pour l’étude de trois ondes obliques, à partir du seuil 2D obtenu pour un angle
d’inclinaisonγ2D = 1° , et un nombre de capillarité Ca2D = 0.1.

Oblicité γ3D Ca3D

20° 1.06° 0.11
30° 1.15° 0.12
40° 1.31° 0.13

Table 4.1 : Valeurs des transformations d’angle d’inclinaison et de nombre de capillarité équi-
valents d’après les équations (4.4.6), pour l’étude de stabilité de trois ondes obliques
à partir du seuil 2D, Rec2D obtenu pour un angle d’inclinaison, γ2D = 1° et un
nombre de capillarité, Ca2D = 0.1.

La figure 4.4.3 montre dans un premier temps les résultats de seuil 3D en terme de nombre de
Reynolds, Rec3D déterminés par : i) la résolution du problème réduit (marqueurs vides), ii) la
résolution du problème complet (marqueurs pleins), iii) la seule connaissance du seuil critique
2D équivalent, à partir de la relation de Squire Eq. (4.4.7) (traits pleins)

Concernant la résolution du problème réduit, les valeurs de Rec3D calculées numériquement 11

sont en très bon accord avec les valeurs prédites par les relations de Squire, ce qui est naturel
puisque ces dernières sont analytiquement établies dans ce cas (Eqs. (4.2.33-4.2.36)). La résolu-
tion du problème complet montre que les valeurs calculées de Rec3D sont nettement différentes
de celles déduites des relations de Squire (et de celles obtenues après résolution du problème
réduit par la même occasion), en notant que l’écart augmente avec L : ceci signifie que le terme
en β(θ − η), qui a été souligné Eq. (4.2.20), et qui a été supprimé pour obtenir le problème
réduit, ne peut pas être négligé, et que son poids augmente avec L.

Les résultats du problème complet donnent en particulier Rec3D(γc3D) < Rec2D(γ2D) pour
les grandes valeurs de L ; ceci ne signifie pas que les instabilités 3D deviennent plus dange-
reuses, puisque l’angle d’inclinaison a changé. Pour les faibles valeurs de L, pour lesquelles
nous obtenons Rec3D(γc3D) > Rec2D(γ2D), le même raisonnement opéré § 4.3 peut être re-
conduit, et il est possible d’affirmer dans ce cas particulier, compte tenu par ailleurs que
Rec2D(γc2D) > Rec2D(γ3D), que ce sont les ondes planes qui sont les plus dangereuses à angle
d’inclinaison fixé. Dans le cas général cependant, cette démarche ne peut plus être menée, on
obtient Rec3D(γc3D) < Rec2D(γ2D), et on observe un écart notable entre les résultats du pro-
blème réduit et ceux du problème complet ; seul le cas Newtonien fournit les mêmes

11. Les valeurs calculées de seuil en terme de nombre d’onde sont telles que αc3D ∼ ε, avec ε � 1 puisqu’au
niveau du seuil, l’instabilité naît à grande longueur d’onde.
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Figure 4.4.3 : Seuils en terme de nombre de Reynolds pour une perturbation 3D, en fonction
de L. Les marqueurs vides (resp. pleins) correspondent aux résultats numé-
riques de seuil 3D obtenus après résolution du problème réduit (4.2.33-4.2.36)
(resp. complet (4.2.23-4.2.32)). Nous avons considéré des ondes obliques de 20°
(cercles), 30° (triangles) et 40° (carrés), par rapport à l’onde critique 2D. Les
traits pleins correspondent, pour chaque valeur de L, à l’application de la rela-
tion de Squire Eq. (4.4.7), à partir de la seule connaissance du seuil critique 2D
(points rouges) obtenu pour un angle d’inclinaison γ2D = 1°, et pour un fluide
tel que n = 0.5, I = 10−5 et Ca2D = 0.1 . Les tirets ne figurent que pour mettre
en évidence les résultats du problème complet (marqueurs pleins). Les valeurs
de γ3D et Ca3D sont données Tab. 4.1.
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Figure 4.4.4 : Seuils en terme de nombre de Reynolds pour une perturbation 3D, en fonction
de L. Les traits pleins (resp. tirets) correspondent aux résultats numériques
de seuil 3D obtenus après résolution du problème réduit (4.2.33-4.2.36) (resp.
complet (4.2.23-4.2.32)). Nous avons considéré des ondes obliques de 10° (bleu),
20° (noir), 26.565° (vert) et 30° (magenta), par rapport à l’onde critique 2D,
en maintenant l’angle d’inclinaison tel que γ = 2°, et pour un fluide tel que
n = 0.5, I = 10−5 et Ca2D = 0.1. Le seuil critique 2D est représenté en rouge.
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résultats de seuil 3D, indépendamment des trois approches. Mais en pratique, pour
un expérimentateur, il est essentiel de pouvoir déterminer le seuil 3D à partir du seuil critique
2D pour le même angle d’inclinaison. La figure 4.4.4 arrive aux mêmes conclusions que la
figure 4.4.3, en soulignant que les instabilités 3D deviennent rapidement les plus dangereuses
pour l’écoulement de film fortement rhéofluidifiant (L � 1).

Les relations de Squire sont établies à partir du problème 3D réduit. Les résultats numé-
riques montrent que les problèmes 3D réduit et complet ne peuvent pas être considérés comme
équivalents, nous ne pouvons donc pas utiliser les relations de Squire pour obtenir des indi-
cations sur la stabilité 3D de film purement visqueux, elles ne sont utilisables que dans le cas
Newtonien. Dans certains cas particuliers (faibles valeurs de L en l’occurence) où on obtient
Rec3D(γc3D) > Rec2D(γ3D), nous pouvons affirmer que les ondes 2D sont les plus dangereuses à
angle d’inclinaison fixé. A noter enfin que lorsque l’oblicité est trop forte (β ∼ α ; iob ∼ 45°), nous
obtenons difficilement des résultats convergés, et en particulier les valeurs de Rec3D peuvent
rapidement atteindre zéro sur une gamme modérée du paramètre rhéofluidifiant, L.

4.5 Conclusion
Nous avons écrit l’équation d’Orr-Sommerfeld généralisée aux ondes 3D à la surface libre d’un

film rhéofluidifiant s’écoulant sur plan incliné. Cette équation se présente sous sa forme complète
comme un problème matriciel portant sur les inconnues perturbation normale et transverse de
vitesse. Sous sa forme réduite, les termes faisant apparaître le nombre d’onde transverse en
dehors d’un groupement (α2 + β2) sont éliminés. Etablir des relations de Squire n’est possible
qu’à ce prix.

Nous avons souhaité comparer les résultats de seuil 3D en terme de nombre de Reynolds
fournis par la résolution des problèmes réduit et complet ; nous avons mené une étude de
stabilité 3D, où le choix de discrétisation s’appuie sur une méthode spectrale de collocation
basée sur les polynomes de Tchebychev, et une méthode de continuation est implémentée pour
la recherche du seuil et tracer des cartes de stabilité. Nous avons validé notre modèle de Carreau
pour la viscosité (Nouar et al. (2007) [63]), et nous avons retrouvé les seuils critiques 2D donnés
dans la littérature.

Dans le cas d’ondes 3D, nous avons pris en compte les transformations d’angle et de nombre
de capillarité lors de la recherche de seuil 3D, et nous trouvons un écart significatif entre les
résultats obtenus par la résolution des problèmes réduit (pour lequel les relations de Squire sont
analytiquement vérifiées) et complet (pour lequel les relations de Squire ne sont pas analyti-
quement vérifiées), signe que les termes éliminés lors de l’établissement du problème réduit ne
peuvent pas être négligés. Nous en déduisons que nous ne pouvons utiliser les relations de Squire
dans le cas d’un écoulement de film sur plan incliné que dans le cas Newtonien. Nous avons
même pu montrer que, à angle d’inclinaison donné, les seuils 3D peuvent se situer en dessous des
seuils 2D pour un écoulement sur plan incliné de film rhéofluidifiant. Ceci est particulièrement
vérifié pour les fortes valeurs de L et pour des ondes à fort angle d’oblicité.
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Conclusion et perspectives

Nous avons mené une étude globale du problème de stabilité linéaire de films rhéofluidifiants
s’écoulant sur plan incliné. Dans la continuité des travaux théoriques et numériques à une couche
de fluide de Rousset et al. (2007) [72] et Millet et al. (2008) [58], notre objectif principal a été
de retrouver expérimentalement les valeurs de seuil critique en terme de nombre de Reynolds
Rec, et de comparer les résultats des mesures lorsque les ondes sont marginalement stables, aux
résultats numériques de carte marginale de stabilité à angle d’inclinaison fixé.

Dans ce contexte, Rousset et al. (2007) [72] ont résolu le problème d’Orr-Sommerfeld dans
le cadre d’une étude temporelle de stabilité, en décrivant la viscosité suivant la loi de Carreau
qui a l’avantage de présenter une zone de comportement Newtonien aux très faibles valeurs du
taux de cisaillement. Ils ont en particulier étudié l’influence de ce plateau Newtonien sur la
stabilité de l’écoulement en terme de nombre de Reynolds critique, en introduisant un nombre
adimensionnel L = q

γ̇cd2
s

comparant le plateau Newtonien atteint tant que γ̇ ≤ γ̇c, au cisaillement
maximal γ̇max ≡ q

d2
s

de l’écoulement au fond, avecq, le débit par unité de largeur, et ds, l’échelle
caractéristique de longueur de l’écoulement uniforme, choisie de façon à décrire l’équilibre entre
la composante longitudinale du poids et le frottement visqueux qu’on aurait eu dans le cas
Newtonien. Millet et al. (2008) [58] ont montré que le rapport entre la célérité des ondes critiques
et la vitesse de l’écoulement à la surface libre est plus grand que dans le cas Newtonien.

D’un point de vue expérimental, nous utilisons des solutions aqueuses rhéofluidifiantes fai-
blement concentrées en polymère. Ces concentrations ont une viscosité relativement faible, ce
qui rend plus difficile une détermination précise du plateau Newtonien aux très faibles valeurs
du cisaillement local, compte tenu de la rareté des rhéomètres capables d’atteindre des valeurs
de cisaillement aussi basses. La connaissance, néanmoins, de l’ensemble des paramètres rhéo-
logiques apparaissant dans le modèle de Carreau est cruciale dans le cadre de notre étude de
stabilité. Etant donné que l’écoulement présente une surface libre, où la contrainte de cisaille-
ment est quasi-nulle, la définition du nombre de Reynolds fait explicitement apparaître l’un
d’eux : la viscosité limite à taux de cisaillement nul η0. Ceci a motivé notre intérêt porté à
la propagation d’ondes capillaires en produisant un cisaillement de l’ordre de 10−3s−1, et à la
détermination de η0 à partir des mesures d’atténuation spatiale et de longueur d’onde.

Dans ce contexte, nous avons appliqué une technique appelée électrocapillarité au cas de
solutions faiblement concentrées de deux polymères rhéofluidifiants (Allouche et al. (2015)
[2]) : le Carboxymethylcellulose (CMC, E466 ) et la gomme Xanthane (E415 ). Des solutions
faiblement concentrées en CMC ont été choisies de façon à ce que le plateau Newtonien soit
correctement mis en évidence par rhéométrie ; les résultats des mesures par électrocapillarité
constituant une deuxième validation de notre dispositif expérimental après celles réalisées sur
des solutions Newtoniennes de glycérine. Une solution très faiblement concentrée en gomme
Xanthane a été étudiée de la même façon et a été choisie de façon à ce que son plateau Newtonien
soit beaucoup plus étroit, suffisamment pour qu’il soit hors de portée des plus faibles valeurs
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de cisaillement atteintes par un rhéomètre de Couette. Pour cette solution, les mesures de
viscosité à des valeurs de cisaillement aussi faibles que 10−3s−1, pour des viscosités d’environ
4 − 8mPa.s, enrichissent de manière considérable la caractérisation rhéologique des fluides
rhéofluidifiants faiblement concentrés en polymère. Les mesures issues de rhéométrie, combinées
à celles tirées de l’électrocapillarité, constituent la courbe d’évolution de la viscosité comme
fonction du cisaillement ; la courbe analytique qui s’ajuste le mieux à notre set de mesures
expérimentales, renseigne sur la valeur de l’ensemble des paramètres rhéologiques apparaissant
dans le modèle de Carreau.

Après caractérisation rhéologique, nous avons choisi trois fluides rhéofluidifiants que nous
avons étudiés dans le cadre de la stabilité linéaire de l’écoulement de film sur plan incliné à des
angles de 1°, 3.5° et 7°. Nous avons trouvé pour chacun de ces trois fluides que le nombre de
Reynolds critique expérimental était significativement plus bas que dans le cas Newtonien, et
que le rapport entre la célérité des ondes au niveau du seuil critique et la vitesse de l’écoulement
à la surface libre (∼ q

ds
) est plus grand.

A partir des mesures de longueurs d’ondes marginales, nous avons trouvé que les résultats
numériques et expérimentaux exprimés dans le plan (Re, k) sont proches. Nous avons aussi com-
paré le nombre de Reynolds critique expérimental au nombre de Reynolds critique déterminé
suivant l’approximation grandes longueurs d’ondes suivant que la viscosité soit décrite par une
loi en puissance (Ng & Mei (1994) [60]) ou par une loi en puissance régularisée par un plateau
Newtonien aux très faibles valeurs de cisaillement (Ruyer-Quil et al. (2012) [73]). Etant donné
le caractère faiblement rhéofluidifiant de nos solutions (n ∼ 0.8, L ∼ 1), les différentes valeurs
du nombre de Reynolds critique sont très proches, y compris celle obtenue numériquement par
notre approche où la viscosité est décrite suivant la loi de Carreau.

Nous obtenons par ailleurs les mesures de fréquence de coupure pour chaque valeur du nombre
de Reynolds, qui nous permettent, via les mesures de longueurs d’ondes marginales, de remonter
aux valeurs de célérité sur le plan (Re, c). Toujours en s’appuyant sur les mesures de longueurs
d’ondes marginales, les valeurs de célérité des ondes cinématiques restent approximativement
égales à 1, avec une légère baisse en allant vers les grandes valeurs du nombre de Reynolds (ou
du nombre d’onde k), ce qui signifie que nos mesures ont été réalisées près du seuil critique. La
célérité des ondes critiques adimensionnée par une estimation de la vitesse de l’écoulement à
la surface libre, est, expérimentalement, légèrement supérieure à sa valeur lorsque le fluide est
Newtonien, signe que nos fluides sont faiblement rhéofluidifiants. L’analyse de Whitham (1974)
[89] appliquée à nos écoulements de film rhéofluidifiant sur plan incliné, montre que le critère
de stabilité (ck = cd+) est expérimentalement vérifié avec quelques 10% d’écart entre la célérité
des ondes cinématiques et dynamiques. Il s’agit, à notre connaissance, de la première fois que
l’on observe expérimentalement le caractère déstabilisant des paramètres rhéologiques (n, L)
pour un écoulement de film.

Nous avons aussi mené une réflexion sur les relations et le théorème de Squire : dans le
cas d’un écoulement de film de fluide purement visqueux, une étude de stabilité 2D suffit-elle
pour étudier la stabilité des ondes 3D ? Nous avons écrit et résolu l’équation d’Orr-Sommerfeld
généralisée aux ondes 3D, dans le cas de l’écoulement d’un fluide de Carreau sur plan incliné.
Analytiquement, les relations de Squire ne sont pas utilisables, du fait de termes explicitement
proportionnels à β dans l’équation d’Orr-Sommerfeld sous sa forme complète ; les résultats
numériques en terme de seuil 3D indiquent que ces termes ne peuvent pas être négligés, et les
relations de Squire ne sont par conséquent utilisables dans le cas d’un écoulement de film sur
plan incliné que dans le cas Newtonien.
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Comme perspectives d’étude, il serait intéressant de compléter les mesures de champ d’épais-
seur par FS-SS avec des mesures de champ de vitesse à la surface libre qui permettraient
de vérifier la solution du champ de base pour un débit donné. La présence d’ondes condi-
tionnellement stables, détectées numériquement par Ruyer-Quil et al. (2012) [73], n’a pas été
observée expérimentalement pour des solutions moyennement concentrées de gomme Xanthane
(n ∼ 0.75). Il serait utile de rechercher leur présence pour des solutions plus concentrées. Enfin,
des études en fluide visco-plastique (ex : Carbopol, Kaolin) pourraient par ailleurs expliquer
l’organisation sous forme de paquet de boue dans les écoulements géophysiques de type lave
torrentielle.
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Annexe A

Les asymptotes de la loi de Carreau

On souhaite rechercher les asymptotes de la loi de Carreau dans le cas rhéofluidifiant où
0 < n < 1 :

η − η∞
η0 − η∞

=
[
1 + (γ̇/γ̇c)2

](n−1)/2
. (A.0.1)

En isolant η, on obtient :

η = η∞

{
1 +

(
η0

η∞
− 1

) [
1 + (γ̇/γ̇c)2

](n−1)/2
}

.

En prenant le logarithme, et en supposant aussi que η0
η∞ � 1, on obtient :

logη = logη∞ + log

{
1 + η0

η∞

[
1 + (γ̇/γ̇c)2

](n−1)/2
}

.

1. Si γ̇ � γ̇c :

logη ∼ logη∞ + log(1 + η0

η∞
) ∼ logη∞ + log

η0

η∞
,

d’où la première asymptote horizontale à cisaillement nul :

logη ∼ logη0. (A.0.2)

2. Si γ̇ � γ̇c :

logη = logη∞ + log

⎧⎨
⎩1 + η0

η∞

(
γ̇

γ̇c

)n−1
⎫⎬
⎭ .

– 1er cas : η0
η∞

(
γ̇
γ̇c

)n−1 � 1 :
d’où l’asymptote oblique :

logη ∼ logη0 + (n − 1)logγ̇ − (n − 1)logγ̇c. (A.0.3)

– 2ème cas : η0
η∞

(
γ̇
γ̇c

)n−1 � 1 :
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d’où la seconde asymptote horizontale à cisaillement infini :

logη ∼ logη∞. (A.0.4)

Nous réunissons les trois asymptotes (A.0.2-A.0.3-A.0.4) et nous les résumons Fig. A.1 :
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

logη ∼ logη0 si γ̇ � γ̇c

logη ∼ logη0 + (n − 1)logγ̇ − (n − 1)logγ̇c si γ̇c � γ̇ � γ̇c

(
η0
η∞

)n−1

logη ∼ logη∞ si γ̇ � γ̇c

(
η0
η∞

)n−1
.

. (A.0.5)

Figure A.1 : Asymptotes de la loi de Carreau.
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Annexe B

Rhéologie des fluides complexes

B.1 Liquides purement visqueux
Les liquides purement visqueux désignent un type de liquides pour lesquels les contraintes

visqueuses s’écrivent toujours comme une fonction scalaire du taux de cisaillement local, via une
viscosité effective qu’il est possible de déterminer expérimentalement. Cette définition inclut le
cas Newtonien ; dans le cas non Newtonien, plusieurs modèles semi-analytiques issus de mesures
empiriques sont proposés pour décrire l’évolution de la viscosité en fonction du cisaillement,
parmi eux :

– la loi en puissance (ou loi d’Ostwald-de-Waele) :
η = mγ̇n−1, (B.1.1)

– la loi de Cross :
η − η∞
η − η0

= 1
1 + (γ̇/γ̇c)1−n , (B.1.2)

– la loi de Carreau-Yasuda :
η − η∞
η − η0

= [1 + (γ̇/γ̇c)a]
n−1

a , (B.1.3)

– la loi de Carreau, qui correspond à une loi de Carreau-Yasuda avec a = 2.
Pour un fluide rhéofluidifiant ou pseudoplastique (0 < n < 1), la viscosité diminue avec le
cisaillement (ex : boues, sang, solutions de polymère), alors que pour un fluide rhéoépaississant
ou dilatant (n > 1) la viscosité augmente avec le cisaillement (ex : solutions de fécule de maïs,
sable mouillé).

B.2 Liquides viscoplastiques
La figure B.1 fait aussi apparaître les liquides visqueux de comportement plastique, qui sont

des liquides qui ont besoin d’un seuil minimal pour qu’il y ait écoulement. Pour les liquides
plastiques de Bingham (resp. de Herschel-Bulkley), une fois la contrainte seuil dépassée le fluide
se comporte comme un fluide Newtonien (resp rhéofluidifiant). La mayonnaise, le dentifrice ou
la peinture qui s’étale sans couler sur un mur, sont des exemples de ces fluides aussi appelés
fluides à seuil. On cite principalement comme modèle empirique :
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Figure B.1 : Contraintes visqueuses en fonction du cisaillement pour quelques modèles de
fluides complexes.

– le modèle de Bingham :
σ − σ0 = ηγ̇, (B.2.1)

– le modèle de Hurschel-Bulkley :
σ − σ0 = mγ̇n, avec 0 < n < 1. (B.2.2)

B.3 Liquides viscoélastiques
Les effets viscoélastiques sont mis en évidence lors de :
– l’effet Barus, où le cisaillement engendre des contraintes normales, ce qui se manifeste par

un gonflement du jet (Fig. B.1a).
– l’effet Weissenberg, où le cisaillement donne naissance à une tension élastique le long des

lignes de courant, faisant en sorte que le liquide remonte le long de la tige (Fig. B.1b).

Par définition, un matériau élastique parfait est un matériau pour lequel la contrainte σ(t)
dépend d’une déformation γ(t) de nature uniquement élastique. D’un autre côté, le rôle pu-
rement dissipatif de la viscosité conduit à ce que les contraintes dépendent de la vitesse de
déformation γ̇(t) (i.e. le cisaillement), et non pas de la déformation (Fig. B.2).

La figure B.2 montre que dans le cas du matériau parfaitement élastique, ce dernier se souvient
de l’histoire de la déformation sinusoïdale, si bien que déformation et contrainte sont en phase.
Par contre, dans le cas du liquide visqueux σ ne dépend que de γ̇ : contrainte et déformation
sont en opposition de phase.

En écrivant que les effets viscoélastiques sont donc une combinaison des effets élastiques et des
effets visqueux, la contrainte peut se modéliser comme étant un système raideur/amortisseur,
et s’écrit généralement suivant l’équation (B.3.1) :
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B.3 Liquides viscoélastiques

(a) Solution de 5% de PAA. De gauche
à droite, le nombre de Reynolds
augmente, montrant la compéti-
tion entre élasticité et inertie.

(b) Effet Weissenberg (à gauche) et instabilité due à
la remontée du liquide (à droite).

Figure B.1 : Exemples de manifestation d’effets viscoélastiques. Source : Boger & Walters
(1993) [16].

Figure B.2 : Réponse d’un liquide viscoélastique à une déformation sinusoidale γ(t) dans le
cas élastique, et réponse à une vitesse de déformation γ̇(t) dans le cas purement
visqueux.
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⎧⎨
⎩σ = σ0e

i(ωt+φ)

σ = (G′ + iG′′) γ , avec tanφ = G′′
G′

(B.3.1)

avec G′ représentant le module de conservation élastique, et G′′ le module de perte visqueuse.
Cette décomposition fait apparaître une phase φ qui représente physiquement une propriété

viscoélastique essentielle, et qu’il est possible de mesurer expérimentalement.
La mesure de ces deux modules lors d’essais dynamiques (Fig. B.3) indique un point d’inter-

section entre les deux courbes, signe que les effets élastiques et visqueux sont du même ordre
de grandeur à cette fréquence d’oscillation.

Figure B.3 : Modules élastique et visqueux pour une émulsion eau-huile (à gauche), et pour
une solution concentrée de surfactants (à droite).

En constatant l’analogie physique entre le rôle dissipatif de la viscosité et celui de la résistance
électrique, ainsi que celle existant entre la raideur élastique et la capacité, certains modèles
physiques faisant l’analogie avec les circuits RC en électronique (Fig. B.4) sont proposés et on
peut citer :

– le modèle de Maxwell, inspiré du circuit RC série.
– le modèle de Kelvin-Voigt, inspiré du circuit RC parallèle.

B.4 Comportement dépendant du temps
Nous citons enfin certains liquides dont la rhéologie varie en fonction du temps. A taux de

cisaillement fixé, il s’agit de liquides dont la viscosité aura tendance à varier du fait d’une
variation temporelle dans la contrainte visqueuse. Si on trace la contrainte en fonction du
cisaillement (Fig. B.1), on voit apparaître un cycle d’hystérésis entre les phases de montée et de
descente lors d’essais de rhéométrie. Un comportement thixotropique (resp. antithixotropique)
désigne le comportement d’un liquide pour lequel la viscosité va diminuer (resp. augmenter)
temporellement à cisaillement donné.
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B.4 Comportement dépendant du temps

Figure B.4 : Modèle de Maxwell (à gauche), Modèle de Kelvin-Voigt (à droite).

Figure B.1 : Comportement thixotropique (à gauche), antithixotropique (à droite).
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Annexe C

Aspects de rhéométrie

Nous distinguons les viscosimètres des rhéomètres :
– Les viscosimètres sont suffisants pour caractériser les liquides Newtoniens de viscosité

constante quel que soit le cisaillement appliqué. Nous citons principalement les viscosi-
mètres à chute de bille, les viscosimètres capillaires et les viscosimètres rotatifs. En réalité,
le cisaillement imposé durant les essais n’est pas maîtrisé avec précision, en raison de la
géométrie non renseignée de façon précise dans la formulation du problème.

– Les rhéomètres se distinguent des viscosimètres puisqu’ils disposent d’un entrefer qui per-
met de façon précise de tenir compte des conditions aux limites du problème, et donc
d’imposer un taux de cisaillement connu, et ainsi de mesurer la contrainte visqueuse asso-
ciée avec précision.

C.1 Rhéomètres de Couette
Le principe de fonctionnement du rhéomètre est une application directe de l’étude en régime

laminaire de la dissipation d’énergie par frottements visqueux, dans le cas de la réponse hydro-
dynamique d’un liquide de viscosité effective ηeff , à l’action d’un mouvement de cisaillement
de type Couette. Le cisaillement engendré est de type Taylor-Couette pour les rhéomètres ro-
tatifs, et de type Couette-plan pour les rhéomètres plan-plan et cône-plan (Fig. C.1). Ce type
de rhéomètres permet, dans certains cas, soit la mesure du couple connaissant la vitesse de
rotation, soit l’inverse. En régime laminaire, les expressions reliant les contraintes σ au couple
Γ d’un côté, et le cisaillement γ̇ en fonction de la vitesse de rotation Ω d’un autre côté, sont
données ci-dessous :

– Rhéomètre cône-plan : ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

σ = 3Γ
2πR3

γ̇ = Ω
θ0

ηeff = 3θ0Γ
2πR3Ω

. (C.1.1)

– Rhéomètre rotatif : ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

σ = 3Γ
2πhR2

1

γ̇ = 2Ω
1−(R1/R2)2

ηeff = (R2−R1)Γ
2πhR3

1Ω

. (C.1.2)

– Rhéomètre plan-plan :
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⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

σ = 3Γ
2πR3

γ̇ = RΩ
h

ηeff = 3hΓ
2πR4Ω

. (C.1.3)

Figure C.1 : Schéma d’un rhéomètre cône-plan (a), rhéomètre rotatif (b) et rhéomètre plan-
plan (c).

C.2 Rhéomètres oscillants
Lors d’essais dynamiques oscillants, il est possible d’imposer une vitesse de déformation

sinusoïdale, et par la suite de mesurer les modules complexes élastiques et visqueux en fonction
de la fréquence dans le cas d’un liquide de comportement viscoélastique (Annexe B).
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Annexe D

Propriétés du CMC

Figure D.1 : Propriétés physico-chimiques du polymère de CMC utilisé au laboratoire.
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Annexe E

Propriétés de la gomme Xanthane

Figure E.1 : Propriétés physico-chimiques du polymère de gomme Xanthane utilisé au labo-
ratoire.
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Annexe F

Démodulation synchrone

La méthode de démodulation synchrone est une méthode de traitement de signal périodique
échantillonné, différente des méthodes spectrales et des algorithmes FFT (G. Travin (1978)
[85]).

Dans le contexte de la détection d’ondes sinusoïdales, nous recueillons localement, pour
chaque point de mesure, un échantillon de signal temporel quasi-sinusoïdal smes(t) = soute

i(ωt+φout)

de même fréquence que le signal excitatif de référence sref (t) = sinei(ωt+φin). Par un traitement
relativement simple, il est possible de calculer les quatre inconnues du problème, à savoir l’am-
plitude des deux signaux sin et sout ainsi que leur phase φin et φout. En notant s

′
out et s

′′
out les

composantes respectivement en phase et en opposition de phase du signal mesuré, et par s
′
in

et s
′′
in celles du signal de référence, le principe de superposition conduit à redéfinir les deux

signaux sous forme de combinaison de signaux en phase et en quadrature :
⎧⎨
⎩sref (t) = sinei(ωt+φin) = s

′
ineiωt + s

′′
inei(ωt+π/2)

smes(t) = soute
i(ωt+φout) = s

′
oute

iωt + s
′′
oute

i(ωt+π/2) . (F.0.1)

En effectuant par la suite une série de calculs d’intégrales sur un nombre entier N d’intervalles
temporels de période T , et en s’aidant de l’équation (F.0.1), on écrit :

⎧⎨
⎩

1
NT

´ NT

0 2eiωtsref (t)dt = 1
NT

´ NT

0 2s
′
ine2iωtdt + 1

NT

´ NT

0 2is
′′
ine2iωtdt

1
NT

´ NT

0 2eiωtsmes(t)dt = 1
NT

´ NT

0 2s
′
oute

2iωtdt + 1
NT

´ NT

0 2is
′′
oute

2iωtdt
. (F.0.2)

En séparant partie réelle et partie imaginaire, il nous est à présent possible de résoudre le
problème :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

sineiφin = s
′
in + is

′′
in ⇒ sin =

√
s

′
in2 + s

′′
in2

soute
iφout = s

′
out + is

′′
out ⇒ sout =

√
s

′
out2 + s

′′
out2

φin = arg(s′
in + is

′′
in) = arctan( s

′′
in

s
′
in

)

φout = arg(s′
out + is

′′
out) = arctan( s

′′
out

s
′
out

)

. (F.0.3)

Nous pouvons enfin reprendre le processus de traitement pour deux ou plusieurs points de
mesures locales. Dans le cadre de notre travail, l’application de cette méthode sur un ensemble
de points le long de la direction de propagation d’une onde plane primaire, permet de fournir :

– le déphasage �φ = φout − φin, déterminé point par point entre le signal mesuré et le signal
de référence, qui permet de remonter à la longueur d’onde λ = 2π/k,
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– le coefficient d’amplification spatiale sout(x2)
sout(x1) , défini par le rapport des amplitudes du signal

mesuré entre deux points de mesure successifs.
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Annexe G

Théorie des ondes capillaires avec
dissipation visqueuse

Nous allons citer ici uniquement l’approche énergétique proposée par Behroozi & Podolefsky
(2001) pour comprendre la propagation des ondes capillaires, et celle proposée par Behroozi
(2004) pour comprendre leur atténuation par dissipation visqueuse. La première étape consiste
à trouver une expression harmonique pour le champ de vitesse, de façon à ce qu’il vérifie à
la fois l’équation de Laplace, et les équations de Navier-Stokes. Behroozi & Podolefsky (2001)
proposent :

⎧⎨
⎩�v = a(x)ωeky

[
sin(ωt − kx)�i + cos(ωt − kx)�j

]
a(x) = a0e

−αattx
. (G.0.1)

G.1 Modèle de propagation
D’un point de vue théorique, Behroozi & Podolefsky (2001) ont noté qu’en première approxi-

mation (αatt

k
� 1), l’élévation périodique de la surface libre par effets capillaires est compensée

par la gravité (capillary-gravity waves). D’un point de vue expérimental, Behroozi et al. (2001)
[7] ont observé dans le cas Newtonien que pour une plage de fréquences d’excitation, la longueur
d’onde est commandée quasi-entièrement par la tension de surface. En écrivant la conservation
de l’énergie totale Etot = ρa2ω2/k sur un quart de période, et en notant que l’énergie poten-
tielle se répartit de façon égale entre énergie de pesanteur Eg = ρa2g, et énergie de surface
Es = a2k2σ, on se ramène à la même relation de dispersion en l’absence de termes visqueux :

ω2 = kg + σk3/ρ. (G.1.1)

G.2 Modèle d’atténuation
Behroozi (2004) propose d’écrire le théorème de l’énergie cinétique localement au niveau

de la surface libre, le long de la distance de propagation. En écrivant que la variation de
puissance dPext, dissipée par unité de surface dS due aux contraintes visqueuses (Eq. (G.2.1)),
est compensée par la variation par unité de temps et de surface de l’énergie mécanique de l’onde
due à son atténuation spatiale dEtot

dt
, nous obtenons dans un premier temps :
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dPext

dS
|y=0 = (σxyu+σyyv)|y=0 = −2ηka2(x)ω2+ρ(g+σk2

ρ
+ηωαatt

ρ
)ωa2(x)sin(ωt−kx)cos(ωt−kx).

(G.2.1)
En moyennant l’équation (G.2.1) doublement sur une période temporelle T = 2π

ω
et sur une

longueur d’onde spatiale λ = 2π
k

, et en considérant que l’amplitude a(x) y reste constante,
Behroozi (2004) montre dans le cas Newtonien (η = cste) que :

〈
dPext

dS
|y=0

〉
= −2ηka2ω2. (G.2.2)

Par ailleurs, l’équipartition de l’énergie pour une onde progressive conduit à :

Etot = 2
−∞ˆ

0

1
2ρv2dy = ρω2a2

0e
−2αattx

2k
. (G.2.3)

En remarquant que dEtot/dx = −2αattEtot , alors dEtot/dt = −2αattEtot
dx/dt. De ce fait, nous

obtenons une expression reliant directement dEtot/dt aux propriétés de l’onde via la vitesse de
groupe vg :

dEtot

dt
= −αattρa2ω2vg

k
. (G.2.4)

La conservation de l’énergie stipule que
〈

dPext

dS
|y=0

〉
= dEtot

dt
; en combinant les équations

(G.2.2) et (G.2.4), on aboutit à une expression reliant la viscosité à l’atténuation spatiale αatt :

η = αattρvg

2k2 . (G.2.5)
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Annexe H

Expressions asymtotiques α → 0 du
nombre de Reynolds critique

Nous présentons ci-dessous les expressions trouvées dans la littérature du nombre de Rey-
nolds critique à angle fixé, déterminées à partir d’un développement asymptotique à grandes
longueurs d’ondes. Nous présentons ces expressions suivant la définition du nombre de Reynolds
choisie par les auteurs :

– Ng & Mei (1994)
La viscosité est modélisée par une loi en puissance et on obtient :

Rec = 3n + 2
2 cotγ. (H.0.1)

– Ruyer-Quil et al. (2012)
Afin de palier à la divergence de la viscosité à cisaillement nul au niveau de la surface libre, la
loi en puissance est ici régularisée par un plateau Newtonien défini par s = hN γ̇c

V
, qui vaut zéro

dans le cas de la loi en puissance non régularisée, avec hN l’épaisseur de Nusselt, γ̇c la limite
supérieure du cisaillement dans la loi de Carreau et V une vitesse caractéristique. En désignant
par η̄c = sn la fraction de la couche de film correspondant à un comportement Newtonien dans
le modèle basé sur les équations de Saint-Venant linéarisées, le nombre de Reynolds critique est
donné par :

Rec = nĨcotγ

(n + 1)(1 − F̃ ) − nG̃
, (H.0.2)

avec F̃ = F̃a/F̃b , G̃ = G̃a/G̃b et Ĩ = Ĩa/Ĩb tels que :

F̃a = 630n((n + 1)2(7n + 3)) + (n − 1)η̄c
2+1/n{105n(4n + 3) [n(34n + 35) + 8]

+14(4n + 3)η̄c
1+1/n[3(2n + 1)(n(9n(n − 4) − 4) + 6)

+10(n − 1)(n + 1)2(3n + 2)η̄c]
+(2n + 1)η̄c

2+2/n[−15(n − 6)(2n + 1)(3n + 2)(4n − 3)
+28(n − 1)(n + 1)2(3n − 7)(4n + 3)η̄c]},
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Annexe H Expressions asymtotiques α → 0 du nombre de Reynolds critique

F̃b = 42(n + 1)(2n + 1)(4n + 3)[15(n + 1)
+(n − 1)η̄c

1+1/n(30n + 20 + (2n + 1)(3n − 7)η̄c
1+1/n)],

G̃a = 630n3(n + 1) + (n − 1)η̄c
2+1/n{105n2(4n + 3)(10n + 7) + 14(4n + 3)η̄c

1+1/n

∗[3(2n + 1){n [n(3n − 25) + 3] + 6} + 10(n − 1)(n + 1)2(3n + 2)η̄c]
+(2n − 1)η̄c

2+2/n[28η̄c(4n + 3)(3n − 7)(n + 1)2(n − 1)
−15(4n − 3)(3n + 2)(2n + 1)(n − 6)]},

G̃b = n
n+1 F̃b,

Ĩa = 5(n + 1)(3n + 2)
[
3 + 2(n − 1)η̄c

2+1/n
]
,

Ĩb = 1
21(2n+1)(4n+3)G̃b.
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Annexe I

Théorème de Squire en canal plan

Nous validons notre modèle de viscosité sur Nouar et al. (2007), et nous retrouvons leurs
résultats de seuil critique 2D (Fig. I.1). Ceux-ci sont présentés suivant le paramètre rhéoflui-
difiant défini par Nouar et al. (2007) [63], que l’on notera L∗. Il est à noter que l’équation
d’Orr-Sommerfeld est la même entre l’écoulement en canal plan et l’écoulement sur plan in-
cliné ; en effet, la seule différence se situe au niveau du champ de base et des conditions aux
limites.
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Figure I.1 : Seuils critiques 2D en terme de nombre de Reynolds (a), et de nombre d’onde
(b), avec n = 0.5 et I = 0, tracés en traits pleins (resp. pointillés) dans le cas
incluant (resp. excluant) les perturbations de viscosité. Les résultats de Nouar et
al. (2007) [63] sont représentés par les marqueurs pleins (resp. vides) dans le cas
incluant (resp. excluant) les perturbations de viscosité.

Pour chaque valeur du nombre d’onde transverse, nous effectuons les mêmes calculs de seuil
3D que dans le cas du plan incliné (voir Chapitre 4), à la différence qu’on a une seule relation de
Squire portant sur les nombres de Reynolds. La figure I.2a montre que ce sont les ondes planes
2D qui sont les plus dangereuses et le théorème de Squire est validé. A noter cependant que les
calculs n’ont fourni de résultats convergés que pour des ondes déviées jusqu’à un maximum de

123



Annexe I Théorème de Squire en canal plan

45° par rapport à la direction de l’écoulement, qui représente la valeur limite β = kc2D. Nous
représentons les résultats de Rec3D pour toute valeur de L tel que nous l’avons défini suivant
notre choix de grandeurs caractéristiques (Rousset el al. (2007) [72]).
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Figure I.2 : Résultats de seuils 3D en terme de nombre de Reynolds (a), et de nombre d’onde
(b), dans le cas incluant les perturbations de viscosité. Les marqueurs corres-
pondent aux résultats numériques de seuils 3D obtenus après résolution du pro-
blème complet (voir Chapitre 4), muni des conditions aux limites propres à l’écou-
lement de Poiseuille-plan, et en considérant des ondes obliques de 20° (cercles),
30° (carrés) et 44° (triangles) par rapport à la direction longitudinale. Les traits
pleins correspondent, en (a), pour chaque valeur de L, à l’application de la relation
de Squire portant sur les nombres de Reynolds Rec3D = Rec2D/

√
(1 − (β/kc2D)2),

à partir de la seule connaissance du seuil critique 2D (points noirs), obtenu pour
un fluide tel que n = 0.5 et I = 10−3.

Rappelons que la relation de Squire n’est valable que pour le problème 3D réduit. Ces résultats
montrent donc que les problèmes 3D complet et réduit donnent des seuils 3D très voisins, et
que les instabilités 2D semblent toujours rester les plus dangereuses.
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