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Résumé

Contribution à la modélisation hygrothermique des bâtiments :

Application des méthodes de réduction de modèle

Les bâtiments existants se trouvent en équilibre hygrothermique qui assure leur durabilité. Toute

exécution de travaux de réhabilitation qui déplace cet équilibre peut être à l’origine de désordres.

Dans le cadre de rénovations énergétiques, la problématique de l’humidité dans les bâtiments exis-

tants nécessite ainsi une attention particulière. Il convient de fournir aux acteurs de la construction

des modèles de simulation du comportement hygrothermique global des bâtiments et d’évaluer les

risques de pathologies liées à l’humidité.

L’élaboration de ces modèles nécessite la résolution de problèmes non-linéaires, de grandes échelles

spatiales et temporelles, et parfois paramétriques. Ils sont ainsi complexes à résoudre et les méthodes

de réduction de modèle permettent de répondre à cette problématique. Dans le présent travail, deux

techniques de réduction de modèles ont été explorées : la Décomposition Orthogonale Propre (POD)

et la Décomposition Générale Propre (PGD). Elles ont été appliquées sur des problèmes de diffusions

non-linéaires, couplées chaleur et humidité, dans les matériaux poreux. Ces deux méthodes ont été

évaluées et comparées sur les critères de réduction du coût numérique de résolution du problème et

sur la précision de calcul de la solution. Sur la base de ces analyses, la PGD a été retenue pour la suite

des travaux.

Grâce à ses caractéristiques intrinsèques, la méthode PGD présente plusieurs avantages d’ordre

structurel, recensés dans la littérature. Nous avons utilisé ces prérogatives pour répondre aux pro-

blématiques de complexité des modèles de simulation des bâtiments. Notre intérêt s’est concentré

sur la réduction de la complexité numérique de problèmes multi-dimensionnels, sur la globalisation

de problèmes locaux et sur la création de méta-modèle ou solution PGD paramétrique. Plusieurs cas

académiques ont été considérés pour illustrer ces propos. Nous avons traité des problèmes de trans-

ferts non-linéaires dans l’enveloppe et des problèmes de transferts multizone dans les volumes d’air.

Enfin, nous proposons l’élaboration de deux modèles globaux réduits. Ceux-ci sont construits à

partir du couplage de modèles enveloppe et air . Un premier modèle a été réalisé, permettant ainsi

d’introduire les techniques de réduction de modèle dans une simulation à l’échelle bâtiment. Celui-ci

couple un modèle réduit enveloppe PGD avec un modèle complet air multizone. Le logiciel Domus a

été retenu pour la simulation des transferts multizones. Ce couplage permet de capitaliser sur les mo-

dèles de simulation existants et d’utiliser les nombreuses possibilités du logiciel. Deux cas d’études

sont abordés. Le premier concerne la résolution d’un problème paramétrique pour l’étude de scéna-

rios de réhabilitation en fonction de la perméabilité à la vapeur de l’isolant. Le second porte sur la

modélisation globale d’un bâtiment bi-zone intégrant une simulation bi-dimensionnelle d’un pont

thermique.



Il est possible d’élaborer un modèle global présentant une plus grande réduction de la complexité

du problème que celui réalisé avec Domus. Le deuxième modèle couple donc un modèle réduit PGD

pour le problème enveloppe et une solution PGD paramétrique pour le problème multizone. Les per-

formances de ce modèle ont été discutées en terme de précision de calcul de la solution et d’économie

numérique de résolution du problème.

La pertinence des méthodes de réduction de modèle pour la simulation du comportement des

bâtiments a été montrée. En particulier, la méthode PGD permet d’apporter une nouvelle approche

de résolution ces problèmes.

Mots-clés :
Transferts hygrothermiques dans les matériaux poreux, Transferts multizones, Simulation globale

bâtiment, Pathologies liées à l’humidité.

Problèmes non-linéaires de diffusion, Problèmes paramétriques, Problèmes multi-dimensionnels,

Problèmes inverses, Techniques de réduction de modèle, Proper Orthogonal Decomposition (POD),

Proper Generalised Decomposition (PGD).
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Abstract

Contribution to heat and moisture modelling for buildings :

Applying model reduction techniques

Excessive levels of moisture in buildings may damage the construction quality. Moisture also has

an effect on indoor air quality and thermal comfort of the occupants. Thus moisture is a possible

source of disorders in buildings. It is therefore important to continue developing numerical models

to simulate the global hygrothermal behaviour of buildings.

To achieve this aim, it is necessary to solve non-linear problems, with high space and time scales,

with fine discretisation and sometimes parametric. This mathematical problems are complex to solve.

Thus, model reduction techniques and efficient ways of numerical simulation are worth investiga-

tions. Two techniques were assessed : the Proper Orthogonal Decomposition (POD) and the Pro-

per Generalised Decomposition (PGD). They were first applied on non-liner coupled heat and mass

transfers in porous materials. Both were compared and evaluated carrying about the reduction of the

cost of resolution and the precision of the solution computed. Following this analysis, the PGD was

selected for our next investigations.

Due to it representation, the PGD method has several interesting features, already reviewed in

literature. Thus, chapter 3 proposed to illustrate this advantages on different issues of modelling buil-

dings hygrothermal behaviours. We focused on the reduction of the complexity of multi-dimensional

problems, on the globalisation of local problems and on building PGD parametric solution or meta-

model. Several academic case study were considered to illustrate these points. We analysed non-

linear heat and mass transfers in porous materials and multizone air building transfers.

In last part, we elaborated a PGD reduced order model to perform whole building energy simula-

tion. Two different models were built. The first one associates a PGD model for envelope problem and

a large original model for multizone problem. The choice of the large original model was done thanks

to the opportunity to work with the developers of Domus software. The main interest was the benefits

of using a validated and admitted model and its possibilities (HVAC systems, generation of heat and

vapour sources, etc.). In addition, theses works on cosimulation enable to capitalize on the strenght

of existing models. Two case study were analysed. The first one analysed a parametric problem for

the study of the retrofitting a building in function of the vapour permeability of the insulating ma-

terial. The second one focused on the whole building energy simulation of a two-zone building with

2-dimension transfers in the wall assembly.

A second global PGD reduced order model was elaborated, with a higher reduction of the numeri-

cal complexity of the problem. This model associates a PGD model for solving envelope problem and

a PGD parametric solution for the multizone problem. The performance of this model was analysed

investigating the numerical gain and the precision of the solution computed.



In conclusion, the relevance of reduction model techniques for performing whole building energy

simulation was revealed. The PGD method contributes to a new approach for solving this problems.

Keywords
Heat and moisture transfers in porous materials, Multizone transfers, Whole building energy si-

mulation, Moisture disordres.

Non-linear diffusion problems, Parametric problems, Multi-dimensional problems, Inverse pro-

blems, Model reduction techniques, Proper Orthogonal Decomposition (POD), Proper Generalised

Decomposition (PGD).
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INTRODUCTION

Contexte général

Le traité de Kyoto, signé en 1997 et entré en vigueur en 2005, a engagé tous les pays si-

gnataires, dont la France, à réduire quantitativement les émissions de gaz à effet de serre.

Récemment, la conférence de l’ONU sur le climat à Durban en 2013 a proposé la deuxième

période d’engagement du protocole de Kyoto pour renforcer ces objectifs en définissant no-

tamment un protocole et un instrument juridique pour coordonner les actions des pays in-

vestis.

Récemment, le Groupement d’Expert International pour l’Etude du Climat (GIEC) a pu-

blié son 5e rapport concluant sur la responsabilité très certaine de l’activité humaine dans les

émissions des gaz à effet de serre [1]. Selon les différents scénarios d’études, une augmen-

tation de 1.5°C à 6°C de la température moyenne de l’atmosphère est prévue d’ici 2100. Les

travaux du GIEC établissent, sur une base scientifique solide et indépendante, la nécessité

pour les pays de continuer d’engager des politiques de réduction de leur gaz à effet de serre.

En France, l’entrée en vigueur du protocole de Kyoto a fait émerger la loi programme de

2005 fixant les orientations de la politique énergétique. La mise en place du facteur 4 a pour

objectif de diviser par 4 les émissions de gaz à effet de serre d’ici 2050. En 2007, le Grenelle

de l’Environnement a fait émerger les lois Grenelle 1 et Grenelle 2 formalisant les objectifs du

facteur 4 [2]. Or la consommation énergétique des bâtiments en France représente 43,6% de

la consommation énergétique finale et 23% des émissions de CO2 [3]. Dans ce contexte de

politique environnementale, le bâtiment apparait donc comme un domaine d’intervention

privilégié. Les lois Grenelle ont fixé la révision de la réglementation thermique des bâtiments

tous les 5 ans. Cette réglementation s’applique aux bâtiments neufs et existants (construits

après 1948). Les constructions nouvelles sont actuellement soumises à la réglementation

thermique 2012 [4] dont l’exigence engendre une division au minimum par deux des besoins

en chauffage des bâtiments neufs 1. La prochaine réglementation 2020 évoluera vers un stan-

dard basé sur des bâtiments à énergie positive. Le parc de bâtiments existants compte deux

tiers de logements construits avant 1975 2, bien qu’il n’existait aucune réglementation fixant

des objectifs de performance énergétique [5]. Le taux de renouvellement de ce parc est infé-

rieur à 1% [6]. Il constitue donc un potentiel non-négligeable pour atteindre les objectifs du

facteur 4. Actuellement, pour ces bâtiments, si des travaux sont engagés par les maîtres d’ou-

vrage, la réglementation thermique exige de réaliser des travaux améliorant la performance

énergétique de 30% par rapport à l’état antérieur [3, 7].

Nous comprenons donc que le parc de bâtiments existants représente un important gise-

ment d’économies d’énergies. Des travaux de rénovation doivent ainsi être engagés à grande

échelle pour répondre à ces enjeux. Cependant, ces travaux de réhabilitation doivent être

réalisés dans les règles de l’art. Ils ne doivent pas nuire aux qualités initiales intrinsèques du

bâtiment ou à sa durabilité. Or la base de données Sycodes [8], gérée par l’Agence Qualité de

la Construction, recense chaque année environ 20 000 désordres expertisés et signalés sur

des bâtiments 3. Sur l’ensemble des désordres recensés entre 1995 et 2013, 56% sont liés à

1. Ce ratio est calculé par rapport à la réglementation thermique 2005
2. 19 millions sur un total de 31 millions
3. Les statistiques ne font pas la distinction entre les travaux réalisés sur les bâtiments neufs ou existants
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des défauts d’étanchéité à l’eau dans le bâtiment [9].

L’eau est en effet présente de manière normale, sous forme vapeur ou liquide, à l’inté-

rieur d’un bâtiment. L’eau en phase liquide est notamment amenée par la pluie ou les re-

montées capillaires. La sollicitation de l’enveloppe par la vapeur d’eau est inéluctable. Elle

est présente dans l’atmosphère extérieure. Dans les ambiances intérieures, les occupants,

via leur respiration ou leurs activités, contribuent à sa production. L’ensemble d’un bâti-

ment existant repose donc sur un équilibre hygrothermique stable, i.e. qui n’engendre pas

de désordres. Toute modification impactant cet équilibre peut être à l’origine de désordres.

En ce sens, les travaux de réhabilitation thermique peuvent perturber ces équilibres et pro-

voquer l’apparition de pathologies. Dans ce cas de figure, ils sont qualifiés de travaux pa-

thogènes. Dans le cadre de rénovations énergétiques, la problématique de l’humidité dans

les bâtiments existants nécessite donc une attention particulière pour ne pas compromettre

leur durabilité. Des publications pratiques sont disponibles dans la littérature. Leur but est

d’aider les acteurs de la construction à concevoir des travaux de rénovation durables. Par

exemple, les fiches ATHEBAT [10] de l’association Maisons Paysannes de France rassemblent

des conseils sur l’amélioration thermique des bâtiments anciens (construits avant 1948).

Le guide ABC constitue un outil d’aide pour la rénovation des logements existants [6]. Ces

contributions demeurent essentiellement méthodologiques. Il convient donc de fournir aux

acteurs des outils numériques permettant de concevoir des travaux de rénovation thermique

et capables de prévenir des risques de pathologies liées à l’humidité.

Contexte scientifique

Le bâtiment est un système complexe où de nombreux phénomènes physiques inter-

viennent. Ils sont généralement traduits par des équations résolues à l’aide de méthodes nu-

mériques. Cette démarche constitue l’élaboration de modèles 4 qui contribuent étroitement

au développement de la connaissance et de la quantification des phénomènes.

Le modèle le plus connu, trouvant notamment son application dans le domaine du bâti-

ment, est certainement celui de FOURIER 5. Il caractérise les transferts de chaleur par conduc-

tion dans un milieu solide. La première proposition de résolution, suggérée par FOURIER 6

lui-même, est basée sur une méthode de séparation des variables. Depuis ce premier mo-

dèle de paroi, les expériences de JOSEPH FOURIER sur la conduction des anneaux en fers

ont été remplacées par des suivis du comportement thermique de bâtiments entiers 7. Les

séries de FOURIER sont ordinaires dans les librairies de programmes informatiques 8. Les

connaissances des phénomènes physiques ont donc progressé et l’évolution des outils in-

formatiques a permis la résolution de problèmes complexes. De nos jours, de nombreux

4. Définition reprise dans le glossaire en annexe A.
5. Joseph Fourier, 1768-1830, www.academie-francaise.fr/les-immortels/joseph-fourier
6. Théorie analytique de la chaleur, Joseph Fourier, 1822
7. Consulter pour exemple la plateforme de recherche et d’expérimentation sur l’énergie dans le bâtiment PREBAT :

http://www.prebat.net/
8. Voir pour exemple la mise à disposition de routines en langage C sur le site, http://www.fftw.org/
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INTRODUCTION

modèles existent pour appréhender le comportement des bâtiments 9. Certains sont mis à

profit pour des applications technologiques ou pour aider les concepteurs à respecter des

standards réglementaires. D’autres sont utilisés à des fins plus fondamentales d’améliora-

tion des connaissances.

L’attention de la communauté scientifique est notamment portée sur l’étude des pro-

blématiques de transferts hygrothermiques dans les bâtiments. L’impact des transferts de

masse sur le comportement énergétique réel des bâtiments est mis en évidence depuis plu-

sieurs années [11]. Les équations régissant les transferts sont connues. Les travaux ont per-

mis de développer de nombreux modèles à plusieurs échelles du bâtiment (matériaux, pa-

rois, enveloppe, zones d’air, global) [12]. Certains outils sont à des stades avancés de déve-

loppement, utilisables par les bureaux d’étude. Par exemple, le logiciel Domus [13] peut être

employé pour la réalisation de simulation énergétique à l’échelle bâtiment. L’outil Delphin
[14] permet une simulation en 2-dimension des champs hygrothermiques dans l’enveloppe

du bâtiment. Cependant, malgré ces nombreux développements, plusieurs verrous scienti-

fiques restent à lever pour mieux appréhender les phénomènes.

D’une part, des écarts entre mesures physiques et simulations numériques ont été obser-

vés dans de nombreux projets (Annexes 21 et 41 de l’Agence Internationale de l’Energie [15]).

Les travaux actuels essaient notamment de mieux définir et compléter les bases de données

actuelles sur les propriétés des matériaux. En complément, la définition de benchmarks ex-

périmentaux est en cours pour comparer et valider les modèles.

D’autre part, les modèles recensés dans la littérature couvrent plusieurs niveaux de gra-

nularité. Les approches simplifiées chercheront à appréhender le comportement moyen d’un

bâtiment dans son ensemble. Les phénomènes considérés sont généralement simples. Par

opposition, les approches fines représenteront les phénomènes de manières détaillées et

complexes. Ces approches sont centrées sur une échelle locale (une pièce ou une paroi d’un

bâtiment). Elles sont difficilement transposables à un bâtiment global en raison de la com-
plexité 10 des problèmes numériques à résoudre. Cette problématique fait l’objet de travaux

actuels cherchant à construire des modèles globaux. Elle est notamment abordée en capita-

lisant les modèles existants et en les associant par des techniques de cosimulation (Annexe

60 de l’Agence Internationale de l’Energie). Ces recherches sont cependant laborieuses et

font face à des problèmes d’interopérabilité des outils et de temps de calcul élevés.

En ce sens, plusieurs équipes de recherche œuvrent à améliorer les outils actuels à travers

des projets internationaux de l’Agence International de l’Energie [15] et de son programme

Energy Conservation in Buildings and Community Systems :

a. l’Annexe 24 sur les phénomènes de transports thermo-hygro-aéraulique dans les ma-

tériaux composant l’enveloppe des bâtiment,

b. l’Annexe 41 sur la modélisation thermo-hygro-aéraulique des bâtiments,

c. l’Annexe 55 sur la fiabilité de l’efficacité énergétique des bâtiments rénovés,

9. Consulter pour exemple le site http://apps1.eere.energy.gov/buildings/tools_directory/ pour apprécier
l’étendu des modèles disponibles

10. Définition reprise dans le glossaire en annexe A.

4



d. l’Annexe 60 sur le développement de nouveaux outils de simulation énergétique des

bâtiments.

Au niveau national, plusieurs études françaises, soutenues par l’Agence Nationale des Re-

cherches, peuvent être recensées :

e. HUMIRISK 2006-2010 [16] : Renforcement de l’isolation dans l’existant - évaluation des

risques liés à l’humidité,

g. HYGRO-BAT 2011-2014 [17] : Vers une méthode de conception hygro-thermique des

bâtiments performants.

h. HUMIBATex 2012-2015 [18] : Comment prédire les désordres causés par l’humidité ?

Quelles solutions techniques pour rénover le bâti existant.

Le projet HUMIRISK s’est concentré sur l’influence de la rénovation thermique des bâti-

ments réels et ses risques liés à l’humidité. Sur les bâtiments suivis, il a été constaté que les

désordres sont essentiellement dus à des mauvaises qualités de mise en œuvre. Les modéli-

sations réalisées ont porté sur l’analyse du risque de condensation dans les parois rénovées.

L’étude a permis aussi de proposer une méthodologie pour éviter ces risques pour des pro-

jets de rénovation.

Le projet HYGRO-BAT s’intéresse à la définition d’une méthodologie de conception hy-

grothermique des bâtiments en s’appuyant sur des outils permettant de qualifier et quanti-

fier des solutions techniques innovantes. Les travaux sont basés sur des constructions bois

et des matériaux à base végétale. La démarche adoptée part des bases de la métrologie et de

la caractérisation des matériaux pour réaliser des mesures et des simulations sur des assem-

blages de parois. Le projet s’étendra ensuite à l’échelle du bâtiment en climat réel.

L’objectif du projet HUMIBATex est de construire un outil, articulant les modèles numé-

riques existants, capable de prédire les désordres causés par l’humidité. Il devra aussi pro-

poser des guides de solutions techniques permettant de rénover les bâtiments existants en

évitant le développement de pathologies liées à l’humidité. Il s’articule d’une part sur des

travaux de modélisation pour construire l’outil et d’autre part sur des mesures réalisées sur

une cellule expérimentale à l’échelle 1 ainsi que sur des bâtiments suivis avant et après tra-

vaux de réhabilitation. Nos travaux s’inscrivent dans le cadre de ce projet.

En résumé, les communautés scientifiques cherchent à mieux appréhender le compor-

tement des bâtiments dans leur ensemble. Pour cela, il convient d’augmenter les échelles

d’observation des modèles tout en conservant leurs finesses pour étudier de manière précise

les phénomènes. L’élaboration de ces modèles est cependant confrontée à des problèmes de

complexité numérique.

Problématique et démarche générale

Dans ce contexte, la problématique suivante est donc soulevée : Comment construire un

modèle global permettant de modéliser finement les phénomènes physiques à l’échelle du

bâtiment ? L’objet de nos travaux est d’y répondre en proposant un modèle capable de simu-

ler le comportement hygrothermique global d’un bâtiment. Les analyses réalisées avec ce
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modèle devront être en lien avec les préoccupations actuelles et notamment la prévention

des pathologies liées à l’humidité. Pour cela, il devra prendre en compte une modélisation

fine des phénomènes physiques. L’atteinte de cet objectif nécessite de travailler sur la réduc-

tion de la complexité du modèle.

Notre démarche est ainsi scindée en 4 étapes. Le premier chapitre propose une descrip-

tion des pathologies. Les phénomènes physiques intervenants dans l’apparition des désordres

sont décrits. Un état de l’art des approches permettant de les modéliser vient compléter cette

liste. A partir de ces travaux, nous proposerons des indicateurs de risques. Ces travaux nous

amèneront à établir un cahier des charges de l’outil global qui devra être développé pour

étudier le comportement global des bâtiments.

Les pathologies dépendent fortement des propriétés thermo-physiques des matériaux

et des conditions en température et humidité du bâtiment. Nos recherches se concentreront

sur ce deuxième aspect et sur les outils numériques permettant de les calculer. Les méthodes

de réduction de modèle sont une possibilité pour réduire la complexité des problèmes tra-

duisant les phénomènes physiques. Le chapitre 2 explorera donc ces techniques qui seront

appliquées aux problèmes de transferts hygrothermiques dans les matériaux poreux. Elles

seront évaluées et comparées sur les critères de précision de la solution et de réduction du

coût numérique de résolution.

Le chapitre 3 présentera les avantages des techniques de réduction retenues, appliquées

à différents modèles utilisés pour la simulation des bâtiments. Nous étudierons ces préroga-

tives sur les problèmes de transferts dans l’enveloppe et dans les volumes d’air du bâtiment.

La perspective de ces études nous permettra, au chapitre 4, d’élaborer un modèle réduit si-

mulant le comportement hygrothermique global d’un bâtiment.
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Chapitre 1

Performance hygrothermique des
bâtiments

Résumé

Ce chapitre propose une revue des pathologies liées à l’humidité ainsi que des modèles per-

mettant leur apparition. A partir de cet état de l’art, une proposition d’indicateurs de pathologies

est réalisée, en se basant sur une approche méthodologique déductive. L’objet de ces indicateurs

est de mettre en évidence des occurrences de risques d’apparition de pathologies. L’identification

de ces situations à risques constitue un premier filtre, mettant en évidence la nécessité éventuelle

de réaliser des expertises plus approfondies.

Le calcul de ces indicateurs nécessite d’une part la connaissance des propriétés thermo-

physiques des matériaux constituant les parois et d’autre part, les flux de chaleur et de masse

dans le bâtiment. C’est pourquoi, dans un second temps, nous recensons les modèles disponibles

dans la littérature permettant d’obtenir ces informations dans les matériaux de l’enveloppe et les

zones d’air du bâtiment. Enfin, l’association de ces modèles avec les indicateurs de risques de

pathologies est discutée.
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1.1 Introduction

1.1 Introduction

Les préoccupations environnementales actuelles incitent à construire des bâtiments per-

formants d’un point de vue énergétique. La notion de performance d’un bâtiment repose, au

sens de la réglementation française, sur une limite de consommation des énergies utilisées

pour assurer son fonctionnement. Pour cela, il convient de disposer de systèmes énergé-

tiques efficaces et économes en énergie pour assurer le chauffage, la climatisation, la pro-

duction d’eau chaude sanitaire, la ventilation et le fonctionnement général du bâtiment

(éclairage, équipements,etc.). Il est par ailleurs important de soigner la conception de l’en-

veloppe du bâtiment de manière à limiter les déperditions thermiques et à favoriser l’inertie

thermique en stockant l’énergie fournie par les systèmes de chauffage ou de refroidissement.

Les pertes thermiques de l’enveloppe concernent plusieurs postes : les déperditions à

travers les parois opaques (murs, planchers hauts, planchers bas, ponts thermiques), les dé-

perditions à travers les parois vitrées et les déperditions par infiltrations d’air. Les pertes à

travers les parois opaques couvrent plus de 46% des pertes totales à travers l’enveloppe [19].

Il semblent donc pertinent de se concentrer sur l’étude de ces phénomènes.

Notre travail a principalement porté sur les matériaux de construction dits poreux. Ils

sont constitués d’un squelette solide et d’interstices capables d’accueillir des fluides. L’eau

étant présente de manière normale dans les conditions ambiantes, elle peut pénétrer les

pores des matériaux. Par abus de langage, nous disons que les matériaux contiennent de

l’humidité. En soit, trois phases peuvent être distinguées : la matrice solide, la phase liquide

constituée d’eau et la phase gazeuse constituée d’un mélange d’air et de vapeur d’eau. Un

milieu poreux est caractérisé par : sa masse volumique et sa porosité totale (l’espace total

disponible) et la nature de son réseau poral (distribution du diamètre des pores, surface spé-

cifique, géométrie du réseau).

Des phénomènes de transferts et de stockages interviennent dans les matériaux. Ils concernent

essentiellement la chaleur et les mouvements d’eau. Nous parlons alors de transferts hygro-

thermiques. Ils impactent donc la performance énergétique des parois. Ils sont permanents

et pour les bâtiments existants, ils sont en équilibre avec l’environnement extérieur et inté-

rieur. Tous travaux de réhabilitation vont modifier ces équilibres établis. Dans certains cas,

ils peuvent avoir des conséquences néfastes pour le bâtiment. Par exemple, un blocage des

transferts induits par un isolant peu perméable à la vapeur d’eau peut entrainer une forte

augmentation de la teneur en eau et altérer la qualité des ouvrages.

Pour étudier ces transferts, les acteurs de la construction disposent d’outils numériques,

appelés modèles, résultants de travaux menés par la communauté scientifique depuis de

nombreuses années. Ces modèles permettent de simuler le comportement à plusieurs échelle :

matériau, enveloppe ou bâtiment. Ils aident ainsi à concevoir des travaux de réhabilitation.

L’amélioration de la performance énergétique se base donc sur la modélisation du com-

portement des bâtiments. L’objet de ces études étant notamment de s’assurer que les tra-

vaux de réhabilitation ne provoquent pas l’apparition de désordres. Dans ce chapitre, nous

proposons ainsi faire le lien entre la modélisation des bâtiments et les pathologies 1 liées à

1. Définition reprise dans le glossaire en annexe A.
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CHAPITRE 1 : PERFORMANCE HYGROTHERMIQUE DES BÂTIMENTS

l’humidité.

1.2 Pathologies liées à l’humidité

A travers cette première partie, nous proposons d’étudier les risques de dégradation de

la qualité des constructions liés à l’humidité. Les désordres apparaissent principalement

lorsque des teneurs en eau (liquide ou vapeur) excessives sont atteintes dans les matériaux.

Cette eau peut avoir plusieurs origines. Elle peut être d’origine ascensionnelle, c’est à dire

régie par les remontées capillaires provenant de la présence d’eau dans les nappes phréa-

tiques ou à l’apport d’eau par les pluies et neiges. L’importance du phénomène est notam-

ment liée à la nature des matériaux de sous-bassement, à la présence de drain périphérique,

à la proximité de la nappe phréatique et du mur ainsi qu’à la nature du sol environnant.

Ensuite l’humidité dans une paroi peut provenir des conditions climatiques extérieures. La

vapeur d’eau contenue dans l’air et l’eau liquide provenant des pluies battantes peuvent

s’infiltrer dans les murs. Les hommes, par leur présence et leurs activités dans le bâtiment,

représentent une troisième source d’apports hydriques. L’apport d’eau, sous forme liquide

essentiellement, dans les matériaux peut venir de l’eau de construction, lors de la mise en

œuvre de certains matériaux : béton, terre crue, etc. Enfin, l’eau peut être d’origine acci-

dentelle et venant de l’anomalie de fonctionnement d’un équipement ou du défaut d’un

ouvrage. Nos travaux tiendront compte essentiellement de l’eau provenant des conditions

climatiques extérieures et intérieures.

Après ces précisions sur les origines de l’humidité dans les bâtiments, nous proposons

de recenser les désordres pouvant survenir. Pour cela, nous proposons d’adopter la classifi-

cation proposée par COLLOMBET [20] :

a. les altérations dues à l’action propre de l’humidité. Dans les matériaux, les molécules

d’eau agissent directement sur les caractéristiques thermophysiques de ce dernier. Elles

peuvent donc altérer ses performances et provoquer sa dégradation.

b. les altérations dont l’humidité est le vecteur. L’enveloppe des bâtiments est soumise à

des gradients de température et de teneur en eau. En régime dynamique, ces gradients

évoluent donc dans le temps. Les lignes d’iso-température et d’iso-humidité fluctuent

dans les matériaux et peuvent provoquer des désordres tels que la cristallisation ou le

gel.

c. les altérations se développant en milieu humide. Pour ce groupe, les pathologies sur-

viennent dans un environnement à forte teneur en humidité. Elles sont indépendantes

de la variation temporelle du gradient de température et de teneur en eau. Elles appa-

raissent lorsque la valeur des champs est importante. Par exemple, une forte teneur en

eau, combinée à une température élevée va provoquer des développements fongiques

en surface d’un matériau.

d. la dégradation des ambiances intérieures. Les trois premières catégories concernent

des problématiques intervenant dans les matériaux de l’enveloppe constituant le bâ-

timent. Cette dernière catégorie porte sur l’impact de l’humidité sur le confort hygro-

thermique des occupants et la qualité de l’air intérieur.
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1.2 Pathologies liées à l’humidité

Dans la littérature, d’une manière générale, nous pouvons distinguer 2 approches pour

la prédiction des pathologies liées à l’humidité.

La première approche, la plus populaire, est l’approche inductive (ou bottom/up). Cette

approche part de l’observation des pathologies. Elle utilise ensuite les modélisations numé-

riques pour comprendre les phénomènes physiques qui conduisent à ce désordre. A par-

tir de ces observations, elle propose des conclusions générales pour éviter l’apparition de

cette pathologie. De nombreux exemples adoptant ce type d’approche peuvent être recensés

dans la littérature. Par exemple, dans [21], les remontées capillaires sur un sous-bassement

sont étudiées. Plusieurs expériences ont été mises en œuvre et associées à des modélisa-

tions pour comprendre le phénomène menant à la dégradation du sous-bassement. Des so-

lutions adaptées pour traiter les pathologies sont ensuite proposées. De nombreux autres

exemples concernent le développement de moisissures. Par exemple, VIITANEN a mené des

expériences sur le développement fongique sur le bois pour proposer ensuite un modèle

dynamique dépendant de la température, de l’humidité relative et de la susceptibilité du

matériau à la moisissure [22]. Les méthodes inductives sont donc basées sur l’observation

de résultats d’expériences pour proposer des modèles de prévention.

Par opposition, la deuxième approche est qualifiée de déductive (ou top/bottom). La dé-

marche est en deux étapes. La première étape consiste à utiliser des modèles permettant

de simuler les champs hygrothermiques. A partir de ces résultats de simulation, des ana-

lyses post-process sont réalisées pour détecter des situations à risques. Si de telles situations

sont identifiées, alors des modélisations complémentaires plus fines des phénomènes phy-

siques doivent être réalisées. Ce type d’approche est relativement nouveau et plus global

que la démarche inductive. Cette approche peut être très intéressante pour les acteurs de la

construction, qui disposeraient d’outils globaux pour la prévention des pathologies liées à

l’humidité dans les bâtiments. Nos travaux adopteront donc ce type de démarche. Associé

à l’état de l’art des pathologies liées à l’humidité, nous proposerons une liste d’indicateurs

pouvant être intégrée dans des modèles numériques de simulation des champs hygrother-

miques. L’objet de ces indicateurs ne sera pas de modéliser finement le développement de

chaque pathologie mais plutôt de prédire des situations où il y a un risque potentiel pour les

ouvrages.

1.2.1 Définition des indicateurs de pathologies

La définition des indicateurs pour être in fine intégré dans un modèle de comportement

du bâtiment est délicate. En effet, ils doivent être définis de manière pertinente pour pré-

venir du risque de développement d’une pathologie. Les indicateurs doivent aussi être spé-

cifiés de façon simple pour pouvoir les intégrer dans un outil global. Comme nous le ver-

rons, les pathologies liées à l’humidité font intervenir beaucoup de phénomènes physiques

(mécanique, thermodynamique, cristallisation,etc.). D’un point de vue de la complexité nu-

mérique des problèmes et l’expertise requise, il est difficilement envisageable de réaliser un

modèle intégrant tous ces phénomènes physiques.

Les indicateurs proposés dans nos travaux n’ont pas pour objet de modéliser finement

l’apparition de chaque pathologie. Leur objectif est d’anticiper et d’alerter des situations de
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CHAPITRE 1 : PERFORMANCE HYGROTHERMIQUE DES BÂTIMENTS

risques potentiels. Si une telle situation est mise en évidence, des investigations plus fines

devront être réalisées pour déterminer si le risque est effectif. Ces investigations pourront se

baser sur celles recensées dans l’état de l’art proposé dans cette section. Il est important de

mettre en avant l’aspect méthodologique de notre démarche.

Dans nos travaux, la définition d’indicateur 2 est basée sur celle de la norme FD X 50-

171. Un indicateur est donc défini comme l’association d’un facteur clé 3 X et d’un critère.

Un facteur clé ou facteur gouvernant, est un paramètre responsable de l’apparition d’une

pathologie. Il dépend généralement d’autres variables, appelées variables d’entrée e de l’in-

dicateur. Ces variables d’entrée varient généralement dans le temps et l’espace. Le critère

associé à l’indicateur définit la limite d’apparition du risque. Cette définition est illustrée sur

la figure 1.1 en prenant pour exemple les problèmes de développement de moisissures (La

section 1.2.4 détaillera d’avantage cette pathologie).

Indicateurs d'apparition 

de pathologies risques

Risques 

d'apparition de 

pathologies

X(e)

Facteur clé dans 

l'apparition d'une 

pathologie

Critère C gouvernant 

l'apparition de la 

pathologie

X(e)>C

Paramètres 

d'entrées

e

si 

X(e)>C

si 

M>1

Indicateurs d'apparition 

de moisissures mould

Apparition de 

moisissures

M mould growth index
(VTT model)

Facteur clé dans 

l'apparition de 

moisissures

Critère C gouvernant 

l'apparition de la 

pathologie

M>1 : apparition de 

moisissures

Paramètres d'entrées
Profil de T dans la paroi

Profil de w dans la paroi

Sensibilité du matériau à la 

moisissure

Exemple sur le développement de 

moisissures

FIGURE 1.1 – Définition de la notion d’indicateur et illustration pour le développement de moisissures
(voir section 1.2.4).

Pour compléter cette définition, la figure 1.2a donne une illustration d’un facteur clé X .

Celui-ci varie en fonction variable d’entrée e. L’indicateur de pathologie est défini lorsque

X >C . La ligne rouge matérialise cette limite sur la figure. Sur la figure 1.2b, lorsque la condi-

tion X > C est atteinte, le risque vaut 1. En dehors de cette condition, il vaut 0. En complé-

ment, le risque cumulé est tracé. Il augmente lorsque le critère est atteint et respectivement

il stagne lorsque le critère n’est pas atteint. Cette grandeur est ramené à un pourcentage. Un

risque cumulé égal à 1 signifie que le risque est avéré sur l’ensemble de la plage de données

de e.

Lorsque le risque est identifié, nous définissons le degré-temps τr i sque . Il combine la du-

rée cumulée où le critère est dépassé et le degré d’intensité de dépassement du facteur clé.

Certaines pathologies apparaissent lorsque les situations à risques ont une durée prolon-

gée. En complément, nous proposons de comptabiliser la durée maximale où un risque est

relevé. En résumé, un indicateur de pathologie informe de situations à risques et sera for-

malisé ainsi :

2. Définition reprise dans le glossaire en annexe A.
3. idem.
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1.2 Pathologies liées à l’humidité
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(b) Indicateur de risque

FIGURE 1.2 – Illustration de la construction d’un indicateur de risque.

Indicateur de pathologie :

Pathologie


facteur clé : X

Paramètre d’entrée : e(t )

critère : X (e) >C

degré-temps : τr i sque =
∫

t max(0, X (e)−C )d t

En considérant ces définitions, nous proposons de lister les pathologies pouvant appa-

raitre dans un bâtiment.

1.2.2 Pathologies liées à l’action directe de l’humidité

L’humidité dans les matériaux modifie leurs propriétés themo-physiques. Sa présence

agit sur leurs propriétés thermiques, mécaniques et leurs variations dimensionnelles et peut

être à l’origine de pathologies.

Modifications des propriétés mécaniques

La littérature recense de nombreuses études expérimentales sur l’impact de la teneur en

eau sur la résistance mécanique des matériaux. Les auteurs montrent que généralement, la

résistance mécanique décroit de façon non-linéaire avec l’augmentation de la teneur en eau

[23] pour les matériaux utilisés dans les bâtiments. Par exemple, BECK a proposé des courbes

d’influence de la teneur en eau sur la résistance mécanique de plusieurs variétés de calcaire
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CHAPITRE 1 : PERFORMANCE HYGROTHERMIQUE DES BÂTIMENTS

[24, 25]. Ses expériences montrent que la résistance à la compression est diminuée de 55%

entre les états sec et saturé. D’autres exemples de variation de la résistance mécanique avec

la teneur en eau sont disponibles pour le pisé [26] ou pour le béton [27]. Il est important

de remarquer que pour certains matériaux, la température peut également avoir une forte

influence sur la résistance mécanique.

Résistance 

mécanique

Rmec(w) [MPa]

Risque de 

pathologie
[-]

w
[kg/m3]

RCRIT

wCRIT

0

0 wCRIT

w
[kg/m3]

1

FIGURE 1.3 – Définition de l’indicateur de pathologies liées aux modification des propriétés méca-
niques : notion de résistance mécanique critire Rcr i t et de teneur en eau critique wcr i t .

Pour définir un indicateur de risques, il est important d’utiliser les résultats expérimen-

taux donnés par la littérature. Des fonctions Rmec (w) traduisant le comportement du ma-

tériau sont extrapolées à partir des mesures. Ces lois de comportement peuvent être inté-

grées dans des modèles simulant le comportement mécanique de la structure de l’enveloppe

du bâtiment (voir [28] pour exemple). Dans la mesure où nos travaux ne prendront pas en

compte ce genre de modélisation, nous proposons de définir une résistance mécanique cri-

tique (ou limite) Rcr i t , pour une teneur en eau critique wcr i t , qui peuvent compromettre

la structure du mur (voir figure 1.3). Cet indicateur peut facilement être intégrable dans un

code modélisant les champs hygrothermiques dans l’enveloppe d’un bâtiment. La précision

de cet indicateur ne sera pas aussi bonne que celle obtenue avec une modélisation fine du

comportement mécanique de la structure. Il permettra toutefois de prédire des situations à

risques et indique qu’une étude approfondie du phénomène devra être réalisée. L’indicateur

est synthétisé par 4 :

Indicateur de pathologies 1.

Propriétés mecaniques


facteur clé: Rmec

Paramètre d’entrée: w

critère: Rmec ≤ Rcr i t

degré-temps: τmec =
∫ t

0 minw (0,Rmec (w)−Rcr i t )d t

où Rmec est la résistance mécanique du matériau évaluée en fonction de la teneur en eau à

partir des lois expérimentales et Rcr i t la valeur critique de la résistance mécanique compro-

mettant la structure, définie à partir de la littérature.

4. voir nomenclature
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1.2 Pathologies liées à l’humidité

Modification des propriétés thermiques

La conductivité thermique de l’eau est 25 fois supérieure à celle de l’air sec (0.6 W.m−1.K−1

contre 0.024 W.m−1.K−1). La présence d’eau dans les pores des matériaux modifie donc la

conductivité thermique apparente de ces derniers. Elle va contribuer à augmenter les trans-

ferts thermiques. Les travaux de DEROME avancent qu’une augmentation de 1% volumique

de la teneur en eau dans l’isolant implique une augmentation de 3 à 5% du flux de chaleur

vers l’extérieur [29].

A partir de mesures expérimentales, la variation de la conductivité thermique est géné-

ralement extrapolée par la relation linéaire [30] :

λ(w) =λ0 +bw (1.1)

où λ0 est la conductivité thermique sèche du matériau, b le coefficient de variation et w la

teneur en eau du matériau.

De nombreuses données sur ces variations peuvent être recensées dans la littérature.

Nous citerons pour exemples [30, 31, 32]. Les logiciels WUFI, Delphin et Syrthes disposent

de bases de données étoffées sur ce sujet. Il est important de noter que la conductivité ther-

mique du matériau dépend aussi de la température et du temps.

La variation des propriétés thermiques des matériaux avec la teneur en eau ne peut en-

gendrer des pathologies au sens stricte. Elle ne peut compromettre la sécurité ou la pérennité

du bâtiment. Toutefois, dans un contexte environnemental actuel de maîtrise de l’énergie,

la dégradation de la performance énergétique des bâtiments à cause de fortes teneur en eau

peut être considérée comme un pathologie.

Pour la réglementation thermique française [4], le coefficient de transfert U caractérise

la performance thermique d’une enveloppe ou d’un mur. Il est calculé à partir de la conduc-

tivité thermique λ de chaque élément composant la paroi. La norme EN-ISO 10456 définit

le calcul du coefficient Udecl pour une conductivité thermique déclarée λdecl d’utilisation

du bâtiment. Cette conductivité est définit expérimentalement pour des conditions de réfé-

rence de température et d’humidité relative : 23°C et 50%. Elle est utilisée pour les calculs

validant le respect de la réglementation thermique française.

Pour apprécier la dégradation de la performance énergétique d’un mur à cause de l’hu-

midité, nous proposons de comparer le coefficient déclaré Udecl au coefficient effectif Ue f f .

Ce dernier est calculé à partir de la conductivité thermique effective du matériau λe f f (w),

variant en fonction de la teneur en eau. Pour l’indicateur de pathologie, le facteur clé est

le coefficient de transfert Ue f f . L’incertitude de mesure de la conductivité est de l’ordre

de 5% ([33] et EN 13162 pour la laine de verre). Nous définissons ainsi la valeur critique

Ucr i t = 1.05 ·Udecl pour laquelle la performance thermique de la paroi est dégradée. L’in-

dicateur est synthétisé ainsi :

Indicateur de pathologies 2.

Propriétés thermiques


facteur clé: Ue f f

Paramètre d’entrée: w

critère: Ue f f (w) ≥Ucr i t

degré-temps: τth = ∫
t maxw (0,Ue f f (w)−Ucr i t )d t
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CHAPITRE 1 : PERFORMANCE HYGROTHERMIQUE DES BÂTIMENTS

où Ue f f est le coefficient de transfert effectif calculé avec λe f f (w) et les résultats du calcul

des champs hygrothermiques, Ucr i t = 1.05·Udecl la valeur critique du coefficient de transfert

et Udecl est le coefficient de transfert déclaré.

L’indicateur (2) peut être calculé pour un mur spécifique ou pour l’enveloppe entière du

bâtiment. Il est important de noter que dans le cadre de transferts couplés thermiques et

hygriques dans les matériaux, les transferts de masse d’eau ont certainement un fort impact

sur les transferts de chaleurs [17, 18]. La valeur critique du coefficient de transfert Ucr i t peut

être amélioré en fonction de ces considérations.

Variations dimensionnelles des matériaux

Lorsque des matériaux tels que la pierre, les briques ou le bois sont soumis à des te-

neurs en eau élevées, les pores se remplissent d’eau et exercent des pressions capillaires sur

la matrice solide. Ces pressions fragilisent le matériau et peuvent causer des désordres [34].

Les matériaux poreux sont ainsi soumis à des phénomènes de gonflement et de retrait. Il est

important de distinguer les variations dimensionnelles dues à l’eau et celles dues à la tempé-

rature. La température agit directement sur la matrice solide tandis que l’eau intervient via

la structure poreuse en exerçant une pression capillaire. Les variations sont donc fonction

de la connectivité du réseau poreux et du diamètre des pores.

Le coefficient de dilatation hygrique η, traduisant ces phénomènes, s’écrit sous la forme

[35] :

η= ∆L

L
(1.2)

où L est la longueur initiale de l’éprouvette et ∆L la variation de longueur, calculée en

condition isotherme, pour un état d’adsorption de vapeur d’eau à l’équilibre, correspondant

à une variation d’humidité relative. Des exemples de coefficients de dilatation sont donnés

dans [36, 37, 38].

La littérature recense de nombreuses études approfondies sur le sujet. Certains travaux

utilisent notamment des modèles hygro-thermo-mécaniques comme par exemple [39, 40,

41]. Ces modèles ont été utilisés pour analyser la dilatation du béton par DAVIE [39] ou du

bois par THIBEAULT [41, 42]. KHOSHBAKHT a étudié la dilatation de parois renforcées par un

polymère. Ce types de modèles est basé sur la loi reliant le tenseur des déformations ε aux

tenseurs des contraintes σ :

σ =
[

D
]
·ε=

[
D

]
· (εapp +εh y g +εt h) (1.3)

où
[

D
]

est la matrice rigidité du matériau. Le tenseur des contraintes se décompose comme

la somme des tenseurs des contraintes apparentes du matériau εapp , des contraintes liées à

la dilatation hygrique εh y g et des contraintes liées à la dilatation thermique εt h .

Sachant que le tenseur de dilatation hygrique est exprimé en fonction du tenseur du co-

efficient de dilatation hygrique du matériau η et de la teneur en eau du matériau w :

εh y g r i que =η ·w (1.4)
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1.2 Pathologies liées à l’humidité

Ces modèles hygro-thermo-mécaniques permettent donc de calculer les déformations

du matériau et de prédire avec succès l’apparition de pathologies liées aux variations di-

mensionnelles (voir pour exemple [43, 44]). Les travaux abordés dans cette thèse ne feront

pas l’objet de telle modélisation. Il convient donc de définir un indicateur de pathologie plus

simple.

Une approche intermédiaire est proposée par JIMENEZ-GONZALEZ dans [45], avec des ap-

plications récentes dans [46]. La dégradation des matériaux provient de la contrainte exercée

par l’eau sur la matrice solide et des cycles répétés de dilatation et contraction. Ils propose

d’exprimer cette contrainte par l’équation suivante :

σ(w) =±El ·η
1−ν (1.5)

avec El le module d’élasticité et ν le coefficient de Poisson. Ces trois coefficients sont

fonctions de la teneur en eau du matériau [47]. Le signe de l’équation (1.5) dépend si le ma-

tériau subit un cycle de mouillage ou de séchage. Lors de cycles de mouillage, le signe est né-

gatif. Dans ce cas, les pathologies apparaissent si la contrainte est supérieure à la résistance

à la compression Rcomp du matériau. Inversement, lors de cycles de séchage, le signe est po-

sitif. Et les désordres surgissent lorsque la contrainte dépasse la résistance à la traction Rtr ac

du matériau à sec. Généralement les matériaux utilisés dans le domaine du bâtiment ont

une résistance à la traction inférieure à la résistance à la compression. Ainsi les pathologies

se manifestent essentiellement lors de cycles de séchage. L’indicateur pour cette pathologie

est synthétisé ainsi :

Indicateur de pathologies 3.

Dilatation hygrique


facteur clé: σ

Paramètre d’entrée: w

critère: σ> Rtr ac

degré-temps: τdi l =
∫ t

0 maxw (0,σ(w)−Rtr ac )d t

où Rtr ac est la résistance à la traction du matériau à l’état sec, w la teneur en eau du matériau

et σ la contrainte exercée par les variations dimensionnelles hygriques sur la matrice solide

du matériau.

1.2.3 Pathologies dont l’humidité est le vecteur

Le gel des matériaux

L’action du gel peut provoquer la dégradation des matériaux poreux. En effet, lors d’un

cycle de gel, l’eau présente dans les pores se transforme en glace et son volume augmente

de 9%. Si l’espace disponible dans le réseau poreux n’est pas suffisant, la glace exerce une

pression sur la matrice solide du matériau qui peut conduire à des désordres. La structure

du réseau poreux et la taille des pores conditionnent fortement l’apparition de pathologies.

Des matériaux à pores fins (1 µm) ouverts seront plus sensibles que des matériaux à gros

pores (>50 µm) [48]. Le taux de sels dissous dans l’eau est aussi un autre facteur intervenant
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dans ce processus de dégradation [49]. Dans la littérature, plusieurs approches peuvent être

recensées pour prédire cette dégradation.

LISØ a proposé une méthode simple pour apprécier le potentiel d’un climat à générer des

pathologies liées au gel [49]. Son approche est basée sur un indicateur de cycles de gel/déger

FTI (freezing/thawing index) subis par le matériau, dépendant des propriétés du matériau

et de son exposition au gel qualifiée par l’indicateur FDEI (frost decay exposure index). Les

propriétés du matériau intervenant sont notamment la taille, la distribution des pores et sa

courbe d’adsorption. L’indicateur FDEI est défini comme la moyenne annuelle de la somme

des précipitations sur 4 jours précédent un évènement de gel, cumulée sur 30 ans. Il est

aisé d’utiliser cette méthode. Cependant, à ce jour, la littérature ne dispose que de bases de

données sur l’indicateur FTI pour la Norvège.

Des approches plus complexes existent basées sur des modèles microscopiques et la

théorie des médias poreux (TPM) [50]. BOURGES affirme que les dommages causés par le

gel sont liés à la connexion des pores de petites tailles avec celle des pores de grandes tailles.

Elle propose d’exprimer la pression exercée sur les parois du pores en fonction de leur taille

[50] :

P = 2 ·Σ · (
1

r1
− 1

r2
) (1.6)

avec Σ la surface de tension, r1 le rayon des pores de petites tailles et r2 le rayon des pores

de grandes tailles. Les dégradations apparaissent si cette pression dépasse la résistance à

la compression du matériau. Pour cette approche, la distribution des pores est un facteur

déterminant dans l’apparition de pathologies dues au gel.

Une approche différente a été proposée dans [51]. Elle considère les conditions de satura-

tion à l’intérieure d’un volume constitué par un pore et modélise l’augmentation du volume

de l’eau présente dans le pore lors d’un processus de gel. Lorsque le volume de l’eau devient

supérieur l’espace disponible dans le pore, des dégradations apparaissent. Ces approches

sont fondées sur des études microscopiques des phénomènes.

A l’échelle macroscopique, des modèles considérant les transferts de température et de

masse d’eau dans les matériaux et les processus de gels/dégels sont référencés dans la litté-

rature [52, 53]. Ces modèles sont intéressants pour des expertises approfondies sur le gel des

matériaux.

Ces modèles fins de développement de pathologies ne seront pas retenus. Notre ap-

proche étudie le comportement global des bâtiments. Nous proposons de définir un indi-

cateur plus simple qui alerte sur des situations de risques qui indiqueront la nécessité éven-

tuelle d’utiliser ce types d’outils numériques.

La norme EN 12371 propose une approche intermédiaire en définissant la résistance au

gel des matériaux. La variation de masse du matériau (et du module d’élasticité) perdue par

dégradation est quantifiée pour un nombre spécifique de cycle de gel et dégel. Par exemple,

les travaux expérimentaux de SMITS indiquent que les briques étudiées perdent 15% de leur

masse après 25 cycles de gel/dégel. La difficulté de cette approche est de quantifier la varia-

tion de masse pour un nombre de cycle de gel / dégel différent de celui donnés par les ré-

sultats expérimentaux. En d’autres termes, quelles sont les conclusions si la brique étudiée

dans les travaux de SMITS subit 20 cycles de gel / dégel ? MUTLUTÜRK a essayé de remédié
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à ce désavantage en proposant un modèle de dégradation en fonction du nombre de cycle

[54]. Ce modèle est extrapolé sur des échantillons de mesures. L’approche est intéressante

mais restreinte aux matériaux de type calcaire et marbre.

La littérature manque de bases de données étoffées sur la relations entre résistance mé-

canique et cycles de gel/dégel. Une approche simple et fiable est proposée dans nos travaux.

Pour estimer les dommages liés aux gel des matériaux, nous proposons de prendre comme

facteur clé les champs de température dans les matériaux. Le critère d’apparition des dom-

mages est atteint lorsque la température atteint le point de solidification de l’eau. Les carac-

téristiques de la structure poreuse du matériau ne sont pas considérées dans cette approche.

En résumé, l’indicateur de gel des matériaux proposé est :

Indicateur de pathologies 4.

Gel des matériaux


facteur clé: T

Paramètre d’entrée: −
critère: T < Tsol .

degré-temps: τg el =
∫ t

0 minT (0,T −Tsol .)d t

où Tsol . est la température de fusion de l’eau et T est le champ de température dans les

matériaux, variant donc en fonction des sollicitations et de la localisation dans les matériaux.

Les phénomènes d’origine chimique : la cristallisation des sels

En fonction de son origine, l’eau présente dans les matériaux constituant le bâtiment

peut contenir des sels dissous. Les sels les plus courants sont les chlorures de sodium, les

sulfates de magnesium, de sodium et de calcium [55, 56, 57]. Les sels peuvent avoir plusieurs

origines [58, 59, 60]. Ils peuvent être naturellement présent dans le sol sur lequel est construit

le bâtiment. Ils s’infiltrent alors dans les matériaux du bâtiment par remontées capillaires.

Nous les rencontrons aussi dans les matériaux utilisés pour la construction du bâtiment.

Ils peuvent aussi être apporté par le vent, la pluie, le traitement des chaussées en hiver, la

pollution atmosphérique ou la contamination biologique des matériaux.

Le processus de dégradation par les sels a lieu lorsque l’eau présente dans les pores du

matériau s’évapore [61]. Lorsqu’une telle situation arrive, la concentration en ion dissous

augmente jusqu’à saturation de la solution saline. Il y a alors précipitation de sels et forma-

tion de cristaux solides dans les pores du matériau. Les désordres apparaissent lorsque le

volume de ces cristaux solides est supérieur à celui disponible dans les pores. La figure 1.4

illustre ce processus. Les désordres causés par la cristallisation dépendent principalement

de trois paramètres. Premièrement, la précipitation des sels dissous est caractérisée par la

constante de solubilité des sels. Cette constante est fonction de la température [62]. Ensuite,

comme pour les désordres liés au gel, les caractéristiques du réseau poreux (configuration

et taille des pores) sont importantes, comme l’ont montré les travaux de RIJNIERS [63, 64] ou

ANGELI [65]. Le troisième paramètre est le type de sel dissous. En effet, la taille des cristaux

solide varie en fonction des ions présent dans l’eau [60, 57]. Plus les cristaux seront gros,

plus les désordres apparaîtront facilement. Ce paramètre est aussi lié à la taille des pores du

matériau.

19



CHAPITRE 1 : PERFORMANCE HYGROTHERMIQUE DES BÂTIMENTS

Nous distinguons deux types de cristallisation [61]. Lorsque la cristallisation a lieu en

surface, nous parlons d’efflorescences. Inversement, lorsqu’elle a lieu à l’intérieur du maté-

riau, nous définissons les subflorescences. Ces dernières sont à l’origine des dégradations ma-

jeures. En effet, l’éclatement des pores par les cristaux solides peut provoquer une destruc-

tion de tout ou partie du matériau. En revanche, les efflorescences apparaissant en surface,

elles causent des dégâts d’ordre esthétique (qui ne sont pas mineurs dans le cadre de pro-

blématique de conservation du patrimoine historique). Des études sur l’impact de la cris-

tallisation sur les propriétés mécaniques et structurelles sont référencées dans la littérature.

Les travaux de YAVUZ [62] peuvent être consultés pour exemple. La présence de sels dissous

ou précipités va aussi avoir un impact sur les autres propriétés thermophysiques des ma-

tériaux, notamment celles qui concernent la diffusion de l’eau. Les travaux de MONLOUIS-

BONNAIRE [66], de BONNET [67] ont portés sur l’influence de la concentration de sels sur

l’adsorption/desorption d’eau par les matériaux poreux. Ils proposent des courbes expéri-

mentales variant en fonction de la concentration en sel. Des études portant sur l’impact de

la cristallisation sur la conductivité liquide des matériaux ont été menés dans [68].

FIGURE 1.4 – Processus de cristallisation des sels (basé sur [61]).

Les modèles numériques pour simuler l’apparition de dommages dus à la cristallisation

considèrent l’échelle microscopique des matériaux. Ils considèrent un réseau de pores et

sont basés sur la modélisation de la pression de cristallisation exercée par les cristaux sur la

paroi des pores. Cette théorie a été proposée pour la première fois par THOMSON en 1860 et

s’exprime :

Pcr i st = RT

V
ln

(
χ

χsat

)
(1.7)

où v est le volume molaire du cristal, χ la concentration en sel de la solution entourant le

cristal et χsat la concentration de saturation. Cette approche a été développée pour prendre

en compte d’autres facteurs influençant l’apparition de dégâts (taille des pores,etc.) et de

nombreux travaux sont référencés dans la littérature. Des états de l’art sur la théorie de la

pression de cristallisation ont été récemment proposés par SCHERER [59, 69] et STEIGER [70].

Leurs travaux présentent aussi des cas d’application de cette théorie pour des remontées

capillaires et cycles d’imbibition/séchage.

Ces modèles microscopiques ont été associés à des modèles à l’échelle macroscopique.

Ces modèles considèrent les transferts de chaleur, d’eau et de sel. Ils sont couplés à des
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modèles microscopique de cristallisation. Un état de l’art de ces modèles a été proposé

par DERLUYN [71]. Seuls six modèles considérant les phénomènes de cristallisation ont été

recensés et développés respectivement par KONIORCZYK [68], NGUYEN [72], NICOLAI [73],

ESPINOSA [74], POUPELEER [75] et celui récemment proposé par DERLUYN [71]. Ce dernier

est le seul à modéliser les déformations élastiques et les fissures dues à la cristallisation.

Il existe des indicateurs de dégradation basés sur une échelle macroscopique. La norme

EN NF 12370 définit la résistance des matériaux à la cristallisation des sels. Elle est basée sur

des données expérimentales. Le principe est de faire subir à un matériau des cycles d’im-

bibition en solution salines et de séchage. La quantité de masse perdue par le matériau au

bout d’un nombre de cycle définit ainsi la résistance du matériau à la cristallisation. La cri-

tique de cette norme formulée par ANGELI est que les cycles d’imbibition et de séchage sont

éloignés de ceux subis par les matériaux du bâtiment ou des monuments. Dans son étude

[65], il propose de modifier les scénarios de cycles de séchage et d’imbibition pour être plus

proche de la réalité. Il propose un nouvel indicateur de dégradation.

Les modèles microscopiques sur la pression de cristallisation sont intéressants et validés

sur de nombreuses études. Cependant notre approche se situe à l’échelle bâtiment et l’asso-

ciation des deux approches apparait difficile d’un point de vue de la complexité numérique.

L’approche proposée par ANGELI est restreinte pour nos travaux car les données disponibles

dans la littérature ne concernent que les matériaux testés par celui-ci (à savoir des calcaires).

En conséquence, à ce jour, nous ne sommes pas en mesure de proposer des indicateurs de

pathologies liés à la cristallisation des sels en cohérence avec nos objectifs.

1.2.4 Pathologies se développant en milieu humide

Les dégradations biologiques

Des niveaux excessifs d’eau dans les matériaux peuvent conduire à des dégradations bio-

logiques [22]. Différents organismes sont impliqués dans ces processus : bactéries, moisis-

sures, algues, lichens, insectes, etc. Les facteurs abiotiques principaux intervenant dans leurs

proliférations sont l’apport en eau, la température, la qualité du substrat (pH, sels nutritifs,

perméabilité à l’eau), la luminosité et le temps d’exposition. Ces phénomènes peuvent être

toxiques pour les occupants du bâtiment en causant des allergies, maladies ou infections

[76], [77]. Ces désordres peuvent être amplifiés par d’autres pathologies liées à l’humidité

tels que la cristallisation des sels (apports nutritifs). Ils peuvent aussi aider au développe-

ment d’autres pathologies en générant des acides organiques. Ces acides peuvent dégrader

les matériaux ou être corrosifs pour les métaux.

Un état des lieux récent et complet a été dressé par VEREECKEN sur les modèles existants

de prédiction des dégradations biologiques [78]. Deux types de modèles sont distingués. Les

modèles statiques indiquent si le processus de dégradation a été initié. Les modèles dyna-

miques sont fonction des champs hygrothermiques et simulent la croissance ou décrois-

sance du processus biologique. Le tableau 1.1 donne une synthèse des différents modèles

recensés. Il y a deux modèles statiques basés sur la température et/ou l’humidité relative

comme données d’entrée. Un exemple d’application de ces modèles est donné dans [79].
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Trois modèles dynamiques existent. Deux sont basés sur la température et l’humidité relative

comme données d’entrée. Le troisième s’appuie sur la balance hygroscopique des spores.

VEREECKEN conclue que le modèle VTT est le plus approprié pour simuler le développe-

ment de moisissures en régime dynamique [78]. Son index de moisissures M semble adapté

pour la prévision de cette pathologie. Le modèle VTT sera donc retenu pour proposer un

indicateur de pathologies. Il s’agit d’un modèle empirique. Il a d’abord été construit pour le

bois et récemment étendu pour les autres matériaux. Il est fonction de la température, l’hu-

midité relative. Les matériaux sont classés par catégories de sensibilité au développement

fongique. Cette classification permet d’utiliser le modèle pour un grand nombre de maté-

riaux. Il modélise la croissance et la décroissance de la moisissure. Pour cette pathologie,

nous proposons d’utiliser l’index M comme facteur clé. L’index varie sur une échelle de 0

(aucun développement) à 6 (moisissures très développées et couvrant la totalité du maté-

riau). Nous retenons la limite M ≥ 1 comme critère d’apparition de pathologie. Cette valeur

correspond à un état où le développement biologique est amorcé. L’indicateur proposé est

donc :

Indicateur de pathologies 5.

Dégradations biologiques


facteur clé: M

Paramètre d’entrée: T , ϕ, Sens , Sur f

critère: M ≥ 1

degré-temps: τmoul d = ∫ t
0 maxt (0, M −1)d t

où M est l’index de moisissures,ϕ l’humidité relative, T la température, Sens la sensibilité du

matériau au développement de moisissures et Sur f l’état des surfaces.

Corrosion des métaux

La corrosion est le phénomène par lequel les métaux ont tendance à retourner à leur

état originel d’oxydes [23]. Dans le domaine du bâtiment, les dommages dus à la corrosion

peuvent être d’ordre esthétique tels que les salissures de façade. Les désordres peuvent aussi

causer la destruction de parties d’ouvrages survenant généralement par éclatement des ma-

tériaux enrobant les métaux corrodés. La corrosion se produit lorsque la température de sur-

face atteint le point de rosée. La vapeur contenue dans l’atmosphère se condense en fines

gouttelettes enrobant le métal d’une mince pellicule liquide qui dissous les gaz oxydants

présents dans l’atmosphère (O2, CO2, SO2, etc.). Le Fer par exemple réagit avec le dioxygène

et l’eau pour former des oxydes de fer, connus sous le nom de rouille. Les facteurs influents

sont : la nature du métal, l’état de sa surface, la composition de l’atmosphère, la tempéra-

ture et l’hygrométrie ambiantes, les caractéristiques des vents et des pluies et l’exposition de

l’élément métallique concerné.

Le phénomène de corrosion abordé dans nos travaux concerne les pathologies liées à

l’humidité. Les phénomènes de corrosion des métaux (présents dans le béton) par carbo-

nation ou par les chlorures ne seront pas mentionnés. Ils dépendent majoritairement de la

concentration en ions chlorures ou en dioxyde de carbone dans les matériaux [80] et pas

directement de la teneur en eau.
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TABLE 1.1 – Synthèse des modèles de développement biologique recensés par [78]

Nom du modèle

A
IE

A
n

n
ex

e
14

et
41

T
im

e
of

w
et

n
es

s

M
o

d
èl

e
V

T
T

M
o

d
èl

e
Is

o
p

le
th

e

M
o

d
èl

e
B

io

Influence de la
température

oui non oui oui oui

Influence de
l’humidité

relative

indirectement oui oui oui oui

Prise en compte
des propriétés des

matériaux

non non oui oui oui

Modélisation
dynamique (D)
ou statique (S)

S S D D (modéré) D

Données
d’entrées

Ti nt , Text , Ts,i nt ϕa Ta , ϕa Ta , ϕa Ta , ϕa

Critère de
pathologie

minTs,i nt −Text

Ti nt −Text
> 0.7

∫ t

0

max(0,ϕi n −0.8)

ϕi n −0.8
d t Index de

moisissure M
graphiques
isoplèthes

Teneur en eau
des spores

Une approche intéressante d’apparition de désordres a été proposée par ZELINKA. Dans

son étude [81], la corrosion des métaux présents dans les armatures des poutres en bois est

analysée. Un modèle bi-dimensionnel de transferts hygrothermiques dans le bois a été déve-

loppé pour calculer les champs hygrothermiques à l’interface bois / métal. En complément,

des expérimentations ont été réalisées sur la corrosion des armatures. Elles ont permis de

définir un modèle empirique donnant le taux de corrosion du métal Γcor r (en µm/an) en

fonction de la teneur en eau (cf. figure 1.5) et exprimé :

Γcor r = A

1+exp(B(C −w))
(1.8)

où A est le taux maximum de corrosion et B, C des coefficients empiriques. Ce modèle empi-

rique a été couplé à celui des transferts hygrothermiques pour simuler la vie de la structure

sur un an. Le taux de corrosion total de la structure a été étudié. Une analyse de sensibilité a

aussi été réalisée sur le modèle empirique de corrosion. Elle a conclu que le seuil de teneur

en eau déclenchant la corrosion était le paramètre prépondérant.

Cette approche est très intéressante. Toutefois, à notre connaissance, la littérature ne dis-

pose de données empiriques sur le taux de corrosion en fonction de la teneur en eau que

pour le zinc disponibles dans [81, 82]. Un indicateur de pathologies pourrait être développé

si ces données expérimentales étaient étoffées en fonction des types de métaux et de maté-

riaux.

Une approche simple d’indication d’apparition de la corrosion atmosphérique est de sti-

puler que lorsque la température de surface d’un métal est égale à la température de rosée
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FIGURE 1.5 – Modèle empirique du taux de corrosion de la structure métallique en fonction de la
teneur en eau, issu de [81].

de l’air Tr os , il y a une forte probabilité que le métal se corrode [81]. L’indicateur proposé est

basé sur le temps cumulé où cette condition en température sont atteintes :

Indicateur de pathologies 6.

Corrosion des métaux


facteur clé: Ts,met

Paramètre d’entrée: Pv

critère: Ts,met ≤ Tr os

degré-temps: τcor r =
∫ t

0 mint (0,Ts,met −Tr os)d t

où Ts,met est la température à la surface du métal, Pv la pression de vapeur et Tr os la tempé-

rature de rosée.

1.2.5 Dégradation des ambiances

L’humidité de l’air est un élément important pour la qualité des ambiances intérieures

des bâtiments. Elle peut avoir une action directe sur l’homme en impactant son confort hy-

grothermique. D’autre part, elle peut agir de façon indirecte sur la qualité de l’air intérieur

en favorisant le développement d’agents nocifs.

Conséquences directes de l’humidité : le confort hygrothermique des occupants

Le premier des enjeux du confort thermique est d’assurer le bien-être de l’occupant dans

son cadre bâti. La société américaine ASHRAE définit le confort thermique comme l’en-

semble des conditions requises pour que les occupants d’un bâtiment soient satisfaits de

l’ambiance thermique [83], [84].

A notre connaissance, il existe deux approches pour la définition du confort thermique

[85] à l’échelle bâtiment. L’approche statique (ou d’équilibre thermique de l’homme) et l’ap-

proche adaptative.

L’approche statique est basée sur le modèle expérimental de FANGER[86, 87]. La norme

NF ISO 7730 se base sur cette approche. Les indicateurs P MV (Predicted Mean Vote) et PPD

(Predicted Percentage Dissatisfied) permettent de qualifier les ambiances thermiques res-

senties par les occupants. L’indicateur P MV est calculé à partir de l’équation suivante :

P MV = (
0.303L exp(−0.036 ·Met )+0.028

) ·Qi (1.9)
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TABLE 1.2 – Domaine de validité du P MV selon la norme ISO 7730.

Variables d’entrée Domaine de validité

Température de l’air (°C) 10 < Ta < 30

Température radiative (°C) 10 < Tr < 40

vitesse de l’air (m/s) va < 30

Pression de vapeur (Pa) Pv < 2700

Indice de vêture (Clo) Icl < 2

Métabolisme du corps humain (Met) Met < 4

où Met caractérise le métabolisme des occupants et Qi les charges thermiques inci-

dentes sur le corps, dépendant de la température, de l’humidité relative, de la vitesse de l’air

à l’intérieur du local et de l’index de vêture des occupants.

BRAGER and DE DEAR [88], [89] ont définis l’approche adaptative. Elle s’appuie sur le fait

que l’être humain n’est pas passif face à son environnement. Il intervient activement pour

créer ses conditions de confort. La norme NF EN 15251 a basé des limites de températures

opératives sur cette approche.

Nous constatons que pour l’approche adaptative, l’humidité relative n’est pas un para-

mètre intrinsèque du modèle. En revanche, le modèle empirique de FANGER intègre l’humi-

dité comme paramètre de calcul des index P MV et PPD . Cette approche a donc été choisie

pour définir l’indicateur de pathologies. Le facteur clé sera donc l’index P MV . Le tableau 1.2

donnent les variables d’entrée dont dépend le P MV et leurs domaines d’utilisation [90], ISO

7730.

Dans la plupart des bâtiments, ces limites du domaine sont généralement respectées. Le

critère d’inconfort hygrothermique des occupants est atteint lorsque P MV ∉ [-1;1]. L’indi-

cateur pour cette pathologie est donc :

Indicateur de pathologies 7.

confort hygrothermique


facteur clé: P MV

Paramètre d’entrée: Ta , Tr , va , Pv , Icl , Met

critère: P MV ∉ [-1;1]

degré-temps: τcon f =
∫ t

0 max(0, |P MV |−1)d t

où Tr est la température radiative, Ta la température de l’air, va la vitesse de l’air, Pv la pres-

sion de vapeur, Icl l’indice de vêture et Met le métabolisme du corps humain, dont les do-

maines de variation sont définis dans le tableau 1.2.

Actions indirectes de l’humidité : la qualité de l’air des ambiances intérieures

BAUGHMAN et ARENS [91] et plus récemment WOLKOFF et KJAERGAARD [92] dressent un

état de l’art des polluants intérieurs dégradant la qualité de l’air intérieur (QAI) et impactant

la santé de l’homme à cause de l’humidité intérieure. Cinq types de polluants sont identifiés :

bactérie, virus, composé organique volatile (COV), poussière d’acarien et champignons. Ces

derniers ont été présentés à la section 1.2.4 et ne seront pas commentés à nouveau. Il est
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FIGURE 1.6 – Domaine de variation de l’humidité relative optimal pour maintenir une qualité de l’air
intérieure satisfaisante [97]

toutefois important de noter que les développements biologiques dégradent les matériaux

et peuvent aussi impacter la qualité de l’air intérieure. L’humidité interagit de manières dif-

férentes avec ces polluants. Des teneurs trop hautes ou trop basses dans l’air en peuvent

favoriser la prolifération d’acariens. Elles vont aussi impacter la survie des virus. Un état de

l’art sur la relation entre l’humidité et les virus peut être consulté dans [93]. L’humidité peut

aussi interagir avec les gaz présents dans l’air, tels que l’ozone, en modifiant leurs concentra-

tions. Ce phénomène est d’avantage détaillé dans [94]. Quelque soit le polluant à l’origine de

la dégradation de la qualité de l’air, il a été démontré que l’humidité relative avait un impact

sur la santé des occupants du bâtiment [95]. L’impact de l’humidité relative sur la qualité de

l’air intérieur et la santé des occupants demeure un sujet de recherche très actif. A ce jour,

l’interaction entre l’humidité et les différents polluants est complexe à modéliser. La défini-

tion d’une plage optimale d’humidité relative intérieure pour satisfaire la qualité de l’air est

problématique. Des auteurs tels que WOLKOFF parlent du paradigme de la qualité de l’air

intérieur et propose que l’air ne soit ni « sec ni humide ». ARUNDEL a toutefois proposé une

plage de variation de l’humidité relative limitant la dégradation de la qualité de l’air par in-

teraction avec les différents polluants [96]. Cette plage est synthétisé sur la figure 1.6. Nous

constatons que des valeurs extrêmes d’humidité relative dégradent la qualité de l’air.

L’indicateur de pathologies proposé est pragmatique et prendra comme facteur clé l’hu-

midité relative intérieure de chacune des zones du bâtiment. Les problèmes de qualité de

l’air apparaissent lorsque nous sommes en dehors de la plage de 40% / 60%. L’indicateur

pour la dégradation de la qualité de l’air sera donc :

Indicateur de pathologies 8.

Dégradation de la QAI


facteur clé: ϕ

Paramètre d’entrée: Ta , Pv

critère: ϕ ∉ [0.4;0.6]

degré-temps: τQ AI =
{ ∫ t

0 maxt (0,ϕ−0.6)d t when ϕ ∈ [0.6;1]∫ t
0 mint (0,ϕ−0.4)d t when ϕ ∈ [0;0.4]

où Ta la température de l’air, Pv la pression de vapeur, ϕ l’humidité relative intérieure.
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1.2.6 Synthèse

Une liste quasi-exhaustive des pathologies liées à l’humidité a été réalisée. Associés à

cette liste, nous avons proposé des indicateurs pour prédire le développement de ces patho-

logies à l’échelle globale du bâtiment. Le tableau 1.3 nous donne une synthèse de l’ensemble

des indicateurs proposés dans nos travaux. Comme précisé à la section 1.2.1, l’indicateur est

basé sur la notion de facteur gouvernant satisfaisant ou non un critère d’apparition de pa-

thologies. Ces deux paramètres dépendent de variables d’entrées et l’ensemble constitue un

indicateur de pathologie.

Cette proposition d’indicateurs est basée sur une approche déductive des pathologies. La

première étape de cette approche consiste à analyser les champs hygrothermiques calculés

par les modèles numériques pour mettre en évidence des situations a risques. La deuxième

étape vise à utiliser des modèles numériques plus fins pour approfondir les analyses des si-

tuations à risques identifiées. Cet éventail d’indicateurs fait partie intégrante de la première

étape de la démarche. Ils constituent un premier filtre grossier. Ils ne prétendent pas réaliser

une analyse fine des phénomènes physiques impliquant le développement des pathologies.

Ils proposent une approche méthodologique pour prédire des situations risquées. Si de telles

situations sont mises en évidence, des études approfondies devront être menées. Elles pour-

ront être réalisées avec les outils recensés pour chacune des pathologies.

Les situations à risques sont basées sur l’atteinte d’un critère. Ces critères, comme le

montre le tableau 1.3, sont basés sur une condition stricte. Si le critère est atteint ou dépassé,

l’indicateur affiche un risque. Cette approche adopte une logique booléenne. Il serait pos-

sible d’adopter d’autres méthodes avec l’introduction de critères progressifs. Le critère ne

serait plus défini par une condition fixe mais par une zone de risques. Nous parlons alors de

logique floue. Pour illustrer ces propos, prenons le cas des pathologies mécaniques. La figure

1.3 a été reprise sur la figure 1.7. Cette première approche propose de définir le critère d’ap-

parition de pathologie mécanique lorsque Rmec < Rcr i t (voir équation (1)). Une deuxième

approche, suggèrerait une zone de risque correspondant à l’intervalle Rcr i t · [0.9;1]. Sur cet

intervalle, le risque est extrapolé linéairement (par exemple) entre les valeurs 0 et 1. L’intérêt

d’une telle approche serait d’améliorer la prévision des situations à risques d’apparition de

pathologies.

D’après le tableau 1.3, nous observons aussi que les facteurs clés dépendent principa-

lement de lois de comportement du matériau variant en fonction de la teneur en eau. La

littérature recense des approches définissant un critère globale de teneur en eau critique

[98]. Cependant, elles présentent l’inconvénient de perdre l’information sur l’origine de la

pathologie, importante si des expertises approfondies sont nécessaires.

Nous pouvons distinguer deux catégories de variables d’entrées. La première concerne

les propriétés thermo-physiques des matériaux telles que propriétés de transferts hygrother-

miques, résistance mécanique, sensibilité des matériaux à la moisissures, etc. Ces propriétés

concernent divers domaines physiques (mécanique, biologique, santé humaine, etc.). Cette

catégorie nécessite des bases de données complètes, précises et transversales à de nombreux

de domaines. La capitalisation de ce genre de données peut être laborieuse. Une alternative

intéressante consisterait à travailler sur des catégories de sensibilité des matériaux aux dif-
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FIGURE 1.7 – Définition d’une zone de risque de pathologies.

férentes pathologies. Pour illustrer ce point, prenons l’exemple de la pathologie liée au gel.

Des valeurs de résistance au gel pourraient être définies pour des groupes de matériaux. Ces

dégradations dépendent fortement de la taille et du réseau des pores (cf. section 1.2.3). Ces

groupes pourraient donc être différenciés en fonction des types de porosité : matériaux à

pores fermés ou ouverts, fins ou gros. Cependant, ce genre de classification des matériaux

hygrothermiques par rapport à leur sensibilité aux pathologies ne sera pas abordé dans nos

travaux.

Les indicateurs recensés dans le tableau 1.3 dépendent aussi des champs hygrother-

miques du bâtiment. Ces champs sont représentés par la pression de vapeur, la tempéra-

ture et la teneur en eau dans les matériaux. Nous notons qu’ils évoluent au cours du temps,

en fonction des sollicitations hygrothermiques du bâtiment (extérieures et intérieures). Ils

sont aussi fonction de leur localisation. Ils doivent être connus à l’échelle globale du bâ-

timent : dans les matériaux poreux de l’enveloppe et dans les zones d’air intérieures du

bâtiment. Dans l’enveloppe, les champs doivent être évalués de manière précise pour no-

tamment prendre en compte les points sensibles (ponts thermiques, angles de murs, etc.),

l’hétérogénéité des matériaux et l’aspect tri-dimensionnel des conditions aux limites (no-

tamment des sources hydriques). De ce fait, nous proposons de réaliser un état de l’art des

outils existant dans la littérature et de leurs équations associées.
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1.3 Transferts hygrothermiques dans les matériaux poreux

Dans un premier temps, nous présentons les équations de transferts hygrothermiques
dans les matériaux poreux constituant les enveloppes des bâtiments. Nous aborderons donc
la définition d’un milieu poreux et les équations associées de diffusion de chaleur et de
masse d’eau sous forme liquide et vapeur.

1.3.1 Milieux poreux

Nous proposons de détailler d’avantage la définition des milieux poreux donnée à la sec-
tion 1.1. Celui-ci est défini comme un ensemble macroscopique hétérogène qui associe une
matrice solide et un réseau de pores. La porosité d’un matériau correspond au rapport du
volume des vides sur le volume total du matériau. Nous distinguons deux types de porosité :
la porosité fermée, pour laquelle les pores ne communiquent pas entre eux, la porosité ou-
verte, pour laquelle les pores sont inter-connectés entre eux. Les pores sont de diamètres
différents, généralement caractérisés par un histogramme de distribution des diamètres de
pores. La tortuosité des matériaux reflète la mesure de l’écart à la rectitude des chemins
traversants le matériau. Elle constitue aussi une évaluation de la quantité de pores n’inter-
venant pas dans les phénomènes de transport.

A l’échelle microscopique, les matériaux poreux sont hétérogène et anisotrope. Cepen-
dant, les équations de transferts sont décrites à l’échelle macroscopique. Dans ces condi-
tions nous considérons que les matériaux poreux comme homogène et isotrope. Les pro-
priétés macroscopiques du matériau (notamment de diffusion et de stockage) traduisent de
manière globale le comportement du matériau à l’échelle microscopique.

Il existe plusieurs propriétés thermo-physiques caractérisant les matériaux poreux. Une
propriété est qualifiée de sèche lorsqu’elle se rapporte au matériau sans aucune eau conte-
nue dans les pores. Nous avons par exemple la masse volumique sèche ρ0, la masse sèche
m0, la conductivité thermique sèche λ0 ou encore de capacité calorifique sèche c0.

L’espace poral est rempli d’une phase liquide, composée d’eau, considérée dans nos tra-
vaux comme pure (sans sels dissous), et d’une phase gazeuse, composée d’un mélange d’air
sec et de vapeur d’eau. Nous définissons ainsi la teneur en eau d’un matériau comme la
quantité d’eau, sous forme liquide ou vapeur, contenue dans les pores. Elle peut s’exprimer
de diverses manières. La teneur en eau massique ou spécifique u est définie comme le rap-
port de la masse d’eau liquide et gazeuse mv+l contenue dans le matériau sur la masse sèche
du matériau m0 :

u = mv+l

m0
(1.10)

L’unité est un rapport de kg d’eau sur des kg de matériau, exprimé généralement en % mas-
sique.

De manière analogue, la teneur en eau volumique est définie comme le rapport du vo-
lume d’eau contenue sur le volume apparent du matériau, correspondant au volume dispo-
nible dans les pores. Elle s’écrit selon l’équation :

ψ= ρ0

ρl
u (1.11)

où ρl est la masse volumique de l’eau. L’unité est un rapport de volumes, exprimée généra-
lement en % volumique.
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FIGURE 1.8 – Exemple et classification donnée par [99] sur les courbes d’adsorption d’eau dans les
matériaux poreux

Enfin, une autre possibilité pour exprimé la quantité d’eau contenue dans un matériau
poreux est la teneur en eau w . Elle se définit comme la masse d’eau liquide et gazeuse mv+l

contenue dans le volume apparent du matériau :

w = ρ0u (1.12)

Son unité est le kg /m3. Cette grandeur sera essentiellement utilisé dans nos travaux.
La courbe de sorption traduit la capacité du matériau à stocker l’eau (sous forme liquide

et/ou vapeur) dans ses pores en fonction des conditions ambiantes. Cette capacité est gé-
néralement donnée par une courbe w = F (ϕ). La figure 1.8 illustre les classifications de
courbes de sorption proposées par [99]. Sur les courbes de sorptions, nous distinguons gé-
néralement trois zones distinctes. La partie hygroscopique du matériau, où l’eau est présente
sous forme vapeur principalement. La partie capillaire où les transferts s’opèrent essentielle-
ment en phase liquide par les forces capillaires. Et enfin le régime super saturé où le matériau
est totalement saturé en eau liquide.

Le matériau pouvant contenir de l’eau sous deux états, nous définissons ainsi la perméa-
bilité à la vapeur et la perméabilité à l’eau liquide. La perméabilité d’un matériau à la vapeur
d’eau δv traduit sa capacité à laisser traverser la vapeur d’eau sous l’effet d’un gradient de
pression de vapeur Pv . Respectivement, la perméabilité à l’eau liquide Kl reflète le trans-
port d’eau en phase liquide dans le matériau. Ce transport intervient de façon importante
lorsque les teneurs en eau sont élevées et il est exprimée en fonction du gradient de pression
capillaire Pc .

1.3.2 Transfert de masse d’eau

Les transferts d’eau dans les milieux poreux sont basés sur l’équation de conservation de
la masse d’eau mw , contenue dans les interstices du matériau. Pour un volume de contrôle
dV , englobé par des surfaces de contrôle d A, nous avons :

∂

∂t

Ñ
V

wdV +
Ï

A
w(v ·n)d A = 0 (1.13)
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Le terme (v ·n)d A est le produit de la vitesse des molécules d’eau par les surfaces de
contrôle. Il représente donc le débit volumique de vapeur d’eau. Multiplié par la masse vo-
lumique d’eau w , le terme w(v ·n)d A correspond ainsi au débit massique d’eau, sous forme
liquide et vapeur, à travers les surfaces de contrôles. Nous posons gv+l = w(v ·n) le débit
volumique d’eau par unité de surface.

Le terme ∂
∂t

Ð
V wdV représente la variation temporelle de la quantité d’eau contenue

dans les pores. L’équation (1.13) traduit que le taux de variation de la masse d’eau des vo-
lumes de contrôles, additionnée aux flux massiques d’eau à travers les surfaces de contrôles
doivent être nuls. En d’autres termes, la somme des flux entrant et sortant d’un volume de
contrôle doit être égal à l’accumulation ou diminution de la masse dans ce même volume.

En appliquant le théorème de la divergence, sachant que gl+v est continue et dérivable,
pour un volume de contrôle entouré dV des surfaces de contrôles d A, on obtient :Ï

A
gv+l d A =

Ñ
V

div gv+l dV (1.14)

De plus, si nous considérons que la forme et la taille du volume de contrôle sont fixes
dans le temps, nous avons :

∂

∂t

Ñ
V

wdV =
Ñ

V

∂w

∂t
dV (1.15)

Ainsi l’équation de conservation de la masse s’écrit finalement :Ñ
V

(
∂w

∂t
+div gv+l

)
dV = 0 (1.16)

Pour un volume de contrôle la somme de la variation de la masse volumique d’eau ∂w
∂t et

de la divergence des flux net d’eau w∇v est donc égale à zéro.
L’eau est présente sous forme vapeur et liquide. Les flux à travers le volume de contrôle

sont donc liés au deux formes. Nous appelons donc gv le flux de masse d’eau sous forme
vapeur et gl le flux de masse d’eau sous forme liquide. En considérant l’hypothèse que les
transferts se font sous pression du mélange gazeux {air sec + vapeur d’eau} constante, le flux
de vapeur d’eau dépend de la pression de vapeur d’eau Pv et s’exprime d’après la loi de FICK :

gv =−δv (w)gradPv (1.17)

où δv (w) est la perméabilité à la vapeur d’eau du matériau, caractéristique dépendant de la
teneur en eau du matériau.

Le flux d’eau liquide est régi par la loi de DARCY et fonction de la pression capillaire Pc :

gl =−Kl (w)gradPc (1.18)

où Kl (w) est la perméabilité à l’eau liquide du matériau, dépendant elle aussi de la teneur
en eau du matériau.

Ainsi l’équation de conservation de la masse d’eau donne :Ñ
V

(
∂w

∂t
−div

(
δv gradPv +Kl gradPc

))
dV = 0 (1.19)
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1.3.3 Transferts d’énergie

Le premier principe de la thermodynamique s’énonce ainsi : pour un système fermé, la
variation de son énergie E (en J) est égale à la quantité d’énergie échangée avec le milieu
extérieur sous forme d’énergie thermique Qth (en J) et de travail W ( en J). Il se traduit par
l’équation :

∂E

∂t

∣∣∣∣
s y st .

= ∂Qth

∂t
+ ∂W

∂t
(1.20)

L’énergie du système est composée de son énergie cinétique, interne, potentielle, électro-
magnétique, de tension de surface,etc. Pour notre domaine de travail, nous considérons les
écarts de vitesses et de hauteur faibles. Nous considérons donc que seule l’énergie interne
volumique e du système varie. Pour un volume de contrôle dV , nous avons donc :

∂E

∂t

∣∣∣∣
s y st .

= ∂

∂t

Ñ
V

edV (1.21)

Pour un volume de contrôle dV , l’accumulation de chaleur ∂Q
∂t dépend des flux de cha-

leurs gh échangés à travers les surfaces de contrôle d A (de normale n) et la génération de
chaleur qi n (sous forme de réaction chimique, électrique...) interne au volume de contrôle :

∂Qth

∂t
=−

Ï
A

(qh ·n)d A+
Ñ

V
qi ndV (1.22)

Nous considérons pour les applications aux bâtiments qu’il n’y a pas de génération de
chaleur interne :

qi n = 0 (1.23)

Pour les transferts d’énergie dans les milieux poreux constituant l’enveloppe des bâti-
ments, nous considérons que l’évolution du système pour chaque volume de contrôle, se
fait à volume constant. L’équation (1.20) du premier principe de la thermodynamique, pour
notre domaine d’application, s’écrit donc :

∂

∂t

Ñ
V

edV =−
Ï

A
(qh ·n)d A (1.24)

De la même façon que pour les transferts de masse, nous considérons que la forme et la
taille du volume de contrôle sont fixes dans le temps :

∂

∂t

Ñ
V

edV =
Ñ

V

∂e

∂t
dV (1.25)

Et en appliquant le théorème de la divergence, nous avons :Ï
A

(qh ·n)d A =
Ñ

V
div qhdV (1.26)

Le premier principe de la thermodynamique (1.24) devient :Ñ
V

(
∂e

∂t
+div qh)dV = 0 (1.27)
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Il traduit donc la conservation de la chaleur pour chaque volume de contrôle. En faisant
l’hypothèse souvent admise que la phase gazeuse n’intervient pas dans le stockage de cha-
leur [100, 101, 102, 103], l’énergie interne du volume de contrôle est composée de l’énergie
interne de la matrice solide du matériau et l’énergie interne de la phase liquide contenue
dans les pores :

e = c0ρ0T + cl wT (1.28)

où les indices 0 et l représentent respectivement le matériau à l’état sec et l’eau. Nous consi-
dérons ici que la capacité calorifique du matériau n’est pas fonction de la température. La
dérivée de l’énergie interne par rapport au temps donne :

∂e

∂t
= c0ρ0

∂T

∂t
+ cl w

∂T

∂t
+ cl T

∂w

∂t
(1.29)

Les flux de chaleur échangés à travers les frontières du volume de contrôle et l’extérieur
sont régis par les gradients de température. Pour le transfert dans les milieux poreux nous
concernant, ils proviennent des flux de conduction gcond et de convection gconv de chaleur.
Les flux radiatifs à l’intérieur du milieu sont inclus dans les flux de conduction apparents.

qh = qcond +qconv (1.30)

Le flux de conduction qcond suit la loi de FOURIER :

qcond =−λ(w,T )gradT (1.31)

où λ(w,T ) est la conductivité thermique du matériau, dépendant de la teneur en eau w et
pour certains matériaux de la température T . Le flux de convection gconv est régi par le flux
convectif de chacune des phases de l’eau (liquide et vapeur) :

qconv = cl T gl + (cv T +Lv )gv (1.32)

Nous supposons qu’il n’y a pas de variation de la pression totale et les transferts d’air dans
les matériaux poreux ne sont donc pas pris en compte. Le terme convectif du transfert de
chaleur lié au mouvement de l’air n’est donc pas intégré dans l’expression du flux convectif.
D’autre part, dans la mesure où {cl ,cv } ¿ Lv

5, le flux convectif peut être écrit sous la forme :

qconv = Lv gv (1.33)

Par ailleurs, le flux de vapeur entrant dans le volume représentatif n’est pas forcément égal au
flux sortant, or la différence des deux flux massiques correspond à la quantité d’eau stockée
sous forme adsorbée. LE dégagement de la chaleur latente de sorption dans le volume de
contrôle correspond donc bien au changement d’eat de l’eau (équation (1.33)). En prenant
l’expression du flux de vapeur donné par l’équation (1.17), l’équation de conservation de la
chaleur (1.27) s’écrit finalement :Ñ

V

((
c0ρ0 + cl w

) ∂T

∂t
+ cl T

∂w

∂t
−div

(
λgradT +Lvδv gradPv

))
dV = 0 (1.34)

5. A T=20°C, nous avons cv = 1410 J/kg/K, cl = 4180 J/kg/K et Lv = 2.5 · 106 J/kg. Pour des flux de masse sous forme
vapeur et liquide égaux, nous avons donc cv

Lv
≈ 0.1% et cl

Lv
≈ 0.2 %.
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1.3.4 Transferts couplés

Les équations (1.19) et (1.34) permettent d’écrire le système d’équations décrivant les
transferts couplés d’énergie et de masse d’eau dans les matériaux poreux :Ñ

V

((
c0ρ0 + cl w

) ∂T

∂t
+ cl T

∂w

∂t
−div

(
λgradT +Lvδv gradPv

))
dV = 0 (1.35a)Ñ

V

(
∂w

∂t
−div

(
δv gradPv +Kl gradPc

))
dV = 0 (1.35b)

Pour obtenir le système (1.35), nous rappelons les hypothèses réalisées :

a. Le milieux poreux est constitué de trois phases : solide, liquide et gazeuse. Il est consi-
déré homogène et isotrope.

b. L’eau est considérée comme pure : les constantes physiques sont celles de l’eau pure.

c. La phase gazeuse est composée d’air sec et de vapeur d’eau. Les transferts sont réalisés
à pression totale d’air constante. Les transferts liés au gradient de pression totale sont
négligés.

d. A chaque instant, il y a équilibre thermodynamique entre les phases. Le mouvement
de chaque phase n’a pas d’influence sur l’autre, il n’y a pas d’advection d’une phase sur
l’autre.

e. Les fluides sont considérés incompressibles et l’évolution du système considéré se fait
alors à volume constant.

f. La variation de l’énergie interne du matériau est prépondérante devant les autres formes
d’énergie (cinétique, potentielle, électromagnétique,...).

g. Il n’y a pas de génération de chaleur (chimique, électrique,...) à l’intérieur des maté-
riaux.

h. La phase gazeuse n’intervient pas dans le stockage de chaleur.

i. Seule la partie liée au changement de phase de l’eau est considérée dans l’expression
du flux convectif de chaleur (voir équation (1.32)).

Le système (1.35) est composé de 2 équations. Il est écrit en fonction de 4 champs in-
connus : la température T , la pression de vapeur Pv , la pression capillaire Pc et la teneur en
eau w . Pour écrire un système fermé, nous devons prendre en compte les relations entre les
champs d’intérêt.

La pression de vapeur Pv , la pression capillaire Pc et la température sont reliés par la loi
de Kelvin :

Pv = Psat exp

(
Pc

ρl Rv T

)
(1.36)

où ρl et Rv sont des constantes. Psat est la pression de vapeur saturante variant en fonction
de la température.

La pression de saturation est exprimée en fonction de la température par l’équation de
CLAUSIUS-CLAPEYRON.

∂Psat

∂T
= Lv

Rv T 2
Psat (1.37)
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A partir de cette équation, plusieurs expressions peuvent être interpolées à partir de don-
nées expérimentales [104]. Pour nos travaux, nous prenons l’expression suivante :

Psat = exp

(
65.8094− 7066.27

T
−5.976lnT

)
(1.38)

La teneur en eau w est reliée à la pression de vapeur Pv et la température T par la courbe
de sorption et désorption des matériaux. Ces courbes sont généralement obtenues expéri-
mentalement. Plusieurs modèles d’écriture des courbes de sorption peuvent être recensés
dans la littérature : modèle Van Genuchten [105], modèle de GAB (Guggenheim Anderson
De Boer) ou GDW (Generalised D’Arcy and Watt) [106], etc. D’autres exemples peuvent être
consultés en annexe C pour les matériaux considérés dans nos travaux. Ces courbes sont
propres à chaque matériau. Chaque problème de transferts hygrothermiques posé sera donc
propre à un matériau ou une composition de paroi.

Ces trois relations permettent d’écrire un système d’équation couplées pour les transferts
hygrothermiques dans les matériaux. Plusieurs potentiels moteurs des équations de trans-
ferts de masse peuvent être choisis parmi notamment la pression capillaire Pc , la pression
de vapeur Pv , la teneur en eau w , l’humidité relativeϕ 6. Pour nos travaux, nous avons choisi
de travailler avec la pression de vapeur Pv comme potentiel moteur des transferts de masse
d’eau. Ce choix est motivé par la continuité aux interfaces de la grandeur physique dans les
parois multi-couches, très représentées dans les structures architecturales des bâtiments à
réhabiliter. De plus, nos travaux concernent la prévention de pathologies liées à l’humidité.
Pour cela, il est important que les champs hygrothermiques restent dans le domaine hygro-
scopique des matériaux poreux. Ainsi, selon les travaux de [107], la pression de vapeur est le
potentiel le plus adapté pour rendre compte de ces phénomènes.

En considérant les champs de température T et de pression de vapeur Pv comme incon-
nues, le système d’équations couplées traduisant les transferts hygrothermiques dans les
matériaux poreux s’écrit donc :Ñ

V
c11

∂T

∂t
+ c12

∂Pv

∂t
−div

(
d11 gradT +d12 gradPv

)= 0 (1.39a)Ñ
V

c21
∂T

∂t
+ c22

∂Pv

∂t
−div

(
d21 gradT +d22 gradPv

)= 0 (1.39b)

Le détail du passage du système (1.35) à (1.39) ainsi que les expressions des coefficients
{ci j }{i , j }={1,2} et {di j }{i , j }={1,2} en fonction des propriétés des matériaux sont donnés en annexe
B.

Nous définissons les opérateurs :

∂x

d11 d12

d21 d22

∂x

•
◦

=
[

div
(
d11 grad•+d12 grad◦)

div
(
d21 grad•+d22 grad◦)

]

∂t

•
◦

=


∂•
∂t
∂◦
∂t


6. Des éléments complémentaires sur ce choix du potentiel peuvent être consultés à la section 1.5.2
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Pour la suite de nos travaux, pour des questions de lisibilité, pour un problème uni-
dimensionnel et un point du volume dV , les équations du système (1.39) seront formalisées
par : c11 c12

c21 c22

∂t

[
T

Pv

]
−∂x

d11 d12

d21 d22

∂x

[
T

Pv

]= 0 (1.40)

où T et Pv sont les inconnues de variables (x, t ) définies sur les domaines 7 Ωx ×Ωt . Si nous
considérons un cas de transferts multi-couches, le problème peut s’écrire de la même ma-
nière que le problème (1.40), dans la mesure où les potentiels T et Pv sont continus aux
interfaces. Dans nos travaux, le terme Θ représentera les champs hygrothermiques (notam-
ment sur les figures), soit la température et une grandeur représentant la teneur en eau du
matériau (Pression de vapeur Pv , Pression capillaire Pc , etc.).

1.3.5 Conditions initiales et conditions aux limites

Nous considérons donc les champs d’intérêt T et Pv dépendant des variables spatiale
x ∈Ωx et temporelle t ∈Ωt et vérifiant le système (1.40). Pour écrire un problème de trans-
ferts hygrothermiques à résoudre, il nous faut définir des conditions aux limites et initiales
associées au système.

Pour chaque problème posé, les conditions initiales sont données pour un temps t0 ∈Ωt

telles que :

T (x, t0) = T0 (1.41a)

Pv (x, t0) = Pv,0 (1.41b)

où T0 et Pv,0 sont des données du problème.
Nous distinguons les conditions aux limites sur le bord ∂Ωx du domaine Ωx de type

DIRICHLET :

T (x ∈ ∂Ωx , t0) = Ta (1.42a)

Pv (x ∈ ∂Ωx , t0) = Pv,a (1.42b)

et de type NEUMANN :Ï
A

d11
∂T

∂x

∣∣∣∣
x∈∂Ωx .

d A+ d12
∂Pv

∂x

∣∣∣∣
x∈∂Ωx .

d A =
Ï

A
q ·nd A (1.43a)Ï

A
d22

∂Pv

∂x

∣∣∣∣
x∈∂Ωx .

d A =
Ï

A
g ·nd A (1.43b)

où n est le vecteur normal sortant à la surface A. q et g sont les flux aux surfaces limites.
Ils correspondent aux flux convectifs de chaleur et de masse généralement définis tels que
[100] :

q =α (Ta −T (x ∈ ∂Ωx , t )) ·n + cl Ta gl + (cv Ta +Lv )gv (1.44a)

g = gv + gl =β
(
Pv,a −Pv (x ∈ ∂Ωx , t )

) ·n + gl (1.44b)

7. Définition reprise dans le glossaire en annexe A.
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où le flux d’eau liquide gl peut provenir de la pluie battante. Pour tous les cas d’étude abordés
dans ces travaux, ce flux sera considéré nul. Ta et respectivement Pv,a sont respectivement
la température et la pression de vapeur de l’air ambiant aux abords du matériaux.

α et respectivement β sont appelés coefficients d’échanges surfaciques de chaleur et res-
pectivement de masse. Ce sont des données du problème. Ils caractérisent la résistance de la
couche limite d’air proche du mur aux transferts de chaleur et d’eau. Nous distinguons deux
types de convection thermique : la convection naturelle qui se produit au sein d’un fluide
soumis à un gradient de température, et la convection forcée qui est imposée par une in-
tervention extérieure. En physique du bâtiment, les phénomènes convectifs rencontrés sont
généralement mixtes, i.e. ils associent les deux types de convection. Le coefficient α dépend
donc de la vitesse de l’air. Les coefficients α et β sont reliés par l’analogie de LEWIS [13] :

β= α

ρacaLe
2
3

(1.45)

Pour nos travaux, nous choisirons la masse volumique de l’air ρa = 1.166kg/m3, la capa-
cité calorifique de l’air sec ca = 1.007kJ/kg et le nombre de LEWIS Le = 1. Il est à noter que
les transferts par rayonnement ne sont pas modélisés dans nos travaux. Ils seront prix en
compte par la considération d’un coefficient apparent de convection surfacique de chaleur
α.

Dans la suite de nos travaux, les conditions aux limites (1.42), (1.44) et initiales (1.41)
seront respectivement formalisées :

[
T Pv

]T =
[

Ta Pv,a

]T
conditions aux bords du domaine spatial ∂Ωx (1.46a)

D∂x

[
T Pv

]T =
[

q g
]T

conditions aux bords du domaine spatial ∂Ωx (1.46b)[
T Pv

]T =
[

T0 Pv,0

]T
condition initiale au temps t0 (1.46c)

où q, g , T0, Pv,0 sont des données du problème.

1.3.6 Synthèse

Les problèmes de transferts hygrothermiques, considérés dans travaux, associent le sys-
tème d’équation (1.40), une condition initiale (1.41) et des conditions aux limites (1.42) ou
(1.43). Dans l’ensemble du manuscrit, un problème de transferts hygrothermiques dans les
matériaux, appelé problème enveloppe , sera ainsi écrit :
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1.4 Transferts hygrothermiques multizones

Problème 1. Trouver T (x, t ) :Ω=Ωx ×Ωt −→ IR et Pv (x, t ) :Ω=Ωx ×Ωt −→ IRc11 c12

c21 c22

∂t

[
T

Pv

]
= ∂x

d11 d12

d21 d22

∂x

[
T

Pv

] dansΩ (i)

[
T Pv

]T =
[

Ta Pv,a

]T
conditions aux bords du domaineΩx

(ii)

et/ou D∂x

[
T Pv

]T =
[

q g
]T

conditions aux bords du domaineΩx

(ii)[
T Pv

]T =
[

T0 Pv,0

]T
condition initiale au temps t0 (iii)

où les coefficients {ci j }, {di j }, fonctions réelles de (x, t ), sont connus. T0, Pv,0, q , g , Ta et

Pv,a sont des données du problème. Les matrices

c11 c12

c21 c22

 et

d11 d12

d21 d22

 son appelées

respectivement matrice de stockage et matrice de diffusion. Elles dépendent de T , Pv et du
matériau considéré. Ainsi chaque problème posé sera donc propre à chaque matériau ou
chaque composition de paroi étudiée. Le problème est donc non-linéaire. La résolution du
problème par le modèle enveloppe 8 aura pour objectif de déterminer les champs de tem-
pérature T et de pression de vapeur Pv sur l’ensemble du domaine spatial Ωx et temporel
Ωt . Le problème (1) sera discrétisé, en utilisant des approches de types éléments ou volumes
finis. Nous appelons alors Nx , respectivement Nt , le nombre d’éléments des domainesΩx et
Ωt . Ces nombres seront appelés dimensions 9 des domaines (par abus de langage). La borne
supérieure du domaine Ωt sera défini comme l’horizon de simulation 10 du problème. Il
s’agit du temps d’observation sur lequel les phénomènes sont étudiés.

1.4 Transferts hygrothermiques multizones

1.4.1 Description d’un bâtiment

Plusieurs approches de discrétisation spatiales peuvent être adoptées pour décrire le
comportement hygrothermique de l’air dans un bâtiment. Pour l’ensemble, chaque maille
est constituée d’un volume d’air humide, homogène en pression, température et humidité.
Nous pouvons distinguer 4 niveaux de discrétisation (figure 1.9) qui conditionneront la pré-
cision des résultats.

La modélisation la plus fine découpe un volume en un très grand nombre de mailles
(figure 1.9a). Elle permet de calculer de manière précise l’évolution des mouvements d’air,
de température et de particules dans le volume étudié. Les équations de Navier-Stokes sont
associées à cette modélisation. Ces approches sont complexes numériquement et ne sont
utilisées qu’à l’échelle d’un volume relativement petit tel qu’une pièce.

8. Définition reprise dans le glossaire en annexe A.
9. Définition reprise dans le glossaire en annexe A.

10. Définition reprise dans le glossaire en annexe A.
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(a) Approche CFD

T4 P4
T3 P3

T1 P1

T2 P2

(b) Approche zonale

T3 P3

T1 P1

T2 P2

(c) Approche multizone

T1 P1

(d) Approche monozone

FIGURE 1.9 – Niveaux de discrétisation possible d’un bâtiment.

Pour modéliser le comportement de plusieurs pièces d’un bâtiment, deux approches
peuvent être utilisées. La première est celle dite des modèles zonaux. Chaque pièce est alors
découpée en plusieurs sous-zones (figure 1.9b). Les écoulements aérauliques sont modéli-
sés de manière plus élémentaire que les équations de NAVIER-STOKES. Ces modélisations
sont particulièrement adaptées pour décrire le comportement de pièces soumises à de forts
gradients thermiques. La deuxième possibilité de discrétisation est l’approche multizone (fi-
gure 1.9c). Chaque zone est considérée comme une maille du bâtiment (soit un volume d’air
humide). Cette démarche est moins précise que les modèles zonaux, notamment lorsque les
volumes d’air sont soumis à de forts gradients thermiques. Cependant elle permet de modé-
liser le comportement hygrothermique de l’ensemble d’un bâtiment en considérant une ré-
partition non-uniforme des champs dans les différentes pièces. Les mouvements d’air entre
les zones sont pris en compte.

La modélisation monozone est une approche très simple qui assimile l’ensemble du bâ-
timent à un unique volume uniforme d’air (figure 1.9d). Ces approches sont généralement
utilisées pour estimer rapidement les consommations énergétiques des bâtiments. Elles ne
sont plus adaptées dès que des différences de température importantes existent entre les
zones.

La modélisation multizone représente un bon compromis parmi les possibilités. Son coût
numérique est moins élevé que les approches de modélisations très fines ou zonales. Et elle
permet de mieux appréhender le comportement hygrothermique d’un bâtiment que les mo-
dèles monozones. Nous choisirons donc cette approche pour la suite de nos travaux.

Nous proposons de décrire à présent les équations de transferts hygrothermiques pour
une modélisation multizone d’un bâtiment. Nous considérons donc qu’un bâtiment est di-
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visé en Nz zones d’air. Chaque zone appelée volume V d’air est supposée uniforme et com-
posée d’un mélange d’air humide (air sec et vapeur d’eau). Des transferts de vapeur d’eau,
de chaleur et d’air interviennent dans les bilans de chaque zone. Les derniers ne seront pas
considérés pour nos travaux.

1.4.2 Transferts de vapeur d’eau

Air humide et teneur en eau

La masse de vapeur contenue dans le volume d’air humide V est reliée à la masse totale
de l’air sec par l’équation suivante :

mv = wma = wρaV (1.48)

avec w le ratio entre la masse de vapeur d’eau et la masse de l’air sec pour le volume, ma la
masse de l’air sec, ρa la densité de l’air sec, V le volume d’air humide.

Le ratio w est relié à la pression de vapeur Pv et la pression totale Pa du volume par :

w = Mv

Ma

Pv

Pa −Pv
(1.49)

Dans la mesure où Pa À Pv , nous supposons :

w ' Mv

Ma

Pv

Pa
(1.50)

Ainsi avec (1.48) et (1.50), nous obtenons :

mv = Mv

Ma

ρaV

Pa
Pv (1.51)

Bilan massique du volume d’air

D’autre part, le bilan massique de chaque volume d’air humide est fonction de plusieurs
phénomènes [104] :

a. les sources ou puits de vapeur d’eau qui peuvent provenir des occupants et de leurs
activités, gsour ,

b. les transferts de masse avec les murs bordant la zone, gm ,

c. les transferts de masse d’eau par adsorption/désorption avec les autres solides pré-
sents dans la zone (mobilier, linges, etc.), gsol

d. les transferts de masse provoqués par les mouvements d’air sous l’effet de gradient
de pression (advection) dont nous distinguons les transferts entre la zone et les autres
zones par le biais d’ouvertures et les transferts liés aux systèmes CVC 11. L’ensemble de
ces transferts est regroupé sous le terme gai r

e. la diffusion de vapeur d’eau entre les volumes des zones, gv

11. chauffage, ventilation, climatisation
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Ainsi, l’équation de conservation de la masse de vapeur mv contenu dans le volume d’air
humide V s’écrit :

dmv

dt
= gsour + gm + gsol + gai r + gv (1.52)

Nous pouvons noter que les apports en eau liquide, sous forme de condensation, ne sont
pas considérés ici. La prise en compte de ces apports est détaillée dans [104]. Les transferts
d’adsorption ou de désorption avec les solides présents dans la zone ne seront pas modéli-
sés dans nos travaux. Des détails de modélisation de ce phénomène sont recensés dans la
littérature et les travaux [108, 109] peuvent être consultés.

Échanges massiques liés aux sources

Les occupants, leurs activités (lessive, vaisselles, etc.), les animaux ou les plantes pro-
duisent de la vapeur d’eau qui intervient dans le bilan massique de la zone d’air étudiée.
MOON liste de manière plus détaillée les potentielles sources intérieures de vapeur d’eau et
leur ordre de grandeur [110]. Par exemple, une personne en activité moyenne dégage entre
120 et 200 g/h de vapeur d’eau. La norme NF EN ISO 13788 propose aussi des classes de
charge hygrométrique intérieure par type d’activité de bâtiment.

Dans la mesure où les transferts aérauliques entre zones ne sont pas modélisés dans nos
travaux, l’insufflation ou l’extraction des volumes d’air par les systèmes CVC, sont considé-
rées comme des sources ou puits de vapeur d’eau. Dans le bilan massique de la zone d’air
humide, nous considérons ces systèmes par l’ajout d’un terme source (au sens mathéma-
tique) dans l’équation de bilan. Ce terme source sera donc une donnée du problème à ré-
soudre. Il peut être calculé en fonction du débit d’air d’insufflation ou d’extraction, de sa
température et de son humidité spécifique. Il peut être variable dans le temps.

Le bilan massique de chaque volume d’air est donc conditionnée par les sources de va-
peur d’eau liée à l’occupation ou aux systèmes énergétiques de la zone. Ces phénomènes
sont modélisés simplement par l’ajout dans l’équation de bilan d’un terme source gsour qui
sera une donnée du problème à résoudre.

Échanges massiques avec les murs

Le bilan hygrique dépend des transferts d’humidité provenant des parois adjacentes à la
zone considérée. Les flux de convection gm , provenant des Np surfaces des murs bordant la
zone, sont donnés par :

gm =
Np∑
s=1

βs
(
Pv,s(t )−Pv (t )

)
As (1.53)

avec Pv,s la pression de vapeur en surface du mur s, Pv la pression de vapeur du volume d’air,
βs le coefficient d’échange surfacique de masse pour le mur s, As l’aire de la surface s, Np le
nombre de parois englobant la zone.

Échanges massiques liés aux mouvements d’air

La vapeur d’eau peut être transportée par les transferts d’air humide entre les zones par
le biais d’ouvertures (portes, etc.) ou par les systèmes de ventilation, chauffage ou climatisa-
tion.
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Les débits massiques sont calculés à partir du théorème de Bernoulli généralisé. Le flux
d’air humide ṁa, j (et non de vapeur d’eau) provenant d’une source j (une autre zone ou un
système CVC) est donné par :

ṁa, j = ρa, j K j (Pa, j −Pa)n j (1.54)

avec ρa, j la masse volumique de l’air du volume de la source j , K j le coefficient de perméa-
bilité empirique du volume d’air de la source j , n j le coefficient empirique caractérisant
l’écoulement d’air entre la source j et la zone et Pa la pression de l’air. Les coefficients K et
n sont empiriques et dépendent de la nature de l’écoulement. n est compris entre 0.5 (écou-
lement turbulent) et 1 (écoulement laminaire). Les travaux [111, 112, 113, 114] peuvent être
consultés pour estimer les valeurs de ces paramètres.

Le débit de vapeur d’eau liés aux transferts d’air humide est ensuite calculé à l’aide de
l’expression :

gai r =
Nz∑
j=1

w j ṁai r, j (1.55)

avec w j le ratio de masse de vapeur d’eau sur la masse de l’air sec du volume d’air provenant
de la source j , Nz le nombre total de sources influençant le bilan de la zone.

Nos travaux concernent les pathologies liées à l’humidité dans les bâtiments. Dans notre
approche, les transferts aérauliques ne seront pas modélisés de manière précise et les bilans
en pression d’air ne sont pas établis. Ils seront considérés comme connus et intégrés dans
les équations comme paramètre d’entrée du problème. Les débits d’air ṁai r, j pourront être
considérés constants ou dynamiques sur l’horizon de simulation et non-uniformes entre les
zones.

Échanges massiques liés à la diffusion de vapeur d’eau

Le flux de vapeur diffusée dans l’air est décrit par la loi de FICK :

gv =−Dv gradρv (1.56)

avec Dv le coefficient de diffusivité massique de vapeur, ρv la masse volumique de la vapeur
d’eau. Ce mode de transfert de vapeur d’eau est très faible devant ceux liés aux transferts
d’air humide [104]. Dans la suite des travaux, ce phénomène de diffusion sera donc négligé.

1.4.3 Transferts de chaleur

Après cette description des transferts de vapeur d’eau, nous proposons de détailler les
équations de bilan de chaleur dans une zone.

Bilan énergétique

Pour un volume d’air humide V représentant une zone, le bilan thermique étudie :

a. les transferts par advection avec les mouvements d’air sous l’effet de gradient de pres-
sion qai r . Ils peuvent provenir des zones adjacentes, de l’extérieur ou des systèmes
CVC,

b. les transferts convectifs de chaleur provenant des surfaces environnantes, qm
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c. les sources ou puits de chaleur liés à l’occupation de la zone ou aux systèmes CVC,
qsour .

Dans la mesure où la condensation de la vapeur d’eau n’est pas prise en compte (voir
section 1.4.2), les sources de chaleur latentes dues au changement d’état de l’eau ne sont
pas considérées.

Le bilan énergétique du volume d’air s’écrit donc :

(ρacp,a +ρv cp,v )V
dT

dt
= qai r +qm +qsour (1.57)

Il tient compte de la capacité thermique de l’air humide, i.e. celles de l’air sec et de la vapeur
d’eau.

Échanges de chaleur avec les surfaces

Les transferts convectif total provenant des murs environnants sont exprimés par :

qm =
Np∑
s=1

αs (Ts(t )−T (t )) As +Lvβc,s
(
Pv,s(t )−Pv (t )

)
As (1.58)

avec Ts la température de surface du mur environnant s, T la température d’air du volume,
αs le coefficient d’échange surfacique de chaleur de la surface s, As l’aire du mur s, Np le
nombre de murs environnants et Lv l’enthalpie d’évaporation.

Échanges de chaleur liés aux sources

Nous distinguons plusieurs types de sources de chaleur qui seront regroupés sous un
terme source global qsour . Il représente :

a. la chaleur dégagée par l’occupation de la zone

b. la chaleur dégagée par l’utilisation d’appareils électriques (éclairage, électroménager,
moteurs, ordinateurs, etc.),

c. la chaleur ou le froid apportés par les systèmes CVC.

L’énergie liée à l’occupation de la zone provient du métabolisme des occupants, variant
suivant leur niveau d’activité. Nous estimons le métabolisme d’un homme assis au repos à
100 W tandis que celui d’un homme ayant une activité soutenue à 300 W. Des données sur
les valeurs du métabolisme ou sur la puissance dissipée provenant de l’utilisation d’appareils
électriques peuvent être trouvées dans les références [115].

Échanges de chaleur liés aux mouvements d’air

La vapeur d’eau est advectée par les mouvements d’air qui peuvent provenir des autres
zones ou des systèmes CVC. Les débits aérauliques incidents dans la zone sont donnés par
l’équation (1.54). L’impact de ce débit d’air sur le bilan thermique du volume d’air de la zone
est ainsi donné par :

qai r =
Nz∑
j=1

ṁa, j cp (Ta, j −Ta) (1.59)
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avec Nz le nombre de zone bordant la zone, cp la capacié calorifique de l’air, ṁa, j le débit
aéraulique passant de la zone j vers la zone, Ta la température de l’air de la zone.

Comme précisé à la section 1.4.2, les transferts d’air ne sont pas modélisés dans nos tra-
vaux. Nous considèrerons les débits aérauliques entre zones comme des données du pro-
blèmes multizones posés.

1.4.4 Transferts couplés

En considérant les deux équations (1.52) et (1.57) de bilan sur le volume d’air, associées
aux termes donnés par les équations (1.53), (1.55), (1.58) et (1.59), le bilan hygrothermique
pour une zone s’écrit : s11 s12

s21 s22

 dT
dt

dPv
dt

=
q

g

 (1.60)

avec

s11 =
(
ρacp,a +ρv cp,v

)
V (1.61a)

s12 = Lv wρaV (1.61b)

s21 = 0 (1.61c)

s22 = wρaV (1.61d)

q = qai r +qm +qsour (1.61e)

g = gai r + gm + gsour (1.61f)

Nous définissons l’opérateur :

dt

•
◦

=
d•

dt

d◦
dt


Ce système d’équations sera formalisé pour la suite de nos travaux sous la forme :s11 s12

s21 s22

dt

[
T

Pv

]
=

q

g

 (1.62)

Les champs d’intérêt de température T et de pression de vapeur Pv sont les inconnues
de variable t ∈Ωt . La notationΘ représentera ce champ hygrothermique.

Les hypothèses prises pour l’écriture de ces équations sont les suivantes :

a. l’air est uniforme en pression, température et humidité dans chaque zone. Une zone
correspond généralement à une pièce,

b. la modélisation des écoulements d’air (vitesse ou pression) n’est pas réalisée. les débits
d’air sont considérés comme des données du problème à résoudre,

c. l’air humide est représenté comme un mélange de deux gaz parfaits : l’air sec et la
vapeur d’eau. L’eau sous forme liquide n’est pas intégrée dans notre approche,

d. le stockage thermique et les phénomènes de tampons hygroscopiques des meubles ne
sont pas considérés,

45



CHAPITRE 1 : PERFORMANCE HYGROTHERMIQUE DES BÂTIMENTS

e. les transferts par rayonnement entre les murs ou à travers les fenêtres et les phéno-
mènes de tâche solaires ne sont pas modélisés,

f. les gains solaires sur les façades extérieures ne sont pas modélisés précisément. Leur
influence est intégrée dans les valeurs du coefficient de transfert convectif,

g. les gains de chaleur liés aux sources sont traités comment entièrement convectifs.

1.4.5 Conditions initiales

Le problème (1.62) est un problème de CAUCHY. il nécessite donc de définir une condi-
tion initiale, pour un temps t0 ∈Ωt , telle que :

[
T

Pv

]
=

 T0

Pv,0

 (1.63)

1.4.6 Synthèse

Au système d’équations couplées (1.62), nous associons une condition initialeΘ0 définie
pour t = t0 pour définir le problème local pour une zone. Un bâtiment est constitué d’un
ensemble de Nz dont le comportement hygrothermique est défini par le problème air :

Problème 2. Trouver Tk (t ) :Ωt −→ IR et Pv,k (t ) :Ωt −→ IRs11 s12

s21 s22


k

dt

[
T

Pv

]
k

=
q

g


k

dansΩ (i)

[
T Pv

]T

k
=

[
T0 Pv,0

]T

k
condition initiale au temps t0 (ii)

pour k = 1, . . . , Nz , représentant l’indice associé aux différentes zones du bâtiment

Le problème (2) correspond à un système de Nz équations différentielles. Les champs de
l’ensemble du bâtiment sont calculés en résolvant le problème de chaque zone, appelé pro-

blème local. Les termes sources
[

q g
]T

sont des paramètres du problème. Ils peuvent être

constants ou dynamiques sur Ωt . La matrice S est la capacité de stockage de l’air humide.
Elle dépend du champ. Le problème est non-linéaire et sa résolution sera opérée par le mo-
dèle air 12. Il aura pour objectif de déterminer les champs de température T et de pression de
vapeur Pv sur l’ensemble des Nz zones du bâtiment. Le domaine temporelΩt sera discrétisé
et nous noterons Nt le nombre d’éléments inclus dans le domaine temporel.

Le problème (2) est un problème de CAUCHY et ne nécessite pas de conditions aux limites

pour être résolu. Cependant, l’expression du terme source
[

q g
]T

intègre les transferts de

masses et de chaleur avec les murs, équations (1.53) et (1.58). Ces équations correspondent
aux conditions aux limites du problème (1) de transferts hygrothermiques dans les maté-
riaux. Elles constituent ainsi le couplage entre le problème de transfert multizone et celui
des matériaux poreux pour définir un problème global.

12. Définition reprise dans le glossaire en annexe A.
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1.5 Modèles existants pour la simulation des transferts hygrothermiques

dans les bâtiments

Après avoir décrit les équations traduisant les transferts dans les matériaux poreux et
dans les zones du bâtiment, nous proposons de commenter les modèles recensés dans la
littérature permettant de résoudre ces problèmes.

1.5.1 Définitions

Avant de détailler l’état de l’art, nous précisons quelques définitions qui permettront de
clarifier les appellations et fluidifier la lecture. Elles seront adoptées dans l’ensemble de nos
travaux et le lecteur pourra se référer à l’annexe A pour avoir un glossaire complet. Pour cette
section, elles sont illustrées par la figure 1.10a.

Pour résoudre un problème posé il est possible de développer des modèles numériques.
Ainsi un modèle enveloppe permet de résoudre le problème de transferts hygrothermiques
dans les matériaux poreux formalisés par les équations (1). De la même manière, un mo-
dèle air permet de calculer les champs hygrothermiques dans chaque zone d’un bâtiment.
Il résout le problème (2).

A la section 1.4.6, nous avons noté le couplage possible entre le problème de transferts
multizones et celui des matériaux poreux. Il est donc possible de réaliser simulations globales
à l’échelle bâtiment. Un modèle global batiment sert à simuler les champs hygrothermiques
dans l’ensemble du bâtiment. Les champs sont donc calculés dans les volumes intérieurs
d’air humide et dans les murs composant l’enveloppe du bâtiment. Un modèle global bâti-
ment 13 est élaboré en couplant les deux sous-modèles enveloppe et air .

Il existe deux méthodes de couplage de ces deux modèles pour réaliser des simulations
globales bâtiment [116, 117] (voir figure 1.10b). La première méthode est la méthode dite
découplée (aussi indirecte ou ping-pong). Dans ce cas, chacun des problèmes enveloppe et
air sont résolus séparément. Les résultats de l’un correspondent aux entrées de l’autre et
les résolutions s’enchainent de manière séquentielle. Ce type de couplage est généralement
utilisé pour faire communiquer différents outils numériques. Nous parlons alors de cosimu-
lation. La deuxième méthode est dite couplée (aussi directe ou onions). Dans ce cas, les deux
problèmes sont résolus en même temps. Le modèle global passe au pas de temps suivant
lorsque les résolutions de chaque problème ont convergées. Les modèles sont généralement
intégré dans un unique code numérique. De nombreux travaux actuels portent sur l’élabo-
ration de modèles globaux en se basant sur les outils existants (Annexe 60 de l’AIE). Nous
parlons alors de co-simulation des modèles. Les travaux [118, 119] peuvent être consultés
pour exemple de co-simulation à l’échelle bâtiment.

1.5.2 Modèles recensés dans la littérature

De nombreux modèles numériques ont été développés pour résoudre ces problèmes.
Une grande partie a été recensée dans le cadre de l’Annexe 41 de l’AIE [12] et le lecteur est
invité à s’y référer pour un état de l’art plus complet. Pour les transferts hygrothermiques
multizones, il existe peu de différences entre les modèles recensés. Si elles sont observées,
c’est au niveau des sources d’eau ou de chaleur et de la finesse de leur modélisation.

13. Définition reprise dans le glossaire en annexe A.
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FIGURE 1.10 – Définition d’un modèle global bâtiment et principe des deux approches de couplage
des modèles enveloppe et air , basé sur [116].

Pour les modèles de transferts dans les matériaux, bien qu’ils soient tous basés sur le
principe de conservation de masse et d’énergie, il existe plusieurs sources de différenciation
pour les modèles de transferts dans l’enveloppe.

Premièrement, les problèmes peuvent être posés différemment. Nous avons noté à la sec-
tion 1.3.4 qu’il y avait plusieurs choix de potentiels moteurs pour exprimer les transferts de
masse. De nombreux travaux ont été réalisés avec l’humidité relativeϕ [30, 120, 121]. La pres-
sion capillaire Pc est une autre possibilité, choisie par exemple dans les travaux [101, 105].
Le modèle développé par MENDES et ses collaborateurs a été établi avec la teneur en eau
volumique dans les matériaux [13, 122, 123]. JANSSEN a récemment discuté le choix des po-
tentiels moteurs et leurs impacts sur la simulations des champs hygrothermiques [124]. En
1997, GALBRAITH a suggéré d’utiliser la pression de vapeur comme potentiel en raison no-
tamment de la continuité de la grandeur aux interfaces, de sa facilité de mesure et des nom-
breuses bases de données de propriétés hygrothermiques mesurées et exprimées en fonc-
tion de cette grandeur. Plus récemment, ce choix de potentiel a été rediscuté dans [124]. L’au-
teur conclue que le choix dépend essentiellement de la sollicitation du matériau. Lorsque les
études se situent sur la partie hygroscopique de la courbe de sorption du matériau, le poten-
tiel logPc est le plus efficace en terme de précision du résultat et de rapidité de convergence.
En revanche, les potentiels Pc etϕ sont plus adaptés pour des conditions proches de la satu-
ration du matériau.

Les modèles peuvent varier au niveau de la prise en compte des conditions aux limites et
de termes sources dans les équations. Concernant les transferts dans les matériaux, certains
modèles vont par exemple pouvoir considérer les infiltrations d’eau par la pluie battante ou
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remontées capillaires [14, 125]. Les conditions aux limites dûs aux transferts radiatifs sont
parfois intégrés dans les transferts convectifs, sous forme d’un coefficient de convection ap-
parent (illustré par exemple dans [13]).

Ils diffèrent sur la finesse des hypothèses physiques considérées. Concernant les courbes
de sorption d’eau dans les matériaux, les extrapolations des données expérimentales et les
lois de comportement adoptées sont différentes selon les modèles. Par exemple, pour décrire
la courbe de sorption du matériau béton, ROUCHIER utilise le modèle de Van Genuchten
[105] tandis que TRABELSI se base sur le modèle de GAB (Guggenheim Anderson De Boer)
ou GDW (Generalised D’Arcy and Watt) [106]. Pour exemple, l’étude [126] discute la caracté-
risation des propriétés hygrothermiques par rapport au modèles macroscopiques de trans-
ferts. De même, tous les modèles ne considèrent pas l’hystéresis des courbes d’adsorption et
désorption d’eau. Il est possible de se référer aux travaux [127, 128, 129, 130, 131, 132] pour
exemple de modèles la considérant. De même, la conductivité thermique d’un même maté-
riau est prise comme variante avec la température pour certains modèles comme [125] ou
[14]. Enfin, certains phénomènes tels que la diffusion d’eau sous gradient de température
(coefficient d12 de l’équation (1.39)) ne sont pas systématiquement pris en compte dans les
équations. L’importance de cette hypothèse est discutée dans [133].

Enfin, nous pouvons noter que les modèles ne résolvent pas les équations de transferts
dans les matériaux avec la même granularité pour le domaine spatial. Sur ce dernier point de
différenciation, nous pouvons classifier les modèles en fonction de leur granularité : fonc-
tions transferts (groupe 1), modélisation en 1-dimension (groupe 2) et modélisation 2- ou
3-dimensions (groupe 3).

Les modèles du groupe 1 sont des modèles simplifiés permettant de prendre en compte
les phénomènes majeurs des transferts hygrothermiques dans les matériaux poreux. Ils per-
mettent ainsi de prendre en compte les effets de tampon hygrique dans les parois comme
ceux proposés dans [109, 108]. Les transferts de chaleur à travers la paroi sont considérés
comme des filtres atténuant une onde de chaleur incidente [134, 135]. L’objet de ces mo-
dèles est de pouvoir réaliser des simulations globales bâtiment à moindre coût numérique
(de résolution des problèmes). Ils sont souvent utilisés pour étudier l’impact des systèmes
énergétiques de chauffage, climatisation ou ventilation sur les conditions climatiques inté-
rieures du bâtiment. Le modèle TRNSYS [134, 135] ou EnergyPlus (avant sa dernière mise à
jour) [136] intègrent des modèles du groupe 1 pour les transferts dans les matériaux poreux.

Les modèles de transferts du groupe 2 et 3 permettent de simuler plus précisément les
champs. Les modèles 1-dimension permettent de simuler des parois multi-couches de ma-
tériaux. La littérature recense de nombreux modèles utilisés pour des études d’ingénierie,
d’expertise ou de recherche : [125, 137, 138]. Ces modèles peuvent être associés à des mo-
dèles multizones pour réaliser des simulations globales bâtiment. Ces modèles globaux sont
utilisés avec succès sur de nombreux cas d’étude pour analyser les champs hygrothermiques
du bâtiment. Nous pouvons citer les travaux :

a. de DEROME sur les toitures terrasses isolées en cellulose [29],

b. de PIOT et LABAT sur la cellule OPTIMOB en ossature bois avec la réalisation de simu-
lations utilisant le modèle HAM-tools [139, 140, 137],

c. de MENDES, BARBOSA, DOS SANTOS et leurs collaborateurs sur l’étude de système de
refroidissement [122], sur l’impact des transferts dans le sol sur la performance des
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bâtiments [141] ou encore sur les parois double peau [138], leurs études utilisant le
modèle Domus développé [13],

d. de TARIKU sur l’étude de l’influence des effets tampon sur les conditions intérieures
des bâtiments [142], avec le modèle HAMFit [120] ,

e. de STEEMAN sur les toitures en plâtre isolées avec du polystyrène extrudé et refroidies
par la présence d’un système de climatisation, avec un modèle développé en interne et
couplé à TRNSYS [143, 134]

f. de CLARKE sur notamment le développement fongique dans les bâtiments [144], avec
le modèle présenté dans [145],

g. de SPTIZ sur les analyses d’incertitudes sur les transferts couplés [146], avec le modèle
EnergyPlus [136],

h. de HOLM sur l’impact de l’humidité sur les conditions ambiantes intérieures [147], avec
le modèle WUFI Plus développé par KUNZEL et ses collaborateurs [30].

Des modèles plus fins existent pour réaliser des simulations des transferts hygrother-
miques dans les matériaux poreux en 2- ou 3-dimensions [14, 101, 103, 98, 148, 149]. Ils
permettent de simuler avec précision le comportement d’assemblées multi-couches com-
plexes : pont thermique, matériaux hétérogènes, etc. Certains modèles prennent en consi-
dération les apports thermiques ou hygriques spécifiques (réaction chimique, eau d’origine
accidentelle, etc.), les remontées capillaires du sol, les infiltrations liées à la pluie battante, les
rayonnements thermiques incidents, les transferts d’air dans des matériaux à cavité (briques
creuses), etc. Le coût numérique de résolution des problèmes est par conséquent important.

La littérature recense quelques exemples de couplage des modèles du groupe 3 avec des
modèles air CFD :

a. ERRIGUIBLE et coll. ont couplé un modèle 2D CFD avec un modèle 2D enveloppe [150],

b. MORTENSEN et coll. ont couplé un modèle 3D CFD (régime quasi-permanent) avec un
modèle enveloppe [151]

c. STEEMAN, VAN BELLEGHEM et coll. ont couplé un modèle 3D CFD avec un modèle 2D
enveloppe [121, 152]

d. SCHIJNDEL et coll. ont couplé des modèles 2D et 3D CFD avec un modèle 1D enveloppe
[153].

Ces modèles globaux associent des modèles très fins (modèle du groupe 3 pour l’enve-
loppe et CFD pour l’air). Il pourrait être intéressant de travailler sur un compromis en élabo-
rant des modèles de granularités intermédiaires. Ces modèles associeraient une prédiction
fine des champs dans l’enveloppe (modèle du groupe 3) et un modèle intermédiaire mul-
tizone pour l’air. Ces modèles permettraient d’appréhender le comportement global d’un
bâtiment tout en conservant une modélisation fine des phénomènes.

Nous définissons la complexité numérique d’un problème comme le coût (souvent appa-
renté à un temps de calcul) de résolution de ce dernier. Plus le degré de liberté d’un problème
est élevé, plus sa complexité numérique sera importante. Nous notons ainsi Nx le nombre
d’éléments du domaine spatial, Nt le nombre d’éléments du domaine temporel et Nz le
nombre de zones considérées dans le bâtiment. La complexité numérique d’un problème
bâtiment associant un modèle air multizone et un modèle enveloppe du groupe 1, 2 ou 3
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est évaluée dans le tableau 1.4. Des ordres de grandeurs des dimensions des domaines sont
donnés à titre indicatif. Nous constatons que plus le modèle bâtiment intègrera une modé-
lisation fine des champs hygrothermiques dans l’enveloppe, plus les coûts de résolution du
problème global seront important. Ainsi, un modèle global articulant un modèle enveloppe
du groupe 3 et un modèle air multizone présente la plus grande complexité numérique. La
construction de ce modèle est donc laborieuse et son développement compromis pour des
études appliquées d’ingénieries [151, 141, 154, 155].

TABLE 1.4 – Synthèse des coûts numériques des modèles pour la résolution des problèmes d’un mo-
dèle global associant un modèle enveloppe et un modèle multizone.

Modèle enveloppe Modèle global bâtiment

Groupe Complexité numérique Complexité numérique

1 Nt Nt (1+Nz )

2 Nx Nt Nt (Nx +Nz )

3 N 2
x Nt Nt (N 2

x +Nz )

Ordre de grandeur Nx ∼ 102, Nt ∼ 103, Nz ∼ 10

1.6 Conclusion

La section 1.2 a proposé un état de l’art des pathologies liées à l’humidité. A partir de
ces travaux, une méthodologie a été proposée pour prévenir des risques d’apparition de ces
désordres. La démarche proposée est déductive, c’est à dire que les occurrences de risques
sont identifiées à partir des résultats de simulations des champs hygrothermiques dans le
bâtiment. L’identification des situations à risques constitue donc un premier filtre mettant
en évidence la nécessité de réaliser des expertises plus approfondies des pathologies concer-
nées.

Cette approche repose sur 8 indicateurs proposés à partir de l’état de l’art. Ceux-ci dé-
pendent essentiellement des caractéristiques et des champs hygrothermiques dans les ma-
tériaux constituant l’enveloppe et les zones d’air intérieures du bâtiment. Nos travaux se cen-
treront sur la modélisation de ces champs. Pour cela, il convient de disposer d’un modèle de
simulation des champs de température et de pression de vapeur ayant les caractéristiques
suivantes :

a. global ; les champs doivent être connus dans l’enveloppe et les zones d’air du bâtiment

b. dynamique ; l’évolution des champs en fonction des sollicitations hygrothermiques
temporelles du bâtiment doit être prise en compte,

c. fin ; les spécificités des enveloppes constituées par les points singuliers (ponts ther-
miques, angles de murs, etc.), l’hétérogénéité des matériaux ou la non-uniformité des
conditions aux limites (en particulier les sources d’humidité) doivent être considérées.
Cette condition passe par une modélisation bi- ou tri-dimensionnelle des transferts
dans l’enveloppe.

Suite à l’expression de ce besoin en modélisation, nous avons dressé un état de l’art des
modèles numériques existants. De nombreux modèles sont recensés et traitent différentes
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échelles : enveloppe, multizone ou globale bâtiment. Nous avons constaté que peu de mo-
dèle bâtiment couplant un modèle enveloppe 2- ou 3-dimensions et un modèle air multi-
zone existent. L’élaboration et le développement de ce type de modèle sont freinés par la
complexité numérique du problème à résoudre. La réduction de cette dernière est donc un
enjeu qui peut être abordé par les méthodes de réduction de modèles.
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Chapitre 2

Réduction de modèles appliquées aux
transferts hygrothermiques dans les
matériaux poreux

Résumé

Pour associer les travaux sur les indicateurs de risques de pathologies, le chapitre 1 a mis en

évidence les besoins d’élaborer un modèle global bâtiment couplant un modèle enveloppe en 2-

ou 3-dimensions et un modèle air multizone. La construction et le développement de ce type de

modèle sont freinés par la complexité numérique du problème à résoudre. Les méthodes de ré-

duction de modèles permettent de répondre à cette problématique. Ce chapitre étudie donc l’ap-

plication de deux méthodes de réduction de modèle, la POD (Proper Orthogonal Decomposition)

et la PGD (Proper Generalised Decomposition), aux problèmes de transferts hygrothermiques dans

les matériaux. Les méthodes sont évaluées par rapport à deux critères : la précision de calculs des

champs et la réduction du coût numérique de résolution du problème.
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2.1 Introduction

2.1 Introduction

Pour aborder la prévention des risques de pathologies, nous avons mis en évidence, au
chapitre 1, les besoins d’élaborer un modèle bâtiment couplant un modèle enveloppe en
2- ou 3-dimensions et un modèle air multizone. Le développement de ce type de modèle
est freiné par la complexité numérique provenant essentiellement du problème enveloppe .
Nous proposons d’illustrer cette problématique sur l’étude d’un cas réel. Nous comparons
deux approches de modélisation, 1-dimension et 2-dimension, pour simuler les champs hy-
grothermiques dans l’enveloppe d’un bâtiment. Deux critères sont choisis pour comparer
les modèles : la précision des champs hygrothermiques calculés pour l’analyse des phéno-
mènes physiques et le coût numérique de résolution des problèmes.

Cas d’étude

Le cas d’étude est un bâtiment d’une résidence universitaire basée à Rennes (France). Le
bâtiment a été construit en 1971 avec une ossature en briques et isolée avec du polystyrène
expansée. En 2000, des travaux de rénovation ont été entrepris. Les simples vitrages ont été
remplacés par du double vitrage. Le chauffage est réalisé par une chaudière centrale à gaz et
chaque chambre dispose d’un radiateur. Aucun système de ventilation n’a été installé.

En 2008, des travaux supplémentaires de rénovation ont été envisagés pour réduire la
facture énergétique du bâtiment et améliorer le confort thermique des occupants. Dans ce
cadre, des diagnostics ont été menés incluant une inspection infra-rouge et des mesures
de perméabilité à l’air. Une campagne de mesures de température et d’humidité relative a
été réalisée dans plusieurs chambres (voir figure 2.1a). Suite à ces diagnostics, des dévelop-
pements de moisissures ont été observés sous les fenêtres, au niveau des allèges en béton
et de la partie courante en briques. Nous proposons de confronter ces observations avec
une modélisation des champs hygrothermiques du mur. Deux approches de modélisation,
2-dimension et 1-dimension, sont étudiées.
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(a) Plan de principe. (b) Modélisation 1D. (c) Modélisation 2D.

FIGURE 2.1 – Composition de la paroi modélisée.

Les conditions aux limites de deux simulations correspondent aux mesures de tempé-
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rature et d’humidité intérieures et extérieures réalisées. Les données sont disponibles sur
360 jours et sont tracées sur les figures 2.2. Les coefficients d’échanges surfaciques pris en
compte pour l’extérieur et l’intérieur sontα= 30 W/m2/K, β= 3·10−8 s/m et respectivement
α= 8 W/m2/K, β= 3 ·10−8 s/m. Le choix des conditions initiales est délicat pour ce bâtiment
âgé de plus de 40 ans. MOON suggère de considérer une teneur en eau initiale de 40 % vo-
lumique pour l’ensemble des couches d’une paroi d’un bâtiment existant [110]. Cette valeur
sera prise en compte pour notre étude.
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FIGURE 2.2 – Conditions aux limites en température (a) et humidité relative (b) utilisées pour les mo-
délisations.

Modélisation 1D et 2D du problème

Dans une approche de rénovation du bâtiment, seule la partie courante du mur, compo-
sée du parement bois, de l’isolation thermique, de la brique et du plâtre, serait modélisée.
L’approche 1D modélise la configuration du mur donnée par la figure 2.1b. Elle est réalisée
avec un modèle développé sous Dymola 1. Elle est basée sur les équations (1) (voir section
1.3.4) et l’écriture d’un schéma explicite en volumes finis [154]. D’autre part, l’approche bi-
dimensionnelle permet de traiter la complexité de la paroi dans son ensemble. Il est donc
possible de modéliser le pont thermique de l’allège de fenêtre (voir figure 2.1c). Cette modé-
lisation est opérée avec le modèle Delphin [14].

Sachant que des problèmes de moisissures ont été observés par les occupants, nous pro-
posons d’évaluer leur prédiction pour chacune des approches, sur la base de l’indicateur
(5). Les champs de température et d’humidité relative en surface du plâtre sont étudiés pour
trois points (voir la figure 2.1) :

a. modèle 2D : point 1 (x = 10; y = 26), zone représentant l’allège en béton de la fenêtre,

b. modèle 2D : point 2 (x = 90; y = 26), zone représentant la partie courante du mur en
brique,

c. modèle 1D : point 2’ (x = 90; y = 26), zone représentant la partie courante du mur en
brique.

1. Dymola est un environnement de simulation orienté objet utilisant le langage de programmation modelica [156]
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Les propriétés des matériaux 2 sont issues de la bibliothèque du modèle Delphin. Elles
sont extrapolées à partir de données expérimentales rappelées en annexe C.

Résultats

La figure 2.3a nous donne les résultats de la modélisation du développement des moisis-
sures sur la surface intérieure du mur pour les 2 approches (1D et 2D) et les 3 points étudiés.
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FIGURE 2.3 – Etude du développement fongique sur la surface intérieure de la paroi, pour les ap-
proches 1-dimension et 2-dimensions.

Pour les points 2 et 2’, nous observons que l’index M est inférieur à 1, signifiant que le
développement de moisissures n’est pas amorcé. Pour le point 1, l’index M atteint la valeur
de 3, indiquant que la moisissure est visible à l’œil nu sur la surface. Durant l’été, l’index di-
minue mais reste supérieur à 1. La moisissure est donc toujours présente. Cette diminution
peut être corrélée avec une période d’absence prolongée du locataire et donc une diminu-
tion de la production de vapeur intérieure.

A partir des résultats de la modélisation 2D, l’ensemble des couples (T,ϕ) entre les points
1 et 2 de la surface intérieure sont tracés sur un diagramme ϕ = F (T ) (voir figure 2.3b). La
limite de développement fongique (aussi appelée isoplèthe) pour le champignon Aspergil-
lus versicolor vient compléter le diagramme [157]. Nous observons que la présence du pont
thermique liée à l’allège de la fenêtre modifie les champs hygrothermiques de l’ensemble de
la paroi. Le développement de moisissures apparait jusqu’à 15 cm en dessous du béton.

La modélisation bi-dimensionnelle permet donc une prédiction plus fine du risque de
pathologie [154] 3. Cependant, le coût numérique est très différent pour chacune des ap-
proches comme l’illustre le tableau 2.1a. Nous appelons Nx et Ny , le nombre d’éléments
composant les domaines spatiaux. L’approche 2D a donc un coût numérique de résolution
460 fois plus important que celui du modèle 1D.

2. Deux types de béton sont étudiés dans nos travaux (voir annexe C). Celui-ci est de type béton1.
3. Nous pouvons noter qu’une partie des différences entre les modèles peut aussi provenir des valeurs des constantes

physiques et de la résolution numérique des solveurs [154]
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Modèle 2D Modèle 1D

Champs d’intérêt Θ(x, y, t ) Θ(x, t )

Paramètres du problèmes x, y , t x, t

Complexité de résolution Nx ×Ny ×Nt Nx ×Nt

Coût numérique Ny 1

Ordre de grandeur sur le cas d’étude 460 1

(a) Complexité numérique des approches
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(b) Évaluation du risque de pathologie

TABLE 2.1 – Synthèse comparative des deux approches de modélisations.

Définition de la problématique

Ce cas d’étude introductif met en évidence la nécessité de disposer des modèles fins pour
étudier les phénomènes physiques avec précision. Cependant ces modèles présentent le
désavantage d’avoir un coût numérique de résolution du problème élevé. L’utilisation d’un
tel modèle pour observer les phénomènes à l’échelle du bâtiment apparait laborieuse. L’état
de l’art de la section 1.5 a d’ailleurs recensé peu de modèle étudiant les transferts dans l’enve-
loppe en 2-dimension tout en considérant des échanges multizones dans les volumes d’air.
Il convient de travailler sur des méthodes permettant de répondre à cette problématique.
Pour ce type de modèle global , le problème enveloppe est celui présentant la plus grande
complexité. Notre attention sera donc portée sur celui-ci.

2.2 Techniques de réduction de modèle

Pour réduire le coût numérique de résolution d’un problème, deux stratégies sont pos-
sibles. La première possibilité est de simplifier les hypothèses décrivant les phénomènes
physiques du problème. Par exemple, les modèles transferts hygrothermiques peuvent né-
gliger la variation des propriétés des matériaux avec la température, la teneur en eau ou le
temps. Cette possibilité est écartée pour la suite de nos travaux. En effet, comme nous l’avons
vu au chapitre 1, les pathologies liées à l’humidité dépendent fortement des champs hygro-
thermiques dans les bâtiments. Il convient donc de veiller à les modéliser précisément et de
ne pas prendre des hypothèses amenant généralement à une perte d’informations sur les
champs.

La deuxième stratégie est d’utiliser des méthodes analytiques pour réduire la complexité
lors de la résolution du problème. Plusieurs approches sont envisageables.
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Parmi celles-ci, nous pouvons citer les méthodes se basant sur des analyses statistiques. A
partir d’un très grand nombre de résultats de simulation (∼ 1000), des fonctions de transferts
(assimilables à des boites noires) peuvent être construites. Elles permettent de donner une
solution approximée du problème sans résoudre ce dernier. Dans notre domaine d’étude,
la fonction Z-transform, de l’outil TRNSYS et modélisant la conduction dans les parois, est
basée sur ce type de méthodes [135, 134, 158]. La première étape de production des résultats
pour extrapoler ces méta-modèles est très coûteuse numériquement. Ces techniques n’ont
donc pas été retenues pour nos travaux.

La deuxième option possible est la création de solutions analytiques d’un problème.
Grâce à ces solutions, le coût numérique pour calculer les champs d’intérêt d’un problème
est très réduit. Cependant, les solutions analytiques existantes dans la littérature, pour les
problèmes de transferts hygrothermiques dans les matériaux poreux, considèrent des coef-
ficients linéaires de diffusion [159, 160, 161, 162].

L’objectif étant de prendre en compte la non-linéarité des problèmes, notre intérêt s’est
donc porté sur une troisième option : les méthodes de réduction de modèle d’état. Ces tech-
niques ont d’abord été développées dans les domaines de l’automatique [163]. Elles ont fait
l’objet de plusieurs applications dans le domaine de l’énergétique du bâtiment, notamment
sur des problèmes de transferts de chaleur en 2 dimensions. Des travaux ont été réalisés sur
les ponts thermiques d’angles de murs [164, 165], de dalle de plancher avec le sol [166, 167]
ou de toitures [168, 169]. Nous pouvons aussi citer les travaux réalisés sur les échangeurs de
chaleur souterrains [170].

Pour comprendre le principe de ces méthodes, nous considérons un phénomène phy-
sique formalisé par l’écriture d’un problème (mathématique) initial (ou complet 4). Pour nos
applications, il est généralement composé d’équations aux dérivées partielles dépendant de
l’espace et du temps. Il peut être résolu analytiquement ou approché par des schémas numé-
riques. Dans ce cas, la résolution numérique du problème va consister à projeter le système
d’équations sur une base discrète (obtenue par exemple par les méthodes des éléments ou
des volumes finis). Le système numérique est de dimension finie. Pour nos problématiques,
cette dimension est importante et impose des coûts de résolution conséquents. Ce modèle
permettant de traduire les phénomènes est appelé modèle complet 5 (Large Original Model
ou LOM).

Le principe de construction d’un modèle réduit 6 (Reduced Order Model ou ROM) est de
considérer le problème initial et de le projeter sur une base d’ordre plus faible que le modèle
complet. Nous obtenons ainsi un système d’équation de faible dimension : le problème ré-
duit 7. La résolution de ce dernier est moins coûteuse. L’enjeu d’une technique de réduction
de modèle est de réduire au maximum la complexité du problème complet tout en calcu-
lant la solution avec précision. Deux familles de méthodes peuvent être différenciées : les
méthodes a posteriori et les méthodes a priori.

Les méthodes a posteriori requièrent les résultats d’un modèle complet pour construire
le modèle réduit. Cette première famille de méthode présente 2 possibilités d’utilisation. La
première démarche construit le modèle réduit à partir de la solution du modèle complet sur

4. Définition reprise dans le glossaire en annexe A.
5. Définition reprise dans le glossaire en annexe A.
6. Définition reprise dans le glossaire en annexe A.
7. Définition reprise dans le glossaire en annexe A.
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TABLE 2.2 – Revue des différentes méthodes de réduction de modèle appliquée aux problèmes non-
linéaires de physiques du bâtiment

Nom Stratégie Ref.
Application en

physique du bâtiment
Méthode a posteriori

Proper Orthogonal Utilisation des snapshots du modèle complet
[171]

Equation de Navier-Stokes
Decomposition pour capturer les modes dominants Problème de diffusion
(POD) et construire le modèle réduit [172] (chaleur)
Modal Basis Changement de base du problème et

[173] Problème de diffusion
Reduction utilisation de techniques d’identification

(chaleur)
(MBR)

pour chercher les matrices de la nouvelle base [170]
à l’aide des résultats du modèle complet [174]

Méthode a priori
A priori POD Définition d’une base singulière du

[175]
Problème de diffusion

(APR POD)
du problème et résolution de

(chaleur)
l’équation de Lyapinov

Branch Eigenmodes Un changement de base est opéré sur le problème,
[176] Problème de diffusion

Reduction correspondant aux modes de branches.
(chaleur)

(BER)
Les modes propres sont calculés et ordonné tout [177]

en résolvant la condition de Steklov. [170]
Proper Generalised Processus itératif pour construire une [178] Equation de
Decomposition représentaiton séparée de la [179] Navier-Stokes an-isotherme

(PGD)
solution

[180]
Problème de diffusion

non-linéaire

un horizon de simulation court. Ensuite, le modèle réduit est utilisé pour une simulation sur
un horizon plus grand. La deuxième approche consiste à créer un modèle réduit pour un ho-
rizon de simulation donné. Ensuite le modèle réduit est utilisé pour résoudre des problèmes
sur les mêmes horizons de simulation mais avec des conditions aux limites ou des propriétés
de matériaux différents.

La deuxième famille regroupe les méthodes a priori. Ces méthodes ne nécessitent pas
d’informations préliminaires du modèle complet. Le modèle réduit est inconnu a priori et
peut être construit de différentes manières : itérative, résolution de l’équation de Lyapu-
nov...etc. Cette famille de méthode peut être considérée comme des techniques de résolu-
tion d’un problème.

Le tableau 2.2 recense les méthodes de réduction de modèle appliquées aux problèmes
non-linéaires en physique du bâtiment. Nous constatons que l’utilisation de ces méthodes
a surtout été motivée par les problèmes de mécanique des fluides (équation de NAVIER-
STOKES). Elles ont aussi été appliquées aux problèmes de diffusion thermique, notamment
à propos des matériaux à changement de phase ou à conductivité thermique non-linéaire.

Suite à cet état de l’art, la méthode de réduction de modèle Proper Orthogonal Decom-
position (POD) apparait comme la plus répandue dans la littérature. Pour se rendre compte
de son importance, il suffit de taper le mot clé Proper Orthogonal Decomposition sur le mo-
teur de recherche www.sciencedirect.com pour se rendre compte de l’importance de son
application. Elle est utilisée dans de nombreux domaines, notamment sur des problèmes
fortement non linéaires [181]. Son efficacité réside dans le fait que la base de vecteur engen-
drée constitue une base optimale au sens énergétique, i.e. minimisant l’erreur par rapport à
la simulation du modèle complet, [182, 183]. Nous proposons donc d’appliquer la méthode
de réduction POD aux problèmes de transferts hygrothermiques dans les matériaux poreux.
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2.3 Méthode POD

2.3.1 Principe de la méthode

La POD, aussi appelée décomposition de Karhunen-Loève a été proposée par KARHUNEN

en 1946 [184] et par LOÈVE en 1955 [185]. Cette méthode statistique permet de passer d’une
représentation d’un très grand nombre de données aléatoires à une représentation détermi-
niste d’ordre réduit, caractérisée par des modes. L’objectif de la méthode est de capturer le
maximum d’énergie d’une grandeur en un nombre optimal de modes. Elle a été développée
dans différents domaines d’application et nous la retrouvons sous différentes appellations :
décomposition de Karhumen-Loève, Analyses en composantes principales, POD, etc. Ses
domaines d’application sont notamment la reconnaissance de forme, l’imagerie, l’océano-
graphie, la prévision météorologique,etc.

Pour expliquer son principe, nous considérons un champs d’intérêt u(x, t ). Le fondement
de la POD revient à chercher une fonction Φ, sur laquelle la projection de u(x, t ) approxime
au mieux en moyenne le champ u(x, t ). Ce problème se traduit par un problème aux valeurs
propres de l’approximation moyenne du champs u(x, t ). Il existe plusieurs variantes de la
méthode POD :

a. la méthode classique : la moyenne est assimilée à une moyenne temporelle de la fonc-
tion u(x, t )

b. la méthode des snapshots : nous utilisons une moyenne spatiale évaluée à partir de
réalisations prises aux instants temporels t

En général, les données issues d’approches expérimentales sont traitées par la méthode
classique et respectivement, celles provenant d’approches numériques, par la méthodes des
snapshots. Dans nos travaux, nous utiliserons donc cette deuxième approche. Le champs
u(x, t ) est alors approximé de la manière suivante :

u(x, t ) ' ũ(x, t ) =
N∑
i=1
Φi (x)ζi (t ) (2.1)

où Φ est la base POD d’ordre N et ζ est l’inconnue du problème réduit, dépendant unique-
ment de l’espace temps.

Pour une présentation plus détaillée, nous renvoyons aux travaux [183, 171]. Pour les fon-
dements mathématiques de la méthode, le lecteur pourra consulter [186, 187]. En physique
du bâtiment, la méthode a été appliquée aux problématiques de mécaniques des fluides par
Lumley [188] en 1967, sur un cas d’étude d’écoulement turbulent. Par la suite, d’autres appli-
cations ont été développées sur des cas similaires [189, 190], sur du contrôle d’écoulements
instationnaires [191] ou sur de la dispersion de particules dans une cavité ventilée [192, 193].
Nous pouvons aussi noté l’application de la POD sur des problèmes de diffusion [194] ou de
convection [195] de chaleur. Nous illustrons ci-dessous l’approche de cette méthode aux
transferts hygrothermiques, et en donnons quelques commentaires.

2.3.2 Application aux transferts hygrothermiques

Définition du problème

Le problème considéré est celui défini à la section 1.3 et rappelé ici :
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Problème 3. Trouver T (x, t ) :Ω=Ωx ×Ωt −→ IR et Pv (x, t ) :Ω=Ωx ×Ωt −→ IRc11 c12

c21 c22

∂t

[
T

Pv

]
= ∂x

d11 d12

d21 d22

∂x

[
T

Pv

] dansΩ (i)

[
T Pv

]T =
[

Ta Pv,a

]T
conditions aux bords du domaine ∂Ωx (ii)[

T Pv

]T =
[

T0 Pv,0

]T
condition initiale au temps t0 (iii)

où les coefficients {ci j }, {di j }, fonctions réelles de (x, t ), sont connus.

Capture de l’information principale des résultats du problème complet

Le principe est de construire une base de modes pour chacun des champs T et P , cor-
respondant aux fonctions propres associées à un problème aux valeurs propres de la ma-
trice d’auto-corrélation de chaque champs, évaluée sur Nx ×Nt points du domaine spatio-
temporel.

Pour cela, nous nous fixons Nx points dans Ωx , notés {xi }i=1,...,Nx et Nt points dans Ωt ,
notés {t j } j=1,...,Nt . Le problème POD revient alors à chercher les fonctionsΦ, pour le champs
T , et respectivement Ψ, pour le champs P , qui vérifient les problèmes aux valeurs propres
suivant :

γΦ=λΦ (2.3a)

δΨ=µΨ (2.3b)

où γ et δ sont les matrices des corrélations des champs, définies telles que :

γi k =
Nt∑
j=1

T (xi , t j )T (xk , t j ) (2.4a)

δi k =
Nt∑
j=1

Pv (xi , t j )Pv (xk , t j ) (2.4b)

Pour la suite de la notation, nous utilisons la convention de sommation d’EINSTEIN. Sa-
chant j ∈ {1, · · · , Nt }, nous avons donc :

γi k =
Nt∑
j=1

T (xi , t j )T (xk , t j ) = T (xi , t j )T (xk , t j ) (2.5a)

δi k =
Nt∑
j=1

Pv (xi , t j )Pv (xk , t j ) = Pv (xi , t j )Pv (xk , t j ) (2.5b)

Nous définissons la matrice Q, respectivement R, telles que, Qi j = T (xi , t j ) et Ri j = Pv (xi , t j ),
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soit :

Q =


T (x1, t1) T (x1, t2) . . . T (x1, tNt )

T (x2, t1) T (x2, t2) . . . T (x2, tNt )
...

...
. . .

...

T (xNx , t1) T (xNx , t2) . . . T (xNx , tNt )

 (2.6a)

R =


Pv (x1, t1) Pv (x1, t2) . . . Pv (x1, tNt )

Pv (x2, t1) Pv (x2, t2) . . . Pv (x2, tNt )
...

...
. . .

...

Pv (xNx , t1) Pv (xNx , t2) . . . Pv (xNx , tNt )

 (2.6b)

Q est la matrice des snapshots du champ T et R celle du champ Pv . Chaque vecteur j ∈
{1, . . . , Nt } de la matrice représente un cliché (snapshots) à l’instant t j du champ d’intérêt.

Les matrices des corrélations γ (2.5a) et δ (2.5b), s’écrivent donc :

γi k =Qi j Qk j (2.7a)

δi k = Ri j Rk j (2.7b)

qui peuvent s’écrire :

γ=QQT (2.8a)

δ= RRT (2.8b)

Les problèmes aux valeurs propres (2.3a) et (2.3b) reviennent donc à résoudre les pro-
blèmes suivant :

QQTΦ=λΦ (2.9a)

RRTΨ=µΨ (2.9b)

Φ contient donc les vecteurs propres et λ, matrice diagonale, les valeurs propres de la ma-
trice des corrélations γ = QQT du champs T . Et respectivement, Ψ contient les vecteurs
propres et µ, matrice diagonale, les valeurs propres de la matrice des corrélations δ = RRT

du champs Pv .
Les matrices γ et δ sont symétriques et définies positives. Il existe de nombreux algo-

rithmes pour les diagonaliser et trouver leurs valeurs propres. L’outil MATLAB dispose d’al-
gorithmes intégrés adaptés à la résolution de ce genre de problème. Ils sont généralement
basés sur la décomposition de CHOLESKI [196, 197, 198].

Construction du modèle réduit POD

Pour construire le modèle réduit POD, les problèmes aux valeurs propres (2.9a) et (2.9b)
sont résolus avec un algorithme adapté. Nx valeurs propres {λi }1≤i≤Nx

et
{
µi

}
1≤i≤Nx

sont
donc calculés respectivement pour les champs T et Pv . Pour construire le modèle réduit,
nous définissons les bases réduites POD, Φ et Ψ, composée de N vecteurs propres, avec
1 ≤N << Nx . Les vecteurs propres sont choisis tels que :

λ1 ≥ . . . ≥λi ≥ . . . ≥λN ≥ 0 (2.10a)

µ1 ≥ . . . ≥µi ≥ . . . ≥µN ≥ 0 (2.10b)
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afin d’obtenir une décomposition optimale au sens énergétique [180]. Les fonctions f (N )
et g (N ) correspondent à l’énergie capturée par les modes λN et µN :

f (N ) =

N∑
k=1

λk

Nx∑
i=1

λi

(2.11a)

g (N ) =

N∑
k=1

µk

Nx∑
i=1

µi

(2.11b)

Pour nos travaux, nous chercherons N tel que min
(

f (N , g (N )
) > 0.999. D’autres cri-

tères existent [183, 171]. Ainsi les bases POD d’ordre N s’expriment :

Φ=
[
Φ1 Φ2 . . . ΦN

]
=


Φ1(x1) Φ2(x1) . . . ΦN (x1)

Φ1(x2) Φ2(x2) . . . ΦN (x2)
...

...
. . .

...

Φ1(xNx ) Φ2(xNx ) . . . ΦN (xNx )

 (2.12a)

Ψ=
[
Ψ1 Ψ2 . . . ΨN

]
=


Ψ1(x1) Ψ2(x1) . . . ΨN (x1)

Ψ1(x2) Ψ2(x2) . . . ΨN (x2)
...

...
. . .

...

Ψ1(xNx ) Ψ2(xNx ) . . . ΨN (xNx )

 (2.12b)

N est donc l’ordre de réduction du problème. Dans nos travaux, l’ordre de réduction
des champs T et Pv sont choisis égaux. Les bases Φ et Ψ permettent donc d’approximer les
champs T et Pv . Nous notons T̃ et P̃v ces approximations, définies telle que :

T̃ (xi , t j ) =
N∑

k=1
Φk (xi )ζk (t j ) (2.13a)

P̃v (xi , t j ) =
N∑

k=1
Ψk (xi )ηk (t j ) (2.13b)

où ζ et η, vecteurs de taille N , deviennent les nouvelles inconnues de notre problème.
Le modèle réduit POD vient d’être construit.

Résolution modèle réduit POD

En considérant le problème (3), (2.13a) et (2.13b), le problème réduit POD (4) s’écrit :
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Problème 4. ∀k ∈ 1, . . . ,N , ∀x ∈Ωx trouver ζk (t ) :Ω=Ωt −→ IR et ηk (t ) :Ω=Ωt −→ IRc11 c12

c21 c22

∂t

Φkζk

Ψkηk

= ∂x

d11 d12

d21 d22

∂x

Φkζk

Ψkηk

 dansΩ (i)

Φkζk

Ψiηk

T

=
[

T ′
a

P ′
v,a

]
conditions aux bords du domaine ∂Ωx

(ii)Φkζk

Ψiηk

T

=
[

T ′
0

P ′
v,0

]
condition initiale au temps t0 (iii)

où les coefficients T ′
0,T ′

a ,P ′
v,0,P ′

v,a sont connus et peuvent être différents de T0,Ta ,Pv,0,Pv,a

du problème (3).

Si les problèmes (3) et (4) sont discrétisés en prenant Nx et Nt éléments des domaines
Ωx et respectivement Ωt . Les solutions ζ et η du problème réduit (4) sont de taille (N ×Nt )
tandis que celles du problème complet (3) sont (Nx × Nt ). Sachant que N << Nx , le pro-
blème d’ordre réduit a donc un coût numérique de résolution inférieur à celui du problème
complet. Le tableau 2.3 donne une synthèse des dimensions des différentes matrices selon
la méthode POD.

TABLE 2.3 – Dimensions des différentes matrices selon la méthode POD pour le cas d’étude considéré.
T et Pv sont solutions du problème complet (3), ζ et η sont solutions du problème réduit (4), avec
N << Nx .

Matrice Dimension Matrice Dimension

Modèle complet, champs T et
Pv

Nx ×Nt Q et R Nx ×Nx

Φ etΨ Nx ×N Modèle POD, champs ζ et η N ×Nt

Synthèse de l’algorithme POD

Pour construire un modèle réduit par méthode POD, la stratégie est résumée ci-dessous
et sur la figure 2.4. La méthode POD étant une méthode a posteriori, sa stratégie est scindée
en 2 parties avec la première étape de construction du modèle réduit, appelée aussi phase
d’apprentissage. La deuxième phase est celle d’utilisation du modèle réduit pour simuler un
nouveau problème.
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1 Étape 1 : Construction du modèle réduit ;

2 Écriture du problème complet (3) ;

3 Définition des conditions aux limités et initiales T0, Pv,0, Ta et Pv,a ;

4 Résolution du problème complet (3) : calcul des champs T (x, t ) et Pv (x, t ) ;

5 Calcul des matrices des snapshots Q et R ;

6 Diagonalisation et recherche des vecteurs propres de la matrice des corrélations

γ=QQT ;

7 Construction des bases PODΦ etΨ et définition de l’ordre de réduction N ;

8 Construction du modèle réduit : ζ et η nouvelles inconnues telles que T =Φkζk et

Pv =Ψkηk ;

9 Étape 2 : Utilisation du modèle réduit pour résoudre un autre problème ;

10 Écriture du problème réduit (4) ;

11 Définition des conditions aux limités et initiales T ′
0, P ′

v,0, T ′
a et P ′

v,a ;

12 Résolution du problème réduit (4) : calcul de ζ(t ) ;

13 Reconstitution du champs T̃ =Φkζk et P̃v =Ψkηk ;

14 Si T0 = T ′
0, Pv,0 = P ′

v,0, Ta = T ′
a et Pv,a = P ′

v,a , comparaison des champs T̃ , P̃v , T et Pv

;

Algorithme 1 : Méthode de réduction POD

Modèle original 

complet
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FIGURE 2.4 – Stratégie de construction du modèle réduit par méthode POD.

2.3.3 Mise en pratique

Après description de la méthode de réduction de modèle POD, nous proposons à pré-
sent d’évaluer la précision du modèle réduit pour calculer les champs hygrothermiques d’un
problème de transfert. Pour cela, le modèle réduit POD est construit à partir de la résolution
du problème complet. Ensuite, le même cas d’étude sera résolu avec le modèle réduit. Les
conditions aux limites et initiales seront donc identiques.
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Description du cas d’étude

Nous étudions un block de béton2 de 10 × 10 cm avec les conditions aux limites sui-
vantes :

face 1 : adiabatique

face 2 : conditions de Dirichlet, température et humidité relative imposées par un signal si-
nusoïdal (voir figure 2.5b).

face 3 : conditions de Dirichlet, température et humidité relative imposées, T3 = 19°C and
ϕ3 = 0.8

face 4 : conditions de Dirichlet, température et humidité relative imposées, T4 = 10°C and
ϕ4 = 0.6

Les propriétés du matériau sont issues de [199]. Les équations décrivant les propriétés
sont extrapolées à partir de mesures expérimentales. Les détails des propriétés sont donnés
en annexe C.

Les conditions initiales sont T (x, y,0) = 20◦C pour la température et ϕ = 0.5 pour l’hu-
midité relative. Le matériau est discrétisé avec une grille de 50×50 nœuds. L’ensemble des
transferts sont simulés en 2 dimensions. Le modèle complet a été développé sous l’environ-
nement MATLAB, selon les travaux de ROUCHIER, [199]. Le modèle de transfert a été formulé
en utilisant la température T et la pression capillaire Pc comme potentiel moteur des équa-
tions. La simulation est réalisée sur 5 jours avec un pas de temps ∆t = 60 s.

Avec les résultats du modèle complet, nous calculons le matrices snapshots à partir des
équations (2.6a) et (2.6b) pour les champs d’intérêt. Les problèmes aux valeurs propres (2.9a)
et (2.9b) sont ensuite résolus et 2×2500 valeurs propres sont obtenues. Nous construisons
un modèle réduit d’ordre 10, i.e. les 10 plus grandes valeurs propres sont conservées. Avec
ce choix, 99.90% de l’énergie du champ Θ est capturée. La base POD est alors construite en
sélectionnant les 10 vecteurs propres associés aux 10 valeurs propres retenues.

Le problème réduit (4) est ensuite résolu en considérant les mêmes sollicitations et condi-
tions initiales que le problème complet (3) en utilisant le logiciel MATLAB.

Résultats

La solution du modèle réduit est comparée à celle du modèle complet. La figure 2.6 com-
pare les profils de température et de pression de vapeur à y = 0.05 m, toutes les 12 heures,
pour les deux modèles. La pression de vapeur a été préférée à la pression capillaire pour une
meilleure appréciation des résultats. La moyenne, le maximum et le minimum de chaque
modèle à y = 0.05 m sont donnés sur la figure 2.7. L’erreur relative SMQE entre le modèle
complet et le modèle réduit pour chacun des deux champs, est tracée en fonction du temps
sur la figure 2.8.

La tendance générale (i.e. moyenne) des champs hygrothermiques est bien représentée
par le modèle réduit POD, comme le montre la figure 2.7. Le champ de température est cal-
culé précisément par le modèle réduit. L’erreur relative pour la température entre les deux
modèles est en moyenne de 0.065% (voir tableau 2.5). Cet écart évolue peu sur l’ensemble
de la simulation (voir figure 2.8a). En revanche, le modèle réduit ne calcule pas de manière
aussi précise le champs de pression de vapeur que celui de température. L’erreur relative est
plus élevé et augmente durant la simulation (voir figure 2.8).
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FIGURE 2.5 – Schéma du cas d’étude et des Conditions aux limites en température et humidité relative
considérées pour l’étude.
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FIGURE 2.6 – Profils de température et de pression de vapeur à y = 0.05 toutes les 12 heures pour le
modèle complet (LOM) et le modèle réduit POD.

Pour ce cas d’étude, le tableau 2.4 récapitule l’ensemble des dimensions des différentes
matrices pour ce cas d’étude. La dimension de l’inconnue du problème réduit est divisé par
25. Le coût de résolution du problème réduit est donc inférieur à celle du problème complet.

Le choix de l’ordre du modèle réduit est une question importante. Pour illustrer ces pro-
pos, le modèle complet a été comparé à un modèle réduit d’ordre 3 sur la figure 2.9. Pour
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FIGURE 2.7 – Moyenne, maximum et minimum pour le modèle complet (LOM) et le modèle réduit
POD pour la température et la pression de vapeur.
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FIGURE 2.8 – SMQE pour la température et la pression de vapeur en fonction du temps.

TABLE 2.4 – Taille des différentes matrices selon la méthode POD pour le cas d’étude considéré.

Matrice Dimension Matrice Dimension

Modèle complet, champs T et
Pv

5000×721 Q et R 5000×5000

Φ etΨ 5000×20 Modèle POD, champs ζ et η 20×721

ce modèle réduit, les champs de température et de pression de vapeur ne sont pas correcte-
ment représentés. L’énergie capturée avec 3 modes est trop faible pour que le modèle réduit
soit performant. En effet, selon les équations (2.11a) et (2.11b), nous avons mi n( f (3), g (3)) =
0.9645 et mi n( f (10), g (10)) = 0.9999. Le tableau 2.5 donne l’erreur maximale avec le mo-
dèle complet pour des modèles réduits d’ordre 3 et d’ordre 10. La modélisation des champs
hygrothermiques est plus imprécise avec le modèle d’ordre 10 qu’avec celui d’ordre 3. En re-
vanche, l’inconnue du problème réduit d’ordre 3 est de dimension inférieure à celui d’ordre
10. La réduction de la complexité numérique du problème est donc plus importante pour le
modèle d’ordre faible.

L’horizon de simulation considéré ici est assez réduit (5 jours). Cependant, ce cas d’étude
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TABLE 2.5 – SMQE total pour la température et la pression capillaire pour deux modèles réduits POD.

Modèle réduit d’ordre N = 10 Modèle réduit d’ordre N = 3

SMQE Température T (%) 0.065 1.353

SMQE Pression de vapeur Pv (%) 0.14 40
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FIGURE 2.9 – Profils de température et de pression de vapeur à y = 0.05 toutes les 12 heures pour le
modèle complet (LOM) et 2 modèles réduits POD d’ordre 3 et d’ordre 10.

académique nous permet de montrer que la méthode POD permet d’élaborer un modèle
réduit capable de représenter précisément les champs hygrothermiques dans un matériau.

2.3.4 Limites

La méthode POD est un méthode a posteriori. Il y a donc un coût intrinsèque de réso-
lution du problème complet pour construire le modèle réduit. Le coût total de résolution
d’un problème réduit POD (4) est égal au coût de résolution de ce dernier additionné au
coût de construction du modèle réduit. Ainsi le gain numérique est appréciable si le modèle
réduit peut être utilisé dans configurations différentes de celles utilisées pour le construire.
Ces configurations peuvent se distinguer au niveau des conditions aux limites ou de l’ho-
rizon de simulation. Les prochaines sections proposent d’évaluer ces possibilités. Dans un
premier temps, nous étudierons les performances d’un modèle réduit sur un horizon de si-
mulation plus grand que celui ayant servi à sa construction. La deuxième étude portera sur
la simulation d’un modèle réduit en considérant des conditions aux limites différentes de
celles utilisées pour sa construction.

Influence de l’horizon de simulation de l’étape de construction du modèle réduit

Pour étudier l’influence de l’horizon de simulation de l’étape de construction du modèle
réduit, nous reprenons le même cas d’étude que décrit à la section 2.3.3. Les propriétés du
matériau et les conditions initiales sont inchangées. Les conditions aux limites considérées
sont données par la figure 2.10. Nous faisons varier l’horizon de simulation de construction
du modèle réduit 2, 5 et 10 jours. Ensuite chaque modèle est utilisé pour simuler un pro-
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TABLE 2.6 – Horizon de simulation pour la construction du modèle réduit et pour sa simulation.

Horizon de simulation du modèle complet Horizon de simulation du modèle réduit

pour construire le modèle réduit (en jours) (en jours)

2 10

5 10

10 10

blème sur un horizon de 10 jours. (voir tableau 2.6). Les résultats sont ensuite comparés à
ceux obtenus par le modèle complet.

La moyenne et la dynamique du champ de température sont bien représentées pour l’en-
semble des modèles réduit (figures 2.11a, 2.13a et 2.12a). Les erreurs entre les modèles ré-
duits et le modèle complet sont comparables à celles calculé sur le premier cas d’étude (sec-
tion 2.3.3). Le modèle réduit POD est performant pour le calcul de la température, quelque
soit l’horizon de simulation utilisé pour sa construction.

En revanche, des différences sont observables pour la pression de vapeur, qui constitue
la partie fortement non-linéaire du problème. Nous pouvons constater que lorsque le mo-
dèle réduit est construit sur un horizon de simulation court, celui-ci n’arrive pas à simuler
efficacement le champs sur un horizon plus grand. Pour le modèle construit sur 2 jours de
simulations, l’écart avec le modèle complet augmente au fur et à mesure que le modèle est
sollicité par des conditions aux limites inconnues. Le modèle réduit construit sur 10 jours
réussi à reproduire précisément les champs hygrothermiques.

Cette étude souligne l’importance de la phase de construction du modèle réduit pour que
celui-ci soit capable de simuler précisément les champs. La perspective d’utiliser un modèle
réduit construit par méthode POD sur un horizon de simulation plus grand que celui utilisé
pour sa construction, est donc compromise.
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FIGURE 2.10 – Conditions aux limites en température et en humidité relative considérées.

Influence des conditions aux limites lors de la phase d’apprentissage du modèle réduit

L’objectif est d’étudier le comportement d’un modèle réduit POD, construit pour une
séquence de conditions aux limites, lorsqu’il est sollicité avec des conditions aux limites dif-
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FIGURE 2.11 – Profils de température et de pression de vapeur à y = 0.05 m toutes les 12 heures pour
le modèle complet (LOM) et 3 modèles réduits POD construits sur 2 ,5 et 10 jours et simulés sur 10
jours.
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FIGURE 2.12 – Moyenne, maximum et minimum de température et la pression de vapeur à y = 0.05 m
pour le modèle complet (LOM) et 3 modèles réduits POD construits sur 2, 5 et 10 jours et simulés sur
10 jours.
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FIGURE 2.13 – SMQE pour la température et la pression de vapeur en fonction du temps pour 3 mo-
dèles réduits POD construits sur 2, 5 et 10 jours et simulés sur 10 jours.
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férentes.

Nous considérons le même cas d’étude que celui décrit section 2.3.3. Le modèle réduit a
été construit avec les conditions aux limites données par la figure 2.14a sur une séquence de
5 jours. Le modèle réduit a ensuite été sollicité sur une séquence de 5 jours avec des condi-
tions aux limites réelles, données sur la figure 2.14b.
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(a) Conditions considérées pour la construction du modèle réduit
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FIGURE 2.14 – Conditions aux limites en température et humidité considérées pour la construction
du modèle réduit et la simulation.

La figure 2.15 montrent que les deux champs, température et pression capillaire, ne sont
pas correctement simulés par le modèle réduit. La séquence de conditions aux limites utili-
sée pour l’apprentissage du modèle réduit balaye toute la plage de température et d’humi-
dité relative de la séquence de conditions aux limites du climat réel. Malgré cela, l’apprentis-
sage n’est pas suffisant pour le modèle réduit. Les champs hygrothermiques sont imprécis.

La construction d’un modèle réduit avec des conditions aux limites génériques, pour en-
suite solliciter celui-ci avec des conditions aux limites réelles, semble compromise. Pour en-
visager une telle possibilité, il faudrait certainement construire un modèle sur des condi-
tions aux limites génériques qui balayent l’ensemble de la plage d’humidité relative et de
température ainsi que l’ensemble des fréquences de sollicitations. Cette perspective paraît
laborieuse.
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FIGURE 2.15 – Profils de température et de pression de vapeur à y = 0.05 toutes les 12 heures pour le
modèle complet (LOM) et le modèle réduit POD construits et simulés pour des conditions aux limites
différentes.

2.3.5 Conclusion sur l’utilisation de la méthode POD

En résumé, la méthode POD peut être utilisée pour construire un modèle réduit efficace
et précis pour la simulation des transferts hygrothermiques dans les matériaux. Le coût nu-
mérique de résolution du problème est alors réduit significativement (divisé par 25 sur le cas
d’étude). Mais le caractère a posteriori de la méthode fait que le gain numérique devient inté-
ressant si le modèle réduit peut être utilisé dans des configurations différentes de celles pour
lesquelles il a été construit. Les études portées sur l’influence de l’horizon de simulation et
des conditions aux limites pendant la phase d’apprentissage du modèle ont montré que le
modèle réduit POD ne pouvait pas répondre à ces attentes. D’autres études ont rapportés
des résultats similaires sur les limites des modèles POD utilisés pour simuler des problèmes
non-linéaires ayant des paramètres différents de ceux utilisés pour la construction du mo-
dèle réduit [? ? ].

Suite à ces observations, nous proposons de continuer l’étude des méthodes de réduc-
tion de modèles appliquées aux transferts hygrothermiques par l’exploration d’une méthode
a priori : la Décomposition Propre Généralisée (Proper Generalised Decomposition ou PGD).

2.4 Méthode PGD

La PGD fait partie de la deuxième famille des méthodes de réduction de modèle, à savoir
celle des méthodes a priori. Contrairement à la POD, ces techniques ne requièrent pas d’in-
formations préliminaires concernant la solution du problème. Le modèle réduit est inconnu
a priori et est construit par un processus itératif.

2.4.1 Principe de la méthode

L’origine de la PGD provient des travaux de LADAVEZE en 1985 [200] sur la représenta-
tion séparée en espace et temps de la solution d’un problème de mécanique des structures.
CHINESTA et ses collaborateurs ont récemment proposé une revue de son application dans
[201, 202]. L’ouvrage [203] peut être consulté pour avoir d’avantages de détails sur la mé-
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thode. Cette stratégie de résolution de problème a été appliquée et validée sur de nombreux
problèmes à applications industrielles.

Les premières études ont concerné le domaine de l’aérospatial dans le cadre de pro-
blèmes d’assemblements. Ces derniers ont été résolus en réalisant des analyses paramé-
triques en fonction du nombre de contacts [204]. Dans le même domaine, des outils ont
été développés pour prédire l’apparition de l’humidité dans les joints du lanceur de la fu-
sée Ariane 5 [205]. A travers ces développements, la PGD a été mise en avant pour résoudre
des problèmes de mécanique multi-échelles, notamment pour des milieux fortement hé-
térogènes. La résolution du problème local impose des résolutions avec des disrétisations
temporelles et spatiales très fines [206, 207, 208].

AMMAR et coll. ont aussi introduits la PGD dans le domaine de la théorie cinétique (équa-
tion de FOKKER-PLANCK)[209, 210, 211]. Des problèmes multi-dimensionnels sont résolus
en fonction des variables temporelles, spatiales et de paramètres de contrôle comme le nombre
de REYNOLDS. Le nombre d’inconnues des problèmes est fortement réduit grâce à l’utili-
sation de la méthode PGD. Suite à ces travaux, CHINESTA et coll. ont passé en revue les
avantages de la technique pour décrire les phénomènes physiques impliquant différentes
échelles (mécanique quantique, dynamique moléculaire, etc.) [180]. Ils mettent en avant les
prérogatives de la méthode pour résoudre les problèmes ayant un grand nombre de degré de
liberté. D’autres exemples peuvent être recensés pour lesquels l’utilisation de la PGD permet
de réduire significativement la complexité de problèmes multi-échelles ou multi-physiques
[212]. Des exemples peuvent être consultés dans le domaine de la mécanique quantique
(equation de SCHROEDINGER) [213, 214] ou la séparation de phase pour des mélanges hété-
rogènes (equation de Langer) [215, 216].

La méthode a aussi été mise en exergue pour la résolution de problèmes aux dérivées par-
tielles stochastiques non-linéaires [217, 218, 219]. L’équation de BURGER et des problèmes de
diffusions non-linéaires couplées sont traités dans [220]. Plus récemment, la PGD est utilisée
pour des applications technologiques médicales. Derrière les problèmes de mécanique du
solide, les modèles PGD sont utilisés pour la simulation de chirurgie virtuelle en temps réel
[221, 222, 223]. Enfin, dans notre domaine d’application, nous notons la résolution de pro-
blème de mécanique des fluides [178, 179]. La solution des équations de RAYLEIGH-BÉNARD

est calculée en fonction du nombre de REYNOLDS et de NUSSELT tout en diminuant la com-
plexité du problème par rapport au modèle complet.

La PGD semble pertinente pour de nombreux problèmes complexes. De plus, sur le plan
théorique, il a été démontré que la solution du problème obtenu par méthode PGD conver-
geait toujours vers la solution du modèle complet [224]. Nous proposons ainsi d’en expliquer
ses principes pour l’évaluer ensuite sur les problèmes de transferts hyrothermiques dans les
matériaux poreux.

Considérons un espace de dimension Ωd , défini pour le champ Θ(x1, x2, . . . , xd ). Les va-
riables xi peuvent être des coordonnées spatiales, relative au temps ou un paramètre du
problème tel qu’une condition aux limites ou une condition initiale, un terme source ou une
propriété du matériau. La solution PGD du problème est recherchée sous la forme :

Θ(x1, x2, . . . , xd ) =
M∑

m=1
F m

1 (x1)⊗F m
2 (x2)⊗·· ·⊗F m

d (xd ) (2.15)

Ainsi le champ est recherché comme une somme de M produits tensoriels de d fonctions
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F m
i (xi ) inconnues a priori, de chacune des variables xi . Il est important que l’ensemble des

variables (xi )i=1...d soient indépendantes. Pour déterminer les fonctions F , le principe sui-
vant est appliqué :

étape 1 : Initialisation de la base des fonctions.

étape 2 : Enrichissement par méthode itérative. A l’étape d’enrichissement M , les fonctions F j
i (xi )

ont été déterminées par les étapes précédentes j ≤ M − 1. Les fonctions F M
i (xi ) sont

alors calculées en utilisant l’équation du problème. Un algorithme du point fixe est uti-
lisé pour déterminer simultanément les fonctions inconnues venant enrichir la base.

étape 3 : Vérification de la convergence de la solution du problème

Le principe de la méthode PGD est similaire à la résolution analytique de l’équation de
la chaleur en recherchant la solution sous de la forme d’une série de produits de fonctions
à variables séparées. Pour cette résolution analytique de l’équation de la chaleur, l’expres-
sion analytique des fonctions est recherchée (fonction sinus de la variable spatiale et expo-
nentielles de la variable temps). En revanche, pour la méthode PGD, l’expression analytique
n’est pas recherchée. Seules les valeurs des fonctions sur les domaines de chaque variable
sont déterminées.

2.4.2 Application aux transferts hygrothermiques

Le problème considéré est le même que celui considéré pour la POD, à savoir :

Problème 5. Trouver T (x, t ) :Ω=Ωx ×Ωt −→ IR et Pv (x, t ) :Ω=Ωx ×Ωt −→ IRc11 c12

c21 c22

∂t

[
T

Pv

]
= ∂x

d11 d12

d21 d22

∂x

[
T

Pv

] dansΩ (i)

[
T

Pv

]
=

[
Ta Pv,a

]T
conditions aux bords du domaine spatial ∂Ωx

(ii)[
T

Pv

]
=

[
T0 Pv,0

]T
condition initiale au temps t0 (iii)

où les coefficients {ci j }, {di j }, fonctions réelles de (x, t ), sont connus. Nous recherchons les
solutions T et Pv solution de (5) telles que :

T (x, t ) =
M∑

m=1
F m(x)Gm(t ) (2.17a)

Pv (x, t ) =
M∑

m=1
H m(x)I m(t ) (2.17b)

{F m ,Gm , H m , I m}1≤m≤M sont appelés les modes des solutions PGD de T et Pv . Nous al-
lons détailler la stratégie pour les déterminer.
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Initialisation de la base PGD

La base PGD (F 1,G1) est d’abord initialisée pour respecter la consistance des conditions
aux limites et initiales du problème. Nous notons ∂Ωx le bord du domaine Ωx . Ainsi dans
le cas de conditions aux limites de Dirichlet (1re espèce), les vecteurs {F 1,G1, H 1, I 1} seront
définis tels que :

∀x ∈Ωx ,F 1(x)G(t = t0) = T0

∀x ∈Ωx , H 1(x)I (t = t0) = Pv,0

∀(x, t ) ∈ ∂Ωx ×Ωt ,F 1(x)G(t ) = Ta

∀(x, t ) ∈ ∂Ωx ×Ωt , H 1(x)I (t ) = Pv,a

Dans le cas de conditions aux limites de Neumann (2e espèce), les vecteurs {F 1,G1, H 1, I 1}
seront définis tels que :

∀x ∈ΩxF 1(x)G(t = 0) = T0

∀x ∈Ωx H 1(x)I (t = 0) = Pv,0

Étape d’enrichissement

La base PGD est ainsi initialisée pour chacun des champs. Il nous faut maintenant l’en-
richir pour résoudre le problème (5). La stratégie consiste donc à calculer de manière ité-
rative les modes {F m ,Gm , H m , I m} de m = 1 à m = M . A l’étape d’enrichissement M , avec
1 < M ≤ M , les approximations T = ∑M

m=1 F mGm et Pv = ∑M
m=1 H m I m sont connues. Nous

cherchons donc à enrichir la base PGD des vecteurs {F i ,G i , H i , I i }1<i≤M en déterminant les
vecteurs {F M+1,G M+1, H M+1, I M+1}. Pour les annotations, nous posons :

T (x, t ) =
M+1∑
m=1

F mGm =
M∑

m=1
F mGm +F M+1G M+1 =

M∑
m=1

F mGm +RS (2.18a)

Pv (x, t ) =
M+1∑
m=1

H m I m =
M∑

m=1
H m I m +H M+1I M+1 =

M∑
m=1

H m I m +UV (2.18b)

Les équations (2.18a) et (2.18b) sont alors introduites dans le problème (5). La représen-
tation séparée des champs T et Pv pour les variables x et t , nous permet d’obtenir :c11 c12

c21 c22

 R dS
d t

U dV
d t

−∂x

d11 d12

d21 d22

 S dR
d x

V dU
d x

=

−
M∑

m=1

c11 c12

c21 c22

F m dGm

d t

H m d I m

d t

+∂x

d11 d12

d21 d22

Gm dF m

d x

H m d I m

d x

+ResM

 (2.19)

ResM est le résidu à l’ordre M + 1, résultant du fait que les équations (2.17a) et (2.17b)
sont des approximations de la solution du problème (5). L’objectif de la méthode va être
d’enrichir la base PGD afin de minimiser le résidu.
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Traitement de la non-linéarité

Avant de pouvoir déterminer les inconnues {R,S,U ,V } du problème (2.19), il faut trai-
ter la non-linéarité du problème. En effet, les coefficients {di j }i=1,2, j=1,2 et {ci j }i=1,2, j=1,2 dé-
pendent des champs T et Pv et donc des variables x et t .

A l’itération M+1 de résolution par PGD, les termes non-linéaire C (T,Pv ) et D(T,Pv ) sont
évalués en utilisant les informations des modes précédents de 1 à M de T et Pv . Ainsi, pour
les coefficients {di j }i=1,2, j=1,2 et {ci j }i=1,2, j=1,2, nous écrivons :

di j (T,Pv ) = di j

(
M∑

m=1
F mGm ,

M∑
m=1

H m I m

)
(2.20)

ci j (T,Pv ) = ci j

(
M∑

m=1
F mGm ,

M∑
m=1

H m I m

)
(2.21)

Ensuite, les coefficients {di j }i=1,2, j=1,2 et {ci j }i=1,2, j=1,2, sont séparées sous forme d’un
produit de fonctions de x et de t , en utilisant les techniques de décomposition en valeurs
singulières (Singular Value Decomposition ou SVD) :

di j =
Ndi j∑

ndi j=1
d

ndi j

i j ,x d
ndi j

i j ,t (2.22a)

ci j =
Nci j∑

nci j=1
c

nci j

i j ,x c
nci j

i j ,t (2.22b)

Calcul des nouveaux modes de la base

Le problème (2.19) est un système de 2 équations couplées à 4 inconnues R, S, U et V .
Pour le résoudre, nous projetons chaque équation du problème (2.19) sur S et V, correspon-
dant à l’opération 〈S,•〉t =

∫
Ωt

S•d t . La projection est réalisée de telle sorte que
〈

S,ResM
〉
t
= 0

La projection de la première ligne de (2.19) sur S donne :

〈
S,c11

dS

d t

〉
t

R +
〈

S,c12
dV

d t

〉
t

U −
〈

S,S
d

d x

(
d11

dR

d x

)〉
t

−
〈

S,V
d

d x

(
d12

dU

d x

)〉
t

=−
(

M∑
m=1

〈
S,c11

dGm

d t

〉
t

F m+
〈

S,c12
d I m

d t

〉
t

H m −
〈

S,Gm d

d x

(
d11

dF m

d x

)〉
t

−
〈

S, I m d

d x

(
d12

d H m

d x

)〉
t

)
(2.23)

En considérant les décompositions (2.22a) et (2.22b) des coefficients {di j }i=1,2, j=1,2 et
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{ci j }i=1,2, j=1,2, l’équation (2.23) devient :

Nd11Nd12
Nc11Nc12∑
nd11nd12
nc11nc12

〈
S,cnc11

11,t

dS

d t

〉
t

cnc11
11,x R +

〈
S,cnc12

12,t

dV

d t

〉
t

cnc12
12,xU

−
〈

S,d nd11
11,t S

〉
t

d

d x

(
d nd11

11,x

dR

d x

)
−

〈
S,d nd12

12,t V
〉

t

d

d x

(
d nd12

12,x

dU

d x

)

=−

Nd11Nd12
Nc11Nc12∑
nd11nd12
nc11nc12

M∑
m=1

〈
S,cnc11

11,t

dGm

d t

〉
t

cnc11
11,x F m +

〈
S,cnc12

12,t

d I m

d t

〉
t

cnc12
12,x H m

−
〈

S,d nd11
11,t Gm

〉
t

d

d x

(
d nd11

11,x

dF m

d x

)
−

〈
S,d nd12

12,t I m
〉

t

d

d x

(
d nd12

12,x

d H m

d x

)
(2.24)

L’équation (2.24) peut se mettre sous la forme :

Nd11Nd12
Nc11Nc12∑
nd11nd12
nc11nc12

αR R +βRU −γR
d

d x

(
d nd11

11,x

dR

d x

)
−δR

d

d x

(
d nd12

12,x

dU

d x

)
=

M∑
m
εm

R (2.25)

en posant :

αR =
〈

S,cnc11
11,t

dS

d t

〉
t

cnc11
11,x

βR =
〈

S,cnc12
12,t

dV

d t

〉
t

cnc12
12,x

γR =
〈

S,d nd11
11,t S

〉
t

δR =
〈

S,d nd12
12,t V

〉
t

εm
R =−

Nd11Nd12
Nc11Nc12∑
nd11nd12
nc11nc12

〈
S,cnc11

11,t

dGm

d t

〉
t

cnc11
11,x F m +

〈
S,cnc12

12,t

d I m

d t

〉
t

cnc12
12,x H m

−
〈

S,d nd11
11,t Gm

〉
t

d

d x

(
d nd11

11,x

dF m

d x

)
−

〈
S,d nd12

12,t I m
〉

t

d

d x

(
d nd12

12,x

d H m

d x

)

Par analogie, la deuxième équation de (2.19) est projeté sur V . Ensuite, le système (2.19)
est ensuite projeté sur R pour la première équation et U pour la deuxième équation, corres-
pondant à l’opération 〈R,•〉x =

∫
ωx

R •d x.
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Les 4 projections nous permettent d’obtenir un système s’écrivant sous la forme :

Nd11Nd12
Nc11Nc12∑
nd11nd12
nc11nc12

αR R +βRU −γR
d

d x

(
d nd11

11,x

dR

d x

)
−δR

d

d x

(
d nd12

12,x

dU

d x

)
=

M∑
m
εm

R (2.26)

Nd21Nd22
Nc21Nc22∑
nd21nd22
nc21nc22

αU R +βUU −γU
d

d x

(
d nd21

21,x

dR

d x

)
−δU

d

d x

(
d nd22

22,x

dU

d x

)
=

M∑
m
εm

U (2.27)

Nd11Nd12
Nc11Nc12∑
nd11nd12
nc11nc12

αS
dS

d t
+βS

dV

d t
−γSS −δSV =

M∑
m
εm

S (2.28)

Nd21Nd22
Nc21Nc22∑
nd21nd22
nc21nc22

αV
dS

d t
+βV

dV

d t
−γV S −δV V =

M∑
m
εm

V (2.29)

Le système regroupant les équations (2.26), (2.27), (2.28) et (2.29) est un système de 4
équations différentielles ordinaires ayant pour inconnues {R,T,S,V }. Pour le résoudre, nous
utilisons un algorithme du point fixe. Une première conjecture (ou "guess") aléatoire est
donnée pour S et V . Le couple {S,V } permet ainsi de calculer les coefficients (α,β,γ,δ,ε)R

et (α,β,γ,δ,ε)U . Les équations (2.26) et (2.27) peuvent alors être résolues pour calculer R et
U . Le couple {R,U } obtenu permet de calculer les coefficients (α,β,γ,δ,ε)S et (α,β,γ,δ,ε)V .
La résolution de (2.28) et (2.29) permet de déterminer un nouveau couple {S,V }. Ces deux
étapes sont répétées jusqu’à convergence de l’algorithme vers un point fixe. Le critère d’ar-
rêt, supposant que l’algorithme a convergé vers les solutions {R,T,S,V } du système, est :

Er r q = max
(‖Rq −Rq−1‖x < ε, ‖U q −U q−1‖x < ε,‖Sq −Sq−1‖t < ε, ‖V q −V q−1‖t < ε

)
(2.30)

où q est l’indice d’itération de l’algorithme du point fixe et ε un paramètre défini par l’utili-
sateur.

Convergence de la base PGD

{R,T,S,V } = {F M+1,G M+1, H M+1, I M+1} viennent d’être calculés par l’algorithme du point
fixe. La base PGD peut alors être enrichie par les nouveaux modes. Les champs d’intérêt T et
Pv s’écrivent alors :

T (x, t ) =
M∑

m=1
F mGm +RS =

M+1∑
m=1

F mGm (2.31a)

Pv (x, t ) =
M∑

m=1
H m I m +UV =

M+1∑
m=1

H m I m (2.31b)
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L’enrichissement de la base PGD est arrêtée lorsque la norme du résidu ‖ResM‖x,t est
négligeable par rapport à η, paramètre du problème :

‖ResM‖x,t =
∥∥∥∥∥∥

M∑
m=1

c11 c12

c21 c22

F m dGm

d t

H m d I m

d t

+∂x

d11 d12

d21 d22

Gm dF m

d x

H m d I m

d x

∥∥∥∥∥∥
x,t

< η (2.32)

Synthèse de l’algorithme PGD

L’algorithme (2) synthétise les différentes étapes de résolution par méthode PGD. Dans
le cadre de nos travaux, nous avons développé cet algorithme sous l’environnement MATLAB.
Comme nous pouvons le voir à l’étape 1, la méthode PGD est une méthode a priori. Il n’y
a donc pas de simulation préliminaire du modèle complet comme pour la méthode POD.
La base PGD est initialisée en respectant la consistance des conditions aux limites et des
conditions initiales. La base est ensuite enrichie jusqu’à convergence.

A l’étape 3, la non-linéarité du problème est traitée en calculant les produits tensoriels
des matrices C et D . Cette étape peut être réalisée avec la fonction svd de MATLAB lorsque
nous traitons un problème à 2 variables. Lorsque la dimension du problème est plus grande,
nous utilisons la toolbox Tensor développé par le laboratoire Sandia [225, 226].

Pour enrichir la base, nous utilisons un algorithme du point fixe. Un first guess des in-
connues {R,T,S,V } est donné. Ensuite, les équations différentielles ordinaires sont résolues
(étapes 7 à 10) jusqu’à convergence. A l’étape 13, la base est enrichie et la convergence de
la solution PGD testée en 15. Si la condition Resm+1 ≤ η est vérifiée, alors l’algorithme a
convervé vers la solution du problème. Le nombre de modes est ainsi suffisant. Si la condi-
tion n’est pas atteinte, le processus continue en revenant à l’étape 2. En pratique, pour nos
cas d’étude, nous choisirons η< 10−2. Ce choix sera justifié et discuté à la section 2.4.3, en se
basant sur les résultats du cas d’étude.

Il est important de noter la différence de cette méthode avec celle du modèle complet.
En effet, les modes calculés dans l’algorithme PGD {F m ,Gm , H m , I m}1≤m≤M n’ont aucune
signification physique. Si nous voulons connaître la température et la pression de vapeur,
nous devons réalisé les produits tensoriels de l’étape 16. Les champs physiques du problème
(5) ne sont donc connus qu’à la fin de l’algorithme.
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1 initialisation de la base PGD : F1 et G1 ;

2 while M ≤ mmax et ResM+1 ≥ η do
3 Calcul des matrices {di j }i=1,2, j=1,2 et {ci j }i=1,2, j=1,2 ;

4 Calcul des produits tensoriels {di j }i=1,2, j=1,2 et {ci j }i=1,2, j=1,2 avec (2.22a) et

(2.22b) ;

5 First Guess {R,T,S,V } ;

6 while q ≤ qmax et Er r q ≥ ε do
7 calcul de R avec (2.26) ;

8 calcul de U avec (2.27) ;

9 calcul de S avec (2.28) ;

10 calcul de V avec (2.29) ;

11 calcul Er r q de (2.30) ;

12 end
13 enrichissement de la base PGD : F M+1 = R, G M+1 = S, H M+1 =U , I M+1 =V ;

14 calcul de Resm+1 avec (2.32) ;

15 end
16 T (x, t ) =∑M+1

m=1 F m ·Gm et Pv (x, t ) =∑M+1
m=1 H m · I m ;

Algorithme 2 : Méthode de résolution PGD

2.4.3 Mise en pratique

Description du cas d’étude

Pour apprécier l’efficacité de la méthode PGD nous considérons un cas d’étude uni-
dimensionnel de transfert. Ce cas d’étude diffère de celui proposé pour l’application de la
méthode POD, car il a été réalisé dans le cadre du benchmark du projet ANR HYGRO-BAT. La
paroi est composé de 8 cm de matériau MDF. Les propriétés hygrothermiques sont données
en annexe C.

Les conditions initiales en température et humidité relative sont T (x, t = 0) = 23°C et
ϕ(x, t = 0) = 0.4. Des conditions aux limites de 1re espèce sont considérées avec T (x = 0, t >
0) = 23°C, T (x = 0.08, t > 0) = 15°C, ϕ(x = 0, t > 0) = 0.4 et ϕ(x = 0.08, t > 0) = 0.9.

En utilisant la méthode PGD, le problème est formulé en fonction de la température T et
la pression de vapeur Pv et la solution est recherchée telle que :

T (x, t ) =
M∑

m=1
F m(x) ·Gm(t ) (2.33a)

Pv (x, t ) =
M∑

m=1
H m(x) · I m(t ) (2.33b)

Le problème est résolu sur un horizon de simulation de 24 heures, avec un pas de discré-
tisation temporelle de 36 secondes. Le domaine spatial est discrétisé en 81 nœuds, avec une
maille de 1mm. Les résultats sont comparés à résolution du problème complet (5) et avec le
modèle validé et commercialisé Delphin [14, 227].
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Résultats mathématiques

La figure 2.16 donne les modes {F m ,Gm , H m , I m}2≤m≤4 pour la température et la pression
vapeur. Les modes {F 1,G1, H 1, I 1} ne sont pas tracés car ils sont établis de manière à respecter
la consistance des conditions initiales et des conditions aux limites. Les modes n’ont pas
de signification physique. Il ne représente que la décomposition du champ sur le domaine
spatialΩx et le domaine temporelΩt du champs de température ou de pression de vapeur.
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FIGURE 2.16 – Modes {F m ,Gm , H m , I m}2≤m≤4 de la base PGD pour la température et la pression de
vapeur.

La solution (2.33a) du problème est recherchée comme une fonction séparée du temps
et de l’espace. Ainsi, les opérateurs spatio-temporels du problème (5) deviennent :

∂T
∂t =∑M

m=1 F m · dGm

d t et ∂T
∂x =∑M

m=1
dF m

d x ·Gm

Ainsi, les équations aux dérivées partielles du problème complet sont remplacées par
deux équations différentielles ordinaires (2.24) et (2.28). Chaque équation est résolue sépa-
rément avec l’algorithme du point fixe. La méthode PGD n’est donc pas une méthode incré-
mentale contrairement à la résolution du problème complet. Le champs d’intérêt est donc
calculé directement pour l’ensemble de l’horizon de simulation, même si le problème consi-
déré est transitoire. Cette caractéristique permet de considérer une discrétisation temporelle
très fine sans augmenter le coût numérique de résolution.

De plus, la résolution des deux équations différentielles a un coût inférieur à celui de
résolution du problème complet (5). En notant Nx et Nt le nombres d’éléments des do-
maines spatial et temporel, le coût numérique de résolution du problème par méthode PGD
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TABLE 2.7 – Comparaison coûts numériques de résolution du problème pour le modèle PGD et le
modèle complet

Modèle Modèle complet Modèle réduit PGD

Coût numérique de résolution Nx ×Nt M × (Nx +Nt )

Ratio† 1 M
Nx

† en supposant Nt >> Nt

est M × (Nx + Nt ). Pour le modèle complet, le coût numérique est Nx × Nt . Généralement
on peut considérer que Nx << Nt . L’économie numérique 8 est donc M

Nx
. Ce ratio diminue

lorsque Nx augmente. La réduction du coût résolution sera donc intéressant lorsque nous
traiterons des problèmes de 2- ou 2-dimensions. Ces coûts sont synthétisés dans le tableau
2.7.

La non-linéarité du problème impose d’actualiser les matrices C et D à chaque étape
d’enrichissement (étape 3 de l’algorithme (2)). A l’étape M , les matrices sont calculées en
utilisant les modes jusque l’ordre M −1. D’autres approximations peuvent être considérées
comme la linéarisation de Newton [209]. Ces techniques augmentent uniquement la vitesse
de convergence de la méthode [180]. La convergence globale de l’algorithme n’est pas amé-
liorée. Cette étape de l’algorithme a le plus important coût numérique. Ce coût numérique
est un coût off line car il n’est pas comptabilisé dans le coût numérique liée à la résolution
des équations. Il est possible de le réduire en actualisant les matrices tous les 2 ou 3 étapes
d’enrichissement sans réduire la précision de la solution.

La solution du problème a été compilée pour 60 modes, en omettant volontairement le
critère (2.32) sur le résidu de l’équation. Le nombre de modes de la base PGD influence la
précision de la solution, comme illustré sur la figure 2.17. Les résidus de chaque équation de
transfert (chaleur et masse) diminuent avec les nombres de modes. A la section 2.4.2, nous
avons proposé un critère de convergence sur le résidu η < 10−2. Pour ce cas d’étude, avec
un nombre de 30 modes, la méthode converge vers une solution suffisamment précise du
problème.

Pour le critère sur le résidu η< 10−2, les variations de température T̂ et de masse d’eau ŵ
pour t̂ = 1h, vérifient :

T̂ < η · t̂

ρc
soit T̂ < 10−8 [K]

ŵ < η · t̂ soit ŵ < 10−2 [
kg/m3] soit ŵ < 10−4 [%vol]

Ces variations sont respectées pour ce cas d’étude et de manière générale pour les appli-
cations de transferts hygrothermiques.

Enfin, les équations du problème hygrothermique (5) ont été écrites avec la température
T et la pression de vapeur Pv comme variable d’intérêt (voir aussi 1.3). D’autres choix sont
possibles pour écrire l’équation de transfert de masse : pression capillaire Pc , − log10(Pc ),
teneur en eau w etc. Pour chacune de ces possibilités, il est possible d’écrire cette équation
sous la forme [124] :

Cu · ∂u

∂t
=∇· (Du∇u)

8. Définition reprise dans le glossaire en annexe A.
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FIGURE 2.17 – Résidu des équations de conservation de l’énergie (a) et de la masse d’eau (b).

avec respectivement, u, Cu et Du , la variable d’intérêt, la capacité hygrique et la perméabi-
lité à l’eau du matériau. L’écriture du problème (5) permet de considérer n’importe quelle
autre variable d’intérêt. Il suffit de modifier l’écriture des matrices de diffusion D et C . La
méthode de résolution PGD n’est pas restreinte à l’utilisation de la pression de vapeur Pv

comme variable d’intérêt.

Résultats physiques

L’évolution de la température et de la pression de vapeur en fonction du nombre de mode
est donnée sur les figures 2.18 et 2.19. En complément, les différents profils de température
et de pression de vapeur sont comparés sur les figures 2.21 et 2.20. Les résultats du modèle
Delphin ne sont pas tracés systématiquement sur tous les graphiques pour ne pas surchar-
ger les figures. Les résultats du modèle réduit PGD et du modèle complet sont comparés.
Pour cela, la différence relative maximale est tracée en fonction du nombre de modes (figure
2.22).
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FIGURE 2.18 – Évolution temporelle de la température à différents points dans le matériau (x =
0.079m, x = 0.075m et x = 0.070m) pour le modèle réduit PGD, le modèle complet (VF) et le modèle
Delphin.
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FIGURE 2.19 – Évolution temporelle de la pression de vapeur à différents points dans le matériau
x = 0.079 m et x = 0.075 m pour le modèle réduit PGD, le modèle complet (VF) et le modèle Delphin.
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FIGURE 2.20 – Profils de température à 36s, 72s, 108s, 1h, 2h and 24h pour le modèle réduit PGD, le
modèle complet (VF) et le modèle Delphin.
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FIGURE 2.21 – Profils de pression de vapeur à 36s, 72s, 108s, 1h, 2h and 24h pour le modèle réduit
PGD, le modèle complet (VF) et le modèle Delphin.

Nous observons qu’il y a un parfait accord entre le modèle réduit PGD et le modèle com-
plet sur les figures 2.18, 2.19, 2.20 et 2.21. La différence absolue entre les deux modèles est
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FIGURE 2.22 – Erreur relative maximale entre la solution obtenue avec le modèle complet et le modèle
réduit PGD pour la température (a) et la pression de vapeur (b), en fonction du nombre de modes de
la base PGD.

inférieure à 10−4 pour la température et pour la pression de vapeur. Comme nous pouvons
le remarquer sur la figure 2.22, pour 60 modes, la différence relative est inférieure à 0.1%
pour chacun des champs T et Pv . Lorsque nous comparons la solution PGD et celle donnée
par Delphin, la différence relative entre les deux est inférieure à 1%. Ces différences peuvent
provenir de la description du problème (5). Pour cause, nous pouvons mentionner la diffé-
rence de potentiel considéré pour l’équation de transfert hygrique, la valeur des constantes
physiques comme la chaleur latente de vaporisation ou encore la prise en compte des phé-
nomènes physiques (cf. section 1.3) tels que la dépendance de la pression capillaire avec
la température ou la dérivée de la teneur en eau dans l’équation de température [227]. La
différence entre les modèles reste faible. Nous pouvons admettre que, pour cette modélisa-
tion dans le domaine hygroscopique du matériau, la méthode PGD calcule précisément la
température et la pression de vapeur. La dynamique et l’amplitude des champs sont correc-
tement représentées.

Le choix du nombre de mode M pour construire la représentation séparée de la solution
PGD est une question importante. Un nombre de 60 modes a été choisi pour ce cas d’étude.
Comme nous pouvons le voir sur la figure 2.22, la différence relative entre les modèles est
inférieure à 0.1% pour un nombre de 28 modes. Ces résultats sont en accord avec une condi-
tion sur le résidu η< 10−2, obtenu pour 30 modes.

2.4.4 Conclusion sur l’utilisation de la méthode PGD

En résumé, la méthode PGD est donc une méthode efficace pour la résolution de pro-
blèmes de transferts hygrothermiques. Elle permet de calculer une solution du champs aussi
précise que le modèle complet. La méthode PGD présente les avantages intrinsèques d’une
méthode a priori, c’est à dire que le modèle réduit est construit en amont. Elle se présente
donc comme une méthode à part entière de résolution d’un problème. De plus, le coût nu-
mérique de résolution d’un problème avec la méthode PGD est inférieur à celui obtenu pour
une résolution du modèle complet.
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2.5 Comparaison des méthodes POD et PGD

Les méthodes de réduction de modèle POD et PGD ont été évaluées sur des cas différents.
Pour y remédier, nous reprenons le cas d’étude décrit à la section 2.4.3 et comparons les
méthodes sur la base des critères suivant :

a. capacité de la méthode à calculer la solution du problème,

b. coût numérique liée à la résolution du problème.

Pour chacun des critères, la référence sera prise par rapport à une résolution du problème
complet (5).

Les figures 2.24 et 2.23 donnent l’évolution temporelle et les profils des champs hygro-
thermiques dans le matériau pour les 3 modèles : POD, PGD et modèle complet. Le modèle
réduit POD d’ordre de 5. Le base PGD est composée de 30 modes. Les erreurs relatives maxi-
males absolues entre les modèles PGD et POD calculées par rapport au modèle complet sont
tracées sur la figure 2.25.
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FIGURE 2.23 – Comparaison des profils de température (a) et de pression de vapeur (b) pour les 3
techniques de résolution : modèle complet (VF), POD et PGD.
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FIGURE 2.24 – Comparaison de l’évolution temporelle de la température (a) et de la pression de vapeur
(b) pour les 3 techniques de résolution : modèle complet (VF), POD et PGD.
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FIGURE 2.25 – Comparaison de l’évolution temporelle de l’erreur relative maximales absolues des
modèles PGD et POD par rapport au modèle complet (VF).

Conformément aux résultats précédents, les deux modèles réduits représentent correcte-
ment l’évolution des champs (figures 2.24 et 2.23). Cependant, nous constatons que l’erreur
du modèle POD est supérieur à celle du modèle PGD (figure 2.25).

Concernant les coûts numériques de résolution du problème, le tableau 2.8 compare les
3 méthodes. Nous rappelons que Nx et Nt , correspondent au nombre d’éléments des do-
maines Ωx et respectivement Ωt . M et N sont les ordres de la base PGD, respectivement
POD. Sachant N < M , le gain numérique de la POD ( N

Nx
) est supérieur à celui de la PGD

( M
Nx

). Cependant si nous considérons les coûts globaux, nous avons :

ROM POD

ROM PGD
= N +Nx

M
>> 1

Sachant M < Nx , la méthode POD est pénalisée par sa stratégie a posteriori. De plus,
nous avons vu à la section 2.3.4, que le modèle réduit POD pouvait difficilement être utilisée
dans d’autres configurations que celles ayant servies à sa construction.

En résumé, la méthode PGD permet de calculer les champs plus précisément tout ayant
une économie numérique de résolution plus importante que la POD. Cette méthode semble
donc plus appropriée pour modéliser les transferts hygrothermiques dans les matériaux po-
reux.

2.6 Conclusion

Face à la complexité numérique des problèmes de transferts dans les matériaux poreux,
deux méthodes de réduction de modèle ont été testées : la POD (Proper Orthogonal De-
composition) et la PGD (Proper Generalised Decompositon). Ces deux méthodes ont des ap-
proches différentes. La première est a posteriori et nécessite la solution du problème complet
pour construire le modèle réduit. La deuxième est a priori et ne requiert pas de simulations
préliminaires. Le modèle réduit est directement construit par itération. Les méthodes ont été
testées et discutées sur des cas d’étude. Les modèles réduits réussissent à représenter avec
précision les champs d’intérêt. L’utilisation des techniques de réduction de modèle pour la
résolution des transferts hygrothermiques est donc pertinente.
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TABLE 2.8 – Comparaison des méthodes de réduction de modèle POD et PGD

Méthode de résolution Modèle complet Modèle réduit POD Modèle réduit PGD

Équation† C∂tΘ−∂x (D∂xΘ) = 0

Champs Θ(x, t )

Résolution du problème†† schéma Euler explicite approximation du champs
par une moyenne spatiale

représentation séparée de
la solution

∂tΘ' Θ(t+d t )−Θ(t )
d t Θ(x, t ) =

N∑
k=1

Φk (x)ζk (t ) Θ(x, t ) =
M∑

m=1
F m (x)Gm (t )

Erreur relative T : 0‡‡ T : 0.05 T : 0.001

moyenne††† (%) Pv : 0‡‡ Pv : 0.11 Pv : 0.017

Complexité Nx ×Nt (Nx ×Nt )+N ×Nt M × (Nx +Nt )

Ratio‡‡‡ 1 1+ N
Nx

M
Nx

† il s’agit d’une notation simplifiée de l’équation de transferts (3).

†† L’opérateur des solutions POD et PGD correspondent à un produit matriciel de HADAMARD, non formalisé pour simplifier la lisibilité.

††† calculée sur le cas d’étude décrit section 2.4.3

‡‡ solution de référence ‡‡‡ en supposant Nt >> Nt

Après comparaison des deux méthodes, la méthode PGD apparait plus avantageuse que
la POD. Elle sera donc retenue pour la suite de nos travaux et l’élaboration d’un modèle glo-
bal bâtiment . Les caractéristiques intrinsèques de cette méthode présentent de nombreux
avantages recensées par CHINESTA et ses collaborateurs [228]. Le prochain chapitre propose
ainsi d’explorer ces possibilités appliquées à la modélisation du comportement hygrother-
mique des bâtiments.
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Chapitre 3

Possibilités d’application de la méthode
PGD aux transferts hygrothermiques dans
le bâtiment

Résumé

Au chapitre précédent, deux techniques de réduction de modèle, POD et PGD, ont été confron-

tées sur le problème transferts hygrothermiques dans les matériaux poreux. La PGD apparait plus

appropriée pour calculer les champs avec précision et pour réduire la complexité numérique du

problème. Grâce à ses caractéristiques intrinsèques, cette méthode présente d’autres préroga-

tives, recensées dans la littérature. Nous proposons dans ce chapitre de les mettre en avant sur les

problématiques de modélisation des bâtiments. Nous nous intéressons donc à la réduction de la

complexité numérique pour des problèmes multi-dimensionnels, la globalisation de problèmes

locaux et la création de solution PGD paramétrique. La PGD est appliquée à la fois pour la résolu-

tion de problèmes de transferts couplés dans les matériaux poreux et de problèmes de transferts

multizones. Ces études nous permettront par la suite d’aborder l’élaboration d’un modèle global

à l’échelle bâtiment, utilisant les techniques de réduction de modèle.
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3.1 Introduction

3.1 Introduction

Pour modéliser le comportement d’un bâtiment, nous disposons de plusieurs modèles
numériques, recensés à la section 1.5.2. A travers, cet état de l’art, nous avons mis en évi-
dence le manque d’outils pour réaliser des simulations globales à une échelle fine (modèle
enveloppe 2D ou 3D et modèle multizone air ). L’élaboration et le développement de ces
modèles sont freinés par la complexité numérique des problèmes à résoudre. Cette problé-
matique peut avoir deux origines.

D’une part, les problèmes sont complexes à résoudre par la nature des phénomènes phy-
siques qu’ils traduisent. En effet les géométries des enveloppes ou l’hétérogénéité des ma-
tériaux imposent des modélisations bi- ou tri-dimensionnelles. L’horizon de simulation est
important, en particulier dans le cadre de réhabilitation, lorsque nous essayons d’appréhen-
der le comportement d’un bâtiment sur plusieurs années. Les conditions aux limites sont
fluctuantes et souvent en 3 dimensions. Ces hypothèses imposent que les problèmes mathé-
matiques traduisant la physique, considèrent des échelles spatiales et temporelles de grande
dimension avec une discrétisation fine. En physique du bâtiment, ces problèmes sont nom-
breux et nous ne donnerons que quelques exemples : modélisation des écoulements aérau-
liques dans les bâtiments, modélisation des phénomènes de tâches solaires, modélisation
des transferts tri-dimensionnels hygro-thermo-aérauliques dans les parois multi-couches,
etc.

D’autre part, les problèmes sont complexes lorsqu’ils sont paramétriques. La complexité
provient de la nécessité de résoudre un problème pour plusieurs valeurs de paramètres. Ces
problèmes découlent généralement de la formalisation mathématique d’une problématique
d’ingénierie. Nous proposons d’illustrer ces propos sur deux exemples.

L’amélioration de la performance énergétique des bâtiments passent notamment par le
renforcement de l’isolation de l’enveloppe. Pour cela, les acteurs de la construction sont
confrontés aux choix de l’isolant. En fonction des caractéristiques de ce dernier, ils doivent
trouver un compromis en fonction de plusieurs critères : amélioration de la performance
thermique et/ou acoustique, prévention de l’apparition de pathologies, impact environne-
mental, réduction des coûts de travaux, etc. Ce choix peut être fait en utilisant les modèles
numériques existants. Des simulations sont réalisées pour chaque scénario d’isolation. Les
résultats permettent aux décideurs d’arrêter leur choix en fonction des critères définis. A tra-
vers cette démarche, la complexité ne provient pas essentiellement du modèle traduisant les
phénomènes physiques. Nous disposons de modèles établis pour simuler le comportement
d’un bâtiment avec un isolant. La complexité est essentiellement au niveau de la probléma-
tique d’ingénierie : simuler le comportement d’un bâtiment en fonction de plusieurs iso-
lants. Elle formalise donc un problème paramétrique coûteux à résoudre numériquement.

Le deuxième exemple porte sur la fiabilisation des modèles. Les acteurs de la construc-
tion exigent que les modèles numériques simulent précisément le comportement des bâti-
ments. Ces exigences proviennent des volontés de garantie de performance énergétique ou
de durabilité des ouvrages. Elles sont basées sur un constat des écarts entre les prévisions des
modèles et les mesures réalisées in-situ. Les études [140, 229] sur la confrontation des simu-
lations hygrothermiques avec le suivi expérimental d’une cellule en ossature bois peuvent
être consultées pour exemple. En particulier, ces écarts peuvent s’expliquer par les incerti-
tudes sur les données d’entrée des modèles. Celles-ci sont notamment importantes lorsque
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nous modélisons des bâtiments existants. Les propriétés des matériaux sont mal connues et
leur caractérisation est difficile car destructive, longue et onéreuse. Les méthodes inverses
permettent d’améliorer l’appréhension des données. Elles combinent des mesures in situ
et des résultats des modèles numériques. Cependant, ces méthodes sont complexes et coû-
teuses numériquement car elles nécessitent la résolution de problèmes paramétriques.

La résolution de ces problèmes complexes peut être abordée par les techniques de réduc-
tion de modèle. Au chapitre précédent, nous avons illustré leur pertinence pour les trans-
ferts hygrothermiques dans les matériaux et mis en avant la méthode PGD. Cette technique
peut donc être utilisée pour élaborer des modèles réduits traitant les différentes complexités
énoncées. Le problème enveloppe est considéré dans un premier temps. La première section
concerne un problème de grande dimension spatiale, à savoir les transferts dans une paroi
multi-couche en 2-dimension. Ensuite, nous réalisons deux modèles réduits PGD pour ré-
soudre des problèmes paramétriques. Nous simulons le comportement d’une paroi en fonc-
tion de la perméabilité à la vapeur du matériau isolant et nous utilisons cette méthode pour
résoudre des problèmes inverses. Enfin, dans une perspective d’élaboration d’un modèle
global bâtiment, nous étudions les possibilités de la méthode appliquée au problème de
transferts multizone air . Les cas d’étude abordés seront académiques car l’objet principal
du chapitre est d’illustrer les apports potentiels de la méthode. Dans certains cas, le modèle
réduit PGD est comparé au modèle complet lorsque le problème traité est différent de celui
abordé au chapitre 2.

3.2 Modélisation 2D des transferts dans les matériaux

La complexité des modèles de bâtiment peut provenir de la grande échelle spatiale des
problèmes. En particulier pour les transferts dans l’enveloppe où les configurations requièrent
des modélisations en 2- ou 3-dimensions. Nous avons montré que l’économie numériques
de résolution entre le modèle PGD et le modèle complet était M

Nx
, où M est le nombre de

mode de la base PGD et Nx est le nombre d’éléments du domaine spatial,(voir section 2.5).
Ce ratio augmente avec la dimension du domaine spatial du problème. En conséquence,
les gains numériques apportés par la méthode PGD sont avantageux pour traiter des pro-
blèmes en 2- ou 3-dimensions. Nous proposons d’illustrer ces prérogatives sur une paroi
multi-couche où les transferts hygrothermiques seront considérés bi-dimensionnels. Les ré-
sultats physiques et les gains numériques de la PGD seront donc analysés par rapport à un
modèle complet.

3.2.1 Description du problème

Le cas d’étude est celui d’un transfert bi-dimensionnel dans les matériaux poreux. Le
problème en 2-dimensions est défini pour les champs de température T et de pression de
vapeur Pv , tel que :
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Problème 6. Trouver T (x, y, t ) :Ω=Ωx ×Ωy ×Ωt −→ IR et Pv (x, y, t ) :Ω=Ωx ×Ωy ×Ωt −→ IRc11 c12

c21 c22

∂t

[
T

Pv

]
= ∂x

d11 d12

d21 d22

∂x

[
T

Pv

] +∂y

d11 d12

d21 d22

∂y

[
T

Pv

]dansΩ (i)

D∂x

[
T Pv

]T =
[

q g
]T

conditions aux bords du domaine spatial ∂Ωx

(ii)

D∂y

[
T Pv

]T =
[

0 0
]T

conditions aux bords du domaine spatial ∂Ωy

(iii)[
T Pv

]T =
[

T0 Pv,0

]T
condition initiale au temps t0 (iv)

où les coefficients {ci j }, {di j } ∈ IR sont connus et dépendent des variables x, y et t .
Les conditions aux limites sont de type NEUMANN. Les bords du domainesΩy sont considé-
rés adiabatiques.

La solution du problème est recherchée sous la forme d’une décomposition complète du
champs :

T (x, y, t ) =
M∑

m=1
F m(x)Gm(y)H m(t ) (3.2a)

Pv (x, y, t ) =
M∑

m=1
I m(x)J m(y)K m(t ) (3.2b)

3.2.2 Description du cas d’étude

Le cas d’étude représente un mur d’un bâtiment ancien composé d’une ossature en bois
(pins) remplis avec du mortier. Dans un contexte de réhabilitation, plusieurs isolants peuvent
être utilisés. La modélisation des différents scénarios est importante pour choisir la solution
la plus adaptée. Deux types d’isolants sont étudiés : le polystyrène expansé PSE et la fibre de
bois (voir figure 3.1).
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FIGURE 3.1 – Cas d’étude multi-couche considéré.
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Les propriétés hygrothermiques des matériaux sont donnés en annexe C. Les conditions
initiales sont 15°C pour la température et 50% pour l’humidité relative dans toute la paroi.
Les faces (∀x, y = 0) et (∀x, y = 0.9) sont considérées adiabatiques. Les conditions aux li-
mites intérieures et extérieures sont tracées sur la figure 3.2. Les coefficients de transferts
convectifs associés sontα= 25W/m2/K et β= 1 ·10−7s/m pour l’extérieur etα= 8W/m2/K et
β = 3 ·10−8s/m pour l’intérieur. Le problème est résolu sur un horizon de simulation de 20
jours, avec un pas de temps de 360 s et une discrétisation spatiale d x = d y = 0.02m.
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FIGURE 3.2 – Conditions aux limites intérieures et extérieures pour la température (a) et l’humidité
relative (b).

3.2.3 Résultats

La solution est calculée pour M = 36 modes. Les champs hygrothermiques pour la paroi
isolée avec la fibre de bois sont présentés sur la figure 3.3. La teneur en eau totale pour le
mortier et le bois pour chacune des solutions de réhabilitation est tracée sur la figure 3.4.
Les flux de vapeur et de chaleur sortant des isolants vers le côté intérieur sont donnés sur la
figure 3.5. En complément de ces observations, les solutions calculées par méthode PGD et
par le modèle Delphin [14] sont comparées. Sur la figure 3.6, la différence relative pour la
température et la pression de vapeur pour l’ensemble des champs est tracée.

Le modèle PGD permet de calculer la dynamique des champs hygrothermiques pour des
configurations bi-dimensionnelles multi-couches (voir la figure 3.3 pour un exemple). Les
champs hygrothermiques sont calculés avec précision. La différence relative maximale entre
les résultats des modèles PGD et modèle Delphin est inférieure à 0.1% pour la température
et la pression de vapeur. La différence peut provenir de la traduction des équations phy-
siques (voir section 1.3) et du choix du potentiel moteur pour l’expression des équations de
transferts.

Le calcul de ces champs hyrothermiques peut être utilisé pour des études du compor-
tement hygrothermique de la paroi. La teneur en eau totale dans le mortier et le bois est
supérieure pour la solution d’isolation avec la fibre de bois, figure 3.4 (pour les conditions
aux limites considérées). En effet, la fibre de bois est plus perméable à la vapeur d’eau que
le PSE. La perméabilité à la vapeur du matériau sec est de 8 · 10−13kg/(m.s.Pa) pour le PSE
et de 1.9 ·10−10kg/(m.s.Pa) pour la fibre de bois. La vapeur d’eau pénètre la paroi isolée avec
la fibre de bois des côtés intérieurs et extérieurs. Pour la paroi isolée avec le PSE, la vapeur
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FIGURE 3.3 – Champs de température (a) et de pression de vapeur (b) pour la paroi composée de fibre
de bois à t = 20 jours.
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FIGURE 3.4 – Teneur en eau dans le mortier (a) et le bois (b) pour les deux scénarios.
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FIGURE 3.5 – Evolution des flux de chaleur (a) et de vapeur (b) sortant vers l’intérieur, pour les deux
types de parois.

d’eau ne pénètre que par le côté extérieur. Ces résultats sont confirmés par la figure 3.5. Le
flux de vapeur sortant de la paroi intérieure est moins important pour la paroi avec le PSE. Le
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FIGURE 3.6 – Évolution de la différence relative absolue pour la température (a) et la pression de va-
peur (b) entre le modèle PGD et le modèle Delphin.

flux moyen sur la période considérée est de 1.4865 g/(m2.h) pour la paroi avec la fibre de bois
et de 0.0019 g/(m2.h) pour celle avec le PSE. La figure 3.5 montre que les variations du flux
de chaleur sont plus importantes pour la solution avec la fibre de bois. La moyenne du flux
est de 0.3431 W/m2 pour la paroi avec la fibre de bois 0.4206 W/m2 pour celle avec le PSE.
Ces phénomènes sont dus à l’impact des transferts couplés et à la conductivité thermique
sèche de la fibre de bois plus élevée (0.042W/(m.K)) que celle du PSE (0.0251 W/(m.K)).

Pour comparer les deux possibilités de réhabilitation, nous considérons le point P (voir
figure 3.1), localisé sur l’ossature bois. Pour celui-ci, l’humidité relative est tracée en fonction
de la température et comparée aux courbes isoplèthes de développement fongique issus de
[157] sur la figure 3.7. Pour le cas présent, les conditions aux limites et l’horizon de simulation
considérés, la solution avec la fibre de bois semblent avoir un risque plus élevé d’atteindre
ces limites que celle considérant le PSE.
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FIGURE 3.7 – Graphique de l’humidité relative en fonction de la température et limite isoplèthes de
développement de moisissures.

Enfin, le modèle PGD est intéressant pour ses économies numériques de résolution du
problème (6). Le tableau 3.1 compare le modèle PGD et le modèle complet. Nous observons
que la PGD permet de réduire la réduction de la complexité de résolution. Sur ce cas d’étude,
le ratio est de l’ordre de 60 %. Pour un cas de transferts en 3-dimensions, l’économie devrait
être plus importante.
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TABLE 3.1 – Comparaison des méthodes de résolution du problème (6) de variables x, y et t

Modèle complet PGD

Équation† C∂tΘ−∂x (D∂xΘ)−∂y
(
D∂yΘ

)= 0

Champs Θ(x, y, t )

Résolution du problème†† schéma Euler explicite séparation des variables

∂tΘ' Θ(t+d t )−Θ(t )
d t Θ(x, y, t ) =∑M

m=1 F m (x)Gm (y)Hm (t )

Complexité Nx ×Ny ×Nt M × (Nx +Nt +Ny )

Ratio††† 1 M
Nx×Ny

Application numérique pour le cas
d’étude M = 36, Nx = 15 et Ny = 45

1 ∼ 0.6

† il s’agit d’une notation simplifiée de l’équation de transferts (6).

†† L’opérateur de la solution PGD correspond à un produit matriciel de HADAMARD, non formalisé pour simplifier la lisibilité.

††† en considérant que Nt >> Nx et Nt >> Ny

3.3 Résolution de problèmes paramétriques de transferts dans les

matériaux

3.3.1 Définition du problème

Nous venons d’illustrer l’intérêt de la PGD pour réduire la complexité de problème de
grande dimension spatiale. Il est aussi intéressant de travailler sur la réduction des coûts de
résolution pour des problèmes paramétriques. Nous pouvons rencontrés de nombreux pro-
blèmes de ce type dans le domaine de la modélisation des bâtiments. Ces derniers peuvent
s’écrire sous la forme suivante :

Problème 7. TrouverΘ(x, t ) : (x, t ) ∈Ω2 =Ωx ×Ωt −→ IR tel que :

A (Θ(x, t ),k) = 0 (i)

Θ=ΘL conditions aux limites aux bords du domaine ∂Ωx (ii)

Θ=Θ0 condition initiale au temps t0 (iii)

où Θ est le champ d’intérêt et A un opérateur dépendant des variables x, t et k. Ce der-
nier est un paramètre du problème. Son intervalle de définition est fonction du problème. Il
peut correspondre à une condition initiale, une condition aux limites, une propriété de ma-
tériau, etc. La complexité de résolution du problème (7) vient essentiellement de la nécessité
de le résoudre plusieurs fois, pour différentes valeurs de k.

Comme illustré dans de nombreux travaux de la littérature [180, 209, 230, 203], la mé-
thode de résolution PGD permet d’intégrer dans la formulation séparée, des paramètres sup-
plémentaires du problème étudié. Ainsi, il est possible de rechercher la solution du problème
(7), sous la forme :

Θ(x, t ,k) =
M∑

m=1
F m(x)Gm(t )H m(k) (3.4)

Nous proposons d’appliquer cette démarche sur un cas de transferts hygrothermique pa-
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ramétrique en fonction de la conductivité thermique sèche λ0 du matériau. En considérant
des conditions aux limites de type DIRICHLET, le problème s’écrit :

Problème 8. Trouver T (x, t ,λ0) :Ω=Ωx×Ωt×Ωλ −→ IR et Pv (x, t ,λ0) :Ω=Ωx×Ωt×Ωλ −→ IRc11 c12

c21 c22

∂t

[
T

Pv

]
= ∂x

d11(λ0) d12

d21 d22

∂x

[
T

Pv

] dansΩ (i)

[
T Pv

]T =
[

Ta Pv,a

]T
conditions aux bords du domaine spatial ∂Ωx

(ii)[
T Pv

]T =
[

T0 Pv,0

]T
condition initiale au temps t0 (iii)

où les coefficients {ci j }, {di j } fonctions réelles de (x, t ) sont connus. En particulier, le coef-
ficient d11(λ0) est donnée par une famille de paramètre réel λ.

La solution du problème (8) est recherchée sous la forme :

T (x, t ,λ0) =
M∑

m=1
F m(x)Gm(t )H m(λ0) (3.6a)

Pv (x, t ,λ0) =
M∑

m=1
I m(x)J m(t )K m(λ0) (3.6b)

L’algorithme de résolution PGD pour un problème à 3 variables est similaire à celui décrit
à la section 2.4. Pour plus de détail, le lecteur peut se référer à [180]. En nommant R(x), S(t ),
Q(λ0) et respectivement U (x), V (t ), W (λ0) les inconnues d’enrichissement des bases PGD
des champs de température et respectivement de pression, la projection des équations du
problème sur chacune des inconnues nous donne un systèmes de 6 équations qui peut se
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mettre sous la forme :

Nd11Nd12
Nc11Nc12∑
nd11nd12
nc11nc12

αR R +βRU −γR
d

d x

(
d nd11

11,x

dR

d x

)
−δR

d

d x

(
d nd12

12,x

dU

d x

)
=

M∑
m
εm

R (3.7a)

Nd21Nd22
Nc21Nc22∑
nd21nd22
nc21nc22

αU R +βUU −γU
d

d x

(
d nd21

21,x

dR

d x

)
−δU

d

d x

(
d nd22

22,x

dU

d x

)
=

M∑
m
εm

U (3.7b)

Nd11Nd12
Nc11Nc12∑
nd11nd12
nc11nc12

αS
dS

d t
+βS

dV

d t
−γSS −δSV =

M∑
m
εm

S (3.7c)

Nd21Nd22
Nc21Nc22∑
nd21nd22
nc21nc22

αV
dS

d t
+βV

dV

d t
−γV S −δV V =

M∑
m
εm

V (3.7d)

Nd11Nd12
Nc11Nc12∑
nd11nd12
nc11nc12

αQQ +βQW =
M∑
m
εm

Q (3.7e)

Nd21Nd22
Nc21Nc22∑
nd21nd22
nc21nc22

αW Q +βW Q =
M∑
m
εm

W (3.7f)

Les 6 équations du système (3.7) sont résolues simultanément par un algorithme du point
fixe jusqu’à ce que le critère de convergence soit atteint. L’enrichissement de la base PGD est
arrêté lorsque le résidu est minimisé.

3.3.2 Description du cas d’étude

Nous considérons une paroi de 8 cm de matériau MDF comme cas d’étude. La paroi est
discrétisé en 81 noeuds. Les propriétés du matériau sont données en annexe C. Nous pre-
nons le domaine de variation de la conductivité thermique sèche suivant :Ωλ = [0.107;1.177]W/m/K
avec une discrétisation de 0.107 W/m/K. 10 valeurs sont donc considérées et illustrées sur la
figure 3.8. L’horizon de simulation est de 24 heures avec un pas de 36s. Des conditions aux
limites de 1re espèce sont considérées avec T (x = 0, t > 0) = 23°C, T (x = 0.08, t > 0) = 15°C,
ϕ(x = 0, t > 0) = 0.4 et ϕ(x = 0.08, t > 0) = 0.9. Les conditions initiales en température et
humidité relative sont T (x, t = 0) = 23°C et ϕ(x, t = 0) = 0.4.
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FIGURE 3.8 – Domaine de variation de la conductivité sèche du matériau considéré.

3.3.3 Résultats

La solution du champs par méthode PGD est calculée pour 28 modes. L’ensemble des
profils de température et de pression de vapeur à t = 6 min. sont tracés sur la figure 3.9 pour
l’ensemble du domaine de conductivité thermique sèche considéré. En complément, les sur-
faces des champs de température à t = 6 min et t = 24h pour l’ensemble des conductivités
thermiques sont donnés sur la figure 3.10.
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FIGURE 3.9 – Profils des champs hygrothermiques à t = 6 min. pour l’ensemble des conductivités
thermiques considérées.

Ce problème n’ayant pas encore été considéré dans nos travaux, nous avons comparé
les résultats du modèle PGD avec une résolution du problème complet pour les 10 valeurs
de conductivité thermique du domaine Ωλ. La figure 3.11 nous donne la différence relative
entre les deux modèles pour l’ensemble du domaine Ωλ. En complément, pour la conduc-
tivité thermique sèche λ0 = 0.107 W/m/K, les solutions données par le modèle PGD et le
modèle complet sont tracées sur la figure 3.12.

Les figures 3.11 et 3.12 nous montrent que la résolution par la méthode PGD permet d’ob-
tenir une solution précise des champs hygrothermiques dans le matériau. Pour l’ensemble
du domaine de conductivité sèche considéré, l’erreur relative entre le modèle complet et le
modèle PGD est inférieure à 0.3% pour la pression de vapeur et 0.02% pour la température.

La résolution par méthode PGD du problème (8) permet d’obtenir une solution du champs
hygrothermiques pour l’ensemble du domaine conductivité thermique considéré, comme
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FIGURE 3.10 – Surface des champs de temprérature à t = 6 min (gauche) et t = 24 h (droite) pour
l’ensemble des conductivités thermiques considérées.
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FIGURE 3.11 – Différence relative entre les modèles complets et PGD pour l’ensemble du domaine
Ωλ.

illustré sur la figure 3.9. Nous pouvons constater que la variation de la conductivité sèche
affecte essentiellement les champs de température. Dans la mesure où nous restons dans le
domaine hygroscopique du matériau, les champs de pression de vapeur sont peu modifiés.
Sur la figure 3.10, les champs de température pour l’ensemble du domaine Ωλ sont tracés
à différents instants. A t = 24 h le régime permanent est atteint. Les profils de température
sont égaux quelque soit la conductivité thermique.

La dimension du problème est augmentée par l’ajout de la coordonnée λ0. En effet, nous
devons résoudre les équations (3.7e) et (3.7f) en supplément. Nous remarquons que pour
connaître l’ensemble des solutions sur le domaine de variation du paramètre λ0, nous de-
vons résoudre une équation algébrique. Le coût numérique de résolution du problème reste
donc maîtrisé et inférieur à celui du problème complet pour chaque valeur de λ0. Nous no-
tons respectivement Nx , Nt et Nλ la taille des domaines respectifs Ωx , Ωt et Ωλ. Le tableau
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FIGURE 3.12 – Comparaison des champs hygrothermiques entre la résolution du problème par mé-
thode PGD et par le modèle complet (croix rouges) pour λ= 0.107 W/m/K.

3.2 compare le coût numérique de chacun des deux modèles.
Pour le problème résolu en (x, t ) (spatialΩx et tempsΩt ), à la section (5), le ratio de gain

numérique est M
Nx

. En augmentant la dimension du problème, l’économie numérique par
rapport au modèle complet, augmente. De plus, la solution du problème peut être stockée
facilement. En effet, il suffit de stocker les M fonctions F , G et H pour être capable de repro-
duire l’ensemble des champs hygrothermiques sur l’ensemble du domaineΩ. La taille de la
solution obtenue par le modèle PGD est M × (Nx + Nt + Nλ) tandis que celle obtenue par
une résolution traditionnelle est Nx ×Nt ×Nλ. Le stockage d’une solution PGD est donc plus
facile que celui d’une solution obtenue par une résolution en élément fins.

L’objet de ce cas d’étude était d’introduire l’utilisation de la méthode PGD pour la réso-
lution de problèmes paramétrique. Nous avons montré la précision du modèle réduit pour
calculer la solution et les économies de résolution du modèle réduit. De nombreuses pro-
blématiques paramétriques existent dans le domaine de la modélisation du bâtiment. Nous
proposons à présent d’illustrer l’utilisation de la PGD sur celles évoquées en introduction du
chapitre :

a. les méthodes inverses pour la caractérisation de matériau,

b. l’optimisation de solution de réhabilitation d’une paroi.

3.4 Résolution de problèmes inverses pour déterminer les

caractéristiques d’un matériau

3.4.1 Définition du problème

De nombreuses études ont rapporté des écarts entre les calculs des modèles et les me-
sures réalisées in-situ. Nous pouvons citer quelques exemples parmi les nombreux travaux :
les exercices de comparaison des modèles de l’annexe 41 de l’Agence Internationale de l’Ener-
gie [12, 15] ou les études [229, 140] sur la confrontation des simulations hygrothermiques
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TABLE 3.2 – Comparaison des méthodes de résolution du problème (8) de variable x, t et λ0

Modèle complet PGD

Équation† C∂tΘ−∂x (D(λ0)∂xΘ) = 0

Champs Θ(x, t ,λ0)

Résolution du problème †† schéma Euler explicite séparation des variables

∂tΘ' Θ(t+d t )−Θ(t )
d t Θ(x, t ,λ0) =∑M

m=1 F m (x) ·Gm (t ) ·Hm (λ0)

Complexité Nx ×Nt ×Nλ M × (Nx +Nt +Nλ)

Ratio††† 1 M
Nx×Nλ

Application numérique pour le cas
d’étude M = 45, Nx = 81 et Nλ = 10

1 ∼ 0.05

† il s’agit d’une notation simplifiée de l’équation de transferts (8).

†† L’opérateur de la solution PGD correspond à un produit matriciel de HADAMARD, non formalisé pour simplifier la lisibilité.

††† en considérant que Nt >> Nx et Nt >> Nλ

avec le suivi expérimental d’une cellule en ossature bois. Les enjeux sur la réduction des
écarts pour fiabiliser la prédiction des modèles numériques sont importants. Ils sont moti-
vés notamment par les approches de garantie de performance énergétique ou de durabilité
des bâtiments.

Comme évoqué en introduction, une des possibilités pour réduire ces écarts est de ré-
duire les incertitudes des données d’entrées des modèles. Les méthodes inverses permettent
de répondre à cette problématique. Plusieurs techniques peuvent être recensées dans la lit-
térature comme l’analyse de données variationnelles [231] ou l’utilisation d’algorithme gé-
nétique [232]. La littérature recense plusieurs exemples d’utilisation de ces méthodes dans
notre domaine d’application [233, 234, 235, 236].

La méthode de résolution PGD peut aussi être utilisée en tant que méthode inverse,
comme illustré dans la revue bibliographique [228]. Nous proposons de l’appliquer sur un
problème de transfert hygrothermique où nous cherchons à retrouver la conductivité ther-
mique sèche du matériau. Nous supposons que nous disposons d’un champs d’observations
Θobs , obtenu par la mesure. Nous recherchons les valeurs du paramètre λ0 qui minimise
l’écart entre cette observation et les champs numériques issus de la simulation :

Problème 9. Trouver λ0 ∈Ωλ0 tel que −→ IR tel que :

||Θobs −Θnum(λ0)||Ω < ε (i)

où Θnum(λ0) est la solution du problème de transfert pour le paramètre λ0. Cette solution
peut être obtenu par la résolution du problème paramétrique suivant :
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Problème 10. Trouver T (x, t ,λ0) :Ω=Ωx×Ωt ×Ωλ −→ IR et Pv (x, t ,λ0) :Ω=Ωx×Ωt ×Ωλ −→
IRc11 c12

c21 c22

∂t

[
T

Pv

]
= ∂x

d11(λ0) d12

d21 d22

∂x

[
T

Pv

] dansΩ (i)

[
T Pv

]T =
[

Ta Pv,a

]T
conditions aux bords du domaineΩx

(ii)[
T Pv

]T =
[

T0 Pv,0

]T
condition initiale au temps t0 (iii)

La solution du problème paramétrique (10) peut être obtenue par un modèle PGD en re-
cherchant la solution sous la forme séparée :

T (x, t ) =
M∑

m=1
F m(x)Gm(t )H m(λ0) (3.10a)

Pv (x, t ) =
M∑

m=1
I m(x)J m(t )K m(λ0) (3.10b)

Le paramètre λ0 vérifiant (9) est déterminé en minimisant l’erreur entre l’observation
Θobs et la solution PGD ΘPGD (x, t ,λ0) sur le domaine Ωλ. Nous proposons d’illustrer cette
démarche sur un cas académique. D’autres cas plus complexes pourront être traiter en ap-
pliquant le même raisonnement.

3.4.2 Description du cas d’étude

Nous considérons un matériau dont les propriétés hygrothermiques sont connues excep-
tée la conductivité thermique sècheλ0. Elles correspondent à celles du MDF (voir annexe C).
Le matériau a une épaisseur de 8 cm et discrétisée en 81 nœuds. Nous supposons que nous
disposons de mesures de l’évolution de la température et la pression de vapeur en un point
dans le matériau. En pratique, ces champs ont été générées à partir d’une résolution du pro-
blème complet, avec le modèle 1D utilisé à la section 2.1. Cette solution est prise comme
observation et donnée sur la figure 3.13. Nous connaissons les conditions aux limites corres-
pondant à cette observation, tracées sur la figure 3.14. L’objectif de cette étude est de déter-
miner à partir de ces observations la conductivité sèche du matériau. Pour cela nous résol-
vons le problème (10) en considérant le domaine de variation deΩλ = [0.107;1.177]W/m/K.
La simulation est réalisée sur 24h avec un pas de temps de 36s.

3.4.3 Résultats

Le modèle PGD permet d’obtenir l’évolution temporelle des champs hygrothermiques
dans le matériau sur le domaineΩλ0 . Cette solution est donnée sur la figure 3.15. Les courbes
en noires représentent les matériaux dont la conductivité thermique est comprise dans le
domaine ]0.107;1.177[W/m/K.

Les écarts SMQE sur la température et la pression de vapeur entre l’observation et la
simulation sont données sur l’histogramme 3.16 pour le domaineΩλ.

106



3.4 Résolution de problèmes inverses pour déterminer les caractéristiques d’un matériau

0 5 10 15 20
16

18

20

22

24

26

temps (h)

T
em

pe
ra

tu
re

 (
C

)

(a)

0 5 10 15 20

1300

1400

1500

1600

1700

1800

temps (h)

P
re

ss
io

n 
va

pe
ur

 (
P

a)

(b)

FIGURE 3.13 – Champs hygrothermiques d’observations dans le matériau à x = 2 cm.
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FIGURE 3.14 – Conditions aux limites en température et humidité relative.
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FIGURE 3.15 – Champs hygrothermiques en x = 2 cm donnés par les observations et déterminés par
méthode PGD en fonction des conductivités thermiques sèches. Les courbes en noires représentes
les matériaux dont λ0 ∈]0.107;1.177[W/m/K.

Nous constatons que l’erreur entre l’observation et la solution PGD est minimisée pour
la conductivité thermique λ0 = 0.642 W/m/K. La solution PGD retenue et le champ d’obser-
vation sont tracés sur la figure 3.17.
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FIGURE 3.16 – Erreurs entre le champs d’observations et les champs PGD pour la température (a) et
la pression (b), pour l’ensemble du domaineΩλ0 .
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FIGURE 3.17 – Evolution du champs d’observation et de la solution PGD pour λ0 = 0.642 W/m/K à
x = 2 cm.

Comme nous pouvons le constater sur la figure 3.17, la solution PGD permet de déter-
miner avec précision la conductivité thermique sèche du matériau. L’erreur entre la solu-
tion PGD pour λ0 = 0.642 W/m/K et l’observation est inférieur à 3 · 10−4% pour la tempé-
rature et 8 · 10−2% pour la pression de vapeur. L’économie numérique de cette méthode a
été commenté à la section 3.3. Nous rappellerons simplement que le modèle PGD permet
de résoudre le problème paramétrique avec un coût de résolution inférieur à celui du mo-
dèle complet. Nous notons que le modèle PGD résout un problème paramétrique tandis
que les méthodes d’algorithme génétique et d’analyse de données variationnelles ont besoin
de nombreuses simulation (' 100) du modèle complet. Des études approfondies méritent
d’être réalisées pour affiner la comparaison des méthodes.

Ce cas d’étude a porté sur la détermination de la conductivité thermique sèche. Il est pos-
sible d’utiliser cette méthode pour déterminer d’autres propriétés hygrothermiques. Pour
cela, le paramètre inconnu doit nécessairement être indépendant des variables du problèmes.
Pour illustrer ces propos, prenons l’exemple de la conductivité thermique effective λ. Elle
varie en fonction de la teneur en eau w et de la conductivité sèche λ0 du matériau, selon
la loi λ = λ0 +b · w . La teneur en eau varie en fonction des variables (x, t ). Pour définir un
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3.5 Optimisation d’une solution de réhabilitation d’une paroi

TABLE 3.3 – Lois de comportement des propriétés hygrothermiques d’un matériau pour un problème
inverse résolu par un modèle PGD .

Propriété du matériau Loi de comportement Paramètres inconnus à déterminer

conductivité thermique (W/m/K) λ=λ0 +b ·w λ0, bλ

perméabilité à la vapeur (s) δv = δv,0 +bδ ·w δv,0, bδ

perméabilité liquide (s) Kl = Kl ,0 ·exp(bKl
·w) Kl ,0, bKl

stockage thermique (J/m3/K) ρ0 · c0 ρ0, c0

stockage hygrique (kg/m3/Pa) ξ= bξ,1w +bξ,0 bξ,1, bξ,0

problème paramétrique sur le paramètre λ, nous considèrerons les variables λ0 et b, pour
assurer l’indépendance des variables du problèmes. Les champs seront donc recherchés tels
que T (x, t ,λ0,b) :Ω=Ωx×Ωt×Ωλ0×Ωλb −→ IR et P (x, t ,λ0,b) :Ω=Ωx×Ωt×Ωλ0×Ωλb −→ IR.
Nous avons ainsi un problème de dimension 4.

Pour aller plus loin, nous pouvons commenter la perspective d’utiliser la méthode PGD
pour déterminer l’ensemble des propriétés hygrothermiques d’un matériau. Nous considé-
rons des lois de comportement simples données dans le tableau 3.3. Les propriétés sont
définies en fonction de 10 paramètres. Pour les déterminer, nous devons donc définir un
problème paramétrique de dimension 10+ 2. Le coût numérique offline, du traitement de
la non-linéarité du problème par méthode de décomposition en valeur singulière (HO-SVD)
(voir section 2.4), sera conséquent. Cette approche mérite quand même d’être explorée et
comparée à d’autre méthodes. La littérature recense des travaux utilisant les algorithmes gé-
nétiques [235]. L’auteur évoque la nécessité de réaliser 900 résolutions du problème complet
pour déterminer l’ensemble des propriétés. Il pourrait être intéressant d’utiliser le modèle
PGD sur le même cas d’étude pour comparer la performance des deux méthodes.

3.5 Optimisation d’une solution de réhabilitation d’une paroi

3.5.1 Définition du problème

Le domaine de la modélisation du bâtiment peut faire émerger des problématiques qui
formalisent des problèmes mathématiques paramétriques complexes à résoudre. En intro-
duction du chapitre, nous évoquions notamment l’isolation d’une paroi. Pour réaliser des
travaux de réhabilitation, les acteurs de la construction doivent choisir les matériaux en
fonction de nombreux paramètres de l’isolant : la perméabilité à la vapeur, la conductivité
thermique, l’épaisseur, etc. Cette problématique peut se formaliser par un problème para-
métrique : pour choisir un scénario d’isolation en fonction du paramètre k, il faut simuler le
comportement de la paroi en fonction de ce paramètre. Il y a donc k simulation du modèles
complets à réaliser. La méthode PGD permet de proposer une alternative. Nous proposons
d’illustrer cette démarche sur un cas d’étude académique étudiant la réhabilitation d’une
paroi en fonction de la perméabilité à la vapeur de l’isolant δv . Le problème mathématique
associé s’écrit :
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Problème 11. Trouver T (x, t ,δv ) :Ω=Ωx×Ωt×Ωδ −→ IR et Pv (x, t ,δ) :Ω=Ωx×Ωt×Ωδ −→ IRc11 c12

c21 c22

∂t

[
T

Pv

]
= ∂x

d11 d12(δv )

d21 d22(δ)

∂x

[
T

Pv

] dansΩ (i)

[
T Pv

]T =
[

q g
]T

conditions aux bords du domaine spatial ∂Ωx

(ii)[
T Pv

]T =
[

T0 Pv,0

]T
condition initiale au temps t0 (iii)

où les coefficients {ci j }, {di j } fonctions réelles de (x, t ) sont connus. En particulier, les co-
efficients {di j (δ)} sont données par une famille du paramètre réel δ.

La solution PGD du problème (11) est recherchée sous la forme :

T (x, t ,δv ) =
M∑

m=1
F m(x)Gm(t )H m(δv ) (3.12a)

Pv (x, t ,δv ) =
M∑

m=1
I m(x)J m(t )K m(δv ) (3.12b)

3.5.2 Description du cas d’étude

Nous considérons une paroi existante en béton2. L’isolation de cette paroi est envisagée.
La question du choix de l’isolant en fonction de son comportement à la perméabilité à la
vapeur est soulevée. Pour la modélisation, nous formalisons cette problématique en consi-
dérant une paroi bi-couche (voir figure 3.18a). Celle-ci est constituée de la partie en béton.
La deuxième couche comprend un isolant fictif dont les lois de comportement à la perméa-
bilité à la vapeur varient. Les propriétés hygrothermiques du béton sont données en annexe
C. Les caractéristiques de l’isolant sont celles du PSE, à l’exception de la perméabilité à la
vapeur, donnée par les lois :

δv = δv,0 −
δv,0

w0
w (3.13)

avec w0 = 8.01kg/m3 et δv,0 = 6.4 · 10−12
[

0.1 1.2 2.3 3.4 4.5 5.6 6.7 7.8 8.9 10
]

s.

Nous considérons doncΩδv ∈ IR10 s et les 10 possibilités de lois de comportement de la per-
méabilité vapeur de l’isolant sont tracées sur la figure 3.18b.

Les conditions extérieures en température et humidité relative correspondent à des don-
nées climatiques mesurées à Paris pendant une période hivernale (figure 3.19a). Pour la face
intérieure, un scénario journalier est défini et répété pour l’ensemble de la simulation (figure
3.19b).

Les coefficients d’échanges surfaciques sont α = 29 W/m2/K, β = 2.03 · 10−8 s/m pour
l’extérieur et α = 8 W/m2/K, β = 2.03 · 10−8 s/m pour l’intérieur. La simulation est réalisée
sur 120 jours avec un pas de temps de 36s.

3.5.3 Résultats

Avant de commenter les résultats, nous adoptons la convention suivante : les courbes rouges
correspondent au matériau le moins perméable (δv,0 = 6.4 ·10−13s) et les noires au matériau
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FIGURE 3.18 – Cas d’étude et lois de comportement de la perméabilité à la vapeur de l’isolant consi-
dérés.
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FIGURE 3.19 – Conditions aux limites du cas d’étude.

le plus perméable (δv,0 = 6.4 ·10−11s). Les courbes bleues se rapportent aux matériaux dont les
perméabilités sont comprises entre ces extremums.

Les figures 3.20 et 3.21 illustrent les profils de température et de pression de vapeur dans
la paroi. Un zoom des profils est donné pour le matériau isolant. La résolution du problème
(11) par méthode PGD, nous permet de calculer la solution en fonction de toutes les lois
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de comportement définies sur Ωδv . Seule la perméabilité de l’isolant est variable, nous ob-
servons donc que le profil de pression est invariant sur le domaine Ωδv dans le béton. La
perméabilité à la vapeur intervient dans les phénomènes de transferts couplés et les pro-
fils de température sont aussi fluctuants sur le domaine Ωδv . La cinétique des transferts de
chaleur étant plus rapide, le profil de température varie aussi dans la partie béton. L’observa-
tion est réalisée à la 10 h le 1er jour. Les conditions aux limites correspondantes sont tracées
sur les figures. La pression de vapeur et la température sont plus élevé pour l’isolant le plus
perméable.
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FIGURE 3.20 – Profils de température à 10h le 1er jour en fonction du domaineΩδv .
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FIGURE 3.21 – Profils de pression de vapeur à 10h le 1er jour en fonction du domaineΩδv .

La variation du comportement de la perméabilité de l’isolant impacte les transferts de
vapeur d’eau sur la surface intérieure de la paroi. La figure 3.22 représente la température et
l’humidité relative sur la surface intérieure du matériau. Les champs de température sont
différents de 0.5°C en moyenne et les champs d’humidité relative de 0.15%. Le matériau
moins perméable laisse moins passé la vapeur d’eau. La pression de vapeur en surface et
ainsi l’humidité relative sont donc plus élevées. Pour compléter cette analyse, les flux de
chaleur sensible et de vapeur traversants l’isolant vers le béton sont tracés sur la figure 3.24.
Nous constatons que le flux de vapeur est très faible pour le matériau le moins perméable.
Pour ce même matériau, nous observons que le flux de chaleur est moins élevé que le maté-
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riau plus perméable à la vapeur d’eau. La configuration avec le matériau le moins perméable
δv,0 = 6.4·10−13s perd moins d’énergie. De plus, la vapeur d’eau est stoppée sur la surface in-
térieure. L’humidité relative en surface est donc plus élevée.

En complément, les champs à l’interface des deux matériaux sont tracés sur la figure 3.23.
Les températures sont très proches pour les deux matériaux. En revanche, l’humidité relative
st plus élevée pour le matériau le plus perméable. L’isolant laisse passer la vapeur d’eau qui
est stockée à cette interface. L’humidité atteint des valeurs proches de 1 et des phénomènes
de condensation peuvent survenir. Ces analyses sont valables pour les conditions aux limites
considérées. L’étude des pathologies à partir des indicateurs proposés au chapitre 1 ne sera
pas réalisée. Le cas d’étude est académique et l’horizon de simulation court.
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FIGURE 3.22 – Évolution temporelle des champs hygrothermiques sur la surface intérieure.
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FIGURE 3.23 – Évolution temporelle des champs hygrothermiques à l’interface isolant/béton.

L’utilisation de la méthode PGD pour résoudre ce type de problème est intéressante pour
les économies de résolution du problème (11). Sur la base des commentaires réalisés à la
section 3.3, pour ce cas d’étude, le coût de résolution numérique du problème est divisé par
30 grâce à la méthode PGD.

En résumé, la résolution du problème (11) permet de calculer les champs hygrother-
miques en fonction de lois de comportement de l’isolant sur Ωdel t av . Les résultats peuvent
être utilisés pour analyser le comportement de la paroi pour choisir une solution de réhabi-
litation énergétique d’une paroi. Le coût de résolution du problème paramétrique est réduit
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FIGURE 3.24 – Flux de chaleur sensible et de vapeur d’eau traversants l’isolant vers le béton en fonc-
tion du domaineΩδv .

grâce au modèle PGD. Ce cas d’étude sera repris au chapitre 4 dans une simulation globale
bâtiment.

3.6 Globalisation des problèmes de transferts multizones locaux

Les prérogatives de la PGD ont été illustrées sur les problèmes de transferts hygrother-
miques dans les matériaux poreux. La modélisation du comportement des bâtiments passe
aussi par l’étude des phénomènes de transferts entre les volumes d’air des pièces des bâti-
ments. Ces phénomènes peuvent être difficile à modéliser notamment lorsque les bâtiments
considèrent un grand nombre de zones. Dans cette seconde partie du chapitre, nous propo-
sons d’appliquer la réduction de modèle au problème air pour réduire sa complexité.

3.6.1 Définition du problème

Nous considérons un bâtiment composé de Nz zones dont les équations de bilan thermo-
hygriques sont (voir section 1.4.6) :

Problème 12. Trouver Tk (t ) :Ωt −→ IR et Pv,k (t ) :Ωt −→ IRs11 s12

s21 s22


k

dt

[
T

Pv

]
k

=
[

q g
]T

k
dansΩ (i)

[
T Pv

]T

k
=

[
T0 Pv,0

]T

k
condition initiale au temps t0 (ii)

pour k = 1, . . . , Nz , représentant l’indice associé aux différentes zones du bâtiment

Le problème (12) correspond à un système de Nz équations différentielles. Les champs de
l’ensemble du bâtiment sont calculés en résolvant le problème de chaque zone, appelé pro-
blème local. Pour Nz zones, nous devrons résoudre Nz problèmes locaux. L’ensemble des
modèles multizones recensés dans l’annexe 41 [12], tels que Domus, TRNSYS ou WUFI Plus
calculent les champs en utilisant cette stratégie.
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La méthode PGD permet d’opter une alternative de résolution du problème. Pour cela,
nous définissons un problème global en introduisant la variable spatiale z, tel que :

Problème 13. Trouver T (z, t ) :Ωz ×Ωt −→ IR et Pv (z, t ) :Ωz ×ΩtΩt −→ IRs11 s12

s21 s22

∂t

[
T

Pv

]
=

[
q g

]T
dansΩ (i)

[
T Pv

]T =
[

T0 Pv,0

]T
condition initiale au temps t0 (ii)

où q et g dépendent des variables z et t . Nous précisons que la variable z est entière et
discrète défini sur le domaineΩz = {1, · · · , Nz}. Elle identifie les zones du bâtiment (z = 1 re-
présente la zone 1,etc.) et n’a aucun sens physique. La globalisation d’un problème consiste
donc à regrouper l’ensemble des problèmes locaux sous un unique problème. Ici le pro-
blème est globalisé pour l’ensemble des zones.

Ainsi la solution PGD du problème (13) est recherchée sous la forme :

T (z, t ) =
M∑

m=1
F m(z)Gm(t ) (3.16a)

Pv (z, t ) =
M∑

m=1
H m(z)I m(t ) (3.16b)

3.6.2 Description du cas d’étude

Le cas d’étude considère un bâtiment de 4 zones représenté sur la figure 3.25. Chaque
zone compote un volume d’air humide donc le bilan thermo-hygrique est défini par le pro-
blème (13) avec Nz = 4. Les conditions initiales de l’ensemble des zones sont T0 = 20°C et
ϕ0 = 0.5. Des mouvements d’air sont possibles entre les zones. Le débit aéraulique entre les
zones est fixe et vaut 0.36 kg/h. Seule les zones 1 et 4 sont hermétiques entre elles (ṁ1−4 = 0).
L’étude est réalisée sur 48h. Des flux de vapeur et de chaleur vont être successivement géné-
rés. De 0h à 24h, un flux de vapeur g = 180g/h est généré dans la zone 1. De 25h à 48h un flux
de chaleur q = 720W/h est généré dans la zone 4. Aucune génération n’est établie dans les
autres zones. Le problème est résolu avec un pas de temps de 10s.

zone 1

zone 3

zone 2

zone 4

g (0 - 24h) q (25 - 48h)

FIGURE 3.25 – Cas d’étude multizone considéré.
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3.6.3 Résultats

La solution PGD est calculée pour 3 modes. Pour ce nombre de modes, le résidu est in-
férieur à 10−4W /m2 pour l’énergie interne et 10−5kg /m3/s pour la teneur en eau. La figure
3.26 donne l’évolution des conditions ambiantes pour les 4 zones. La solution du modèle
PGD a été comparée à celle du modèle complet. Le modèle réduit calcule précisément la
solution du problème. La différence relative entre les deux solutions est inférieure à 10−6%
pour la température et 10−4% pour la pression de vapeur (non représentée sur les figures).

En complément de la figure 3.26, les figures 3.31 et 3.32 (reportées à la fin du chapitre)
illustrent l’évolution des champs des 4 zones de 1h à 24h pour l’humidité relative et de 25h
à 48h pour la température. Sur les premières 24h, la vapeur d’eau est générée dans la zone
1. Les transferts aérauliques entre les zones vont impliquer l’augmentation des humidités
relatives de chaque zone. L’accumulation intervient d’abord dans la zone 1, puis dans les
zones 3 et 4, et enfin dans la zone 2. A 25h, la génération de vapeur est arrêtée et laisse place
à une génération de chaleur dans la zone 2. Les humidités relatives vont donc décroitre. La
température augmente successivement dans les zones 2, puis 3 et 4 et enfin la zone 1.
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FIGURE 3.26 – Évolution des champs de température (a) et d’humidité relative (b) dans les zones pour
le modèle complet (croix) et le modèle PGD (lignes continues).

Sur ce cas d’étude académique, l’originalité de la résolution du problème multizone par
le modèle PGD est mis en avant. Le modèle complet résout l’équation de chaque problème
local , correspondant à un système de Nz équations différentielles de dimension Nt . Le mo-
dèle PGD résout un problème global de dimension Nt ×Nz en le substituant par deux équa-
tions aux dérivées ordinaires de dimension Nt et Nz . Le tableau 3.6 synthétise les deux ap-
proches. Pour ce cas d’étude, le gain numérique du modèle PGD est de 25%. L’économie n’est
pas très importante. Elle sera significative pour un problème considérant de nombreuses
zones (supérieur à 10).
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TABLE 3.4 – Comparaison des méthodes de résolution du problème (13) de variable z et t

Modèle complet PGD

Équation† S ·dΘz =Φz pour z ∈ {1, . . . , Nz } S ·∂tΘ=Φ
Champs Θz (t ) pour z ∈ {1, . . . , Nz } Θ(z, t )

Résolution du problème†† schéma Euler explicite séparation des variables

dΘz ' Θz (t+d t )−Θz (t )
d t Θ(z, t ) =∑M

m=1 F m (z) ·Gm (t )

Complexité Nz ×Nt M × (Nz +Nt )

Ratio††† 1 M
Nz

Application numérique pour le cas
d’étude M = 3 et Nz = 4 1 ∼ 0.75

† il s’agit d’une notation simplifiée des équations (12) et (13).

†† L’opérateur de la solution PGD correspond à un produit matriciel de HADAMARD, non formalisé pour simplifier la lisibilité.

††† en considérant que Nt >> Nz

3.7 Construction d’une solution paramétrique pour les problèmes de

transferts multizones

3.7.1 Définition du problème

La section précédente a montré la possibilité d’utiliser la PGD pour transformer la ré-
solution de plusieurs problèmes locaux par la résolution unique d’un problème global . Le
coût de résolution est diminuée par rapport au modèle complet mais cette économie est
manifeste pour un bâtiment composé d’un grand nombre de zones (supérieur à 10). Il est
possible d’augmenter significativement cette économie numérique en utilisant une autres
prérogative de la PGD : la création de solution paramétrique.

Définition d’une solution paramétrique

Il est important de définir la notion de solution paramétrique. Nous reprenons la défini-
tion d’un problème paramétrique (voir section 3.3) :

Problème 14. TrouverΘ(x, t ) : (x, t ) ∈Ω=Ωx ×Ωt −→ IR tel que :

A (Θ(x, t ),k) = 0 (i)

Θ=ΘL conditions aux limites aux bords du domaine ∂Ωx (ii)

Θ=Θ0 condition initiale au temps t0 (iii)

où Θ est le champ d’intérêt et A un opérateur dépendant des variables x, t et k. Ce der-
nier est un paramètre du problème. Son intervalle de définition est défini en fonction du
domaine physique et des phénomènes étudiés. Il peut correspondre à une condition ini-
tiale, une condition aux limites, une propriété de matériau, etc. Des exemples de paramètres
ont été pris dans nos cas d’étude précédents (conductivité thermique sèche, perméabilité à
la vapeur).

Notre problématique est définie par la nécessité de résoudre de nombreuses fois le pro-
blème (14) pour différentes valeurs du paramètre k. Pour cela, nous avons deux possibilités

117



CHAPITRE 3 : POSSIBILITÉS D’APPLICATION DE LA MÉTHODE PGD AUX TRANSFERTS

HYGROTHERMIQUES DANS LE BÂTIMENT

illustrées sur la figure 3.27. L’approche n°1 consiste à résoudre le problème à chaque valeur
du paramètre k avec un modèle (complet ou réduit). Cette possibilité est robuste et promet
d’obtenir la solution du problème. Cependant elle est coûteuse numériquement. Le pro-
blème doit être résolu à chaque fois que le paramètre k varie.

L’approche n°2 propose d’utiliser la PGD pour résoudre le problème paramétrique (14)
en se donnant un domaine de variation k ∈Ωk . La solution est calculée sur le multi-domaine
Ω=Ωx ×Ωt ×Ωk telle que :

Θ(x, t ,k) =
M∑

m=1
F m(x)Gm(t )H m(k) (3.18)

Une solution k paramétrique du champs Θ est ainsi calculée. Le produit tensoriel des M

fonctions {F m ,Gm , H m} permet de calculer la solution du problème (14) pour n’importe quel
paramètre k. Il n’est donc plus nécessaire de résoudre le problème (14). Nous parlons de so-
lution PGD paramétrique ou méta-modèle car pour il nous suffit de fixer la valeur du para-
mètre k dans le multi-domaine des solutions deΘ.

Problème posé:

A( ,k)=0

champs d'intérêt : (x,t)

k variable

résolution

méthode PGD

modèle PGD:

 (x,t,k)=  F(x)G(t)H(k)

stockage des 

fonctions F et G

Calcul de (x,t) en 

résolvant le problème A( ,k)=0 

pour chaque valeur de k

NON

Approche n°1

solution PGD 

paramétrique

 (x,t,k= )=  F(x)G(t)H( )

 (x,t,k)

 (x,t,k= )

x

Abaque des solutions

Approche n°2

FIGURE 3.27 – Principe de création et d’utilisation d’une solution paramétrique pour le problème
paramétrique (14).

Application aux problèmes de transferts hygrothermiques multizones

Pour comprendre l’utilisation d’une solution paramétrique PGD pour une modélisation
multizone, nous nous plaçons dans un contexte de modélisation globale d’un bâtiment (voir
section 1.5). Ce modèle couple un modèle enveloppe avec un modèle air , via une méthode
indirecte, comme illustré sur la figure 3.28. A chaque itération, le problème multizone (12) est

résolu. Les champsΘai r (z, t+d t ) =
[

T (z, t +d t ) Pv (z, t +d t )
]T

sont calculés par le modèle

multizone en fonction des coordonnées suivantes :
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a. les conditions de l’air des zones du pas de temps précédents θai r (z, t ), considérées
comme conditions initiales dans la résolution du problème,

b. les flux Φ(z) =
[

q g
]T

, pour chaque zone, provenant des résultats du modèle enve-

loppe et des autres sources possibles,

c. le temps t pour connaître l’évolution du champs durant l’intervalle de couplage d t ,

d. les coordonnées spatiales z représentant les différentes zones d’air.

Le problème multizone peut être résolu à chaque itération. Une alternative consiste à
considérer le problème multizone comme un problème paramétrique de la condition ini-

tiale θai r,0 =
[

T0 Pv,0

]T
et du terme source Φ(z) =

[
q g

]T
. La résolution de ce problème

permet de construire une solution PGD paramétrique qui pourra être intégrée dans un mo-
dèle global .

Modèle

enveloppe
Modèle 

multizone

θair(z,t)

θair(z,t+dt)

dt

solution paramétriquedt
Φ(z)

...

it
é
ra
ti
o
n
s

Modèle global

...

p
a

s
 d

e
 c

o
u

p
la

g
e

 d
t

FIGURE 3.28 – Intégration d’une solution paramétrique pour le problème multizone dans un modèle
global bâtiment.

Pour définir le problème, il est important de noter que le terme source Φ dépend de la
variable z. Nous pouvons supposer l’existence des polynômes d’ordre Nz : q : ({ap }p=1,··· ,Nz ) ∈
Ωa −→ IRNz et g : ({bp }p=1,··· ,Nz ) ∈Ωb −→ IRNz , vérifiant :

q(z) =
Nz∑

p=1
ap zp−1 (3.19a)

g (z) =
Nz∑

p=1
bp zp−1 (3.19b)

Cette expression polynômiale traduit la relation entre les valeurs des flux entre les diffé-
rentes zones. Il est important de préciser qu’il s’agit d’une relation mathématique sans aucun
sens physique. Elle permet de définir le problème paramétrique à variables indépendantes :
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Problème 15. Trouver T ({ap }p=1,··· ,Nz ,T0, z, t , ) : ΩT = Ωa × Ω0 × Ωz × Ωt −→ IR et

Pv ({bp }p=1,··· ,Nz ,Pv,0, z, t , ) :ΩP =Ωb ×Ω0 ×Ωz ×Ωt −→ IR

s11 s12

s21 s22

dt

[
T

Pv

]
=


Nz∑

p=1
ap zp−1

Nz∑
p=1

bp zp−1

 dansΩ (i)

[
T Pv

]T =
[

T0 Pv,0

]T
condition initiale au temps t0 (ii)

Nous pouvons résoudre le problème (15) pour créer une solution PGD paramétrique fonc-
tion des coordonnées suivantes :

a. le temps t ,

b. l’espace z,

c. les conditions initiales
[

T0 Pv,0

]T
,

d. les coefficients {ap ,bp }p=1,··· ,Nz des polynômes de q(z) et g (z)

La solution PGD paramétrique de ce problème s’écrit :

T
(
{ap }p=1,··· ,Nz ,T0, z, t

)= M∑
m=1

Nz∏
p=1

F m
p

(
ap

)
F m

Nz+1 (T0)F m
Nz+2 (z)F m

Nz+3 (t ) (3.21a)

Pv
(
{bp }p=1,··· ,Nz ,Pv,0, z, t

)= M∑
m=1

Nz∏
p=1

Gm
p

(
bp

)
Gm

Nz+1

(
Pv,0

)
Gm

Nz+2 (z)Gm
Nz+3 (t ) (3.21b)

Elle peut être intégrée dans le modèle multizone d’une modélisation globale. A l’itéra-

tion t , pour les valeurs de Θai r,0 = Θai r (z, t ) =
[

T (z, t ) Pv (z, t )
]T =

[
T0 Pv,0

]T
et Φ(z) =[

q(z) g (z)
]T

, le champs Θ(z, t +d t ) =
[

T (z, t +d t ) Pv (z, t +d t )
]T

est calculé dans toutes

les zones avec la solution PGD paramétrique (3.21). Les coûts numériques sont considéra-
blement réduits par rapport à la résolution du problème multizone avec le modèle complet
ou le modèle réduit PGD. Nous proposons de l’illustrer sur un cas d’étude.

3.7.2 Description du cas d’étude

Nous considérons un bâtiment composé de 2 zones. Pour deux zones, les polynômes q(z)
et g (z) sont d’ordre 1. La solution PGD du champs est calculée tel que :

T (a1, a2,T0, z, t ) =
M∑

m=1
F m

1 (a1)F m
2 (a2)F m

3 (T0)F m
4 (z)F m

5 (t ) (3.22a)

Pv
(
b1,b2,Pv,0, z, t

)= M∑
m=1

Gm
1 (b1)Gm

2 (b2)Gm
3 (Pv,0)Gm

4 (z)Gm
5 (t ) (3.22b)

La solution est calculée pour M = 5 modes. Pour ce nombre de modes, le résidu est infé-
rieur à 10−2W /m2 pour l’énergie interne et 10−15kg /m3/s pour la teneur en eau. Nous dispo-
sons à présent d’une solution paramétrique des coordonnées t , z, T0, Pv,0 et {ak , abk }k=1,2. Le
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TABLE 3.5 – Domaine de variation des coordonnées du problème considéré

Paramètres Minimum Maximum pas de
discrétisation

Temps t (s) 0 360 1

Domaine spatial x (m) 1 2 1

Température initiale T0 (°C) 0 30 0.01

Humidité relative ϕ0 (-) 0.1 0.9 0.0001

Sources de chaleur q1,q2 (kW/h) -10 10 0.01

Coefficient du polynôme a2
(kW/(m.h))

-20 20 0.01

Coefficient du polynôme a1 (kW/h) -30 30 0.01

Sources d’humidité g1,g2
(kg/(m2.h))

−10−2 10−2 10−5

Coefficient du polynôme b2
(kg/(m3.h))

−2 ·10−2 2 ·10−2 10−5

Coefficient du polynôme b1
(kg/(m2.h))

−3 ·10−2 3 ·10−2 10−5

tableau 3.5 donne leurs domaines de variation. Le pas de discrétisation de chaque coordon-
née a été choisi de manière à produire une solution PGD paramétrique précise. L’humidité
relative a été considéré plutôt que la pression de vapeur. Elle permet d’inclure la dépendance
à la température et représente mieux la teneur en eau de l’air. Pour le domaine de variation
des sources de chaleurs et d’humidité, les domaines de variation équivalent des coefficients
du polynômeΦ sont donnés, sachant que :

Φ(z) =
[

q(z) = a2z +a1

g (z) = b2z +b1

]
(3.23)

Nous faisons donc ici l’hypothèse que la zone 1 est représentée par z = 0 et la zone 2 par
z = 1. En notant q1 et g1 les sources de la zone 1 et respectivement q2 et g2 celles de la zone
2, nous avons : [

a2 = q2 −q1

b2 = g2 − g1

]
et

[
a1 = q1

b1 = g1

]
(3.24)

3.7.3 Résultats

Nous proposons d’illustrer l’utilisation de cette solution pour la résolution du problème
multizone dans une modélisation globale. Nous considérons qu’à l’itération tN de la modé-
lisation, le bilan de chaque zone est perturbé par un flux source (provenant de la paroi, la
génération de chaleur/vapeur, etc.). Ces flux dans chacune des zones valent :[

q1 = 5W /s

g1 = 2 ·10−5kg /s

]
et

[
q2 =−30W /s

g2 = 3 ·10−5kg /s

]

Ces valeurs nous permettent de calculer les coefficients {a1(tN ),b1(tN ), a2(tN ),b2(tN )} avec
l’équation (3.24).
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Les conditions ambiantes dans chaque zone à tN sont :

zone 1 :
[

T0,1(tN ) = 20 Pv,0,1(tN ) = 702
]

,zone 2 :
[

T0,2(tN ) = 15 Pv,0,2(tN ) = 853
]

Avec les coordonnées a1(tN ), b1(tN ), a2(tN ), b2(tN ), T0(tN ), P0(tN ) placés sur le domaine

Ω, il est possible de calculer l’évolution de
[

T Pv

]T
dans les deux zones z = {1,2}, pour

t ∈ [tN ; tN +360]s, en réalisant le produit tensoriels de la solution paramétrique (3.22). Pour
la zone 1, l’évolution du champs est donné par :

T
(
a1(tN ), a2(tN ),T0,1,1, t

)= 5∑
m=1

F m
1 (a1(tN ))F m

2 (a2(tN ))F m
3

(
T0,1(tN )

)
F m

4 (1)F m
5 (t ) (3.25a)

Pv
(
b1(tN ),b2(tN ),Pv,0,1,1, t

)= 5∑
m=1

Gm
1 (b1(tN ))Gm

2 (b2(tN ))Gm
3

(
Pv,0,1(tN )

)
Gm

4 (1)Gm
5 (t )

(3.25b)

et pour la zone 2 :

T
(
a1(tN ), a2(tN ),T0,2,2, t

)= 5∑
m=1

F m
1 (a1(tN ))F m

2 (a2(tN ))F m
3

(
T0,2(tN )

)
F m

4 (2)F m
5 (t ) (3.26a)

Pv
(
b1(tN ),b2(tN ),Pv,0,2,2, t

)= 5∑
m=1

Gm
1 (b1(tN ))Gm

2 (b2(tN ))Gm
3

(
Pv,0,2(tN )

)
Gm

4 (2)Gm
5 (t )

(3.26b)

La figure 3.29 donne les résultats des équations (3.25) et (3.26) et ainsi l’évolution tempo-
relle des champs dans chacune des zone. Il n’y a donc pas de résolution du problème. Pour
montrer la précision de la solution, les résultats du modèle complet sont aussi tracés.
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FIGURE 3.29 – Évolution temporelle de la température (a) et de l’humidité relative (b) donnés par la
solution PGD paramétrique (ligne continue) et le modèle complet (point +).

Le cas d’étude présenté est très académique. L’attention est portée sur l’utilisation d’une
telle solution pour être intégrée dans un modèle global afin de résoudre le problème mul-
tizone. A chaque itération, les conditions initiales et les termes sources sont actualisés. En
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fonction de leur valeur, les champs sont calculés dans les deux zones sur l’intervalle de temps
d t . Cet intervalle correspond au pas de couplage des modèles air et enveloppe . La solution
paramétrique est valable pour le domaine de variation de ses coordonnées. Si à une itéra-
tion, le terme source ou les conditions initiales sortent de ce domaine, la solution ne peut
être calculée.

L’absence de résolution d’équation est un avantage intéressant pour réduire la complexité
du problème. Le coût numérique pour calculer les champs correspond à celui du produit
tensoriel des équations (3.25) et (3.26). Ce coût numérique est très inférieur à celui de la ré-
solution du problème par un modèle complet ou un modèle PGD. Une estimation rapide,
pour ce cas d’étude, montre que le coût de calcul est divisé par 10 1.

Le tableau 3.6 donne une synthèse comparative de la solution PGD paramétrique, du
modèle réduit PGD et du modèle complet. La complexité numérique de la solution PGD est
notée ε, avec ε¿ 1. Il faut cependant noter qu’il y a quand même une coût numérique liée
à la création de la solution paramétrique PGD. Ce coût est équivalent à M × (2+Nt +N0 +
Na1 +Na2 ), en notant Nt , N0, Na1 et Na2 le nombre d’éléments contenus dans les domaines
de chaque coordonnée du problème. Ce coût additionnel est toutefois compensé par le fait
que le coût numérique du produit tensoriel de la solution paramétrique est très inférieur à
celui d’un modèle réduit PGD ou d’un modèle complet (ε¿M ×Nt ).

TABLE 3.6 – Comparaison des méthodes de résolution du problème (13) de variable z et t

Méthode de résolution Modèle complet Modèle PGD Solution paramétrique
PGD

Équation† S ·dΘz =Φz pour z ∈
{1, . . . , Nz }

S ·∂tΘ=Φ S ·∂tΘ=Φ

Champs Θz (t ) pour z ∈ {1, . . . , Nz } Θ(z, t ) Θ(z, t ,Θ0, a1, a2)

Résolution du problème†† schéma Euler explicite séparation des variables Produits tensoriels

dΘz ' Θz (t+d t )−Θz (t )
d t Θ(z, t ) =∑M

m=1 F m
1 (z)Gm

2 (t )
Θ(a1, a2,Θ0, z, t ) =∑M

m=1 F m
1 (a1)F2(a2)F m

3 (Θ0)·
F m

4 (z)F m
5 (t )

Complexité Nz ×Nt M1 × (Nz +Nt ) M2 × (Nz +Nt +N0 +
Na1 +Na2 )+ε

Ratio†† 1 M1
Nz

ε

Application numérique
pour le cas d’étude

M1 = 2, M2 = 5 et Nz = 2

1 1 0.1

† il s’agit d’une notation simplifiée des équations (12), (13) et (15).

†† L’opérateur de la solution PGD correspond à un produit matriciel de HADAMARD, non formalisé pour simplifier la lisibilité.

††† en considérant que Nt >> Nz

La représentation séparée de la solution paramétrique permet de conserver celle-ci avec
espace de stockage réduit (M×(2+Nt+N0+Na1+Na2 )). Pour sauvegarder la solution du pro-
blème paramétrique (15) obtenue par un modèle complet, l’espace de stockage nécessaire
est plus important (2×Nt ×N0 ×Na1 ×Na2 ). Cette spécificité permet de disposer d’outils ra-
pides pour calculer les champs tel que présenté sur la figure 3.30. Un exécutable MATLAB a
été réalisé. L’utilisateur ajuste les curseurs des coordonnées T0, ϕ0, q1, q2, g1 et g2 et l’outil

1. avec un AMD Phenom II, Processor 2.99GHZ, 3.49 Go RAM
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réalise le produit tensoriel des fonctions pour calculer en direct l’évolution des champs dans
les zones.
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FIGURE 3.30 – Executable calculant le bilan thermo-hygrique de 2 zones à partir de la solution PGD
paramétrique compilée (L’image est une impression-écran de l’outil).

Pour ce cas d’étude, la solution paramétrique PGD a été créée pour 2 zones. Quelque soit
le nombre de zones considérées Nz , il est possible d’adopter une expression polynomiale de

Φ(z) =
[

q g
]T

. Les coefficients {ap ,bp }p=1,··· ,Nz peuvent être intégrés dans la construction

d’une solution PGD paramétrique pour réaliser une modélisation multizone. Les économies
numériques augmentent avec le nombre de zones.

3.8 Conclusion

La méthode PGD a été utilisée pour résoudre des problèmes enveloppe et air . Les cas
d’étude se voulaient académiques pour illustrer spécifiquement les possibilités de la réduc-
tion de modèle.

Le premier avantage mis en avant est la réduction du coût de résolution d’un problème.
D’une manière générale, nous constatons que le ratio entre le coût de résolution du pro-
blème par un modèle PGD (ROM PGD) et par un modèle complet (LOM) peut s’exprimer :

ROM PGD

LOM
=

M
n∑

i=1
Ni

n∏
i=1

Ni

où M est le nombre de mode de la base PGD pour résoudre le problème de transferts, n le
nombre total de variable du problème et Ni le nombre d’éléments composant le domaine
de chaque variable. L’économie numérique augmente avec le nombre de degré de liberté du
problème. La technique est donc intéressante pour résoudre des problèmes complexes, dits
de grandes dimensions.
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3.8 Conclusion

Cette spécificité a donc été mise à profit sur des problèmes de transferts hygrothermiques
dans les matériaux. Les illustrations ont porté sur un problème de grande dimension spatiale
(2D) et deux problèmes paramétriques. Le premier était de paramètre λ0 (conductivité ther-
mique sèche) et le second de paramètre δv (perméabilité à la vapeur). La résolution de pro-
blème paramétrique avec un faible coût numérique est particulièrement intéressante pour
répondre à des problématiques d’ingénierie. Cet intérêt a été montré sur la résolution de
problèmes inverses pour caractériser les propriétés d’un matériau et l’optimisation d’une
solution de réhabilitation d’une paroi. D’autres problèmes paramétriques pourraient être
étudiés. Le cas d’étude bi-dimensionnel de la section 3.2 serait repris pour étudier l’impact
des deux isolants (laine de bois et PSE). D’autres études considèreraient les conditions aux
limites ou initiales comme degré de liberté supplémentaire. Elles peuvent être intéressantes
pour déterminer par exemple l’état initial d’un matériau (notamment sa teneur en eau) ou
l’impact des phénomènes radiatifs ou convectifs sur les transferts dans un matériau.

Le deuxième avantage a été illustré sur les problèmes multizones. Le bâtiment est com-
posé de plusieurs zones. Pour calculer les champs avec un modèle complet, les équations
de bilan thermo-hygrique doivent être résolues pour chaque zone. Nous disons que chaque
problème local doit être résolu. La PGD permet de globaliser le problème en résolvant un
unique problème regroupant l’ensemble des problèmes locaux. La résolution numérique
du problème global est alors moins coûteuse que celle de l’ensemble de problèmes locaux.
Cependant, le problème de transferts multizones est peu complexe numériquement et les
économies de résolution du modèle PGD ne sont effectives que pour des bâtiments ayant
un grand nombre de zones.

Actuellement, le traitement de la non-linéarité des problèmes est réalisé en reconstituant
les champs PGD à chaque enrichissement de la base PGD. Les coefficients non-linéaires sont
calculés. Une représentation séparée de ces derniers est ensuite recherchée pour aborder
les autres étapes de l’algorithme PGD (voir section 2.4). Cette méthode présente cependant
plusieurs limites, notamment lorsque nous traitons de problèmes multi-dimensionnels tels
que ceux traités dans ce chapitre. Cette étape de décomposition représente un coût off-line
pouvant ralentir l’algorithme global du modèle. De plus, lorsque la dimension du problème
est supérieure à 2, les méthodes de décomposition aux valeurs singulières ne sont pas opti-
males. Il pourrait être intéressant de travailler sur une optimisation de cette étape de l’algo-
rithme du modèle réduit.

L’approche de globalisation d’un problème est néanmoins intéressante et pourrait être
appliquée à d’autres problèmes de modélisation. Considérons par exemple une simulation
globale bâtiment, résolvant un problème enveloppe et un problème air . Si le bâtiment com-
porte plusieurs parois, la résolution du problème enveloppe nécessite la résolution du pro-
blème de transferts hygrothermiques local pour chaque paroi. Il pourrait être intéressant de
travailler sur l’écriture d’un problème global intégrant l’ensemble des problèmes locaux de
chaque paroi. Les économies numériques de cette approche seraient plus importantes que
pour la globalisation du problème multizone.

Le troisième intérêt de la méthode PGD est révélé par l’élaboration de solution PGD para-
métrique pour le problème multizone. Le degré de liberté du problème étudié est augmenté
en considérant les conditions initiales et termes sources comme variables supplémentaires.
La résolution de ce problème permet ainsi d’obtenir l’ensemble des solutions du problème
sur un multi-domaine composé de ces variables. Nous disposons alors d’un méta-modèle
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qui peut être intégré dans une modélisation globale où, à chaque itération, le problème mul-
tizone doit être résolu en fonction des nouvelles conditions initiales et des termes sources.
Avec une solution PGD paramétrique, le coût numérique pour obtenir la solution du pro-
blème est très faible.

La création d’un méta-modèle pour un problème de transferts hygrothermiques est pos-
sible. Cependant, dans une perspective d’intégration de cette solution dans un modèle bâ-
timent , sa construction demeure complexe. En effet, à l’itération t du modèle enveloppe ,
les champs de l’itération précédente Θ0(x, t ) sont considérés comme condition initiale du
problème. Ces champs dépendent de la variable x. Pour construire la solution, les variables
x et Θ0 doivent être indépendantes. Il faut donc décomposer le champs Θ0 en un polynôme
de la variable x. Les coefficients du polynôme sont alors intégrés dans la construction de la
solution paramétrique. Cependant, les champs dans la paroi sont fortement non-uniformes
à chaque itération et la recherche de ce polynôme peut être laborieuse.

Enfin, la dernière prérogative de la PGD mise en avant dans ce chapitre est le stockage de
la solution d’un problème. Grâce à la représentation séparée de la solution, l’enregistrement
de la solution PGD est peu coûteux en espace numérique. Seuls les modes de la base PGD
sont stockés. La solution est alors reconstituée à partir du produit tensoriel des vecteurs cette
base. Cet avantage est intéressant pour conserver les solutions de problèmes ayant un grand
degré de liberté.

Les spécificités de la méthode PGD ont montré de nombreuses applications pour la mo-
délisation des bâtiments. Nous proposons de les utiliser pour construire un modèle global
de simulation du comportement hygrothermique des bâtiments. Ce modèle articulera un
modèle enveloppe et un modèle air .
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(a) 1h (b) 2h (c) 3h (d) 4h (e) 5h (f) 6h

(g) 7h (h) 8h (i) 9h (j) 10h (k) 11h (l) 12h

(m) 13h (n) 14h (o) 15h (p) 16h (q) 17h (r) 18h

(s) 19h (t) 20h (u) 21h (v) 22h (w) 23h (x) 24h

humidité relative (-)

0.5 1

(y) échelle

FIGURE 3.31 – Evolution de l’humidité relative dans les 4 zones du bâtiment de 1h à 24h.
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(a) 25h (b) 26h (c) 27h (d) 28h (e) 29h (f) 30h

(g) 31h (h) 32h (i) 33h (j) 34h (k) 35h (l) 36h

(m) 37h (n) 38h (o) 39h (p) 40h (q) 41h (r) 42h

(s) 43h (t) 44h (u) 45h (v) 46h (w) 47h (x) 48h

Température (C)

16.3 23

(y) échelle

FIGURE 3.32 – Evolution de la température dans les 4 zones du bâtiment de 25h à 48h.
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Chapitre 4

Modélisation hygrothermique à l’échelle
bâtiment

Résumé

Les avantages de la méthode PGD appliquées à la modélisation des transferts dans les maté-

riaux poreux et dans les zones ont été présentées dans les chapitres 2 et 3. L’intérêt de la PGD a

été illustré pour réduire la complexité numérique de problème multi-dimensionnels, globaliser

des problèmes locaux sous un unique problème et créer des solutions PGD paramétriques com-

parable à des méta-modèles. L’objet de ce chapitre est d’utiliser cette méthode et ses prérogatives

pour construire un modèle global pour la simulation du comportement d’un bâtiment. Deux mo-

dèles sont étudiés. Le premier couple un modèle enveloppe résolu par méthode PGD et le modèle

complet air multizone. Il a été élaboré lors d’une collaboration avec le laboratoire LST de l’uni-

versité PUC-PR de Curitiba, Brésil, permettant d’utiliser le modèle air Domus. Le second modèle

est celui présentant le coût numérique de résolution le plus bas. Il associe un modèle enveloppe

résolu par méthode PGD et un modèle air résolu par une solution PGD paramétrique. Les perfor-

mances de précision de simulation du comportement du bâtiment et d’économie de résolution

du problème global sont évaluées pour les deux modèles.
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4.1 Introduction

4.1 Introduction

L’utilisation de la PGD pour la modélisation des problèmes de transferts dans l’enveloppe
et les volumes d’air des bâtiments a été illustrée au chapitre 3. Pour réduire la complexité
d’un problème, deux possibilités sont envisageables.

La première possibilité, détaillée à la section 2.4, est de résoudre le problème en utilisant
un modèle réduit PGD. La solution est recherchée sous une forme séparée des variables du
problème. Le problème aux dérivées partielles est transformé en un système d’équation de
dérivées ordinaires. La complexité du problème est ainsi réduite. Cette approche a été mise
en valeur sur des problèmes paramétriques ou de grandes dimensions spatiales.

La deuxième possibilité consiste à créer une solution paramétrique du problème. Elle
trouve son intérêt lorsqu’il est nécessaire de résoudre de nombreuses fois un problème en
fonction d’un paramètre variant. Ce genre de problématique est rencontrée dans des mo-
délisations globales où, à chaque itération, les problèmes enveloppe et air sont résolus en
fonction de conditions initiales et limites actualisées. La construction de cette solution para-
métrique passe par une première étape de résolution du problème avec des conditions aux
limites et initiales. Elle permet d’obtenir une solution du problème sur un multi-domaine
qui peut être insérée dans une modélisation globale. Cette possibilité a été illustrée sur le
problème air . Elle réduit significativement le coût numérique de résolution.

La construction du modèle global bâtiment est réalisé en couplant un modèle enveloppe
et un modèle air (voir section 1.5). Chacun des problèmes peut être donc résolu en utilisant
le modèle complet et/ou l’une des approches de la PGD . Il y a donc plusieurs possibilités de
couplage des deux modèles, synthétisées dans le tableau 4.1.

Le modèle env[LOM]/air[LOM] est le modèle complet servant de référence. Il permet
d’apprécier les gains numériques et la précision des modèles réduits PGD. Le modèle env[LOM]/air[PGD]
ne révèle pas de perspectives intéressantes pour nos travaux. En effet, le problème enveloppe
présente la plus grande complexité numérique. Il est donc intéressant d’utiliser les tech-
niques de réduction sur celui-ci. Notre attention portera donc sur les modèles env[PGD]/air[LOM]
et env[PGD]/air[PGD]. Avec les deux possibilités d’utilisation de la PGD, il y a plusieurs ap-
proches d’élaboration de ces modèles 1 :

a. modèle env[PGD]/air[LOM] : couplage d’un modèle enveloppe réduit PGD avec un mo-
dèle complet air ,

b. modèle env[PGD]/air[PGD] : couplage d’un modèle enveloppe réduit PGD et d’un mo-
dèle air réduit PGD,

c. modèle env[PGD]/air[param.PGD] : couplage d’un modèle enveloppe réduit PGD et
d’une solution paramétrique pour le modèle air .

Nous proposons dans ce chapitre d’étudier leur construction. Nous commencerons par
le modèle env[PGD]/air[LOM]. Il s’agira d’une première étape dans la construction d’un mo-
dèle global , permettant d’apprécier les techniques de réduction de modèle pour modéliser
le comportement d’un bâtiment. Pour cela, il est nécessaire de disposer d’un modèle com-
plet multizone résolvant le problème air . De nombreux modèles existent dans la littérature
et présentent des capacités relativement similaires (voir section 1.5). Notre choix s’est porté

1. sachant que la construction d’une solution paramétrique enveloppe est écartée car très complexes (voir section 3.7).
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sur l’utilisation de Domus [13] grâce à une opportunité de travailler avec l’équipe le dévelop-
pant.

Dans un second temps, nous étudierons la construction d’un modèle global réduit. Deux
possibilités s’offrent à nous : un modèle env[PGD]/air[PGD] ou un modèle env[PGD]/air[param.PGD].
Nous élaborerons celui disposant du plus grand potentiel d’économie de résolution, à savoir
le modèle env[PGD]/ air[param.PGD]. Ce modèle sera évalué sur un cas académique pour
apprécier la précision de simulation du comportement d’un bâtiment et la réduction de la
complexité du problème.

TABLE 4.1 – Possibilités d’utilisation des modèles réduits PGD pour la construction d’un modèle glo-
bal bâtiment . Les modèles en bleus seront élaborés.

Modèle global bâtiment

Appellation Problème enveloppe Problème air

Modèle env[LOM]/air[LOM] Modèle complet Modèle complet

Modèle env[LOM]/air[PGD] Modèle complet Modèle PGD

Modèle env[PGD]/air[LOM] Modèle PGD Modèle complet

Modèle env[PGD]/air[PGD] Modèle PGD Modèle PGD

Modèle env[PGD]/air[param.PGD] Modèle PGD Solution paramétrique PGD

4.2 Cosimulation d’un modèle enveloppe réduit PGD et d’un modèle

multizone complet

Pour la première étape d’intégration des techniques de réduction de modèle dans une si-
mulation globale, nous couplons un modèle enveloppe réduit PGD avec un modèle air com-
plet. Parmi les nombreux modèles multizone existant, notre choix a été guidé par la possi-
bilité de travailler avec les équipes développant le modèle Domus. L’ensemble de ces travaux
a été réalisé dans le cadre d’une collaboration avec le laboratoire LST de l’Université PUC-
PR (Pontificia Universidade Catolica do Parana) 2, sous l’orientation du Professeur Nathan
Mendes 3.

L’intégration d’un modèle réduit PGD dans un modèle validé et développé tel que Domus
a permis d’utiliser les nombreuses possibilités de ce dernier :

a. la prise en compte de la ventilation des locaux,

b. l’accès à des bases de données climatiques ou de propriétés hygrothermiques des ma-
tériaux,

c. la génération de vapeur ou de chaleur dans les locaux,

d. la modélisation des systèmes de chauffage ou de refroidissement,

e. ...

2. Les thématiques du laboratoire sont centrés sur l’étude des transferts hygro-thermo-aéraulique dans les bâtiments,
que ce soit à l’échelle de l’enveloppe, des zones ou globale du bâtiment. Le laboratoire LST est reconnu auprès de la com-
munauté internationale avec la participation aux annexes 41, 51 et 60 de l’Agence Internationale de l’Energie et ses colla-
boration avec les universités françaises (Lyon, Savoie, La Rochelle, etc.)

3. http://lattes.cnpq.br/5479882786360858
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Ce couplage présente aussi un grand intérêt quant à la capitalisation des modèles exis-
tants et s’inscrit dans les problématiques actuelles de co-simulation des outils. Le chapitre 3
a mis en évidence les prérogatives de la PGD pour résoudre des problèmes paramétriques ou
de grandes dimensions spatiales. Sur la base de ces travaux, nous utiliserons ce modèle glo-
bal pour traiter deux configurations. La première concernera la simulation d’un problème
paramétrique de réhabilitation d’un bâtiment en fonction du comportement à la perméabi-
lité à la vapeur de l’isolant. La deuxième portera sur la modélisation d’un bâtiment bi-zone
intégrant une simulation bi-dimensionnelle d’une liaison entre une façade et un mur de re-
fend entre deux zones d’un bâtiment.

4.2.1 Construction du modèle global

Dans un premier temps, nous décrivons la procédure de couplage des deux modèles. Les
cas d’étude seront abordés par la suite.

Modèle enveloppe réduit PGD

Plusieurs modèles réduits PGD sont utilisés pour résoudre le problème enveloppe . Dans
le cadre de la validation de la méthode de couplage, le problème est considéré uni-dimensionel.
Il a été défini à la section 1.3 et rappelé ici :

Problème 16. Trouver T (x, t ) :Ω=Ωx ×Ωt −→ IR et Pv (x, t ) :Ω=Ωx ×Ωt −→ IRc11 c12

c21 c22

∂t

[
T

Pv

]
= ∂x

d11 d12

d21 d22

∂x

[
T

Pv

] dansΩ (i)

D∂x

[
T Pv

]T =
[

q g
]T

conditions aux bords du domaine ∂Ωx (ii)[
T Pv

]T =
[

T0 Pv,0

]T
condition initiale au temps t0 (iii)

Les conditions aux limites sont de deuxième type et constitueront le point de couplage avec
le modèle air . La solution du problème est recherchée sous la forme :

T (x, t ) =
M∑

m=1
F m(x)Gm(t ) (4.2a)

Pv (x, t ) =
M∑

m=1
H m(x)I m(t ) (4.2b)

La première configuration étudiée considère un problème paramétrique (défini à la sec-
tion 3.5) :
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Problème 17. Trouver T (x, t ,δv ) :Ω=Ωx×Ωt×Ωδ −→ IR et Pv (x, t ,δ) :Ω=Ωx×Ωt×Ωδ −→ IRc11 c12

c21 c22

∂t

[
T

Pv

]
= ∂x

d11 d12(δv )

d21 d22(δ)

∂x

[
T

Pv

] dansΩ (i)

D∂x

[
T Pv

]T =
[

q g
]T

conditions aux bords du domaine spatial ∂Ωx

(ii)[
T Pv

]T =
[

T0 Pv,0

]T
condition initiale au temps t0 (iii)

La solution du problème (17) est recherchée sous la forme :

T (x, t ,δv ) =
M∑

m=1
F m(x)Gm(t )H m(δv ) (4.4a)

Pv (x, t ,δv ) =
M∑

m=1
I m(x)J m(t )K m(δv ) (4.4b)

La seconde étude portera sur un problème de transfert bi-dimensionnel (défini à la sec-
tion 3.2) :

Problème 18. Trouver T (x, y, t ) :Ω=Ωx ×Ωy ×Ωt −→ IR et Pv (x, y, t ) :Ω=Ωx ×Ωy ×Ωt −→ IRc11 c12

c21 c22

∂t

[
T

Pv

]
= ∂x

d11 d12

d21 d22

∂x

[
T

Pv

] +∂y

d11 d12

d21 d22

∂y

[
T

Pv

]dansΩ (i)

D∂x

[
T Pv

]T =
[

q g
]T

conditions aux bords du domaine spatial ∂Ωx

(ii)

D∂y

[
T Pv

]T =
[

q g
]T

conditions aux bords du domaine spatial ∂Ωy

(iii)[
T Pv

]T =
[

T0 Pv,0

]T
condition initiale au temps t0 (iv)

La solution du problème (18) sera recherchée par le modèle PGD sous la forme :

T (x, y, t ) =
M∑

m=1
F m(x)Gm(y)H m(t ) (4.6a)

Pv (x, y, t ) =
M∑

m=1
I m(x)J m(y)K m(t ) (4.6b)

Modèle multizone complet Domus

Le problème considéré pour les transferts hygrothermiques dans l’air est celui défini à la
section 1.4 et rappelé ici :
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Problème 19. Trouver Tk (t ) :Ωt −→ IR et Pv,k (t ) :Ωt −→ IRs11 s12

s21 s22


k

dt

[
T

Pv

]
k

=
[

q g
]T

k
dansΩ (i)

[
T Pv

]T

k
=

[
T0 Pv,0

]T

k
condition initiale au temps t0 (ii)

pour k = 1, . . . , Nz , représentant l’indice associé aux différentes zones du bâtiment

Le problème est résolu para le modèle complet Domus 4 [13]. Le système (19) de Nz équations
pour chacune des zones est résolu en utilisant l’algorithme MTDMA (MultiTriDiagonal-Matrix
Algorithm)[13]. Ce modèle a fait l’objet de nombreux développement. Son association avec
des logiciels de dessin CAO en fait un outil privilégié des acteurs de la construction au Brésil.
Il permet notamment l’évaluation de la performance énergétique des bâtiments par rap-
port aux standards brésiliens. Il est aussi utilisé par la communauté scientifique et de nom-
breux travaux de recherche ont été publiés (voir par exemple [122, 141, 138]). Il est constitué
d’un modèle central permettant l’évaluation de la consommation énergétique, du confort
thermique et du développement de moisissures. Pour cela, il dispose de plusieurs modèles
d’équipements CVC ainsi qu’une base de données climatiques brésiliennes étoffée. D’autres
modèles peuvent s’ajouter au modèle central pour prendre en compte par exemple les trans-
ferts hygrothermiques dans le sol ou des modèles de tâche solaire. Le modèle Domus dispose
d’un modèle interne pour résoudre le problème enveloppe . Pour l’implémentation du mo-
dèle réduit PGD, celui-ci a été neutralisé. De plus, les modèles de transferts radiatifs exté-
rieurs et intérieurs ont été annulés afin de mieux apprécier les gains numériques obtenus
grâce à l’utilisation des méthodes de réduction de modèle.

Couplage des modèles

Les modèles PGD et Domus ont été couplés en utilisant une méthode de type ping-pong.
Le modèle Domus est codé en langage C++ et le modèle enveloppe PGD en langage MATLAB.
Pour l’association, le modèle enveloppe a été incorporé dans un exécutable à partir de MATLAB.
Ce fichier exécutable inclue le modèle et son solveur numérique propre à MATLAB. Le pro-
gramme Domus joue le rôle de maître. A travers ce programme sont définis les paramètres de
la simulation, à l’étape d’initialisation :

a. le pas de temps,

b. l’horizon de simulation,

c. les coefficients d’échanges convectifs de chaleur et de masse,

d. les conditions aux limites extérieures et intérieures en température et humidité rela-
tive,

e. les éventuels sources ou puits de chaleur et d’humidité.

Au cours des itérations, le programme maître appelle l’exécutable esclave pour résoudre
le problème enveloppe . Le principe est illustré sur la figure 4.1.

4. http://domus.pucpr.br/
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Résolution PGD

Modèle

enveloppe
Modèle air

θenv(t)

θenv(t+dt) θair(t)

θair(t+dt)θenv(t+dt)

θenv(t+2dt) θair(t+dt)

θair(t+2dt)...

it
é
ra

ti
o
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étape 0 :

Initialisation

conditions 

surfaces

é
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p
e
 2

DOMUS - Maitre

conditions 

ambiantes

FIGURE 4.1 – Principe de couplage des modèles air Domus et enveloppe PGD pour réaliser des simu-
lations globales bâtiments, selon une méthode de type ping-pong.

La première itération est faite par le modèle enveloppe . Elle est commandée par Domus
qui fournit au modèle enveloppe les conditions aux limites nécessaires pour résoudre le pro-
blème :

a. la température et l’humidité relative des zones intérieures,

b. la température et l’humidité relative extérieures.

La convergence du modèle PGD enveloppe est vérifiée en calculant le résidu à chaque
itération (voir section 2.4). A l’itération suivante, les données de sortie (outputs) du modèle
enveloppe , correspondant aux données d’entrée (inputs) du modèle Domus, sont :

a. la température en surface de chaque mur, de chaque zone,

b. la teneur en eau en surface de chaque mur, de chaque zone.

Dans le cas d’étude 2D, ces données seront moyennées sur l’ensemble de la surface en
contact avec la zone intérieure. Pour le problème paramétrique, pour chaque valeur du pa-
ramètre, une zone fictive sera associée. Chaque zone recevra ainsi les données de surface
associé à la valeur du paramètre.

La méthode de couplage et le modèle global construit ont été validé sur le benchmark 1
BESTEST proposé dans le cadre de l’Annexe 41 de l’Agence Internationale de l’Energie [12,
237]. Les résultats de l’exercice sont détaillés à l’annexe D.

4.2.2 Application à la résolution de problèmes paramétriques d’un bâtiment

La méthode PGD est avantageuse pour résoudre des problèmes paramétriques. Ces pro-
blèmes paramétriques découlent généralement de la formulation de problématiques d’ingé-
nierie. Plusieurs exemples ont été donnés au chapitre 3. Parmi ceux-ci, le choix de scénarios
de rénovation d’un bâtiment en fonction de l’isolant est une question importante qui né-
cessite la réalisation de nombreuses simulations. Ce problème paramétrique a été abordé à
la section 3.5. Nous proposons de reprendre ce cas d’étude avec le modèle global construit.
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Nous réaliserons ainsi des simulations du comportement d’un bâtiment en considérant un
domaine de variation de la perméabilité à la vapeur du matériau isolant.

Description du cas d’étude

Le cas d’étude est un bâtiment mono-zone (voir figure 4.2), composé d’un mur exposé à
des conditions climatiques extérieures données par la figure 4.3. Les conditions intérieures
en température sont fixées à 24°C. L’humidité relative intérieure n’est pas fixée et son évolu-
tion est libre. Un scénario de production de vapeur est définie : de 9h à 17h, 50g /h de vapeur
d’eau sont introduits dans la zone. La zone est ventilée avec un débit de 0.3 volume/h. La fi-
gure 4.3c reprend l’ensemble de ces éléments. Les conditions initiales dans le mur et la zone
sont T = 24°C et ϕ= 0.6.

FIGURE 4.2 – Représentation schématique du cas d’étude.

La paroi est composée de béton2 et d’isolant de type PSE, dont les propriétés sont don-
nées en annexe C. Nous considérons que la perméabilité à la vapeur de l’isolant varie. Nous
prenons le même domaine de variation qu’à la section 3.5, soit :

δv =−δv,0

w0
·w +δv,0 (4.8)

avec w0 = 8.01kg/m3 et δv,0 = 6.4 · 10−12
[

0.1 1.2 2.3 3.4 4.5 5.6 6.7 7.8 8.9 10
]

s.

Nous considérons donc Ωδv ∈ R10 s et les 10 possibilités de lois de comportement de la
perméabilité vapeur de l’isolant sont tracées sur la figure 4.4.

La simulation est réalisée sur 8 mois avec un pas de temps de couplage entre les mo-
dèles de 6 minutes. Toutes les 6 minutes, les modèles échanges des données. Pendant cet
intervalle, le problème enveloppe est résolu par le modèle PGD avec une discrétisation tem-
porelle de 36 secondes.

Résultats

Pour le cas d’étude présenté, l’objectif est de mettre en avant l’utilisation de la PGD dans
le cadre d’une simulation globale pour étudier un problème paramétrique. Plus précisé-
ment, nous étudierons les risques de pathologies liées à l’humidité en fonction des lois de
comportement de la perméabilité à la vapeur d’eau du matériau. Les phénomènes seront
principalement observés au niveau de la surface intérieure de la paroi. Le coût numérique
d’une telle simulation globale sera aussi commenté.
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FIGURE 4.3 – Conditions aux limites intérieure et extérieure du cas d’étude
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FIGURE 4.4 – Lois de comportement de la perméabilité à la vapeur de l’isolant. En rouge, le matériau
le moins perméable,δv,0 = 6.4 ·10−13s. Et en noire, le matériau le plus perméable, δv,0 = 6.4 ·10−11s.

Avant de commenter les résultats, nous précisons que pour l’ensemble des courbes de cette
section, le code de couleurs suivant est adopté : la courbe rouge correspond au matériau le
moins perméable (δv,mi n = 6.4 · 10−13s) et la courbe noire au matériau le plus perméable
(δv,max = 6.4 ·10−11s). Les courbes bleues en pointillés se rapportent aux matériaux dont les
perméabilités sont comprises entre ces extremums. Par améliorer la lisibilité des figures, les
courbes bleues ne seront pas systématiquement tracées.
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Résultats Physiques La figure 4.5 donne les profils de pression de vapeur et de température
dans la paroi à t=1h. La résolution du problème enveloppe par méthode PGD nous permet
de calculer les champs (T,P ) pour l’ensemble des lois de comportement du matériau définis
surΩδv . Les conditions aux limites sont aussi représentées. Durant cette période, la pression
de vapeur intérieure et extérieure 5 augmentent par rapport à l’état initial du matériau (voir
figure 4.5a). Sur la partie isolant, nous constatons que le matériau le plus perméable réagit
plus rapidement à la sollicitation en pression de vapeur. Sur la partie béton, les lois de com-
portement de perméabilité à la vapeur sont égales sur le domaine Ωδv et nous comprenons
que les courbes soient confondues à ce pas de temps.

Le problème de transferts étant couplé, les profils de température varient aussi sur Ωδv ,
comme illustré sur la figure 4.5b. La cinétique des transferts de chaleur étant plus rapide, les
profils de température varient aussi dans la partie béton sur le domaineΩδv .
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FIGURE 4.5 – Profils des champs hygrothermiques dans la paroi au temps t=1h, en fonction du do-
maineΩδv .
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FIGURE 4.6 – Évolution des champs hygrothermiques moyennés sur la journée, sur la surface inté-
rieure, pour δv,mi n et δv,max .

5. la moyenne de l’ensemble des pressions de vapeur a été tracée. L’objet ici est d’illustrer le comportement du matériau.
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FIGURE 4.7 – Évolution des flux de chaleur et de vapeur, intégrés sur chaque journée, traversant l’iso-
lant vers l’intérieur, moyennés sur la journée, pour δv,mi n et δv,max . Les courbes en pointillées cor-
respondent au flux de chaleur latents.

La figure 4.6 donne l’évolution des champs (T,Pv ) sur la surface intérieure de l’isolant, en
fonction du domaineΩδv . En vert, les conditions climatiques extérieures ont été tracées. En
complément, les flux de chaleur et de vapeur journaliers, traversant l’isolant vers l’intérieur
de la zone, sont tracés en fonction des extremums du domaine Ωδv sur la figure 4.7. Ces
figures confirment que les champs hygrothermiques dans la paroi varient en fonction des
lois de comportement de la perméabilité à la vapeur de l’isolant.

Sur la figure 4.6a, nous remarquons que le matériau le plus perméable absorbe plus fa-
cilement la vapeur. La pression de vapeur extérieure est supérieure aux pressions en surface
intérieure. Le flux de vapeur migre de l’extérieur vers l’intérieur, comme le montre la figure
4.7a. De plus le flux de vapeur est plus grand pour l’isolant le plus perméable. La pression
de vapeur en surface intérieure est donc plus élevée pour ce matériau. Le flux de vapeur est
très faible pour l’isolant le moins perméable. Il n’est pas nul mais au regard de l’échelle, il
apparait très faible. La pression de surface intérieure est plus faible et ce type d’isolant laisse
peu migrer la vapeur d’eau à travers l’isolant.

Concernant les champs de température sur la surface intérieure, les deux matériaux ré-
agissent de façon similaire aux sollicitations (voir figure 4.6b). Pour mémoire, la température
intérieure est fixée à 24°C. La température de surface est plus élevée pour l’isolant le plus
perméable. Les flux sensibles à travers l’isolant sont orientés de l’intérieur vers l’extérieur,
figure 4.7b. Ils sont quasiment équivalents pour les deux types d’isolant. Les flux latents sont
orientés de l’extérieur vers l’intérieur. Ils vont contribuer à la modification des champs de
température en surface intérieure du matériau. Le flux est plus important pour le matériau
le plus perméable.

La différence de comportement de l’isolant va aussi modifier les conditions ambiantes
de la zone. La température intérieure étant fixée. Seule la pression de vapeur va fluctuer,
comme illustré sur la figure 4.8. Le flux de vapeur, migrant de l’extérieur vers l’intérieur, est
plus grand pour le matériau isolant le plus perméable. La pression de vapeur dans la zone
correspondante est donc plus grande.

Pour compléter l’analyse du comportement hygrothermique du cas d’étude, un focus sur
la 1re journée est réalisé sur la figure 4.9. La 1re journée est intéressante car les champs (T,P )
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FIGURE 4.8 – Évolution de la pression de vapeur moyennée sur la journée, dans la zone intérieure,
pour δv,mi n et δv,max .

sont encore proches des conditions initiales et l’analyse des phénomènes physiques traduits
par les modèles est aisée. Les champs de pression de vapeur sur la surface intérieure et dans
la zone intérieure sont tracés sur la figure 4.9a pour les extremums du domaine Ωδv . Le flux
de vapeur généré dans la zone est aussi indiqué. Pour le matériau le plus perméable, la zone
reçoit le flux de vapeur provenant de l’extérieur et celui-de la génération de vapeur. Pour
ce matériau, la pression de vapeur intérieure est supérieure à celle du matériau le moins
perméable.

Les champs de température en surface intérieure, pour le 1er jour sont tracés sur la fi-
gure 4.9b. Comme illustré sur la figure 4.6, la température de surface pour l’isolant le plus
perméable est supérieure. Nous pouvons aussi observer la variation de ce champs avec les
sollicitations extérieures. La température dans la zone est fixée et ne varie ainsi pas en fonc-
tion du domaineΩδv .

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
1500

1660

1820

1980

2140

2300

2460

2620

2780

2940

3100

Temps (heures)

P
re

ss
io

n 
va

pe
ur

 (
P

a)

 

 

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
0

50

ge
n.

 v
ap

. (
g/

h)

δ
0
=6.42e−013 s

δ
0
=6.42e−011 s

zone δ
0
=6.42e−013 s

zone δ
0
=6.42e−011 s

(a)

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

Temps (heures)

T
em

pe
ra

tu
re

 (
C

)

 

 

δ
0
=6.42e−013 s

δ
0
=6.42e−011 s

zone
exterieur

(b)

FIGURE 4.9 – Évolution des champs hygrothermiques sur la surface intérieure et dans la zone, pour
δv,mi n et δv,max .

Analyse des risques de pathologies liées à l’humidité Les calculs des champs hygrothermiques
dans la paroi permettent d’analyser les risques d’apparition de pathologies liées à l’humidité
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en fonction des lois de comportement de la perméabilité à la vapeur de l’isolant. En se ba-
sant, sur les indicateurs proposés au chapitre 1, nous proposons d’étudier :

a. les risques de développement fongiques sur la surface intérieure,

b. la performance thermique de la paroi,

c. le confort hygrothermique dans la zone intérieure,

d. la qualité de l’air intérieure (QAI) dans la zone intérieure.

Les autres pathologies n’ont pas été étudiées par absence de données expérimentales sur les
caractéristiques des matériaux.

Dans un premier temps, nous portons notre analyse sur le risque de développement fon-
gique. Pour rappel, l’indicateur (5) 6 de cette pathologie considère l’index de moisissures M
du modèle VTT comme facteur clé . Le critère associé au risque est M > 1.

La figure 4.10a montre l’évolution de l’index M , en fonction des lois de perméabilité
à la vapeur du domaine Ωδv . En complément, la diagramme ϕ = F (T ) est donné avec la
limite isoplèthe d’apparition de moisissures (pour le champignon Aspergillus versicolor),
sur la figure 4.10b. Nous constatons que l’isolant le plus perméable est celui qui présente
le plus de risque de développement fongique. L’isolant dont la perméabilité correspond à
δv,0 = 7.04 · 10−12 s est aussi sujet à ce risque. Ces risques sont la conséquence du flux de
chaleur latent provenant de l’extérieur et provoquant une augmentation de la température
de surface. De plus, les flux de vapeurs, migrant de l’extérieur vers l’intérieur, sont plus im-
portant pour ces matériaux. Ils vont augmenter la teneur en eau sur la surface intérieur. Sur
la figure 4.11a, le risque de moisissure est tracé pour trois isolants du domaineΩδv . En com-
plément, le risque cumulé (ramené à un pourcentage par rapport à l’horizon total de simu-
lation) est donné sur la figure 4.11b. Le matériau dont la perméabilité vaut δv,0 = 5.7·10−11s a
un risque moins élevé que le matériau le moins perméable du domaineΩδv . Tous les maté-
riaux dont les perméabilités sont inférieures à δv,0 = 5.7 ·10−11s, ne présentent pas de risque
de moisissures.
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FIGURE 4.10 – Étude du développement fongique sur la surface intérieure de la paroi, en fonction du
domaineΩδv .

6. La numérotation des indicateurs correspond à celle du chapitre 1.
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(b) Risque cumulé de moisissures

FIGURE 4.11 – Évaluation des risques de développement fongique, à partir de l’indicateur (5), pour
δv,mi n , δv,0 = 5.69 ·10−11s et δv,max .

Les déperditions thermiques de la paroi peuvent être étudiées en fonction des lois de
comportement de l’isolant. L’indicateur (2) tient compte du coefficient de transfert ther-
mique effectif Ue f f de la paroi comme facteur clé. Il est calculé à partir du flux sensible dans
la paroi. Il est comparé au Udecl déclaré. Ce dernier est défini selon la norme EN 10456 (pour
ϕ=50% et T=23°C) et utilisé dans les moteurs de calcul réglementaire RT2012 [115]. Le critère
d’apparition de pathologie est Ue f f > 1.05Udecl .

Le facteur clé de cette pathologie a été tracé sur la figure 4.12a. Sur cette figure, nous
distinguons la limite 1.05Udecl définie comme critère. Nous constatons que les coefficients
effectifs pour les 2 types d’isolant sont souvent supérieurs à celui déclaré. Cette analyse met
en évidence l’impact des transferts hygrothermiques dans les parois sur l’efficacité énergé-
tique des bâtiments. Pour des questions de lisibilité, le risque cumulé a été tracé sur la figure
4.12b. Nous notons que la paroi ayant l’isolant le plus perméable présente le plus de déper-
ditions thermiques, en raison du flux de chaleur latent qui est plus important.
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(b) Risque cumulé de fortes déperditions thermiques

FIGURE 4.12 – Étude des déperditions thermiques de la paroi, à partir de l’indicateur (2), pour δv,mi n

et δv,max .
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Lors de l’analyse des résultats physiques, nous avons observé que les lois de compor-
tement de l’isolant modifiaient les champs de pression de vapeur à l’intérieure de la zone.
La température intérieure étant fixée à 24°C. La troisième pathologie étudiée concerne la
qualité de l’air intérieure, définie par l’indicateur (8). Le facteur clé est l’humidité relative à
l’intérieure de la zone. Le critère d’apparition de pathologie est atteint lorsque ϕ ∉ [0.4;0.6].

La figure 4.13a donne l’évolution de l’humidité relative dans la zone intérieure en fonc-
tion du domaineΩδv . Nous notons que pour les deux types d’isolant, l’humidité relative est
en dehors du domaine de QAI jusqu’au 150ejour environ. Nous retrouvons cette observation
sur le risque cumulé, tracé sur figure 4.13b. Entre les jours 150 et 200, le risque n’augmente
pas pour les deux types d’isolants. Il augmente à nouveau à partir du 200e jour. L’humidité
relative franchit alors la borne inférieure du domaine de QAI. Pour cette pathologie, peu de
différences sont observées en fonction du domaineΩδv . Le matériau le plus perméable pré-
sente un risque légèrement plus important (6% sur le risque cumulé à la fin de la simulation).
L’écart du risque cumulé entre les deux matériaux est relativement faible.

(a) Évolution du facteur clé : humidité relative ϕ
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(b) Risque cumulé de dégradation QAI

FIGURE 4.13 – Étude de la QAI de l’air dans la zone intérieure, à partir de l’indicateur (8), pour δv,mi n

et δv,max .

Enfin, la dernière pathologie analysée est aussi fonction des conditions ambiantes dans
la zone intérieure. Nous proposons d’étudier le confort hygrothermique et son indicateur
(7). Le facteur clé est le PMV calculé selon le modèle de FANGER, tracé sur la figure 4.14a en
fonction du domaine Ωδv . Pour son calcul, nous avons considéré les paramètres suivants :
Tr = Ts température de surface du mur, met=1, Clo=0.6 et va=0.3 m/s. Le critère d’inconfort
est défini tel que P MV ∉ [−1;1]. Le risque cumulé est donné sur la figure 4.14b. Sur toute
l’horizon de simulation, nous observons que le PMV est relativement constant pour les deux
matériaux. Un risque d’inconfort est mis en évidence aux alentours de 130 jours. Les deux
types d’isolant ont un comportement similaire et les écarts de risque cumulé sont relative-
ment faibles. Contrairement aux analyses de la QAI, le scénario comportant l’isolant le moins
perméable présente le plus de risques. Dans cette configuration, l’humidité relative dans la
zone intérieure est plus basse que celle avec l’isolant le plus perméable. Les occupants ont
donc une sensation plus froide. Ces analyses sont toutefois à modérer car le calcul du PMV
dépend fortement des valeurs des autres paramètres d’évaluation du confort.

Les degré-temps de dépassement des critères de risques pour les 4 pathologies étudiées
sont rassemblés dans le tableau 4.2. Pour le matériau le plus perméable à la vapeur d’eau,

144



4.2 Cosimulation d’un modèle enveloppe réduit PGD et d’un modèle multizone complet

(a) Évolution du facteur clé : indice P MV
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(b) Risque cumulé d’inconfort hygrothermique

FIGURE 4.14 – Étude du confort hygrothermique dans la zone intérieure, à partir de l’indicateur (7),
pour δv,mi n et δv,max .

TABLE 4.2 – Degré-temps et durée maximale de dépassement, pour les pathologies considérées.

Matériau le plus perméable Matériau le moins perméable
δv,0 = 6.4 ·10−11s δv,0 = 6.4 ·10−13s

Pathologie degré-temps durée maximale degré-temps durée maximale

Moisissures 4293.5 [h] 182.4 [j] 0 [h] 0 [j]
Déperditions thermiques 705 [W.h/m2/K] 240 [j] 682 [W.h/m2/K] 240 [j]

QAI 3111 [h] 143 [j] 2618 [h] 120 [j]
Confort hygrothermique 158.6 [h] 9.58 [j] 210.4 [h] 15.37 [j]

des risques de pathologies de moisissures sont identifiés. Les deux matériaux présentent des
risques de fortes déperditions thermiques de la paroi. Le degré-dépassement de ce risque est
plus important pour le matériau le plus perméable. Nous avons noté que le flux sensible de
cette configuration était plus important. Ainsi la paroi perd plus de chaleur et nous retrou-
vons ces résultats sur les degré-temps de dépassement. Les deux matériaux mettent aussi
en évidence des risques de dégradation de la QAI de l’air intérieur et d’inconfort hygrother-
mique des occupants.

L’ensemble de risques des 4 pathologies étudiées peuvent être regroupés sous forme
d’une cartographie des risques, illustré par la figure 4.15. Pour chaque pathologie, une sur-
face de risque a été tracée pour l’ensemble des types d’isolant du domaineΩδv et pour l’en-
semble de l’horizon de simulation. Les couleurs noire et verte indiquent respectivement s’il
y a un risque et s’il n’y en a pas. L’analyse de chaque pathologie a déjà été réalisée et les ré-
sultats ne seront pas commentés. Cette représentation illustre la possibilité de créer un outil
graphique pour analyser les risques de pathologies liées à l’humidité sur ce cas d’étude. Ce
genre d’outil peut être intéressant pour les acteurs de la construction (bureau d’étude, archi-
tectes, etc.). Il peut aider à réaliser des études paramétriques de scénarios de réhabilitation
d’un bâtiment, en fonction d’un paramètre (ici la loi de perméabilité à la vapeur d’eau de
l’isolant). Cet outil a été réalisé grâce à la résolution d’un problème paramétrique enveloppe,
en utilisant la méthode PGD.
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(a) Confort hygrothermique (b) Développement de moisissures

(c) QAI (d) Déperditions thermiques

FIGURE 4.15 – Récapitulatif des risques des pathologies liées à l’humidité étudiées, basées sur les
indicateurs proposés au chapitre 1, en fonction du domaineΩδv .

Coût numérique de résolution du problème L’atout majeur de cette approche est d’utiliser la
PGD pour résoudre le problème paramétrique. Le coût de résolution du problème est réduit
par rapport au modèle complet. Sur la base des discutions abordées aux chapitres 2 et 3, le
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ratio des coûts numériques du modèle PGD sur le modèle complet de référence est :

M (Nx +Nt +Nδv )+Nt Nz

Nt
(
Nx Nδv +Nz

)
Nx représente la dimension du domaine spatial, Nt la dimension du domaine temporel, Nz

le nombre de zones d’air du bâtiment, Nδv la dimension du domaine du comportement du
matériau et M le nombre de modes de la base PGD. L’économie numérique est importante
lorsque la taille du domaine spatial augmente et/ou lorsque la taille du domaine des lois
de comportement du matériau augmente. Cette économie sera accentuée pour des pro-
blèmes en 2- ou 3-dimensions ou des problèmes paramétriques considérant plusieurs lois
de comportement du matériau (conductivité thermique, capacité de stockage calorifique ou
hygrique, etc.). Pour notre cas d’étude, nous constatons que la complexité du problème est
réduit de 90%.

4.2.3 Application à la simulation globale considérant des transferts 2D dans l’enveloppe
d’un bâtiment

Dans le cadre de réhabilitation de bâtiment, les géométries sont généralement com-
plexes. Pour modéliser finement les champs hygrothermiques et s’assurer de ne pas les dés-
équilibrer et engendrer des désordres, il est important de disposer d’outils numériques mo-
délisant les transferts hygrothermiques dans les matériaux poreux en 2- ou 3-dimensions. Au
chapitre 3, nous avons aussi mis en avant l’intérêt d’utiliser des modèles PGD pour résoudre
ce type de problème (voir section 3.2). Ainsi, nous proposons un cas d’étude de simulation
globale intégrant la résolution d’un problème enveloppe en 2-dimensions. Le problème air
est toujours résolu par le modèle Domus.

Description du cas d’étude

Le cas d’étude est un bâtiment bi-zone (voir figure 4.16). L’objectif est d’utiliser le modèle
PGD enveloppe 2D pour modéliser les transferts dans une configuration bi-dimensionnelle
constituée par une liaison entre une façade et un mur de refend. Les murs sont composés
de béton2, dont les propriétés sont données en annexe C. Les conditions aux limites exté-
rieures sont celles d’un climat réel représenté sur la figure 4.17. La température intérieure
dans chaque zone est fixée à 24◦C. L’humidité relative intérieure est libre. Les conditions ini-
tiales sont T = 20°C et ϕ = 0.6 pour la paroi et T = 24°C et ϕ = 0.6 pour les zones. L’horizon
de simulation est de 11 mois, avec un pas de couplage entre les modèles de 360 s.

La différence entre les deux zones provient des coefficients surfaciques de convection
donnés sur la figure 4.16. Pour la zone 1, les valeurs des coefficients d’échanges sont celles
couramment données par la littérature pour des échanges entre la surface intérieure et l’air
ambiant de la zone [229, 140, 238, 239, 240, 241]. Les coefficients de la zone 2 sont moins
courants et sont issus des travaux de DOS SANTOS [79]. Suite à une analyse CFD d’une pièce,
il propose des coefficients de convection thermique de l’ordre de 0.1 W/m2/K pour prendre
en compte les effets de stagnation de l’air dans les angles de murs.

Notre étude portera donc sur l’analyse des effets de stagnation sur les champs hygrother-
miques dans le bâtiment. Les tendances de nos résultats pourront être comparées à celles
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FIGURE 4.16 – Représentation schématique du cas d’étude (vue en plan) et des coefficients d’échanges
surfaciques.
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FIGURE 4.17 – Conditions aux limites extérieures en température et humidité relative.

obtenues par DOS SANTOS. Les risques de pathologies seront aussi évalués sur la base des
indicateurs proposés au chapitre 1.

Résultats

Analyse des résultats physiques La figure 4.18 donne les profils des champs hygrothermiques
pour la zone 1 (coupe AA’) et la zone 2 (coupe BB’). Les profils sont tracés au début de la
simulation, soit t=1h, pour analyser le comportement de la paroi. Par rapport aux condi-
tions initiales, le mur est sollicité par une augmentation de la température côté intérieur
et respectivement une baisse de température côté extérieur (figure 4.18a). Pour ce qui est
des transferts de masse, le mur est sollicité par une augmentation de la pression de vapeur
(figure 4.18b). Sur la face intérieure du mur, l’augmentation de la température et de la pres-
sion de vapeur est plus modérée pour la zone 2, ayant les coefficients de transferts les plus
faibles. Sur la face extérieure, les coefficients sont identiques pour les deux zones, les profils
sont donc identiques pour la pression de vapeur. Pour la température, les profils sont légè-
rement différents (de l’ordre de 0.05°C), car la cinétique des transferts de chaleur est plus
rapide. Pour corroborer ces analyses, la figure 4.19 présente les flux de chaleurs sensibles et
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FIGURE 4.18 – Profils de température (a) et de pression de vapeur (b), en AA’ (zone 1) et BB’ (zone 2),
à t=1 h.
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FIGURE 4.19 – Flux de chaleur (a) et de vapeur (b) sortants vers l’extérieur, en AA’ (zone 1) et BB’ (zone
2), à t=1 h.

de vapeurs sortants vers l’extérieur pour la 1re heure de la simulation. Les flux de chaleur
et de vapeur traversants la paroi de la zone 2 sont moins importants que ceux de la zone
1, comme illustré sur la figure 4.19. Les coefficients de transferts sont plus faibles, la paroi
reçoit donc moins de flux de l’air ambiant de la zone intérieure. Nous observons aussi que
le flux de vapeur est négatif (figure 4.19b), i.e. sortant vers la zone intérieure, pour la zone 2.
L’augmentation de la pression de vapeur étant plus modérée pour la paroi de la zone 2, le
flux de vapeur est inversé par rapport à celui de la zone 1.

La figure 4.20 présente l’évolution des champs hygrothermiques journaliers moyens en
surface des parois intérieures de chaque zone, aux points A et B (voir figure 4.16). Les flux
de chaleur sensibles et de vapeur journaliers sortants des parois vers l’extérieur sont donnés
sur la figure 4.21 pour chacune des zones. Les champs hygrothermiques suivent l’évolution
des sollicitations extérieures des parois. Les champs hygrothermiques du murs de la zone 2
sont inférieurs à ceux du mur de la zone 1. Nous observons une différence moyenne de 1.5°C
pour la température et 280 Pa pour la pression de vapeur entre les 2 zones. Cette différence
est expliquée par les flux sortants vers l’extérieur dans chacune des zones, tracés sur la figure
4.21. Les flux pour la zone 2, sur la coupe BB’, sont inférieurs à ceux de la zone 1.

Nous relevons que la différence des coefficients de transferts de surface entre les zones
modifient les champs hygrothermiques dans la paroi. Nous avons donc une asymétrie entre
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FIGURE 4.20 – Évolution des moyennes journalières des champs hygrothermiques aux points A
(zone1) et B (zone 2) pour chacune des zones.
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FIGURE 4.21 – Évolution des flux journaliers de chaleur et de vapeur, calculés en AA’ (zone 1) et BB’
(zone 2), sortants des parois vers l’extérieur, pour chacune des zones.

le comportement de la paroi dans la zone 1 et dans la zone 2. Cette asymétrie peut être mise
en évidence par une représentation bi-dimensionnelle des champs hygrothermiques dans
la paroi, pendant 3 heures au 31ème jour, sur la figure 4.22.

Cette asymétrie de comportement, va influencer les champs hygrothermiques de l’air
ambiant des zones. La figure 4.23 donne l’évolution de l’humidité relative ambiante dans
chacune de deux zones. Nous rappelons que la température ambiante est maintenue fixe.
Nous relevons que la zone 2 a une humidité relative plus importante que celle de la zone 1.
Cette analyse est corroborée par la figure 4.21b montrant que la zone 1 perd plus de vapeur
d’eau provenant de la paroi.

Le problème enveloppe est résolu en considérant les transferts en 2-dimensions. Au delà
de l’asymétrie des champs dans la paroi, la modélisation bi-dimensionnelle permet de mieux
prendre en compte le comportement de l’ensemble du bâtiment qu’une modélisation uni-
dimensionnelle. Les flux totaux de vapeur et de chaleur calculés pour la paroi 2D de notre cas
d’étude sont représentés sur la figure 4.24. Ils sont comparés aux flux d’une paroi 1D équi-
valente. Cette paroi 1D équivalente est composée des deux parois donnant sur l’extérieur
des deux zones. La partie constituée par le pont thermique n’est pas intégrée (voir figure
4.16). Pour calculer ces flux 1D équivalent, les champs hygrothermiques ont été calculés en
1-dimension. La différence relative entre les flux 2D et 1D équivalent de chaleur, respec-
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(a) 31 j., 1 h.

(b) 31 j., 2 h.

(c) 31 j., 3 h.

FIGURE 4.22 – Résultats des champs hygrothermiques dans la paroi au 31e jour.
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FIGURE 4.23 – Évolution de l’humidité relative de l’air ambiant pour chacune des zones.
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FIGURE 4.24 – Comparaison des flux journaliers de chaleur (a) et de vapeur (b) obtenus avec une
modélisation 1D et une modélisation 2D de la paroi.

tivement de vapeur, sont en moyenne de 28%, respectivement 45%. Nous notons ainsi l’in-
fluence de la modélisation 2D pour simuler de manière précise les champs hygrothermiques
dans un bâtiment.

Analyses des risques de pathologies liées à l’humidité. A partir de ces modélisations fines des
champs hygrothermiques obtenues par la prise en compte des transferts bi-dimensionnels,
nous proposons d’étudier les risques de pathologies basés sur les indicateurs établis au cha-
pitre 1. Nous analyserons :

a. les risques de développement fongiques sur la surface intérieure,

b. la performance thermique de la paroi globale,

c. le confort hygrothermique dans les zones intérieures,

d. la qualité de l’air intérieure (QAI) dans les zones intérieures.

Dans un premier temps, nous nous intéressons aux risques de développement fongiques
sur la surface intérieure de chaque zones. Pour mémoire, l’indicateur (5) considère comme
facteur clé l’index de moisissures M du modèle VTT, associé au critère d’apparition de pa-
thologies M > 1.

L’évolution de l’index M est donné sur la figure 4.25a pour les deux zones. Nous consta-
tons que des risques de développement de moisissures existent pour la zone 2. Il s’agit de la
zone présentant la plus grande humidité relative ambiante (voir figure 4.23). Pour compléter
cette analyse de risque, le graphique ϕ = F (T ) est tracé sur la figure 4.25b. La courbe des
isoplèthes constitue une limite d’apparition des moisissures (ici pour le champignon Asper-
gillus versicolor). Bien que les conditions aux limites soient différentes, nous retrouvons les
mêmes tendances que les résultats de DOS SANTOS [79]. Les champs hygrothermiques en
surface de la zone 2 dépassent la courbe des isoplèthes.

Associé à ces figures, le risque et le risque cumulé sont représentés en fonction du temps
sur la figure 4.26. L’indicateur cumulé est ramené à un pourcentage par rapport à l’horizon
de simulation. Nous observons que le risque est effectif pour une durée 55 jours. Ces figures
constituent des représentations imagées pour un outil global de prévention des pathologies
liées à l’humidité, qui peut être destiné aux acteurs de la construction.
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FIGURE 4.25 – Étude du développement fongique sur la surface de la paroi intérieure, pour chacune
des zones.
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FIGURE 4.26 – Évaluation des risques de développement fongique, à partir de l’indicateur (5), pour
chacune des zones.

Ensuite, nous examinons le risque de dégradation de la QAI dans les deux zones. L’indi-
cateur (8) définit l’humidité relative ϕ comme facteur clé et le critère de risque ϕ ∉ [0.4;0.6].
L’humidité relative de chacune des zones et le domaine de QAI sont tracés sur la figure 4.27a.
Nous constatons que la zone 2 est en dehors du domaine de satisfaction sur l’ensemble de
l’horizon de simulation (304 jours). L’humidité relative de la zone 1 dépasse les limites du
domaine 30.5 jours. Les risques d’apparition de pathologies sont tracés pour les deux zones
sur la figure 4.27b. Le risque pour la zone 2 est égal à 1 sur l’ensemble de la période d’étude.

Le risque d’inconfort hygrothermique des occupants dans les zones est étudié en se ba-
sant sur l’indicateur (7). Le facteur clé est l’indice P MV et le critère d’apparition de patholo-
gie est lorsque P MV ∉ [−1;1]. L’indice P MV a été calculé pour chacune des zones et repré-
senté sur la figure 4.28a. Pour les deux zones, le P MV reste dans le domaine de confort pour
les occupants. Le risque d’apparition de cette pathologie est donc nul comme illustré sur la
figure 4.28b.

Enfin, la dernière pathologie étudiée concerne la performance thermique de la paroi glo-
bale. L’indicateur (2) proposé au chapitre 1, considère le coefficient de déperdition ther-
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(a) Évolution du facteur clé : humidité relative ϕ
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FIGURE 4.27 – Évaluation des risques de dégradation de la qualité de l’air, à partir de l’indicateur (8),
pour chacune des zones.
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FIGURE 4.28 – Évaluation du confort hygrothermique, à partir de l’indicateur (7), pour chacune des
zones.

mique Ue f f comme facteur clé. Il est calculé à partir des flux sensibles de la paroi. Il est
comparé au coefficient déclaré Udecl , défini par la norme EN 10456 (pourϕ=50% et T=23°C).
Pour calculer le coefficient déclaré de la paroi globale U 2D

decl , nous considérons les déperdi-
tions générées par le pont thermique ψ :

U 2D
decl =U 1D

decl +
ψ ·L

A

où U 1D
decl est le coefficient déclaré calculé pour une paroi 1D, ψ est le coefficient de déper-

ditions linéaires, L le linéaire de pont thermique et A la surface de la paroi. D’après les exi-
gences réglementaires [115], la valeur ψ = 0.3W/m/K est suggérée pour cette configuration
de paroi.

Les coefficients de déperditions U 2D
decl et U 2D

e f f sont représentés sur la figure 4.29a. Nous
constatons que le coefficient de déperdition est en permanence au dessus de la valeur décla-
rée. La paroi présente donc des déperditions plus importantes que celles considérées dans
les calculs réglementaires français. Le risque de pathologie, tracé sur la figure 4.29b, vaut
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TABLE 4.3 – Degré-temps et durée maximale de dépassement, pour les pathologies considérées.

Zone 1 Zone 2
Pathologie degré-temps durée maximale degré-temps durée maximale

Moisissures 0 [h] 0 [j] 329.5 [h] 55 [j]
Déperditions thermiques 14.19 ·104 [W.h/m2/K] 304 [j] 14.19 ·104 [W.h/m2/K] 304 [j]

QAI 4.90 [h] 30.5 [j] 985.8 [h] 304 [j]
Confort hygrothermique 0 [h] 0 [j] 0 [h] 0 [j]

1 sur l’ensemble de l’horizon de simulation. Nous notons ainsi l’importance de la prise en
compte des transferts hygrothermiques dans la modélisation de la performance thermique
des parois. En complément de cette analyse, les coefficients de déperditions pour les parois
de chacune des zones, modélisées en 1D, ont été ajoutés sur la figure 4.29a. Le coefficient
de déperdition U 2D

e f f de la paroi globale est en moyenne 16% plus important que les coeffi-
cients de déperditions des parois 1D. Nous relevons ainsi l’intérêt de modéliser précisément
les champs hygrothermiques d’un bâtiment, par des modélisations bi-dimensionnelles. Ces
calculs plus précis permettent de mieux évaluer la performance de l’enveloppe d’un bâti-
ment.
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FIGURE 4.29 – Évaluation des déperditions thermiques de l’ensemble de la paroi, à partir de l’indica-
teur (2).

Les degré-temps de dépassement des critères de risques pour les 4 pathologies étudiées
sont rassemblés dans le tableau 4.3. Nous retrouvons les observations réalisées sur les fi-
gures. Les risques d’apparition de moisissures sont identifiés dans la zone 2. Les deux zones
présentent des risques de dégradation de la QAI. Cependant la durée maximale du risque et
son intensité de dépassement sont plus importants pour la zone 2. Aucune des deux zones
ne présentent de risques apparent d’inconfort hygrothermique des occupants.

Coût numérique de résolution du problème La méthode PGD a été utilisée pour résoudre le
problème enveloppe de transferts hygrothermiques en 2-dimensions. Au chapitre 3, les coûts
numériques de résolution de ce problème ont été comparés en utilisant le modèle PGD et le
modèle complet. A partir de ces résultats, l’économie numérique vaut :

M × (Nx +Ny +Nt )+NZ ×Nt

Nx ×Ny ×Nt +Nz ×Nt
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Plus la dimension spatiale du problème augmente, plus l’économie numérique est impor-
tante. Le coût numérique sera d’avantage réduit sur des problèmes tri-dimensionnels. Le
nombre de zone influence peu ce ratio. Sur ce cas d’étude, le modèle global présente une
économie numérique de 90%. Comme nous l’avons évoqué à la section 2.4, cette économie
est toutefois à modérer. Elle compare des coûts de résolution du problème. Elle n’intègre pas
les coûts offline et notamment l’étape de traitement de la non-linéarité des problèmes.

4.2.4 Observations d’ordre informatique

Des simulations à l’échelle bâtiment ont été réalisées à l’aide d’un modèle global cou-
plant un modèle enveloppe réduit PGD et le modèle air complet Domus. Ce modèle présente
des économies numériques significatives par rapport au modèle global complet.

Les temps de calculs effectifs du modèle global sont présentés dans le tableau 4.4 évalués
pour le cas d’étude de validation de la méthode de couplage (voir l’annexe D). Le temps de
calcul a été évalué pour la résolution du problème air par le modèle Domus, pour la résolution
du problème enveloppe par le modèle PGD et par le modèle complet 7. Nous constatons une
réduction du temps de calcul moins importante que celle attendue (38 % contre 90% annon-
cés). Plusieurs explications peuvent être avancées. Premièrement, le modèle PGD peut être
optimisé et des techniques de parallélisation peuvent être mise en œuvre pour améliorer la
réduction du temps de calcul.

En outre, nous avons utilisé une technique de couplage de type ping-pong. Pour cela, le
modèle PGD a été intégré dans un fichier exécutable à l’aide de la toolbox MATLAB Compiler
[242]. Ce fichier est ensuite commandé par Domus à chaque itération. Cette procédure est
coûteuse en temps de calcul. L’intégration du modèle PGD dans un fichier dynamique de
type dll permettrait de réduire ces temps. Cette option n’était pas possible avec l’utilisation
de la toolbox de MATLAB.

De plus, la méthode de couplage impose des échanges de données entre les modèles
enveloppe et air à chaque itération. Ainsi les données sont échangées sous forme de fichier
textes .txt. L’écriture de ces fichiers par le programme maître Domus représente une part
importante du temps de calcul global de la simulation, comme le montre le tableau 4.4.

La toolbox MATLAB permet de créer des fichiers exécutables qu’il est possible d’appeler
avec d’autre programme. Cependant, l’exécutable créé ne peut fonctionner que si le com-
pilateur propre de MATLAB a été installé sur le poste informatique. Cette nécessité est dés-
avantageuse car le programme Domus dispose d’un compilateur intégré. Cette technique
de couplage oblige donc à appeler deux compilateurs différents et pénalise la réduction du
temps de calcul.

Pour contourner ces dés-avantages liés à la technique de couplage utilisé, il serait inté-
ressant d’utiliser une méthode de couplage directe. Le modèle réduit PGD serait directement
intégré dans le modèle Domus, codé en langage C++. La réduction du temps de calcul devrait
être plus importante que celle observée dans nos travaux.

7. Ce modèle a été développé sous MATLAB, considérant les mêmes équations physiques et couplé à Domus en utilisant
la méthode présentée à la section 4.2.1
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TABLE 4.4 – Évaluation des temps de calcul sur une itération

Résolution du
problème air

Résolution du problème enveloppe Communication
des données

Modèle Domus Modèle complet Modèle PGD de couplage

Ratio numérique
- 1 ∼ 0.20

-
annoncé en

Annexe D
Temps de calculs

effectifs (s)
5 ·10−3 3.44 2.1 0.62

4.3 Construction d’un modèle global réduit PGD

Cette première étape a permis d’intégrer la technique de réduction de modèle PGD dans
une simulation globale bâtiment . Le modèle créé a été utilisé pour modéliser le compor-
tement d’un bâtiment sur deux cas d’étude. Nous proposons d’améliorer la réduction de
la complexité du problème global en élaborant un deuxième modèle. Celui-ci assemble un
modèle réduit enveloppe PGD et une solution PGD paramétrique multizone. Il présente un
plus grand potentiel d’économie numérique. Nous proposons de l’évaluer sur un cas d’étude
académique.

4.3.1 Construction du modèle

Modèle enveloppe réduit PGD

Un modèle réduit PGD est utilisé pour résoudre le problème enveloppe . Le problème
considéré est celui défini à la section 1.3 et rappelé ici pour une paroi :

Problème 20. Trouver Tenv (x, t ) :Ω=Ωx ×Ωt −→ IR et Pv,env (x, t ) :Ω=Ωx ×Ωt −→ IRc11 c12

c21 c22

∂t

[
T

Pv

]
env

= ∂x

d11 d12

d21 d22

∂x

[
T

Pv

]
env

 dansΩ (i)

[
T Pv

]T

env
=

[
q g

]T

env
conditions aux bords du domaine ∂Ωx

(ii)[
T Pv

]T

env
=

[
T0 Pv,0

]T

env
condition initiale au temps t0 (iii)

où
[

q g
]T

constitue le point de couplage avec le modèle air . Les champs d’intérêt sont

calculés tels que :

Tenv (x, t ) =
M1∑

m=1
F m(x)Gm(t ) (4.10a)

Pv,env (x, t ) =
M1∑

m=1
H m(x)I m(t ) (4.10b)
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Solution PGD paramétrique multizone

Le problème considéré pour les transferts hygrothermiques dans l’air est celui basé sur
les équations détaillées à la section 1.4. Comme illustré à la section 3.3, nous élaborons une
solution PGD paramétrique à partir du problème :

Problème 21. Trouver Tai r ({ap }p=1,...,Nz ,T0, z, t , ) : ΩT = Ωq × Ω0 × Ωz × Ωt −→ IR et

Pv,ai r ({bp }p=1,...,Nz ,Pv,0, z, t , ) :ΩP =Ωg ×Ω0 ×Ωz ×Ωt −→ IR

s11 s12

s21 s22

dt

[
T

Pv

]
ai r

=


Nz∑

p=1
ap zp−1

Nz∑
p=1

bp zp−1

 dansΩ (i)

[
T Pv

]T

ai r
=

[
T0 Pv,0

]T

ai r
condition initiale au temps t0 (ii)

Ce méta-modèle s’exprime ainsi :

Tai r
(
{ap }1,...,Nz ,T0, z, t

)= M2∑
m=1

Nz∏
p=1

F m
p

(
ap

)
F m

Nz+1 (T0)F m
Nz+2 (z)F m

Nz+3 (t ) (4.12a)

Pv,ai r
(
{bp }1,...,Nz ,Pv,0, z, t

)= M2∑
m=1

Nz∏
p=1

Gm
p

(
bp

)
Gm

Nz+1

(
Pv,0

)
Gm

Nz+2 (z)Gm
Nz+3 (t ) (4.12b)

Il est défini pour les variables ({ap ,bp }p=1,...,Nz , z, t ,T0,Pv,0) et sera intégré dans le modèle
global pour résoudre le problème air .

Couplage des modèles

Suite à cette description, nous proposons de détailler le couplage entre ces modèles. Le
couplage adopté est de type découplée (ou ping-pong) (voir section 1.5). La procédure géné-

rale de couplage est illustrée sur la figure 4.30 où Θenv =
[

T

Pv

]
env

et Θai r =
[

T

Pv

]
ai r

repré-

sentent les champs (de température et de pression de vapeur) respectivement dans l’enve-
loppe et dans l’air.

La procédure est donc décomposée en 3 étapes :

étape 0 : Initialisation
Dans un premier temps le code est initialisé. Les conditions aux limites et conditions
initiales sont définies. La solution paramétrique du modèle air ayant déjà été construite,
seules les fonctions fonctions (F m

i Gm
i ){1≤i≤Nz+3},{1≤m≤M2} du méta-modèle (4.12) sont

intégrées au modèle global bâtiment (sous forme de fichier .txt). Le pas de temps de
couplage d t est défini. Chacun de modèle sera appelé séparément pour résoudre son
problème pendant cet intervalle de temps.

étape 1 : Résolution du problème enveloppe par le modèle réduit PGD
Après l’étape d’initialisation, les itérations entre le modèle enveloppe et le modèle air
commencent. Considérons que nous sommes au pas de temps de couplage : t . Pour
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Résolution PGD

Modèle

enveloppe

Modèle air

Solution 

paramétrique PGD

θenv(t)

θenv(t+dt) θair(t)

θair(t+dt)

Φair(z)

θenv(t+dt)

θenv(t+2dt) θair(t+dt)

θair(t+2dt)...

...
it
é
ra

ti
o
n

s

étape 0 :

Initialisation

é
ta

p
e
 1

é
ta

p
e
 2

FIGURE 4.30 – Construction du modèle global bâtiment env[PGD]/air[param.PGD].

l’intervalle de temps [t ; t +d t ], le problème enveloppe (20) est résolu par méthode PGD.
Le champs d’intérêt Θenv est calculé pour Ωx et Ωt = [t ; t +d t ]. Pour cette étape, les
conditions aux limites considérées pour la résolution sont : les conditions climatiques
extérieures et les conditions ambiantes intérieures de l’airΘai r (tN −d t ) données par le
méta-modèle air au pas de couplage précédent.

Pendant le pas de temps de couplage d t , les conditions aux limites sont supposées
constantes. Connaissant le champs d’intérêtΘenv , les flux convectifsΦ sortant de l’en-
veloppe vers les zones d’air peuvent être calculés à partir des expressions données à la
section 1.3.

étape 2 : Résolution du problème air par solution PGD paramétrique
Connaissant les flux provenant de l’enveloppe et considérant toutes les sources ou
puits de chaleurs (voir section 1.4), les flux globaux impactant les bilans hygrother-
miques des zones d’air peuvent être calculés pour chaque zone z :

∀z ∈ {1, ..., Nz},Φ(z) =
[

q(z)

g (z)

]
=

[
qm +qai r +qsour

gm + gai r + gsour

]

Connaissant les flux pour chaque zone, nous définissons le polynômeΦ(z) et ses coef-
ficients polynomiaux {ap , . . . , a0} tels que :

Φ(z) =
[

q(z)

g (z)

]
=


q(z) =

Nz∑
p=1

ap zp−1

g (z) =
Nz∑

p=1
bp zp−1


Les champs hygrothermiques Θai r dans chaque zone sont calculés, pour l’intervalle
[t ; t +d t ], en utilisant la solution PGD paramétrique (4.12). Les champs hygrother-
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miques dans l’air Θai r connus, l’itération suivante continue en continuant avec une
nouvelle étape 1.

4.3.2 Description du cas d’étude

Nous proposons d’évaluer ce modèle global sur un cas d’étude académique, composé de
2 zones de chacune 9 m3. Chaque zone est composée d’un volume d’air humide, d’un mur
donnant sur l’extérieur (est ou ouest) et d’un mur mitoyen avec la deuxième zone (voir figure
4.31). Les autres surfaces sont considérées adiabatiques.

Pour la zone 1, les flux proviennent du mur ouest et du mur mitoyen. Respectivement
pour la zone 2, les flux proviennent du mur Est et du mur mitoyen. Aucune source ou puits
supplémentaire (ventilation, génération de chauffage ou de vapeur d’eau) n’ont été consi-
dérés. Il s’agit d’un cas test académique dont l’objectif est d’évaluer l’intégration des deux
modèles pour réaliser des simulations hygrothermiques globales. Θ est le champ d’intérêt
de notre problème etΦ le flux. Pour ces deux variables, les indices suivant sont utilisés :

a. O pour le mur Ouest,

b. E pour le mur Est,

c. i nt pour le mur mitoyen,

d. ai r,1 pour la zone 1,

e. ai r,2 pour la zone 2,

f. O,out pour les conditions climatiques extérieures du mur Ouest,

g. E ,out pour les conditions climatiques extérieures du mur Est.

θair,1 Φair,1

zone 1
(z=1)

θenv,O

Φenv,O

mur ouest mur estmur intermédiaire

θenv,int

Φenv,int

0
x1 (m)

L1 0
x2 (m)

L2 0
x3 (m)

L3

zone 2
(z=2)

θair,2 Φair,2

θenv,E

Φenv,E

θE,out

ΦE,out

θO,out

ΦO,out

FIGURE 4.31 – Schéma du cas d’étude bi-zone étudié.

Chaque mur a une épaisseur de L1 = L2 = L3 = 2 cm et une surface de 3 m2. Ils sont com-
posés du matériau MDF, dont les propriétés sont données dans l’annexe C. Les coefficients
de transferts convectifs sont α= 30W/m2/K et β= 3 ·10−7s/m pour le mur extérieur ouest et
α = 8W/m2/K et β = 1 ·10−8s/m pour tous les autres murs. Les conditions initiales pour les
murs et les volumes d’air sont les suivantes T=15°C etϕ=0.4. Les conditions aux limites sont :
pour le mur ouest ToutW (t > 0) = 25°C, ϕoutE =0.8% et pour le mur est ToutE (t > 0) = 15°C,
ϕoutE = 0.4 %.
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TABLE 4.5 – Domaine de validité de la solution PGD paramétrique du problème air

Coordonnées Minimum Maximum Discrétisation

Temps t (s) 0 360 1

Domaine spatial z (m) 1 2 1

Température initiale T0 (°C) 0 30 0.01

Humidité relative initiale ϕ0 (-) 0.1 0.9 0.0001

Source de chaleur q1,q2 (kW/h) -10 10 0.01

Coefficient polynomial a2 (kW/(m.h)) -20 20 0.01

Coefficient polynomial a1 (kW/h) -30 30 0.01

Source d’eau g1,g2 (kg/(m2.h)) −10−2 10−2 10−5

Coefficient polynomial b2 (kg/(m3.h)) −2 ·10−2 2 ·10−2 10−5

Coefficient polynomial b1 (kg/(m2.h)) −3 ·10−2 3 ·10−2 10−5

Une solution PGD paramétrique est construite pour le cas d’étude bi-zone considéré.
Pour ce cas, l’expression du polynôme Φ(x) est un polynôme d’ordre 1. Le champs d’intérêt
des 2 zones d’airΘai r est calculé à l’aide de la solution paramétrique :

T (a1, a2,T0, z, t ) =
M∑

m=1
F m

1 (a1)F m
2 (a2)F m

3 (T0)F m
4 (z)F m

5 (t ) (4.13a)

Pv
(
b1,b2,Pv,0, z, t

)= M∑
m=1

Gm
1 (b1)Gm

2 (b2)Gm
3 (Pv,0)Gm

4 (z)Gm
5 (t ) (4.13b)

Le domaine de variation de chaque coordonnée du méta-modèle est donné dans le ta-
bleau 4.5.

Une discrétisation fine a été adoptée pour chaque coordonnée de la solution paramé-
trique. La solution paramétrique a été construite pour une échelle de temps de 360 s et un
pas de discrétisation de 1 s. La solution PGD paramétrique contient M = 5 modes. Pour ce
nombre de modes, le résidu est inférieur à 10−2W /m2 pour l’énergie et inférieur à 10−15kg /m3/s
pour la teneur en eau.

Les champs hygrothemiques du bâtiment sont calculés à l’aide du modèle global sur une
période de 24 heures. Comme la solution PGD paramétrique a été calculée pour une échelle
de temps de 360 secondes, le pas de temps de couplage est de d t = 360 s. Les résultats sont
comparés avec 2 autres modèles. Le premier modèle est le modèle validé et commercialisé
WUFI Plus [125]. Le deuxième est un modèle global articulant un modèle enveloppe résolu
par méthode PGD et un modèle air complet.

4.3.3 Résultats

La figure 4.32 nous donne l’évolution temporelle de la température et de l’humidité rela-
tive dans chacune des zones pour les différents modèles globaux. Les flux de chaleur et de
masse sont aussi comparés entre les modèles sur la figure 4.33.

Comme illustré sur les figures 4.32a et 4.32b, la dynamique et l’amplitude des champs
hygrothermiques sont correctement représentés. En effet, il y a un décalage entre l’augmen-
tation de la température dans la zone 1 et 2. Dans un premier temps, l’humidité relative dé-
croit dans les zones dû à l’effet de couplage lié à la chaleur latente de vaporisation. Ensuite,

161



CHAPITRE 4 : MODÉLISATION HYGROTHERMIQUE À L’ÉCHELLE BÂTIMENT

0 5 10 15 20

14

16

18

20

22

24

26

Temps (h)

T
em

pe
ra

tu
re

 (
C

)

 

 
T

O,out

T
air,1

T
air,2

T
E,out

modèle PGD
Wufi
DF

(a)

0 5 10 15 20
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Temps (h)

H
um

id
ité

 r
el

at
iv

e 
(−

)

RH
O,out

RH
air,1

RH
air,2

RH
E,out

 

 
modèle PGD
Wufi
DF

(b)

FIGURE 4.32 – Évolution temporelle de la température et de l’humidité relative dans les zones pour 3
différents modèles air : solution paramétrique PGD, modèle complet et WUFI Plus.
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FIGURE 4.33 – Évolution temporelle des flux de chaleur et de masse pour 3 différents modèles air :
solution paramétrique PGD, modèle complet et WUFI Plus.

les humidités relatives augmentent dans la mesure où le flux de masse venant du mur Ouest
augmente (voir figure 4.33b). Les figures 4.33a 4.33b illustrent la différence de dynamique
entre les phénomènes de transferts de chaleur et de transferts de masse. La dynamique des
flux de chaleur est plus rapide que celle des flux de masse.

La solution PGD paramétrique et la solution du modèle complet donnent exactement
la même solution. La solution PGD paramétrique est très précise lorsque nous la compa-
rons au modèle commercial WUFI Plus. La température, respectivement l’humidité relative,
est légèrement inférieure, respectivement supérieure, pour les résultats obtenus avec le mo-
dèle WUFI Plus. Ces observations sont corrélées par les différences observées au niveau des
flux de chaleur et de masse sur les figures 4.33a 4.33b. Ces différences peuvent s’expliquer
par la description du modèle des modèles enveloppe et air , notamment sur les valeurs des
constantes physiques. Toutefois, les différences relatives entre le modèle WUFI Plus et le
modèle global PGD sont inférieures à 0.1% pour la pression de vapeur et 0.05% pour la tem-
pérature. Au regard de ces résultats, le modèle global incluant la solution PGD paramétrique
pour l’air réussit à calculer avec précision les champs hygrothermiques et leur dynamique
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dans chaque zone.
Nous proposons d’illustrer l’utilisation de la solution PGD paramétrique pour le modèle

air dans le modèle global . L’évolution de la température (figure 4.34a) et l’humidité rela-
tive (figure 4.34b) sont données pour l’intervalle de temps [1;1.1]. Ces graphiques sont les
résultats de la solution PGD paramétrique. Dans les itérations du modèle global , il n’y a pas
de résolution d’équation du problème air pour calculer l’évolution des conditions dans les
zones.
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FIGURE 4.34 – Évolution temporelle de la température et de l’humidité relative dans chacune des zone
pour l’intervalle [1;1.1] h, calculé avec la solution PGD paramétrique.

Nous détaillons les calculs réalisés pour résoudre le problème air pour t ∈ [1;1.1]. A t =
1h, les valeurs des flux dans la zone 1 et 2 sont :[

q1 = 17.47W

g1 =−1.13 ·10−6kg /s

]
et

[
q2 =−1.74W /s

g2 =−1.14 ·10−6kg /s

]

Ayant ces données, les coefficients polynomiaux {aT
k , aP

k }k=1,2 sont calculés :[
a2 =−19.21

b2 = 2.2 ·10−9

]
et

[
a1 = 17.47

b1 =−1.13 ·10−6

]

Les champs hygrothermiques dans les zones 1 et 2 à t = 1h sont considérés comme condi-
tions initiales pour la solution PGD paramétrique.[

T0,1 = 17.03 ◦C

Pv,0,1 = 560.22 Pa

]
et

[
T0,2 = 15.28 ◦C

Pv,0,2 = 559.53 Pa

]

Connaissant les coordonnées (z, t ,T0,1,Pv,0,1,T0,2,Pv,0,2, {ap ,bp }p=1,2) l’évolution des champs
dans les zones z = {1,2}, pendant d t = 360 s (pour t ∈ [1;1.1]h) est calculée à l’aide du produit
des fonctions (F m

i ,Gm
i ){1≤i≤5},{1≤m≤5} de la solution PGD paramétrique.

La solution paramétrique est valable pour un domaine de variation des coordonnées de
température initiale, d’humidité relative initiale, des flux de chaleur et des flux de masse
définis dans le tableau 4.5. Sur les figures 4.34a et 4.34b, nous observons que les domaines
de variations des flux et des conditions initiales sont respectés.
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La solution PGD paramétrique évite de résoudre les équations du problème air , dans
chaque zone. Les avantages d’une telle solution ont été discuté dans la section 3.7. Le modèle
bâtiment construit permet une économie de résolution importante du problème global .
Pour apprécier ces gains numériques, le tableau 4.6 compare cette approche par rapport au
modèle complet. L’économie numérique de résolution observée en utilisant les méthodes
de réduction PGD sont de l’ordre de :

ROM PGD

LOM
= M1(Nx +Nt )Np

(Nx Np +Nz)Nt

où M1 est le nombre de modes de la base PGD du modèle enveloppe , Nx le nombre d’élé-
ments du domaine spatial de l’enveloppe, Nt le nombre d’éléments du domaine temporel,
Np le nombre de parois et Nz le nombre de zone étudiée. Sur le cas d’étude considéré, l’éco-
nomie numérique est de 0.3 par rapport à un modèle global bâtiment de référence. Nous
voyons que sur ce cas d’étude académique, la réduction de la complexité numérique, en uti-
lisant la méthode PGD, est très important.

En considérant que Np ·Nx >> Nz , nous constatons que l’ordre de grandeur du ratio est
M1
Nx

. Le nombre de zones et le nombre de parois ont peu d’impact sur le gain numérique, sauf
pour des bâtiments ayant un très grand nombre de zones (supérieur à 10). Nous comprenons
que le gain numérique atteint une limite qui est celle du problème qui a la plus grosse com-
plexité numérique, à savoir le problème enveloppe . Le gain numérique peut être augmenté
en considérant des transferts en 2- ou 3-dimensions dans l’enveloppe (cf. section 3).
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4.3 Construction d’un modèle global réduit PGD
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CHAPITRE 4 : MODÉLISATION HYGROTHERMIQUE À L’ÉCHELLE BÂTIMENT

4.4 Conclusion

Nous avons proposé 2 modèles globaux pour réaliser des simulations des champs hy-
grothermiques à l’échelle globale du bâtiment. Ces modèles ont été construits en utilisant
la technique de réduction de modèle PGD pour résoudre le problème enveloppe et/ou le
problème air . Le couplage entre les deux sous-modèles a été élaboré avec une méthode
indirecte (ou ping-pong).

Le premier modèle bâtiment articule un modèle enveloppe utilisant une résolution par
méthode PGD et le modèle multizone complet. Le modèle Domus a été choisi comme modèle
air . Ce choix a été conditionné par l’opportunité de travailler avec les développeurs dans le
cadre d’une collaboration avec l’Université PUC-PR de Curitiba, Brésil. Ce modèle ne repré-
sente pas la perspective de plus grande économie numérique. Cependant, il consistue une
première étape d’introduction des techniques de réduction dans un modèle global . De plus,
l’intégration avec le modèle Domus offre des possibilités intéressantes en terme de réalisation
de simulation des champs hygrothermiques à l’échelle bâtiment. Nous avons ainsi bénéfi-
cié d’accès à des bases de données climatiques ou de propriétés de matériaux. Nous avons
pu prendre en compte des scénarios de ventilation ou de génération de vapeur dans les lo-
caux. De plus, ce modèle présente un intérêt certain quant à la capitalisation des modèles
existants. Deux cas d’étude ont été explorés.

La première étude a porté sur la simulation des champs hygrothermiques d’un bâtiment
mono-zone, considérant un problème enveloppe paramétrique. Ce dernier est défini comme
un problème de transfert uni-dimensionnel intégrant un domaine de variation de la loi de
comportement de la perméabilité à la vapeur du matériau isolant. L’étude des pathologies
liées à l’humidité a été réalisée sur la base des champs hygrothermiques calculés en fonc-
tion de ce paramètre et des indicateurs de pathologies proposés au chapitre 1. Nous avons
ainsi évalué les risques de pathologies en fonction du comportement hygrothermique du
matériau isolant. Ce cas d’étude a mis en évidence les possibilités d’élaborer des outils per-
mettant de réaliser des analyses de scénarios de réhabilitation. Ces outils disposent d’un
coût numérique faible grâce à l’utilisation de la PGD pour résoudre le problème enveloppe
paramétrique. Ils peuvent représenter un intérêt certain pour les acteurs de la construction.

Dans un deuxième temps, nous avons simulé le comportement d’un bâtiment bi-zone,
en considérant un problème enveloppe bi-dimensionnel. Le mur modélisé représente un
pont thermique constitué par un mur de refend. Le cas d’étude considérait des coefficients
d’échange surfacique entre la paroi et l’air intérieur différents pour chacune des zones. L’ob-
jet était d’étudier les effets de stagnation de l’air dans les coins, sur la base des travaux de [79].
La modélisation en 2-dimensions a ainsi permis de calculer la température et la pression de
vapeur dans l’enveloppe. L’asymétrie des champs ainsi que les risques de liés à l’humidité
ont été analysés. L’impact du pont thermique sur le comportement hygrothermique global
du bâtiment a été démontré. Cette simulation globale a été réalisée grâce à l’utilisation des
techniques de réduction de modèle.

La méthode de couplage constitue une limite dans le déploiement du modèle bâtiment
. En raison des caractéristiques intrinsèques de la méthode (indirecte) et des outils numé-
riques utilisés (MATLAB), la réduction du temps de calcul n’est pas aussi importante que
prévue. Il pourrait être intéressant de travailler sur une méthode de couplage directe inté-
grant les problèmes air et enveloppe dans un même environnement. Une approche consis-
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terait à écrire un problème global bâtiment . Au lieu de coupler deux sous-modèles résolvant
deux sous-problèmes séparément, un unique problème pourrait être résolu par une mé-
thode PGD.

Le deuxième modèle bâtiment proposé est celui présentant le coût numérique de réso-
lution du problème global le plus bas. Il est construit à partir d’un modèle enveloppe PGD et
d’une solution PGD paramétrique pour le problème air . Ce modèle a été utilisé pour trai-
ter un cas d’étude composé de 2 zones d’air et 3 parois. Bien que très académique, ce cas
d’étude a permis d’apprécier la performance du modèle en terme de précisions de calcul
des champs hygrothermiques et de réduction du coût numérique du problème global . Les
résultats ont été confrontés à ceux du modèle complet WUFI Plus. Les différences relatives
sont inférieures à 0.1% pour la pression de vapeur et 0.05% pour la température calculés dans
les zones intérieures. Les champs d’intérêt et leurs dynamiques sont donc calculés de ma-
nières précises avec ce modèle réduit global bâtiment . De plus, sur ce cas d’étude, le modèle
présente une économie numérique de résolution du problème global de 75%.

L’intérêt des deux modèles réduits bâtiment proposés repose sur la réduction de la com-
plexité du problème global . Considérons un problème global de simulation des champs
hygrothermiques dans un bâtiment. Nous appelons Ni la dimension du domaine associé à
une variable du problème. Par rapport aux cas d’étude présentés dans nos travaux, il peut
s’agir du domaine associé à une variable spatiale (x, y ou z), d’une (des) propriété(s) hygro-
thermique(s) du matériau (λ, δv,0, etc.), du temps t , etc. Le problème enveloppe étant plus
complexe numériquement que le problème air , l’économie numérique réalisée sur le pro-
blème bâtiment est équivalente à celle réalisée sur le problème enveloppe . Ainsi le ratio du
coût numérique entre un modèle réduit PGD bâtiment et un modèle complet s’exprime :

ROM PGD

LOM
=

M
n∑

i=1
Ni

n∏
i=1

Ni

où M est le nombre de mode de la base PGD pour résoudre le problème enveloppe et n le
nombre de variables du problème. Ni est le nombre d’éléments du domaine de variation de
la variable i .L’économie numérique augmente ainsi avec le nombre de variables considérées
pour la résolution du problème bâtiment . Il est important de précisé que ce ratio d’écono-
mie numérique n’intègre pas les coûts off-line des méthodes et notamment le traitement de
la non-linéarité du problème avec la méthode PGD.

La technique de réduction de modèle PGD nous a permis de construire un modèle global
permettant de résoudre les problèmes bâtiment complexes en ayant un faible coût numé-
rique de résolution.
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Conclusion

Ce travail s’inscrit dans un contexte scientifique de modélisation du comportement des
bâtiments intégrant plusieurs phénomènes physiques. En particulier, il s’agit de mieux ap-
préhender l’impact des transferts hygrothermiques sur la performance énergétique des bâ-
timents et de prévenir l’apparition de désordres dans le cas de réhabilitations thermiques.

L’atteinte de cet objectif passe par l’utilisation de modèles numériques traduisant les
phénomènes physiques à différentes échelles : matériau, paroi, enveloppe, bâtiment. A cet
effet, de nombreux modèles sont recensés mais ne répondent que partiellement au pro-
blème. En effet, le développement de modèles représentant finement les phénomènes, tout
en ayant une échelle d’observation du bâtiment, est confronté aux problématiques de com-
plexité numérique et de temps de calcul.

Pour lever ces verrous, notre démarche a été scindée en 4 étapes. La première étape a
présenté la description des phénomènes physiques abordés dans ce travail. L’impact des
transferts hygrothermiques sur l’apparition des pathologies a été décrit et des indicateurs
de risques ont été proposés. Les modèles et équations associées pour décrire le compor-
tement énergétique à l’échelle paroi et à l’échelle globale du bâtiment ont été détaillés. La
complexité de résolution des problèmes a été soulevée lorsque nous cherchons à utiliser des
modèles fins pour prédire plusieurs phénomènes physiques couplés à l’échelle du bâtiment.
Nous avons montré que peu de modèles de ce type sont recensés dans la littérature.

Pour réduire cette complexité, les techniques de réduction de modèles ont été explorées
au chapitre 2. Deux méthodes ont été évaluées sur le problème de transferts non-linéaires
couplés chaleur et masse dans les matériaux poreux. La méthode de Décomposition Propre
Généralisée (PGD) est apparue comme la plus pertinente, par ses qualités intrinsèques de
méthode a priori et par sa précision de calcul des champs d’intérêt.

La méthode PGD présente de nombreux avantages d’ordre structurels. Ainsi, le chapitre
3 a proposé d’illustrer ces prérogatives sur les différents modèles de comportement des bâ-
timents. En particulier, nous nous sommes intéressés à la réduction de la complexité nu-
mérique de problèmes multi-dimensionnels et la création de solution PGD paramétrique
pour augmenter significativement les économies de résolution. Sur des cas académiques,
nous avons mis en avant la pertinence de la méthode pour résoudre des problèmes paramé-
triques et bi-dimensionnels de transferts dans les matériaux. Les avantages de la méthode
ont aussi été illustrés avec la création d’un méta-modèle pour simuler le comportement hy-
grothermique d’un ensemble de zones d’air d’un bâtiment.

Enfin, l’ensemble de ces travaux ont permis d’aborder la construction d’un modèle glo-
bal pour la réalisation de simulation à l’échelle du bâtiment. Cette construction a été basée
sur le couplage de deux modèles décrivant respectivement les phénomènes de transferts
couplés de chaleur et de masse dans l’enveloppe et dans les volumes d’air intérieurs du bâ-
timent. Deux modèles bâtiment ont ainsi été proposés. Le premier associe un modèle réduit
enveloppe et un modèle multizone complet existant. Cette cosimulation a constitué une pre-
mière étape d’introduction des méthodes de réduction de modèle dans la réalisation de si-
mulations globales. Il a été réalisé avec le modèle développé et commercialisé Domus. Il a
permis ainsi de bénéficier de toutes les possibilités de ce dernier pour traiter de cas d’étude
concrets. Il présente aussi un grand intérêt quant à la capitalisation des modèles existants en
s’inscrivant dans les travaux actuels de co-simulation des outils.
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Le second modèle proposé associe deux modèles réduits. Son originalité réside dans la
réduction de la complexité numérique du problème. Il constitue ainsi la possibilité offrant la
plus grande économie de résolution. Le problème enveloppe est représenté par un modèle
PGD. Le problème air est traité par une solution PGD paramétrique, assimilable à un méta-
modèle. Cet assemblage à l’échelle bâtiment offre ainsi des économies on-line de résolution
du problème global très significatives (90 % sur le cas d’étude par rapport au modèle com-
plet).

L’ensemble de ces travaux ont ainsi permis de proposer des modèles de simulation du
comportement des bâtiments. Ils offrent des possibilités intéressantes pour l’étude des im-
pacts des transferts hygrothermiques, notamment pour traiter des risques de pathologies.
La technique de réduction de modèle PGD pour appréhender les phénomènes physiques
présents dans les bâtiments apparait pertinente. Cette méthode permet de réduire la com-
plexité des problèmes et d’augmenter ainsi l’échelle d’observation à celle du bâtiment tout
en utilisant des modèles fins.

Perspectives

Plusieurs perspectives peuvent être mises en avant pour améliorer le travail réalisé. Elles
portent sur trois principaux aspects : le développement de la méthodologie de prévention
des risques, la complexification des phénomènes physiques considérés et l’optimisation des
modèles réduits.

Amélioration de la méthodologie de prédiction des risques

Les indicateurs de pathologies proposés au chapitre 1 dépendent essentiellement des champs
hygrothermiques et des propriétés thermo-physiques des matériaux. Les futurs travaux peuvent
porter sur les caractéristiques des matériaux nécessaires pour la prédiction des risques. Ces
données concernent divers domaines physiques et à l’heure actuelle, il n’existe pas de base
de données établies dans la littérature. Ces lacunes limitent la méthodologie d’analyse de
risques proposée.

La capitalisation de ces données est laborieuse. Une alternative consisterait à créer des
catégories de sensibilité de matériaux aux différentes pathologies. L’indicateur de moisissure
intègre déjà cette démarche. Les matériaux sont regroupés en fonction de leur sensibilité au
risque de moisissures. Cette démarche, appliquée à l’ensemble des pathologies, éviterait la
capitalisation délicate de nombreuses propriétés physiques. En outre, elle permettrait de
consolider la méthodologie proposée pour avoir des applications concrètes d’ingénierie.

Des investigations supplémentaires peuvent être réalisées sur les indicateurs de risques.
Plusieurs modèles de prévention des pathologies ont été écarté pour ne pas augmenter la
complexité numérique du modèle de simulation global du bâtiment. Il pourrait être inté-
ressant d’étudier les perspectives d’utilisation des techniques de réduction sur ces modèles
plus sophistiqués. Des méta-modèles d’apparition de pathologie pourraient être élaborés
et leurs intégrations dans les modèles bâtiment seraient facilitées. Nous disposerions ainsi
d’indicateurs plus fins et plus précis pour prévenir des risques.

Complexification des phénomènes physiques

D’autre part, les phénomènes physiques considérés peuvent être approfondis, notamment
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au niveau des cas d’études abordés dans ces travaux. Ces derniers sont académiques pour
mettre en avant les prérogatives des méthodes de réduction. Ils mériteraient d’être com-
plexifiés en considérant des horizons de simulations plus grands et des conditions aux li-
mites améliorées (prise en compte de la pluie, etc.). En particulier, l’utilisation de la PGD
comme méthode inverse pourrait être testée sur des cas pragmatiques. Elle pourrait aussi
être comparée aux autres méthodes comme l’analyse de données variationnelles ou l’utili-
sation d’algorithmes génétiques, déjà appliquées dans la littérature aux transferts hygrother-
miques dans les matériaux poreux.

Les phénomènes physiques peuvent aussi être précisés en introduisant notamment les
transferts radiatifs et les transferts d’air. Ils impactent les transferts au sein des matériaux
et des ambiances intérieures. La modélisation des transferts aérauliques dans le problème
air complexifierait le problème en ajoutant des équations de bilan sur la pression de l’air.
Cependant, un modèle réduit PGD de ce problème permettrait d’obtenir des économies
de résolution plus significatives que celles observées avec le modèle proposé dans nos tra-
vaux. Les économies de ce dernier sont intéressantes lorsque le bâtiment dispose d’un grand
nombre de zones (supérieur à 10).

Le modèle global résultant de l’association de Domus et d’un modèle enveloppe PGD pré-
sente un intérêt certain. L’intégration dans un modèle validé et commercialisé offre des pers-
pectives intéressantes pour proposer des outils à destination des bureaux d’étude. Avant
cela, la méthode de couplage des modèles nécessite des améliorations. L’utilisation d’autres
environnements de programmation serait judicieuse si la méthode de couplage indirecte est
conservée. Les travaux de l’Annexe 60 de l’Agence Internationale de l’Energie représente un
bonne opportunité pour ces améliorations. Une méthode de couplage directe pourrait être
envisagée en intégrant le modèle réduit PGD directement dans le code source du modèle
Domus.

Le deuxième modèle bâtiment élaboré associe un modèle enveloppe réduit PGD et une
solution PGD paramétrique air . Ce modèle a été testé sur un cas académique et présente
des résultats prometteurs. La granularité du modèle pourrait être augmentée en considé-
rant une discrétisation plus fine du problème air en utilisant des modèles zonaux ou des
codes de champs. Nous notons l’existence dans la littérature de modèles réduits PGD pour
la résolution des équations de NAVIER-STOKES [178, 179]. Ces modèles sont des éventualités
intéressantes de couplage avec le modèle enveloppe réduit PGD.

Le modèle global réduit peut être optimisé en travaillant sur l’élaboration d’une solution
PGD paramétrique pour le problème enveloppe . Cette perspective apparait laborieuse mais
offrirait des économies numériques conséquentes. Une autre alternative, aussi prometteuse
consisterait à définir un problème (mathématique) global traduisant les phénomènes phy-
siques de l’ensemble du bâtiment. Ce problème serait alors résolu directement par méthode
PGD et ne passerait plus par le couplage de deux modèles.

Optimisation des modèles réduits

Nos travaux sont essentiellement basés sur l’utilisation de la méthode PGD pour réduire les
modèles. L’efficacité de cette méthode a été démontrée en terme de précision des champs
calculés et d’économie numérique de résolution des problèmes. Actuellement, le traitement
de la non-linéarité des problèmes est opéré à partir de la reconstitution du champ d’inté-
rêt pour calculer les coefficients non-linéaires (voir section 2.4). Une représentation séparée
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de ces derniers est ensuite recherchée pour aborder les autres étapes de l’algorithme PGD.
Cette étape de décomposition des coefficients constitue un coût off-line pouvant ralentir
l’algorithme global.

Pour contourner ce problème, d’autres possibilités méritent d’être explorées. Des mé-
thodes sont recensées dans la littérature et mériteraient d’être éprouvées sur les problèmes
étudiés. Deux études peuvent constituer des points de départs intéressants. La première ap-
proche [243] propose de trouver une décomposition des coefficients à partir d’un échan-
tillon spatio-temporel du champs. Ce dernier n’est donc pas reconstruit dans son intégralité
et le coût numérique est par conséquent diminué. La seconde [244] est illustrée sur l’équa-
tion de la chaleur non-linéaire. Elle propose de formuler une équation différentielle associée
au coefficient non-linéaire (ici la conductivité thermique). Cette équation est alors résolue
avec la méthode PGD. Le coefficient est ainsi directement obtenu avec une représentation
séparée pouvant être intégrée dans l’algorithme PGD de résolution du problème initial.

Enfin, la complexité des problèmes provient notamment de leur dimension temporelle.
Il pourrait être intéressant de continuer l’exploration de méthodes de réduction de mo-
dèle pour augmenter significativement l’horizon de simulation des modèles. L’ouvrage [228]
mentionne des possibilités de découpler les problèmes spatiaux et temporels. Le problème
complet est alors ramené la résolution de Nt équations différentielles ordinaires sur la va-
riables spatiales fonction des conditions initiales. D’autres tentatives ont porté sur l’intégra-
tion de méthodes asymptotiques (MAN) avec la PGD [245, 246] et pourraient être évaluées
sur notre problème.
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Annexe A

Glossaire et définitions

Cette annexe se présente sous forme de glossaire et recueille l’ensemble des définitions
des termes spécifiques utilisés dans ce manuscrit. Ces définitions et appellation sont propres
à nos travaux et peuvent différer d’autres ouvrages.

Mot Associations Définition

Complexité
numérique

Réduction de modèle La complexité numérique représente le coût (apparenté à un
temps de calcul) de résolution d’un problème. Il correspond au
nombre d’équations à résoudre pour calculer la solution d’un
problème.

Domaine d’une
variable

spatial,
temporel, etc.

Le domaine d’une variable correspond à l’intervalle de définition
d’une variable d’un problème.

Dimension d’un
domaine

spatial
temporel

La dimension d’un domaine est égale aux nombres d’éléments
d’un domaine. Formellement il s’agit du cardinal d’un domaine.

Économie
numérique

Réduction de modèle
Complexité numérique

L’économie numérique est le ratio des coûts de résolution du pro-
blème initial par le modèle réduit sur celui obtenu par le modèle
complet.

Facteur clé pathologie
indicateur
critère

Aussi appelé facteur gouvernant. Il détermine s’il y a risque d’ap-
parition de pathologies, si le critère de pathologie est atteint.

Horizon de
simulation

modèle L’horizon de simulation représente la durée temporelle considérée
pour résoudre un problème. Elle constitue la borne supérieure du
domaine temporel. Cette appellation a été préférée à celle de du-
rée de simulation. Cette dernière pouvant être confondue avec le
temps de calcul d’un modèle.



ANNEXE A : GLOSSAIRE ET DÉFINITIONS

Mot Associations Définition

Indicateur pathologie
facteur clé
critère

La définition est basée sur la norme FD X 50-171. L’indicateur
est défini comme l’association d’un facteur clé X et d’un critère
C . Lorsque le facteur clé atteint le critère C , il y a un risque de
pathologie.

Modèle enveloppe
air
simulation globale
échelle bâtiment

Un modèle est un outil qui permet de résoudre un problème en
utilisant une méthode numérique. Le problème formalisé traduit
les phénomènes physiques observés. Les calculs de l’outil per-
mettent d’analyser ces phénomènes

Modèle air modèle enveloppe
modèle global
multizone

Modèle permettant de résoudre le problème air (voir section 1.4).
Il calcule les champs hygrothermiques dans un ou plusieurs vo-
lumes d’air humide. Chaque volume d’air représente une zone
d’un bâtiment. Les zones sont reliées entres elles par des parois
ou des interfaces telles que des portes, fenêtres, etc.

Modèle complet modèle réduit
problème complet
problème réduit

Le problème complet (ou initial) est généralement posé pour tra-
duire les phénomènes physiques observés. Pour nos applications,
il est généralement composé d’équations aux dérivées partielles
dépendant de l’espace et du temps. Si une solution analytique
n’est pas recherchée, la résolution numérique du problème com-
plet va consister à projeter le système d’équation sur une base dis-
crète (obtenue par exemple par les méthodes des éléments ou des
volumes finis). Le système numérique à résoudre est de dimension
finie. Pour nos problématiques, cette dimension est importante et
impose des coûts de résolution importants.

Modèle enveloppe modèle air
modèle global

Modèle permettant de résoudre le problème enveloppe (voir sec-
tion 1.3). Il calcule les champs hygrothermiques dans les maté-
riaux poreux constituant l’enveloppe.

Modèle global
bâtiment

modèle enveloppe
modèle air
simulations globales
échelle bâtiment

Modèle permettant de résoudre le problème air et le problème
enveloppe. Il calcule donc les champs hygrothermiques dans les
zones du bâtiment et dans les matériaux poreux constituant l’en-
veloppe. Il permet l’analyse globale du comportement d’un bâti-
ment. Dans nos travaux, il est construit par couplage de deux sous-
modèles : le modèle enveloppe et le modèle air.

Modèle réduit modèle complet
problème complet
problème réduit

Le modèle réduit va considérer le problème complet (ou initial). Sa
construction consiste à projeter le problème initial sur une base
d’ordre plus faible que le modèle complet. Nous obtenons ainsi
un système numérique de faible dimension dont la résolution est
moins coûteuse.

Pathologie humidité
bâtiment
indicateur
facteur clé
critère

Dans nos travaux, les pathologies sont l’ensemble des manifesta-
tions de désordres sur un bâtiment. Ces désordres sont provoqués
par un phénomène physique qui, pour nos études, concernera la
modification des champs hygrothermiques d’un bâtiment.

Problème complet Modèle réduit
Modèle complet
problème réduit

Il s’agit du problème initial constitué d’un ensemble d’équa-
tions traduisant les phénomènes physiques que nous souhaitons
analyser.

Problème réduit Modèle réduit
Modèle complet
problème complet

Il s’agit du problème résolu par le modèle réduit. Il résulte de la
projection du problème complet sur une base de dimension faible.176



Annexe B

Ecriture des équations de transferts
hygrothermiques dans les matériaux
poreux

Le système d’équations (1.35) décrivant les transferts couplés d’énergie et de masse d’eau
dans les matériaux poreux s’écrit :Ñ

V

((
c0ρ0 + cl w

) ∂T

∂t
+ cl T

∂w

∂t
−div

(
λgradT +Lvδv gradPv

))
dV = 0 (B.1a)Ñ

V

(
∂w

∂t
−div

(
δv gradPv +Kl gradPc

))
dV = 0 (B.1b)

Nous choisissons d’exprimer le système en fonction de la pression de vapeur Pv et de la
température T . Ainsi le gradient de pression capillaire se décompose comme une fonction
de la pression de vapeur et de la température

gradPc = ∂Pc

∂Pv
gradPv + ∂Pc

∂T
gradT (B.2)

D’après la loi de Young-Laplace, la pression capillaire est donnée par la relation :

∂Pc

∂T
= 1

σ

∂σ

∂T
Pc (B.3)

où σ la tension de surface. La surface de tension σ est supposée indépendante de la tem-
pérature, i.e. ∂σ

∂T = 0, [105]. La dépendance de la pression capillaire avec la température est
donc supposée négligeable.

D’autre part, la loi de Kelvin décrit l’équilibre entre la phase liquide et vapeur de l’eau :

Pv = Psat exp

(
Pc

ρl Rv T

)
(B.4)

En sachant que la pression de saturation Psat ne dépend que de la température, nous obte-
nons donc :

∂Pc

∂Pv
= ρl Rv T

Pv
(B.5)
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POREUX

La variation de la teneur en eau w peut aussi s’exprimer en fonction de la pression de
vapeur Pv :

∂w

∂t
= ∂w

∂Pv

∂Pv

∂t
+ ∂w

∂T

∂T

∂t
(B.6)

La dépendance de la teneur en eau avec la température est négligée dans la mesure où
l’équilibre de la teneur en eau est considéré indépendant de la température [100, 102, 105].
Nous notons ξ= ∂w

∂P la capacité de stockage de l’eau, qui correspond à la dérivée de la courbe
de sorption du matériau. En conséquence, l’équation de conservation de la masse d’eau, du
système (B.1), s’écrit :Ñ

V

(
ξ
∂Pv

∂t
−div

((
δv +Kl

ρl Rv T

Pv

)
gradPv

))
dV = 0 (B.7)

En considérant (B.6), l’équation de conservation de l’énergie du système (B.1) est ex-
primé : Ñ

V

((
c0ρ0 + cl w

) ∂T

∂t
+ cl T ξ

∂Pv

∂t
−div

(
λgradT +Lvδv gradPv

))
dV = 0 (B.8)

Le système (B.1) s’écrit finalement :Ñ
V

(
ρ0 (c0 + cl w)

∂T

∂t
+ cl T ξ

∂Pv

∂t
−div

(
λgradT +Lvδv gradPv

))
dV = 0 (B.9a)Ñ

V

(
ξ
∂Pv

∂t
−div

((
δv +Kl

ρl Rv T

P

)
gradPv

))
dV = 0 (B.9b)

qui peut se mettre sous la forme :Ñ
V

(
c11

∂T

∂t
+ c12

∂Pv

∂t
−div

(
d11 gradT +d12 gradPv

))
dV = 0 (B.10a)Ñ

V

(
c21

∂T

∂t
+ c22

∂Pv

∂t
−div

(
d21 gradT +d22 gradPv

))
dV = 0 (B.10b)

avec les coefficients {ci , j }i=1,2, j=1,2 and {di , j }i=1,2, j=1,2 correspondant aux propriétés de sto-
ckage et de diffusion du milieu considéré, et s’exprimant :

c11(T,P ) = ρ0 (c0 + cl w)

c12(T,P ) = cl T ξ

c21(T,P ) = 0

c22(T,P ) = ξ

d11(T,P ) = λ

d12(T,P ) = δv Lv

d21(T,P ) = 0

d22(T,P ) = δv +Kl
ρl Rv T

P

(B.11)
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Annexe C

Propriétés hygrothermiques des
matériaux

Cette annexe recense l’ensemble des propriétés hygrothermiques des matériaux utilisés
dans ces travaux.

Brique Source : [14] Renvoi : section 2.1
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λ=λ0 +bw

Stockage calorifique [J/m3/K ] ρ0 · c0 = 1814 ·936
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PSE Source : [14] Renvoi : sections 2.1, 3.2, 3.5, 4.2.2

Courbe de sorption [kg /m3]
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Spruce Source : [14] Renvoi : sections 2.1, 3.2
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Plâtre Source : [14] Renvoi : section 2.1
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Beton1 Source : [14] Renvoi : section 2.1
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MDF Source : [17] Renvoi : sections 2.4.3, 3.3, 3.4, 4.3.2.

Courbe de sorption [kg /m3] m = 17.07, c = 8.076, k = 0.9699

w = mc Pv
Psat

((
1−k

(
Pv

Psat

))(
1− (k − c)

(
Pv

Psat

)))
Perméabilité liquide [s] K0 = 1.17e −16, w0 = 517.75, a1 = 0.2449, b1 = 1.339,

a2 =−0.2441, b2 =−93.79

Kl = K0

(
a1 exp

(
b1

(
w
w0

))
+a2 exp

(
b2

(
w
w0

)))
Perméabilité à la vapeur d’eau [s] a =−18.14e −4, δv,0 = 2.61e −5

δv = δv,0
Rv T (1+aw)

Conductivité thermique [W /m/K ] λ0 = 0.107, b = 0.4747 ·10−3

λ=λ0 +bw

Stockage calorifique [J/m3/K ] ρ0 · c0 = 1551 ·589

Béton2 Source : [247] Renvoi : sections 2.3.3, 3.2, 3.5.2, 4.2.2, 4.2.3

Courbe de sorption [kg /m3] m = 0.292, n = 1.2566, wsat = 101.44, α= 90.06

w = wsat

(
1+

(
α ln

(
Pv

Psat

))n)−m

Perméabilité liquide [s] τ=−4.6975, Ksat = 2.2182 ·10−13, α1 = 5.533 ·10−7,
l1 = 0.5062, n1 = 2.5963, m1 = 0.618, α2 = 2.2493 ·10−8,

l2 = 0.4938, n2 = 1.2366, m2 = 0.1913

Kl = Ksat

(
w

wsat

)τ∑
i

liαi

(
1−

(
1− s1/mi

i

)mi
)

∑
i

liαi

2

si = li
(
1+ (

αi Pc
)ni

)−mi

Perméabilité à la vapeur d’eau [s] a = 8e −13, b = 2 ·10−4

δv = a exp(bPv )

Conductivité thermique [W /m/K ] λ0 = 1.75, b = 4.5 ·10−3

λ=λ0 +bw

Stockage calorifique [J/m3/K ] ρ0 · c0 = 2320 ·850

Béton aéré Source : [237] Renvoi : annexe D

Courbe de sorption [kg /m3] w0 = 42.965

w = w0
Pv

Psat

Perméabilité liquide [s] Kl ,0 = 0

Kl = Kl ,0

Perméabilité à la vapeur d’eau [s] δv,0 = 3 ·10−11

δv = δv,0

Conductivité thermique [W /m/K ] λ0 = 0.18, b = 0

λ=λ0 +bw

Stockage calorifique [J/m3/K ] ρ0 · c0 = 840 ·650
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Fibre de bois Source : [14] Renvoi : section 3.2
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Mortier Source : [14] Renvoi : section 3.2
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Annexe D

Validation du modèle couplé enveloppe
PGD et air Domus

L’objet de cette annexe est de valider le modèle global bâtiment proposé à la section 4.2.
Celui-ci couple un modèle enveloppe réduit PGD et le modèle multizone complet Domus.
La méthode de couplage des deux modèles est détaillée à la section 4.2.1. Il s’agit d’une mé-
thode de type ping-pong. La validation de cette méthode a été réalisé sur la base de l’exercice
1 proposé dans le cadre de l’Annexe 41 de l’Agence Internationale de l’Energie [12, 237].

D.1 Description de l’exercice

Le benchmark considère une zone d’air soumise à une production périodique de vapeur
d’eau. L’objet est de tester les effets de la porosité du mur sur le niveau d’humidité relative
dans la pièce. Les résultats des modèles sont confrontés à ceux d’une solution analytique
calculée pour les conditions de l’exercice.

Le volume de la zone est de 129.6 m3 et seul un mur (d’une surface de 171.6m2) est consi-
déré pour les transferts hygrothermiques. Le mur est constitué de béton autoclavé, d’une
épaisseur de 15 cm, dont les propriétés hygrothermiques sont données en annexe C. Les
autres murs sont considérés adiabatiques et imperméables. Les transferts sont réalisés à
température constante T = 20°C. Quotidiennement, une source de vapeur (G0 = 0.5 kg/h)
est générée dans la zone tous les jours de 9h00 à 17h00. En dehors de ces plages horaires,
il n’y a aucune source. La zone est ventilée en permanence avec un débit d’extraction de
0.5 vol/h. Les conditions extérieures et initiales de l’air et de la paroi sont fixées à 30% en
humidité relative et 20°C en température. Deux scénarios sont étudiés. Le premier cas ne
considère pas les transferts hygrothermiques à travers le mur, tandis que le deuxième cas les
prend en compte. La simulation est réalisée sur 4 jours avec un pas de temps d’une minute.
Les différences entre les deux scénarios d’études sont synthétisés dans le tableau D.1.

Pour évaluer la performance du modèle couplé enveloppe PGD et air Domus, nous propo-
sons d’analyser plusieurs simulations :

a. la solution consensuelle : résultats de la solution analytique du problème donné par
BEDNAR [237],

b. la solution de référence : résultats obtenus par le modèles couplés et validé Domus/Umidus
[13]. Le modèle Umidus est le modèle intrinsèque au modèle Domus pour résoudre le
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problème de transferts hygrothermiques dans les parois, en 1 dimension,

c. la solution 1D : résultats du modèle couplé enveloppe PGD et air Domus pour lequel la
paroi est modélisée en 1 dimension,

d. la solution 2D : résultats du modèle couplé enveloppe PGD et air Domus pour lequel la
paroi est modélisée en 2 dimension.

Le cas d’étude traité à la section 4.2.3 intègre des transferts bi-dimensionnels dans l’en-
veloppe. Pour cette raison, nous proposons d’étudier les résultats de la solution 2D dans le
cadre de ce benchmark. Pour cette configuration, la largeur du mur est 50 cm (et l’épaisseur
15 cm), pour éviter des effets de bords.

TABLE D.1 – Synthèse des deux cas d’étude analysés dans le cadre du benchmark

Cas d’étude n°1 Cas d’étude n°2

Source interne de vapeur d’eau G0 = 0.5, kg/h 9h00 - 17h00

Ventilation 0.5 vol/h

Surface du mur intérieure extérieure intérieure extérieure

Coefficient de transfert de surface de chaleur [W /m2K ] 8 29 8 29

Coefficient de transfert de surface de vapeur [s/m] 0 0 2.03 ·10−8 2.03 ·10−8

D.2 Résultats

La figure D.1 donne l’évolution de la température et l’humidité relative pour les diffé-
rentes simulations, dans la zone intérieure. L’erreur relative, calculée par rapport à la simu-
lation de référence, est donnée sur la figure D.2.
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FIGURE D.1 – Humidité relative (a) et température (b) dans la zone intérieure pour les différentes
simulations.

Pour s’assurer que les échanges de données (inputs et outputs) entre le modèle Domus et
PGD respectent les équations de bilan énergétique et de masse, les flux absolus de vapeur et
de masses calculés par chaque modèle sont comparés sur la figure D.3.

Les profils des champs d’intérêt dans le mur, au 4e jour sont tracés sur la figure D.4 pour
la modélisation en 1-dimension.
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FIGURE D.2 – Différence relative entre le modèle enveloppe PGD et air Domus par rapport à la simula-
tion de référence.
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FIGURE D.3 – Flux de chaleur (a) et de vapeur (b) calculé par le modèle Domus et le modèlePGD pour
les 24res heures.
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FIGURE D.4 – Profils d’humidité relative (a) et de température (b) au 4e jour calculés par le modèle
enveloppe PGD 1-dimension.
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Les résultats du modèle couplé enveloppe PGD 1-dimension et air Domus sont donnés
pour différent pas de temps de couplage (1 minute, 6 minutes et 1 heure) sur la figure D.5.
Sur la figure D.6, plusieurs pas de temps intrinsèque au modèle PGD ont été testés. L’erreur
relative est calculé par rapport au pas de temps de 36 s.
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FIGURE D.5 – Influence du pas de couplage entre les modèles Domus et PGD.
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FIGURE D.6 – Influence du pas de temps du modèle PGD.

Le modèle couplé enveloppe PGD et air Domus calcule précisément les champs hygro-
thermiques dans la zone d’air comme illustré sur la figure D.1. Ces observations sont valables
pour les modèles en 1- et 2-dimensions. L’erreur relative par rapport à la solution analytique
est inférieure à 0.2 % pour la température et 2.5% pour la pression de vapeur. Nous remar-
quons aussi que la dynamique des champs hygrothermiques dans le mur est bien représen-
tée (voir figure D.4).

Comme nous pouvons l’observer sur la figure D.3, les bilans énergétiques et massiques
entre les deux modèles sont bien respectés. Les flux calculés par le modèle Domus, en consi-
dérant les champs de surface calculés par le modèle PGD, sont équivalent aux flux calculés
par le modèle PGD avec les conditions intérieures données par le modèle Domus. La diffé-
rence entre les flux est inférieure à 0.5% pour la chaleur et 3% pour la vapeur. Ces différences
s’expliquent par le choix d’une méthode de couplage ping-pong. En effet, durant le pas de
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couplage, chaque modèle considère les conditions aux limites de l’autre comme fixes.
Nous pouvons remarquer que les résultats des modèles couplés Domus/PGD et Domus/Umidus

ont une forme différente. Ces différences peuvent avoir plusieurs explications. Tout d’abord,
les modèles Umidus et PGD ne considèrent pas le même potentiel moteur pour exprimer les
équations de transferts de masse dans les matériaux. Le premier considère la teneur en eau
massique, tandis que le second est basé sur la pression de vapeur. Ensuite, la méthode de
couplage des méthodes Domus et Umidus est différente car de type onions. Enfin, les valeurs
des constantes physiques telles que l’enthalpie de vaporisation, peuvent différer.

Plusieurs simulations ont été réalisées pour différents pas de couplage, voir figure D.5.
Plus le pas de couplage augmente, plus la précision sur les champs d’intérêt diminue. Les
différentes entre la simulation réalisée avec un pas de couplage de 1 minute et celle réalisée
avec un pas de 6 minutes sont inférieures à 1%. Ainsi, pour nos travaux, un pas de 6 minutes
a été pris pour coupler les modèles.

Nous pouvons observer que le pas de temps du modèle réduit PGD influence peu les
résultats. L’erreur relative pour l’ensemble des pas de temps choisi reste inférieur à 0.01 %
pour la température et la pression.

Ces résultats nous permettent de valider le couplage des modèles enveloppe PGD et air
Domus pour la réalisation de simulations hygrothermiques à l’échelle bâtiment. Le modèle
peut être utilisé pour réaliser des simulations prenant en compte des transferts 1- ou 2-
dimensions dans l’enveloppe.
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