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Résumeé

L'objectif de cette thése est d'attribuer & chaque sommetx d'un graphe G a n sommets
une étiquette L (x) de taille compacte O(log n) bits a n de pouvoir :

1. construire, a partir des étiquettes d'un ensemble de sommets en panne  V(G),
une structure de donnéeS(X)

2. décider, a partir de S(X) et des étiquettesL (u) et L(v), si les sommetau et v sont
connectés dans le graph& nX.

Nous proposons une solution a ce probléme pour la famille des graph&sconnexes de
genreg (via plusieurs résultats intermédiaires).

Les étiquettes sont de taille O(glogn) bits
Le temps de construction de la structure de donnée S(X) est O(Sort (jXj;n)).
Le temps de décision est O(loglogn). Ce temps est optimal.

Nous étendons ce resultat a la famille des graphes excluant un mineud xé. Les
étiquettes sont ici de taille O(polylog n) bits.

Mots-clef : graphes sur les surfaces, mineur de graphe, connexité avec panne,
schéma d'étiquetage, plani cation de l'urgence.

Abstract

We aim at assigning each vertexx of a n-vertices graph G a compact O(log n)-bit label
L(x) in order to :

1. construct, from the labels of the vertices of a forbidden sefX V(G), a data-
structure S(X)

2. decide, fromS(X), L(u) and L (v), whether two verticesu and v are connected in
GnX.

We give a solution to this problem for the family of 3-connected graphs with bounded
genus.

We obtain  O(glogn)-bit labels.
S(X) is computed in O(Sort (jXj;n)) time.
Connection between vertices is decided in O(loglogn) optimal time.
We nally extend this result to H-minor-free graphs. This scheme require©(polylog n)-
bit labels.

Keywords : graphs on surfaces, graph minor, forbidden-set connectity, labeling
scheme, emergency planning.
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Introduction aux travaux

Quelques dé nitions

Représentation implicite. Il existe une multitude de structures de don-
nées permettant de représenter un graphe. On pourrait, par exemple, utiliser
une matrice ou une collection de listes d'adjacence. Le type de représentation
pertinent pour nos travaux découle de la notion desprésentation implicite

R est unereprésentation implicite d'un graphe G [55 si elle est I'assi-
gnation a chaque sommek de G, d'une étiquette L(x), aussi petite que
possible', telle qu'il existe un algorithme décidant de l'adjacence entre les
sommetsx ety a partir des seules entréek(x) et L(y).

Par exemple, si I'on considere un arbrd 2 T (T étant la classe des
arbres.) an sommets, on obtient une représentation implicite de ce graphe
en étiguetant chaque sommeti de T par :

L(u) = i(u); i p(u)

ou la fonction p associe au son pére (ou? si u est racine) dans l'arbre
considéré enracing, et la fonctiom associe a chaque sommet un identi ant
unique compris entrel et n qui peut étre représenté par une chaine binaire
de dogne bits.

Il s'agit bien d'une représentation implicite car, données les étiquettes
de deux sommets, on peut décider en temps constant de leur adjacence en
testant si I'un est le pére de l'autre. Les étiquettes sont de tailld dlogne

1. Idéalement de taille O(logn) bits.
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bits.

On utilisera I'adjectif compactpour quali er une représentation implicite,
ou plus tard toute forme d'étiquetage, dont les étiquettes compter®(log n)
bits. On peut remarquer, par comptage, qu'il n'existe pas de maniére com-
pacte de représenter implicitement tous les graphes. En e et, le nombre de
graphe an sommets etm arétes est :

n
N(m)= 2 — 50(m log()

donc sid = fn—” est le degré moyen du graphe :
N (n;m) = 2 O(ndlog())

Il faut donc coder les représentations de cébs(n; m) graphes sutO(n:d:log())
bits d'information 2. Il est alors inévitable d'avoir au moins une étiquette de
O(dlog 3) bits pour I'un des graphes.

Etiquetage. Il est naturel de dériver de cette notion de représentation
implicite, celle qui sera centrale dans cette thése,&liquetagedes sommets.
Considérons

P(ui,  jum;Xq X))

une propriété sur les graphes de la familfe, dépendant des sommets;; ;un
et des ensembles de sommexs; ; X|. Considérons également une fonction
t:F! N.Onappelle alorg-étiquetagede la propriétéP sur le grapheG an
sommets, I'assignation a tout sommet de G d'une étiquette de taille au plus
t(G) de telle maniére que l'on puisse décider, pour tows; ;u, 2 V(G)
et pour tous Xq; ;X V(G), si la propriété P(uy;  ;um; Xy, X))
est ou non véri ée dans le graphé&s, et ce en n'utilisant que l'information
procédant des étiquette des sommets dei;; ;ung[ X[ [ X.

On peut imaginer, par exemple, un étiquetage compact pour la propriété
P1(x;y; z) décidant si, oui ou non, il existe un chemin de ay, ne passant pas

2. Sans quoi on aura au moins une paire de graphes di érents représentés par la méme
chaine binaire, ce qui est impossible.



par le sommetz. Ou encore un autre étiquetage pour la propriéte,(x;y; X),
décidant si oui ou non il existe un chemin d& a y n'empreintant que des
sommets deX .

Cette notion se généralise, de maniere naturelle, a I'étiquetage de sommets
et d'arétes. On peut ainsi traiter des propriétés telles quBs(x;y; X;Y ), la
propriété d'existence d'un chemin dex ay n'empreintant que des sommets
de X et des arétes dey .

Un étiquetage peut aussi étre destiné au calcul d'une valeur plutét qu'a
la decision d'une propriété. Par exemple, la fonction de distance entre deux
sommetsd : V VI N peut donner lieu a un étiquetage. L'algorithme
caculera la distance entre deux sommets et y a partir de leurs étiquettes

L(x) et L(y).

On remarquera aussi qu'un étiquetage des sommets pour la propriété
d'adjacenceA(x;y) est équivalent a une représentation implicite du graphe.
L'exemple de représentation implicite donné plus haut pour la famille des
arbres est unt-étiquetage pour la propriétéA(x;y) avect : G2 T ! 2
dogn(G)e ou n(G) est le nombre de sommet du graph&. On dira aussi
plus simplement qu'on a unO(log n)-étiquetage.

Schéma d'étiquetage. L'étude des performances des étiquetages nous
amene a dé nir un paradigme d'analyse. Nous introduisons donc la notion
de schéma d'étiquetage

Pour une classe de graphe; et pour une propriété® P(zy;  ;zm;Z1,  Z))
sur des objets$ et ensembles d'objets étiquetés du graphe, on dé nit un
schéma d'étiguetagades objets de I'ensembl&V, comme étant un couple

(L;Q)ou:

3. Ou une fonction. La dé nition s'adapte trivialement.

4. Sommets ou arétes. On not&V |I'ensemble des objets étiquetés. Par exempl&y = V
dans le cas d'un étiquetage des sommets¥ = V [ E dans le cas d'unt-étiquetage des
sommets et des arétes.
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L est l'algorithme d'étiquetageprenant en entrée un graphés 2 C et
calculant pour tout z 2 W une étiquette L (z) de taille au plust(G)
bits.

Q est l'algorithme de requéteil prend en entrée une chaine binaire
b= Ls(z1); ;Le(zm);Le(Z1); ;Le(Z)

avec
Le(Zi) = Lo(Zin):  Lo(Zijzip)
ou z;) est lej-eme objet deZ;.

Q n'est nourri d'aucune autre information sur le graphés que de son
appartenance aC et de la chaineb. En sortie, Q renvoit la valeur :

Qb = P(z1; zm;Z1;  Zy)

On dit alors que(L; Q) est unschéma d'étiquetagele la propriétéP sur
la classeC. Il est de compacitét. On dit que (L; Q) est un schéma d'étique-
tage compactsit = O(logn), n étant la grandeur désignant la complexité
combinatoire du graphe, par défaut de précision, son nombre de sommet.

Etiquetage versus oracle

Un oracle est une structure de données pré-calculée permettant de ré-
pondre e cacement a des requétes. Un étiquetage est donc un cas particulier
d'oracle ou les données sont distribuées entre les sommets.

Un schéma d'étiquetage des sommets ou les étiquettes sont de compacité
t impligue donc naturellement, par simple concaténation de toutes les éti-
quettes, un oracle de tailleS = n t. En revanche, un oracle de taillé&s ne
peut étre considéré comme un étiquetage que si l'on peut le distribuer équita-
blement entre ses sommets, c'est-a-dire sous forme d'étiquettes de tefiten,
ce qui n'est pas possible dans le cas général.



L'intérét de I'étiquetage saute aux yeux des lors que I'on considére des
applications distribuées, eta fortiori embarquées, impliqguant une contrainte
de stockage et de téléchargement minimal d'information. Cela dit, ce n'est
pas leur seul atout. L'approche distribuée permet de ne donner qu'une vue
partielle du réseau a un agent, ce qui peut étre attrayant pour la protection
des données sensibles et de la sécurité. De plus, certains résultats obtenus par
schéma d'étiquetage sonin se compétitifs face aux approches centralisées.
On citera [4] et [13]. En dernier lieu, on notera que de bons algorithmes
dynamiques peuvent dériver de schémas d'étiquetages dont les temps de mise-
a-jour sont performants.

On pourra donc comparer les performances de nos schémas d'étiquetage
aux oracles de l'existant, mais sans perdre de vue le fait que le caractere
distribué de notre modele constitue :

d'une part un atout pour l'utilisateur;
et de l'autre une contrainte forte pour la conception.

Connexité et Pannes - Dé nitions

La connexitéest un des concepts basiques de la théorie des graphes. Soit
un graphe. On dit que ses sommetset v sont connectéss'il existe unechaine
c'est a dire une suite d'arétes adjacentes du graphe, ayant pour extrémités
etv.

On peut dé nir le probléme Connexité ainsi :

Probleme 1 : Connexité

Entrée : G = (V;E) un graphe,u;v 2 V

Sortie : Conn (u; V) la valeur du prédicat u et v sont dans la méme com-
posante connexe d&

Si pour toute paire de sommetsi et v de G, u et v sont connectés, on dit
que le grapheG est un grapheconnexe

G n'étant pas forcément un graphe connexe, il est naturel de vouloir le
partitionner en ses sous-graphes connexes maximaux, appelésdagposantes
connexesde G. Un graphe ayant une et seulement une composante connexe
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est donc un graphe connexe.

On appelle coupe (cut-set en anglais) d'un graphe connex&, un sous
ensembleC deV (G) tel que le graphe induit parV (G) nC n'est pas connexe.

On dit que G est k-connexes'il n‘existe pas de coupeC de moins dek
sommets. C'est a dire qu'il faut au moins supprimek sommets si I'on veut
déconnecter le graph&.

On s'intéressera dans ce document au probleme @ennexité Avec
Panne (Forbidden Set Connectivity en anglais). Ce probléme prend
en entrée un grapheG, deux de ses sommeta et v, un ensemble de ses
sommetsX  V(G) et un ensemble d'arétey E(G). Il s'agit de décider
si, oui ou non, les sommets et v sont connectés dans le sous-graphe @e
dont I'ensemble de sommets est (G) n X et dont I'ensemble d'arétes est
E(G) nY (que l'on se permettra de notelGn (X [ Y)).

Probléme 2 : Connexité Avec Panne

Entrée : G = (V;E) un graphe,u;v2 V, X V,Y E

Sortie : Conn (u;v; X;Y) la valeur du prédicat u et v sont dans la méme
composante connexe dén(X [ Y)

On considérera tout particulierement la version de ce probleme o= ;,
gue I'on nommeraConnexité Avec Panne sur les Sommets ou abusi-
vement Connexité Avec Panne  lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguité.

Probleme 3 : Connexité Avec Panne sur les Sommets

Entrée : G=(V;E) un graphe,u;v2 V, X V

Sortie : Conn (u;v; X) la valeur du prédicat u et v sont dans la méme
composante connexe dé n X

Conn (u; v; X;Y) (ou Conn (u;v; X)) est donc la propriété dé nie comme
étant vraie si et seulement su et v sont connectés dans le graphe en panne.

On considerera parfois le problem@omposante Connexe Avec Panne
CompConn (u; X;Y ) (respectivementCompConn (u; X)) désigne un iden-
tiant de la composante connexe deu dans le graphe privé de I'ensemble

vi



interdit. On peut remarquer que le probléemeConnexité Avec Panne  se
réduit & Composante Connexe Avec Panne . comparer les identi ants
des composantes connexes deet de v permet de décider de leur état de
connexion. La réduction inverse n'est pas possible. Le probler@®mpo-
sante Connexe Avec Panne  est donc un probleme plus di cile.

Probleme 4 : Composante Connexe Avec Panne

Entrée : G=(V;E) ungraphe,u2 V, X V,Y E

Sortie : CompConn (u; X; Y ) un identi ant de la composante connexe del
dansGn(X [ Y)

Probleme 5 : Composante Connexe Avec Panne Sur les Sommets
Entrée : G=(V;E) un graphe,u2 V, X V

Sortie : CompConn (u; X) un identi ant de la composante connexe deu
dansG nX

Etiquetage et connexité

On traitera ici, comme annoncé précédemment, de schémas d'étiquetage
de graphes pour la propriétéConn (u;v; X). C'est-a-dire que nous tache-
rons, pour une famille de graphes donnée, d'étiqueter les sommets en visant
le critere de compacité, et ce de fagcon a pouvoir décider de la propriété
Conn (u;v; X).

Nous nous intéresserons, au dela de la taille des structures de données, aux
complexités temporelles des di érentes étapes de calcul, a savoir I'étiquetage
et la requéte. Il conviendra d'étiqueter les sommets des graphes considérés en
un temps raisonnable, polynomial em, le nombre de sommet du graphe (on
visera méme un temps proportionnel a cette grandeur) et de répondre aux
requéte dans un temps ultra-rapidé. Nous introduirons plus loin le concept
de connexité dans l'urgencequi nous permettra d'a ner l'analyse du temps
de requéte.

5. Le temps proportionnel a la taille de la requéte est l'idéal.

Vi
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Paradigme d'analyse

Dans tous les secteurs d'activité, il est nécessaire de réagir face a une
situation de crise. Et si possible, de réagir vite et juste. Métaphoriquement,
il convient d'éteindre le feude la plus e cace des manieres. La sagesse po-
pulaire et le dicton mieux vaut prévenir que guérirs'appliquent ici.

Le monde de I'entreprise parle d@rocessus de criseou plutbt, puisque
la langue anglaise a pignon sur cette rue, derocess de criseou encore
d'emergency managementne entreprise ou une formation politique doit
savoir réagir vite et de maniére coordonnée a uweet la mettant en cause,
a un fait divers pouvant in uer sur son image, a une hausse brutale du cours
d'une de ses matiéres premiéres ou a une cyber-attaque. D'ou I'émergence du
métier de gestionnaire de communaut€éOnline community manageren An-
glais) et le renforcement des services de veille et de sécurité informatigéie [
Il faudra donc prévoir I'urgence et étre proactif. On pourra citer les plans OR-
SEC en France, ou leisaster Mitigation Act aux Etats-Unis comme plans
d'urgence de grande envergure.

Rapprochons-nous du c+ur de notre sujet et considérons un réseau élec-
trique, d'importance critique, subissant les dommages d'une tempéte.
L'administrateur de ce réseau porte une double-responsabilité :

primo, il se doit de réparer les dommage au plus vite
secundqil lui faut maintenir le systeme opérationnel dans la plus large
des mesures.

Conn (u;v; X) ? Quoi de plus essentiel que de pouvoir s'assurer que les
points du réseau qui n'ont pas été mises hors-service par l'attaque mal-
veillante soient toujours interconnectées ? Dans une telle situatioa,fortiori
si le réseau est grand, on sera satisfait d'avoir engagé le technicfer(f
commefourmi [19]) ayant plani é l'urgence plutdt que son homologuec (c
commecigale) qui s'o rira le luxe de nombreuses et gourmandes requétes de
connexité en tempsO(n + m) alors que la moitié de la ville est plongé dans
le noir®.

Notre cherf, au prix d'une petite remise a jour périodique de sa struc-

6. Ce que d4ailleurs il ignore.
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ture de données (lancée pendant la pause-déjeuner de chaque vendredi, par
exemple), pourra s'o rir, selon la topologie de son réseau, desbo-requétes
Conn (u;v; X) (en temps quasi-constant, logarithmique ou sub-logarithmique),
apres un seul pré-calcul de la panne en temps quasi-linéaire j&n, par
exempleO(jXj loglogn). Le travail régulier def et son état de veille tech-
nologique assidu lui permettront de ne pas se trouvésrt dépourvu’ une fois

la bise venue

Nous nous mettons donc tout naturellement au service de notfedans le
cadre trés spéci que du problem€onnexité Avec Panne . Nous tacherons
donc de mettre au point pour lui des structures de données satisfaisant les
exigences du paradigme d'analyse de connexi@ns l'urgence C'est ainsi
gu'il nous faudra ra ner, comme évoqué juste avant, la notion de temps
de requéte communément utilisée dans les travaux d'étiguetage compact ou
quasi-compact.

Temps de pré-requéte et temps de turbo-requéte
versus temps de requéte

Un schéma d'étiquetagdL ; Q) est-il bon? Les critéres habituels permet-
tant d'aborder cette question sont, comme nous l'avons vu précédemment,
d'une part, la compacité des étiquettest, et de l'autre, les di érents temps
de calcul : Letemps d'étiquetageet le temps de requéte

Le temps d'étiquetage T,_(G) est le temps mis par l'algorithme d'éti-
guetagelL pour assigner une étiquette a chacun des sommets du graphe
G donné en entrée. On étudiera plus particuliérement la valeur asymp-
totique T_(n) de ce temps en prenant le nombre de sommatsdu
graphe d'entrée comme parameétre. On ne s'interdit pas d'introduire
d'autres parametres.

Le temps de requéte To(b) est le temps nécessaire a l'algorithme
Q pour traiter une chaine binaire de requétd. On s'intéresse sou-
vent dans le cas particulier de notre probleme au temps de requéte

7. Au chdmage.
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To(n; jXj) selon les deux parametres que sont le nombre de sommet
du graphe en panne et la taille de la panne en nombre de sommets.

L'approche nouvelle, ici présentée, consiste en une sorteadery cation &
de l'algorithme de requéte. En e et, une requéte€Conn (u;v; X) peut étre
vue comme deux étapes successives :

une pré-requéteConn (X) retournant une fonction;
puis I'application de cette fonction de turbo-requéteaux sommetsu et
v : Conn (X)(u;V)

On notera plus élégament

PreConn (X) la premiére étape de la requéte;
et Conny (u;Vv) la seconde.

Cette granularisation semble naturelle des lors que I'on imagine une si-
tuation de panne unique ou de nombreuses requétes sont nécessaires : il faut
essayer de factoriser le traitement de la panne (et son analyse) an de n'y
avoir recours qu'une seule fois, plutdt que de l'intégrer naivement au temps
de calcul de chacune des requétes.

Plutét que : Conn (X;uq;Vvy), Conn (X;u5;V,), Conn (X;us;Vvs), et cetera
On fera : PreConn (X), Conn x (ug;vy), Conn x (uy; v2), Conn yx (uy; Vo), et
ceetera

C'est donc dans ce paradigme dit deonnexité dans l'urgenceque nous
travaillerons. On évaluera les performances en temps de nos schémas d'éti-
guetage (désormais désigneés par des triplgts; P; Q) ou P est l'algorithme
de pré-traitement d'une panneX et Q celui de turbo-requéte nécessitant
l'utilisation d'une structure de donnée livrée parP.) en fonction :

du temps d'étiquetage T, (G)
du temps de pré-requéte Tp(b)
du temps de turbo-requéte Tq(Te (b); b)

8. La curry cation est l'opération qui fait passer d'une fonction a plusieurs arguments
a une fonction a un argument qui retourne une nouvelle fonction prenant le reste des
arguments.



Etat de l'art

Schémas d'étiquetage

De nombreux schémas d'étiquetages de graphes ont été mis au point et
nourrissent la littérature. De 'un a l'autre varient d'une part le type d'in-
formations glanées par les requétes et de l'autre letasses de graphesur
lesquelles ils sont valides. Nous présentons ici un survol bref et non-exhaustif
de ce qui est réalisable dans le domaine.

Adjacence. Il est montré dans B7] et rappelé plus haut que la classe des
arbres admet une représentation implicite dont les étiquettes compteptogn

bits. On désigne un sommet-racine, puis on donne a chagque sommet un nu-
méro d'identiant entre 1 et n. L'étiquetage consiste alors a attribuer a
chagque sommet une étiquette contenant son identi ant ainsi que celui de
son peére dans l'arbre (oW pour la racine). L'algorithme de requéte peut
alors décider de I'adjacence. Deux sommets sont adjacents si I'un est le pére
de l'autre, c'est-a-dire si 'un gure dans l'étiquette de l'autre, ce qui est
véri able en temps constant.

Une représentation équivalente est proposgq pour la classe des graphes
d'intervalles. Chaque sommet recoit pour étiquette deux entiers compris entre
let2n:les bornes de son intervalle. L'adjacence est testée en temps constant,
deux sommets sont adjacent si I'une des bornes de |'un est dans l'intervalle
de l'autre.

De la représentation implicite des arbres découle, toujours darg&7], des
schémas d'étiqguetage compact d'adjacence pour les graphes d'arboricité bor-
nés. On trouve aussi dans 1J7], entre autres, un schéma compact pour les
graphe de largeur de clique bornée (classe incluant les graphe de largeur
arborescente bornée).

[30] améliore ces résultats pour les graphes planaires et les classes de
graphes de largeurs arborescentes bornées.

Distance. [48 montre que les arbres dont les arétes sont pondérées (poids
sur m bits) admettent un schéma d'étiquetage de distance dont les étiquettes
comptent O(mlogn + log? n): Ce résultat est prouvé optimal dans31]. On

Xi
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y rBontre aussi que les graphes de genre borné admettent des schémas en

o(" ).

Plus proche ancétre commun. Un schéma compact pBur le probleme
Ancétre [3] dont les étiquettes sont de compacitéog, n + ( logn) décide
en temps constant depuis leurs étiquettes si de deux sommetst v d'un
arbre, I'un est ancétre de l'autre.

Routage. Dans PR5 et [57], sont proposés des schéma d'étiquetage com-
pacts des arbres permettant des requétes pour le problerReutage . I
calculent en temps constant, a partir d'étiquettes de taille©(logn) de deux
sommetsu et v d'un arbre, un identi ant du port a empreinter depuis u pour
router un message de av.

Connexité Sans Panne

Savoir si deux sommetsi et v d'un graphe quelconqués, sans panne, sont
dans la méme composante connexe est une question naturelle de la théorie
des graphes. Elle peut étre trivialement traitée en tempS(n + m) en explo-
rant la composante connexe da, de proche en proche, jusqu'a rencontrer
(u et v sont donc connectés, on renvoie ) ou jusqu'a épuisement de cette
composante (on répond ). L'algorithme 1, basé sur un algorithme classique
de parcours de graphe, constitue une esquisse d'implémentation de cette mé-
thode.

On propose un schéma d'étiquetage d'urgence trivial de la classe des
graphes généraux pour ce probléeme :

Proposition 1. |l existe un schéma d'étiquetage d'urgence des graphes pour
le probléemeConnexité Sans Panne

Les étiquettes sont de compacitédiogne.

Le temps d'étiquetage est O(n + m).

Le temps de pré-requéte est nul.

Le temps de turbo-requéte estO(1).

Démonstration. On étiquete le grapheG en tempsO(n + m) comme le
fait ® 'algorithme 2. Il attribue & chacun des sommets un numéro identi ant

9. Méme parcours classique que l'algorithme précédent
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1: fonction Conn (G;u;V)

2 le f FILE-VIDE

3 démarquer tous les sommets dé

4: en ler u dansf

5: marquer u

6: tant que f non vide faire

7 si sommet en téte d& = v alors retourner >
8
9

nsi
pour tout X voisin du sommet en téte dé non marquéfaire
10: marquer x
11: en ler x dansf
12: n pour
13: n tant que

14: déler f
15; retourner ?
16: n fonction

Algorithme 1: Connexité Sans Panne

sa composante connexe. Les étiquettes sont donc de taille compdotgk
ou k n est le nombre de composantes connexes du graphe. On teste la
connexion entre deux sommets et v en véri ant que leurs étiquettesL (u)
et L(v) sont identiques.
O

Connexité Avec Panne

Appréhender I'évolution des composantes connexes d'un graphe dont cer-
taines arétes ou certains sommets sont supprimés ou interdits est une ques-
tion plus dicile et de grande importance. Connexité Avec Panne sur
les Arétes a été résolu de maniére presque optimalgl] dans les graphes
généraux. Cela dit, le probleme est encore plus compliqué quand la panne
impacte des sommets. Pour en avoir l'intuition, on remarquera que la suppres-
sion d'une seule aréte suppose lI'augmentation du nombre de composantes, au
plus, que d'une unité, alors que la suppression d'un sommet peut voir naitre
un nombre de composantes de l'ordre de son degré, 90{ln) composantes
dans les graphes généraux.
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1: procedure labeling (G)

2 le f FILE-VIDE

3 e acer toutes les étiquettes des sommets de

4: en ler un sommet quelconque dé&> dansf

5: c 1

6: donner a I'étiquette du sommet en téte dé la valeurc

7 tant que f non vide faire

8 pour tout X voisin du sommet en téte dé non étiquetéfaire
o: donner a I'étiquette dex la valeur c

10: en ler x dansf

11: n pour

12: dé ler f

13: si f est videalors

14: c c¢c+1

15: Soit s un sommet sans étiquette dé&

16: donner a I'étiquette du sommets la valeur ¢
17: en ler s dansf

18: nsi

19: n tant que

20: deler f
21; retourner ?
22: n procedure

Algorithme 2: Connexité Sans Panne - Etiquetage

1: fonction query (u;v)

2 si u et v ont la méme étiquetéalors retourner >
3 sinon retourner ?

4 n si

5. n fonction

Algorithme 3: Connexité Sans Panne - Requéte
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Le problemeConnexité Avec Panne sur les Arétes et les som-
mets peut se réduire aConnexité Avec Panne sur les Sommets en
considérant, pour tout grapheG, le graphe G° résultant de la subdivision
de chacune des arétes du grapl® par un sommet de degr&. Une aréte
e = u; u; donne donc naissance a deux arétes consécutiues Ue U;.
Si I'on considére la fonctions : E ! V°qui a chaque aréte deG associe
le sommet qui la subdivise dan&® (u. = s(e)), alors une panneX [ Y de
G équivaut a une panneX [ s(Y) sur les sommets dgs° On notera que
cette réduction peut parfois supposer de sortir de la classe d'appartenance
du graphe étudié® ou de modier I'ordre de grandeur du nombre de som-
met L.

Nous allons présenter, dans le chapitre a venir, le schéma d'étiquetage
proposé par 14[15 pour la classe des graphes planaires (dans un premier
temps, 3-connexes). Ce travail étant le point de départ du notre, nous al-
lons le présenter trés largement. La lecture du paragrapHe2.2 montrant,

a un niveau de détail microscopique, le mécanisme sous-jacent a une preuve
d'existence d'un schéma; ainsi que celle des derniers paragraphdset 1.5
résumant ce travail et en soulignant certaines limites se heurtant a nos ob-
jectifs, devraient su re au lecteur souhaitant entrer directement dans le vif

du sujet de nos travaux.

10. Par exemple, la classe des graph8sconnexes n'est pas stable par subdivision d'aréte.
11. Pour la classe des cliques)®= ( n?)

XV
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Chapitre 1

Schéma pour les graphes
planaires de Courcelle et al.

Ce chapitre a pour objet la présentation des travaux constituant le point
de départ des notres. A savoir un schéma d'étiquetage de connexité pro-
posé par Courcelleet al. [14][15] pour la famille des graphes planaire8-
connexes, dans un premier temps, puis pour celle des graphes planaires sans
la contrainte de connectivité, dans un second.

Voici I'énoncé de ces résultats :

Théoreme 2 ([14]). Le problemeConnexité Avec Panne  admet un schéma
d'étiquetage compact pour la famille des graphes planaifsonnexes.

L'étiquetage du graphe se fait en tempsO(nlogn).

Les étiquettes sont de taille O(logn).

Les requétes sont traitées en tempsO(jX j?) avec X l'ensemble en
panne.

Théoréme 3 ([15)). Le théoreme2 s'étend a la famille des graphes planaires
sans contrainte de connectivité.

Nous allons, donc, tout au long de cette partie, présenter les grandes
lignes de la preuve du théoremg et les intuitions de celle du théorém@. Ce
travail nous permettra d'exhiber une des limites de la stratégie dé4] en ce
qui concerne le temps de requéte, ce qui justi era pour nous un changement
de paradigme d'analyse et une nouvelle approche.

1



CHAPITRE 1. SCHEMA POUR LES GRAPHES PLANAIRES DE COURCELLE ET
AL.

1.1 Intuition de la preuve

Le plongementdans le plan d'un graphe planaireG = (V;E) est un
couple d'applications” = (p;s) tel quep: V ! R? associe a tout sommet
u sa positionp(u) dans le plan et ques : E ! P (R?) associe a toute aréte
e = (u;Vv) une courbe ayant pour extrémitég(u) et p(v) ; et tel que pour tout
couple d'arétes distinctes et f , et pour tout x 2 R?, on ait x 2 s(e) \ s(f)
si et seulement s'il existau 2 V tel quex = p(u) et u estincident aeet f. Si
s(e) est un segment de droite pour toue 2 E, on dit qu'on a un plongement
dans le plan en lignes droites. Un graphe planaitepologiqueG est la classe
d'équivalence des plongements d'un graphe planaire par homéomorphisme
On le noteraG = (V;E;F), ou F est I'ensemble xé de ses faces.

Soit G un graphe planaire topologique. On noter&™* (gure 2) le graphe
obtenu en ajoutant un sommet au milieu de chaque face, et en le reliant
a chacun des sommets incidents a cette face. On remarque quU& sest 2-
connexe, un sommet d'une fack n'apparait que dans un seul coin de cette
face?, G* est donc un graphe planaire simple. On peut donc, par I'algorithme
de Schnyder $3] ou un algorithme équivalent 8], plonger ce graphe dans le
plan, de telle maniére que les sommets aient des coordonnées entieres (de
tailles linéaires par rapport a celle du graphe) et que les arétes soient des
lignes droites qui ne s'intersectent pas deux a deux. On parle de plongement
planaire en lignes droites sur la grille. (gurel) Considérons donc un tel
plongement pourG*.

Pour X  V(G), on dé nit sa barriere Bar(X) comme étant I'ensemble
des arétes deG* choisies telles que deux sommetgsv 2 V(G) n X sont
séparés parX dans G si et seulement si ils sont séparés dans le plan par
Bar(X). (Figure 3)

Forts de ces dé nitions, le but est de construire un schéma d'étiquetage
attribuant a tous les sommets une étiquette permettant :

1. Un homéomorphisme est une transformation continue et réversible conservant la
topologie. L'objet est déformé comme du caoutchouc : un beignet torique est homéomorphe
a une tasse possédant une anse.

2. C'est-a-dire que si on procéde au parcours circulaire des arétes €fle on ne voit un
sommet donné qu'une seule fois par tour.
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Figure 1 Plongement en lignes droites d'un graphe planaire 3-connexe
dans la grille par l'algorithme décrit dans §]. L'image est générée avec

pigale .

de localiser dans le plan les sommetsu et v dont la connexion est a
tester.

et de construire Bar(X) a partir de la liste des étiquttes des sommets
de X.

Décider de la connexion des et v est alors équivalent a répondre a la
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guestion : Les coordonnées de et v appartiennent-elles ou non a la méme
partie connexe deR?nBar(X ) ? On a recours a un algorithme deocalisa-
tion de Point  pour en décider en un temp®(p logp) ou p est le nombre
de segments formant la barriéere.

1.2 Schéma d'étiquetage

1.2.1 préliminaires

On construit une étiquette Lg(x) pour tout sommet x du graphe G.
Cette étiquette est formée des coordonnées dedans le plongement xé de
G* sur la grille et de celle d'un nombre borné de sommets @& . La preuve
de l'algorithme impose que le nombre de faces incidentes a chaque paire de
sommets soit borné, et c'est pour cette raison que l'on a restreint dans un
premier temps le probleme a la famille des graph8sconnexes.

On note que la notion de graphe planaire topologique est une notion
discréte. On a aaire a un graphe planaireG = (V;E) a chaque sommet
duquel on attribue la liste circulaire des arétes incidentes®(u) selon le sens
inverse des aiguilles d'une montre. On pourra notee® u; €) un coin d'une
face sie” suit e dans la liste E°(u).

Etant donné qu'on plonge le graphe sur le plan et non sur la spheére, la
face extérieure du graphe topologique est désignée par un de ses coins.

Soit G = (V;E;F) un graphe planaire topologique connexe. On dé nit
plus précisément le graphe planaire connexe* = (V[ F;E [ EY, que
I'on nomme toujoursgraphe augmentéle G, ou E°est I'ensemble des arétes
reliant une facef a chaque sommet incidenu, autant de fois qu'il existe
de coin(e; u; &) donnant surf (Il peut y avoir plusieurs coins d'un sommet
donnant sur une face si c'est un sommet d'articulation.).

Un grapheG a n sommets a un nombre de faces maximal dans une con -
guration triangulée (m = 2n  4). Le nombre de sommets d&* est donc
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inférieur a3n 4. Tout plongement"” de G peut étre prolongé en un plonge-
ment"* de G* en attribuant a une facef une positionp(f ) dans I'ouvert de
R? correspondant et en reliant ce point au sommet par une ligne coupant le
coin correspondant. On notera qué&™ est triangulé. (Figure 2.) On notera
aussi queG* est simple si et seulement b est 2-connexe.

Figure 2 Graphes augmentés de deux graphes. Le second graphe est 2-
connexe : son augmenté est simple.

SoitG=(V,;E;F) etG* = (V[ F;E[ EY le graphe augmenté corres-
pondant. On peut dé nir Bar(X) pour tout X V comme l'ensemble des
arétes deG* qui relient une facef et un sommetx tel gu'il existe dansG*
une autre aréte reliantf & un sommety 2 X. (On aura éventuellementx = y
dans le cas d'un graphe non 2-connexe.)

Si"* est un plongement deG* et que pour tout objet combinatoireo du
graphe,s(0) est son objet géométrique assodiéans le plongement, alors on
pose : [
Bar(X;" ") = s(e)

e2Bar (X)

Le lieu géométriqueBar(X;"*) est un sous-ensemble fermé borné dr?.
Deux points x et y de R? sont dits séparés paBar (X;"*) s'ils sont dans
deux composantes connexes distinctes B8nBar(X;" *). (Voir gure 3)

Les auteurs démontrent le lemme suivant :

Lemme 4 ([14]). Pour tout graphe G planaire topologique dont le graphe
augmentéG* admet"* pour plongement planaire, pour toutxX V(G),

3. Il nous arrivera a l'avenir d'omettre cette distinction.
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Figure 3 Barrieres de nos deux graphes. Deux sommets sont en pannes
dans le premier, 3 sommets dans le second. (les sommets en pannes sont
grisés.)

pour tousu;v2 V(G)nX :
les sommetau et v sont séparés dan§ si et seulement si les points du plan
leur correspondant sont séparés pdBar(X;" *).

Ce lemme constitue la pierre angulaire de la réduction du probleme pu-
rement combinatoire qui incombe aux auteurs a un probléeme de géométrie
algorithmique.

On doit donc construire des étiquettes permettant de retrouver, pour
chaque paire de sommetg;y 2 X, les coordonnées des faces auxquelles ils
sont tous deux incidents. Ce qui nous permettra de construire, a partir des
étiquettes relatives a une panne, la barriere correspondante.

1.2.2 Méta-preuve

Pour prouver I'existence d'un schéma d'étiquetage compact, il est néces-
saire de controler la quantité d'information par sommet impacté sur laquelle
on peut compter. On peut grossierement considérer chaque information ap-
paraissant dans l'étiquette d'un sommet comme l'image précalculéé (x)
d'une fonctionf appliquée ax. Les auteurs dé nissent plus formellement les
limites de ce qui est étiquetable.
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Si F est un ensemble ni de fonctions unaires eX est un ensemble ni
de variables, on notéB(F ; X) I'ensemble des formules sans quanti cation qui
sont des combinaisons booléennes de formules atomiques de fomnesy,
f(x) =y f(x) = g(y), pour ;y 2 X etf;g 2 F. (Avec éventuellement
f = g.) Les formules de la forme< = f (g(y)) sont proscrites.B(F ; X) n'est
donc pas I'ensemble des formules non-quanti ées saret X.

Soit V un ensemble et soif : V ! V une fonction totale pour tout
f 2 F.On noteraF la famille (f );or et X = fxy; ; Xm@. Toute formule
" 2B(F;X) dé nit alors une relation m-aire R V™ de la forme :

R =f(a; ;am)2V™j'(a; ;am)g

On dit que R. est représentée par les fonctions de et la formule ' .

On dit qu'une fonction multivaluée d'arité m, i.e. une fonctiong: V™ !
P(V), est représentée par les fonctions de et une formule' si la rela-
tion (m+ 1)-airey 2 g(x1; ;Xm) est représentée paF et', avec' une
disjonction de formules de la forme ~ (y = f(x;)) or " (y = Xx;) avec
2B(F;fx:;  ;XmQ). Pour une classeC de graphes (ou de graphes topo-
logiques) G, on considérera des relatior®; Q; et des fonctionsg; h;
sur I'ensembleX (G) = V(G) (ou méme surX (G) = V(G) [ E(G)[ F(G))
comme, par exemple, l'adjacence de deux sommets, l'incidence a une face
commune, etc. Ondiraqud?;Q; ;g;h;  sont représentables par k fonc-
tions dans les graphes d€ s'il existe des formules p;' o; g
bien formées telles que pour touG 2 C il existe un k-uplet F de fonctions
totales unaires surX (G) qui représententP;Q; ;g;h; dans G par le

biais de, respectivement;, p;' o; ;' ;' h;

Dans les constructions a suivre, on utilisera des fonction partiellés :
X(G)! X(G) ouf(x) & x pour tout x. On les rendra totales en posant,
par conventionf (x) = x au lieu de f (x) n'est pas déni .

Pour nous entrainer a manipuler ces concepts, les auteurs démontrent le
lemme suivant :



CHAPITRE 1. SCHEMA POUR LES GRAPHES PLANAIRES DE COURCELLE ET
AL.

Figure 4 L'adjacence représentée par 3 fonctions dans un graphe planaire.
X

g {u):t

Lemme 5 ([14]). L'adjacence dans la famille des graphes planairés =
(V; E) peut étre représentée par trois fonctions d¢ ! V. (Figure 4.)

Démonstration. On peut se limiter aux graphes simples car la multiplicité
des arétes n'a pas d'impact sur I'adjacence.

Soit G = (V; E) un graphe planaire simpleE peut étre partitionné en
trois ensemblesE;; E,; E3 tels que G[E;] soit une forét pour chaque. On
peut considérer ces foréts enracinées (On oriente chaque aréte en direction
de la racine de l'arbre auquel elle appartient.) Un tel ensemble de forét est
appelébois de Schnyder

Pour x;y 2 V, on poseg (x) = y si et seulement sy est le pere dex dans
GIEi]. On étend cette fonction partielle a une fonction totale de la maniere
proposeée plus haut. Alorsx et y sont adjacents si et seulement si :

X6y~ (x=g(y)_y=g(x))

1i 3

La formule ci-dessus et le8 fonctions qu'elle utilisereprésententla pro-
priété d'adjacence dans les graphes planaires et c'est ce qu'il fallait démon-
trer. u
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1.2.3 Preuve

Pour toute couple(x;y) de sommets distincts d'un graphe planaire topo-
logique, Facesk;y) désignera I'ensemble des faces auxquelles a la foest y
sont incidents. On dira qu'un graphe planaire topologique esh-face-borné
sijFacesk;y)] m pourtout x;y 2 V(G), x 6 .

On remarque que les graphe&-connexes obtenus a partir de graphes
simple 3-connexe par subdivision d'arétes (et qui ont un plongement topo-
logique unique sur la sphére) sorie-face-bornés. Dans un tel graphe, deux
sommets sont adjacents a deux faces distinctes si et seulement si ils sont adja-
cents entre eux ou reliés par un chemin dont tous les sommets intermédiaires
sont de degré 2.

On peut dé nir aussi la propriété
sf;y) 0] Facesgy)j 1
pour X ety d'avoir au moins une face incidente en commun, et

mfacei;y) ( j Facesk;y)] m

celle pourx ety d'avoir au plus m faces incidente en commun.

Un m-uplet de fonctions desélection de facest unm-uplet (Select(X;y))i2m;
de fonctions partiellesv(G) V(G)! F(G) tel que, pourtoutx;y 2 V(G) :

Select(x;y) 6 Select (x;y) pour tout i 6 j
Select(x;y) 2 Facesk;y) pour tout i
Facesk;y) = fSelect(x;y); ;Select,(x;y)g sijFacesk;y)] m

Ces fonctions nous permettent d'énumérer les faces communes a deux
sommets. On remarquera qu8elect(x;y) et Select(y; X) ne sont pas néces-
sairement égales.

Pour des sommets voising et y, on note left(x;y) la face a gauche de
l'aréte x vy traversée dex versy. left(y; x) est alors la face a droite de cette
aréte. On a égalité six y est un isthme. On appellera cette fonction la
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fonction face-gauche

Proposition 6 ([14]). Pour tout graphe planaire topologique, simple et connexe,
on peut représenter :
I'adjacence et la fonction face-gauche avec 9 fonctions suW (G) [
F(G).
I'adjacence et la propriété face-commune avec 18 fonctions.
Pour tout m, on peut dé nir un m-uplet de sélection et le représenter
avec18 + 3m fonctions incluant les 18 fonctions de la propriété face-
commune.

Démonstration. Soit G = (V; E;F) un graphe planaire topologique simple
et connexe. Soitg;; &; gz les trois fonctions partielles construites dans la dé-
monstration du lemmeb5. Elle permettent de représenter I'adjacence. On uti-
lise également la fonctiorfiace-gaucheSoientg, ; (i; ) 2f 1;2;3gf left;rightg,

les six fonctions partiellesv ! F telles que :

g = left(x; 6i(x))

g™ = left( gi(x); X)

avecg; (x) non dé nie sigi(x) ne l'est pas.

On a alors :

f=left(xy) 0 ~  y=g()"f=g"x)

1i 3

_ x=gynf

1i 3

|

La propriété de face-commune utilise le graphe planai@®&® = (V[ F;E[
EY. Soientg" pouri 2 f 1;2; 3g les trois fonctions partiellesvV [ F ! V[
F représentant I'adjacence dan&*. La propriété face-commune peut étre

10
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représentée ainsi (gured) pour X;y 2 V;x6 y :

g (x)=g(y)2F (1a)
16 3
_ G 2F g (g M))=y (1b
16 3
_ G 2F" g (y)=x (10)
10 3
9f 2F — g'(f)=x"g(f)=y (1d)
14 3

Pour manipuler 'assertion g (x) 2 F , on utilisera les fonctions par-
tiellesg®: V! F dé nie par :

g(x)=si g'(x)2F alors g (x) sinon ?

Pour manipuler l'assertion g’ (x) 2 F "~ g"(g"(x)) = y , on utilisera
les fonctions partiellesy;; :°V ! F dé nie par :

G 0)=si g ()2F et g(g(x)6?
alors g (g (x))
sinon ?

Il s'agit maintenant d'éliminer la quanti cation existentielle 9f 2 F( )
dans la formule(1d). Pour ce faire, on dé nit un graphe auxiliaireH ( gure
5 ou V(H) = V(G) et ou x vy est une aréte si et seulement s'il existe
I;j 2f1,2;3getf 2 F tels quon aitg' (f)= x etg (f)=y (six ety sont
péres d'une méme face, chacun dans au moins une des trois foréts). Une telle
aréte peut étre dessinée a l'intérieur de la fade dans un plongement' de
G. (G reste planaire. On ajoute au maximum trois arétes par face.)

On posehg; hy; hs les trois fonctions relatives a I'adjacence dand. On
peut alors réécrire la condition (1d) de cette maniere :

hi(x) =y _ hi(y) = x
1i 3
On peut donc bien représenter les propriétés d'adjacence et de face-
commune par 18 fonctions, a savoiy; g* g,oJ hy pouri;j 2f1;2;30.

11
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Figure 5 Construction du graphe H a partir du graphe G* muni d'un
bois de Schnyder.

12
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Figure 6 Les diérents types de faces communes.

22

Il nous reste a dé nir le moyen de représenter um-uplet de fonctions de
sélection de face. On utilisera les cd%a) a (1d) qui caractérisent la propriété
de face commune ( gure6). On remarquera dans un premier temps que ces
cas s'excluent mutuellement. Chaque face dacesk;y) est spéci ée dans un
et un seul de ces cas.

On xe un ordre sur F(G). Soit x;y 2 V(G) tels quex 6 y et soit
f 2 F(G). On dit quef est de(x;y)-typet sif 2 Facesk;y) et si l'une des
conditions suivante est averée :

@ f=glx)=gly) ett=(aij)

(b) f=gix),y=g)(x)ett=(b;ij)

€ f=gly),x=g)(y)ett=(cij)

(d) f appartient a F(x;y) qu'on dé nit comme I'ensemble des faces
de Facesk; y) qui ne sont pas de forme (a), (b) ou (c); on xe une énu-
meérationff,; ;f,; gdecetensemble a partir de I'ordre suf (G).
On dit que lej-éme élément dd-(x;y) est de(x;y)-type t =(d;j).

On remarquera que lgy; x)-type def se déduit immédiatement de son
(x;y)-type. Les types(a;j;i);(c;i;j); (i;j ); (d;j) donneront, respectivement,
(a1;]); (bsij); (e 1;1);(d)). Etona F(xy) = F(y;x).

On peut maintenant dé nir les fonctions partielles de/(G) ! F(G) pour
12f1,2,3getj 1:hg(x)=f sihj(x) estdé nie etf estlej-eéme élement
de F (x; hi(x)).

13
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Pour tous x;y 2 V(G);x 6 y and | 1, il y a, au plus, une face de
(x;y)-type (d;j) et elle est caractérisée par la condition :

(F=hi;j)*y=hi(x) _(f =hi;j(y) "y = hi(y)

1i 3

De maniere analogue, on constate que, pour tot® f a;b; @ f 1;2;3g
f1;2;3g, il existe, au plus une facd de (x;y)-type t, et elle est caractérisée
par une condition similaire. Par exemple, si = (¢;1;3), la condition est :

f=0dy)" x = gls(y)

En appliquant un ordre lexicographique sur les types des faces, on obtient
un ordre surFacesk;y). Soit Select(x;y) le i-eme élément de cet ensemble.
Il est clair qu'on pourra exprimer, pour tout i m, Select(x;y) par une
disjonction de formules de la forme :

f=9(2)"
Avec z 2 fx;yg, Fm = fg;g%0X;hi;hdjiij 211,2,3g1f1,  ;mgg, 2
B(Fm;x;y) etg2 Fnm.

L'ensembleF,, compte 18 + 3m fonctions et permet de représenter un
m-uplet de fonctions de sélection de face. ]

Comme suggéré dans la preuve, il conviendra donc dans notre cas de
créer une étiquette, pour tout sommet 2 V(G), contenant les valeurs de
f (x) pour tout f 2 F, pour pouvoir lister les faces communes a toute paire
de sommets en panne et ainsi construire la barriere correspondante. L'éti-
guette de tout x contiendra également les coordonnées gedans le plonge-
ment a n de pouvoir tester la connexion d'une paire de sommek;y) dans
RZnBar(X;"*).

On considérera donc dans la partie a venir traitant des requétes que ces
informations sont accessibles a partir de I'étiquette. On peut par exemple
imaginer une étiquette de la forme :

Lab(x) = p(x) p fi(x) p f24(x)

14
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Ou p(x) représente la position d'un sommet ou d'une facedans le plon-
gement"* de G* et ou lesf; sont les fonctions de-».

On notera qu'une telle étiquette est de taille (en nombre de bits) inférieure
a
25 max taille(p(x)) + K
[max - taille(p(x))

(ou K est une petite constante due a la nécessité de séparateurs) et que
taille(p(x)), la quantité d'information nécessaire a la représentation de la
position du point x dans le plan, est inférieure a (en bits? log(g:-+) ou g*
représente la plus grande dimension de la grille sur laquelle est appliqué le
plongement.

L'algorithme présenté dans§] plonge, par"*, le grapheG* = (V[ F;E[
E9 dans une grille telle quey+ j V[ Fj 2.OnrappellequgV[ Fj 3n 4
On a donc une étiquette de moins dB0 log(3n 4) + O(1) bits soit

50 logn+ O(1)

1.3 Requéte

Soit un grapheG planaire et 3-connexe. On considérera dans cette partie
gu'une requéteq est une liste d'étiquetteg L (u); Lg(V); Le(X1) ' La(Xk))
ou lesu, v et lesx; sont des sommets tous distincts d& dont les étiquettes
ont été calculées comme énoncé dans la partie précédentest v sont les
sommets dont on veut tester la connexion. Leg sont les sommets en panne.

Par construction des étiquettes, on sait que l'information contenue dans
g nous permet de calculer les coordonnées deet de v (selon"*) ainsi que
celles des extrémités des segments qui composBat(X;" *) (gure 7). Par
deé nition de la barriére, ces segments ne se croisent pag,. leurs intersec-
tions sont réduites a des extrémités.

15
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Figure 7 A partir de leurs étiquettes, on trouve deux faces adjacentes

communes aux sommets ety.
100110111111000000

419946885,74,-31623511,-3-1,0

T

44 235|444444 144 6447444/4

qa)=g;w =f

9. 00 = yepf = 9,0
y 9,4 (13.) hz(X’) = x=> 6,4 (ld)

(@]

=

=
I

x=p-f = g‘i (x)

hi ) =y=p>f=nhx

hi () = x=pf = hi| ()

6 74 p415 9liele 235666666 646 6664666

9 9 9ii hj

619578247,42,0152354-1,0
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1.4. RESUME

Un ensembleY ni de segments deR? ne se croisant pas deux a deux
est appelésubdivision du plan L'union Y de ces segments est un sous-
ensemble fermé ddR?. Notre probléme de connexion peut étre réduit a ce
nouveau probleme :

Entrée. Une subdivisionY dg plan composée de segments dont les ex-
trémités sont dansN? et u 2 N°n Y.

. S
Sortie. Composante connexe da dansR?n Y ?

Ce probleme est appeléocalisation d'un Point dans le Plan (En
anglais :Planar Point Location ). Un résultat classique de géométrie al-
gorithmique est que pourY une subdivision du plan composée de segments
dé nis sur une grillen n. On peut construire en un tempsO(m log(m))
une structure de donnée de taill@O(m) a partir de Iaqléelle on peut obte-
nir en temps O(logm) la composante connexe dank?n Y d'un point du
plan [18]. On peut donc faire appel en boite noire a ce résultat pour répondre
a notre requéte de connexité en comparant les composantes connexas efe
dev.

Le résultat est généralisé aux graphes planaires. Cette partie est plus
technigue, en e et, en perdant la propriétém-faces-borné on s'interdit de
pouvoir avoir acces a lI'ensemble des coordonnées des segments de la barriére.
Les auteurs remplace I'ensemble des occurences d'un chemin de la forme

x f y par seulement I'une d'elle et construisent une barriere réduite.
lIs traitent ensuite les faux-positifs en utilisant une décomposition en com-
posante 3-connexes du graphe et une technique issue dé][et utilisant la
logique du second ordre monadique.

1.4 Résumeé

Ce travail propose une méthode d'étiquetage compdgtprenant un temps
O(nlogn), des graphes planaire8-connexes. Celle-ci exploite leur arboricité

4. Une implémentation de ce schéma d'étiquetage pour les graphes planairégonnexes
constituant le noyau de notre mémoire de Master valide empiriquement le résultat.

17
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bornée et le fait que deux sommets et y ne peuvent étre incidents qu'a un
nombre borné de faces communes dans un plongement du graphe.

Le traitement d'une panne consiste en la création d'une subdivision du
plan géométrique, appelébarriere, en tempsO(jX j2), et en la création d'une
structure de donnée de requéte dkocalisation d'un Point dans le
Plan en tempsO(jXjlogjXj). Le test (a proprement parler) est réduit a
une paire de requétes deocalisation d'un Point dans le Plan dans
cette structure. Elle est e ectuée en temp®(logjXj). Le résultat est ensuite
généralisé aux graphes planaires, sans restriction de connectivite.

1.5 Limites

La borne O(logjXj) n'a d'intérét que si I'on considére un nombre de
requétes important pour une seule et méme panne, sinon, elle est négligeable
devant la borneO(jX j?) nécessaire a la construction de la barriére. C'est pour
cela que nous introduirons un paradigme d'analyse des schémas d'étiquetage
de connexité distingant le temps de pré-requéte du temps de requéte.

La borne O(logjXj) est inhérente aux possibilités o ertes par les al-
gorithmes optimaux delLocalisation d'un Point dans le Plan . Elle
constitue donc ungoulot d'étranglementde la stratégie de réduction a un
probleme géomeétrique.

18



Chapitre 2

Des graphes planaires aux
graphes de genres bornés

2.1 Résumé de notre contribution

Les gures 39 et 40 du chapitre de conclusion de ce document pourront
aider le lecteur a s'orienter dans la lecture du présent chapitre. Elles le re-
sument graphiquement.

Nous présentons ici un schéma d'étiquetage original pour le probleme
Connexité Avec Panne pour la famille des graphes3-connexes plon-
geables sur une surface fermé&eorientable? ou non®, paramétrée par dif-
férentes grandeurs, toutes entre elles liées :

Le genre est le nombre maximum de courbes fermées simples, sans
points communs, pouvant étre tracées a l'intérieur de cette surface
sans la déconnecter. Le genre d'une sphere est doncar une courbe
fermée la déconnecte fatalement en deux disques. Un tore est de genre
1, car on peut tracer un cerclefaisant le tour du trou qui a pour
complémentaire un cylindre topologique a deux bords. Une bouteille
de Klein est de genr& car deux courbes fermées bien choisies la laisse
connexe. Le genre caractérise a la fois les surfaces fermées :

1. Espace topologique dont tout point posséde un voisinage homéomorphe a un plan.

2. Qui posséde deux faces distinctes que I'on pourrait peindre, I'une en bleu, l'autre en
rouge.

3. A linverse, unilatére.

19
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orientables : le tore a g trous est degenre orientableg.
non-orientables : la sphére muni de k bonnets-croisé$ est degenre
non-orientable k.

Le genre eulériend'une surfaceS est dé ni ainsi :

eg(S) = 29 sila surface est orientable
9 k sila surface est non-orientable

La caractéristique d'Euler-Poincaré® est reliée au genre pour les
surfaces closes :
=2 eg@®)
D'ou =2 29 (si S orientable)
et =2 Kk (si S non-orientable)

On dit d'un graphe gu'il est :

de genre orientable g s'il ne peut étre plongé sans croisement d'aréte
sur une surface orientable que si elle est de genre supérieur ou égal a
g.

de genre non-orientable k s'il ne peut étre plongé sans croisement
d'aréte sur une surface non orientable que si elle est de genre supérieur
ou égal ak.

de genre eulérien eg(G) que s'il ne peut étre plongé sans croisement
d'aréte sur une surfaces que sieg(S) egG).

Le décor étant planté, nous énoncons ci-dessous le théoréme principal de
ce chapitre.

Théoreme 7. La famille des graphes3-connexes admet un schéma d'éti-
guetage d'urgence pouConnexité Avec Panne . Pour un grapheG an
sommets :

Les étiquettes sont de taille O(eg(G) logn) bits.

La complexité d'étiquetage est polynomiale. (linéaire dans le cas pla-
naire)

La complexité de pré-requéte estO(Sort (jXj;n)+ PrePred (jXj;n)).

4. Construction en deux étapes. On fait un trou dans la sphére, puis on colle au bord
circulaire crée celui d'un ruban de Mdbius.
5. voir annexe 3.6.
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2.1. RESUME DE NOTRE CONTRIBUTION

La complexité de turbo-requéte estO(Pred (jXj;n)).

Ou l'on dé nit comme suit les complexités utilisées pour décrire celle du
probléme qui nous intéresse :

Sort (k;N) la complexité du tri d'un ensemble d& entiers issus
d'un univers U de taille N.

PrePred (k;N) la complexité de construction d'une structure de
données adaptée au traitement du problenRrédécesseur (qui sera
dé ni plus bas, paragraphe2.2.1) pour un ensemble de recherche de
éléments issus d'un univerd) de taille N.

Pred (k;N) est le temps de requéte pour ce méme probleme.

Il est connu que l'on peut, de maniere déterministe, réaliser un tri en
temps k log logk en utilisant par exemple l'algorithme de Han32].

On sait aussi qu'il est possible de calculer le prédécesseur en utilisant
une structure inspirée desarbres de Van Emde Boagelle qu'un fast-tries
de Willard [62][50], en tempsO(loglogn) aprés création de la structure de
donnée de tailleO(k) en tempsO(k log logn).

D'autres structures perfectionéés, comme celle de Thorup et P trascu, de
complexité spaciale linéaire e, permettent des requétes en temps
s )
loglogn logjXj

© logloglogn’ loglogjXj

Ce temps est optimal pour une structure de taille linéaire.

Nous ne pouvons malgré tout nous permettre leur temps de construction
polynomial enN aucours de notre phase de pré-requéte. Si nous n'étions pas
limité en temps et en espace a cette étape-la, nous pourrions méme précalculer
I'ensemble des requéte dans l'univers des possible et répondre aux requétes
en tempsO(1) par simple lecture dans un tableau.

Pour la lecture de ce document, le lecteur pourra considérer que :

Sort (k;N) = O(kloglogk).
PrePred (k;N)= O(kloglogN)
Pred (k;N) =loglog N
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Démonstration. La preuve du théoremer fera I'objet de tout ce chapitre.

Elle s'appuiera sur quelques résultats préalables, a savoir :

un schéma d'étiquetage d'urgence pourConnexité Avec Panne

sur les arbres,

un second schéma d'étiquetage d'urgence pourConnexité Avec
Panne sur les graphes planaires extérieurs utilisant le schéma préeceé-
dent,

une preuve intermédiaire pour le cas particulier des graphes pla-
naires,

une décomposition des graphes3-connexes en un graphe planaire
extérieur, un arbre couvrant de degré born®(eg(G)) et un graphe
constitué deO(eg(G)) arétes,

un méta-schéma d'étiqguetage permettant d'articuler ces résultats et
d'obtenir notre schéma global.

2.2 Schéma pour la famille des arbres

Nous présentons ici un schéma répondant a un probleme plus di cile que
Connexité Avec Panne , a savoirComposante Connexe Avec Panne
dé ni précédemment. On rappelle que I'expressic@dompConn (u; X ), consti-
tuant la sortie du probléme, doit avoir pour valeur un identi ant de la com-
posante connexe del dansG n X. On peut facilement réduire le probleme
Connexité Avec Panne au probléme Composante Connexe Avec
Panne en comparant, pour les sommetsa et v sur lesquels le probléme se
pose, les composantes connexes solutiongdtenposante Connexe Avec
Panne . En d'autres termes, le prédicat Conn (u;v;X) est équivalent a

CompConn (u; X) = CompConn (v; X) .

Théoréme 8. Composante Connexe Avec Panne Sur Les Arétes
et les Sommets admet un schéma d'étiquetage d'urgence pour la famille
des arbres en sommets.

Les étiquettes sont de taille O(logn) bits.

La complexité d'étiquetage est linéaire.

La complexité de pré-requéte estSort (jXj;n)+ PrePred (jXj;n)

La complexité de turbo-requéte estO(Pred (jXj;n)
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Résumé de la preuve. Une réduction par subdivision des arétes d'un
arbre T an sommets a un arbreT°a2n 1 sommets permet de s'abstenir,
sans perdre de généralité, de traiter les pannes sur les arétes.

On montre qu'on peut obtenir un schéma d'étiquetage compact d'urgence
pour Composante Connexe Avec Panne en composant deux autres
schémas compacts répondant aux problemes &8éus Proche Ancétre

et Routage dans la famille des arbres.

On obtient des étiquettes compactes par concaténation des étiquettes des
deux schémas auxiliaires.

Les complexités de calcul font références a celles du probleRrédéces-
seur car on y réduit le probléemePlus Proche Ancétre en numérotant
les sommets de l'arbre selon un parcours en profondeur.

Les complexités relatives au problemRoutage ne sont pas mentionnées
dans I'énoncé du résultat car l'existant nous o re des solutions su samment
e caces pour gu'elles soient négligeables.

Démonstration. Le schéma va s'appuyer sur deux schémas auxiliaires que
nous présentons ci-apres.

2.2.1 Schéma auxiliaire : Plus Proche Ancétre

On dé nit le probleme suivant :

Probleme 6 : Plus Proche Ancétre

Entrée : Arbre T = (V;E) enraciné enr(T), X V,u2VnX

Sortie : prAnc (u; X) le plus proche ancétre del dans l'arbre T parmi les
sommets deX ou ? si aucun sommet deX n'est ancétre deu

Proposition 9. Plus Proche Ancétre admet un schéma d'étiquetage
d'urgence.
Les étiquettes sont de taille O(logn) bits.
La complexité d'étiquetage est linéaire.
La complexité de pré-requéte estSort (jXj;n)+ PrePred (jXj;n)
La complexité de turbo-requéte estO(Pred (jXj;n)

Démonstration. Considérons un parcours en profondeur de l'arbré au
cours duguel on numérote les sommets visités selon 'ordre de passage. Chaque
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CHAPITRE 2. DES GRAPHES PLANAIRES AUX GRAPHES DE GENRES BORNES

Figure 8 Parcours DFS deT pour Plus Proche Ancétre de u parmi
fX;y;zg. Les sommets non concernés par la requéte ne sont pas dessinés.
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2.2. SCHEMA POUR LA FAMILLE DES ARBRES

1: fonction DFSNum (T)

2 c 1

3 DFSNumAux(r(T), ¢

4: n fonction

5. fonction DFSNumAux (u, c par référence)
6 (W c

7 c c+1

8 pour tout Xx Is de u faire

9 appeler récursivement DFSNumAux{, c)
10: n pour

11: I'(u ¢

12: c c+1

13: n fonction

Algorithme 4: DFS numbers

sommetu rec¢oit un numéro (u) de premiere visite et un numérd (u) de
derniere visite. f. algorithme 4 et gure 8)
Par construction-méme de cette numérotation, on pourra notérque pour
tout couple de sommetgu; V), les énoncés suivant sont équivalents :
u est un ancétre dev
J (V)T (MK I (u);! (WK
ainsi que ceux-cCi :
u et v sont tels qu'aucun n'est ancétre de l'autre.
J (V);H (VKL I (u);! (U)K=;

Pour un ensembleX = fxq;X5;:::;Xkg, on peut considérer I'ensemble de
2k couples :
(
(x1) . '(x1) . (x2) . '(x2) L. (k)L T (xk)
X1 ' X1 ' X2 ' X2 e Xk ' Xk

et le trier dans l'ordre croissant de la premiéere valeur pour obtenir une
séquence de couples entier/sommet :
!
Wy . W3 C e Wak

WiX)= X(Wy) X(wz) T X(Wk)

6. J; Kest la notation adoptée pour repésenter un intervalle d'entiers.
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CHAPITRE 2. DES GRAPHES PLANAIRES AUX GRAPHES DE GENRES BORNES

Ce tableau est assimilable a un mot de parentheses bien fore{& ) ou si,

pour les entiersi et tels quei<j etx(w;)= x(w;), les couples XE,\\/I\i/')
|
et x&-) constituent une paire de parenthéses associées.
]
Par exemple, un ensemble de sommit = fx;y; zg tel que :
I(xX)=J (X);! (X)K= J7; 16K
I (y) = 322 67K
I (z) = J37,40K
produira la séquencaV (X ) et le mot de parenthésez(X) suivants :
W(X) = 7 ; 16 ; 22 ; 37 ; 40 ; 67
X X y z z y

z(X) =

Connaitre le plus proche ancétre d'un sommetu parmi les sommets de
X revient a trouver le plus petit intervalle | (x) incluant J (u);! (U)K

Proposition 10. On peut réduire cette question au problemBrédéces-
seur

Probléme 7 : Prédécesseur

Entrée : Un ensembleE (fourni trié) de n éléments parmi un univergU; )
bien ordonné de tailleN, x de type U

Sortie : k, plus grand élément deE tel quek X

Pour réaliser cette réduction, on crée un tablea8(X) de la forme :

0 wp Wy DIl Wy

S(X) = ? s(wy) s(wy) i S(WZij)

ou s(w;) est un identi ant du sommet x 2 X tel quel (x) est le plus petit
intervalle englobant l'intervalle Jw;; wi.; J (ou ? si un tel intervalle n'existe
pas), soit I'image inverse dev; pour Prédécesseur

Dans I'exemple présenté plus haut, on a :

0 7 16 22 37 40 67

SKI= 5 4 2 1dey) 1d() 1dy) 2
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2.2. SCHEMA POUR LA FAMILLE DES ARBRES

On peut construire S(X) en tempsO(jXj) (cf. algorithme 5).

On dé nit la relation d'ordre  (évaluable en temps constant) sur :
JO; 2n K (X [ f?g ) par:

Wi Wj

1d(s) dis) 9 W

Remarque 11. Si la taille des objets est O(logn) bits, ils pour-

Wi
ld(si)
ront éventuellement étre transtypés par forcage ( i.e castés pour utili-
ser I'anglicisme répandu) en objets de typentier sans que leur ordre ne soit
modi €. On peut donc envisager des solutions algorithmiques pour le tri et
pour Prédécesseur utilisant des manipulations astucieuses, ditesansdi-

chotomiques[12], non exclusivement basées sur des comparaisons ordinales.

Soit une instance dePlus Proche Ancétre d'entrée (u; X ). La sortie
du probléemePrédécesseur pour l'entrée

sy W

est de la forme
w

[
oui est un identi ant du plus proche ancétre deu parmi X (ou ? s'il n'existe

pas un tel ancétre). On peut donc utiliser ce comme sortie pourPlus
Proche Ancétre . Notre probleme est donc réduit.

Dans le cas patrticulier de I'exemple précédent (celui de la guB?, si nous
cherchons lePlus Proche Ancétre d'un sommetu tel que (u) = 48
parmi les sommets deX, on a une entrée correspondante

0O 7 16 22 37 40 67 48
2 1d(x) ? Id(y) ld(z) 1d(y) ? 2
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CHAPITRE 2. DES GRAPHES PLANAIRES AUX GRAPHES DE GENRES BORNES

1: fonction construireS (tableau W) . avecW, =

Wi

x(w) un

sommet peut étre codé de facon arbitraire, on peut I'imaginer représer

par une étigueté compacte.

2: So = ,?
3 empiler ? dans la pile videp
4: pour i 2 J1; 2 jXjKfaire
5: si x(w;) = sommetPile(p) alors
6: dépiler p
. _ Wi
v S sommetPilef)
8: sinon
9: empiler x(w;) dansp
: o Wi
10: S X (W)
11: n si
12: n pour

13: n fonction

. Parenthése fermantg¢

. Parenthése ouvrante

\1”4

Algorithme 5: création de S

pour Prédécesseur . La sortie correspondante est :

40
Id(y)

on peut donc utiliserld(y) comme sortie pour le problemélus Proche

Ancétre

On peut donc construire le schéma d'étiquetage (voir I'algorithme d'en-
codageb et les algorithmes de décodage et 8). Ce qui prouve la proposi-

tion 9.
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2.2. SCHEMA POUR LA FAMILLE DES ARBRES

1: fonction étiqueterProcheAncetre (arbre T = (V;E) a n som-
mets.)

2: DFSNum(T)

3: pour tout s2 V faire

4: label(s)= h (s);! (s)i de taille 2logn bits.

5: n pour

6: n fonction

Algorithme 6: Etiquetage Plus Proche Ancétre

fonction preprocProcheAncetre (L(uw[ LX)
construire trivialement et trier w(X) en tempsSort (jXj;n)
construire S(X) en appelantconstruireS  (w(X)) en tempsO(jXj)
construire I'éventuelle (selon choix algorithmique) structure de don-
née relative au prétraitement deS(X) en vue de requéte$rédéces-
seur , en tempsPrePred (jXj;n)
5. n fonction

Algorithme 7: Pré-requéte Plus Proche Ancétre

1: fonction turboQueryProcheAncetre (S(X); labelu))
2: trouver VIV , le prédécesseur de ’(>u) dans S(X) en temps

Pred (jXj;n)
3: retourner i
4: n fonction

Algorithme 8: Turbo-requéte Plus Proche Ancétre

2.2.2 Schéma auxiliaire : Routage pour la famille des
arbres

Soit le probleme suivant :

Probleme 8 : Routage

Entrée : Un grapheG = (V;E), (s;t) 2 V?

Sortie : nextHopPort  (s;t) le port a emprunter depuiss pour aller des a
t par le plus court chemin.
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CHAPITRE 2. DES GRAPHES PLANAIRES AUX GRAPHES DE GENRES BORNES

Théoréme 12 (Fraigniaud et Gavoille 25 Thorup et Zwick [57]). Il existe,
pour la famille des arbres an sommets, des schémas d'étiquetage répondant
au probléemeRoutage . lls peuvent étre vu comme des schémas d'étiquetage
d'urgence tel que :

Les étiquettes sont de taille O(logn) bits

La complexité d'étiquetage est linéaire

La complexité de pré-requéte estO (probleme sans panne)

La complexité de turbo-requéte estO(1), le port récupéré est un en-

tier entre 1 et le degré du sommet source.

2.2.3 Schéma principal : Composante Connexe Avec
Panne pour la famille des arbres

Proposition 13. On peut réduire, dans la famille des arbres, le probleme
Composante Connexe Avec Panne  a une composition dePlus Proche
Ancétre etdeRoutage dans un nouvel arbrd °augmenté d'un sommet,
ona:

CompConn 1(u; X) =

prAnc to(u; X [f g);nextHopPort o prAnc to(u; X [f g):u

Démonstration.  Soit un arbre T = (V;E) auquel on ajoute un sommet
super-racine , déclaré nouvelle racine, relié uniquement a la racine d@e On
obtient ainsi l'arbre T°.

Soit une panneX V alaquelle on ajoute également. On constate que
pour tout u 2 V nX, l'aréte la plus haute dansT?(i.e la plus proche de )
de la composante connexe deest I'aréte e incidente aprAnc to(u; X [f Q)
située sur le plus court chemin entrgorAnc to(u; X [f Q) et u. Identier
e revient a identi er la composante connexe recherchée elle méme. ©est
identi ée de fagon non équivoque par le couple :

prAnc to(u; X [ );nextHopPort 1o prAnc to(u; X [f g);u
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2.3. SCHEMA COMPOSANTE CONNEXE POUR LES PLANAIRES
EXTERIEURS

On obtient donc le schéma d'étiquetage du théorenen concaténant les
étiquettes des schémas des propositiéhet 12 appliqués a l'arbreT® de la
démonstration précédente. On a :

Label (x) = h (x);! (x); (X)i

avec (x) l'étiquette de routage du sommetx. A noter que (Xx) est uti-
lisé comme identi ant Id(x) pour le schéma dePlus Proche Ancétre
L'étiquette (prAnc (u; X)) est donc disponible au moment de I'éventuelle
requéte deRoutage qui nous donnenextHopPort  (prAnc (u; X);u).

Sachant que le schéma deoutage proposé dansg7] construit des éti-
quettes de taillelog(n)+ o(logn), notre schéma admet des étiquettes de taille
3 logn + oflogn).

Les requétes de routage étant traitées en temps constant, le temps de
requéte de notre schéma est toujourS(Pred (jXj; n)).
O

2.3 Schéma Composante Connexe pour les
planaires extérieurs

Un graphe est ditplanaire s'il peut étre plongé c'est a direimmergé’(ou
encoredessing sans croisement d'arétes dans le plan. Un graphe planaire est
dit planaire extérieur s'il en existe un plongement tel que tous les sommets du
graphe sont incidents a la face extérieure. Voir premier dessin de la gude

Théoréme 14. Tout graphe planaire extérieur an sommets admet un schéma
d'étiquetage d'urgence pouComposante Connexe Avec Panne tel que :
Les étiquettes sont de taille O(logn) bits.
La complexité d'étiquetage est linéaire.
La complexité de pre-requéte estSort (jXj;n)+ PrePred (jXj;n).
La complexité de turbo-requéte estO(Pred (jXj;n).

7. A chaque sommetu est associé un poinp(u) du plan P et & chaque arrétee = ( x;y),
on associep(€e) = pe([0;1]) ou pe : [0;1]! P est une fonction continue telle quepe(0) = X
etdepe(l)=y.
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CHAPITRE 2. DES GRAPHES PLANAIRES AUX GRAPHES DE GENRES BORNES

Figure 9 Graphes-étapes de la construction du schéma pour les graphes
planaires extérieurs.

1. G graphe planaire extérieur dessiné sur le plan. 2. T et c génerentG

3. T vu comme arbre planté 4. Branches dansT
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2.3. SCHEMA COMPOSANTE CONNEXE POUR LES PLANAIRES
EXTERIEURS

Figure 10 Graphes-étapes de la construction du schéma pour les graphes
planaires extérieurs. (suite)

1. Construction des arétes témoins de typ& 2. On conserve les arétes de type

3. T%est un arbre 4. TOet ses sommets-témoins
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CHAPITRE 2. DES GRAPHES PLANAIRES AUX GRAPHES DE GENRES BORNES

Résumé de la preuve. Pour construire ce schéma, on s'appuie sur une
construction proposée pard] décomposant un graphe planaire extérie® en

un arbre et un ensemble d'arétes supplémentaires. A partir de cette construc-
tion, on crée un autre arbre auxiliaireTY{G) nous permettant de réduire le
probleme posé dans les graphes planaires extérieurs a une généralisation de
celui traité en 2.2 dans les arbres.

Démonstration.  Soit G un graphe planaire extérieur an sommets.

2.3.1 Construction auxiliaire :  T(G)

De l'arbre T au graphe planaire extérieur G. Considérons un arbre
(gure 9-2) enraciné T = (V; E) dont une carte planaire nous est fournie ;
i.e. on considére ordonné I'ensemble des Is de chaque sommet. On dit alors
que l'arbre estplanté. On peut numéroter les feuilles de I'arbré, de gauche

a droite (on considére que la racine est en hatf). On note I(u) le numéro
attribué a u si u est une feuille.l(u) = ? sinon.

A partir de la fonction |, on peut dé nir une branchede T comme étant
une classe d'équivalence de la fonctidndé nie récursivement ainsi :

_1(u) sil(u) & ?
oUW = b)) sinon.

ou d(u) est le Is droit, c'est & dire le dernier Is, deu. On note B(u) la
branche du sommet.

On dé nit une bonne fois pour toutes (voir gure 11) les notations des
relations de parenté dans l'arbréel que nous utiliserons :

g(u) et d(u) sont les Is gauche et Is droit du sommetu
(u) et (u) sont les frere gauche et frere droit du sommet
( u) est I'ensemble des Is dai dont le i-éme est noté! ;(u)
F (u) est I'ensemble des fréres de (u 2 F (u))
p(u) est le pere du sommet.

8. La racine est le sommet rouge sur la gured-2 .
9. Le sommet le plus bas du dessif-2 est la premiere feuille.
10. Le sens gauche droite est donc le sens trigpnométrique autour de la racine sur le
dessin9-2.
11. Tu quoque mi ;.
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EXTERIEURS

Figure 11 Parenté dans un arbre

(u) est le plus haut sommet de la branche de

Ces fonctions prennent la valeuf? lorsqu'elle ne sont pas dé nies. Par
exemple, sir est le sommet racine p(r) = ?. Et si f est une feuille, on a :
(f)=; etdonc 3(f)= 7.

Considéronsc une bicoloration des sommets d€, disons en noir et blanc,
telle que tous les sommets de la derniére branche sont blatic©n dira d'une
telle coloration qu'elle est unébonne colorationde T, ou encore que(T) est
un arbre bien coloré.

Considérons maintenant le graph® construit a partir de ¢(T) en ajou-
tant, pour chague sommet noiru, une aréte de passage(u) unissant le

12. On n'exige pas une coloration propre.
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CHAPITRE 2. DES GRAPHES PLANAIRES AUX GRAPHES DE GENRES BORNES

sommetu et sonsommet de passage(u) = ( (u)), soit le frere droit du
plus haut sommet de la branche de. Nous nous permettront d'écrire, par
commodité, que (B(u)) = (u) étant donné que deux sommets de la méme
branche admettent le mémeommet de passag€Voir les arétes en pointillés
des gures9-2 et 10-1.)

On dira que l'arbre plantéT et la coloration c génerentle grapheP.

Théoreme 15 (Bonichon, Gavoille, et Hanusse9]). Un grapheP ainsi gé-
néré est un graphe planaire extérieur. Il y a une bijection sous-jacente entre
I'ensemble des arbres bien coloriés et celui des graphes planaires extérieur.

Du graphe planaire extérieur G a l'arbre T(G).

pY

Théoréme 16 ([9]). On peut construire a partir d'un grapheG planaire
extérieur, a n sommets, en tempO(n), un arbre planté T et une bonne
coloration associéec qui généerentG.

2.3.2 Construction auxiliaire : TYG)
Soit un couple T;c qui génereG comme dé ni dans le théoremé.6.

On construit un premier graphe auxiliaire intermédiairer® (Figure 10-3).

Nous obtenonsT? depuis T en détachant un sommeu de son pérep(u)
si u recoit au moins une aréte de passage de la part de la branche de son
frere gauche (u). Dans ce cas, on remplace l'aréte supprimép(u);u par
une aréte (u);u dite témoin de ces arétes de passage.

Plus formellement, T°= (V;E[ F) avec:
V = V(T)
L'ensemble E est construit ainsi :
pour tout x ayant k Is (dans T, les relations de parenté sont consi-

dérées dansl uniquement, sauf indication contraire explicite), pour
tout i 2 J;k 1K:

i(x); is1(x) 2E i(X) et i+1(X) sont connectés dan&nfxg:
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EXTERIEURS

Intuitivement, on peut se dire qu'une arétee =  {(X); i+ (X) élé-
ment de I'ensembleE témoignede l'existence d'au moins une aréte de
passage issue d'une branche donnée : celle donfx), qui n'est pas
un Is droit, est le plus haut sommet.

L'ensemble F est construit ainsi :
pour tout x ayant k Is dans T, pour tout i 2 J1;kK:

X; i(x) 2F i=1_ i 1(x); i(x) ZE:

Intuitivement, on peut se dire qu'une aréte dé¢= permet de garder un
sommet connecté a son peéere apres modi cation, s'il ne l'est pa@
ses freres gauches, par une aréte de tyfe

A partir du graphe T9 on construit le grapheT®=(V [ W; E°[ F)
en subdivisant toutes les arétes dE. (Figure 9-4)

On obtient un ensembleW de sommets témoinsintermédiaires®® tels
quee =  (X); ix1(X) est remplacée pare} =  (X);wi(x) et e =
w;i(X); i+1(X) . On dit que w;(x) témoigne pour la branche du-eme Is de
X. On notera doncw;(x) = w( i(x)) = w(B( i(x))).

Proposition 17. [9] T%est un arbre.

Il a semblé nécessaire a I'auteur d'expliciter la preuve a venir, mais elle est
fastidieuse. Sa lecture pourra facilement étre omise par le lecteur convaincu,
a la lumiére de la10, que T®est un arbre.

Démonstration. Un subdivision d'aréte ne pouvant créer de cycle ni dé-
connecter le graphe, prouver qu&®est un arbre revient a prouver qud®en
est un.

On prouve d'abord queT? est connexe.

Par construction, tout sommetu de T? est voisin, soit (alternative exclu-
sive) de (u), qui est son frere gauche dang, soit de p(u), qui est son pére
dansT.

13. Que l'on utilisera comme fusibles.
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Supposons par l'absurde qua estp(u) ne sont pas connectés dang’.
Alors il ne sont, a fortiori, pas voisins.u est donc voisin de (u). (u) n'est
donc pas connecté @a(u), ni non plus, par une récurrence immeédiates, aucun
des sommets freres de a gauches de celui-ci. Le premier frere de 1(p(u))
n'‘est donc pas connecté @(u), et a fortiori pas voisin dep(u), ce qui est
contradictoire, par construction de lI'ensemble des arétes de I'ensemble

On en déduit que tout sommetx est connecté gp(x), et donc par ré-
currence, que tout sommet est connecté a la racin€? est donc connexe.

On prouve maintenant par induction structurelle queT? est un arbre.

Pour tout sommet u, notons Tqu] le sous graphe der? induit par la
composante connexe de dans le grapheT? privé des éventuelles arétes-
témoins incidentes au et a ses freres, et de celle qui pourrait reliar a son
pere. (On peut voir Tqu] comme la partie deT? située sousu et sur
laguelle on appliquera I'hypothése d'induction ascendantdd@ttom-up).)

Soientx ety deux sommets fréres d&°. Supposons que pour toute paire
de sommet(z;1t) telle quep(z); p(t) 2 f x;yg on ait :

TYz] et Tqt] sont des arbres et n'ont pas de sommet en commun

Montrons alors par I'absurde quer9x] et TYy] sont aussi des arbres dont
l'intersection est réduite a I'ensemble vide.

On suppose qudx] possede un cycl€. L'hypothese d'induction impose
gue C est réductible a un cycle sur les sommets deg[ ( x) de la forme :

C=(x i(X); (¥ 5§ 1) (X))
Ce qui impose que le sommet; (x) est voisin a la fois de son frere gauche et

de son pere, ce qui est contradictoirelx] est donc un arbre. De méme, on
prouve queTYy] est un arbre.

De plus, par construction, on n'a pas pu créer d'intersection entr&qx]
et Tqyl.

On peut initialiser trivialement l'induction pour les sommets qui sont des
feuilles dansT, et ainsi conclure la preuve de la propositiod7. ]
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EXTERIEURS

2.3.3 Composante Connexe avec Panne et Répa-
ration

On ne peuta priori réduire le probleme sur les graphes planaires exté-
rieurs a celui sur les arbre¥, par l'intermédiaire de T sans faire appel a
des réparationsad-hoc des pannes de l'arbre.

On doit donc, pour la famille des arbres, étre capable de traiter un pro-
bléme un peu plus di cile :

Probleme 9 : Composante Connexe avec Panne et Réparation

Entrée : Graphe G, sous-ensembl& des sommets d& dits en panne en-
sembleY d'arétes deV(G) V(G) dites de réparation sommetu

Sortie : Un identi ant de la composante connexe del dans(GnX)[ Y

Les arétes de réparations peuvent étre traitées en utilisant une structure
de données pour le probleme&rouver et Unir 15 On considérera les iden-
ti ants des composantes connexes denX comme ceux d'ensembles disjoints
atomiques qu'on pourra réunir en classes s'ils sont connectés par les arétes
de réparations.

Lemme 18. Composante Connexe Avec Panne et Réparation ad-
met un schéma d'étiquetage d'urgence pour la famille des arbres sommets.
Les étiquettes sont de taille O(logn) bits.
La complexité d'étiquetage est linéaire.
La complexité de pré-requéte est

Sort (jXj;n)+PrePred (jXj;n)+O(jY] Pred (jXj;n))+ MakeSet (jY]j)

La complexité de turbo-requéte estO(Pred (jXj;n)+ SetFind (jY])
ou :
SetUnion (k) est le temps nécessaire a la création d'une structure

de données de recherche pour le probletdrion-Find enk opérations
MakeSet , Find et Union . Et ou

14. Ce qui sera l'objet de la proposition20.

15. OuUnion and Find. . Il s'agit d'une structure de données permettant de construire
et de maintenir des classes d'équivalences via les opératioMakeSet , qui crée une classe
sous forme d'un singleton, etUnion qui permet d'unir deux classes. On peut ensuite
connaitre la classe d'équivalence d'un objet grace a l'opératiofrind .
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SetFind (k) est le temps nécessaire a la réalisation d'une requéte
Find dans cette structure de donnée.

Démonstration.  On construit un schéma a partir du schéma pour le pro-
bléeme sans réparations :

1. On étiquette I'arbre passé en entrée pour le problen@@mposante
Connexe Avec Panne sans réparation.

2. On e ectue la pré-requéte selon l'algorithmé.

3. On e ectue la requéte selon l'algorithmel0.

1: fonction preprocCC ((Label (x))x2x;(Label (y;1); Label (y22))y2v)
2: E ectuer la pré-requéte de (Label (x))xox pour Composante
Connexe Avec Panne . en tempsSort (jXj;n)+ PrePred (jXj;n)

3 pour tout y 2 Y faire

4: ¢, = CompConn (yq; X)

5: c; = CompConn (y,; X)

6: si DSFind (¢, = ?) alors

7 DSMakeSet (c;)

8: n si

9: si DSFind (c, = ?) alors

10: DSMakeSet (c;)

11: nsi

12: DSUnion (DSFind(c,); DSFind(cy))

13: n pour . Boucle en tempsO(jY] Pred (jXj;n))+ MakeSet (jY))
14: n fonction

Algorithme 9: Pré-requéte Composante Connexe Avec Panne et
Réparation pour les arbres a n sommets
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1: fonction CompConn (Label (u))
2 c= CompConn (u; X)

3 c®= DSFind (c)

4: si ®= ? alors

5 retourner c

6 sinon

7 retourner c°

8: n si

9: n fonction

Algorithme 10: Requéte Composante Connexe Avec Panne et Ré-
paration pour les arbres a n sommets

Corollaire 19. Composante Connexe Avec Panne et Réparation
admet un schéma d'étiquetage d'urgence pour la famille des arbras som-
mets.

Les étiquettes sont de taille O(logn) bits.

La complexité d'étiquetage est linéaire.

La complexité de pré-requéte est

Sort (jXj;n)+ PrePred (jXj;n)+ O(Y] Pred (jXj;n))
La complexité de turbo-requéte estO(Pred (jXj;n)

Démonstration. D'aprés [26], on peut avoir des complexités :

SetUnion (k) = O(k  (k))

SetFind (k) = O( (k))
ou est lafonction inverse d'Ackermann fonction qui croit extrémement
lentement!® et qui est négligeable devanO(Pred (jX j;n). O

2.3.4 Réduction

Proposition 20. Le problemeComposante Connexe avec Panne  dans
le graphe planaire extérieutG se réduit a Composante Connexe avec
Panne et Réparation  dans l'arbre T{G).

16. (n) 4 Pour tout n de taille pratique
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Figure 12 Panne et réparation dansT® Les sommets témoins de sont
en orange. Les arétes de réparation de, des trois types, sont en traits épais,
et, dans l'ordre de dé nition, en rose, vert et bleu.
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Démonstration. On pose (Voir gure 12) :

pour tout X V(G); ( X) = fw(B(x)) j x 2 Xg. Cette panne
supplémentaire neutralise les arétes-témoins de passages des branches
impactées, en touchant les sommets qui les subdivisent.

pour tout X  V(G);r (X) contient chaque aréte (dans la mesure
ou elle est dé nie et qu'aucune de ses extrémités n'est en panne) de la
forme :

p( (x)); (x) oux 2 X.Elle sertareconnecter (x), le frére droit
du sommet en haut de branche du sommet en panne, a son pere,
apres la mise en panne du témoin. En e et, si(x) était connecté a
son pérep( (X)) = p( (x)) dansTvia x, cette aréte de réparation
permet de rétablir la connexion que la panne de a détruite dans
TC Sinon, cette aréte existe déja est elle est donc inutile, mais pas
génante.

p(x); (x) oux 2 X etsip(x) 2 B(x) (on rappelle queB (u)
est I'ensemble des sommets de la branche numdxa) ) est tel
gu'il existe un sommet noir au sein de la composante connexe de
p(x) dansB(x) nX . Un tel sommet noir justi e de reconnecter une
partie de la branche au sommet de passage aprés que la connexion
a été détruite lors de la mise en panne de&(b(x)).

d(x); (x) oux 2 X et s'il existe un sommet noir au sein de
la composante connexe dd(x) dans B(x) n X. Un tel sommet
noir justi e de reconnecter une partie de la branche au sommet de
passage, de méme que précédemment.

Il s'avérel’ que I'arbre en pannel {G), impacté par la panneX [ ( X),
puis réparé parr (X), a les méme propriétés de connexion que le graphe
planaire extérieur en panneés subissant la pannexX . Autrement dit :

Xx2GnX (0 x2(TYG)n(X[ ( X)) [r (X):

L'entrée (u; X ) du problemeComposante Connexe avec Panne  dans
le graphe planaire extérieuiG se réduit donc a l'entrédu; X [ ( X);r (X))
du problemeComposante Connexe avec Panne et Réparation dans
l'arbre T{G).

17. Démonstration triviale par induction structurelle des feuilles vers la racine deT (G).
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On constatera facilement qugV(TYG))j 2 n, quej( X)j j Xj et
quer (X) 2 jXj, ce quirevient a armer que les paramétres d'analyse
de complexité avant et aprés la réduction sont de tailles asymptotiquement
equivalentes.

O

Cela étant dit, il reste a montrer comment, a partir des étiquettes des
sommets deX qui nous sont fournies, on peut obtenir, en temps convenable,
pendant la pré-requéte, les étiquettes des sommets deX) et impliqués
dans la réparationr (X).

Proposition 21. On peut modi er le schéma d'étiquetage compact d'urgence
pour Composante Connexe avec Panne dans les arbres, de telle ma-
niere qu'il soit toujours un schéma d'étiquetage compact d'urgence dont les
complexités et dont la taille des étiquettes sont équivalentes, et de telle sorte
gue l'on puisse calculer, en tempd(jXj), les étiquettes des sommets de I'en-
semble ( X) et des extrémités des arétes de(X)

Démonstration. On pose pour toutu 2 V(G),

(u) = fu;p(u);d(u); (u); (u);p( (u));w((u))g:

Il est évident que si I'on a en main toutes les étiquettes des sommets de
[ x2x ( X), on peut obtenir en tempsX tous les sommets intervenant dans
( X)etr (X)

Lemme 22. On peut décider en temp®(X), pour tout u 2 p(X)[ d(X), de
la propriété P(u) : Il existe un sommet noir dans la composante connexe
du sommetu dansB(u) nX. a partir des étiquettes des sommets d¢ X)

a condition de les enrichir chacune dé& + 4logn bits d'information.

Démonstration. Soient les fonctions :

:V ! N qui a un sommet associe un entier indiquant sa position
dans la branche. On a don8&x, ( (x))=1 et (d(x))=1+ (x)
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V' I N qui a un sommetu associe le nombre de sommet noirs
au dessus de lui dans sa branche :

(u) = jfv2 B(u)jc(v) = noir™ (v) < (u)gj

VI N qui a un sommetu associe le nombre de sommet noirs
en dessous de lui dans sa branche :

(W= jfv2B(u)jc(v)=noir™ (v)> (u)g

Considérons un schéma d'étiquetag8” pour Composante Connexe
avec Panne dans les arbres ou pour tout sommet I'étiquette est dé nie

par :

Label *(x) = hxx); (x);Label (x); (x); (x);c(x)i

alors si les étiquettes des sommets en panne, vus comme éléments d'une
séquencéX;), 2x triée'® selon l'ordre lexicographique deb(xi); (xi) ., :
I

On peut calculer P(p(xi)), entemps constant, en e ectuant quelques
opérations arithmétiques élémentaires :

i=1 " (Xi) >0
P(p(xi)) 0

(Xi) (Xi )+ 1y, p=noir >0
ainsi que P (d(x;)), en temps constant également :
i =maxfijx; 2 B(xj)g ~ (xj)>0

P(d(x)) 0

(Xi) (Xi+1) + Loy )=noir > 0

18. On peut supposer la séquence triée car la pré-requéte du schéma de base exige déja
un temps Sort (jXj;n). On remarque au passage que les étiquettes sonastableen un
type assimilable a un entier, on n'a pas non plus ici d'obstacle a un tri transdichotomique.
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avec :
1 siP estvraie
1p = .
0 sinon.
Cette construction démontre le lemme2. O

Les modi cations apportées au schéma d'origine ne modi ant pas ses
performances, (Les étiquettes demeurent compactes) la propositigh est
bien démontrée. O

Les propositions21, 20 et le corollaire 19 nous permettent de conclure la
preuve du théorémel4. O]

Les complexités temporelles restent inchangées par rapport au schéma
dans la famille des arbres. L'étiquette de est de taillej ( u)j = 7 fois celle
d'une étiquette modi ée, soit49logn + o(logn), mais on peut les réduire a
25logn + o(logn) en remarquant que l'utilisation duLabel . (x) n'est néces-
saire que sk est en panne et est dans une branche (pas sommet-témoin), c'est
donc sa propre étiquette qui nous livre cette information supplémentaire.

L'étiquette est alors de la forme :

Label g(u) = Label ,to(u);(Label to(V))vz2 ( uynu

2.3.5 Cas 2-connexe et panne sur les arétes

Nous présentons ici une réduction permettant d'étendre le théorenmie
au probleme Composante Connexe Avec Panne sur Les Sommets
et les Arétes

Théoreme 23. Tout graphe planaire extérieur2-connexe an sommets ad-
met un schéma d'étiquetage d'urgence po@omposante Connexe Avec
Panne sur Les Sommets et les Arétes tel que :

Les étiquettes sont de taille O(logn) bits.

La complexité d'étiquetage est linéaire.

La complexité de pré-requéte estSort (jXj;n)+ PrePred (jXj;n).

La complexité de turbo-requéte estO(Pred (jXj;n).
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Figure 13 Construction de G* et G° a partir de G muni d'un bois de
Schnyder.
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Démonstration.  Soit G un graphe planaire extérieur2-connexe an som-
mets. On va construire en temp®(n) un grapheG°planaire extérieur aO(n)
sommets tel qu'une requéteConn (u;v; X;Y ) dans G puisse étre réduite a
une requéteConn qu®v% X 9 dansG® avecjX§ = O(jXj+ jYj). On pourra
s'aider de la gure 13 pour suivre la construction.

G etant un graphe2-connexe, il n'a pas de point d'articulation. On peut
en déduire que sa face extérieur est bordée par un cycle sans répétition de
sommets.G est donc l'union d'un cycle et de cordes de ce cycle qui ne se
croisent pas.

G étant planaire, il admet un bois de Schnydéf qu'on peut construire
en tempsO(n). On peut considérer chaque arbre de chaque forét du bois de
schnyder comme étant enracinée.

Considérons maintenantG* le graphe obtenu en subdivisant chacune
des arétesx z de G en deux arétesx y z. Il est clair que la requéte
Conn (u;v; X;Y) peut étre réduite a une requéteConn * (u;v; X [ Y) dans
G* ouY est I'ensemble des sommets nés da@3 des arétes dé&s. Cela dit,
G* n'est pas planaire extérieur et on ne peut pas appliquer le théoreré
directement.

Considérons maintenaniC un sous graphe dé&* tel queV(C) = V(G*)
et que E(C) contient
toutes les arétes issue du cycle extérieur deG;
une aréte sur les deux issues de chaque corde d8. On choisira
toujours celle des deux étant la plus éloignée de la racine de l'arbre de
Schnyder auquel elle appartient.
On note que, par construction,C est de degré maximun®.

Considérons un disque topologiquB sur lequel est plongés* est dont
le bord correspond au cycle extérieur d&. Coupons®® D selon les arétes de
C qui ne sont pas sur le bord. On obtient un nouveau disqua® et la carte

19. Ses arétes peuvent étre couverte par trois foréts. Voir chapitré.
20. Les arétes et les sommets du bord concernés sont dupliqués lors de la coupe.
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topologique du nouveau graph&®°

GO est un graphe planaire extérieur. Chaque arétede G a donné nais-
sance a un ensemblR(e) d'aréte deG*. jR(e)j 2. Chaque sommets de
G* a donné naissance a un ensemif&s) d'aréte deG° jR(s)] 4.

Une instanceConn * (u;v; X [ Y) du probléemeComposante Connexe
Avec Panne sur Les Sommets et les Arétes pour le grapheG™ est
équivalente a une instancé Conn * (Ry(u); R1(v); R(X [ ¥)) Composante
Connexe Avec Panne sur Les Sommets  sur le graphe planaire exterieur
GO Le théorémel4 s'applique. O

2.4 Meéta-schéma auxiliaire

Nous avons construit dans les paragraphes précédents (Parfied) un
schéma d'étiquetage d'urgence pour le problem@omposante Connexe
avec Panne pour la famille des graphes planaires extérieursrasommets,
tel que nous lI'annoncions dans le théorentel. Nous ne perdons pas de vue
qu'il s'agit la d'une étape dans la démonstration du théoremetraitant d'un
schéma similaire pour la famille des graphe¥connexes de genre eulérien
g. Nous allons ci-dessous présenter un méta-schéma auxiliaire qui constitue
I'étape suivante de cette preuve en trois actes.

Beaucoup de symboles ont été utilisés dans la partie précédente, en parti-
culier pour désigner toutes sortes de relations de parenté dans l'arbre; nous
invitons le lecteur a les oublier pour ce qui vient. En e et, il lui faudrait
sinon se plonger dans les études passionnantes mais hors-sujet des alphabets
berbére ou éthiopien.

2.4.1 Ancrage

Dé nition 24. Soit G un graphe. On appelldonction d'ancrageune fonc-
tion A:V(G)! P(V(G)) telle que pour toutX  V(G), pour toute compo-

21. R1(u) est un sommet quelconque d&k(u).
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Figure 14 Ancrage dans l'arbre. Chagque sommet en panne fournit ses Is
et la racine de I'arbre comme ancres.

sante connexeC deGnX,
!

C\ [ A(x) 6 ;

x2X

c'est a dire que I'union des résultats de 'application de la fonctioh a chacun

des sommets d'une panne contient au moins un somrfretians chaque com-
posante connexe du graphe résultant de cette panne. On verra les gurds
et 15.

Soit A(G) lI'ensemble des fonction d'ancrage d'un graphe. On appelle
nombre d'ancragele nombre (G) dé ni ainsi :

(©)= it 5% A

22. Dit sommet-ancre
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Figure 15 Ancrage dans le cycle. Chague sommet en panne fournit son
successeur dans un ordre circulaire comme ancre.
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On peut étendre® cette notion a une famille de graph& :

(F)= rgzzigf (G)jG2Fg :

2.4.2 Couture

i V(M) ! V(C)[f?g .On note, sans indice :

V(M) ! V(C)[fg

1

la fonction associant, a un sommet d'un des graphes déVl , son image par
la fonction ; oui est l'indice de son graphe d'appartenance. On note :

Y
L.v(o)! P(V(M)))

1
la fonction associant a un sommet de C le -uplet
W= )50 )) =0 W Yw)
produit cartésien de ses images réciproquégar les ;.

Dé nition 25.  Coudre le grapheM; sur le grapheC signi e créer un nou-
veau graphe, notéM; o . C résultant, pour toutu 2 M;, de la fusion”® du
sommetu dans le sommet ;(u) s'il est dé ni. Les arétes multiples éventuel-
lement créées sont simpli ées et les boucles sont ignoréégVoir gure 16.)
On se permettra de noteM o C le graphe résultant de la couture succes-

sive?’ de tous les graphes dd sur C. On appelleépaisseur de couturenoté

23. (F) n'étantdéniquesi f (G)jG 2 Fg est borné. Ce n'est pas le cas par exemple
dans la famille des arbres.

24. éventuellement,(  %(v)); = ; pour un certain i si aucun sommet deM; n'a pour
imagev par .

25. Une sorte depoint de couture.

26. On rappelle que boucles et arétes multiples ne sont pas pertinentes quand de
connexité et de pannes sur les sommets il s'agit.

27. Peu importe l'ordre des opérations. On utilisera l'opérateur o , sans indice, s'il
n'y a pas d'ambiguité.
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Figure 16 Couture du graphe rouge et du graphe vert sur le cycle noir.

(Mi; i;C) ou s'il ny a pas de risque d'ambiguité, simplement(M; o C)
ou méme ;, la valeur
L= . ) 1 .
= max] i (Yl
et donc, naturellement, on note
— — A — H 1 .
= MoC)= (M; .C)—rgggh;pgﬂm i (i

Dé nition 26.  Soit F une famille de graphes telle que, pour to@ 2 F ,
on peut obtenir (en tempdJnsew ) un triplet (M ; C;K) tel que :
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Les M, sont deux a deux distincts.
Chaque M; est élément d'une familleM ; admettant un schéma
d'étiquetage compact d'urgenc&y , pour Composante Connexe
avec Panne .

C est un graphe distinct de chaquigl;

C est élément d'une familleC admettant un schéma d'étiquetage
compact d'urgenceSc pour Composante Connexe avec Panne
La famille C admet un nombre d'ancrage (C) et sa fonction d'an-
crage A est calculable en temps constant pour tout sommet.

K=1f 1;:::; g estun ensemble de fonction de couture et les
correspondants sont bornés pour la famill®l ; par .
G=MoC

alors on dit queF sedécoud favorablementiansh(M ;); i ;Cientemps
unsew .

2.4.3 Meéta-Schéma

Théoreme 27. Soit F une famille de graphes qui se découd favorablement
danshM {); ; ;Ci.

Alors la famille F admet un schéma compact d'étiquetage d'urgenSe
pour Composante Connexe avec Panne

Les étiquettes sont de taille (en bits) :
X
s= (O (s + Mi  Su,)
1

ou est la taille maximale en bits d'une étiquette pour un schéma
guelconque . On utilisera les notationsL , P et Q pour désigner
les temps d'étiquetage, pré-requéte et turbo-requéte d'un schéma

L'étiquetage se fait en temps :
X

Ls = Unsew (F)+ Ls. + (Lsy, + m)*+ O( (Q ng)
1
La pré-requéte d'une panne X demande un temps :
Ps(jX]) = P1+ P;
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avec : [
X

Pr=JXj (Q Qs+ (mi Qsy))

i
1

X
P, = SetUnion jXj (© 1+ M |
1
On e ectue une turbo-requéte en temps :
I
- . - . - x )
Qs(jXj) = Qs + Setkind  jXj (§ 1+ M i

Démonstration. SoitG 2 F tel queG = M;o . C.

Cette preuve consiste en la construction du méta-schéma. Elle s‘appuie
sur le fait que lesM; peuvent étre utilisés pour réparer les pannes qui
déconnectent des composantes @e Cette preuve ressemble donc en certains
points a celle du lemmel8, notamment, on utilisera une structure de donnée
Unir et Trouver pour matérialiser les fusions de composantes connexes.

L'étiquette d'un sommetu de G est de la forme :

D E
Label s(u) = (Label g(a))aZf ug[ A(u)

avec

Label 2(a) = Label s.(a); Label s, (X)
! X

2'@ 1

Pour tout u 2 V(G), les étiquettes sont donc bien de taille (en bits) au
plus :
s= (O (s)
ou : X

0 —
s= sct Mi  Sw
1 i

On peut étiqueterG en temps :
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X
Ls = Unsew (F)+ Lg, + (Lsy, + m,)+ O( (O no)
1

en décousantG, en étiquetant chacun des graphes intervenant, puis en
attribuant les étiquettes aux sommets deC selon les fonctions de couture,
puis en les distribuant selon la fonction d'ancragé®

On peut traiter la pré-requéte d'une panneX en temps :

Ps(jXj)= P1+ P,

avec .

X
Pl:jxj (C) QSC+ ( M QSM-)

1

P, = SetUnion jXj (© 1+ M|
1
en pré-calculant les composantes connexes de tous les représentants de
toutes les ancres de la panne, dans les graphes ou ils interviennent (en temps
P,), le tout en tenant a jour une structure de donnédJnir et Trouver
(en temps P,). Cette structure nous permet de fusionner en une seule les

composantes d'un graphevl; et du graphe C correspondant a une méme
ancre considérée comme point de couture.

On traite alors une requéte :
Si u2cC:

CompConn g(Label s(u)) = DSFind (CompConn s.(Label s (u))

28. Un sommetu appartenant & un M; dont l'image par la fonction de colture ; est
? recevra les étiquettes d'un ensemble de sommet intersectant toutes les composantes
connexes deC avant panne, ensemble qu'on pourrait notéA(; ) est dont la cardinalité est
forcément inférieure au nombre d'ancrage.
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Sinon ( u est dans un et un seuM;) :

CompConn s(Label s(u)) = DSFind (CompConn s, (Label s, (u))

Si cette donnée n'est pas dé nie, c'est qua n'est plus connecté a
C, on peut alors retourner(i; Label s, (u)) comme identi ant de sa
composante connexe.

On a donc pour résultat, soit I'identi ant d'une composante connexe d'un
M; non connectée & (c'est donc une composante connexe du graphe en
panne si on l'associe & pour éviter les doublons), soit 'identi ant d'une
classe d'équivalence de composantes connexes reliée€via

La requéte prend un temps :

X
Qs(jXj) = Qs. + SetFind  jXj (© 1+ M

1

Ce qui établit le théoréeme27. ]

2.5 Connexité Avec Panne pour les graphes
planaires 3-connexes

Théoréme 28. La famille des graphes planaire8-connexes an sommets
admet un schéma d'étiquetage d'urgence po@onnexité Avec Panne
Les étiquettes sont de taille O(logn) bits.
La complexité d'étiquetage est O(n).
La complexité de pré-requéte estO(Sort (jXj;n)+ PrePred (jXj;n).
La complexité de turbo-requéte estO(Pred (jXj; n).

Démonstration. On va montrer comment on peut découdre un graphe pla-
naire 3-connexes pour lui appliquer trés simplement le méta-schéma du théo-
reme 27 et obtenir le théoreme28.
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Figure 17 Découpage d'un graphe planair@-connexe.

2.5.1 Découpe d'un graphe planaire 3-connexes

Proposition 29. On peut découdre favorablement en temps linéaire un graphe
G planaire 3-connexe an sommets en un arbrél a n sommets et de degré
borné et en un graphe planaire extérieuR connexe P d'au plus2n 2
sommets.

Démonstration.

Théoréme 30 ([5] Barnette). Tout graphe planaire 3-connexe admet un
arbre couvrant de degre.

Théoreme 31 ([56] Strothmann). On peut construire I'arbre du théoréme0
en temps linéaire.

Soit G une graphe planaire3-connexe an sommets. On peut le plonger
sur une spheres. Soit T un arbre couvrant deG de degré =3 obtenu selon
le théoreme31 Si on découpeS le long les arétes dd tel qu'illustré sur la
gure 17, on obtient un nouveau grapheP, toujours planaire car plongé sur
le disque topologique résultant de l'incision de la sphére. On constate que
tous les sommets d® sont sur le bord de ce disqueP est donc un graphe
planaire extérieur2-connexe &2n 2 sommets (il sut de compter les arétes
de T pour s'en convaincre).

Chaque sommet de G, au cours de cette construction, a donné naissance
a exactementdr (u) sommets deP, ou dr(u) est le degré du sommet: dans
I'arbre couvrant T. On rappelle quedr (u) pour tout u de G.
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2.5.2 Reconstruction de G par couture

Soit la fonction de couture® :V(P)! V(T) qui & chaque sommet de
P associe le sommet d& qui lui a donné naissance.

Coudre P sur T selon la fonction de couture revient a opérer la construc-
tion inverse de celle du paragraph2.5.1. OnadoncG=Po T.

Pour tout y 2 V(T),onaj (y)j cary a donné naissance a autant
de sommets deé® qu'il admettait de coins dansT. Donc = =3

Soit la fonction A : V(T) ' P (V(T)) qui a chaque sommet dd asso-
cie I'ensemble de ses voisins. Il est aisé de constater que c'est une fonction
d'ancrage, carT étant un arbre®°, pour tout X  V(G), toute composante
connexe deG n X possede un sommet voisin d€ . Le nombre d'ancrage de
A estle degré del', (T)= =3

On poseGs(n) la famille des graphes planaire3-connexes a au plus som-
mets, Tz(n) la famille des arbres de degré au plet d'au plus n sommets
et P(2n 2) la famille des graphes planaires extérieurs d'au pl2s 2 som-
mets. Alors, Tz(n) et P(2n 2) admettant des schémas d'étiquetage d'urgence
pour Composante Connexe avec Panne  d'apres les théoremes$ et 14,
on peut dire queGs(n) se découd favorablement dantsP(2n  2); T (n)i avec

(Ts(n)) = =3.

Cela prouve la proposition29. ]

2.5.3 Application du meta-schéma

On peut alors appliquer le théorem@7 en disant que la famille des graphes
planaires3-connexes & sommets, admet un schéma d'étiquetage d'urgence
S pour Connexité Avec Panne

Les étiquettes sont de taille (en bits) :

ou :

Spn 2

29. Dite canonique
30. Et donc un graphe connexe.
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donc :
s = O(logn)

L'étiqguetage se fait en temps linéaire :

Ls = Unsew (G(n)) + Lsi,m t Lsegn o O(n)

2
La pré-requéte d'une panne X demande un temps :
Ps(iXj) = P1+ P
avec :
Pl = 3 JXJ QSG3(n) + 3 QSp(zn 2)
P, = SetUnion (12 jXj)

donc3! :
Ps(jXj) = O(X]j Pred (jXj;n))

On e ectue une turbo-requéte en temps :
Qs(iX]) = Qs,,,, + SetFind (12 jXj)

soit3? :
Qs(jX]) = O(Pred (jXj;n))

Ce qui prouve le théoréme8. ]

2.5.4 Pannes sur les sommets et les arétes.

On peut généraliser le théorém@8 aux pannes sur les sommets et les
arétes.

Théoreme 32. La famille des graphes planaire8-connexes an sommets
admet un schéma d'étiquetage d'urgence po@onnexité Avec Panne
sur les Sommets et les Arétes

Les étiquettes sont de taille O(logn) bits.

La complexité d'étiquetage est O(n).

La complexité de pré-requéte estO(Sort (jXj;n)+ PrePred (jXj;n).

31. En négligeant encore, devant celui d€red , le temps deSetFind dont la complexité
est proportionnelle a la fonction inverse d'Ackermann.
32. idem.
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La complexité de turbo-requéte estO(Pred (jXj; n).

Démonstration.  On prouve cette généralisation en reconsidérant la méme
preuve pour une subdivisiod® G°du graphe de déparG. G°possédantO(n)
sommets d'aprées la formule d'Euler. (On peut montrer quen  3(n  2) si

G planaire.)

On utilise la subdivisionT°de T comme graphe de coupd.®est toujours
un arbre mais il n'est plus couvrant. Aprés découpe, on obtief° une sub-
division de P, graphe planaire extérieur2-connexe. On sait la traiter (voir
preuve du théoréme23). ]

2.6 Connexité Avec Panne pour les graphes
3-connexes de genre eulérien ¢

2.6.1 Découpe

Proposition 33. On peut découdre favorablement, en temps polynomial, un
graphe3-connexeG, a n sommets, de genre eulérieg, en :

un arbre T an sommets et de degré= %

un graphe planaire extérieur 2-connexeP d'au plus  n sommets
un graphe a O(g) arétes®

Le résultat se base sur les théoréme suivants :

Théoréme 34 (Ozeki [47]). Tout graphe 3-connexe plongeable sur une sur-
face fermée dont la caractéristique d'Euler est admet un arbre couvrant de
8 2

degre *5— .

Théoreme 35 (Flrer et Raghavachari R9)). Pour tout grapheG a n sommet
et m arétes, on peut calculer un arbre couvrant de degré maximal borné par
+1, ou estla borne optimale, en temp®(n m logn (n)).

33. On rajoute un sommet, qu'on peut mettre en panne, au milieu de chaque aréte.
34. Sans sommets isolés.
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On peut donc, en temps polynomial, obtenir a partir de la carte topolo-
gique C d'une surfaceS de genreg, correspondant a un graphé& 3-connexe,
un arbre couvrant T de degré borné par + 1 . On peut ensuite, d'aprés
[24], obtenir en tempsO(n + g), un graphe E contenant O(g) arétes™ de
GnT, tel que le complémentairdd de T [ E dans la surfaceS soit un disque
topologique. On dit que la carte planaire d&l [ E est un graphe de coupe
de la surfaceS. La carte P issue de la découp® de S est donc une carte
planaire dont tous les sommets forment un cycle sur le bottdde D. P est
donc la carte d'un graphe planaire extérieu-connexe. On pourra voir la
gure 18

2.6.2 Reconstruction de G par couture

Soit la fonction de couture canonique : V(P)[ V(E)! V(T). Alors
par construction deT et E, il est clair queG = fP;Ego T etque =

2.6.3 Schéma ad-hoc pour E

~

Nous avons d'ores et déja a disposition dans notre boite a outils des
schémas d'étiquetage d'urgence pour la familles des arbres #ommets et
celles des graphes planaires extérieur<dn + g) sommets. Nous avons donc
besoin de construire un schéma d'étiquetage po@omposante Connexe
avec Panne pour la famille des graphes contenan©(g) arétes et leurs
extrémités.

Proposition 36. La famille E(m) des graphes an arétes, sans sommets
isolés, admet un schéma d'étiquetage d'urgence trividgm) pour Compo-
sante Connexe Avec Panne ou :

Les étiquettes sont de taille O(mlogm) bits
La complexité d'étiquetage est O(m)
La complexité de pré-requéte est

MakeSet (m)

La complexité de turbo-requéte estSetFind (m)

35. Et bien s(r leurs sommets-extrémités.
36. Idem que dans la partie2.5.1
37. CarT est couvrant.
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Figure 18 Découpage d'un graphe&-connexe plongé sur une surface fermé.
Ici un triple-tore. Les arétes de l'arbre couvranfl sont en trait épais noir et
les arétes deE en bleu.
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Démonstration. Chague sommet du graphe est étiqueté par la concaté-
nation d'un identi ant de ce sommet®?, et de la liste entiére des arétes du
graphes®. Une panneX est traitées en tempgO(m). En e et, on peut remar-
quer quejXj 2 m puis construireGnX et calculer toutes ses composantes
connexe$?, le tout en temps

MakeSet (m) :

Une turbo-requéte se fait donc naturellement en tem@SetFind (m). O

2.6.4 Application du méta-schéma

D'apres le théoreme27, la famille des graphes & sommets,3-connexes,
de genre eulériery, admet un schéma d'étiquetage d'urgencs tel que :
Les étiquettes sont de taille (en bits) :
— 0
s = S

AN

ou .
St m T Sp(nveq) T Sk(eq)

donc* :
s = O(log(n +eg)) = O(logn)

L'étiqguetage se fait en temps :
Ls = Unsew (Geg:3)(N)+ Ls; (,,* Lspomy T Lseeg T2 + O(C N)

Soit en un temps polynomial décrit dans I'énoncé du théoreng,

La pré-requéte d'une panne X demande un temps :
Ps(jX]) = P1+ P,
avec :

Py = JX] QSG(eg;3)(n) t  Qsppieg ' Qs

38. De taille O(log m) bits.

39. Sous formes de couples des identi ants de leurs extrémités.

40. Qui sont des classes d'équivalence de sommets connectés par des arétes, d'ou I'utili-
sation d'Unir et Trouver

41. En considéranteget comme des constantes pour notre schéma.
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P, = SetUnion (jX] @a+2 )
donc*? :

Ps(jX]) = Sort (jXj;n)+ jXj Pred (jXj;n)
On e ectue une turbo-requéte en temps :
Qs(iXj) = Qs; (,, + SetFind (jX] (1+2 )

soit*® :
Qs(jX]) = O(Pred (jXj; n)
Ce qui met n a la preuve du théoremey. ]

2.6.5 Pannes sur les sommets et les arétes.

On peut généralisef* le théoréme7 aux pannes sur les sommets et les
arétes.

Théoréme 37. La famille des graphes-connexes admet un schéma d'éti-
guetage d'urgence pourconnexité Avec Panne sur les Sommets et
les Arétes . Pour un grapheG a n sommets :

Les étiquettes sont de taille O(eg(G) logn) bits.

La complexité d'étiquetage est polynomiale. (linéaire dans le cas pla-
naire)

La complexité de pré-requéte estO(Sort (jXj;n+g)+ PrePred (jXj;n)).
La complexité de turbo-requéte estO(Pred (jXj;n+ Q)).

Démonstration.  Une application simple de la formule d'Euler nous montre
que dans un graphes connexe de genre eulériegy m = O(n + g) = O(n?).

On peut donc construire la subdivisiorG®a O(n+ g) sommets du graphe
G tel que dans la preuve du théorem82 a n de procéder a une réduction
équivalente.

Les schémas utilisés pour les graphes de coupe et pour le graphe planaire
extérieur 2-connexes sont stables par subdivision, ils peuvent encore étre
utilisés. O

42. En négligeant une fois de plus le temps d&etFind dont la complexité est propor-
tionnelle a la fonction inverse d'Ackermann.

43. idem.

44. On notera l'apparition du parametre g dans certains temps de traitement.
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Nous pouvons donc conclure ce chapitiz

2.7 Conclusion du chapitre

Tout au long de ce chapitre, nous avons mis en évidence l'existence de
schémas d'étiquetage d'urgence aux temps de requé&eed (|X|, n), pour
le probléeme Composante Connexe avec Panne dans diverses familles
de graphes, a savoir, les arbres, les graphes planaires extérieurs, les graphes
planaires 3-connexes et les graphes de genres eulériens bornés, également
3-connexes.

Il convient de remarquer que ce temps est optimal pour les familles de
graphes que nous étudions car, pour le chemin de longueyrinclus dans
la famille des arbres et dans celles des graphes planaires aommets,
une solution du problemePrédecesseur est également une solution de
Composante Connexe avec Panne , donc notre temps de requéte est
en ( Pred (jXj;n)). De plus, d'aprés 50, il existe des instancesX “° du
probleme prédécesseur tel que, si le temps de pré-requéte est polynomial,
Pred (jXj;n) = (loglog n).

Nous pouvons comparer ces résultats a l'existant dans le cas planaire
3-connexes :

Schéma Courcelle et al. 4] Théoreme28
Taille étiquettes O(logn) bits O(logn) bits
Temps étiguetage O(n) O(n)
Temps pré-requéte O(jXj?) Sort (jXj;n)+ PrePred (jXj;n)
Temps turbo-requéte PLocQuery (jXj;n) Pred (jXj;n)

Ce qui peut donner, en explicitant les complexités :

45. OujXj est polynomial enn.
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Schéma Courcelle et al. 4] Théoreme28
Taille étiquettes 50logn + o(logn) bits | 234 logn + o(log n) bits
Temps étiquetage O(n) O(n)
Temps pré-requéte O(jXj?) jXjloglogn
Temps turbo-requéte logn log logn

On constate que la complexité d'étiquetage est améliorée aussi bien pour
le paradigmeschéma d'étiquetagejue pourschéma d'étiquetage d'urgence

Dans le premier, on passe d'un temps de requéte quadratiquejetj, la
taille de la panne, a un temps quasi-linéaire.

Dans le second paradigme, on passe d'une réduction a une autre. De
Composante Connexe avec Panne I Point Location , on passe a
Composante Connexe avec Panne I Prédécesseur , ce qui permet
des turbo-requétes exponentiellement plus rapide.

En revanche, la solution a laquelle nous nous comparons construit des
étiquettes presque cing fois plus petites et se généralise a la classe toute
entiere des graphes planaires. Ce n'est pas le cas de la notre et ce sera l'un
des objectifs du chapitre a venir.
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Chapitre 3

Graphes simplement connexes et
graphes sans mineur H

3.1 Résumé de notre contribution

Dans ce chapitre, nous allons étendre, en relachant la contrainte de com-
pacité a des étiquettes de taille polylogarithmique em, le résultat du chapitre
précédent aux graphes qui ne sont p&sconnexes et aux graphes n'admettant
pas un graphe arbitraireH pour mineur. Pour ce faire, nous allons considé-
rer, d'une part, les graphesl-connexes comme des structures arborescentes
de graphes de connectivités supérieures, et, d'autre part, nous utiliserons une
structuration des graphes excluant un mineur xéH (décrite dans p2]) en
une arborescence de graphes presque-plongeables sur une surfad¢ oe
I'est pas.

Les gures 41 et 42 du chapitre de conclusion de ce document pourront
aider le lecteur a s'orienter dans la lecture du présent chapitre. Elles le ré-
sument graphiquement.

Nous allons dans un premier temps mettre au point un méta-schéma pour
les graphes structurés en arborescences. Il aura pour corollaire immédiat un
schéma pour les graphes de largeur arboréscente bornée. Nous ferons usage
ensuite de notre méta-schéma pour obtenir les résultats escomptés sur les
graphesl-connexes ou excluant un mineur.
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3.2 Meéta-schéma pour les k-arborescences

Une décomposition arborescentel'un graphe G est un arbreT dont les
sommets, appelésacs sont des sous-graphes de et tel que, si un sommet
appartient a deux sacss; et s, dont lI'un est ancétre de l'autre, alors il ap-
partient également a tous les sacs du plus court chemin damsentre s; et
S,. Et par union de tous les sacs d&, on doit retrouver le grapheG.

Soit G un graphe an sommet. S'il admet une décomposition arborescente
T telle que :
l'intersection entre deux sacs voisins dansT compte au plusk som-
mets;
gue chaque sac de T est un graphe de la class€;
et qu'on reste dans la classe C en prenant un sacs de T auquel on
ajoute un nombre arbitraire d'arétes simples unissant des paires de
sommets appartenant, deux a deux, a une méme intersection avec un
sac voisin.

alors on dit queG est unek-arborescence sur la classg..

Cette section a pour objet de prouver le théoréme suivant :

Theoreme 38. Sila classeC admet un schéma d'étiquetage d'urgence quasi-
compact! pour Composante Connexe avec Panne sur les Sommets

et les Arétes , alors la classe dek-arborescences su€ en admet également
un.

On peut remarquer que ce théoréme aura pour corrolaire immédfat
I'existence d'un schéma d'étiquetage d'urgence (temps de requétes optimaux)
guasi-compact pour les graphes de largeur arborescehkte

3.2.1 Travail préliminaire

Branches lourdes.  Pour tout sac s d'une arborescencd a N sacs, tel
gues n'est pas une feuille, on peut désigner un de ses |s, mettohscomme

1. Les étiquette sont de taille poly-logarithmique.
2. En posant queC est la famille des graphes dont le nombre de sommets est inférieur
ak.
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étant son Is lourd . L'arréte s f est dite aréte lourde

D'apres p7], il est possible de choisir en temp®(N) tous les Is lourds
de l'arborescence de telle sorte que pour tout sacle nombre d'aréte non
lourdes du plus court chemin entré et la racine deT est O(logN ).

Les sacs de l'arborescende peuvent alors étre partitionnés en branches
dites lourdes Ces branches lourdes sont les chemins maximaux @edont
toutes les arétes sont lourdes.

Si un sacs; d'une branche lourdeB; est Is d'un sac s, d'une autre
branche lourdeB,, on dit que B; est lle de B, dans l'arbre des branches
lourdes Cet arbre a une hauteurO(logN). On peut noter ques; ne peut
étre que le sac d@; le plus proche de la racine d&. (Voir g. 19

Pseudo-aréte. Dans cette partie, nous allons souvent travailler sur notre
arborescencevia des traitements bottom-up® et ce a partir d'une quantité
d'information limitée, donnée par exemple, par les étiquettes des sommets
en pannes. Nous aurons donc parfois besoin de savoir si deux sommets sont
connectés dans une région du graphe qui nous sera méconnue.

C'est pourquoi nous aurons besoin d'un outil permettant, intuitivement,
de résumer le fait qu'il existe un chemin entre deux sommets d'un sac
dans des sacs inférieurs non controlés if. au sujet desquels peut d'infor-
mation nous est fournise, par des pannes par exemple.)

On connectera donc une paire de sommetx;yg, contenue dans l'in-
tersection d'un sacS avec ses sacs- Is, par unpseudo-arétedes lors qu'il
existera un chemin dex a y n'utilisant que des arétes contenues dans des
sacs strictement plus éloignés de la racine de l'arboresceiicque S.

Une pseudo-aréte sera pondérée par le nombre de Is non-lourdsipar
ou passe un chemin d& ay n'utilisant pas les arétes deS ou de sacs plus

3. Du bas vers le haut.
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Figure 19 k-arborescence structurée en arbre de branches lourdes. Deux
sacs voisins d'une branche ou deux sacs reliés par une arétes partagent une
k-intersection.
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proches de la racine d&. Ce poids sera désigné comme étant farce de la
pseudo-aréte.

On pourra construire récursivement I'ensemble des pseudo-arétes ponde-
rées selon un traitementbottom-up de T en tempsO(k?logn), oli n est le
nombre de sommets du graphé.

On note S* un sacS augmenté de ses pseudo-arétes.

Sacs remarquables pour le sommet u. Soit G un graphe structuré
en unek-arborescence su€. Soit u un de ses sommets. On pourra lire les
dé nitions suivantes en se référant a la gure20.
On note p(S) le pere d'un sacS dans l'arborescence.
On note s(u) le sac le plus proche de la racine de l'arborescence dans
lequelu apparait.
On note B(s(u)) la branche lourde contenanu.
On note a(B(s(u)) le sac de la branche le plus proche de la racine
(qu'on appelleapex) et a (B (s(u)) le sommet le plus éloigné.
par commodité, on écrira :
Bo(u) = B(s(u))
ao(u) = a(B(s(u)))
ag*(u) = a *(B(s(u))
ro(u) = p(a(B(s(u))))
Et pourtout i> O:
ai(u) = a(ri 1(u))
g Y(u)=a *(ri 1(u)
ri(u) = p(ai(u))
Bi(u) = B(ai(u))

Sacs-fantbmes. Nous allons dé nir pour chaque sac d'une branche lourde
un sous-ensemble des sacs de la branche en utilisant le lemme suivant :

Lemme 39. Soit E, I'ensemble des entiers positifs inférieurs a. On peut
attribuer a tout x 2 E, un sous-ensemble dg,, de cardinalité O(log n), noté
E (x) tel que pour toute pairefi;j g de E,,

(EGOVEG) \ [Tj]16 ;-
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Figure 20 Sacs remarquables pour le sommet dans lak-arborescence.
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Ex peut étre calculé en temp®(logn) et on peut déterminer un élément de
cette intersection en temp<O(1).

Démonstration.  Soit x un entier compris entre0 et n. On considerex(x) =
lbh b by son écriture binaire surm + 1 bits avecm = dogne 1.

Pour tout k de 0 a m, on note pc(x) le pré xe de b(x) de longueurk bits, et
on note les deux complétions suivantes gg(x) sur m bits :

a(x) = p(x) Pz 9
m Kk
B() = p(x) 1 P 9

m (k+1)
On pose : [
E(x) = fax(x); (x)g:

0k m

On peut supposer que cet ensemble est structuré en deux tab¥s) et B (x)
pour chaque entier Xx.

Soienti etj deux entiers inférieurs an tels que (sans perte de généralité)
i j.Etsoit k m le plus grand entier tel quepk(i) = p«(j). On notera
quek = FirstOne (b(i) b(j)) avec :
est l'opération XOR bit a bit
FirstOne est I'opération qui donne l'indice entreOetm 1dul
le plus faible d'un registre de taillem.
Ces opérations peuvent étre considérées élémentaires.

On remarque que lgk + 1) -ieme bit de (i) est a0 et que celui deh(j)
est al. On en déduit que l'entierz d'écriture binaire

0(z) = p(i) 1 P9

m (k+1)
est tel que :
iz
z = k(i)
Z= a1 (j)

On a donc dé ni, pour tout x inférieur an, un ensembleE (x) contenant
2 dlogne entiers, de telle fagcon que pour tout et j inférieurs an, on obtient
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Figure 21 Les sacss; et s, et leurs fantdmes dans la branche lourde. On
notera qu'ils partagent I'un d'entre eux sur le chemin dont ils sont extrémités.

en temps constant un entier z compris entrei et j et élément a la fois de
E(i) etdeE()).
O

Le lemme 39 nous permet d'armer de maniére analogue qu'on peut
attribuer a chaque sacs d'une branche lourdeB un sous-ensemble (dit de
sacs-fantbme} F (s) des sacs dd3, de cardinalité O(logjBj), tel que pour
toute paire fs;; s,g de sacs daB, F(s;)\ F(s;) contient un sac situé sur le
chemin B entre s; et s, (éventuellement l'une des extrémités). On verra la
gure 21

Graphe de reconnexion de s at. Soients ett deux sacs d'une méme
branche lourdeB tels que les autres sacs du chems t ne sont pas im-

pactés par des pannes On appellegraphe de reconnexion ds a t le graphe

dont I'ensemble des sommetg est I'union d'au plus4 ( k)-intersections, a

savoir, si elles existent :

l'intersection de s avec son Is-lourd
l'intersection de s avec son pére
l'intersection de t avec son Is lourd
I'intersection de t avec son peére

On met une aréte de reconnexion entre deux des sommets\le

s'ils sont connectés dans s* quand tous les autres sommets dé sont

4. Par exemple en constatant que z = i j ? B(i)[FirstOne (b(i)

bij)] : B(j)IFirstOne (i) b(j))].

5. Sur des sommets non présents darset t.
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Figure 22 Graphe de reconnexion entre un sommet et (ici) I'un de ses
fantbmes dans une branche lourde (dessinée horizontalement car la dé nition
est symétrique).

en panné;

ou s'ils sont connectés danst* quand tous les autres sommets deé
sont en panne;

ou s'ils sont connectés dans|* quand tous les autres sommets d¢é
sont en panne.

Avecl l'union des sac intermédiaires entre et t (non inclus) etl * I'union
de ces méme sacs augmentés par les éventuelles pseudo-arétes.
On verra la gure 22

Méthode des sacs fantbmes.  Si deux sacss et t partagent un fantome
f et qu'on connait les graphes de reconnexian f ett f, alors on peut
en déduire le graphe de reconnexia t de maniére triviale en temp0(k).

3.2.2 Graphe auxiliaire de panne

Soit X I'ensemble des sommets en panne dans le grap@edont une
k-arboresence structurée en branche lourde nous est livrée. Nous allons ici
contruire un graphe auxiliaireP (G; X)) nous permettant de mettre a jour les
connexions dans le graphe entre les sacs contenant les plus haueprésen-
tants des sommets en panne. Cette construction sera une étape du pré-calcul

6. Cela permet d'observer une éventuelle déconnection entre deux sommets d'intersec-
tion qui serait due a la panne d'un troisieme.
7. Plus proche de la racine deT.
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de la panneX dans le méta-schéma d'étiquetage qui fait I'objet de la partie
3.2

Notons So(X) = fs(x) ; x 2 Xg I'ensemble des sacs les plus hauts ou
apparaissent les sommets d€.

Nous allons donner une dé nition par induction structurellebottom-up®
du graphe de panne

Cas d'une branche lourde feuille. Si B est une branche lourde en posi-
tion de feuille dans la structuration arborescente, on considére lI'ensemble de
sacsE(B;X)=(B\ Sy(X)) [f a(B);a 1(B)g triés du bas vers le haut?

Le graphe de panné(B; X ) de la brancheB est I'union des graphes de
reconnexion de chaque paire consécutive de sacEdeSiB\ Sy(X) est vide,
on ne traite pas la branche et son graphe de connexion est vide.

Cas d'une branche lourde possédant des branches- lles On consi-
dere I'ensemble de sacs

E(B;X)=(B\ So(X)) [f a(B);a *(B)g[ F

ou F est I'ensemble des sacs d& dont au moins un des Is non-lourds est
apex d'une branche lourde traitée préalablement

On met a jour chaque sac augmenté dé en décrémentant les forces des
pseudo arétes lorsque la connexion n'est plus assurée dans l'un des Is, et en
mettant en panne, le cas échéant celles dont la valeur associée att@nOn
pourra voir la gure 2311

8. l.e du bas vers le haut de l'arborescence.
9. Soient des sacs touchés par la panne et les extrémités de la branche.

10. On dira que la branchehérite d'une panne. Il s'agit d'un héritage bottom-up. L'ana-
logie avec la généalogie serait plus évidente si I'on y dessinait les arbres dans le méme
sens.

11. Cette méthode nous permet de maintenir e ectif le pouvoir de connexion des
branches non-lourdes non impactées sans devoir disposer d'information sur elles. (Ce qui
imposerait un facteur multiplicateur égal au degré maximal de I'arborescence, a savoin
dans le pire cas, a la taille de nos étiquettes.)
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On proceéde ensuite comme dans le cas de la branche-feuille a ceci pres que
les sommets d'intersection issus des Is non-lourds traités préalablement sont
ajoutés au graphe de reconnexion au sein de chaque sadssu deF.

On transmet en dernier lieu a I'apex de la branche située au dessusBldes
mises a jour éventuelles des pseudo-arétes et leurs forces initiales.

Le graphe de pannd®(G; X) est I'union des graphes de panne de toutes
les branches traitées.

3.2.3 Constructions auxiliaires

Pour connaitre la composante connexe d'un sommet dans le grapghe
X, on tachera en général de le relier a un sommet Y G; X) auquel il
est connecté. Cela dit, dans des cas ou nous nous intéresserions a l'état de
connexion d'un sommet éloigné deP(G; X), il nous faudra utiliser une
méthode analogue a celle de la fonction de routage utilisée dans le schéma
construit pour la famille des arbres'?

Fonction d'aiguillage. Soit A une fonction qui prend en entrée un couple
sac-somme(s; u) et lui associd un identi ant de taille O(logn) de la compo-
sante connexe de dansGns. On appellefonction d'aiguillage cette fonction
A. (Voir gure 24.)

Arbre d'aiguillage. La fonction précédante ne peut sure car on ne
pourra stocker dans I'étiquette d'un sommet la valeur deA(s;u) que pour
un nombre limité de sac 3. On va devoir construire, pour chaque branchB,
un arbre d'au plusO(n?) sommets que I'on pourra étiqueter pour le probléme
routage comme vu auparavant (théoremel2) a n d'obtenir une informa-
tion équivalente.

On dé nit pour toute branche B un arbre A(B) dont les sommets sont
des couples sacs-ensemble-de-sommetBdeP (V(G)), tels que (On verra
la gure 25):

12. On rappelle que la composante connexe d'un sommet était le résultat du routage
depuis le plus proche ancétre der dans X vers u lui-méme.
13. Par exemple, pour les apices du sac de
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Figure 23 Graphe de panne, étape d'induction. La couleur rouge cor-
respond a une panne. La couleur orange, a une panne héritée d'une sous-
branche. Chaque aréte rouge dans une intersection d'apex constitue un ordre
de décrémentation de la force d'une pseudo-aréte. Une fois réalisées ces décré-
mentations et les mises en panne correspondantes, on peut procéder comme
dans une branche-lourde sans lles. Les sacs-péres des sacs impactés ne sont
pas indiqués pour ne pas alourdir le dessin.
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Figure 24 Fonction d'aiguillage A : Tous les sommets du sas sont en
panne.A(s;u) est la composante connexe dedansGns
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Figure 25 Arbre d'aiguillage d'une branche.

(a(B); V(G)) est la racine*
pour tout sac s; deB aveci 1
(si; V(G)) est un sommet Is de(s; 1;V(G))
pour toute composante connexeC deGns; 1, (si; C) est un sommet
dont le pére est(s; 1;C9 telle que C%est le plus petit ensemblé&®
contenant C parmi les sommets disponibles.

Soit u un sommet du sacs. On note A(s; u) le sommet(s;E) de A tel
queu 2 E et que pour tout sommet(s;F) telqueu2 F onaE F.E
peut étre égal av (G) dans le cas ouu appartient également au sac-pére de

14. a(B) = so, les sacs deB sont notéss; ou l'indice i évolue de haut en bas.
15. Plus petit au sens de l'inclusion.
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3.2.4 Structure de recherche de composante connexe

A partir du graphe de panneP(G; X) et en utilisant une structure de
donnée Union-Find , on peut construire une structure de recherche de la
composante connexe d'un sommet.

On procede encore par traitemenbottom-up Pour tout sommet x d'un
sacs du graphe de panne, on introduit (opérationMake-Sef), si ce n'est
déja fait, dans la structureUnion-Find son identi ant i(X) et sa composante
connexe dans le sac trait® c(x;s*;X) . On unit ensuite :

Union(Find (i (x)); Find (c(x; s*; X))) :
Pour tout voisin déja introduit v de x dansP(G; X) :

Union(Find (i(x)); Find (i (v)) :

3.2.5 Calcul d'une composante connexe

Soit un sommetu dont on désire connaitre la composante connexe dans
GnX. On considére son occurence dans le sas s(u), c'est-a-dire le sac le
plus proche de la racine de I'arborescence ou il est présent. it B(s) la
branche lourde correspondante.

Si B n'apas été traitée lors de la construction dB (G; X ), on considére
son plus proche ancétr®° parmis les branches traitée¥. Comme vu
dans les premiers chapitres de ce document, c'est équivalent a traiter
une requétePrédécesseur. On peut tenter de relieru a un sommet
v du sacs® de B? pére d'un des apices de, en tempsO(k?), par
la méthode des sacs fantdmes. (Premier cas, gug®.) On retourne
alors la composante connexe de(elle-méme calculée comme dans le
cas suivant ou la branche a été traitée).

Si aucun sommet de lintersection da® vers le sac deu n'est acces-
sible'®, on retourne le couple(s® A(s® u)) qui identi e la composante
connexe. (Deuxieme cas, gure7?.)

16. Pannes et pseudo-pannes.

17. S'il n'y en a pas, c'est qu'il n'y a pas de panne dans le graphe car la branche-racine
hérite de toute panne.

18. Comme si tout s était en panne.
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Si B a été traitée, on cherche le prédecessqude s et son successeur
p® dans I'ensemble des sacs traités d& trié du plus éloigné au plus
proche de la racine.

si p = s (Troisieme cas.), on renvoit le résultat de la recherche
dans la structure Union-Find de la composante connexe du som-
met x dans le sac augment&® en panne. Ce résultat se note
Find(c(x;s*; X)).

sinon on tente, en temps O(k?), par la méthode des sacs-fantdmes,
de relieru a un sommetv de p ou p°. En cas de succes, on renvoit
Find(i(v)). (Quatrieme cas, gure28) En cas d'échec, on déduit
queu est déja déconnecté du graphe de panne par les seules pannes
de p®%°. On retourne pour identi ant de la composante connexe de
notre sommet :Routage, g, (A (V% p%); A(u; s)) otivPest un sommet
de l'intersection inférieure dep® (éventuellement en panne) relié a
u via un chemin n'utilisant pas d'aréte dep® v° existe carG est
connexe et il peut étre déterminé par la méthode des sacs fantémes.
(Cinquieme cas, gure29.)

3.2.6 Meéta-étiquetage

Etiquetage.  L'étiquette d'un sommet u doit contenir de l'information sur
le sacs(u) et sesO(logn) fantomes ainsi que sur se®(logn) apices et les
O(logn) fantdmes de chacun d'entre eux. Apparait donc le coe cient multi-
plicateur O(log? n) pour la taille des étiquettes.

La méthode des sacs fantdme impos(k logn + k?) bits d'information
par sac connu. Il faut également disposer des étiquettes interigsle O(k)
sommets d'intersection par sac et d®(k?logn) bits d'onformation pour la
gestion des pseudo-arétes de chaque apex.

On doit aussi connaitre les étiquettes de routage (de tailf@(logn)) dans
I'arbre d'aiguillage de la branche ded(k) sommets par sac.

19. u est déconnecté dep par les seules pannes dg° car les sommets de l'intersection
supérieure dep ne sont pas en panne. S'ils I'étaientp ne serait pas le prédécesseur de
car son peére serait en panne. Les pannes a considérer dgms'ont donc pas d'incidence
sur la composante connexe de.

20. Celles de I'étiquetage utilisé en boite noire.
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Figure 26 Calcul de la composante connexe de: premier cas.
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Figure 27 Calcul de la composante connexe de: deuxiéme cas.
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Figure 28 Calcul de la composante connexe de : quatrieme cas.
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Figure 29 Calcul de la composante connexe de : cinquiéme cas.

88



3.2. META-SCHEMA POUR LES K -ARBORESCENCES

On construit donc des étiquettes de taill®©(k? log’n ) ol lambda est
la taille maximale (au moinslogn) d'une étiquette interne. On n'a donc plus
a proprement parler des étiquettes compactes. Cette contrainte est relachée :
on parle maintenant d'étiquetagegjuasi-compactgant que les étiquettes de-
meurent de taille poly-logarithmiques.

Cet étiquetage peut étre réalisé en temps polynomial :

Structurations du graphe en branches lourdes et tris en temps poly-
nomial.

Construction des sacs augmentés en temps linéaire.

Etiquetage interne en temps polynomial de chaque sac.

Construction des graphes de reconnexion en temps linéaire.

Construction des arbres et fonctions d'aiguillage en temps quadra-
tique.

Pré-requéte. Soit X une panne. On peut construire le graphe de panne
en tempst :

iXj (p (k) + k g (jXj;n)
et la structure de recherchéJnion-Find en temps négligeable devant le pré-
cédent.

Turbo-requéte. On peut alors e ectuer une turbo-requéte en temps :
Pred (jXj;n)+ O(k?) + Find (k x)+ q (jXj;n))+ routage (n?) :

Ce qui constitue bien une turbo-requéte au sens ou on I'a dé ni car tous les
termes de la somme sont négligeables devamt(jX j;n)), & considérer que
Pred (jXj;n) est négligeable devanfq (jXj;n))) et quek? = O(1).

3.2.7 Pannes sur les arétes

Rien ne s'oppose a ce que notre méta-schéma supporte les pannes sur les
arétes, en revanche, si les schémas de départ ne fonctionnent que pour des
pannes sur les sommets, alors le traitement des pseudo-arétes n'est pas assuré

21. p (x) est le temps nécessaire au traitement d'une panne interne de sommets etq
le temps de requéte correspondant.
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Figure 30 On zoome progressivement de gauche a droite : (a) un graphe
connexe et sa décomposition arboréscente en composante bi-connexes (b)
l'une d'entre elles et sa décomposition arborescente en composanBes
connexespondset cycles

et on ne peut rien conclure du tout. On exige donc que les schémas utilisés
en boites noires fonctionnent pour les pannes sur les arétes.

3.2.8 Conclusion

Le théoreme38 est désormais établi. En découlera un corollaire immédiat
pour la famille des graphes de largeur arborescerike elle admet un schéma
d'étiquetage d'urgence quasi-compact pour le problem@onnexité avec
Panne sur les Sommets et les Arétes . Les étiquettes sont de taille
O(k? log®n) bits.

Ces résultats sont a comparer avec, d'une partT], qui obtient des éti-
guettes de tailles (k) logn, ouf est une fonction tres grande obtenue a partir
d'une méta-construction générale pour toutes les propriétés exprimables en
logique du second ordre monadique sur les graphes de largeur arborescentes
bornés (les pannes sur les arétes n'y sont pas traitées). De l'autrég][ex-
plicite une construction dont les étiquettes sont de taille&? logn. Dans les
deux cas, le traitement des pannes n'est pas adaptable a celui d'un schéma
d'urgence. On pourra voir le tableau comparatif du chapitre de conclusion
de ce document pour plus de précision.
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3.3 Passage aux graphes 1-connexes

3.3.1 Arbre des composantes biconnexes

On appellecomposante biconnex¢ou 2-connexg d'un graphe, un sous-
ensemble maximal de ses sommets tel que le sous-graphe qu'il induit est un
graphe 2-connexe.

Si un grapheG est connexe, on peut construire un arbre dont les sommets
sont ses composantes biconnexes et dont toute aréle C; correspond a un
sommet que les composantes biconnexgset C; ont en commun dansG.

On appelle un tel arbrearbre des composantes biconnexésG. On notera
qu'il n'est pas dé ni de maniére unique. Par exemple, trois composantes
biconnexe<;, C; et C, partageant un sommet commun admettront les arbres
C G GC,C C¢ CetC C Cycommearbre des composantes
biconnexes

3.3.2 Arbre des composantes triconnexes

D'une maniere analogue, on peut obtenir pour tout graph2-connexe la
décomposition de Tuttec'est-a-dire une arborescence de graphes triconnexes,
de cycles et debonds(graphes a deux sommets et au moins une aréte). Une
aréteC; C; de l'arborescence correspond alors a l'intersection, réduite a un
ensemble del ou 2 sommets, entre les composante&sconnexes (ou cycles,
ou bondsg C; et C;.

3.3.3 Décomposition

Comme esquissé sur la gure30, on pourra appréhender tout graphe,
méme non connexe, comme un ensemble de ses composantes connexes (domi-
nante rouge sur la gure), chacune d'entre elles étant structurée en arbre des
composantes biconnexes (bleues), elles-mémes structurées en arbres des com-
posantes triconnexes (vertes). Cette structuration nous permettra d'utiliser
le théoreme38 pour étendre un schéma d'étiqguetage des graphgsonnexes
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aux graphes de toutes connectivités.

3.4 Famille de graphes excluant H comme mi-
neur

3.4.1 Théoreme de structuration de graphe
3.4.1.1 Dé nitions préalables

Ces dé nitions sont celle présentées dansd.

Clique-somme.  Soit G un graphe dont(H; H;) est une séparation (c'est-
a-dire queH, et H, sont des sous-graphes de G sans arétes en commun tels
queH;[ H, = G). Soit K le graphe complet tel quev(K) = V(Hy)\ V(H>)
avecjV(K)] k. SoitG; = Hij[ K pouri 2f 1;2g. On dit alors que G est
une k-clique-sommede G; et G,. On noteraG = G; (G,ouG=G; G,

si la précision n'est pas nécessaire.

Réaliser unek-clique-sommeentre G; et G, revient donc a identi er une
clique deG; a une clique deG, de méme taille au pluk, et a enlever un sous-
ensemble arbitraire (éventuellement vide) des arétes de cette clique dans le
graphe obtenu. On verra la gure31 On pourra aussi remarquer que n'est
pas un opérateur bien dé ni étant donné que des graphes di érents peuvent
résulter de la clique-somme de deux graphes donnés, par exemple en collant
selon des cliques di érentes ou en supprimant des sous-ensembles di érents
d'arétes de la clique apres collage.

Graphe h-presque-plongeable.  On dit qu'un graphe G est h-presque-
plongeablgvoir gure 32) dans une surface s'il existe un ensemble de som-
mets (dits apices’?, apex au singulier. Nous adopterons ici la désinence la-
tine.) A V(G) de cardinalité au plush et tel que le grapheGnA soit I'union
d'un graphe Gq plongé dansS et d'au plus h graphes disjointsGy; G,; ;G

22. Ce mot est redé ni ici. On pourra oublier la dé nition donnée dans la preuve du
théoréme 38.
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Figure 31 Graphe obtenu parclique-sommeselon unK 3 dont on conserve
deux arétes.

(aveck h) appelésvortices, de largeur-linéaire?® au plus h.

GnA peut donc s'écrireGo[ G1[ [ Gk (ouk h). La maniére dont
les vortices sont unis au graph&, n'est pas arbitraire.

Vortices.  Soit F une face d'un graphes plongé sur une surface. Et soient
Vo; Vi,  Vm 1;Vm les sommets bordant cette face (dans cet ordre circulaire)
avecVp = Vn,. Un intervalle circulaire pour F est un ensemble de sommets
fva;Var1;  ;VsgoUaetssontdes entiers et ou les indices dgssont réduits
modulo m. Soit une liste nie d'intervalles circulaires de F.
Nous complétons le graph& ainsi (voir g 33) :

1. pour chaque intervalle circulaird. 2 , on ajoute un nouveau sommet

VL
2. pour tout v; 2 L, on peut ajouter ou non une aréte; v,

3. pour toute paire d'intervalles deL et M de , on ajoute une aréte
Vi Vm SiL\ M estnon vide.

Sous réserve qu'aucun des sommets du bord Een'apparait dans plus
de k intervalles de , on dit qu'on a ajouté unvortex de profondeur au plus
k au grapheG.

Les vortices sont des graphes de pathwidth bornée, c'est-a-dire qu'ils ad-
mettent une décomposition en chaine de lageur bornée. Udécomposition

23. Ou pathwidth. La largeur linéaire d'un graphe est la largeur minimale d'une décom-
position arborescente de ce graphe qui soit telle que son arbre-support est un chemin. Voir
gure 34 et dé nition a venir.
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Figure 32 Graphe presque-plongeable dans le tore3trous
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Figure 33 Un vortex gre é sur une faceF. Les sommets du bord de la
face sont représentés en gris (forme oblongue) et ses arétes en trait noir trés
épais (elles forment I'anneau). Un intervalle circulaird. est représenté par
une bande de méme couleur que son sommegt correspondant. Les arétes
construites au point2 de la dé nition sont également de la méme couleur
que l'intervalle correspondant. Celles construites au poirg sont épaisses et
dessinées en noir. Nous utilisons le symbole du tourbillon de couleur appa-
raissant au centre de la gure pour résumer cette construction dans d'autres
images.
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Figure 34 Décomposition linéaire du vortexG; et union a Go selon des
sommets du bord deF;. On s'aranchit ici de la dé nition basée sur les
intervalles ciculaire pour ne voir en un vortex qu'un graphe de largeur linéaire
bornée.

ensembles (appelésacy de V(G) telle que :
pour toute aréte (u;v) de E, u et v soient tous deux contenus dans
l'un des sacs
les sacs dans lesquels un sommaet apparait forment une sous-séquence
de sacs consécutifs.

Pour chaqueG;, il existe une faceF; de Gy dans S telle qu'on puisse
associer injectivement ay-eme chaque saxji de la décomposition en chaine
de G;, un sommet du bord deF;, noté x} et que la séquenc¥ des(xji )1 d
respecte l'ordre circulaire du bord dé-;.

24. avecd; le nombre de sacs de la décomposition en chaine du grapis.
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L'union de G; a Gy se fait par identi cation de (x}) a l'un des sommets
du sacX|. (gures 34 et 35)

La dé nition du vortex et sa caractérisation en graphe de pathwidth bor-
née nous seront toutes deux utiles ultérieurement.

Apices. Lesapicessont donc, comme évoqué précedemment, les sommets
n‘appartenant pas a l'union deGy et des vortices. ils sont potentiellement
connectés a n'importe quel sommet du graph®, qu'il soit élément d'un G;

ou méme un autre apex. On pourra retourner a la gur82 et y observer les

5 sommets arborant une croix en X et semblant étre source de désordre : ce
sont les apices.

Structure arborescente Si un grapheG peut étre construit par k-clique-
sommes successives de graphes appartenant a la cl&sen dit que G est
une k-structure-arborescentesur C.

3.4.1.2 Enoncé du théoréme de structuration

Le Théoreme de structuration des graphes sans mine[62] a rme que
pour tout graphe H, il existe un entierk = k(H) tel que tout graphe G
n‘admettant pas H comme mineur peut étre obtenu, pak-cliqgue-sommes
successives, a partir d'une liste de graphes dont chaque élémentkeptesque-
plongeable dans une surface dd n'est pas plongeable.

3.5 Meéta-schémas auxiliaires pour les graphes
h-presque-plongeable

3.5.1 h-vortex + h apices = ( h;h)-vortex

Un h-vortex d'au plus n sommets a une pathwidth bornée. Sa décomposi-
tion linéaire peut donc étre vue comme un cas particulier dearborescence.
De méme, unh-vortex auquel on rajoutek sommets quelconques et arbitrai-
rement reliés (entre eux et aux sommets de départ) peut étre vu comme une
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Figure 35 Un vortex G;j vu comme un graphe de largeur linéaire bornée
(chaque sommet rouge est ici représentant d'un des sacs de la décomposition
de la gure 34.) gre é sur la faceF; qui lui correspond.
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Figure 36 (h;h)-vortex

(h + k)-arborescence. Il sut pour cela d'ajouter lesk sommets dans cha-
cun des sacs. En particulier, si on ajoute lds apices d'un graphe presque-
plongeable a un de ses vortices, on obtient ui; h)-vortex (g. 36) et sa
décomposition linéaire
dont les sacs sont des graphes dont le nombre de sommet est borné
par la constante2 h et admettent un schéma d'étiquetage compact
d'urgence trivial®® dont les étiquettes sont de taille constant@®("
dont le temps de pré-requéte est constafft et dont le temps de turbo-
requéte est également constant’
dont le nombre de sacs est borné parn.

Donc d'apres le théoreme8 :

Théoréme 40. Pour tout h xé, la classe des(h;h)-vortices an sommets
admet un schéma d'étiquetage d'urgence quasi-compact.

3.5.2 3-connexe plongé + h apices = 3-connexe plongé
h-enrichi
D'apres le théoreme34, on sait qu'un grapheG, 3-connexe plongé sur

une surface admet un arbre couvrant de degré borné par une constante
proportionnelle au genre du graphe. On peut donc enrichir un tel graphe de

25. Chaque étiquette contient la liste de toutes les pannes possibles associées a la com-
posante de chacun des sommets.

26. Choix d'une panne dans la liste.

27. Lecture de la composante connexe.
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Figure 37 Graphe 3-connexe plongé eh-enrichi

h apices(a;), ; ,, et des arétes qui l'unissent a eux (voir g37) en utilisant
le méta-schéma du théorema7.

On utilise le grapheC= T sur lequel on coudMy = Gy et chaque étoile
M; de sommet centrala;. Notons que la famille des étoiles est incluse dans
celle des arbres et admet donc un schéma d'étiquetage d'urgence d'apres le
théorémes.

Théoréme 41. La classe des graph8-connexes plongés sur une surface de
genre borné eth-enrichis admet un schéma d'étiquetage compact.

3.5.3 3-connexe plongé h-enrichi + h (h;h)-vortices = h-
presque- 3-connexe-plongeable

Un grapheG h-presque3-connexe-plongeabl€ se découd favorablement
(voir g. 38) selon un grapheC d'au plus n sommets, union deh cycles
vorticiels et desh apices isolés, dont le nombre d'ancrage €2t h+ 2. On
obtient par découpage les graphes :

28. La partie plongée est3-connexe.
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Figure 38 Obtention par colture d'un graphe h-presque3-connexe-
plongeable

My, graphe 3-connexe plongé-enrichi
et, pourtout 1 i h, M; un (h;h)-vortex.

Ceci, avec le théoreme7, établit le théoréme suivant :

Theoréme 42. La famille des graphe$i-presque3-connexe-plongeables ad-
met un schéma d'étiquetage compact d'urgence pdaiomposante Connexe
avec Panne sur les Sommets

De plus, étant donné que toutes ces constructions sont généralisables aux
pannes sur les arétes par subdivision, on obtient le théoréme :

Theoréme 43. La famille des graphe$i-presque3-connexe-plongeables ad-
met un schéma d'étiquetage compact d'urgence pdaliomposante Connexe
avec Panne sur les Sommets et les Arétes

3.6 Conclusions du chapitre

En considérant la famille des graphds-presque-plongeables comme étant
des (k + 2)-arborescences de graphdspresques-connexe-plongeables, le
théoreme38 nous permet d'étendre le théoréemé3 au théoréme suivant :
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Theoréme 44. La famille des graphef-presque-plongeables admet un schéma
d'étiquetage quasi-compact d'urgence poutomposante Connexe avec
Panne sur les Sommets et les Arétes

Et donc, en utilisant a nouveau le théoreme38 sur les h-structures-
arborescentes de graphdspresque-plongeables, on établit le théoreme :

Theoréme 45. La famille des graphes excluant un mineur xé admet un
schéma d'étiquetage quasi-compact d'urgence palomposante Connexe
avec Panne sur les Sommets et les Arétes

De plus, en utilisant la structuration du paragraphe3.3.3 nous pouvons
aussi étendre le schéma du théorénTea un schéma quasi-compact pour les
graphes de toutes connectivités.

Theoréme 46. La famille des graphes de genre eulérien borné admet un
schéma d'étiquetage quasi-compact d'urgence palomposante Connexe
avec Panne sur les Sommets et les Arétes

Et comme annoncé au paragraph®.2.8 nous obtenons également un
résultat sur les graphes de largeur arborescente bornée :

Theoréme 47. La famille des graphes de largeur arborescente bornée ad-
met un schéma d'étiquetage quasi-compact d'urgence poDomposante
Connexe avec Panne sur les Sommets et les Arétes
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Conclusion

Résumé de notre contribution

Notre contribution scienti que est concentrée dans deux des chapitres de
cette these, a savoir le chapitr et le chapitre 3. Dans chacune de ces divi-
sions est introduit un méta-schémad'étiquetage permettant d'assembler les
résultats obtenus sur des classes de graphes structurellement peu complexes
et d'obtenir ainsi des résultats sur des classes structurellement plus élaborées.

Ces résultats sont compilés et comparés a l'existant dans le tableau qui
suit. Pour chacun des résultats (ceux dont nous ne sommes pas auteur sont
grisés), le tableau indique :

la famille de graphe sur lequel il est e ectif

la nature de la panne supportée (S pour sommets, A pour arétes). Les
complexités sont indiquée pour des pannes sur les sommets dans le
tableau.

le temps d'encodage de la structure de donnée

la taille en bits d'une étiquette ou de la structure totale si non pertinent

le temps de pré-requéte suite a la déclaration d'une panne

le temps de turbo-requéte
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Th. Famille Panne | Encodage | Etiquette Pré-calcul de Calcul
X Conn g(x)(u; V)

[51 arbitraires A n+m oracle jX jlog®nloglogn| log? nloglogn
[10 planaires S(A) n oracle iXjloglogn log logn
[14] planaires 3-c S(A) n logn iXj? logn
[15] | planaires S(A) n logn iXj? logn
[16 | tw k S(A) k?nlogn | k?logn iXj? logn
8 arbres S(A) n logn jXjloglogn log logn
23 planaires ext. | S(A) n logn jXjloglogn log logn
32 planaires 3-c S(A) n logn iXjloglogn log logn
37 genreg 3-c S(A) (n+ g)n glogn iXjloglogn log logn
46 genreg S(A) n? glog®n jXjloglogn log logn
47 treewidth k S(A) n? kZlog?n iXjloglogn log logn
45 H-minor-free | S(A) n? f (H)log®n| jXjloglogn log logn

Nous avons voulu, pour conclure ce document, illustrer graphiqguement
les constructions successives que nous avons été amené a réaliser. Ces illus-
trations seront accompagneées, a chaque étape, des numéros de théoreme cor-
respondant.

Tout d'abord, la gure 39 nous sert a matérialiser l'utilisation du théo-
reme 27. Sur fond rouge, nous précisons quelles sont les schémas de départ
gue nous utilisons et qui nous permettent d'obtenir un nouveau schéma d'éti-
guetage d'urgence de connexité pour une famille obtenue par colture.

Nous pouvons alors illustrer ainsi les résultats du chapitr2 tel qu'e ec-
tué sur la gure 40. Nous voyons, en parcourant ce schéma de bas en haut,
comment l'objectif de ce chapitre, a savoir de construire un schéma d'étique-
tage compact de connexité des graph&connexes plongés sur des surfaces,
est réduit aux problemesPredecesseur

et a Routage dans un arbre.

dans un ensemble d'entiers triés

Quant a elle, la gure 41 matérialise le méta-schéma du théoréntes. ||
nous permet d'obtenir un schéma d'étiquetage d'urgence de connexité quasi-
compact pour une famille structurée erk-arborescence de graphes d'une
autre famille, pour laquelle un schéma compact ou quasi-compact nous est
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Figure 39 Meéta-schéma du chapitre2. On obtient un schéma d'étiquetage
d'urgence de connexité pour la famille des graphes obtenus par codture. Le
phylactére indique un numéro de théoréme. CPSA indique un schéma
d'urgence compact pour panne sur les sommets et arétes.

105



CHAPITRE 3. GRAPHES SIMPLEMENT CONNEXES ET GRAPHES SANS
MINEUR H

Figure 40 Schéma de dépendance des resultats du chapitte CPS
indique un schéma sur les sommets uniquement.
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Figure 41 Méta-schéma du chapitre3 sur lesk-arboréscences.

livré.

On peut alors représenter ( gure 42) les résultats du chapitre3 comme
nous l'avons fait pour le précédent. Nous voyons comment nous nous ap-
puyons sur les résultats précédents pour obtenir un schéma d'étiquetage d'ur-
gence de connexité, quasi-compact, pour la famille des graphes n'acceptant
pas le grapheH comme mineur.

En n, nous branchonsles résultats des deux chapitre® et 3 pour obtenir
une cartographie de I'ensemble de nos résultats.

Limites et perspectives

Implémentation. Nous avons dans cette thése construit des schémas d'éti-
quetages d'urgence de connexité pour diverses familles de graphes. Ces sché-
mas sont des construction théoriques, on peut s'interroger sur la faisabilité
de leur implémentation.

Le schéma de Courcellet al.[14] pour les graphes planaire8-connexes
avait été implémenté par nos soin®. L'implémentation de notre schéma

29. Ce résultat constituant I'essentiel de notre stage de n de Master.
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Figure 42 Schéma de dépendance des resultats du chapie qCPSA
indique que le schéma est quasi-compact.
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Figure 43 Schéma de dépendance des resultats de ce document.

109



CHAPITRE 3. GRAPHES SIMPLEMENT CONNEXES ET GRAPHES SANS
MINEUR H

d'urgence pour la famille des arbres semble assez élémentaire et constitue un
de nos objectifs a court terme, de méme que celui, un peu moins trivial sur
les graphes planaires extérieurs.

En revanche, les résultats sur les classes de graphes plus compRéExes
semblent requérir des outils algorithmiques perfectionnés, ne serait-ce que
pour découper les graphes plongés sur les surfaces. Un état de I'art des algo-
rithmes disponibles devra précéder l'implémentation de nos schémas.

Améliorations. Nos schémas d'urgence ont un temps de turbo-requéte op-
timal Pred (jXj;n). De plus, I'étape de tri pour la pré-requéte semble di cile

a éviter, et le tempsSort (jXj;n) semble incompressible. C'est sur la taille
des étiquettes que nos espoirs d'amelioration se tournent. Nous laissons donc
ouverte la qustion : existe-t-il un schéma d'étiquetagd'urgence et compact
pour les familles ou nous n‘avons obtenus qu'un schémaasi-compact? Nous
tendons a croire que oui, mais qu'un changement de stratégie s'impose : il
faut repenser nos méta-schémas.

Une autre question : nos constructions, moyennant quelques adaptations
éventuelles, permettent-elles de généraliser nos schémas a d'autres problemes ?
Par exempleDistance avec Panne , Nombre de Composante connexe
avec Panne ou Tailles ces Composantes Connexes avec Panne se-
raient peut-étre de bons candidats.

Un autre axe d'amélioration : certains de nos schémas de connexités to-
lerent la réparation de pannes ou l'ajout d'arétes et de sommets. On peut ima-
giner une structure de données pseudo-dynamique tenant a jours sous forme
de pannes et réparations les évolutions de I'état d'un oracle de connexité
jusqu'a un re-calcul total périodique. C'est une direction que nous aimerions
suivre également.

30. Complexes au sens de la profondeurs des imbrications de résultats dans nos preuves.
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Annexe - Digression

Connexion

Suis-je connecté ? Combien de fois par jour cette question m'e eure-
t-elle ? Mon téléphone portable est-il relié au réseau? Et au Wi-Fi ? Suis-je
joignable en vacances ? Puis-je changer d'opérateur téléphonique ou d'héber-
geur de courrier électronique sans disparaitre socialement? Puis-je rentrer a
Bordeaux depuis Clermont en train ?

Cette angoisse de la connexion rompue peut faire ressembler le plus
aguerri des hommes d'a aire du XXléme siécle a une adolescente attendant
depuis trois jours l'appel du jeuneKévin. On le voit faire les cent-pas, dans
un aéroport ou un hotel, en costume impeccable, mais le nez collé compul-
sivement a sorntéléphone intelligentde derniere génération ou a sa tablette.
Ce pionnier du néo-nomadisme, gure-clef de I'élite mondialisée, n'a plus de
patrie que le réseau dématérialisé de ses contacts électroniques. Sang-cet
cordon ombilical symbolique, il n'est nulle part et il est seul. (Nottons que
la lutte contre la solitude constitue la cause nationale pour I'année 2011 du
gouvernement francais élu2)).

La génération dont nous sommes a eu la chance de connaitre |'avant et
I'apres, aussi bien en ce qui concerne l'Internet qu'au sujet du téléphone por-
table. Nous savons donc que nous sommes capable de survivre déconnectes,
nous pratiguons méme la déconnexion dés que l'occasion le permet, mais ce
ne sera sans doute plus le cas des générations a venir. C'est d'ailleurs au tour
de I'adolescente de ressembler & notre homme d'a aire et de se sentir nue sans
le talisman électronique qui est gre € a sa main. On retrouvera facilement sur
un site d'hébergement de vidéos, la crise de nerfs d'un jeune allemand, violen-
tant le PC qui lui refuse I'accés a un jeu en ligne massivement-multijoue® |
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Suis-je connecté? ( bis) Cette question est centrale, certes, mais quelle
en est la réponse ? Si vous lisez en ce moment une version électronique de
ce document, vous pouvez peut-étre apercevoir dans un coin de votre écran
une petite icbne qui indique, a l'aide d'arcs de cercles concentriques, Si oui ou
non, et dans quelle mesure, vous étes connecté a votre router Wi-Fi. Votre
téléphone portable arborera lui aussi, quelques barres verticales témoignant
de son état et de son niveau de connexion. Quant a vom@uter, il saura vous
indiquer s'il a accrochéle réseau d'un simple clin de LED.

La patience, lorsqu'il s'agit de connaitre son état de connexion, n'est pas
de mise. L'attente est hautement anxiogene. La réponse a la question qui
taraude le candidat a la connexion doit donc étre disponible sans délai. Elle
est devenue un besoin quasi-vital pour 'homme moderne et s'est progressi-
vement glissé sous spyramide de Maslow{42)].

La structure qui m'emploie est-elle connectée ? Si, a fortiori, nous
faisons parti de I'équipe d'administration-réseau d'un grand moteur de re-
cherche américain ou d'un site de vente en ligne pour lesquels l'impact de
chaque minute de panne s'évalue en centaines de milliers de dollars de manque
a gagner 23], ou si nous avons en charge la sécurité civile ou militaire d'une
nation entiere, alors dans ces cas la, impatience et exigence sont des vertus.
Le temps perdu inutilement lors d'une situation de crise donne lieu a des
chasses aux responsables ou a des restructurations Iégitimes comparables a
celle de la NORAD un lendemain de 11 Septembre 20@8|[ Se maintenir
connecté, ou maintenir son client client connecté, est, en conclusion, un dé
incontournable pour tout professionnel consciencieux.

Distribution des données

L'humain, le robot et le  big data. A I'heure des Systemes d'informa-
tion, des big datg des Google et Facebook, de la Nouvelle Université de
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Bordeaux ou de I'Union Européenne; a I'heure de la gouvernance globale,
de Jacques Attali, de Bernard-Henri Levy, de la guerre globale contre le ter-
rorisme menée pat'Empire du Bien [44], de la surveillance globale, et du
Patriot Act, information et pouvoir se fédérent et s'entrelacent chaque jour
un peu plus pg|. Les monopoles nissent par s'imposer a coups de rachats et
de mille milliards de dollars[59], les états-providences mamouths faussement
libéraux et hyper-dirigistes sont désormais capables de tout nous donner ou
de tout nous prendre, la liberté individuelle disparait derriére son ersatz élec-
toral, festif et libidineux [45], derriére letittytainement cher azZig Brzezinski.

Le résistant, le mal-pensant et Ennemi de la libertésont traqués. Nos lois
encadrentsi bien laliberté d'expressionque les condamnations politiques, en
Occident-Démocratique, deviennent Iégions.

Et aux grands maux les grands remedes! IBien doit s'armer. C'est tout
de méme de notre sécurité dont il s'agit. Alors on emmagasine les données
personnelles, on les recoupe, on les torture et on les fait parler; le pouvoir
centralisé me connait mieux que je ne me connais moi-méme, et cela bien
slr dans mon plus grand intérét. Le jeu en vaut en e et la chandelle : les
groupes terroristes sont dissouts et les fanatiques emprisonnés avant méme
leur passage a I'actde meilleur des monde§36] des cyber-Torquemada et de
Minority Report [54] est en n une réalité ; mon cancer est diagnostiqué vingt
ans avant sa manifestation grace a une formule statistiquél]; mon Is est
orienté vers la liere d'insertion professionnelle qui convient le mieux a son
pro . Sécurité contre liberté. Que suis-je prét a abandonner pour éviter la
mort violente, la maladie ou la misére ? Suis-je prét a donner a un pouvoir
géant, a ses mathématiciens, a ses joueurs de poker, a ses algorithmes, la
vision de toutes les cartes de mon jeu, et donc lui o rir 'immortalité ? C'est
de la n de I'Histoire [28] des hommes et donc du début de la dictature des
robots [7] dont il s'agit.

Données et spheres concentriques. Nous vivons une époque de l'ouver-
ture. Il faut étre ouvert d'esprit, il faut faire tomber les mdrs et les barrieres.
Open-mind open-spacerien ne doit s'opposer adibre-échangismedes idées,
de la marchandise et des humains. La grande orgie multicolore et globale du
village monde[43] n‘admet ni entrave ni coup de frein. Tout le vocabulaire
johnlennonisant [39] qui sert a décrire les notions d'ouverture est porteur de
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charges émotionnelles positives tres fortes. Au contraire, les mots permettant
de faire référence a des concepts cloisonnés sont drapés des oripeaux de la
haine de l'autre, du fanatisme, du sexisme, du racisme, de l'autarcie et des
tous les épouvantailggodwiniensétapes dureductio ad Hitlerum et de la dis-

guali cation mécanique de toutcriminel de la penséeet futur non-étre [46.

Intime, privée ou publique, l'information dont je dispose peut étre men-
talement disposée autour de moi selon des spheres concentriques. Ma boite
cranienne est l'incarnation symbolique d'une barriére séparant deux d'entre
ces spheres. Mais voila, & une époque ou les frontieres sont dépaggs |
a I'époque de la télé-réalité, a celle ou I'on légifere sur la célébration légale
de I'amour [34], sur I'éducation des enfants, a une époque ou on interdit
la fessée d5], a une époque de puritanisme impudique ou l'on doit hurler
en montrant ses seins2fl] ou se suicider dans une cathédral@q pour étre
écouté, l'intime, le privé et lachose publiquse mélangent. L'exhibitionnisme,
symptome s'il en est de la modernité narcissique des réseaux sociaux et de
la quéte dequart d'heure de célébritd1], fait tomber tous les murs. La vic-
time enthousiaste de ce casse du nouveau siecle, atteinte du syndrome de
Stockholm, se livre d'elle méme aux trompettes prédatrices de la renommée
et du buzz Elle ore ce qu'elle a de plus intime en échange d'un succédané
d'existence, comme un Etat de la vieille Europe livrerait son or a la Réserve
Fédérale Américaine contre une palette de billets verts duciaires frappés
du Grand Sceay de I'ln God we trust et empreints de leur dose de réve
hollywoodien B1] ; ou encore comme la recherche publique francaise pourrait
servir de département R&D, aux frais du contribuable, & quelques entreprises
privées du CAC40 qui délocalisent malgré tout leur production en Asie du
Sud-Est alors que le chémage et la pauvreté battent leur plein dans I'hexa-
gone [L1]. Cette dérégulation enthousiaste et naive de ce qui a trait a la vie
privée et a la vie publique, a toutes les échelles, ouvre la porte a toutes les
inquisitions et tous les pillages intellectuels. La question : Que craindre si
vous n'avez rien a cacher? , la sacralisation de lwansparence l'impératif
d'hurler avec les loups et de s'émouvoir avec les brebisdignez-vous![33]
C'est un ordre.), ou en somme l'allégeance publique obligatoire a I'esprit du
temps, tous constituent autant deshahadade la religion du moderne.



La transparence comme faiblesse. Une fois les portes de mon esprit et

de mon intimité ouvertes, il n'y a plus qu'a pomper. La pieuvre n'a guére
plus a faire que d'immiscer son tentacule, de se servir et de stocker . Nous
parlons de pieuvre car le pouvoir repose sur la centralisation de l'information.
L'humanité est réduite a I'ensemble des cellules sensorielles d'un gigantesque
systéme d'informationqui la connait en masse et en détail, la gouverne, l'as-
servi et n'oublie jamais.

Le S.I. contréle alors le passé qu'il peut écrire, I'avenir qu'il peut prédire et
faconner, et donc par voie de conséquence, le présent de ce monde Orwellien.
On nous opposera la notion dgouvernance Comment les humains peuvent-

ils étre asservi par une machine elle-méme gouvernée par des humains ? Nous
répondrons en parlant dela vitesse[60]. Aux prises de décision d'une ma-
chine, de turbo-gouvernement ou de turbo- nance4f)], ayant intégré I'en-
semble des données sociales du réseau-humanité ne pourra étre opposé aucun
argument rationnel humain en temps utile. L'homme d'intuition et I'homme

de foi pourront éventuellement se dresser contre la froideur inhumaine, mais
les machines et eux ne parlent malheureusement pas le méme langage.

Collaborer ? Fuir ? Détruire ? Que faire si I'on pense que I'humanité ne
doit pas abandonner son destin aux mains de sa création ? Doit-on se refuser
a l'inévitable progrés et au dogmatisme des meilleurs lendemains ? Doit-on
vivre en Amish ? Doit-on attendre comme le messie un nouvel Oppenheimer
qui inventera une machine capable de détruire toutes les autred 7 Peut-
étre. Nous prendrons ici, car nous sommes né moderne, malgré tout, le parti
optimiste de ne pas nous opposer a l'aventure technologique et a I'esprit de la
modernité en bloc; le parti de supposer qu'il existe un moyen pour I'homme
de dompter les Titans a qui il a donné le jour; le parti de se rallier aux
hommes de bonne volonté. Pour que la post-humanité des mutants et des
transhumains augmentés soit une humanité tout de méme, et que I'éthique
ait encore un sens dans cet avenir imprévisible, ou l'initiative humaine n'est
plus guidé par rien mais aspirée par le néant.

Il nous faudra donc respirer I'air du temps, vivre au sein des machines et,
si possible, en symbiose avec elles. Dont acte. L'un des dé s qui se présentent
a notre humanité est donc la nécessité d'une réaction a lI'égard de ce qui tend
a centraliser, globaliser, mondialiser, toujours. Pour lutter contre la centra-
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lisation, on songe naturellement alistribuer. Le Robin des boismoderne ne
doit plus se limiter a la redistribution des richesses matérielles puisque c'est
a un nouveau mode de pillage que nous sommes aujourd'hui en proie.

En conclusion.  L'algorithmique et surtout les bases de données distribués
ont, potentiellement, une dimension émancipatrice, et elles constituent po-
tentiellement une des cordes a l'arc de ceux qui cherchent un bouclier a la
turbo-dictature de la froide rationalité des machines. Nous n'avons surtout
pas eu ici la prétention de servir la cause de I'Humanité, et encore moins de
maniére décisive, mais nous aurons eu au moins l'apaisement de travailler
dans le cadre éthique d'un moindre mal.
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Annexe - Fougasse et topologie

Nous reproduisons ici, avec l'aimable autorisation de l'auteur, quelques
pages extraites de I'une des bandes dessiné&d fle Jean-Pierre Petit. Elles
expliquent brillamment ce qu'est lacaractéristique d'Euler-Poincaréet font
le lien avec legenre via I'exemple de la fougasse a trous.
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