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1 Résumé

Cette thèse porte sur la conception optimale d’un robot parallèle à 2 degrés de liberté

en translation (2T) pour des opérations de prise et de dépose. Sa principale contribu-

tion est l’introduction d’un nouveau manipulateur 2T nommé IRSBot-2 (IRCCyN Spatial

roBot with 2 DOF) et pour lequel une méthodologie de conception optimale est proposée

pour réaliser des opérations de prise-et-dépose. Cette méthodologie est aussi appliquée à

d’autres robots parallèles 2T afin de les optimiser pour des spécifications identiques et de

les comparer.

Ce manuscrit est divisé en 5 chapitres. Après un état de l’art des architectures exis-

tantes pour les applications de prise et de dépose, nous expliquons pourquoi l’IRSBot-2

a été sélectionné pour répondre au besoin du projet ANR ARROW qui concerne la con-

ception de robots rapides et précis ayant un grand espace de travail. Dans le Chapitre 2,

l’architecture de l’IRSBot-2 est détaillée. Il a la particularité de générer un mouvement

2T en ayant une architecture spatiale, ce qui lui confère une bonne raideur intrinsèque.

Le Chapitre 3 présente l’analyse des singularités du robot ainsi qu’une synthèse dimen-

sionnelle détaillée pour concevoir un IRSBot-2 sans singularité parallèle. Le Chapitre

4 établit les modèles élastiques (statique et dynamique) de l’IRSBot-2. Il propose une

méthode systématique bien adaptée aux robots parallèles pour le calcul des fréquences

propres. Enfin, le Chapitre 5 traite du problème de la conception optimale des robots

pour les applications de prise et de dépose basée sur un processus d’optimisation incluant

des critères technologiques pour la formulation des contraintes et objectifs du problème

d’optimisation.
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1 Abstract

This thesis deals with the optimal design of a two degree-of-freedom translational (T2)

parallel robot for pick-and-place operations. The main contribution of the thesis is the

design of a new T2 parallel robot named IRSBot-2 (IRCCyN Spatial roBot with 2 DOF)

dedicated to pick-and-place operations. The IRSBot-2 has a spatial architecture, which

provides it with a high intrinsic stiffness. The IRSBot-2 has been developed in the frame-

work of the ARROW French ANR project that aims to design fast and accurate robots

with a large operational workspace. A methodology has been developed for the design

of the IRSBot-2 and used to find the optimum design of other T2 parallel robots and to

compare their performances with IRSBot-2 ones.

The thesis report is divided into five chapters. A state of the art on existing robots

for pick-and-place operations is presented in Chapter 1 and highlights the relevance of

the IRSBot-2 to satisfy the requirements of the ARROW project. Chapter 2 describes

the architecture of the IRSBot-2. Chapter 3 is about the singularity analysis of the

IRSBot-2 as well as a detailed dimensional synthesis to come up with a singularity-free

design. Chapter 4 introduces the elastic (static and dynamic) models of the IRSBot-2.

A systematic method for computing the natural frequencies of any parallel robot is also

developed. Chapter 5 deals with the design optimization of parallel robots for pick-and-

place operations based on technology oriented indices. Finally, the detailed design of the

IRSBot-2 prototype is illustrated.
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que vous m’avez apporté. Chacun avec votre caractère, vous avez su équilibrer votre
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Je remercie Mathieu Ritou (IUT de Nantes) et Jean-Pierre Regoin (École Centrale
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Fa, Raton, François Giraud, Maël, Alex, Jéjé, Cécile, Guillaume Madec, Pépette, Guigui,

Lolo, Oli et la relève Viko, Marie, Chachou, Julien, Pipi, Simon, LLD, Anne, les potes à
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combinée à des ressorts virtuels à six ddl . . . . . . . . . . . . . . . 99

4.1.2.1 Modélisation de l’IRSBot-2 . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

4.1.2.2 Validation Castem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
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B.1 Écriture des vecteurs directeurs des torseurs définis dans les Chapitres 2 et 3 201
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3.4 Boucle cinématique Ek–Hk–Gk–Fk : projection du module distal dans le

plan (x0, O, z0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

3.5 Vue de face de la boucle distale en configuration de singularité de contrainte
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4.2 Architecture du robot IRSBot-2 retenue pour l’étude de l’élasticité . . . . . 101
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C.7 Paramétrage du système virtuel 2 composant la la jambe distale de l’IRSBot-

2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224
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– 2Π . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

5.12 Variables de conception de la conception optimale s⋆ de l’IRSBot-2 – 5B . 173

5.13 Objectifs et contraintes maximales associés à la solution s⋆ de l’IRSBot-2

– 5B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175
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5.18 Paramètres de conception associés à la solution s⋆ du Par2 – Cy=31500 Nm/rad182

5.19 Objectifs et contraintes maximales associés à la solution s⋆ du Par2 –
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Ce chapitre permet de présenter les robots industriels existants, de les

classer par types d’architectures, par types d’applications et en fonction

du nombre de degrés de liberté nécessaire à l’application visée.



2 Chapitre 1. État de l’art de la robotique industrielle

Un état de l’art des robots conçus pour les applications de prise et de

dépose est réalisé afin de comprendre les avantages et les lacunes des

prototypes actuels. Enfin, les objectifs du projet ANR ARROW pour

la partie « Conception de robots dédiés à l’application de prise et de

dépose » sont détaillés dans un cahier des charges.

1.1 Types de robots industriels existants

Définition 1.1 Un robot industriel est un manipulateur automatique asservi en position,

polyvalent, reprogrammable, capable de positionner et d’orienter des matériaux, des pièces,

des outils ou des dispositifs spécialisés au cours de mouvements variables et programmés

pour l’exécution de tâches variées [ISO 8373, 2012].

Un robot est composé de plusieurs segments articulés permettant de piloter un organe

dit terminal ou effecteur. L’organe terminal ou effecteur est le dispositif avec lequel les

objets peuvent être pris ou soumis à d’autres actions [IFToMM, 2003]. La position et

l’orientation de cet élément sont contrôlées et repérées par leurs coordonnées généralisées

qui sont les coordonnées d’un point particulier de l’organe terminal exprimées dans le

repère de base [Merlet, 2006].

Le nombre de degrés de liberté (ddl) d’un mécanisme est le nombre de coordon-

nées généralisées indépendantes nécessaires pour définir la configuration d’un mécan-

isme [IFToMM, 2003]. Il décrit aussi le nombre de mouvements indépendants que peut

réaliser l’organe terminal d’un mécanisme. Ces mouvements sont décrits au maximum par

trois translations et trois rotations selon des axes particuliers (e.g. les axes d’un repère

orthonormé).

L’analyse de l’agencement des différents segments articulés d’un robot permet de dé-

gager deux grandes familles : les robots sériels et les robots parallèles.

1.1.1 Robots sériels

La majorité des manipulateurs existants à l’heure actuelle présentent un caractère anthro-

pomorphique marqué avec une forte ressemblance à un bras humain (voir Figure 1.1). Il
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s’agit d’une succession de solides, chacun étant relié à son prédécesseur et à son successeur

par une articulation à un degré de liberté motorisée. Ce type d’architecture est qualifiée

de robot sériel [Gosselin, 1988,Merlet, 2006].

Figure 1.1 – Robot IRB 6600 (ABB)

Ces robots ont pour avantage de disposer d’un grand volume de travail et d’être rela-

tivement simples à commander, par rapport aux robots parallèles.

Les principaux défauts d’un robot sériel classique sont résumés ci-dessous : [Clavel,

1994,Krut, 2003,Merlet, 2006]

• manque de raideur par la mise en série d’éléments élastiques ;

• inertie élevée due aux masses réparties sur toute la châıne cinématique (actionneurs,

organes de transmission) ;

• faible rapport charge utile/masse du robot. Il est généralement inférieur à 0,151 ;

• cumul des erreurs de positionnement dû à la disposition des segments en série ;

• agencement délicat des liaisons de puissance assurant l’alimentation des actionneurs

(câbles, tuyaux flexibles). Ces éléments déformables longent les segments du robot

et subissent une fatigue due aux mouvement du robot ;

1Sauf dans certains cas. Par exemple, le robot LWR de KUKA admet un rapport de 1 en statique et
de 0,5 en dynamique [Bischoff et al., 2010].
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• fatigue et usure des liaisons assurant la circulation des informations entre les capteurs

et la commande. Sur le plan de la sécurité, ce point est essentiel puisqu’une erreur

de transmission peut avoir des conséquences désastreuses sur les mouvements du

robot.

1.1.2 Robots parallèles

Un robot parallèle contrôle le mouvement de son effecteur au moyen d’au moins deux

châınes cinématiques allant de l’effecteur à la base. De plus, un manipulateur pleinement

parallèle est un manipulateur parallèle dont le nombre de châınes est strictement égal au

nombre de degrés de liberté de l’organe terminal [IFToMM, 2003,Merlet, 2006].

La mise en parallèle de plusieurs châınes cinématiques, chacune ne comportant qu’un

actionneur, conduit généralement aux avantages cités dans [Clavel, 1994,Krut, 2003] :

• Possibilité de positionner les actionneurs directement sur la base fixe ou très proche

de celle-ci ; cette particularité a les conséquences positives suivantes :

– grand choix de moteurs et de réducteurs puisque leur masse n’a pas d’influence

sur l’inertie du robot en mouvement;

– simplification importante des problèmes de liaisons entre les moteurs, les cap-

teurs et le contrôleur (câblage plus simple et plus fiable) ;

– facilité de refroidissement des actionneurs, donc diminution des problèmes de

précision dus aux dilatations, et puissance potentielle élevée ;

– facilité d’isolation des moteurs de l’espace de travail pour des activités en at-

mosphère propre, avec risque de déflagration, ou encore pour des applications

en milieux humides.

• Faible masse mobile ;

• Possibilité de mouvements à haute dynamique (accélérations élevées) ;

• De manière intrinsèque, raideur mécanique élevée (puisque la charge est reprise par

l’ensemble des jambes et plus d’éléments ne sont soumis qu’à des sollicitations de

traction/compression) ;

• Capacité de charge élevée ;

• Facilité d’intégration de capteurs ;
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• Construction mécanique modulaire, simplicité de fabrication et utilisation d’éléments

standards par la présence de plusieurs composants identiques sur un robot.

Il est possible de distinguer deux types d’architectures parallèles :

• Les robots « légers » introduits par Clavel [Clavel, 1989] désignent les robots pour

lesquels il est possible de positionner les moteurs sur la base (ils sont nommés mécan-

ismes rapides par Merlet [Merlet, 2006]). Ces robots sont utiles pour les applications

nécessitant des vitesses et accélérations élevées. Dans cette catégorie se trouvent les

robots parallèles à câbles permettant aussi de déplacer de lourdes charges dans un

grand espace de travail.

• Les robots « non légers » , utiles pour les applications de déplacement de charges

élevées. Les actionneurs ne sont pas forcément sur la base, les jambes doivent tra-

vailler en traction-compression, comme la plate-forme de Gough [Gough et White-

hall, 1962].

Les robots parallèles offrent la possibilité d’atteindre de plus grandes vitesses et ac-

célérations que les robots sériels. Une meilleure répétabilité statique et dynamique ainsi

qu’une amélioration de la raideur intrinsèque seraient possibles par ce type d’architecture.

Cependant, ces dernières affirmations font encore l’objet de multiples discussions : les per-

formances en termes de précision dépendent des mécanismes comparés, des performances

recherchées, de la manière dont sont calculées les performances et des types d’applications

envisagées [Briot et Bonev, 2007,Nzue et al., 2013].

Par contre, les inconvénients des robots parallèles sont :

• Les modèles associés à leur commande sont complexes et fortement couplés à cause

de la redondance des châınes cinématiques ;

• Ils possèdent un petit espace de travail par rapport à leur empreinte au sol ;

• De nombreuses singularités peuvent être présentes dans leur espace de travail ;

• L’utilisation d’un grand nombre de liaisons passives induit des jeux, rendant le

comportement du robot difficilement modélisable. Il faut pourtant les mâıtriser

pour définir des zones dangereuses à proximité des singularités et pour améliorer la

précision du robot.
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Ces inconvénients sont les sujets de nombreux travaux de recherche actuels dont voici

une liste non exhaustive :

• On citera des travaux s’attachant à concevoir des robots découplés pour simplifier les

modèles et rendre diagonale et constante (partiellement ou totalement) la matrice

jacobienne cinématique. Ces robots permettent d’obtenir un espace de travail sans

singularité permettant l’exploitation de tout l’espace utile [Gogu, 2009,Carricato et

Parenti-Castelli, 2002,Briot, 2007]

• La taille de l’espace de travail peut être augmentée par l’utilisation de plusieurs

modes de fonctionnement, [Chablat et Wenger, 1998,Caro et al., 2002,Alba G et al.,

2007]. Cette méthode est mise en application sur un prototype académique [Campos

et al., 2010] et un modèle industriel est en cours de lancement.

• Pour pallier les nombreux lieux de singularités dans l’espace de travail de robots

parallèles, on citera les travaux consistant à contourner les singularités en tournant

autour d’un point cusp [Wenger et Chablat, 1998,Zein et al., 2008,Bamberger et al.,

2008, Caro et al., 2012], ou encore à trouver une trajectoire particulière [Coste,

2012] afin de passer d’un mode d’assemblage à un autre sans se retrouver dans une

configuration singulière. Ces méthodes n’étant pas valables pour tous les types de

robots, d’autres méthodes permettant de s’affranchir des singularités ou d’obtenir

un espace de travail plus grand sans singularité sont citées ici :

– la redondance d’actionnement [Ropponen et Nakamura, 1990,O’Brien et Wen,

1999] ;

– la redondance cinématique [Alba-Gomez et al., 2005, Kotlarski et al., 2007,

Ebrahimi et al., 2008] ainsi que des mécanismes à structure variable [Arakelian

et al., 2008] ou à actionnement variable [Rakotomanga et al., 2008] ;

– la traversée des lieux des singularités de Type 22 en respectant des conditions

dynamiques [Fang et Tsai, 2004,Briot, 2007,Pagis et al., 2013].

• Différents modèles de jeux sont développés afin de mâıtriser la précision de position-

nement de l’effecteur [Wang et Roth, 1989,Binaud et al., 2010,Altuzarra et al., 2011],

cependant ces modèles de jeux ne sont pas basés sur le tolérancement géométrique

réel des pièces et des assemblages (norme [ISO 1101, 2012]). Ils doivent-être adaptés.

2Type de singularité définie dans le Chapitre 3.
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1.1.3 Types d’applications et mobilités nécessaires

Pour décrire un mécanisme, en plus de donner le nombre de degrés de liberté, les types

de mouvements admissibles sont indiqués pour caractériser son application (nombre de

translations3 et nombre de rotations4). Brog̊ardh [Brogardh, 2002] présente en partie les

caractéristiques nécessaires des robots parallèles en fonction des types de mouvements

attendus pour différents types d’applications ainsi que les secteurs d’activité dans lesquels

ces applications peuvent intervenir.

Le tableau 1.1 met en avant les types de mouvements les plus communs associés aux

différents ddl. Des exemples d’applications courantes sont également donnés.

Table 1.1 – Type de mouvement en fonction de l’application choisie, applications non-exhaustives

Nombre de
degrés de
liberté

Type de mouvement Applications courantes

6 3T3R Simulateur, presse,
porte focale de télescope

5
3T2R Centre d’usinage, découpe

laser
2T3R

4
1T3R
2T2R
3T1R Manipulateur de prise et de

dépose

3

3T Manipulateur, porteur
machine outil

2T1R Manipulateur
1T2R Tête d’usinage
3R Poignets haptiques, caméra

de vision

2
2T

Manipulateur
1T1R
2R Caméra de vision

1.2 Robots dédiés au Pick-and-Place

L’expression anglaise pick-and-place ou prise et dépose désigne un type particulier de

mouvement utilisé dans l’industrie. Plus précisément, il désigne l’opération qui permet

3Notée T pour représenter un mouvement de translation selon une direction.
4Notée R pour représenter un mouvement de rotation autour d’un axe.
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de transférer une pièce d’un poste de travail à un autre. Le robot de pick-and-place est

particulièrement conçu pour cette opération.

Les 6 ddl généralement alloués à un déplacement dans l’espace ne sont plus nécessaires

pour une opération de prise et de dépose. En effet, les différents postes de travail sont

en général parallèles entre eux ; si le plan parallèle aux plans de travail est noté xy , les

rotations de l’effecteur autour de x et de y sont inutiles. Seuls la rotation autour de z et

les déplacements de l’effecteur selon x, y et z s’avèrent intéressants [Nabat, 2007].

La trajectoire type d’un cycle de prise et de dépose n’est pas normalisée par l’Associa-

tion Française de Normalisation (AFNOR) ni par l’Organisation International de Nor-

malisation (ISO). Néanmoins, la norme [ISO 9283, 1993] définit de nombreux tests à

effectuer pour caractériser les performances de robots industriels. Parmi eux les perfor-

mances pertinentes associées à l’application de prise et de dépose issues de la norme sont

les suivantes :

• la précision de positionnement selon une ou plusieurs direction(s) d’atteinte ;

• la répétabilité ;

• le temps et le dépassement de stabilisation à une posture ;

• le temps minimum de positionnement ;

• la raideur statique.

Les trajectoires à réaliser nécessaires pour définir un certain nombre de ces critères sont

contenues dans un plan où le constructeur prévoit la majorité des utilisations. Parmi ces

trajectoires, celle qui se rapproche le plus d’un cycle de prise et de dépose consiste à aller

d’un point (pose statique) à un autre (pose statique) de la manière la plus directe (ligne

droite). Cependant, ce cycle ne prend pas en compte les trajectoires verticales ascendante

et descendante au point de prise et de dépose. Par conséquent, les trajectoires proposées

dans cette norme ne sont pas caractéristiques d’un cycle complet de prise et de dépose.

C’est pourquoi ADEPT définit un chemin de référence décrit dans la Figure 1.2 qui

admet :

• un chemin vertical de prélèvement sur h =25 mm selon z ;

• un chemin horizontal en ligne droite sur l =305 mm en tournant de α = 180̊ autour

de z ;
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• une chemin de placement descendant sur h =25 mm ;

• la trajectoire est réalisée en sens inverse pour fermer le cycle.

z

x

1

2 3

4

h

l

α

Figure 1.2 – Chemin plan d’un cycle de pick-and-place

Les applications de pick-and-place sont couramment rencontrées dans les secteurs

de l’agroalimentaire, l’industrie pharmaceutique, l’électronique, la cosmétique, le pho-

tovoltäıque, l’industrie de biens de consommation, la fabrication horlogère, la fabrication

de téléphones mobiles ou de prothèses auditives (Mitsubishi). Les caractéristiques in-

téressantes dont sont capables les robots parallèles légers sont la rapidité et les grandes

accélérations. Notons aussi que la précision absolue est une caractéristique importante

pour l’assemblage de petits composants électroniques et mécaniques. Pour les tâches

d’assemblage, un effort de poussée verticale selon l’axe z (voir Figure 1.2) peut-être néces-

saire. Comme montré dans Brog̊ardh [Brogardh, 2002] et Nabat [Nabat, 2007], les robots

utilisés pour une opération de pick-and-place ont un nombre de ddl qui varie de 2 à 4.

Parmi eux, différents types de mouvement sont mis en avant :

• 4 degrés de liberté

3T1R : Les mécanismes 3T1R (voir Figure 1.3) sont utilisés pour des applications de

pick-and-place qui nécessitent le plus grand nombre de degrés de liberté. Les objets à

manipuler peuvent être en mouvement, et avec n’importe quelle orientation. Pour des

applications rapides où le suivi du convoyeur par le robot (appelé tracking) est nécessaire,

trois translations sont alors obligatoires. Le robot est souvent assisté par un système de

vision qui permet de déterminer la position et l’orientation de l’objet à manipuler. Le

mécanisme 3T1R permet de faire du suivi de convoyeur par les trois translations selon
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x, y et z et d’orienter l’objet déplacé autour de z. Le mouvement à trois translations

et une rotation appartient au sous-groupe de déplacement à 4 ddl appelé sous-groupe de

Schönflies [Lee et Hervé, 2009]. Ce sous-groupe est noté X(u), avec u le vecteur directeur

de la rotation admissible. Hervé [Hervé, 1999] propose une liste non exhaustive mais

conséquente des combinaisons possibles des liaisons simples (pivot, glissière, hélicöıdale)

permettant l’obtention de générateurs de X(u). Cette liste est augmentée par [Lee et

Hervé, 2005,Kong et Gosselin, 2007,Caro et al., 2010], mais il reste un certain nombre

d’architectures plus exotiques que la méthode de synthèse architecturale a plus de mal à

faire ressortir.

• 3 degrés de liberté

3T : Pour des applications rapides où un suivi du convoyeur par le robot est nécessaire,

trois translations sont obligatoires. Le tracking permet de suivre et de prendre un objet

en mouvement sur un convoyeur dans le plan xy et de le poser sur un autre convoyeur en

mouvement (déplacement selon z)(voir Figure 1.4).

2T1R : Les mécanismes 2T1R sont utilisés pour des applications où la ligne de production

est lente ou intermittente avec la contrainte supplémentaire d’orienter la pièce à manipuler

(voir la Figure 1.5(a)). Le robot utilisé génère deux translations selon x et z et une

rotation.

• 2 degrés de liberté

2T : Dans les cas très simples de lignes de production lentes ou intermittentes (arrêt

du convoyeur lors de l’opération de prise-dépose), seuls deux ddl sont nécessaires : les

translations suivant x et z. Effectivement, la trajectoire ADEPT définie plus haut peut-

être contenue dans un plan. C’est pourquoi les architectures robotisées générant des

mouvements 2T sont bien adaptées. De manière à éviter l’arrêt de la ligne de production,

les robots 2T peuvent être positionnés en complément d’autres axes de mouvements plus

lents. Ils sont aussi appréciés afin de compléter une machine d’assemblage plus complexe

de sorte à effectuer une tâche particulière.

Dans l’exemple illustré dans la Figure 1.5(b), la rotation autour de l’axe z n’est pas

utile car les produits peuvent garder l’orientation qu’ils avaient lors de la prise.

Nous avons vu en détail le nombre de ddl et les types de mouvement nécessaires pour

une tâche de pick-and-place. Nous allons voir maintenant quelles sont les architectures
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Figure 1.3 – Mécanisme 3T1R de tracking et orientation

(a) Les convoyeurs sont parallèles (b) Les convoyeurs sont perpendiculaires

Figure 1.4 – Mécanismes 3T de tracking à 3 translations

(a) Mouvement de type 2T1R (b) Mécanisme de type 2T

Figure 1.5 – Mouvement 2T1R et mécanisme 2T pour ligne intermittente
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des mécanismes rapides les plus courants pour réaliser cette application. Les mécanismes

présentés sont soit commercialisés ou soit à l’étude. Nous nous intéresserons aux perfor-

mances réalisées à l’heure actuelle par les robots industriels en indiquant, quand cela est

possible, des données commerciales5. Nous indiquerons le volume de l’espace de travail

régulier6 lorsque la taille du cycle de prise et de dépose n’est pas indiquée.

1.2.1 Exemples de prototypes et robots industriels à 4 ddl

Les robots industriels les plus commun pour les opérations de pick-and-place à haute

cadence sont ceux générant un mouvement à trois translations et une rotation (4 ddl :

3T1R) car, étant plus adaptables, ils répondent à la plupart des demandes industrielles.

Ces robots, décrits dans la suite de cette section, sont répartis en trois catégories : les

robots sériels, les robots hybrides7 et les robots parallèles.

1.2.1.1 Mécanismes sériels

SCARA

Le robot SCARA (Selective Compliance Assembly Robot Arm) présenté dans la Figu-

re 1.6(a) a été développé à l’université Yamanashi au Japon en 1981 [Makino et Furuya,

1982]. C’est un robot sériel constitué de quatre liaisons à axes parallèles. Les trois

premières sont des liaisons pivot motorisées et la dernière est une liaison glissière motorisée.

Les deux premières permettent de positionner l’effecteur dans le plan xy, la troisième

rotation permet d’orienter l’effecteur autour de l’axe z, enfin la liaison glissière permet le

mouvement vertical de l’effecteur.

En très peu de temps, cette d’architecture a été largement diffusée dans le milieu

industriel. Ce robot a l’avantage de posséder un large espace de travail. De nombreuses

versions industrielles existent à ce jour pour différents rayons d’action, différentes courses

selon z et différentes charges.

Les Figures 1.6(b) à 1.6(d) montrent quelques robots SCARA industrialisés actuelle-

ment associés à la gamme dite « de petite taille » (données commerciales précisées pour

5 Notons que les performances de ces robots sont très difficiles à comparer puisque les constructeurs
ne fournissent pas toutes les informations nécessaires. Les dimensions de la trajectoire réalisée pour
calculer le temps de cycle ne sont pas toujours indiquées. Le temps de cycle comprend ou non le temps
d’ouverture de pince et l’endroit où cette trajectoire est réalisée dans l’espace de travail n’est pas précisé
dans la documentation commerciale.

6cf. Chapitre 5 pour la définition de l’espace de travail régulier.
7Les robots hybrides admettent une architecture parallèle en série avec une architecture sérielle.
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une charge nominale de 0,5 kg).

1.2.1.2 Mécanismes hybrides

Robot double SCARA

Le robot RP-1AH développé par Mitsubishi Electric en Figure 1.6(e) est vendu comme

étant un double SCARA ayant de meilleures performances que son homologue sériel, ce

qui est vrai pour la répétabilité. Cependant, ce robot n’atteint pas la dynamique des

derniers SCARA. De plus il a un espace de travail réduit à cause de la mise en parallèle

des jambes SCARA. Cet espace de travail pourrait être augmenté en s’inspirant de la

conception du robot DexTAR décrit ci-après dans la Section 1.2.2.1.

ParaPlacer

Il est possible de remplacer les actionneurs rotatifs par des actionneurs linéaires 1.6(f).

Cette solution est souvent évitée pour des questions de coût et de rapidité, elle permet

cependant de privilégier une direction de l’espace de travail et ainsi augmenter l’espace

de travail du robot.

Les deux solutions présentées plus haut présentent un caractère hybride : les dernières

liaisons actionnées sont montées en série avec une boucle cinématique fermée.

1.2.1.3 Mécanismes parallèles

Le robot Delta en Figure 1.7 marque le début de l’ère des applications de la robotique

parallèle « légère » . Il a été développé par Clavel en 1989 [Clavel, 1989] à l’Institut de

Microtechnique, EPFL de Lausanne.

Les déplacements de la plate-forme mobile résultent des mouvements de trois jambes

articulées (3) reliant la plate-forme mobile (4) à la base (1). Les rotations de la plate-

forme sont éliminées grâce à trois parallélogrammes articulés (3). Le petit côté de chaque

parallélogramme restant constamment parallèle à une direction fixée bloque alors, pour

chaque jambe, une rotation de la plate-forme dans l’espace. Ce mécanisme possède une

symétrie ternaire lorsque la plate-forme est en position centrée.

Beaucoup d’architectures se sont inspirées de ce robot, les plus représentatives sont

présentées ci-après :

• Le FlexPicker (Figure 1.8(a)), est la version du Delta commercialisée par ABB.

Un 4ème degré de liberté est obtenu en ajoutant une jambe télescopique qui possède à
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(a) Dimension du premier
prototype SCARA conçu par
l’université Yamanashi

(b) EPSON - G1 Mini SCARA
– cycle 100x100x100 en 290 ms,
répétabilité ±0, 010 mm

(c) Staubli - Robot TP80 Fast
Picker - cycle ADEPT en 308
ms, répétabitlité < ±0, 05 mm

(d) Kuka – KR 5 scara R350,
porté maximale 350 mm,
répétabilité < ±0, 015 mm

(e) Double SCARA, RP-1AH
de Mitsubishi Electric – cycle
30 x 150 x 30 en 500 ms, charge
1 kg, répétabilité< ±0, 005 mm

(f) ParaPlacer par IFW [Hes-
selbach et al., 2002]

Figure 1.6 – Robots SCARA industriels (a)–(d), robots industriels hybrides (e)–(f)
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Figure 1.7 – Châınes cinématiques du Robot Delta, [Clavel, 1989]

ses extrémités des liaisons de type cardan pour transmettre la rotation d’un moteur

fixé sur la base à l’effecteur. On obtient ainsi une rotation illimitée autour de z. Ce

robot atteint une vitesse et une accélération de plus de 10 m.s−1 et 10 g ; il parcourt

un cycle de pick-and-place 50 mm x 200 mm x 50 mm en 330 ms avec une charge

d’une dizaine de grammes ;

• LeQuattro (Figure 1.8(c)), commercialisé parAdept, a été développé au LIRMM

sous le nom de Par4 [Nabat, 2007]. Basé sur le concept du Delta, il possède quatre

jambes identiques au lieu de trois. Cependant la plate-forme est une nacelle articulée

qui se cisaille, permettant un degré de liberté supplémentaire en rotation par rapport

au robot Delta. Ce système a une vitesse maximale de 10 m.s−1, une accélération

maximale de 15 g et un temps de cycle de 300 ms pour une charge de 0,1 kg avec

un cycle 25 mm x 305 mm x 25 mm [Adept Technology, Inc ., 2014] ;

• Le Schönflies Motion Generator, McGill SMG (Figure 1.8(b)), développé à l’uni-

versité McGill (Montréal, Canada) [Angeles et al., 2006], admet uniquement deux

jambes pour générer un mouvement de type 3T1R où chaque jambe admet deux

actionneurs (il n’est donc pas pleinement parallèle). Ce robot est conçu pour attein-

dre un temps de cycle environ égale à 500 ms pour un cycle de 25 mm x 300 mm x

25 mm.

Les architectures présentées permettent de réaliser des cycles de pick-and-place à hautes

cadences. Cependant ces robots ne sont pas conçus de manière à être très précis. En

effet, les deux premiers robots utilisent des liaisons de type sphérique aux extrémités des

parallélogrammes : dans la pratique deux demi-rotules en vis-à-vis sont utilisées et un
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(a) Un robot Delta « FlexPicker » vendu par
ABB

(b) Prototype du McGill SMG [Angeles
et al., 2006]

(c) Robot industriel Adept’s Quattro

Figure 1.8 – Prototypes et robots industriels à 4 ddl dédiés à des opérations de prise et de dépose
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ressort permet de conserver le contact entre les demi-coques et les sphères. Ce procédé

peu onéreux à fabriquer entrâıne une usure prématurée des coques en matériau plastique.

Il en va de même pour la liaison prismatique et les liaisons de type cardan de la 4ème jambe

du FlexPicker dans le cas où les cadences sont élevées. Cette usure détériore les per-

formances des robots. De plus, la nacelle du Quattro admet un degré d’hyperstatisme

très important et l’utilisation d’une courroie entrâıne une certaine élasticité et une im-

précision au niveau de l’orientation de l’effecteur. Finalement, l’architecture du McGill

SMG est intéressante par sa simplicité [Khan et al., 2006], mais contrairement à ses homo-

logues, ses barres travaillent en flexion entrainant potentiellement un manque de raideur

de l’architecture dans la direction normale au plan contenant le robot.

Bien que la plupart des robots commercialisés réalisent des tâches nécessitant de 3 à 4

ddl, les principaux mouvements nécessaires pour une tâche de prise et de dépose peuvent

être contenus dans un plan vertical. Pour une tâche nécessitant des déplacements dans

un seul plan vertical, un robot à 2 ddl spécifiquement conçu pour ce type de déplacement

devrait permettre de gagner en termes de coût8 et de performances ; pour des dimensions

de jambes comparables, un robot à 2 ddl permet d’effectuer une trajectoire de prise

et dépose plus longue qu’un robot à 3 ou 4 ddl. En effet, il possède moins de jambes

assemblées en parallèle. L’architecture du robot est alors moins complexe tout comme les

modèles associés.

Dans cette optique, la partie suivante décrit les principaux robots parallèles générant

deux translations uniquement.

1.2.2 Exemples de prototypes et robots industriels à 2 ddl

Les robots parallèles industriels générant uniquement 2 ddl en translation sont peu nom-

breux sur le marché. Cette section recense différentes architectures, qu’elles soient capa-

bles de positionner un point dans un plan, de contraindre l’orientation de l’effecteur ou

qu’elles admettent une architecture spatiale.

8Par exemple, ce robot requiert moins de moteurs.
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1.2.2.1 Robots positionnant un point dans un plan

Merlet [Merlet, 2006] propose des architectures permettant de positionner un point dans

un plan. Ces architectures sont représentées dans la Figure 1.9.

Figure 1.9 – Six manipulateurs à deux degrés de liberté de translation [Merlet, 2006]

Elles admettent les caractéristiques suivantes :

• Les manipulateurs sont plans. Tous les segments sont contenus dans le même plan

et la plate-forme admet un mouvement dans ce plan ;

• Ils contiennent des liaisons pivot et/ou glissière ;

• Les liaisons glissières passives sont évitées car elles introduisent du jeu et des risques

d’arc-boutement ;

• Les liaisons motorisées sont reliées à la base.

La Figure 1.10 montre l’exemple d’un prototype académique d’un mécanisme 5-barres.

Ce robot, développé dans le laboratoire Commande et Robotique de l’École de Technologie

Supérieure de Montréal, permet de palier la réduction de l’espace de travail induite lors

de l’utilisation de robots parallèles. Effectivement, ce robot est capable de traverser les

lieux de singularité dites de Type 19 [Campos et al., 2010] et ainsi d’atteindre différentes

positions correspondant à différents modes de fonctionnement. Ce robot est en phase

d’industrialisation à l’heure actuelle.

Aucun de ces mécanismes ne permet de contrôler l’orientation de l’effecteur : elle est

contrainte par la géométrie de l’architecture. Le mécanisme hybride comme le ParaPlacer

(Figure 1.6(f)) peut être alors choisi, en ajoutant une liaison motorisée supplémentaire.

9Type de singularité défini dans le Chapitre 3.
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(a) Vue CAO du DexTAR [Campos et al., 2010] (b) Photo du prototype du Dextar [Joubair
et al., 2013]

Figure 1.10 – Robot DexTAR

Il est aussi possible d’utiliser la propriété d’un parallélogramme articulé afin de con-

traindre passivement l’orientation de l’effecteur. Dans la suite, nous décrivons ce type

d’architecture.

1.2.2.2 Robots contraignant l’orientation de l’effecteur

Huang et al. [Huang et al., 2004,Huang et al., 2001] et Brogardh [Brogardh, 2001] se sont

intéressés dès 2001 à générer des mouvements à 2 translations et à orientation constante.

Ils utilisent les propriétés du parallélogramme en fixant l’orientation d’un petit côté par

rapport à la base, l’autre côté se fixant sur la plate-forme, ce qui oblige la plate-forme à

effectuer un mouvement de translation circulaire (voir Figure 1.11(a)).

(a) Robot de Brog̊ardh [Broga-
rdh, 2001]

(b) Schéma et prototype du robot de Huang nommé Dia-
mond [Huang et al., 2004,Huang et al., 2013]

Figure 1.11 – Robot 2T à orientation constante

Le PacDrive D2 (voir Figure 1.12) a été conçu sur le principe du robot proposé par

Huang. Ce robot, anciennement commercialisé par Elau et maintenant par Schneider
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Electric [Schneider Electrics, 2013], atteint une vitesse max de 4 m.s−1 et une accélération

de 18 g. Il met 1200 ms pour parcourir un cycle de 50 mm x 300 mm x 100 mm avec une

charge de moins de 5 kg, la charge maximale allant jusqu’à 25 kg. Il possède enfin une

répétabilité de l’ordre de 0,5 mm.

Figure 1.12 – Robot PacDrive D2 par Schneider [Schneider Electrics, 2013]

Tous les éléments constituant ces exemples de robots admettent un mouvement dans

des plans parallèles, ce qui les rend peu résistants à un effort normal à ce plan. Chaque élé-

ment peut être alors soumis à des sollicitations de flexion, ce qui est le type de sollicitation

le plus défavorable en terme de déformation. C’est pourquoi il est nécessaire d’augmenter

la raideur des segments pour pallier ces larges déformations. D’un autre côté, concevoir

des segments trop volumineux détériore les capacités dynamiques du mécanisme. On peut

à juste titre remarquer que, pour des faibles charges, les performances du PacDrive ne

sont pas à la hauteur des performances obtenues par les mécanismes à 4 ddl. Cependant

le robot PacDrive est dimensionné pour admettre une capacité de charge plus importante.
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1.2.2.3 Robot à deux ddl admettant une architecture spatiale

En 2009, le LIRMM a développé le Par2, un robot dont la plate-forme admet un déplace-

ment dans un plan vertical mais dont l’architecture est spatiale, ce qui rend le mécanisme

plus raide dans toutes les directions. Nous le décrivons dans cette partie.

Le Par2 a été conçu dans le cadre du Projet FP7 NEXT conjointement avec Fatronik

(Tecnalia) et à l’aide de développements issus du projet ANR Objectif 100 g. Il est

construit sur la base du robot Quattro développé par Pierrot et al. [Pierrot et al., 2009].

Il a le même type de jambes mais une plate-forme rigide. La suppression de la translation

suivant un axe du plan horizontal est obtenue par le couplage de deux des jambes du

robot reliées par une courroie métallique (voir Figure 1.13(b)). Ces deux châınes passives

encaissent les efforts orthogonaux au plan du déplacement créés lors du mouvement.

(a) Prototype du Par2 (b) Mécanisme de couplage des jambes passives

Figure 1.13 – Robot Par2 [Pierrot et al., 2009]

Il a été montré que ce mécanisme est plus raide en position centrée qu’un mécanisme

plan du type PacDrive robot D2 (Figure 1.12) [Pierrot et al., 2009]. Son architecture

spatiale absorbant mieux les sollicitations de flexion, le Par2 peut atteindre jusqu’à 53 g

d’accélération. Son temps de cycle pour un cycle 25 mm x 700 mm x 25 mm est inférieur

à 250 ms avec un pic de vitesse égal à 12,5 m.s−1 et une accélération de 40 g. Cependant

la précision de ce mécanisme n’est pas très bonne : dans [Pierrot et al., 2009] une erreur

maximale en poursuite d’environ 3 mm est constatée. De plus récentes expérimentations,

réalisées dans le cadre du projet ARROW, indique un écart de positionnement statique de

l’ordre de 2 mm (le robot n’est pas étalonné) et une répétabilité de l’ordre de 0,025 mm.
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L’écart de suivi de trajectoire est caractérisé par une précision de l’ordre de 0,4 mm

avec une répétabilité de 0,8 mm [Shayya et al., 2012]. Toutes ces mesures sont définies

par la norme [ISO 9283, 1993]. Par conséquent la trajectoire utilisée pour les mesures

dynamiques est une trajectoire linéaire de la norme ISO 9283 et non un cycle de pick-

and-place, et les calculs de ces valeurs ne donnent pas les valeurs maximales mais des

moyennes.

Les inconvénients majeurs de ce robot sont :

• Son architecture est très complexe et soumise à des effets parasites d’élasticité dans

la courroie ;

• L’encombrement transversal du robot est conséquente ;

• La solution technique choisie pour réaliser les doubles parallélogrammes de la partie

distale admet des liaisons par contact appelées rotules lisses. Ce sont quatre rotules

fabriquées par des demi-coques contenant une bague en plastique et des sphères en

alliage d’aluminium ou en titane. Les demi-coques sont retenues entre elles par un

ressort. La pratique montre que les bagues en plastique s’usent et cela engendre des

erreurs de positionnement de l’effecteur.

• Le frottement induit dans ces liaisons rend l’identification de son comportement

dynamique très difficile.

• Les quatre jambes nécessaires pour générer seulement deux ddl lui confèrent un

espace de travail petit par rapport à celui de ses homologues plans à deux jambes.

L’analyse de l’état de l’art concernant les robots existants pour le pick-and-place mon-

tre à la fois l’engouement pour cette application, l’existence et le besoin d’applications

uniquement en translation dans un plan ainsi que la nécessité de robots spécialement

conçus pour cette tâche. Elle montre enfin que les architectures existantes générant 2 ddl

ne suffisent pas pour être qualifiées de rapides et précises. Il est alors nécessaire d’innover

en terme d’architecture pour dépasser l’existant.

Les objectifs du projet ANR ARROW IRCCyN sont de concevoir un robot de pick-

and-place rapide (20 g) et très précis (20 µm). Pour atteindre ces objectifs, un grand

nombre de problèmes liés à la conception altérant la rapidité et la précision d’un robot

parallèle sont identifiés et les pistes de conception choisies dans le cadre du projet ARROW

pour tenter de pallier ces problèmes sont données dans la section suivante.
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La précision et la rapidité d’un robot sont définies afin de bien comprendre et définir

le cahier des charges orientant la conception de ce nouveau robot défini par les partenaires

du projet ARROW.

1.2.3 Cahier des charges de conception du robot

Beaucoup de facteurs peuvent influencer les erreurs de positionnement des robots. La

température, les vibrations, la méconnaissance des dimensions des éléments par rapport

à leur valeur nominale, la déformation des éléments du robot, les jeux, la résolution des

éléments de commande et la commande en elle-même sont un grand nombre de facteurs

influant la position de l’effecteur dans le temps et dans l’espace.

Certains de ces facteurs tels que la méconnaissance des paramètres de conception réels,

la déformation des éléments ou les phénomènes vibratoires entrainent des erreurs que l’on

peut déterminer (systématiques) tandis que d’autres tels que les jeux, la résolution des

capteurs entrainent des erreurs aléatoires [Vischer, 1996]

Voici une listes des problèmes rencontrés :

• l’usure des liaisons à contact surfacique entrâıne une modification du comportement

cinématique de la liaison variable au cours du temps10 ;

• le jeu dans le réducteur dégrade la résolution du robot ;

• les éléments soumis à une sollicitation de flexion admettent un déplacement plus

important que lorsqu’ils sont soumis aux autres types de sollicitation (hors flambe-

ment) ;

• le temps de stabilisation de l’effecteur à une position donnée influe le temps d’atteinte

d’un point à une précision donnée.

Avant de donner les solutions choisies pour pallier ces problèmes, regardons en détail

les définitions de la précision et de la rapidité d’un robot.

1.2.3.1 Précision

La précision est une notion complexe à aborder qui repose sur plusieurs critères et deux

types de valeurs [Merlet, 2006] : la précision absolue qui est la mesure de l’erreur existante

10si la liaison est de type sphérique, le centre de la liaison est modifié, si liaison glissière ou pivot
glissant, l’usure entrâıne un jeu
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entre la position de l’effecteur prédite par un modèle (position désirée) et la position réelle

de l’effecteur dans l’espace, et la répétabilité qui est l’écart mesuré entre les positions

successives de l’organe terminale lorsqu’on lui applique plusieurs fois la même consigne

pour des positions de départ pouvant être différentes. Cette définition très explicite n’est

pas suffisante puisque la mesure de l’erreur diffère selon la position du point à atteindre

dans l’espace, d’un essai à un autre. De plus, la qualité et la nature des mesures réalisées

influent les résultats.

Ainsi, [IFToMM, 2003] définit les termes suivants :

Exactitude : Aptitude pour un instrument de mesure à suivre la vraie valeur d’un

phénomène donné ;

Précision : degré de reproductibilité parmi plusieurs mesures indépendantes de la même

valeur vraie dans des conditions données ;

Résolution : la plus petite variation décelable de l’entrée qui produit une variation

décelable de la sortie.

Cependant ces définitions utilisent le terme de « vraie valeur » qui ne peut-être obtenue.

La norme ISO 9283 définit les caractéristiques de performances des robots industriels

et introduit les définitions permettant de décrire l’état de la position de l’effecteur. Ainsi,

l’exactitude de la position et la répétabilité sont introduits pour caractériser la précision

de la position statique du robot ainsi que la précision du suivi de trajectoires. Les termes

de temps de stabilisation de position et de dépassement sont aussi définis pour caractériser

la précision dynamique de la position de l’effecteur.

Bien que nécessaires pour avoir un moyen de référence et de comparaison entre con-

structeur et utilisateurs, les termes définis dans cette norme ne sont pas suffisamment

adaptés pour identifier les différentes sources d’erreurs possibles et les éviter [Corbel,

2008]. Corbel préfère alors introduire un langage issu de la métrologie en parlant de

résolution, de fidélité et de justesse/exactitude (termes illustrés dans la Figure 1.14).

La multiple provenance des sources d’erreurs altérant la précision d’un robot rend très

complexe la conception d’un robot rapide et précis pour le projet ARROW. Cependant,

durant toutes les étapes de conception du robot, différentes solutions sont choisies de

sorte à minimiser l’influence des erreurs aléatoires. Les erreurs non aléatoires pourront

être identifiées par étalonnage après la conception du robot [Vischer, 1996].
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Position désirée

Erreur de position (Exactitude)

Positions atteintes

Position moyenne

Répétabilité
Justesse

Position courante

Résolution

Figure 1.14 – Résolution, erreur de position et répétabilité ( [Corbel, 2008,Niaritsiry, 2006])

Voici une liste des critères issues de la norme [ISO 9283, 1993] que l’on prendra en compte

lors de la conception du robot de l’IRCCyN dans le cadre du projet ANR ARROW, ainsi

que les solutions technologiques proposées pour atteindre les objectifs du projet ANR :

• résolution : influence des erreurs codeurs moteurs sur la résolution du robot. Pour

rendre cette résolution la plus faible possible nous choisirons un actionnement di-

rect11 (direct drive). Le choix d’un codeur admettant une grande résolution est aussi

nécessaire.

• précision statique : raideur statique. Un soin tout particulier sera accordé pour

choisir une architecture dont un minimum d’éléments est soumis à de la flexion.

• précision dynamique : première fréquence propre élevée. Le temps de stabilisation

est proportionnel à l’inverse de la fréquence propre. Avoir une première fréquence

propre élevée permet de diminuer le temps de stabilisation et donc de diminuer le

temps de cycle.

• répétabilité : éviter les solutions technologiques sources de jeu. Les liaisons utilisées

privilégieront des liaisons à éléments roulants ou des liaisons complaisantes.

Un modèle de sensibilité aux erreurs de dimensionnement et aux jeux peut permettre de

prévoir et d’anticiper la cotation fonctionnelle des pièces [Wu et al., 2012]. De même un

modèle peut anticiper la déformation des éléments après assemblage lorsqu’ils sont soumis

11Les moteurs sont utilisés en entrainement direct sur le bras du robot. Aucun réducteur n’intervient
dans la châıne de transmission.
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à des erreurs dimensionnelles pour connâıtre un intervalle maximal dans lequel se situe

l’effecteur. Ces deux manières de modéliser la position de l’effecteur ne sont pas prises en

compte dans la conception du robot de l’IRCCyN.

Les erreurs systématiques pourront être identifiées par étalonnage après la conception

du robot. À cet effet, de nombreux travaux proposent des méthodes et des modèles

afin d’identifier les paramètres géométriques réels [Joubair et al., 2013,Daney, 2000], les

paramètres élastostatiques [Deblaise et al., 2006,Ecorchard et al., 2010] et les paramètres

élastodynamiques [Gautier et Khalil, 1988,Briot et al., 2013]. Cependant, l’identification

de ces paramètres repose sur des modèles qui ne peuvent pas prendre en compte tous les

phénomènes influençant le comportement du robot. D’une part, parce qu’un tel modèle est

très complexe à obtenir si tant est que cela est possible, et d’autre part l’identification des

paramètres de ce modèle nécessiterait une instrumentation du robot lourde et coûteuse.

1.2.3.2 Rapidité

La rapidité d’un robot est caractérisée par le temps de parcours d’une trajectoire don-

née. À noter que la trajectoire est définie par le chemin cartésien à suivre et les lois de

mouvements associées.

À trajectoire donnée, le temps de parcours est fonction du type et de la puissance de

la motorisation, de la masse en mouvement comprenant la masse du robot et la charge,

de l’architecture du robot, du temps de stabilisation à une position, etc.

Pour faciliter la dynamique des robots, certaines solutions de conception sont envisagées :

• positionner les moteurs sur la base pour diminuer la masse en mouvement ;

• choisir des moteurs rotatifs pour les actionneurs (faible coût, fort couple, rapidité) ;

• utiliser uniquement deux châınes cinématiques actionnées en parallèle pour générer

deux ddl

Détaillons finalement le cahier des charges défini dans le projet ANR ARROW pour

le robot de pick-and-place.

1.2.3.3 Cahier des charges détaillé

Après discussion avec les partenaires du projet ANR ARROW, le cahier des charges que

le robot de pick-and-place doit satisfaire est donné dans le Tableau 1.2. Il indique les
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dimensions principales du cycle de prise et de dépose, le temps de cycle et l’accélération

maximale à atteindre. Il indique aussi la taille de l’espace de travail régulier12, la masse

de la charge maximale transportée et la souplesse maximale admise. Le robot doit être

aussi compact que possible pour être facilement intégrable en milieu industriel. De plus,

pour rejeter les phénomènes vibratoires induits par les grandes accélérations, la première

fréquence propre du robot doit être la plus haute possible.

Table 1.2 – Cahier des charges du robot ARROW IRCCyN

Type de mouvement 2T (1R)
Répétabilité ǫlim 20 µm
Résolution rlim 2 µm

Accélération max 20 g
Temps de cycle 200 ms

Cadence ≃ 300 c/min
Dimension de la trajectoire 25 mm × 300 mm × 25 mm
Taille de l’espace régulier 800 mm × 100 mm

Déplacement δtlim dû à la déformation
sous une force de fs = [0, 20, 0] N et un
moment de ms = [1, 1, 1] N.m

[0.2, 0.2, 0.2] mm, [0.1, 0.1, 0.1] deg

Chargement 0.5 kg
Masse maximale moteur embarqué 1 kg

Le moteur ETEL TMB0210–100 à entrainement direct est pressenti par les partenaires

du projet pour actionner le robot de pick-and-place. Le Tableau 1.3 résume les caractéris-

tiques du moteur13 : Vmax est la vitesse angulaire maximale délivrée ; Tpeak est le couple

maximal ; TC est le couple continu ; Φ est le diamètre extérieur du moteur ; J est l’inertie

en rotation et r est la résolution du codeur incrémental.

Table 1.3 – Données techniques du moteur ETEL TMB0210–100

Vmax r Tpeak TC Φ J
[rpm] [pt/rev] [Nm] [Nm] [mm] [kg.m−2]
600 280000× 4 445 92 230 2,9e−2

1.3 Conclusions

L’état de l’art présenté dans ce chapitre montre le besoin de créer de nouvelles architec-

tures si l’on veut réaliser une opération de prise et de dépose rapide et précise comprise

12cf. Chapitre 5.
13http://www.etel.ch/torque_motors/TMB
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uniquement dans un plan. Tout d’abord, les quatre degrés de liberté générés par les

manipulateurs de type Delta et SCARA sont superflus pour des opérations comprises

dans un même plan. Ensuite, en présentant les robots existants générant 2 ddl, nous

avons mis en avant les défauts des robots plans de type PacDrive et notre intérêt dans

le potentiel d’une architecture spatiale permettant d’atteindre de grandes vitesses comme

celle du Par2. C’est pourquoi l’étude d’un robot parallèle admettant deux jambes dont

l’architecture est spatiale est proposée dans les chapitres suivants. Un soin tout particulier

sera porté à la conception de cette nouvelle architecture pour lui permettre d’atteindre

une grande précision.

Le cahier des charges, présenté à la fin du chapitre, guide la conception de ce robot

parallèle rapide et précis générant deux ddl dans le cadre du projet ANR ARROW.

Dans cette thèse, la résolution maximale du robot est étudiée en fonction de la ré-

solution codeur. Des solutions techniques adaptées sont choisies pour diminuer les jeux

: les moteurs sont à entrainement direct et les différentes liaisons sont réalisées à l’aide

de liaisons à éléments roulants ou des liaisons complaisantes. Enfin, nous recherchons

l’architecture la moins sensible aux sollicitations de flexion et dont les premières fréquences

propres sont élevées.

Afin de respecter le cahier des charges, des contraintes pertinentes ont été définies

pour la synthèse de cette nouvelle architecture :

• les liaisons actionnées se situent sur la base (minimisation de la masse en mouve-

ment) ;

• les liaisons actionnées sont des actionneurs rotatifs (faible coût et rapidité) ;

• uniquement deux châınes cinématiques actionnées sont assemblées (minimisation de

la masse en mouvement, augmentation de la taille de l’espace de travail) ;

• les châınes cinématiques sont identiques (facilité de fabrication) ;

• un minimum d’éléments constituant la châıne cinématique doit être soumis à des

sollicitations de flexion, utilisation de châınes spatiales (raideur intrinsèque élevée) ;

• les liaisons rotules doivent être évitées (difficultés de fabrication, usures).
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2.3.1 Modèle géométrique inverse . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
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Dans ce chapitre, l’architecture d’un nouveau robot nommé IRSBot-2

est décrite ainsi que les paramètres de conception utilisés dans l’analyse

de son comportement. Les sous-espaces des efforts de contrainte et

d’actionnement sont détaillés pour en déduire la mobilité du robot en

dehors des configurations singulières. Les modèles géométrique et ciné-

matique de l’IRSBot-2 sont exprimés.
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2.1 Architecture

À la suite de la définition du cahier des charges et des pistes de conception donnés dans

la section 1.2.3.3, l’architecture présentée dans ce chapitre a été proposée au cours d’un

processus de brainstorming. Cette architecture est celle d’un robot parallèle générant

deux translations et dont la raideur en flexion est maximisée grâce à son architecture

spatiale. Ce robot, nommé IRSBot-2 (acronyme de IRCCyN Spatial roBot with 2 degrees

of freedom), fait l’objet d’un brevet national [Briot et al., 2012] et les démarches pour

étendre ce brevet aux USA, Japon et Europe sont en cours.

2.1.1 Description de l’architecture de l’IRSBot-2

L’IRSBot-2 est un manipulateur d’architecture parallèle à deux degrés de liberté en trans-

lation. Son architecture est illustrée dans les Figures 2.1 et 2.2. La base de ce robot est

fixée au bâti et la plate-forme contrôle l’effecteur du robot. La base et la plate-forme sont

liées ensemble par l’intermédiaire de deux jambes. Chaque jambe k, avec k = I ou II

est actionnée par l’intermédiaire d’un moteur rotatif positionnant l’élément ℓ1k autour de

l’axe y0 (k = I correspond à la jambe qui est située dans l’espace des x négatifs et k = II

correspond à la jambe qui est située dans l’espace des x positifs).

Base
x0

y0

z0

Plate-forme

Parallélogramme

Coude

Boucle Proximale

Boucle Distale

Jambe I

Jambe II

Moteurs

Figure 2.1 – Modèle CAO de l’IRSBot-2



2.1 Architecture 31

Chaque jambe est composée d’un module proximal et d’un module distal. L’architecture

de l’une de ces jambes est détaillée dans la Figure 2.2.

Le module proximal est réalisé par une liaison de type parallélogramme plan, également

appelée liaison Π, composée des éléments ℓ0k, ℓ1k, ℓ2k et ℓ3k (k = I, II). Ces éléments sont

reliés entre eux par des liaisons pivot d’axe parallèle à y0. Ce parallélogramme permet de

maintenir l’orientation du plan Pk constante par rapport au plan P0 auquel est attaché

le repère global (O,x0,y0, z0). L’élément ℓ0k est confondu avec la base. Sa direction est

orthogonale à y0 et est orientée d’un angle αk par rapport à la direction de x0.
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Plate-forme

P0
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P2

αk Module proximal

Module distal

Moteur

F2k

E1k

E2k

F1k

Figure 2.2 – Architecture de la kème jambe de l’IRSBot-2 (k = I, II)

L’ensemble de liaisons pivot constituant le module proximal rend le parallélogramme

hyperstatique d’ordre 3, mais il est possible de créer ce groupe de liaisons avec des liaisons

qui ont un degré de contrainte moins élevé1.

Le module distal est attaché d’un côté à l’élément ℓ3k par l’intermédiaire de deux

liaisons pivot d’axes (Ejk,y1jk) (j = 1, 2) contenus dans le plan Pk, et de l’autre coté à

l’élément ℓ7k appartenant à la plate-forme par l’intermédiaire de deux liaisons pivot d’axes

(Fjk,y1jk). Dans ce manuscrit, j dénote l’indice d’une des sous-châınes formant la partie

spatiale (distale) d’une jambe avec j = 1, 2 ; j = 1 correspond à la sous-châıne située

selon y négatif et j = 2 correspond à celle située selon y positif. Le plan P2 est attaché au

1e.g. en remplaçant les liaisons pivot de la châıne passive du parallélogramme par une liaison de type
sphérique et une liaison pivot glissant. Ces liaisons peuvent-être réalisées par un montage adéquat de
roulement à billes
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repère associé à la plate-forme mobile (P,xp,yp, zp). L’orientation du plan P2 est rendue

constante par rapport au plan Pk lors de l’assemblage des deux jambes et, par la même

occasion, devient constante par rapport au plan P0.

L’architecture est conçue de telle sorte que les vecteurs y11k et y12k (respectivement

z11k et z1zk) soient symétriques par rapport au plan (x0, O, z0). Contrairement aux ma-

nipulateurs planaires classiques, les mouvements des éléments de la partie distale n’ont

pas lieu dans des plans parallèles. Cependant, les déplacements de la plate-forme sont

contraints à rester dans le plan vertical (x0, O, z0).

Notons que les barres ℓ51k et ℓ52k ne sont pas parallèles. Si c’était le cas, la partie

distale serait un parallélogramme spatial et l’architecture du robot serait singulière.

La partie distale se décompose en deux sous-parties possédant la même architecture

réalisée à l’aide des éléments ℓ4jk, ℓ5jk et ℓ6jk (j = 1, 2). Ces éléments sont reliés entre

eux par des liaisons pivot d’axes (Ejk, z2jk) et (Fjk, z2jk). Les vecteurs y1jk et z2jk sont

orthogonaux. Les groupes suivants :

• liaison pivot d’axe (Ejk,y1jk) + élément ℓ4k + liaison pivot d’axe (Ejk, z2jk) ;

• liaison pivot d’axe (Fjk, z2jk) + élément ℓ6k + liaison pivot d’axe (Fjk,y1jk) ;

peuvent être remplacés par des liaisons de type cardan d’axes y1jk et z2jk et de centre Ejk

et Fjk, respectivement (voir Figure 2.4(a)).

Avant d’étudier rigoureusement la mobilité de l’IRSBot-2 dans la section suivante,

nous pouvons simplement comprendre les mouvements admissibles par analogie à un robot

Delta linéaire redondant présenté dans la Figure 2.3(a). Il est composé de quatre jambes

reliant la base à la plate-forme. Chaque jambe est composée de deux éléments dont le

premier est actionné par une liaison glissière d’un coté et est relié à l’autre par une liaison

de type cardan. Le deuxième élément est enfin lié à la plate-forme par une seconde liaison

de type cardan. Une analyse géométrique simple permet de comprendre que cette plate-

forme admet trois degrés de liberté en translation. Or, ce mécanisme possède quatre

actionneurs, il a donc une redondance d’actionnement de degré 1.

Sur la vue de dessus (Figure 2.3(c)), sont représentés les points Ai (i = 1 à 4) les

centres des liaisons de type cardan distants de a de l’axe (O,x0) (O est le centre du repère

fixe). Les liaisons de type cardan liées à la plate-forme sont positionnées de telle sorte

que les centres Bi soient distants de b de l’axe (P,x0) (P est le centre de la plate-forme).
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(a) Vue 3D

Plate-forme

Base

xi
yi

zi

O

xi yi

zi

P

yi

yi

Ai

Bi

(b) Schéma cinématique d’une jambe i

A1

A2 A3

B1

B2 B3

A4

B4

b
b

a

a

x0

y0

O
P

(c) Vue de dessus en position centrée

Figure 2.3 – Schéma cinématique du robot Delta redondant

Pour que l’effecteur de ce mécanisme admette un mouvement uniquement dans le plan

(x0, O, z0), les centres Ai et Bi des liaisons de type cardan des jambes 1 et 2 doivent être

à la même altitude, notée z1,2, et de même pour les jambes 3 et 4 dont les centres des

liaisons de type de cardan doivent avoir la même altitude z3,4.

Pour conserver les centres des liaisons de type cardan des jambes 1 et 2 (respectivement

3 et 4) à la même altitude, il est possible de les relier au même actionneur. L’architecture

présentée dans la Figure 2.4(b) est ainsi obtenue, pour laquelle la liaison glissière est rem-

placée par un parallélogramme plan et cela permet de présupposer que cette architecture

admet bien deux degrés de liberté en translation.

L’orientation du plan Pk devant rester constante par rapport au plan P0, il est pos-

sible aussi de remplacer le parallélogramme plan par une liaison glissière sans affecter

le déplacement de la plate-forme (voir Figure 2.4(b)). D’autres architectures spatiales

permettant un mouvement similaire sont présentées dans les Figures 2.4(c) à 2.4(h).



34 Chapitre 2. Description de l’IRSBot-2

x0 
y0 

z0 

O 

x0 y0 

z0 

P 

y0 

y0 

y0 

y0 

y0 x0 

1i 

0i 

2i 

3i 

51i 

52i 

7i 

y11i 

y11i 

y12i 

y12i 

z21i 

z21i 

z22i 

z22i 

αi 

αi x0 

x0 

y0 x0 

P0 

P1 

P2 

Plate-forme 

Base 

Parallélo- 

gramme 
Liaison 

motorisée 

Coude 
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Figure 2.4 – Schéma cinématique d’une jambe k – Autres architectures possibles de l’IRSBot-2
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2.1.2 Paramétrage

La Figure 2.5 illustre les points caractéristiques du mécanisme utiles pour la descrip-

tion des différents modèles du robot. Pour ne pas surcharger la figure, les liaisons sont

supprimées.
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Figure 2.5 – Paramétrisation de la jambe k (k = I, II)

Les paramètres de conception sont définis dans le tableau 2.1. Ces paramètres appa-

raissent dans les Figures 2.5 – 2.10.

La distance entre Hk et Gk, notée l2eq, est constante (contrairement à λk), avec l2eq =
√

l22 − (a1 − a2)2 cos β2 (voir Figure 2.6) avec Hk et Gk les milieux respectifs des segments

[E1kE2k] et [F1kF2k]. Effectivement, la cinématique des jambes EjkFjk implique que les

points F1k et F2k décrivent des sphères de rayon l2. Les distances entre les points E1k

et E2k (F1k et F2k, resp.) étant fixes le point Gk (milieu du segment [F1kF2k]) décrit un

cercle de centre Hk (milieu du segment [E1kE2k]) et de rayon l2eq.

La Figure 2.7 représente une vue de détail de la liaison de type cardan, centrée au point

Ejk. Cette vue de détail permet de définir les Figures planes 2.8, 2.9 et 2.10 suivantes :

• La transformation entre le repère (Ek,x0,y0, z0) et le repère (Ek,x1jk,y1jk, z1jk)
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Table 2.1 – Paramètres de conception de l’IRSBot-2

Base
b rayon de base : distance entre O et Ak

αk angle entre x0 et
−−−→
AkDk

Plate-forme
p rayon de plate-forme : distance entre P et Gk

a2 longueur du segment [FkFjk]

βjk angle1 entre y0 et
−−−→
FkFjk

Module proximal

l1 longueur du segment [AkBk]
wPa longueur du segment [AkDk]

αk angle entre x0 et
−−−→
AkDk

qk angle entre x0 et
−−−→
AkBk ou angle de la liaison motorisée

Coude

ez distance selon z0 entre Bk et Hk

ex distance selon x0 entre Bk et Hk

a1 la longueur du segment [EkEjk]

βjk angle entre y0 et
−−−→
EkEjk

Jambe distale

l2 longueur du segment [EjkFjk]
l2eq distance entre Hk et Gk

ψk angle entre x0 et
−−−→
HkGk

λk distance entre Ek et Fk

θk angle2 entre x0 et
−−−→
EkFk

Hk

Gk

E1k E2k

F1k F2k

a1 cos β

a2 cos β

l2 l2eq

Figure 2.6 – Vue de la jambe distale dans le plan E1k, E2k, F1k, F2k
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est définie par la rotation d’un angle βjk autour de z0. A noter que le repère

(Ek,x0,y0, z0) est associé au coude et le repère (Ek,x1jk,y1jk, z1jk) est associé à

l’élément ℓ3jk.

• La transformation entre le repère (E1k,x1jk,y1jk, z1jk) et le repère (E1k,x2jk,y2jk, z2jk)

est définie par la rotation d’un angle δjk autour de y1jk. A noter que le repère

(E1k,x2jk,y2jk, z2jk) est associé à la pièce interne du cardan, l’élément ℓ4jk.

• La transformation entre le repère (E1k,x2jk,y2jk, z2jk) et le repère (E1k,x3jk,y3jk, z3jk)

est définie par la rotation d’un angle ǫjk autour de z2jk. A noter que le repère

(E1k,x3jk,y3jk, z3jk) est associé à l’élément ℓ5jk, où le vecteur EjkFjk = l2x3jk.

Les matrices de rotations associées sont données en Annexe B.1.
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Figure 2.10 – Transformation entre les
repères (Ejk,x2jk,y2jk, z2jk)
et (Ejk,x3jk,y3jk, z3jk)

Ainsi, les angles (βjk, δjk, ǫjk) sont vus comme les angles d’Euler suivant zyx permet-

tant de décrire l’orientation de (Ejk,x3jk,y3jk, z3jk) par rapport à (Ejk,x0,y0, z0)

2.1.3 Avantages de l’architecture de l’IRSBot-2

L’architecture IRSBot-2 présentée dans les sections précédentes admet les avantages et

intérêts suivants par rapport à ses concurrents présentés dans le Chapitre 1 :

1Posons β22 = β. Par symétrie, β11 = π + β, β21 = −β et β12 = π − β.
2Les paramètres θk et λk sont utiles principalement dans le Chapitre 3.
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• De nombreux segments de cette nouvelle architecture sont soumis uniquement à des

sollicitations de traction/compression/torsion. Ainsi, comparé à un robot plan, pour

une même raideur selon l’axe perpendiculaire au plan, ce nouveau robot serait plus

léger et donc pourrait admettre de meilleures capacités dynamiques.

• Ce mécanisme ne possède que 2 jambes, ce qui diminue la complexité de sa concep-

tion et la masse totale embarquée. Cela entraine de manière intrinsèque l’amélioration

des performances dynamiques et l’augmentation de son espace de travail.

2.2 Mobilité de l’IRSBot-2

Dans cette section, le sous-espace d’actions mécaniques appliquées sur la plate-forme

de l’IRSBot-2 est déterminé et utilisé pour obtenir les mouvements instantanés de la

plate-forme mobile de l’IRSBot-2. Nous utilisons pour cela la théorie des torseurs ré-

ciproques [Hunt, 1978, Dimentberg, 1965, Kong et Gosselin, 2007]. Les définitions des

outils et du vocabulaire nécessaires à l’établissement du sous-espace d’actions mécaniques

appliquées sur la plate-forme ainsi que le sous-espace d’efforts d’actionnement sont rap-

pelées dans l’Annexe A. Ces sous-espaces sont décrits et détaillés pour l’architecture de

l’IRSBot-2, ce qui permet le calcul de sa mobilité.

Dans cette section, nous nous intéressons aux cas où les axes (E1k,y11k) et (E2k,y12k)

se coupent en un point noté Ek contenu dans Pk comme illustré dans la Figure 2.5. Dans

la suite du manuscrit, les torseurs sont exprimés au centre O de la base du robot.

Les définitions de sous-espace de contrainte et sous-espace d’efforts d’actionnement

sont rappelées ci-dessous :

Définition 2.1 Le sous-espace d’efforts de contrainte ou sous-espace d’actions mécaniques

de contrainte est l’ensemble des torseurs d’actions de liaisons indépendants transmissibles

par une châıne cinématique.

Définition 2.2 Le sous-espace d’efforts d’actionnement ou sous-espace d’actions mé-

caniques d’actionnement est l’ensemble des torseurs d’actions mécaniques indépendants

transmissibles par les actionneurs.

Un abus de langage nous fera parler d’axe d’un torseur comme étant l’axe central du

torseur. Pour un torseur de pas nul, cet axe admet comme support le vecteur u et passe
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par un point A pour lequel le torseur peut s’écrire sous la forme (u, 0), pour un torseur

de pas infini, cet axe n’est pas unique et est parallèle au vecteur v, le torseur s’écrit sous

la forme (0, v).

a. Démarche générale

Pour étudier la mobilité de l’IRSBot-2, le robot est décomposé en différentes châınes

cinématiques sérielles. Afin de reconstruire l’ensemble du robot, les propriétés suivantes

définies en Annexe A sont appliquées :

• La Propriété A.1 permet d’obtenir le torseur cinématique équivalent à chaque châıne

sérielle ;

• La Propriété A.3 permet d’obtenir le torseur d’actions mécaniques transmissibles

équivalent à l’ensemble des châınes cinématiques en parallèle.

• Le principe de réciprocité décrit par la Définition A.1 est utilisé pour déterminer à

la fois,

– le torseur statique réciproque aux torseurs cinématiques d’une châıne sérielle

(Propriété A.2), et

– le torseur cinématique réciproque aux torseurs statiques équivalents de plusieurs

châınes en parallèle (Propriété A.4).

Tout d’abord chacune des châınes cinématiques sérielles constituant le module distal sont

étudiées. Une fois les châınes cinématiques sérielles assemblées en parallèle, le module

distal est mis en série avec le module proximal. Enfin, les deux jambes de l’IRSBot-2 sont

regroupées en parallèle permettant d’obtenir le sous-espace d’actions mécaniques exercées

sur la plate-forme mobile.

b. Démarche appliquée à l’IRSBot-2

Dans un premier temps, toutes les liaisons de l’IRSBot-2 sont considérées passives.

Deux châınes cinématiques complexes mises en parallèle définissent l’architecture de l’IRSBot-

2 ; les jambes I et II. Chaque jambe k de l’IRSBot-2 contient deux boucles cinématiques

fermées mises en série : le parallélogramme constitué par les éléments ℓ1k, ℓ2k et ℓ3k

et le module distal constitué par les éléments ℓ3k, ℓ4jk, ℓ5jk, ℓ6jk et ℓ7k (Figure 2.2).
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L’élément terminal de la première châıne fermée est représenté par l’élément ℓ3k ; ℓ7k

représente l’élément terminal de la deuxième boucle cinématique. La cinématique du par-

allélogramme plan étant connue, la décomposition en châınes cinématiques sérielles sera

uniquement appliquée à la châıne cinématique fermée représentant le module distal.

Définition 2.3 Le sous-espace de torseurs d’efforts de contrainte Wc
IRS de l’IRSBot-2 est

le sous-espace engendré par l’ensemble des torseurs d’efforts appliqués sur la plate-forme,

représentée par l’élément ℓ7k.

La mobilité de la plate-forme est obtenue à l’aide du torseur cinématique associé, notée

TIRS. D’après la Propriété A.4, ce torseur est engendré par le sous-espace réciproque au

sous-espace de torseurs d’efforts de contrainte Wc
IRS .

TIRS = Wc
IRS

⊥ (2.1)

Enfin, il faut vérifier que le sous-espace d’efforts d’actionnement permet le contrôle

des mouvements de la plate-forme.

2.2.1 Étude du sous-espace d’actions mécaniques passives exer-

cées sur la plate-forme de l’IRSBot-2

La Figure 2.11 représente le module distal de la jambe k de l’IRSBot-2 (k = I, II). Ce

module distal est composé de deux châınes cinématiques symétriques notées Ljk: Ek −
Ejk−Fjk −Fk (j = 1, 2). Chacune d’elle contient quatre liaisons pivot d’axes A1jk, A2jk,

A3jk et A4jk, respectivement. Soit eijk le vecteur unitaire de l’axe Aijk, (i = 1, . . . , 4).

Les propriétés géométriques suivantes apparaissent : (i) les axes Ai1k et Ai2k sont

symétriques par rapport au plan (x0, O, z0); (ii) les axes A1jk et A2jk se croisent au point

Ejk; (iii) les axes A3jk et A4jk se croisent au point Fjk; (iv) les axes A2jk et A3jk sont

parallèles :

e2jk = e3jk (2.2)

De plus, par construction, les axes A1jk et A4jk deviennent parallèles lorsque les deux

jambes de l’IRSBot-2 sont assemblées,

e1jk = e4jk (2.3)
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Figure 2.11 – Châıne cinématique du module distal de la jambe k de l’IRSBot-2 (k = I, II)

La châıne cinématique Ek − Ejk − Fjk − Fk contient quatre liaisons pivot en série.

D’après la Propriété A.1 (cf. Annexe A), le torseur cinématique équivalent de l’élément

terminal de cette châıne est engendré par quatre torseurs cinématiques de pas nul Ê0ijk
avec i = 1, . . . , 4.

Tjk = vect
(

Ê01jk, Ê02jk, Ê03jk, Ê04jk
)

(2.4)

où

Ê01jk = (e1jk, rEjk × e1jk) (2.5)

Ê02jk = (e2jk, rEjk × e2jk) (2.6)

Ê03jk = (e3jk, rFjk × e3jk) (2.7)

Ê04jk = (e4jk, rFjk × e4jk) (2.8)

rEjk et rFjk (cf. Annexe B.1.1) correspondent aux vecteurs position des points Ejk et Fjk

(exprimés dans le repère de base (O,x0,y0, z0)), respectivement.

D’après la Propriété A.2, le sous-espace d’actions mécaniques Wjk transmissibles par



42 Chapitre 2. Description de l’IRSBot-2

la châıne cinématique Ljk contient tous les efforts réciproques aux torseurs cinématiques

Ê01jk, Ê02jk, Ê03jk et Ê04jk. Ce sous-espace est de dimension 2 :

Wjk = Tjk
⊥ (2.9)

et

dim (Wjk) = 6− dim (Tjk) = 2 (2.10)

Pour obtenir le sous-espace de torseurs statiques unitaires réciproques au sous-espace

de torseurs cinématiques, les propriétés bien connues suivantes sont rappelées [Amine

et al., 2010] :

Propriété 2.1 Deux torseurs unitaires de pas infini sont toujours réciproques

Propriété 2.2 Un torseur unitaire de pas infini est réciproque à un torseur unitaire de

pas nul si et seulement si leurs axes sont orthogonaux

Propriété 2.3 Deux torseurs unitaires de pas nuls sont réciproques si et seulement si

leurs axes sont coplanaires

D’après l’équation (2.9) et la Propriété 2.3, s’il existe un torseur de pas nul F̂jk ré-

ciproque à Tjk, son axe (Ajk, fjk) doit passer par le point d’intersection des axes A1jk et

A2jk, d’une part, et par l’intersection des axes A3jk et A4jk, d’autre part. L’axe de ce

torseur de pas nul doit donc passer par les points Ejk et Fjk :

(Ajk, fjk) = (Ejk,
−−−−→
EjkFjk) = (Fjk,

−−−−→
EjkFjk) (2.11)

D’après l’équation (2.9) et la Propriété 2.2, s’il existe un torseur de pas infini M̂jk

réciproque à Tjk, sa direction njk doit être orthogonale aux quatre axes Aijk. Du fait des

hypothèses géométriques formulées précédemment dans l’équation (2.2) et la condition

d’assemblage (2.3), la direction de ce torseur doit donc être orthogonale à A1jk et A2jk

uniquement :

njk = e1jk × e2jk = e3jk × e4jk (2.12)

Nous venons de trouver deux torseurs d’actions mécaniques indépendants réciproques

au sous-espace de torseurs cinématiques Tjk. Ils engendrent donc le sous-espace d’actions
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mécaniques de dimension 2 notée Wjk transmis par la châıne Ljk. Ce sous-espace s’écrit

de la manière suivante :

Wjk = vect
(

F̂jk, M̂jk

)

(2.13)

où

F̂jk = (fjk, rFjk × fjk) (2.14)

M̂jk = (03×1, njk) (2.15)

fjk est le vecteur unitaire du vecteur
−−−−→
EjkFjk et njk = e1jk × e2jk = e3jk × e4jk.

D’après la Propriété A.3, le sous-espace d’actions mécaniques Wk transmissibles par

la jambe distale k complète est obtenu par combinaison linéaire du sous-espace d’efforts

transmis par les châınes L1k et L2k mises en parallèle. De ce fait, ce sous-espace s’écrit :

Wk = W1k +W2k (2.16)

= vect
(

F̂1k, F̂2k, M̂1k, M̂2k

)

(2.17)

D’après la Propriété A.4, le sous-espace de torseurs cinématiques Tk associé à l’élément

terminal du module distal (de la jambe k) est le sous-espace de torseurs réciproques à Wk

donné par l’équation (2.16). Il est engendré par tous les torseurs cinématiques réciproques

aux torseurs d’efforts F̂1k, F̂2k, M̂1k et M̂2k :

Tk = Wk
⊥ (2.18)

et

dim (Tk) = 6− dim (Wk) = 2 (2.19)

D’après l’équation (2.18) et les Propriétés 2.2 et 2.3, s’il existe un torseur cinématique

de pas nul Ê0k réciproque à Wk, son axe (A0k,u0k) doit être perpendiculaire aux vecteurs

n1k et n2k tout en étant coplanaire avec les axes (E1k, f1k) et (E2k, f2k). Ce torseur est

unique et admet un axe parallèle à la normale formée par le plan (n1k,n2k) passant par

le point d’intersection Pk des droites (E1k, f1k) et (E2k, f2k) :

(A0k,u0k) = (Pk,n1k × n2k) (2.20)
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D’après l’équation (2.18) et les Propriétés 2.2 et 2.1, s’il existe un torseur cinématique

de pas infini Ê∞k réciproque à Wk, sa direction v∞k doit être perpendiculaire à (E1k, f1k)

et à (E2k, f2k). Ce torseur est unique et sa direction est parallèle à la normale formée par

le plan (f1k, f2k) :

v∞k = f1k × f2k (2.21)

Nous obtenons deux torseurs cinématiques indépendants réciproques au sous-espace

d’efforts Wk. Ils engendrent le sous-espace de torseurs cinématiques Tk de dimension 2

s’écrivant :

Tk = vect
(

Ê0k, Ê∞k

)

(2.22)

où

Ê0k = (n1k × n2k, rPk × (n1k × n2k)) (2.23)

Ê∞k = (03×1, f1k × f2k) (2.24)

rPk correspond au vecteur position du point Pk, point d’intersection des droites (E1kF1k)

et (E2kF2k) représenté dans la Figure 2.11.

Le sous-espace de torseurs cinématiques associés à la plate-forme mobile du module

distal est engendré par une translation instantanée Ê∞k de direction f1k×f2k et une rotation

instantanée Ê0k d’axe (Pk,n1k × n2k). Maintenant que le sous-espace de torseurs cinéma-

tiques décrivant le déplacement infinitésimal de la boucle fermée représentant le module

distal est explicité, intéressons nous à la boucle fermée décrivant le parallélogramme plan.

Le module proximal est un parallélogramme articulé, son élément terminal admet donc

un mouvement de translation circulaire dont la trajectoire est un cercle de rayon [AkBk].

Le torseur cinématique Ê∞pk associé à l’élément terminal du module proximal de la jambe

k de l’IRSBot-2 s’écrit :

Ê∞pk = (03×1, y0 × gk) (2.25)

où gk est le vecteur unitaire du segment [AkBk] représenté dans la Figure 2.12.

Les deux boucles, proximale et distale, étant mises en série, la Propriété A.1 permet

d’écrire que le torseur cinématique TLegk de l’élément terminal d’une jambe k de l’IRS-

Bot-2 est engendré par un torseur cinématique de pas nul et deux torseurs cinématiques
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Figure 2.12 – Châıne cinématique du module proximal de la jambe k de l’IRSBot-2 (k = I, II)

de pas infini :

TLegk = vect
(

Ê0k, Ê∞k, Ê∞pk

)

(2.26)

De manière instantanée, il est possible de considérer que le mouvement de l’organe ef-

fecteur de l’IRSBot-2 se comporte de la même manière que l’élément terminal d’une

châıne cinématique composée de deux liaisons glissière et d’une liaison pivot mises en

série. Les directions des deux liaisons glissières sont définies le long des vecteurs f1k × f2k

(voir Figure 2.11) et y0×gk (voir Figure 2.12), respectivement. L’axe de rotation Ak de la

liaison pivot passe par le point Pk et est colinéaire au vecteur n1k×n2k (voir Figure 2.11).

Il est intéressant de remarquer que les vecteurs n1k×n2k, f1k× f2k et y0×gk sont tous

normaux au vecteur y0 et que les points PI et PII appartiennent au plan (x0, O, z0). De ce

fait, l’IRSBot-2 admet une modélisation cinématique équivalente à celle d’un mécanisme

parallèle plan illustrée dans la Figure 2.13.

La modélisation cinématique que l’on vient d’obtenir ne nous donne pas directement la

mobilité de la plate forme mais une représentation des mouvements admissibles de chaque

jambe. Bien que l’obtention de ce modèle cinématique équivalent permet de déduire la

mobilité de la plate-forme (voir Annexe B), nous souhaitons à la fois décrire le sous-espace

de contrainte appliquée sur la plate-forme WIRS qui sera utilisé dans le Chapitre 3 et en

déduire l’espace réciproque : le torseur cinématique de la plate-forme TIRS .

WIRS est le sous-espace engendré par les sous-espace d’efforts de contrainte de chacune

des jambes WLegk.

D’après la Propriété A.2, le sous-espace d’efforts de contrainte WLegk transmissibles

par la jambe k de l’IRSBot-2 est réciproque aux torseurs cinématiques unitaires Ê0k, Ê∞k
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Figure 2.13 – Modèle cinématique instantané équivalent à l’IRSBot-2

et Ê∞pk. Ce sous-espace est de dimension 3 :

WLegk = T ⊥

Legk (2.27)

et

dim (WLegk) = 6− dim (TLegk) = 3 (2.28)

D’après l’équation (2.27) et les Propriétés 2.2 et 2.3, s’il existe un torseur statique de

pas nul F̂k réciproque à TLegk, son axe (ALegk,uLegk) est orthogonal à l’axe de Ê∞k et de

Ê∞pk tout en étant coplanaire avec l’axe de Ê0k, l’axe Ak. Un tel type de torseur existe.

Son axe est orthogonal au plan (x0, O, z0) dans lequel sont contenus les vecteurs y0 × gk

et f1k × f2k. Cet axe est parallèle à y0 et il passe par un point Mk appartenant à l’axe Ak

de sorte à être coplanaire avec l’axe de Ê0k :

(ALegk,uLegk) = (Mk,y0) (2.29)

D’après l’équation (2.27) et les Propriétés 2.2 et 2.1, s’il existe un torseur statique de

pas infini M̂k réciproque à TLegk, sa direction vk est orthogonal à l’axe de Ê0k, c.-à-d.
normal au vecteur n1k × n2k. Il existe donc deux torseurs statiques indépendants de pas

infini dont les vecteurs décrivent un plan parallèle au plan formé par les axes normaux
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aux liaisons cardan n1k et n2k.

vk = vect (n1k,n2k) (2.30)

Nous obtenons trois torseurs d’efforts indépendants réciproques au sous-espace de

torseurs cinématiques TLegk. Ils engendrent le sous-espace de torseurs d’efforts de di-

mension 3 transmissible par la jambe k, noté WLegk , contenant deux moments M̂1k, M̂2k

(voir équation (2.15)) et une force pure notée F̂k :

WLegk = vect
(

M̂1k, M̂2k, F̂k

)

(2.31)

où

F̂k = (y0, rMk × y0) (2.32)

rMk correspond au vecteur position de tout point Mk appartenant à l’axe Ak de vecteur

directeur n1k × n2k passant par le point Pk.

Nous pouvons maintenant regrouper les deux jambes de l’IRSBot-2. D’après la Pro-

priété A.3, le sous-espace d’efforts de contrainte global Wc
IRS de l’IRSBot-2, est l’ensemble

des combinaisons linéaires des efforts de contrainte transmis par la jambe I et ceux trans-

mis par la jambe II. Wc
IRS s’exprime de la manière suivante :

Wc
IRS = WLegI +WLegII (2.33)

= vect
(

M̂1I , M̂2I , F̂I , M̂1II , M̂2II , F̂II

)

(2.34)

Comme les axes des forces pures F̂I et F̂II sont parallèles, il existe un moment M̂III tel

que vect
(

F̂I , F̂II

)

= vect
(

F̂I , M̂III

)

avec

M̂III =
(

03×1, y0 ×
−−−−→
MIMII

)

(2.35)

Wc
IRS peut donc aussi prendre la forme :

Wc
IRS = vect

(

M̂1I , M̂2I , M̂1II , M̂2II , F̂I , M̂III

)

(2.36)

Nous remarquons que Wc
IRS est engendré par une force pure F̂I (de pas nul) et cinq

moments (de pas infini) M̂1I , M̂2I , M̂1II , M̂2II et M̂III . Ces cinq moment forment
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un espace de dimension au plus 3, ils ne sont pas tous indépendants et l’IRSBot-2 est

hyperstatique d’ordre 2.

L’ensemble des efforts de contrainte appliqués sur la plate-forme est généré par le sous-

espace Wc
IRS. Déterminons maintenant son espace réciproque correspondant au torseur

cinématique de l’effecteur de l’IRSBot-2. Les composantes de ce torseur décrivent la

mobilité de l’IRSBot-2.

2.2.2 Torseur cinématique unitaire de l’IRSBot-2

Par définition et d’après l’équation (2.1), le sous-espace de torseurs cinématiques global

TIRS associés à l’effecteur de l’IRSBot-2 est réciproque au sous-espace d’efforts de con-

trainte global de l’IRSBot-2 Wc
IRS .

D’après les Propriétés 2.2 et 2.3, s’il existe un torseur de pas nul Ê0IRS réciproque à

Wc
IRS, son axe est coplanaire avec l’axe de F̂I et orthogonal aux cinq torseurs unitaires

de pas infini M̂1I , M̂2I , M̂1II , M̂2II et M̂III . Un tel torseur n’existe pas en dehors des

singularités de contrainte2.

D’après les Propriétés 2.2 et 2.1, s’il existe un torseur de pas infini Ê∞IRS réciproque

à Wc
IRS , sa direction vIRS est perpendiculaire à l’axe de F̂I , c.-à-d., qu’il existe deux

torseurs cinématiques indépendants de direction normal au vecteur y0 :

vIRS = vect (x0, z0) (2.37)

Nous obtenons un sous-espace de dimension 2 formé par deux torseurs cinématiques

de pas infini pour décrire le mouvement instantané de l’effecteur de l’IRSBot-2 pouvant

s’écrire sous la forme donnée par l’équation (2.38) :

TIRS = vect
(

Ê∞x0
, Ê∞z0

)

(2.38)

avec

Ê∞x0
= (03×1, x0) (2.39)

Ê∞z0 = (03×1, z0) (2.40)

2cf. Chapitre 3.
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Dans le mode d’assemblage choisi et étudié, la plate-forme mobile de l’IRSBot-2 admet

donc deux mouvements indépendants de translation dans le plan (x0, O, z0)
3. Vérifions

que le sous-espace d’actionnement permet de contraindre la mobilité de l’IRSBot-2

2.2.3 Étude du sous-espace d’actionnement de l’IRSBot-2

Maintenant, considérons que la liaison actionnée de chaque jambe de l’IRSBot-2 est blo-

quée, en verrouillant la liaison parallélogramme actionnée de la jambe k de l’IRSBot-2. Le

torseur d’actionnement Wa
IRS est un torseur d’efforts réciproque aux torseurs cinématiques

Ê0k et Ê∞k qui n’appartient pas au sous-espace d’efforts de contrainte WLegk :

Wa
IRS = vect

(

Ê0k, Ê∞k

)
⊥,Wa

IRS /∈ WLegk (2.41)

D’après l’équation (2.41) et les Propriétés 2.2 et 2.1, si ce torseur d’actionnement est un

torseur de pas infini, son axe est orthogonal à l’axe de Ê0k. Or les moments M̂1k, M̂2k

contenus dansWLegk engendrent déjà le sous-espace des torseurs de pas infini orthogonaux

à l’axe de Ê0k.
Ainsi, d’après l’équation (2.41) et les Propriétés 2.2 et 2.3, si ce torseur d’actionnement

existe, il est de pas nul. D’une part, son axe (AIRS,uIRS) est orthogonal à l’axe de Ê∞k

et coplanaire avec l’axe de Ê0k. Cet axe est contenu dans un plan parallèle au plan formé

par les jambes distales (défini par les vecteurs f1k et f2k) et passe par un point de l’axe

Ak. D’autre part, WLegk contient déjà un torseur de pas nul d’axe (Mk,y0). Le torseur

d’actionnement est donc un torseur de pas nul le long du vecteur hk normal aux vecteurs

f1k × f2k et y0 passant par un point de l’axe Ak.

(AIRS,uIRS) = (Mk, (f1k × f2k)× y0) = (Pk,hk) (2.42)

Le sous-espace d’efforts d’actionnement peut s’écrire de la manière suivante :

Wa
IRS = vect

(

F̂a
I , F̂a

II

)

(2.43)

avec F̂a
k = (hk, rPk × hk), (k = I, II). En dehors des singularités d’actionnement4 ,

3L’analyse étant locale, il est possible que, dans un autre mode d’assemblage, la plate-forme mobile
admette un autre type de mouvement associé à un mode d’opération différent [Schadlbauer et al., 2013].

4cf. Chapitre 3.
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les jambes actionnées de l’IRSBot-2 appliquent deux forces d’actionnements sur la plate-

forme.

Dans cette Section 2.2.1, une décomposition élémentaire des chaines cinématiques de

l’IRSBot-2 et l’utilisation de la théorie des torseurs réciproques a permis de décrire les

efforts s’appliquant sur la plate-forme. La mobilité acceptée par l’architecture en est

déduite et les efforts d’actionnement sont bien capables de contrôler le robot. Dans le

mode d’assemblage considéré, ce robot génère 2 ddl en translation, c’est pourquoi nous

pourrons par la suite nous contenter d’un modèle géométrique et cinématique plan.

2.3 Modèles géométrique et cinématique de l’IRS-

Bot-2

Dans le cas de l’IRSBot-2, le modèle géométrique permet de relier les coordonnées articu-

laires ou les paramètres des liaisons motorisées q = [qI , qII ]
T aux coordonnées cartésiennes

x = [x, z]T du point central de la plate-forme. Ce modèle est obtenu en écrivant une

équation de fermeture de boucle pour chacune des jambes de l’IRSBot-2. L’équation de

fermeture de boucle décompose le vecteur
−→
OP comme ci-dessous :

−→
OP =

−−→
OAk +

−−−→
AkBk +

−−−→
BkEk +

−−−→
EkHk +

−−−→
HkGk +

−−→
GkP (2.44)

qui donne après simplifications et élimination des paramètres passifs :

l2
2
eq = (x+ σk b0 − l1 cos qk)

2 + (z + l1 sin qk + e)2 (2.45)

avec b0 = b− p− a1 sin β et σk = (−1)k−1.5

Dans cette expression, nous remarquons que les termes « −p − a1 sin β » (contenus

dans b0) et « e » sont constants. Dans le cas où ces termes sont nuls, l’équation (2.45) est

équivalente à l’équation de fermeture d’un mécanisme RRRRR [Liu et al., 2006] représenté

dans la Figure 2.14, avec l1 la longueur des barres proximales, l2eq la longueur des barres

distales et 2b la distance entre les axes des deux articulations motorisés.

Ainsi, les modèles géométriques direct et inverse de l’IRSBot-2 peut-être déterminés

5Notons que k prend ici la valeur 1 pour k = I et 2 pour k = II.
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e

2b

l2eql2eq

l1
l1

q1 q2
z

x

A1 A2

B1 B2

P

O

Figure 2.14 – Schéma d’un mécanisme RRRRR

similairement à ceux d’un mécanisme RRRRR [Liu et al., 2006] bien connu. Ces modèles

sont présentés dans la suite de cette section à l’aide de combinaison des équations (2.45)

pour k = I et k = II. Cette combinaison nous permet d’obtenir les modèles géométrique

et cinématique présentés ci-après.

2.3.1 Modèle géométrique inverse

Le Modèle Géométrique Inverse (MGI) permet de calculer les coordonnées articulaires q

à partir de la connaissance des coordonnées généralisées x et des paramètres géométriques

du robot.

Le MGI s’écrit pour l’IRSBot-2 sous la forme suivante :

qk = 2 tan−1 −Bk ±
√

B2
k + A2

k − C2
k

Ck − Ak

, k = I, II, (2.46a)

avec Ak = −2l1(x+ σk b0) (2.46b)

Bk = 2l1(z + e) (2.46c)

Ck = (x+ σk b0)
2 + (z + e)2 + l21 − l2

2
eq (2.46d)

La résolution des équations du modèle géométrique inverse peut donner plusieurs

valeurs de coordonnées articulaires pour un jeu de coordonnées généralisées donné. Dans

le cas de l’IRSBot-2, qk est solution d’un polynôme de degrés 2 qui admet donc deux

solutions correspondent au signe ± dans l’équation (2.46a). Ces différentes configurations

sont appelées les différents modes de fonctionnement (voir Figure 2.15). Le choix entre

ces solutions est réalisé au préalable de sorte à conserver une posture coude haut.
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q1 q2A1 A2

B1 B2

P

Figure 2.15 – Mode de fonctionnement du
mécanisme RRRRR équivalent
à l’IRSBot-2

q1 q2A1 A2

B1 B2

P

P ′

Figure 2.16 – Mode d’assemblage du mé-
canisme RRRRR équivalent à
l’IRSBot-2

2.3.2 Modèle géométrique direct

Le Modèle Géométrique Direct (MGD) permet de déterminer les coordonnées généralisées

de l’effecteur x en connaissant les coordonnées articulaires q. L’obtention d’une forme

analytique du MGD est rare dans le cas des robots parallèles [Merlet, 2006]. Cependant

dans le cas de l’IRSBot-2, le MGD s’obtient en résolvant un polynôme de degré 2.

Le MGD de l’IRSBot-2 s’écrit sous la forme suivante :

x =
c2 − c1 − 2z(az1 − az2)

2(ax1 − ax2)
et z =

−h±
√

h2 − jg

g
(2.47a)

avec

axi = σkb0 − l1 cos qk (2.47b)

azi = l1 sin qk + e (2.47c)

ck = a2xi + a2zi − l2
2
eq (2.47d)

j = c1 +
(c2 − c1)

2

4(ax1 − ax2)2
+
ax1(c2 − c1)

ax1 − ax2
(2.47e)

g = 1 +
(az1 − az2)

2

(ax1 − ax2)2
(2.47f)

h =
(c2 − c1)(az1 − az2)

2(ax1 − ax2)
+
ax1(az1 − az2)

ax1 − ax2
(2.47g)

Pour les robots parallèles, il est possible d’obtenir plusieurs solutions de la position de

l’effecteur pour un jeu de coordonnées articulaires. Par exemple, la plate-forme de Gough

peut admettre jusqu’à 40 solutions réelles [Husty, 1996]. Ces différentes positions sont

appelées les modes d’assemblage (voir Figure 2.16). Dans notre cas, ces solutions corres-
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pondent au signe ± de l’équation (2.47a). Nous choisissons la solution avec le signe + de

sorte à conserver la plate-forme à l’extérieur des bras proximaux.

2.3.3 Espace de travail

L’espace de travail de l’IRSBot-2 peut être obtenu géométriquement par l’intersection des

espaces de travail de chaque jambe. L’espace de travail d’une jambe d’un mécanisme

RRRRR s’obtient par la rotation de la jambe autour de la liaison actionnée en fixant

l’angle passif ψ (voir Figure 2.17). L’extrémité de la jambe P décrit un cercle de centre

A1. Ce cercle est l’ensemble des positions atteignables par cette jambe à ψ fixé, le disque

est l’ensemble des points atteignables pour une valeur de ψ plus petite. Il suffit de tracer

les cercles atteignables pour une valeur de ψ maximale et minimale, pour définir la zone

atteignable de l’espace de travail.

A1

B1

P

ψ

Figure 2.17 – Une jambe d’un mécanisme RRRRR

La même méthode est appliquée considérant une jambe de l’IRSBot-2, à ceci près que

pour ce robot le coude et la plate-forme restent en translation circulaire. La Figure 2.18

représente différentes configurations de la jambe I ; complètement repliée, en extension

complète et assemblée avec la jambe II.

Le centre du cercle décrivant les frontières de l’espace de travail n’est plus positionné

en A1 car les éléments en translation circulaire introduisent un décalage du centre du

cercle décrivant la trace du point P de la quantité uk, avec uk =
−−−→
BkHk +

−−→
GkP .

Plusieurs cercles correspondant aux positions maximales et minimales des extrémités

de chaque jambe sont définis. Les cercles D1 (respectivement D2) correspondent à la

configuration où la jambe I, (respectivement II) est complètement dépliée. Les cercles

D3 (respectivement D4) correspondent à la configuration où la jambe I, (respectivement

II) est complètement repliée sur elle-même, avec :
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O

l1 + l2eq

l2eq − l1

D1

D2

D3

D4

AI

BI

HI

GI

P

C1 C2

Jambe du robot

positionnée à son extrémité

Jambe du robot
complètement repliée

x0

z0

Figure 2.18 – Plusieurs configurations de jambe pour définir les cercles correspondant aux posi-
tions max et min atteignables

• D1 : le cercle de centre C1 de rayon l1 + l2eq, avec
−−→
OCI =

−−→
OAI + uI ;

• D2 : le cercle de centre C2 de rayon l1 + l2eq, avec
−−−→
OCII =

−−−→
OAII + uII ;

• D3 : le cercle de centre C1 de rayon l2eq − l1;

• D4 : le cercle de centre C2 de rayon l2eq − l1;

L’espace de travail d’une jambe est la surface comprise entre les cercles D1 et D3,

respectivement D2 et D4. L’espace de travail du robot est l’intersection de ces surfaces,

soit l’espace correspondant à l’aire grisée.

Cet espace n’est, ici, en aucun cas restreint par des considérations de butées arti-

culaires ni de singularités. Ces aspects seront pris en compte dans la suite du rapport.
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L’espace de travail est défini uniquement par des considérations géométriques et ne met

pas en avant les difficultés potentielles du calcul numérique de l’intersection de deux cercles

pratiquement tangent. Une analyse plus poussée de l’espace de travail des mécanismes

5-barres est présentée dans [Chablat et Wenger, 2001] et peut être utilisée pour l’étude

de l’espace de travail de l’IRSBot-2.

2.3.4 Modèle cinématique

En dérivant les équations de fermeture (2.45) par rapport au temps, la relation donnée

par l’équation (2.48a) décrit le modèle cinématique suivant :

At+Bq̇ = 0, (2.48a)

avec

B =




2l2eql1 sin(qI − ψI) 0

0 2l2eql1 sin(qII − ψII)



 (2.48b)

A =




2l2eq cosψI 2l2eq sinψI

2l2eq cosψII 2l2eq sinψII



 (2.48c)

où ψk = arctan
z + l1 sin qk + e

x+ σkb0 − l1 cos qk
(2.48d)

où A et B sont respectivement les matrices Jacobiennes cinématiques de Type 2 (ou

parallèle) et de Type 1 (ou sérielle) [Gosselin et Angeles, 1990,Chablat et Wenger, 2001],

q̇ = [q̇I , q̇II ]
T est le vecteur des vitesses articulaires et t = [ẋ, ż]T le vecteur vitesse de la

plate-forme mobile. Rappelons que ψi est l’angle défini entre x0 et la droite passant par

les points Hk et Gk.

2.4 Conclusions

Ce chapitre présente l’architecture d’un nouveau robot parallèle générant 2 ddl, nommé

IRSBot-2, dont la particularité est d’admettre deux jambes spatiales. Cette architecture

spatiale admet un grand nombre d’éléments soumis uniquement à des sollicitations de

traction/compression/torsion. Cette propriété nous permet de croire en son potentiel

pour atteindre de meilleures capacités dynamiques que ses concurrents pour une raideur
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transversale donnée. De plus, cette architecture spatiale uniquement composée de deux

jambes mises en parallèle permet d’obtenir un grand espace de travail.

L’agencement des éléments constituant l’IRSBot–2 et les paramètres de conception

utilisés au cours du manuscrit ont été décrits.

Une analyse de la mobilité est ensuite réalisée. L’architecture de l’IRSBot-2 n’admet-

tant pas une cinématique évidente, l’analyse de la mobilité de la plate-forme est réalisée

à l’aide de la théorie des torseurs. La mobilité est décrite par le torseur cinématique TIRS

associé à la plate-forme .

Pour cela, une étude complète décrit le sous-espace Wc
IRS des actions mécaniques de

contrainte appliquées sur la plate-forme contenant 5 moments et 1 effort. Son sous-espace

réciproque engendre le torseur cinématique TIRS désiré.

Nous en déduisons que la plate-forme de l’IRSBot-2 admet deux translations dans le

plan vertical (x0, O, z0). Cette conclusion permet de simplifier les modèles géométrique

et cinématique à un modèle plan et de faire l’analogie cinématique entre un mécanisme

RRRRR et l’IRSBot-2.

Ces modèles bien connus pour un mécanisme RRRRR sont adaptés à l’IRSBot-2 et

son espace de travail a été tracé.

Les résultats essentiels de ce chapitre qui seront utilisés dans la suite du manuscrit

sont la description du modèle cinématique, utile pour la description classique des singu-

larités (cf. Section 3.1), et du torseur des actions mécaniques de contrainte appliquées

sur la plate-forme, qui nous permettra de déterminer les singularités de contrainte (cf.

Section 3.2). Les singularités de l’IRSBot-2 sont étudiées dans le chapitre suivant.
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Dans ce chapitre, les singularités de l’IRSBot-2 sont étudiées. Dif-

férents types de singularités sont mis en avant et les conséquences sur

le mouvement de l’IRSBot-2 en configuration singulière sont analysées.

Une synthèse dimensionnelle est faite pour éviter d’atteindre les con-

figurations singulières dans l’espace de travail. Cette synthèse dimen-

sionnelle joue sur deux aspects : le premier aspect consiste à déter-

miner les paramètres de conception qui empêchent le robot de vérifier

les conditions d’obtention de singularité ; le deuxième aspect vise à

définir l’ensemble des paramètres de conception qui empêchent le robot

de s’assembler dans cette configuration.

Les singularités se traduisent par une perte de contrôle partielle ou totale du robot.

Différentes approches permettent d’analyser les singularités des robots [Merlet, 2006].

Nous nous concentrons ici sur l’approche cinématique.

Le modèle cinématique décrit dans la Section 2.3.4 fait intervenir deux matrices Ja-

cobiennes A et B. Ces matrices sont fonction des paramètres de conception mais aussi

des paramètres articulaires actifs ou passifs. Grâce à l’équation (2.48a), il est possible de

déterminer trois principaux types de singularités [Gosselin et Angeles, 1990].

1. det(B) = 0, le mécanisme perd un ou plusieurs ddl parmi ses mobilités possibles ;

on dit qu’il atteint une singularité de Type 1 (ou sérielle)

2. det(A) = 0, le mécanisme gagne un ou plusieurs ddl ; on dit qu’il est dans une

singularité de Type 2 (ou parallèle)

3. det(A) = det(B) = 0, le mécanisme peut gagner ou perdre dans le même temps un

ou plusieurs ddl ; on dit qu’il atteint une singularité de Type 3. Dans la Section 3.1,

nous nous concentrons sur l’analyse des singularités de Types 1 et 2, puisque les

singularités de Type 3 en découlent.
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L’inconvénient avec cette terminologie est qu’elle ne regroupe pas toutes les singular-

ités apparaissant dans les mécanismes parallèles. Effectivement, un autre type de sin-

gularité peut apparaitre pour les mécanismes parallèles spatiaux à mobilité restreinte,

c.-à-d. à moins de six degrés de liberté. Elles sont appelées singularités de contrainte. Ce

type de singularité a été constaté lors du 2nd Workshop on Computational Kinematics à

l’université nationale de Séoul sur le mécanisme à trois translations 3-UPU du Professeur

Frank Park [Bonev, 2001]. Le formalisme associé aux singularités de contrainte est alors

introduit en 2002 par [Zlatanov et al., 2002].

En considérant un robot parallèle à mobilité restreinte ayant n < 6 ddl, les différentes

jambes du robot doivent à tout instant appliquer ensemble (6−n) efforts de contrainte sur
la plate-forme. Lorsque le système de ces contraintes dégénère, une mobilité additionnelle

de la plate-forme, non contrôlée par les moteurs, peut apparâıtre. Pour étudier ce type

de singularité, l’étude de la matrice jacobienne augmentée1 est nécessaire.

Dans ce chapitre, en plus d’étudier dans la Section 3.1 les singularités obtenues à l’aide

du modèle cinématique simplifié, nous utiliserons une autre terminologie afin d’inclure les

singularités de contrainte dans les singularités parallèles dans la Section 3.2. Nous utili-

sons le vocabulaire défini dans la thèse de doctorat de Semaan Amine qui introduit les

singularités parallèles comme étant l’ensemble des singularités d’actionnement et des sin-

gularités de contrainte [Amine et al., 2012,Amine, 2012]. Pour l’IRSBot-2, les singularités

de contrainte sont définies comme le lieu où le sous-espace des efforts de contrainte Wc
IRS

appliqué sur la plate-forme dégénère (Wc
IRS est obtenu dans le Chapitre 2, p. 47). Les sin-

gularités d’actionnement apparaissent lors de la dégénérescence du sous-espace engendré

par Wa
IRS et Wc

IRS , sans que Wc
IRS ne dégénère.

Les singularités sont ensuite étudiées dans les Sections 3.2 et 3.3 dans l’espace des

paramètres de conception et une synthèse dimensionnelle est réalisée pour éviter que la

conception d’un robot IRSBot-2 n’admette des singularités parallèles. Au vue de la densité

des informations fournies, la Section 3.3.4 propose un résumé des Sections 3.2 et 3.3, sur

un exemple d’application.

La Section 3.4 propose une variante de l’IRSBot-2 pour laquelle les singularités sont

plus simples à étudier.

1Cette matrice prend en compte les paramètres passifs en plus des liens entre les paramètres d’entrées
et de sorties.
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3.1 Analyse des singularités de Types 1 et 2 de l’IRS-

Bot-2

Il est possible de montrer que l’IRSBot-2 admet des singularités de Types 1 et 2 analogues

à celles obtenues dans un mécanisme RRRRR [Liu et al., 2006].

La matrice Jacobienne sérielle B est donnée par l’équation (2.48b), det (B) = 0 en-

traine,

det (B) = 0 ⇔ 4l2
2
eql1

2 sin(qI − ψI) sin(qII − ψII) = 0

⇔







qI = ψI ± pπ

qII = ψII ± pπ

, p ∈ Z

(3.1)

où ψk est l’angle entre x0 et
−−−→
HkGk et l2eq la distance entre Hk et Gk (voir Figure 2.5).

L’équation (3.1) montre que les singularités de Type 1 apparaissent dans les configurations

où les segments [AkBk] et [HkGk] sont parallèles (Figure 3.1(a)). Dans ces configurations,

l’effecteur perd la possibilité de se déplacer selon un degré de liberté. Elles correspondent

aux cercles D3, D4, D2, D1 (voir Figure 2.18).

La matrice Jacobienne parallèle A est donnée par l’équation. (2.48c), et det (A) = 0

entrâıne

det (A) = 0 ⇔ 4l2
2
eq(cosψI sinψII − cosψII sinψI) = 0

⇔ ψII = ψI + pπ , p ∈ Z

(3.2)

L’équation (3.2) montre que les singularités de Type 2 apparaissent lorsque les segments

[H1G1] et [H2G2] sont parallèles (voir Figure 3.1(b)). Dans ces configurations, le dé-

placement de l’effecteur dans la direction du plan (x0, O, z0) qui est perpendiculaire aux

jambes distales n’est plus contrôlé par les actionneurs. Lorsque le robot est dans une telle

singularité, la structure et les liaisons passives peuvent être soumises à des efforts très

importants lorsqu’un effort extérieur est appliqué sur le robot.

Nous avons déterminé les singularités de Type 1 et de Type 2, mais ce mécanisme

peut être aussi rencontrer des singularités de contrainte. La dégénérescence du sous-

espace d’efforts de contrainte, déterminé dans le Chapitre 2, est étudiée par la suite pour

obtenir les conditions de singularités de contrainte.



3.2 Analyse des singularités de contrainte de l’IRSBot-2 61

x0

z0

O

P

A1 D1

C1

B1

qI

ψI

H1

G1

A2
D2

C2
B2H2

G2

qII

ψII

b
l1

l1

a′1

p

e

l2eq
l2eq

(a) IRSBot-2 en singularité de Type 1 où
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(c) IRSBot-2 en singularité de Type 2 où
ψ1 = ψ2

Figure 3.1 – Schéma équivalent de l’IRSBot-2 dans le plan (x0, O, z0) en configuration singulière
où a′1 = a1 sin β

3.2 Analyse des singularités de contrainte de l’IRSBot-

2

L’IRSBot-2 admet n = 2 ddl. Il atteint une singularité de contrainte lorsque le sous-espace

Wc
IRS défini par l’équation (2.36) dégénère, c.-à-d. lorsque la dimension de ce sous-espace

est plus petit que (6− n) = 4. Ce sous-espace dégénère si et seulement si :

dim (Wc
IRS) = dim

(

vect
(

M̂1I , M̂2I , M̂1II , M̂2II , F̂I , M̂III

))

< 4 (3.3)

L’équation (3.3) est vérifiée lorsque l’une des deux conditions suivantes est respectée :

Condition 1: Les quatre moments M̂1I , M̂2I , M̂1II et M̂2II engendrent un sous-espace

de dimension 1 ;

et/ou

Condition 2: Les cinq moments M̂1I , M̂2I , M̂1II , M̂2II et M̂III engendrent un sous-

espace de dimension inférieure à trois.
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D’après l’équation (2.15), la Condition 1 est vérifiée lorsque les vecteurs n1I , n1II , n2I

et n2II sont parallèles. Ces vecteurs sont exprimés de la manière suivante :

n1I = (cos2 β cos θI , cos β sin β cos θI ,− sin θI) (3.4a)

n2I = (cos2 β cos θI ,− cos β sin β cos θI ,− sin θI) (3.4b)

n1II = (cos2 β cos θII ,− cos β sin β cos θII ,− sin θII) (3.4c)

n2II = (cos2 β cos θII , cos β sin β cos θII ,− sin θII) (3.4d)

où les angles β, θI et θII sont définis dans la Section 2.1.2, sur la Figure 2.5 et en An-

nexe B.1.

D’après les équations (3.4a)–(3.4d), il apparâıt que les vecteurs n1I , n1II , n2I et n2II

sont parallèles si et seulement si :

cos θI = cos θII = 0 (3.5)

On remarque alors que n1I , n1II , n2I et n2II deviennent parallèles à z0 lorsque l’équa-

tion (3.5) est respectée.

La Figure 3.2 illustre deux configurations de la boucle distale en configuration sin-

gulière correspondant à la Condition 1. Par boucle distale, on entend la boucle fermée

composée des éléments coude I (fixe), jambes distales I, plate-forme, jambes distales II et

coude II (orientation constante par rapport à coude I). Cette boucle admet deux degrés

de liberté caractérisés par la position selon x et z d’un point du coude II, ou par les angles

ψI et ψII . Sur la Figure 3.2(a), la boucle distale est représentée pour θI = θII = π/2.

On remarque que cette configuration ne peut-être atteinte sans collision des coudes si

le rayon de la plate-forme p est plus petit que (a1 − a2) sin β (voir la Figure 2.5 pour

le paramétrage). Sur la Figure 3.2(b) la boucle distale est représentée pour θI = π/2 et

θII = −π/2. Pour ce cas de figure qui nécessite un changement de mode d’assemblage une

fois la boucle proximale assemblée, la méthodologie que l’on présentera dans la Section 3.3

permet de déterminer un jeu de paramètres de conception associés au module proximal

afin d’éviter l’assemblage du mécanisme dans ce type de configuration.

D’après les équations (2.15) et (2.35) (p. 43 et p. 47), la Condition 2 est vérifiée si

et seulement si la Condition 1 est vérifiée et/ou si les vecteurs n1I , n1II , n2I , n2II et

y0 ×
−−−−→
MIMII ont une normale commune. La dernière assertion n’est possible que lorsque
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(b) θI = −π/2 and θII = π/2

Figure 3.2 – Configuration de singularités de contrainte de la boucle distale satisfaisant la Con-
dition 1 (Projection de la boucle distale dans le plan (x0Oz0))

les vecteurs n1I × n2I , n1II × n2II et
−−−→
PIPII , définis par :

n1I × n2I = (sin θI , 0, cos
2 β cos θI) (3.6a)

n1II × n2II = (sin θII , 0, cos
2 β cos θII) (3.6b)

−−−→
PIPII = (xPII

− xPI
, 0, zPII

− zPI
) (3.6c)

sont parallèles.

Dans ce cas, les torseurs M̂1I , M̂2I , M̂1II , M̂2II et M̂III engendrent un sous-espace

de dimension 2. Les équations (3.6a)–(3.6c) indiquent que les vecteurs n1I×n2I , n1II×n2II

et
−−−→
PIPII sont parallèles lorsque les axes AI = (PI ,n1I × n2I) et AII = (PII ,n1II × n2II),

représentés dans la Figure 2.13 p. 46, sont cöıncidants. Cette condition s’exprime de la

manière suivante :

θI = θII + pπ, p = 0, 1 (3.7a)

et

(xPII
− xPI

) cos2 β cos θII − (zPII
− zPI

) sin θII = 0 (3.7b)
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où xPk
et zPk

sont les coordonnées cartésiennes selon x0 et z0 des points Pk, exprimées

dans le repère de base du robot (k = I, II).

Ces équations sont reformulées dans la section suivante de sorte à ne faire intervenir

que des paramètres de conception liés au module distal. C’est pourquoi nous pouvons

conclure que bien que le sous-espace d’efforts de contrainte appliqués sur la plate-forme

de l’IRSBot-2 englobe l’action des modules proximaux et distaux, les singularités de con-

trainte existantes sur l’IRSBot-2 sont uniquement provoquées par les configurations sin-

gulières de contrainte de la boucle distale.

La Figure 3.3 montre une représentation partielle d’une configuration de la boucle

distale satisfaisant la Condition 2. La relation entre les équations (3.7a), (3.7b) et les

paramètres de conception associés au module distal est difficile à appréhender. C’est

pourquoi la Section 3.2.1 traite de manière détaillée des singularités de contrainte de la

boucle distale correspondant à la Condition 2, et l’influence des paramètres de conception

sur ces configurations particulières.

F1I
F1II

ℓ

ℓ

x0

z0

ψI

ψII

PI

PII

p

plate-forme

AI

AII

Figure 3.3 – Configuration de singularité de contrainte de la boucle distale satisfaisant la Con-
dition 2 (ici n’est représentée que la plate-forme et l’orientation du plan formé par
les jambes distale I et II en pointillée)
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3.2.1 Analyse des configurations singulières dans l’espace des

paramètres de conception du module distal

Cette section cherche à définir le ou les jeu(x) de paramètres de conception Pd = {a1, a2, β, p, l2eq}
qui permettent de vérifier la Condition 2, autrement dit, qui permettent d’atteindre une

configuration singulière. Le jeu de paramètres Pd est illustré dans la Figure 2.5 (p. 35).

Les paramètres a1, a2, l2eq et λk sont respectivement les longueurs des segments [EkE1k],

[FkF1k], [HkGk] et [EkFk]. p est le rayon de la plate-forme. β est l’angle de référence des

angles βjk indiquant l’orientation du vecteur y1jk dans le plan (x0, Ejk, z0). Ce vecteur

est le vecteur directeur du premier (second) axe de la liaison pivot constituant les liaisons

de type cardan supérieures (inférieures). Cet angle β influe sur l’ouverture des coudes. Le

domaine de définition des paramètres a1, a2, β, p, l2eq et λk sont respectivement ]0, +∞[,

]0, +∞[, ]0, π/2[, ]0, +∞[, ]0, +∞[ et ]0, +∞[, avec a1 > a2.

On note Dd l’espace de conception du module distal. Il correspond aux domaines

de définition du jeu Pd. Dr est l’espace de conception du module distal restreint. Il

correspond au domaine de définition des paramètres {a1, a2, β, p}.

3.2.1.1 Traduction algébrique des équations de singularités de contraintes

Les coordonnées cartésiennes du vecteur
−−−→
PIPII représenté dans la Figure 3.3 sont ex-

primées par les équations suivantes permettant de lier les coordonnées des points PI et

PII aux angles ψI et ψII :

−−−→
PIPII =




xPII

− xPI

zPII
− zPI



 =




2p+ ℓ (cosψII − cosψI)

−ℓ (sinψII − sinψI)



 (3.8)

avec

ℓ =
a2 l2eq
a1 − a2

(3.9)

Les angles ψI et ψII sont illustrés dans les Figures 2.5.

En introduisant l’équation (3.8) dans l’équation (3.7b), la condition de singularités de

contrainte devient :

[2p+ ℓ (cosψII − cosψI)] cos
2 β cos θII + [ℓ (sinψII − sinψI)] sin θII = 0 (3.10a)

θI = θII + pπ, p = 0, 1 (3.10b)
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Le système (3.10) fait intervenir les variables ψk et θk qui peuvent s’exprimer en

fonction des paramètres de conception et de la variable λk en considérant la Figure 3.4.

ℓ

Pk

GkFk

HkEk

l2eq

ψk
θk

a1 sin β

a2 sin β

λk

Figure 3.4 – Boucle cinématique Ek–Hk–Gk–Fk : projection du module distal dans le plan
(x0, O, z0)

Grâce à la fermeture de boucle Ek–Hk–Gk–Fk (k = I, II) illustrée dans la Figure 3.4,

le lien entre ψk, θk et λk peut s’exprimer de la sorte :




l2eq cosψk

−l2eq sinψk



 =




λk cos θk − (a1 − a2) sin β

−λk sin θk



 (3.11)

La grandeur λk, peut alors être calculée de deux manières différentes d’après les équa-

tions (3.11) :

λ2k = l2
2
eq + (a1 − a2)

2 sin2 β + 2(−1)k+1l2eq(a1 − a2) sin β cosψk (3.12)

l22eq = λ2k + (a1 − a2)
2 sin2 β − 2(−1)k+1λk(a1 − a2) sin β cos θk (3.13)

Dans un premier temps, l’équation (3.12) donne λk en fonction de ψk et dans un second

temps, λk est la racine du polynôme (3.13) dont les coefficients dépendent de θk. Ces deux

formulations, ainsi que l’équation (3.10b), sont utilisées à bon escient afin de simplifier les

conditions de singularité définies par l’équation (3.10a).

Nous allons voir que ces simplifications nous conduisent à décrire trois cas qui peu-

vent être étudiés séparément. L’équation (3.10) est transformée en polynômes uni-variés
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Q(I, II, III)(X) à l’aide des équations (3.12) et (3.13) et de l’équation (3.7a).

Cas I : θI = θII + π et λI = λII 6= 0

L’équation (3.7b) s’écrit sous la forme polynômiale suivante, où X = cosψII et

ψI = ψII + π. On peut démontrer à l’aide de l’équation (3.11) que la condition

θI = θII + π et λI = λII 6= 0 est équivalente à ψI = ψII + π.

QI : [−1, 1] → R

X 7→ QI(X) = A1X
2 +B1X + C1

avec [a1, a2, β, p] ∈ Dr, l2eq ∈ ]0, +∞[

(3.14)







A1 = − l2
2
eq sin

2 β a2/(a1 − a2)

B1 = l2eq (1− sin2 β) (p− a2 sin β)

C1 = − p (a1 − a2) (1− sin2 β) sin β + l2
2
eq a2/(a1 − a2)

Cas II : θI = θII + π et λI 6= λII

L’équation (3.7b) s’exprime de la manière suivante, avec X = cos θII :

QII : [−1, 0[ → R

X 7→ QII(X) = A2X
2 + C2

avec [a1, a2, β, p] ∈ Dr, l2eq ∈ ](a1 − a2) sin β| sin θII |, (a1 − a2) sin β[

(3.15)






A2 = a2 sin
3 β

C2 = p(1− sin2 β)− a2 sin
3 β

Pour que λk soit une solution réelle positive (car elle représente une longueur) du

polynôme (3.13), on montre que l2eq doit être compris entre (a1 − a2) sin β| sin θII |
et (a1 − a2) sin β.

Cas III : θI = θII
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L’équation (3.7b) s’exprime sous la forme suivante avec X = cos θII :

QIII : [−1, 1] → R

X 7→ QIII(X) = A3X
2 + C3

avec [a1, a2, β, p] ∈ Dr, l2eq ∈ ](a1 − a2) sin β, +∞[

(3.16)







A3 = a2 sin
3 β

C3 = p(1− sin2 β)− a2 sin
3 β

Pour les mêmes raisons que pour le Cas II, la borne inférieure du paramètre l2eq est

égale à (a1 − a2) sin β. Elle s’obtient à l’aide de l’équation (3.13).

L’IRSBot-2 admet et peut atteindre une singularité de contrainte si et seulement si

l’un des trois polynômes (3.14), (3.15) et (3.16) admet au moins une racine réelle comprise

dans leur domaine de définition. Comme ces équations admettent une forme algébrique

relativement simple, l’expression de leurs solutions n’est pas difficile à exprimer. Cepen-

dant, vérifier que cette solution est comprise dans le domaine de définition du polynôme,

et ce, en fonction du domaine de définition des paramètres de conception, n’est pas simple.

C’est pourquoi dans la suite de cette section, nous nous intéresserons à décomposer

l’espace de conception de dimension 5, Dd, en sous-ensembles notés EPd CS ∈ Dd
2, pour

lesquels il est certifié qu’il existe au moins une racine correctement définie de chacun des

polynômes traduisant l’obtention d’une configuration singulière.

3.2.1.2 Décomposition de l’espace des paramètres admettant une singularité

de contrainte

Introduisons les sous-ensembles EPd CSI , EPd CSII et EPd CSIII des paramètres de con-

ception Pd = {a1, a2, β, p, l2eq} pour lesquels des singularités de contrainte associées aux

Cas I, II et III (respectivement) peuvent être atteintes. Ces sous-ensembles sont obtenus à

l’aide d’une méthode utilisant les notions de Variétés Discriminantes et de Décomposition

Cylindrique Algébrique. Cette méthode permet d’obtenir une décomposition formelle de

l’espace Dd des paramètres de conception au moyen de variétés algébriques, surface dans

l’espace de dimension 5. Cette méthode a recours aux bases de Gröbner pour obtenir les

solutions d’un système d’équations. Cette méthode est décrite dans [Moroz et al., 2010].

2Espace des paramètres Pd pour atteindre une Configuration Singulière.



3.2 Analyse des singularités de contrainte de l’IRSBot-2 69

L’outil logiciel dans lequel est implémentée cette méthode est fourni dans une librairie de

Maple développée à l’IRCCyN appelée Siropa3. L’ordonnancent des variables algébriques

utilisées est a1, a2, sin β, p et l2eq. Cet ordonnancement conditionne les résultats suivants.

Le Tableau 3.1 fournit les cellules notées EPd CS de R
5 où l’IRSBot-2 peut atteindre

une singularité de contrainte, c.-à-d. où au moins l’un des trois polynômes QI , QII et

QIII admet au minimum une racine. Les expressions des bornes inférieures et supérieures

de ces cellules sont décrites dans le Tableau 3.2.

Table 3.1 – EPd CS : Cellules de R
5 où la boucle distale de l’IRSBot-2 peut atteindre une ou

plusieurs configuration(s) singulière(s) de contrainte

Cas I, EPd CSI

(]a11, a12[, ]a21, a22[, ]β1, β4[)

]p1, p2[ (]l2eq1, l2eq2[)

Deux conf. singulières

]p2, p3[ (]l2eq1, l2eq2[)
]p3, p4[ (]l2eq1, l2eq2[)
]p4, p5[ (]l2eq2, l2eq1[)
]p5, p6[ (]l2eq2, l2eq1[)
]p6, p7[ (]l2eq2, l2eq1[)
]p3, p4[ (]l2eq3, l2eq1[) Quatre conf. singulières
]p4, p5[ (]l2eq3, l2eq2[)

Cas II, EPd CSII

(]a11, a12[, ]a21, a22[, ]β1, β4[) ]p1, p8[ (]l2eq4, l2eq2[) Deux conf. singulières
Cas III, EPd CSIII

(]a11, a12[, ]a21, a22[, ]β1, β4[) ]p1, p8[ (]l2eq2, l2eq5[) Quatre conf. singulières

En étudiant de plus près ces tableaux, on remarque que l’ordonnancement choisi per-

met de décrire les frontières des cellules de sorte que les paramètres a1 et β4 peuvent

être choisis indépendamment des autres paramètres. Cependant, les bornes supérieures

et inférieures des intervalles associés aux paramètres a2, p et l2eq sont déterminées succes-

sivement et dépendent des paramètres en amont.

Pour mieux comprendre la lecture des Tableaux 3.1 et 3.2, la procédure à suivre pour

déterminer un jeu de paramètres de conception {a1, a2, β, p, l2eq} pour lesquels la boucle

distale admet une configuration singulière associée par exemple au Cas I est la suivante.

D’après les Tableaux 3.1 et 3.2, a1 et β doivent appartenir aux intervalles respec-

tifs ]0,+∞[ et ]0, π/2[. Ils peuvent être choisis de manière indépendante des autres

paramètres. Choisissons a1 = 0.2 m et β = π/4 rad. a2 est pris égal à 0.03 m, de-

vant être compris entre a21 = 0 et a22 = a1 = 0.2. Une fois a1, a2 et β fixés, toutes les

3http://www.irccyn.ec-nantes.fr/~chablat/SIROPA/files/siropa-mpl.html
4La variable algébrique utilisée est sinβ, cependant il est possible de remonter aux valeurs de β.

http://www.irccyn.ec-nantes.fr/~chablat/SIROPA/files/siropa-mpl.html
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Table 3.2 – Formules décrivant les frontières des cellules décrites dans les Tableaux 3.1 et 3.5

a11 = 0 p1 = 0

a12 = +∞ p2(a2, sin β) =
1− sin β

1 + sin β
a2 sin β

a21 = 0 p3(a2, sin β) =
1− sin2 β

1 + sin2 β
a2 sin β

a22 = a1 p4(a2, sin β) = a2 sin β

β1 = 0 p5(a2, sin β) =
1 + sin2 β

1− sin2 β
a2 sin β

β2 = arcsin(1/
√
3) p6(a2, sin β) =

1 + sin β

1− sin β
a2 sin β

β3 = π/4 p7 = +∞
β4 = π/2 p8(a2, sin β) = a2 sin β tan

2 β

l2eq1(a1, a2, sin β, p) =
a1 − a2
a2

p

l2eq2(a1, a2, sin β, p) = (a1 − a2) sin β

l2eq3(a1, a2, sin β, p) =
a1 − a2
2a2 sin β

√

(sin2 β − 1)
[
(sin2 β − 1)(p− a2 sin β)2 + 4 p a2 sin

3 β
]

l2eq4(a1, a2, sin β, p, θII) = (a1 − a2) sin β| sin θII |
l2eq5(a1, a2, sin β, p) = +∞

frontières associées au paramètre p peuvent être calculées et sont données à 10−4 m près

dans le Tableau 3.3. Prenons une valeur de p dans l’intervalle (]p4, p5[) égale à 0.05 m.

Table 3.3 – Frontières sur p dans le cas où a1 = 0.2 m, β = π/4 rad et a2 = 0.03 m

p p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7
0 0.0036 0.0071 0.0212 0.0637 0.1236 +∞

D’après le Tableau 3.1, la boucle distale peut atteindre deux ou quatre configurations

singulières de contrainte selon si l2eq est choisi dans (]l2eq2, l2eq1[) ou dans (]l2eq3, l2eq2[)

Effectivement, le robot atteint deux configurations symétriques lorsque l2eq est compris

entre l2eq2 et l2eq1 ; autrement dit lorsque QI admet une racine. Il atteint quatre config-

urations de singularités (deux configurations distinctes et leurs symétriques) lorsque l2eq

est compris entre l2eq3 et l2eq2 ; autrement dit lorsque QI admet deux racines distinctes.

De même, calculons les frontières associées au paramètre l2eq à 10−4 m près dans le

Tableau 3.4. Choisissons une valeur de l2eq comprise entre l2eq2 et l2eq1 égale à 0.2 m.

Table 3.4 – Frontières sur l2eq dans le cas où a1 = 0.2 m, β = π/4 rad, a2 = 0.03 m et p = 0.05 m

l2eq l2eq1 l2eq2 l2eq3
2.833 0.1202 0.1171
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Nous pouvons désormais écrire la racine du polynômeQI en fonction des paramètres de

conception Pd = {0.2, 0.03, π/4, 0.05, 0.2} et donner sa valeur qui à coup sûr appartient

à son domaine de définition. Pour rappel, le domaine de définition de X est ]−1, 1[. Pour

ce jeu de paramètres Pd, QI admet la racine suivante : X = −0.7388. La configuration

de singularité de contrainte correspondante est illustrée dans la Figure 3.5. Dans cette

configuration ψII = arccos(X) = arccos(−0.7388) = ±2.402 rad.

PI

PII

Plate-forme

Jambe Distale 1

Jambe Distale 2

Rotation gagnée

ψII

ψII

HI

HII

GI
GII

Figure 3.5 – Vue de face de la boucle distale en configuration de singularité de contrainte corre-
spondant au Cas I (ψII = ψI + π)

Les Figures 3.6 et 3.7 illustrent respectivement une configuration singulière associée

aux Cas II et III.

PI

PII

Rotation gagnée

θII

θI

EI

EII

FI

FII

Figure 3.6 – Vue de face de la boucle distale en configuration de singularité de contrainte corre-
spondant au Cas II (θII = θI + π)
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PIPII

Rotation gagnée

θII θI

EIIEII

FIFII

Figure 3.7 – Vue de face de la boucle distale en configuration de singularité de contrainte corre-
spondant au Cas III (θII = θI)

Le mouvement de la plate-forme additionnel dans ces configurations singulières est un

mouvement de rotation autour de l’axe PIPII (Figures 3.5, 3.6 et 3.7).

Les résultats de cette analyse nous permet donc le calcul rapide des valeurs des ar-

ticulations pour lesquelles une singularité de contrainte apparait si elle existe, et ce, en

fonction des paramètres de conception. Grâce à l’utilisation d’une méthode algébrique,

l’espace des paramètres permettant d’atteindre une singularité de contrainte et le nom-

bre de ces configurations sont certifiés dans tout l’espace des paramètres de conception

associés à la partie distale.

3.2.2 Analyse du module distal sans singularité dans l’espace

des paramètres de conception

Cette section a pour but de trouver l’ensemble des paramètres Pd = {a1, a2, β, p, l2eq} qui

empêchent la boucle distale d’atteindre une configuration de singularité de contrainte. Ef-

fectivement, lors de la section précédente, seul un jeu Pd pris dans EPd CS, cellules définies

dans le Tableau 3.1, permet d’atteindre une singularité. L’étude de l’ensemble complé-
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mentaire de EPd CS permet donc d’obtenir l’espace de conception désiré. Cet ensemble

complémentaire est noté EPd WCS. Il est constitué des jeux de paramètres pour lesquels

aucun des polynômes QI , QII et QIII n’a de racine dans son domaine de définition.

EPd WCS ∈ Dd, EPd WCS = EPd CS (3.17)

Cela revient à étudier l’intersection des cellules de chacun des polynômes QI , QII et

QIII ne permettant pas d’obtenir de solutions et à vérifier que cette intersection soit non

vide.

Plutôt que de traiter séparément ces polynômes, intéressons nous à leur produit qui

va nous fournir l’ensemble cherché : le produit n’a pas de racine si et seulement si aucun

d’eux n’a de racine. Ainsi, nous regarderons les sous-ensembles de dimension 5 où le pro-

duit de QI , QII et QIII n’admet pas de racines. D’après les équations (3.15) et (3.16), il

apparâıt que les expressions des polynômes QII et QIII sont identiques. Cependant, ils

n’admettent pas les mêmes domaines de définition. Ces domaines sont disjoints et complé-

mentaires du fait du domaine associé à l2eq. Nous pouvons ré-exprimer le problème de la

manière suivante : le jeu de paramètres de conception Pd = {a1, a2, β, p, l2eq} pour lequel

l’IRSBot-2 ne peut atteindre de singularité de contrainte correspond à l’union des cellules

qui ne fournissent pas de racines réelles comprises entre -1 et 1 aux équations (3.18), (3.19)

et (3.20) suivantes :

QIV : [−1, 1] → R

X 7→ QIV (X) = QI QII(X) = (A1X
2 +B1X + C1)(A2((X − 1)/2)2 + C2)

avec [a1, a2, β, p] ∈ Dr, l2eq ∈ ](a1 − a2) sin β| sin θII |, (a1 − a2) sin β[

(3.18)

QV : [−1, 1] → R

X 7→ QV (X) = QI QIII(X) = (A1X
2 +B1X + C1)(A3X

2 + C3)

avec [a1, a2, β, p] ∈ Dr, l2eq ∈ ](a1 − a2) sin β, +∞[

(3.19)
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QV I : [−1, 1] → R

X 7→ QV I(X) = QI = (A1X
2 +B1X + C1)

avec [a1, a2, β, p] ∈ Dr, l2eq ∈ ]0, (a1 − a2) sin β| sin θII |[

(3.20)

A1, B1, C1, A2, C2, A3, C3 et Dr sont définis dans les équations (3.14) à (3.16).

QIV est le produit de QI et QII . Dans ce produit, un changement de variable est

effectué pour QII afin d’obtenir le même domaine de définition pour la variable X . Le

domaine de définition des paramètres de conception de QIV correspond au domaine le

plus restrictif des deux polynômes, c.-à-d. le domaine de l2eq défini à l’équation (3.15).

QV est le produit de QI et QIII . Le domaine de définition des paramètres de QV

correspond au domaine le plus restrictif des deux polynômes, c.-à-d. le domaine de l2eq

défini à l’équation (3.16).

Enfin QV I correspond au polynôme QI où l2eq est positif mais inférieur à la borne

(a1 − a2) sin β| sin θII |.

Pour les équations (3.18) et (3.20), l’intervalle de définition de l2eq dépend de la vari-

able angulaire θII (angle entre les modules proximaux et distaux) qui est fonction de la

configuration du robot. Cela signifie que les frontières des cellules où QIV et QV I n’ont

pas de racines, dépendent de la posture du robot. Pour éviter cela, nous restreignons le

domaine de l2eq à l2eq > (a1 − a2) sin β. QIV et QV I ne sont alors plus définis.

Du point de vue de la conception, la restriction du domaine de l2eq à l2eq > (a1 −
a2) sin β n’entraine pas de problème particulier. Effectivement, une boucle distale où l2eq

est inférieur à cette borne mène à un robot sans intérêt où la longueur des coudes est plus

grande que celles les jambes.

Les cellules pour lesquels QV n’admet pas de racines restent à étudier. Soit EPd WCS

l’ensemble des paramètres de conception Pd = {a1, a2, β, p, l2eq} pour lequel la boucle

distale n’atteint pas de singularités de contrainte. Cet ensemble est exprimé dans le

Tableau 3.5.

A titre d’exemple, prenons a1 = 1, β = β2 = arcsin(1/
√
3) et l2eq > (a1 − a2) sin β,

ce qui correspond à la deuxième ligne du Tableau 3.5. En fixant 2 paramètres sur les 5

considérés, il est désormais possible de représenter, dans l’espace de dimension 3, l’espace

des paramètres empêchant la boucle distale d’atteindre une configuration singulière. Cet
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Table 3.5 – EPd WCS : Cellules de R5 où la boucle distale de l’IRSBot-2 ne peut atteindre aucune
singularité de contrainte. a1 ∈]a11, a12[ et a2 ∈]a21, a22[

[β1, β2[ (]p8, p3[, ]l2eq2, l2eq5[), (]p3, p4[, ]l2eq2, l2eq5[), (]p4, p5[, ]l2eq1, l2eq5[), (]p5, p7[, ]l2eq1, l2eq5[)
[β2, β3[ (]p8, p4[, ]l2eq2, l2eq5[), (]p4, p5[, ]l2eq1, l2eq5[), (]p5, p7[, ]l2eq1, l2eq5[)
[β3, β4] (]p8, p5[, ]l2eq1, l2eq5[), (]p5, p7[, ]l2eq1, l2eq5[)

espace correspondant à la seconde ligne du Tableau 3.5, les frontières algébriques de cet

espace sont colorées dans la Figure 3.8. Il suffit alors de choisir un jeu de paramètres

contenu dans l’espace coloré pour garantir une conception sans singularité de contrainte.

l2eq1 = 0

l2eq2 = 0

a21 = a1

p8 = 0

p8 = 0p4 = 0

(a) (b)

Figure 3.8 – Vue de face (a) et de dos (b) des cellules où la boucle distale de l’IRSBot-2 ne peut
atteindre de singularités de contrainte pour a1 = 1, β = arcsin(1/

√
3) et l2eq >

(a1 − a2) sin β

Par l’intermédiaire du Tableau 3.5, le concepteur peut prévoir le choix d’une conception

de l’IRSBot-2 évitant avec certitude les singularités de contrainte.

Cependant le sous-ensemble EPd WCS est un espace de conception restreint. Afin

d’augmenter l’espace de conception, la Section 3.3 fait intervenir les paramètres de la

boucle proximale. Les conditions d’assemblage d’une boucle proximale avec une boucle

distale dans une configuration singulière donnée y sont étudiées. Ainsi, nous verrons que

sous certaines conditions sur les paramètres de conception du module proximal, n’importe

quel point de l’espace de conception Dp peut être choisi. En effet, l’assemblage de la

boucle proximale avec cette configuration singulière associée (si elle existe) ne sera pas

possible.
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3.3 Conditions d’assemblage sur les paramètres de

conception de l’IRSBot-2 sans singularité

Dans cette section, nous recherchons l’espace de conception Dp des paramètres de concep-

tion du module proximal afin que l’IRSBot-2 s’assemble sans que le robot n’atteigne de

singularités de contrainte. Les paramètres de conception du module proximal sont le rayon

de base b et la longueur du bras proximal l1 indiqués dans la Figure 2.5 (p. 35. L’espace

de conception Dp correspond au domaine définition Pp = {l1, b} qui est de ]0, +∞[ pour

l1 et de ]0, +∞[ pour b.

Dans un premier temps, nous analyserons les conditions d’assemblage de l’IRSBot-2

en considérant que la boucle distale n’atteint pas de singularité parallèle. Les conditions

d’assemblage sur les paramètres Pp, en considérant la boucle distale dans une configuration

de singularité de contrainte associée aux Cas I, II et III, sont définies. Finalement, une

méthodologie de conception est décrite pour déterminer un jeu de paramètres Pp de sorte

que l’IRSBot-2 s’assemble sans atteindre de singularités parallèles.

3.3.1 Conditions principales d’assemblage de l’IRSBot-2

Les conditions principales d’assemblage de l’IRSBot-2 permettent de s’assurer que le robot

s’assemble pour un jeu de paramètres de conception donné, autrement dit qu’il existe au

moins une solution au modèle géométrique du robot. Pour un jeu de paramètres de con-

ception du module distale Pd = {a1, a2, β, p, l2eq}, les conditions principales d’assemblage

de l’IRSBot-2 sur les paramètres du module proximal l1 et b sont obtenues de manière

analogue à celles d’un mécanisme 5-barres [Chablat, 1998], soit,

b < l1 + l2eq + a1 sin β + p (3.21)

De plus, de manière analogue à la condition nécessaire pour qu’un mécanisme 5-barres

n’atteigne pas de singularités d’actionnement donnée dans [Chablat, 1998], l’IRSBot-2

n’atteint pas de singularités d’actionnement si :

b < −l1 + l2eq + a1 sin β + p (3.22)
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3.3.2 Conditions d’assemblage de l’IRSBot-2 lorsque la boucle

distale n’atteint pas de singularité de contrainte

Pour un jeu de paramètres Pd pris dans l’espace EPd WCS qui ne permet pas d’atteindre

de singularité de contrainte, l’inéquation (3.21) définit une zone Za de l’espace des para-

mètres du module proximal {l1, b} permettant l’assemblage du robot. Cette zone est

illustrée sur la Figure 3.9 dans le plan (l1, b) et est délimitée par une droite de pente égale

à 1 passant par le point M1 de coordonnée (0, l2eq + a1 sin β + p).

l1

b

M1(0, l2eq + a1 sin β + p)

0

Za

Figure 3.9 – Espace de conception Za des paramètres {l1, b} où l’IRSBot-2 peut être assemblé
alors que la boucle distale n’atteint pas de singularité de contrainte (Pd ∈ EPd WCS)

De la même façon, la zone Zwac de l’espace des paramètres du module proximal, où

l’IRSBot-2 peut être assemblé en évitant les singularités d’actionnement, est obtenue à

l’aide de l’inéquation (3.22). Cette zone est illustrée sur la Figure 3.10 dans le plan (l1, b)

et est délimitée par une droite de pente égale à -1 passant par le point M1.

Pour conclure, l’IRSBot-2 s’assemble sans atteindre de singularités parallèles :

• si les paramètres de conception Pd associés au module distal sont pris dans le sous-

ensemble EPd WCS défini dans le Tableau 3.5 ;

• et si les inéquations (3.21) et (3.22) sont vérifiées.

Remarquons que si l’équation (3.22) est vérifiée alors l’équation (3.21) aussi. Cependant, il

est tout de même intéressant de distinguer les deux conditions. Cela permet au concepteur

de choisir une architecture, atteignant des singularités d’actionnement, dans un espace de
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l1

b

0

Zwac

M1(0, l2eq + a1 sin β + p)

Figure 3.10 – Espace de conception Zwac des paramètres {l1, b} où l’IRSBot-2 peut être assemblé
sans atteindre de singularité d’actionnement ni de singularités de contrainte (Pd ∈
EPd WCS)

paramètre de conception plus grand. Charge à lui de prendre des précautions pour ne pas

s’approcher d’une telle singularité lors du fonctionnement du robot.

La première condition énoncée ci-dessus restreint l’espace de conception totale de

l’IRSBot-2. Cet espace où les paramètres de conception Pp et Pd permettent de concevoir

un IRSBot-2 sans singularité peut être étendu en considérant les cas où le robot n’atteint

pas de singularités lorsque les boucles proximale et distale sont assemblées alors que la

boucle distale seule pourrait atteindre une singularité de contrainte.

3.3.3 Conditions sur les paramètres l1 et b pour lesquelles l’IRS-

Bot-2 ne s’assemble pas en configuration singulière

Cette section a pour but de trouver les conditions sur l’espace des paramètres proximaux

l1 et b afin d’empêcher l’IRSBot-2 d’atteindre une configuration singulière bien que la

boucle distale seule puisse en atteindre une.

La boucle proximale est constituée du parallélogramme I (considérée fixe), de la base

et du parallélogramme II (voir Figure 2.1 p. 30). Cette boucle admet deux ddl.

Les paramètres Pd sont choisis dans l’espace EPd SC défini dans le Tableau 3.1 pour

lesquels la boucle distale peut atteindre une ou plusieurs configuration(s) de singularité(s)

de contrainte. QI , QII et/ou QIII admettent alors au moins une racine. Cela signifie que

la ou les posture(s) singulière(s) sont connue(s).

A partir de ces postures singulières associées aux Cas I, II ou III, les conditions sur
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les paramètres l1 et b d’assemblage de la boucle proximale sont obtenues par la suite.

Cas I : θI = θII + π et λI = λII 6= 0

Dans le Cas I, c.-à-d. Pd ∈ EPd CSI , les conditions d’assemblage des boucles distale et

proximale dérivent des équations de fermeture de boucles Ak − Bk − Ek −Hk − Gk − P

(k = I, II) (voir Figure 2.5 p. 35) suivantes :




x

z



 =




l1 cos qk

−l1 sin qk



+




l2eq cosψk

−l2eq sinψk



+




(−1)k(b− a1 sin β − p)

0



 , k = I, II

(3.23)

Nous rappelons que les conditions θI = θII + π et λI = λII 6= 0 entrainent ψI = ψII + π.

La démarche adoptée ci-après permet de déterminer des conditions sur les paramètres

l1 et b de sorte que l’équation 3.23 soit vérifiée quelque soit x et z appartenant à l’espace

de travail. Pour cela il est nécessaire de réexprimer l’équation pour ne plus faire intervenir

de variable dépendant de la posture de la boucle proximale et de sa position par rapport

à la configuration CSCI (Configuration Singulière de Contrainte associée au Cas I) de la

boucle distale.

En éliminant qk dans l’équation (3.23) et avec ψI = ψII + π, nous obtenons :

k = I :
(
x+ (l2eq cosψ + b− a1 sin β − p)

)2
+
(
z − l2eq sinψ

)2 − l21 = 0 (3.24a)

k = II :
(
x− (l2eq cosψ + b− a1 sin β − p)

)2
+
(
z + l2eq sinψ

)2 − l21 = 0 (3.24b)

où ψ remplace ψII pour simplifier les équations.

D’après les équations (3.24a)–(3.24b), la relation suivante entre x et z est obtenue :

x =
z l2eq sinψ

b− σ1 + l2eq cosψ
(3.25)

où σ1 = a1 sin β + p.

En effectuant le changement de variable X ≡ (b − σ1 + l2eq cosψ)
2 et en intro-

duisant l’expression de x dans l’équation (3.24b), l’équation quadratique en X suivante

est obtenue :

X2 + (l22eq sin
2 ψ − l21 + z2)X + (zl2eq sinψ)

2 = 0 (3.26)
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Le discriminant, noté ∆, du polynôme (3.26) s’exprime de la manière suivante :

∆ = (l22eq sin
2 ψ − z2 + l21)

2 − (2zl2eq)
2 (3.27)

= (l2eq sinψ − z − l1)(l2eq sinψ − z + l1)(l2eq sinψ + z − l1)(l2eq sinψ + z + l1) (3.28)

D’après l’équation (3.28), ∆ est positif si et seulement si :

− l1 + l2eq| sinψ| < z < l1 − l2eq| sinψ| (3.29)

où l1 > l2eq| sinψ| pour que z soit défini.

L’expression de b en fonction de la variable intermédiaire X est donnée par les équa-

tions suivantes :

b = σ1 − l2eq cosψ ±
√
X (3.30)

Si l’équation 3.29 est respectée, il existe donc quatre modes d’assemblage de la boucle

proximale avec la boucle distale en configuration CSCI . Quatre relations apparaissent

entre le paramètre de conception b et la coordonnée cartésienne z de la plate-forme de

sorte que l’IRSBot-2 s’assemble,

bI1(z) = σ1 − l2eq cosψ − 1

2

(√

l21 − (l2eq sinψ − z)2 −
√

l21 − (l2eq sinψ + z)2
)

(3.31a)

bI2(z) = σ1 − l2eq cosψ − 1

2

(√

l21 − (l2eq sinψ − z)2 +
√

l21 − (l2eq sinψ + z)2
)

(3.31b)

bI3(z) = σ1 − l2eq cosψ +
1

2

(√

l21 − (l2eq sinψ − z)2 −
√

l21 − (l2eq sinψ + z)2
)

(3.31c)

bI4(z) = σ1 − l2eq cosψ +
1

2

(√

l21 − (l2eq sinψ − z)2 +
√

l21 − (l2eq sinψ + z)2
)

(3.31d)

Les extremums de la fonction bIi (z), i = 1, . . . , 4 pour un paramètre l1 donné, apparaissent

lorsque z = 0, c.-à-d.

bI1(z = 0) = bI3(z = 0) = σ1 − l2eq cosψ

bI2(z = 0) = σ1 − l2eq cosψ −
√

l21 − l22eq sin
2 ψ (3.32)

bI4(z = 0) = σ1 − l2eq cosψ +
√

l21 − l22eq sin
2 ψ

On remarque que bI2(z = 0) < bI1(z = 0), bI3(z = 0) < bI4(z = 0). Pour conclure, la

boucle distale dans la configuration CSCI et la boucle proximale de l’IRSBot-2 peuvent
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être assemblées si et seulement si :

bI2(z = 0) < b < bI4(z = 0) (3.33)

Cela signifie que l’IRSBot-2 ne peut pas atteindre la configuration singulière CSCI si et

seulement si l’inéquation (3.21) est vérifiée (condition principale d’assemblage) et l’une

des deux inéquations suivantes est vérifiée (condition nécessaire de non-assemblage de la

configuration singulière CSCI)

b < bI2(z = 0) = a1 sin β + p− l2eq cosψ −
√

l21 − l22eq sin
2 ψ (3.34)

ou

b > bI4(z = 0) = a1 sin β + p− l2eq cosψ +
√

l21 − l22eq sin
2 ψ (3.35)

où l1 > l2eq |sinψ|.

Cas II : θI = θII + π et λI 6= λII

Dans le Cas II, c.-à-d. Pd ∈ EPd CSII , les conditions d’assemblage des boucles distale

et proximale dérivent des équations de fermeture de boucles Ak − Bk − Ek − Fk − P

(k = I, II) suivantes :




x

z



 =




l1 cos qk

−l1 sin qk



+




λk cos θk

−λk sin θk



+




(−1)k(b− a2 sin β − p)

0



 (3.36)

En éliminant qk dans l’équation (3.36) et en utilisant la condition θI = θII + π,

k = I : (x+ λI cos θ + (b− a2 sin β − p))2 + (z − λI sin θ)
2 − l21 = 0 (3.37a)

k = II : (x− λII cos θ − (b− a2 sin β − p))2 + (z + λII sin θ)
2 − l21 = 0 (3.37b)

où θ remplace θII pour simplifier les équations.

Similairement au Cas I, un polynôme de degré quatre est obtenu à partir des équa-

tions (3.37a) et (3.37b). Ses quatre racines correspondent à quatre modes d’assemblage

de la boucle proximale avec la boucle distale en configuration CSCII . Les quatre modes

d’assemblage caractérisent les quatre relations suivantes entre le paramètre b et l’altitude
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z de la plate-forme mobile :

bII
1
(z) = σ2 −

1

2
(λI + λII) cos θ −

1

2

(√

l2
1
− (z + λII sin θ)2 −

√

l2
1
− (z − λI sin θ)2

)

(3.38a)

bII2 (z) = σ2 −
1

2
(λI + λII) cos θ −

1

2

(√

l2
1
− (z + λII sin θ)2 +

√

l2
1
− (z − λI sin θ)2

)

(3.38b)

bII
3
(z) = σ2 −

1

2
(λI + λII) cos θ +

1

2

(√

l2
1
− (z + λII sin θ)2 −

√

l2
1
− (z − λI sin θ)2

)

(3.38c)

bII4 (z) = σ2 −
1

2
(λI + λII) cos θ +

1

2

(√

l2
1
− (z + λII sin θ)2 +

√

l2
1
− (z − λI sin θ)2

)

(3.38d)

Les extremums de la fonction bIIi (z), i = 1, . . . , 4, pour un paramètre l1 fixé, sont obtenus

lorsque z = zII =
1
2
(λI − λII) sin θ, soit,

bII1 (z = zII) = bII3 (z = zII) = σ2 −
1

2
(λI + λII) cos θ

bII2 (z = zII) = σ2 −
1

2
(λI + λII) cos θ +

√

l21 − (
1

2
(λI + λII) sin θ)2 (3.39)

bII4 (z = zII) = σ2 −
1

2
(λI + λII) cos θ −

√

l21 − (
1

2
(λI + λII) sin θ)2

où σ2 = a2 sin β + p.

On remarque que bII2 (z = zII) < bII1 (z = zII), b
II
3 (z = zII) < bII4 (z = zII). Pour

conclure, la boucle distale dans la configuration CSCII et la boucle proximale de l’IRS-

Bot-2 peuvent être assemblées si et seulement si :

bII2 (z = zII) < b < bII4 (z = zII) (3.40)

Cela signifie que l’IRSBot-2 ne peut pas atteindre la configuration singulière CSCII si et

seulement si l’inéquation (3.21) est vérifiée (condition principale d’assemblage) et l’une

des deux inéquations suivantes est vérifiée (condition nécessaire de non-assemblage de la

configuration singulière CSCII)

b < bII2 (z = zII) = a2 sin β + p− 1

2
(λI + λII) cos θ −

√

l21 − (
1

2
(λI + λII) sin θ)2 (3.41)

ou

b > bII4 (z = zII) = a2 sin β + p− 1

2
(λI + λII) cos θ +

√

l21 − (
1

2
(λI + λII) sin θ)2 (3.42)
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où l1 >
1

2
(λI + λII) |sin θ|.

Cas III : θI = θII

Dans le Cas III, c.-à-d. Pd ∈ EPd CSIII , les conditions d’assemblage des boucles distale

et proximale dérivent des équations de fermeture de boucles Ak − Bk − Ek − Fk − P

(k = I, II) exprimées par l’équation (3.36). En éliminant qk dans l’équation (3.36) et

avec la condition θI = θII = θ, nous obtenons :

k = I : (x− λI cos θ + (b− a2 sin β − p))2 + (z + λI sin θ)
2 − l21 = 0 (3.43a)

k = II : (x− λII cos θ − (b− a2 sin β − p))2 + (z + λII sin θ)
2 − l21 = 0 (3.43b)

Similairement aux Cas I et II, un polynôme de degré quatre est obtenu grâce aux équa-

tions (3.43a) et (3.43b). Ces quatre racines correspondent à quatre modes d’assemblage de

la boucle proximale avec la boucle distale de l’IRSBot-2. À ces quatre modes d’assemblage,

correspondent quatre relations entre le paramètre b et l’altitude de la plate-forme z :

bIII
1

(z) = σ2 +
1

2
(λI − λII) cos θ −

1

2

(√

l2
1
− (z + λII sin θ)2 −

√

l2
1
− (z + λI sin θ)2

)

(3.44a)

bIII2 (z) = σ2 +
1

2
(λI − λII) cos θ −

1

2

(√

l2
1
− (z + λII sin θ)2 +

√

l2
1
− (z + λI sin θ)2

)

(3.44b)

bIII
3

(z) = σ2 +
1

2
(λI − λII) cos θ +

1

2

(√

l2
1
− (z + λII sin θ)2 −

√

l2
1
− (z + λI sin θ)2

)

(3.44c)

bIII4 (z) = σ2 +
1

2
(λI − λII) cos θ +

1

2

(√

l2
1
− (z + λII sin θ)2 +

√

l2
1
− (z + λI sin θ)2

)

(3.44d)

Les extremums de la fonction bIIIi (z), i = 1, . . . , 4, pour un paramètre l1 fixé, sont

obtenus pour z = zIII = −1
2
(λI + λII) sin θ :

bIII1 (z = zIII) = bIII3 (z = zIII) = σ2 +
1

2
(λI − λII) cos θ

bIII2 (z = zIII) = σ2 +
1

2
(λI − λII) cos θ +

√

l21 − (
1

2
(λI − λII) sin θ)2 (3.45)

bIII4 (z = zIII) = σ2 +
1

2
(λI − λII) cos θ −

√

l21 − (
1

2
(λI − λII) sin θ)2

On remarque que bIII2 (z = zIII) < bIII1 (z = zIII), b
III
3 (z = zIII) < bIII4 (z = zIII). Pour

conclure, la boucle distale en configuration CSCIII peut être assemblée avec la boucle
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proximale si et seulement si :

bIII2 (z = zIII) < b < bIII4 (z = zIII) (3.46)

Cela signifie que l’IRSBot-2 ne peut pas atteindre la configuration singulière CSCIII si

et seulement si l’inéquation (3.21) est vérifiée (condition principale d’assemblage) et l’une

des deux inéquations suivantes est vérifiée (condition nécessaire de non-assemblage de la

configuration singulière CSCIII)

b < a2 sin β + p+
1

2
(λI − λII) cos θ −

√

l21 − (
1

2
(λI − λII) sin θ)2 (3.47)

ou

b > a2 sin β + p+
1

2
(λI − λII) cos θ +

√

l21 − (
1

2
(λI − λII) sin θ)2 (3.48)

où l1 >

∣
∣
∣
∣

1

2
(λI − λII) sin θ

∣
∣
∣
∣
.

3.3.4 Détermination de l’ensemble des paramètres l1 et b afin

que l’IRSBot-2 s’assemble et n’atteigne pas de singularité

parallèle

Cette section permet de décrire une méthodologie de conception pour déterminer l1 et b

afin d’assurer l’assemblage de l’IRSBot-2 sans singularité parallèle. Cette méthodologie

résume tous les points importants vus dans le Chapitre 3 et est illustrée par l’algorigramme

de la Figure 3.11.

Pour un jeu de paramètres Pd = {a1, a2, β, p, l2eq} donné, le Tableau 3.1 nous permet

de savoir si la boucle distale peut atteindre une configuration singulière ou non.

Si la boucle distale ne peut atteindre de configuration singulière, le concepteur doit

se référer à la Section 3.3.2 pour connâıtre l’ensemble des paramètres de conception du

module proximal {l1, b} permettant d’assembler l’IRSBot-2.

Si la boucle distale atteint une singularité de contrainte, le cas de configuration sin-

gulière atteinte (Cas I, II et/ou III) ainsi que les CSCI , CSCII et/ou CSCIII sont alors

connus d’après le Tableau 3.1. Dans ce cas, l’ensemble des paramètres {l1, b} de l’IRSBot-

2 permettant l’assemblage de l’IRSBot-2 sans permettre l’assemblage de la Configuration
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Singulière de Contrainte (CSC) est obtenu à l’aide des conditions d’assemblage (3.21) et

des inéquations (3.34), (3.35), (3.41), (3.42), (3.47) et (3.48).

Pour mieux comprendre l’algorigramme décrit en Figure 3.11, prenons un exemple de

conception de l’IRSBot-2 pour lequel les paramètres du module distal sont les suivants :

a1 = 0.3 m (3.49a)

a2 = 0.05 m (3.49b)

β =
π

4
rad (3.49c)

p = 0.04 m (3.49d)

l2eq = 0.15 m (3.49e)

D’après le Tableau 3.1, la boucle distale peut atteindre deux Configurations Singulières

de Contrainte (CSCI), nommées CSCI1 and CSCI2, et ne peut atteindre aucune config-

uration singulière associée au Cas II et Cas III.

D’après l’équation (3.14), la boucle distale atteint la configuration singulière de con-

trainte CSCI1 lorsque

cosψII = −0.581 (3.50a)

et la configuration singulière de contrainte CSCI2 lorsque

cosψII = 0.737 (3.50b)

D’après les inéquations (3.34) et (3.35), si le robot est assemblable, l’IRSBot-2 ne peut

atteindre la configuration CSCI1 si le jeu de paramètres {l1, b} appartient à la zone ZI1.

ZI1 est illustrée dans la Figure 3.12(a) et délimitée par les inéquations suivantes :

b < 0.339−
√

l21 − 0.015 (3.51a)

b > 0.339 +
√

l21 − 0.015 (3.51b)

D’après les inéquations (3.34) et (3.35), si le robot est assemblable, l’IRSBot-2 ne peut

atteindre la configuration CSCI2 si le jeu de paramètres {l1, b} appartient à la zone ZI2.
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Pd = {a1, a2, β, p, l2eq}

OuiOuiOui

NonNonNonLa boucle distale peut-

elle atteindre CSCI?

(voir Tableau 3.1)

La boucle distale peut-

elle atteindre CSCII?

(voir Tableau 3.1)

La boucle distale peut-

elle atteindre CSCIII?

(voir Tableau 3.1)

Résoudre Eq. (3.14) pour

trouver les CSCI(s)

Résoudre Eq. (3.15) pour

trouver les CSCII(s)

Résoudre Eq. (3.16) pour

trouver les CSCIII(s)

La ou les CSC(s)La ou les CSC(s)La ou les CSC(s)
est(sont) connue(s)est(sont) connue(s)est(sont) connue(s)

Les Ineqs. (3.34) et (3.35) donnent

{l1, b} afin de ne pas assembler

l’IRSBot-2 dans une CSCI

Les Ineqs. (3.41) et (3.42) donnent

{l1, b} afin de ne pas assembler

l’IRSBot-2 dans une CSCII

Les Ineqs. (3.47) et (3.48) donnent

{l1, b} afin de ne pas assembler

l’IRSBot-2 dans une CSCIII

ZI est connue ZII est connue ZIII est connue

Les Ineq. (3.21) donnent
{l1, b} pour permettre à

l’IRSBot-2 de s’assembler

Za est connue

Conditions d’assemblage et de

singularités de l’IRSBot-2

par rapport à l1 et b

Figure 3.11 – Algorigramme pour déterminer l’ensemble des paramètres de conception l1 et b
pour que l’IRSBot-2 s’assemble et ne soit pas en Configuration Singulière de Con-
trainte (CSC)
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ZI2 est illustrée dans la Figure 3.12(b) et délimitée par les inéquations suivantes :

b < 0.142−
√

l21 − 0.010 (3.52a)

b > 0.142 +
√

l21 − 0.010 (3.52b)

Par conséquent, si le robot est assemblable, l’IRSBot-2 ne peut rencontrer de singu-

larité de contrainte si le jeu {l1, b} appartient à la zone Z1, qui est l’intersection de ZI1

et ZI2. La zone Z1 est illustrée sur la Figure 3.12(c).

Maintenant, utilisons l’inéquation (3.21). Il est possible d’assembler l’IRSBot-2 si et

seulement si le jeu de paramètres {l1, b} appartient à la zone Za. Cette zone est illustrée

dans la Figure 3.12(d) et délimitée par l’inéquation suivante :

b < l1 + 0.402 (3.53)

Enfin, l’IRSBot-2 est assemblable sans rencontrer de singularité de contrainte si et

seulement si le jeu {l1, b} appartient à l’intersection des zones Za et Z1, nommée Z et

illustrée dans la Figure 3.13(a).

Néanmoins, l’IRSBot-2 peut encore rencontrer des singularités d’actionnement lorsque

l’espace de conception de la partie proximale est la zone Z. Il est nécessaire d’utiliser

l’inéquation (3.22) pour obtenir l’espace de conception Zwac des paramètres {l1, b} pour

lequel l’IRSBot-2 n’atteint pas de singularité d’actionnement. Zwac est illustrée dans la

Figure 3.10 et définie par l’inéquation suivante :

b < −l1 + 0.402 (3.54)

Pour conclure, l’IRSBot-2 est assemblable et n’atteint aucune singularité parallèle, c.-

à-d. ni de singularité de contrainte ni de singularité d’actionnement, si et seulement si le

jeu de paramètres {l1, b} appartient à la zone Zwps mise en avant dans la Figure 3.13(b).
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l1 [m]

b [m]

0 0.2 0.4 0.6

0.5

ZI1

(a)

l1 [m]

b [m]

0 0.2 0.4 0.6

0.5

ZI2

(b)

l1 [m]

b [m]

0 0.2 0.4 0.6

0.5

ZI = ZI1 ∩ ZI1

(c)

l1 [m]

b [m]

0 0.2 0.4 0.6

0.5
M1(0, 0.402) Za

(d)

Figure 3.12 – Conditions d’assemblage et de singularité de l’IRSBot-2 exprimées dans l’espace
des paramètres de conception {l1, b} : (a) ZI1 : zone de l’espace de conception
{l1, b} où l’IRSBot-2 ne peut atteindre la configuration singulière CSCI1 ; (b) ZI2 :
zone de l’espace de conception {l1, b} où l’IRSBot-2 ne peut atteindre la config-
uration singulière CSCI2 ; (c) Z1 : zone de l’espace de conception {l1, b} où
l’IRSBot-2 ne peut atteindre de configuration singulière ; (d) Za : zone de l’espace
de conception {l1, b} où l’IRSBot-2 peut être assemblé

l1 [m]

b [m]

0 0.2 0.4 0.6

0.5
M1(0, 0.402)

Z = ZI1 ∩ ZI1 ∩ Za

(a)

l1 [m]

b [m]

0 0.2 0.4 0.6

0.5
M1(0, 0.402)

Zwps

(b)

Figure 3.13 – Conditions d’assemblage et de singularité de l’IRSBot-2 exprimées dans l’espace
des paramètres de conception {l1, b} : (a) Z : zone de l’espace de conception
{l1, b} où l’IRSBot-2 peut être assemblé, n’atteint pas de singularité de contrainte
mais peut atteindre des singularités d’actionnement ; (b) Zwps : zone de l’espace
de conception {l1, b} où l’IRSBot-2 peut être assemblé sans atteindre aucune sin-
gularité parallèle
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3.4 Modification architecturale de l’IRSBot-2

Une variante de l’architecture de l’IRSBot-2 est étudiée dans cette section. Dans cette

variante, les axes fixes des liaisons de type cardan supérieures et inférieures de la jambe

distale appartiennent à un plan parallèle à (x0, O, z0). Cette variante est dénommée

IRSBot-2 – CV en opposition avec la variante précédemment étudiée notée IRSBot-2 – CH

où ces axes fixes appartiennent à un plan parallèle à (x0, O,y0). Ces axes correspondent

aux axes dénommés A1jk = (Ejk, e1jk) et A4jk = (Fjk, e1jk) dans la Section 2.2.1 et

illustrés dans la Figure 2.11 (p. 41). Pour paramétrer l’orientation de ces axes de vecteur

directeur y1jk, il est nécessaire d’introduire deux angles définissant les deux changements

de repère suivant :

• La transformation entre le repère (Ek,x0,y0, z0) et le repère (Ek,x
′,y′, z′) est définie

par la rotation d’un angle e1 jk autour de x0. A noter que le repère (Ek,x0,y0, z0)

est associé au coude et le repère (Ek,x
′,y′, z′) est un repère intermédiaire associé à

aucun élément.

• La transformation entre le repère (Ek,x
′,y′, z′) et le repère (Ek,x1jk,y1jk, z1jk) est

définie par la rotation d’un angle e2 jk autour de z′. Le repère (Ek,x1jk,y1jk, z1jk)

est associé à l’élément ℓ3jk.

Ces deux transformations remplacent la transformation définie dans la Figure 2.8 (p. 37).

 

y0

z0

y′

z′

x0 = x′

e1 jk

(a) Transformation entre les repères (Ek,x0,y0, z0)
et (Ek,x

′,y′, z′)

 

x′

y′

x1jk

y1jk

z′ = z1jk

e2 jk

(b) Transformation entre les repères (Ek,x
′,y′, z′)

et (Ek,x1jk,y1jk, z1jk)

Figure 3.14 – Paramétrage étendu pour orienter le premier axe du cardan
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Remarque : ce paramétrage permet aussi bien de décrire l’architecture précédemment

étudiée de l’IRSBot-2 – CH (Figure 2.11 où e1 jk = 0 et e2 jk = βjk , pour j = 1, 2 et

k = I, II) que la variante IRSBot-2 – CV illustrée dans la Figure 3.15 (où e1 jk = π/2,

e2 jI = −β et e2 jII = β, pour j = 1, 2).

 

x0

x0
x0

x0x0

y0

y0

y0

y0 y0

y0

z0

z0

y11k

y11k

y11k

y11k

z21k

z21k

z22k

z22k

O

ℓ0k

ℓ1k
ℓ2k

ℓ3k

ℓ41k

ℓ42k

ℓ5k

Base

Plate-forme

MoteurP0

Pk

P2

proximal

distal

Module

Module

β

Figure 3.15 – Schéma cinématique de l’IRSBot-2 sans singularité de contrainte

L’étude des singularités de contrainte de cette architecture est plus simple à réaliser.

Le sous-ensemble d’efforts de contrainte global de l’IRSBot-2 décrit dans le Chapitre 2 à

l’équation (2.36) reste valable pour cette variante. Cependant les expressions des vecteurs
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njk diffèrent. Leurs expressions5 sont données ci-dessous :

n1I = (cos β cos δ1I , sin δ1I , − cos δ1I sin β) (3.55a)

n2I = (cos β cos δ2I , sin δ2I , − cos δ2I sin β) (3.55b)

n1II = (cos β cos δ1II , sin δ1II , cos δ1II sin β) (3.55c)

n2II = (cos β cos δ2II , sin δ2II , cos δ2II sin β) (3.55d)

avec δ1I = −δ2I et δ1II = −δ2II

n1I = (cos β cos δ1I , sin δ1I , − cos δ1I sin β) (3.56a)

n2I = (cos β cos δ1I , − sin δ1I , − cos δ1I sin β) (3.56b)

n1II = (cos β cos δ1II , sin δ1II , cos δ1II sin β) (3.56c)

n2II = (cos β cos δ1II , − sin δ1II , cos δ1II sin β) (3.56d)

En reprenant la méthodologie décrite dans la Section 3.2, la condition 1 est vérifiée

lorsque les vecteurs n1I , n2I , n1II et n2II sont parallèles et forment un espace de di-

mension 1. Cette condition ne peut pas être vérifiée quel que soit la configuration du

robot.

La condition 2 apparait lorsque les axes AI = (Pk,n1I×n2I) et AII = (Pk,n1II×n2II)

sont cöıncidants. Or, d’après l’expression de leur vecteur directeur donnée en Annexe B.1

aux équations (B.29) et (B.30), ces axes restent parallèles à y11k quel que soit la confi-

guration du robot. Cette remarque est intéressante puisqu’il suffit alors de concevoir les

vecteurs y11I et y11II orthogonaux pour conserver AI et AII perpendiculaires quel que soit

la configuration du robot. Les conditions 1 et 2 ne peuvent alors jamais être respectées.

L’intérêt d’une telle modification est d’obtenir une architecture n’admettant pas de

singularités de contrainte quels que soient les paramètres de conception choisis. Cependant

l’analyse des singularités de contrainte ne permet pas d’éliminer a priori l’une ou l’autre

architecture sans l’étude approfondie de leurs performances. Les performances des deux

architectures seront étudiées dans le Chapitre 5.

5Remarque : θk n’est plus défini pour cette architecture.
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3.5 Conclusions

Ce chapitre étudie les singularités de l’IRSBot-2 et permet d’obtenir les paramètres de

conception associés à l’IRSBot-2 sans singularité.

Le modèle cinématique simplifié de l’IRSBot-2 est utilisé pour décrire les singularités

classiques obtenues sur un robot parallèle : les singularités de Type 1 et de Type 2. Ces

singularités sont observées dans les mêmes configurations qu’un mécanisme RRRRR.

Grâce à son architecture spatiale permettant de générer uniquement deux degrés de

liberté, l’IRSBot-2 peut admettre des singularités de contrainte. Ces singularités appa-

raissent lors de la dégénérescence du sous-espace Wc
IRS (sous-espace d’efforts de contrainte

appliqués par les jambes du robot sur la plate-forme) « génériquement » de dimension 4,

entrâınant une mobilité additionnelle de la plate-forme non contrôlée par les moteurs. La

dégénérescence se produit dans les deux cas suivants : soit les quatre moments transmis

par l’intermédiaire des liaisons de type cardan des quatre sous-châınes cinématiques con-

stituant la boucle distale forment un espace de dimension 1 et le sous espace Wc
IRS est de

dimension 2 ou 3, soit les axes de deux liaisons pivot virtuelles définies par les axes AI et

AII sont cöıncidants et le sous espace Wc
IRS est de dimension 3.

Deux architectures, variantes de l’IRSBot-2, sont étudiées, l’une où les axes fixes des

liaisons de type cardan sont horizontaux (architecture notée IRSBot-2 – CH) et l’une où

ces axes fixes sont compris dans des plans verticaux parallèles à (x0, O, z0) (architecture

notée IRSBot-2 – CV).

Pour l’IRSBot-2 – CV, nous avons démontré que les conditions de dégénérescence de

Wc
IRS ne sont jamais satisfaites quelle que soit la configuration du robot. Par construc-

tion, ce dernier n’atteint aucune singularité de contrainte.

Pour ce qui est de l’IRSBot-2 – CH, les conditions de dégénérescence de Wc
IRS dépen-

dent de la configuration du robot et plus particulièrement de la configuration de la boucle

distale. Ces conditions sont traduites en polynômes de degrés deux. Ces polynômes sont

fonction de la configuration de la boucle distale et leurs coefficients ne dépendent que

des paramètres de conception du module distal. C’est pourquoi nous avons mené une

étude sur l’espace de conception des paramètres distaux de sorte que les équations en la
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configuration ne trouvent pas de solution.

Cette synthèse dimensionnelle est menée à l’aide d’une méthode algébrique de Dé-

composition Cylindrique Algébrique implémentée sous Maple. Les sous-ensembles de

paramètres de conception associés à la partie distale sont, dans un premier temps, déter-

minés pour garantir le nombre de configurations de singularités de contrainte atteintes.

Dans un second temps, leurs sous-espaces complémentaires sont calculés pour ne jamais

atteindre de singularité de contrainte.

L’étude est ensuite poursuivie en tenant compte des paramètres de conception du

module proximal ainsi que des conditions d’assemblage de la boucle proximale avec la

boucle distale. L’évitement des singularités d’actionnement est alors introduit de manière

algébrique. Deux possibilités permettent d’obtenir une conception de l’IRSBot-2 – CH

sans singularité de contrainte :

• la boucle proximale est assemblée avec une boucle distale exempte de singularité de

contrainte ;

• les paramètres du module proximal ne permettent pas l’assemblage de la boucle

proximale avec la boucle distale en configuration singulière.

La deuxième solution permet d’augmenter l’espace des paramètres de conception.

L’ensemble de ces résultats est résumé dans un algorigramme aidant à la compréhen-

sion de la cohésion du travail effectué dans ce chapitre et il permet au concepteur d’obtenir

l’espace de conception du module proximal pour tout jeu de paramètres de conception du

module distal afin de concevoir un IRSBot-2 – CH sans singularité parallèle. Les frontières

des sous-ensembles de l’espace de conception sont décrites de manière analytique et peu-

vent facilement être intégrées en termes de contraintes dans un problème d’optimisation

en conception.
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4.1.1.3 Méthode des Articulations Virtuelles (MAV ) . . . . . 98
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La connaissance et le contrôle du comportement élastique d’un robot

permet d’améliorer grandement ses performances en termes de déforma-

tions et de comportement vibratoire. C’est un point crucial qui permet

d’améliorer la précision du robot lorsque sa dynamique ne permet plus

de négliger la flexibilité des éléments. Tout d’abord, différentes modéli-

sations du comportement élastostatique d’un robot parallèle sont passées

en revue et l’une des méthodes est utilisée pour modéliser le comporte-

ment élastostatique de l’IRSBot-2. Cependant, la dynamique imposée

par la tâche de pick-and-place visée par ARROW nous impose de pren-

dre en compte son comportement vibratoire. Une méthode systématique

et bien adaptée pour obtenir un modèle élastodynamique de robots pa-

rallèles est présentée dans la Section 4.2. Cette méthode est appliquée à

l’IRSBot-2. De plus, puisque nous ne possédons pas à l’heure actuelle de

prototype d’IRSBot-2, elle est validée expérimentalement sur un autre

robot parallèle disponible au laboratoire : le NaVARo.

L’IRSBot-2 étant un robot conçu pour pallier les faibles performances élastiques des

robots plans à 2-ddl en translation, il est nécessaire d’étudier le comportement élastique

de l’IRSBot-2 et de ses concurrents.

Avant toute comparaison, il faut choisir une modélisation élastostatique et élastody-

namique de robots parallèles adaptée à la simulation rapide du comportement du robot.

Les modèles choisis seront intégrés dans un processus d’optimisation des paramètres de

conception. Dans ce chapitre, les modélisations adoptées pour définir le comportement

élastique de l’IRSBot-2 sont détaillées.
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La volonté de décrire et d’utiliser deux modèles distincts au lieu de tirer directement le

modèle élastostatique du modèle élastodynamique prend tout son sens lors de l’écriture du

problème de conception abordé dans le Chapitre 5. En effet, les deux modèles ne sont pas

calculés à la même étape du processus de conception. Le modèle élastodynamique n’est

pas calculé tant que les performances élastostatiques ne sont pas validées et le modèle

élastostatique est moins complexe et plus rapide en temps de calcul.

4.1 Modèle élastostatique

4.1.1 Rappel des méthodes utilisées pour l’obtention d’un mo-

dèle élastostatique de robots parallèles

Les modèles élastiques permettent le calcul d’une matrice de raideur, qui représente

la relation entre les forces/couples appliqués sur le mécanisme et les déplacements in-

duits. Les trois principales méthodes utilisées pour calculer cette matrice sont : les

éléments finis, l’assemblage des matrices de structure ou encore la méthode des articula-

tions virtuelles. Ces méthodes permettent aussi bien d’obtenir un modèle élastostatique

qu’élastodynamique.

4.1.1.1 Méthode des Éléments Finis (MEF)

Le modèle des éléments finis est reconnu comme le modèle le plus fiable et le plus précis

lorsque les liaisons et les segments du mécanisme sont modélisés avec leurs véritables

formes et dimensions [Piras et al., 2007, Bouzgarrou et al., 2004]. La précision de ce

modèle n’est limitée que par le pas de discrétisation du maillage. Cependant, les temps

de calcul extrêmement longs, alloués au remaillage constant du modèle, font que cette

méthode n’est généralement utilisée que lors de l’étape de validation finale de conception

pour permettre à l’ingénieur de vérifier le dimensionnement des composants. De nombreux

logiciels commercialisés intègrent une modélisation par éléments finis, ce qui en facilite

l’usage et permet aussi de valider de nouveaux modèles élastiques.
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4.1.1.2 Assemblage de Matrices de Structure (AMS)

La méthode d’assemblage de matrices de structure est la méthode la plus commune en mé-

canique des systèmes multi-corps [Deblaise et al., 2006,Shabana, 2005,Bouzgarrou et al.,

2005,Rognant et al., 2010,Bauchau, 2011]. Cette méthode est basée sur l’assemblage de

matrices de raideurs/masses élémentaires d’éléments plus grands que ceux utilisés pour les

éléments finis (par ex. des poutres, des arcs, des câbles, etc.). Des relations cinématiques

doivent être introduites pour exprimer le déplacement dans les liaisons passives entre les

éléments.

Comparé à l’utilisation des éléments finis, ce modèle permet l’obtention de résultats

plus rapidement, tout en étant satisfaisant en terme de précision. Cependant, cette méth-

ode implique le calcul de matrices de grandes dimensions et demande des connaissances

en éléments finis.

4.1.1.3 Méthode des Articulations Virtuelles (MAV )

La dernière méthode est la méthode des articulations virtuelles, encore nommée « modé-

lisation localisée ». Elle est basée sur l’expansion du modèle rigide traditionnel en ajoutant

des articulations virtuelles (localisées par des ressorts) qui décrivent les déformations

élastiques des éléments du manipulateur (segments, articulations et actionneurs). Cette

méthode est plus simple que la méthode d’assemblage de matrices de structure, mais

donne des résultats moins précis.

Gosselin fut le premier à développer cette méthode en robotique [Gosselin, 1990]. Il

introduisit un degré d’élasticité linéaire dans les moteurs. La matrice de raideur s’écrit

alors de cette manière :

K = kJTJ (4.1)

où k est un scalaire représentant la raideur de chacun des moteurs, J est la matrice

jacobienne cinématique et K est la matrice de raideur du robot.

Par la suite, cette méthode a été améliorée en prenant en compte la flexibilité des

segments représentée par des ressorts linéaires et de torsions supplémentaires mis en

série [Gosselin et Zhang, 2002, Majou, 2004, Wittbrodt et al., 2006]. Cependant, les

ressorts virtuels présentés dans ces modèles sont mis en série et ne prennent pas en compte

le couplage entre les déplacements en rotation et en translation. De plus, la plupart de
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ces méthodes ne fonctionnent pas pour les mécanismes hyperstatiques1.

Pour éviter ces problèmes, dans [Pashkevich et al., 2009], la flexibilité d’un segment

est représentée par un ressort virtuel à 6 degrés de liberté qui décrit les déformations en

rotation et en translation ainsi que le couplage entre les deux. Chaque jambe est alors

considérée comme une suite de segments rigides et de ressorts virtuels à 6 degrés de liberté

comme l’illustre la Figure 4.1.

Ac Rigid Foot 

Mobile platform 
(rigid)

Base platform 
(rigid)

U Rigid Leg U

 6-d.o.f.
spring

 6-d.o.f.
spring

 6-d.o.f.
spring

Figure 4.1 – Modélisation d’une seule châıne cinématique – Méthode MAV

Les paramètres de raideur des ressorts virtuels peuvent être définis de plusieurs ma-

nières : par une méthode éléments finis si les paramètres géométriques sont connus ; grâce

aux formules analytiques de raideur d’une poutre2 ; ou encore par des résultats expéri-

mentaux. Cette méthode est de plus, applicable pour les mécanismes hyperstatiques.

C’est cette méthode que nous considérerons dans la suite de cette section.

4.1.2 Modélisation élastostatique d’un robot parallèle utilisant

la MAV combinée à des ressorts virtuels à six ddl

La méthode décrite par [Pashkevich et al., 2009] est rappelée ci-après. Elle permet de

trouver la matrice de raideur équivalente Ki d’une châıne cinématique d’un robot parallèle

en considérant que chaque corps déformable du robot est remplacé par un élément rigide

suivi d’un ressort virtuel à 6 ddl. Ce ressort est de raideur équivalente à celle du corps

flexible considéré et permet de décrire les déplacements en rotation et en translation en

bout du corps flexible tout en tenant compte des couplages entre les éléments.

L’obtention de cette matrice de raideur équivalente permet de remplacer la châıne

cinématique sérielle composée de plusieurs corps flexibles par un seul élément flexible

équivalent.

1À noter que la méthode décrite par Wittbrodt [Wittbrodt et al., 2006] est valable pour les mécanismes
hyperstatiques.

2La forme analytique de la matrice de raideur est alors donnée dans l’équation (4.31).
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Afin de calculer la matrice de raideur équivalente Ki, il est nécessaire de considérer

le travail virtuel des efforts f appliqués sur la plate-forme mobile. Pour cela, nous intro-

duisons les matrices jacobiennes Ji
θ et Ji

q reliant le petit déplacement δti de l’extrémité

d’une jambe i au petit déplacement élastique virtuel δθi de tous les ressorts et au petit

déplacement dans les articulations passives δqi tel que

δti = Ji
qδqi + Ji

θδθi (4.2)

avec

Ji
θ =

[
∂ti
∂θi

]

(4.3)

Ji
q =

[
∂ti
∂qi

]

(4.4)

Le travail virtuel des efforts f appliqués sur la plate-forme mobile permet d’obtenir la

relation entre le petit déplacement δti et l’effort f :




Si
θ Ji

q

Ji
q

T
0








f

δqi



 =




δti

0



 (4.5a)

avec

Si
θ = Ji

θK
i
θ

−1
Ji
θ

T
(4.5b)

où Ki
θ est une matrice diagonale par bloc constituée de toutes les matrices de raideur

élémentaire (6× 6) des m éléments de la jambe i, avec

Ki
θ =








K1
e

. . .

Km
e








(4.6)

L’obtention de manière systématique de ces matrices jacobiennes est plus amplement

détaillée lors de la description de la modélisation élastodynamique (Section 4.2.2). La

matrice de raideur équivalente Ki de la jambe i est obtenue en inversant la matrice

de gauche dans l’expression (4.5a) et en y extrayant la sous matrice (6 × 6) en haut à

gauche. La matrice de raideur complète du mécanisme parallèle est obtenue en sommant
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les matrices de raideur de chaque jambe :

K =

n∑

i=1

Ki (4.7)

n étant le nombre de jambes du mécanisme.

Cette méthode MAV permet de calculer la matrice de raideur d’un robot de manière

plus rapide que par la méthode AMS. Effectivement, la méthode MAV requière l’inversion

et les produits de matrices de moins grandes tailles.

4.1.2.1 Modélisation de l’IRSBot-2

La modélisation du robot utilisée dans cette section est décrite dans la Figure 4.2. La

base et la plate-forme sont considérées indéformables. La partie verticale du coude de

longueur ez est aussi considérée rigide et sans masse. Les paramètres de sections utilisés

sont résumés dans le Tableau 4.1.

x0
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x0

y0 y0

y0

z0
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Plate-forme

O

P

F2k

Ak

Dk

Ck

Bk

E1k

E2k

F1k

Gk
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b
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v2

p

l2

ez
ex

Sodist

Soprox1

Soprox2

Soelb

H ′

k

Figure 4.2 – Architecture du robot IRSBot-2 retenue pour l’étude de l’élasticité
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Table 4.1 – Paramètres de sections de l’IRSBot-2

Module proximal
Soprox1

section de l’élément du parallélogramme actionné
Soprox2

section de l’élément du parallélogramme passif
Coude Soelb section des éléments constituant le coude
Jambe distale Sodist section des éléments des jambes distales

Chaque jambe de l’IRSBot-2 est constituée de deux châınes cinématiques fermées

reliées entre elles par le segment rigide [H ′

kHk]. La première boucle cinématique constitue

le parallélogramme et la deuxième boucle cinématique le module distal.

Le modèle élastostatique de l’IRSBot-2 est obtenu en suivant les étapes suivantes :

• la première châıne cinématique fermée est modélisée par son élément virtuel équiv-

alent : solide rigide de longueur l1 + ressort 6 ddl de raideur Kpara ;

• la deuxième châıne cinématique fermée est modélisée par son élément virtuel équiv-

alent : solide rigide de longueur ||−−→BkP ||+ ressort 6 ddl de raideur Ksp ;

• la méthode des déplacements virtuels est utilisée pour assembler les éléments virtuels

du parallélogramme et du module distal de la jambe k en série ;

• enfin la matrice de raideur de l’IRSBot-2 est obtenue en sommant les matrices de

raideur de chacune des jambes.

La modélisation élastostatique de l’IRSBot-2 est détaillée en Annexe C.2 p. 211.

4.1.2.2 Validation Castem

Pour valider le modèle que nous avons implanté sous Matlab, une modélisation de

l’IRSBot-2 sous Cast3M [Cast3M, 1980] a été réalisée. Cast3M permet de déterminer

le modèle élastostatique de structures modélisées par des poutres.

Dans un premier temps les paramètres sont choisis de manière arbitraire (exprimés en

m). On prend : l1 = 0.375, l2eq = 0.825, b = 0.1375, p = 0.05, wPa = 0.3, a1 =

0.16, a2 = 0.01, ez = 0.001, ex = 0.

Les sections Soν des éléments flexibles sont des cylindres creux de diamètres extérieur

et intérieur notés Doν et doν où ν correspond aux éléments prox1, prox2, dist et elb

représentés dans la Figure 4.2 : Dprox1
= Dprox2

= 0.06, dprox1
= dprox2

= 0.05, Ddist =

0.039, ddist = 0.031, Delb = 0.07, delb = 0.06



4.1 Modèle élastostatique 103

Le matériau choisi est du duralumin (Au4G) pour chaque élément flexible, avec E =

74 GPa son module d’Young, G = 27.8 GPa son module de cisaillement et ρ = 2800 kg.m−3

sa densité.

Pour vérifier les résultats, on applique le même effort f = [100, 100, 100, 5, 5, 5] au point

P centre de la plate-forme dans chacun des modèles, et le vecteur de petit déplacement

δq dû à la déformation obtenue grâce au modèle Matlab et au modèle Cast3M est

comparé. Les résultats obtenus sont présentés dans le Tableau 4.2. Une synthèse de ces

résultats sur 6 configurations testées est donnée dans le Tableau 4.3. Ces six configurations

sont choisies au hasard dans l’espace de travail. Le pourcentage d’erreur maximal est de

1.34% et le pourcentage d’erreur moyen est de 0.59%. Cette erreur peut-être expliquée

par la différence de méthode d’assemblage entre les deux modèles. Cependant ce faible

pourcentage d’erreur, permet de valider notre modèle Matlab par rapport à un modèle

Cast3M équivalent.

Table 4.2 – Comparaison de la déformation et erreur en % obtenue entre le modèle de l’IRSBot-
2 sous Matlab et sous Cast3M. Les déformations en translation (resp. angulaires)
sont données en mm (resp en 10−3 rad)

Configuration : x = −0.09, z =
−1.04
Modèle
Matlab

Modèle
Cast3M

Erreur %

δqx 1.596 1.607 0.70
δqy 0.654 0.655 0.21
δqz -0.108 -0.109 0.99
δwx -0.178 -0.18 1.34
δwy 12.368 12.468 0.81
δwz 0.381 0.384 0.69

Configuration : x = −0.44, z =
−0.97
Modèle
Matlab

Modèle
Cast3M

Erreur %

δqx 0.737 0.742 0.68
δqy 0.666 0.667 0.15
δqz -0.309 -0.311 0.65
δwx -0.762 -0.769 0.92
δwy 6.003 6.048 0.75
δwz 0.638 0.643 0.78

Configuration : x = −0.3, z = −1.13
Modèle
Matlab

Modèle
Cast3M

Erreur %

δqx 8.893 8.95 0.64
δqy 0.77 0.772 0.26
δqz -1.85 -1.865 0.81
δwx -2.122 -2.137 0.71
δwy 37.741 37.99 0.66
δwz 0.584 0.588 0.68

Configuration : x = 0.3, z = −0.9
Modèle
Matlab

Modèle
Cast3M

Erreur %

δqx 0.894 0.899 0.56
δqy 0.552 0.553 0.18
δqz 0.385 0.386 0.26
δwx 0.622 0.625 0.48
δwy 8.29 8.352 0.75
δwz 0.37 0.372 0.54

Configuration : x = 0.2, z = −1,
Modèle
Matlab

Modèle
Cast3M

Erreur %

δqx 1.477 1.487 0.68
δqy 0.608 0.609 0.16
δqz 0.362 0.364 0.55
δwx 0.367 0.369 0.54
δwy 12.077 12.17 0.77
δwz 0.332 0.335 0.90

Configuration : x = 0, z = −0.78
Modèle
Matlab

Modèle
Cast3M

Erreur %

δqx 0.573 0.576 0.52
δqy 0.488 0.489 0.20
δqz 0.051 0.051 0.00
δwx 0.457 0.457 0.00
δwy 5.965 6.012 0.79
δwz 0.395 0.398 0.76



104 Chapitre 4. Modèles élastiques

Table 4.3 – Erreurs du modèle élastostatique de l’IRSBot-2 en % selon chaque direction

δqx δqy δqz δwx δwy δwz

Erreur minimale 0.52 0.15 0.00 0.00 0.66 0.54
Erreur maximale 0.70 0.26 0.99 1.34 0.81 0.90
Erreur moyenne 0.63 0.20 0.54 0.67 0.75 0.73

4.2 Modèle élastodynamique

De nombreuses méthodes basées sur l’assemblage de matrice de structure et sur la mé-

thode des liaisons virtuelles pour obtenir une modélisation élastodynamique de mécan-

ismes sont présentées dans [Huang et Lee, 1988,Shabana, 2005,Bauchau, 2011,Wittbrodt

et al., 2006, Rognant et al., 2010]. Ces méthodes diffèrent par le type d’éléments pris

en considération et le modèle flexible utilisé. Néanmoins toutes ces méthodes nécessitent

le calcul de matrices jacobiennes introduisant les relations cinématiques présentes dans

les boucles cinématiques. Les principaux défauts de ces méthodes sont qu’elles ne sont

pas particulièrement destinées à modéliser des robots parallèles ou qu’elles ne proposent

pas de moyen systématique et direct pour calculer ces matrices jacobiennes. Bouzgar-

rou [Bouzgarrou et al., 2005] propose une manière systématique de les calculer en utilisant

le déplacement infinitésimal tandis que Cammarata [Cammarata et al., 2013] propose un

algorithme intéressant pour déterminer le modèle élastodynamique d’un robot parallèle.

Cependant, leurs manières de refermer les boucles cinématiques et de choisir les coor-

données indépendantes ne sont pas systématiques et peuvent aboutir à une description

asymétrique des variables élastiques des jambes du robot.

Ce chapitre a pour but de présenter une procédure se voulant simple et directe pour

le calcul des matrices de raideur et de masse d’un robot parallèle. Cette procédure a pour

avantages :

• d’introduire une manière simple de calculer les matrices jacobiennes requises pour

refermer les boucles cinématiques, et

• de choisir le jeu de coordonnées indépendantes du robot parallèle de manière à

obtenir un arrangement symétrique des variables par rapport aux jambes du robot.

De plus, contrairement à la plupart des méthodes existantes, celle que nous présentons

ne nécessite aucune inversion de matrice. Ce dernier point est important pour éviter

des problèmes numériques introduisant des erreurs de précision. Les fréquences propres
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obtenues par la méthode proposée sont comparées à celles obtenues à l’aide d’un logiciel

MEF/AMS (Cast3M) et par une campagne d’essais expérimentale.

La méthodologie utilisée est adaptée de celle présentée dans [Ibrahim et Khalil, 2010]

pour obtenir le modèle dynamique rigide d’un robot parallèle. Pour un robot parallèle, tel

que celui présenté dans la Figure 4.3, composé de segments flexibles ou rigides liés entre

eux par des liaisons actionnées ou passives, la méthodologie décomposée en deux étapes

est la suivante :

1. Toutes les boucles cinématiques sont virtuellement ouvertes au niveau de la plate-

forme de telle sorte que la plate-forme devienne un élément séparé du robot (Fi-

gure 4.3(b)). Chaque liaison est alors considérée actionnée pour que le robot virtuel

devienne une structure arborescente accompagnée d’un corps libre : la plate-forme.

Les matrices de masse et de raideur de la structure arborescente comme celles de la

plate-forme sont ensuite calculées séparément ;

2. Les boucles sont refermées à l’aide de matrices jacobiennes de sorte à obtenir les

matrices de masse et de raideur du robot parallèle complet.

Base

Plate-forme mobile

liaisons

passives

liaisons

actionnées

éléments
A1,1

A1,2

A1,3

A1,m1

A1,m1-1

An,1

An,2

An,3

An,mn

An,mn-1

Ak,1

Ak,2

Ak,3

Ak,mk

Ak,mk-1

A2,1

A2,2

A2,3

A2,m2

A2,m2-1

(a) Châıne cinématique d’un robot
parallèle

Base

Plate-forme mobile
(corps libre)

(b) Robot virtuel : structure ar-
borescente & plate-forme libre

Figure 4.3 – Schématisation d’un robot parallèle pour une modélisation dynamique

Tout d’abord, le calcul des matrices de masse et raideur élémentaires d’un corps flexible

est rappelé dans la Section 4.2.1 en utilisant les techniques classiques utilisées en assem-

blage de matrices de structure. Puis, le corps est modélisé comme une poutre de Bernoulli

et six fonctions de forme sont utilisées pour modéliser les modes propres du corps. Les

matrices élémentaires sont données avec ces hypothèses. Les matrices de masse et de
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raideur du robot virtuel sont introduites dans la Section 4.2.2. La méthode directe pour

calculer les matrices jacobiennes reliant les coordonnées cartésiennes de chaque élément

aux coordonnées généralisées du robot virtuel est détaillée. La Section 4.2.3 décrit la

manière de refermer les boucles cinématiques en conservant une description symétrique

des variables de chaque jambe ce qui permet d’obtenir les matrices de raideur et de masse

globales du robot parallèle.

Afin d’obtenir le modèle élastodynamique d’une structure arborescente, il est tout

d’abord nécessaire de déterminer le modèle élastodynamique d’un corps flexible.

4.2.1 Modèle élastodynamique d’un corps flexible

Dans cette section, les modèles cinématiques et dynamiques d’un corps flexible sont in-

troduits et appliqués au cas d’un corps flexible de type poutre de Bernoulli.

4.2.1.1 Modélisation cinématique du corps flexible

Soit le corps j décrit dans la Figure 4.4(a) sur lequel est attaché au point Aj le repère

local Fj. Le corps flexible est modélisé comme une superposition de la configuration non-

déformée, indicée 0, correspondant à la transformation rigide du corps j paramétré par la

variable qj et une configuration déformée correspondant à la déformée élastique du corps.

M
j
(M

0j
)

M
0j     

B
0j

B
j
(B

0j
)

A
0j
=A

j

F
b0F

j

v
j
(A

j
)

ω
j
(A

j
)

u
ej
=Σ φ

dkj
(M

0j
)q

ekjk=1

Nj

configuration

non-déformée

configuration

déformée

(a) Paramétrage d’un corps libre flexible j

B
j
=A

j+1

B
j+1

=A
j+2

q
j

q
j+1

(b) Assemblage de deux
corps flexibles

Figure 4.4 – Schéma des éléments flexibles pris en considération

Les équations (4.8) à (4.12) à suivre définissent le modèle cinématique du corps flexi-

ble j. Ce modèle est paramétré par l’ensemble des variables suivantes :
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• ωj(Aj) et vj(Aj) : composantes du torseur cinématique (variables d’Euler) carac-

térisant le mouvement rigide du corps j dans le repère Fj.

• qej : les coordonnées généralisées (variables de Lagrange) caractérisant le déplace-

ment élastique du corps j.

Le champ de vitesse de tout point Mj appartenant à ce corps flexible s’écrit de la

manière suivante [Boyer et Khalil, 1996] [Fattah et al., 1995] :

vj(Mj) = vj(Aj) + ωj(Aj)× rj(Mj) + vej (Mj) (4.8)

où ωj(Aj) et vj(Aj) sont les composantes du torseur cinématique du corps j exprimées

au point Aj dans le repère Fj, rj(Mj) est le vecteur position du point Mj exprimé dans

le repère Fj et vej(Mj) est la vitesse de translation du point Mj due à la déformation

élastique du corps. Cette vitesse peut être approchée par la méthode de Rayleigh-Ritz

comme une série tronquée incluant des fonctions de forme :

vej(Mj) = Φdj (M0j)q̇ej (4.9)

où Φdj =
[

φd1j
· · · φdNjj

]

est une matrice de taille (3 × Nj) contenant les fonctions

de forme φdkj
(M0j) décrivant la kième déformée modale du point M0j par un vecteur de

dimension trois. q̇ej =
[

q̇e1j · · · q̇eNjj

]T

, q̇ekj est la kième vitesse généralisée élastique du

corps j etNj le nombre de fonctions de forme considérées. Par le principe de superposition,

le vecteur rj(Mj) de l’équation (4.8) peut-être exprimé de la sorte :

rj(Mj) = rj(M0j) + uej (M0j) (4.10)

où rj(M0j ) est le vecteur position du point M0j exprimé dans le repère Fj, uej(M0j) est

le déplacement élastique modale entre le point M0j et Mj avec

uej(M0j) = Φdj (M0j)qej (4.11)

et qej =
[

qe1j · · · qeNjj

]T

est le vecteur des coordonnées généralisées élastiques du corps j.



108 Chapitre 4. Modèles élastiques

L’équation (4.8) peut être écrite sous forme matricielle :

vj(Mj) =
[

I3 [rj(Mj)]
T

×
Φdj (M0j)

]








vj(Aj)

ωj(Aj)

q̇ej








(4.12)

où I3 est la matrice identité (3 × 3) et [rj(Mj)]× est la matrice (3 × 3) du pré-produit

vectoriel du vecteur rj(Mj) :

[rj(Mj)]× =








0 −rjz rjy

rjz 0 −rjx
−rjy rjx 0








avec rj(Mj) =
[

rjx rjy rjz

]T

(4.13)

Tant que les fonctions de forme sont correctement définies, cette description peut tout

autant être appliquée à la modélisation d’un bras de robot qu’à la modélisation d’une

liaison.

4.2.1.2 Modélisation dynamique du corps flexible

L’énergie cinétique Tj du corps flexible j (noté Σj dans l’intégrale) est donnée par :

Tj =
1

2

∫

Σj

vj(Mj)
Tvj(Mj)dm =

ρj
2

∫

Vj

vj(Mj)
Tvj(Mj)dV (4.14)

où ρj est la densité du matériau et Vj le volume du corps.

En introduisant (4.12) dans (4.14) l’énergie cinétique s’écrit :

Tj =
ρj
2

∫

Vj








vj(Aj)

ωj(Aj)

q̇ej








T 






I3

[rj(Mj)]×

Φdj (M0j)
T








[

I3 [rj(Mj)]
T

×
Φdj (M0j)

]








vj(Aj)

ωj(Aj)

q̇ej







dV

=
1

2








vj(Aj)

ωj(Aj)

q̇ej








T

Mj








vj(Aj)

ωj(Aj)

q̇ej








(4.15)



4.2 Modèle élastodynamique 109

où

Mj = ρj

∫

Vj








I3 [rj(Mj)]
T

×
Φdj (M0j)

[rj(Mj)]× [rj(Mj)]× [rj(Mj)]
T

×
[rj(Mj)]× Φdj (M0j)

Φdj (M0j)
T Φdj (M0j)

T [rj(Mj)]
T

×
Φdj (M0j)

TΦdj (M0j)







dV (4.16)

Mj est la matrice de masse du corps flexible j exprimée dans le repère Fj.

L’énergie potentielle élastique ou énergie de déformation Vej du corps flexible j est

donnée par [Shabana, 2005] :

Vej =
1

2

∫

Vj

σT
j ItǫjdV (4.17)

où σj et ǫj sont les vecteurs de contraintes et de déformations induits par le champ de

déplacement uej (M0j) dans le corps j. It est une matrice diagonale (6 × 6). Les trois

premiers termes de la diagonale sont égaux à un, tandis que les trois derniers sont égaux

à deux. Ce facteur deux est associé à la contrainte de cisaillement [Shabana, 2005].

Le vecteur des déformations est défini tel que ǫj =
[

ǫj11 ǫj22 ǫj33 ǫj12 ǫj13 ǫj23

]T

avec : 






ǫj11 ǫj12 ǫj13

ǫj12 ǫj22 ǫj23

ǫj13 ǫj23 ǫj33







=

1

2

(

graduej(M0j) +
(
graduej (M0j)

)T
)

(4.18)

où

graduej (M0j) =

[
∂uej

∂x
(M0j)

∂uej

∂y
(M0j)

∂uej

∂z
(M0j)

]

=












∂Φ1
dj

∂x
(M0j)qej

∂Φ1
dj

∂y
(M0j)qej

∂Φ1
dj

∂z
(M0j)qej

∂Φ2
dj

∂x
(M0j)qej

∂Φ2
dj

∂y
(M0j)qej

∂Φ2
dj

∂z
(M0j)qej

∂Φ3
dj

∂x
(M0j)qej

∂Φ3
dj

∂y
(M0j)qej

∂Φ3
dj

∂z
(M0j)qej












(4.19)
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dans lequel Φk
dj

correspond à la kième ligne de la matrice Φdj , k = 1, 2, 3. Par conséquent,

ǫj =


























∂Φ1
dj

∂x
(M0j)

∂Φ2
dj

∂y
(M0j)

∂Φ3
dj

∂z
(M0j)

1

2

(

∂Φ1
dj

∂y
(M0j) +

∂Φ2
dj

∂x
(M0j)

)

1

2

(

∂Φ1
dj

∂z
(M0j) +

∂Φ3
dj

∂x
(M0j)

)

1

2

(

∂Φ2
dj

∂z
(M0j) +

∂Φ3
dj

∂y
(M0j)

)


























qej = Φǫjqej (4.20)

Le vecteur de contraintes s’exprime alors :

σj =
[

σj11 σj22 σj33 σj12 σj13 σj23

]T

= Ejǫj (4.21)

où la matrice Ej est donnée par la loi de Hooke [Shabana, 2005].

En introduisant l’expression de la déformation de l’équation (4.20) et l’expression des

contraintes de l’équation (4.21) en fonction des fonctions de forme et des coordonnées

généralisées dans l’expression de l’énergie potentielle (4.17), on obtient :

Vej =
1

2
qT
ej
Kjqej (4.22)

la matrice de raideur Kj du corps flexible j est mise en avant et prend la forme suivante :

Kj =

∫

Vj

ΦT
ǫj
ET

j ItΦǫjdV (4.23)

4.2.1.3 Application à un corps flexible de type « poutre de Bernoulli »

Le calcul des matrices de masse et de raideur d’une poutre 3D est très utilisé lors de la

modélisation élastodynamique de robots parallèles.

Les hypothèses associées à la description d’une poutre de Bernoulli considèrent que les

effets de cisaillement sont négligeables et que les sections droites restent perpendiculaires

à la fibre neutre après déformation [Blevins, 2001].
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Avec une telle modélisation, le champ de déplacement 3D de la poutre uej (M0j) (voir

Section 4.2.1.1) peut être approché à l’aide de six fonctions de forme3 φdxj
, φdyj , φdzj ,

φrxj
, φryj et φrzj , c.-à-d. Nj = 6, telles que :

φdxj
=

[

ξ 0 0 0 0 0
]

(4.24a)

φdyj
=

[

0 3ξ2 − 2ξ3 0 0 0 lj (ξ
3 − ξ2)

]

(4.24b)

φdzj
=

[

0 0 3ξ2 − 2ξ3 0 −lj (ξ3 − ξ2) 0
]

(4.24c)

φrxj
=

[

0 0 0 ξ 0 0
]

(4.24d)

φryj
=

[

0 0 −6 (ξ − ξ2) /lj 0 3ξ2 − 2ξ 0
]

(4.24e)

φrzj
=

[

0 6 (ξ − ξ2) /lj 0 0 0 3ξ2 − 2ξ
]

(4.24f)

où ξ = x/lj et lj est la longueur de la poutre. Si (x, y, z) dénotent les coordonnées cartési-

ennes du point M0j exprimées dans le repère Fj, les hypothèses de Bernoulli permettent

une écriture simple de la matrice Φdj (M0j) de taille (3 × 6) contenant les fonctions de

forme, telle que :

Φdj (M0j) =








φdxj
− yφrzj

+ zφryj

φdyj
− zφrxj

φdzj
+ yφrxj








(4.25)

De plus, pour un modèle poutre, les vecteurs de contraintes σj et de déformation ǫj

peuvent être simplifiés de la manière suivante :

σj22 = σj33 = σj23 = 0 (4.26)

ǫj22 = ǫj33 = ǫj23 = 0 (4.27)

σj11 = Ejǫj11 (4.28)

σj12 = Gjǫj12 (4.29)

σj13 = Gjǫj13 (4.30)

où Ej est le module d’Young et Gj le coefficient de cisaillement du corps j.

En introduisant les équations (4.24a)–(4.30) dans les équations (4.16) et (4.23) pour

3trois pour la translation et trois pour la rotation
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qej = 0, la matrice de raideur admet la forme suivante :

Kj =
1

l3j

















EjAjl
2
j 0 0 0 0 0

0 12EjIzj 0 0 0 −6EjIzj lj

0 0 12EjIyj 0 6EjIyj lj 0

0 0 0 I0jGjl
2
j 0 0

0 0 6EjIyj lj 0 4EjIyj l
2
j 0

0 −6EjIzj lj 0 0 0 4EjIzj l
2
j

















(4.31)

où Aj est l’aire de la section droite de la poutre, Iyj et Izj sont les moments quadratiques

de la section par rapport aux axes (O,y) et (O, z) du repère local, I0j est la constante de

torsion.

De manière similaire, à partir de l’équation (4.16) la matrice de masse du corps flexi-

ble j s’exprime :

Mj =




M11j M12j

MT
12j

M22j



 (4.32)

avec

M11j =

















mj 0 0 0 mjzGj
−mjyGj

0 mj 0 −mjzGj
0 mjxGj

0 0 mj mjyGj
−mjxGj

0

0 −mjzGj
mjyGj

Jxxj
Jxyj Jxzj

mjzGj
0 −mjxGj

Jxyj Jyyj Jyzj

−mjyGj
mjxGj

0 Jxzj Jyzj Jzzj

















(4.33)

M12j =




















mj

2
0 0 0 0 0

0
mj

2
0 0 0

mjlj
12

0 0
mj

2
0

mjlj
12

0

0 0 0
ρjljIpj

2
0 0

0 0 −ρjIyj −
7mjlj
20

0 −
mjl

2
j

20
0

0 ρjIzj +
7mjlj
20

0 0 0 −
mjl

2
j

20




















(4.34)
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M22j =

















mj

3
0 0 0 0 0

0
13mj

35
+

6ρjIzj
5lj

0 0 0 −11mj lj+21ρjIzj
210

0 0
13mj

35
+

6ρjIyj
5lj

0
11mj lj+21ρjIyj

210
0

0 0 0
ρj ljIpj

3
0 0

0 0
11mj lj+21ρjIyj

210
0

mj l
2
j+14ρjIyj lj

105
0

0 −11mj lj+21ρjIzj
210

0 0 0
mj l

2
j+14ρjIzj lj

105

















(4.35)

pour lesquelles,

• xGj
, yGj

et zGj
sont les coordonnées cartésiennes du centre de gravité du corps j

dans le repère Fj ;

• Jxxj
, Jyyj , Jzzj , Jxyj , Jxzj et Jyzj sont les termes de la matrice d’inertie exprimés à

l’origine du repère Fj ;

• Ipj = Iyj + Izj est le moment quadratique polaire.

4.2.2 Modèle élastodynamique d’une structure arborescente

Les modèles élastodynamiques d’un corps flexible ont été introduits. Nous nous intéressons

maintenant à la modélisation de la structure arborescente composée de plusieurs corps

flexibles élémentaires.

Considérons maintenant un robot parallèle constitué d’une base rigide fixe (représen-

tée par l’élément 0), d’une plate-forme mobile et de n jambes, chaque jambe étant une

châıne cinématique sérielle contenant mi−1 éléments liés entre eux par mi liaisons (pivot,

glissière, encastrement, etc. - i = 1, . . . , n) aux points Aik (k = 1, . . . , mi - Figure 4.3(a)

p. 105). Par cette description, chaque corps du robot peut-être composé d’un ou plusieurs

élément(s). L’élément j de la ième jambe est noté ij avec j = 1, . . . , mi − 1. Si le nom

de l’élément contient plus d’un caractère, une virgule sépare alors le nom de la jambe du

nom de l’élément. Les valeurs nominales des variables motorisées (ou respectivement, des

variables passives) sont notées qa (qp, resp.). Enfin, les valeurs nominales des coordon-

nées cartésiennes de la plate-forme exprimées dans le repère de base sont notées xp. La

dimension na du vecteur qa doit être supérieure ou égale au nombre de degrés de liberté

du robot parallèle. La dimension np du vecteur qp est égale à mi−na. Après déformations

élastiques, la variation des variables précédemment introduites est notée δqa, δqp et δxp,
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respectivement. Si aucune déformation n’est prise en compte dans la liaison actionnée

alors δqa = 0.

Le nombre de fonctions de forme pour modéliser l’élément ij est noté Nij (j =

1, . . . , mi−1). Par conséquent, la dimension nei du vecteur des variables élastiques qei de

la jambe i est égale à
∑mi−1

j=1 Nij et la dimension ne du vecteur des variables élastiques qe

de la structure arborescente est égale à
∑n

i=1 nei.

Ainsi, le vecteur des coordonnées généralisées de la structure arborescente est donné

par qt =
[
qT
t1
· · · qT

tn

]T
, avec qti =

[
δqT

ai
δqT

pi
qT
ei

]T
les coordonnées généralisées de la

jambe i et où δqai , δqpi et qei sont les vecteurs des coordonnées généralisées actionnées,

passives et élastiques de la ième jambe.

4.2.2.1 Relation entre les coordonnées généralisées du corps flexible et celles

de la structure arborescente virtuelle

L’objectif de cette section est d’exprimer les vitesses généralisées vij(Aij), ωij(Aij) et

q̇eij du corps ij en fonction des vitesses généralisées q̇t =
[
qT
t1
· · · qT

tn

]T
de la structure

arborescente. Pour cela, nous introduisons les matrices jacobiennes Jij telle que :








vij(Aij)

ωij(Aij)

q̇eij







= Jijq̇t (4.36)

En effet, le torseur cinématique du corps ij exprimé dans le repère local Fij est lié

au coordonnées généralisées qti de la jambe i, puis aux coordonnées généralisées de la

structure arborescente qt par les matrices jacobiennes Ji
vij

et Jvij telles que :




vij(Aij)

ωij(Aij)



 = Ji
vij
q̇ti = Jvij q̇t (4.37a)
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où

Jvij =
[

0 · · · Ji
vij

· · · 0
]

(4.37b)

q̇t =














q̇t1

...

q̇ti

...

q̇tn














(4.37c)

où Ji
vij

est de taille (6×nti) avec nti la dimension du vecteur q̇ti et Jvij est de taille (6×nt)

avec nt la dimension du vecteur q̇t.

De plus les vitesses généralisées élastiques q̇eij du corps ij sont contenues dans le

vecteur q̇t, il est donc possible d’introduire la matrice Jeij composée de 0 et de 1 perme-

ttant d’extraire le vecteur q̇eij du vecteur q̇t tel que :

q̇eij = Jeij q̇t (4.38)

La matrice jacobienne Jij de l’équation (4.36) est donc composée des deux matrices

Jvij et Jeij telle que :

Jij =




Jvij

Jeij



 (4.39)

La matrice Jvij est calculée à l’aide d’une méthode générique et systématique décrite

ci-après et issue de [Pashkevich et al., 2009].

Pour cela, calculons la matrice de transformation homogène Tij , définissant la position

du repère local attaché à l’élément ij par rapport au repère de base. Par définition, cet

élément appartient à la jambe i et il est précédé par l’élément j−1. Chaque élément ik en

amont (k = 1, . . . , j) est relié aux autres par une liaison (pivot, glissière ou encastrement)

paramétrée par la variable nominale qik (Figure 4.3(b)). La matrice Tij s’écrit donc :

Tij = Ti
base

(
j−1
∏

k=1

(
Va(qik)T

ik
eltVe(qeik)

)

)

Va(qij)T
i
end (4.40)

où

• Ti
base dénote la transformation rigide entre le repère global de la base et le repère



116 Chapitre 4. Modèles élastiques

attaché à la ième jambe ;

• La fonction matricielle Va(.) est la matrice de transformation homogène correspon-

dant à une rotation ou une translation élémentaire de paramètre qik ;

• Tik
elt dénote la transformation rigide entre le repère attaché à l’élément ik et le repère

attaché à l’élément i, k + 1 sans prendre en compte l’état déformé ;

• La fonction matricielle Ve(.) représente les translations et les rotations induites par

la déformation du corps flexible (si le corps est rigide, cette matrice est la matrice

identité et qeik = 0) ;

• Tij
end est une matrice qui permet d’écrire, dans le repère de base, la position du repère

local attaché à ij. Cette matrice permet donc à la sous-matrice de Tij correspondant

aux rotations d’être égale à la matrice identité.

En regroupant toutes les variables introduites dans l’équation (4.40) dans le vecteur

qtij =
[

qi1 q
T
ei1

· · · qT
ei,j−1

qij

]T

(4.41)

et en notant qtijl la l
ème composante du vecteur qtij , l’équation (4.40) peut-être réécrite :

Tij = HR
ijlVijl(qtijl)H

L
ijl (4.42)

où HR
ijl et H

L
ijl sont des matrices de transformations homogènes constantes par rapport à

qtijl tandis que le deuxième terme correspond à la matrice de transformation homogène

élémentaire d’une translation ou d’une rotation. La dérivée partielle de la matrice de

transformation homogène Tij par rapport à qtijl dans la configuration nominale qnomtijl
est

facilement calculable en remplaçant Vijl(qtijl) par la matrice Vd
ijl(.) = ∂Vijl(qtijl)/∂qtijl

qui admet une forme analytique simple ; qnomtijl
= 0 pour une variable élastique mais

ne l’est pas forcement pour une variable articulaire. Par exemple, pour les matrices

de transformations de rotation et de translation élémentaires selon l’axe x, leur matrice
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dérivée prend les formes suivantes :

Vd
ijl(qtijl) =











0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0











pour une translation de direction l’axe x

Vd
ijl(qtijl) =











0 0 0 0

0 − sin(qtijl) − cos(qtijl) 0

0 cos(qtijl) − sin(qtijl) 0

0 0 0 0











pour une rotation autour de l’axe x

(4.43)

Les matrices dérivées des translations et rotationsVd
ijl(.) selon d’autres axes sont obtenues

de manière similaire.

Considérant uniquement des petits déplacements dans la détermination des fréquences

propres, la dérivée de la matrice de transformation homogène Td
ij peut s’écrire sous la

forme suivante :

Td
ij = ∂Tij/∂qtijl = HR

ijlV
d
ijl(qtijl)H

L
ijl (4.44)

=











0 −γdzijl γdyijl λdxijl

γdzijl 0 −γdxijl
λdyijl

−γdyijl γdxijl
0 λdzijl

0 0 0 0











(4.45)

Notons que le vecteur 0j
qtijl
vij =

[

λdxijl
λdyijl λ

d
zijl

γdxijl
γdyijl γ

d
zijl

]T

, obtenu en extrayant les

termes de la matrice Td
ij obtenue dans l’équation (4.45), est à la lème colonne de la matrice

Jacobienne 0Jvij correspondant à la variable q̇tijl . Afin de projeter 0j
qtijl
vij , écrit dans le

repère global, dans le repère local du corps ij, la matrice (6 × 6) de rotation étendue,

notée ijR0, est définie par :

ijR0 =





ijR0 03

03
ijR0



 (4.46)

où ijR0 est la matrice de rotation rigide entre le repère global et le repère local attaché

à l’élément ij ; elle peut-être extraite de l’équation (4.40). Donc en multipliant ijR0 par
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le vecteur 0j
qtijl
vij , la colonne j

qtijl
vij correspondant à la variable q̇tijl de la matrice Jacobienne

Ji
vij

définie dans l’équation (4.37a) est obtenue par l’équation suivante :

j
qtijl
vij = ijR0

0j
qtijl
vij (4.47)

4.2.2.2 Matrices de masse et de raideur de la structure arborescente

D’après les équations (4.14) et (4.17), le lagrangien de la structure arborescente s’exprime

de la manière suivante :

Lt =
∑

i,j

(
Tij − Veij

)
=

1

2

∑

i,j
















vij(Aij)

ωij(Aij)

q̇eij








T

Mij








vij(Aij)

ωij(Aij)

q̇eij







− qT

eij
Kijqeij









(4.48)

Introduire (4.37a) dans (4.48) conduit à :

Lt =
1

2

∑

i,j

(

q̇T
t J

T
ijMijJijq̇t − qT

t J
T
eij
KijJeijqt

)

=
1

2

(
q̇T
t Mtq̇t − qT

t Ktqt

)
(4.49)

où Mt et Kt sont les matrices de masse et de raideur de la structure arborescente.

En ajoutant la contribution de la plate-forme rigide libre dans (4.49), le lagrangien du

système totale s’écrit :

L =
1

2

(
q̇T
t Mtq̇t + ẋT

pMpẋp − qT
t Ktqt

)

=
1

2





[

q̇T
t ẋT

p

]




Mt 0

0 Mp








q̇t

ẋp



−
[

qT
t δxT

p

]




Kt 0

0 0








qt

δxp









=
1

2

(
q̇T
totMtotq̇tot − qT

totKtotqtot

)

(4.50)

où Mp est la matrice de masse de la plate-forme rigide. Mtot et Ktot sont les matrices de

masse et de raideur du système virtuel. qtot =
[
qT
t δx

T
p

]T
est le vecteur contenant toutes

les coordonnées généralisées du système virtuel.
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4.2.3 Modèle élastodynamique d’un robot parallèle

Le modèle du robot virtuel (structure arborescente et plate-forme libre) ne prend pas

en compte les fermetures de boucles cinématiques. Par conséquent les nqtot composantes

du vecteur qtot ne sont pas indépendantes. Toutes les composantes indépendantes sont

regroupées dans un vecteur noté q et la manière de déterminer ce vecteur est expliquée

par la suite.

4.2.3.1 Relation entre les coordonnées généralisées de la structure arbores-

cente virtuelle et celles du robot parallèle

Pour déterminer une manière de regrouper les coordonnées généralisées du robot paral-

lèle, exprimons les relations entre les vitesses généralisées q̇ti et le torseur cinématique

associé à l’élément terminal de chaque jambe i. L’élément terminal est noté mi. Il

est confondu avec un point matériel noté Ai,mi
(Figure 4.3) situé en aval de la liai-

son mi. En utilisant l’équation (4.37a) pour calculer ce torseur cinématique4 ti,mi
=

[

vT
i,mi

(Ai,mi
) ωT

i,mi
(Ai,mi

)
]T

décrivant les vitesses de l’extrémité de chaque jambe, la

relation suivante est obtenue :

ti,mi
= Ji

vi,mi
q̇ti (4.51)

Du fait que l’extrémité de la jambe soit aussi reliée à la plate-forme rigide au niveau

du point Ai,mi
, son torseur cinématique est relié au torseur cinématique de la plate-forme

par la loi des corps rigides. Cette relation peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :

ti,mi
= Ji

pẋp (4.52)

avec

Ji
p =

i,miR0




I3 [pi]×

0 I3



 (4.53)

où Ji
p est une matrice (6 × 6), [pi]× est la matrice (3 × 3) du pré-produit vectoriel du

vecteur pi, vecteur position du point Ai,mi
par rapport au centre de la plate-forme et

i,miR0 est la matrice (6× 6) de rotation rigide étendue entre le repère global (dans lequel

est exprimé ẋp) et le repère local de l’élément i,mi (dans lequel est exprimé ti,mi
par

l’équation (4.37a))

4Pour une meilleure lisibilité l’indice ij est écrit i, j dans la suite de cette partie
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De cette manière, le système d’équations de contrainte reliant les torseurs cinématiques

ti,mi
, i = 1, . . . , n de chaque jambe du robot au torseur cinématique de la plate-forme ẋp

et au vecteur des vitesses généralisées q̇ti est obtenu :








J1
v1,m1

· · · 0
...

. . .
...

0 · · · Jn
vn,mn















q̇t1

...

q̇tn







−








J1
p

...

Jn
p







ẋp = 0 (4.54)

Ce système peut s’écrire aussi de la manière suivante :

Jvq̇t − Jpẋp =
[

Jv −Jp

]




q̇t

ẋp



 = Jtotq̇tot = 0 (4.55)

où Jtot est une matrice (r n×nqtot) et nqtot > r n ; r = 6 pour un robot spatial, r = 3 pour

un robot plan. Ce qui signifie qu’il existe un sous-ensemble qd de r n variables du vecteur

qtot lié aux variables indépendantes. Cependant ce sous-ensemble n’est pas unique.

Une première idée serait de rassembler dans ce sous-ensemble toutes les coordonnées de

liaisons passives, c.-à-d. q∗

d =
[
δqT

p δxp

]
. Cependant, lors de l’étude de robots parallèles

surcontraints : dim (q∗

d) < r n. Par conséquent, le sous-ensemble qd doit être complété par

certaines variables élastiques prises aléatoirement. Cette méthodologie risque d’entrainer

une description asymétrique des variables de chaque jambe alors que pour la plupart des

robots parallèles, toutes leurs jambes sont identiques. Pour éviter cela, il est préférable

de sélectionner dans qd les r dernières composantes, notée qf
ti
, de chaque vecteur qti . Ce

dernier peut s’écrire en deux parties : qti =
[

q0T
ti

qfT
ti

]T

. D’après l’équation (4.54), les

variables redondantes q̇f
ti
s’écrivent en fonction des variables indépendantes :

−








Jf1
v1,m1

· · · 0
...

. . .
...

0 · · · Jfn
vn,mn















q̇f
t1

...

q̇f
tn







=








J01
v1,m1

· · · 0 −J1
p

...
. . .

...
...

0 · · · J0n
vn,mn

−Jn
p


















q̇0
t1

...

q̇0
tn

ẋp











(4.56)
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s’écrivant aussi

− Jf
v








q̇f
t1

...

q̇f
tn







=
[

J0
v −Jp

]











q̇0
t1

...

q̇0
tn

ẋp











(4.57)

ou encore








q̇f
t1

...

q̇f
tn







= −

(
Jf
v

)−1
[

J0
v −Jp

]











q̇0
t1

...

q̇0
tn

ẋp











=








Jd1,1 · · · Jd1,n Jd1,n+1

...
. . .

...
...

Jdn,1
· · · Jdn,n

Jdn,n+1







q̇ (4.58)

avec

• J0i
vi,mi

(Jfi
vi,mi

, resp.) regroupant les colonnes de la matrice Ji
vi,mi

correspondant aux

variables q̇0
ti
(q̇f

ti
, resp.) ;

• Jdik est donc la matrice de l’application linéaire de q̇0
tk

sur q̇f
ti
, k = 1, . . . , n ;

• Jdi,n+1
est donc la matrice de l’application linéaire de ẋp sur q̇f

ti
.

Il est intéressant de remarquer que l’inversion de la matrice Jf
v implique uniquement

l’inversion des matrices Jfi
vi,mi

de taille (r × r), ce qui diminue la complexité de calcul.

De plus, ces matrices (r × r) admettent une forme particulière qui est décrite par la

suite, lorsqu’un modèle poutre 3D est utilisé pour modéliser les éléments de la jambe i,

rendant leur inversion numérique inutile.

La démonstration suivante est appliquée aux blocs (r× r) des sous matrices Jvi,l , que

l’on note J
qei,l
vi,l , contenue dans Jvij de l’équation (4.37a) correspondant aux coordonnées

élastiques qei,l de l’élément l. Cette démonstration reste vraie pour les termes Jfi
vi,mi

de

l’équation (4.56) si les coordonnées qf
ti

correspondent bien aux coordonnées élastiques

qei,mi
du mi

ème élément de la jambe i (élément terminal), noté i,mi.

Il peut être démontré que la pème colonne (p = 1, . . . , r) de la matrice J
qei,l
vi,l correspond

au torseur cinématique unitaire associé au mouvement de l’élément l écrit en Ai,mi
de la

châıne cinématique dans son mouvement de translation ou de rotation le long de la pème

composante du vecteur qei,l [Khalil et Dombre, 1999]. Par ce biais, la matrice J
qei,l
vi,l peut
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s’exprimer :

J
qei,l
vi,l = i,miRi,l




I3 [pi,l]×

0 I3



 (4.59)

où i,miRi,l est la matrice de rotation rigide étendue entre le repère local attaché à l’élément

terminal i,mi et le repère local attaché à l’élément i, l, et [pi,l]× est la matrice de pré-

produit vectoriel du vecteur pi,l qui est la position du point terminal de la jambe i par

rapport au repère local attaché à l’élément i, l. Donc l’inverse de cette matrice est facile-

ment calculée par :

(
J
qei,l
vi,l

)−1
=





i,miRT
i,l −

(
[pi,l]×

i,miRT
i,l

)

0 i,miRT
i,l



 (4.60)

Des relations similaires peuvent-être obtenues si des poutres 2D sont utilisées.

Finalement, la matrice jacobienne reliant toutes les variables q̇tot aux variables in-

dépendantes q̇ = [q̇0T
t1

· · · q̇0T
tn

ẋp]
T est obtenue par l’équation suivante :

q̇tot =

















q̇0
t1

q̇f
t1

...

q̇0
tn

q̇f
tn

ẋp

















=

















Ic1 · · · 0 0

Jd1,1 · · · Jd1,n Jd1,n+1

... · · · ...
...

0 · · · Icn 0

Jdn,1
· · · Jdn,n

Jdn,n+1

0 · · · 0 I6



























q̇0
t1

...

q̇0
tn

ẋp











= Jq̇ (4.61)

où Ici est la matrice identité (ci × ci) avec ci le nombre de composantes du vecteur q̇0
ti
.

Considérant l’hypothèse des petits déplacements, la relation suivante reste vraie :

qtot = Jq (4.62)

4.2.3.2 Matrices de masse et de raideur globales du robot parallèle

En introduisant l’équations (4.62) dans l’équation (4.50), le lagrangien devient :

L =
1

2

(
q̇TJTMtotJq̇− qTJTKtotJq

)
=

1

2

(
q̇TMq̇− qTKq

)
(4.63)

Si l’on considère uniquement le problème lié aux fréquences propres, les matrices M

et K sont évaluées en configuration non-déformée ; c.-à-d. pour q = 0. Les équations de



4.2 Modèle élastodynamique 123

Lagrange donnent alors :

d

dt

(
∂L

∂q̇

)

− ∂L

∂q
= Mq̈+Kq = 0 (4.64)

Une solution ql de cette équation du mouvement vérifie :

(
ω2
l M−K

)
ql = 0 (4.65)

où ωl = 2πfl, fl est la fréquence propre associée au lème mode propre de vibration et ql

est son vecteur propre associé.

Toutes les fréquences propres du robot parallèle sont donc obtenues en calculant les

valeurs propres du problème suivant :

det
(
ω2
l M−K

)
= 0 (4.66)

Dans la section suivante, la méthode décrite dans cette partie est appliquée à l’architecture

de l’IRSBot-2

4.2.4 Application à l’IRSBot-2

La modélisation du robot utilisée dans cette section est décrite dans la Figure 4.2 p. 101.

La base et la plate-forme sont considérées indéformables. La partie verticale du coude

est aussi considérée rigide et sans masse. Les paramètres de sections utilisés sont résumés

dans le Tableau 4.1

4.2.4.1 Matrices de masse et de raideur de l’IRSBot-2

Chaque jambe de l’IRSBot-2 est constituée de deux châınes cinématiques fermées reliées

entre elles par le segment rigide [H ′

kHk] (voir Figure 4.2). La première boucle cinématique

constitue le parallélogramme et la deuxième boucle cinématique le module distal. Les

systèmes virtuels associés à ces boucles sont nommés respectivement le système virtuel 1

et le système virtuel 2.

La modélisation élastodynamique de l’IRSBot-2 s’obtient par les étapes suivantes :

1. calcul des matrices de masse et de raideur du système virtuel 1 en supposant le

parallélogramme coupé en H ′

k ;
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2. calcul des matrices de masse et de raideur du parallélogramme incluant les relations

de fermeture cinématique ;

3. calcul des matrices de masse et de raideur du système virtuel 2 en supposant la

jambe distale coupée en F1k et F2k ;

4. calcul des matrices de masse et de raideur de la jambe distale incluant les relations

de fermeture cinématique ;

5. calcul des matrices de masse et de raideur de la jambe k ;

6. calcul des matrices de masse et de raideur du robot.

Le détail de la modélisation est présenté en Annexe C.3.

Un seul élément poutre 3D est utilisé pour modéliser les éléments prox1, prox2 et

dist (voir Figure 4.2). Le coude, lui, est décomposé en 4 éléments poutres 3D : [CkH
′

k],

[BkH
′

k], [HkE1k] et [HkE2k]. De cette manière, l’IRSBot-2 est modélisé comme un mé-

canisme spatial et son modèle élastodynamique contient 142 coordonnées généralisés : (i)

96 coordonnées élastiques ; (ii) 22 coordonnées articulaires passives, c.-à-d. que pour

une jambe, l’IRSBot-2 admet trois liaisons pivots passives par module proximal et qua-

tre liaisons de type cardan par module distal ; (iii) 24 coordonnées intermédiaires pour

fermer la boucle interne des systèmes 1 et 2 de chaque jambe ; (iv) 6 coordonnées pour

les coordonnées cartésiennes de la plate-forme mobile. D’après la Section 4.2.3.1, il peut

être déduit qu’il existe seulement 76 coordonnées indépendantes parmi le vecteur des 142

coordonnées généralisées. Les 72 coordonnées liées sont réparties de la manière suivante :

48 coordonnées sont redondantes dues à la fermeture des quatre boucles, 12 sont liées par

la mise en série des systèmes 1 et 2 enfin, 12 sont redondantes lors de la fermeture des

deux jambes entre elles.

4.2.4.2 Validation du modèle réalisé

Pour valider ce modèle créé sous Matlab, une modélisation de l’IRSBot-2 sous Cast3M

[Cast3M, 1980] a été réalisée. Cast3M permet aussi de déterminer le modèle élastody-

namique de structures modélisées par des poutres.

Dans un premier temps les paramètres sont choisis de manière arbitraire (exprimé en

m). On prend : l1 = 0.375, l2eq = 0.825, b = 0.1375, p = 0.05, wPa = 0.2, a1 =
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0.42, a2 = 0.03, ez = 0, ex = 0.

Les sections Soν des éléments flexibles sont cylindriques creuses de diamètres extérieur

et intérieur notés Doν et doν où ν correspond aux éléments prox1, prox2, dist et elb

représentés dans la Figure 4.2, Dprox1
= 0.06, dprox1

= 0.05, Dprox2
= 0.04, dprox2

=

0.03; Ddist = 0.05, ddist = 0.0485, Delb = 0.04, delb = 0.035

Le matériau choisi est un alliage d’aluminium (Au4g) pour chaque élément flexible,

avec E = 67.5 GPa son module d’Young, G = 25.2 GPa son module de cisaillement et

ρ = 2700 kg.m−3 sa densité. La discrétisation des éléments sous Cast3m est la même que

la modélisation Matlab ; un seul élément poutre est utilisé pour modéliser les éléments

prox1, prox2 et dist, le coude est décomposé en 3 éléments poutres : [CkHk], [HkE1k] et

[HkE2k]. Puisque ez = 0 et ex = 0, le point H ′

k est confondu avec le point Bk et Hk.

Les 90 premières fréquences propres obtenues sous Cast3M et Matlab ne diffèrent

presque pas, les dix premières sont données sur 6 configurations du robot dans le Tabl-

eau 4.4.

Table 4.4 – Comparaison des fréquences propres de l’IRSBot-2 obtenues avec Cast3M et celles
obtenue avec Matlab. Les fréquences propres sont données en Hz

(Hz)
Conf. 1 :
x = 0, z =
−0.75

Conf. 2 :
x = 0.2,
z = −0.95

Conf. 3 :
x = 0.6,
z = −0.85

Conf. 4 :
x = 0.4,
z = −0.9

Conf. 5 :
x = 0.1,
z = −1

Conf. 6 :
x = 0.15,
z = −0.8

f1(Matlab) 67.042 56.164 57.366 58.115 52.656 65.408
f1(Cast3M) 67.043 56.165 57.366 58.115 52.656 65.409
f2(Matlab) 67.602 61.612 60.616 61.469 60.877 65.626
f2(Cast3M) 67.602 61.613 60.616 61.469 60.877 65.627
f3(Matlab) 112.050 115.916 120.846 116.278 118.047 111.481
f3(Cast3M) 112.05 115.92 120.85 116.28 118.05 111.48
f4(Matlab) 128.334 128.088 128.185 127.521 128.842 127.524
f4(Cast3M) 128.33 128.09 128.19 127.52 128.84 127.52
f5(Matlab) 135.094 138.396 145.189 141.473 137.728 136.484
f5(Cast3M) 135.09 138.40 145.19 141.47 137.73 136.48
f6(Matlab) 137.203 140.601 151.527 144.480 141.213 138.031
f6(Cast3M) 137.20 140.60 151.53 144.48 141.21 138.03
f7(Matlab) 184.204 175.770 172.908 175.348 173.981 182.663
f7(Cast3M) 184.20 175.77 172.91 175.35 173.98 182.66
f8(Matlab) 189.221 193.052 184.967 191.430 194.068 190.037
f8(Cast3M) 189.22 193.06 184.97 191.43 194.07 190.04
f9(Matlab) 192.268 202.034 198.741 199.530 205.298 194.118
f9(Cast3M) 192.27 202.03 198.74 199.53 205.30 194.12
f10(Matlab) 204.981 205.212 201.753 204.153 207.014 205.825
f10(Cast3M) 204.99 205.21 201.75 204.15 207.01 205.82
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Les résultats sous Cast3M étant données avec cinq chiffres significatifs, aucune erreur

significative entre les modèles n’est constatée. D’un point de vue théorique, le modèle

élastodynamique fonction des paramètres de conception que nous avons décrit permet

d’obtenir les fréquences propres d’un robot parallèle avec la même précision qu’un logiciel

MEF/AMS. En augmentant le nombre d’élément par corps les résultats sont plus précis.

Cependant utiliser plus de 10 éléments par corps n’améliore plus les résultats. Lors d’une

modélisation incluant 1 élément par corps, une erreur d’environ 0.7% est observée sur la

première fréquence propre par rapport à une modélisation incluant 10 éléments par corps.

Cette erreur atteint 10% pour les fréquences les plus hautes listées dans le Tableau 4.4.

Les résultats de références (avec 10 éléments par corps) sont obtenus pour un temps de

calcul 9 fois plus long (environ 9 s) que lors d’une modélisation à 1 élément. Cependant,

utiliser 2 éléments par corps permet d’obtenir un bon compromis pour l’usage voulu5.

Nous allons voir dans la section suivante une comparaison des fréquences propres

obtenues avec le modèle Matlab et les fréquences propres mesurées par sonnage statique.

4.2.5 Autre cas d’application et expérimentations

Cette section a pour objectif de valider de manière expérimentale la modélisation élasto-

dynamique développée dans la Section 4.2. Cependant, le laboratoire ne disposant pas

encore du prototype industriel de l’IRSBot-2, les expérimentations ont été réalisées sur

un prototype disponible : le NaVARo [Rakotomanga et al., 2008].

Le paramétrage utilisé pour la description du modèle est donné par les paramètres de

Denavit-Hartenberg modifiés, et les fréquences propres obtenues sont comparées avec un

logiciel MEF/AMS Cast3M [Cast3M, 1980], et de manière expérimentale.

4.2.5.1 Description du NaVARo

Le NaVARo (acronyme pour Nantes Variable Actuation Robot) a été développé à l’IRCCyN

et est représenté dans la Figure 4.5(a). Le NaVARo est un manipulateur parallèle plan

à 3 ddl composé de trois jambes identiques et d’une plate-forme mobile constituée de

trois segments [E1P ], [E2P ] et [E3P ], reliés de manière rigide au point P . La ième jambe

contient quatre éléments AiBi, BiCi, CiEi, AiDi (respectivement appelées élément 2i,

5une erreur inférieure à 0.5% même pour les plus hautes fréquences et un temps de calcul d’environ
1.1 s
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élément 3i, élément 4i et élément 1i) connectées par cinq liaisons pivot de sorte que

AiBiCiDi (i = 1, 2, 3) soit un parallélogramme. Le repère de base Fb (O,x0,y0, z0) (qui

n’apparâıt pas dans la Figure 4.5(b)) est défini de sorte que le point O soit situé au centre

géométrique du triangle équilatéral A1A2A3. Le repère Fp (P,xp,yp, zp) est attaché à la

plate-forme mobile. Dans la configuration de base visible dans la Figure 4.5, Fb et Fp

cöıncident. Les coordonnées cartésiennes du point P dans le repère Fb sont (xp, yp), et θp

est l’angle d’orientation de la plate-forme ; plus précisément, c’est l’angle entre x0 et xp

autour de z0.

L’angle entre l’axe x0 et l’élément 1i est noté q1i, l’angle entre les éléments 1i et 2i est

noté q2i. Trois double-embrayages sont montés sur la base et situés aux points Ai, i =

1, 2, 3, de manière à actionner les angles q1i ou q2i. Par conséquent, le NaVARo a huit

modes de fonctionnement, comme décrit dans [Rakotomanga et al., 2008]. Ainsi, grâce à

un schéma d’actionnement judicieux, la plate-forme mobile peut se déplacer dans l’espace

de travail du manipulateur sans rencontrer de singularité parallèle [Arakelian et al., 2008].

La cinématique de la ième jambe est décrite par les paramètres de Denavit-Hartenberg

modifiés (DHM ) [Khalil et Dombre, 1999] donnés dans le Tableau 4.5, pour lequel γi = π/2

si i = 1, γi = −5π/6 si i = 2 et γi = −π/6 si i = 3.

Table 4.5 – Paramètres DHM de la ième jambe du NaVARo

ji a(ji) σji γji bji αji dji θji rji
1i 0 0 γi 0 0 d1 = 0.4041m q1i − γi 0
2i 0 0 γi 0 0 d1 = 0.4041m q2i − γi 0
3i 2i 0 0 0 0 d3 = 0.2100m q3i 0
4i 3i 0 0 0 0 d4 = 0.2100m q4i 0
5i 4i 0 0 0 0 d5 = 0.4200m q5i 0

Chaque élément, de section rectangulaire, est fabriqué en duraluminium (Au4g)(E =

74 GPa, G = 28, 9 GPa, ρ = 2800 kg/m3). Le Tableau 4.6 donne l’aire des différentes

sections et les moments d’inertie de chaque élément.

Table 4.6 – Caractéristique des sections de poutre du NaVARo

link Aij (m
2) Iyij (m4) Izij (m4) Ipij (m4) I0ij (m4)

1i, 2i, 3i, 4i 2.4 · 10−4 1.152 · 10−8 2.000 · 10−9 1.352 · 10−8 5.902 · 10−9

5i 4 · 10−4 3.333 · 10−8 5.333 · 10−8 8.666 · 10−8 1.123 · 10−8
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(a) Prototype du NaVARo situé à l’IRCCyN, Nantes, France
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(b) Schéma de paramétrage du NaVARo

Figure 4.5 – Le NaVARo
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4.2.5.2 Modélisation élastodynamique et validation logicielle

Dans le dispositif expérimental, les rotations des éléments 1i et 2i autour du point

Ai i = 1, 2, 3, sont bloquées à l’aide du double-embrayage. Donc le robot n’admet aucun

déplacement rigide et ce, sans que la commande n’interviennent dans le maintien en posi-

tion du robot. La modélisation élastodynamique du NaVARo est complexe en raison de la

châıne en boucle fermée dans chaque jambe, et s’obtient grâce aux trois étapes suivantes :

1. calcul des matrices de masse et de raideur du système virtuel en supposant que la

plate-forme mobile soit coupée au point P et que les parallélogrammes soient ouverts

aux points Di, i = 1, 2, 3 ;

2. calcul des matrices de masse et de raideur des jambes en incluant les châınes en

boucles fermées ;

3. calcul des matrices de masse et de raideur du NaVARo.

Un seul élément poutre 3D est utilisé pour modéliser les éléments 1i, 2i, 3i et 5i (voir

Section 4.2.1.3), et deux éléments poutres 3D sont utilisés pour modéliser les éléments 4i,

ce dernier étant deux fois plus long que les premiers.

De cette manière, le NaVARo est modélisé comme un mécanisme spatial et son mo-

dèle élastodynamique contient 144 coordonnées généralisés : (i) 108 coordonnées élas-

tiques ; (ii) 12 coordonnées articulaires passives, c.-à-d. quatre liaisons passives par

jambes ; (iii) 18 coordonnées intermédiaires permettant d’assembler la boucle interne de

chaque jambe ; (iv) 6 coordonnées pour les coordonnées cartésiennes de la plate-forme mo-

bile. D’après la Section 4.2.3.1, il peut-être déduit qu’il existe seulement 90 coordonnées

généralisées indépendantes parmi le vecteur de 144 coordonnées.

Un code Matlab a été écrit pour calculer les matrices de masse et de raideur du robot

en utilisant la procédure de modélisation présentée dans les Sections 4.2.1 à 4.2.3. Les

matrices obtenues ont été validées par un modèle équivalent développé à l’aide du logiciel

Cast3M [Cast3M, 1980]. Les deux modèles donnent les mêmes valeurs6 pour les 90 pre-

mières fréquences propres du NaVARo. Le Tableau 4.7 donne les cinq premières fréquences

propres du NaVARo pour les huit configurations du robot représentées Figure 4.6.

6À noter que les résultats Cast3M sont donnés qu’avec cinq chiffres significatifs
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Table 4.7 – Comparaison des fréquences propres du NaVARo obtenues avec Cast3m et celles
obtenues avec Matlab

(Hz) Conf. 1 Conf. 2 Conf. 3 Conf. 4 Conf. 5 Conf. 6 Conf. 7 Conf. 8
f1(Cast3M) 44.104 45.709 36.982 40.173 36.982 40.173 36.982 40.173
f1(Matlab) 44.104 45.709 36.982 40.173 36.982 40.173 36.982 40.173
f2(Cast3M) 44.104 45.709 49.309 50.317 49.309 50.317 49.309 50.317
f2(Matlab) 44.104 45.709 49.309 50.317 49.309 50.317 49.309 50.317
f3(Cast3M) 53.980 54.580 53.369 52.993 53.369 52.993 53.369 52.993
f3(Matlab) 53.980 54.580 53.369 52.993 53.369 52.993 53.369 52.993
f4(Cast3M) 60.631 65.352 67.283 67.359 67.283 67.359 67.283 67.359
f4(Matlab) 60.631 65.352 67.283 67.359 67.283 67.359 67.283 67.359
f5(Cast3M) 95.615 97.921 91.797 91.516 91.797 91.516 91.797 91.516
f5(Matlab) 95.615 97.921 91.797 91.516 91.797 91.516 91.797 91.516

Remarquons que les fréquences propres du NaVARo sont identiques pour les confi-

gurations 3, 5 et 7 (4, 6 et 8, resp.), car elles correspondent à une rotation de la base du

robot de ±120 deg par rapport aux configurations 3 (4, resp.).
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−0.21 m, θ = −π/3 rad

Figure 4.6 – Huit configurations du NaVARo utilisées pour les validations expérimentales
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4.2.5.3 Validation expérimentale

Des tests expérimentaux ont été menés en utilisant le dispositif présenté Figure 4.7. Les

modes propres du NaVARo ont été excités par sonnage à l’aide d’un marteau de choc.

Un accéléromètre triaxial, permettant de mesurer l’image du déplacement du robot, et un

logiciel d’acquisition et de traitement de données ont conduit à la mesure des fréquences

propres du NaVARo. Le logiciel nommé DataBox a été développé à l’IRCCyN et est

commercialisé par l’entreprise MITIS. Les points d’impact et la direction du choc sont

importants pour exciter le plus grand nombre possible de fréquences de résonance, il est

préférable de choisir ces points à l’endroit où la déformée est la plus importante. C’est

pourquoi, à l’aide des modes de déformations associées à chaque fréquences propres du

NaVARo illustrés dans les Figures de l’Annexe D.1, les points Bi et Ei ont été choisis et

le choc a été réalisé selon les axes du repère de la plate-forme confondus avec le repère

de l’accéléromètre. Un accéléromètre piézoélectrique triaxial, d’une sensibilité de 1000

mV/g, a été utilisé pour la capture des réponses en accélération selon trois directions.

Les acquisitions ont été réalisées pour les huit configurations du robot présentées dans la

Figure 4.6. La résolution de chaque mesure est égale à 1 Hz, le temps d’acquisition égale

à 1 s et le temps d’échantillonnage est de 40 µs.

Les fréquences de résonance ont été obtenues à l’aide d’une transformée de Fourier

rapide des signaux donnés par l’accéléromètre triaxial. Les fréquences mesurées, entre

0 et 80 Hz pour les configurations 1 à 4 sont données dans le Tableau 4.8. Comme

les résultats pour les positions 3, 5 et 7 (resp. 4, 6 et 8) sont similaires du fait de la

symétrie du manipulateur, seuls les résultats pour les configurations 3 et 4 sont donnés

dans le Tableau 4.8. Ces configurations redondantes ont été utilisées pour mettre en valeur

certaines fréquences de résonance à bas niveau d’énergie.

L’amortissement est supposé négligeable, donc les fréquences de résonance du NaVARo

sont considérées proches de ses fréquences naturelles.

Les résultats donnés dans le Tableau 4.8 ne sont visiblement pas les mêmes que ceux

du Tableau 4.7. En effet, lors de la première modélisation, l’élasticité des embrayages n’a

pas été modélisée et les masses des liaisons ont été omises pour la comparaison logiciel, car

le logiciel Cast3M ne permet pas de modéliser les masses ponctuelles. Ainsi, un modèle

Matlab raffiné a été implanté afin de considérer la masse des liaisons (environ 300 g par

liaison) et l’élasticité des embrayages (environ 2000 Nm/rad).
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Figure 4.7 – Matériel expérimental : DataBox

Table 4.8 – Fréquences propres du NaVARo (mesurées et calculées en utilisant un modèle raffiné)
entre 0 et 80 Hz

Conf. (Hz) f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8

1
mes. 22,00 24,00 32,00 - 42,00 50,00 52,00 62,00
calc. 19,25 20,43 40,25 43,16 44,10 - - 67,94

2
mes. 19,00 21,00 - 44,00 45,00 53,00 54,00 56,00
calc. 19,46 20,49 41,88 45,55 47,05 - 56,37 -

3
mes. 17,00 19,00 23,00 27,00 32,00 43,00 46,00 48,00
calc. 17,91 19,71 20,91 - 36,88 41,86 45,61 50,52

4
mes. 18,00 20,00 22,00 33,00 43,00 44,00 50,00 56,00
calc. 18,44 19,26 21,28 36,88 40,60 46,13 55,29 57,81

Conf. (end) (Hz) f9 f10 f11 f12

1
mes. 66,00 77,00 - -
calc. 68,81 79,79 - -

2
mes. 60,00 - - -
calc. 63,10 - - -

3
mes. 57,00 60,00 61,00 65,00
calc. 55,45 61,04 - 65,00

4
mes. 58,00 66,00 - -
calc. 62,27 - - -
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Les fréquences propres du NaVARo calculées à l’aide de ce modèle raffiné et les

fréquences mesurées sont ainsi rassemblées dans le Tableau 4.8 en corrélant les modes

de déformation simulés (cf. Annexe D.1), la direction de sonnage et la direction des

signaux vibratoires, ces derniers étant mesurés par l’accéléromètre triaxial.

Il existe une bonne corrélation entre les fréquences mesurées et les fréquences propres

calculées.

Néanmoins, quelques fréquences prédites ne correspondent pas aux mesures et ré-

ciproquement. Les résultats théoriques et expérimentaux peuvent différer pour les raisons

suivantes :

• le NaVARo n’a pas encore été étalonné et il y a des erreurs dans la position et

l’orientation estimées de la plate-forme ;

• l’élasticité des liaisons passives n’a pas été prise en compte ;

• les éléments du robot sont supposés coplanaires dans le modèle théorique, mais ne

le sont pas dans le prototype afin d’éviter les collisions ;

• les éléments du robot ne sont pas des poutres parfaites car les deux extrémités sont

élargies pour y insérer des roulements ;

• le modèle élastodynamique théorique ne prend pas en compte l’amortissement ;

• des erreurs de mesures et des erreurs dans le traitement du signal peuvent altérer

les résultats expérimentaux.

Cependant, à partir de ces expériences et malgré ces écarts, nous admettons que le

modèle théorique est satisfaisant et que le procédé de modélisation proposé est efficace

pour reproduire le comportement réel du NaVARo. Ce procédé pourra donc être étendu

à tout robot parallèle.

4.3 Conclusions

Ce chapitre a permis d’établir les modèles décrivant le comportement élastique de l’IRSBot-

2.

Tout d’abord, le modèle élastostatique est décrit à l’aide de la méthode des articula-

tions virtuelles à 6 ddl. Il permet de modéliser, à l’aide de la matrice de raideur globale
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du robot, le petit déplacement de l’effecteur dû à la déformation du robot sous un effort

donné.

Le modèle élastodynamique décrit à l’aide de la méthode d’assemblage de matrices de

structure permet d’obtenir les fréquences propres des robots parallèles. Cette méthode est

appliquée à l’IRSBot-2. La manière systématique d’assembler les matrices de structure

et de conserver une écriture de modèle symétrique est un apport majeur de ce chapitre.

La méthodologie à adopter est bien adaptée à la modélisation de robots parallèles. Tout

d’abord, la méthode propose le découpage du robot parallèle en une structure arbores-

cente et une plate-forme libre. Ensuite, elle permet le calcul systématique des matrices

jacobiennes reliant les coordonnées généralisées d’un corps à celles de la structure arbores-

cente puis à celles du robot. Ce calcul repose sur l’écriture de matrices de transformation

homogène. Il est donc facile d’utiliser directement le paramétrage de Denavit-Hartenberg

modifié, classiquement utilisé en robotique. Enfin la méthode propose de regrouper les

coordonnées généralisées indépendantes de sorte à conserver une modélisation symétrique

du robot. Encore une fois, cette dernière étape peut s’implanter facilement dans un algo-

rithme. Finalement, nous avons montré qu’aucune inversion de matrice n’est nécessaire

pour calculer les matrices de masse et de raideur globale du robot ce qui présente des avan-

tages de rapidité et de stabilité pour le calcul numérique. Ces deux matrices permettent

alors de calculer les fréquences propres du robot.

Les résultats élastostatiques et élastodynamiques obtenus sont validés à l’aide d’un

logicielMEF/MAS nommé Cast3M. Nous avons montré qu’il suffisait de modéliser chaque

corps flexible par deux éléments pour obtenir des résultats avec un bon compromis temps

de calcul/temps. Des expérimentations montrent qu’un modèle élastodynamique incluant

une modélisation des liaisons permet de décrire le comportement réel d’un robot paral-

lèle.et l’utilisation de deux éléments par corps

Ces deux modèles sont utilisés dans le chapitre suivant pour étudier les performances

de l’IRSBot-2 en fonction de ses paramètres de conception. Plus particulièrement, ils sont

utilisés dans un processus d’optimisation où le compromis temps de calcul/précision est

important.
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5.1.2.1 Définition de la trajectoire de pick-and-place et de sa

loi horaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
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5.4.3 Paramètres optimaux de l’IRSBot-2 asymétrique . . . . . . 172
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Dans ce chapitre, un processus d’optimisation des paramètres de con-

ception de l’IRSBot-2 est proposé. Ce processus vise à définir la (les)

conception(s) optimale(s) de ce robot pour une tâche de pick-and-place.

Ce processus est ensuite appliqué à différents robots concurrents de

l’IRSBot-2 et à d’autres versions de l’IRSBot-2 afin d’obtenir un panel

de robots conçus pour une même tâche. Les performances de ces robots

sont ainsi comparées.

La conception d’un robot optimal est un problème difficile où beaucoup de paramètres

de conception entrent en jeu. Pour guider le concepteur, le cahier des charges oriente les

choix de conception primordiaux et la mise en place d’un problème d’optimisation permet

à la fois de résoudre un problème complexe et d’obtenir la meilleure solution au vu du

problème posé.

Ce problème d’optimisation comprend des variables de décision ou variables de concep-

tion associées à un espace de décision, une ou plusieurs fonction(s) objectif ou fonction(s)

coût, des contraintes linéaires ou non.
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Dans la littérature, de nombreux processus d’optimisation sont proposés et appliqués

pour déterminer la conception optimale de robot. L’intérêt de notre méthode est que les

critères choisis à respecter (regroupant les fonctions contraintes et objectifs) sont orientés

technologie et sciences pour l’ingénieur, quantifiables et issus des caractéristiques moteurs

contrairement aux critères cinétostatiques souvent utilisés comme l’isotropie, la dextérité,

le conditionnement de la matrice jacobienne et d’autres qui sont difficiles à interpréter par

le concepteur. De plus, un grand nombre de modèles sont utilisés ensemble afin de définir

les performances d’une conception optimale complète.

Dans la Section 5.1, la méthodologie de conception est introduite et nécessite la défi-

nition d’une trajectoire test. Cette trajectoire permet, entre autres, d’inclure les per-

formances dynamiques du robot liées à cette dernière et la motorisation choisie dans

la conception du robot. La méthodologie implique la résolution de deux problèmes

d’optimisation en cascade détaillés dans les Sections 5.2 et 5.3. Cette méthode de concep-

tion est ensuite appliquée dans la Section 5.4 à plusieurs robots parallèles à deux degrés

de liberté en translation afin d’obtenir leur conception optimale satisfaisant un cahier

des charges identique. Les robots considérés sont quatre variantes du robot IRSBot-2, le

PacDrive et le Par2. Les performances obtenues sont comparées dans la Section 5.5 et

les contributions de ce chapitre dans le projet ANR ARROW sont mises en avant dans la

conclusion.

5.1 Conception d’un robot dédié à une tâche de prise

et de dépose

Cette section introduit la méthodologie de conception utilisée pour résoudre un problème

de conception complexe. Ce problème fait intervenir un grand nombre de paramètres

tels que les longueurs, les formes et les matériaux des éléments constituant le robot. Ces

paramètres à déterminer permettent de répondre à un cahier des charges complet inclu-

ant des contraintes d’encombrement, d’espace de travail atteignable, d’actionnement et de

flexibilité. Étant donné que les performances dynamiques dépendent des trajectoires par-

courues, une trajectoire test pour effectuer un cycle de prise et de dépose est ici proposée,

venant compléter le cahier des charges.
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5.1.1 Méthodologie de conception

Avant l’étape de conception détaillée où le choix des solutions technologiques pour réaliser

les différents éléments du robot est fait, la méthodologie de conception admet une étape

de mise en forme ou « embodiment design » [French, 1998] de la solution conceptuelle.

Cette étape consiste à déterminer les principales dimensions des éléments de l’architecture

de robot choisie afin de quantifier ses performances. La conception est ensuite guidée par

le fait que les performances obtenues doivent respecter un cahier des charges.

Dans le cas de l’IRSBot-2, les principales dimensions correspondent aux longueurs

des éléments ainsi que les sections et le matériau de chaque élément. Les paramètres

correspondant sont mentionnés ci-après (cf. Figure 2.5 et Tableau 2.1, p. 36) :

Module proximal : l1, wPa et αk;

Module distal : l2, v1 et v2;

Coude : ex et ez;

Base et Plate-forme : b et p;

Sections : Soν avec ν = {prox1, prox2, elb, dist}

Matériau : Eν : module d’Young ; ρν : densité; Gν : module de cisaillement.

A cette étape de la conception de l’IRSBot-2, les performances sont calculées et

obtenues à l’aide de modèles décrits dans les chapitres précédents.

Pour satisfaire le cahier des charges du Tableau 1.2, la conception du robot doit prendre

en compte différents types de contraintes dont les contraintes :

• géométriques qui englobent les contraintes associées à : la taille du robot ; l’espace

atteignable évitant les singularités, les collisions en tenant compte des butées ; ou

encore qui permettent de relier les erreurs de position de la plate-forme mobile dues

à la capacité du robot à transmettre les erreurs moteur, etc. ;

• cinématiques qui concernent la capacité du robot à transmettre les vitesses des

moteurs à la plate-forme mobile ;

• cinétostatiques qui limitent les efforts transmis par le robot en statique, parti-

culièrement les efforts internes pour ne pas détériorer le robot ;

• élastostatiques qui sont liées aux déformations du robot ;
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• dynamiques qui lient les couples articulaires à fournir pour générer une trajectoire

de pick-and-place aux couples délivrés par les moteurs ;

• élastodynamiques de sorte à rejeter les phénomènes vibratoires et diminuer le temps

de stabilisation aux points de prise et de dépose.

Dans un premier temps, il est intéressant de noter que les contraintes dynamiques sont

liées à la trajectoire parcourue. Cependant la trajectoire et les lois de mouvement ne sont

pas précisément définies dans le cahier des charges. C’est pourquoi une trajectoire test

est définie dans la Section 5.1.2. Cette trajectoire est optimisée dans le but de minimiser

le temps de parcours tandis que l’accélération de la plate-forme mobile reste en dessous

de 20 g. La trajectoire test correspondante sera utilisée lors du processus d’optimisation

de l’IRSBot-2.

Dans un deuxième temps, remarquons que les différentes contraintes listées précédem-

ment peuvent-être séparées en deux catégories : celles qui ne font intervenir que les

paramètres géométriques du robot plan cinématiquement équivalent à l’IRSBot-2 (cf. Fig-

ure 3.1), telles que les contraintes géométriques, cinématiques et cinétostatiques ; celles

nécessitant les paramètres de sections des différents solides du robot telles que les con-

traintes élastostatiques, dynamiques et élastodynamiques. Dans les Sections 5.2 et 5.3, les

contraintes associées à ces deux catégories sont traitées par deux problèmes d’optimisation

résolus en cascade. Ils sont définis de telle sorte que les variables de conception de chacun

des problèmes soient distinctes et que la fonction objectif et les contraintes du premier

problème ne dépendent pas des variables de conception du second problème. Ces deux

problèmes sont appelés les problèmes no 1 et no 2.

5.1.2 Trajectoire test optimale

Le cycle de prise et de dépose imposé par le cahier des charges (Tableau 1.2) n’est défini que

par une cadence à respecter, une accélération limite et deux dimensions caractéristiques,

h la hauteur maximale de prélèvement et w la distance maximale entre les points de prise

et de dépose. Ces données ne suffisent pas à décrire le chemin et le profil temporel que

doit suivre l’effecteur du robot. Cependant, cette trajectoire étant nécessaire au processus

d’optimisation de la conception du robot, nous commencerons donc par la définir.

[Barnard et al., 2012] montre que plus le chemin est adouci (« smooth » ) et court plus



142 Chapitre 5. Conception optimales et comparaison de robots parallèles 2T

l’accélération nécessaire pour parcourir la trajectoire est faible, donc plus faible sont les

couples moteurs requis. [Nabat, 2007] associe un chemin dont le rayon de courbure est con-

tinu avec une loi horaire adaptative modulant l’accélération dans les courbes pour limiter

les effets de l’accélération centripète. Ces accélérations centripètes sont proportionnelles

au carré de la vitesse et à l’inverse du rayon de courbure. Le chemin proposé est composé

de lignes droites et de deux morceaux de clothöıdes pour relier le chemin de prélèvement

à celui de déplacement. [Gauthier et al., 2008] propose d’utiliser les courbes de lamé qui

ont pour avantage d’avoir une forme analytique tout au long du chemin et permettent

une paramétrisation du chemin dans l’espace cartésien. Il introduit l’idée d’optimiser les

paramètres définissant le chemin afin de trouver celui qui minimise l’énergie cinétique

d’une masse parcourant ce chemin.

Nous proposons de définir la trajectoire test comme la trajectoire optimale minimisant

le temps de parcours tout en assurant que l’accélération de la plate-forme mobile le long de

la trajectoire reste inférieur à 20 g. Pour des raisons de simplicité, les S-curves sont utilisées

pour paramétrer la trajectoire de prise et de dépose dans l’espace cartésien. De cette

manière, la courbe de la trajectoire est paramétrée en fonction du temps ce qui permet

de relier directement le chemin à parcourir à sa vitesse de parcours et son accélération.

La courbe est paramétrée de sorte à obtenir un paramétrage sous-contraint permettant

ainsi d’introduire le problème d’optimisation correspondant à l’obtention de la trajectoire

test. Afin de limiter les couples moteurs, nous proposons de limiter l’accélération de la

plate-forme mobile le long de la trajectoire à 20 g.

5.1.2.1 Définition de la trajectoire de pick-and-place et de sa loi horaire

D’après le cahier des charges du Tableau 1.2, l’IRSBot-2 doit être capable de produire un

cycle de pose et de dépose en 200 ms sans dépasser 20 g d’accélération. La trajectoire de

référence adoptée pour définir la conception du robot est illustrée dans la Figure 5.1.

Ce trajet est lissé ou adouci [Khalil et Dombre, 1999] par rapport à celui présenté

dans la Figure 1.2 afin d’éviter la discontinuité de l’accélération entrainant une excitation

du comportement vibratoire du robot non recherchée et une fatigue mécanique [Barnard

et al., 2012]. La trajectoire est symétrique par rapport à (O, z0) et centrée par rapport

au repère de base du robot Fb : (O, x0, y0, z0). Ce trajet consiste en :

(a) un segment vertical du point A au point B de longueur h′ ;
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Figure 5.1 – Paramétrisation de la trajectoire de référence utilisée pour la conception du robot
de prise et de dépose

(b) une courbe BD, symétrique par rapport à la ligne verticale passant par le point C,

C étant le milieu de la trajectoire ;

(c) un segment vertical du point D au point E de longueur h′.

Les points A et E sont distants de la largeur w égale à 300 mm et la hauteur h

de la trajectoire est égale à 25 mm (voir le Tableau 1.2). Soit t0, t1, t2, t3 et t4 les

temps nécessaires pour parcourir la trajectoire du point A aux points A, B, C, D et E,

respectivement. t0 = 0 s, t2 = t4/2 et t3 = t4 − t1 du fait de la symétrie de la trajectoire.

Soit (xA, zA) les coordonnées du point A exprimées dans le repère de base du robot

Fb. xA = w/2 car le chemin de la trajectoire est centré par rapport au repère de base.

La trajectoire est définie dans le plan (x0, O, z0) par des équations paramétriques x(t)

et z(t), définies par des polynômes continus par morceaux en fonction du temps. Chaque

morceau de polynôme est de degré 5 de manière à respecter la continuité de l’accélération.

Par conséquent, la fonction z(t) est définie par quatre polynômes continus par morceaux :

z(t) =







z1(t) = h′ s1(t) + zA, si t ∈ [t0, t1[

z2(t) = (h− h′) s2(t) + h′ + zA, si t ∈ [t1, t2[

z3(t) = −(h− h′) s3(t) + h + zA, si t ∈ [t2, t3[

z4(t) = −h′ s4(t) + h′ + zA, si t ∈ [t3, t4]

(5.1)

De la même manière, la fonction x(t) est exprimée par trois polynômes continus par



144 Chapitre 5. Conception optimales et comparaison de robots parallèles 2T

morceaux :

x(t) =







x1(t) = w/2, if t ∈ [t0, t1[

x2(t) = −w s5(t) + w/2, if t ∈ [t1, t3[

x3(t) = −w/2, if t ∈ [t3, t4]

(5.2)

où sk(t) avec k = 1, . . . , 5 prend la forme suivante :

sk(t) = akt
5 + bkt

4 + ckt
3 + dkt

2 + ekt + fk (5.3)

Les conditions de continuité, en chaque point de raccordement, sont définies par le

système d’équations suivant :







s1(t0) = 0 ṡ1(t0) = 0 s̈1(t0) = 0

s1(t1) = 1 ṡ1(t1) = vB/h
′ s̈1(t1) = aB/h

′

s2(t1) = 0 ṡ2(t1) = vB/(h− h′) s̈2(t1) = aB/(h− h′)

s2(t2) = 1 ṡ2(t2) = 0 s̈2(t2) = 0

s3(t2) = 0 ṡ3(t2) = 0 s̈3(t2) = 0

s3(t3) = 1 ṡ3(t3) = vB/(h− h′) s̈3(t3) = −aB/(h− h′)

s4(t3) = 0 ṡ4(t3) = vB/h
′ s̈4(t3) = −aB/h′

s4(t4) = 1 ṡ4(t4) = 0 s̈4(t4) = 0

s5(t1) = 0 ṡ5(t1) = 0 s̈5(t1) = 0

s5(t3) = 1 ṡ5(t3) = 0 s̈5(t3) = 0

(5.4)

où vB et aB sont les valeurs de la vitesse et l’accélération de la plate-forme mobile au

point B. Notons que −vB et aB sont les valeurs de la vitesse et de l’accélération de la

plate-forme mobile au point D, du fait de la symétrie de la trajectoire.

Une fois t4, t1, h
′, vB, et aB fixés, les équations (5.3) et (5.4) forment un système de

30 équations linéaires à 30 inconnues ak, bk, ck, dk, ek, fk, avec k = 1, . . . , 5 facile à

résoudre.

Les paramètres t4, t1, h
′, vB, et aB sont déterminés en résolvant le problème d’optimi-
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sation décrit dans la section suivante.

5.1.2.2 Détermination des paramètres optimaux de la trajectoire test

Dans le but d’obtenir la trajectoire test qui minimise le temps de cycle alors que l’accélé-

ration de la plate-forme mobile le long de la trajectoire reste inférieure à 20 g, le problème

d’optimisation suivant est choisi :

trouver xTraj =
[

t4 t1 h′ vB aB

]

qui minimise t4 (5.5)

sous contraintes max
√

ẍ2(t) + z̈2(t) 6 20 g ∀t ∈ [t0, t4]

t1 < t4/2

2 mm 6 h′ 6 h

Les variables de conception t4, t1, h
′, vB, aB de ce problème d’optimisation sont les

composantes du vecteur xTraj .

Le problème d’optimisation (5.5) est résolu à l’aide de la fonction fmincon deMatlab.

Plusieurs points de départ sont générés et utilisés à l’aide de la fonction multistart de la

toolbox GlobalOptimisation. Les variables de conception optimales obtenues sont réunies

dans le Tableau 5.1 et caractérisent la trajectoire de référence qui peut être finalement

obtenue en calculant les paramètres ak, bk, ck, dk, ek, fk, avec k = 1, . . . , 5 dont les

expressions sont données dans l’Annexe E p. 241.

Table 5.1 – Variables de conception optimales x
Traj⋆ du problème (5.5)

t4 [s] t1 [s] h′ [mm] vB [m.s−1] aB [m.s−2]
0.1041 0.0055 2 0.6205 4.5313

La Figure 5.2 illustre la trajectoire test obtenue et les lois de mouvement associées,

autrement dit le trajet cartésien de la plate-forme mobile, sa vitesse, son accélération et

son jerk.

La trajectoire ainsi obtenue est la trajectoire test utilisée pour la détermination des

paramètres optimaux du robots. Le temps de cycle obtenu est de 208 ms, ce qui est

conforme au cahier des charges.
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Figure 5.2 – Chemin test optimale : (a) trajet dans le plan cartésien ; (b) profils de position
de la plate-forme en fonction du temps ; (c) profils de vitesse de la plate-forme
en fonction du temps ; (d) profils d’accélération de la plate-forme en fonction du
temps ; (e) profil de la norme du jerk en fonction du temps
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5.2 Problème no 1 : Espace de travail et géométrie

du robot

Le problème no 1 est un problème d’optimisation qui a pour objectif de déterminer les

paramètres de conception qui minimisent la taille de l’IRSBot-2 dans le plan de mouve-

ment, et ce pour un certain espace de travail régulier dextre, prenant en compte seulement

les contraintes géométriques, cinématiques et cinétostatiques. Cette section formule le

problème d’optimisation et donne les sept premiers paramètres de conception optimaux

de l’IRSBot-2.

5.2.1 Fonction objectif

La fonction objectif de ce problème d’optimisation correspond à l’aire englobante de la

projection de l’IRSBot-2 dans le plan du mouvement (x0, O, z0), soit la surfaceAbb illustrée

dans la Figure 5.3, de sorte à obtenir un robot aussi compact que possible.

x0

y0

z0

Abb

bbl

bbw

bbh

Figure 5.3 – Volume régulier englobant l’IRSBot-2

La fonction objectif est l’aire de la surface Abb, calculée lorsque l’IRSBot-2 est dans

sa configuration d’origine (CO). Cette configuration est illustrée dans la Figure 5.4. Les

jambes I et II sont symétriques par rapport au plan (y0, O, z0) et les jambes distales

forment un angle de 90̊ avec les jambes proximales dans cette configuration. Cette con-

figuration est intéressante pour calculer l’aire englobante car l’on peut calculer l’altitude de
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la plate-forme et la configuration du robot de manière indépendante. L’aire Abb s’exprime

de la manière suivante :

Abb = bbl bbh (5.6)

où bbl et bbh sont la longueur et la largeur du volume régulier et sont exprimées par les

expressions suivantes :

bbl = 2 (b− wPa cos(αI)− l1 cos(qI)) (5.7a)

bbh = −zCO − wPa sin(αI) (5.7b)

avec

zCO = −
√

l21 + l22eq − (b− p)2 (5.8a)

q1 = θ1 + θ2 (5.8b)

θ1 = arccos ((b− p)/lp) (5.8c)

θ2 = arccos(l1/lp) (5.8d)

lp =
√

l21 + l22eq (5.8e)

αI = qI + γI

b

p

l1

l2eq

zCO lp

θ1
θ2

wp

x0

z0

bb
h

bbl

ξ

Figure 5.4 – Configuration d’Origine (CO) de l’IRSBot-2
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5.2.2 Variables de conception

Les variables de conception du premier problème d’optimisation notées x#1
IRS sont les

paramètres de conception de l’IRSBot-2 liés au calcul de l’aire Abb. Ce sont également

ceux liés à la définition de l’espace de travail et aux performances cinématiques et cinéto-

statiques du robot :

x#1
IRS =

[

l1 l2eq b ex αI

]

(5.9)

l1, l2eq, b, ex et αI sont illustrées dans la Figure 2.5 et regroupées dans le Tableau 2.1 (cf

p. 36).

La distance ez entre Bk et Hk selon z0 peut aussi affecter l’aire englobante, mais elle

est fixée à 0 ici. Le rayon de plate-forme p est fixé à 0.05 m

5.2.3 Contraintes : le plus grand espace de travail régulier dex-

tre

Tout d’abord, il est préférable que le rayon de base b du robot soit supérieur au rayon de

plate-forme p pour éviter les architectures admettant une trop grande masse en mouve-

ment.

Puis, d’après le cahier des charges 1.2, l’IRSBot-2 doit atteindre un espace de travail

rectangulaire de longueur wl = 800 mm et de hauteur wh = 100 mm, appelé espace

de travail régulier RW (« Regular Workspace » ). En plus d’atteindre un espace de

travail régulier donné, le robot doit respecter des contraintes géométriques, cinématiques

et cinétostatiques en tout point de RW , cet espace est alors appelé espace de travail

régulier dextre RDW (« Regular Dexterous Workspace » ). La suite de cette section

permet de détailler les contraintes prises en compte et la façon dont est calculer l’espace

de travail.

Les contraintes suivantes doivent être respectées en tout point de l’espace de travail

régulier RW afin de définir l’espace de travail régulier dextre RDW :

1. L’assemblage du robot doit être possible.

2. L’IRSBot-2 ne doit pas rencontrer de singularité parallèle (cf. Chapitre 3, Sec-

tion 3.3)
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3. Pour éviter que les parallélogrammes dégénèrent, les angles d’ouvertures γk sont

limités :

π/6 6 γI 6 5π/6 (5.10a)

π + π/6 6 γII 6 π + 5π/6 (5.10b)

γk est égal à αk − qk, k = I, II.

4. Transmission des vitesses : D’après la Figure 5.2, l’IRSBot-2 doit être capable

d’atteindre la vitesse maximale vlim = 6 m.s−1 requise pour effectuer la trajectoire

de prise et de dépose. En connaissant la vitesse angulaire maximale des moteurs

Vmax donnée dans le Tableau 1.3 et la matrice jacobienne cinématique J = A−1B

du robot d’après la Section 2.3.4, la Figure 5.5 explique comment trouver la plus

petite vitesse transmissible par le robot ṗmin = kminVmax [Briot et al., 2010]. En

chaque point de l’espace de travail la contrainte suivante doit être respectée :

ṗmin > vlim (5.11)

q̇1

q̇2
ẋ

ż

J

kmin

kmax

1

1

−1

−1

Figure 5.5 – Facteur de transmission des vitesses, des efforts et des erreurs moteur

5. Transmission des erreurs : En connaissant la résolution r des codeurs moteurs issue

du Tableau 1.3, l’étendue de l’erreur de position moteur est de r/2. Le plus grand

déplacement élémentaire de la plate-forme δpmax = kminr/2, dû aux erreurs sur la

position codeur est calculé par le biais de la matrice J. Par conséquent en chaque

point de l’espace de travail, δpmax doit être plus petit que la résolution robot rlim



5.2 Problème no 1 : Espace de travail et géométrie du robot 151

requise (cf. Tableau 1.2) :

δpmax > rlim (5.12)

6. Les forces exercées sur les liaisons passives sont proportionnelles à 1/ sin ξ [Briot

et al., 2013], avec ξ l’angle compris entre les deux jambes distales représenté dans

la Figure 5.4. Pour éviter une détérioration des liaisons passives, l’angle ξ est limité

par :

sin ξ 6 0.1 (5.13)

Toutes ces contraintes sont des contraintes locales, imposées dans tout l’espace de travail.

Afin de trouver la taille du plus grand espace de travail régulier dextre LRDW

(« Largest Regular Dexterous Workspace » ) satisfaisant toutes ces contraintes, l’Algori-

thme 1 est utilisé pour chaque jeu de variables de conception x#1
IRS.

LRDW est recherché parmi l’espace cartésien, appelé le domaine de recherche D.

Cet espace cartésien doit au moins contenir l’espace de travail imposé par le cahier des

charges RW = wl × wh. Les données d’entrées de l’algorithme sont les suivantes :

• G est une matrice carré de taille (N0 ×N0) correspondante au maillage de l’espace

cartésien D réalisé par discrétisation de l’espace selon x0 et z0 en N0 points. Les

éléments G(i, j) de la grille correspondent aux coordonnées cartésiennes du nœud

de la ième ligne et de la j ème colonne du maillage D ;

• dx et dz correspondent aux pas de discrétisation selon x0 et z0 de D. De cette

manière, LD et HD (respectivement la largeur et la hauteur du domaine D) sont

obtenus par la relation suivante : LD ×HD = dxN0 × dzN0 ;

• Ω est une matrice binaire. Elle est définie de sorte que Ω(i, j) = 1 si toutes les con-

traintes définies précédemment sont toutes respectées au nœud G(i, j) et Ω(i, j) = 0

sinon. La matrice Ω est la matrice nulle si RW n’est pas compris dans le domaine

de recherche.

A noter que dx et dz sont choisis de sorte D soit une homothétie de RW , ainsi LRDW

obtenu sera aussi une homothétie de RW .

L’algorithme permet de rechercher la plus grande sous-matrice carré de Ω ne contenant

aucune valeur nulle. Pour cela, une matrice additionnelle Φ contenant des nombres entiers
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Algorithme 1: Détermination du plus grand espace de travail régulier dextre

Données : Ω, G, dx, dz
Résultats : lLRDW , hLRDW , (i0, j0)

1 Φ = 0N0×N0
;

2 pour {i = 1& ∀j} ∪ {j = 1& ∀i} faire
3 Φ(i, j) = Ω(i, j)
4 fin
5 ;
6 pour i = 2 : N0 faire
7 pour j = 2 : N0 faire
8 si Ω(i, j) = 1 alors
9 Φ(i, j) = 1 +min {Φ(i− 1, j), Φ(i, j − 1), Φ(i− 1, j − 1)}

10 fin

11 fin

12 fin
13 ;
14 Trouver d = max(Φ)− 1;
15 Assigner (i0, j0) = argmax(Φ);
16 Extraire du maillage G le carré de coté d borné par les indices (i0 − d, j0 − d) et

(i0, j0);
17 lLRDW = dx d et hLRDW = dz d;

est construite itérativement à l’aide de l’équation donnée dans la ligne 9 de l’Algorithme 1.

Cette matrice permet de déterminer la taille de LRDW de sommet G(i, j). En effet, la

position (i0, j0) du plus grand coefficient de Φ donne la position des coordonnées du coin

en bas à droite de LRDW et la valeur de ce coefficient donne la taille d de la plus grande

sous-matrice carrée.

La contrainte du problème d’optimisation est respectée si le plus grand espace de

travail calculé par l’Algorithme 1 est plus grand que l’espace de travail RW = wl × wh.

Maintenant que nous avons défini les variables de conception, la fonction objectif et

les contraintes nous pouvons formuler le problème d’optimisation no 1.

5.2.4 Formulation du problème d’optimisation no 1

Le problème de conception revient à trouver les variables de conception x#1
IRS qui mini-

misent l’aire de la surface Abb de sorte que la longueur lLRDW et la hauteur hLRDW de

LRDW soient plus grandes que wl et wh, respectivement. Le problème d’optimisation
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s’écrit de la manière suivante :

trouver x#1
IRS =

[

l1 l2eq b ex αI

]T

qui minimise Abb (5.14)

sous contraintes lLRDW > wl

hLRDW > wh

b > p

La manière dont est calculée le plus grand espace de travail régulier dextre LRDW pour

un jeu de variables de conception x1 est détaillée dans la section précédente.

À noter que la formulation du problème d’optimisation no 1 est décrite pour l’architec-

ture de l’IRSBot-2. Cependant, elle reste valable pour les robots Par2 et PacDrive

puisqu’ils admettent une modélisation cinématique plane équivalente à celle de l’IRSBot-

2. Les résultats obtenus sont décrits dans la Section 5.4 et peuvent être adaptés pour

l’optimisation de ces derniers.

Le jeu de paramètres de conception optimal obtenu en résolvant le problème (5.14)

permet de déterminer la géométrie plane équivalente optimale de l’IRSBot-2. Ce jeu de

paramètres est désormais fixé pour s’intéresser aux performances élastiques et dynamique

du robot.

5.3 Problème no 2 : Performances élastiques et prise

en compte de la masse du robot

Le second problème d’optimisation permet de déterminer les paramètres de conception

restant, soit les paramètres caractérisant la spatialité des jambes distales et les paramètres

de sections, de sorte à :

• minimiser la masse en mouvement,

• minimiser la taille du robot selon la direction normale au plan de mouvement,

• maximiser la première fréquence propre de l’IRSBot-2 aux points de prise et de

dépose.

Ce problème est soumis à un ensemble de contraintes élastostatiques et dynamiques :
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• le couple moteur requis pour effectuer la trajectoire doit être inférieur à celui fourni

par les moteurs,

• la raideur du robot doit respecter la contrainte du cahier des charges (Tableau 1.2).

Un modèle dynamique plan dans lequel l’inertie en rotation des barres distales est né-

gligée [Company et al., 2009] est réalisé et détaillé en Annexe C.1. Il permet d’obtenir avec

une bonne approximation, les couples articulaires nécessaires pour générer la trajectoire

de prise et de dépose décrite dans la Section 5.1.2.

Le modèle élastostatique de l’IRSBot-2 est obtenu à l’aide de la modélisation décrite

dans la Section 4.1.2 et est détaillé en Annexe C.2.

Afin d’obtenir les fréquences propres de l’IRSBot-2, la modélisation adoptée est décrite

dans la Section 4.2 et est détaillée en Annexe C.3. Notons que le modèle élastodynamique

peut-être utilisé pour évaluer la déformation du robot sous charge au lieu du modèle

élastostatique. Cependant, le modèle élastodynamique est plus gourmand en temps de

calcul. De plus, au regard de la formulation du problème d’optimisation décrit dans la

Section 5.3.4, les fréquences propres sont évaluées lors du calcul de la fonction objec-

tif tandis que la raideur du robot est évaluée lors du calcul des contraintes du prob-

lème d’optimisation. Le calcul des fonctions contraintes n’étant nécessaire que lorsque les

fonctions contraintes sont respectées, il est donc plus intéressant de distinguer les deux

modélisations pour gagner en temps de calcul.

Pour diminuer le nombre de variables de conception, considérons que tous les corps du

robot admettent une section cylindrique creuse d’épaisseur th, exceptés les éléments cons-

tituant le bras proximal actionné qui admet une section de type IPN. Ces deux sections

sont paramétrés dans la Figure 5.6. Φoprox2
, Φoelb, Φodist sont donc les diamètres extérieurs

des éléments prox2, elb et dist, tandis que Loprox1
est la hauteur de la poutre IPN, de

longueur d’ailes fixée à lailes = 0.05 m et d’épaisseur d’ailes et d’âme th.

Les différents corps du robot seront usinés dans des éléments tubulaires en alliage

d’aluminium Au4g connu sous le nom de Duralumin et dont les propriétés mécaniques

sont intéressantes pour notre application1. Ces propriétés mécaniques sont : module

d’Young E = 74 MPa, module de cisaillement G = 27.8 MPa, densité ρ = 2800 kg.m−3.

1Facilité d’usinage, faible masse volumique, plus grand module d’Young que les alliages d’aluminium
classiques.
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th
th

Φoν

Loν

lailes

z

Figure 5.6 – Paramètres des sections droites des poutres utilisés

5.3.1 Fonctions objectif

Le problème d’optimisation est multi-objectif et contient trois fonctions objectif. La

première fonction objectif est la largeur du robot, soit la largeur bbw du volume englobant

illustrée dans la Figure 5.3 d’expression suivante :

bbw = 2 v1 (5.15)

La seconde fonction objectif est la masse en mouvement mIRS du robot et est exprimée

de la manière suivante :

mIRS = 2mprox1
+ 2mprox2

+ 2melb + 4mdist (5.16)

avec

mprox1
= ρ l1 Sprox1

(5.17a)

mprox2
= ρ l1 Sprox2

(5.17b)

lelb = wPa + 2 v1 + e (5.17c)

melb = ρ lelb Selb (5.17d)

l2 =
√

l22eq + (v1 − v2)2 (5.17e)

mdist = ρ l2 Sdist (5.17f)
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La troisième fonction objectif est la plus petite fréquence propre du robot notée f 1
IRS

f 1
IRS = min

(
1

2π

√

eig(M−1K)

)

(5.18)

où M et K sont les matrices de masse et de raideur obtenues par le modèle élastody-

namique décrit dans la Section 4.2.

5.3.2 Variables de conception

Les variables de conception de ce second problème d’optimisation sont regroupées dans le

vecteur x#2
IRS,

x#2
IRS =

[

v1 v2 wPa Lprox1
Φoprox2

Φodist Φoelb th
]T

(5.19)

Ces variables de conception décrites dans les Sections 2.1.2 et 5.1, n’influent ni sur la

fonction objectif ni sur les contraintes du premier problème d’optimisation (5.14). Les

deux problèmes d’optimisation n’ont aucune variable de conception en commun et peuvent

donc être résolus en cascade en intégrant dans le deuxième problème les variables de

conception optimales obtenues dans le premier problème.

5.3.3 Contraintes

Le problème d’optimisation est sujet à des contraintes en lien avec les performances élas-

tostatique et dynamique du robot. Dans un premier temps, les couples moteurs requis le

long de la trajectoire doivent être inférieurs au couple maximal délivré par le moteur Tpeak,

donné dans le Tableau 1.3 p. 27, pour ne pas endommager les moteurs. De plus, pour

éviter la surchauffe des moteurs, la moyenne quadratique τRMS de la valeur des couples

le long de trajectoire doit rester inférieure au couple nominal TC .

Enfin d’après le Tableau 1.2, pour un effort de 20 N exercé au centre de la plate-

forme mobile selon y0 et un couple de 0.1 Nm appliqué au centre de la plate-forme mobile

autour de tout axe, le déplacement ainsi que la déviation angulaire de la plate-forme dû à la

déformation du robot ne doit pas excéder 0.2 mm et 0.2 deg. Les petits déplacements maxi-

maux en translation et en rotation obtenue le long de la trajectoire sont regroupés dans

le vecteur δmax
t . δtlim contient les valeurs limites des petits déplacements en translation
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et en rotation définies dans le cahier des charges.

5.3.4 Formulation du problème d’optimisation multi-objectif no 2

Nous venons de détailler les variables de conception, les fonctions objectifs et contraintes,

le second problème d’optimisation multi-objectif est donc formulé de la manière suivante :

Trouver x#2
IRS =

[

v1 v2 wPa Loprox1
φoprox2

φodist φoelb th
]

qui minimise bbw (5.20)

qui minimise mIRS

qui maximise f 1
IRS

sous contraintes τmax 6 TPeak

τRMS 6 TC

δmax
t 6 δtlim

Deux approches sont utilisées pour résoudre ce problème multi-objectif. La première

approche consiste à pondérer les trois fonctions objectifs de manière à se ramener à un

problème mono-objectif. La seconde approche consiste à rechercher les solution non-

dominées appelées solution Pareto-optimales vis-à-vis des trois objectifs.

5.3.4.1 Formulation mono-objectif

Soit bbmax
w , mmax

IRS et f 1min
IRS la valeur maximale de bbw, la valeur maximale de mIRS et

la valeur minimale de f 1
IRS, respectivement. Ces valeurs sont obtenues en calculant les

objectifs associés à 10000 jeux de variables de conception pris au hasard dans l’espace des

solutions réalisables.

Ces valeurs permettent de normaliser chaque objectif et un poids d’importance est

attribué à chaque objectif normalisé dans le but de convertir le problème multi-objectif en

un problème mono-objectif. Par conséquent, la fonction f#2 à minimiser prend la forme

suivante :

f#2 = 0.2
bbw
bbmax

w

+ 0.3
MIRS

Mmax
IRS

+ 0.5
f 1min
IRS

f 1
IRS

(5.21)

Par cette formulation f#2 est borné par 0 et 1. Les coefficients de pondération choisis ont

été discutés au sein de l’équipe Robotique de l’IRCCyN et permettent de mettre davantage
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l’accent sur la première fréquence propre que sur la largeur ou la masse du robot.

Cette formulation permet d’obtenir une unique solution optimale, cependant cette

solution est très dépendante des coefficients de pondération affectés a priori, orientant

ainsi la conception optimale.

Il peut donc être intéressant d’obtenir un ensemble de solutions possibles afin de juger

a posteriori quelles solutions semblent être intéressantes pour le concepteur [Collette et

Siarry, 2002] par la méthode de solutions Pareto-optimales.

5.3.4.2 Solutions Pareto-optimales

Commençons par rechercher un ensemble de solutions faisables, c.-à-d. qui respectent

toutes les contraintes. Les solutions Pareto-optimales définissent l’ensemble des solutions

non dominées. La définition 5.1 rappelle la définition de la dominance d’une solution.

Définition 5.1 Une solution x⋆ domine x si et seulement si ∀i ∈ [0, ..., n], fi(x
⋆) 6

fi(x) et ∃k ∈ [0, . . . , n], fk(x
⋆) < fk(x)

Une solution est non dominée s’il n’existe aucune autre solution qui la domine.

L’algorithme NSGA-II est utilisé pour résoudre ce problème multi-objectif [Deb et al.,

2000]. Cet algorithme est basé sur un algorithme évolutionniste (ou évolutionnaire)

permettant le tri des solutions non-dominées. Il améliore sa convergence à l’aide d’une

méthode élitiste et ne nécessite pas l’ajout d’un paramètre pour les fonctions de partage

(sharing parameter). La diversité des individus est conservée par le calcul d’une densité

de solutions autour de la solution observée (crowding distance) et donc donne un ordre

d’importance plus grand à une solution isolée. Cet algorithme est connu pour sa faible

complexité2 O(MN2) par rapport aux autres algorithmes évolutionnistes multi-objectif

O(MN3).

5.4 Applications et Résultats

Dans cette section, la méthodologie introduite précédemment est appliquée à différents

robots parallèles générant deux degrés de liberté en translation. Tout d’abord l’IRSBot-2

et des variantes de l’architecture sont optimisés. Puis, les architectures concurrentes de

2où M est le nombre d’objectifs et N est la taille de la population.
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l’IRSBot-2 introduites dans le Chapitre 1 sont aussi conçues de manière optimale par

rapport au cahier des charges (Tableaux 1.2 et 1.3 p. 27).

5.4.1 Paramètres optimaux de l’IRSBot-2

5.4.1.1 Problème no 1

La toolbox GlobalOptimisation de Matlab est utilisée pour résoudre le problème (5.14).

L’algorithme génétique converge en 6 min3 après six générations avec une population

contenant 150 individus. Ensuite, l’optimum local x#1
IRS

⋆
est obtenu à l’aide d’un algo-

rithme de programmation quadratique séquentielle (SQP), c’est-à-dire la fonction fmin-

con de Matlab. Elle utilise le meilleur individu de la population optimale obtenue avec

l’algorithme génétique comme point de départ.

La conception optimale associée au problème (5.14) et l’aire de la surface Abb associée

sont données dans le Tableau 5.2. Les valeurs des paramètres de conception ez et p fixées

dans ce problème sont aussi rappelés dans le Tableau 5.2. Le robot optimal, l’espace de

travail dextre atteignable DW et le plus grand espace de travail régulier inscrit LRDW

sont illustrés dans la Figure 5.7.

Table 5.2 – Variables de conception optimales x
#1
IRS

⋆
de l’IRSBot-2 et paramètres de conception

Abb [m
2] l1 [mm] l2eq [mm] b [mm] ex [mm] αI [deg] ez [mm] p [mm]

0.2226 321 437 83 80 210 0 50

D’après la Figure 5.7, il est à noter qu’il peut exister un espace de travail régulier dextre

dont l’aire est plus grande que celle du LRDW obtenu par l’Algorithme 1. Cependant ce

plus grand espace ne contient pas l’espace désiré par le cahier des charges RW = wl×wh.

Les Figures 5.8(a) et 5.8(b) indiquent les variations des facteurs de transmission de

vitesse et d’erreur dans DW et dans LRDW .

A part aux extrémités de LRDW , la vitesse transmissible de l’effecteur est trois fois

supérieure à la limite de 6 m.s−1 pour parcourir la trajectoire. La résolution maximale

du robot4 est de 1.5 µm, la limite admissible étant de 2 µm. Le facteur de transmission

illustré dans la Figure 5.8(c) doit être supérieur à 0.1, nous remarquons qu’il est égal

à 0.9 dans une majeure partie de LRDW . A titre indicatif, la Figure 5.8(d) illustre le

3PC, Windows, 2.67 GHz, 8 cœurs, 24 Go de RAM, calcul en parallèle.
4La résolution considérée ne prend en compte que la résolution des codeurs.
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conditionnement inverse de la matrice jacobienne cinématique à travers l’espace de travail

est donné dans la Figure 5.8(d), il est proche de 0.9 dans LRDW . Cependant ce critère

de conditionnement étant difficile à interpréter, il n’est pas utilisé dans l’optimisation.

Sept paramètres de conception de l’IRSBot-2 optimal sont ainsi déterminés par l’inter-

médiaire du problème d’optimisation no 1 (5.14). En tenant compte de la valeur ces sept

premiers paramètres désormais fixés, la résolution du problème d’optimisation no 2 (5.20)

permet de trouver l’ensemble des paramètres de conception de l’IRSBot-2 optimale pour

réaliser une opération de prise et de dépose. Les résultats du problème d’optimisation

no 2 détaillés ci-dessous sont obtenus par deux approches : la formulation mono-objectif

et les solutions Pareto-optimales.

5.4.1.2 Problème no 2

a. Problème mono-objectif

Dans un premier temps, un algorithme génétique est utilisé pour résoudre le pro-

blème (5.20) convergeant après 7 générations de 50 individus5. Ensuite, le meilleur indi-

vidu de la population finale est utilisé comme point de départ de la la fonction fmincon

de Matlab et le vecteur de variables de conception optimal x#2
IRS

⋆
est obtenu et donné

dans le Tableau 5.3.

Table 5.3 – Variables de conception de l’IRSBot-2 solution du problème (5.20) obtenus par la
formulation mono-objectif

v1 v2 wPa Lprox1
Φoprox2

Φodist Φoelb th
[mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm]
155 50 104 92.4 10 47 51.6 2.3

Les valeurs des fonctions objectif et des contraintes associées à cette solution optimale

sont données dans le Tableau 5.4.

Table 5.4 – Objectifs et contraintes pour la solution obtenue et définie dans les Tableaux 5.2
et 5.3

bbw mIRS f 1
IRS τmax τRMS δtx δty δtz δrx δry δrz

[mm] [kg] [Hz] [Nm] [Nm] [mm] [mm] [mm] [deg] [deg] [deg]
310 2.207 47.5 159 92 0.042 0.144 0.021 0.027 0.059 0.007

516 min, PC, Windows, 2.67 GHz, 8 cœur, 24 Go de RAM, calcul en parallèle.
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La conception optimale ainsi obtenue est illustrée dans la Figure 5.9.
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Figure 5.9 – Conception optimale de l’IRSBot-2 associée aux paramètres des Tableaux 5.2 et 5.3
– Mise à l’échelle

La Figure 5.10(a) indique la variation de la première fréquence propre du robot dans

LRDW et la Figure 5.10(b), le petit déplacement transversal de la plate-forme dû à la

déformation du robot.
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Figure 5.10 – Valeurs de la première fréquence propre (a) et du petit déplacement selon y0 de la
plate-forme dû à la flexibilité du robot (b) à travers DW et LRDW de la conception
optimale du problème mono-objectif

Nous rappelons que la première fréquence propre f 1
IRS n’est calculée qu’aux extrémités

de la trajectoire de prise et de dépose centrée et d’altitude zCO de la configuration d’origine

(cf. Figure 5.4). Cependant nous remarquons que la valeur de la première fréquence

propre est comprise entre 45 Hz et 50 Hz dans une zone représentant plus de 70% de
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l’aire de LRDW . Le lieu où est calculé la fonction objectif représente correctement une

estimation de la première fréquence propre dans LRDW car la variation de cette fréquence

est homogène. De même, les lignes de niveau indiquant le petit déplacement représentatif

de la déformation du robot selon y0 varient peu le long de x0.

b. Solutions Pareto-optimales

Deux architectures de l’IRSBot-2 sont étudiées dans cette section. La première con-

cerne l’architecture de l’IRSBot-2 présentée dans la Figure 3.15 (p. 90), pour laque-

lle aucune singularité de contrainte n’apparâıt. Rappelons que cette architecture est

désignée par IRSBot-2 – CV (Cardans Verticaux) puisque la direction de la première

(resp. dernière) liaison constituant les liaisons de type cardan supérieur (resp. inférieur)

est contenue dans un plan vertical parallèle à (x0, O, z0). Notons que c’est cette archi-

tecture qui a été étudiée dans le problème d’optimisation mono-objectif. La deuxième

architecture concerne celle de l’IRSBot-2 présentée dans la Figure 2.2 (p. 31), qui est

désignée par IRSBot-2 – CH (Cardans Horizontaux) puisque la direction de la première

(resp. dernière) liaison constituant les liaisons de type cardan supérieur (resp. inférieur)

est contenue dans un plan horizontal parallèle à (x0, O,y0). Cette étude permet de valider

quantitativement le choix de la première architecture pour la réalisation du prototype in-

dustriel.

IRSBot-2 – CV Le font de Pareto représente l’ensemble des solutions Pareto-

optimales. Ce front de Pareto obtenu à l’aide de l’algorithme évolutionniste NSGA-II

et associé au problème (5.20) pour l’IRSBot-2 – CV est représenté dans l’espace des

fonctions performances dans la Figure 5.11. Chaque cercle bleu correspond à un jeu de

variables de conception non-dominées6. La Figure 5.11 illustre différentes projections du

front de Pareto dans l’espace des fonctions performances.

La Figure 5.12 permet d’illustrer les frontières de l’espace des fonctions performances

par une visualisation de l’espace de conception associé. L’espace de conception est alors

représenté par un schéma à l’échelle du robot IRSBot-2. Les objectifs associés sont résumés

dans le Tableau 5.5.

6A noter que la population représentée dans la Figure ne correspond pas uniquement à la population
obtenue à la dernière génération de l’algorithme. Afin d’obtenir un grand espace de conception, la
population représentée est enrichie par tous les meilleurs individus de chaque population générée en ne
conservant parmi eux que les individus non-dominés.



164 Chapitre 5. Conception optimales et comparaison de robots parallèles 2T
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Figure 5.11 – Front de Pareto de l’IRSBot-2 – CV
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Figure 5.12 – Représentation graphique de solutions se trouvant sur la frontière de l’espace des
fonctions performances

Afin d’étudier plus particulièrement une conception, prenons une solution de référence

s⋆ appartenant à l’ensemble des solutions non-dominée. Cette solution de référence est

associée à la conception la moins massive (minmIRS) admettant comme première fréquen-

ce propre f 1
IRS(s

⋆) = 49 Hz. Elle permet d’extraire les performances dynamiques et de

raideur associées. La solution s⋆ est représentée en noir sur le front de Pareto (Figure 5.11)

afin de la situer par rapport aux autres solutions Pareto-optimales. La Figure 5.13 et le

Tableau 5.6 illustrent et résument les paramètres de conception associés à cette solution,

tandis que le Tableau 5.7 résume les objectifs et les contraintes de cette conception.

La Figure 5.14(a) indique la variation de la première fréquence dans LRDW et la

Figure 5.14(b), le petit déplacement transversal de la plate-forme dû à la déformation

du robot. Nous remarquons que la première fréquence propre calculée dans le problème

d’optimisation est vraiment représentative de la fréquence propre à travers LRDW . Plus

de 80% de LRDW permet d’obtenir une première fréquence propre comprise entre 45 Hz

et 50 Hz. De même, les lignes de niveau indiquant le petit déplacement représentatif de
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Figure 5.13 – Représentation à l’échelle de la conception optimale s
⋆ de l’IRSBot-2 – CV
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Figure 5.14 – Valeurs de la première fréquence propre (a) et du petit déplacement selon y0 de la
plate-forme dû à la flexibilité du robot (b) à travers DW et LRDW de la conception
optimale s

⋆ de l’IRSBot-2 – CV
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Table 5.5 – Objectifs associés aux conceptions extrémales de la Figure 5.12

Conception bbw [m] MIRS [kg] F 1
IRS [Hz]

Jaune (�) 0.20 1.94 41.9
Rose (+) 0.15 2.03 40.5

Orange (⋆) 0.15 2.19 43.9
Violet (◮) 0.15 2.28 46.2
Vert (�) 0.2 2.19 49.4
bleu (N) 0.23 2.07 46.9

Table 5.6 – Variables de conception de la conception optimale s
⋆ de l’IRSBot-2 – CV

v1 v2 wPa Lprox1
Φoprox2

Φodist Φoelb th
[mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm]
216.4 50 93 91.2 10 39.7 50.9 2.3

la déformation transversale du robot varient peu à travers le LRDW .

IRSBot-2 – CH L’IRSBot-2 – CH admet un front de Pareto représenté dans la

Figure 5.15 en vert clair (⋆) dans l’espace des fonctions performances. Le front de

Pareto de l’IRSBot-2 – CV est représenté dans la même figure afin de pouvoir apprécier

la différence sur différentes projections du front dans l’espace des performances.

Les Figure 5.15(b) et 5.15(c) indiquent que l’IRSBot-2 – CH admet des conceptions

pour lesquelles la fréquence propre maximale atteinte est supérieure à celle de l’IRSBot-2

– CV, cependant la Figure 5.15(d) montre que l’IRSBot-2 – CV domine l’IRSBot-2 – CH

pour les fonctions performances de largeur et de masse en mouvement.

La conception s⋆ de l’IRSBot-2 – CH est illustrée dans la Figure 5.16 et admet les

paramètres de conception donnés dans le Tableau 5.8. Le Tableau 5.9 et la Figure 5.17

donnent les contraintes et objectifs maximaux associés à s⋆ et à travers LRDW .

Bien que l’IRSBot-2 – CH admet une première fréquence propre entre 45 Hz et 50 Hz

sur plus de 70% de LRDW , la zone où le robot admet une fréquence propre supérieure à

50 Hz est plus petite que pour la conception s⋆ de l’IRSBot-2 – CV (cf. Figure 5.14(a)).

De plus, le petit déplacement dû à la déformation (cf. Figure 5.17(b)) admet une plus

Table 5.7 – Fonctions objectif et contraintes de la conception optimale s
⋆ de l’IRSBot-2 – CV

bbw mIRS f 1
IRS τmax τRMS δtx δty δtz δrx δry δrz

[mm] [kg] [Hz] [Nm] [Nm] [mm] [mm] [mm] [deg] [deg] [deg]
432.8 2.169 49 157.3 91.2 0.030 0.136 0.016 0.035 0.043 0.014
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Figure 5.15 – Font de Pareto des robots IRSBot-2 – CV et IRSBot-2 – CH dans l’espace des
fonctions performances
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Figure 5.16 – Représentation à l’échelle de la conception optimale s
⋆ de l’IRSBot-2 – CH
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Table 5.8 – Variables de conception de la conception optimale s
⋆ de l’IRSBot-2 – CH

v1 v2 wPa Lprox1
Φoprox2

Φodist Φoelb th
[mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm]
265.6 50 92.1 98.5 10.2 34.5 50.4 2.3

Table 5.9 – Fonctions objectif et contraintes de la conception optimale s
⋆ de l’IRSBot-2 – CH

bbw mIRS f 1
IRS τmax τRMS δtx δty δtz δrx δry δrz

[mm] [kg] [Hz] [Nm] [Nm] [mm] [mm] [mm] [deg] [deg] [deg]
531.2 2.22 49 157 91.3 0.021 0.158 0.011 0.067 0.029 0.027

grande variation à travers LRDW que l’IRSBot-2 – CV (cf. Figure 5.14(b)).

5.4.2 Paramètres optimaux de l’IRSBot-2 – 2Π

Il a été montré dans [Germain et al., 2011] que la faiblesse du parallélogramme plan en

flexion transversale entraine une petite rotation du coude et par l’intermédiaire du bras

de levier selon z0, un grand déplacement des extrémités du coude et de la plate-forme.

C’est pourquoi l’architecture illustrée dans la Figure 5.18 est désormais étudiée. L’une des

barres du parallélogramme est remplacée par deux barres espacées de la largeur du coude,

la barre passive est choisie pour simplifier l’actionnement du robot. Cette architecture de

l’IRSBot-2 est nommé IRSBot-2 – 2Π.

Les problèmes d’optimisations no 1 et no 2 sont définis de la même façon que pour

l’IRSBot-2. Le vecteur des variables de conception x#2
IRS 2Π contient les variables suivantes :

x#2
IRS 2Π =

[

v1 v2 wPa Loprox1
Φoprox2

Φodist Φoelb th
]T

(5.22)

Le problème d’optimisation est résolu à l’aide de l’algorithme évolutionniste multi-

objectif NSGA-II. Le front de Pareto obtenu dans l’espace des fonctions performances est

représenté par la Figure 5.19 et la conception optimale s⋆ est illustrée dans la Figure 5.20.

Les variables de conception optimales s⋆ sont données dans le Tableau 5.10.

Table 5.10 – Variables de conception de la conception optimale s
⋆ de l’IRSBot-2 – 2Π

en [mm] v1 v2 wPa Loprox1
Φoprox2

Φodist Φoelb th
165 .1 30 110.4 23.6 11.1 44.4 38.6 2.3

Pour cette solution s⋆ de l’IRSBot-2 – 2Π, les valeurs maximales des contraintes sont
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Figure 5.17 – Valeurs de la première fréquence propre (a) et du petit déplacement selon y0 de la
plate-forme dû à la flexibilité du robot (b) à travers DW et LRDW de la conception
optimale s

⋆ de l’IRSBot-2 – CH

Figure 5.18 – Schéma représentant l’architecture d’une jambe de l’IRSBot-2 – 2Π

données dans le Tableau 5.11 et les variations de la première fréquence propre et du petit

déplacement transversal de la plate-forme dû à la déformation du robot sont représentés

dans DW et dans LRDW dans la Figure 5.21.

Table 5.11 – Objectifs et contraintes maximales associés à la solution s
⋆ de l’IRSBot-2 – 2Π

bbw mIRS f 1
IRS τmax τRMS δtx δty δtz δrx δry δrz

[mm] [kg] [Hz] [Nm] [Nm] [mm] [mm] [mm] [deg] [deg] [deg]
330 2.04 49 158.6 91.9 0.033 0.108 0.016 0.021 0.047 0.01

De même que pour l’IRSBot-2 (cf. Figure 5.14), la variation de la fréquence propre

dans LRDW n’est pas très importante pour l’IRSBot-2 – 2Π, cependant plus on s’éloigne

de la position centrée plus le déplacement dû à la déformation selon y0 est importante.

La variation de ce déplacement est verticale contrairement aux robots IRSBot-2 – CV et

IRSBot-2 – CH (cf. Figures 5.14 et 5.17).
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Figure 5.21 – Variations dans DW et dans LRDW de (a) la première fréquence propre, (b) du
petit déplacement de la plate-forme selon y0 – conception optimale s

⋆ de l’IRSBot-
2 – 2Π

5.4.3 Paramètres optimaux de l’IRSBot-2 asymétrique

Une autre architecture est étudiée pour tester les avantages et les inconvénients d’une

architecture asymétrique. Cette architecture asymétrique est composée d’une jambe de

l’IRSBot-2 – 2Π et d’une jambe d’un mécanisme 5-barres. Ce robot, nommé IRSBot-2 –

5B, admet l’avantage de diminuer la complexité de l’IRSBot-2 en diminuant le nombre de

liaisons et la jambe RRR permet à l’IRSBot-2 – 5B d’éviter les singularités de contrainte.

Cependant, lors de la recherche d’architectures pouvant répondre au projet ANR, les

membres du projet désiraient écarter les architectures asymétriques, ce pour deux raisons

principales :

• l’asymétrie entraine un comportement dynamique différent d’une jambe à l’autre,

risquant d’exciter le comportement vibratoire du robot ;

• la conception d’un robot à jambes symétriques permet de diminuer le coût de fabri-

cation par le fait qu’il existe un nombre plus faible d’éléments différents à fabriquer.

Le vecteur des variables de conception associées au problème no 2 pour l’IRSBot-2 –

5B est le suivant :

x#2
IRS 5B =

[

v1 v2 wPa Loprox1
Φoprox2

Φodist Φoelb th Φarm Φdist5B th5B

]

(5.23)
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Le front de Pareto obtenu dans l’espace des fonctions performances est représenté dans

la Figure 5.22.

1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9

−55

−50

−45

−40

−35

Pb_IRSBot2_2opt_IRSBot2_5B . Front de Pareto : 

Masse

F
re

q
1

(a)

0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

−55

−50

−45

−40

−35

Pb_IRSBot2_2opt_IRSBot2_5B . Front de Pareto : 

bb
w

F
re

q
1

(b)

0.1

0.15

0.2
1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9

−55

−50

−45

−40

−35

Pb_IRSBot2_2opt_IRSBot2_5B . Front de Pareto : 

Massebb
w

F
re

q
1

s⋆

(c)

Figure 5.22 – Front de Pareto de l’IRSBot-2 – 5B

L’architecture IRSBot-2 – 5B permet d’obtenir des conceptions optimales dont les

premières fréquences propres sont plus élevées que pour les architectures précédentes (qui

plafonnaient à 50 Hz) et ce, avec une masse plus faible.

La Figure 5.23 représente la conception optimale s⋆ associée et le Tableau 5.12 ces

variables de conception.

Table 5.12 – Variables de conception de la conception optimale s
⋆ de l’IRSBot-2 – 5B

en [mm] v1 v2 wPa Loprox1
Φoprox2

Φodist Φoelb th Φarm Φdist5B th5B
145.5 30.6 113.9 22.9 10.5 57.5 45.5 2.3 35.7 42.8 2.3
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Figure 5.23 – Conception optimale s
⋆ de l’IRSBot-2 – 5B

Pour cette solution s⋆, les variations de la première fréquence propre et du petit dé-

placement transversal de la plate-forme dû à la déformation du robot sont représentés

dans LRDW dans la Figure 5.24 et les valeurs maximales des contraintes sont résumées

dans le Tableau 5.13.
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Figure 5.24 – Variations dans l’espace de travail et dans LRDW de (a) la première fréquence
propre, (b) du petit déplacement de la plate-forme selon y0 – conception optimale
s
⋆ de l’IRSBot-2 – 5B

La variation de la première fréquence propre à travers LRDW est assez homogène ce

qui n’est pas le cas du petit déplacement selon y0 dû à la flexibilité du robot. Bien que

respectant les contraintes fixées, les performances obtenues ne sont plus symétriques dans
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Table 5.13 – Objectifs et contraintes maximales associés à la solution s
⋆ de l’IRSBot-2 – 5B

bbw mIRS f 1
IRS τmax τRMS δtx δty δtz δrx δry δrz

[mm] [kg] [Hz] [Nm] [Nm] [mm] [mm] [mm] [deg] [deg] [deg]
291 1.366 49 140 84.8 0.042 0.142 0.021 0.034 0.058 0.04

l’espace de travail.

Différentes variantes de l’architecture de l’IRSBot-2 ont été optimisée pour la tâche

de pick-and-place désirée pour le projet ANR ARROW. Regardons maintenant les con-

ceptions optimales des architectures concurrante à l’IRSBot-2 pour générer 2 ddl dans le

plan : le robot PacDrive et le robot Par2.

5.4.4 Paramètres optimaux du PacDrive

Les paramètres utilisés pour produire le modèle industriel du PacDrive ne sont pas remis

en cause dans cette section. Cependant, nous recherchons les paramètres de conception

optimaux du PacDrive pour la tâche que nous nous sommes fixée dans le projet ANR afin

de comparer les performances de différentes architectures.

5.4.4.1 Paramétrage utilisé

L’architecture et les paramètres de conception du robot PacDrive sont illustrés dans la

Figure 5.25. Une photo du robot industriel est représentée dans la Figure 1.12 p. 20.
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Figure 5.25 – Paramétrage du robot PacDrive
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Un grand nombre de paramètres du PacDrive étant équivalents à ceux de l’IRSBot-2,

ils sont donc nommés de la même façon. Les paramètres de conception du PacDrive sont

rassemblés dans le Tableau 5.14.

Table 5.14 – Paramètres de conception du PacDrive

rb rayon de base
rp rayon de plate-forme
l1 longueur des bras distaux

l2eq longueur des jambes distales
αI angle orientant la partie fixe du parallélogramme proximal
wP1 largeur du parallélogramme proximal
wP2 largeur du parallélogramme distal

Loprox hauteur de la poutre IPN des éléments bras proximaux
Φopara diamètre extérieur des éléments passifs du parallélogramme (proximal et distal)
Φodist diamètre extérieur des bras distaux
Φoelb diamètre extérieur des éléments constituant le coude
th épaisseur de la section

La méthodologie de conception utilisée pour l’IRSBot-2 est conservée mais elle est

adaptée afin de définir la conception optimale du PacDrive répondant au même cahier des

charges (Tableau 1.2 p. 27).

5.4.4.2 Problème no 1

Les résultats obtenus pour la première optimisation de l’IRSBot-2 sont toujours valables

pour le PacDrive à ceci près que le vecteur des variables de conception s’écrit de la manière

suivante :

x#1
PacD =

[

l1 l2eq rb αI

]T

(5.24)

avec rb = b+ ex − p

5.4.4.3 Problème no 2

a. Fonctions objectif

Le problème d’optimisation cherche à déterminer les paramètres de conception mini-

misant la masse en mouvement mPacD et maximisant la première fréquence propre du

robot f 1
PacD à chaque extrémité de la trajectoire de référence définie dans la Section 5.1.2.

Le PacDrive étant un robot plan, la première fonction objectif du problème d’optimi-

sation (5.20) (la largeur du robot selon y0) n’est pas prise en compte.
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b. Variables de conception

Les variables de conception associées au PacDrive sont regroupées dans le vecteur

x#2
PacD :

x#2
PacD =

[

wP1 wP2 Φoprox Φopara Φodist Φoelb th
]T

(5.25)

c. Contraintes

Les contraintes du problème de conception optimale du PacDrive sont les mêmes que

celles formulées dans la Section 5.3.3 p. 156. Les modèles élastique et dynamique du

PacDrive nécessaires sont réalisés sur le même principe que l’IRSBot-2. Pour ce robot, le

modèle élastostatique est issu du modèle élastodynamique afin de minimiser le nombre de

modèles à coder.

d. Résultats

Le problème d’optimisation est résolu à l’aide de l’algorithme évolutionniste multi-

objectif NSGA-II. Le front de Pareto obtenu dans l’espace des fonctions performances est

présenté dans la Figure 5.26 ainsi que la représentation de la conception optimale s⋆. Les

paramètres de conception associés à s⋆ sont donnés dans le Tableau 5.15.
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Figure 5.26 – Front de Pareto et conception optimale s
⋆ du PacDrive

Table 5.15 – Paramètres de conception associés à la conception optimale s
⋆

en [mm] wP1 wP2 Φoprox Φopara Φodist Φoelb th
50.1 50.1 69.8 10 30 65.6 4.9
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La cassure remarquable sur le front de Pareto de la Figure 5.26(a) indique un change-

ment de mode déformation. De 22 Hz à 35 Hz, la première fréquence propre correspond à

un mode de déformation en translation hors plan. A partir de 35 Hz, la fréquence propre

correspondant à un mode de déformation en translation hors plan devient très proche de

la fréquence propre correspondant un mode de déformation dans le plan (x0, O, z0). Si

bien que la première fréquence propre utilisée dans l’optimisation passe alternativement

d’un mode de déformation hors plan à un mode de déformation dans le plan. Il serait in-

téressant de comparer dans l’espace de conception deux conceptions proche dans l’espace

des fonctions performances mais dont les premières fréquences propres ne correspondent

pas au même mode de déformation.

Le Tableau 5.16 présente les fonctions objectifs et les contraintes maximales obtenues

pour la solution s⋆. La Figure 5.27 indique la valeur de la première fréquence propre du

Table 5.16 – Objectifs et contraintes maximales associés à la solution s
⋆ du PacDrive

mPacD f 1
PacD τmax τRMS δtx δty δtz δrx δry δrz

[kg] [Hz] [Nm] [Nm] [mm] [mm] [mm] [deg] [deg] [deg]
2.25 49 149 86 0.003 0.038 0.003 0.006 0.001 0.002

PacDrive s⋆ à travers DW et LRDW ainsi que le petit déplacement transversale dû à la

déformation du robot.
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Figure 5.27 – Valeur de la première fréquence propre (a) et du petit déplacement selon y0 de la
plate-forme dû à la flexibilité du robot (b) à travers DW et LRDW de la conception
optimale s

⋆ du PacDrive

La première fréquence propre est plus hétérogène dans LRDW pour le PacDrive.

Cependant, pour la conception s⋆ le petit déplacement selon y0 dû à la déformation
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est trois fois inférieur aux petits déplacements obtenus pour les robot IRSBot-2. Ces

résultats sur ce robot plan sont assez troublant au vu des hypothèses formulées pour

obtenir l’architecture spatiale de l’IRSBot-2. Cependant il n’est pas possible de conclure

sur les performances de raideur du PacDrive uniquement sur cette conception. Les robots

sont, dans ce chapitre, optimisés pour un certain cahier des charges mais il serait nécessaire

de réaliser une autre optimisation consistant à minimiser la masse en mouvement pour une

valeur de déformation donnée afin de conclure sur les performances de raideur. Cependant

il semble logique que comme le PacDrive est constitué de moins d’éléments, pour atteindre

une masse équivalente aux IRSBot-2, chaque éléments est plus massif, permettant ainsi

l’augmentation de la raideur.

Après l’obtention de la conception optimale du PacDrive, regardons la conception

optimale du robot spatial Par2.

5.4.5 Paramètres optimaux du Par2

De même que pour le PacDrive, il existe un démonstrateur industriel du Par2 dont les

dimensions ont été optimisées [Pierrot et al., 2009] pour un certain cahier des charges.

Cette conception n’est remise pas en cause mais nous désirons obtenir la conception du

Par2 dédiée à l’application du projet ANR ARROW.

5.4.5.1 Paramétrage utilisé

L’architecture et les paramètres de conception du robot Par2 sont illustrés dans la Fi-

gure 5.28, la photo du prototype est illustrée dans la Figure 1.13(a) p. 21.

Un grand nombre de paramètres du Par2 étant équivalents à ceux de l’IRSBot-2,

ils sont donc nommés de la même façon. Les paramètres de conceptions du Par2 sont

rassemblés dans le Tableau 5.17.

La méthodologie de conception utilisée pour l’IRSBot-2 est conservée mais elle est

adaptée afin de définir la conception optimale du Par2 répondant au même cahier des

charges de l’IRSBot-2 (Tableau 1.2 p. 27).

5.4.5.2 Problème no 1

Les résultats obtenus pour la première optimisation de l’IRSBot-2 sont toujours valables

pour le Par2, à ceci près que le vecteur des variables de conception s’écrit de la manière
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Soelb

Soprox

Sodist

O

P

l1

l2eq

rbPar2

rpPar2

wP

Figure 5.28 – Paramétrage du Par2

Table 5.17 – Paramètres de conception du PacDrive

rbPar2
rayon de base (les quatre jambes sont identiques)

rpPar2
rayon de la plate-forme

l1 longueur du bras distal
l2eq longueur de la jambe distale
wP largeur des parallélogrammes distaux

Doprox diamètre extérieur des bras proximaux
Dodist diamètre extérieur des bras distaux
Doelb diamètre extérieur des éléments constituant le coude
th épaisseur des sections {prox, dist}

thelb épaisseur de la section du coude
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suivante :

x#1
Par2 =

[

l1 l2eq rbPar2

]T

(5.26)

avec rbPar2
= b + ex et les angles qI et qII doivent-être limités aux débattements angu-

laires imposés à l’IRSBot-2 par la condition de non dégénérescence des parallélogrammes

proximaux (5.10b) afin d’obtenir le même LRDW que l’IRSBot-2.

5.4.5.3 Problème no 2

a. Fonctions objectif

Le problème d’optimisation consiste à déterminer les paramètres de conception mini-

misant la masse en mouvement mPar2 et maximisant la première fréquence propre du

robot f 1
Par2 à chaque extrémité de la trajectoire de référence définie dans la Section 5.1.2.

L’encombrement du Par2 selon y0 ne dépend pas des variables de conception du deuxième

problème d’optimisation7, c’est pourquoi il n’est pas prise en compte ici.

b. Variables de conception

Les variables de conception associées au Par2 sont regroupées dans le vecteur x#2
Par2 :

x#2
Par2 =

[

wP Doprox Dodist Doelb th thelb

]T

(5.27)

c. Contraintes

Les contraintes du problème de conception optimale du Par2 sont les mêmes que celles

formulées dans la Section 5.3.3 pour l’IRSBot-2. Les modèles dynamiques et élastiques

du Par2 nécessaires sont réalisés de la même manière que pour l’IRSBot-2. De même que

pour le PacDrive, le modèle élastostatique est issu du modèle élastodynamique afin de

minimiser le nombre de modèles à coder.

Pour le modèle élastodynamique, la raideur de la courroie métallique couplant les deux

jambes passives est modélisée (cf. Figure 1.13(b) p. 21). L’évaluation de la raideur de cette

courroie est déterminée à l’aide des données fournies dans [Pierrot et al., 2009]. Cependant,

dans cet article seul l’allongement de la courroie libre est considérée, c.-à-d. la longueur de

la courroie non enroulée autour de la poulie. Il n’y a pas de réelle raison de ne considérer

que l’allongement de la courroie libre si ce n’est qu’elle est précontrainte. Nous considérons

7L’encombrement dépend de la projection sur y0 des jambes proximales passives.
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donc un allongement de la courroie compris entre 0.15 m et 0.3 m correspondant alors à

une raideur de courroie comprise entre 40000 Nm/rad et 15000 Nm/rad8.

d. Résultats

Le problème d’optimisation est résolu à l’aide de l’algorithme évolutionniste multi-

objectif NSGA-II. Le front de Pareto obtenu pour deux valeurs de raideur de la cour-

roie, notée Cy, dans l’espace des fonctions performances est représenté dans les Fi-

gures 5.29 et 5.31 avec une représentation de la conception optimale s⋆ associée (pour

Cy = 31500 Nm/rad et Cy = 15750 Nm/rad, respectivement). Les Tableaux 5.18 et 5.20

donnent les valeurs des paramètres de conception associées à s⋆ pour Cy = 31500 Nm/rad

et Cy = 15750 Nm/rad, respectivement.
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Figure 5.29 – Front de Pareto et conception optimale s
⋆ – Cy=31500 Nm/rad

Table 5.18 – Paramètres de conception associés à la solution s
⋆ du Par2 – Cy=31500 Nm/rad

en [mm] wP Dporox Dodist Doelb th thelb
70 42.6 15 28.8 3.1 2.4

La variation de la première fréquence propre et du petit déplacement de la plate-

forme dû à la déformation du robot sont représentés dans DW et dans LRDW sur les

Figures 5.30 et 5.32 et pour la conception s⋆, les valeurs maximales des contraintes et

objectifs sont résumés dans les Tableaux 5.19 et 5.21.

Sur la Figure 5.30(a), la première fréquence propre est assez homogène dans LRDW

pour le Par2 – Cy = 31500 Nm/rad et peu de variations du petit déplacement sont

8Un rayon de poulie de 0.75 m est considéré.
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Figure 5.30 – Variations dans l’espace de travail et dans LRDW de (a) la première fréquence
propre, (b) du petit déplacement de la plate-forme selon y0 – conception optimale
s
⋆ du Par2 – Cy=31500 Nm/rad

Table 5.19 – Objectifs et contraintes maximales associés à la solution s
⋆ du Par2 –

Cy=31500 Nm/rad

mPar2 f 1
Par2 τmax τRMS δtx δty δtz δrx δry δrz

[kg] [Hz] [Nm] [Nm] [mm] [mm] [mm] [deg] [deg] [deg]
2.26 49 157 75 0.0053 0.1138 0.0027 0.0133 0.0073 0.0042
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Figure 5.31 – Front de Pareto et conception optimale s
⋆ du Par2– Cy=15750 Nm/rad

Table 5.20 – Paramètres de conception associés à la solution s
⋆ du Par2 – Cy=15750 Nm/rad

en [mm] wP Doprox Dodist Doelb th thelb
66 53.3 15 26.7 3.7 2.3
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Table 5.21 – Objectifs et contraintes maximales associés à la solution s
⋆ du Par2 –

Cy=15750 Nm/rad

mPar2 f 1
Par2 τmax τRMS δtx δty δtz δrx δry δrz

[kg] [Hz] [Nm] [Nm] [mm] [mm] [mm] [deg] [deg] [deg]
2.77 39.5 165 79 0.0041 0.1622 0.0021 0.0103 0.0057 0.0033
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Figure 5.32 – Variations dans l’espace de travail et dans LRDW de (a) la première fréquence
propre, (b) du petit déplacement de la plate-forme selon y0 – conception optimale
s
⋆ du Par2 – Cy = 15750 Nm/rad

observables le long de x0 dans la Figure 5.30(b). Cependant les performances du Par2

sont fortement dépendantes à la raideur de la courroie qui est difficilement identifiable.

En effet pour Par2 – Cy = 15750 Nm/rad, la fréquence maximale atteinte n’excède pas

40 Hz et le petit déplacement dû à la déformation est très variable dans LRDW (cf.

Figure 5.32).

Dans cette section, une analyse des performances de différentes architectures est réal-

isée. Les performances mises en avant sont la première fréquence propre et le petit dé-

placement transversale de la plate-forme dû à la déformation du robot à travers LRDW .

Toutes les architectures comparées sont choisies parmi les conceptions Pareto-optimales

pour réaliser une tâche de pick-and-place désirée. Le critère de choix pour sélectionner

une conception sur le front de Pareto est le robot de masse minimale pour une fréquence

propre donnée. D’autres critères de choix auraient pu être effectués comme par exemple la

conception admettant la plus grande première fréquence propre à masse fixée. Cependant,

au vu de l’étendue admissible des masses des robots obtenus, il aurait été difficile d’avoir

un point de repère identique pour chacun des robots.

De manière à comparer les performances globales des différents robots analysés dans
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cette section, les fronts de Pareto de tous les robots sont étudiés dans le même espace des

fonctions performances dans la section suivante.

5.5 Comparaison des solutions Pareto-optimales des

robots étudiés

La Figure 5.33 permet de comparer les fronts de Pareto des robots Par2 – Cy = 31500 Nm/rad

et Par2 – Cy = 15750 Nm/rad.
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Figure 5.33 – Front de Pareto des robots Par2 – Cy = 31500 Nm/rad et Par2 – Cy = 15750
Nm/rad

Les performances du Par2 sont très sensibles à la valeur de la raideur de la courroie

et cette Figure 5.33 montre l’intérêt tout particulier qu’il y a à soigner la conception de

la courroie métallique. Ces deux fronts permettent d’imaginer la tendance de la carac-

téristique d’un front de Pareto de robot Par2 admettant une raideur de courroie comprise

entre 15750 Nm/rad et 31500 Nm/rad.

La Figure 5.34 montre les projections des fronts de pareto pour les robots IRSBot-2

et variantes.

Sur toutes les projections, l’IRSBot-2 – 5B domine les autres IRSBot-2. Cependant,

nous avons vu que les performances du robot ne sont pas symétriques dans l’espace de
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Figure 5.34 – Front de Pareto des robots IRSBot-2 et variantes
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travail.

La Figure 5.35 permet de comparer tous les robots parallèles 2T étudiés dans ce

chapitre dans le même espace de fonctions performances : la masse en mouvement du

robot et sa première fréquence propre.
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Figure 5.35 – Front de Pareto de plusieurs robots 2T

Pour les basses fréquences, comprise entre 20 Hz et 35 Hz, le PacDrive domine les

autres robots. Ensuite, pour la plage de fréquences supérieures à 35 Hz, l’IRSBot-2 – 5B

est non dominé.

Pour l’application de pick-and-place visée, l’IRCCyN a fait le choix de privilégier une

conception admettant les plus hautes premières fréquences propres. D’après ce critère, la

solution optimale pour le cahier des charges de l’ANR ARROW est le robot IRSBot-2 –

5B. Pour une fréquence propre donnée, représentée par la droite d’équation f 1 = 49 Hz,

les conception peuvent être ordonnée, Après l’IRSBot-2 – 5B, vient le robot IRSBot-2 –

2Π, le robot IRSBot-2 – CV et l’IRSBot-2 – CH. Les robots Par2 et PAcDrive admettent

les mêmes caractéristiques en termes de masse en mouvement.

Afin d’obtenir un robot dont les caractéristiques sont relativement constantes dans

l’espace de travail, les membres du projet ANR ARROW ont validé la conception opti-

males IRSBot-2 – 2Π pour répondre au cahier des charges et c’est cette architecture qui

est retenue pour passer à l’étape de conception détaillée et ainsi obtenir un prototype
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industriel.

5.6 Conclusions

Dans ce chapitre une méthodologie de conception d’un robot à 2 ddl pour une tâche de

prise et de dépose a été décrite et appliquée sur sept architectures :

• 4 variantes de l’IRSBot-2 introduit dans cette thèse : IRSBot-2 – CH, IRSBot-2 –

CV, IRSBot-2 – 2Π, IRSBot-2 – 5B ;

• 1 robot plan nommé PacDrive ;

• 2 robots Par2 admettant des raideurs différentes de la courroie métallique couplant

les deux jambes passives.

La conception de ce robot de prise et de dépose doit satisfaire un cahier des charges

précis qui tient compte de performances géométriques, cinématiques, cinétostatiques, élas-

tostatiques, dynamiques et élastodynamiques.

Les performances dynamiques du robot dépendant du chemin parcouru par la plate-

forme et de la loi horaire associée, une trajectoire test est choisie puis optimisée de sorte

à minimiser le temps de parcours en limitant l’accélération de la plate-forme. Cette

limitation permet aussi de diminuer les couples moteurs.

Tout d’abord, le chemin et la loi horaire sont reliés par une description paramétrique

du chemin dans l’espace cartésien en fonction du temps et la courbe est définie par des

S-curves. Les paramètres associés à cette trajectoire sont déterminés de sorte à obtenir

un chemin C2 admettant un temps de parcours minimal et dont l’accélération cartésienne

est inférieure à 20 g. La trajectoire obtenue est la trajectoire de référence pour concevoir

le robot de prise et de dépose.

Deux problèmes d’optimisation sont ensuite résolus en cascade pour déterminer, dans

un premier temps, les paramètres de conception du robot liés aux modèles géométrique,

cinématique, et cinétostatique, et dans un second temps, les paramètres de conception du

robot liés aux modèles élastostatique, dynamique et élastodynamique. Ces deux problèmes

admettent des variables de conception distinctes et les fonctions objectif et contraintes du

premier problème ne dépendent pas des variables de conception du second problème.
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Le premier problème vise à diminuer l’encombrement du robot dans le plan associé

au mouvement de prise et de dépose tout en admettant un espace de travail régulier

dextre au moins aussi grand que celui demandé par le cahier des charges. La manière de

calculer ce plus grand espace de travail régulier dextre est présentée, ainsi que toutes les

contraintes que doit respecter le robot à chaque point de l’espace de travail. Ce problème

d’optimisation permet de déterminer et de fixer, pour la suite de la méthodologie, sept

paramètres de conception associés au robot admettant une modélisation plane équivalente

de l’IRSBot-2.

Le second problème admet trois objectifs : minimiser l’encombrement transversal du

robot, minimiser la masse en mouvement et maximiser la première fréquence propre. Le

robot ainsi obtenu doit admettre une raideur statique suffisante, limitée par le cahier des

charges et les moteurs sélectionnés doivent être capables d’actionner le robot en fournissant

le couple nécessaire pour parcourir la trajectoire de référence. Le problème d’optimisation

multi-objectif est résolu de deux façons : une formulation mono-objectif fournissant une

unique solution mais qui est sensible à la pondération des fonctions, et une approche multi-

objectif qui fournit un ensemble de solutions Pareto-optimales laissant ainsi le concepteur

choisir a posteriori la solution qui lui convient.

Afin de comparer les performances des robots optimaux obtenus, nous choisissons sur

chacun des fronts de Pareto, une conception admettant la plus faible masse en mouve-

ment pour une fréquence de 49 Hz. Pour cette conception, la variation de deux critères

de performances à travers l’espace de travail dextre et l’espace de travail régulier dex-

tre de deux performances sont analysées : la première fréquence propre et le petit dé-

placement transversal de la plate-forme dû à la déformation du robot. Tout d’abord, la

première fréquence propre de chacun des robots admet une valeur assez homogène dans

tout l’espace de travail régulier dextre, cette remarque permet de justifier le calcul des

fréquences uniquement aux extrémités d’une trajectoire centrée sur (O, z0) et d’altitude

la configuration d’origine au lieu de calculer la première fréquence propre en chaque point

de l’espace de travail régulier dextre. Pour ce qui est du petit déplacement dû à la dé-

formation, il est plus difficile de faire ressortir une conclusion générale, l’orientation des

lignes de niveau et les valeurs atteintes varient d’un robot à un autre. Il est cependant

intéressant de noter le faible petit déplacement du robot plan, le PacDrive.
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Les performances globales de ces robots sont ensuite étudiées dans le même espace des

fonctions performances. Cela permet d’ordonner les architectures qui répondent au même

cahier des charges et dont les solutions optimales admettent soit une plus faible masse

en mouvement pour une fréquence donnée, soit une plus haute première fréquence propre

pour une masse donnée.

Dans le cadre du projet ARROW, l’accent a été mis sur l’architecture admettant les

plus hautes premières fréquences propres et dont les caractéristiques sont symétriques

dans l’espace de travail. L’architecture de l’IRSBot-2 – 2Π a ainsi été retenue, et la

conception détaillée de ce robot est sous-traitée par le bureau de conception de Tecnalia

en se basant sur les paramètres de conception optimaux obtenus dans ce chapitre. La

Figure 5.36(a) illustre la CAO finale de la conception détaillée et la Figure 5.36(b) montre

que la conception finale est validée par une méthode éléments finis.

(a) (b)

Figure 5.36 – CAO et validation par Éléments Finis de la conception finale du prototype de
l’IRSBot-2

Le processus de conception de l’IRSBot-2 étant toujours en cours lors de la rédaction

de cette conclusion, seules quelques performances ainsi obtenues à la position de prise sont

données ci-après. La première fréquence propre est de 44.9 Hz et correspond à un mode

de déformation dans le plan, la seconde fréquence propre est de 55 Hz et correspond à

un mode de déformation hors plan. Le petit déplacement transversal dû à la déformation

sous charge du robot est de 170 µm. D’autres résultats issus de la simulation de cette

conception finale seront communiqués ultérieurement.
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Nous avons présenté dans ce manuscrit de thèse une méthodologie de conception de sys-

tèmes complexes, à savoir la conception de robots parallèles à 2 degrés de liberté (ddl)

pour des opérations de pick-and-place.

Ce travail a été réalisé dans le cadre d’un projet ANR ARROW (Projet ANR-2011-

BS3-006-01-ARROW) ayant pour objectif de concevoir des robots rapides et précis avec

un large espace de travail opérationnel. L’application visée est une opération de pick-

and-place atteignant une accélération cartésienne de 20 g et admettant une précision de

prise de dépose de 20 µm dans un espace de travail, contenu dans un plan vertical, de

longueur égale à 800 mm. Un état de l’art permet de mettre en évidence les verrous

scientifiques à lever en lien avec la conception de robots de prise et de dépose à deux

degrés de liberté. Cette thèse de doctorat consiste ainsi à lever certains de ces verrous à

travers la conception d’un nouveau robot parallèle à deux degrés de liberté de translation

nommé IRSBot-2 (acronyme de IRCCyN Spatial roBot with 2 degrees of freedom).

Deux travaux ont été réalisés en parallèle : (1) l’étude et la compréhension de ce

nouveau mécanisme ; (2) la modélisation du robot afin de simuler ses performances

géométriques, cinématiques, cinétostatiques, élastostatiques, dynamiques et élastodyna-

miques. Ces modélisations permettent à la fois de valider une conception de ce robot au

regard d’un cahier des charges donné et de comparer les performances obtenues avec celles

de ses concurrents et ainsi valider l’apport de cette nouvelle architecture.

Nous décrivons dans ce manuscrit un processus d’optimisation multi-objectif qui va, en

deux temps, déterminer les paramètres de conception du robot qui valident avec certitude

le cahier des charges et qui procurent certaines performances optimales.
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Organisation de la thèse

Nous répondons au problème de conception, brièvement reformulé ci-dessus, par l’inter-

médiaire des cinq chapitres suivants.

Un état de l’art des architectures couramment utilisées pour des opérations de pick-

and-place est présenté dans le Chapitre 1 afin de comprendre les caractéristiques qui

permettent à ces robots d’atteindre ou non de grandes vitesses et de grandes précisions.

Bien que deux types d’architectures, les robots SCARA et Delta, soient répandues dans

le milieu industriel, ils ont 3 à 4 ddl et certains de ces ddl ne sont pas utiles pour des

opérations de pick-and-place comprises dans un même plan. Cependant les robots exis-

tants à 2 ddl n’ont pas été conçus dans le but d’être à la fois rapides et précis. En effet,

nous avons remarqué que la plupart de ces robots sont plans et peuvent admettre un

manque de raideur le long de la normale au plan de déplacement. Ce défaut est générale-

ment contre-balancé par l’augmentation des sections des corps en mouvement du robot,

ce qui affecte ses performances dynamiques. Le robot spatial Par2 développé au LIRMM

qui comprend quatre jambes, permet de pallier le manque de raideur hors plan et peut

atteindre, ainsi, de grandes accélérations. Cependant, la conception de ce robot pourrait

être améliorée afin d’atteindre de meilleures précisions de positionnement statique et dy-

namique. Quelques pistes pour concevoir des robots parallèles rapides et précis à deux

degrés de liberté sont listées ci-après :

• les liaisons motorisées se situent sur la base (minimisation de la masse en mouve-

ment) ;

• les liaisons motorisées sont des moteurs rotatifs (faible coût et rapidité) et à en-

trainement direct (diminution des jeux) ;

• uniquement deux châınes cinématiques actionnées sont assemblées (minimisation de

la masse en mouvement, augmentation de la taille de l’espace de travail) ;

• les châınes cinématiques sont identiques (facilité de fabrication) ;

• un minimum d’éléments constituant la châıne cinématique doit être soumis à des

sollicitations de flexion, utilisation de châınes spatiales (raideur intrinsèque élevée) ;

• les liaisons rotules doivent être évitées (difficulté de fabrication, jeux, usures) ;

• il est nécessaire de favoriser les liaisons admettant des éléments roulants ou des
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liaisons compliantes (diminution des jeux).

Dans l’objectif de concevoir un prototype industriel de ce robot dans le cadre du projet

ANR ARROW, un cahier des charges décrit les critères de performances à respecter.

Le Chapitre 2 introduit l’architecture d’un robot parallèle admettant un fort po-

tentiel au stade de la conception préliminaire pour répondre au problème posé. Ce

robot, nommé IRSBot-2, admet deux jambes cinématiques d’architecture spatiale, as-

semblées en parallèle. Chaque jambe comprend un module proximal et un module distal.

Les éléments spatiaux du module distal ne sont soumis qu’à des sollicitations de trac-

tion/compression/torsion. Cette propriété nous permet de croire au potentiel de cette

architecture pour atteindre de meilleures capacités dynamiques que ses concurrents pour

une raideur transversale donnée. L’étude de la mobilité de cette architecture par la théorie

des torseurs valide le nombre de degrés de liberté et le type de mouvement engendré par

l’IRSBot-2 : deux translations dans le plan vertical. Cette conclusion permet de sim-

plifier l’étude géométrique et cinématique de l’IRSBot-2 en considérant un mécanisme

cinématique plan équivalent.

L’étape suivante dans l’analyse de nouvelles architectures est l’étude des singularités

qui constituent les principaux inconvénients des robots parallèles. Cette étude est réalisée

sur l’IRSBot-2 dans le Chapitre 3. Les singularités de Type 1 et de Type 2 de l’IRSBot-2

observables par la dégénérescence du modèle cinématique équivalent sont décrites. Nous

avons aussi montré sur l’IRSBot-2 l’existence de singularités de contrainte. Lors de ces

configurations singulières de contrainte, la plate-forme de l’IRSBot-2 peut admettre un

mouvement de rotation non contrôlé par les moteurs. Les conditions de singularité sont

décrites de manière algébrique par des équations polynomiales dont les coefficients ne

dépendent que des paramètres de conception du module distal. Cette description permet

de réaliser une synthèse dimensionnelle pour garantir le nombre de configurations sin-

gulières de contrainte atteintes par la boucle distale de l’IRSBot-2 dans un premier temps,

puis de déterminer l’espace des paramètres de conception afin de ne jamais atteindre ces

configurations. Pour augmenter l’espace des paramètres de conception de l’IRSBot-2 sans

singularités parallèles (de contrainte et d’actionnement), les conditions d’assemblage de la

boucle proximale avec la boucle distale sont étudiées. Cela permet de décrire de manière

analytique les frontières de l’espace de conception pour lequel l’IRSBot-2 n’atteint pas de

singularité parallèle. À noter qu’une variante de l’IRSBot-2 est introduite, pour laquelle
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l’évitement des singularités de contrainte est simplifiée.

Le Chapitre 4 permet d’obtenir un modèle du comportement élastique de l’IRSBot-2.

Un modèle élastostatique est utilisé pour obtenir une simulation du petit déplacement de

la plate-forme sous une charge extérieure et une nouvelle méthodologie est décrite pour

obtenir une simulation des fréquences propres. Cette nouvelle méthode de modélisation

élastodynamique décrit une manière systématique d’assemblage des matrices de structures

et permet de conserver une description symétrique du modèle (en termes des coordonnées

généralisées). Les deux modèles sont validés à l’aide d’un logiciel utilisant la méthode

par éléments finis nommé Cast3M, et des expérimentations de sonnage sur un robot pa-

rallèle montrent que les fréquences propres simulées permettent de décrire correctement

le comportement réel du robot si le modèle inclut une modélisation élastodynamique des

liaisons.

Une analyse comparative de sept architectures à deux degrés de liberté dédiées à des

opérations de prise et de dépose est réalisée en prenant en compte deux critères de perfor-

mance dans l’espace de travail. Les robots comparés ont tous été optimisés pour satisfaire

le même cahier des charges en suivant une méthodologie de conception proposée dans le

Chapitre 5. Cette méthodologie prend en compte un grand nombre de modèles, décrits

dans les chapitres précédents, pour simuler les performances géométriques, cinématiques,

cinétostatiques, élastostatiques, dynamiques et élastodynamiques des robots étudiés. La

méthode de conception est basée sur la définition d’une trajectoire test, optimisée pour

effectuer le cycle de prise et de dépose le plus rapidement possible tout en limitant les

couples moteurs requis par une limitation de l’accélération cartésienne de la plate-forme.

Elle permet, dans un premier temps, de déterminer les paramètres de conception liés à la

définition de l’espace de travail et à la géométrie du robot, et dans un second temps, de

déterminer les paramètres de conception liés aux performances élastiques et à la prise en

compte de la masse des éléments.

Ce travail à fait l’objet de plusieurs publications décrites à la page 257.

Perspectives de recherche

Concernant l’analyse dimensionnelle réalisée pour éviter les singularités, nous avons obtenu

dans le Chapitre 3 des conditions sur les paramètres de conception permettant l’exacte
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résolution d’équations traduisant l’apparition de singularités parallèles. Ces singularités

correspondent à un mouvement infinitésimal de la plate-forme non-contrôlé entrainant

un comportement non souhaité du robot et pouvant engendrer une détérioration de son

comportement. Il se pose alors le problème de savoir quel est le comportement du robot

au voisinage de ces configurations singulières. Il pourrait être intéressant d’étendre la mé-

thode algébrique utilisée et de la coupler aux travaux proposés dans [Chen, 2011], afin de

décrire des zones dans l’espace de conception menant à la proximité d’une singularité dans

des zones de l’espace de travail. Cela permettrait d’envisager une conception de robots

parallèles sans singularités et dont les modèles numériques sont fiables dans l’espace de

travail, quelle que soit la configuration. De plus, éliminer les singularités dès la conception

peut rendre les robots parallèles plus attractifs pour le milieu industriel.

Un deuxième axe de recherche concerne la modélisation élastodynamique et l’identifica-

tion des paramètres élastodynamiques. Les expérimentations réalisées sur le NaVARo

permettent de valider une certaine corrélation entre le prototype et le modèle. Cependant

certaines erreurs de modélisation ne sont pas expliquées et un travail d’identification des

paramètres élastodynamique du NaVARo pourrait permettre d’y remédier. Des travaux

en cours à l’IRCCyN sur les modèles d’identification des paramètres élastodynamiques

peuvent être utilisés. Ces résultats peuvent permettre d’améliorer grandement la com-

mande et ainsi la précision des robots industriels rapides.

Un axe de recherche concerne la problématique de conception optimale de robots pa-

rallèles 2T. Nous avons vu que le problème de conception repose sur l’utilisation d’une

trajectoire de référence. Il pourrait alors être intéressant de compléter les travaux présen-

tés dans [Barnard et al., 2012], visant à comparer certaines trajectoires selon leur capacité

à exciter le comportement vibratoire du robot, en y intégrant la trajectoire de référence

obtenue définie par des S-curves. De plus, une comparaison des conceptions optimales

des robots 2T obtenues avec différentes trajectoires permettrait de valider une certaine

robustesse des résultats. Le processus de conception optimale appliqué aux différentes

architectures mène à des résultats riches et l’analyse menée dans cette thèse n’est pas

exhaustive. Par exemple, l’analyse des fréquences propres du PacDrive a montré que la

première fréquence propre utilisée dans le processus d’optimisation n’est pas toujours celle

correspondant à un mode de déformation hors du plan de déplacement. Cette analyse n’a

pas été réalisée sur les autres robots et doit être menée car s’il est possible d’envisager
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une commande atténuant les effets vibratoires compris dans le plan de déplacement, ce

n’est pas le cas pour les phénomènes vibratoires hors plan. Le processus d’optimisation

pourrait alors être modifié en tenant compte de la maximisation de la première fréquence

propre qui admet un mode de déformation hors du plan de déplacement.

Concernant particulièrement la conception optimale de l’IRSBot-2, les futurs travaux

de recherche portent sur l’analyse de la sensibilité aux paramètres de conception, afin de

savoir si une petite variation des paramètres de conception entraine une grande détériora-

tion des performances. Cette étape est importante pour valider la robustesse des solutions

Pareto-optimales obtenues.

Prochainement, le prototype de l’IRSBot-2 sera livré et des expérimentations seront

menées afin de vérifier que le robot conçu répond bien au cahier des charges et de valider

l’approche théorique développée dans cette thèse.
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A.1 Théorie des torseurs

Soit E l’espace affine de dimension 3 et E l’espace vectoriel associé. On appelle torseur,

noté S l’ensemble, défini dans E :

• d’un vecteur r appelé résultante du torseur S.

• d’un champ vectoriel équiprojectif défini en tout point P de E et noté mP . Ce

champ vectoriel, appelé moment au point P du torseur S, vérifie la relation suivante :

∀(A,B) : mA = mB +
−→
AB× r. Cette relation est appelée la relation de changement

de point d’un champ de moment de torseur.

Les éléments de réduction du torseur S sont notés comme ceci : S = (r, mP )

De manière générale, un torseur peut être écrit sous la forme suivante :

S = (u, r∆ × u+ λu) (A.1)

où r∆ est le vecteur position d’un point de l’axe central1, et λ est le pas du torseur. Cette

manière particulière d’écrire le torseur fait directement apparâıtre la direction de l’axe

central u du torseur, la position de cet axe étant donnée par le vecteur r∆. Le vecteur

position du point de l’axe central le plus proche de l’origine, noté rp, est obtenu à partir

1L’axe central (∆) d’un torseur est l’ensemble des points de E où résultante et moment sont colinéaires.
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d’un torseur quelconque S = (r, mP ) par la relation suivante : rp = r×mP/r
Tr et λ est

obtenu par la relation λ = rTmP/r
T r.

Une vis (screw en anglais) est un élément géométrique défini par une ligne (ℓ) et un

pas λ. Les vis forment l’espace projectif dans lequel est aussi contenu le champ vectoriel

des torseurs. Il est donc facile de faire l’analogie entre un torseur d’axe central ∆ et de

pas λ représentant un champ vectoriel avec l’élément géométrique appelé vis représentant

une ligne (ℓ) et un pas λ. Les torseurs permettent de représenter le champs des vecteurs

vitesses des points d’un solide rigide et le champ de vecteurs des actions mécaniques

pouvant lui être appliquées ou qu’il peut transmettre. Un torseur unitaire Ŝ est un

torseur où la norme du vecteur résultant est égale à 1.

A.2 Application à un mécanisme

La théorie des torseurs est particulièrement bien adaptées à la synthèse architecturale et

l’analyse des mobilités de robots. Toutes les liaisons le constituant sont décomposables

par des combinaisons linéaires de liaisons simples à un degré de liberté :

• la liaison pivot d’axe (A,u) ; elle permet le mouvement de rotation du solide i par

rapport au solide i − 1 autour de l’axe (A,u). La vitesse angulaire du solide i est

exprimée à l’aide d’un torseur cinématique de liaison qui, écrit sur un point de l’axe

de rotation, est noté Epivot = ẇÊ0 = ẇ (u, 0), où Ê0 est un torseur unitaire de pas

nul.

• la liaison glissière de direction v ; elle permet le mouvement de translation du solide

i par rapport au solide i − 1 le long du vecteur v. Le vecteur vitesse linéaire du

solide i est exprimé à l’aide d’un torseur cinématique de liaison qui, en tout point

de l’espace, est noté Eglissire = v̇Ê∞ = v̇ (0, v), où Ê∞ est un torseur unitaire de pas

infini.

• Nous ne parlerons pas dans la suite de cette thèse des liaisons hélicöıdales.

La Propriété A.1 permet de décrire le champ de vitesse associé à l’élément terminal

d’une châıne cinématique série.

Propriété A.1 Considérons l’élément terminal n d’une châıne cinématique composée de

n liaisons élémentaires mises en série. Êi dénote le torseur cinématique unitaire de liaison
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du solide i par rapport au solide i− 1, ce torseur est aussi nommé le torseur cinématique

de la liaison i. Le champ de vitesse associé à l’élément n, noté TLeg, est décrit par

« l’espace vectoriel » engendré par l’ensemble des torseurs unitaires Ê1, Ê2, . . . , Ên, i.e.

par l’ensemble de leurs combinaisons linéaires. Cet espace est noté :

TLeg = vect(Ê1, Ê2, . . . , Ên) = [λ1Ê1 + λ2Ê2 + · · · , λnÊn|λi ∈ R]

Si ce champ de vitesse est intégrable [Legay-Durand, 1998], nous obtenons alors le

champ de déplacement et les mobilités associées à l’élément n.

La dimension de l’espace vectoriel T des torseurs de l’espace affine de dimension 3 est

égale à 6 et il est possible de former une base de cet espace vectoriel.

Afin d’obtenir les mobilités de l’élément terminal d’une châıne cinématique parallèle,

nous devons introduire la notion de sous-espaces réciproques par la Définition A.1.

Définition A.1 Soit un sous-espace Sj de l’ensemble des torseurs cinématiques. Le sous-

espace réciproque de Sj, noté Sj
⊥, est défini comme le sous-espace contenant tous les

torseurs réciproques de tous les torseurs de Sj :

W ∈ Sj
⊥ ⇔ W ⊗ T = 0, ∀T ∈ Sj

Le produit ⊗, nommé comoment, est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur

T définie par la relation suivante :

W ⊗ T = r1 ·m2P + r2 ·m1P

avec

W =




r1

m1P



 , T =




r2

m2P




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Si Sj est un sous espace vectoriel de T, T étant de dimension 6 et le comoment étant

non dégénéré, la relation suivante est vérifiée :

dimSj
⊥ = 6− dimSj

Une autre manière d’appréhender ce sous-espace réciproque est décrit par le théorème

des travaux virtuels qui montre que le torseur cinématique T décrivant à chaque instant le

mouvement du solide S1 en liaison avec le solide S0 est réciproque au torseur des actions

de liaison W du solide S0 sur S1. W = T ⊥ La condition de réciprocité indique que le

torseur statique W ne produit aucun travail lorsque qu’il est appliqué à un solide libre

de se mouvoir selon le torseur cinématique T . De manière équivalente, la Propriété A.2

suivante est nécessaire pour obtenir les actions mécaniques transmissibles par une châıne

cinématique sérielle à partir de la connaissance des mouvements admissibles de la châıne :

Propriété A.2 On considère une châıne cinématique sérielle. Le sous-espace des torseurs

d’efforts transmissibles par l’élément terminal Wk de cette châıne est égale à l’espace ré-

ciproque de TLeg,

Connaissant chacun des torseurs de liaisons ε̂i engendrant TLeg, on peut déterminer

géométriquement le torseur d’efforts transmissibles.

Si maintenant nous considérerons l’élément terminal EE de p châınes cinématiques

mises en parallèle, la propriété A.3 permet d’obtenir les efforts transmis par le mécanisme

parallèle connaissant les efforts transmis par chacune des chaines mises en parallèle. La

propriété A.4 permet d’en déduire le champ de vitesse de l’élément terminal EE.

Propriété A.3 SoitWk le sous-ensemble de torseurs d’efforts transmissibles par la chaine

k. Le champ d’actions mécaniques transmissibles par EE, noté Wtot est décrit par l’espace

engendré par l’ensemble des torseurs d’efforts W1,W2, . . . ,Wp, i.e. par l’ensemble de leurs

combinaisons linéaires.

Wtot = vect(W1,W2, . . . ,Wp)

Propriété A.4 On considère p châınes cinématiques mises en parallèle. Le champ de

vitesse associé à l’élément EE, noté TTot est égale à l’espace réciproque de WTot.
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B.1 Écriture des vecteurs directeurs des torseurs défi-

nis dans les Chapitres 2 et 3

De nombreux vecteurs sont utilisés et définis dans le Chapitre 2 pour décrire le sous-espace

d’efforts de contrainte et le sous-espace cinématique de l’IRSBot-2, cette annexe permet

d’expliciter ces vecteurs. Les différences d’architectures cinématiques entre la version de

l’IRSBot-2–CH ou IRSBot-2–CV (cf. Section 3.4) , nécessitent une écriture différente des

vecteurs unitaires utilisés. Ils sont détaillés dans les sections suivantes.
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B.1.1 Expression des vecteurs importants pour la version de

l’IRSBot-2–CH

Les matrices de rotations exprimant les bases B1jk = (x1jk, y1jk, z1jk) et B2jk = (x2jk, y2jk, z2jk)

dans le repère de la base du robot sont définies par les Eqs (B.1)-(B.2) ci-dessous.

B1jk =








cos βjk − sin βjk 0

sin βjk cos βjk 0

0 0 1







=
[

x1jk y1jk z1jk

]

(B.1)

B2jk =








cos βjk cos δjk − sin βjk cos βjk sin δjk

cos δjk sin βjk cos βjk sin βjk sin δjk

− sin δjk 0 cos δjk







=
[

x2jk y2jk z2jk

]

(B.2)

B3jk =








cosβjk cos δjk cos ǫjk − sinβjk sin ǫjk − cos ǫjk sinβjk − cosβjk cos δjk sin ǫjk cosβjk sin δjk

cosβjk sin ǫjk + cos δjk cos ǫjk sinβjk cosβjk cos ǫjk − cos δjk sinβjk sin ǫjk sinβjk sin δjk

− cos ǫjk sin δjk sin δjk sin ǫjk cos δjk








(B.3)

Ci-dessous sont explicités les vecteurs directeurs des torseurs intermédiaires définissant

les mobilités instantanées TIRS de l’IRSBot-2–CH et les efforts appliqués sur la plate-forme

Wc
IRS du Chapitre 2.

e1jk = y1jk et e2jk = z2jk

rEjk
= [xEjk

, yEjk
, zEjk

] = rEk
+ a1y1jk, avec rEk

= [xEk
, yEk

, zEk
]

rFjk
= [xFjk

, yFjk
, zFjk

] = rFk
+ a2y1jk, avec rFk

= [xFk
, yFk

, zFk
]

−−−−→
EjkFjk = [xEFjk

, yEFjk
, zEFjk

]

= [xEjk
− xFjk

, yEjk
− yFjk

, zEjk
− zFjk

]

= [xEFk
+ (a1 − a2) sin βjk, yEFk

︸︷︷︸

=0

+(a1 − a2) cos βjk, zEFk
]

(B.4)

rPk
= [−(xEjk

yFjk
−xFjk

yEjk
)/(yEjk

−yFjk
), 0, (yEjk

zFjk
−yFjk

zEjk
)/(yEjk

−yFjk
)], ∀j (B.5)
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Ê0ijk =
(
eijk, rXjk

× eijk
)

=








− sin βjk −zXk
cos βjk

cos βjk , −zXk
sin βjk

0 cos βjk(xXk
− a1 sin βjk) + sin βjk(yXk

+ a1 cos βjk))








avec X ≡ E pour i = 1, 2X ≡ F pour i = 3, 4

(B.6)

fjk =








cos βjk cos δjk cos ǫjk − sin βjk sin ǫjk

cos βjk sin ǫjk + cos δjk cos ǫjk sin βjk

− cos ǫjk sin δjk








(B.7)

njk =








cos βjk cos δjk

cos δjk sin βjk

− cos β2
jk sin δjk − sin β2

jk sin δjk








(B.8)

gk =
−−−→
AkBk

‖−−−→AkBk‖ = [cos qk, 0,− sin qk]

B.1.2 Introduction de la variable θ

Dans le Chapitre 3, la variable θ est introduite pour décrire la dégénérescence du sous-

espace d’effort de contrainte Wc
IRS . Le paragraphe ci-dessous explique les développements

nécessaires pour obtenir les expressions simplifiées des vecteurs n1I , n1II , n2I et n2II

menant à l’analyse algébrique et analytique proposée en Section 3.2.1. Considérant la

Figure 2.5, il semble plus simple d’exprimer la configuration de la jambe distale par θ, qui

est un angle compris dans le plan (O, x0, y0, z0) (qui est aussi le plan de projection du

robot) que par δjk, qui est un angle spatial.

D’après les figures planes de calcul Figure 2.9, il est possible d’exprimer l’angle δjk en

fonction du vecteur z2jk en le projetant dans le repère (E1k,x1jk,y1jk, z1jk) .







z2jk.z1jk = cos(δjk)

z2jk.x1jk = sin(δjk)

(B.9)

De plus, d’après la Figure 2.10, la direction de z2jk est définie par le produit vectoriel

du vecteur y1jk et x3jk. Ce qui permet d’écrire z2jk en fonction des coordonnées du vecteur
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−−−−→
EjkFjk sachant que

−−−−→
EjkFjk = l2 x3jk et

y1jk ×
−−−−→
EjkFjk = −l2 z2jk cos ǫjk (B.10)

En combinant les équations B.9 et B.10, l’angle δjk est alors défini par le système B.11.

Cependant, cette formulation fait intervenir la grandeur cos ǫjk.







cos δjk = (xEFjk
cos βjk + yEFjk

sin βjk)/l2 cos ǫjk

sin δjk = −zEFjk
/l2 cos ǫjk

(B.11)

Il est alors nécessaire d’exprimer ǫjk en projetant le vecteur
−−−−→
EjkFjk sur x2jk (voir

Figure 2.10), qui fait intervenir le cosinus et le sinus de l’angle δjk.

l2 cos ǫjk =
−−−−→
EjkFjk × x2jk (B.12)

= (xEFjk
cos βjk + yEFjk

sin βjk) cos δjk − zEFjk
sin δjk (B.13)

Les expressions (B.11) peuvent alors être injectées dans les équations (B.12)-(B.13) précé-

dente pour obtenir l’expression (B.14) de cos ǫjk uniquement en fonction des coordonnées

du vecteur
−−−−→
EjkFjk.

cos ǫjk =
√

(xEFjk
cos βjk + yEFjk

sin βjk)2 + z2EFjk
/l2 (B.14)

L’angle δjk peut s’écrire uniquement en fonction des coordonnées du vecteur
−−−−→
EjkFjk.

D’autre part, d’après la Figure 2.5, l’angle θk est obtenu par la projection du vecteur
−−−→
EkFk dans le repère de base.







cos θk =
−−−→
EkFk.x0/λk

sin θk =
−−−→
EkFk.z0/λk

⇔







λk cos θk = xEFk

λk sin θk = zEFk

(B.15)

Il reste à exprimer le vecteur
−−−−→
EjkFjk en fonction des coordonnées du vecteur

−−−→
EkFk à

l’aide de l’équation (B.4).

Après avoir injecté l’expression de cos ǫjk dans les Eqs (B.11) et ré-exprimé celle-ci en

fonction des coordonnées du vecteur
−−−→
EkFk, l’angle δjk s’exprime en fonction de θk de la



B.1 Écriture des vecteurs directeurs des torseurs définis dans les Chapitres 2 et 3 205

manière suivante :

sin δjk =
sin θk

√

cos2 βjkcos θk
2 + sin2 θk

(B.16)

et

cos δjk = − cos βjk cos θk
√

cos2 βjkcos2 θk + sin θk
2 (B.17)

B.1.3 Expression des vecteurs importants pour la version de

l’IRSBot-2–CV

Dans la variante de l’IRSBot-2 décrite dans la Section 3.4, les matrices de rotations

exprimant les bases B1jk = (x1jk, y1jk, z1jk) et B2jk = (x2jk, y2jk, z2jk) dans le repère de

la base du robot sont définies par les Eqs (B.18)-(B.19) ci-dessous.

B1jk =








cos βk − sin βk 0

0 0 −1

sin βk cos βk 0







=
[

x1jk y1jk z1jk

]

(B.18)

B2jk =








cos βk cos δjk − sin βk cos βk sin δjk

sin δjk 0 − cos δjk

sin βk cos δjk cos βk sin βk sin δjk







=
[

x2jk y2jk z2jk

]

(B.19)

B3jk =








cosβk cos δjk cos ǫjk − sinβk sin ǫjk − cos ǫjk sinβk − cosβk cos δjk sin ǫjk cosβk sin δjk

cos ǫjk sin δjk − sin δjk sin ǫjk,− cos δjk

cosβk sin ǫjk + cos δjk cos ǫjk sinβk cosβk cos ǫjk − cos δjk sinβk sin ǫjk sinβk sin δjk








(B.20)

βk = σkβ avec σk = (−1)k

Ou encore,

e1jI = y1jI = (sin β, 0, cos β) (B.21)

e1jII = y1jII = (− sin β, 0, cos β) (B.22)

e2jI = z2jI = (cos β sin δjI , − cos δjI , − sin β sin δjI) (B.23)



206 Chapitre B. Analyse du sous-espace d’efforts de contrainte

e2jII = z2jII = (cos β sin δjII , − cos δjII , sin β sin δjII) (B.24)

njI = e1jI × e2jI = (cos β cos δjI , sin δjI , − cos δjI sin β) (B.25)

njII = e1jII × e2jII = (cos β cos δjII , sin δjII , cos δjII sin β) (B.26)

n1I × n2I = (sin β sin(δ2I − δ1I), 0, cos β sin(δ2I − δ1I)) (B.27)

n1II × n2II = (− sin β sin(δ2II − δ1II), 0, cos β sin(δ2II − δ1II)) (B.28)

La symétrie du robot entraine δ1I = −δ2I et δ1II = −δ2II d’où

n1I × n2I = (− sin β sin(2δ1I), 0, − cos β sin(2δ1I)) = sin(2δ1I)y11I (B.29)

n1II × n2II = (sin β sin(2δ1II), 0, − cos β sin(2δ1II)) = sin(2δ1I)y11I (B.30)

B.2 Condition de dégénérescence du sous-espace ciné-

matique

Les mobilités de l’IRSBot-2 peut-être déduite en analysant la Figure 2.13.

En effet, regardons le sous-système composé uniquement des deux liaisons pivots et de

la plate-forme (voir Figure B.1). Les axes AI et AII des liaisons virtuelles sont dans un

même plan, c’est à dire que s’ils se croisent en un point, ce sous-système ne possède pas

de mobilité.

Dans ce cas, l’IRSBot-2 peut être modélisé comme le montre la Figure B.2. Ce mé-

canisme admet la même cinématique qu’un 2-PP générant uniquement deux degrés de

liberté. Cette analyse simplifiée montre à la fois que l’IRSBot-2 génère deux degrés de

liberté en translation et que si les axes AI et AII sont cöıncidant, une rotation de la

plate-forme apparâıt. Cette condition permet d’écrire les conditions de singularités de

contrainte (3.7a) et (3.7b) vues dans le Chapitre 3.

Cette analyse simplifiée n’est cependant pas suffisante pour décrire l’ensemble des cas

de singularités de contrainte, c’est pourquoi la Section 2.2.1 est nécessaire pour décrire

entièrement le sous-espace de contrainte appliqué sur la plate-forme.
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Ê0IÊ0II PIPII

AI AII

f1II × f2II f1I × f2I

n1II × n2IIn1I × n2I

x0 y0

z0

Plate-forme

Figure B.1 – Sous-système contenant la plate-forme et les liaisons pivot virtuelles

Ê∞pI
Ê∞pII

Ê∞I

Ê0I

Ê∞II

Ê0II PIPII

BIBII

y0 × gII

f1II × f2II f1I × f2I

y0 × gI

x0 y0

z0

Figure B.2 – Modélisation de l’IRSBot-2 si les liaisons pivots sont inactives.
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C.1 Modèle dynamique de l’IRSBot-2

Pour estimer les couples articulaires nécessaires pour générer une trajectoire de pick-and-

place, il est nécessaire d’écrire le modèle dynamique de l’IRSBot-2.

Un modèle global peut-être utilisé en considérant que les mouvements du robot sont

ramenés à des mouvements équivalents plans et que ces mouvements participent à la ma-

jorité des couples articulaires. Le paramétrage du mécanisme plan équivalent à l’IRSBot-2

utilisé pour écrire ce modèle dynamique est présenté à la Figure C.1 et est décrit ci-

dessous :

• les barres active et passive du parallélogramme de longueur l1 de la jambe k ad-

mettent un mouvement de rotation identique autour de (Ak,y0) et (Dk,y0) respec-

tivement. Elles peuvent être regroupées sous le même corps admettant une masse

équivalente Mprox au centre de gravité Gk positionné à une distance l1/2 de Ak et

une inertie en rotation selon y0 équivalente Iprox au point Ak ;
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AIAII

GI

BIBII

GII

P

l1
l1

l2eql2eq

b+ ex − p
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x0
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qI
qII

Mprox, Iprox
Mprox, Iprox

Melb +Mdist/2Melb +Mdist/2

ψI

ψII

Mpay +Mdist/2 +Mdist/2

Figure C.1 – Mécanisme plan équivalent dynamiquement à l’IRSBot-2

• les deux barres de la jambe spatiale k sont modélisées par une seule barre en rotation

autour de (Bk,y0) de masse équivalente Mdist la somme des masses de la jambe jk

avec j = 1, 2. Cette masse équivalente est distribuée de manière équivalente aux

points Bk et P . L’inertie en rotation des jambes distales est négligée [Company

et al., 2009] ;

• le coude est modélisé par une masse ponctuelle en son centre de gravité considérée

confondu avec Bk. Dans son mouvement de translation circulaire, le coude réduit

à une masse ponctuelle en Bk est équivalent à une masse distante de l1 en rotation

autour de (Ak,y0) ;

La formulation de Lagrange permet d’obtenir le modèle dynamique du mécanisme plan

présenté à la Figure C.1 par les relations suivantes :

τ =
d

dt

∂L
∂q̇

− ∂L
∂q

+BTλ

d

dt

∂L
∂ẋ

− ∂L
∂x

= −ATλ

Aẋ+Bq̇ = 0

(C.1)
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avec q = [qI , qII ]
T le vecteur des coordonnées articulaires, x = [x, z]T les paramètres de

position cartésiennes de la plate-forme, τ = [τI , τII ]
T le vecteur des couples articulaires, A

et B les matrices Jacobiennes cinématiques décrites dans la Section 2.3.4, L le lagrangien

du système et λ sont les multiplicateurs de Lagrange. L s’écrit sous une forme matricielle

suivante :

L =











(

Imoteur + Iprox +Mprox(
l1
2
)2 +Mdist

l21
2

)

q̈I − 1
2
(Mprox +Mdist)l1g cos(qI)

(

Imoteur + Iprox +Mprox(
l1
2
)2 +Mdist

l21
2

)

q̈II − 1
2
(Mprox +Mdist)l1g cos(qII)

(Mdist +Mpay)ẍ

(Mdist +Mpay)(z̈ + g)











(C.2)

En résolvant le système d’Équations C.1 le modèle dynamique peut s’écrire de la

manière suivante :

τ = M(q,p)q̈+H(q̇,q,p) (C.3)

avec M la matrice d’inertie, H le vecteur de coriolis et p les paramètres de conception

du robot. Quel que soit la trajectoire x(t), la valeur des trajectoires articulaires (q, q̇, q̈)

est calculée à l’aide du modèle cinématique inverse. En dehors des singularités, il est

alors possible de calculer numériquement les couples articulaires nécessaires au robot pour

réaliser la trajectoire prescrite.

C.2 Modèle élastostatique : méthodologie MAV res-

sorts 6 ddl

La base, la plate-forme et la partie du coude comprise dans le plan (x0, O, z0) sont consid-

érées indéformables. Comme chaque jambe de l’IRSBot-2 est constituée de deux châınes

cinématiques fermées, la première tâche est donc d’évaluer leur matrice de raideur. On

note Kk
para la matrice de raideur équivalente de la châıne cinématique constituant le paral-

lélogramme plan de la jambe k et Kk
sp celle de la châıne cinématique constituant la partie

distale spatiale.

La modélisation du parallélogramme et l’obtention de sa matrice de raideur équivalente

Kpara sont détaillées dans [Pashkevich et al., 2009] et [Pashkevich et al., 2010], elles ne
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Figure C.2 – Architecture du robot IRSBot-2 retenue pour l’étude de l’élasticité
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Figure C.3 – Modélisation flexible de la partie distale spatiale jk.

le sont donc pas dans cette section. Cependant, nous nous intéressons à la modélisation

de la partie distale spatiale afin d’obtenir sa matrice de raideur équivalente Ksp, et la

manière d’assembler la matrice de raideur du parallélogramme avec celle de la partie

distale obtenue.

La partie distale spatiale k (k = 1, 2) peut être décomposée en deux sous-châınes

cinématiques j identiques (Figure C.3) reliant le coude à la plate-forme. Cette sous-châıne

est décomposée en :

(a) un élément rigide correspondant au coude, i.e. l’élément ℓ3jk (Figure 2.2), défini par

une matrice de transformation homogène constante Tjk
base-coude;

(b) un ressort à 6 ddl décrivant la déformation du segment spatial du coude, qui est défini

par une matrice de transformation homogèneVs(θ
jk
0 , . . . , θ

jk
5 ), où {θjk0 , θjk1 , θjk2 }, {θjk3 , θjk4 , θjk5 }

sont les coordonnées virtuelles du ressort correspondant aux déplacements en trans-

lation et en rotation, respectivement;
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(c) une liaison cardan passive à 2 ddl, permettant une rotation d’angle qjk1 autour de y1jk

et une rotation d’angle qjk2 autour de z2jk, qui est décrit par la matrice de transfor-

mation homogène Vr1,r2(q
jk
1 , q

jk
2 );

(d) un élément rigide décrit par la matrice de transformation homogène constante Tjk
leg;

(e) un ressort à 6 ddl décrivant la déformation de la jambe 5jk, qui est défini par une

matrice de transformation homogène Vs(θ
jk
6 , . . . , θ

jk
11), où {θjk6 , θjk7 , θjk8 }, {θjk9 , θjk10, θjk11}

sont les coordonnées virtuelles du ressort correspondant aux déplacements en trans-

lation et en rotation, respectivement;

(f) une liaison cardan passive à 2 ddl, permettant une rotation d’angle qjk3 autour de

y1jk et une rotation d’angle qjk4 autour de z2jk, qui est décrite par la matrice de

transformation homogène Vr3,r4(q
jk
3 , q

jk
4 );

(g) un élément rigide représentant la plate-forme, décrit par la matrice de transformation

constante Tjk
tool-spa

La matrice de transformation globale permettant d’exprimer la position de l’effecteur

par rapport à la position du coude s’écrit :

Tjk
châıne = Tjk

base-coudeVs(θ
jk
0 , . . . , θ

jk
5 )Vr1,r2(q

jk
1 , q

jk
2 )Tjk

legVs(θ
jk
6 , . . . , θ

jk
11)Vr3,r4(q

jk
3 , q

jk
4 )Tjk

tool-spa

(C.4)

avec k = 1, 2 et j = 1, 2.

Lorsque tous les θjkk (avec k = 0 . . . 11) sont nuls, on retrouve le modèle rigide corre-

spondant au modèle géométrique direct. Les valeurs des qjk sont obtenues grâce au modèle

géométrique inverse et chaque Tjk
châıne est facilement déterminé à l’aide des matrices de

transformation homogènes.

D’après [Pashkevich et al., 2009], la matrice Jjk
θ est obtenue en dérivant la matrice

de transformation homogène Tjk
châıne par rapport à chaque variable θjkk décrivant un petit

déplacement élastique virtuel :

∂Tjk
châıne

∂θjkk
= HL

k

∂V
θ
jk

k

∂θjkk

(

θjkk

)

HR
k =











0 −φ′

iz φ′

iy P ′

ix

φ′

iz 0 −φ′

ix P ′

iy

−φ′

iy φ′

ix 0 P ′

iz

0 0 0 0











(C.5)
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PSfrag

B
as
e

P
la
te
-f
or
m
e

K1
para

K2
para K2

Sp

K1
Sp

Parallélogramme
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Figure C.4 – Modélisation flexible de l’IRSBot-2.

où HL
k et HR

k sont des matrices de transformation constantes vis-à-vis de la variable de

déplacement θjkk et
∂V

θ
jk
k

∂θ
jk
k

(

θjkk

)

correspond à la dérivée de la transformation élémentaire

(translation ou rotation) correspondant à θjkk . Dans l’équation (C.5), les termes P ′

ix, P
′

iy,

P ′

iz (respectivement φ′

ix, φ
′

iy, φ
′

iz) correspondent aux petits déplacements de l’effecteur dus

à la variable θjkk . Ainsi, nous pouvons obtenir la keme colonne de Jjk
θ :

[

Jjk
θ

]

k
=
[

P ′

ix P ′

iy P ′

iz φ′

ix φ′

iy φ′

iz

]T

(C.6)

Jjk
q est obtenue de la même manière en dérivant par rapport aux variables passives qjkm

(avec m = 1 . . . 4).

Une fois Jjk
θ , Jjk

q déterminées et Kjk
θ connue, il est possible de calculer la matrice de

raideur de chaque sous-châıne jk grâce à l’Eq. (4.5a) et la matrice de raideur globale de la

partie distale spatiale k notée Kk
sp grâce à l’Eq. (4.7). Enfin, il est possible de modéliser

la jambe k de l’IRSBot-2 comme indiqué sur la châıne k de la Figure C.4.

L’idéal serait d’appliquer la méthode décrite précédemment pour chaque châıne k mais

Kk
sp est une matrice 6× 6 de rang 4 car la boucle distale admet deux mouvements passifs

: une rotation et une translation (cf. Chapitre 2). Or l’Eq. (4.5a) demande l’inversion

de Kk
sp, ce qui est impossible. C’est pourquoi il est préférable d’appliquer la méthode

suivante.

Considérons la châıne k, modélisée par la Figure C.5. Le parallélogramme est modélisé
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[
τ rP
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]

δθBk
=

[
δtBk

δφBk

]

δθP =

[
δtP
δφP

]

FBk
=

[
fBk

mBk

]

FP =

[
fP
mP

]

Partie spatiale

Parallélogramme

Figure C.5 – Modélisation élastostatique de la jambe k de l’IRSBot-2.

par un segment rigide suivi d’un ressort localisé en Bk de raideur Kk
para. La partie distale

spatiale est ajoutée en série. Elle est modélisée comme un segment rigide suivi d’un ressort

localisé en P de raideur Kk
sp.

Soit :

- ℓ les coordonnées cartésiennes du vecteur
−−→
BkP avec ℓ = [x, y, z]T .

- δQk = [δqk, δωk]
T le petit déplacement du nœud k, avec δqk le petit déplacement

de translation, δωk le petit déplacement en rotation et k = {Bk, P}.

- δθk = [δtk, δφk]
T la petite déformation du ressort au nœuds k, avec δtk la déforma-

tion en translation et δφk la déformation en rotation.

- τ k = [τ rk, τmk]
T les efforts transmis dans les ressorts, avec τ rk la résultante de

l’effort et τmk le moment.

- Fk = [fk,mk]
T les efforts virtuels appliqués au nœud k, avec fk la résultante et mk

le moment.

Des relations en effort et en déplacement nous permettent d’expliciter :

- le petit déplacement δQk des nœuds Bk et P en fonction des petites déformations
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δθk
Bk

et δθk
P dans les ressorts en chaque nœud.

δQk = Bkδθk avec δQk =




δQBk

δQP



 , δθk =




δθBk

δθP



 , et

Bk =








Id6×6 06×6

Id3×3 B′k

03×3 Id3×3

Id6×6








B′k =








0 z −y
−z 0 x

y −x 0








(C.7)

- les efforts transmis τ k dans le ressort en Bk et P en fonction des efforts virtuels FBk

et FP appliqués en chaque nœud.

τ k = AkFk, avec τ k =




τBk

τP



 ,Fk =




FBk

FP



 et Ak = BkT (C.8)

- les petites déformations dans les ressorts δθk en fonction des efforts transmis τ k

τ k = Kk
θδθk avec Kk

θ =




Kk

para 0

0 Kk
Sp



 (C.9)

On peut réarranger les équations (C.7), (C.8) et (C.9) afin d’obtenir une relation entre

les efforts extérieurs et les petits déplacements des nœuds δQk :




FBk

FP



 = Kk
eq




δQBk

δQP



 , avec Kk
eq = Ak−1

Kk
θB

k−1
=




kk
11 kk

12

kk
21 kk

22



 (C.10)

La matrice de raideur totale équivalente de la jambe k reliant le déplacement de

l’effecteur δQP à l’effort extérieur FP appliqué sur la plate-forme est donnée par

FP = KtotkδQP avec Ktotk = −kk
21k

k
11

−1
kk
12 + kk

22 (C.11)

La matrice de raideur globale de l’IRSBot-2, Ktot, est finalement la somme de Ktot1 et

Ktot2 . On peut à partir de cette matrice, déterminer la déformation du point central de

la plate-forme mobile dans toutes les configurations du robot.
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C.3 Modélisation élastodynamique de l’IRSBot-2

La méthode de modélisation élastodynamique développé dans ma thèse et décrite dans

le Chapitre 4 constitue une part importante de mon travail. J’ai souhaité détailler dans

cette annexe la construction du modèle de l’IRSBot-2 qui est brièvement introduite dans

la Section 4.2.4.1.

Un paramétrage plus détaillé est alors présenté pour introduire les coordonnées général-

isées élastiques. La méthode est appliquée en reprenant les notations définies et introduites

de la Section 4.2.1 à 4.2.3.

C.3.1 Matrices de masse et de raideur du parallélogramme

La structure virtuelle 1 se décompose en deux jambes et en une plate-forme :

• une jambe 1 (Figure C.6) composée des éléments l11 et l12 et des liaisons : encas-

trement au point A11, pivot d’axe (A12, y0) paramétrée par la variable nominale

q12 et encastrement au point A13. Les coordonnées généralisées de la jambes 1 sont

notées qt1 =
[

q12 qe11 qe12

]T

;

• une jambe 2 (Figure C.6) composée des éléments l21 et l22 et des liaisons : pivot d’axe

(A21, y0) paramétrée par la variable nominale q21, pivot d’axe (A22, y0) paramétrée

par la variable nominale q22 et encastrement au point A13. Les coordonnées général-

isées de la jambes 2 sont notées qt2 =
[

q21 q22 qe21 qe22

]T

;

• une « plate-forme » rigide, correspondant au segment [A13Hk] et à la partie rigide

du coude de coordonnées cartésienne xHk.

Les coordonnées généralisées de la structure virtuelle 1 sont notées qtv1 = [qt1 qt2 xHk]
T .

Le jeu de coordonnées généralisées indépendant du parallélogramme de la jambe k de

l’IRSBot-2 est noté qtparak =
[

q0
t1

q0
t2

xHk

]T

, avec

q0
t1
=
[

q12 qe11

]T

, et qf
t1
= qe12

q0
t2
=
[

q21 q22 qe21

]T

, et qf
t2
= qe22

La méthode suivante est particulièrement détaillée pour le système virtuel 1 :
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Figure C.6 – Paramétrage du système virtuel 1 composant le parallélogramme de l’IRSBot-2

(i) écriture des matrices de transformation Tij pour i = 1, 2 et j = 1, 2 à l’aide de

l’équation (4.40) avec i le numéro de la jambe et j le numéro de l’élément.

(ii) dérivation de ces matricesTij par rapport à qtij à l’aide des équations (4.41) et (4.45).

Cela permet d’exprimer les coordonnées généralisées des différents corps flexibles ij

en fonction des coordonnées généralisés de la structure arborescente qta1 = [qt1 qt2 ]
T .

Ces relations permettent la construction des matrices Jvij et Jeij définies dans les

équations (4.37a) et (4.47)

(iii) écriture des matrices de masse Ma1 et de raideur Ka1 de la structure arborescente à

l’aide de l’équation (4.49) et écriture de celles du système virtuel notée Mv1 et Kv1

respectivement à l’aide de l’équation (4.50)

(iv) fermeture des châınes cinématique en exprimant la vitesse ti,mi
de l’élément terminal

de chaque jambe en fonction des coordonnées généralisées de chaque jambe q̇ti et

en fonction de la vitesse de la plate-forme ẋHk
(voir les équations (4.51), (4.52) et

(4.54)). Ceci permet d’écrire la matrice jacobienne Jparak de l’application linéaire des

coordonnées généralisées du système virtuel qtv1 vers les coordonnées généralisées du

parallélogramme qtparak
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Étape (i)

Pour la jambe 1, en utilisant l’équation (4.40) les matrices de transformations T1j avec

j = 1, 2 s’écrivent :

T11 = T1
baseVa(q11)T

11
end, avec qt11 = [] (C.12)

T12 = T1
baseVa(q11)T

11
eltVe(qe11)Va(q12)T

12
end, avec qt12 =

[

qe11 q12

]T

(C.13)

avec

T1
base = Tx(σkb) et σk = (−1)k, k = I, II,

Va(q11) = Ry(q11), Va(q12) = Ry(q12),

T11
elt = Tx(l1), T

11
end = Ry(−q11) et T12

end = Ry(−q11 − q12)

Pour la jambe 2, en utilisant l’équation (4.40) les matrices de transformations T2j avec

j = 1, 2 s’écrivent :

T21 = T2
baseVa(q21)T

21
end, avec qt21 =

[

q21

]T

(C.14)

T22 = T2
baseVa(q21)T

21
eltVe(qe21)Va(q22)T

22
end, avec qt22 =

[

q21 qe21 q22

]T

(C.15)

avec

T2
base = Tx(σkb)Ry(αk)Tx(wpa)Ry(−αk) et σk = (−1)k, k = I, II,

Va(q21) = Ry(q21), Va(q22) = Ry(q22),

T21
elt = Tx(l1), T

21
end = Ry(−q21) et T22

end = Ry(−q21 − q22)

Étape (ii)

En dérivant Tij par rapport à chacune des variables contenues dans qtij , on obtient les

colonnes des matrices J1
vij

et J1
eij

et donc celles des matrices Jij et Jeij nécessaires pour

l’écriture de l’énergie cinétique et potentielle :








v11(A11)

ω11(A11)

q̇e11








=




06×1 06×1 06×6

06×1 I6×6 06×6












q̇12

q̇e11

q̇e12







=




J1
v11

J1
e11



 q̇t1 (C.16)

=




J1
v11

0

J1
e11

0








q̇t1

q̇t2



 =




Jv11

Je11








q̇t1

q̇t2



 = J11q̇ta1
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






v12(A12)

ω12(A12)

q̇e12








=




jq12v12

J
qe11
v12 06×6

06×1 06×6 I6×6












q̇12

q̇e11

q̇e12







=




J1
v12

J1
e12



 q̇t1 (C.17)

=




J1
v12

0

J1
e12

0








q̇t1

q̇t2



 =




Jv12

Je12








q̇t1

q̇t2



 = J12q̇ta1








v21(A21)

ω21(A21)

q̇e21








=




jq21v21

06×1 06×6 06×6

06×1 06×1 I6×6 06×6















q̇21

q̇22

q̇e21

q̇e22











=




J2
v21

J2
e21



 q̇t2 (C.18)

=




0 J2

v21

0 J2
e21








q̇t1

q̇t2



 =




Jv21

Je21








q̇t1

q̇t2



 = J21q̇ta1








v22(A22)

ω22(A22)

q̇e22








=




jq21v22

jq22v22
J
qe21
v22 06×6

06×1 06×1 06×6 I6×6















q̇21

q̇22

q̇e21

q̇e22











=




J2
v22

J2
e22



 q̇t2 (C.19)

=




0 J2

v22

0 J2
e22








q̇t1

q̇t2



 =




Jv22

Je22








q̇t1

q̇t2



 = J21q̇ta1

Étape (iii)

Toutes ces matrices sont alors utilisées pour décrire le lagrangien de la structure ar-

borescente :
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La1 =

2,2
∑

i,j

Tij − Vij

=
1

2

2,2
∑

i,j
















vij(Aij)

ωij(Aij)

q̇eij








T

Mij








vij(Aij)

ωij(Aij)

q̇eij







− qT

eij
Kijqeij









=
1

2

2,2
∑

i,j

(

q̇T
ta1
JT
ijMijJijq̇ta1 − qT

ta1
JT
eij
KijJeijqta1

)

=
1

2

(
q̇T
ta1
Ma1q̇ta1 − qT

ta1
Ka1qta1

)

(C.20)

Le lagrangien de la structure virtuelle 1 s’écrit alors en ajoutant les coordonnées

généralisées de la plate-forme :

Lv1 =
1

2

[

q̇ta1 ẋHk

]




Ma1 0

0 0








q̇ta1

ẋHk



−
[

qta1 xHk

]




Ka1 0

0 0








qta1

xHk





=
1

2

(
q̇T
tv1
Mv1q̇tv1 − qT

tv1
Kv1qtv1

)

(C.21)

Étape (iv) : Fermeture des boucles cinématiques

Calcul de la vitesse ti3 des éléments terminaux de chaque jambe avec i = 1, 2, par les

dérivées successives des matrices de transformation suivante par rapport à chaque élément

des vecteur qti3 :

T13 = T1
baseVa(q11)T

11
eltVe(qe11)Va(q12)T

12
eltVe(qe12)Va(q13)T

13
end, (C.22)

avec qt13 =
[

qe11 q12 qe12 q13

]T

T23 = T2
baseVa(q21)T

21
eltVe(qe21)Va(q22)T

22
eltVe(qe22)Va(q23)T

23
end, (C.23)

avec qt22 =
[

q21 qe21 q22 qe22 q23

]T

où

T12
elt = Tx(ex/cos(αk), T

22
elt = Tx(wPa − ex/ cos(αk),



222 Chapitre C. Modèles de l’IRSBot-2

Va(q13) = Ry(q13), Va(q23) = Ry(q23),

T13
end = Tx(ez + ex tanαk)Ry(−q13− q12− q11) et T23

end = Tx(ez + ex tanαk)Ry(−q23−
q22 − q21)

Écriture de Ji
vi3 et Ji

p avec i = 1, 2 tel que :

ti3 = Ji
vi3q̇ti = Ji

pẋHk
(C.24)

J1
v13 =

[

jq12v13
J
qe11
v13 J

qe12
v13

]

, J1
p =

13R0




I3 [p1]×

0 I3



 (C.25)

J2
v23 =

[

jq21v23
jq22v23

J
qe21
v23 J

qe22
v23

]

, J2
p =

23R0




I3 [p2]×

0 I3



 (C.26)

avec p1 =
−−−−→
HkC13 = p2 =

−−−−→
HkC23 =

[

0 0 ez + ex tanαk

]T

Écriture des équations de contraintes entre les variables redondantes q̇f
ti
et celles in-

dépendantes q̇tparak à l’aide des équations de fermeture de boucles précédentes :




q̇f
t1

q̇f
t2



 = −(Jf
v)

−1
[

J0
v −Jp

]








q̇0
t1

q̇0
t2

ẋHk







=




Jd11 Jd12 Jd13

Jd21 Jd22 Jd23



 q̇tparak (C.27)

avec

Jf
v =




J
qe12
v13 0

0 J
qe22
v23



 (C.28)

et

J0
v =




jq12v13

J
qe11
v13 0 0 0

0 0 jq21v23
jq22v23

J
qe21
v23



 (C.29)
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D’où q̇tv1 = Jparakq̇tparak , avec q̇tparak =
[

q̇0
t1

q̇0
t2

ẋHk

]

et

Jparak =














I7 0 0

Jd11 Jd12 Jd13

0 I8 0

Jd21 Jd22 Jd23

0 0 I6














(C.30)

Les matrices de masse et de raideur du parallélogramme sont obtenues en injectant

cette dernière expression dans le lagrangien de la structure virtuelle 2 :

Mparak = JT
parakMv1Jparak

et

Kparak = JT
parakKv1Jparak

où Mv1 et Kv1 sont obtenues à l’Equation (C.21).

C.3.2 Matrices de masse et de raideur de la partie distale

Le système virtuel 2 se décompose en deux jambes :

• une jambe 3 (Figure C.7) composée des éléments l31 et l32 et des liaisons : encas-

trement au point A31 (confondu avec le point Hk), cardan d’axe (A32, y13k, z23k)

paramétrée par la variable nominale q32 =
[

qry32 qrz32

]T

au point A32 et cardan

d’axe (A33, z23k, y13k) paramétrée par la variable nominale q33 =
[

qrz33 qry33

]T

. Les

coordonnées généralisées de la jambes 3 sont notées qt3 =
[

q32 q33 qe31 qe32

]T

;

• une jambe 4 (Figure C.7) composée des éléments l41 et l42 et des liaisons : encas-

trement au point A41 (confondu avec le point Hk), cardan au point (A42, y14k, z24k)

paramétré par la variable nominale q42 =
[

qry42 qrz42

]T

et cardan au point (A43, z24k, y14k)

paramétré par la variable nominale q43 =
[

qrz43 qry43

]T

. Les coordonnées général-

isées de la jambes 4 sont notées qt4 =
[

q42 q43 qe41 qe42

]T

;

• une « plate-forme » rigide, de coordonnées généralisées xP correspondant à la plate-

forme de l’IRSBot-2 reliant les points A33, A43, et P .
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Les coordonnées généralisées de la structure virtuelle 2 sont notées qtv2 =
[

xHk qt3 qt4 xP

]T

.

Remarquons que les coordonnées du pointHk sont nécessaire pour cette structure virtuelle

puisque la partie distale n’est pas fixé à la base directement. Les coordonnées généralisées

de la structure arborescente 2 sont notées qta2 =
[

xHk qt3 qt4

]T

. Le jeu de coor-

données généralisées indépendant de la jambe distale k de l’IRSBot-2 est noté qtdistk =
[

xHk q0
t3

q0
t4

xP

]T

, avec

q0
t3
=
[

q32 q33 qe31

]T

, et qf
t3
= qe32

q0
t4
=
[

q42 q43 qe41

]T

, et qf
t2
= qe42

l31

l31

l32

l42

A31 = A41

A32

A33

P
A43

A42x0

x0

z0

Hk

y0

q31

qry32

qrz32

qry33

qrz33

y13

y13

y14 = y13

y14

z23

z23

z24

z24

Plate-forme

Figure C.7 – Paramétrage du système virtuel 2 composant la la jambe distale de l’IRSBot-2

Pour la jambe 3, en utilisant l’équation (4.40) les matrices de transformations T3j avec

j = 1, 2 s’écrivent :

T31 = T3
baseVa(q31)T

31
end, avec qt11 = []T (C.31)

T32 = T3
baseVa(q31)T

31
eltVe(qe31)Va(q32)T

32
end, avec qt32 =

[

qe31 q32

]T

(C.32)
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avec

T3
base = Tx(xHk

)Tz(zHk
), Va(q31) = Rz(−π/2), Va(q32) = Ry(qry32)Rz(q

rz
32),

T31
elt = Tx(v1)Rz(π/2)Rx(π/2)Rz(−β),

T31
end = Rz(π/2) et T32

end = Va(q32)
−1Rz(β)Rx(−π/2)Rz(−π/2)

Les équations de la jambe 4 ne sont pas détaillées.

Si on considère que la jambe 3 est fixée à la base, on obtient :








v31(A31)

ω31(A31)

q̇e31







=




06×2 06×2 06×6 06×6

06×2 06×2 I6×6 06×6















q̇32

q̇33

q̇e31

q̇e32











(C.33)

or la jambe 3 est rattaché au point Hk au point A31




v31(A31)

ω31(A31)



 = J3
b ẋHk

= 31R0ẋHk
(C.34)

donc intégrons directement dans le vecteur des vitesses généralisées de la structure ar-

borescente la vitesse du point Hk telle que :








v31(A31)

ω31(A31)

q̇e31








=




J3
b 06×2 06×2 06×6 06×6

06×6 06×2 06×2 I6×6 06×6


















ẋHk

q̇32

q̇33

q̇e31

q̇e32














(C.35)

=




J3
v31

J3
e31








ẋHk

q̇t3



 =




J3
v31

0

J3
e31

0












ẋHk

q̇t3

q̇t4








=




Jv31

Je31












ẋHk

q̇t3

q̇t4







= J31q̇ta2
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






v32(A32)

ω32(A32)

q̇e32








=




06×6 Jq32

v32
06×2 J

qe32
v32 06×6

06×6 06×2 06×2 06×6 I6×6


















ẋHk

q̇32

q̇33

q̇e31

q̇e32














(C.36)

=




J3
v32

J3
e32








ẋHk

q̇t3



 =




J3
v32

0

J3
e32

0












ẋHk

q̇t3

q̇t4








=




Jv32

Je32












ẋHk

q̇t3

q̇t4







= J32q̇ta2

Lagrangien structure arborescente 2:

La2 =

4,2
∑

i=3,j=1

Tij − Vij

=
1

2

4,2
∑

i=3,j=1
















vij(Aij)

ωij(Aij)

q̇eij








T

Mij








vij(Aij)

ωij(Aij)

q̇eij







− qT

eij
Kijqeij









=
1

2

4,2
∑

i=3,j=1

(

q̇T
ta2
JT
ijMijJijq̇ta2 − qT

ta2
JT
eij
KijJeijqta2

)

=
1

2

(
q̇T
ta2
Ma2q̇ta2 − qT

ta2
Ka2qta2

)

(C.37)

Le lagrangien de la structure virtuelle 2 s’écrit alors en ajoutant les coordonnées

généralisées de la plate-forme xP :

Lv2 =
1

2




q̇ta2

ẋP





T 


Ma2 0

0 0








q̇ta2

ẋP



−




qta2

xP





T 


Ka2 0

0 0








qta2

xP





=
1

2

(
q̇T
tv2
Mv2q̇tv2 − qT

tv2
Kv2qtv2

)

(C.38)
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Les équations de fermeture de boucle donnent deux équations suivantes :

ti3 = Ji
vi3

[

q̇ti

]

= Ji
pẋP avec i = 3, 4 (C.39)

qui mises sous forme matricielle donne :




J3
v33

0 −J3
p

0 J4
v43

0












q̇t3

q̇t4

ẋP







= 0 (C.40)

ou encore




J
qe32
v33 0

0 J
qe42
v43





︸ ︷︷ ︸

J
f
v33




q̇f
t3
= q̇e32

q̇f
t4
= q̇e42



 =




Jq32
v33

Jq33
v33

J
qe31
v33 0 0 0 −J3

p

0 0 0 Jq42
v43

Jq43
v43

J
qe41
v43 −J4

p





︸ ︷︷ ︸
[

J0
v33

−Jp

]




















q̇32

q̇33

q̇e31

q̇42

q̇43

q̇e41

ẋP




















(C.41)




q̇f
t3

q̇f
t4



 = (Jf
v33

)−1
[

J0
v33

−Jp

]








q̇0
t3

q̇0
t4

ẋP







=




Jd31 Jd32 Jd33

Jd41 Jd42 Jd43












q̇0
t3

q̇0
t4

ẋP








(C.42)

et donc

q̇tv2
=

















˙xHk

q̇0
t3

q̇f
t3

q̇0
t4

q̇f
t4

ẋP

















=

















I6 0 0 0

0 I10 0 0

0 Jd31 Jd32 Jd33

0 0 I10 0

0 Jd41 Jd42 Jd43

0 0 0 I6



























˙xHk

q̇0
t3

q̇0
t4

ẋP











= Jdistkqtdistk (C.43)
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En injectant l’équation C.43 dans le lagrangien de la structure virtuelle 2, l’expression

des matrices de masse et de raideur de la partie distale est obtenue :

Mdistk = JT
distkMv2Jdistk

Kdistk = JT
distkKv2Jdistk
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C.3.3 Matrices de masse et de raideur de la jambe k

Les coordonnées généralisées indépendantes de la jambe k est noté qtJambek
est la réunion

des coordonnées généralisées indépendantes du parallélogramme et de la partie distale.

qtJambek
=
[

q0
t1

q0
t2

xHk q0
t3

q0
t4

xP

]

Pour obtenir MJambek et KJambek, il suffit d’écrire qtparak et qtdistk en fonction de qtJambek
:

qtparak =








I 0 0 0 0 0

0 I 0 0 0 0

0 0 I 0 0 0







qtJambek

= Jj1qtJambek

qtdistk =











0 0 I 0 0 0

0 0 0 I 0 0

0 0 0 0 I 0

0 0 0 0 0 I











qtJambek
= Jj2qtJambek

et injecter ces équations dans la somme du lagrangien de la structure virtuelle 1 et 2.

MJambek = JT
j1MparakJj1 + JT

j2MdistkJj2

KJambek = JT
j1KparakJj1 + JT

j2KdistkJj2

La méthode présentée en détail pour une jambe k de l’IRSBot-2 peut maintenant

facilement être étendue en ajoutant la deuxième jambe. Ce modèle élastodynamique de

l’IRSBot-2 a été validé par un logiciel de simulation add-hoc : Cast3M.

L’annexe suivante présente une validation expérimentale de ce modèle appliqué à un

robot plan à trois ddl nommé NaVARo.
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Cette annexe illustre la déformée calculée (en bleu pointillé) du robot par rapport

à trois configurations initiales (en rouge trait plein) du robot NaVARo. Les déformées

représentées correspondent aux douze premières fréquences propres. Les réponses fréquen-

tielles obtenues à l’aide d’un accéléromètre tri-axiale sont aussi ajoutées. Ce sont ces

courbes qui permettent de faire la correspondance résumée dans le Tableau 4.8.

D.1 Modes de déformations calculées

D.1.1 Configuration 1

Pose 1 x= 0.000, y=0.000, Theta=0.000

Raideur de Torsion Kt=2000.000 N/rad

Masse totale du robot : 7.722 kg

Masse de la liaison en Bi Mjoint= 0.289, Mcarter= 0.129 kg

Masse de la liaison en Ci Mjoint= 0.289, Mcarter= 0.119 kg

Masse de la liaison en Di Mjoint= 0.293, Mcarter= 0.119 kg

Masse de la liaison en Ei Mjoint= 0.264, Mcarter= 0.047 kg

values of the 12 first frequences of the NaVARo, fixed at the base
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Figure D.1 – 12 premiers modes de déformation du robot NaVARo en configuration 1



D
.1

M
od
es

d
e
d
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D.1.2 Configuration 2

Pose 2 : x=0.000, y=0.000, Theta=-1.047

Raideur de Torsion Kt=2000.000 N/rad

Masse totale du robot : 7.722 kg

Masse de la liaison en Bi Mjoint= 0.289, Mcarter= 0.129 kg

Masse de la liaison en Ci Mjoint= 0.289, Mcarter= 0.119 kg

Masse de la liaison en Di Mjoint= 0.293, Mcarter= 0.119 kg

Masse de la liaison en Ei Mjoint= 0.264, Mcarter= 0.047 kg

values of the 12 first frequences of the NaVARo, fixed at the base

19.464 19.464 20.487 41.877 41.877 45.553

47.046 56.372 56.372 63.091 98.612 98.612
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Figure D.3 – 12 premiers modes de déformation du robot NaVARo en configuration 2
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D.1.3 Configurations 3, 5 et 7

Pose 3, 5, 7 : x=0.117, y=0.067, Theta=-1.047

Raideur de Torsion Kt=2000.000 N/rad

Total mass of the robot : 7.722 kg

Masse de la liaison en Bi : Mjoint= 0.289, Mcarter= 0.129 kg

Masse de la liaison en Ci : Mjoint= 0.289, Mcarter= 0.119 kg

Masse de la liaison en Di : Mjoint= 0.293, Mcarter= 0.119 kg

Masse de la liaison en Ei : Mjoint= 0.264, Mcarter= 0.047 kg

values of the 12 first frequences of the NaVARo, fixed at the base

17.910 19.713 20.913 36.881 41.860 47.922

50.523 55.451 61.035 65.375 90.728 106.669
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Figure D.5 – 12 premiers modes de déformation du robot NaVARo en configuration 3, 4 ou 7
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E Trajectoire

Écrivons le système de 30 équations à 30 inconnues donné par les équations (5.3) et (5.4)

de manière matricielle. Soit Ak une matrice (6× 6) correspondant au polynôme sk défini

entre ti et tf ,

xk =
[

ak bk ck dk ek fk

]T

(E.1)

et

x0k =
[

sk(ti) sk(tf ) ṡk(ti) ṡk(tf ) s̈k(ti) s̈k(tf)
]T

(E.2)

Akxk = x0k (E.3)

avec

Ak =

















t5i t4i t3i t2i ti 1

t5f t4f t3f t2f tf 1

5t4i 4t3i 3t2i 2ti 1 0

5t4f 4t3f 3t2f 2tf 1 0

20t3i 12t2i 6ti 2 0 0

20t3f 12t2f 6tf 2 0 0

















(E.4)

Le système complet à résoudre s’écrit :

x = A−1x0 (E.5)

avec x =
[

x1 x2 x3 x4 x5

]T

, x0 =
[

x01 x02 x03 x04 x05

]T

et

A = diag (A1,A2,A3,A4,A5)
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[Briot et al., 2013] Briot, S., Glazunov, V. et V., A. (2013). Investigation on the

effort transmission in planar parallel manipulators. ASME Journal of Mechanisms

and Robotics. in press. 2 citations pages 26 et 151

[Briot et al., 2010] Briot, S., Pashkevich, A. et Chablat, D. (2010). Optimal

technology-oriented design of parallel robots for high-speed machining applications.

http://www.parallemic.org/Reviews/Review004.html


246 Références bibliographiques

In Proc. of the 2010 IEEE International Conference on Robotics and Automation

(ICRA), pages 1155 –1161. Cité p. 150
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Optimal Design of a two degree-of-freedom translational parallel robot for pick-
and-place operations 
 

Résumé 
 
Cette thèse porte sur la conception optimale d’un robot 
parallèle à 2 degrés de liberté en translation (2T) pour 
des opérations de prise et de dépose. Sa principale 
contribution est l’introduction d’un nouveau 
manipulateur 2T nommé IRSBot-2 (IRCCyN Spatial 
roBot with 2 DOF) et pour lequel une méthodologie de 

conception optimale est proposée pour réaliser des 
opérations de prise-et-dépose. Cette méthodologie est 
aussi appliquée à d’autres robots parallèles 2T afin de 
les optimiser pour des spécifications identiques et de les 
comparer.   
 
Ce manuscrit est divisé en 5 chapitres. Après un état de 
l’art des architectures existantes pour les applications 
de prise et de dépose, nous expliquons pourquoi 
l’IRSBot-2 a été sélectionné pour répondre au besoin du 
projet ANR ARROW qui concerne la conception de 
robots rapides et précis ayant un grand espace de 
travail. Dans le Chapitre 2, l’architecture de l’IRSBot-2 
est détaillée. Il a la particularité de générer un 
mouvement 2T en ayant une architecture spatiale, ce 
qui lui confère une bonne raideur intrinsèque. Le 
Chapitre 3 présente l’analyse des singularités du robot 
ainsi qu’une synthèse dimensionnelle détaillée pour 
concevoir un IRSBot-2 sans singularité parallèle. Le 
Chapitre 4 établit les modèles élastiques (statique et 
dynamique) de l’IRSBot-2. Il propose une méthode 
systématique bien adaptée aux robots parallèles pour le 
calcul des fréquences propres. Enfin, le Chapitre 5 traite 
du problème de la conception optimale des robots pour 
les applications de prise et de dépose basée sur un 
processus d’optimisation incluant des critères 
technologiques pour la formulation des contraintes et 
objectifs du problème d’optimisation. 
 
Mots clés :  
 

Robots parallèles  Fréquences propres 
Prise-et-dépose  Conception 
Pick-and-place  Optimisation 
Analyse des singularités  IRSBot-2 

 

 

Abstract 
 
This thesis deals with the optimal design of a two 
degree-of-freedom translational (T2) parallel robot for 
pick-and-place operations. The main contribution of the 
thesis is the design of a new T2 parallel robot named 
IRSBot-2 (IRCCyN Spatial roBot with 2 DOF) dedicated 

to pick-and-place operations. The IRSBot-2 has a 
spatial architecture, which provides it with a high 
intrinsic stiffness. The IRSBot-2 has been developed in 
the framework of the ARROW French ANR project that 
aims to design fast and accurate robots with a large 
operational workspace. A methodology has been 
developed for the design of the IRSBot-2 and used to 
find the optimum design of other T2 parallel robots and 
to compare their performances with IRSBot-2 ones. 
 
The thesis report is divided into five chapters. A state of 
the art on existing robots for pick-and-place operations 
is presented in Chapter 1 and highlights the relevance 
of the IRSBot-2 to satisfy the requirements of the 
ARROW project. Chapter 2 describes the architecture of 
the IRSBot-2. Chapter 3 is about the singularity analysis 
of the IRSBot-2 as well as a detailed dimensional 
synthesis to come up with a singularity-free design. 
Chapter 4 introduces the elastic (static and dynamic) 
models of the IRSBot-2. A systematic method for 
computing the natural frequencies of any parallel robot 
is also developed. Chapter 5 deals with the design 
optimization of parallel robots for pick-and-place 
operations based on technology oriented indices. 
Finally, the detailed design of the IRSBot-2 prototype is 
illustrated. 
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Singularities analysis  Optimization 
IRSBot-2   
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