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εi i ∈ {x , y , z}
i γij

i j j ∈ {x , y , z} i �= j

εGL

εGL =
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2
(� +� T +� T · � )

�
x y z bT b

εC =
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2
(� +� T )

f

ε = f (σ)
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λ μ

σ = λtr(ε)I + 2με

tr(A) A I

σij i , j ∈ {x , y , z}
i j
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a X0 Y0 Z0
Fetirement b a

Fetirement η Y 2ζ

X 2ε Z

X Z

νX =
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ρ¨ = �σ + ρ
ρ σ

= M ¨

M ¨
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���	��� ��


����������	
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�
 �3��
� +� ���
�������� ��	������� ��
 ����������	
 �����! �� �#����

��
 ������	
 �����	 �������!���� �� �#��� �� ����������	 �� ������	 ��	���� 4�� �� ����!
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�������� 	 
 ���
������ ������ ��� �� �����������

����� ������ �� ������ ������� �� �������� ��� ��������� ���� ������� ���������� ������� ��

������� ������ ��� ��� ������� �������

 ����� ��� ���� ��� ���������	 ��
�����! �� ���� ������� �� ������� �� ����������� ��������

����� �� ������� �� ������ �� ��� ��� �� ������������ �������� ����� �� ��� �� "��#�!

����� ������������� �� �� ������� ��� �������� ���� ��� �� ����������� ������ �� $�������������

�� ��������! �� ������ % �� ������� ��������� �������� �� ���� 



 = K�

�& K ��� �� �
����� �� �
������

'� �(��! ���� �� ���! ��� ������ ���� ���������������� ��) ������������! ������� ��� �����


������� ���� �������������� ��) ������������ �� ��� ��� ������������ ���� ����������������

��) ������������

*�� ���������� �������� ��� ������������ �� ����� ������������� % ��� ���������� ��


�������� +��� �� ��� ����� ���������� ��������! ��� �(��� ��� ��������� % ��������� �� %

�� $�������������� ���� �������� ,� ������� ������ ��� ������ ��-�� % ��� ������� �������

����� ��� �)����� �� ��$������ �� ������� K �� �� ��������� ��� ������� ����
���� �����

����� �� ��
���	� ��	������ +��� �� ��� ����� ���������� ���������! �� ������� ������ ���

������ ��� % ��� �� ��������� �� �����
 ���	����
���	 	���������  ����� ��� �� �����


������ ����� �����$��� �� �������� ����� ��� �� �.�� ���$��� �� ���� ��� ������ �� ��������

�� �� ���������� ,� ����) ����� ���������� �������� �� ��������� ������ �� �������������

$����� '� �(��! ��� ���������� ��������� ������ ����������� �� ����� �� �� ����������! ���

�)�����! �� �������� ��� ����� ��� ��� ������ �� �������� �� �� ��������� �� ��������� ��

�� ������� ��� ��� �������� '���! �� �)���� �� ��������� ���� �� ���������� 
 �� ���������	

��
�����
������ ����� �������� ��� ���� ���� ������ �� �� ���������� �������� ��� ����������

'� �(��! ���� ������ ����������� ����� ����� ������� ����������� �� ��������

���� ��� ���������	 ��	
�����! ������������� �� �� ������� ��� �������� ���� ��� ��

����������� ������ �� $������������� �� �������� ����� �� ����������� ���$���� 



 = M�̈+D�̇+ K� /	�01

�& M �� D ���� ��������$����� �� �
����� �� �
��� �� �� ������� ��
����������	��

 ����� ��� �� ��������� �� ��������� ��� ������ �� ��$��� �� �������� ���� ��������� ��

��$��� �� �� ��������� �� �������� ,� ������� �� ������� K ������ ��� �������� B �� D� ,�

������� B ��������� �� �������� ����� ��� ������������ �� ��� ������������� ,� ��������� ��

��������� ����������� �� ������� ������ �� B� ,� ������� D ���������� % �� ��� �� ������


������ �� �������� �� ����� ��� ������������ ��) ������������ ,� ��������� �� ��������� ��

�������� ������ �� D� ���� �� ������� ���
��������! B ��2�� D ��������� �� �����������

�� K ������ ����� �� � �� ������ �� �������� ��� �������������

���� ��������! ���� �$��� $� ��� �� ������� ��� �������� ���� ������ �� ��������

������������� �� �������� �� �� ��������� ��� �������! �� ����������� �$�� ��� ��������

��) ����$��� ����������� 3��� ������ ��� ����� ������� ������ �� �������� ��� ������ $������

�� ��������� ������������ �� ����������� �$�� ��� �������� ��) ����$��� ���������� �����!

��� �)�����! �� ��������������� �� ������������� '���! ���� �$��� �������� ������� ��

������ �������� ����� ��� �� ������� ��� �������� ���� ������� �� �� ��������� ��� ������)

��������� *� ��� ������ �������� ��� ������� �������� ��	��	�� *� ������ ������� ��������

�� �������������� ����� ����������� �������� ������ ��� �� ��������� ��� ������) ���������
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��� � ����	
 ��
�������


����� ��� ��	
��� 
����
�������

��
 
�����
 ����	����	��� 
��	 �������
 ��� �� ��
����� ������������	 �� 
�
	���  ���

������	��� ���! �����"��	 �� ����	 # 
������� $�
 ��	 ���� �����	�
 �� �������� ��
 ���"����
 ���


�	���
 ��
 ���	�����
 ��
���	�
��	 ������	 ���
�����% �� ��
 �� 	���
 
��"��	� &��
 ������


�t ' ���	�	 �� 
�
	��� �� 	���
 t% �	 h ' �� ��
 �� ����� ��	
���
��	�
� &�	��
 ��� �� ��


�� 	���
 ���� 
����� ����	����	��� �
	 ��� "����� ���	���� �� �� �������� (� �)�	% 
� �� �
	

	��� ��	�	% �� 
�����	��� �� "������ ��� 	��
 ��� # ������ �	���	��� �� 
����� ����	����	���%

���
	�#����� ��� ��
 	���
 �� ������ 
����	 ����
 	��� ����
� *�� ���	��% 
� �� �
	 	��� �����%

�� 
���	��� �����+���� ��� �� 
����� ����	����	��� 
���������� �������� 	��� �� �� 
���	���

�+��	�% ���
	�#����� ������� ��"�������

��
 
�����
 ����	����	��� ��
��"��	 ��� �����	�
 �	��
�
�	���� �
�	
�	
�� ,�		� ��������

�
	 
������
�� �� �� ������� 
��"��	� '

�̇ = �(�)

�- �̇ �����
���� # �� ����"�� �� � ��� ������	 �� 	���
% �	 � �
	 ��� 
���	��� �������

.� ��� 
���	��� �����	���� # ������	��� ��)����	����� ��������� �� ���	 ��
 /	�� ��	�����

���% �� ������� # ��� ��	����	��� ��������� �� ��		� ����	���� 0�� ��	����	��� ���������

���
�
	� # �������� ��� "����	��� �� �% ��	�� Δ�% 
�� �� ��	��"���� �� 	���
 h% # ���	�� �� ��

"����� �� Xt �

$� �+�
	� ���+ 	���
 �� 
�����
 ����	����	���% �� 
����� ����	����	��� ����	�	�� �	 ��


����� ����	����	��� 	���	�	��� �� 
����� ����	����	��� �+�����	� �
	 �� ��	���� �� ��
���	���

��������� �� ���
 
������ 1��� ����	 �� "�� �����	�����% �� 
����� ���
�
	� # ��������

�� 	�����	� # �� 
���	��� �� ������	��� ��)����	����� ���������% �� 	���
 t ��� ����	����

��� �����+���	��� �� ��		� �������� �� 	���
 t + h� �� ������ �� 
	�����	� �� �� 
�����

�
	 ������� �� ��������
�� �� 
����� ����	����	��� �������	�  �
� �������	�
 �� ���� ��

������	�� 2.��3�4!� 1� ���
% �� ���"������� �� 
����� ����	����	��� �+�����	� ����

�	� ��


��
 �� 	���
 ��	�	
 �� ������ �� ���+ ��� ���	 �������� �� 
����� ����	����	��� �������	�%


��
 ��� �� ������� �� ������ ���� ��	��	 �� 
	�����	� 256784� *�� ���	��% �� ������� ��������

��� ����	�	� �� ������
 �	 ��� ������+�	� ���� ���
 �����	��	� ��� �� 
����� �+�����	��

1��
 �� ��
 ���� 
����� ����	����	��� �+�����	�% �̇ =
�t+h−�t
h

� (� ������9��	 �̇ ��� ��		�

�+���

��� ���
 ������	��� ��)����	����� ��������� �� 	���
 t% �� ��	���	 '

�t+h = �t + h�(�t)

�� "����� �� �t �� ��
 �� 	���
 
��"��	 ' �t+h% �
	 ��	���� �� 
���	��� �� ���������	���

�� � 
�� ���	�	 �� 
�
	��� �� 	���
 t� ,��	��������	 �� 
����� ����	����	��� �+�����	�% ��


����� ����	����	��� �������	�% ������� �� "����� �� �t+h �� 
���	��� �� ���������	��� �� �


�� ���	�	 �� 
�
	���% ��		� 
��
���% �� 	���
 t + h� 1��
 �� ��
 ���� 
����� ����	����	���

�������	�% �� ��	���	 ���
� '

�t+h = �t + h�(�t+h)

�� ������ �� ��		� �+���

��� ����

�	� �� 	���

����	��� �� ��		� �������� �� �� 
�
	���

�������� �� 	��� Ax = b �- A �
	 ��� ��	����% x �
	 �� "��	��� # ��	������� �	 b �
	 ��

"��	���� ,� 
�
	��� �
	 ��
��� ��� ��� ��	���� �����	� �� �	���	�"� ����� ����� �� �������	

��������� ��
 ��	����
 �����	�
 �����		��	 ����	���� ��� 
���	��� �+��	� �� �� ������

��� �������	���
� ,��	��������	 ��+ ��	����
 �����	�
% ��
 ��	����
 �	���	�"�
 	��	��	 ��

���"����� "��
 ��� 
���	��� �� ���
 ������ ��

���� �� �� 
���	��� �+��	�� .� A �
	 �� 	��


������ 	�����% ��� ��	���� �	���	�"� 
��� ���
���� ��� ���� ����

�	��� ����
 �� �������
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�������� 	 
 ���
������ ������ ��� �� �����������

������ ������� ������� �� ������ ������� ��� �������� �� �� ������ ������������ �����

������������ ������ !

��������

"� �#���� ��$������ ������� �������������� �#�������� ����� �� ������� ������	% �� 
���	��	


��	��� &������� ��������� �����	��' �� ������ �� �����
����� ���	�	� 2 �� 4!

(��� ���������� ��
���)� �� ������� ��*���� �� �� ������ ������������� ���������% ���� ���

�������� ��$���������� ��������� �� ������ ����� �+���, 


�̈ = �(�, �̇)

����� �#�������� ���������� - �� ���)��� ��� �� (�.��� 
 � = m�!

(��� ����������� ���% � ����� ����� �� �������� ����� ��������� ������������ ����/�� -

�������% � ����� ����� �� ������� ���� � = �̇!

����� �������� ��$���������� ��������� �� ������ ����� ��)�� �� �0��)�� �����������

��$����������� �� ������� ����� ������� 


{
�̇ = �

�̇ = �(�,�)
&	!	'

���� �� ������� ��*����% �� �0��)�� ������� 


{
�t+h = �t + h�t
�t+h = �t + h�(�t ,�t)

&	!�'

���� �� ������ ������������� ���������% �� ������ ����� ���� ���������� &	!	'% ������� 


{
�t+h = �t + h�t+h
�t+h = �t + h�(�t+h,�t+h)

&	!1'

(����� ��� �� ������ ������������ ��� �� ������ ������������� �#������� �2 �t+h ���

��������� �� �� �3�� ����)�� ��� ���� �� ������� ��*���� ���� �t+h ��� ������� �� ��������

�� �t+h �� ��� �� �������� �� �t !

��� ������	 
��� ��	 �
���	 �������
��	

������ ���)�� ��� ����������� ��� �� �	������� &�������� - ���������� �� ����)�� ��������

�� ������������ �� ����/�� - �������'% �� 	� ������� &�� ��������� �� �� ���������� �������

��� �� ���)��'% ��� 	������� &����)�� �������� ��� �� ����� ������ �� �� ���������� ��������

��� �� ���)��' �� ��� ����	����!��� &������ �� ���� �� ������ �������� ���� �� ����������'

�� �������� ����)��� ��������� �� ������������� �����! (��� ������� ��������� ��/����� ���

���������� ����� - �� �������� ���������������� �� ���)�� �� �� ��������������� ��� 4�5 ��

������ �� �������� - ����� ��� ����������� ������������! *�6�% ������ ��� �� ��������� ��/��

����� ���������� ������ �� ����� ���� ��� �� ����� �� ��������� ����� �� ����)�� �� ���������

�� ��������������� �� �� ����������!

7��# ���������� �� ���)�� �#������ ���� �������� ��� ��/���! 8� �����)�� ���������

��������� ���� ��� ���)��� ���� 9 ���
�"������� : �� 9 ������	����� :! ����� �����)��

��������� ��� - ��������� �� �� �������% �������� ��� ���)��� ���� 9 �"������� :!

7��� ����� ������% ���� ������������ ���)������ ��� ���)��� �� �� �����)�� ���������

����� �� ���� �������� ���� ���������� ��� ��� ���)��� ��0������! *� �$��% ���� ����� ����

�� ����# �� �������� ���� ���)�� ��0����� ���� ��� ������# ��������� ���� �� ���������!

	;





+



+

+



�������� 	 
 ���
������ ������ ��� �� �����������

����� �� ��������� �� ��������� ������ ������������� �������������� �� �������� ��� ��������

�� ������� �� ���� � ��� �� ����� �� �� ����������� !��� ��������� ��� ��� ���������� ��


������� ��� �������������� �� ������������ �� ���"#�� ������� $� ������ �������� ������

��� ����� �����������  �%�� ��� ���"���� ���&��� ��������� ��� ������������� �� ��������

'� ������ ���
������� ������� ����� ( ���� ��� ����������� "��� ���� ��������� )� ����� �����

���
��������� �������� ��� �� ������� �� ������� K ��� ���������� �� ����������� �� )���

�� ���� �� ������� �� ������� ���� � �� �������� ��� ������ ���������� ��� �� �������� )���

�� �������� ����� ���������� ���������� �� ������� �� ������� ���� *��� ���������� ( ������

��������� �����+���� �� �����,� ���������"��� ��� ������� �� ������ �� ������� ��� ���������

����� �� ������������ �������	
��
�� -��������� ��� ��������. ����� ��� �� ����� /� ����

��������� � ������� ��  ����� ������������ ��  ��� ����&������� �� ��������� ���������� ��

����� ���� ��,���� �� �� ���"���� ���&��� ��� ������� ��� �������� ��������� ����������


����� ����� ���� ����� ������ ��� ���� ������� ���&��� ��������� �� ������ �������� ����0� ���

���������� �� ������ ��� ��������� ��� �������� ����������� �� ��������� �� ������ ��� ��

������ ������������ �� ��������� $� �������� �������� �� ��� ������� ���������������� ���

���� �&��� ���������� ������������� 1��� ������ ��  ����� �� ������� �������� ���� ��

 ����� ����&������� �� �������� -��� �� � ��� 	�23.�

$� 415 ����� ��� ������� ����  ���� ��� ���� ������ ������ ����� �� ������� �������


��&�� !��� �����&��� ���� ����������� ��� �����&������� '�� ��� ������ �� �� 415 ��������

�� �������"�� � �� �� �������  ��"��� K � ���� ������������ ����� ����� ��������� �� ������

������"�� �� �������"�� ��� �������� ���� ������ ������� ��� ���� &� ������� ������ ���� ��

�������  ��"���� $��� ���� ���� ����� ������ ����� �� ���� �������� �� �������� �� ���� ����


&�� ���� �� ��� ����&� �� ��� ������� ���� �� �������  ��"���� '�� �� �� ���� *��� ���������

�� ��� ���6������ ���&��� *��� ��� ( 0� 4��� ����� ��� �������� �� ���������� ���������� ��

����  ������� ��� �� ������� ����� ��&����"�� �� �������  ���� ��� ���������������� ����� ���

������� �� �������� �� "����� �������� ���������� ���������� ��� �� �������� ����������

��������������� /� ���� ����� ����7�� ��� �������������� ����� �� ������� �� ������ ��� �������

��� ������������� ���� �� �������� $��� �� ���� ������ ������ ����� ����� �� ��6������

������ ��� �������� ���� ��#����� �� �������� �� ��#��� ���� ���������� ��� �������������� ��

�� �������� 1� ����������� ��� ���"���������� �� ���� ������ ������ ����� ����������� ��

����� �� ����7�� �� ���"������ ������������ ������&�� ( �� �������� ��� ������������ ������&��

( �� ������� �� �� ���� ��� �������������� �� �� �������� ��� ��� �� ���� ���&��� �����������

!��� ��������� ��� ����� �������������� ��� ��� ����� ��,����� �� �� ������ ��� ��  �������

�����������&��� �� �� �����������

���� 8�� ��  ���� ��� ���� ������ ������ ������ ��� ��������� �� �� ������� ��� ���


����� ���� ������� ���� � ��� �������� ��� 9�:�;"7�&; �� ��� <9=3>?� ����� ���������

������ �� ������� �� ������ � �� ���������� ��� ��������������� ���� �&��� "����� ����������

�� �������� � �� ���"#��� �&����� ����� �� �����,� ����������� $�� ��������� �� ����� ���������

���� �� &������ ��������� �� �� 415� �� &����� ��#����� �� ����� ����������� ���������� ��

 ���� ��� ��������������� $� ������� ��������� ���� ��� ������� �� ��������� ��� ��������
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�� ������ ������� ��� �� ������ �������� ��� �� ������� ��� ���� �� �� ��������� ����

����� �� ������ �������� �� ������ ������� �������� �� �������������� �������� �� ���� �� !

�������� ��� ������� ��� ���� ��������� �����"��� �� ����������� ��� �� ���� ���� �#�������

�������������

�� �����
� �� ��
��	���� ��� �� ������ �������� �$ ���� �� ! ������� � ��� ���������� ��

�� �������� �� ����������� ������ ��������� ������#�� �"�� ��� ���������� �� ��� "������#�� ���

�%������ �� ��&������� �� ������� �������� ����� ������� ������� ������ �� ����� �� ���������

�� �����
�������� �� ��������� ����� �� ��������� �� �������� ! ����������� ����� ���%

����������� �� �� �������� ��������� '� ���% ���������� ���� ���� �������� �� ��������� ���

����#�� ����� �� ������� �� ���������� ��� ����� �� ���������� '� ��� ������� ����� ���� ����

����#���� ����� �� �������� ����� ��������� ��� ����� ������������� (����� ��� �� ����� ��

��������� ��� �������� ���� ���������� ��� ����� ������������� (��� ���"��� ������"�� ���

����������� ����� �� ��������� �� ������������� ����� �� ��"��� ��� �������

)� ������ ������� �� ���� �����
� 
������
����
�� *����#� ��� �� ����� ���+ ��� ���

�����&������ �� ������� �� ����������� ,��� ��� ���"��%� ���� �"��� ���� �� ����% �� '-.

���� ������� �� ������������ ��� �� ��� ������������ ����� ���� ����� ������ ��� ���� ��

���������� ��
�������� �� ������� ���� ��������

������ ��	� 
 ������� �� �	
� �
 �	
 2� �� ��� ���������� ��
� �������
���� �
 ���� �� ���

�������� �
 ���
���

��� ��������� � )� '-. �������� �� �� �������������� ���� �� �� ���� �� �� �������� ��

��
��	���� ����� �������� 
������ ���������� �������� ��� ��� 
����
�� *��� �� &#��� 	�/	+�

������ ��������� ��� ����� ��0������ ��� ��� "������#� ������� (����� ��� ��� �������� ���"���

#����������� �� ������#�� �� ������#��

)� '-. ��� �������� �� ���� �� ��� �������������� �������"� �� �� ��� ������ ��1� �� �����

�� ������� '�� ���������"��� ��� "��� ��2��� ������� ���� ��� ������������ ����������� ��2��� ��

�����
����� 3� ��� ��� �%����� ���� ������� ���� ���  ��% "������ ,� ����� �� ��� �#������� ����

��������� ���� ���������������� ��� 4�� �� ������ �� #������ ��� ����#������ ������#�����

���� �� ������#�� ��� �� -56� 5�&�� �� #��� ���������� ��� ���#�� ������������ �� �����������

! �� -56 ��������� ��� ������� �� �� ������ ��� ��� ����������� ����� �������� ��� ������

#������� ��� �� -56� ��� ��� ������� ��� ���� ������������� ! ����� ��������� �� ������#��
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Feij(t) = kij (dij − lij)Uij(t)
Feji(t) = −Feij(t)
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Uij(t) =
Pj(t)− Pi(t)
‖Pj(t)− Pi(t)‖
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���� ��������� ��� Feij ���������� � �� ����� �� ������� ��������� ��� ��� ���������

i �� Feji � � �� ����� �� ������� ��������� ��� ��� ����� ��������� j � �� ����� �� �������

���� � �� �������� �!������
��������� �������� ��� �� ����� ��� ������ �������� ���

�� ������� ���� "��� ������ �� �� ������ ��!�� ������ �!������ ������������ �� ��

����� ��������� �!�� �������� ���� ������ ��� ������� ��� ������� �� #�������

�� ��� $#%%&&'� ��������� ��� ����������� ���������� �!������� �� ()* � ��

���������� �!�+,��� �������+��� �-��� ��� ��� �� ������������ ���
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.� ������ �� �� ����� �� ������� ������������� � ��� ������������� ������ ��
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Fvij(t) = γij
[(
Vj(t)− Vi(t)

) ·Uij(t)]Uij(t)
������ ��� ����� ����� �!������������� � ���� ��������� ����� �� �������� 3�

����� �� ���4����� �!������������� �� ������� ���� "��� �� �� �� �� ����5�� ���
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γij = 2

√
mi +mj
2

kij

�� ����������� ���� ��������� ��� �� �������������� ��� ������ ��� ������ �� ��

������ �� ��� �����5��� �� ������ ������� ���������� ��� ���������� ��5� �������

8 (���� � �!������������ ��� ������ �������� ��� ��� �������� �� ������ ��� �����


������ ���� ��������� �� �"�� ���� ��� ������ �������� ����� �� /������ �� ���

������������ ���� �!������������

8 ����� �� ��������� �� ������ ��������� i ��� ��������� �� �������� �� �� �����5��
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�i(t + h) = �i(t) + h�i(t) ;	�@=

8 �� �� �� �������� �� i �� ����� t + h ��� �������� �� �������� �� �� ������� ��
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