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Résumé

Ce manuscrit présente les travaux réalisés pendant mon doctorat que j'ai effectué au LIRIS
(Laboratoire d'InfoRmatique en Image et Systémes d’information) au sein de I'équipe SAARA
(Simulation, Analyse, Animation pour la Réalité Augmentée). Ces travaux s'inscrivent dans
le domaine de la simulation physique. Nous nous sommes intéressés a |'élaboration d'un
modele unifié couplant un modéle topologique et un modéle physique, pour la simulation
physique d'objets déformables, tout en réalisant pendant cette simulation des changements
topologiques comme la découpe ou la subdivision d'éléments.

Nous avons fait le choix des cartes combinatoires et plus particulierement celui des com-
plexes cellulaires linéaires, comme modéle topologique de notre modeéle unifié. lls permettent
de représenter des objets surfaciques comme volumiques, par une décomposition en cel-
lules. lls ont pour principal intérét d'offrir un accés a I'ensemble des relations d’incidence et
d'adjacence entre les cellules de I'objet modélisé, facilitant ainsi la gestion des changements
topologiques. De plus, leur définition mathématique permet de garantir la validité topologique
du modéle, au cours des changements topologiques.

Nous avons fait le choix d'un systéme masses-ressorts pour le modéle physique de notre
modele unifié. L'avantage de ce dernier réside dans la simplicité de ses équations, son implé-
mentation intuitive, son interactivité et sa facilité a gérer les changements topologiques. La
paramétrisation des coefficients de raideur de notre systéme masses-ressorts est permise par
une méthode analytique proposée par Baudet et al.. Leur méthode permet la formulation des
coefficients de raideur des ressorts en fonction des paramétres rhéologiques des matériaux
que sont le module de Young et le coefficient de Poisson. Par contre, I'utilisation de leur
méthode implique des modéles 2D composés de quadrilatéres et des modéles 3D constitués
d’hexaédres.

Les modeles topologiques exclusivement 2D sont largement employés dans le domaine de
la simulation physique. lls permettent de stocker I'ensemble des informations géométriques
et topologiques du modéle simulé, tout en permettant de faciliter I'accés a ces informations.
C’est donc naturellement que nous nous sommes intéressés a I'emploi d'un modéle topolo-
gique plus complexe pour la simulation physique d’'objets 3D. Enfin, la définition d'un modéle
unifié évite la redondance d’informations et facilite la mise a jour de ces derniéres.

Ces travaux montrent les bénéfices de I'emploi d'un modéle topologique pour la simulation
physique, au travers de I'implémentation de changements topologiques comme la découpe en
2D, selon les arétes, et en 3D, selon les faces du modéle, ainsi que la subdivision de quadrila-
téres ou d’hexaédres. Nous détaillons dans ce manuscrit comment réaliser ces changements
topologiques d'un point de vue topologique, puis d'un point de vue physique avec la mise a
jour des informations embarquées au niveau du modéle topologique.

Enfin, I'opération de subdivision locale des quadrilatéres ou des hexaédres du modéle, que
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nous avons implémentée, nous permet de proposer une méthode adaptative. Une méthode
adaptative repose sur le constat que plus un maillage est fin, plus la simulation du modéle sera
précise, mais en contrepartie elle sera plus gourmande en temps de calcul. Elle permet alors un
compromis entre la précision et le temps de simulation, avec un maillage constitué d’éléments
de différents niveaux de résolution. L objectif étant de raffiner ou de dé-raffiner localement
les éléments du maillage, en fonction d’un critére s'appuyant sur les besoins en précision de la
simulation de maniére locale. Notre méthode adaptative consiste a débuter avec un modéle
contenant peu d'éléments, et a raffiner ces derniers, selon un critére géométrique.



Abstract

This manuscript presents the work made during my PhD in LIRIS laboratory (Labora-
toire d'InfoRmatique en Image et Systémes d’information - Computer science in image and
information system laboratory) within SAARA team (Simulation, Analysis, Animation for
augmented reality). This work is in the field of physical simulation. We are interested in de-
veloping a unified model coupling a topological model and a physical model, for the physical
simulation of deformable objets, while performing during this simulation, topological changes
such as cutting or refinement.

We made the choice of combinatorial maps and more particularly linear cell complexes for
the topological model of our unified model. The main advantage is that they can represent
surface as volume objects. The representation of these objects consists in a decomposition
into cells. The advantage of linear cellular complex is that it provides an access to all the
relationships of incidence and the adjacency between cells of the modeled object, facilitating
the management of topology changes. Finally, their mathematical definition ensures the
validity of the model when topological changes occur.

We choose a mass-spring system for the physical model of our unified model. The main
advantage is the simplicity of its equations, its intuitive implementation, its interactivity and
its ability to handle topological changes. Moreover, the parameterization of the stiffness
coefficients of our mass-spring system is given by an analytical method proposed by Baudet
et al.. Indeed, the formulation of stiffness coefficients of the springs based on rheological
parameters of material, Young's modulus and Poisson’s ratio. However, the use of their
approach involves 2D models composed of quads and 3D models made of hexahedra.

The topological models valid only 2D are widely used in the field of physical simulation.
They can store all geometric and topological information of the simulated model, while
allowing an easy access to this information. So naturally we are interested in the use of a
more complex topological model for the physical simulation of 3D objects. In addition, the
definition of a unified model avoids redundancy of information and facilitates their updating.

This work shows the benefits of using a topological model for physical simulation, through
the implementation of topological changes such as cutting in 2D, along the edges, and in
3D, along faces of the model, and also quads or hexahedra refinement. We explain in this
manuscript how to perform these topological changes in a topological regard, then a physical
regard with updating information embedded in the topological model.

Finally, the operation of local subdivision of quads or hexahedra we propose allows us to
design an adaptive method. An adaptive method is based on the analysis that more mesh
is finer, the simulation model will be more accurate, but in return it will be more time-cost
calculation. So, it allows a trade-off between accuracy and simulation time-cost with a mesh
composed of elements with different levels of resolution. The aim is to locally refined or
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coarsed elements of the mesh according to a criterion based on the accuracy requirements
of the simulation. Our adaptive method starts with a mesh that contains few elements, and
refines them according to a geometric criterion.



Chapitre

« En une Dimension, un Point ne produirait-il pas en se mouvant une
Ligne dotée de deux points terminaux 7 En deux Dimensions, une ligne
ne produirait-elle pas en se mouvant un Carré doté de quatre points ter-
minaux. En Trois Dimensions, un Carré ne produirait-il pas en se mouvant
- et ne m’a-t-il pas été donné a moi-méme de le contempler 7 - un Cube,
cet étre béni doté de huit points terminaux 7 Et en quatre Dimensions,
un Cube ne produirait-il pas en se mouvant - hélas pour I'’Analogie, hélas
pour le Progrés de la Vérité s'il n’en était pas ainsi - quelque Organisation
encore plus divine dotée de seize points terminaux 7 »

(Flatland - Edwin Abbott Abbott)
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1.1 - La simulation physique

La recherche scientifique a entamé un grand tournant avec le domaine de la simulation
physique. La simulation physique devient incontournable pour de nombreuses problématiques
scientifiques, en permettant la modélisation et la simulation de phénomeénes complexes. Elle
intervient en complément des approches théoriques et expérimentales. Les applications sont
nombreuses et diverses comme dans le domaine du climat, des sciences de la vie, de I'as-
trophysique, de I'aéronautique, du spatial ou encore de I'énergie. La simulation physique est
présente dans les cycles de conception et de production au niveau des industriels. Enfin, elle
prend part a I'élaboration des politiques énergétiques, de prévention des risques naturels ou
encore de la défense [sdLR12].

1.1 La simulation physique

La modélisation et la simulation numérique permettent de remplacer certaines expéri-
mentations qui peuvent étre difficiles a mettre en place en terme de colit et de temps. Leur
objectif est de pouvoir reproduire un phénoméne a des fins d'étude, d’'analyse ou encore de
conception d'un produit. En effet, la simulation numérique permet de reproduire le compor-
tement d'un produit soumis a un phénoméne complexe. Grace a une modélisation virtuelle du
produit en question, on peut ainsi analyser son comportement, le tester, déterminer ses limi-
tations, quantifier les risques de son utilisation et enfin, I'optimiser. Cette étape, en amont de
la conception, devient indispensable dans certaines applications. Afin d’illustrer ces propos,
nous présentons ici quelques exemples de domaines faisant appel a la simulation numérique.

Dans ce sens, le logiciel SPH-flow réalisé en partenariat avec I'Ecole centrale de Nantes
et la start-up HydrOcean (www.sph-flow.com), permet une simulation numérique des écou-
lements de fluides. Elle utilise la méthode SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics) [Gé06]
permettant de résoudre les équations de la mécanique des fluides de Navier-Stokes. Ce mo-
déle consiste en une technique lagrangienne ot un fluide est discrétisé en un ensemble fini de
particules. Une particule est un élément discret régi par un ensemble de propriétés comme
sa position ou sa masse et est dotée d'une zone d'influence décrivant son interaction avec
ses particules voisines. Le logiciel SPH-flow couplé a I'utilisation de supercalculateur (pa-
rallélisation du calcul sur des milliers de processeur), rend possible une simulation précise
d'écoulement de fluide comme par exemple la simulation d’un fluide en aquaplaning (cf. la fi-
gure 1.1(a)). La simulation numérique permet ainsi d'étudier le phénomeéne de I'aquaplaning
et de proposer un pneumatique minimisant les risques causés par ce phénoméne. Différents
pneumatiques peuvent ainsi étre modélisés, tout en faisant varier leurs propriétés physiques,
leur structure, leurs constituants ou encore leur forme. Chaque type de pneumatique peut
ainsi étre simulé en amont de la conception afin d'étre testé, analysé, amélioré, ou encore
permettre la validation de leur conformité.

Nous pouvons également prendre I'exemple du projet ITER (International Thermonu-
clear Experimental Reactor). Ce projet a pour but la réalisation d'un réacteur expérimental
de fusion nucléaire pour démontrer sa viabilité comme source d’énergie du futur. La fusion
nucléaire consiste a fabriquer a partir de deux noyaux légers, un noyau atomique plus lourd.
Cette réaction engendre une quantité d'énergie gigantesque qui se produit de maniére na-
turelle dans les étoiles. Dans le cas de ITER, des atomes de deutérium et de tritium sont
fusionnés pour obtenir des atomes d'hélium. Pour que cette fusion se produise, les particules
doivent étre chauffées a des températures extrémes de |'ordre de la centaine de millions de
degrés. A ces températures, la matiére est sous une forme dite d'un plasma. Un tokamak
(cf. la figure 1.1(b)) est une enceinte torique permettant de confiner un plasma a I'aide de
champs magnétiques intenses créant les conditions nécessaires a la fusion thermodynamique.
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Afin d'étudier le phénomeéne des pertes de chaleur dues a de minuscules tourbillons turbulents
sur la bordure extérieure du plasma, des simulations ont été réalisées grace a des supercal-
culateurs sur des maillages de 34 milliards de points correspondant en une discrétisation du
plasma en particules. Cette simulation a permis de mettre en évidence des processus phy-
siques extrémement complexes et riches, de les comprendre, de proposer des solutions au
probléme de ces turbulences et méme de découvrir de nouveaux phénomenes inattendus.

(b)

Figure 1.1 — (a) La simulation numérique d’'un aquaplaning avec le logiciel SPH-flow (www.sph-
flow.com). (b) Un tokamak (www.iter.org).

Ce ne sont que deux exemples parmi tant d'autres. La simulation numérique prend éga-
lement une part de plus en plus importante dans le domaine médical. Nous pouvons citer
I'exemple de la fondation HelpMeSee (www.helpmesee.org) ayant pour but de réunir les
fonds nécessaires a la réalisation d'actes chirurgicaux pour soigner la cataracte dans les pays
en développement. En effet, 22 millions d’enfants et d'adultes sont aujourd’hui aveugles a
cause d’une pathologie de la cataracte non traitée. La cataracte se traduit par une opacifica-
tion partielle ou totale du cristallin. Elle est la premiére cause de cécité dans les pays en voie
de développement. Elle est favorisée par la dénutrition, la déshydratation, le tabagisme ou
encore le diabéte. Une chirurgie de 15 minutes pour un enfant et 5 minutes pour un adulte
leur permettrait de recouvrir la vue. Malheureusement, le colit d’une telle opération ne leur
permet pas d'en bénéficier. Fondée en 2010, HelpMeSee réalise a bas coiit, des opérations
chirurgicales de type MSIC (Manual Small Incision Cataract Surgery). MSIC est un nouveau
protocole chirurgical s'opposant a I'approche conventionnelle de la phacoémulsification. Elle
permet de réaliser rapidement (en 10 min) et pour seulement 50$ une chirurgie de la ca-
taracte. Elle consiste en |'extraction de la cataracte défectueuse pour la remplacer par un
implant artificiel. Or, cette chirurgie nécessite une formation des chirurgiens. lls sont ac-
tuellement que trop peu a étre formés : 100 alors que 30000 seraient nécessaires. N'ayant
ainsi pas assez de chirurgiens formés a cette technique, et afin de permettre aux apprenants
de s'entrainer a cette technique hors patient, I'équipe SHACRA (INRIA Lille) et la société
InSimo ont, dans ce sens, réalisé un simulateur pour I'apprentissage du protocole MSIC mo-
délisant un ceil virtuel. Le simulateur permet a I'apprenant de réaliser une chirurgie réaliste
de la cataracte (cf. la figure 1.2). Enfin, il faut noter que 90% de la formation sera réalisée
sur le simulateur avec un ordre de grandeur de 250 sessions d’entrainement.
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Figure 1.2 — Simulateur de la chirurgie de la cataracte [CADC11].

1.2 L’informatique pour le médical

L’évolution des nouvelles technologies et de I'informatique a permis de grandes avancées
dans le domaine de la médecine. Dans ce sens, le domaine de la surgétique est un domaine
de recherche récemment défini comme transdisciplinaire entre I'informatique, la robotique
ainsi que l'imagerie pour la pratique médico-chirurgicale. Depuis 1985 (date des premiéres
expériences dans le domaine de la surgétique [CDL"01]), I'évolution de I'informatique a
permis I'avénement de nouvelles techniques chirurgicales basées ordinateur. L assistance de
I"ordinateur pour la chirurgie a pour but de préparer en amont la procédure d'une opération
chirurgicale, de guider et d'effectuer des gestes chirurgicaux, de permettre la formation des
futurs chirurgiens, de s'entrainer sur des cas rares et/ou difficiles, de valider de nouveaux
protocoles chirurgicaux ou encore de concevoir de nouveaux instruments chirurgicaux.

L'amélioration de I'imagerie médicale avec I'|RM (Imagerie par Résonance Magnétique) et
I’ensemble des travaux sur des algorithmes d'analyse et de traitement des images résultantes
en est un premier exemple. L'IRM aide au diagnostic médical en produisant des vues 2D et
maintenant 3D d’une partie du corps humain. En effet, elle permet d'étudier avec une grande
précision les tissus mous comme le cerveau, les muscles, le cceur ainsi que les tumeurs de
maniére non invasive.

La chirurgie a débuté un grand tournant avec la chirurgie minimalement-invasive. Cette
derniére est un deuxiéme exemple des avancées spectaculaires qui ont été réalisées en alliant
les nouvelles technologies et I'informatique au médical.

1.2.1 La chirurgie mini-invasive

La chirurgie mini-invasive se définit par opposition a la chirurgie traditionnelle dite « a ciel
ouvert ». Selon l'intervention chirurgicale a effectuer, la chirurgie traditionnelle nécessitant
de larges incisions peut se soustraire a la chirurgie mini-invasive qui permet ainsi de limiter
le traumatisme opératoire de cette derniére et une plus grande précision et efficacité des
gestes réalisés. Cependant, la chirurgie mini-invasive, bien qu’elle soit actuellement large-
ment employée, limite fortement la perception visuelle et tactile du chirurgien ou encore sa
gestuelle par rapport a la chirurgie traditionnelle. Elle provoque de lourds changements dans
les procédures opératoires en limitant I'espace opératoire et en nécessitant une coordination
mains-yeux du chirurgien. L objectif de la surgétique est d’améliorer les opérations minimale-
ment invasives en redonnant au chirurgien toute sa dextérité et en augmentant ses capacités
de perception, grace aux avancés dans l'informatique, I'analyse et le traitement d'images ou
encore de la robotique. Par exemple, grace a la réalité augmentée, le chirurgien peut visualiser
I'emplacement d'une tumeur pendant I'opération afin de mieux pouvoir la traiter.

Nous pouvons prendre comme premier exemple de I'impact de I'évolution de I'image-
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rie médicale sur la médecine, celui de I'endoscopie. L'endoscopie est une technologie mini-
invasive de diagnostic et d'intervention chirurgicale. Un endoscope est en général constitué
d'un tube télescopique flexible avec a son extrémité une source de lumiére et une caméra
fixée sur un systéme optique reliée a un moniteur externe. Ce dernier permet de visualiser le
parcours de I'endoscope a I'intérieur d’un conduit naturel ou d'une cavité par incision a I'aide
de trocart. Dans le cas d'une intervention chirurgicale, I'endoscope peut également étre muni
d’un ou plusieurs canaux opérateurs pour I'emploi de différents types d’instruments permet-
tant, en prenant I'exemple de la coloscopie, d’insuffler de I'air pour décoller les parois d'un
conduit naturel, d’aspirer une zone a traiter pour pouvoir placer des ligateurs élastiques afin
de réséquer des lésions coliques ou encore de mettre en place des clips en cas de perforation.

Les robots chirurgicaux (cf. la figure 1.3) sont issus du développement de la robotique
et de I'informatique. lls nécessitent la réalisation d'un modéle virtuel du patient réalisé a
I'aide des technologies de I'imagerie (IRM, CT-Scan, PET...). Ce modéle permet au robot,
suite a une planification, d'assister lors d’interventions minimalement invasives les gestes
médico-chirurgicaux des professionnels en les rendant plus précis et sdrs. lls ont également
pour objectif d’améliorer les conditions opératoires du chirurgien, par exemple en réduisant
le temps total de I'intervention ou encore la fatigue du chirurgien en lui permettant d'étre
assis plutdt que debout.

(b)

Figure 1.3 — Les robots chirurgicaux. (a) Le robot chirurgical Da Vinci pour la chirurgie mini-
invasive (www.davincisurgery.com). (b) Le robot neuromate de Renishaw pour ['assistance a la
neuro-chirurgie (www.renishaw.com/en/10712.aspx)

1.2.2 Les simulateurs médicaux

Les simulateurs médico-chirurgicaux (cf. la figure 1.4(a)) sont une technologie récente
permettant de reproduire le déroulement d'une intervention médico-chirurgicale minimale-
ment invasive. lls ont pour but de former ou d’entrainer a la coordination avancée de la main
et de I'ceil mais également aux gestes complexes car contraints, spécifiques a ce type d’inter-
vention. lls peuvent mettre en place divers scenarii pour la formation, ou encore générer des
cas rares ou complexes pour les utilisateurs confirmés. Les simulateurs médico-chirurgicaux
permettent également, dans un objectif de planification pré-opératoire, de pouvoir tester
et/ou d’optimiser un protocole opératoire en prédisant le résultat de gestes chirurgicaux.




1.3 - La simulation du comportement des objets déformables

Hervé Delingette dans [Del99] présente les différentes versions de ces derniers. Les simula-
teurs médico-chirurgicaux dits de premiere génération permettent de se déplacer dans une
représentation virtuelle du patient générée a partir d'images médicales. Cette version a pour
objectif d’améliorer le diagnostic de certaines pathologies. Elle est également utilisée pour
la planification opératoire. Cependant, elle ne permet quasiment aucune interaction avec les
organes géométriques. Les simulateurs de deuxiéme génération consistent en une amélio-
ration de la premiére version, prenant en compte les propriétés biomécaniques des organes
considérés afin de simuler leur comportement ainsi que les différentes interactions auxquels
ils sont soumis, notamment avec des instruments chirurgicaux. La réalité virtuelle permet a
I"'utilisateur de pouvoir suivre le déroulement de I'intervention; couplée a un systéme hap-
tique, d’avoir un retour visuel et tactile de ses interactions sur les organes. Cette derniére
version nécessite une modélisation des organes et la simulation réaliste de leur comportement
ainsi que de leurs interactions en temps interactif.

(a) (b)

Figure 1.4 — [es applications de la simulation du comportement des organes. (a) Salle de traite-
ment en radiothérapie. (b) BirthSim : simulateur pour I'aide a I'apprentissage du geste médical de
I'accouchement [Mor07].

1.3 La simulation du comportement des objets déformables

La modélisation et la simulation des organes sont plébiscités pour le développement des
technologies médicales du futur comme par exemple I’'hadronthérapie (cf. la figure 1.4(a)).
Dans ce sens, I'équipe SAARA (Simulation, Analyse, Animation pour la Réalité Augmentée)
participe au projet européen ETOILE (Espace de Traitement Oncologique par lons Légers
dans le cadre Européen) qui a pour vocation I'élaboration d’un complexe médical dédié au
traitement de tumeurs cancéreuses par faisceaux d’ion carbone. lls travaillent, entre autres,
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sur la réalisation d'un modéle physique permettant de simuler le mouvement des poumons lors
de la respiration. Ces travaux ont pour but d'obtenir une connaissance précise du mouvement
de la tumeur du patient traité pour que l'irradiation soit la plus efficace possible.

Enfin, la modélisation et la simulation des organes sont des problématiques prenant place
dans le projet SAGA (Simulateurs pour I'Apprentissage des Gestes de I'’Accouchement), de
I"équipe SAARA. Ce projet a pour objectif I'élaboration d’'un simulateur médical reproduisant
de maniére réaliste les sensations ressenties par la sage-femme, lors d'un accouchement (cf.
la figure 1.4(b)). Il a pour objectif la formation du personnel médical, et se présente en deux
parties avec un modéle numérique et un dispositif mécanique. Le modéle numérique vise a
simuler virtuellement les contacts et les efforts mis en jeu au moment de |'accouchement.
[l permet également la visualisation interactive des déformations des éléments anatomiques
modélisés comme I'abdomen, 'utérus, le placenta, le bassin osseux, le plancher pelvien et le
foetus. Le dispositif mécanique prend en compte les mouvements effectués par I'utilisateur et
commande une interface haptique en intégrant les efforts calculés par la simulation numérique.

1.4 Verrous scientifiques

Les simulateurs ayant pour objectif I'aide a I'apprentissage des gestes médicaux-chirurgicaux,
nécessitent des simulations physiques d'objets déformables, interactives, ainsi que la possibi-
lité de réaliser des changements topologiques sur les modéles virtuels d'organes, au cours de
la simulation.

Dans ce sens, nous hous sommes intéressés a |'élaboration d'un modeéle unifié couplant un
modele topologique et un modéle physique, pour la simulation physique d'objets déformables,
tout en réalisant pendant cette simulation des changements topologiques comme la découpe
ou la subdivision d'éléments.

Nous avons fait le choix des cartes combinatoires et plus particulierement celui des com-
plexes cellulaires linéaires, comme modéle topologique de notre modéle unifié. lls permettent
de représenter des objets surfaciques comme volumiques, par une décomposition en cel-
lules. lls ont pour principal intérét d’offrir un accés a I'ensemble des relations d’incidence et
d'adjacence entre les cellules de I'objet modélisé, facilitant ainsi la gestion des changements
topologiques. De plus, leur définition mathématique permet de garantir la validité topologique
du modéle, au cours des changements topologiques.

Nous avons fait le choix d'un systéme masses-ressorts pour le modéle physique de notre
modele unifié. L'avantage de ce dernier réside dans la simplicité de ses équations, son implé-
mentation intuitive, son interactivité et sa facilité a gérer les changements topologiques. La
paramétrisation des coefficients de raideur de notre systéme masses-ressorts est permise par
une méthode analytique proposée par Baudet et al.. Leur méthode permet |la formulation des
coefficients de raideur des ressorts en fonction des paramétres rhéologiques des matériaux
que sont le module de Young et le coefficient de Poisson. Par contre, I'utilisation de leur
méthode implique des modéles 2D composés de quadrilatéres et des modéles 3D constitués
d'hexaédres.

Les modeles topologiques exclusivement 2D sont largement employés dans le domaine de
la simulation physique. lls permettent de stocker I'ensemble des informations géométriques
et topologiques du modéle simulé, tout en permettant de faciliter I'accés a ces informations.
C’est donc naturellement que nous nous sommes intéressés a I'emploi d'un modéle topolo-
gique plus complexe pour la simulation physique d’objets 3D. Enfin, la définition d'un modéle
unifié évite la redondance d’informations et facilite la mise a jour de ces derniéres.

Ces travaux montrent les bénéfices de I'emploi d'un modéle topologique pour la simulation
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physique, au travers de I'implémentation de changements topologiques comme la découpe en
2D, selon les arétes, et en 3D, selon les faces du modéle, ainsi que la subdivision de quadrila-
téres ou d’hexaédres. Nous détaillons dans ce manuscrit comment réaliser ces changements
topologiques d'un point de vue topologique, puis d'un point de vue physique avec la mise a
jour des informations embarquées au niveau du modéle topologique.

Enfin, I'opération de subdivision locale des quadrilatéres ou des hexaédres du modéle, que
nous avons implémentée, nous permet de proposer une méthode adaptative. Une méthode
adaptative repose sur le constat que plus un maillage est fin, plus la simulation du modéle sera
précise, mais en contrepartie elle sera plus gourmande en temps de calcul. Elle permet alors un
compromis entre la précision et le temps de simulation, avec un maillage constitué d’éléments
de différents niveaux de résolution. L objectif étant de raffiner ou de dé-raffiner localement
les éléments du maillage, en fonction d’un critére s'appuyant sur les besoins en précision de la
simulation de maniére locale. Notre méthode adaptative consiste a débuter avec un modéle
contenant peu d'éléments, et a raffiner ces derniers, selon un critére géométrique.

1.5 Organisation du manuscrit

Nous avons décomposé ce manuscrit en quatre chapitres :

Pré-requis fondés sur la littérature

Le chapitre 2 de ce manuscrit présente les pré-requis nécessaires a la compréhension de
nos contributions ainsi que de nos choix.

Dans un premier temps, nous introduisons tout d'abord ce qu'est un objet déformable
et comment le modéliser. Puis, nous présentons briévement la mécanique des milieux conti-
nus, permettant de définir physiquement le comportement d'objets déformables. Enfin, nous
explicitons la notion de schéma d’intégration permettant la simulation numérique d'objets
déformables.

Dans un second temps, nous présentons les différents modéles existants pour |'animation
d'objets déformables. Cette partie permet d'introduire les pré-requis nécessaires a I'animation
ou la simulation physique d’objets déformables. C'est également I'occasion de présenter notre
choix de modéle physique.

Dans un troisieme temps, nous explicitons ce qu’est un modéle topologique, avec les
différents modéles existants. Nous présentons quelques applications nécessitant |'emploi d'un
modéle topologique. Enfin, cette partie expose notre choix de modéle topologique.

Dans un dernier temps, nous présentons un bref état de I'art sur les changements topolo-
giques que sont les méthodes adaptatives et la découpe. En effet, le modéle unifié défini dans
nos travaux montre son intérét dans la réalisation de changements topologiques, dont nous
en avons réalisé une implémentation basique. Cette partie permet d'aborder la littérature
répondant a la problématique des modéles multi-résolutions avec les méthodes adaptatives,
et celle de la découpe.

Modeéle unifié alliant topologie et physique

Le chapitre 3 détaille nos contributions avec tout d’abord, la définition de notre modéle
unifié. Nous présentons ensuite sa construction, et l'initialisation de ses paramétres physiques
permettant la simulation physique d'objets déformables. Enfin, nous détaillons I'opération
permettant sa découpe.
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Raffinement local

Le chapitre 4 développe les modifications apportées a notre modéle unifié pour gérer
le changement topologique consistant, en 2D, en la subdivision d'un quadrilatére en quatre
sous-quadrilatéres et en 3D, en la subdivision d'un hexaédre en huit sous-hexaédres. Enfin,
nous expliquons les modifications apportées au processus de découpe pour gérer un modéle
localement raffiné.

Résultats préliminaires

Le dernier chapitre de ce manuscrit présente quelques résultats préliminaires de notre
méthode. Nous montrons notamment les capacités de notre modéle unifié a gérer des chan-
gements topologiques comme la découpe selon les arétes, en 2D, et les faces, en 3D, ainsi que
le raffinement de quadrilatéres et d’hexaédres avec les résultats de notre méthode adaptative.

1.6 Publications

— Nos travaux ont amené a une premiére publication en 2013, a la conférence interna-
tionale WSCG (International Conferences in Central Europe on Computer Graphics,
Visualization and Computer Vision), intitulée : A generic topological framework for
physical simulation. Cette publication présente la définition et I'intérét de notre modéle
unifié au travers du changement topologique de la découpe.

— Puis, I'adaptation de notre modéle unifié pour la mise en place d'une méthode unifiée
avec le raffinement local des éléments, a permis une deuxiéme publication en 2014, a
la conférence internationale VRIPHYS (Workshop on Virtual Reality Interaction and
Physical Simulation), intitulée : A Unified Topological-Physical Model for Adaptive
Refinement.
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Chapitre

« Les savants ont calculé que les chances d’exister d'un phénoméne aussi
manifestement absurde sont de une sur un million. Mais les magiciens,
eux, ont calculé que les chances uniques sur un million se réalisent neuf
fois sur dix. »

(Les Annales du Disque-Monde, Mortimer - Terry Pratchett)

Pré-requis fondés sur la littérature

Sommaire
2.1 Objetsdéformables . .. .. ... ... . ... ........... 16
2.1.1 Deétermination des paramétres rhéologiques des matériaux . . . . 17
2.1.2 Génération de maillages . . . . . . .. ... 18
2.1.3 La Mécanique des Milieux Continus . . . . . . . . . . ... ... 20
2.1.4 Les schémas d'intégration . . . . . . . ... ... ... ... 28
2.2 Modéles pour les objets déformables . . . . . . .. ... ... .... 29
2.2.1 Modéles non-physiques ou géométriques . . . . . . . . .. .. .. 30
2.2.2 Modéles physiques . . . . . . ... 30
2.2.3  Conclusion sur la simulation physique d'objets déformables. . . . 45
2.3 Modéle topologique . . . . . . . . ... ... 45
2.3.1 Quelques notions de topologie . . . . . .. .. ... ... .. .. 47
2.3.2 Structure de données topologiques pour les maillages surfaciques 50
2.3.3 Structure de donnéesnD . . . . ..o 55
2.3.4 Travaux relatifs aux structures de données topologiques . . . . . 70
2.3.5 Conclusion sur les structures de données topologiques. . . . . . . 76
2.4 Changements topologiques . . . . . .. . ... ... ..., 77
2.4.1 Multi-résolution . . . . . ... 78
242 Découpe. . . .. 81
2.5 Conclusion . . . . . . . . . ... e e e e e e 83

15




2.1 - Objets déformables

Dans la communauté d'informatique graphique, la simulation physique d'objets défor-
mables est un domaine rassemblant de nombreuses et diverses problématiques. Nous pouvons
citer celle de la définition de nouvelles lois de comportement avec l'identification des para-
meétres physiques des matériaux, la segmentation d'images issues de scanner CT ou d'IRM,
la génération de maillages adaptés a la simulation physique, la gestion des collisions entre
objets déformables ou encore I'optimisation et la parallélisation de I'implémentation d'un
modéle physique dans une optique temps-réel.

Dans cette partie, nous présenterons certaines des problématiques inhérentes a la simu-
lation physique d'objets déformables.

La simulation physique d’un objet déformable réel nécessite en premier lieu, la conception
de son modeéle virtuel. Pour cela, nous nous intéresserons tout d'abord, a la détermination
des paramétres physiques du matériau constituant I'objet déformable réel. Ces paramétres
participent a la précision et au réalisme de la simulation du comportement de I'objet consi-
déré. Puis, nous parlerons de I'élaboration du modéle géométrique avec la génération de
maillages effectuée a partir de données issues de I'imagerie médicale. Cette étape permet
la discrétisation d'un objet continu a simuler, afin de pourvoir le représenter virtuellement.
Pour simuler un objet déformable, les mécaniciens ont élaboré la mécanique des milieux
continus, formalisant le comportement d'un objet déformable. Nous exposerons cette théo-
rie qui aménera ensuite a I'introduction de la méthode des éléments finis. Cette derniére
permet de simuler le comportement d’'un objet déformable en se fondant sur la mécanique
des milieux continus. Enfin, dans le cas d'une résolution dynamique, nous présenterons les
différents types de schémas d’intégration, permettant le calcul des nouvelles positions de
I'objet modélisé et simulé, au cours du temps.

Nous exposerons ensuite quelques modéles de la littérature permettant la simulation
d'objets déformables. Nous présenterons plus particulierement les modéles dits physiques
avec notamment la description du systéme masses-ressorts, qui est le modéle physique que
nous avons employé dans nos travaux. De plus, nous introduirons également les différentes
méthodes de la littérature permettant son paramétrage. Enfin, nous justifierons le choix de
ce modéle physique.

Nous expliciterons ensuite la notion de modéle topologique, avec la présentation de mo-
déles topologiques exclusivement 2D amenant a I'introduction de modéles topologiques nD.
Nous définirons plus particulierement le modéle topologique des cartes combinatoires, que
nous avons employé dans nos travaux. Nous présenterons les caractéristiques de ce modéle et
ses avantages pour la simulation physique. Enfin, nous introduirons quelques travaux relatifs
aux modeéles topologiques.

Enfin, nous présenterons brievement la littérature sur les changements topologiques que
sont la découpe et la multi-résolution. En effet, dans nos travaux, nous avons implémenté
une opération de découpe et une méthode adaptative basique.

2.1 Objets déformables

Un objet indéformable ne peut subir que des translations ou rotations (six degrés de
liberté), contrairement a un objet déformable. Plus précisément, la distance entre chaque
paire de points d'un objet indéformable ne varie pas au cours du temps. Alors qu'un objet
déformable est, quant a lui, soumis a des déformations élastiques, plastiques ou induisant
une rupture dans I'objet.
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2.1.1 Deétermination des paramétres rhéologiques des matériaux

(b)

Figure 2.1 — Tests mécaniques permettant la détermination des propriétés mécaniques d'un ma-
tériau. (a) Tests mécaniques réalisés ex vivo sur un prélévement organique [FB03]. (b) Un ins-
trument par aspiration permettant de récupérer in vivo, les propriétés mécaniques du col de I'uté-
rus [MNBT06]. (c) Un instrument par aspiration permettant de mesurer, par exemple, I'élasticité
du cerveau pendant une neuro-chirurgie [SCBY, SPP10]. La déformation du tissu aspiré est visualisé
grace a un miroir relié a une caméra externe.

La simulation d'un objet déformable réel nécessite d'une part I'élaboration d'une repré-
sentation géométrique et topologique de cet objet, et d'autre part la récupération de ses
propriétés mécaniques permettant de retranscrire son comportement au niveau de modéle
physique employé.

La récupération des paramétres mécaniques d'un objet réel est un domaine de recherche a
part entiére. Lors de la récupération de ces paramétres, I'objet peut se situer dans différents
environnements : in vivo, ex vivo et in vitro. L'environnement in vivo implique que les
tests effectués sur la partie organique a tester se fasse dans |'organisme vivant I'incluant.
Ex vivo consiste en un environnement artificiel accueillant la partie de I'organisme vivant a
tester. Enfin, dans un environnement in vitro, les tests sont réalisés sur la partie organique,
en dehors de I'organisme vivant auquel elle appartenait (cf. la figure 2.1). Nous précisons
que les tests effectués dans un environnement in vitro ou ex vivo sont plus faciles a réaliser.
Cependant, les valeurs obtenues sont souvent inexactes. De plus, il est souvent difficile pour
des raisons techniques ou éthiques de faire des expérimentations in vivo. Enfin, des données
autres que relatives aux paramétres mécaniques, et dépendant de conditions particuliéres
permises seulement par un environnement in vivo, peuvent étre requises pour la simulation
physique de I'organe considéré, comme par exemple la récupération de contraction utérine.

Un protocole détermine la maniére dont les paramétres mécaniques d'un matériau sont
récupérés. Notons qu'il est difficile d’obtenir la valeur exacte de ces paramétres. En effet,
les valeurs obtenues peuvent varier d'un facteur mille selon le protocole employé et selon
le technicien réalisant le protocole. De plus, les valeurs difféerent méme entre les différents
essais réalisés par une méme personne. Enfin, nous précisons que les parameétres mécaniques
d'un organe varient en fonction de I'dge du patient ou encore en fonction de la pathologie
relative a la partie organique testée. Par exemple, la rigidité de I'utérus augmente fortement
avec I'age de la femme testée.
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2.1.2 Geénération de maillages

La simulation d'un objet réel nécessite au préalable, la génération d'une représentation
surfacique ou volumique de cet objet. Il existe de nombreuses méthodes permettant la création
d'un maillage a partir d'un objet réel. Elles sont relatives aux types de données souhaités en
entrée et en sortie, ainsi qu'au temps nécessaire a la génération du maillage ou encore a la
qualité du maillage obtenu.

Figure 2.2 — Génération de maillages a partir d'images médicales. A gauche : Des coupes paralléles
issues d'images scanner. A droite : La segmentation de ces images [Nes08] (Données issues de
I'IRCAD).

Nous présentons ci-dessous, un exemple de pipeline permettant la génération d'un maillage
pour la simulation physique d'un objet réel de type foie [Fre03].

— Le processus prend en entrée une acquisition ou numérisation d'un buste humain grace a
des outils d'imagerie médicale comme I'IRM (Imagerie a Résonance Magnétique) ou
le Scanner CT (Computer Tomography) permettant de collecter de larges volumes
de données (cf. la figure 2.2). Les données médicales issues de cette étape peuvent étre
des séries de coupes paralléles, des ensembles de voxels ou des nuages de points.
Les données médicales se présentant sous la forme d'une série de coupes paralléles,
consistent en un ensemble de plans régulierement espacés. Chaque plan correspond a
une image, soit un tableau 2D de pixels. Un scalaire indiquant la densité de I'organe est
associé a chacun de ces pixels. Dans la suite de la description du pipeline, nous prenons
I'exemple de données en entrée de type : série de coupes paralléles.

— Ces données brutes sont ensuite segmentées, filtrées ou encore améliorées, afin d'ex-
traire la zone d'intérét comme un organe particulier. La figure 2.2 montre la segmen-
tation d'un foie a partir d'une série de coupes paralléles. La segmentation est une
étape complexe souvent manuelle ou certains traitements permettent I'emploi d'algo-
rithmes automatiques. Dans notre exemple, elle consiste en la réalisation d'un traite-
ment d’images, permettant la détection des contours bidimensionnels sur chacune des
différentes coupes.

— Les données brutes filtrées sur I'organe en question sont ensuite traitées en vue de
générer le maillage associé. Des algorithmes de reconstruction sont alors employés afin
de générer une représentation polygonale (maillage surfacique), de I'organe sélectionné.
Une des maniéres intuitives de reconstruire cette triangulation est de construire des
triangles a partir des points sur les contours ainsi définis, entre deux coupes adjacentes.
Enfin, notons que des critéres géométriques minimisant les angles des triangles peuvent
par exemple étre utilisés pour contréler la qualité de la triangulation.
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— Notons que I'étape de création du maillage surfacique nécessite souvent des proces-
sus d'extrapolation des parties manquantes afin d'obtenir des maillages fermés ou des
processus de recalage lorsque les données ne proviennent pas de la méme acquisition.

— Le maillage surfacique, émanant de données brutes trés volumineuses, doit alors étre
drastiquement épuré du fait de son trop grand nombre d’éléments. Dans cette op-
tique, des algorithmes de simplification a base de suppression ou de bascule d'arétes
sont employés. Ces derniers permettent également de corriger les différents artefacts
géométriques inhérents au processus de reconstruction (cf. la méthode de Delaunay).

— Enfin, un processus d’adaptation de maillage peut étre employé afin d'optimiser le
maillage obtenu dans un objectif de simulation physique. Il consiste en I'élaboration
d’estimateurs d’'erreur géométrique ou physique. Un processus transcrit ensuite I'erreur
calculée en modifiant localement le maillage. Un ensemble d'itérations est alors effectué
a partir du maillage modifi€, jusqu'a I'obtention d’un maillage optimal pour la simulation
physique. Nous citons par exemple les travaux de Frey et al. [FB03] proposant une
estimation d'erreur géométrique a posteriori reposant sur le Hessien de la surface a
remailler.

— Une derniére étape pourrait consister en la génération d'un maillage volumique grace a
une génération de tétraédres a partir du maillage surfacique obtenu. Bern et al. [BP00]
présentent un état de I'art détaillé sur la génération de maillage pour la méthode des
éléments finis.

Figure 2.3 — Génération d'un maillage volumique a partir d’une surface polygonale. De gauche
a droite : Une surface polygonale représentant un dragon, L’arbre octal associé, L'arbre octal ou
seulement les éléments les plus fins sont représentés et L arbre octal ou seulement les éléments d’un
niveau de division intermédiaire sont représentés [Nes08].

Les travaux de Nesme et al. [NFP06, Nes08] proposent également une méthode de géné-
ration de maillages pour la simulation physique. Pour générer un maillage volumique régulier
a partir de la surface polygonale d'un objet réel a animer, ils commencent par récupérer la
boite englobante de cette surface (cf. la figure 2.3). lls construisent ensuite un octree a
partir de cette boite englobante. Cette derniére est ainsi subdivisée régulierement en huit
sous-éléments. lls procédent alors de maniére récursive sur les sous-éléments se trouvant
a cheval sur la surface ou a I'intérieur. La récursion s'arréte pour un niveau de subdivision
donné. Une fois le maillage volumique construit, ils appliquent la mécanique sur ce dernier,
la surface est alors déformée par interpolation linéaire. La surface suit ainsi les déformations
des voxels I'englobant.

Afin de conclure cette partie sur la modélisation géométrique et biomécanique d'un objet
déformable de type organique, nous citons les travaux de Buttin et al. [BZS " 13]. Ces derniers
proposent une modélisation biomécanique des interactions entre le foetus et les principaux
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organes de la paturiente impliqués durant I'accouchement que sont I'utérus, I'abdomen et le
bassin. Le modéle géométrique des différents organes est issu de données scanners. Pour réa-
liser cette modélisation biomécanique, différents choix ont été effectués, comme entre autres,
les organes a modéliser, la modélisation des contraintes utérines et des forces d’'expulsions
ou encore la loi de comportement. Pour cette derniére, ils ont choisi la loi de Hooke linéaire
et isotrope pour la modélisation des os du bassin et la loi de Neo-Hooke hyper-élastique
pour le feetus, I'abdomen et I'utérus. Enfin, les propriétés mécaniques des différents organes
ont été récupérées dans la littérature.

Notons que l'acquisition des données médicales ne permet pas |'obtention de toutes les
informations nécessaires a la construction du modeéle biomécanique [RLGB"13]. En effet,
dans le cas de la modélisation du systéme pelvien chez la femme, il est nécessaire, pour
chaque composant du systéme pelvien, d'acquérir par imagerie les données médicales relatives
au composant considéré, puis de segmenter ces données et enfin de reconstruire le maillage
associé a ce composant. Les différents maillages ainsi obtenus doivent alors étre assemblés en
les positionnant spatialement les uns par rapport aux autres, afin de reconstituer virtuellement
le systéme pelvien. Le modéle géométrique du systéme pelvien ainsi constitué, il faut alors
déterminer les paramétres mécaniques des différents composants permettant la définition
de leur comportement. Une fois le modéle biomécanique du systéme pelvien construit, une
premiére simulation est effectuée. Dans notre illustration par cet exemple, cette simulation
permet de se rendre compte d'une mobilité incorrecte se traduisant par la vessie passant au
travers d'un autre organe. Il faut alors se tourner vers I'anatomie pour récupérer les différentes
informations manquant a ce modeéle comme par exemple la mise en place de ligaments qui
n'ont pas été identifiés lors de I'acquisition numérique. Or, il n'y a pas de consensus médical
sur la description anatomique du systéme pelvien et plus particulierement sur le nombre et
la position de ces ligaments. Une solution consiste alors a utiliser I'analyse d'images afin
de quantifier I'intensité des déplacements des organes. Cette analyse des déplacements est
ensuite mise en paralléle avec la simulation du systéme pelvien. Des ligaments sont ainsi
rajoutés au modéle en fonction de la réalité IRM (donnant I'intensité des déplacements). Le
modéle ainsi obtenu permet un comportement lors de la simulation en adéquation avec la
réalité.

2.1.3 La Mécanique des Milieux Continus

Dans cette partie, nous présentons de maniére bréve et sommaire, la mécanique des
milieux continus. Pour cela, nous nous placons dans un espace tridimensionnel. Les trois axes
de cet espace sont notés : x, y et z.

A I'échelle nanoscopique, la matiére est un agrégat de molécules. Elle est percue comme
étant discontinue. Par contre, a I'échelle macroscopique, elle se présente comme étant conti-
nue. Un objet est constitué d'un nombre infini de molécules. Il est donc impossible de décrire
le milieu & I'échelle d'une molécule. C'est pour cette raison que lI'on fait I'hypothése des
milieux continus. Cette derniére considére des paquets de molécules ou de particules. La
taille de ces paquets est assez importante, par rapport a la distance inter-moléculaire, pour
que puissent étre négligées les fluctuations des molécules que le paquet renferme. De plus,
les propriétés physiques telles que la masse volumique ou la vitesse, sont considérées comme
variant de maniére continue d'un paquet de particules du milieu continu a un autre.

La mécanique des milieux continus est considérée comme étant un modéle mathéma-
tique permettant de simplifier la définition des propriétés physiques en se placant a I'échelle de
ces paquets de particules. A chaque paquet de particules est associé des grandeurs physiques,
représentées sous forme d'un tenseur. Par exemple, la masse d'un paquet de particules est

20



Chapitre 2 : Pré-requis fondés sur la littérature

un scalaire, représentée par un tenseur d’ordre 0. La force appliquée a un paquet de particules
est un vecteur qui est représentée par un tenseur d'ordre 1. Enfin, les déformations et les
contraintes appliquées a un paquet de particules sont représentées par des tenseurs d'ordre 2.
Les tenseurs d'ordre 2 sont représentés en 3D par des matrices 3 x 3. Enfin, chaque grandeur
physique, représentée sous forme de tenseur au niveau de chaque paquet de particules du
milieu continu, correspond a un champ continu au niveau de ce milieu.

Il existe deux approches pour décrire le milieu continu : I'approche lagrangienne et |'ap-
proche eulérienne. L approche lagrangienne consiste a suivre le mouvement d'un paquet de
particules. Contrairement a I'approche eulérienne se définissant comme un point d’observa-
tion fixe au cours du temps, ot I'on regarde les grandeurs physiques des paquets de particules
passant devant ce point. Pour les objets déformables, |'approche lagrangienne est préférée
alors que celle eulérienne est privilégiée pour les fluides. De maniére plus précise, dans I'ap-
proche lagrangienne, I'observateur suit chaque paquet de particules aprés I'avoir identifié par
sa position initiale. La position au temps t d'un paquet de particules est notée X(t). La
vitesse d’'un paquet de particules au temps t est notée X(t). Elle correspond a la dérivée en
fonction du temps, de sa position au temps t. Son accélération au temps t est notée X(t).
Elle est définie comme la dérivée en fonction du temps, de sa vitesse au temps t et comme
la dérivée seconde en fonction du temps, de sa position au temps t.

On nommera par la suite, un objet, un milieu continu constitué d'un ensemble de paquets
de particules. La notion de déformation d'un objet naft de la comparaison entre une configu-
ration dite «initiale » et une configuration qualifiée de « finale » [CNMO7]. Plus précisément,
deux configurations d'un méme objet aux temps t; et t, avec t; < to, sont considérées. Si
entre ces deux configurations, il n'y a pas eu conservation des distances et des angles entre
les paquets de particules, alors I'objet a été déformé entre t; et t>. Sous I'action de forces, un
objet déformable se déforme. Les positions au temps t; des paquets de particules constituant
I'objet déformable, sont ainsi différentes des positions de ces mémes paquets de particules
au temps to.

Nous détaillons ci-dessous les différentes étapes du pipeline de la mécanique des milieux
continus. Ce dernier consiste tout d'abord a évaluer les déplacements des différents paquets
de particules composant |'objet considéré. Puis, le champ de déformation de |'objet est
évalué a partir des déplacements juste obtenus. Le champ de contrainte de l'objet est
ensuite déterminé en fonction de son champ de déformation. Enfin, les forces appliquées a
I'objet sont calculées en fonction du champ de contrainte de ce dernier.

Le déplacement

Le déplacement U d'un paquet de particules p, est défini comme le vecteur entre la
position de p au temps t; et sa position au temps t,, respectivement notées x(t1) et x(tz).
Le déplacement entre les temps t; et to> du paquet de particules p, noté U(p)‘tl_tz, est ainsi
formulé de la maniére suivante : U(p)js,—s, = x(t2) — x(t1).

Du déplacement a la déformation : Le tenseur de déformation

Comme précisé précédemment, la déformation est la description de la maniére dont
se déforme un objet. Elle est décrite par une matrice de neuf éléments. Le tenseur de
déformation : € est représenté de la maniére suivante :

€x  Txy Txz

E=| Vyx €y Vyz
Yzx Yzy €z
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Les valeurs du tenseur rendent compte d’'un étirement (compression ou élongation) ou
d'un cisaillement, dans les différentes directions. €; (i € {x,y, z}) correspond a un étirement
selon I'un des trois axes / du repére tridimensionnel. «y; représente un cisaillement angulaire
entre les axes i et j (J € {x,y,z} et i # j) du repére tridimensionnel. Le tenseur de dé-
formation est défini en tout paquet de particules de I'objet, on parle alors de champ de
déformation.

La formulation de Green-Lagrange permet pour chaque paquet de particules, de dé-
terminer les neufs valeurs du tenseur de déformation en fonction du déplacement de ces
derniéres. Le tenseur de Green-Lagrange : €;; est formulé de la maniére suivante :

1
oL = §(VU+VUT+VUT-VU)

ol \yU est le gradient du déplacement, c'est-a-dire la somme des dérivées partielles de
chaque composante de U en fonction de x, y et z. b correspond a la transposée de b.

Notons que la linéarisation du tenseur de Green-Lagrange donne le tenseur de déforma-
tion de Cauchy, dont la formulation est la suivante :

— 1 T
€c = §(VU +wvUu"’)

Ce tenseur est souvent employé car il est moins cofiteux en terme de calcul que le
tenseur de Green-Lagrange, du fait de son hypothése de petites déformations et de petits
déplacements rotationnels. Par contre, il n'est pas invariant en rotation, provoquant par
exemple, lors d'un test de la poutre encastrée soumise a la gravité, un gonflement de son
extrémité. Afin de résoudre ce probléme, une solution consiste a employer une méthode dite
corotationnelle [NPF05, Nes08].

De la déformation a la contrainte : Les lois de comportement

Contrainte
Partie
€lastique Ny
Partie ~ Rupture
plastique |
- élasticité |
linéaire - Déformation

Figure 2.4 — La relation entre la déformation et la contrainte [Vil11].

La réponse d'un objet soumis a des sollicitations extérieures dépend du matériau le consti-
tuant. On appelle loi de comportement f d'un matériau, la relation liant le tenseur de
déformation au tenseur des contraintes :

e=f(3)

[l existe de nombreuses lois de comportement. En effet, chaque matériau ne se comporte
pas de la méme maniére lorsqu'il est soumis a des forces extérieures. Un matériau peut avoir
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un comportement dit élastique (cf. la partie élastique sur la figure 2.4). Dans ce cas, le
matériau est déformé sous I'action de forces, puis regagne son état initial lorsque ces forces
disparaissent. Plus précisément, chaque paquet de particules rejoint son état initial en passant
par les mémes positions, que celles ayant amenées jusqu'a |I'état déformé.

La loi de comportement la plus simple décrit un matériau élastique linaire (cf. la partie
élasticité linéaire de la courbe présentée dans la figure 2.4). Elle consiste en un sous-ensemble
de la loi de comportement élastique. Les contraintes sont alors proportionnelles aux défor-
mations. Notons qu'il n'existe pas de matériau répondant a un comportement exactement
linéaire. Enfin, la figure 2.4 montre que cette linéarité n'est valable que pour de petites
déformations. En effet, on considére qu'au deld de 10%, un matériau n'est plus linéaire.
On est alors dans le cas de grandes déformations. Si I'on conserve une loi linéaire pour de
grandes déformations, le comportement du matériau simulé sera d’autant plus erroné que le
pourcentage de déformation sera élevé.

La loi de Hooke est une loi de comportement pour les matériaux élastiques, linéaires,
homogénes et isotropes. La propriété d'isotropie implique une invariance des propriétés phy-
siques du matériau en fonction de la direction. Cette propriété permet de drastiquement
simplifier le nombre de paramétres caractérisant le matériau a seulement deux. Ces deux
paramétres sont les coefficients de Lamé, notés A et . La loi de Hooke est formalisée de
la maniére suivante :

o = Atr(€)l + 2ue

ou tr(A) est la trace de la matrice carrée A, et | est la matrice identité.

De la contrainte a la force : Le tenseur des contraintes

Z

Xy

Figure 2.5 — Le tenseur des contraintes. La contrainte oj; (i,j € {x,y,z}) est appliquée sur une
facette ayant pour normale I'axe i et pour direction I'axe j [Vil11].

L'objectif est maintenant de calculer les déformations induites par les différentes forces
appliquées au niveau de ces paquets de particules comme la gravité, ou dues a des collisions
avec d'autres objets ou encore engendrées par des interactions utilisateurs. La contrainte
est la maniére dont on représente les forces qui agissent a I'intérieur d'un objet, lorsque ce
dernier est déformé. Le tenseur des contraintes : T est représenté de la maniére suivante :
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Oxx Oxy Oxz
g = Oyx Oyy Oyz
Ozx Ozy Oz

Dans la figure 2.5, un paquet de particules est représenté par un cube. Pour chaque facette
d'un paquet de particules, des contraintes tangentielles et une contrainte perpendiculaire sont
définies. Tout comme le champ de déformation, la définition d'un tenseur des contraintes
en chaque paquet de particules, définit un champ des contraintes. || existe plusieurs tenseurs
des contraintes, le plus classique étant le tenseur des contraintes de Cauchy. Le tenseur
des contraintes de Cauchy, noté o¢ est formulé de la maniére suivante :

F=0oc N dS

ou F correspond au vecteur force s'exercant sur un paquet de particules. N est la normale
de la facette considérée et dS est son aire.

Enfin, nous présentons deux modéles non-linéaires. Le modéle de Mooney-Rivlin consiste
en une relation non-linéaire entre les déplacements et les déformations ainsi que entre les
déformations et les contraintes. Le modéle de Saint Venant-Kirchhoff décrit, quant a lui,
une relation linéaire entre la déformation et la contrainte, mais une relation non-linaire entre
les déplacements et les déformations.

Les paramétres rhéologiques du module de Young et du coefficient de Poisson

Le module de Young et le coefficient de Poisson sont des paramétres rhéologiques plus
usités que les coefficients de Lamé, du fait qu’ils soient plus facilement interprétables expé-
rimentalement. Il existe une correspondance entre le bindme module de Young et coefficient
de Poisson, et les coefficients de Lamé.

Pour présenter le module de Young et le coefficient de Poisson, nous considérons I'exemple
de la figure 2.6. Nous considérons alors une barre 3D de dimensions initiales . Xp, Yo et 2o
et dont la base est fixée (face grise dans la figure 2.6). Une force notée Fetjrement. ayant pour
direction I'axe Y et étant perpendiculaire a la face du dessus de la barre (face rouge dans
la figure 2.6) est appliquée sur cette derniére. Suite a I'application de cette force, la barre
est déformée avec une élongation de n selon I'axe Y, un rétrécissement de 2¢ selon I'axe X
et un rétrécissement de 2( selon Z.

Ce test d'étirement permet de définir le module de Young et le coefficient de Poisson
de cette barre. En effet, le module de Young, noté E, est défini comme le rapport entre la
contrainte et la déformation. La déformation est caractérisée par I'allongement relatif selon
Y. Le module de Young est formalisé de la maniére suivante :

Fetirement/SO
n/Yo

oll Sy est I'aire de la face soumise a la force d'étirement (face rouge dans la figure 2.6).

E=
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F

etirement

F

etirement

/Z 0 / T
' '
(a) (b)
Figure 2.6 — Test d'étirement permettant la caractérisation des paramétres rhéologiques du module
de Young et du coefficient de Poisson. (a) Une barre de dimension Xy, Yo et Zy, dont sa face grise
est fixée et sa face rouge est soumise a une force : Fetirement- (b) Le méme modéle que (a) aprés

I'application de Fetirement. La barre s'est étirée de n selon I'axe Y et s'est rétrécie de 2( selon I'axe
X et de 2e selon I'axe Z.

Le coefficient de Poisson est quant a lui déterminé en fonction des rétrécissements en-
gendrés selon les axes X et Z. La formulation du coefficient de Poisson est la suivante :

Uy = 2¢/Yo
n/Xo
ou
p— 2€/Y0
27 /2

L’équation de mouvement

L’équation de mouvement a pour formulation :

oU = 7o + oF

ol p est la masse volumique de |'objet, @ est le tenseur des contraintes et F correspond
a une action mécanique exercée sur le solide par les systémes qui lui sont extérieurs. F inclut
classiquement une action de pesanteur.

Cette équation consiste en la généralisation de la seconde loi de Newton, énoncant le
principe fondamental de la dynamique, formulé de la maniére suivante :

F=MU

ol F est la somme des forces appliquées a 'objet, M et U correspondent respectivement
a la masse et a I'accélération de |'objet.
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Systéme d’équation aux dérivées partielles

La relation entre le déplacement et la déformation, la loi de comportement, la définition
de la contrainte et I'équation de mouvement ameénent a un systéme d'équations aux dérivées
partielles. Or, il est souvent impossible de trouver une solution analytique @ un probléme de
la mécanique des milieux continus. C'est pour cette raison que des méthodes numériques,
comme la méthode des éléments finis, sont employées. La méthode des éléments finis
permet d’approximer la solution d'une équation aux dérivées partielles.

Pour résoudre numériquement une équation aux dérivées partielles, appelée formulation
forte, on commence par définir les conditions aux limites de type Dirichlet et Neumann. La
condition de Dirichlet impose des valeurs que la solution de I'équation aux dérivées partielles
doit vérifier au niveau des limites de I'objet. La condition de Neumann spécifie les valeurs de
dérivée que la solution doit vérifier au niveau des limites de I'objet. Dans le cas d'une poutre
en traction, la condition de Dirichlet permet |'encastrement d'une extrémité de la poutre et
la condition de Neumann impose une force de traction a son autre extrémité.

Puis une fois les conditions aux limites spécifiées, I'équation aux dérivées partielles est
transformée en une formulation intégrale équivalente, suite a |'application du principe des
travaux virtuels. Cette étape consiste en la multiplication de I'équation aux dérivées partielles
par une fonction test. Cette fonction test peut correspondre par exemple aux déplacements
virtuels. Cette multiplication est suivie de I'intégration sur I'objet considéré. Le terme de plus
haut degré de la formulation intégrale ainsi obtenue, est ensuite intégrée par partie (formule
de Green). Les termes de bords générés sont alors calculés en fonction des conditions de
Dirichlet et de Neumann préalablement définies. On obtient ainsi une formulation faible de
["équation aux dérivées partielles. Enfin, une formulation variationnelle peut étre déduite de
cette formulation faible. Notons que I'approximation par éléments finis nécessite I'écriture
de la formulation faible ou variationnelle du probléme posé par une équation aux dérivées
partielles (cours de Marc Buffat, professeur a I'UFR de Mécanique de I'université Claude
Bernard Lyon 1).

La résolution avec la méthode des élements finis

Les termes de la formulation faible ou variationnelle sont des intégrales. L'intérét de ces
formulations est alors qu'elles peuvent étre transcrites en somme d'intégrales sur un ensemble
d'elements. La méthode des éléments finis a donc pour premiére étape, la discrétisation de
I'objet considéré en un nombre fini d’éléments, définissant alors un maillage. Notons que la
méthode des éléments finis permet un maillage irrégulier. Les éléments sont généralement de
forme simple comme des triangles en 2D ou des tétraédres, hexaédres en 3D. LLes sommets des
éléments sont appelés naeuds. Notons que dans le but d'augmenter le nombre de degrés de
liberté, des points remarquables comme le centre de gravité de I'élément ou encore les milieux
des arétes de ce dernier, peuvent étre considérés comme étant des nceuds. Nous précisons
que |'ajout de degrés de liberté permet une amélioration de la précision des résultats.

Des fonctions d'interpolations polynomiales (linéaires ou quadratiques), appelées fonc-
tions de forme, définissent alors le déplacement en tout point d’'un élément en fonction des
déplacements de ses nceuds. En conséquence, déterminer les déplacements nodaux de chacun
des éléments permet d'approximer le champ de déplacement de I'objet entier. Afin de mieux
se représenter la notion de fonction de forme, nous précisons qu'elle vaut 1 pour un nceud
de I'élément considéré et O pour les autres noeuds de cet élément.

Apreés la discrétisation de I'objet et la définition des fonctions de forme, la méthode des
éléments finis transcrit la formulation faible sur chaque élément de I'objet. Une équation est
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ainsi définie en chaque élément de I'objet. Ces derniéres sont ensuite assemblées donnant un
systeme global qui est ensuite résolu.

Notons que pour une résolution statique, si I'on choisit un tenseur de déformation linéaire
comme le tenseur de Cauchy et une loi de comportement linéaire comme la loi de Hooke,
alors I'application de la méthode des éléments finis sur la formulation faible ou variationnelle
du probléme, se raméne a un systéme matriciel linéaire de type :

F=KU

oll K est la matrice de raideur.

En effet, dans ce cas, les forces sont proportionnelles aux déplacements, puisque les dépla-
cements sont proportionnels aux déformations et que les déformations sont proportionnelles
aux contraintes.

Une résolution statique est indépendante du temps contrairement a une résolution dy-
namique. Dans le cas d'une résolution statique, les effets dus notamment a l'inertie ou a
la viscoélasticité sont ignorés. Le systéme global est résolu grace a une méthode directe
comme par exemple en inversant la matrice K ou en utilisant une méthode itérative comme
celle du gradient conjugué. Dans le cas d'une résolution dynamique, le systéme global est
résolu pas a pas en utilisant un schéma d’intégration numérique. Notons que la formu-
lation forte décrivant un probléme n'est pas la méme suivant si elle est définie en statique
ou en dynamique. Le choix d'une résolution statique ou dynamique dépend de I'application
visée. En effet, une résolution dynamique permet d'interagir au cours de la simulation, par
exemple, en imposant une force sur une partie du maillage ou en changeant la topologie de
ce dernier par une découpe. Enfin, il existe un troisitme type de résolution : la résolution
quasi-statique. Cette derniére est bien plus proche de la résolution statique que dynamique.
En effet, elle permet I'obtention d'une suite d'états d'équilibre du systéme.

Pour une résolution dynamique, I'application de la méthode des éléments finis sur la
formulation faible ou variationnelle du probléme donne la formulation suivante :

F= MU+ DU + KU (2.1)

ou M et D sont respectivement |la matrice de masse et la matrice d'amortissement.

Notons que la propriété de linéarité est définie au niveau du matériau mais également au
niveau de la géométrie de I'objet. La matrice de raideur K dépend des matrices B et D. La
matrice B transcrit la relation entre les déplacements et les déformations. La propriété de
linéarité géométrique de I'objet dépend de B. La matrice D correspond a la loi de compor-
tement du matériau en liant les déformations aux contraintes. La propriété de linéarité du
matériau dépend de D. Pour un systéme non-linéaire, B et/ou D dépendent du déplacement
U. K dépend alors de U et change en fonction des déplacements.

Pour conclure, nous avons vu que la méthode des éléments finis permet de résoudre
numériquement un probléme de la mécanique des solides, se formalisant avec une équation
aux dérivées partielles. Mais notons que cette méthode permet de résoudre une grande variété
de problémes d’ingénierie se formalisant avec une équation aux dérivées partielles comme,
par exemple, la thermodynamique ou I'acoustique. Enfin, nous avons présenté comment le
modéle physique fondé sur la méthode des éléments finis découle de la mécanique des milieux
continus. Un tel modéle physique est qualifié de modéle continu. Un modéle continu implique
la discrétisation d'une formulation continue fondée sur la mécanique des milieux continus.
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2.1.4 Les schémas d’intégration

Les schémas d'intégration sont employés afin de résoudre dynamiquement le systéme (cf.
I’équation 2.1) décrivant un objet a simuler. lls ont pour objectif de calculer les nouvelles po-
sitions des particules discrétisant |'objet considéré, au pas de temps suivant. Nous nommons
X¢ @ I'état du systéme au temps t, et h : le pas de temps d’intégration. Notons que le pas
de temps d'un schéma d'intégration est une valeur critique de ce dernier. En effet, si il est
trop petit, la simulation ne variera que trés peu a chaque itération du schéma d’intégration,
c’est-a-dire que les temps de calcul seront alors trop longs. Par contre, si il est trop grand,
la solution approximée par le schéma d'intégration s'éloignera beaucoup trop de la solution
exacte, c'est-a-dire qu’elle divergera.

Les schémas d'intégration résolvent une équation différentielle ordinaire. Cette derniére
est formalisée de la maniére suivante :

X = F(X)

ol X correspond a la dérivée de X par rapport au temps, et F est une fonction connue.

Si une solution analytique a I'équation différentielle ordinaire ne peut pas étre détermi-
née, on procéde a une intégration numérique de cette équation. Une intégration numérique
consiste a calculer une variation de X, notée AX, sur un intervalle de temps h, a partir de |a
valeur de X;.

Il existe deux types de schémas d’'intégration, le schéma d’intégration explicite et le
schéma d’intégration implicite. Le schéma d'intégration explicite est la méthode de résolution
numeérique la plus simple. D'un point de vue géométrique, ce schéma consiste a calculer
la tangente a la solution de I'équation différentielle ordinaire, au temps t afin d'obtenir
une approximation de cette derniére au temps t + h. La région de stabilité de ce schéma
est moindre en comparaison du schéma d'intégration implicite (cf. I'équation de test de
Dahlquist [Sch61]). De plus, la convergence du schéma d'intégration explicite nécessite des
pas de temps petits au regard de ceux que peut employer le schéma d'intégration implicite,
sans que ce dernier ne perdre pour autant en stabilité [B\W98]. Par contre, ce dernier implique
une quantité de calculs et une complexité bien plus importante que le schéma explicite.

Dans le cas d'un schéma d'intégration explicite, X = % En remplacant X par cette
expression dans I'équation différentielle ordinaire au temps t, on obtient :

Xiyh = X¢ + hF(X)

La valeur de X; au pas de temps suivant : X¢.p, est obtenue en fonction de I'application
de F sur I'état du systéme au temps t. Contrairement au schéma d’intégration explicite, le
schéma d'intégration implicite, calcule la valeur de X;;p en fonction de I'application de F
sur I'état du systéme, cette fois-ci, au temps t + h. Dans le cas d'un schéma d'intégration
implicite, on obtient ainsi :

Xiin = Xt + hF(X¢gn)

Le calcul de cette expression nécessite la transformation de cette derniére en un systéme
linéaire de type Ax = b ol A est une matrice, x est le vecteur a déterminer et b est un
vecteur. Ce systéme est résolu par une méthode directe ou itérative comme celle du gradient
conjugué. Les méthodes directes permettent d’obtenir une solution exacte en un nombre
fini d'opérations. Contrairement aux méthodes directes, les méthodes itératives tentent de
converger vers une solution la plus proche possible de la solution exacte. Si A est de trés
grande taille, une méthode itérative sera préférée car elle nécessitera moins de mémoire
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qu'une méthode directe et pourra générer une solution en un nombre relativement petit
d'itérations [Zar03].

Exemples

[l existe différents schémas d'intégrations explicites comme la méthode d'Euler, de Stoermer-
Verlet (appelée également leapfrog) ou encore de Runge-Kutta d’ordre 2 et 4.

Nous détaillons ci-aprés la méthode d'Euler et le schéma d'intégration implicite, pour une
équation différentielle ordinaire du second ordre [Mar06] :

X — F(X, X)

Cette expression correspond a la célébre loi de Newton : F = mA.

Nous considérons ici, X comme étant la position d'une particule discrétisant I'objet a
simuler, V comme étant sa vitesse avec V = X.

Cette équation différentielle ordinaire du second ordre améne au systéme d’'équations
différentielles du premier ordre suivant :

X =V
{v =F(X,V) (2:2)

Pour la méthode d'Euler, ce systéme devient :

{xﬁhzxwww (2.3)

Viin =Vi+ hF(Ve, X¢)

Pour un schéma d'intégration implicite, le schéma donné dans I'équation (2.2), devient :

{ Xt+h = Xt + th"rh (2 4)

Vipn =Vie+ hF(Vieppn, Xegn)

Notons que le schéma symplectique est un schéma d'intégration explicite ot V;4p est
déterminé de la méme maniere que pour la méthode d'Euler mais X;, est calculé en fonction
de Vi, et non en fonction de X;.

2.2 Modeéles pour les objets déformables

Chaque modele est caractérisé par sa précision (capacité a reproduire de maniére réaliste
le comportement de I'objet a simuler), sa robustesse (la stabilité de la simulation permise
par le modéle), son réalisme (critére reposant sur le rendu visuel de la simulation proposée
par le modéle) et son interactivité (permet de lier un retour haptique avec la simulation)
ou d'autres critéres dépendant de I'application visée. Nous pouvons également rajouter les
propriétés liées a la facilité d'implémentation du modéle ou de parallélisation sur GPU ou
encore sa capacité a gérer les changements topologiques. Enfin, notons que le principal enjeu
d'une simulation visant le temps réel est de faire un compromis entre le critére de précision
et d'interactivité de la simulation.

Deux catégories de modéle existent pour déformer des objets. La premiére catégorie
rassemble tous les modeéles dits « non-physiques » ou « géométriques ». Cette premiére
catégorie est a I'origine de la seconde, groupant les modéles dits « physiques ».

Dans cette partie, nous introduisons brievement les modéles de la premiére catégorie
avant de nous attarder plus longuement sur les modéles physiques. En effet, nous avons fait
le choix de I'emploi d'un modéle physique pour les travaux présentés dans ce manuscrit.

29




2.2 - Modéles pour les objets déformables

2.2.1 Modéles non-physiques ou géométriques

Les modéles non-physiques ou géométriques reposent sur la géométrie et non sur la
physique de I'objet a simuler, comme I'indique leur dénomination. Nous prenons |'exemple du
modele des FFD appartenant a cette catégorie.

Z/n—

NG

-t

Figure 2.7 — Exemple du modéle FFD. A gauche : La grille de contréle et I'objet englobé par cette
derniére. A droite : [ 'objet englobé est déformé suite aux déplacements des points de la grille de
contréle [DNO8].

FFD est I'acronyme pour Free Form Deformation. Sederberg et al. [SP86] introduisent
ce modéle comme permettant la déformation locale ou globale d'un modéle géométrique. Le
modeéle FFD consiste en I'association des points appartenant a I'objet a déformer avec des
points de contréle mobiles (cf. les figures 2.7 et 2.8). Les points de I'objet sont déformés
selon le déplacement de points de contrdle, en évaluant un produit tensoriel trivariable
du polynéme de Bernstein (trivariate tensor product Bernstein polynomial en anglais).
Chaque point de contrdle influe ainsi sur les points de I'objet en fonction d’un poids défini
par le produit tensoriel trivariable du polynéme de Bernstein. Enfin, I'utilisateur peut défi-
nir la trajectoire des points de contréle en fonction du temps et |'objet sera déformé en
conséquence.

Figure 2.8 — Exemple du modéle FFD. La premiére figure : La grille de contréle et une modélisation
d’un objet représentant une vache, englobé par cette derniere. La deuxiéme et troisieme figure :
Le maillage représentant une vache est déformé suite aux déplacements des points de la grille de
contréle [HML00].

Afin que la déformation de I'objet semble réaliste, les modéles non-physiques doivent in-
tégrer des contraintes, afin par exemple de conserver le volume de I'objet considéré [HMLOO].

2.2.2 Modeéles physiques

L’inconvénient des modéles non-physiques est qu'ils reposent sur des lois de déformations
empiriques. De plus, il est difficile d'intégrer les paramétres physiques des matériaux dans leur
formulation. C'est pour cette raison que des modéles physiques, se fondant sur la théorie de
la mécanique, sont alors apparus. En effet, nous avons vu précédemment que la mécanique
des milieux continus permet de formaliser le comportement d'objets déformables. L objectif
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est d'analyser et de comprendre ce formalisme afin de le transcrire au niveau de I'ordinateur,
au travers d'algorithmes, et plus généralement en élaborant des modéles physiques. Nous
avons montré que la méthode des éléments finis permettait de résoudre les systémes issus
de la mécanique des milieux continus et plus précisément la mécanique du solide. Le modéle
fondé sur la méthode des éléments finis est alors un modéle dit physique.

7
VTR ]

Figure 2.9 — Un des résultats obtenus avec le modéle physique établit par Terzopoulos [TPBF87].
Un objet rigide sphérique sur un objet déformable cubique [TPBF87].

Terzopoulos [TPBF87] est le premier a avoir élaboré, en informatique graphique, un mo-
deéle physique. Il a réussi a faire le lien entre le domaine de la mécanique formalisant les lois
physiques de déformation, et I'informatique graphique (cf. la figure 2.9). Dans cet article, il
s’oppose aux modéles (que nous nommons modéles non-physiques), qu'il définit comme pas-
sifs car les objets modélisés par ces derniers ne peuvent pas interagir entre eux ou réagir a des
forces extérieures. Ils sont soumis a des trajectoires prédéfinies et une animation réaliste avec
ces derniers nécessite un véritable savoir-faire. Les modéles qu'il définit comme actifs (que
nous nommons modéles physiques), sont fondés sur des principes physiques et réagissent phy-
siguement a des forces comme la gravité, les contraintes, les paramétres environnementaux
comme la viscosité du milieu dans lequel se situe I'objet a simuler ou encore des obstacles.
Le modele physique qu'il propose consiste en une discrétisation en éléments finis de I'objet a
simuler. Ce modéle sera ensuite déformé en s’appuyant sur une version simplifiée de la théorie
de I'élasticité. Notons que les résultats obtenus étaient déja trés réalistes.

Dans le domaine de la simulation physique de nombreux travaux proposent des méthodes
efficaces pour modéliser et simuler physiquement des objets déformables, comme en témoigne
I'état de I'art de Nealen et al. [NMK™06]. Les modeéles physiques sont classés en deux
catégories, les modéles dits continus et les modéles dits discrets. Un modéle continu implique
la discrétisation d'une formulation continue fondée sur la mécanique des milieux continus.
Contrairement au modéle continu, un modéle discret implique la discrétisation du probléme
en lui-méme.

Modeéles continus

Le modéle physique fondé sur la méthode des éléments finis (abrégée par la suite MEF)
que nous avons détaillé précédemment et le modéle physique de Terzopoulos présenté ci-
dessus, sont des modéles dits continus. En effet, un modéle continu se définit comme reposant
sur les équations de la mécanique des milieux continus. Ces derniéres sont alors discrétisées au
niveau des différents éléments constituant I'objet a simuler, afin de permettre sa simulation.
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MEF Nous revenons ici plus en détails sur le modeéle fondé sur la MEF. Ce modéle est le plus
utilisé des modeéles continus. Nous avons vu précédemment qu’il s’appuie sur la mécanique des
milieux continus, pour simuler le comportement des objets déformables. Il intégre ainsi natu-
rellement les propriétés physiques des matériaux a simuler. Il permet alors des simulations trés
précises et réalistes. Il est ainsi beaucoup utilisé dans le domaine médical pour la simulation
d’actes chirurgicaux [CDC796]. Par contre, son principal inconvénient concerne ses temps
de calculs. En effet, ses calculs coliteux engendrent de faibles performances, nécessitant des
optimisations afin de permettre son emploi pour des applications temps-réel.

D'autres modéles continus ont alors été élaborés pour pallier cette limitation d'inter-
activité, comme les modéles fondés sur la méthode des différences finies [TPBF87], la
méthode des volumes finis [TBHF03], la méthode des éléments frontiéres [JP99] ou
encore la méthode des masses-tenseurs [CDA99]. Mais ces derniéres méthodes ne sont
pas aussi précises ou robustes que celle de la MEF. Le choix d'un modéle continu plutot
qu'un autre, reléve de |'application visée ou des propriétés du probléme comme sa linéarité,
la complexité des contours de I'objet ou encore la dimension du maillage [Mar06].

Les temps de calculs de la méthode des éléments finis sont d'autant plus importants que la
taille du systéme a résoudre est grande. Dans ce sens, des travaux sont apparus permettant
de rendre interactif cette méthode. Les méthodes d'optimisation pour des éléments finis
linéaires avec une résolution quasi-statique, peuvent consister, par exemple, en des méthodes
pré-calculant la décomposition LU de la matrice de raideur ou encore en des méthodes de
condensation. Dans ce sens, les travaux de Cotin et Bro-Nielsen [BN96, BNC96, Cot97]
distinguent les nceuds se trouvant sur la surface de I'objet, des nceuds internes a I'objet. La
technique de condensation consiste a supprimer les nceuds internes du systéme d'équations
linéaires. En effet, ils considérent que seuls les nceuds a la surface présentent un intérét.
Plus précisément, seuls les nceuds surfaciques sont visibles et permettent de rendre compte
des interactions avec |'objet virtuel. lls obtiennent ainsi un systéme linéaire de taille moindre,
tout en conservant le méme comportement volumique. Notons que ces optimisations ne sont
pas compatibles avec la réalisation de changements topologiques du maillage. Ces derniers
seraient en effet trop coliteux pour étre réalisés en temps réel, du fait de la reconstruction

de la matrice de raideur suite a8 sa modification.

Figure 2.10 — /llustration du comportement d'un modéle éléments finis linéaires, n'étant pas inva-
riant en rotation. La barre verte correspond a un comportement non-linéaire, la barre bleue a la
méthode proposée par Miiller et al. [MDM"02] et la barre rouge & un comportement linéaire. On
observe le grossissement de la barre rouge qui est due au fait que les éléments finis linéaires ne sont
pas invariants en rotation. Notons que le modele de Miiller et al. permet de gérer cette invariance
en rotation inhérente a la linéarité du modéle en évitant I'emploi d’'une méthode non-linéaire.

Nous avons décrit précédemment la non-linéarité géométrique et la non-linéarité au ni-
veau du matériau. Un modéle éléments finis linéaire est préféré a un modeéle non-linéaire. En
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effet, la propriété de linéarité permet d'importantes simplifications du systéme. Par exemple,
la raideur ne change pas au cours de la simulation. Nous précisons que ces raccourcis in-
duisent des approximations du comportement de I'objet simulé. Le modéle linéaire permet
des temps interactifs grace aux nombreux travaux proposant des optimisations de calculs.
Un modéle non-linaire induit, quant a lui, une formulation bien plus complexe. De plus, cette
non-linéarité implique que la matrice de raideur K est dépendante du déplacement U. Dans
ce cas, la raideur du systéme change en fonction des forces appliquées sur ce systéme. Dans
le contexte d'une résolution dynamique, la matrice de raideur doit étre recalculée a chaque
itération entrafnant un surco(t considérable. Par contre, il permet de simuler des matériaux
ayant un comportement hyperélastique (élastique non linéaire) comme les organes. Il peut
permettre également de grands déplacements et gére |'invariance en rotation. Cependant, il
reste trés coliteux et de nombreux travaux ont proposé des méthodes complexes d'optimisa-
tion. C'est pour cette raison que I'on préfére souvent améliorer le modéle linéaire plutot que
d'employer un modéle non linéaire. Par exemple, I'hypothése de linéarité ne permet que de
petits déplacements en rotation. La solution consiste en une méthode corotationnelle, que
nous avons mentionnée précédemment. Elle permet de garder un systéeme linéaire tout en
gérant I'invariance en rotation (cf. la figure 2.10).

La MEF n’est pas adaptée pour gérer les changements topologiques de maniére interac-
tive. Nous décrivons plus précisément cet inconvénient. Une des étapes de la MEF consiste
en I'assemblage de la matrice globale K. Plus précisément, cette étape nécessite le calcul
préalable de I'ensemble des matrices pour chaque élément que I'on va ensuite placer dans la
matrice globale. Lors d'un changement topologique, si I'on supprime un élément, il faut enle-
ver tout ce qui reléve de cet élément dans la matrice globale. Une ligne peut étre supprimée
et des coefficients peuvent étre mis a 0. Mais selon les méthodes de résolution employées, il
faut garantir que la matrice reste inversible ou qu’elle garde des caractéristiques comme par
exemple la présence de bandes creuses, permettant d’employer des algorithmes spécifiques
d’optimisation. Il faut alors stocker une correspondance entre un élément et toutes les parties
lui correspondant dans la matrice. Lors de changements topologiques comme un raffinement
local, des éléments sont rajoutés au systéme. Ce rajout peut nécessiter une reconstruction de
la matrice. En conclusion, des problématiques de changements topologiques nécessitent au
mieux de stocker de nombreuses informations relatives a la position des informations relatives
a un élément et au pire une reconstruction de la matrice, qui est au final souvent nécessaire.
Nous rappelons que cette reconstruction est une étape cofliteuse et ne permet pas de garantir
I'interactivité de la simulation.

XFEM Afin de gérer les changements topologiques, une extension de la méthode des élé-
ments finis appelée XFEM a été proposée par Jerabkova et al. [JK09]. Cette extension
permet la découpe du maillage en modélisant les discontinuités, sans avoir besoin d'effectuer
un remaillage de I'objet, évitant ainsi un surcolit conséquent. Les fonctions de forme utilisées
dans la version classique de la MEF, se voient rajouter un terme additionnel permettant de
gérer les discontinuités. La méthode présentée dans cet article en constitue une premiére
approche.

La méthode des masses-tenseurs Cotin, Delingette et al. [CDA99, Cot97] définissent
la méthode des masses-tenseurs afin de pallier les problémes de gestion des changements
topologiques du modeéle fondé sur la MEF. Dans cet article, ils présentent I'optimisation
d'un modéle des éléments finis linéaire en résolution quasi-statique, en pré-calculant une
partie des déformations du modéle. Cependant, I'approche présentée interdit le changement
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Figure 2.11 — Exemple de simulation de découpe du foie. Modéle hybride employant un modéle
éléments finis linéaire et un modéle masses-tenseurs, permettant la simulation interactive de la
découpe d’un foie [CDA9I].

de la topologique du maillage en temps réel. En effet, un changement topologique induit la
modification de la matrice de raideur et nécessite de recommencer la phase de pré-calcul.
Notons que cette phase peut prendre entre quelques minutes et plusieurs heures. De plus,
sans cette phase, il n'est pas possible de résoudre correctement le systéme et en temps-
réel. lls définissent alors une alternative a la MEF, la méthode des masses-tenseurs. Enfin, ils
combinent leur modéle des éléments finis linéaire pré-calculé avec un modéle masses-tenseurs,
en un modéle alors hybride (cf. la figure 2.11).

Nous détaillons ici plus précisément la méthode des masses-tenseurs (abrégée MMT).
Cette méthode est définie comme étant un modéle continu s'inspirant du modéle fondé
sur le systéme masses-ressorts. Elle est trés proche de la MEF du fait qu’elle s'appuie
sur les équations de la mécanique des milieux continus. Par contre, elle ne nécessite pas
I'assemblage de la matrice globale de rigidité K et le calcul des forces se fait au niveau
des nceuds du maillage comme pour le systéme masses-ressorts. Nous rappelons que pour
la MEF, le calcul des forces est réalisé au niveau des éléments. Dans I'article de Cotin et
al. [CDA99], ils commencent par discrétiser I'objet a simuler en tétraédres. Puis, ils définissent
les fonctions de forme permettant d’interpoler le déplacement de tout point du tétraédre
selon les déplacements des quatre nceuds de ce dernier. Notons que la masse de I'objet
est concentrée sur les nceuds du maillage, tout comme les effets d'amortissement, selon
la technique du mass lumping. Cette technique consiste a rendre diagonale la matrice de
masses. Les masses des difféerents nceuds du maillage se situent ainsi sur la diagonale de
cette matrice. Dans la MEF, les matrices de masse et d’amortissement sont creuses alors
que dans la MMT, elles sont diagonales. Cette simplification permet a chaque instant t, de
calculer les forces élastiques exercées sur chacun des nceuds du maillage. Puis, pour chaque
sommet, les équations du mouvement sont intégrées pour trouver la nouvelle position du
sommet a l'instant t + 1 [PicO1]. Plus précisément, la force élastique exercée sur un nceud
i du maillage, est formalisée par les tenseurs de rigidité des éléments incidents a / et des
tenseurs de rigidité des nceuds voisins. Lors d'un changement topologique, il suffit alors de
mettre a jour les contributions des éléments incidents et celles des nceuds voisins.
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Modéles discrets

Un modéle discret est un modéle physique car il découle des lois de la physique. Tout
comme un modeéle continu, un modéle discret implique la discrétisation spatiale de I'objet a
simuler. Par contre, les lois physiques décrivant la déformation des objets, sont également
discrétisées.

Un systéme de particules est un modéle discret, ot I'objet a simuler a été discrétisé en
un ensemble de particules. Chaque particule interagit avec les particules de son voisinage, par
exemple, en définissant un ressort linéaire entre chacune d'entre elles, ou selon le potentiel
de Lennard-Jones. Ce potentiel prend en paramétre la distance a I'équilibre entre deux
particules, et la distance courante. Si deux particules sont trop proches, ce potentiel les
éloigne I'une de I'autre en appliquant une force de répulsion. Si par contre, elles sont trop
éloignées I'une de l'autre, elles subissent une force d'attraction. Notons que la force de
répulsion est beaucoup plus importante que celle d'attraction. Nous pouvons retrouver des
similarités entre ce potentiel et I'interaction forte au niveau des atomes.

Le modéle discret de type systéme masses-ressorts (abrégé par la suite SMR) est une
spécification du systéme de particules. Dans nos travaux, nous avons fait le choix du SMR
pour simuler le comportement des objets déformables. C'est pour cette raison que nous le
détaillons ci-dessous, de maniére plus précise.

Figure 2.12 — Exemple de SMR. Un SMR 2D ou les particules sont représentées en vert et les
ressorts en orange.

SMR Deéfinition : Le SMR consiste en la discrétisation d'un objet réel en un ensemble de
particules aussi appelées masses, connectées ensemble par des ressorts (cf. la figure 2.12).
Chaque particule est ainsi influencée par son voisinage proche. Notons que les ressorts suivent
généralement la topologie du maillage.

Le SMR est apprécié du fait de son implémentation intuitive et de son faible colit en temps
de calcul. Son interactivité lui vaut d’'étre employé pour des applications nécessitant d’étre en
temps-réel. Il est par exemple trés utilisé dans les jeux vidéos. De plus, il est également plus
approprié pour I'implémentation sur GPU ou encore la gestion des changements topologiques
dans le maillage, que la MEF. Enfin, il gére facilement les larges déformations en comparaison
a la MEF linéaire. Par contre, il ne permet pas des simulations aussi précises que celles
générées par la MEF. Une des raisons est que, contrairement a cette derniére, il n'intégre
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pas naturellement les paramétres physiques des matériaux dans sa formulation. De plus, il
est difficile de paramétrer un SMR en fonction de ces paramétres. Le choix des coefficients
de raideur des ressorts du SMR sont alors souvent attribués de maniére arbitraire. Enfin,
le comportement de la simulation du modéle représentant I'objet a simuler est dépendant
du maillage en lui-méme, c’est-a-dire de sa résolution et de sa topologie. Pour conclure,
son manque de précision le dessert pour étre employé dans des applications nécessitant une
exactitude du comportement, comme par exemple les planifications chirurgicales.

Nous décrivons ici de maniére plus précise le pipeline du SMR, de sa construction a sa
résolution.

— Comme nous I'avons spécifié précédemment, il consiste tout d'abord en la discrétisation
en particules et ressorts de I'objet a simuler. Cette étape permet d'obtenir un maillage
surfacique ou volumique de I'objet a simuler.

— Puis, la masse de |'objet est répartie sur I'ensemble des particules du systéme, de
maniére uniforme ou non.

— Les coefficients de raideur de I'ensemble des ressorts du systéme sont initialisés. Nous
rappelons que la détermination de ces coefficients est une étape difficile, qui a suscité
de nombreux travaux.

— Une fois le modéle établi, on passe a |'étape de résolution.

— A chaque itération, les forces dues aux ressorts sont calculées au temps t + h,
a partir de I'état de leurs extrémités au temps t. Pour chaque ressort, la force
ainsi obtenue est accumulée au niveau des particules se trouvant aux extrémités
du ressort en question.

Nous considérons un ressort ayant pour extrémités les particules / et j. Ces der-
nieres ont respectivement comme masse m; et m;, comme position au temps
t . Pi(t) et Pj(t), comme vitesse au temps t, V;(t) et V;(t) et comme accé-
leration au temps t, A;(t) et A;(t). Le coefficient de raideur de ce ressort est
kij et sa distance au repos entre ses deux extrémités est /;. Enfin, le coefficient
d’amortissement de ce ressort est 7yj;.

La force du ressort est composée d'une partie élastique et d'une partie correspon-
dant a I'amortissement du ressort. La force du ressort F;; au temps t, est formulée
de la maniére suivante :

Fij(t) = Fj(t) + Fj(1) (2.5)

ol FZ— est la partie correspondant a la force élastique du ressort, et FE— est la partie
représentant la force d’amortissement du ressort.

La force élastique du ressort est le plus souvent linéaire, elle est ainsi proportion-
nelle a la variation de longueur entre ses deux extrémités. La formulation de la
force élastique du ressort est alors la suivante :

{ Fi(t) = ky(dj — l;) Uy(2)
Fe(r) = —Fe(1)
ol djj = [|[P;(t) — Pi(t)]|. et U;i(t) est le vecteur de direction normalisé entre les
deux particules i et j. Ce dernier est formalisé par :
P;(t) — Pi(t)

U;(t) = IP;(t) — Pi(t)|l
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Nous précisons que Fjj correspond a la force du ressort appliquée sur son extrémité
/et f/ a la force du ressort appliquée sur son autre extrémité j. En effet, un ressort
vérifie le principe d'action-réaction, inférant que la somme des forces induites par
un ressort doit étre nulle. Enfin, notons qu'il existe d'autres formulations de la
force élastique d'un ressort. Nous citons par exemple les travaux de Teschner
et al. [TGGOO], proposant une formulation permettant d'adapter le SMR a la
simulation d’objets déformables ayant une loi de comportement non-linéaire.

La partie de la force du ressort correspondant a son amortissement permet de
simuler I'énergie dissipée lors de la déformation du ressort. En effet, elle permet
de prendre en compte le fait que les objets simulés ne sont pas parfaitement
élastiques [NNUF04]. La force d’amortissement du ressort est définie par :

Fr(t) = [(V;(t) = Vi(t)) - U()] Uy(1)

Notons que cette force d'amortissement a pour direction celle du ressort. De
plus, le coefficient d'amortissement du ressort peut étre défini de la maniére sui-
vante [BL0O5] :

mj + m;
2

En conclusion, nous précisons que la représentation des forces est simple et le

calcul de ces derniéres en chaque sommet, permettent une résolution trés rapide.

Y =2 kij

— Suite a I'accumulation des forces induites par les ressorts au niveau des parti-
cules, nous procédons de méme avec les forces externes comme la gravité ou les
interactions avec |'utilisateur.

— Puis, le mouvement de chaque particule / est déterminé en fonction de la deuxiéme
loi de Newton. En effet, son accélération au temps t, est obtenue grace a cette
loi :

d2
m/@P/(t) =Fi(t) (2.6)

oll F; est la somme des forces appliquées a la particule /. Comme indiqué précé-
demment, F; inclut I'ensemble des forces des ressorts ayant pour extrémité /, la
gravité, ainsi que des éventuelles forces d'interactions avec |'utilisateur ou encore
celles issues de collisions avec d'autres objets de type déformable ou rigide.

— Les nouvelles vitesse et position sont ensuite déterminées en fonction de |'ac-
célération grace a I'emploi d'un schéma d’intégration explicite ou implicite (cf.
la sous-section 2.1.4). Notons que la résolution d'un tel systéme oblige I'emploi
d'un schéma d'intégration. Nous considérons un schéma d'intégration explicite
symplectique. La vitesse de la particule / au temps t + h est ainsi obtenue en
fonction de I'accélération de cette derniére au temps t, grace a la formulation
sulvante :

V,(t+ h) = Vi(t) + hA(t) (2.7)

— Enfin, la position de / au temps t + h est calculée en fonction de sa vitesse au
temps t 4+ h, conformément a la définition du schéma symplectique.

X,(t+h) :X,(t)—i—hV,(H—h) (28)
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Pour finir, nous avons vu précédemment comment se définissait un SMR. Cependant, la
notion de ressort peut étre généralisée. En effet, des énergies de déformation peuvent étre
employées afin de modéliser les forces élastiques comme dans les travaux [BHW94, BW98,
THMGO04]. Cette énergie est minimale quand I'objet simulé est au repos. Elle agit pour la
préservation des distances, angles, aires ou encore volumes. Notons que la notion de force
élastique présentée permettait seulement d’agir sur la conservation de la distance. La force
appliquée a une particule est alors calculée en dérivant cette énergie par rapport a sa position.

o
T\
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(a)

(b)

Figure 2.13 — Exemple des premiers travaux employant un SMR pour I'animation faciale. (a) Ré-
sultats obtenus par Platt et al. [PB81] correspondant a une modélisation faciale. (b) Résultats
obtenus par Waters et al. [Wat87] correspondant a I'expression faciale du bonheur.

Applications et améliorations Le SMR est un modéle physique trés usité en anima-
tion. Les premiers travaux employant un SMR datent de 1981. Ils avaient pour vocation
I'animation faciale. Nous citons les travaux de Platt, Waters et al. [PB81, Wat87] qui
ont proposé un modéle du visage, pouvant étre animé en résolution statique et permet-
tant de réaliser différentes expressions du visage (cf. la figure 2.13). Puis, des travaux
sont apparus permettant de modéliser, avec une résolution dynamique, les différents ni-
veaux de la peau : les tissus cutanés, les tissus sub-cutanés et les muscles, ou encore la
peau, la graisse et les muscles [CHP89, TW90, WT91, LTW95, KHS01]. Les SMR ont éga-
lement été utilisés pour simuler le déplacement de serpents, de vers ou encore de pois-
sons [Mil88, TT94]. De plus, ils ont également été employés pour réaliser des simulations
de chirurgie [CEO"93, KKH'97, Kii00, MSVCS04, ZGHX05]. Les SMR sont plus adaptés
a la simulation de tissus, que les modéles fondés sur la MEF [BHW94, BFA02, BW98] (cf.
la figure 2.14(a)). Enfin, ils se prétent trés bien a la simulation de cheveux [SLFO08] (cf.
la figure 2.14(b)).

Provot [Pro95] propose une amélioration du SMR classique permettant la simulation du
comportement non-élastique des tissus. Lorsqu’un tissu est suspendu en fixant un nombre
réduit de particules le composant, la forte concentration de contraintes entraine une déforma-
tion non réaliste. Une solution consiste alors a augmenter la raideur des ressorts. Cependant,
cette solution entraine une diminution drastique des performances. En effet, dans la formu-
lation du pas de temps, ce dernier croit proportionnellement a la raideur [Bat82]. Provot
propose alors de contraindre les ressorts a une longueur maximale de déformation.

Un ressort est un élément 1D, de ce fait, il n'est pas particuliérement adapté a la simu-
lation d'objets volumiques. Dans ce sens, Promayon et al. [PBP96, Pro97] proposent une
méthode a « mémoire de forme » permettant de contraindre le volume d'un objet déformable
comme constant au cours de la simulation. L'objet déformable est décrit seulement par son
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Figure 2.14 — Exemple de ['utilisation d’'un SMR pour la simulation de tissu. (a) Résultats des
travaux de Bridson et al. [BFA02]. Simulation des frictions entre une sphére rotative et un morceau
de tissu s’enroulant autour, créant une structure complexe de plis. (b) Résultats des travaux de Selle
et al. [SLF08]. Simulation de dix mille cheveux raides composés de cinquante segments chacun, soit
un million de particules, fixés sur la téte d’un personnage tournant la téte de droite a gauche.

contour, composé d'un ensemble de particules. Cette méthode permet ainsi de modéliser
des objets incompressibles comme par exemple I'abdomen. Cette méthode a notamment été
employée dans les travaux de Marchal [Mar06] ceuvrant pour la simulation de procédures
médicales pour le diagnostic et le traitement du cancer de la prostate. Un modéle physique
discret est employé avec une formulation reposant sur un principe de mémoire de forme. En-
fin, Marchal a proposé une démarche expérimentale afin de valider sa méthode et la comparer
aux autres méthodes de simulation d'objets déformables ou encore avec des données réelles.

Enfin, Liu et al. [LBOK13] proposent une méthode permettant d'accélérer la résolution
numérique d'un SMR avec un schéma d’'intégration implicite. Notons que cette méthode
s'applique pour un SMR ayant des ressorts gouvernés par la loi de comportement de Hooke,
c’est-a-dire que ces derniers sont linéaires. Leur méthode permet ainsi une grande valeur de
pas de temps.

Parameétrisation

Comme indiqué précédemment, la précision en terme de comportement physique reste
le point faible des SMR. Un SMR n’inclut pas naturellement les paramétres physiques des
matériaux contrairement aux modéles fondés sur la MEF. Il est donc difficile de reproduire
le comportement réel d'un matériau donné, méme si les SMR permettent de produire des
animations visuellement convaincantes. Cependant, des méthodes tentent de lier les coeffi-
cients de raideur des ressorts aux propriétés mécaniques de I'objet a simuler afin d'améliorer
la précision du SMR.

Nous abordons maintenant la difficulté de la paramétrisation d'un SMR (cf. la figure 2.15),
comme la détermination des masses, des coefficients de raideur ou d'amortissement des res-
sorts ou encore la configuration topologique du maillage. Dans ce sens, quelques travaux ont
proposé des méthodes afin de transcrire les paramétres physiques des matériaux au niveau
du SMR. Ces derniéres peuvent étre classées en deux catégories, « les méthodes orientées
données » et « les méthodes analytiques » [LSHO7]. La premiére catégorie inclut I'ensemble
des méthodes qui déduisent les paramétres du SMR en se calquant sur des données réelles ou
venant de modeéles fondés sur la MEF. La deuxiéme catégorie regroupe les approches forma-
lisant des expressions analytiques, qui permettront de calculer les coefficients de raideur. Le
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Module de Young et SMR : particules et ressorts Coefficients de raideur
coefficient de Poisson connus des ressorts ?

Figure 2.15 — Schéma explicitant la paramétrisation du SMR en fonction des paramétres physiques
des matériaux. De gauche a droite : Un objet réel caractérisé par un module de Young et un
coefficient de Poisson, La discrétisation de cet objet en un maillage ou les nceuds sont les particules
du SMR et les liens sont les ressorts du SMR et La question du paramétrage du SMR en fonction
des paramétres physiques des matériaux.

SMR employé dans les travaux de ce manuscrit est paramétré par une méthode appartenant
a cette deuxiéme catégorie.

— Les méthodes orientées données. Les paramétres du SMR sont souvent déterminés

de maniére empirique, en essayant d'approcher un comportement visuellement réaliste,
en observant des objets réels. Des méthodes plus élaborées, estiment les paramétres
optimaux d'un SMR, en essayant de minimiser I'erreur obtenue entre la simulation
réalisée avec le SMR et celle d'un modeéle de référence. Ce modéle de référence peut
étre fondé sur la MEF ou encore consister en des mesures de déformations effectuées
sur des objets réels. Ces méthodes utilisent des techniques comme le recuit simulé ou
I'algorithme génétique.
Dans ce sens, Deussen et al. [DKT95] proposent de disposer de maniére homogéne les
particules constituant le SRM. Pour cela, ils emploient un algorithme itératif s’appuyant
sur un diagramme de Voronoi ot les particules sont placées a chaque itération sur les
centres de gravité de ce diagramme. Nous rappelons qu'un diagramme de Voronoi
consiste en un partitionnement de I'espace. Il est construit a partir d'un échantillon-
nement de la surface considérée, ot chaque cellule d'un échantillon est définie par
I'ensemble des points qui sont plus proches de |'échantillon considéré que tout autre
échantillon. Puis, ils proposent une méthode permettant d'assigner la masse des par-
ticules en s’appuyant sur les moments d'inertie. lls proposent une triangulation de
Delaunay (dual du diagramme de Voronoi) a partir des positions des particules afin
de définir les ressorts du SMR. Les coefficients de raideur des ressorts sont ensuite
déterminés en comparant les déplacements des particules du SMR avec plusieurs tests
simples de référence possédant une solution analytique. Un algorithme de recuit-simulé
est alors employé comme méthode d’'optimisation pour minimiser la différence entre les
déplacements comparés, en modifiant a chaque itération les coefficients de raideur des
ressorts.

Bianchi et al. [BSSH03, BSSH04] tentent d’approximer le comportement d’'un modéle
de référence, en ajustant les paramétres du SMR. Leur méthode consiste a définir si-
multanément les coefficients de raideur des ressorts et la topologie du maillage. Pour
cela, ils définissent une fonction de coiit correspondant a la mesure de la différence
entre le comportement du modéle de référence et celui du modéle apprenant. Elle cor-
respond au calcul d'une distance euclidienne entre la position d'un point du modéle
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apprenant et son correspondant au niveau du modéle référent. Ils utilisent alors un
algorithme d’optimisation génétique. Cet algorithme débute avec différentes confi-
gurations topologiques, puis différents événements surviennent comme la « sélection »,
le « brassage génétique » ou encore la « mutation », jusqu’'a la convergence vers une
configuration topologique. Notons qu'il peut converger plus ou moins rapidement vers
les parameétres optimaux du SMR dans le meilleur des cas, ou vers des paramétres sous-
optimaux, ou encore dans le pire des cas, ne pas converger du tout. Enfin, ils montrent
également que simuler le comportement d’'un matériau élastique linéaire avec un SMR
n'ayant qu'une unique valeur de coefficient de raideur, donne de mauvais résultats.

Zerbato et al. [ZGF07] orientent leur paramétrisation pour la simulation d'organes. En
effet, leur méthode s'appuie sur les informations extraites d'images DICOM issues de
scanner CT. Elles représentent les densités locales de I'organe a simuler. Ces derniéres
permettent ainsi de définir la masse de chaque particule du maillage sur laquelle repose
le SMR. Un algorithme génétique est ensuite employé afin de déterminer les coefficients
de raideur des ressorts du systéme en minimisant les différences entre les mesures de
déformations faites sur des tissus organiques réels lors de I'application de contraintes,
et le comportement du modéle virtuel soumis aux mémes forces. Pour initialiser cet
algorithme, les coefficients de raideur et d’amortissement des ressorts sont définis en
fonction du module de Young de I'organe simulé, en utilisant la formulation proposée
par Van Gelder [Van98].
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Figure 2.16 — Exemple de SMR. Le modéle SMR employé par Louchet et al. [LPC95] pour simuler
des tissus élastiques non-linaires.

s v %

Louchet et al. [LPCO5] utilisent également un algorithme génétique ou ils se re-
streignent a cing paramétres qui sont spécifiques a la simulation de tissus (cf. la fi-
gure 2.16). En effet, il existe différents types de ressorts pour simuler un tissu, comme
les ressorts « structurels » se positionnant sur les arétes d'un quadrilatére (cf. les res-
sorts 0 et 1 de la figure 2.16), les ressorts de « cisaillement » (cf. les ressorts 2 et 3)
correspondant aux ressorts diagonaux internes au quadrilatére, ou encore les ressorts
de « flexion » (cf. les ressorts 4 et 5).

Pour conclure, ces méthodes orientées données ne sont pas adaptées pour des maillages
de grande taille car le nombre de paramétres pour |'algorithme d’optimisation ne doit pas
étre trop important. De plus, la paramétrisation obtenue est dépendante d’un maillage
et de tests qui peuvent étre de type étirement, cisaillement, compression, ... En effet,
il est difficile d'obtenir une paramétrisation unique pour un ensemble de tests ou méme
de considérer tous les tests. Du coup, la paramétrisation doit étre recommencée a
chaque nouveau maillage ou encore a chaque nouveau test. Ces méthodes sont alors
rédhibitoires pour la simulation de changements topologiques.
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— Les méthodes analytiques.

Quelques travaux cherchent I'obtention d'une formulation analytique des coefficients
de raideur d'un SMR en s'appuyant sur la mécanique des milieux continus ou encore
en comparant la matrice de raideur du SMR avec celle de la MEF.

Van Gelder [Van98] définit une formulation reliant les raideurs des ressorts d'un maillage
triangulaire aux parameétres rhéologiques du matériau de I'objet simulé. Il se repose sur
les lois de la mécanique des milieux continus pour un matériau élastique isotrope. Pour
le cas 2D, il obtient la formulation du coefficient de raideur d'une aréte de longueur au
repos c. Cette aréte est incidente aux deux triangles Ty et To. T; (i € {1,2}) a pour
aire | T;| et se compose des arétes ¢, a;, b;. La formulation du coefficient de raideur
est la suivante :

k_z”: = |T,-|+ Ev a2+ b7 —c?
CZl+v e 1-2 8[T

(2.9)

ol E est le module de Young, et v est le coefficient de Poisson de I'objet a simuler.

En 3D, il procéde de la méme maniére en considérant alors le volume des tétraédres
contenant |'aréte dont il souhaite calculer le coefficient de raideur. Il a par ailleurs
également montré qu'assigner le méme coefficient de raideur a tous les ressorts donne
de trés mauvais résultats pour simuler un objet élastique et homogéne.

Figure 2.17 - lllustration de la méthode de Van Gelder. Modéle 2D constitué de deux triangles
incidents a la méme aréte de longueur ¢ dont on souhaite formuler le coefficient de raideur [Van98].

Cependant, cette formulation est trés restrictive sur le choix du coefficient de Poisson
puisque ce dernier est fixé a nul. De plus, Baudet [Bau06, BBJT09b] montre que le
modeéle de Van Gelder, bien qu’étant largement utilisé, est erroné. Pour cela, il démontre
de maniére théorique et expérimentale que ce dernier ne permet pas d'obtenir des
animations en cohérence avec le coefficient de Poisson et le module de Young imposés.
En effet, le module de Young mesuré lors de la stabilisation d'une expérience de traction

dévie de 25% par rapport au module de Young imposé.

Par contre, Lloyd et al. [LSHO7] montrent que pour certains cas particuliers, il est
possible de retrouver les coefficients de raideur des ressorts en fonction des paramétres
issus de la mécanique des milieux continus, permettant une équivalence avec la MEF.
Pour cela, ils comparent |la matrice de raideur du modéle fondé sur la MEF et celle
du SMR. Cette comparaison aboutit a I'obtention d'un systéme d’équations, dont la
résolution permet d'obtenir les coefficients de raideur des ressorts. Par contre, pour
faciliter la résolution de ce systéme, ils fixent v = 0.3, valeur pour laquelle I'erreur
moyenne est la plus faible. Notons que dans le cas d'un maillage quadrangulaire, un
degré de liberté doit étre rajouté afin d’augmenter le nombre de paramétres du systéeme

d'équations, permettant ainsi d’obtenir une solution exacte a ce systéme. Le degré
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de liberté additionnel est permis par le pré-étirement des ressorts induisant que la
longueur initiale de ces derniers dépend d'une variable qui ajoute ainsi un degré de
liberté. Dans le cas d'un maillage tétraédrique, différentes solutions sont mises en
place pour améliorer la similarité entre les SMR et les MEF, comme le fait que le
coefficient de Poisson soit fixé & 0.25, I'emploi d'une fonction de minimisation pour
la comparaison des matrices de raideurs, ou encore I'ajout d'une force permettant de
conserver le volume de I'objet simulé afin de pouvoir augmenter le degré de liberté du
systéme d'équations correspondant.

Delingette [Del08] établit une connexion formelle entre les paramétres de raideur et la
mécanique des milieux continus pour des objets élastiques 1D et 2D de type membrane,
en introduisant des ressorts bi-quadratiques.

ho

(a)
(b)

Figure 2.18 — Schémas expliquant la méthode de Baudetet al. [BBJ" 09b], permettant la para-
métrisation d'un SMR en fonction des paramétres physiques des matériaux que sont le module de
Young et le coefficient de Poisson. (a) Le test de cisaillement. (b) Les forces de correction.

Baudet et al. [BBJT09b] proposent la paramétrisation des coefficients de raideur des
ressorts a partir des paramétres physiques des matériaux : E (module de Young) et
v (coefficient de Poisson), en s'appuyant sur le lagrangien du SMR. Leur méthode
s'applique uniquement a des rectangles en 2D et des pavés en 3D car elle se repose
sur la symétrie de leur forme. Cette méthode est décrite de maniére plus précise que
les autres car nous I'employons dans les travaux présentés dans ce manuscrit. Leur
méthode est la suivante :

1. En 2D, ils considérent un rectangle de dimension fy x hg, composé de quatre
ressorts de raideur kj, et kp, et deux ressorts diagonaux internes au rectangle, de
raideur ky.

2. Afin de déterminer kg, ils effectuent un test de cisaillement consistant a appli-
quer deux forces opposées sur deux arétes paralléles du rectangle (cf. Fspear dans
la figure 2.18(a)). La déformation du rectangle due au cisaillement entraine une
déviation d'un angle 6 et d'un déplacement 7.

3. lIs formalisent alors la déformation des ressorts diagonaux, puis posent le lagran-
gien relatif au test de cisaillement. Ce dernier correspond a la somme des énergies
potentielles. Notons que les énergies potentielles des ressorts associés aux arétes
lo et hg sont négligées, en raison de I'hypothése d'un angle de cisaillement presque
nul. Cette hypothése est indispensable a la construction du systéme d’équations
qui aboutira a la formulation des raideurs.
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4. Le lagrangien est ensuite minimisé en fonction du déplacement 7, permettant
d’obtenir la formulation de ce déplacement.

5. Pour finir, ils déduisent la formulation de k4 en fonction de E, de v, des formula-
tions de n et du module de cisaillement qui est fonction de E et v.

6. lls déterminent ensuite les autres ressorts : ki, et kp, en effectuant cette fois-ci
deux tests d'étirement respectivement latéral et longitudinal.

7. Cependant, le systéme d'équations issu de ces deux tests est sur-contraint, re-
streignant alors la solution pour un coefficient de Poisson égal a 0.3. lls ajoutent
ainsi des forces de correction (cf. F| dans la figure 2.18(b)) qui sont orthogo-
nales a la force d'étirement (cf. o dans la figure 2.18(b)). Notons que les forces
de correction peuvent s'interpréter comme une compensation de I'effet induit par
v.

8. lls posent ensuite de la méme maniére que précédemment, le lagrangien des tests
d'étirement incluant I'énergie potentielle relative aux forces de correction ainsi que
le coefficient de raideur k4 calculé en amont.

9. Le test d'étirement induit une élongation de n dans la direction de la force d'éti-
rement et un rétrécissement de 20 dans la direction orthogonale a cette force. Le
lagrangien est ainsi minimisé en fonction de ses deux déformations, permettant
leur formulation.

10. Les raideurs kj, et kp, sont ainsi formulées en fonction des formulations des défor-
mations, de E et v, ainsi que des forces de correction : F p, et F | correspondant
respectivement aux tests longitudinal et latéral.

11. lls étendent ensuite la méthode en 3D en définissant un pavé avec douze ressorts
situés le long de ses arétes et quatre ressorts diagonaux internes au pave.

12. lls procédent ensuite de la méme maniére que pour le 2D en commencant par
formuler les raideurs des ressorts diagonaux avec un test de cisaillement, puis en
formulant les autres raideurs avec des tests d’étirement et |'ajout de forces de
correction.

Les formulations des raideurs déduites de ces travaux, sont présentées et utilisées dans
la suite de ce manuscrit.

Natsupakpong et al. [NCC10] présentent une approche similaire a celle de Lloyd. En
effet, ils cherchent également a minimiser la différence entre la matrice de raideur d'un
SMR et celle d'un MEF pour un méme objet, afin de déterminer les coefficients de
raideur des ressorts. lls procédent ensuite a une optimisation permettant de minimiser
I'erreur entre ces deux matrices.

San-Vicente-Otamendi [SVO11] propose dans sa thése une méthode permettant égale-
ment de déterminer les coefficients de raideurs des ressorts du SRM en fonction d'une
MEF linéaire. Pour cela, il commence par calculer analytiquement la matrice de raideur
d'un cube, en utilisant la MEF. Puis, il linéarise les équations du SMR afin d'obtenir la
matrice de raideur linéarisée associée, de maniére similaire a Lloyd. Ces deux matrices
de raideur sont ensuite comparées et une méthode de minimisation est employée afin
de déterminer les coefficients de raideurs. Enfin, une fois que les paramétres ont été
déterminés pour un cube, I'ensemble de ces cubes sont assemblés pour former I'objet
déformable. Contrairement a Lloyd, leur méthode ne nécessite pas de fixer le coefficient
de Poisson.

Enfin, Sala et al. [STF"11] proposent une méthode permettant I'initialisation auto-
matique des masses et des raideurs d'un SMR appliqué a un maillage tétraédrique. De
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plus, le coefficient d'amortissement des ressort est déterminé grace a I'approche de
Rayleigh [CDO3]. Enfin, la paramétrisation des ressorts emploie également la méthode
de Lloyd.

2.2.3 Conclusion sur la simulation physique d’objets déformables.

Nous avons fait le choix, pour la simulation physique d’objets déformables, d'un modéle
physique fondé sur un SMR. Les raisons sont les suivantes : la simplicité de ses équations, son
implémentation intuitive, son interactivité et sa facilité a gérer les changements topologiques.
La paramétrisation de notre SMR se fait avec une méthode analytique proposée par Baudet
et al. Cette derniére nous donne une formulation des coefficients de raideur des ressorts en
fonction des paramétres physiques des matériaux que sont le modéle de Young et le coefficient
de Poisson. Elle est valable en 2D comme en 3D pour des rectangles et des pavés. Le SMR
était notre premier choix et les travaux présentés dans ce manuscrit reposent sur ce dernier.
Cependant, le modéle masse-tenseur est également adapté aux changements topologiques et
permet une plus grande précision de la simulation en comparaison au SMR. Or, sa mise en
place étant plus complexe, il a été intégré tardivement a notre méthode. Enfin, la résolution
numeérique choisie est de type explicite symplectique.

2.3 Modeéle topologique

Pour modéliser géométriquement un solide, des méthodes basées CSG (Constructive Solid
Geometry) ou B-Rep (Boundary Representation) sont généralement employées.

(Twist)

(b)

Figure 2.19 — e modéle CSG étendu aux surfaces implicites. (a) Une surface implicite générée par
une succession d'opérations booléennes et de déformations. (b) L arbre des opérations ayant permis
la construction de I'objet présenté dans (a) (schéma issu de [WWGG99]). Wyvill et al. sont a I'origine
de la définition des surfaces implicites [WMW86, WvO96].

Les modeéles CSG consistent en la construction d'un modeéle virtuel d'un objet réel en
combinant des formes primitives par application d'opérations booléennes (cf. la figure 2.19).
Requicha et al. sont a I'origine de la définition du modeéle CSG [Voe77,RA77,RAT78].
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Figure 2.20 — Un exemple de surface de Bézier. Un patch d'une surface cylindrique générée par une
surface rationnelle de Bézier [PTI7].

Les modeéles B-Rep, quant a eux, modélisent un objet réel par un ensemble de surfaces
paramétriques ou polygonales. Une modélisation par surfaces paramétriques est un agence-
ment de carreaux géomeétriques restreints pouvant étre définis par des surfaces B-splines, de
Béziers ou des NURBS [Pou92] (cf. la figure 2.20). Les surfaces polygonales ou maillages
consistent, quant a eux, en une décomposition en cellules d'un objet réel. Ces cellules peuvent
avoir une géométrie 2D en étant de type polygonal (triangles, quadrilatéres, ...) ou une géo-
métrie 3D avec des polyédres (tétraédres, pyramides, prismes, cubes, ...). Chacune de ces
cellules est composée de points caractérisés par des coordonnées géomeétriques. La représen-
tation par maillage est décomposée en deux catégories qui sont les complexes simpliciaux et
les complexes cellulaires. Un simplexe est défini comme étant la généralisation d'un triangle
qui est un objet 2D, a une dimension quelconque. Par exemple, un tétraédre est la généra-
lisation d'un triangle en 3D. Cette définition nous améne a celle des complexes simpliciaux.
Les complexes simpliciaux consistent en la décomposition d'un objet réel en des cellules de
type simplexe. Contrairement aux complexes simpliciaux, les complexes cellulaires sont un
ensemble de cellules de topologie quelconque. Les complexes simpliciaux ou cellulaires défi-
nissent la topologie d'un objet en établissant les relations d’incidence et d'adjacence entre
I'ensemble des différents éléments du modéle comme les sommets, arétes, triangles (resp.
faces) et plus généralement un simplexe (resp. cellule) de dimension quelconque. Les com-
plexes simpliciaux présentent cependant des limitations par rapport aux complexes cellulaires.
En effet, lorsqu'un simplexe est scindé en deux parties, il est possible d'obtenir deux éléments
ne correspondant pas a des simplexes. Par exemple, un triangle peut étre scindé en un sous-
triangle et un sous-trapéze. Des méthodes coliteuses et complexes sont alors employées afin
de garantir des éléments de type simplexe au cours des changements topologiques comme
des algorithmes de triangulation.

Dans la suite de ce manuscrit, nous nous intéresserons aux modéles B-Rep et plus par-
ticulierement aux complexes cellulaires. Comme nous I'avons mentionné précédemment, un
maillage est une généralisation du concept de complexe cellulaire. Il est considéré comme
un ensemble d'informations géomeétriques et topologiques, permettant de modéliser un objet
réel. Nous emploierons par la suite le terme de maillage pour qualifier les différentes modélisa-
tions géomeétriques et topologiques d'objets, présentées dans ce manuscrit. Nous étudierons
également les structures de données topologiques permettant de représenter un maillage. Ces
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derniéres stockent I'ensemble des informations géométriques et topologiques d'un maillage.
Les informations topologiques d'un maillage sont retrouvées grace aux relations entre les
difféerents éléments composant un maillage, définies au niveau de la structure de données
topologique. Ces relations permettent de parcourir ou encore de modifier le maillage. Chaque
structure de données topologique est ainsi caractérisée par les informations qu’elle stocke, la
maniére de les stocker, la définition des opérations permettant de la parcourir ainsi que les
algorithmes gérant sa modification et leur efficacité.

De nombreuses structures de données topologiques ont été définies. Nous présenterons
par la suite, les plus usitées d'entre elles. Pour cela, il est nécessaire d'expliciter au préalable
quelques notions et terminologies relatives au domaine de la topologie.

0 /‘a Sl

(b)

Figure 2.21 — [ a notion de i-cellule et de relation d’incidence et d’adjacence. (a) Un maillage 2D
composé de trois faces (2-cellules) : Fo, F1 et Fa, neuf arétes (1-cellules) labellisées de a a i et
de sept sommets (0-cellules) labellisés de sy a ss. (b) Un maillage 3D composé de deux volumes
(3-cellules) : Voly et Voli, de onze faces (2-cellules) dont Fo, F1 et F», de vingt arétes (1-cellules)
dont a, b, c et d et de douze sommets (0-cellules) dont sy, s1, S» €t s3.

2.3.1 Quelques notions de topologie

Une structure de données topologique représente un objet par une décomposition en
cellules (sommets, arétes, faces, volumes, ...). De maniére plus formelle, une j-cellule est
une cellule de dimension /. En 3D, une O-cellule correspond a un sommet, une 1-cellule a une
aréte, une 2-cellule a une face et une 3-cellule a un volume. Chaque cellule de dimension /
(i > 1) est bornée par des cellules de dimension / — 1, ces derniéres constituent sa frontiére.
Par exemple, une face (2-cellule) est bornée par des arétes (1-cellules).

La figure 2.21 illustre ce propos. En effet, dans la figure 2.21(a), la 2-cellule F; est
bornée par les 1-cellules : ¢, f et e. La 1-cellule d est bornée par les O-cellules sy et s3.
Dans la figure 2.21(b), la 3-cellule Vol est bornée par six 2-cellules dont Fy, F1 et F». La
2-cellules Fy est bornée par les 1-cellules : a, b, ¢ et d. Enfin, la 1-cellule b est bornée par
les O-cellules s> et ss3.

Deux cellules sont dites incidentes si une cellule appartient a la frontiére de I'autre. Par
exemple, les sommets (O-cellules) d'un volume (3-cellule) sont incidents au volume. Deux
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cellules sont adjacentes si elles sont de méme dimension i (i > 1) et si elles sont incidentes
a une méme cellule de dimension / — 1.

Dans la figure 2.21(a), la 1-cellule e appartient a la frontiére de la 2-cellule F;. e et
sont donc incidentes. e et > étant également incidentes, les 2-cellules F; et F» sont ainsi
adjacentes. La O-cellule s3 est incidente aux 1-cellules : d, c et e. Ces derniéres 1-cellules sont
ainsi adjacentes entre elles. Dans la figure 2.21(b), la 2-cellule F, appartient a la frontiére
de Volg et de Voli. F> et Volg sont donc incidents, tout comme F> et Vol;. Volg et Volq
sont ainsi adjacents selon f». La 1-cellule b est incidente aux 2-cellules : Fg et F1. Fg et Fq
sont ainsi adjacentes. Enfin, la O-cellule s, est entre autre incidente aux 1-cellules a et b. Ces
derniéres sont donc adjacentes entre elles.

. ® e

S

Figure 2.22 — [ a définition mathématique d’une variété 2D. Une surface qui n’est pas, par définition
mathématique, une variété 2D. En effet, chaque voisinage des points de la surface (en noir) est
homéomorphique a un disque (en rouge) sauf le point a I'intersection des deux faces vertes.

Une surface est définie mathématiquement comme étant une variété 2D (2D manifold
en anglais) que I'on abrégera 2-variété par la suite, si chaque point de cette derniére est
homéomorphique a un disque ou un demi-disque au niveau de sa frontiére. Ce concept est
illustré par la figure 2.22.

(b) (c)

Figure 2.23 — La définition pour un maillage d’une variété 2D par des contre-exemples. (a) Deux
surfaces reliées par un sommet en rouge. Ce dernier n'est pas une variété. (b) L’aréte en rouge
n'est pas une variété car elle posséde plus de deux faces incidentes. (c) Le sommet en rouge n’est
pas une variété car il relie deux éventails de faces [Bot05].

Nous spécifions maintenant cette définition a un maillage. Pour cela, nous définissons
tout d'abord la notion de non-variété pour une aréte et un sommet. Une aréte n'est pas

48



Chapitre 2 : Pré-requis fondés sur la littérature

une variété, si elle est incidente a plus de deux faces (cf. la figure 2.23(b)), c’'est-a-dire si
elle appartient a la bordure de plus de deux faces. Un sommet est une non-variété, si il est
incident a plus d'un éventail de faces comme montré dans la figure 2.23(c). Un maillage est
ainsi une 2-variété si toutes ses arétes sont des variétés ainsi que tous ses sommets et qu’il
ne comporte pas d'intersections [BKP10].

W<

(b)

Figure 2.24 — [ a notion mathématique de quasi-variété pour un objet 3D. Un objet 3D ayant la
propriété de quasi-variété. En effet, I'objet 3D présenté dans (b) est constitué de quatre pyramides
(comme montré dans (a)), qui sont cousues deux a deux selon leurs faces.

(b)

Figure 2.25 — [ a définition pour un maillage 3D, d’'une quasi-variété par des contre-exemples. (a) Un
objet 3D qui n’est pas une quasi-variété car il contient une 2-cellule orange isolée. (b) Un objet 3D
n'étant pas une quasi-variété car les deux 3-cellules le composant partagent une aréte mais n'ont
pas de face commune.

La notion combinatoire de variété n'a pas été caractérisée en 3D. C'est pour cette raison
que la notion de quasi-variété a été définie pour un maillage de dimension supérieure a
2. La figure 2.24 présente un objet 3D ayant une particularité similaire a celle de I'objet
2D présenté dans la figure 2.22(a). Cet objet 3D n’est pas une variété puisque tous les
points le composant, ne sont pas homéomorphiques a une boule. En effet, le point rouge
représenté dans la figure 2.24(b) n’est pas homéomorphique a une boule. Par contre, c'est
une quasi-variété car toutes ses 3-cellules (resp. n-cellules pour un objet de dimension n)
prises séparément peuvent étre cousues selon une 2-cellule (resp. (n — 1)-cellule) et chaque
2-cellule (resp. (n—1)-cellule) est incidente a au plus deux 3-cellules (resp. n-cellules). Enfin,
la figure 2.25 montre deux exemples d'objets 3D n’étant pas des quasi-variétés [Dam12].

Un plongement consiste a associer une géométrie a une représentation topologique d'un
objet réel.

Un objet est dit orientable, si plongé dans un espace euclidien, on peut distinguer un
intérieur d'un extérieur. Un ruban classique est un exemple d'objet orientable, contrairement
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Figure 2.26 — Un exemple d’objet 2D non-orientable. Ruban de Méobius.

au ruban de Mobius qui est un objet non-orientable (cf. la figure 2.26).
La présentation des structures de données topologiques les plus employées, commence

par celles gérant exclusivement des maillages surfaciques. Puis, nous introduirons celles qui
sont valables pour des maillages de dimension quelconque.

2.3.2 Structure de données topologiques pour les maillages surfaciques

Figure 2.27 — Un exemple de maillage surfacique. Un objet 2D représentant un octopus est décom-
posé en un ensemble de triangles.

Un maillage surfacique modélise un objet réel par une décomposition de ce dernier en
cellules ayant une topologie 2D (cf. la figure 2.27). Notons qu'un maillage surfacique peut
représenter un objet volumique fermé comme par exemple une sphére. En effet, un maillage
constitué d'éléments 2D peut &tre plongé dans R3.

Nous allons maintenant présenter différentes structures de données topologiques permet-
tant de stocker exclusivement des maillages surfaciques, avec dans un premier temps deux
structures de données fondées sur les sommets et les faces, puis différentes structures de
données centrées sur les arétes. Ces derniéres, en s'appuyant sur |'aréte, facilitent la recherche
d'informations de connectivité. En effet, I'aréte est I'élément topologique a la jonction de
deux faces adjacentes.
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= < Sommets Faces
v 0.0 0.0 0.0 f1/3/2
v1.00.0 0.0 f2/3/4
y; b’ v0.01.00.0 f5/8/7
v1.01.00.0 f5/6/8
v0.00.0 1.0 f6/2/8
v1.00.0 1.0 f2/4/8
v0.01.0 1.0 f1/5/7
v1.01.01.0 £1/7/3
; . £8/3/7
f8/4/3
f1/6/5
) g f1/2/6

Figure 2.28 — Un exemple d'une structure de données fondée sur les faces. Un hexaédre triangulé
représenté avec une structure de données fondée sur les faces. Cette derniére stocke les coordonnées
géométriques des sommets du maillage. De plus, chaque face du maillage est stockée avec les indices
des sommets la composant.

Structure de données classique

En informatique graphique, la structure de données la plus utilisée et également la plus
simple est une structure fondée sur les sommets et les faces. Elle stocke toutes les coor-
données géométriques des sommets du maillage auxquels correspondent des indices. Chaque
face est ensuite définie par un ensemble d'indices correspondant aux sommets composant la
face en question. Cette structure de données basique est classique pour afficher un maillage
mais ne contient aucune information relative a la connectivité du maillage. Par exemple, pour
déterminer les faces adjacentes d’une face (les faces adjacentes sont les faces ayant une aréte
en commun avec la face en question), il faut parcourir toutes les faces du maillage et chercher
les correspondances de sommets en s’appuyant sur leurs coordonnées géométriques. Notons
que cette structure de données est celle du format .OBJ (cf. I'exemple montré dans la fi-
gure 2.28). Enfin, des variantes proposent de stocker les faces incidentes a chaque sommet
ou encore I'ensemble des faces adjacentes a chaque face.

Graphe d’incidence

Un graphe d’incidence est un modeéle topologique cellulaire non orienté. Il consiste en
un graphe ayant pour nceuds les cellules du maillage, et une aréte entre chaque paire de
cellules incidentes entre elles. Les faces ont pour fils les arétes qui leur sont incidentes. Enfin,
les arétes ont pour fils les différents sommets qui leur sont incidents. Un exemple de graphe
d'incidence est donné dans la figure 2.29. Le maillage représenté par le graphe d’incidence
possede deux faces Fg et Fq, six arétes (a, ..., f) et cing sommets (A, ..., E). Le lien reliant
F1 a e dans le graphe, indique que I'aréte e est incidente a la face Fi, elle fait partie de la
bordure de cette face. Le sommet D est incident a f, il constitue une extrémité de cette
aréte, ils sont ainsi reliés dans le graphe d'incidence.

Structure de données de I'aréte ailée

La structure de données de I'aréte ailée (winged-edge data structure en anglais) est
un exemple de structure de données centrée aréte [Bau72,Bau75]. C’est un modéle cellulaire
orienté. En effet, la structure est composée de cellules de différentes dimensions : sommets,
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(a) (b)

Figure 2.29 — Un exemple de graphe d’incidence. (a) Un objet 2D constitué de deux faces Fo et Fi,
de six arétes labellisées de a a f et de cing sommets labellisés de A a E. (b) Le graphe d’incidence
associé au modéle présenté dans (a).

G

J

\h
JF

£

E

Figure 2.30 — Un exemple de la structure de données de I'aréte ailée. Un objet 2D constitué de
quatre faces : Fq, F1, F> et Fs, de neuf arétes ailées labellisées de a a i et de sept sommets labellisés
de A a G. L'aréte ailée b (en rouge) est représentée avec I'ensemble de ses pointeurs. Les fleches
vertes représentent ses pointeurs sur ses deux extrémités B et C. Les fleches violettes correspondent
a ses pointeurs sur ses deux faces incidentes Fo et F». Enfin, les fléches fuchsias sont ses pointeurs
sur les arétes ailées précédentes et suivantes de Fq et F.
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arétes et faces (de formes quelconques). De plus, ses arétes sont orientées contrairement au
graphe d'incidence présenté précédemment. L'élément principal de cette structure de donnée
est nommé « aréte ailée ». Cette derniére consiste en une aréte orientée ayant huit pointeurs
sur les différentes cellules I'entourant. Chaque aréte ailée pointe sur ses deux sommets inci-
dents, sur ses deux faces incidentes et enfin sur les quatre arétes précédentes et suivantes
appartenant a la bordure de ses deux faces incidentes. Nous précisons que |'aréte ailée diffé-
rencie sa face incidente gauche de sa face incidente droite. Cette caractéristique correspond
au fait que les arétes de la structure de données, soient orientées.

La figure 2.30 présente un exemple de cette structure de données. L'aréte ailée b (de
couleur rouge) pointe sur ses deux extrémités B et C. Cette relation est représentée par
les deux fleches vertes sur le schéma. b pointe sur ses deux faces incidentes Fy : sa face
gauche et F, : sa face droite (les fléches violettes sur la figure). Nous précisons que b est
I"aréte séparant fq et f>. Enfin, les fléeches fuchsias correspondent aux pointeurs sur les arétes
précédentes et suivantes de Fg et de F».

En plus de la liste de I'ensemble des arétes ailées, cette structure de données stocke
également une liste de tous les sommets et de toutes les faces composant |'objet représenté.
Des informations peuvent étre associées aux sommets et aux faces, comme par exemple une
coordonnée géométrique pour le sommet et une couleur pour la face. Chaque sommet et
chaque face contient, en plus des informations éventuellement choisies par |'utilisateur, un
pointeur sur une de ses arétes ailées incidentes.

Un des inconvénients de la structure de données de I'aréte ailée est la présence de deux
cycles d'arétes orientées autour de la méme aréte. En effet, il existe un cycle pour la face de
gauche et un autre pour la face de droite impliquant la définition des quatre pointeurs sur
les arétes précédentes et suivantes. Ceci améne a des difficultés pour le parcours du maillage
et surtout pour sa modification. Par exemple, afin de parcourir la bordure d'une face, il faut
choisir pour chaque aréte ailée parcourue le bon pointeur parmi les quatre stockés. Nous
précisons que ces pointeurs font référence a ceux ciblant les arétes ailées précédentes ou
suivantes de la face de gauche ou de droite de I'aréte ailée en question.

Structure de données des demi-arétes

AO
n
d
—_——
D
R

Figure 2.31 — Un exemple de la structure de données des demi-arétes. Un objet 2D constitué de
quatre faces : Fo, F1, Fo et F3, de dix-huit demi-arétes labellisées de a a r et de sept sommets
labellisés de A a G. La demi-aréte b (en rouge) est représentée avec I'ensemble de ses pointeurs. La
verte représente son pointeur sur son extrémité C. La fleche violette correspond a son pointeur sur
sa face incidente Fq. Enfin, les fleches fuchsias sont ses pointeurs sur les demi-arétes précédentes
et suivantes, incidentes a Fq. Les liens bleus relient deux demi-arétes opposées.
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La structure de données des demi-arétes (half-edge data structure en anglais) est
également une structure de données centrée aréte [Man87]. Elle correspond a une amélio-
ration de la structure de données de |'aréte ailée en scindant chaque aréte ailée orientée en
deux demi-arétes orientées et opposées. En effet, cette distinction permet d'avoir un seul
sommet et une seule face par demi-aréte. Chaque demi-aréte est donc maintenant incidente
a un seul cycle d'arétes orientées. Une demi-aréte d est donc une moitié d'aréte orientée
avec quatre pointeurs. Il y a un premier pointeur sur son sommet incident, deux autres sur
la demi-aréte précédente et suivante appartenant a la méme face que d et enfin un dernier
pointeur sur la demi-aréte appartenant a la méme aréte que d mais pas a la méme face.

La figure 2.31 montre un exemple de cette structure. La demi-aréte b (en rouge) appar-
tient a une seule face Fy (contrairement a |'aréte ailée). b pointe sur son sommet C, sur
I"aréte suivante a et |'aréte précédente c appartenant a la méme face incidente Fg et enfin
sur I'aréte opposée j.

Figure 2.32 — [a notion d’involution et de permutation pour la structure de données des demi-
arétes. Un objet 2D constitué de quatre faces, de dix-huit demi-arétes et de sept sommets. Sa
labellisation est similaire a celle de la figure 2.31 mais pour des raisons de clarté, seuls certains
éléments possédent un label. Le lien bleu correspond a une involution o et la fleche bleu foncé a une
permutation o. Les fleches bleu foncé sont seulement représentées autour du sommet s. L'aréte T
est composée des deux demi-arétes ¢ et k.

De maniére plus formelle, une structure de données des demi-arétes S est un ensemble de
demi-arétes A, d'une involution o et d’une permutation ¢ [Dam10]. L'involution a permet
a partir d'une demi-aréte de récupérer son opposé appartenant a la méme aréte et au méme
volume mais pas a la méme face. C'est une involution car si on applique deux fois a sur une
demi-aréte a, on obtient a. o correspond aux liens bleus dans la figure 2.32. La permutation o
permet quant a elle de donner le successeur d’une demi-aréte autour d'un sommet. o est une
permutation car a partir d’'une demi-aréte a, il faut appliquer o plusieurs fois (pas forcément
2 fois) pour retrouver a. Une carte combinatoire est ainsi notée S = (A, a, ). Une structure
de données des demi-arétes a pour nombre de demi-arétes, le double de son nombre d'arétes.

Enfin, il faut noter que les sommets ne sont pas explicitement représentés dans une
structure de données des demi-arétes. En effet, un sommet s est défini comme |I'ensemble
des demi-arétes obtenues a partir d'une demi-aréte a incidente a s, en appliquant o jusqu’a
retrouver a. La figure 2.32 illustre ce propos avec les trois fleches bleues passant d'une demi-
aréte incidente au sommet s a une autre. Nous rappelons qu'une demi-aréte incidente a un
sommet est une demi-aréte partant du sommet en question.

Un cycle de demi-arétes délimite une face. On définit la notion de face (par exemple
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la face Fo dans figure 2.32) comme étant un cycle de demi-arétes (dans notre exemple,
{a, b, c, d}). Afin d’obtenir I'ensemble D des demi-arétes d'un cycle, a partir d'une demi-
aréte a avec a € D, on applique l'involution a puis la permutation o. On reproduit ce
processus jusqu’'a retomber sur a. La composition ¢ o & donc également implicitement a une
permutation.

Nous expliquons la composition goa avec la figure 2.32. On note D, I'ensemble des demi-
arétes formant le cycle définissant Fy. Pour parcourir la face Fg, on part de la demi-aréte
a qui est incidente a Fo. En appliquant @ a a, on obtient o. Puis, la permutation o donne
3 partir de o, d qui est une demi-aréte appartenant @ D. On procéde de la méme maniére
pour d en se conformant a |'orientation donnée par la structure de données (orientation des
demi-arétes) et la permutation o (orientation donnée par les fléches bleues). On obtient ainsi
c =ocoa(d) et finalement b =0 o a(c).

2.3.3 Structure de données nD
Carte combinatoire

La présentation des cartes combinatoires faite dans cette partie s'appuie sur la docu-
mentation CGAL [Dam12].

Le modéle des cartes combinatoires fait partie des rares modéles complétement génériques
par rapport a la dimension des objets représentés [Lie89, Lie91, Lie94]. Il consiste en une
structure de données combinatoire permettant la description d'objets orientés nD subdivisés
en cellules de topologie quelconque et de différentes dimensions (sommet, aréte, face, volume,
).
La carte combinatoire est un modéle centré aréte. Elle est définie a partir d'un élément
basique nommé brin, et un ensemble de pointeurs entre ces brins. Elle correspond a une
généralisation de la structure de données des demi-arétes en toute dimension. En effet, la
notion des demi-arétes se retrouve dans la définition des brins des cartes combinatoires. Un
brin correspond a une notion abstraite pouvant étre définie comme une partie d'une aréte
orientée (1-cellule), tout en étant une partie des cellules incidentes de dimension i (i €
{0,2,3,...,n}). Gréce a I'ensemble des pointeurs définis entre les brins, toutes les relations
d'incidence et d’'adjacence entre les cellules de différentes dimensions sont représentées.
Enfin, des contraintes définies sur ces pointeurs permettent de garantir la validité topologique
des objets ainsi décrits.

La définition formelle faite pour les structures de données des demi-arétes correspond
a celle des cartes combinatoires 2D. En effet, la relation d'adjacence entre les arétes est
représentée par une permutation, qui a partir d'un brin donne le brin suivant appartenant a
la méme 2-cellule en respectant une orientation donnée. Cette permutation est notée 3; car
elle met en relation des arétes qui sont des cellules de dimension 1 : les 1-cellules. La relation
d’adjacence entre les faces est représentée par une involution B, car mettant en relation des
cellules de dimension 2 : les 2-cellules. Par rapport aux notions présentées pour la structure
de données des demi-arétes, 51 correspond a la permutation : 0 o a et B> a l'involution a.
Cette définition est étendue pour une dimension quelconque. Les B; (avec i € {0, ...,n} et n:
la dimension de la carte combinatoire) permettent ainsi la généralisation de cette premiére
définition en dimension quelconque. Nous précisons que la structure de données des demi-
arétes définit une permutation et une involution, alors qu’'une carte combinatoire nD, définit
une permutation et n — 2 involutions.

La définition formelle des cartes combinatoires est la suivante [Lie91, Dam12] :
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Deéfinition 1
Soit n > 0. Une n-carte combinatoire (carte combinatoire de dimension n) est une algébre
C=(B,B1,....06n) ou

1. B est un ensemble fini de brins ;
2. [B1 est une permutation sur B ;
3. Vi :2< i< n:Bestune involution sur B ;

4.¥1,5:1<i1<i+2<j<n:BjoB est une involution.

— 1 ————
A X
B 71 P3y?
Bl 2 1 /, 1
= |k' d:A, —!_>
| =
i HE
1
b ¥
1 24 _,/’
V0|1 &/’c h(, 3 VOI2

Figure 2.33 — Les brins composant une face incidente a deux volumes. Deux 3-cellules adjacentes :
Vol, et Vol, od les brins de la 2-cellule commune sont représentés en pointillé (numérotés de a a
detdel a4) Les deux volumes sont reliés deux a deux par Bs. Les traits bleus (resp. rouges,
violets) correspondent aux liaisons 31 (resp. B2, B3).

Les 3; sont des involutions sauf 81 qui est une permutation. On retrouve dans cette
définition, I'ensemble des concepts présentés précédemment pour la structure de données
des demi-arétes. La derniére ligne de la définition pose des contraintes pour les objets de
dimension supérieure ou égale a 3. Par exemple, pour i = 1 et j = 3, la contrainte ajoutée
est que (31 o B3 doit étre une involution. Cette contrainte permet de garantir la validité
topologique des cartes combinatoires, c'est-a-dire qu'elles représentent des quasi-variétés.

La figure 2.33 permet d'illustrer cette définition. En appliquant I'involution B3 (lien violet)
sur le brin a, on obtient le brin 1. La permutation 81 sur 1 donne 2. De plus, B3(2) = d puis
B1(d) = a. Nous retombons sur le brin de départ a montrant la propriété d’involution de
B1 o B3. Cette contrainte, formalisée par la derniére ligne de la définition, exige que lorsque
deux brins appartenant a deux cycles de brins différents (les cycles formés des brins violets
et gris dans la figure 2.33) sont en relation par Gz (liens violets), alors tous les autres brins
des deux cycles doivent étre en relation deux a deux par Bs.

Pour terminer, notons que cette définition de base des cartes combinatoires décrivant la
notion de brins, pointeurs et contraintes, permet de représenter la topologie des objets (dé-
composition en cellules et relations d'incidence et d’adjacence entre elles). Cependant, cette
description ne contient pas d’informations supplémentaires. Or, des informations relatives par
exemple a la géométrie, la couleur des sommets ou encore I'aire des faces de I'objet peuvent
étre utiles. Dans ce sens, les cartes combinatoires permettent d'associer n'importe quel type
d'information a n'importe quel type de cellule. De maniére plus formelle, les informations
relatives a une j-cellule sont stockées dans un j-attribut. Cet j-attribut est associé a tous
les brins appartenant a une méme /-cellule. Ce procédé permet d'accéder directement depuis
un brin a tous les /-attributs définis.
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Vocabulaire Nous définissons dans cette partie, quelques notions et termes relatifs aux
cartes combinatoires.

Nous notons (g, la permutation qui, a partir d'un brin b, donne le brin précédent appar-
tenant a la méme face et au méme volume, mais pas a la méme aréte : GBg :ﬁfl. De plus,
la notation B équivaut a B; o G;.

Le degré d'une j-cellule avec 0 < / < n, correspond au nombre de (i + 1)-cellules
incidentes a cette derniére.

La /-couture permet de mettre en relation deux brins par 3;. Si deux brins by et by sont
tels que Bj(b1) = by alors by est dit /-cousu a by. Si B, est une involution et by est /-cousu
a by alors by est j-cousu a by.

Une orbite est un ensemble de brins atteignables en appliquant des 3; donnés. La no-
tion d'orbite permet de définir celle d'une /-cellule de maniére plus précise (par rapport a
la premiére définition faite dans la sous-section 2.3.1). Une J/-cellule est représentée de ma-
niére implicite par un ensemble de brins obtenus grace a la notion d’orbite. Chaque /-cellule
correspond a une orbite spécifique. La définition formelle d'une /-cellule est la suivante :

Soit une n-carte C telle que C = (B,B1,....6n), un brin b € Bet i € {0,...,n}. La
i-cellule incidente a b, notée c¢;(b) est :

— Si /=0 alors la /-cellule correspond a I'orbite < Boz, ..., Bon > (b);

— Si /> 0 alors la /-cellule correspond a I'orbite comprenant I'ensemble des 3; (j €
{L,...onyetj#1i): <PB1 ...Bi-1.Bit1,-..Bn > ().

La derniére définition montre que pour parcourir I'ensemble des brins d'une i-cellule, il
suffit d'enlever de I'orbite la définissant I'involution, B;. En effet, cette derniére permet de
changer de /-cellule.

La différenciation pour les O-cellules est due a I'hétérogénéité de la définition des cartes
combinatoires. En effet, 31 est une permutation alors que tous les autres 3; sont des invo-
lutions.

La définition de /-cellule est illustrée a I'aide de la figure 2.32. Prenons pour exemple
la O-cellule s. Le brin a est incident a s, c’est-a-dire a est un brin partant de s. D'aprés la
définition de i-cellule, s correspond a I'orbite < Boz > (a). En effet, en appliquant Boz sur
a, nous obtenons j. j est bien un brin incident a s. En appliquant une nouvelle fois Bgs sur J,
on obtient p, le troisieme brin incident a la O-cellule s.

Pour la 1-cellule T ayant pour brin incident c, elle correspond d'aprés la définition a
I'orbite < B> > (c¢). La 1-cellule T est donc définie par les brins ¢ et k = B>(¢).

Enfin, pour la 2-cellule Fg ayant pour brin incident d, elle correspond, d'aprés la définition,
a l'orbite < B1 > (d). Si on applique (1 sur d, on obtient ¢ puis successivement b et enfin
a. Nous obtenons ainsi I'ensemble des brins définissant notre 2-cellule. Notons que I'emploi
de B>, nous ferait changer de 2-cellule.

Objets ouverts La définition de la structure de données de I'aréte ailée et celle des demi-
arétes, ainsi que la définition des cartes combinatoires introduite précédemment n'est valable
que pour des modéles dits fermés. En effet, chaque aréte ailée est incidente a deux faces,
chaque demi-aréte est liée par une involution a sa demi-aréte opposée et chaque brin est lié
par B> a son brin opposé. Ces modeéles nécessitent alors la présence d'une n-cellule « com-
plémentaire » au modéle.

Dans les figures 2.30 et 2.31, la face f3 est une face « complémentaire » au modéle
représenté. Cette face externe englobe toutes les autres faces du modele. Pour le cas de la
structure des demi-arétes, chaque demi-aréte est reliée a une aréte opposée par un lien bleu
dans la figure 2.31.
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Pour lever cette limitation, la définition des cartes combinatoires a été étendue pour
des objets ouverts. Cette extension permet de représenter des objets orientables ouverts,
en utilisant le concept de brins libres. La définition d’un brin libre nécessite I'introduction
d'un élément spécifique : ). Un brin peut ainsi étre mis en relation avec () par G; pour étre
défini comme J-libre. De maniére plus formelle, un brin b d'une carte combinatoire est dit
i-libre (i € {0, ..., n}), si Bi(b) = 0. La figure 2.32 représente indifferemment une structure
de données des demi-arétes ou une carte combinatoire 2D non-étendue. Nous faisons ici
I’hypothése que cette derniére correspond a une carte combinatoire 2D non-étendue. Avec
I'extension de la définition des cartes combinatoires, la face F3 peut ne plus a exister et les
brins a, e, f, g, I, d sont maintenant 2-libres.

Lorsqu'un brin est j-cousu avec @, 3; n'est plus une permutation ou une involution sur B,
mais ce que nous définissons comme une permutation partielle ou une involution partielle.
Enfin, nous précisons que la robustesse de la définition d'une involution ou d'une permutation
partielle f implique que son application sur un brin libre donne un brin libre, et la restriction
de f aux brins non libres est une involution ou permutation.

La définition formelle de I'extension des cartes combinatoires est la suivante :

Définition 2
Soit n > 0. Une n-carte combinatoire ouverte (carte combinatoire ouverte de dimension n)
est une algébre C = (B, 1, ...,0n) ou :

1. B est un ensemble fini de brins;

2. [B1 est une permutation partielle sur B ;

3. Vi :2<i<n:B;est une involution partielle sur B ;
4.¥i,j:1<i<i+2<j<netj>3:0;oP est une involution partielle.

Cette extension des cartes combinatoires est la version que nous appellerons cartes com-
binatoires et qui est employée dans nos contributions.

Exemples L'aspect formel des cartes combinatoires étant défini, une présentation plus
intuitive et pratique va étre donnée dans cette partie.

La figure 2.34 confronte la représentation d'un objet 2D subdivisé en cellules (a) avec
la carte combinatoire correspondante (b). L'objet 2D est composé de trois faces (F1, F> et
F3), de neuf arétes et de sept sommets. La carte combinatoire 2D associée est constituée de
douze brins. Les faces F; et f, sont adjacentes le long de a;. L'aréte a; est donc incidente a
1 et F». Le sommet s; est incident a |'aréte a; et donc aux faces Fq et F» par transitivité.

Un objet 3D composé de trois volumes (Voly, Vol, et Vols), de quinze faces, de vingt-
sept arétes et de huit sommets, est montré dans la figure 2.35(a). La carte combinatoire
3D associée est représentée dans figure 2.35(b). Une face sépare chaque couple de volumes
comme la face F4 pour les volumes Vol; et Vol,. La face en question (dans notre exemple
F4) est incidente aux deux volumes (dans notre exemple Vol; et Vols) qu'elle sépare, et ces
volumes sont donc adjacents le long de cette face. L'aréte a4 est incidente a I'ensemble des
faces séparant les trois volumes et est donc par transitivité incidente a ces volumes.

Nous rappelons qu’en partant d'un brin b, B1(b) donne le prochain brin appartenant a
la méme face (resp. et au méme volume en 3D). De la méme maniére, Bo(b) donne le brin
précédent a b. Bo(b) permet d’obtenir le brin appartenant a la méme aréte (resp. et le méme
volume en 3D) mais pas a la méme face. Pour le cas 3D, B3(b) donne le brin appartenant a
la méme aréte et a la méme face mais pas au méme volume.

Chaque brin est représenté par un segment orienté dans les figures 2.34(b) et 2.35(b).
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A0\
v

(a) (b)

Figure 2.34 — Confrontation d’'un objet 2D subdivisé en cellules et sa représentation avec une carte
combinatoire. (a) Un objet 2D composé de trois 2-cellules (F1, F» et F3), de neuf 1-cellules (dont
a;, a» et az) et de sept O-cellules (dont si). (b) Une carte combinatoire 2D composée de douze
brins.

(a) (b)

Figure 2.35 — Confrontation d'un objet 3D subdivisé en cellules et sa représentation avec une
carte combinatoire. (a) Un objet 3D composé de trois 3-cellules (Voly, Vol et Vols), de quinze
2-cellules (dont Fu4 et Fs), de vingt-sept 1-cellules (dont as) et de huit O-cellules (dont s,). (b) Une
carte combinatoire 3D contenant cinquante-quatre brins (dix-huit pour chaque 3-cellule). Les ovales
Jjaunes correspondent a la 1-cellule a4 présentée dans (a).
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— Cas 2D. Dans la 2.34(b), les trois 2-cellules : F1, F> et F3 sont cousues entre elles par
des B>. Nous explicitons ci-aprés comment parcourir les brins composant les cellules de
différentes dimensions du modéle.

— La 2-cellule (face) F; est décrite avec quatre brins. Ces brins sont reliés entre
eux par des B1. Pour parcourir tous les brins d'une 2-cellule, il faut partir d'un
brin b incident a la 2-cellule en question et appliquer successivement (31 jusqu’'a
retomber sur le brin de départ b.

A A A >
I:0 11l Fl
P by 8, Y lg 2
>S >
A A
4/[30 B1 F3
F, b

Figure 2.36 — Le parcours des brins incidents a un sommet (resp. aréte). Une carte combinatoire 2D
constituée de quatre quadrilateres : F; (i € {0, ..., 3}), cousus ensemble par 3. Chaque ovale jaune
correspond a une 1-cellule. Les brins orange sont les brins incidents a la O-cellule s. L’opérateur B21
permet de passer d'un brin incident a s a un autre (par exemple, by = B21(bo)). Les liens en rouge
correspondent aux liaisons [3>.

— Pour récupérer I'ensemble des brins composant une 1-cellule, il faut récupérer un

brin b incident a cette 1-cellule. Puis, si b n'est pas 2-libre, nous appliquons 3>
afin de récupérer le deuxiéme brin incident a la 1-cellule en question.
Dans la figure 2.36, I'aréte ag est composée des deux brins cerclés de jaune dont
un est incident a Fg et l'autre a F1. Ces derniers sont reliés entre eux par une
liaison B». Par contre, I'aréte a; n’est composée que d'un seul brin car elle n'est
incidente qu'a F3. Ce brin est par définition, 2-libre.

— Enfin, pour récupérer I'ensemble des brins incidents a un sommet s, il faut récu-

pérer un brin b partant de s. Puis, si b n'est pas 2-libre, nous appliquons B21(b)
afin d'obtenir un deuxiéme brin incident a s. Nous parcourons ainsi tous les brins
incidents a s, jusqu'a retomber sur b. Par contre, si nous tombons au cours de ce
parcours sur un brin libre, il nous faut alors appliquer Bgo sur le brin ayant amené
a ce brin libre, et ceci jusqu'a retomber sur un autre brin libre.
Dans la figure 2.36, les brins orange correspondent aux brins incidents a la O-cellule
s. Pour les parcourir, il faut partir d'un premier brin incident a s. Ce brin consiste
en une partie de cette O-cellule. Nous faisons le choix du brin by qui n'est pas
2-libre. Pour récupérer un autre brin partant de s, nous appliquons alors B1(bp)
pour obtenir le brin by qui consiste en un autre brin incident a s. Notons qu'une
O-cellule a un brin incident par face incidente.

— Cas 3D. Dans la figure 2.35(b), les trois 3-cellules : Voly, Vol et Vols sont cousues
entre elles par des B3. Comme précédemment, nous indiquons ci-dessous la procédure
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permettant de parcourir les cellules de différentes dimensions du modéle.

— Pour parcourir I'ensemble des brins composant une 3-cellule notée Vol, il faut tout
d'abord récupérer un brin b incident a cette 3-cellule. Puis, nous appliquons 37
afin de parcourir I'ensemble des brins incidents a Vol, composant la face incidente
a b. Pour chacun des brins parcourus, nous recommencons cette procédure avec
son 3o et ainsi de suite, jusqu'a ce que nous ayons parcouru I'ensemble des brins
de cette 3-cellule. Notons, qu’il faut gérer les redondances. En effet, un brin peut
étre parcouru plusieurs fois.

Vol, | Vol,

Figure 2.37 — Le parcours des brins incidents a un sommet (resp. aréte, face) pour un modéle 3D.
Une carte combinatoire 3D constituée de deux hexaédres adjacents : Vol, et Vol, cousus ensemble
par Bs. La figure montre I'ensemble des brins incidents a la 2-cellule commune a Vol et Vol,. Les
brins en pointillé correspondent a I'ensemble des brins incidents a la O-cellule s. Les traits rouges
(resp. violets) représentent les liaisons Ba (resp. B3).

— Pour récupérer I'ensemble des brins composant une 2-cellule & partir d'un brin b
incident & cette derniére, il faut appliquer 31 jusqu'a retomber sur b. Puis, si b
n'est pas 3-libre, nous recommencons cette procédure avec son (s.

La figure 2.37 illustre ce propos avec la face incidente aux volumes Vol; et VoI5,
que nous nommons f. Cette derniére est constituée des brins aa d et 1 a 4. Pour
parcourir I'ensemble des brins incidents a £, nous prenons I'un d’entre eux : par
exemple, le brin a. Puis, comme mentionné précédemment, nous parcourons les
brins b, ¢ et d en appliquant I'opérateur 81. Notons que les brins de a a d sont
incidents au méme volume Vo/;. Comme a n'est pas 3-libre, nous prenons le brin
1 = B3(d), incident au volume adjacent Vol,. Nous récupérons ensuite a partir
de ce dernier, les brins 2, 3 et 4, de la méme maniére que précédemment.

— Pour parcourir les brins composant une 1-cellule a, nous commencons par récupé-
rer un brin b incident & a. La solution proposée consiste a récupérer un deuxiéme
brin incident & a en appliquant B> sur b. Puis, pour chacun de ces deux brins
incidents, nous appliquons B3 a condition qu'il ne soit pas 3-libre. Nous procédons
alors de la mé&me maniére sur les brins obtenus en gérant les redondances.

La figure 2.35(b) montre la décomposition de la 1-cellule a4 (cf. la 2.35(a)) en six
brins cerclés de jaune dans (b). Pour parcourir I'ensemble des brins composant aq,
il faut partir d'un brin b incident a cette aréte. Puis, grace au pointeur 3, appliqué
sur b, on obtient un autre brin composant également as. Cet autre brin appartient
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donc a la méme aréte et au méme volume que b mais pas a la méme face. Le
pointeur B3 permet quand a lui d'obtenir un autre brin appartenant également a
la méme aréte et a la méme face que b mais pas au méme volume.

— Enfin, nous présentons maintenant comment récupérer I'ensemble des brins in-
cidents a une O-cellule s. Cette explication est illustrée par la figure 2.37. Nous
commencons tout d'abord par récupérer un brin partant de s. Dans notre exemple,
nous prenons un des brins représentés en pointillés. En effet, ces derniers corres-
pondent a I'ensemble des brins incidents a s. Nous faisons le choix du brin b. Puis,
nous appliquons alors I'opérateur 81 sur b afin d'obtenir un autre brin également
incident a2 s et appartenant au méme volume que b mais pas a la méme aréte
ni a la méme face. Dans cet exemple, nous obtenons e = (Bo1(b). Le processus
est répété jusqu’'a obtenir tous les brins incidents a s pour un volume incident
donné (dans notre exemple Vol1). Nous procédons ensuite de la méme maniére
pour I'ensemble des volumes incidents a s. Pour cela, il convient d'appliquer B3»
a partir de chaque brin partant de s et incident au volume de départ, a condition
que ce dernier ne soit pas 3-libre. Dans notre exemple, nous passons au volume
Vol>, en appliquant B3> a b, nous donnant le brin 5. Puis de 5, nous récupérons
6 grace a I'opérateur B»1 et ainsi de suite.

Opérations de décousure, d’insertion et de suppression Nous finissons cette présenta-
tion des cartes combinatoires en précisant un aspect de leur définition relatif aux opérations
de décousure, d'insertion et de suppression. L'introduction de ces opérations est nécessaire
a la compréhension des contributions explicitées dans la suite de ce manuscrit.

L’opération de décousure L’'opération de j-décousure (i € {2,3,...,n}), permet de dé-
coudre deux i-cellules cousues selon une (i — 1)-cellule commune. Elle consiste en la sup-
pression des liens B; entre tous les brins appartenant a la (/ — 1)-cellule commune. Suite a
I'application de cette opération, la (i — 1)-cellule initiale est divisée en deux (i — 1)-cellules
et n'est plus commune a deux i-cellules [Dam10].
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Figure 2.38 — Un exemple de 3-décousure. (a) Un modéle 3D composé de 4 hexaédres : Voly, Voly,
Vol, et Vols, cousus ensemble par B3s. La face commune a Voly et Voly est décrite par les sommets :
S1, S2, S3 et sa. (b) Le modéle de (a) aprés une opération de 3-décousure entre les volumes Voly et
Voli. Les sommets : s1, S», 53 et su ont été scindés en s'1, s'», s'3 et s'4. Les liaisons (B3 entre les
brins incidents a Voly et Voly, ont été supprimées.
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La figure 2.38 illustre une opération de 3-décousure. La figure 2.38(a) présente un objet
3D composé de quatre hexaédres : Volg, Voly, Vol, et Vols. La face F commune aux
volumes Volg et Voly est décrite par les sommets (s1, Sz, S3, S4). Seuls les brins incidents a
F sont représentés. L 'opérateur de 3-décousure va décoller les 3-cellules Voly et Vol; selon
la 2-cellule F. Suite a cette opération, F est scindée en deux. La figure 2.38(b) présente la
configuration du modeéle 3D apreés I'opération. Les sommets s; et s, ont ainsi été dupliqués
ainsi que les arétes (s, s1), (51, $2) et (sz, s3).

[l faut cependant noter que les sommets s3 et s4 et I'aréte (s3, s4) ne sont pas dupliqués.
En effet, ils sont toujours connectés ensemble par les deux 3-cellules Vol et Vols. Ainsi,
quatre B3 ont été supprimés pendant cette 3-décousure.

L’opération d’insertion Lorsqu'un sommet est inséré dans une aréte provoquant son scin-
dement en deux parties, I'ensemble des brins incidents a I'aréte en question sont scindés.
Cet aspect est également valable en dimension supérieure avec par exemple, I'insertion d'une
aréte dans une face, provoquant son scindement en deux parties. Si cette face est partagée
par deux volumes incidents alors les deux cycles de brins incidents aux deux volumes incidents
sont scindés de maniére symétrique par cette insertion d'aréte. Cette propriété permet de
garantir la validité topologique de la carte combinatoire suite a une insertion.

) J J J + O J
yy yy py
bOO bll
boTT b )
b Hb
vl v 01 | 10 v
) - ) -
A A A A A A
N A N A
L = —
v v v v
) - ) )
A A A A A A
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Figure 2.39 — Un exemple de I'opérateur d'insertion d’un sommet dans une aréte incidente a deux
quadrilatéres. (a) Un objet 2D constitué de quatre quadrilatéres cousus ensemble parB>. (b) L objet
2D aprés l'insertion du sommet s dans I'aréte incidente aux brins by et by. Le brin by a été scindé
en boo et bo1 ; et le brin by en byg et biy.

La figure 2.39 illustre I'insertion d'un sommet dans une aréte pour un modéle 2D et
la figure 2.40 explicite I'insertion d'un sommet dans une aréte et d'une aréte dans une face
pour un modéle 3D. Elles montrent que tous les brins incidents a I'élément scindé sont scindés
de maniére symétrique.

L’opération de suppression De maniére intuitive, |'opération de suppression appliquée a
une j-cellule consiste en la suppression de cette derniére, puis en la fusion entre elles des
deux (i + 1)-cellules qui lui étaient incidentes. Pour une carte combinatoire de dimension n,
I"opération de suppression est définie pour les cellules de dimensions 0 a n — 1. Notons que
I'opération de suppression est |'opération inverse de celle de |'insertion.

La figure 2.41 illustre, pour le cas 2D, le fonctionnement de I'opérateur de suppression.
La figure 2.41(a) correspond a un modeéle 2D constitué de deux quadrilatéres adjacents F;
et F». Dans la figure 2.41(b), ces deux derniers vont étre fusionnés suite a la suppression de
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Figure 2.40 — Un exemple de I'opérateur d’insertion d’'un sommet (resp. aréte) dans une aréte (resp.
face) incidente a deux hexaédres. (a) Un objet 3D constitué de deux hexaédres adjacents : Vol
et Vol,. (b) L'objet 3D aprés I'insertion du sommet sy dans I'aréte incidente aux brins by et by et
I'insertion du sommet s, dans I'aréte incidente aux brins b, et bs. Le brin by a été scindé en boo et
bo1, le brin by en big et bi1, le brin by en by et by1; et le brin bs en bsg et bsy. (c) L'objet 3D
apres l'insertion d’une aréte dans la face F commune aux deux volumes Vol, et Voh. L'insertion
de I'aréte provoque le scindement transversal de F. Elle engendre la création de quatre brins : b,,
by, be et by. Les deux cycles de brins générés incidents a Vol, (resp. Vol) sont reliés par B, au
niveau des brins b, et by, (resp. bc et by). Enfin, I'ensemble des brins composant les deux nouvelles
sous-faces et incidents a Voly, sont reliés deux a deux par B3, avec I'ensemble des brins composant
les deux nouvelles sous-faces et incidents a Vol,.
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Figure 2.41 — Un exemple de I'opérateur de suppression d’'un sommet et d'une aréte incidente a
deux faces. (a) Un objet 2D constitué de deux éléments adjacents Fy et F», cousus ensemble par
Bo. (b) L'objet 2D aprés la suppression de I'aréte a>. Les deux faces Fy et F, sont alors fusionnées
en une seule méme face F. (c) L'objet 2D aprés la suppression du sommet s;. Les deux arétes a;
et a3 sont fusionnées en la méme aréte a.

leur aréte commune ao. Enfin, la figure 2.41(c) montre la fusion de deux arétes suite a la
suppression du sommet s; qui leur était commun.

Dans la figure 2.41(a), le sommet s; est incident aux arétes aj, ap et as. s; est donc de
degré 3. L'aréte a1 est incidente a la face F7 et est donc de degré 1, contrairement a I'aréte
a> qui est de degré 2.

Notons que la suppression n’est possible que pour des cellules de degré inférieur ou égal a
deux. Dans le modéle présenté dans la figure 2.41(a), comme le sommet s; est de degré 3, il
n'est pas possible de le supprimer. Par contre, suite a la suppression de as (cf. figure 2.41(b)),
le sommet s; devient alors de degré 2. |l peut ainsi étre supprimé.

La figure 2.42 explicite I'opérateur de suppression pour un modéle 3D. La figure 2.42(a) cor-
respond a un modeéle 3D constitué de deux hexaédres adjacents. Dans la figure 2.42(b), ces
deux derniers vont étre fusionnés suite a la suppression de leur face commune. Enfin, la fi-
gure 2.42(c) montre la fusion de deux faces suite a la suppression de I'aréte qui leur était
commune. Nous ne pouvons pas supprimer le sommet s, car il est de degré 3. Dans la fi-
gure 2.43(a), on supprime alors as permettant ainsi la suppression de s, (cf. les figures 2.43(b)

et (¢)).
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Figure 2.42 — Un exemple de I'opérateur de suppression d'une face incidente a deux volumes et
d’une aréte incidente a deux faces. (a) Un objet 3D constitué de deux éléments adjacents : Vol et
Vol cousus ensemble par Bs. (b) L'objet 3D apreés la suppression de la face F, commune aux deux
hexaédres. Les brins incidents a cette face sont représentés en pointillés. Les deux hexaédres : Voly
et Vol, sont alors fusionnés en un seul méme volume Vol. (c) L’objet 3D aprés la suppression de
l'aréte a1. Les deux faces Fo1 et Fox sont fusionnées en une seule méme face Fy.

66



Chapitre 2 : Pré-requis fondés sur la littérature

/€ — - € - 4
T o I:1 :_\33
WL S >
""""_jl’: 7 A
< O VY |l

= >0
N

=7y

Vol

(c)

Figure 2.43 — Un exemple de I'opérateur de suppression d’'un sommet incident a deux arétes et
d’une aréte incidente a deux faces, dans le cadre d’'un maillage 3D. (a) Un objet 3D correspondant
a celui de la figure 2.42(c). (b) L objet 3D aprés la suppression de I'aréte a,. Les deux faces : Fi1
et Fio sont alors fusionnées en une seule méme face Fy. (c) L’'objet 3D aprés la suppression du
sommet s,. Les deux arétes ay et as sont fusionnées en une seule méme aréte a.
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Conclusion sur les cartes combinatoires Pour conclure cette présentation des cartes com-
binatoires, nous rappelons que leurs intéréts principaux sont :

— Leur définition par la notion de brins et de pointeurs G;, permettant de représenter des
objets de dimension quelconque.

— La définition des contraintes garantissant la validité topologique des objets représentés.

— L’existence de nombreuses opérations de modifications, qui nous ont été utiles dans
nos travaux.

Complexes cellulaires linéaires

LLes complexes linéaires cellulaires (Linear Cell Complexes en anglais), que nous abré-
gerons dans la suite de ce manuscrit LCC, sont une extension des cartes combinatoires
permettant de les plonger dans un espace géométrique. En effet, de nombreuses applications
requiérent une description géométrique des objets, en plus de leur représentation topologique.

Ce plongement est réalisé de maniére linéaire, c’est-a-dire que la géométrie d’'un sommet
correspond a une coordonnée nD. Une aréte correspond alors a un segment, une face a
une portion de plan et ainsi de suite pour les dimensions supérieures. Dans le cas d'un
plongement linéaire, toutes les i-cellules (Vi : 1 < i < n) sont implicitement plongées et
déduites du plongement des sommets. Ce ne serait pas le cas pour un plongement non
linéaire, ou le plongement des sommets ne suffirait pas a déduire le plongement des autres
cellules. Notons que chaque i-cellule topologique doit étre plongée dans un objet géométrique
ouvert de dimension /7, car le plongement du bord de la /-cellule topologique est représenté
par le plongement de ses (i — 1)-cellules incidentes.

Cette distinction entre la topologie et la géométrie est un des points forts des cartes com-
binatoires. En effet, selon les algorithmes, certains traitements seront effectués en utilisant
uniquement la topologie, sans considération de la géométrie correspondante (par exemple,
I'insertion d'aréte ou le calcul de propriétés topologiques comme la caractéristique d'Euler-
Poincaré), et a I'inverse, en employant uniquement la géométrie, sans modifier la carte com-
binatoire (comme par exemple la translation d’un objet). Enfin, des traitements employant la
topologie et la géométrie vont bénéficier de cette séparation par une simplification des accés
aux informations et des modifications.

Cartes généralisées
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Figure 2.44 — Un objet 2D représenté avec une carte combinatoire puis avec une carte généralisée.
(a) La carte combinatoire. (b) La carte généralisée.
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Le modéle topologique des cartes généralisées est une extension de celui des cartes
combinatoires. Il permet de représenter des objets étant des quasi-variétés orientables ou non-
orientables avec ou sans bord [Lie89,Lie91,Lie94,Dam10]. Leur principal avantage réside dans
leur définition qui a pour propriété d’étre homogéne pour toutes les dimensions contrairement
aux cartes combinatoires (81 est une permutation alors que tous les autres B; sont des
involutions). Cette homogénéité simplifie les définitions, I'écriture des algorithmes et rend la
définition des cartes généralisées directement valide pour les objets avec ou sans bords.

La définition formelle des cartes généralisées est la suivante :

Définition 3
Soit n > 0. Une nG-carte (carte généralisée de dimension n) est une algébre G = (B, ay, ..., o)
ou :

1. B est un ensemble fini de brins ;
2. Vi :0< i< n:a;est une involution sur B ;

3.Vie{0,...,n=2},Vje{i+2,...,n} :ajoaj est une involution.

Ainsi, contrairement aux cartes combinatoires, tous les «; sont des involutions. La fi-
gure 2.44 montre un objet 2D représenté par une carte combinatoire et une carte généralisée,
permettant ainsi la comparaison entre les deux modéles. Un brin d'une carte généralisée est
représenté par un segment ayant pour extrémité un disque et un petit segment orthogonal.
Deux brins reliés par ap sont alignés et sont séparés par un petit segment perpendiculaire.
Par exemple, dans la figure 2.44(b), ap(a) = b. Deux brins reliés par a; sont séparés par un
disque, par exemple, a1(b) = c. Enfin, deux brins reliés par ap sont paralléles et partagent
le méme petit segment orthogonal, par exemple, ax(c) = q.

\
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Figure 2.45 — [ ’impossibilité de représenter un objet 2D non-orientable avec une carte combina-
toire. (a) Une carte combinatoire 2D représentant un ruban classique. (b) Le modéle interdisant le
vrillement.

Nous ne détaillerons pas ce modéle plus en détails, mais notons sa capacité a représenter
des objets non orientés comme le ruban de Mobius en 2D. Considérons un rectangle de di-
mension /; et . Pour obtenir un ruban de Mébius, un c6té du rectangle de longueur /1 doit
étre collé avec l'autre coté de longueur /1, en effectuant une torsion. Les cartes combina-
toires représentent ce rectangle avec 4 brins de méme orientation. Pour obtenir un ruban de
Mobius, il faut vriller le brin ayant une géométrie de longueur /1. Or, les cartes combinatoires
interdisent cette opération (cf. la figure 2.45). Contrairement aux cartes combinatoires, les
cartes généralisées permettent de coudre de deux maniéres différentes : avec ou sans torsion
(cf. la figure 2.46).
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Figure 2.46 — La possibilité de représenter des objets 2D non-orientables avec une carte généra-
lisée. (a) Une carte généralisée 2D représentant un ruban classique. (b) Une carte généralisée 2D
représentant un ruban de Mébius.

2.3.4 Travaux relatifs aux structures de données topologiques

De nombreux travaux relevant du domaine graphique ou de la génération d'images, em-
ploient une structure de données topologique sous-jacente.
Nouvelles structure de données topologiques

Régulierement, de nouveaux travaux présentent I'élaboration de structure de données
topologiques. Ces nouvelles structures répondent le plus souvent a des applications précises.

i L%% Q@EZZ

Figure 2.47 — Exemple de la définition d’un nouveau modéle topologique. De gauche a droite : trois
résultats obtenus avec leurs nouveaux outils de dessin vectoriel, accompagné d’une représentation
de la topologie sous-jacente [DRVDP14].

Nous citons par exemple le récent article de Dalstein et al. [DRVDP14] (cf. la figure 2.47).
lls proposent une nouvelle structure de données topologique surfacique : VGC (Vector Gra-
phics Complexes). Cette derniére permet d'améliorer la conception de dessins vectoriels, en
gérant le partage d'aréte entre deux faces, les jointures multiples et le chevauchement. lls
définissent également différents opérateurs d'édition topologique comme coller des sommets
ou des arétes, découper des arétes ou des faces ainsi que les opérations inverses.

Exemple de travaux employant une structure de données topologique surfacique

Parmi les travaux utilisant une structure de données topologique, nous pouvons citer
ceux de Kobbelt et al. [KCS98] (cf. la figure 2.48). Ces derniers proposent de simplifier des
maillages surfaciques trés détaillés, qui sont lourds en mémoire. Pour cela, ils modifient de
maniére incrémentale le maillage d'origine en appliquant de simples modifications topolo-
giques. Entre un maillage obtenu a I'étape / et le maillage / + 1 obtenu aprés modification
topologique, ils calculent une mesure de distance soumise a un seuil de tolérance ainsi qu'un
critére permettant d'évaluer la qualité du maillage / 4+ 1 reposant sur la courbure locale ou
encore sur la géométrie (angles et longueurs) des triangles composant le maillage.

Braquelaire et Brun et al. [BMD03,BD99] proposent une méthode employant une struc-
ture de données topologique afin de segmenter une image en plusieurs ensembles connectés
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Figure 2.48 — Exemple de [I'utilisation de la structure de données des demi-arétes pour la simpli-
fication de maillage. De gauche a droite : Le modéle de référence, une premiére simplification du
maillage et une simplification beaucoup plus importante du maillage [KCS98].

Figure 2.49 — Exemple de [I'utilisation d’une carte combinatoire 2D pour la segmentation d'images.
A gauche : Une image segmentée en cinqg régions. Les disques noirs correspondent aux points de la
bordure des différentes régions, ils sont reliés par de courts segments. Les disques gris sont les nceuds
de chaque région. A droite : Les deux cartes combinatoires associées a la figure de gauche [BMDO3].
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de pixels. L'objectif est de modifier la partition de I'image jusqu'a satisfaction d'un critére
d'homogénéité donné. lls utilisent une approche mixant une méthode haut-bas (top-downen
en anglais) et bas-haut (bottom-up en anglais) consistant respectivement a débuter avec des
régions grossieres et a les diviser itérativement en plus petites régions, ou a débuter avec
de petites régions qui vont étre fusionnées jusqu'a satisfaction d'un critére. Leur méthode
consiste grossierement a placer des disques noirs entre chaque pixel du pourtour de I'image a
segmenter (cf. la figure 2.49). Si un de ces disques se trouve entre deux pixels n'ayant pas la
méme caractéristique (dépendant du critére donné) alors il sera un nceud. L'ensemble de ces
noeuds permet de définir une premiére carte combinatoire. Puis, a partir de ces nceuds, des
disques noirs vont étre créés a la frontiére des deux régions que séparait le premier nceud. Si
une autre région est rencontrée alors un nouveau nceud est créé. La carte combinatoire est
ainsi modifiée itérativement en rajoutant des nceuds et des arétes entre ces derniers, jusqu’a
obtenir une segmentation en accord avec le critére donné.

Exemple de travaux employant une structure de données topologique 3D.

Figure 2.50 — Exemple de I'utilisation de cartes combinatoires permettant la réalisation d’un mo-
dele unifié de batiments pour la simulation acoustique et énergétique. De gauche a droite : Le
modeéle original texturé, les volumes intérieurs, I'enveloppe extérieure représentée en filaire et une
simplification de I'enveloppe extérieure [DDV/14].

Les travaux de Diakité et al. [DDV14] sont un exemple d’utilisation de carte combinatoire
(cf. la figure 2.50). lls proposent une méthode prenant en entrée seulement la géométrie d'un
batiment 3D et donnant en sortie la topologie intérieure et extérieure de ce dernier. Elle per-
met ainsi d’extraire différents niveaux de détails de cette description topologique. Avec les
cartes combinatoires, ils proposent un modéle commun pour représenter les batiments selon
les besoins des acteurs de ce domaine comme les architectes ou encore les ingénieurs. En
effet, ces derniers n'ont pas les mémes attentes vis a vis d'une modélisation d'un batiment.
Les architectes créent des modéles de batiments avec beaucoup de détails visuels, contrai-
rement aux modéles requis par les ingénieurs souhaitant, par exemple, faire des simulations
acoustiques ou énergétiques. Les cartes combinatoires leur permettent entre autres d'avoir
acces a toutes les relations d’'adjacence et d'incidence entre les différentes cellules construites
composant le modéle du batiment, de les taguer comme étant des murs, des sols, des pla-
fonds, ... mais également de procéder a des simplifications de la représentation topologique
obtenue.
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Figure 2.51 — Exemple de I'utilisation de cartes généralisées permettant la simulation d’évolution
géomorphologiques. De gauche a droite et de haut en bas : Un ruisseau simulé par un modeéle
physique de fluide qui débute sur une partie élevée en hauteur d’'un terrain représenté par une carte
généralisée. Le ruisseau dévale la pente en rentrant en collision avec le terrain, entrainant alors son
érosion. Les zones érodées sont représentées en violet [Bé13].

Bézin et al. [Bé13,BCST11,BPCT11] emploient les cartes généralisées 3D afin de simuler
les évolutions géomorphologiques (I'érosion hydraulique et la sédimentation) d’'un terrain en
3D (cf. la figure 2.51). Ce dernier est subdivisé en différents volumes. lls emploient également
un modéle physique de fluide. lls détectent les collisions entre une particule de fluide et les
triangles du terrain. La collision avec un triangle entraine I'érosion de ce dernier dépendant
d'un coefficient d’érosion, du plan d'inclinaison du triangle et de la vitesse de la particule
collisionnée. L'érosion se traduit par un déplacement vers le bas des sommets du maillage
du terrain. Pour cela, ils définissent différentes opérations de modifications topologiques et
géomeétriques complexes, garantissant la cohérence topologique grdce au modéle topologique
des cartes généralisées. Ces opérations topologiques gérent la déformation de maillages vo-
lumiques soumis a des événements générant des incohérences topologiques et géométriques.
Ces opérations permettent par exemple, d'élargir le lit d'une riviere en creusant plusieurs
strates de volumes ou encore de créer une arche au milieu de plusieurs strates de volumes.

Exemple de travaux employant une structure de données topologique pour la simulation
physique.

Dans ce manuscrit, nous nous intéressons a I'emploi d'une structure de données topo-
logique pour la simulation physique. C'est pour cette raison que nous détaillons dans cette
partie, les différents travaux ceuvrant dans ce sens.

Nous citons I'article de Meseure et al. [MDS10a] qui proposent un couplage du systéme
masses-ressorts et d’'une carte généralisée, pour la simulation d'objets déformables. L'objet a
simuler est modélisé par un ensemble de triangles ou de tétraédres en 3D. Pour la structure de
données topologique, ils ont recours a la libraire MOKA [mok]. lls présentent I'association des
informations relatives au modéle physique a la carte généralisée, les opérations topologiques
permettant la décousure d’arétes ou de faces et la mise a jour des informations mécaniques
suite a des changements topologiques. Nous précisons que les changements topologiques
surviennent au cours de la simulation. Malheureusement, leur méthode est quatre fois plus
coliteuse en temps qu'avec I'emploi d’une structure de données topologique naive. Cet article
présente néanmoins un premier couplage d'un modéle physique avec un modéle topologique
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complexe.

Dans l'article [MDS10b], Meseure et al. présentent I'intérét de structures de données
topologique complexes comme les cartes généralisées, pour I'animation physique. Contraire-
ment aux structures de données topologiques naives, les cartes généralisées permettent de
contrdler la topologie du modeéle, en garantissant la propriété de quasi-variété des maillages
volumiques. Plus précisément, ils évitent la création de faces pendantes ou de volumes seule-
ment reliés @ un sommet ou une aréte. Les changements topologiques sont alors gérés de
maniére robuste, grace aux définitions mathématiques a la base des cartes généralisées. Or,
I'emploi d'une telle structure de données est présentée comme lourde en mémoire et coli-
teuse en temps de calcul. Malheureusement, pour optimiser les temps de calcul, ils doivent
mettre en place une structure additionnelle contenant toutes les informations associées a
chaque cellule d’'une dimension donnée ainsi qu'un pointeur sur le brin incident a la cellule
correspondante. Cette solution améliore la vitesse d'exécution de leur méthode mais entraine
la gestion d'une structure de données complexe et coliteuse au niveau de ses opérations
de mise a jour. En effet, cette structure additionnelle doit mettre & jour ses données aprés
chaque changement topologique effectué sur la carte généralisée.

Dans le méme sens, Darles et al. [DKST11] ont montré I'intérét du couplage des cartes
généralisées avec un modéle physique de type masses-interactions. Les cartes généralisées
permettent de modéliser la topologie du modéle. Le modéle physique modélise quant a lui le
mouvement. Pour la partie relative au modeéle physique, ils emploient le framework CORDIS-
ANIMA [COR]. Le modéle masses-interactions est un modéle physique sans maillage, im-
plémenté dans CORDIS-ANIMA. Le modéle physique de ce framework permet de représenter
des phénomeénes physiques en construisant un réseau interconnectant des composants ap-
pelés MAT et LIA. Les composants MAT modélisent I'inertie du phénoméne physique. Les
composants LIA correspondent, quant a eux, aux interactions entre les composants MAT.
Dans cet article, ils associent les composants MAT avec les cellules de la carte généralisée.
lls gérent la modification du modéle topologique en fonction de I'état du modéle physique.
lIs illustrent leur méthode au travers des exemples de changements topologiques que sont le
déchirement, la fracture ainsi que la fusion d'un objet. Il est difficile d’appréhender la maniére
dont ils gérent la mise a jour des paramétres de leur modéle physique et de I'association avec
la carte généralisée, en fonction des changements topologiques.

‘ © internal fractures

Figure 2.52 — Exemple de I'utilisation de cartes combinatoires pour la simulation de changements
topologiques de type fracture, durant une animation. Un maillage volumique tétraédrique représen-
tant un dragon. Nous observons la présence de fractures notamment internes [JAD" 12b].
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De la méme maniére, Jund et al. [JAD12a, JAD " 12b] ont également proposé d'associer
un modéle particulaire, permettant des mouvements basés points, avec une carte combina-
toire (cf. la figure 2.52). lls emploient le framework CORDIS-ANIMA [COR], pour générer
les mouvements et la librairie CGoGN [CGo], pour son implémentation des cartes com-
binatoires. Leur méthode permet d’associer n'importe quelle forme volumique a n'importe
quel mouvement basé points et de contrdler les changements topologiques. Leur méthode
consiste tout d’abord a associer les points (fonctions d’évolution 3D) du systéme particulaire,
aux cellules de la carte combinatoire. Chaque sommet de la carte combinatoire est influencé
par un ensemble de points. Le mouvement est ensuite appliqué au modéle, provoquant le
déplacement des sommets de la carte combinatoire. Enfin, au cours de la simulation, des
changements topologiques peuvent survenir selon des critéres géométriques, entrainant par
exemple la séparation de cellules topologiques. L'association entre le modéle physique et le
modéle topologique doit alors étre mise a jour. Notons également que la carte combinatoire
permet la visualisation du modele. Comme le présente cet article, le changement topologique
peut étre compliqué a gérer suivant le positionnement des zones d'influence des points par
rapport aux cellules topologiques.

Exemple de travaux employant une structure de données topologique pour la multi-
résolution.

~

Figure 2.53 — Exemple de carte multi-résolution a deux niveaux consécutifs. A gauche : Carte au
niveau 0, les brins sont liés par des permutations o®. A droite : Carte au niveau 1 obtenue a partir
de la carte au niveau O et de I’ajout de nouveaux brins. L'ensemble des nouveaux brins sont liés par
des permutations a}, tout comme les brins préexistants qui sont en plus reliés par a? [Kra08].

Dans ce sens, Kraemer [Kra08] présente dans sa thése I'élaboration d'un nouveau mo-
déle de représentation multi-résolution & partir des cartes combinatoires. Cette extension
multi-résolution des cartes combinatoires permet la représentation d'un objet comme une
hiérarchique de cartes combinatoires ot chacune d'entre elles correspond a un niveau de
résolution. Le modéle multi-résolution proposé posséde la méme généricité que le modeéle
classique des cartes combinatoires. C'est-a-dire qu'il est générique par rapport a la dimension
et au type de I'objet représenté (orientable, variété, ...) ou encore au type des cellules dont
le modéle est composé. Plus précisément, ce modéle consiste en I'élaboration d'une carte
combinatoire initiale qui se verra rajouter par la suite des brins pour former un nouveau niveau
de résolution (cf. la figure 2.53). L’application d'opérateurs comme par exemple, I'insertion
d'un sommet dans une aréte ou encore la subdivision d'une face en deux sous-faces entraine
I"ajout de ces brins. Le modéle multi-résolution consiste grossiérement en une imbrication
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d'ensembles de brins, les uns dans les autres. L'ajout de brins a un ensemble de brins de
niveau n donne un nouvel ensemble de brins de niveau n+ 1. Les brins ajoutés sont reliés aux
brins préexistants du niveau inférieur. En effet, les brins préexistants se voient attribuer des
permutations de niveau n+ 1 en plus de leurs permutations n déja présentes. Enfin, Krae-
mer présente dans sa thése différentes applications de son modéle multi-résolution comme
les surfaces de subdivision multi-résolution (cf. la figure 2.54) ou encore la compres-
sion de maillage. Une surface de subdivision permet de lisser un maillage en subdivisant
les éléments le composant tout en modifiant les coordonnées géométriques de ses points. |l
existe différents type de schémas de subdivision comme par exemple celui de Catmull-Clark,
de Loop ou encore la subdivision v/3. Untereiner et al. [UCB13, Unt13] emploient ce mo-
déle multi-résolution pour I'élaboration d'une méthode adaptative utilisée dans le cadre du
développement d'un simulateur electro-thermique. lls associent un modéle FEM au modéle
multi-résolution mais ces derniers restent distincts. De plus, les changements topologiques
n'interviennent pas pendant la simulation.

Figure 2.54 — Exemple de maillage obtenu par une subdivision adaptative. Maillage obtenu par
subdivision d'un maillage triangulaire initial, de facon adaptative en utilisant le schéma de subdivision
de Loop et une estimation de la courbure de la surface comme critére de subdivision [Kra08].

2.3.5 Conclusion sur les structures de données topologiques.

Les travaux présentés dans ce manuscrit se sont intéressés a employer une structure
de données topologique pour la simulation physique d'objet déformables. Une structure de
données topologique permet de stocker les informations géométriques et topologiques de la
modélisation d'un objet a simuler.

La structure de données topologique des cartes combinatoires et celle des cartes générali-
sées, permettent de représenter des objets surfaciques comme volumiques, contrairement aux
structures de données topologiques exclusivement surfaciques comme la structure de données
de I'aréte ailée ou des demi-arétes, qui ont été présentées précédemment. Ces structures de
données topologiques nD représentent les objets par une décomposition en cellules de to-
pologie quelconque. De plus, elles donnent accés a I'ensemble des relations d'incidence et
d'adjacence entre les cellules de I'objet modélisé. Enfin, elles facilitent les changements to-

76



Chapitre 2 : Pré-requis fondés sur la littérature

pologiques du modéle, tout en garantissant la validité topologique de ce dernier. Dans ce
sens, nous citons I'article de Forest et al. [FDAO5]. Les travaux présentés dans ce dernier,
proposent une méthode de découpe qui consiste en un raffinement suivi d'une suppression
des éléments se trouvant au plus prés du chemin de découpe. lls définissent un maillage té-
traédriqgue comme étant une variété, si en tout point du maillage, ce dernier a une épaisseur
strictement supérieure a zéro. lls nomment singularité topologique, I'endroit du maillage
ayant une épaisseur nulle. Ils présentent la nécessité de garantir la propriété de variété d'un
maillage pour différentes raisons que sont par exemple le rendu ou la simulation avec une
MEF. lls proposent un algorithme complexe et lourd permettant d'éviter la génération de
singularités topologiques. Ce dernier montre la nécessité de I'emploi d'une structure de don-
nées topologique pour garantir la validité topologique du maillage volumique au cours de
changements topologiques comme la suppressions d'éléments.

Nous revenons maintenant sur notre choix de structure de données topologique. Contrai-
rement aux cartes combinatoires, une carte généralisée permet de représenter des objets non
orientables. De plus, la définition des cartes généralisées est homogéne pour toutes les dimen-
sions. Cette propriété permet de simplifier les opérations topologiques, comme par exemple,
I'insertion d'un sommet dans une aréte. Nous avons fait le choix des cartes combinatoires
et plus particulierement des complexes linéaires cellulaires, au détriment des cartes généra-
lisées. En effet, les objets déformables que nous manipulons sont exclusivement orientables.
De plus, les cartes généralisées représentent ces derniers avec deux fois plus de brins qu'une
carte combinatoire. Les cartes généralisées sont alors plus lourdes en mémoire et ses algo-
rithmes de parcours sont plus coliteux en temps de calcul. La complexité de I'implémentation
des opérations topologiques des cartes combinatoires, nous a été épargnée par I'emploi de
la librairie CGAL. Enfin, les complexes linéaires cellulaires nous permettent d’associer une
géométrie a la modélisation de I'objet a simuler, mais également d'embarquer toutes les
informations nécessaires notamment a la simulation physique.

2.4 Changements topologiques

Nous avons précisé que dans nos travaux, nous employons un modéle topologique exhaus-
tif de type carte combinatoire, permettant de gérer les changements topologiques survenant
dans un maillage de dimension quelconque, tout en garantissant sa validité topologique. Plus
précisément, nos travaux présentent comment construire un modéle unifié alliant ce modéle
topologique et un SMR. Puis, nous montrons que notre modéle unifié est particulierement
adapté a la gestion de changements topologiques comme ceux survenant suite a des opéra-
tions de découpe ou de raffinement de maillage. Nous présentons alors la maniére dont sont
gérés ces changements topologiques au niveau de notre modéle, avec entre autre la mise a
jour des informations relatives au SMR. Les opérations de découpe ou de raffinement que
nous proposons ne sont pas aussi élaborées que celles présentes dans la littérature. En effet,
I'objectif est de démontrer par des exemples simples de découpe et de raffinement, |'intérét
de notre modeéle unifié. Notre opération de découpe s'effectue le long des arétes de nos qua-
drilatéres ou hexaédres. De plus, notre raffinement consiste simplement en la subdivision d'un
quadrilatére en quatre sous-quadrilatéres et, pour le cas 3D, la subdivision d'un hexaédre en
huit sous-hexaédres. Nos travaux permettent également une méthode adaptative selon un
critére géométrique en considérant le pourcentage de déformation des ressorts diagonaux
internes a un quadrilatére ou un hexaédre, par rapport a sa longueur initiale.
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2.4.1 Multi-résolution

Nous avons vu qu'une discrétisation de I'objet réel est nécessaire a I'élaboration de son
modéle virtuel. En général, plus cette discrétisation est fine, plus le modéle virtuel correspond
a I'objet réel. La simulation du comportement de I'objet réel a partir de ce modéle virtuel sera
alors d’autant plus précise. Par contre, plus la discrétisation est fine, plus la simulation sera
coliteuse en temps. En effet, nous avons présenté auparavant la construction d'un systéme
MEF. Ce dernier est d'autant plus coliteux a résoudre que sa taille est grande. Pour le SMR,
plus il y a d'éléments, plus il y a de ressorts et de particules. En effet, il faut parcourir tous les
ressorts pour accumuler leur force, puis pour chaque particule, sa vitesse doit étre intégrée
pour déterminer sa nouvelle position. En conclusion, il faut balancer entre une discrétisation
trop fine, engendrant des temps de calculs trop importants et une discrétisation trop grossiére,
induisant une simulation du comportement peu précise. Ce postulat est le fait des applications
temps-réel. Une solution classique a cette problématique, est la multi-résolution. Cette
derniére concerne tous les modéles comportant différents niveaux de discrétisation, que I'on
nomme également niveau de résolution. Les zones dites raffinées, ont un niveau de résolution
plus élevé que les autres zones. Une méthode adaptative consiste en le raffinement et/ou le
dé-raffinement au cours de la simulation du modéle multi-résolution en fonction d'un critére
donné. Le raffinement d’'un élément dépend d’un critére qui peut étre par exemple d'ordre
géométrique en considérant |'élongation des arétes de I'élément, ou d'ordre physique en
calculant I'ensemble des forces auxquelles I'élément est soumis, ou encore d'ordre matériel
en déterminant les capacités de calcul disponible. Notons également que dans le domaine
du rendu, les éléments d'un modéle sont plus ou moins raffinés selon leur distance a la
caméra. Cette technique nommée niveau de détail (abrégée LOD de I'acronyme anglais
Level Of Detail), permet d'améliorer la fluidité du rendu en n'affichant qu'un nombre réduit
de polygones pour les objets se situant loin de la caméra. Au contraire, un objet proche de
la caméra sera constitué d'un plus grand nombre de polygones permettant une visualisation
précise de ses détails. Il existe un grand nombre de travaux répondant a cette problématique
de modeéles multi-résolutions, nous en présentons ici quelques uns.

(b)

Figure 2.55 — Résultats des travaux de Hutchinson et al. [HPH96] et de Villard et al. [VB05]
permettant le raffinement local d’'un maillage SMR 2D. (a) Résultat des travaux de Hutchinson
et al. d'un maillage SMR 2D représentant un tissu, se déposant sur une tasse en se raffinant en
fonction d’un critére d'angle. (b) Résultat des travaux de Villard et al. [VB0O5] d’'un maillage SMR
2D représentant un tissu.

Dans ce sens, Hutchinson et al. [HPH96] proposent une méthode permettant de raffiner
localement le maillage 2D d’'un SMR, pour améliorer le réalisme de I'animation pour un coft
en calcul peu élevé (cf. la figure 2.55(a)). Le maillage consiste en une grille réguliére ol une

78



Chapitre 2 : Pré-requis fondés sur la littérature

particule est reliée par des ressorts a ses voisines selon une 8-connexité. lls précisent que la
résolution du maillage dans le cas d’'un SMR est primordiale. En effet, si le maillage est trop
grossier, I'animation ne donne pas de résultats réalistes du fait d'une trop grande approxi-
mation du modéle. Par contre, si le maillage est trop fin, I'animation permet des résultats
plus réalistes mais pour des temps de calculs trop importants. lls proposent, en réponse, une
méthode permettant de raffiner le maillage seulement dans les régions nécessitant un plus
grand réalisme. Plus précisément, le maillage est raffiné aux endroits ol I'angle entre deux
ressorts, de méme direction et joignant une méme masse, présentent un angle supérieur a un
seuil fixé. L'objectif étant de détecter une imprécision afin de |'éviter en ajoutant des masses
et des ressorts dans la zone ol se situe cette imprécision. Initialement, ils commencent avec
un maillage consistant en une grille réguliére de points, ayant un niveau de résolution grossier
de valeur 0. Puis, lors de la détection d'une imprécision, ils générent de nouvelles masses
et de nouveaux ressorts pour un niveau de résolution 1. lls définissent alors des particules
« actives » correspondant a toutes les particules des différents niveaux de subdivision, dont
ils calculent les nouvelles positions, contrairement aux particules « inactives » qui ne rentrent
pas dans le calcul de I'animation. Il existe également un dernier type de particules situées aux
interfaces entre deux zones de niveau de résolution différents. Leur déplacement est inter-
polé linéairement en fonction des particules actives avoisinantes. Les nouvelles masses ont
la méme masse que toutes les autres masses du niveau de résolution 0. Il est difficile avec
un SMR de simuler le méme comportement physique quelque soit le niveau de subdivision
du maillage. Pour compenser le fait qu'ils gardent la mé&me masse pour toutes les nouvelles
particules, ils doublent la raideur des ressorts a chaque niveau de résolution afin de garantir
le méme comportement entre les différents niveaux de résolution. Enfin, le pas de temps des
niveaux de résolution fine est plus petit que celui des niveaux de résolution grossiére, afin de
garantir la stabilité.

Dans le méme contexte, Villard et al. [VB05] proposent une méthode pour I'animation de
tissus avec un modéle présentant différents types de ressorts (cf. la figure 2.55(b)). Chaque
type de ressorts permet de modéliser un comportement différent du tissu selon qu'il soit étiré,
cisaillé ou encore torsionné ou vrillé. lls utilisent pour cela un modeéle physique SMR consistant
en une méthode améliorée de celle de Provot [Pro95]. lls présentent I'inconvénient d'un
maillage grossier pour représenter les plis du tissu. Ils proposent alors une méthode adaptative
débutant avec un maillage quadrangulaire régulier et grossier, qui est raffiné localement en
fonction d’un critére géomeétrique reposant sur la courbure calculée en un noeud du maillage.
Pour leur méthode de raffinement, ils définissent deux types de nceud, les nceuds « actifs »
et les nceuds « virtuels ». Les nceuds « actifs » sont les noeuds pour lesquels le maillage est
conforme, c'est-a-dire que si I'on ne considére pas la bordure, ils sont incidents a quatre
éléments. lls participent alors a la simulation du tissu. Les nceuds « virtuels » représentent
quant a eux tous les autres noeuds. Leur présence est nécessaire pour définir la topologique du
maillage. lls sont en relation avec trois nceuds actifs sur lesquels leurs contributions physiques
sont transmises. Ces nceuds virtuels correspondent a des jonctions en T. Lorsque le critére
de raffinement est satisfait en un nceud du maillage, les quatre éléments incidents a ce nceud
seront alors raffinés en quatre sous-éléments. En ce qui concerne les paramétres physiques,
la masse est initialement distribuée de maniére uniforme sur ['ensemble des nceuds qui sont
alors tous actifs. Puis, lorsque le maillage est raffiné, la masse des nceuds concernés par
le raffinement est mise a jour. Le calcul de la masse est fonction des aires des éléments
incidents au nceud en cours de mise a jour. Plus précisément, pour un nceud ayant quatre
éléments incidents, huit triangles sont construits avec les quatre barycentres des éléments
incidents et les quatre nceuds les plus proches du nceud considéré. Les aires de ces huit
triangles permettent de calculer la nouvelle masse. Enfin, lors du raffinement d'un élément
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incident, la raideur d'un ressort incident scindé en deux parties voit la raideur de ses deux
parties doublée, tout comme les nouveaux ressorts créés.

Comme indiqué précédemment, il est difficile avec un SMR de garantir le méme compor-
tement physique indépendamment du niveau de résolution. Nous avons que Hutchinson et al.
doublent la raideur de leurs ressorts, tout en gardant une méme masse pour leurs nouvelles
particules. Villard et al. initialisent ou mettent a jour les masses de leurs particules en fonction
de I'aire des éléments qui sont incidents a la particule considérée. De plus, ils ajustent les
forces d’élasticité en fonction du niveau de résolution. Dans ce sens, nous citons deux autres
travaux :

— Ganovelliet al. [GCMSO00] proposent une méthode de raffinement adaptatif d’'un SMR
tétraédrique. Le raffinement est effectué en fonction d’'un chemin de découpe réalisé
par l'utilisateur. lls s’appuient sur la formulation des coefficients de raideur de Van
Gelder [Van98] dans le but de préserver la cohérence des propriétés mécaniques a tous
les niveaux de résolution.

— Choi et al. [CHCKO02] présentent une méthode adaptative utilisant la structure to-
pologique de I'aréte ailée et un SMR. Lors d'un raffinement local, ils emploient des
ondelettes de surfaces comme méthode de subdivision pour passer d'un niveau de ré-
solution & un autre. Enfin, ils appliquent des filtres, afin de déterminer les masses des
nouveaux nceuds, sur les nceuds préexistants, afin de préserver la masse globale.

Figure 2.56 — Résultats des travaux de Debunne et al. [DDCBO01]. Modéles tétrahédriques raffinés
localement.

Debunne et al. [DDCBO1] présentent une méthode adaptative permettant I'animation
temps-réel d'objets déformables visco-élastiques (cf. la figure 2.56. Un objet visco-élastique
comporte une partie solide élastique et une partie fluide visqueux. lls proposent une tech-
nique automatique permettant une adaptation en temps et en espace du modéle. Ce dernier
consiste en un ensemble de tétraédres plus ou moins raffinés non-emboftés. Plus précisément,
il consiste en un ensemble de maillages indépendants du méme objet, par niveau de résolu-
tion. Chaque maillage est construit par un échantillonnage quasi-uniforme de la surface 3D
de I'objet, suivi de la tétraédrisation de I'intérieur de la surface ainsi définie. lls définissent
alors la notion de nceud « parent » et « enfant ». Un nceud parent d’un niveau de résolution n
a des nceuds enfants dans le niveau de résolution n+1 (n+1 étant plus fin que n). Les nceuds
enfants appartiennent a la cellule Voronol du nceud parent dans le niveau n+ 1. Quand on
raffine un élément, les nceuds parents constituant I'élément en question, sont remplacés par
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les nceuds enfants du niveau de résolution plus fin, et inversement pour le dé-raffinement, ol
les nceuds enfants sont substitués a un noeud parent. Avant le raffinement, les nceuds pa-
rents étaient « actifs », maintenant ce sont les nceuds enfants correspondants qui le sont. Des
noeuds d’'« interface » sont définis au niveau de la frontiére entre les nceuds actifs appartenant
a des maillages de différentes résolutions. Les nceuds d'interface sont interpolés linéairement
en fonction du tétraédre actif auquel ils appartiennent. Dans cet article, ils ont également
étudié les vibrations générées par la cohabitation de plusieurs niveaux de résolution. En ef-
fet, si les régions de différentes résolutions commencent a vibrer a des fréquences et des
amplitudes différentes, des interférences au niveau des interfaces de ces régions peuvent ra-
pidement engendrer I'instabilité du systéme tout entier. La plupart des méthodes choisissent
d'augmenter la viscosité pour pallier ces vibrations. Debunne et al. montrent que le SMR ne
permet pas les mémes amplitudes et fréquences pour des résolutions différentes, tout comme
I'emploi du tenseur de déformation de Cauchy dans une méthode de type MEF linéaire. lls
optent pour le tenseur de déformation de Green-Lagrange avec une méthode de type MEF.
Enfin, leur critére de raffinement s'appuie sur le calcul de la courbure de déplacement. En
conclusion, le nombre de nceuds est plus important dans les régions nécessitant une plus
grande précision du fait d’une courbure de déplacement des nceuds trop importante.

2.4.2 Deécoupe

N/

V Element deletion

Element duplication

Cutting configuration

/4

Snapping of vertices Element refinement Snapping + refinement

//,

Figure 2.57 — lllustration des différentes techniques permettant la découpe d’'un maillage triangu-
laire. Cette illustration est présentée dans I'état de I'art de Wu et al. [WWD14]. A gauche : Le
maillage triangulaire initial et la représentation d'un chemin de découpe en rouge. De gauche a
droite et de haut en bas : La suppression des éléments se trouvant sur le chemin de découpe. La
séparation des arétes se trouvant le long du chemin de découpe. La duplication des éléments se
trouvant sur le chemin de découpe suivie de la séparation des arétes se trouvant le long du chemin
de découpe. La projection des points du maillage se trouvant au plus prés du chemin de découpe, sur
ce dernier, suivie de la séparation des arétes se situant le long du chemin de découpe. Le raffinement
des éléments se trouvant sur le chemin de découpe suivi de la séparation des arétes. Une méthode
alliant raffinement et recalage des points puis séparation des arétes.

Nous faisons, dans cette partie, une bréve présentation de la problématique de la dé-
coupe. Récemment, Wu et al. [WWD14] ont publié un état de I'art sur la découpe virtuelle
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d'objets déformables (cf. la figure 2.57). lls introduisent la problématique de la découpe
virtuelle comme un domaine de recherche actif, particuliérement présent dans la réalisation
de simulateurs chirurgicaux virtuels. Cet état de I'art présente les travaux ayant contribué
a la problématique de la découpe virtuelle d'objets déformables. Les méthodes présentées
peuvent étre valables pour des maillages volumiques tétraédriques, hexaédriques ou encore
polyhédriques. Elles proposent différentes techniques de découpe comme par exemple, la
suppression des éléments se trouvant sur le chemin de découpe ou encore le raffinement des
éléments se trouvant sur le chemin de découpe suivi de la séparation des arétes (cf. la fi-
gure 2.57). Notons que la problématique de la multi-résolution est un domaine d'application
de la découpe virtuelle. Enfin, ce rapport présente les différents modéles physiques utilisés
pour la découpe virtuelle comme la MEF classique, polyhédrique, composite et étendue ainsi
que les méthodes sans maillage.

(b)

Figure 2.58 — Résultats et modéle issus des travaux de Dick et al. [DGW11] permettant la découpe
virtuelle d’objets déformables. Un modeéle représentant initialement I'’Armadillo de Stanford. (a) Ce
modéle suite a la simulation et I'application de différentes découpes, permises par une méthode
adaptative appliquée a un modéle hexaédrique. (b) L'arbre octal dont on observe son raffinement
le long de la surface de I'objet 3D représente un lapin, ainsi que le long du chemin de découpe.

Nous citons les travaux de Dick et al. [DGW11] pour I'emploi d'un maillage hexaédrique.
En effet, beaucoup de méthodes sont valables sur des maillages tétraédriques. Or ces derniers
présentent I'inconvénient de produire des éléments dégénérés lors, par exemple, de technique
de découpe projetant les sommets du maillage sur le chemin de découpe ou lors de mé-
thode de raffinement quand le tétraédre est subdivisé en sous-tétraédres. Nous précisons
qu'un élément dégénéré provoque des instabilités numériques et doit a tout pris étre évité.
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Dick et al. [DGW11] présentent une méthode adaptative appliquée a un maillage MEF hexa-
édrique avec une formulation corotationnelle, permettant la simulation de découpe d'objets
déformables élastiques linéaires (cf. la figure 2.58(a)). lls emploient pour cela, un schéma
d'intégration multi-résolution. La simulation débute avec une grille hexaédrique grossiére, puis
cette derniére est raffinée localement en fonction de I'interaction avec un objet de découpe.
lls emploient pour cela un arbre octal (cf. la figure 2.58(b)). Lorsque I'arbre octal est assez
fin, la découpe est modélisée par la séparation des éléments le long de cette derniére.

Figure 2.59 — Résultats des travaux de Steinemann et al. [SHGS06] permettant la découpe vir-
tuelle d’objets déformables. Résultat obtenu représentant 'ablation d’un polype dans le cadre d’un
simulateur chirurgical.

Enfin, nous citons Steinemann et al. [SHGS06] pour I'emploi d'un SMR. lls proposent
une méthode de découpe virtuelle appliquée a un maillage tétraédrique (cf. la figure 2.59).
Pour cela, ils emploient une technique raffinant un tétraédre en sous-tétraédres selon des
patterns de subdivision et projetant les particules sur le chemin de découpe, en évitant de
produire des tétraedres dégénérés.

2.5 Conclusion

Nos travaux consistent en |'élaboration d'un nouveau modéle unifié pour la simulation
physique d'objets déformables tout en permettant des changements topologiques au cours
de cette simulation. Ce nouveau modéle unifié est constitué d'un modeéle topologique em-
barquant un modéle physique.

Le modéle topologique employé est celui des LCC qui sont issus des cartes combina-
toires et permettent donc de représenter des objets orientables de dimension quelconque par
une subdivision en cellules de n'importe quelle topologie. Ils permettent alors de représen-
ter des maillages 2D mixant aussi bien des triangles que des quadrilatéres, et des maillages
3D composés aussi bien de tétraédres que d’'hexaédres ou encore de prismes. En plus de
sa généricité, ce modele topologique permet, par sa définition mathématique, de garantir
toutes les relations d'incidence et d'adjacence entre les cellules composant la représentation
de I'objet modélisé. Cette définition mathématique rigoureuse permet également de garantir
la validité topologique du modéle suite a des changements topologiques. Nous précisons que
les opérations de parcours et de modifications définies par le modéle sont également géné-
riques au regard de la dimension des objets modélisés ou encore de la topologie des cellules.
Enfin, ce modéle topologique est doté d'un mécanisme d’attributs permettant I'association
d’informations au niveau de ses cellules.

Nous avons étudié I'intérét de I'emploi d'un modéle topologique nD pour la simulation
d'objets déformables soumis a des changements topologiques. Bien que des modéles topo-
logiques exclusivement 2D soient communément employés dans le cadre d'une simulation
d'objets surfaciques, trés peu de travaux ont étendu cette association aux objets volumiques.
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Nous nous sommes alors tout naturellement intéressés a I'emploi d’'un modéle topologique
plus complexe, pour simuler le comportement d'objets déformables volumiques. De plus,
les objets déformables que nous manipulons sont orientables. Nous employons alors le mo-
déle topologique des LCC, dont une implémentation est proposée dans la librairie CGAL
(Computational Geometry Algorithms Library) [CGA]. L'utilisation de cette librairie implique
I"'utilisation de la version de la définition des cartes combinatoires valable pour des objets
ouverts. Nous précisons que cette version permet un modéle réduit en terme de brins mais
complexifie les opérations par I'introduction du brin libre. Enfin, nous rappelons que les tra-
vaux présentés dans la littérature distinguent le modéle topologique et le modéle physique.
Nos travaux présentent quant a eux un modéle unifié. L'unification du modéle topologique
et physique évite les redondances d’'informations et facilite la mise a jour de ces derniéres.

Le modeéle physique que nous avons embarqué dans le modéle topologique des LCC
consiste en un systéme masses-ressorts (SMR). Nous avons fait le choix de ce modéle phy-
sique pour la simplicité de ses équations permettant une implémentation intuitive et un faible
colit en terme de calcul. Ce dernier point permet son emploi dans des applications interac-
tives. Il permet, en effet, des interactions temps-réel avec la simulation physique. De plus,
I"application des forces au niveau des particules facilite les changements topologiques ainsi
que la mise a jour nécessaire des paramétres physiques. Le paramétrage de notre SMR utilise
les travaux de Baudet et al. [Bau06, BBJT09b] proposant une méthode analytique. Cette
derniére permet une formulation des coefficients de raideur en fonction des paramétres rhéo-
logiques des matériaux comme le module de Young ou le coefficient de Poisson. Cependant,
cette formulation n’est définie que pour des quadrilatéres en 2D et des hexaédres en 3D.
Du fait de cette formulation des raideurs, la méthode présentée dans ce manuscrit est alors
limitée a I'emploi de ces deux formes. Enfin, nous précisons que notre méthode est générique
quant au type du modéle physique employé. Ainsi, un modéle physique s’appuyant sur la
méthode des masses-tenseurs est en cours d'intégration [Faul4].

Notre modele unifié (LCC+SMR) permet ainsi une grande souplesse dans la gestion
des changements topologiques tout en garantissant la validité topologique du modeéle. Les
changements topologiques que nous proposons dans ces travaux sont réalisés de maniére ré-
pétée au cours de la simulation. Nous avons implémenté différents changements topologiques
comme celui de la découpe ou du raffinement.
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Chapitre

« Le Bagage s’arréta a quelques pas du mage et, au bout d’'un moment,
rentra ses jambes. Rincevent ne lui voyait pas d’yeux mais il était siir que
le coffre le regardait. Et qu'il attendait. « VVa coucher », dit le mage d’une
voix faible. Le Bagage refusa de bouger, mais son couvercle s'ouvrit en
grincant et relacha le cadavre du voleur. »

(Les Annales du Disque-Monde, La huitiéme couleur - Terry Pratchett)
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3.1 - Description du modele unifié

Nous présentons dans cette partie nos contributions, qui consistent en la création d'un
nouveau modéle unifié pour la simulation physique d'objets déformables tout en permettant
des changements topologiques au cours de cette simulation. Ce nouveau modéle unifié est
constitué du modéle topologique des LCC embarquant le modéle physique du SMR.

Dans ce chapitre, nous détaillerons tout d'abord, la construction de notre modéle unifié
et l'initialisation de ses paramétres physiques. Dans un second temps, nous présenterons la
simulation physique d'objets déformables permise par notre modéle. Enfin, nous décrirons le
changement topologique de la découpe, réalisé en 2D, selon les arétes d'une face, ou en 3D,
selon les faces d'un volume. Cette opération de découpe sera décrite, tout d'abord avec un
regard topologique, puis un regard physique avec la mise a jour des paramétres du SMR.
Cette opération de découpe ameéne a I'opération de percage et de suppression d’'éléments.
Nous noterons par la suite : élément, une face en 2D et un volume en 3D.

3.1 Description du modéle unifié

Nous présentons dans cette partie, la construction de notre modéle unifié : LCC+SMR.
Ce modele consiste en le modéle topologique des LCC embarquant le modéle physique du

SMR.
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Figure 3.1 — e processus de construction de notre LCC+SMR. (a) Un objet 3D représenté par
un maillage composé de deux hexaédres adjacents. (b) La carte combinatoire 3D correspondante.
(c) La LCC avec I'association des coordonnées géométriques 3D aux sommets. (d) Notre modéle
unifié qui associe a la LCC 3D présentée en (c) les informations nécessaires a la simulation physique.
Pour des raisons de lisibilité, les relations B, et Bs ne sont pas représentées sur le schéma (d).
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— La figure 3.1(a) montre que la construction de notre LCC+SMR prend en entrée un
maillage constitué de quadrilatéres en 2D ou d’hexaédres en 3D. Dans cet exemple,
les données géomeétriques et topologiques en entrée correspondent a deux hexaédres
adjacents. Nous rappelons que la propriété générique des cartes combinatoires permet
des cellules de topologie quelconque. La restriction aux cellules de type quadrilatére ou
hexaédre n'étant alors que d’ordre physique, notre méthode garde cette généricité pour
la construction d'une LCC ayant des cellules de formes quelconques. De cette maniére,
nous pouvons facilement étendre cette généricité grace a I'emploi d'un modéle physique
permettant la simulation de cellules de topologie quelconque.

— La figure 3.1(b) représente la carte combinatoire 3D issue des données géométriques
et topologiques, présentées dans la figure 3.1(a). Le maillage 3D se retrouve ainsi
décomposé en deux 3-cellules, onze 2-cellules, vingt 1-cellules et douze 0-cellules.

— La carte combinatoire 3D est ensuite plongée dans R3. Plus précisément, les som-
mets du modéle topologique sont attribués de coordonnées géométriques 3D, grace
au mécanisme d'attribut des cartes combinatoire. Cette étape permet d’associer une
géométrie a une carte combinatoire. Ce plongement définit alors une LCC, représentée
dans la figure 3.1(c¢).

— La derniére étape consiste a associer des attributs stockant les informations nécessaires
a la simulation physique, aux différentes cellules de la LCC. La figure 3.1(d) correspond
au modéle LCC+SMR ainsi construit.

Nous détaillons plus précisément cette derniére étape. Les figures 3.2(a) et (b) corres-
pondent respectivement a un exemple 2D et 3D de notre LCC+SMR. Ces modéles sont
obtenus suite aux différentes étapes présentées dans le processus (cf. la figure 3.1). Pour le
cas 2D, le modeéle correspond a un quadrilatére qui a été décomposé en une 2-cellule, quatre
1-cellules et quatre O-cellules. Pour le cas 3D, le modéle est un hexaédre qui a été décomposé
en une 3-cellule, six 2-cellules, douze 1-cellules et huit 0-cellules. Le SMR que nous avons
implémenté dans ces travaux, est valable pour des maillages constitués de quadrilatéres en
2D et d'hexaédres en 3D. Ce SMR distingue deux types de ressorts, ceux disposés sur les
arétes de chaque élément du maillage (quadrilatére en 2D et hexaédre en 3D), et ceux si-
tués a l'intérieur de ce dernier, que nous nommerons par la suite ressorts diagonaux. Les
figures 3.2(a) et (b) illustrent la disposition des ressorts pour respectivement un élément
2D et 3D. En 2D, nous observons un ressort sur chacune des quatre arétes du quadrilatére
ainsi que deux ressorts diagonaux internes a I'élément. En 3D, nous notons douze ressorts
disposés sur chacune des arétes de I'hexaédre ainsi que les arétes de I'élément et de res-
sorts diagonaux internes a I'élément. Cette disposition est issue des travaux de Baudet et
al. [Bau06,BBJT09b].

Lors de la derniére étape du processus (cf. la figure 3.1), les informations relatives au
SMR sont associées au LCC grace au mécanisme des attributs. Les structures de données
Particule et Ressort sont ainsi respectivement associées aux O-cellules et aux 1-cellules de
la LCC. L'association des paramétres du SMR avec la LCC se fait de la maniére suivante :

— Chaque 0-cellule embarque une particule du SMR, grace a son association avec |'attri-
but Particule. La structure de données Particule stocke la masse, I'accélération et Ia
vitesse de la particule en question ainsi que la somme de I’ensemble des forces qui lui
sont appliquées. Elle stocke également des informations relatives aux contraintes pou-
vant s'exercer sur la particule, en indiquant si elle est fixée selon un des axes du repére.
Ces contraintes permettent notamment la réalisation de tests d'étirement, de cisaille-
ment ou encore de flexion. Enfin, elle référence I'ensemble des ressorts diagonaux
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ayant pour extrémité cette particule. Cette information est nécessaire lors de I'accu-
mulation des forces internes dues aux ressorts diagonaux. Notons que la position de la
particule est déja associée par défaut a la O-cellule en question (cf. la figure 3.1(c)).

— Chaque 1-cellule embarque un ressort du SMR, grdce a son association avec |'attri-
but Ressort. La structure de données Ressorts stocke le coefficient de raideur, le
coefficient d’amortissement ainsi que |la longueur initiale du ressort en question. La
longueur initiale, notée Ly par la suite, correspond a la distance euclidienne entre les
particules extrémités du ressort. Nous précisons que Lo est une constante. Enfin, la
structure de données Ressort stocke également les particules extrémités du ressort.
Notons que cette derniére information ne nécessite pas d'étre stockée lorsque le ressort
est associé a un élément topologique comme dans le cas présent. En effet, les extré-
mités du ressort peuvent étre directement récupérées en accédant depuis les O-cellules
extrémités de la 1-cellule en question, aux particules correspondantes. Par contre, ce
n'est plus le cas pour des ressorts de type « flexion » comme présenté dans les travaux
de Louchet et al. [LPC95], ou encore des ressorts diagonaux internes a un élément
qu'ils nomment ressorts de type « cisaillement ».

— Pour finir, deux (resp. quatre) ressorts diagonaux sont définis a I'intérieur d'un élément
de type quadrilatére (resp. hexaédre). Les ressorts diagonaux ne sont pas portés par un
élément topologique comme peuvent I'étre les particules aux O-cellules ou les ressorts
aux 1-cellules. Ces derniers sont stockés de maniére indépendante dans un conteneur.
lIs sont référencés par les particules situées a leurs extrémités. Enfin, un ressort diagonal
stocke un brin incident a la 2-cellule ou 3-cellule auquel il appartient, et sa longueur
initiale nommeée également L, correspondant au calcul de la racine carrée de la somme
des carrés des dimensions de I'élément incident. Nous précisons une nouvelle fois que
Lo est une constante.

Nous terminons cette partie en revenant sur I'aspect permettant de représenter des objets
ouverts, du modéle topologique employé (cf. la partie 2.3.3). Nous rappelons que cette
propriété inclut le concept de brin libre. Les brins situés sur la bordure du modéle sont alors
2-libres dans le cas d'un modéle 2D et 3-libres dans le cas d'un modéle 3D. Ceci implique de
modifier les opérations de parcours des brins incidents a un sommet en 2D, et un sommet
et une aréte en 3D, par rapport a celles définies dans la version des cartes combinatoires
valables pour des objets fermés. En effet, comme présenté dans la partie 2.3.3, dans le
cas 2D, pour parcourir, I'ensemble des brins incidents a un sommet donné, nous appliquons
successivement I'opérateur B»1 depuis un brin partant de ce sommet jusqu'a retomber sur
ce premier brin. Par contre, si nous tombons sur un brin libre, alors le parcours inverse : Goo
doit &tre réalisé afin de garantir le parcours de I'ensemble des brins incidents au sommet.
Afin de simplifier la présentation de nos travaux, nous nommons parcours(invol-permu), la
procédure qui a partir d'une succession de permutations et/ou d'involutions : invol-permu,
gére I'aspect de la représentation d'objets ouverts, c’est-a-dire la rencontre de brins libres
pendant un parcours. Par exemple, dans I'exemple précédent, la procédure parcours(Bo1)
permet de parcourir I'ensemble des brins incidents a un sommet en partant d’'un brin incident
a ce dernier, puis si un brin libre est rencontré, la procédure se chargera de faire le parcours
inverse en appliquant Boz (cf. la partie 2.3.3). Nous précisons que cette procédure gére les
redondances, c’est-a-dire qu'elle ignore les brins déja parcourus.
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Figure 3.2 — Un quadrilatére et un hexaédre représenté par notre modéle LCC+SMR. (a) Un
quadrilatére représenté par notre modéle LCC+SMR. Il est composé de quatre particules et de quatre
ressorts du SMR, associés respectivement aux 0-cellules et aux 1-cellules de la LCC. Par défaut, une
coordonnée géométrique est également associée a la 0-cellule. Une structure de données Particule
rassemblant les propriétés physiques d’'une particule du SMR, est associée a chaque 0-cellule de la
LCC. Une structure de données Ressort rassemblant les propriétés physiques d’'un ressort du SMR,
est associée a chaque 1-cellule de la LCC. Enfin, un conteneur stocke les deux ressorts diagonaux
du systéme ainsi que leurs propriétés physiques. (b) Un hexaédre représenté par notre modéle
LCC+SMR. Il est composé de huit particules et de douze ressorts du SMR associés respectivement
aux O-cellules et aux 1-cellules de la LCC. De la méme maniére que pour (a) des structures de
données stockent les propriétés physiques des éléments du SMR. Pour des raisons de lisibilité, les
relations B2 et B3 ne sont pas représentées sur le schéma (b). Enfin, nous avons représenté pour le
cas 2D et 3D, la liste de I'ensemble des ressorts diagonaux du systéme.
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3.2 Initialisation du modéle unifié

Pour effectuer la simulation d'un objet déformable, notre méthode débute par un pré-
traitement ayant pour objectif la construction de notre modéle unifié, puis cette étape est
suivie de la simulation physique de ce modéle. Nous venons de décrire notre modéle unifié
et les différentes étapes permettant son obtention. Dans cette partie, nous revenons plus en
détails sur ce pré-traitement en présentant la maniére dont sont stockées les informations
géométriques et topologiques en entrée du processus, puis comment la carte combinatoire
est construite a partir de ces derniéres. Enfin, nous détaillerons le calcul des informations
physiques relatives au SMR.
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Figure 3.3 — (a) Exemple d’un fichier stockant les informations géométriques et topologiques néces-
saires a I'élaboration de notre modéle unifié. Ces derniéres correspondent a deux hexaédres adjacents
de dimension 0.1 x 0.1 x 0.1. (b) Maillage correspondant au fichier présenté dans (a) présentant
I'indexation des sommets.

Les informations géométriques et topologiques sont issues d'un fichier correspondant a
des maillages 2D ou 3D. La premiére ligne de ce fichier comporte le nombre de sommets
suivi du nombre d'éléments constituant le maillage, et enfin la dimension de ce dernier. Il
liste ensuite de maniére classique les coordonnées géométriques 3D des sommets du maillage.
Puis, il décrit chaque élément du maillage par une ligne composée du nombre de ses sommets
suivi de I'ensemble des index des sommets le constituant. Nous pouvons définir de cette
maniére des maillages 2D triangulaires, quadrangulaires mais également constitués de faces
de forme quelconque. Des maillages mixtes peuvent également étre construits en rassemblant
les différents types de faces précédemment mentionnés. En 3D, des maillages tétraédriques
peuvent étre définis tout comme des maillages hexaédriques ou encore des maillages mixant
des tétraédres et des hexaédres.

La figure 3.3(a) présente le fichier correspondant au maillage en entrée du processus
(cf. la figure 3.1(a)). La premiére ligne du fichier indique que le maillage est constitué de
douze sommets, de deux volumes et qu’il est volumique. Puis, nous observons douze lignes
dont chacune correspond a une coordonnée géométrique d'un sommet. Notons que ces co-
ordonnées géométriques sont rangées selon I'axe X, Y puis Z. Enfin, nous avons deux lignes
pour chacun des deux volumes du maillage. Le premier chiffre indique le nombre de sommets
constituant I'élément considéré. Dans notre exemple, nous avons deux hexaédres, les deux
lignes commencent donc par un 8. Pour chaque ligne, les chiffres qui font suite au 8 corres-
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pondent aux index des sommets composant I'hexaédre en question. La figure 3.3(b) montre
comment les index sont répartis au niveau des sommets des deux hexaédres. Nous précisons
que pour des maillages réguliers composés de quadrilatéres ou d'hexaédres, ces fichiers sont
générés en spécifiant le nombre d'éléments selon X, Y et Z ainsi que les dimensions de ces
derniers.

— Pour construire une LCC a partir d'un maillage 2D, nous employons la librairie CGAL.
Cette derniére propose les outils nécessaires a la construction d'une LCC surfacique
a partir du nombre de sommets et de faces du maillage. Puis, toutes les coordonnées
géométriques des sommets sont récupérées. Une face est ensuite créée pour chaque
ensemble d’index. Enfin, le tout forme une surface, en liant par 3> les faces partageant
une aréte.

— Pour construire une LCC a partir d'un maillage 3D, nous employons également la librai-
rie CGAL. Elle permet la création de tétraédres et d'hexaédres a partir des coordonnées
géométriques des sommets les constituant. Une fois I'ensemble des éléments générés,
les éléments partageant une face commune sont reliés par 33.

Nous expliquons maintenant comment calculer les informations physiques relatives au
SMR. Nous rappelons que ces informations sont associées a la LCC. Nous détaillerons tout
d'abord le calcul des masses des particules composant le SMR, puis nous poursuivrons avec
le calcul des coefficients de raideur des ressorts du SMR.

3.2.1 Masses

Figure 3.4 — Calcul de la masse associée a un sommet, pour le cas 2D. Un modéle 2D constitué de
quatre quadrilatéres : Fo, F1, Fo et F3, cousus ensemble par B>. Les faces F; ont pour dimensions
li et hi avec i € {0,1,2,3}. Les brins orange correspondent aux brins incidents au sommet s.

Cas 2D

La figure 3.4 présente un modeéle 2D constitué de quatre quadrilatéres : Fo, F1, Fp et
F3, cousus ensemble par B,. Dans cette figure, les brins orange sont les brins incidents au
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sommet s, appartenant chacun a un de ses éléments incidents : Fg, F1, F» et F3. Pour
récupérer |'ensemble de ces brins, nous appliquons parcours(B»1) sur un des brins partant de
s. La masse de s est calculée par accumulation des contributions de chacun de ses éléments
incidents. La formulation de la masse de s pour un élément incident rectangulaire est :

ms = % Z pe Ae
ecFs

oll ms est la masse de la particule s, Fs est I'ensemble des faces incidentes a s, pe est
la densité surfacique de I'élément e et A, est I'aire de I'élément e (soit la hauteur hex la
largeur /e, pour une face carrée ou rectangulaire). Pour obtenir les dimensions he et /o de
I’élément e, nous récupérons la longueur stockée dans Lg au niveau du ressort associé a un
brin incident a I'élément e et le Ly du ressort associée au B1 de ce brin incident. Nous faisons
ici I'hypothése d'un élément rectangulaire mais nous pouvons également calculer I'aire de la
face en fonction des aires des deux triangles inscrits dans le quadrilatére.

Volo// Vol,

V.
\\

Vol, Vol,
e / _—

Figure 3.5 — Calcul de la masse associée a un sommet, pour le cas 3D. Un modéle 3D constitué
de quatre hexaédres : Volg, Vol1, Voly et Vols, cousus ensemble par Bs. Les brins en rouge cor-
respondent aux brins incidents a s. Les brins rouges en pointillés représentent un ensemble de brins
répondant a la contrainte d’'un brin incident a s par volume incident a s. Ce schéma a pour objectif
d'illustrer la procédure du calcul de la masse de s pour le cas 3D.

Cas 3D

La figure 3.5 présente un modéle 3D constitué de quatre hexaédres : Voly, Voli, Vol
et Vols, cousus ensemble par B3. Dans cette figure, les brins incidents a la particule s sont
représentés en rouge. Dans le cadre d'un hexaédre, un sommet posséde trois brins incidents
par volume incident. Pour récupérer les trois brins partant de s et incidents au volume Vol,
nous commencons par récupérer un premier brin b incident a s et Vol. Puis, nous appliquons
successivement b = (1(b), jusqu'a retomber sur le brin incident de départ. Notons que
ce parcours est similaire a celui présenté pour le cas 2D, sauf que nous ne pouvons pas icCi
tomber sur un brin libre. En effet, dans le cadre d’'un modéle 3D, nous ne permettons que
des brins 3-libres.

La masse d'une particule s est obtenue par I'accumulation des contributions de chacun
de ses volumes incidents. Pour calculer cette masse, il nous faut alors récupérer un brin
par volume incident & s. Nous expliquons maintenant comment procéder en considérant le
parcours précédent : B»>1. Dans la figure 3.5, ils sont au nombre de quatre car s est incident
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a quatre volumes et sont représentés par des pointillés. Nous précisons que ces derniers
correspondent a un des ensembles de brins répondant a I'assertion : « un brin incident a s
par volume incident a s ».

Une solution consiste alors a récupérer un brin b partant de s. Ce brin représente la
contribution du volume qui lui est incident. Puis, nous appliquons parcours(B3») sur les trois
brins obtenus par B1. Nous marquons comme traité ces trois brins. Nous recommencons la
procédure sur un brin qui nest pas marqué comme traité. Ce dernier a été obtenu a partir de
parcours(Bsz2). Il représentera alors la contribution de son volume incident. Nous procédons
ainsi jusqu'a avoir obtenu un brin partant de s par volume incident.

La formulation de la masse de s pour un élément incident hexaédrique est :

ms = E Z Pe Ve
8 eeVols

oll ms est la masse de la particule s, Vols est I'ensemble des volumes incidents a s, Ve
et pe sont respectivement le volume et la densité volumique de I'élément e. Pour calculer
le volume d'un pavé Vol, il nous faut récupérer ses dimensions. Pour cela, nous prenons
la longueur stockée dans Lg au niveau du ressort associé a un brin by incident a Vol ainsi
que le Lo du ressort associé au brin by = B»1(bg) et enfin le Lo du ressort associé au brin
bo = B21(b1). Nous faisons ici I'hypothése d'un élément de type pavé mais nous pouvons
également calculer le volume en décomposant en tétraédres I'hexaédre dont nous souhaitons
calculer le volume. Il nous suffirait alors de sommer les volumes des différents tétraédres
sous-jacents.

3.2.2 Ressorts
Cas 2D

VvV VvV

— AN\ ——

VAAAZ

Figure 3.6 — Calcul de la raideur d’un ressort, pour le cas 2D. Un modeéle 2D constitué de quatre
quadrilatéres : Fo, F1, Fo et F3, cousus ensemble par B>. Les dimensions de Fo, F1, F> et F3 sont
respectivement I,,ha, Ip,ha, l2,hp €t Iy, hy. Les brins orange correspondent aux brins incidents a I'aréte
associée au ressort r.
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— Pour calculer la raideur d'un ressort porté par une aréte du maillage, nous parcourons
['ensemble de ses brins incidents. Leur nombre est compris entre un et deux.
Dans la figure 3.6, le ressort r est partagé par les 2-cellules : Fp et Fq et est porté
par les deux brins orange. Nous rappelons que les coefficients de raideur des ressorts
sont obtenus par une méthode analytique, en fonction des parameétres rhéologiques des
matériaux que sont le module de Young et le coefficient de Poisson [BBJ"09a]. Le
coefficient de raideur d'un ressort de longueur / par rapport a une 2-cellule F donnée,
est formulé de la maniére suivante :

EGPBrv+2)—i?)

4ij(1+v)
ol E et v sont respectivement le module de Young et le coefficient de Poisson de |'objet
(ou de I'élément F pour un objet hétérogéne). Ainsi, les deux raideurs d'un élément
2D F de dimension Ix et /y sont données par kr(Ix, ly) et ke(ly, Ix).
Dans la figure 3.6, la formulation du coefficient de raideur du ressort r est la suivante :

ke(i,)) =

ke = ke, (Lo(r), Lo(so)) + ke, (Lo(r), Lo(s1))

Lo(r) correspond a la longueur initiale stockée au niveau du ressort r. Elle a été initia-
lisée & hg. s correspond au ressort associé au (1 du brin incident a r et a Fg. Lo(so)
été initialisé a /;. s; correspond, quant a lui, au ressort associé au Gy du brin incident
aretaFr. Lo(sp) a été initialisé a /p.

K = E(12(3 v+2)—ha?) n E(12(3 v+2)—ha?)

r 4 I3 ha(1+v) 4 Iy ha(14v)

— Le coefficient de raideur du ressort diagonal d (représenté en vert dans la figure 3.6)
est interne a I'élément 2D Fg de dimension /; et h,, est formulé de la maniére suivante :

E (/32 + ha2)

M= AT

Notons que la formulation de Baudet et al., implique que deux ressorts diagonaux
internes a un élément ont le méme coefficient de raideur.

Cas 3D

Un volume Vol de type pavé est caractérisé par trois longueurs initiales. Ses longueurs
correspondent a celles de ses arétes pour chaque direction dans le repére 3D. Ces derniéres
seront notées {Xvor, Yvor, Zvor} (¢f. Xvors, Yvor, €t Zvor, dans la figure 3.7(b)). Nous les
retrouvons dans les Lo stockées au niveau des ressorts associés aux trois brins obtenus lors
de I'application de B»1 sur un brin incident a Vol. La détermination des longueurs de trois
arétes orthogonales entre elles, par rapport a un volume donné, est nécessaire au calcul du
coefficient de raideur des ressorts incidents a ce volume.

— Pour calculer la raideur du ressort r, nous devons récupérer un brin incident a r par
volume incident a r. Pour cela, nous parcourons I'ensemble des brins qui lui sont in-
cidents (brins rouges dans la figure 3.7). Puis, nous appliquons parcours(B»3) sur un
brin incident a r. Lors de ce parcours, nous gardons un brin sur deux. Chaque brin
sélectionné permettra de déterminer la contribution de chaque volume incident a r, au
calcul du coefficient de raideur de ce dernier. Le coefficient de raideur d'un ressort,
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A /\
. / A

Vol, Vol, |
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Vol, Vol, Yvol3
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(b)

Figure 3.7 — Calcul de la raideur d’un ressort, dans le cas 3D. Un modele 3D constitué de quatre
hexaédres : Volg, Voli, Vol, et Vols, cousus ensemble par Bs. Les brins en rouge correspondent
aux brins incidents a I'aréte associée au ressort r. Les brins rouges en pointillés représentent un
ensemble de brins répondant a la contrainte : « Un brin incident a r par volume incident a r ».
(a) Le modéle ou sont représentés I'ensemble des ressorts (en violet) du systéme. Nous observons
également I'ensemble des brins décrivant les différentes 2-cellules incidentes au ressort r ainsi que
ceux des 2-cellules situées au premier plan. (b) Le modéle de (a) mais sans les ressorts, pour plus
de lisibilité.

porté par une aréte du modéle de longueur /, par rapport a un volume Vol est formulé

de la maniére suivante :

E(62K% (1+v) + (W(2 + k%) = %) (P + /2 + K2))
24 (1+v) ijk '

kvor(1,J, k) =

ol E et v sont respectivement le module de Young et le coefficient de Poisson de I'objet
(ou de I'élément Vol pour un objet hétérogeéne). Les coefficients de raideur des trois res-
sorts associés aux arétes principales d'un volume Vol de dimensions {Xvor, Yvor, Zvor}
sont données par kvor(Xvor, Yvor, Zvor). kvol(Yvor, Xver, Zver) €t kvoi(Zvor, Xvor, Yvor)-
Dans la figure 3.7, la formulation du coefficient de raideur du ressort r est la suivante :

ke = kvoi,(Zvoly, Xvoly» Yvolo)
+ kvor (Zvor Xvoly» Yvor,)
+ kvl (Zvoly Xvols: YVol,)
+ kvois(Zvors Xvois. Yvols)

ol le volume Vol; a pour dimension Xyoy,, Yvor, €t Zvoy, avec i € {0, ..., 3}. Enfin, nous

précisons que Lo(r) = Zyoy,.

— Le coefficient de raideur d'un ressort diagonal d interne a volume Vol; est formulé de
la maniére suivante :

2
. E (XVO/,'2 + Yvol,? + ZVO/,'2)
7724 (1+v) Xvol, Yvol, Zvol,

Notons que, tout comme pour le cas 2D, la formulation de Baudet et al., implique que
quatre ressorts diagonaux internes a un élément, ont le méme coefficient de raideur.
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3.3 Simulation physique

Une fois que notre modéle unifié a été construit a partir d'un maillage initial surfacique
ou volumique, et que les informations physiques ont été calculées, nous procédons au pro-
cessus de la simulation physique. Ce processus a été explicité dans la partie 2.2.2. Nous
rappelons qu’il consiste en une boucle de simulation ol, a chaque itération, les nouvelles
positions de I'ensemble des particules du SMR sont calculées. Pour cela, nous employons
un schéma d’intégration d'Euler explicite symplectique. La boucle de simulation est décrite
par l'algorithme 1.

Algorithme 1 : Boucle de simulation
Données : Un SMR.
Résultat : Calculer les nouvelles positions des particules du SMR.
Pour tous Les ressorts du SMR faire
L Calculer la force du ressort;

Accumuler cette force sur les particules extrémités du ressort;
Accumuler les forces externes induites par une interaction de |'utilisateur, au niveau
des particules du SMR;
Pour tous Les particules du SMR faire
Accumuler la gravité;
Calculer I'accélération de la particule en fonction du principe de la dynamique;
Intégrer cette accélération pour obtenir la nouvelle vitesse de la particule;
Multiplier cette nouvelle vitesse par un coefficient d’amortissement pour simuler la
viscosité du milieu;
Intégrer cette nouvelle vitesse pour obtenir la nouvelle position de la particule;

Boucle de simulation \l,

Accumulation des forces internes et externes
Calcul de I'accélération

Intégration des nouvelles vitesses et positions ) <& = Critere de raffinement,
7
oui
€ Découpe _
non -
P

oui
Mise a jour
Informations physiques du modele

Processus de raffinement

AN

Figure 3.8 — Le processus de la simulation physique.

Au cours du processus de simulation, des changements topologiques comme celui de la
découpe ou du raffinement, peuvent apparaitre. lls sont suivis de la mise a jour des informa-
tions physiques. Ce propos est illustré par la figure 3.8.
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3.4 Changement topologique de la découpe

Nous rappelons que I'un des intéréts de notre modéle unifié est de faciliter la réalisation
de changements topologiques dans le maillage, au cours de la simulation. En effet, la partie
topologique apporte toutes les informations d’'incidence et d'adjacence entre les cellules,
pour des maillages surfaciques comme volumiques. Ceci permet de faciliter la réalisation
de changements topologiques tout en garantissant la validité topologique du maillage. Elle
facilite également la mise a jour des informations physiques qui lui sont associées. Enfin, la
partie physique est appropriée a la réalisation interactive de changements topologiques au
cours de la simulation, avec I'application des forces et la répartition des masses au niveau
des particules. Le modéle unifié permet quant a lui d'éviter la redondance des informations et
facilite la mise a jour des informations associées au modéle topologique aprés la réalisation
de changements topologiques.

Nous illustrons cet aspect par I'implémentation d’'une opération de découpe le long des
arétes du maillage en 2D, et le long des faces en 3D. Cette opération intervient au cours
de la simulation et de maniére répétée. Le processus de découpe présenté, consiste en une
opération topologique de décousure suivie d'une mise a jour des informations associées au
modele topologique.

3.4.1 La partie topologique du processus de découpe

Cette premiére étape du processus de découpe repose sur la définition de I'opérateur
de décousure faite dans la partie relative a I'introduction des cartes combinatoires (cf. la
partie 2.3.3). Le processus de découpe prend en paramétre un brin. En 2D, si ce brin n'est
pas 2-libre, alors il est 2-décousu. L'aréte incidente est ainsi scindée en deux. Les deux faces
qui étaient initialement incidentes a cette aréte, ne sont plus adjacentes. En 3D, si ce brin
n'est pas 3-libre, alors il est 3-décousu ainsi que les trois autres brins composant la face
incidente a ce brin. La face incidente est alors scindée en deux. Les deux volumes qui étaient
initialement incidents a cette face, ne sont plus adjacents.

Lors de la suppression de liaisons 35, en 2D, ou de liaisons B3, en 3D, des sommets ou
des arétes peuvent étre scindés. La scission d'un sommet (resp. d'une aréte) e en un sommet
(resp. une aréte) €', entraine la copie de I'attribut stocké par e, au niveau de €’. €’ est donc
associé a un attribut renfermant les mémes informations que celles relatives a I'attribut de
e. Enfin, ces informations peuvent nécessiter une mise a jour.

Les schémas 3.9 et 3.10 présentent respectivement un exemple de 2-décousure et de
3-décousure.

— Lafigure 3.9(a) débute le processus de découpe avec un modeéle 2D composé de quatre
quadrilatéres : Fq, F1, F> et F3, cousus ensemble par B>. Les brins b, et by sont alors
reliés par B>. De plus, les faces Fg et F; sont adjacentes selon I'aréte constituée de
ces deux brins. Enfin, cette aréte porte le ressort r. La figure 3.9(b) montre le modéle
présenté dans (a), suite a I'application de la premiére partie du processus de découpe
sur le brin b,. La liaison B> reliant les brins b, et by est alors supprimée. Les faces Fq
et F1 ne sont alors plus adjacentes entre elles.

De plus, la suppression de la liaison B> entre les brins b, et by, provoque la scission du
sommet s en le sommet s’. L'attribut stocké par s est alors copié au niveau de s’. De
plus, I'aréte incidente a b,, portant le ressort r, est scindée en deux. Sa premiére partie
incidente a Fg, porte le ressort r. Sa deuxiéme partie, incidente & F1, porte la copie r’
du ressort r. Les informations stockées au niveau des attributs scindés et de leur copie
seront mises a jour lors de la deuxiéme partie du processus de découpe. Enfin, nous
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Figure 3.9 — Un exemple du processus de découpe, pour le cas 2D. (a) Un modéle 2D constitué
de quatre quadrilatéres : Fo, F1, F> et F3, cousus ensemble par B.. Le brin b, est lié par B> a bp.
(b) Le modéle de (a) aprés I'application de la premiére partie du processus de découpe, consistant
en la suppression de la liaison B> entre b, et by, la scission du sommet s en un sommet s’ et la
scission du ressort r en un ressort r'. Notons que les ressorts r, et r' et le ressort diagonal d ont
pour extrémité le sommet s alors qu'ils devraient avoir pour extrémité le sommet s'. (c) Le modéle
de (b) aprés I'application de la deuxiéme partie du processus de découpe, correspondant a la mise
a jour des extrémités des ressorts en les reliant au nouveau sommet s'.
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Figure 3.10 — Un exemple du processus de découpe, pour le cas 3D. (a) Un modéle 3D constitué
de quatre hexaédres : Voly, Voli, Vol, et Vols, cousus ensemble par Bs. Le brin b, est lié par
B3 a by,. (b) Le modéle de (a) aprés I'application de la premiére partie du processus de découpe,
correspondant a la suppression des liaisons B3 entre les huit brins incidents a la face commune a
Voly et Voly. Les sommets s, et s, sont scindés en respectivement les sommets s', et s'y. Pour des
raisons de lisibilité, les ressorts du modéle ne sont pas représentés dans (a) et (b). (c) Le modéle
de (b) montrant la scission du ressort ray en le ressort r',. Les nouveaux ressorts sont représentés
en rouge. Notons que trois ressorts sont scindés lors de ce processus de découpe. Les ressorts en
rouge et en vert ont actuellement pour extrémité les sommets s, et sp. (d) Le modéle de (c), aprés
I'application de la deuxiéeme partie du processus de découpe, correspondant a la mise a jour des
extrémités de ces derniers ressorts. Ils ont maintenant comme extrémités s', et s'y, au lieu de s, et
sp. Pour des raisons de lisibilité, les brins ne sont plus représentés dans (c) et dans (d), mais ils
représentent les ressorts du modéle contrairement a (a) et (b).
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précisons que le sommet s, n'est pas scindé car tous ses brins incidents sont accessibles
successivement par application de 815 ou B2, correspondant a la définition de I'orbite
de la O-cellule s,.

— La figure 3.10 débute le processus de découpe avec un modéle 3D composé de quatre
hexaédres : Volg, Voli, Vol> et Vols, cousus ensemble par B3. Les brins b; et by sont
alors reliés par B3. De plus, les hexaédres Volg et Vol; sont adjacents selon la face
incidente a ces deux brins. La figure 3.10(b) montre le modéle présenté dans (a), suite
a I'application de la premiére partie du processus de découpe sur le brin b;. Quatre
liaisons B3, dont celle reliant les brins b, et by, sont alors supprimées. Les hexaédres
Voly et Vol ne sont alors plus adjacents entre eux.

De plus, la suppression des quatre liaisons B3z, provoque la scission des sommets s, et
Sp en respectivement les sommets s', et s’,. L'attribut stocké par s, (resp. sp) est
alors copié au niveau de s’, (resp. s’p). De plus, la figure 3.10(c) montre que trois
ressorts ont été créés. Parmis ces trois ressorts, le ressort r’, correspond & une copie
du ressort r,. Les informations stockées au niveau des attributs scindés et de leur copie
seront mises a jour lors de la deuxiéme partie du processus de découpe. Enfin, d'une
maniére similaire au 2D, les sommets s. et s; ne sont pas scindés car |'ensemble des
brins qui leur sont incidents correspondent a |'orbite de la 0-cellule associée.

3.4.2 La partie physique du processus de découpe

Une opération topologique de 2-décousure ou de 3-décousure consiste en un changement
topologique du modéle ot des sommets et des arétes peuvent étre dupliqués. La duplication
d'un sommet ou d'une aréte entraine alors la création de nouvelles particules et de nouveaux
ressorts. Les informations physiques stockées au niveau des attributs Particule et Ressort
doivent ainsi étre mises a jour.

Scission d’un sommet

Nous rappelons que lorsqu'un sommet s est scindé en deux sommets s et s’, I'attribut
associé au sommet s est copié. Cette copie est associée au sommet s’. Les informations
physiques stockées au niveau des attributs de s et de s’ doivent alors étre mises a jour.

Masse Nous rappelons que la structure de données Particule stocke une masse. De plus, le
calcul de cette derniére dépend des contributions des éléments incidents au sommet associé.
Or, lorsque ce sommet est scindé, il est incident @ moins d’éléments. Nous devons alors
recalculer la masse de la particule en question. Nous procédons exactement de la méme
maniére que pour I'initialisation (cf. la sous-section 3.2.1).

Dans la figure 3.9, le sommet s était initialement incident aux faces Fy et F1. Sa masse
dépendait alors de ces deux faces, tout comme celle de s’, puisque cette derniére a été copiée
de s. Nous recalculons alors la masse de s en fonction de Fg, et celle de s’, en fonction de
Fi.

Dans la figure 3.10, le sommet s, (resp. sp) était initialement incident aux hexaédres Vol
et Vol;. Sa masse dépendait alors de ces deux hexaédres, tout comme celle de s, (resp. s'p,
puisque cette derniére a été copiée de s, (resp. sp). Nous recalculons alors la masse de s,
(resp. sp) en fonction de Volg, et celle de s’, (resp. s’p), en fonction de vol;.
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Ressorts Les figures 3.9(b) et 3.10(c¢) illustrent la nécessité de mettre a jour les extrémités
des ressorts dont les arétes associées sont incidentes a un sommet dupliqué.

— Dans la figure 3.9(b), les ressorts r’ et r, doivent étre mis a jour afin d’avoir comme
extrémité le sommet s’ et non plus le sommet s. Pour cela, nous parcourons I'ensemble
des brins ayant pour extrémité s, afin de mettre & jour les extrémités des ressorts qui
leur sont associés. Nous appliquons alors parcours(B21) ol chaque brin parcouru voit
ses extrémités mises a jour. Ce parcours est identique a celui permettant de récupérer
['ensemble des brins incidents a un sommet. Nous |'avons présenté dans le cadre du

calcul de la masse d'une particule associée a un sommet en question (cf. la sous-
section 3.2.1).

— Dans la figure 3.10(c), les cing ressorts rouges et verts, comprenant entre autre r’,,
rp et re, ont pour extrémité les sommets s, et sp, alors qu'ils devraient avoir comme
extrémité les sommets s’, et s’p. Nous devons alors mettre a jour leurs extrémités.
Pour cela, nous parcourons I'ensemble des brins ayant pour extrémité s’, (resp. s'p),
afin de mettre a jour les extrémités des ressorts qui leur sont associés. Le parcours
employé est le méme que celui présenté dans le cadre du calcul de la masse d'une
particule associée a un sommet en question (cf. la sous-section 3.2.1).

Ressorts diagonaux Nous devons ensuite traiter les ressorts diagonaux ayant pour extré-
mité un sommet ayant été scindé. Nous rappelons que la structure de données Particule
stocke les ressorts diagonaux ayant pour extrémité le sommet associé. Les listes de ressorts
diagonaux du sommet scindé et de sa copie doivent alors également étre mises a jour. Le
processus de mise a jour des ressorts diagonaux est décrit par I'algorithme 2.

Algorithme 2 : Mise 3 jour des ressorts diagonaux
Données : Un sommet s.
Résultat : La liste des ressorts diagonaux associés au sommet s, est mise a jour.
Opp < un ensemble de sommets;
Pour tous Les éléments e incidents a s faire
Récupérer le sommet s; diagonalement opposé a s par rapport a e;
Stocker s; dans Opp;

Pour tous Les ressorts diagonaux d stockés dans la liste de s faire
Si Une des extrémités de d € Opp Alors

| Affecter I'autre extrémité de d a s;
Sinon

L Supprimer d de la liste de s;

— Dans la figure 3.9(b), le ressort diagonal dp doit étre mis a jour afin d'avoir comme
extrémité le sommet s’ et non plus le sommet s. De plus, la Particule associée au
sommet s, ne doit plus stocker dans sa liste des ressorts diagonaux, le ressort diagonal
dp. Par contre, la Particule associée au sommet s’ doit stocker le ressort diagonal dp,
dont son extrémité correspondant au sommet s aura été préalablement remplacée par
le sommet s’

Pour cela, nous appliquons I'algorithme 2 sur s. Nous commencons par récupérer |'en-
semble des sommets diagonalement opposés au sommet s, pour chacune de ses faces
incidentes. Il nous faut tout d'abord, récupérer I'ensemble des faces incidentes au som-
met s, en employant parcours(B»1). Dans notre exemple, le sommet s n'est incident
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qu'a une seule face : Fg. Puis, nous appliquons ensuite (511 sur le brin b. récupéré lors
du précédent parcours. Nous obtenons alors le brin by, partant du sommet sp. sp, est le
sommet diagonalement opposé a s, par rapport a la face Fp. sp est alors stocké dans
Opp. Puis, nous parcourons I'ensemble des ressorts diagonaux stockés dans la liste de
s : d, et dp. d, ayant pour extrémité un sommet appartenant a Opp : sp. Ce ressort
diagonal est conservé. Par contre, dp ayant pour extrémité un sommet n'appartenant
pas a Opp : sc, il est supprimé de la liste des ressorts diagonaux de s. Enfin, nous
procédons de la méme maniére pour s’. Le ressort diagonal d, est supprimé de la liste
de s’. Par contre, le ressort diagonal dj, est conservé et son extrémité s est remplacée
par s’. Notons que le conteneur stockant I'ensemble des ressorts diagonaux ne perd, ni
ne gagne de ressorts diagonaux.

— Dans la figure 3.10(c¢), le ressort diagonal d, (resp. dp) doit étre mis a jour afin d"avoir
comme extrémité le sommet s’, (resp. s’'p) et non plus le sommet s, (resp. sp). De
plus, la Particule associée au sommet s, (resp. sp), ne doit plus stocker dans sa liste des
ressorts diagonaux, le ressort diagonal d, (resp. dp). Par contre, la Particule associée
au sommet s’, (resp. s'p) doit stocker le ressort diagonal d, (resp. dp), dont son
extrémité correspondant au sommet s, (resp. sp) aura été préalablement remplacée
par le sommet s’ (resp. s'p).

Pour cela, comme présenté en 2D, nous appliquons |'algorithme 2 sur s,. Nous com-
mencons par récupérer I'ensemble des sommets diagonalement opposés au sommet
S,, pour chacune de ses hexaédres incidents. Il nous faut tout d'abord récupérer I'en-
semble des hexaédres incidents au sommet s. Nous employons alors le méme parcours
que celui présenté dans le cadre du calcul de la masse d'une particule associée a un
sommet en question (cf. la sous-section 3.2.1). Dans notre exemple, le sommet s,
n'est incident qu'a un seul hexaédre : Voly. Puis, nous appliquons ensuite Bogogo sur le
brin b, récupéré lors du précédent parcours. Nous obtenons alors le brin b., partant du
sommet se (cf. la figure 3.10(b)). s est le sommet diagonalement opposé a s,, par
rapport a I'hexaédre Voly. s. est alors stocké dans Opp. Puis, nous parcourons I'en-
semble des ressorts diagonaux stockés dans la liste de s,. d, ayant pour extrémité, un
sommet n'appartenant pas a Opp : sp, il est supprimé de la liste des ressorts diagonaux
de s,. Puis, nous procédons de la méme maniére pour s’,. Le ressort diagonal d, est
conservé dans la liste des ressorts diagonaux de s, et son extrémité s, est remplacée
par s’,. Par contre, l'autre ressort diagonal interne a Volg est supprimé de sa liste.
Enfin, nous procédons de la méme maniére pour s, et s’p. Notons que le conteneur
stockant I'ensemble des ressorts diagonaux ne perd, ni ne gagne de ressorts diagonaux.

Nous précisons que les autres informations que sont la position, la vitesse, I'accélération,
la somme des forces ainsi que celles relatives aux contraintes appliquées a la particule, ne
nécessitent pas d'étre mises a jour.

Scission d’une aréte

Nous rappelons que lorsqu’une aréte a est scindée en deux arétes a et a’, I'attribut associé
a I'aréte a est copié. Cette copie est associée a |'aréte &’. Les informations physiques stockées
au niveau des attributs de a et de &’ doivent alors &tre mises a jour.

— Dans la figure 3.9(b), le ressort r est scindé en le ressort r’. Le ressort r’ doit alors
&tre mis & jour afin d’avoir comme extrémité le sommet s’ et non plus le sommet s.
Or, cette mise a jour a été effectuée lors du scission de s.
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Nous devons mettre & jour la raideur des ressorts r et r’. En effet, ces derniers sont
maintenant incidents a moins de faces. Pour calculer la nouvelle raideur de r (resp.
'), nous parcourons I'ensemble des faces incidentes a r (resp. r’). Nous procédons
exactement de la méme maniére que pour l'initialisation (cf. la sous-section 3.2.2).

— Dans la figure 3.10(c), les trois ressorts rouges, comprenant entre autre le ressort r’,,
ont pour extrémité les sommets s; ou sp, alors qu'ils devraient avoir comme extré-
mité respectivement les sommets s’ ou s’p. Nous devons alors mettre a jour leurs
extrémités. Or, cette mise a jour a été effectuée lors du scission de s, et de sp.

Nous devons mettre a jour la raideur de ces trois ressorts rouges. En effet, ces derniers
sont maintenant incidents a moins d'hexaédres. Pour calculer la nouvelle raideur de
ces trois ressorts, nous parcourons pour chacun d'entre eux, I'ensemble des hexaédres
qui leurs sont incidents. Nous procédons exactement de la mé&me maniére que pour
I'initialisation (cf. la sous-section 3.2.2).

Nous précisons que les autres informations que sont la longueur initiale et I'amortissement
ne nécessitent pas d'étre mises a jour.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit la construction de notre modéle unifié LCC+SMR,
prenant en entrée un maillage constitué de quadrilatéres en 2D et d'hexaédres en 3D. A
partir de ces données géométriques et topologiques, nous créons une carte combinatoire.
Puis, nous associons une géométrie a cette derniére, définissant un LCC. Enfin, la derniére
étape de la construction consiste en |'association des attributs relatifs au SMR au LCC.

Pour le modéle physique, nous avons fait le choix d'un systéme masses-ressorts, ot les
ressorts sont positionnés sur les arétes des éléments du maillage ainsi que de maniére interne
et diagonale aux éléments. La masse des particules est calculée en fonction de I'aire ou du
volume des éléments qui lui sont incidents, ainsi que de leur densité surfacique ou leur densité
volumique dans le cas d'un objet hétérogéne. Enfin, les raideurs sont déterminées grace a
une formulation obtenue depuis la méthode analytique proposée par Baudet et al..

Une fois la construction de notre modéle unifié et I'initialisation de ses paramétres phy-
siques effectuées, nous procédons a la simulation de notre modéle, ou les forces internes
induites des ressorts et les forces externes comme la gravité ou les interactions utilisateurs,
sont accumulées a chaque itération au niveau des particules du systéme. Une fois cette ac-
cumulation réalisée, pour chaque particule, son accélération est calculée ainsi que sa nouvelle
vitesse et sa nouvelle position grace a un schéma d'intégration d'Euler explicite symplectique.

Enfin, nous décrivons le changement topologique de la découpe, composé d'une opération
topologique et d'une mise a jour des informations physiques embarquées au niveau du modéle
topologique. Ce changement topologique est réalisé selon les arétes en 2D et les faces en
3D.
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«...Ah bon 7 » fit tristement Morty. Il s'était trompé, il y avait bien une
lumiere au bout du tunnel, et c’était un lance-flammes. »
(Les Annales du Disque-Monde, Mortimer - Terry Pratchett)
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La présentation que nous avons faite de notre modéle dans le chapitre précédent, n'inclut
pas la gestion du changement topologique induit par le raffinement d'un élément. En effet,
chaque quadrilatére était alors toujours composé de quatre arétes, et chaque hexaédre de
douze arétes et de six faces. Or, le raffinement d'un élément du maillage peut invalider cette
propriété. En effet, en 2D, le c6té d'un quadrilatére peut alors étre composé de plusieurs
arétes, et en 3D, une face peut alors étre constituée de plusieurs sous-faces. De plus, en 3D,
une face ou sous-face peut également avoir ses cbtés composés de plusieurs sous-arétes. Ce
constat nécessite ainsi la définition de nouvelles notions permettant le raffinement local du
maillage. Dans ce sens, nous allons tout d'abord détailler les nouvelles informations ajoutées
a notre modeéle. Puis, nous présenterons les algorithmes de base permettant le parcours de
notre modéle localement raffiné. Dans un second temps, nous expliciterons le processus de
subdivision d'un quadrilatére en quatre sous-quadrilatéres et d'un hexaédre en huit sous-
hexaédres. Pour cela, nous ferons tout d'abord une présentation intuitive du processus de
base, puis nous approfondirons cette premiére présentation pour expliciter le processus de
subdivision d'un élément inscrit dans un modéle localement raffiné. Cette derniére partie plus
technique, sera suivie de I'explication de l'initialisation et de la mise a jour des informations
physiques du systéme. Cette étape nécessite la gestion des jonctions T dont leur création
est inhérente a notre processus de subdivision. Enfin, nous détaillerons la modification du
processus de découpe pour un modéle localement raffiné, avec la gestion des jonctions T.

Nous rappelons que plus la résolution d'un maillage est grande, plus la simulation physique
associée est précise mais aussi plus coliteuse en temps. Pour cela, un compris est réalisé entre
la précision et le temps par I'emploi d'un maillage multi-résolution présentant des éléments
de différents niveaux de subdivision qui ont été raffinés en fonction de critéres. Une solution
classique consiste a débuter la simulation avec un maillage relativement grossier dont les
éléments qui le nécessitent seront raffinés au moment opportun. Cette solution est permise
par la définition de nos opérations de raffinement d’'un quadrilatére et d'un hexaédre. Les
éléments du maillage sont ainsi raffinés selon un critére d'ordre géométrique reposant sur la
déformation des ressorts diagonaux.

4.1 Notions et concepts de base

L’ensemble des informations stockées au niveau des structures de données Particule et
Ressort, qui ont été présentées, ne suffisent pas a gérer le changement topologique du raffine-
ment local. Des informations doivent ainsi étre ajoutées. Dans ce sens, nous définissons dans
cette partie les concepts de niveau de subdivision, de face hiérarchique, d'aréte hiérarchique,
de sommet hiérarchique, de brin hiérarchique, de jonction T frontaliére, de jonction T cen-
trée, d'élément (face ou volume) non conforme et enfin d'élément non conforme relativement
a une jonction T.

4.1.1 Niveau de subdivision

Chaque aréte a stocke son niveau de subdivision noté /,. Tous les brins incidents a
a ont alors accés a /. Lors de I'initialisation, les niveaux de subdivision associés a chaque
brin prennent la valeur de 1. En effet, nous faisons I'hypothése que I'objet initial n'a pas été
préalablement localement subdivisé. Au cours du processus de raffinement, si une aréte est
scindée en deux parties, alors le niveau de subdivision des deux arétes résultantes est doublé.
De plus, comme pour les arétes, chaque élément £ (face en 2D ou volume en 3D) stocke
un niveau de subdivision noté /g. Il vaut initialement 1 et sa valeur est également reliée au
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nombre de fois qu'il a été subdivisé. Notons que le niveau de subdivision des sous-éléments
issus du raffinement d'un élément, est le double du niveau de subdivision de cet élément
initial.

Les figures 4.1 et 4.2 illustrent le concept de niveau de subdivision, respectivement pour
les cas 2D et 3D.

4
F100 I FlOl
2

Figure 4.1 — [a notion de niveau de subdivision pour un modéle 2D. Un modéle 2D initialement
composé de quatre quadrilatéres : Fo, F1, F» et F3, cousus ensemble par B». La figure montre
les niveaux de subdivision des différentes arétes du modéle, suite a une premiére subdivision des
quadrilatéres : F1, F, et F3, puis une deuxieme subdivision des quadrilatéres : Fio et Fs; avec
i €{0,...3}. Les arétes de niveau de subdivision 1, 2 et 4 sont représentées respectivement en noir,
rouge et vert.

— Cas 2D. La figure 4.1 montre un modeéle 2D initialement constitué de quatre quadri-
latéres : Fg, F1, F> et F3. 1 a été subdivisé en {Flo, Fi1, Fio et F13}. Fio a été
subdivisé en {F100, Fio1, Fiop et F103}. F> a été subdivisé en {F20, Fr1, Foo et F23}.
Enfin, F3 a été subdivisé en {Fzg, F31, Faz et F33}. Ces derniers ont également été
subdivisés respectivement en {F300, Fz01, F30o et F3o3}, {Fglo, F311, F31o et F313},
{Fa20, F321, F322 €t F33} et {F330, F331, F332 €t Faz3}.

Cette figure montre le niveau de subdivision de chacune des arétes et faces du modele.
Par exemple, la face Fy n'a jamais été subdivisée, son niveau de subdivision vaut donc
1. Par contre, les faces : Fog, F21, Foo et Fo3 sont issues de la subdivision de F». Or,
f> ayant eu initialement un niveau de subdivision égal a 1, ces quatre sous-faces ont
alors un niveau de subdivision égal a 2. Il en va de méme pour les faces Fi1, Fip et
F13. Enfin, les autres faces sont issues d'une deuxiéme subdivision, elles ont donc un
niveau de subdivision égal a 4. Par exemple, les faces Figo, F101, F102 €t Fip3 ont un
niveau de subdivision égal a 4, car elles sont issues de la subdivision de Fig qui avait
un niveau de subdivision égal a 2.

Le cOté gauche et le c6té haut de Fg ont un niveau de subdivision égal a 1, car ils n'ont
pas été subdivisés. Par contre, son coté bas a été subdivisé en deux sous-arétes, suite a
la subdivision de F». Ces derniéres ont alors un niveau de subdivision égal a 2. Son c6té
droit a également été subdivisé une premiére fois en deux sous-arétes, conformément a
la subdivision de f;. Ces derniéres ont alors chacune un niveau de subdivision égal a 2.
Puis, une des ces sous-arétes a été subdivisée une deuxiéme fois en deux sous-arétes,
suite a la subdivision de la sous-faces F1g de F1. Ces derniéres ont alors un niveau de
subdivision égal a 4.
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Figure 4.2 — La notion de niveau de subdivision pour un modéle 3D. Un modéle 3D initialement
composé de trois hexaédres : Voly, Vol, et Vols, cousus ensemble par Bs. Vol n'a pas été subdivisé
et a donc un niveau de subdivision égal a 1, contrairement aux autres volumes adjacents correspon-
dant aux sous-volumes de Voli et Vols. Ces derniers ont un niveau de subdivision supérieur a \Vol.
Le schéma montre les niveaux de subdivision de quelques arétes composant les cotés de Vob,. Les
arétes de niveau de subdivision 1, 2, 4 et 8 sont représentées respectivement en noir, rouge, vert et
bleu.
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— Cas 3D. La figure 4.2 permet d’expliciter la notion de niveau de subdivision pour un
modéle 3D. Ce dernier était initialement composé de trois volumes : Vol;, Vob et
Vols. Puis, Vol; a été subdivisé une premiére fois en huit sous-volumes, suivi par la
seconde subdivision d'un de ses sous-volumes Volig. Les sept sous-volumes de Vol
ont alors un niveau de subdivision égal a 2, et les huit sous-volumes de Volig ont un
niveau de subdivision égal a 4. Vol3 a également été subdivisé en huit sous-volumes.
Puis, I'ensemble de ses huit sous-volumes ont été subdivisés une nouvelle fois sauf :
Vols7. Le sous-volume de Vols a un niveau de subdivision égal a 2, et I'ensemble des
autres sous-volumes issus de Vols, ont un niveau de subdivision égal a 4. Enfin, Vol
n'a jamais été subdivisé, impliquant un niveau de subdivision : /y,, = 1. Le modéle est
alors composé de soixante-treize volumes : (7 + 8) pour Voh + 1 pour Vobh + (7 * 8
+ 1) pour Vols.

La face avant de Voh a été décomposée en sept sous-faces conformément aux diffé-
rentes étapes de subdivision de Vol;. La face droite de Vol est décomposée en treize
sous-faces suite a la subdivision de Vols. Enfin la configuration de la face du haut
de Vol indique qu'il n'y a pas de volume a sa gauche ou qu'il n'a pas été subdivisé.
La méme hypothése est faite pour le volume du haut de Vol,. Par contre, son aréte
a, décomposée en huit sous-arétes, indique que le volume situé au-dessus du volume
derriére Vol, a ses volumes incidents a a qui ont été subdivisés trois fois.

Enfin, I'aréte du haut de la face avant de Vol avait initialement un niveau de subdivision
égal a 1. Puis, elle a été scindée en deux, suite a une premiére subdivision de Vol .
Les deux sous-arétes résultantes ont alors un niveau de subdivision égal a 2. Une de
ces sous-arétes a ensuite été une nouvelle fois scindée en deux, suite a la seconde
subdivision de Voho. Les deux parties résultantes ont alors un niveau de subdivision
égal a2 4.

4.1.2 Eléments hiérarchiques

Nous venons de définir le niveau de subdivision d'une aréte, d'une face ou encore d'un
volume pour le cas 3D. Dans la figure 4.2, nous avons constaté que le cbté bas et droit de
Fo, avaient été subdivisés, lors de la subdivision de faces adjacentes a Fg : F1, Fio et F». Ces
cOtés sont maintenant constitués de plusieurs sous-arétes, alors que la face fp n'a, quant
a elle, pas été subdivisée. Ce constat, qui est également présent pour le cas 3D, montre la
nécessité de pouvoir distinguer les différents cotés d'un élément quel que soit le niveau de
subdivision des éléments qui lui sont adjacents. Nous définissons alors dans cette partie, les
concepts de face, aréte et sommet hiérarchiques.

— Une face hiérarchique (resp. aréte hiérarchique) d’un éléement correspond au coté
de cet élément. Elle correspond a I'ensemble des faces (resp. arétes) issues de la sub-
division d'une méme face (resp. aréte) d'un élément. Si la face (resp. I'aréte) n'a pas
été subdivisée, la face (resp. |'aréte) hiérarchique correspond a cette face (resp. aréte).
Le concept de face hiérarchique existe seulement en 3D, tandis que celui d'aréte hié-
rarchique est défini en 2D comme en 3D. Enfin, nous nommons face simple, une face
hiérarchique qui n'a pas été subdivisée en plusieurs sous-faces. Par opposition, nous
appelons face complexe, une face hiérarchique qui a été subdivisée en plusieurs sous-
faces. Nous précisons que la notion de face simple vs. face complexe est seulement
définie pour le cas 3D.

Aréte hiérarchique, pour le cas 2D. La figure 4.3 montre un modéle 2D constitué
initialement de deux quadrilatéres adjacents fq et F1. F1 a été subdivisé en F7; avec
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Figure 4.3 — [ a notion d'aréte hiérarchique pour un modéle 2D. Un modéle 2D initialement composé
de deux quadrilatéres : Fo et F1 cousus ensemble par B>. Le schéma représente I'ensemble des brins
du modéle. Les a; sont des arétes hiérarchiques de F; avec i € {0,100, 101,102,103,11, 12, 13}.
Les arétes hiérarchiques entourées de rouge sont les seules constituées de plusieurs sous-arétes. Les
brins orange correspondent aux brins hiérarchiques.

i €{0,...3}. Puis F1g a été subdivisé en Fyg,. Les a, labellisent les arétes hiérarchiques
des éléments Fj, avec n € {0, 11,12,13,100, 101, 102, 103}. Nous illustrons le concept
d’aréte hiérarchique avec I'exemple suivant. Le c6té gauche de la face Fy correspond
a I'aréte hiérarchique ag, qui est constituée d'une seule aréte. Ce n'est par contre
pas le cas pour son cdté droit, correspondant a une aréte hiérarchique constituée de
trois sous-arétes : ajgg, ai02 et ajp. Cette subdivision en trois sous-arétes est due a la
subdivision de Fj suivie de celle de Fqp.

Aréte et face hiérarchiques, pour le cas 3D. La figure 4.4 illustre le concept de
face et d'aréte hiérarchiques pour le cas 3D. Elle représente un modéle 3D initialement
composé de six volumes. Nous nommons Vol I'hexaédre vert, dont le schéma représente
trois de ses six faces hiérarchiques : Fg, F1 et F>. Ces derniéres ont été subdivisées
suite a la subdivision des volumes adjacents a Vol, représentés en bleu. Les ag, a; et
a» sont les arétes hiérarchiques de Vol et également, par définition, celles des trois
faces hiérarchiques de Vol représentées. La face hiérarchique fq est constituée de sept
sous-faces. L'aréte hiérarchique ag est composée de trois sous-arétes et a; et a> ont
été subdivisée en quatre sous-arétes. De maniére récursive, les sous-faces des faces
hiérarchiques peuvent également avoir des arétes hiérarchiques composées de sous-
arétes. Ce cas est illustré par la sous-face Fgp1 de Fg.

Nous revenons plus en détails sur le concept de face hiérarchique a un volume donné.
Nous définissons pour cela, la notation Fi|voi;. correspondant a I'ensemble des brins
de f; incidents au volume Vol;. Dans la figure 4.5, Fg|\y, est la face hiérarchique de
Volg. Elles a été subdivisée en quatre sous-faces : Foo|vor,. Fot|vol: Fo2|vol, €t Fozjvoly:
suite a la subdivision de Voly en.hwt squs—volumes. Foo|vore (resp- Foijvon,» Fo2|vols
et Fo3jvon,) est alors une face hiérarchique du sous-volume Volig (resp. Voli1, Volio
et Vol13). Notons que les faces hiérarchiques Foo|vor,. Fo1|von:: Fo2|von, €t Fo3jvons:
ne sont constituées que d'une seule face.

— Un sommet hiérarchique est une extrémité d'une aréte hiérarchique. En 2D, un qua-
drilatére a toujours quatre sommets hiérarchiques, et un hexaédre posséde toujours
huit sommets hiérarchiques. Notons que dans le cas 3D, les faces hiérarchiques d'un
volume possédent également quatre sommets hiérarchiques.
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Figure 4.4 — [a notion d’aréte et de face hiérarchique pour un modéle 3D. (a) Un modéle 3D
composé de six hexaédres cousus ensemble par Bs. (b) Zoom du volume vert Vol, qui n'a pas été
subdivisé. Cependant, ses faces ont été subdivisées car elles sont incidentes a des volumes qui I'ont
été. Les ag, a1 et a» sont des arétes hiérarchiques de Vol ainsi que de ses faces hiérarchiques : Fo,
F1 et F». Les brins orange représentent les brins hiérarchiques de Vol contrairement aux autres brins
qui sont gris. Les sommets bleus correspondent aux jonctions T frontalieres et les sommets roses
aux jonctions T centrées.
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Figure 4.5 — [ a définition de brin hiérarchique pour une face incidente a deux volumes n’ayant pas le
méme niveau de subdivision. (a) Un modéle 3D composé de deux hexaédres : Volg et Voli, cousus
ensemble par Bs. lls sont incidents a une méme face Fo. (b) Le modéle de (a) aprés la subdivision
de Voly en Vol avec i € {0, ..., 7}. Il représente I'ensemble des brins incidents a : Fojvor,. Foojvory
Fotjvony . Fozjvol, €t Fosjvo,- Les liens rouges (resp. violets) correspondent aux liaisons B2 (resp.
Bs) et les brins orange sont hiérarchiques. Pour des raisons de lisibilité, nous ne représentons pas
toutes les liaisons [33.

Cas 2D. Dans la figure 4.6, le quadrilatére Fy contient sept sommets dont quatre
sont hiérarchiques. Ces derniers sont représentés en noir sur la figure. lls correspondent
aux extrémités des arétes hiérarchiques de Fqg, qui sont : agg, ap1, do> et aps. Les
quadrilatéres Fog et F312 sont quant a eux composés de quatre sommets qui sont tous
hiérarchiques. En effet, les éléments qui leur sont adjacents n'ont pas un niveau de
subdivision plus grand qu’eux.

Cas 3D. Dans la figure 4.4(b), seuls huit sommets (représentés en noir) parmi I'en-
semble de ceux composant Vol, sont hiérarchiques. lls correspondent aux différentes
extrémités des arétes hiérarchiques de Vol/. Nous rappelons que ag, a; et ap sont trois
des douze arétes hiérarchiques de Vol.

Pour conclure la définition de ce concept d'élément hiérarchique, nous précisons que la
notion d’aréte et de sommet hiérarchique est relative a un élément donné, tout comme
la notion de face hiérarchique pour le cas 3D.

4.1.3 Niveau de subdivision des éléments hiérarchiques

En 2D, le niveau de subdivision d'une face est égal au niveau de subdivision de ses arétes
hiérarchiques. De plus, en 3D, le niveau de subdivision d'un volume est égal au niveau de
subdivision de ses faces hiérarchiques, dont chacune d’'entre elles a un niveau de subdivision
égal a celui de ses arétes hiérarchiques. Par transitivité, le niveau de subdivision d'un vo-
lume est égal a celui ses arétes hiérarchiques. Le calcul du niveau de subdivision d’une aréte
hiérarchique consiste a additionner l'inverse des niveaux de subdivision des sous-arétes la
composant. Nous précisons que cette somme s'effectue sur des formes fractionnaires, c'est-
a-dire que nous ne calculons pas les inverses des niveaux de subdivision pour les additionner.
Réaliser un calcul en conservant les formes fractionnaires permet de garantir la précision
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numérique de notre résultat. C'est également pour cette raison que nous avons choisi des
niveaux de subdivision valant initialement 1 et qui sont doublés a chaque subdivision. Ce
choix permet également des optimisations par décalage de bits. Notons, que lorsque nous
additionnons deux formes fractionnaires, la forme fractionnaire résultante est simplifiée pour
éviter de dépasser la taille des entiers non signés. En effet, les comparaisons entre formes
fractionnaires se font a dénominateur égal, en comparant les numérateurs.

— Cas 2D. La somme des inverses des niveaux de subdivision de chaque sous-aréte d'un
cOté donne le niveau de subdivision de I'aréte hiérarchique et donc de la face. Par
exemple, dans la figure 4.1, nous faisons I'hypothese que la face Fp a un niveau de
subdivision égal a 1. Son c&té droit est composé de deux sous-arétes ayant un niveau
de subdivision égal a 4 et d'une sous-aréte ayant un niveau de subdivision égal a 2. En
additionnant I'inverse des niveaux de subdivision de ces trois sous-arétes, nous obtenons
1 (%‘I’%*F%), correspondant bien au niveau de subdivision de Fg. Le niveau de subdivision
de Fg est donc bien égal au niveau de subdivision de ses arétes hiérarchiques.

— Cas 3D. De maniére similaire au cas 2D, la somme des inverses des niveaux de subdivi-
sion de chaque sous-aréte issue d'une méme aréte initiale d'un volume, donne le niveau
de subdivision de ce volume. Par exemple, dans la figure 4.2, nous considérons |'aréte
du haut de la face avant de Vob, notée a;. En additionnant |'inverse des niveaux de
subdivision des trois sous-arétes issue de aj, nous obtenons 1 (% 4+ 7 + 3), correspon-
dant bien au niveau de subdivision du volume Vols. Nous obtenons le méme résultat en
additionnant l'inverse des niveaux de subdivision des huit sous-arétes composant a. Le
niveau de subdivision de Vol est donc bien égal au niveau de subdivision de ses arétes
hiérarchiques mais également a celui de ses faces hiérarchiques.

4.1.4 Brin hiérarchique

Aprés avoir défini la notion de sommet, d'aréte et de face hiérarchiques d'un élément,
permettant d'identifier les différents c6tés de ce dernier, nous présentons dans cette partie,
la notion de brin hiérarchique d’un élément. Un brin hiérarchique est le premier brin d'une
aréte hiérarchique d'un élément donné, incident a cet élément. En 2D, cet élément est une
face et en 3D, une face hiérarchique d'un volume. Notons qu'un brin incident a un élément
et partant d'un sommet hiérarchique de cet élément, est hiérarchique a cet élément. A
I"initialisation, tous les brins sont marqués comme étant hiérarchiques. En effet, comme nous
I"avons vu précédemment, une aréte hiérarchique qui n'a jamais été subdivisée ne posseéde
qu'un seul brin incident & I'élément. Cependant, lorsqu'une aréte hiérarchique est subdivisée,
les nouveaux brins la composant ne seront pas marqués comme étant hiérarchiques, par
contre le brin hiérarchique initial restera marqué. Ce marquage permet d'identifier le début
d'une aréte hiérarchique sans devoir se référer a la géométrie du modele, et permet également
de retrouver facilement les sommets hiérarchiques.

— Cas 2D. Dans la figure 4.6, chaque face est constituée de quatre arétes hiérarchiques
et donc de quatre brins hiérarchiques. Sur ce schéma, les brins orange correspondent
aux brins hiérarchiques du modéle contrairement aux brins gris. La face Fy est ainsi
constituée de quatre arétes hiérarchiques : agg, ao1, age et ags. Chacune de ces arétes
comprend un brin hiérarchique a Fg, qui sont respectivement : agg, do10. do20 €t ao3.

L’aréte hiérarchique ap; de Fg, était initialement incidente a deux brins, un brin incident
et hiérarchique a Fg et un brin incident et hiérarchique a F». Lors de la subdivision de f>,
ap1 a été subdivisée en deux sous-arétes : apig et ag11. La partie de agig incidente a Fq,
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Figure 4.6 — La notion de brin hiérarchique pour un modéle 2D. Un modeéle 2D initialement com-
posé de quatre quadrilatéres cousus ensemble par B>. Les brins orange sont des brins hiérarchiques
contrairement aux brins gris. L.es sommets bleus représentent les jonctions T frontaliéres.

notée 010/, » €St restée hiérarchique et ao11|s, . ayant été créée lors de la subdivision,
n’'est pas hiérarchique pour Fg. Par contre, 011, - est quant a elle bien hiérarchique.

— Cas 3D. Dans la figure 4.4, les brins orange correspondent aux brins hiérarchiques de
Vol et de ses faces hiérarchiques, contrairement aux brins gris. Vol posséde vingt-quatre
brins hiérarchiques, soit quatre brins hiérarchique par face hiérarchique. Nous constatons
que les brins hiérarchiques et incidents a Vol, partent d’'un sommet hiérarchique de Vol.
De plus, ils se situent au début de chaque aréte hiérarchique de Vol, relativement a
une face hiérarchique de Vol.

4.1.5 Jonction T

— Une jonction T frontaliére consiste en un sommet situé a l'intérieur d’une aréte hié-
rarchique d’un élément donné. Un élément est une face en 2D et une face hiérarchique
ou un volume en 3D. Une jonction T frontaliére n'est donc en aucun cas une extrémité
d’une aréte hiérarchique de I'élément en question. Chaque jonction T frontaliére stocke
dans I'attribut qui lui est associé, les deux extrémités de I'aréte hiérarchique de plus
faible niveau de subdivision dans laquelle elle est incluse.

La création d’une jonction T frontaliére intervient pendant le processus de subdivision.
En 2D (resp. 3D), si une aréte hiérarchique est scindée (ou rescindée) et qu’elle est
commune a deux faces (resp. au moins deux volumes) alors le nouveau sommet sera
une jonction T frontaliére.

Cas 2D. Dans la figure 4.6 les sommets bleus sont des jonctions T frontaliéres. Le
sommet labellisé sy est une jonction T frontaliére par rapport a la face Fgy. En effet,
elle se situe a l'intérieur de son aréte hiérarchique agy. Par contre, sy n'est pas une
jonction T frontaliére pour la face F>g ni pour la face F>1. De la méme maniére sz est
une jonction T frontaliére pour la face Fp1 mais pas au regard des faces Fzgg et Fzoo.
Cas 3D. Dans la figure 4.4(b), les sommets bleus sont également les jonctions T
frontalieres relativement a Vol. Ces jonctions T frontaliéres ont été créées lors de la
subdivision des volumes adjacents a Vol.
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— Une jonction T centrée est seulement définie pour le cas 3D. Elle consiste en un
sommet situé a l'intérieur d'une face hiérarchique, contrairement aux jonctions T fron-
taliéres qui sont situées sur les bordures des faces hiérarchiques d'un volume. Chaque
jonction T centrée stocke en son attribut les quatre sommets hiérarchiques de la face
hiérarchique de plus faible niveau de subdivision qui I'inclut.

Si une face hiérarchique est subdivisée (ou re-subdivisée) et qu'elle est commune a
deux volumes, alors le nouveau sommet créé au milieu de la face sera une jonction T
centrée pour le volume ayant le niveau de subdivision le plus faible. Nous reviendrons
plus en détails sur le processus de subdivision amenant a la création de ces jonctions
T dans les sections suivantes.

Dans la figure 4.4(b), les sommets en rose sont des jonctions T centrées relative-
ment a Vol. Elles sont bien situées a l'intérieur des faces hiérarchiques de Vol. La
face hiérarchique Fg est constituée de quatre sommets hiérarchiques, huit jonctions T
frontaliéres et de quatre jonctions T centrées. La face hiérarchique F; est composée de
quatre sommets hiérarchiques, de douze jonctions T frontaliéres et de huit jonctions T
centrées. Enfin, la face hiérarchique f> est constituée de quatre sommets hiérarchiques
et de huit jonctions T frontaliéres.

— Une jonction T bivalente consiste en un sommet qui est a la fois une jonction T
frontaliére pour un volume et une jonction T centrée pour un autre volume. Une jonction
T centrée est incidente a deux volumes, alors qu'une jonction T bivalente est incidente
a trois volumes. Deux de ces trois volumes peuvent avoir un niveau de subdivision égal,
par contre le troisiéme volume a un niveau de subdivision inférieur aux deux autres. Une
jonction T bivalente est traitée de la méme maniére qu’une jonction T frontaliére. Elle
stocke ainsi dans 'attribut qui lui est associé, les deux extrémités de |I'aréte hiérarchique,
incidente non pas au volume de plus faible niveau de subdivision, mais au volume
de niveau de subdivision intermédiaire. Par exemple, dans la figure 4.7, les sommets
bivalents sont indiqués par une fléche. La jonction T bivalente s; est frontaliére pour
Volgo11 et centrée pour Voli. Comme o < Noiggyy < Iolgy,. S1 Stocke les deux
extrémités de I'aréte hiérarchique de Volgg11. De plus, la jonction T bivalente s, est
frontaliere pour Volgi19 et centrée pour Voli. Comme o < Mol < Volgyyy: 52
stocke les deux extrémités de 'aréte hiérarchique de Volp110.

4.1.6 Eléments non conformes

Une face (resp. volume) est dite non conforme si elle posséde au moins une jonction T.
Une face (resp. volume) est dite non conforme relativement a une jonction T si un brin
incident a la face (resp. volume) et partant de la jonction T en question, n'est pas un brin
hiérarchique. Nous précisons qu'une face (resp. volume) non conforme relativement a une
jonction T, voit tous les brins qui lui sont incidents et partant de cette jonction T comme
étant non hiérarchiques.

— Cas 2D. Dans la figure 4.6, la face Fg est non conforme relativement aux jonctions
T frontaliéres sg, s1 et s». Nous observons que les brins de Fq incidents aux jonctions
T sus-mentionnées ne sont pas hiérarchiques. Nous prenons également I'exemple du
quadrilatére F>1 qui est non conforme relativement a la jonction T frontaliére ss.

— Cas 3D. Dans la figure 4.4(b), Vol est non conforme relativement a tous les sommets
bleus et roses. Tous les brins incidents a ces sommets et qui sont également incidents
a Vol ne sont pas hiérarchiques (de couleur grise).
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Figure 4.7 — La notion de jonction T bivalente. (a) Un modeéle 3D composé de neuf hexaédres dont
Volo111 et Voli, cousus ensemble par Bz. (b) Le modéle de (a) aprés la subdivision de Volpi11. Les
sommets bleus (resp. roses) correspondent aux jonctions T frontaliéres (resp. centrées). Les fléches
pointent les deux jonctions T bivalentes du modéle. La jonction T bivalente s, est frontaliére pour
Voloo11 et centrée pour Voly. La jonction T bivalente s, est frontaliére pour Volp110 €t centrée pour
VO/1.

4.2 Algorithmes de base

Nous présentons ci-dessous des algorithmes de base, utilisant les différents concepts
explicités précédemment, afin de parcourir le bord d'une face (resp. face hiérarchique en
3D); de passer d'un brin hiérarchique d'une face (resp. face hiérarchique) au suivant; de
récupérer un brin hiérarchique d'un élément donné et de calculer le niveau de subdivision d'un
élément. Ces algorithmes nous seront utiles par la suite, pour expliquer notre méthode de
subdivision d'un élément.

4.2.1 Récupérer le prochain brin hiérarchique

L'algorithme 3 permet de récupérer a partir d'un brin hiérarchique d'une face (resp. face
hiérarchique), le prochain brin hiérarchique de cette méme face (resp. face hiérarchique).
Pour cela, il prend en paramétre un brin by quelconque d'une face F dite simple. Puis, il
parcourt, a partir de bg, la bordure de F en itérant sur les brins la composant grace a ;.
Enfin, il retourne le premier brin hiérarchique de F rencontré. Il permet ainsi de récupérer
un des brins hiérarchiques d'une face simple ou encore de parcourir les différents cotés d'une
face simple en allant d'un brin hiérarchique a un autre.

4.2.2 Tester si une face est simple

Il est trés facile de tester si une face F est simple ou non, comme nous pouvons le voir
dansl'algorithme 4. En effet, une face est simple si elle posséde quatre sommets hiérarchiques.
Cet algorithme procéde pour cela de la maniére suivante : il parcourt la bordure d'une face F
a tester a partir d'un de ses brins incidents, tout en comptant le nombre de brins hiérarchiques

117




4.2 - Algorithmes de base

Algorithme 3 : Récupérer le prochain brin hiérarchique d'une face simple
Données : by : un brin d'une face simple F.
Résultat : Le prochain brin by hiérarchique aprés byg.
bl — bo;
Répéter
‘ b1 < Bi(b1);
jusqu’a by est un brin hiérarchique;
Retourner b

rencontrés. Si ce nombre vaut quatre, alors la face n'a pas été décomposée en sous-faces et
est donc simple, c'est-a-dire que tous les brins de sa bordure sont accessibles par 3.

Algorithme 4 : Tester si une face est simple
Données : b : un brin d'une face F.
Reésultat : Vrai si F est simple, faux sinon.
compteur < 0;
bdebut — b;

Répéter
Si b est un brin hiérarchique Alors
L compteur < compteur + 1,

b < B1(b);
jusqu’a b # bgepyt;
Retourner compteur = 4;

4.2.3 Trouver le prochain brin hiérarchique d’une face

L’'algorithme 5 a le méme objectif que I'algorithme 3. Cependant, il est valable pour une
face simple comme pour une face complexe. Par contre, dans le cas d'une face complexe,
I"algorithme doit partir d’un brin appartenant a la bordure de cette derniére et non d'un brin
quelconque comme c'est le cas pour une face simple. Nous détaillons ci-dessous les différentes
étapes de l'algorithme en nous appuyant sur la figure 4.8. Cette derniére correspond a un
zoom de la face hiérarchique Fo de Vol présenté dans la figure 4.4(b). Les étapes sont les
suivantes :

— Nous appelons I'algorithme 4, pour déterminer si F est simple ou non.
— Si F est simple, nous appliquons simplement I'algorithme 3.

— Sinon, F est une face complexe. Dans ce cas, la pré-condition oblige a ce que bg
appartienne a la bordure de F. En effet, la procédure pour retrouver un brin hiérarchique
de F a partir de n'importe quel brin appartenant a I'une de ses sous-faces, est plus
difficile et plus coliteuse que la méthode présentée dans I'algorithme 3.

— Le parcours de la bordure d’une face complexe comme celle présentée dans la figure 4.8
nécessite I'emploi de 81 mais également de B1»o1. En effet, considérons I'aréte hiérar-
chique a de Vol, il nous faut alors parcourir toutes les sous-arétes composant a depuis
son brin hiérarchique by. Chaque sous-aréte correspond a une partie de I'aréte hiérar-
chique d’'une sous-face de la face hiérarchique. Pour parcourir I'aréte hiérarchique d'une
sous-face, nous employons 31 jusqu'a tomber sur un brin dont le B3 est marqué comme
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Algorithme 5 : Le prochain brin hiérarchique d’une face
Données : by : un brin d'une face F simple ou appartenant a la bordure d'une face F
complexe.
Résultat : Le prochain brin by hiérarchique de F aprés bg.
Si est-simple(by) Alors
‘ by < prochain-brin-hierarchique-face-simple(bg);
Sinon
// Cas uniquement pour le 3D : face complexe
bl “— bo;
Tant que (1(b1) n'est pas un brin hiérarchique faire
Tant que (3(by) n'est pas un brin hiérarchique faire
L by <= Bi(b1);
Si B1(b1) est un brin hiérarchique Alors
L Retourner (31(b1);

| b1+ Braa(h):

Retourner b1

Figure 4.8 — Le parcours de la bordure de la face hiérarchique d'un volume étant plus subdivisée
que ce dernier. Zoom sur la face hiérarchique Fo de la figure 4.4(b). Par transparence, la partie
de la face Fq incidente au volume Vol1 adjacent a Vol, est représentée. Tous les brins représentés
sont liés deux a deux par Bs. Les traits gris représentés au niveau de Voly, délimitent les sept sous-
volumes de Vol, adjacents a Vol. Le trait violet correspond a une relation 33, les autres n'étant pas
représentées. Seule une partie de ces derniers est représentée.
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hiérarchique. En effet, les sous-faces composant la face hiérarchique parcourue, sont
hiérarchiques pour les volumes adjacents a Vol issus de Voly. Les brins hiérarchiques aux
sous-volumes de Vol adjacents a Vol, permettent d’identifier les différents cotés des
sous-faces de la face hiérarchique que nous parcourons. Enfin, pour passer d'une sous-
aréte d’'une sous-face a une autre, nous utilisons B1»1. En effet, ce parcours permet de
rester sur |'aréte hiérarchique parcourue.

Nous reprenons maintenant I'explication avec un exemple concret. La face hiérarchique
Fo de Vol présentée dans la figure 4.8 a été subdivisée. Supposons que |'algorithme
prend en paramétre le brin hiérarchique by de I'aréte hiérarchique a de Vo/. La deuxiéme
partie de I'algorithme correspond au cas d'une face complexe. bpy = B1(bg) n'est pas
un brin hiérarchique de Vol. De plus, b'g = B3(bg) n'étant pas un brin hiérarchique
du volume adjacent, nous nous déplacons sur le brin suivant bgy; par (1. Par contre,
b'o1 = B3(bo1) est un brin hiérarchique du volume adjacent et comme (1(bg1) n'est
pas un brin hiérarchique de F, alors nous appliquons B121(bo1), donnant bga. Nous pro-
cédons de la méme maniére jusqu'au brin bos. b'o3 = B3(bo3) est un brin hiérarchique
du volume adjacent. Or, by = B1(bo3) est un brin hiérarchique de Vol. L'algorithme se
termine donc en retournant le brin by.

4.2.4 Calcul du niveau de subdivision d’un élément

Nous explicitons ci-dessous comment calculer le niveau de subdivision d’un élément. Nous
rappelons que le niveau de subdivision d'un élément (face en 2D et volume en 3D) est égal
a celui de ses arétes hiérarchiques ainsi que de ses faces hiérarchiques en 3D.

Pour calculer le niveau de subdivision d'une face, deux possibilités s'offrent a nous. La
premiére, décrite par I'algorithme 6, s'applique lorsque les brins sont correctement marqués
comme hiérarchiques. Or, ce n'est pas le cas lors de certaines étapes du processus de sub-
division. Nous employons alors la seconde méthode présentée par I'algorithme 7. En effet, la
deuxiéme méthode ne s'appuie pas sur les brins hiérarchiques contrairement a la premiére.

Algorithme 6 : Calculer le niveau de subdivision d'une face simple lorsque ses brins
hiérarchiques sont correctement marquées
Données : F : une face simple.
Résultat : Le niveau de subdivision /¢ de F.
b < un brin incident a F;
Ir < 0;
Tant que b n’est pas un brin hiérarchique de F faire
| b Bi(b);
Répéter
IpIp+ ¢
b« B1(b);
jusqu’a b est un brin hiérarchique;
Retourner é;

Les algorithmes 6 et 7 consistent a itérer, par 31, sur I'ensemble des brins constituant la
bordure de la face simple F dont nous souhaitons déterminer le niveau de subdivision. Pour
chaque brin parcouru, nous accumulons I'inverse de son niveau de subdivision. Nous rappelons
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Algorithme 7 : Calculer le niveau de subdivision d'une face simple lorsque ses brins
hiérarchiques ne sont pas correctement marqués
Données : F : une face simple.
Reésultat : Le niveau de subdivision /¢ de F.
b < un brin incident a F;
bo < b;
I < 0;
Répéter
Ir < IF + i;
b+ 61([3);
jusqu’a by # b;
IF + /ZF // 4 est le nombre d’aré&tes hiérarchiques de F

Retourner i;

que nos calculs relatifs au niveau de subdivision, s'effectuent exclusivement sur des formes
fractionnaires.

— Pour I'algorithme 6, nous nous placons sur un brin b hiérarchique de F et nous itérons
jusqu'a tomber sur le brin hiérarchique suivant. Nous obtenons ainsi le niveau de subdi-
vision de I'aréte hiérarchique ayant comme brin hiérarchique b, et donc par définition,
nous obtenons également le niveau de subdivision de F.

— Pour l'algorithme 7, nous nous placons sur un brin b de F et nous itérons jusqu’a
retomber sur ce méme brin. Nous obtenons ainsi, en accumulant sur chaque brin par-
couru, la somme des niveaux de subdivision des quatre arétes hiérarchiques de F. Nous
divisons donc le résultat obtenu par quatre pour avoir le niveau de subdivision d'une
seule aréte hiérarchique et donc de F.

Nous présentons maintenant la méthode de calcul du niveau de subdivision /. d'un
volume Vol. Nous rappelons que si une face hiérarchique de Vol a été subdivisée suite a la
subdivision de volumes adjacents, alors elle correspond par définition a une face complexe. Le
parcours des brins composant sa bordure nécessite donc un processus plus complexe et plus
coliteux que celui permettant le parcours des brins composant la bordure d'une face simple
qui emploie simplement I'opérateur 31 . Les différentes étapes de cette méthode sont décrites
par I'algorithme 8. Nous précisons que cet algorithme est générique a une face comme a un
volume. Nous détaillons ci-dessous les étapes de la procédure en s'appuyant sur la figure 4.8 :

— Nous commencons par récupérer un brin hiérarchique b du volume Vol. Pour cela, nous
appelons I'algorithme 9 sur un brin du volume dont nous souhaitons récupérer le niveau
de subdivision.

— Sila face F, incidente a b, est simple, nous utilisons simplement la procédure présentée
dans I'algorithme 6 pour obtenir /. Notons que si F est une face d'un volume, alors
elle est hiérarchique et le niveau de subdivision obtenu correspond non seulement a son
niveau de subdivision mais également a celui du volume dont elle est hiérarchique.

— Si F n’est pas simple, alors nous devons parcourir la bordure de la face hiérarchique Fp,
contenant la sous-face F, de la méme maniére que la procédure présentée dans I'algo-
rithme 5. Pour cela, nous partons du brin hiérarchique b, obtenu dans I'étape précé-
dente, et nous itérons sur chaque brin b’ appartenant a I'aréte hiérarchique incidente a
b, tout en accumulant I'inverse de leur niveau de subdivision : /. L algorithme s'arréte
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Algorithme 8 : Niveau de subdivision d'un élément

Données : £ : un élément.

Reésultat : Le niveau de subdivision /g de E.
b < un brin de E;

b < obtenir-brin-hierarchique-element(b);
b «— b

F <+ la face contenant b;

Si est-simple(b) Alors

Retourner niveau-subdivision-face-simple-version1(F );
// En 2D, E=F
Sinon
// Cas uniquement pour le 3D : face complexe
Ig < 0;
Tant que (1(b') n’est pas un brin hiérarchique faire
e 4 I+ 7
Tant que (G3(b') n'est pas un brin hiérarchique faire
L b+ B1(b):;
1.
/E <« /E + Ib’ ’
Si B1(b") est un brin hiérarchique Alors
L Retourner ,i;
E
| b B (b);
Retourner +

Ie
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lorsque le brin parcouru est un brin hiérarchique de Fj. Nous obtenons ainsi le niveau
de subdivision de cette aréte hiérarchique de Fj et donc celui de /y,,.

Nous illustrons cet algorithme par un exemple présenté dans la figure 4.8. Nous souhaitons
calculer le niveau de subdivision de Vol. L’algorithme commence alors par récupérer un brin
b incident @ Vol. Nous prenons comme exemple, le brin bggz de Vol. La face Fggz associée
n'étant pas simple, nous appelons I'algorithme 9. Cet algorithme parcourt I'ensemble des
brins de Vol et retourne par exemple le brin hiérarchique by de Vol. Fp3 n'étant pas simple,
nous passons directement a la deuxiéme partie de I'algorithme. bgy = B1(bg) n’est pas un
brin hiérarchique de Vol. Nous accumulons alors é = 1 & Iy Puis, b'o = B3(bo) n'étant

pas un brin hiérarchique de Voly, nous nous déplacons sur le brin suivant : bg; par 1 et nous
1

accumulons = %. Par contre, b'g1 = B3(bo1) est un brin hiérarchique de Vol et comme
01

B1(bo1) n'est pas un brin hiérarchique de Vol, nous appliquons alors B121(bp1), nous donnant

boz. Nous procédons comme ceci jusqu'au brin bgs. L'algorithme se termine ainsi aprées avoir

accumulé //% = 1 et retourné la valeur de /yo = 1.
03

4.2.5 Trouver un brin hiérarchique d’un élément

Algorithme 9 : Obtenir un brin hiérarchique d'un élément
Données : b : un brin de I'élément E.
Résultat : Un brin hiérarchique de E.
b' «+ B1(b);
Si b’ est un brin hiérarchique Alors
| Retourner b/;
Si est-simple(b) Alors
Répéter
| b Ba(b);
jusqu’a b’ est un brin hiérarchique;
Sinon
Pour tous b’ € c3(b) faire
L Si b’ est un brin hiérarchique de E Alors

L Retourner b';

Retourner b';

L algorithme 9 prend en paramétre un brin b quelconque d'un élément et retourne un
brin hiérarchique de cet élément. Si b n'est pas un brin hiérarchique alors I'algorithme teste
si la face F incidente a b est simple. Si c'est le cas, alors I'algorithme itére sur les brins
de la bordure de F, jusqu’a tomber sur un brin hiérarchique. Par contre, si F est une face
complexe, nous ne pouvons pas nous contenter d'itérer avec 37 sur la bordure de F jusqu'a
trouver un brin hiérarchique de Vo/. Nous devons alors parcourir tous les brins de Vol a la
recherche d'un brin hiérarchique. Notons que I'ensemble des brins d'un volume incident a b,
est donné par I'orbite < 81,82 > (b), que nous nommons c3(b) dans I'algorithme.

Nous considérons I'exemple de la figure 4.8. Nous souhaitons alors récupérer un brin hié-
rarchique de Vol a partir du brin bggs. La sous-face Fgg3 de la face hiérarchique Fq, incidente
a bpos, ne possede pas de brin hiérarchique. L'algorithme doit alors parcourir tous les brins
de Vol, jusqu’a trouver un brin hiérarchique. Enfin, notons que les sous-faces comme Fg1 ou
Fo3, contiennent dans leur bordure un brin hiérarchique de Vol. Une optimisation est alors
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réalisée en testant si F est simple.

Cette partie a présenté les concepts et les algorithmes de base, nécessaires a la réali-
sation de notre méthode de subdivision. Dans les prochaines sections, nous présenterons, le
processus de subdivision d'une face avec la mise a jour des informations physiques pour le cas
2D. Puis, nous détaillerons le processus de subdivision d'un volume avec la mise a jour des
informations physiques pour le cas 3D. Enfin, nous expliciterons les différentes modifications
apportées au processus de découpe pour qu'il puisse gérer des modéles subdivisés localement.

4.3 Subdivision réguliére d’un quadrilatére en quatre sous-
quadrilatéres

Cette partie a pour objectif de présenter notre processus de subdivision pour, en 2D, une
face, et en 3D, une face hiérarchique d'un volume donné. Nous expliciterons ce processus
dans un premier temps sous |I'angle topologique, puis dans un second temps sous |'angle
physique.

4.3.1 Présentation intuitive

La figure 4.9 montre un modéle 2D initialement composé de deux quadrilatéres adjacents
Fo et 1. Ces derniers ont le méme niveau de subdivision égal a 1. lls sont donc composés
de quatre brins chacun. La figure illustre les différentes étapes de subdivision réguliére du
quadrilatére Fp en quatre sous-quadrilatéres. Le processus de subdivision s'appuie sur les
opérations d'insertion des cartes combinatoires (cf. la partie 2.3.3). Il est composé de quatre
étapes :

(a) (b) (c)

b F . |t
R o i

(d) (e)

Figure 4.9 — [e processus de subdivision d'un quadrilatére. (a) Un modéle 2D composé de deux
quadrilatéres adjacents : Fo et F1, cousus ensemble par B>. (b) Le modéle de (a) aprés I'insertion
d’'un sommet au milieu de chacune des quatre arétes hiérarchiques de Fo. (c) Le modéle de (b)
apreés I'insertion d’une aréte au milieu de la face Fo. Fo a été scindée en deux sous-faces : Fog et For.
(d) Le modéle de (c) aprés I'insertion d'un sommet au milieu de la nouvelle aréte. (e) Le modéle
de (d) apreés I'insertion d’une aréte au milieu de chacune des deux nouvelles sous-faces : Foo et Foi.
A la fin du processus, le quadrilatere Fy a été subdivisé en quatre sous-quadrilatéres : Fooo, Foo1,
Fo1o et Foi1. Les liens rouges représentent les relations B2. Les brins orange correspondent aux brins
hiérarchiques contrairement aux brins gris.

T
-
o
=3
S}

I:00 F01
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1. Un nouveau sommet est inséré au milieu de chacune des quatre arétes hiérarchiques de
Fo. Cette étape consiste a insérer une O-cellule dans chaque 1-cellule incidente & fg. La
scission en deux parties d'un brin hiérarchique crée un deuxiéme brin. Le premier brin
reste hiérarchique contrairement au deuxiéme qui n'est pas un brin hiérarchique de Fgq.
Les deux brins résultants voient leur niveau de subdivision doublé par rapport au brin
initial. Cette étape crée cing nouveaux brins non hiérarchiques (représentés en gris dans
la figure 4.9(b)). En effet, la scission de la 1-cellule commune a Fy et F; génére deux
nouveaux brins. Enfin, un nouvel attribut Particule est associé a chacune des quatre
nouvelles 0-cellules ainsi qu'un nouvel attribut Ressort a chacune des quatre nouvelles
1-cellules. L'initialisation et la mise a jour des informations relatives au modéle physique
sont explicitées dans la sous-section 4.3.3.

2. Une nouvelle 1-cellule est insérée au milieu de la 2-cellule Fy entre les brins entourés
de vert dans la figure 4.9(c). Ces derniers ont pour origine les sommets nouvellement
créés. lls sont situés au milieu de deux arétes hiérarchiques opposées. L'insertion de la
nouvelle 1-cellule crée deux nouveaux brins hiérarchiques ayant un niveau de subdivision
égal a 2/r,. Fg est ainsi scindée en deux sous-2-cellules Fgg et Fg1. Un nouveau Ressort
est associé a la nouvelle 1-cellule.

3. Un nouveau sommet est inséré au milieu de la nouvelle 1-cellule précédemment créée
(cf. la figure 4.9(d)). Une nouvelle Particule est associée a ce nouveau sommet et un
nouveau Ressort est associé a la nouvelle aréte.

4. Fog et Fp1, récemment créés, vont étre également scindés en deux de la méme ma-
niére que Fo a I'étape 2. Deux 1-cellules vont étre insérées dans ces deux derniéres
faces en utilisant deux brins opposés appartenant a la méme 2-cellule (cf. les brins
entourés de vert dans la figure 4.9(d)). Les deux nouvelles 1-cellules ont un niveau de
subdivision initialisé a 2/g,. L'ensemble des quatre brins les composant sont des brins
hiérarchiques. Fp a ainsi été subdivisée en quatre sous-2-cellules : Fooo. Foio. Foo1 et
Fo11 (cf. la figure 4.9(e)).

La figure 4.10 illustre la subdivision réguliére d'un quadrilatére incident a deux hexaédres,
en quatre sous-quadrilatéres. La figure 4.10(a) montre un modéle 3D composé de deux hexa-
edres adjacents Volg et Voly. Ces derniers ont pour face commune Fo ol Fgjy, correspond
a la partie incidente a Volg et fq) ), celle incidente a Voly. Volg et Voly ont le méme
niveau de subdivision égal a 1. lls sont alors composés de vingt-quatre brins chacun. La fi-
gure 4.10(b) représente le modéle de la figure 4.10(a) aprés la subdivision du quadrilatére
Fo en quatre sous-quadrilatéres. La définition des cartes combinatoires implique que la sub-
division de Foqypy, entraine de maniere identique celle de Fg|\yy,. Le processus de subdivision
employé pour subdiviser Fg en quatre sous-quadrilatéres est exactement le méme que celui
présenté ci-dessus pour le cas 2D.

4.3.2 Subdivision d’un quadrilatére inscrit dans un modéle localement raffiné

Cependant, le processus de subdivision qui vient d'étre présenté implique que les éléments
adjacents a I'élément £ a subdiviser, aient un niveau de subdivision inférieur ou égal a E.
Plus précisément, en 2D, les arétes hiérarchiques de la face F a subdiviser n'ont pas été
en amont subdivisées par les faces adjacentes a F. En 3D, les arétes hiérarchiques de la
face hiérarchique F du volume Vol considéré, ne doivent pas avoir été subdivisées en amont,
par les autres faces hiérarchiques de Vol qui sont adjacentes a F, ni par les autres volumes
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L L

Fojvolo /iH:I:
Z
> _,H_, o
VO|O Vo|0
I:O |Voll
Vol Vol,
(a) (b)

Figure 4.10 — La subdivision d'un quadrilatére incident a deux hexaédres, en quatre sous-
quadrilatéres. (a) Un modéle 3D composé de deux hexaédres adjacents : Voly et Voli, cousus
ensemble par Bs. Fo est composée de Fove, €t Fopvor,. Par transparence, la partie de la face Fo
incidente a Voly : Fovo, est représentée. Tous les brins incidents a Fojye, Sont liés deux a deux
avec les brins incidents a Fojvo, par Bs. (b) Le modéle de (a) aprés I'application du processus per-
mettant la subdivision réguliére de Fo en quatre sous-quadrilatéres. Les liens rouges (resp. violets)
représentent les relations B, (resp. Bz). Seule une partie des liaisons (B3 est représentée dans (b).
Les brins orange correspondent aux brins hiérarchiques.

adjacents a Vol. De plus, les faces hiérarchiques d'un volume Vol a subdiviser, ne doivent
pas avoir été subdivisées préalablement par les volumes adjacents a Vol.

O O @ . %<_ @]
Flﬂ 1071
Foo [T Fou o Fia

4 4 F102 103

(b)

Figure 4.11 — [ a subdivision d'un quadrilatére adjacent a un quadrilatére ayant un niveau de sub-
division plus grand. Un modéle 2D initialement composé de deux quadrilatéres cousus ensemble
par B> : Fo et Fi. (a) Le modéle initial obtenu aprés que F1 puis Fip et Fip ont été subdivisés.
(b) Le modeéle de (a) aprés la subdivision de Fo. Le schéma présente une subdivision réguliére d’un
quadrilatére (Fo) adjacent a un quadrilatére (F1) ayant un niveau de subdivision plus important. Les
sommets bleus correspondent a des jonctions T.

Dans ce sens, le processus de subdivision d'un élément E (face en 2D et face hiérar-
chique d’un volume en 3D) doit étre modifié pour gérer le cas ol I'élément E est moins
subdivisé qu'un élément adjacent. L'exemple présenté dans la figure 4.11 illustre ce cas.
La figure 4.11(a) présente un modéle 2D initialement composé de deux quadrilatéres adja-
cents Fo et F1, aprés la subdivision de F; en Fy; avec i € {0,...3}, suivi de la subdivision
de Fip en Fip; et celle de Fip en Fioj. La figure 4.11(b) présente le modéle de (a) aprés la
subdivision de Fy.

Nous énoncons ici les deux modifications a apporter au processus de subdivision pour
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gérer le cas présenté ci-dessus :

— La premiére étape du processus de subdivision consiste en I'insertion de nouveaux som-
mets au milieu de chacune des arétes hiérarchiques de I'élément E a subdiviser. Si une
des arétes hiérarchiques a de E s'avére avoir déja été subdivisée lors de la subdivision
d’'un élément adjacent & E et incident a a, alors le sommet devant étre inséré est déja
présent. Dans ce cas, aucun nouveau sommet ne devra étre inséré dans a pendant cette
étape du processus de subdivision.

La figure 4.11 illustre ce propos avec le sommet s correspondant au sommet qui ne
sera pas inséré pendant le processus de subdivision de fq. En effet, I'aréte hiérarchique
a de Fy a déja été subdivisée lors de la subdivision de F7, ce qui a entrainé la création
du sommet s scindant alors a en deux parties.

Ce constat implique de tester si un brin hiérarchique b doit étre subdivisé ou non.
Pour cela, nous testons si B1(b) est un brin hiérarchique. Si B1(b) n'est pas un brin
hiérarchique, alors b doit étre subdivisé, sinon le test indique qu'il a déja été subdivisé.
En effet, lorsqu’'une aréte hiérarchique est scindée, les nouveaux brins créés ne sont
pas hiérarchiques. Ceci implique alors que si le 81 d'un brin hiérarchique n’est pas
hiérarchique, alors |'aréte hiérarchique incidente a été scindée.

Sur la figure 4.11, a est composée de quatre brins. Le brin hiérarchique associé a a est
bo. by = B1(bg) étant un brin hiérarchique, by ne doit pas étre subdivisé. Par contre,
les trois autres arétes hiérarchiques de Fg sont scindées conformément au processus
de subdivision détaillé ci-dessus. En effet, nous pouvons prendre I'exemple de I'aréte
hiérarchique b de Fo. Comme (B1(bs) est un brin hiérarchique, alors bs sera subdivisé.

— Une deuxiéme modification du processus de subdivision intervient lorsque I'on scinde

une face en deux, et plus précisément lorsque I'on récupére un brin partant du sommet
situé au milieu d'une aréte hiérarchique.
Dans les figures 4.9(b) et 4.9(d), ces brins correspondent aux brins entourés de vert.
Pour les récupérer, il suffit de prendre le 81 des brins hiérarchiques. Or, cette mé-
thode n'est plus valable lorsque I'aréte hiérarchique considérée a été scindée au moins
deux fois en amont. Nous expliquons ici la méthode permettant de récupérer le brin
partant du sommet situé au milieu d'une aréte hiérarchique a; ce brin est nommé
bmiiies. Cette méthode s'appuie sur les niveaux de subdivision des sous-arétes d'une
aréte hiérarchique, afin de récupérer le bnyjje, de cette derniére. Il suffit alors d'accu-
muler les niveaux de subdivision, depuis le brin hiérarchique de cette aréte hiérarchique,
jusqu'a obtenir une valeur supérieure a la moitié du niveau de subdivision de I'aréte
hiérarchique, pour récupérer son bmjjey. Les différentes étapes de cette méthode sont
décrites par I'algorithme 10 avec la figure 4.11.

1. Nous commencons par récupérer le niveau de subdivision de a grace a l'algo-
rithme 8. Nous prenons la moitié de /, afin de considérer la moitié de I'aréte
hiérarchique, que nous stockons dans v. Dans la figure 4.11, nous considérons
que //:O =L=1=1, /bo = /b1 = /b2 = /b3 =4 et /b4 = 1. L'aréte hiérarchique
considérée est a et by est son brin hiérarchique. Enfin, v = %

2. Comme F est une face simple, nous pouvons parcourir sa bordure avec G1. Nous
accumulons alors l'inverse des niveaux de subdivision de chaque brin parcouru,
depuis le brin hiérarchique by de a, jusqu'a obtenir une valeur supérieure a la
moitié de .

Dans I'exemple, nous débutons avec by en accumulant i = 1 a cumule. Comme,

cumule < % Nous passons au brin by et nous accumulons ﬁ donnant cumule =
1
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Algorithme 10 : Récupérer le brin partant du sommet situé au milieu d'une aréte
hiérarchique donnée
Données : £ : un élément.
a . une aréte hiérarchique de E.
baebur - le brin hiérarchique de a.
Résultat : Retourne bpjjiey.
I, < niveau-subdivision-élément(E);
// |, : le niveau de subdivision de a, /,=Ig
v B
b < bgeput;
cumule <+ 0;
Tant que cumule < 1 faire
L cumule < cumule + i;

b« B1(b);
Retourner b;

%. Comme, cumule < % nous passons maintenant au brin by et nous accumulons

%, donnant alors cumule = %. cumule étant alors supérieur a % nous retournons

bo. by est bien le brin partant du sommet s situé au milieu de a.

Pour conclure cette partie, nous avons présenté de maniére intuitive comment subdiviser
topologiquement un quadrilatére quel que soit le niveau de subdivision de ses quadrilatéres
adjacents. L'algorithme complet permettant la subdivision d'un quadrilatére en quatre sous-
quadrilatéres, est présenté dans la section 7.1.

4.3.3 Initialisation et mise a jour des informations physiques

Lors du processus de subdivision d'un quadrilatére, I'insertion de nouveaux sommets et
arétes implique la création de nouvelles Particules et Ressorts. Ces Particules et Ressorts
doivent ainsi étre initialisés ou mis a jour pour conserver les propriétés physiques de I'objet.
Or, malgré des similitudes dans le processus de mise a jour des informations physiques entre
la subdivision d'une face, pour le cas 2D et la subdivision d’une face hiérarchique pour le cas
3D, nous préférons, dans un objectif de clarté de I'explication, détailler tout d’abord le cas
2D, puis expliciter le cas 3D en s'appuyant sur le cas 2D.

Dans cette partie, nous nommerons F, la face venant d’étre subdivisée.

Masses

Les sommets créés pendant le processus de subdivision doivent, entre autre, initialiser leur
masse. Cette derniére est stockée dans la Particule qui leur est associée. De plus, I'ensemble
des sommets incidents a F, doivent également mettre a jour leur masse. En effet, leur
masse était fonction de I'aire de F, alors que suite a la subdivision de cette derniére, elle est
fonction non plus de I'aire de F mais de I'aire d'une sous-face de F. Dans la figure 4.13(b),
les particules qui doivent initialiser leur masse sont rouges et les particules qui doivent mettre
a jour leur masse sont vertes.

Pour initialiser ou mettre a jour la masse d'un sommet, nous procédons de la méme
maniére que pour l'initialisation (cf. la sous-section 3.2.1). Nous rappelons que le calcul de la
masse d'une particule est fonction des aires de ses faces incidentes. Or, pour calculer I'aire
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d'une face F,, dans un modéle localement raffiné, nous devons récupérer les longueurs initiales
Lo stockées au niveau des ressorts appartenant a deux arétes hiérarchiques successives de F3.
Puis, nous divisons ces longueurs par le niveau de subdivision de ;. De cette maniére, nous
considérons les dimensions d'une face, issue d'une subdivision, par rapport a celles de sa face
mere initiale. Par exemple, dans la figure 4.12(a) ou /r, = 1, nous posons les dimensions de
F1 comme étant : longueur(Fy) = 2 et largeur(F1) = 1. Dans la figure 4.12(b), F11, une des
quatre sous-faces de Fp, aura alors comme dimension : longueur(Fi1) = longueur(F1) _ % =1

lery
largeur(Fo) _ 1
== =3,

et largeur(F11) = =
Cas des jonctions T Une procédure particuliére doit étre mise en place pour le calcul de
la masse des jonctions T. Nous rappelons tout d'abord que lors de la deuxiéme étape du
processus de subdivision (cf. la sous-section 4.3), si un sommet est inséré dans une aréte
hiérarchique incidente a deux éléments, alors le sommet en question sera une jonction T (cf. la
partie 4.3.3). La Particule associée stocke alors I'information de sa propriété de jonction T.

s s s s s s s
S o é o ) &
H Fi0 H Fia
FO F 1 FO So1 ® _ [502@ 503
TP
@ [ [ @ ® ®
S3 Sa Ss 53 Sa S04 Ss

(a) (b)

Figure 4.12 — [a création d’une jonction T suite a la subdivision d'un quadrilatére qui avait ini-
tialement le méme niveau de subdivision qu’un quadrilatére adjacent. (a) Un modéle 2D composé
de deux quadrilatéres adjacents Fo et Fi, cousus ensemble par B>. (b) Le modéle de (a) aprés la
subdivision réguliere de F1 en quatre sous-quadrilatéres. Cette derniére provoque la création de la
Jonction T so1. Si l'on fait I'hypothése que Fo et F1 ont la méme densité surfacique alors toutes les
particules de méme couleur ont la méme masse.

La figure 4.12 montre la création d'une jonction T suite a la subdivision d'un quadrila-
tére, qui avait le mé&me niveau de subdivision qu'un quadrilatére adjacent. Le modéle pré-
senté dans la figure 4.12(a) est composé de deux quadrilatéres adjacents Fo et F;. La fi-
gure 4.12(b) montre I'apparition de la jonction T sp; suite a la subdivision de 1 en Fy; avec
i €{0,...3}. Ceci est di au fait que ces sous-faces de F; ont alors un niveau de subdivision
supérieur a Fg. De plus, Fg est maintenant constituée de cing sommets : sg, S1, So1, Ss4 et
s3, et est non conforme relativement a sp;.

La masse d'une jonction T est calculée en accumulant les contributions des éléments
incidents qui lui sont conformes. Pour cela, nous parcourons I'ensemble des brins incidents a
cette jonction T. Tous les brins hiérarchiques sont alors incidents a un élément qui contribuera
au calcul de la masse de cette jonction T. En effet, nous rappelons que si un brin partant
d’une jonction T est non hiérarchique, alors I'élément incident a ce brin est non conforme a
cette jonction T. Dans figure 4.12(b), le brin incident a Fy et partant de sp1, n'est pas un
brin hiérarchique ; Fo ne contribuera donc pas au calcul de la masse de sp1.

Exemple Nous faisons I'hypothése que dans la figure 4.12, Fp et F7 ont la méme densité
surfacique. Les sommets de méme couleur ont alors la méme masse. Dans la figure 4.12(a),
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A A
so et s3 ont pour masse %. s> et s; ont pour masse prl et s; et s; ont pour masse

p Ar,
7

. . A A
restent inchangées. Par contre, s, (resp. Ss) a pour masse % (resp. %) avec Ar,
(resp. Af,;) dépendant de la longueur et largeur de Fiq (resp. Fi3). Les dimensions de Fi;
(res. F13) correspondent aux dimensions de F; divisées par le niveau de subdivision de Fi;

. . A A
(resp. F13), soit 2 dans notre exemzlle. Nous obtenons ainsi Ag, = % (resp. Af,, = %)
o Af

+ p{% (cf. la sous-section 3.2.1). Dans la figure 4.12(b), les masses de sp et s3

et sp (resp. s5) a ainsi pour masse —+. De la méme maniére, soo, Sp3 €t sg4 Ont pour masse
A A A A . . .
2255 502 a pour masse 42571 s; et s4 ont pour masse 2570 + 2R Enfin, la jonction T

A ) . . .
So1 @ pour masse 2p16F1 (Fo étant non conforme relativement a sp1, Fo ne contribue pas au

calcul de sa masse).
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Figure 4.13 — La mise a jour des masses et des ressorts, suite au processus de subdivision d'un
quadrilatére. (a) Un modeéle 2D initialement composé de deux quadrilatéres adjacents Fo et F,
cousus ensemble par B,. Le quadrilatére F1 a été subdivisé en quatre sous-quadrilatéres : Fig, Fi1,
Fio et Fi3. (b) Le modéle de (a) aprés la subdivision réguliére du quadrilatére Fy en quatre sous-
quadrilatéres : Foo, Fo1, Foz et Fos. Les ressorts rouges sont les ressorts créés pendant le processus
de subdivision, et doivent étre initialisés. Les ressorts verts sont les ressorts qui doivent étre mis a
Jour. Le méme code couleur est appliqué aux particules.

Ressorts diagonaux

Les ressorts diagonaux internes a la face F sont supprimés avant sa subdivision. Puis,
une fois le processus de subdivision réalisé, nous créons deux nouveaux ressorts diagonaux
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pour les quatre sous-faces nouvellement créées.

— Suppression. Pour supprimer un ressort diagonal, nous devons récupérer les deux som-
mets situés aux extrémités de ce dernier. La procédure a suivre sera expliquée avec
la figure 4.13(a). Nous commencons par récupérer un brin hiérarchique b, de Fg. En-
suite, nous parcourons la bordure de Fg a partir de b,, pour récupérer les quatre brins
hiérarchiques consécutifs : b,, bp, be et by. Les deux sommets associés aux brins b,
et b. sont les extrémités du premier ressort diagonal de Fg a supprimer, et les deux
sommets associés aux brins by et by, les extrémités du deuxiéme ressort diagonal de
Fo a supprimer.

— Création. Afin de créer les ressorts diagonaux pour chaque nouvelle sous-face issue de
la subdivision de Fg, nous appliquons la procédure décrite précédemment, en récupérant
les quatre brins hiérarchiques de la sous-face Foo : ba, bg, by et bs, puis en créant les
deux nouveaux ressorts diagonaux de cette sous-face entre les sommets des brins b, et
by, et entre les sommets des brins bg et bs (cf. la figure 4.13(b)). Notons que lors de
la création des ressorts diagonaux, leurs extrémités sont initialisées avec les sommets
ayant permis leur création. De plus, un ressort diagonal stocke un brin de la face a
laquelle il appartient. Nous initialisons cette information lors de la création du ressort
diagonal. Dans notre exemple, nous lui affectons le brin bg. Par ailleurs, les Particules
stockant I'ensemble des ressorts diagonaux auxquels elles sont reliées, nous rajoutons
le nouveau ressort diagonal dans les listes de ses Particules extrémités. Enfin, la
raideur des ressorts diagonaux doit étre initialisée. Nous procédons pour cela, de la
méme maniére que lors de I'initialisation du modéle (cf. la sous-section 3.2.2). La seule
différence est que le calcul des dimensions de I'élément contenant le ressort diagonal
en question, se fait comme expliqué précédemment pour la mise a jour des masses,
c'est-a-dire en divisant les longueurs initiales stockées dans les ressorts appartenant a
deux arétes hiérarchiques successives de cet élément, par le niveau de subdivision de
I'élément.

Nous précisons que la longueur initiale du ressort diagonal d inclus dans le quadrilatére

F, nécessaire au calcul de sa force, est égale & \/(X?+ Y?) ou X = LO,—(r) et Y = LO,—(S) avec
F F

r et s, les ressorts associés a deux arétes hiérarchiques successives de F.

Ressorts non diagonaux

Les Ressorts créés lors du processus de subdivision doivent étre initialisés. Les autres
Ressorts qui sont également associés aux arétes incidentes aux nouvelles sous-faces de F,
doivent étre mis a jour. Dans la figure 4.13(b), les ressorts qui doivent étre initialisés sont
rouges et les ressorts qui doivent étre mis a jour sont verts.

Les Ressorts doivent initialiser ou mettre a jour leurs extrémités en récupérant celles
d'un de leur brin incident. lls doivent également initialiser ou mettre a jour leur raideur. Pour
cela, nous procédons de la méme maniére que pour l'initialisation (cf. la sous-section 3.2.2),
sauf pour récupérer les dimensions des éléments incidents qui sont récupérées au niveau des
longueurs initiales des ressorts associés a deux arétes hiérarchiques successives de I'élément
en question, pondérées par le niveau de subdivision de I'élément (comme présenté pour le
calcul de la masse et de la raideur des ressorts diagonaux). La raideur obtenue est relative
3 une aréte hiérarchique d'une face F. Or, une aréte hiérarchique pouvant étre décomposée
en sous-arétes, nous pondérons la raideur obtenue par rapport au niveau de subdivision /; de
la sous-aréte associée au ressort en question et /. La raideur kF(iJ)\a d’un ressort associé
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a l'aréte a (de niveau de subdivision /) d'une face F (de niveau de subdivision /¢) est donc
formulée de la maniére suivante :

o
KE(id))a = kF(I’J)i

ou, ke(i,J) correspond a la raideur de I'aréte hiérarchique contenant I'aréte a. / et j sont
les dimensions de la face F.

Enfin, de la mé&me maniére que pour l'initialisation, la raideur d'un ressort est déterminée
en accumulant les raideurs calculées pour chaque face incidente.

Nous précisons que la longueur initiale du ressort r, nécessaire au calcul de sa force, est
égale a LO,—Er)

Vitesses et accélérations

Les nouvelles Particules sont créées avec une vitesse et une accélération nulle. Pour éviter
de freiner le systéme, nous initialisons la vitesse et I'accélération de ces derniéres en fonction
de leurs voisines. Plus précisément, lorsqu’'un sommet est inséré dans une aréte, nous récupé-
rons la moyenne des vitesses (resp. accélérations) des deux extrémités de I'aréte allant étre
scindée. Pour la particule créée au milieu de la face en cours de subdivision, nous calculons
la moyenne des vitesses (resp. accélérations) des quatre sommets hiérarchiques de la face.

Contraintes

Les particules peuvent &tre contraintes selon I'axe X et/ou Y et/ou Z. Si la nouvelle
particule est insérée au milieu d'une aréte ou ses deux extrémités étaient contraintes alors
par défaut, elle sera elle-aussi contrainte de la méme maniére.

Jonction T

L'explication de cette partie s’appuie sur I'exemple présenté dans les figures 4.12 et 4.14.
Elles montrent |'apparition de la jonction T sp; suite a la subdivision de F; en f7;, avec
i €{0,...,3}. De maniére plus précise, elle est apparue lors de la premiére étape du processus
de subdivision, consistant a scinder en deux parties chaque aréte hiérarchique de F;. L'aréte
hiérarchique scindée par sp; était alors commune a deux éléments (Fg et F1) de méme niveau
de subdivision. Enfin, sp; se voit attribuer ses deux extrémités de projection correspondant
aux extrémités de I'aréte hiérarchique qu’elle scinde : s; et s4.

Pour gérer les jonctions T, nous avons fait le choix que ces derniéres n'existent pas
physiquement pour les éléments qui leur sont non conformes. Par exemple, la jonction T sp1
n'existe pas physiquement pour Fy. Nous présentons ci-dessous, les différents traitements
appliqués aux jonctions T, en considérant la jonction T sp; de notre exemple :

— Fo ne contribue pas au calcul de la masse de sp; (comme expliqué ci-dessus pour
I'initialisation ou la mise a jour des masses).

— Comme le montre la figure 4.14, sy1 n’étant « retenue » par aucun ressort dans le
quadrilatére Fq, elle « rentre » dans ce dernier.
Afin de corriger ce comportement erroné, a chaque itération de la boucle de simulation,
Sp1 Sera projetée orthogonalement sur le segment donné par ses extrémités, soit le
segment [s1,s4]. Cette projection donne le point p. A chaque itération, nous calculerons
ainsi p, puis nous |'affecterons a la position de sp7.
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Figure 4.14 — [ e comportement erroné induit par la création de jonctions T et la nécessité de
contraindre la position de ses derniéres, pour le cas 2D. (a) Le modéle de la figure 4.12(b). (b) so1
n'étant pas « retenue » par Fo, elle « rentre » dans cette derniére. (c) La projection orthogonale p
de so1 sur l'aréte (s1, sa). so1 Sera contrainte sur p.

— La somme des forces appliquées a la jonction T sp1 ne va pas étre intégrée pour calculer
sa nouvelle position puisque cette derniére va étre directement affectée a celle de p.
Or, sp1 existant physiquement pour les éléments Fig et F1o, cette jonction T contribue
a la somme des forces de ces éléments. Nous avons donc fait le choix de distribuer sa
force au niveau des particules des éléments incidents, aprés I'accumulation des autres
forces comme les forces internes dues aux ressorts ou encore la gravité.

Pour cela, nous parcourons tous les éléments incidents a une jonction T. Dans notre
exemple, la jonction T sp; a comme éléments incidents : Fqy, Fig et F1». Pour chaque
brin b incident a la jonction T, si b est hiérarchique, alors la face F incidente a b
est conforme relativement a cette jonction T. Dans ce cas, nous parcourons tous les
sommets hiérarchiques de F et nous accumulons pour chacun d’entre eux, un sixiéme
de la force de la jonction T en question. En effet, une jonction T est toujours incidente
a trois quadrilatéres et ces derniers ont trois particules chacun en plus de la jonction T,
donnant un total de six particules. Le sixiéme de la force de sy; n'est pas directement
accumulé 3 la force des sommets hiérarchiques de F. En effet, ces derniers peuvent
également étre des jonctions T pour un autre élément. Le sixieme de la force de sp; est
donc accumulé dans une autre variable stockée dans la Particule associée au sommet
hiérarchique de F en question. Cette variable sera accumulée a la somme des forces
du sommet hiérarchique considéré, a la fin de la distribution de la force de I'ensemble
des jonctions T du modéle.

Dans notre exemple, nous accumulons un sixiéme de la force de sp; au niveau des
sommets hiérarchiques de Fig : {s1, Soo €t Sz} ainsi que ceux de Fio : {Sp2, Sos €t Sz}
recoit ainsi deux sixiemes de la force de sp7.

Enfin, si le quadrilatére Fgy est amené a étre subdivisé, alors sg; ne sera plus une jonction
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T. Nous utilisons I'algorithme 10 depuis le brin hiérarchique de g partant de s4 pour retrouver
le brin partant de sp; et donc la jonction T sp4. La vitesse (resp. accélération) de la jonction
T a été initialisée a NULL. Or, lorsqu’elle perd son statut de jonction T, la particule a
toujours une vitesse (resp. accélération) nulle. Pour éviter de freiner le systéme et d'induire
ainsi une erreur dans le comportement, nous parcourons l'ensemble de ses extrémités de
projection pour calculer la moyenne de leur vitesse (resp. accélération). Puis, nous affectons
cette moyenne a la vitesse (resp. accélération) de la particule en question.

4.4 Subdivision réguliére d’un hexaédre en huit sous-hexaédres

La partie précédente explicitait le processus de subdivision d'un quadrilatére en quatre
sous-quadrilatéres, avec tout d'abord son étape de subdivision topologique, puis sa mise a
Jour des informations physiques nécessaires a la simulation physique pour le cas 2D.

Nous présentons maintenant le processus de subdivision d'un hexaédre en huit sous-
hexaédres. L'explication de ce processus s'appuiera sur la partie précédente. Nous procéderons
d'ailleurs de la méme maniére que pour cette derniére, en présentant tout d'abord la partie
topologique du processus, puis dans un deuxiéme temps sa partie physique.

4.4.1 Preésentation intuitive

Dans cette partie, nous allons décrire les différentes étapes du processus de subdivision
topologique d'un hexaédre avec les figures 4.15 et 4.16. Ces figures illustrent les différentes
étapes de subdivision d'un modéle 3D, initialement composé d'un seul hexaédre que nous
nommerons Vol (cf. les figures 4.15(a) et 4.16(a)). Ce dernier va ainsi &tre subdivisé régu-
lierement en huit sous-hexaédres. Les différentes étapes sont présentées de maniére schéma-
tique dans la figure 4.15, et de facon plus détaillées dans la figure 4.16 avec la représentation
d'une partie des brins constituant le modéle. Initialement, la figure 4.16(a) représente douze
des vingt-quatre brins de Vol. Nous observons que I'ensemble des brins incidents a Vol sont
hiérarchiques a Vol. Enfin, nous notons /\,; le niveau de subdivision de Vol. Le processus de
subdivision s'appuie sur les opérations d’insertion des cartes combinatoires [BADSM08]. Ce
processus est composé de six étapes, décrites ci-dessous :

1. Conformément au processus de subdivision d'un quadrilatére présenté dans |'algo-

rithme 19, chacune des six faces hiérarchiques de Vol est subdivisée en quatre sous-
faces. Le niveau de subdivision de I'ensemble des arétes incidentes a Vol, prend alors
comme valeur le double de /\p. Les points rouges sur les figures 4.15(b), 4.16(b)
et 4.15(c) correspondent aux nouveaux sommets créés pendant cette étape.
Notons que lorsque la premiére face hiérarchique Fp est subdivisée en Fg; avec | €
{0, ..., 3}, ses quatre arétes hiérarchiques sont scindées en deux (cf. la premiére étape
du processus explicitée dans la sous-section 4.3). Ceci implique que les quatre faces
hiérarchiques adjacentes a Fy n'auront pas a subdiviser ['aréte hiérarchique qu'elles ont
en commun avec fq (cf. 4.16(b) et 4.16(c)).

2. Nous insérons ensuite une face F, au milieu de Vol/, coupant de maniére transversale
ce dernier en deux hexaédres : Volg et Vol1. Puis, nous marquons hiérarchiquement
les brins de F, correspondant au début d’un de ses cOtés. f, est représentée en rouge
dans la figure 4.15(c). Elle interface les deux nouveaux volumes.

De maniére plus précise, F, est insérée selon une liste de brins £ formant un cycle
au milieu des quatre faces hiérarchiques latérales de Vol (cf. les brins en pointillés de
la figure 4.16(c)). Pour construire £, nous commencons par récupérer un brin b qui est
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Vol Vol

(a) (b)

Vol Vol

Vol, Vol,

0 0
Fa Fa

Voly,o Volggo

Volg,, Volyy, Voly,,

Vol,,, Vol,go Vol

Vol,,; Volyg, Vol,44

(9) (h)

Figure 4.15 — Le processus de subdivision d’un hexaédre. (a) Un modéle 3D composé d’un seul
hexaédre Vol. Le schéma montre les différentes étapes du processus permettant la subdivision
réguliere de Vol en huit sous-hexaédres.
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Figure 4.16 — Le processus de subdivision d'un volume avec la représentation d’une partie des brins.
Tout comme la figure 4.15, ce schéma décrit les différentes étapes du processus de subdivision
d’un hexaédre Vol, mais de maniére plus détaillée en représentant une partie des brins composant
le modéle. Les brins orange correspondent aux brins hiérarchiques de Vol. Les liens rouges (resp.
violets) correspondent aux liaisons B> (resp. B3, seulement partiellement représentées).
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hiérarchique a la version initiale de Vol. Nous prenons ensuite le 31 de b, donnant bg.
bg correspond alors au premier brin de £. Puis, nous appliquons I'opérateur bio1 sur bg,
donnant by. Nous stockons by dans £. Nous appliquons ainsi by»; tout en stockant les
brins parcourus, jusqu'a retrouver by. Notons que la procédure est plus complexe si les
faces hiérarchiques de Vol ont été subdivisées plusieurs fois par des volumes adjacents
a Vol. Nous reviendrons sur cette remarque un peu plus loin dans le manuscrit.

F, est constituée de deux cycles de brins, dont I'un est incident a Volg et I'autre a Vol .
Fajvol, €t Fajvor, - Ces deux cycles de brins sont reliés deux a deux par B3 (cf. 4.16(d)).
[Is consistent respectivement en une face hiérarchique de Voly et de Vol1. Nous devons
marquer comme hiérarchique les quatre brins de ces deux faces hiérarchiques.

/’< JV '

Vol . oo ﬁoﬁ H/H,

6

I:a | VolO

Figure 4.17 — Le marquage hiérarchique d’une face simple. Un zoom sur le sous-volume Voly de
la figure 4.16(d), ou les brins de Fyve, sont représentés.

Nous détaillons ici la procédure permettant de marquer comme hiérarchique les quatre
brins de 5|\, €n considérant la figure 4.16(d). Ces quatre brins correspondent chacun
au premier brin d'un des cOtés de F,)\y,- Pour les marquer, nous commencons par
récupérer le premier brin inséré dans £ : bg. Nous appliquons B>, pour récupérer un
brin incident a F,jvqy, : bs (cf. la figure 4.17). Notons que le brin bs se situe a la fin de
I'aréte hiérarchique de F,)\4y,, nous appliquons alors B1 pour obtenir le premier brin b,
incident @ Fjvpy, que nous marquerons comme hiérarchique. Il nous faut maintenant
récupérer le prochain brin B11(be) @ marquer hiérarchiquement. Enfin, nous procédons
de la mé&me maniére pour les deux derniers brins.

Pour récupérer le premier brin hiérarchique by de F, oy, (cf. la figure 4.16(d)), nous
avions avant l'insertion de F,, stocké le B3> de bg. Il suffit maintenant de prendre
le B> de ce brin pour obtenir le premier brin hiérarchique de Fa|Vo/1- Pour marquer
hiérarchiquement F,|\4/,, nous procédons de la méme maniére que pour F )\, -

3. L'étape suivante consiste a scinder F, en quatre sous-faces, en suivant encore une fois
le processus de subdivision décrit dans I'algorithme 19. Le nouveau sommet inséré est
représenté en rouge dans les figures 4.15(d) et 4.16(e).

4. Puis, une nouvelle face F, (resp. F¢) est insérée dans le nouvel hexaédre Voly (resp.
Vol1). Elle coupe de maniére sagittale I'hexaédre Volg (resp. Vol1) en deux sous-
hexaédres : Volgg et Volgy (resp. Volig et Voli1). Les deux nouvelles faces insérées
sont représentées en rouge dans la figure 4.15(e).

Le processus employé est similaire a celui décrit dans la deuxiéme étape. En effet, nous
commencons par décrire un cycle de brins qui permettra l'insertion de la nouvelle face.

Notons que le premier brin b, inséré dans le cycle £y qui scindera Volg, correspond au
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0B1 de by (cf. la figure 4.16(e)). Nous précisons ceci afin de montrer I'importance de
se positionner sur le bon brin avant chacune des étapes.

Suite a l'insertion de la face Fpe (correspondant indifferemment a Fp ou F¢), nous
marquons hiérarchiquement les brins composant chacune des deux parties de Fp
FoVols: FblVolor: Fevony €t Fojvon, (cf. 1a figure 4.16(f)). Cette étape différe quelque
peu de la procédure précédente. En effet, Fp. étant insérée dans la moitié supérieure
ou inférieure de I'hexaédre initial Vol, sa longueur et sa largeur ne sont pas constituées
du méme nombre de brins. En effet, F, était constituée de deux brins par coté. Or, les
faces Fp. considérées ici, ont bien deux brins dans le sens de la longueur mais seulement
un dans le sens de la largeur. C'est pour cette raison que nous appliquons 311 pour
parcourir sa longueur, et que nous appliquons 81 pour parcourir sa largeur.

5. Fp et Fc sont ensuite scindées en deux dans le sens de la longueur. Nous pouvons
voir dans la figure 4.15(f), les deux arétes verticales créées au milieu de Fj et Fc
représentées en rouge.

Pour réaliser cette étape, nous commencons par nous placer sur un des deux brins
hiérarchiques by, de Fpc correspondant a une longueur (cf. la figure 4.16(f)). Puis nous
récupérons le brin by mijes au milieu de cette longueur en appliquant B1(by). Nous nous
placons ensuite sur le deuxieme brin bg hiérarchique de Fp. aprés by. bg correspond
au brin hiérarchique de la longueur opposée a celle du brin by. Nous récupérons alors
de la méme maniére que pour la premiére longueur, le brin bgmiiey (bgmiieu = B1(bg))-
bamilieu €t bamiiieu PErMettent ainsi d'insérer I'aréte qui scindera Fpe en deux. Le niveau
de subdivision des deux nouvelles arétes prend comme valeur : 2 /yy.

Pour finir, nous marquons comme hiérarchique les quatre brins incidents a la nouvelle
aréte insérée dans Fp ainsi que pour chacun d’entre eux, leur B1. Nous procédons
de la méme maniére pour les quatre brins incidents a la nouvelle aréte de F. (cf.
la figure 4.16(g)).

6. Enfin, une nouvelle face est insérée au milieu de chacun des quatre nouveaux hexa-
édres Volgg, Volg1, Volig et Voli1. Elle coupe de maniére coronale chacun de ces
hexaédres en deux sous-hexaédres. Vol, est ainsi scindé en Vol,g et Vol,3 avec
n € {00,01,10,11}. Les nouvelles faces sont représentées en rouge dans la fi-
gure 4.15(g).

Nous procédons de la méme maniére que pour les étapes (3) et (5) en créant un cycle
de brins permettant d'insérer la face en question, puis de marquer hiérarchiquement
tous les brins qui lui sont incidents (cf. la figure 4.16(g)).

7. Les figures 4.15(h) et 4.16(h) correspondent au résultat obtenu aprés le processus
de subdivision. Vol est alors subdivisé en huit sous-hexaédres : Volygg, Volpo1, Voo,
\/O/011, \/O/loo, VO/101, VO/110 et \/O/111.

4.4.2 Subdivision d’un hexaédre inscrit dans un modéle localement raffiné

La présentation du processus de subdivision d'un volume qui vient d'étre faite, est valable
seulement si tous les volumes adjacents au volume Vol a subdiviser ont un niveau de subdi-
vision inférieur ou égal a Vol. Plus précisément, les arétes et faces hiérarchiques de Vol ne
doivent pas avoir été subdivisées par des volumes qui lui sont adjacents. Afin de s’affranchir
de cette limitation, le processus de subdivision d'un volume doit étre modifié en conséquence.

La figure 4.18 représente une partie d'un modéle 3D constitué de plusieurs hexaédres
adjacents, centrée sur I'hexaédre Vol+4. Vol+ contient des arétes et faces hiérarchiques
subdivisées par des volumes adjacents. Nous allons présenter les différentes modifications a
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apporter au processus de subdivision pour qu'il puisse permettre la subdivision d'un volume,
inscrit dans un modeéle 3D localement raffiné, rassemblant les mémes contraintes que Vol+,
de niveau de subdivision /\4+. Notons que contrairement a Vol, les brins incidents a Vo/+ ne
sont pas tous hiérarchiques. Nous reprenons ici les différentes étapes du processus présenté
ci-dessus afin de détailler les différentes modifications qui ont été apportées a ce dernier.

1. Nous rappelons que la premiére étape consiste a subdiviser les six faces hiérarchiques
de Vol+. Afin de réaliser cette premiére étape, nous récupérons en amont I'ensemble
des faces F incidentes a Vo/+. Nous précisons que F comprend I'ensemble des faces
hiérarchiques de Vol/+ si elles n'ont pas été subdivisées, sinon a I'ensemble des sous-
faces de chaque face hiérarchique subdivisée. Pour cela, nous devons tester si nous
pouvons appliquer le processus de subdivision sur la face F € F. Nous listons ci-aprés
les deux raisons empéchant F de suivre le processus de subdivision :

— Si F ne posséde pas de brin hiérarchique de Vol+ (cf. la sous-face Fgo3 de la fi-
gure 4.18(a)), alors nous passons a une autre face de F.

— Sinon, nous testons si F a déja été subdivisée ou non. Pour cela, nous récupérons
un brin b incident a F et hiérarchique de Vo/+, et nous parcourons la bordure de
F avec By a partir de b. Si nous ne trouvons pas quatre brins hiérarchiques de
Vol+, alors ceci implique que F a déja été subdivisée (c'est le cas de Fo)\p/ dans
la figure 4.18(a)). Nous stockons alors F dans F, pour marquer hiérarchiquement
ses brins et nous passons a une autre face de Vol+.

Si F posséde quatre brins hiérarchiques de Vo/+4. F est une face hiérarchique
de Vol+ qui n'a pas été préalablement subdivisée en quatre sous-faces. Dans la fi-
gure 4.18(a), la face F; fait partie des faces hiérarchiques de Vol; devant étre subdi-
visées. Nous procédons a la subdivision de F en quatre sous-faces. La premiére étape
du processus de subdivision de F (cf. I'algorithme 19) consiste a scinder ses quatre
arétes hiérarchiques. Or, les arétes hiérarchiques de F ont pu étre subdivisées par des
volumes ou des faces incidentes. Pour chaque aréte hiérarchique de F, nous devons
tester si elle doit étre scindée. Pour cela, une méthode consiste a vérifier que le niveau
de subdivision du brin hiérarchique de I'aréte hiérarchique a tester est égal a /. Si
c'est le cas, I'aréte hiérarchique doit étre scindée, sinon une autre aréte hiérarchique de
F doit étre vérifiée. Le processus de subdivision de F se poursuit ensuite de la méme
maniére que celui présenté dans I'algorithme 19.

Si F, € F- F, est une sous-face d'une face hiérarchique F de Vol., ayant été préa-
lablement subdivisée. Nous devons alors marquer hiérarchiquement F. La figure 4.18
illustre le processus marquant une face hiérarchique, décrit par I'algorithme 11.

Exemple La figure 4.18 nous permet d'expliciter les différentes étapes aboutissant a
la subdivision et au marquage hiérarchique des six faces hiérarchiques de Vol . Dans
la figure 4.18(a), la face hiérarchique Fy de Vol+, a été préalablement subdivisée
au cours d'une premiére subdivision de Volq, suivie d'une seconde de deux des sous-
volumes de Vol; adjacents a Vo/+. La figure 4.18(b) représente le modéle de (a) aprés
I'étape de subdivision des faces hiérarchiques de Vo/+ n’ayant pas été préalablement
subdivisées. Nous faisons I'hypothése que seules les faces hiérarchiques F1 et F> de Vol+
sont concernées. La figure 4.18(c) correspond au modéle de (b) suite au processus
de marquage hiérarchique de la face Fg, ayant été préalablement subdivisée. Enfin,
la figure 4.18(d) présente le modéle de (c) aprés que toutes les faces hiérarchiques de
Vol+ aient été subdivisées ou marquées hiérarchiquement. Notons que les différences
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Figure 4.18 — Les premiéres étapes du processus de subdivision d'un volume, présentant des arétes
et des faces hiérarchiques subdivisées en amont par des volumes adjacents. (a) Une partie d’un
modeéle 3D composé de plusieurs hexaédres adjacents, cousus ensemble par Bsz. Vol a été subdivisé
une premiére fois, puis deux de ses sous-volumes adjacents a Vol+ ont également été subdivisés.
La figure représente plus particulierement I’hexaédre Vol+ ainsi que par transparence la partie de
I'hexaédre Vioh, adjacente a Vol+. (b) Le modéle de (a) aprés la subdivision des faces hiérarchiques
de Vol+ : F1 et F>. Nous faisons I'hypothése dans cet exemple, que seules ces deux faces n’ont pas
été préalablement subdivisées par un volume adjacent. (c) Le modéle de (b) aprés avoir marqué
les brins hiérarchiques de Vol+, incidents a Fojvo4. Pour des raisons de lisibilité, les liaisons (32
relatives aux brins de Fojo ne sont pas représentées. (d) Le modéle de (c) apreés la subdivision des
trois autres faces hiérarchiques de Vol,.. Nous faisons I'hypothése que Vol est I'hexaédre ayant le
plus faible niveau de subdivision parmi tous les autres hexaédres du modéle. Cette hypothése et la
subdivision des derniéres faces hiérarchiques entrainent la transformation de jonctions T frontaliéres
en simples sommets. De plus, les brins labellisés de 0 a 5 correspondent au cycle de brins qui
permettra d'insérer une face scindant VVol+ en deux sous-volumes. Enfin, pour les quatre figures du
schéma, les brins orange correspondent aux brins hiérarchiques de Vol+ ou de Vol . Les liens en rouge
(resp. violet) sont les relations B> (resp. Bz, partiellement représentées). Les traits bleus représentés
au niveau de Voly, délimitent les dix sous-volumes de Vol, adjacents a Vol. Les particules bleues
(resp. roses) correspondent aux jonctions T frontaliéres (resp. centrées).
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3.
4.

entre les figures 4.18(c) et (d), résident dans les jonctions T frontaliéres qui ont été
transformées en simples sommets.

Le processus de subdivision ou de marquage hiérarchique des faces hiérarchiques de
Voly, commence par passer en revue |'ensemble des faces hiérarchiques de Voly ou
des sous-faces des faces hiérarchiques de Vol si ces derniéres ont été préalablement
subdivisées. Suite a cette étape, les faces hiérarchiques Fy et F» de Vol+ ont été sub-
divisées en quatre sous-faces, comme expliqué précédemment. De plus, les sous-faces
Fooo|vor+: Foijvor+: Foojver+ €t Foszjvory Ont €té stockées dans F, car elles pos-
sedent un brin hiérarchique de Vol,. Ces sous-faces vont ensuite &tre traitées dans le
but de marquer correctement leur face mere Fgj\4. Le traitement est décrit par I'al-
gorithme 11. A la fin de ce processus, toutes les faces hiérarchiques de Vo/+ n’ayant
pas été préalablement subdivisées par des volumes adjacents ont été subdivisées, et ses
autres faces hiérarchiques de Vol+ ont quant a elles été marquées hiérarchiquement
de la méme maniere que Fo|\p/ -

Nous avons vu précédemment que I'insertion de la face F; au milieu de Vol nécessite
la construction d'un cycle de brins.

— Nous partions pour cela d'un brin b qui était hiérarchique a la version initiale de
Vol. Récupérer le brin b était alors trivial, puisque tous les brins de Vol étaient
hiérarchiques. Or, ce n'est plus vrai pour Vo/+, ol nous devons employer I'algo-
rithme 9 pour récupérer b. Ce dernier peut &tre contraint de parcourir tous les
brins de Voly a la recherche d'un brin hiérarchique.

— Une fois le brin hiérarchique b récupéré, le premier brin by de £ était G1(b). Or, ce
n'est plus vrai pour Vol+. Pour récupérer le brin by a partir du brin hiérarchique b,
nous employons maintenant I'algorithme 5 (cf. la figure 4.18(d)). En effet, I'aréte
hiérarchique contenant le brin b, pouvant étre scindée, nous devons récupérer le
prochain brin hiérarchique de la face incidente a b et non plus simplement le 31 (b).

— Pour constituer I'ensemble des brins £ permettant I'insertion de F,, nous appli-
quions successivement B1o1. Or, nous ne pouvons plus nous contenter de cette
méthode dans le cas de Vol+ et nous appliquons maintenant I'algorithme 13.

— Une fois F, insérée selon £, nous marquions hiérarchiquement quatre des huit brins
de Fajvor, (resp. Fajver,). @ partir de be (resp. by), en employant successivement
B11. Or, nous ne pouvons plus procéder de cette maniére dans le cas de Vol+,
pour passer de be (resp. by), au prochain brin de Fyvo, (resp. Fajvep,) @ marquer
comme hiérarchique, nous utilisons maintenant I'algorithme 22 avec comme para-
metres be (resp. by) et l\. Nous précisons que cet algorithme consiste en une
version simplifiée de I'algorithme 12, uniquement valable pour les faces simples.

Cette étape est identique a celle pour Vol.

— Le premier brin b, inséré dans le cycle Ly qui scindera Voly (resp. Voly), ne corres-
pond pas a B1(bg) mais a prochain-brin-hierarchique-face(bg) (cf. I'algorithme 5).

— Pour marquer hiérarchiquement quatre des six brins de Fp., nous parcourions sa
longueur en appliquant G171 et sa largeur en utilisant B1. Or, dans le cas de Vo/+,
nous parcourons la longueur (resp. largeur) de Fpc, en employant I'algorithme 22,
avec comme parameétres le brin hiérarchique associé a cette longueur (resp. lar-
geur) et o (resp. 2 lye). En effet, en accumulant les inverses des niveaux

de subdivision des brins constituant sa longueur, nous obtenons ﬁ alors que si
O,

I'on considére sa largeur, nous obtenons 57—
Vol+
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5. Pour récupérer le brin bymijey @ partir de by, nous n'appliquons plus simplement 37
mais |'algorithme 10. De plus, pour obtenir bg a partir de by, nous appliquons deux
fois I'algorithme 5 (bg = prochain-brin-hierarchique-face(prochain-brin-hierarchique-
face(by))).

6. Enfin, pour insérer une nouvelle face au milieu des nouveaux hexaédres : Volyg, Volo1,
Vol et Volq1, les modifications faites pour gérer le cas de Vol+ sont les mémes que
celles présentées pour les étapes (3) et (5). Plus précisément, nous employons I'algo-
rithme 5 au lieu de 3;1. De plus, pour parcourir la frontiére d'une face hiérarchique, nous
devons utiliser la méthode présentée dans les algorithmes 5, 8, 12 et 13. Enfin, I'algo-
rithme 12, permet en s'appuyant sur le niveau de subdivision, de parcourir les différents
cotés d'une face.

Marquer hiérarchiquement une face hiérarchique, préalablement subdivisée, d’un vo-
lume en cours de subdivision. Nous décrivons ici I'algorithme 11 en considérant les fi-
gures 4.18(b) et (c). Cet algorithme consiste a marquer hiérarchiqguement une face hié-
rarchique F, ayant été préalablement subdivisée, d'un volume en cours de subdivision. Cet
algorithme prend en paramétre un brin hiérarchique b incident a une sous-face F, de F.
Dans notre exemple, I'algorithme va marquer la face hiérarchique Fg|\y, , €n parcourant tout
d'abord sa bordure a partir du brin hiérarchique b,, afin de marquer hiérarchiquement les
brins : by avec # € {a, c a m}. Puis, il marque les brins internes de Fo)\,, . qui sont b; avec
i € {a,B,7v,0}. Nous précisons que quelle que soit la configuration de la face hiérarchique
a marquer hiérarchiquement, ses brins internes sont toujours au nombre de quatre. Enfin,
suite a l'application de cet algorithme les brins de Fg)\,), Seront marqués comme suite au
processus de subdivision d'un quadrilatére en quatre sous-quadrilatéres (cf. I'algorithme 19).
Plus précisément, nous appliquons I'algorithme 11 sur un des brins incidents @ Fogg|vor+-
— La premiére étape a pour objectif de récupérer un brin hiérarchique appartenant a
Fooo| vol+- Si le brin passé en paramétre de I'algorithme n'est pas b,, alors nous appli-
quons I'algorithme 3, pour parcourir la frontiére de Fqgg|\o+ €N employant Gy jusqu'a
tomber sur b,.
— Puis, nous vérifions que Fgj\o4 n'a pas déja été marquée hiérarchiquement. Pour cela,

nous appliquons I'algorithme 12 avec les paramétres b, et ’V§’+, donnant b.. b. cor-
respond au premier brin aprés b, a devoir étre marqué hiérarchiquement. Si ce dernier
est deja marqué hiérarchiquement, ceci implique que fq\ 4 a déja été marquée hié-
rarchiguement et 'algorithme s'arréte. C'est par exemple le cas, si I'algorithme a été
auparavant appliqué sur la sous-face Fo1|vor. - Enfin, notons que si nous étions partis
de be (resp. by, bx), nous aurions testé si bg (resp. b;, by) était hiérarchique de Vol/+.

— Si Fojvoi+ N'a pas déja été marqué hiérarchiquement, nous procédons a la suite de
I'algorithme en testant si b. est un brin hiérarchique. Comme ce n'est pas le cas,
nous le marquons comme hiérarchique puis nous allons sur by = B21(bc), que nous
marquons également comme hiérarchique. Puis, nous appliquons I'algorithme 12 avec
les paramétres by et 2 lyp, . Comme fp, = % I'algorithme retourne le brin be. be est
un brin hiérarchique de Vol/+, nous récupérons donc bs = prochain-brin-subdivision-
face(be, 2) que nous marquons comme hiérarchique. Nous procédons ainsi jusqu’'a
retrouver le brin b,. Nous avons ainsi marqué hiérarchiquement les brins incidents a
Fovoi+ €n parcourant sa frontiere, qui sont : by avec # € {a, c a m}.

— Nous marquons maintenant les brins b; avec i € {a,3,7,0}, internes a Fo|Voly. Pour
cela, nous partons de notre brin hiérarchique de départ : b;. Nous appliquons alors I'al-
gorithme 12 avec les paramétres b, et 2, donnant le brin b.. En appliquant cet méme

142



Chapitre 4 : Raffinement local

algorithme avec b, comme parameétre, nous obtenons bg que nous marquons alors
comme hiérarchique. Enfin, nous marquons hiérarchiquement les trois autres brins in-
ternes, en appliquant successivement Go1.

Algorithme 11 : Marquer hiérarchiqguement les brins d'une face hiérarchique d'un vo-
lume en cours de subdivision, ayant un niveau de subdivision plus important que son
volume
Données : F,, : une sous-face d’'une face hiérarchique F, contenant un brin
hiérarchique.
b :un brin incident a F,,.
Résultat : Les brins incidents a F sont correctement marqués hiérarchiquement.
begin < b;
Si b n’est pas un brin hiérarchique Alors
L b < prochain-brin-hierarchique-face-simple(b);

b < prochain-brin-subdivision-face(b, 4!);

Si b n’est pas un brin hiérarchique Alors

// Parcours de la frontiére de F

Répéter

Si b n’est pas un brin hiérarchique Alors
marquer-hierarchiquement(b);
b« Bo1(b);
marquer-hierarchiquement(b);

b < prochain-brin-subdivision-face(b, %);
jusqu’a begin = b;
// Traitement des brins internes a F
b + prochain-brin-subdivision-face(prochain-brin-subdivision-face(b, &), hat);
Pour / allant de 1 a 4 faire
marquer-hierarchiquement(b);
L b <= B21(b);

Récupérer le prochain brin en fonction d’un niveau de subdivision. Nous détaillons
ici I"algorithme 12 en nous appuyant sur la figure 4.18(c). Cet algorithme permet, a partir
d'un brin donné, de parcourir la face hiérarchique incidente a b, en accumulant les niveaux
de subdivision des brins parcourus, jusqu'a obtenir une valeur donnée. Une fois cette valeur
obtenue, I'algorithme retourne le By du brin sur lequel il s'est arrété. Par exemple, dans
la figure 4.18(c), nous faisons I'hypothése que Vo/+ n'a jamais été subdivisé, impliquant que
Ivor+ = 1. En appliquant cet algorithme avec comme paramétres b, et 2 /y,, = 2, nous
récupérons be.

Plus précisément, I'algorithme commence par affecter i a cumule. cumule vaut alors
. b', étant hiérarchique, nous passons sur le brin b, = B121(bs). cumule étant inférieur a
, nous additionnons la valeur de i a cumule donnant % b’y étant hiérarchique, et cumule

étant égal a 3, I'algorithme retourne alors be = B (bp).

Comme illustré par cet exemple, I'algorithme 12 permet de récupérer les différents cotés
d'une face hiérarchique ou d'une sous-face d’'une face hiérarchique, sans s'appuyer sur le
marquage hiérarchique des brins, mais sur le niveau de subdivision de ces derniers. Il sert

SIS
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ainsi, comme nous avons pu le voir précédemment, a marquer hiérarchiquement une face
hiérarchique.

Algorithme 12 : Récupérer le prochain brin d’une face hiérarchique en fonction d’un
niveau de subdivision

Données : b : un brin hiérarchique et / : un niveau de subdivision.

Résultat : Retourne le prochain brin de la face hiérarchique incidente a b aprés b, en

fonction de /.

cumule < 0;

Tant que cumule < % faire
cumule < cumule + i;

Tant que (3(b) n'est pas un brin hiérarchique faire
L b« B1(b);

cumule < cumule + i;

Si cumule > 7 Alors
L Retourner (1(b);

| b1+ Broa(br);
Retourner (1 (b);

Construire un ensemble de brins permettant I'insertion d’une face. Nous explicitons
ici I'algorithme 13, en nous appuyant sur I'exemple de la figure 4.18(d). Cet algorithme
prend comme paramétre by, pour constituer I'ensemble de brins £ qui scindera de maniére
transversale Vol, en deux sous-volumes. L'algorithme commence par ajouter by a L. b
étant hiérarchique, nous passons au brin by = B121(bg). Nous ajoutons alors by a L, puis
le brin b = B121(b1). b'> n’étant pas hiérarchique, nous appliquons (1 au lieu de Bio1,
permettant d'obtenir bz que nous ajoutons a £. Nous procédons ainsi jusqu'a retomber sur
bo.

Algorithme 13 : Constituer un ensemble de brins afin d’insérer une face
Données : by : le premier brin a insérer dans le cycle de brins.
Résultat : Retourne un cycle de brins C.
b+ bo;

Répéter
ajouter-au-cycle(C, b);
Tant que (3(b) n'est pas un brin hiérarchique faire
L b+ B1(b);
ajouter-au-cycle(C, b);

b« B121(b);

jusqu’a b = by;

Retourner C;

Pour conclure cette partie, nous avons présenté de maniére intuitive comment subdi-
viser topologiquement un hexaédre quel que soit le niveau de subdivision de ses hexaédres
adjacents. L'algorithme complet permettant la subdivision d'un quadrilatére en quatre sous-
quadrilatéres, est présenté dans la section 7.2.
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4.4.3 Initialisation et mise a jour des informations physiques

Lors de la description du processus de subdivision d'un quadrilatére (cf. la section 4.3),
nous avions noté que de nouvelles Particules et de nouveaux Ressorts devaient étre créés
pour étres associés aux nouveaux sommets et arétes insérés au cours du processus. Tout
comme le processus de subdivision d'un quadrilatére, le processus de subdivision d'un hexaédre
implique également la création et I'initialisation de nouvelles Particules et Ressorts, ainsi que
la mise a jour des autres Particules et Ressorts déja existants, impliqués dans le processus de
subdivision, afin de conserver les propriétés initiales de I'objet.

L’explication de cette partie sera construite de la mé&me maniére que celle dédiée a I'ini-
tialisation et la mise a jour des informations physiques pour le cas 2D. Nous précisons qu’au
cours du processus de subdivision d'un hexaédre, la création de nouveaux sommets et arétes
est exclusivement réalisée lors de la subdivision d'une face en deux sous-faces (cf. I'algo-
rithme 19) et lors de la subdivision d'une face en quatre sous-faces (cf. I'algorithme 23).
Enfin, par la suite, nous nommerons Vol, le volume venant d’étre subdivisé.

4.4.3.1 Masses

Les sommets créés pendant le processus de subdivision ainsi que les autres sommets
incidents a Vol doivent respectivement initialiser ou mettre a jour leur masse. Nous rappelons
que cette derniére est stockée dans la Particule qui leur est associée. Cette initialisation ou
mise a jour est effectuée a la fin du processus de subdivision du volume. Pour cela, nous
parcourons |'ensemble des sommets incidents aux huit nouveaux sous-volumes engendrés
par la subdivision de Vol, et recalculons leur masse de maniére similaire a l'initialisation (cf.
la sous-section 3.2.1). Ce calcul nécessite de déterminer le volume des hexaédres incidents au
sommet dont nous souhaitons calculer la masse. Pour cela, nous récupérons les dimensions
de I'hexaédre considéré en prenant les longueurs initiales Ly stockées au niveau des ressorts
associés a trois arétes hiérarchiques de Vol partant du méme sommet. Ces derniéres seront
ensuite divisées par le niveau de subdivision de Vol. Notons que nous avions procédé de la
méme maniére pour calculer 'aire d'une face. En effet, nous rappelons qu'un élément E
issu d'une subdivision a pour dimensions initiales, celles de |'élément initial dont il provient
rapportées a son niveau de subdivision /g. Les dimensions de E ne sont donc pas issues des
dimensions déformées au moment de la subdivision de I'élément mére.

Cas des jonction T Enfin, comme pour le cas 2D, une procédure particuliére doit étre
mise en place pour le calcul de la masse des jonctions T. En effet, a la fin du processus
de subdivision de Vol, pour calculer la masse d'une particule p, nous parcourons tous ses
volumes incidents. Si le brin associé est marqué alors le volume contribue au calcul de la
masse de p, sinon il ne contribue pas. Nous détaillerons ci-dessous, le processus de création,
de mise a jour et de suppression des jonctions T qui interviennent au cours de la subdivision
de Vol.

4.4.3.2 Ressorts diagonaux

La mise a jour des informations physiques se poursuit avec les ressorts diagonaux internes.
Au début du processus de subdivision de Vol, ses ressorts diagonaux sont supprimés. Une fois
que le processus de subdivision a été réalisé, nous créons quatre nouveaux ressorts diagonaux
pour chacun des huit sous-volumes nouvellement créés.
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— Suppression. Nous commencons par prendre un brin hiérarchique b de Vol. Puis, nous
récupérons les quatre sommets hiérarchiques de la face hiérarchique incidente a b, en
utilisant I'algorithme 5, que nous abrégerons par la suite par « PBHF ». Nous récupérons
ensuite pour chacun de ces quatre sommets hiérarchiques, son sommet diagonalement
opposé relativement a Vol.

Plus précisément, pour chacun des quatre sommets hiérarchiques s,, nous prenons un
brin b, partant de s, et incident a Vol. Puis, avec |'opération :
PBHF(PBHF(B>(PBHF(PHBF(b,))))). nous obtenons le sommet diagonalement op-
posé a s, dans Vo/. Enfin, maintenant que nous avons les deux extrémités du ressort
diagonal, nous pouvons procéder a sa suppression. De plus, nous I'enlevons également
de la liste des ressorts diagonaux de ses deux particules extrémités tout juste détermi-
nées.

— Creéation. A la fin du processus de subdivision de Vol, nous parcourons ses huit nou-
veaux sous-volumes Vol,. Pour chacun d'entre eux, nous procédons comme pour la
suppression, en commencant par récupérer un brin hiérarchique de Vol,, puis en sto-
ckant quatre sommets hiérarchiques et enfin en récupérant les sommets hiérarchiques
diagonalement opposés. Un nouveau ressort diagonal est alors créé pour chaque paire
d'extrémités préalablement déterminées. Enfin, chaque ressort diagonal nouvellement
créé, stocke un brin incident a Vol, et a pour niveau de subdivision 2 /,,;. Nous calculons
ensuite sa raideur de la méme maniére que pour I'initialisation (cf. la sous-section 3.2.2)
sauf pour déterminer les dimensions de Vol.

Nous précisons que la longueur initiale du ressort diagonal d inclus dans I'hexaédre Vol,

nécessaire au calcul de sa force, est égale & sqrt(X? + Y2 +Z2%) ot X = L,OV—(O:) Y = L,OT(j) et

Y = L,OT(? avec r, s et t, les ressorts associés a trois arétes hiérarchiques de Vol partant du
O

méme sommet.

4.4.3.3 Ressorts non diagonaux

L’ensemble des Ressorts associés aux différentes arétes incidentes aux sous-volumes de
Vol doivent étre initialisés ou mis a jour. Pour cela, nous procédons de la méme maniére que
pour l'initialisation (cf. la sous-section 3.2.2) sauf pour les dimensions. Par ailleurs, comme
nous |I'avons vu pour le cas 2D (cf. sous-section 4.3.3), la raideur obtenue est relative a une
aréte hiérarchique de Vol. Si nous mettons a jour une sous-aréte a d’une aréte hiérarchique,
il faut donc pondérer cette raideur. La raideur kVo/(/,j,k)|a d'un ressort associé a I'aréte a (de

niveau de subdivision /,) de Vol est formulée de la maniére suivante :

. . /
kVol(i,J\k)\a - kVOI(IYJ' k)vc:/

ol kyo(f,J, k) correspond a la raideur de I'aréte hiérarchique contenant I'aréte a. /, j et
k sont les dimensions du volume Vol et correspondent aux longueurs initiales Lg des ressorts
associés a trois brins hiérarchiques de Vol partant du méme sommet, pondérées par le niveau
de subdivision de Vol.

Nous précisons que la longueur initiale du ressort r, nécessaire au calcul de sa force, est

égale a Lol—fr)

4.4.3.4 \Vitesses et accélérations

Lors du processus de subdivision d'une face en quatre sous-faces (cf. I'algorithme 19), la
vitesse (resp. I'accélération) d'une particule insérée dans une aréte hiérarchique a de Vol/, est
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initialisée avec la moyenne des vitesses (resp. accélérations) des deux particules extrémités
de a. Le sommet inséré au milieu de la face F en cours de subdivision, aura, quant a lui,
pour vitesse (resp. accélération), la moyenne des vitesses (resp. accélérations) des quatre
sommets hiérarchiques de F.

4.4.3.5 Contraintes

Lors du processus de subdivision d'une face en quatre sous-faces (cf. I'algorithme 19), si
une nouvelle particule p est insérée au milieu d'une aréte hiérarchique dont ses deux extrémités
étaient contraintes, alors par défaut p sera contrainte de la méme maniére. Il en est de méme
pour la particule pmjieys inSérée au milieu de la face F, si ses quatre sommets hiérarchiques
sont contraints.

4.4.3.6 Jonction T

Nous expliquons ici, le processus de création, de mise a jour et de suppression des jonctions
T, intervenant durant la subdivision de Vol.

— Creéation. Lors de la premiére étape du processus de subdivision de Vol consistant a
subdiviser les six faces hiérarchiques de Vol, si une de ses faces hiérarchiques F n'a pas
été subdivisée en amont par un volume adjacent, alors elle est soumise au processus
de subdivision d'une face en quatre nouvelles sous-faces, décrit dans I'algorithme 19.

Lors de la scission de I'aréte hiérarchique d’une face hiérarchique en cours de
subdivision La premiére étape de cet algorithme consiste a scinder les quatre arétes
hiérarchiques de F. Si nous insérons un nouveau sommet s dans une des arétes hié-
rarchiques de F et que cette derniére est commune a au moins deux hexaédres, alors
s devient une jonction T. Nous précisons que s sera une jonction T pour tous les
volumes autres que Vol qui sont incidents a s. Il nous faut maintenant déterminer si
s est une jonction T frontaliére, centrée ou bivalente. Pour cela, nous commencons
par récupérer un brin b partant de s. Nous regardons ensuite les particules s, et sp
associées respectivement aux brins précédant et suivant b.

e Création d’une jonction T frontaliére. Si I'un des sommets s, ou s, n'est pas

une jonction T ou que les particules s, et s, sont des jonctions T frontaliéres,
alors s sera une jonction T frontaliére. En effet, cette configuration implique
forcément que s n'est pas incluse dans une face hiérarchique d’un volume adjacent
et est donc une jonction T frontaliere. C'est-a-dire que s est incluse dans une
aréte qui est hiérarchique pour tous les volumes qui lui sont incidents. Ensuite,
nous récupérons les deux extrémités de projection de cette nouvelle jonction T
frontaliére, en utilisant I'algorithme 5. Ces derniéres correspondent aux extrémités
de I'aréte hiérarchique associée a b.
La figure 4.19(a) illustre ce cas. La premiére étape du processus de subdivision
de Volq consiste en la subdivision de la face Fop commune aux hexaédres Vol et
Vol1. L'insertion de s dans |'aréte hiérarchique a de Fq scinde a en deux parties. s
étant incident a deux hexaédres de méme niveau de subdivision, nous récupérons
indifféeremment un brin b partant de s. Les brins précédant et suivant b partent
tous deux d'une particule qui n'est pas une jonction T : s, et s,. s devient donc une
jonction T frontaliere avec pour extrémités de projection les sommets marqués
d'une croix rose : s, et sp, correspondant aux extrémités de a.
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Figure 4.19 — [’initialisation des extrémités de projection d’une jonction T nouvellement créée,
pour le cas 3D. (a) Un modéle 3D composé de deux hexaédres adjacents Voly et Vo1, cousus
ensemble par B3 ou la figure montre la premiére étape du processus de subdivision de Vol,. La
face Fo commune aux deux hexaédres est en train d'étre subdivisée. Nous pouvons voir qu’'une
aréte hiérarchique de Fy a été scindée en deux par I'insertion du sommet s. s est par définition une
Jonction T frontaliére. Les deux extrémités de projection de s correspondent aux sommets marqués
d’une croix rose. (b) Le modéle de (a) aprés la subdivision de Fo en deux sous-faces. Nous pouvons
observer quatre jonctions T frontalieres et une jonction T centrée so. Les croix roses correspondent
aux quatre extrémités de projection de sy. Les particules bleues (resp. roses) correspondent aux
jonctions T frontaliéres (resp. centrées).

La figure 4.20 explicite également ce propos avec un cas plus complexe que le
précédent. La figure 4.20(a) montre un modéle 3D composé de deux hexaédres
adjacents : Volg et Voly. Initialement, Vol a été subdivisé une premiére fois, puis
un de ses sous-volumes : Vol1gg0 @ également été subdivisé. La figure 4.20(b) pré-
sente le modéle de (a) aprés la subdivision du sous-volume Vol11¢9p. Le sommet s;
a été créé lors du processus de subdivision de la face fFg3. Lorsque s; a été inséré
dans I'aréte hiérarchique de Fgs, il était alors entouré d'une jonction T frontaliére
sp et d'un sommet normal s.. Il est donc devenu une jonction T frontaliére avec
pour extrémités de projection les sommets entourés de rouge.

e Création d’une jonction T centrée. Si I'un des sommets s, ou Sp est une jonc-
tion T centrée et que s n'est incident qu'a deux volumes, alors s sera une jonction
T centrée. En effet, cette configuration implique forcément que s est incluse dans
une face hiérarchique du volume adjacent et est donc une jonction T centrée. En-
suite, nous affectons les quatre extrémités de projection de cette nouvelle jonction
T centrée, avec celles de la jonction T centrée s, ou Sp.

La figure 4.20 illustre ce propos. En effet, le sommet s, inséré dans I'aréte hié-
rarchique de Fp3 était entouré des sommets s, et sy, qui étaient respectivement
une jonction T centrée et une jonction T frontaliere. C'est pour cette raison
que sy est devenu une jonction T centrée et ses quatre extrémités de projection
correspondent a celles de la jonction T centrée s,.

Ces derniéres ont été calculées suite a I'insertion de s; lors de la subdivision de
Fo, engendrée par la premiére subdivision de Vol;.

e Création d’une jonction T bivalente. Si I'un des sommets s, ou s, est une
jonction T centrée mais que s est incident a trois volumes, alors s sera une jonction
T bivalente, conformément a la définition faite dans la sous-section 4.1.5. Nous
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Figure 4.20 — L'initialisation des extrémités de projection d’'une jonction T nouvellement créée dans
une face hiérarchique qui a déja un niveau de subdivision plus grand que son volume associé, pour
le cas 3D. (a) Un modéle 3D composé de deux hexaédres adjacents Voly et Voly, cousus ensemble
par Bs. Voli a été subdivisé une premiéere fois en huit sous-volumes. Un de ses sous-volumes Vol1ooo
se trouvant étre adjacent a Voly est également subdivisé en huit sous-volumes. (b) Le modéle de
(a) aprés la subdivision du sous-volume Vol1100 de Voly. Cette subdivision engendre la création de
deux jonctions T frontaliéres et de trois jonctions T centrées. Les traits bleus représentés au niveau
de Voli, délimitent les sept (resp. dix) sous-volumes de Voli adjacents a Voly, pour la figure (a)
(resp. (b)). Les particules bleues (resp. roses) correspondent aux jonctions T frontaliéres (resp.
centrées).
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Figure 4.21 — [ a présentation de la notion de jonction T bivalente et mise a jour des extrémités de
projection d’une jonction T bivalente, pour le cas 3D. Un modeéle 3D composé de cinqg hexaédres
cousus ensemble par Bs. s correspond a une jonction T bivalente. Les particules bleues (resp. roses)
correspondent aux jonctions T frontaliéres (resp. centrées). Seulement une parties des liaisons
B3 ont été représentées. Enfin, I'ensemble des brins constituant \VVolig11 et Voly est partiellement
représenté.
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notons Volg, Voly et Vols, les trois volumes incidents a s avec vor, < vor, < lvol,.
Pour récupérer les deux extrémités de projection de s, nous prenons tout d'abord
un brin partant de s et incident a Voly, ou Volg si I\, = lvor,. En effet, nous ne
pourrions pas récupérer les extrémités de projection a partir de Volg puisque que
I'aréte dans laquelle a été insérée s ne compose pas une des arétes hiérarchiques
de Voly.

La figure 4.21 illustre ce cas. Voli1111 est en cours de subdivision. Nous pouvons
observer qu'une de ses faces hiérarchiques a déja été subdivisée. De plus, sa face
hiérarchique, notée F, adjacente a Voly est en cours de subdivision. La figure
montre le modéle aprés l'insertion de s dans une des arétes hiérarchiques de
F. s est alors une jonction T frontaliere pour Volig11 car se trouvant sur sa
bordure, mais est également une jonction centrée pour Vol car situé a I'intérieur
de sa face hiérarchique. Le sommet s est donc une jonction T bivalente. Nous
parcourons ensuite |'aréte hiérarchique de Vol1g11 ou Voli111, pour récupérer les
deux extrémités de projection de s : 51 et so.

Lors de la scission de la nouvelle aréte ayant scindé en deux une face hiérar-
chique en cours de subdivision
e Création d’une jonction T centrée. Une fois que les quatre arétes hiérar-
chiques de F ont été scindées, nous insérons une aréte a scindant en deux
la face hiérarchique F, conformément au processus de subdivision d'une face
présenté dans l'algorithme 19. Puis, nous scindons a en deux en insérant
un nouveau sommet Sy. Si s, est incident a deux volumes, alors ce dernier
sera, par définition, une jonction T centrée (cf. la sous-section 4.1.5). Nous
avons en amont de ['insertion de s, récupéré les quatre sommets hiérar-
chiques de F. Nous comparons alors les niveaux de subdivision de Vol et de
['autre volume incident & s,. S'ils ont le méme niveau de subdivision alors s,
aura comme extrémités de projection les quatre sommets hiérarchiques de
F préalablement stockés (cf. le sommet s, de la figure 4.19(b)). Sinon (cf.
le sommet s, de la figure 4.20(b)), nous récupérons un brin partant de s,
et incident au volume ayant le plus faible niveau de subdivision. Puis, nous
parcourons avec 1 une des sous-faces incidentes a s, jusqu’a tomber sur un
brin qui n'est pas hiérarchique et qui part d'une autre jonction T centrée sg
(cf. le sommet s, de la figure 4.20(b)). Nous affectons alors les extrémités
de projection de s, avec celles de sg.

— Transformation d’une jonction T centrée ou bivalente.

e Scission des quatre arétes hiérarchiques d’une face hiérarchique Nous rap-

pelons que la premiére étape du processus de subdivision d'une face en quatre
sous-faces consiste a insérer un sommet dans chacune des quatre arétes hiérar-
chiques de cette face.
Exemple de la transformation d’une jonction T bivalente en centrée Si une de
ces quatre arétes hiérarchiques a déja été scindée et que le sommet, nommé s, au
milieu de cette derniére est une jonction T bivalente, alors il sera transformé en une
jonction T uniquement centrée. En effet, s se trouvant sur une aréte hiérarchique
du volume Vol en cours de subdivision, il est une jonction T frontaliére au regard
de Vol. Or, suite a la subdivision de Vol, s n'est plus une jonction T pour ce
dernier mais reste une jonction T centrée pour le volume incident de plus faible
niveau de subdivision.
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Figure 4.22 — [a modification de I'état de jonctions T relatives a la face hiérarchique ayant un
niveau de subdivision plus grand que son volume associé en cours de subdivision, pour le cas 3D.
(a) Un zoom sur la face Fove, de la figure 4.20(b). (b) Le modéle de (a) aprés le traitement visant
a marquer correctement une face hiérarchique préalablement subdivisée (cf. I'algorithme 11). Nous
pouvons observer que les sommets s1, Sz, Ss €t S; qui étaient des jonctions T centrées dans (a) sont
maintenant des jonctions T frontaliéres. (c) Le modéle de (b) a la fin du processus de subdivision
de Voli. Nous constatons que les particules sy, S», sa, Ss et ss ne sont plus des jonctions T. Les
particules bleues (resp. roses) correspondent aux jonctions T frontalieres (resp. centrées).

La figure 4.21 permet d'illustrer cette transformation avec la jonction T bivalente
s. Si le volume Volig11 venait a étre subdivisé, alors sa face hiérarchique F ad-
jacente & Voly serait subdivisée en quatre sous-faces. Le sommet s serait alors
transformé en une jonction T uniquement centrée. En effet, nous constatons que
s serait uniquement une jonction T centrée pour Voly. Enfin, pour mettre a jour
les quatre extrémités de projection de cette jonction T maintenant uniquement
centrée, une solution consiste a prendre un brin b partant de cette derniére et
incident au volume de niveau de subdivision le plus faible. Puis, une des sous-
faces incidentes & b, serait parcourue, jusqu’'a tomber sur une jonction T centrée.
Les extrémités de projection de cette derniére seraient alors récupérées pour les
affecter a celles de s. Dans notre exemple, les quatre extrémités de projection de
s seraient affectées a celles de s».

e Marquage d’une face hiérarchique ayant été subdivisée Aprés subdivision de
I'ensemble des faces hiérarchiques de Vol n'ayant pas été préalablement subdivi-
sées par les volumes adjacents, nous marquons hiérarchiquement les autres faces
hiérarchiques de Vol, en utilisant I'algorithme 11. Nous rappelons que cet al-
gorithme commence a marquer hiérarchiqguement les brins accessibles depuis la
bordure de F, puis les quatre brins internes a F. Ces quatre derniers brins partent
du sommet situé au centre de F, que nous NOMMONS Spjjiey. IS vont permettre de
parcourir les jonctions T centrées situées sur les arétes hiérarchiques des quatre
nouvelles sous-faces de F, ayant pour extrémité spjjey. En effet, ces jonctions T
centrées doivent étre transformées en jonctions T frontaliéres, car elles ne vont
plus se situer a I'intérieur de F mais sur les arétes hiérarchiques des sous-volumes
en lesquels Vol aura été subdivisé. Enfin, leurs extrémités de projection seront
mises a jour a la fin du processus de subdivision de Vo/. Notons que s'il s'avére
que pendant ce parcours, nous tombions sur des jonctions T bivalentes, alors elles
deviendraient de simples jonctions T frontaliéres. En effet, ces derniéres étaient
des jonctions T centrées en plus d'étre frontaliéres, a cause de Vol. Or, ce dernier
allant étre subdivisé, les jonctions T bivalentes se trouvant sur les quatre nouvelles

152



Chapitre 4 : Raffinement local

arétes internes de sa face hiérarchiques incidente, ne sont plus que frontaliéres.
Exemple de la transformation d’une jonction T centrée en frontaliére La fi-
gure 4.22(b) illustre cette transformation. La face hiérarchique Fo de Vol+, pré-
sentée dans la figure 4.22(a) doit étre marquée hiérarchiquement. Une fois que
sa frontiére a été parcourue pour marquer hiérarchiquement les brins by avec
# € {a, ¢ a m}, nous traitons les brins b; avec | € {a,B,y,0}. Puis, nous al-
lons profiter de ce traitement pour transformer les jonctions T centrées sy, s3,
ss et s7 en jonctions T frontaliéres. En effet, le volume Vol+ étant en train
d’'étre subdivisé, ces jonctions T ne se trouveront plus au centre de la face hié-
rarchique de Fgjy,, mais sur les arétes hiérarchiques des faces hiérarchiques de
ses sous-volumes de Vol+. Pour cela, pour chaque brin b; avec i € {o, 3,7, 0},
nous appliquons I'algorithme 5, donnant respectivement les brins by, by, b; et
by. partant respectivement des sommets s, Sp, S et sg. Toutes les jonctions T
centrées traversées pendant cette procédure deviendront des jonctions T fronta-
lieres. Leurs extrémités de projection seront mises a jour a la fin du processus de
subdivision de Vol,.

Exemple de la transformation d’une jonction T bivalente en centrée Les jonc-
tions T bivalentes situées a une extrémité d'une des nouvelles arétes hiérarchiques
partant de spjjes (Cf. s4), deviendront des jonctions T uniquement centrées. Afin
de se représenter la position de ces sommets, nous considérons la figure 4.22(b).
Dans cet exemple spjiey COrrespond a sz et les extrémités des nouvelles arétes
hiérarchiques partant de s; sont : sy, S», Sg et sg. Pour opérer cette transforma-
tion, nous procédons de la méme maniére que pour le cas de la subdivision d'une
face dont I'aréte hiérarchique a été scindée en deux par une jonction T bivalente.
Les figures 4.24 et 4.25 illustrent cette transformation. Dans la figure 4.24, le
sommet s3 est une jonction T bivalente, en étant une jonction T frontaliére pour
le volume Voli190 et une jonction T centrée pour le volume Voly. Lors de la subdi-
vision de Voly, Fo|vol, @ €€ marquée hiérarchiquement et le sommet s3 est devenu
une jonction T uniquement frontaliére. La figure 4.25 montre I'état du modéle
aprés la subdivision de Voly.

— Suppression du statut de jonction T d’un sommet ou mise a jour des extrémités
de projection des jonctions T.

A la fin du processus de subdivision de Vol, lors de la mise a jour de la masse d'une
particule p, nous parcourons tous les volumes incidents a p. Si un des brins n’est pas
marqué comme hiérarchique, alors cela indique que p est encore une jonction T. En
effet, si I'ensemble des brins incidents a un sommet sont marqués comme hiérarchiques
alors ce dernier n'est pas ou plus de type jonction T. Si p reste une jonction T, alors
ses extrémités de projection doivent étre mises a jour. Notons que toutes les jonctions
T incidentes aux huit nouveaux sous-volumes de Vol et pour lesquelles ces derniers
sont non conformes, sont marquées comme devant mettre a jour leurs extrémités de
projection. Cette mise a jour est réalisée par I'algorithme 14.

— Traitement des jonctions T

Nous finissons cette partie sur les jonctions T, en présentant la maniére dont nous les
traitons au cours de la simulation. Nous présenterons tout d'abord la contrainte des
jonctions T, puis la répartition de leur force sur leurs voisines.

e Contrainte des jonctions T Comme pour le cas 2D, une jonction T doit étre
contrainte pour éviter un comportement erroné. En 3D, a chaque itération de
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Figure 4.23 — [’évolution de I'état de jonctions T qui sont relatives a un volume en cours de
subdivision, pour le cas 3D. (a) Le modéle de la figure 4.19(a) a la fin du processus de subdivision
de Vol1. (b) Le modéle de (a) apreés la subdivision de Voly en huit sous-volumes. Les quatre sommets
de type jonction T frontaliéres et le sommet de type jonction T centrée, représentés dans (a), sont
maintenant de simples sommets. Nous avons ici fait le choix visuel de scinder les différentes parties
de la représentation de Vol, selon ses quatre sous-volumes adjacents a Voly. Les particules bleues
(resp. roses) correspondent aux jonctions T frontaliéres (resp. centrées).
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Figure 4.24 — [ a mise a jour des extrémités de projection des jonctions T qui sont relatives a un vo-
lume en cours de subdivision, pour le cas 3D. Un objet 3D initialement composé de deux hexaédres :
Voloy et Voli, cousus ensemble par B5. Vol a été subdivisé en huit sous-volumes, puis deux de ses
sous-volumes : Voligoo et Voli110, ont été subdivisés une nouvelle fois. Les particules bleues (resp.
roses, rouges) correspondent aux jonctions T uniquement frontaliéres (resp. uniquement centrées,
bivalentes). Seulement une partie des liaisons B3 a été représentée.
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Vol,

Figure 4.25 — La mise a jour des extrémités de projection des jonctions T qui sont relatives a un
volume en cours de subdivision, pour le cas 3D. Le modéle de la figure 4.24 suite a la subdivision de
Voly. Nous pouvons voir la transformation des jonctions T bivalentes, en jonctions T frontaliéres
et les jonctions T centrées ou frontaliéres, en simple sommet.
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Figure 4.26 — La mise a jour des extrémités de projection des jonctions T qui sont relatives a un

volume en cours de subdivision, pour le cas 3D. Un zoom du modeéle présenté dans la figure 4.25
ou est représenté I'ensemble des brins incidents a ss.
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Figure 4.27 — [e comportement erroné induit par la création de jonctions T et la nécessité de
contraindre la position de ses derniéres, pour le cas 3D. (a) Un modéle 3D composé initialement de
deux hexaédres adjacents Voly et Voli, cousus ensemble par Bsz. Voly a été subdivisé en huit sous-
volumes Volo, créant quatre jonctions T frontaliéres : s1, S3, Ss et s; et une jonction T centrée :
ss. (b) L’affaissement de la jonction T frontaliére s; et la jonction T centrée sg dans Voli. Afin
de corriger ce comportement non souhaité, s; est projeté orthogonalement sur I'aréte formée des
sommets sy et Ss, donnant le point pi. La position de s; est affectée a celle de p1. De plus, ss
est projeté orthogonalement sur la plan formé des sommets : so, S2, Sa €t Sg, donnant le point p.
La position de sg est affectée a celle de p. Les traits violets représentent les liaisons Bs. Pour des
question de lisibilité, seulement une partie des brins incidents a Voly est représentée.
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la boucle de simulation, chaque jonction T frontaliére et bivalente sera ainsi
contrainte sur I'aréte composée de ses deux extrémités de projection, et chaque
jonction T centrée sera quant a elle, projetée sur le plan formé de ses quatre
extrémités de projection.

La figure 4.27 illustre le comportement erroné induit par la présence de jonctions
T frontaliéres et centrées et |la nécessité de contraindre ces jonctions T. En ef-
fet, la position de la jonction T frontaliére s; doit ainsi étre contrainte sur p;.
p1 correspond a la projection orthogonale de s; sur I'aréte formée de ses deux
extrémités de projection : sg et sg. De plus, la position de la jonction T centrée
sg, doit quant a elle étre contrainte sur p. p est défini comme étant la projection
orthogonale de sg sur le plan composé ses quatre extrémités de projection : s,
So, Sy et sg.

e Reépartition de la force des jonctions T Comme explicité pour le cas 2D, la
somme des forces appliquée a chaque jonction T, va étre distribuée au niveau des
particules constituant son voisinage. Concrétement, pour chaque jonction T J,
nous parcourons |I'ensemble de ses volumes incidents. Nous stockons alors, parmi
ces derniers, ceux étant conformes relativement a j. Puis, pour chacun de ces
volumes sélectionnés, nous accumulons au niveau de leurs sommets hiérarchiques
autres que J, la force appliquée a j divisée par sept fois le nombre de volumes sélec-
tionnés. En effet, chaque volume sélectionné posséde huit sommets hiérarchiques
dont j que nous ne comptons pas.

Dans I'exemple présenté dans la figure 4.27, la jonction T centrée sg va distribuer
la force qui lui est appliquée, aux sommets hiérarchiques des quatre sous-volumes
Volp, qui lui sont incidents. Sa force va donc étre répartie sur vingt-huit particules
(sept particules pour quatre volumes). De plus, la jonction T frontaliére s; va
répartir sa force sur les quatorze sommets hiérarchiques des deux sous-volumes
Volg, qui lui sont incidents. Dans les deux cas, Vol/q ne rentre pas dans |'équation
puisqu’il est non conforme relativement a s; et sg.

Mettre a jour les extrémités de projection des jonctions T a partir d’'une jonction T
frontaliére Nous explicitons ici I'algorithme 14 en nous appuyant sur un exemple concret
présenté dans les figures 4.24, 4.25 et 4.26. Nous illustrons la nécessité de mettre a jour les
extrémités de projection des jonctions T, avec la jonction T frontaliére si5 et la jonction T
centrée sg. La jonction T frontaliére si5 avait pour extrémités de projection les sommets s
et s14, et devrait avoir aprés la subdivision de Voly : s19 et s». La jonction T centrée sq, qui
avait pour extrémités de projection : sig, Si2, S13 €t s14, et devrait avoir aprés la subdivision
de Voly : s1g, S11, Sa et so.

Les figures 4.24 et 4.25 montrent la transformation de la jonction T bivalente s3 en
une jonction T uniquement frontaliére. Les extrémités de projection de s3 étaient s, et sz
et correspondaient aux extrémités de |I'aréte hiérarchique de Voli19g9. Aprés la subdivision de
Voly, les extrémités de projection restent les mémes. Par contre, a partir de s3, nous allons
mettre a jour les jonctions T centrées incluses dans les faces hiérarchiques incidentes a s3 et
aux sous-volumes de Voly.

Pour cela, I'algorithme 14 prend en paramétre un brin partant de s3. s3 étant une jonction
T uniquement frontaliére, nous parcourons I'ensemble de ses brins incidents (représentés en
pointillés dans la figure 4.26). Puis, parmi ces brins, nous en récupérons un qui compose
I"aréte hiérarchique d'un volume ayant le niveau de subdivision le plus faible. Plus précisé-
ment, il faut que ce brin ait pour deuxiéme extrémité un sommet normal ou une jonction T
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frontaliere. Volggg1, Volg101 et Voli1g0 sont les volumes incidents a s3 ayant le niveau de
subdivision le plus faible. Nous faisons I'hypothése que le brin by est choisi. Nous récupérons
ensuite les extrémités de I'aréte hiérarchique incluant sz, qui sont s, (sommet partant du brin
prochain-brin-hierarchique-face(bg)) et s4 (brin partant de PBHF(PBHF(PBHF(b5))), avec
PBHF : I'algorithme 5). Ces derniéres sont affectées comme extrémités de projection de s3.
Notons que cette mise a jour n'est pas nécessaire pour une jonction T anciennement biva-
lente, mais I'est pour une jonction T frontaliere, comme par exemple pour si5. Puis, dans un
deuxiéme temps, I'algorithme met a jour les jonctions T centrées incluses dans les faces hié-
rarchiques incidentes a s3 et aux nouveaux sous-volumes de Voly. Pour cela, nous récupérons
a partir de bg, les faces incidentes a sz et aux nouveaux sous-volumes, qui sont : Fgg3, Foo €t
F,. Pour chacune de ses faces, nous récupérons ses quatre sommets hiérarchiques ou ceux
de la face hiérarchique qu’elle compose. Nous appelons ensuite I'algorithme 16, avec comme
paramétres by et ces quatre sommets hiérarchiques constituant les extrémités de projection,
avec lesquelles les jonctions T centrées incluses dans la face hiérarchique considérés, doivent
étre mises a jour.

Algorithme 14 : Mettre a jour les extrémités de projection des jonctions T a partir
d’une jonction T frontaliére
Données : b : un brin partant de la jonction T j et incident & une face hiérarchique F.
L'appel a I'algorithme 5 sera abrégé par « PBHF » (Prochain Brin
Hiérarchique Face)
Résultat : Les extrémités de projection de j et des jonctions T centrées incluses dans
les faces hiérarchiques incidentes a j sont mises a jour.
B < un conteneur de brins;
Si j est une jonction T uniquement frontaliére Alors
// Récupérer un brin sur la bordure de la face hiérarchique

incidente & J
Pour tous Les brins b, incidents a j faire
Si B1(b,) (deuxiéme extrémité de b,, la premiére étant j) ne part pas d’'une
Jonction T centrée et |\, p,y < min Alors
L min < /Vol(ba);
bT < ba;

// Mise a jour des extrémités de projection de J

extremites-projection(j, PBHF(b1), PBHF(PBHF(PBHF(b1))));

Pour tous Les brins b. appartenant a I'aréte incidente a bt faire

Si bc n'est pas 3-libre et que lyoib.) > Ivoi(gs(be)) Alors

L bt « B3(bc);

// Récupérer les quatre sommets hiérarchiques de la face
hiérarchique incidente & bt

Pour i allant de 1 a 4 faire
ajouter-au-conteneur(B,b7);

L bt + PBHF(bT);

// Mettre a jour les jonctions T centrés incluses dans la face
hiérarchique incidente & bt
mise-a-jour-extremites-projection-centree(br,5);
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Algorithme 15 : Mettre a jour les extrémités de projection d'une jonction T
Données : b : un brin partant de la jonction T J.
extremites : les extrémités de projection a affecter a J.
Résultat : Les extrémités de projection de j sont mises a jour avec extremites.
affecter-extremites-projection(j, extremites);
Pour tous p € extremites faire
L incrementer-nombre-jonctions- T-est-extremite(p);

Mettre a jour les extrémités de projection des jonctions T centrées incluses dans une
face hiérarchique Nous détaillons ici I'algorithme 16 en nous appuyant sur un exemple
concret présenté dans les figures 4.24, 4.25 et 4.26. Cet exemple fait suite a celui présenté
pour expliciter I'algorithme 14. Nous rappelons que le brin by partant de s3, est incident aux
faces : Foos|Volgor» F02|Volio: €t Fa- Nous appliquons I'algorithme 16 sur un brin partant de
sz et incident @ Foo3|vol, . AiNSI que les quatre sommets hiérarchiques de Foojvorgy, & S2.
S10. S11 et s4. L'algorithme parcourt la bordure de Fgoz|vop,,, @ la recherche de jonctions T
centrées. Il trouve la jonction T centrée sg et met a jour ses extrémités de projection qui ne
seront plus : s1g, S12, S13 €t S14, mais les quatre sommets hiérarchiques de F00|V0/0001 © S10,
S11, S4 et sp. L'algorithme est ensuite rappelé pour chaque brin incident a sg.

Algorithme 16 : Mettre a jour les extrémités de projection des jonctions T centrées
incluses dans une face hiérarchique
Données : b : un brin d'une face hiérarchique F.
extremites : les extrémités de projection a affecter aux jonctions T
centrées.
Résultat : Les extrémités de projection des jonctions T centrées incluses dans F, sont
mises a jour avec extremites.

bo <— b;
Répéter
p < la particule incidente a bg;
Si p est une jonction T centrée Alors
extremites-projection(p, extremities);
Pour tous Les faces incidentes a p faire
L mise-a-jour-extremites-projection-centree(p, extremites);

bo < B1(bo);
jusqu’a b = bg;

4.5 Deécoupe d’un objet 2D localement raffiné

La partie 2.3.3 et la section 3.4 explicitaient le processus de découpe respectivement d'un
point de vue topologique et d'un point de vue physique. Plus précisément, nous présentions
dans le la partie 2.3.3, I'opération de décousure des cartes combinatoires et dans la sec-
tion 3.4, le processus de découpe de notre modéle unifié, comprenant la découpe topologique
de la LCC et la mise a jour des attributs relatifs au modéle physique, mais sans gestion
du raffinement local. C'est pour cette raison que dans cette partie, nous revenons sur ce
processus de découpe pour 'adapter a un objet ayant été localement raffiné.
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Figure 4.28 — La suppression de jonction T suite au processus de découpe, pour le cas 2D. (a) Le
modéle de la figure 4.14. Le trait rouge en pointillé correspond au chemin de découpe. (b) Le modéle
de (a) aprés la découpe selon I'aréte hiérarchique droite de Fo : (s1 Sa). Les sommets s1, Sp1 €t sa
ont été scindés ainsi que les arétes (si,501) et (so1,54). Les liaisons B> ont ainsi été supprimées entre
les éléments Fo - Fio et Fo - F12. (c) Le modéle de (b) aprés la suppression du sommet sy, qui n’a
plus lieu d’exister par rapport a I'élément Fo.

Nous rappelons que le processus de découpe prend en paramétre un brin (cf. la sec-
tion 3.4). En 2D, si ce brin n'est pas 2-libre, alors il est 2-décousu. L'aréte incidente est
ainsi scindée en deux, et les deux faces qui étaient initialement incidentes a cette aréte, ne
sont plus adjacentes. Enfin, en 2D, lors de la suppression de liaisons B,, des sommets ou
des arétes peuvent étre scindés. La scission d'un sommet (resp. d'une aréte) e en le sommet
(resp. I'aréte) €', entraine la copie de I'attribut stocké par e, au niveau de €’. ¢’ est donc
associé a un attribut renfermant les mémes informations que celles relatives a I'attribut de
e. Notons que ces informations peuvent alors nécessiter une mise a jour des informations
physiques. Cette mise a jour inclut celle de la masse des sommets qui ont été scindés, en
procédant de la méme maniére que pour l'initialisation (cf. la sous-section 3.2.1), ainsi que
celle de I'ensemble des ressorts ayant pour extrémité un sommet qui a été scindé comme
expliqué dans la section 3.4.

Or, le raffinement local du modéle a pu engendrer des jonctions T. Le processus de
découpe doit donc gérer ces sommets particuliers. Plus précisément, le processus de découpe
peut étre amené a mettre a jour les extrémités de projection d'une jonction T, a Oter la
propriété de jonction T a un sommet ou encore a supprimer un sommet de type jonction T.
Nous explicitons ci-dessous ces trois cas de figure.

La figure 4.28(a) présente un modéle 2D initialement constitué de deux quadrilatéres :
Fo et F1. Le quadrilatére F; a été subdivisé en quatre sous-quadrilatéres : Fig, F11, Fio et
F13. Lors de la subdivision de Fi, la jonction T sp; a été créée. La figure 4.28(b) montre le
modéle de (a) aprés un processus de découpe effectué sur un des deux brins incidents a I'aréte
(s1,501), suivi d'un deuxiéme processus de découpe appliqué sur un des deux brins incidents
a l'aréte (sp1,54). Les sommets sy, sp1 et s4 ont été respectivement scindés en les sommets
s'1, s'o1 et s'4. Les arétes (s1,501) et (so1.54) sont respectivement scindées en (s'1,5'01) et
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(s'01,5'4). Enfin, les quadrilatéres incidents aux arétes en question sont alors 2-décousus deux
a deux, en supprimant les liaisons B>. Fg n'est alors plus lié ni avec Fig, ni avec Fi».
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Figure 4.29 — [a nécessité de mettre a jour les extrémités de projection des jonctions T, pour le
cas 2D. (a) Un modéle 2D composé initialement de quatre quadrilatéres : Fo, F1, F2 et F3, cousus
ensemble par B.. F1 et F> ont été subdivisés. Le trait rouge en pointillés correspond au chemin de
découpe. (b) Le modéle de (a) aprés la découpe selon les arétes (ss,s14), (S14,54), (S4,520) €t (520,53).
Les sommets ss, Sia, Sa, Sxo €t S3 ont été scindés ainsi que les arétes (ss,s14), (S14,51), (Sa.S20) et
(s20,53). Les jonctions T : sy et sia ont été supprimées. Les fléches rouges partant de s;; et de
Spz indiquent leurs extrémités de projection. sx3 pointe de maniére erronée sur s;. Son extrémité de
projection s, doit donc étre mise a jour pour s's.

4.5.1 Mise a jour des extrémités de projection

Nous rappelons que la Particule associée a une jonction T stocke les extrémités de pro-
jection de cette derniére. Or, si I'une de ses extrémités de projection est scindée, alors nous
devons mettre a jour ses extrémités de projection.

La figure 4.29 illustre la nécessité de mettre a jour les extrémités de projection des
jonctions T si au moins I'une de ces derniéres a été scindée. La figure 4.29(a) montre un
modéle 2D initialement composé de quatre quadrilatéres : Fg, F1, F» et F3, cousus ensemble
par B», ol F1 et F> ont été subdivisés. La figure 4.29(b) représente le modéle de (a) aprés
la découpe selon les arétes (ss,514), (S14.54), (S4.520) et (Sp0,53). Les sommets S5, Si4, Sa,
Soo et s3 ont été scindés ainsi que les arétes (ss,s14), (S14.54), (S4,520) et (s20,53). Dans
la figure 4.29(a), les jonctions T : s11 et sp3 ont respectivement comme extrémités de
projection, {s1,s4} et {s4,57}. Or, pendant les processus de découpe, le sommet s, a été
scindé en s'4. s11 et sp3 doivent donc mettre & jour leurs extrémités de projection. En effet,
S>3 a comme extrémité de projection sz et s7, alors qu’elle devrait avoir s'4 et s7.

Pour faciliter la mise a jour des extrémités de projection d'une jonction T, deux informa-
tions sont rajoutées au niveau de la Particule :

— Une Particule stocke I'information indiquant si elle est une extrémité de projection pour
une jonction T.
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— Une Particule stocke I'information du nombre de jonctions T pour lesquelles elle est
une extrémité de projection. Lorsqu'un sommet de type jonction T est supprimé ou
n'est plus de type jonction T, alors ses extrémités de projection sont décrémentées. Si
le nombre de jonctions T pour lesquelles elle est une extrémité de projection devient
nul alors elle n'est plus considérée comme une extrémité de projection.

Nous revenons maintenant a notre processus de mise a jour des extrémités de projection
d'une jonction T. Nous posons le sommet s comme étant une extrémité de projection. Si
s vient a étre scindé alors toutes les jonctions T ayant ce dernier comme extrémité de
projection mettent a jour leurs extrémités de projection. Pour cela, nous procédons de la
maniére suivante, lorsqu'un sommet s est scindé, nous testons s'il est une extrémité de
projection. Si c’est le cas, nous parcourons alors tous les sommets appartenant aux faces
incidentes a s. Lors de ce parcours, pour chaque sommet de type jonction T rencontré,
nous testons a la fin du processus de découpe, s'il est encore de type jonction T ou s’il doit
étre supprimé. Nous détaillerons ces cas dans le prochain point. Si le sommet reste de type
jonction T (comme s11 et sp3 dans la figure 4.29), alors ses extrémités sont mises a jour.
Pour cela, nous récupérons le brin incident a cette jonction T qui n’est pas hiérarchique (dans
notre exemple, ce brin est incident & Fy pour si1; et incident & F3 pour sp3). Ce brin ainsi
obtenu, nous permet de récupérer les deux extrémités de I'aréte hiérarchique associée au
volume ayant le niveau de subdivision le plus faible, contenant notre jonction T (dans notre
exemple, {s1,s4} pour si1 et {s'4, 57} pour sp3).

4.5.2 Enlever la propriété de jonction T a un sommet

Lorsqu'un sommet s de type jonction T est scindé, I'un des deux sommets résultant n'est
plus une jonction T et I'autre est supprimé. Pour chaque sommet s, résultant d'un scission,
nous parcourons I'ensemble de ses brins incidents. Si I'un d’entre eux n’est pas hiérarchique,
alors s, reste une jonction T, sinon s, n'est plus une jonction T. Si s, n'est plus une jonction
T, pour chacune de ses deux extrémités de projection, nous décrémentons leur nombre de
jonctions T pour lesquelles elles sont une extrémité de projection. Enfin, nous affectons sa
vitesse et son accélération avec la moyenne de celles de ses extrémités de projection.

Dans la figure 4.29, spg est un sommet de type jonction T. Lors du processus de découpe,
Soo est scindé en s’5g. Les brins incidents & s’og sont alors tous hiérarchiques. s’og n'est pas
une jonction T au regard des éléments Foq et F»1. Elle perd ainsi sa propriété de jonction T
qui lui avait été attribuée par copie de sig.

4.5.3 Supprimer une jonction T

Suite a la scission d'un sommet s de type jonction T, nous testons si les sommets
résultants sont supprimables. Nous rappelons qu'un sommet est supprimable s'il est de degré
inférieur ou égal a deux (cf. la partie 2.3.3). Sa suppression entraine la fusion des deux arétes
qui lui étaient incidentes en une seule méme aréte. Enfin, nous mettons a jour le ressort
associé a la nouvelle aréte : ses extrémités, son niveau de subdivision, sa raideur ainsi que sa
longueur initiale. Son niveau de subdivision a pour valeur la moitié du niveau de subdivision
d'une des deux arétes initiales dont il est issu.

La figure 4.29 illustre cette explication. Le sommet syg de type jonction T est scindé lors
du processus de découpe en s’5g. Nous avons vu précédemment que le sommet s’og perd sa
qualité de jonction T. Ce dernier n'est pas supprimable en raison de son degré 3. Par contre,
Spp, de degré 2, est quant a lui supprimé. En effet, syg était issu de la subdivision de F; et

164



Chapitre 4 : Raffinement local

n'existait pas au regard de Fq. spp n'a donc plus de raison d’exister. Sa suppression entraine
la fusion de ses deux arétes incidentes : (s'3,520) et (S20.54) en 'aréte (s'3,54).

4.6 Deécoupe d’un objet 3D localement raffiné

Nous allons maintenant présenter, comme pour le cas 2D, comment adapter le processus
de découpe pour qu'il gére un modéle composé de volumes n’ayant pas le méme niveau de
subdivision. Nous rappelons que la partie 2.3.3 et la section 3.4 explicitent le processus de
découpe respectivement d'un point de vue topologique et physique.

: ®

(b)

Figure 4.30 — Une 3-décousure avec la représentation d’une partie des brins. (a) Un modéle 3D
composé de deux hexaedres adjacents Voly et Voli, cousus ensemble par Bs. Les pointillés rouges
délimitent une zone représentant un plan de découpe. (b) Le modéle de (a) suite au processus de
découpe effectué selon le plan de découpe. Les sommets composant la face commune a Voly et
Vol1 sont scindés, tout comme ses arétes. Voly et VVol1 sont ainsi 3-décousus selon la face définie
par les sommets sy, S1, S» et s3. Les traits violets représentent les liaisons Bs. Pour une question
de lisibilité, les liaisons B> ainsi qu'une partie des brins incidents aux deux volumes ne sont pas
représentés.

Nous rappelons que le processus de découpe prend en paramétre un brin (cf. la sec-
tion 3.4). En 3D, si ce brin n'est pas 3-libre, alors il est 3-décousu ainsi que les trois autres
brins composant la face incidente a ce brin, qui est alors scindée en deux. Les deux volumes
qui étaient initialement incidents a cette face, ne sont plus adjacents. Enfin, en 3D, lors de
la suppression de liaisons B3, des sommets ou des arétes peuvent étre scindés. La scission
d'un sommet (resp. d'une aréte) e en le sommet (resp. I'aréte) €/, entraine la copie de I'at-
tribut stocké par e, au niveau de €’. €’ est donc associé a un attribut renfermant les mémes
informations que celles relatives a I'attribut de e. Notons que ces informations peuvent alors
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nécessiter une mise a jour des informations physiques. Cette mise a jour inclut celle de la
masse des sommets qui ont été scindés, en procédant de la méme maniére que pour I'ini-
tialisation (cf. la sous-section 3.2.1), ainsi que celle de I'ensemble des ressorts ayant pour
extrémité un sommet qui a été scindé comme expliqué dans la section 3.4.

La figure 4.30(a) montre un modéle 3D constitué de deux hexaédres : Voly et Vol,
cousus ensemble par Bs. La figure 4.30(b) représente le modéle de (a) aprés un processus de
découpe réalisé selon la face F définie par les sommets : sq, 51, S» et s3. Le sommet s (resp.
S1, S», S3) qui était initialement incident a Volg et Volq, a été scindé en deux sommets : sq et
s'o (resp. sy et s'q, sp et s'p, s3 et s'3). so (resp. s1, s, s3) est maintenant incident & Volg
et s'g (resp. s’y, s’ s'3) est indicent & Vol;. La scission est également appliquée pour les
quatre arétes de F. De plus, les liaisons B3 qui reliaient les deux cycles de brins composant
F : Fvoi €t Fyvon, ont été supprimées.

Or, comme pour le cas 2D, le raffinement local du modéle a pu engendrer des jonctions
T. Le processus de découpe doit donc gérer ces sommets particuliers. Plus précisément, le
processus de découpe peut étre amené a mettre a jour les extrémités de projection d'une
jonction T, a Oter la propriété de jonction T a un sommet ou encore a supprimer un sommet
de type jonction T. Nous explicitons ci-dessous ces trois cas de figure.

Nous précisons que la découpe est effectuée selon la face hiérarchique du volume ayant
le niveau de subdivision le plus faible. C'est-a-dire que tous les brins incidents a la face
hiérarchique du volume ayant le niveau de subdivision le plus faible, seront 3-décousus.

4.6.1 Mise a jour des extrémités de projection
Scission d’une extrémité de projection

Sil'une des extrémités de projection d'une jonction T est scindée au cours d'un processus
de découpe, alors elles doivent étre mises a jour. Nous rappelons que pour faciliter cette mise
a jour, nous avions rajouté une information, stockée au niveau de la structure de données
Particule, indiquant si la particule associée est une extrémité de projection. Elle correspond
au nombre de jonctions T pour lesquelles cette derniére est une extrémité de projection.

Nous considérons une particule p comme étant une extrémité de projection. Si cette
particule est scindée, alors le nombre de jonctions T pour lesquelles elle est une extrémité de
projection, est remis a zéro. Puis, toutes les jonctions T qui avaient p comme extrémité de
projection doivent mettre a jour leurs extrémités de projection. Pour cela, nous parcourons
tous les sommets appartenant aux volumes incidents a p. Pour chaque sommet s parcouru,
si s est une jonction T, alors nous appelons I'algorithme 14 sur un brin incident a s.

La nécessité de la mise a jour des extrémités de projection d'une jonction T lors de la
scission de I'une de ses extrémités de projection, est illustrée par les figures 4.31 et 4.32.
Dans la figure 4.31, la jonction T centrée sg (resp. si5) a pour extrémités de projection : sg,
S, Sy et sg (resp. sz, s10, S12 et s4). La figure 4.32 correspond au modéle de la figure 4.31,
suite a la découpe selon le plan correspondant a la zone délimitée par les pointillés en rouge.
Suite au processus de découpe, nous constatons que la jonction T centrée sg (resp. s15) doit
mettre 3 jour ses extrémités de projection pour les sommets : sy, Sp, S'4 et sg (resp. s's,
S10, S12 €t s4). Il en va de méme pour la jonction T frontaliére : sy (resp. ss, So, S13), qui
avait pour extrémité de projection : (sp et sp) (resp. (ss et sz), (s et s1p), (sS4 et s12). Aprés
le processus de découpe, toutes les extrémités de projection de ces jonctions T frontaliéres
doivent étre mises a jour. sy (resp. ss, Sg, S13) @ Maintenant pour extrémité de projection :

(so et s2) (resp. (sg et s'a), (s'2 et s10), (s4 et s12)).
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Figure 4.31 — La modification du processus de découpe pour gérer un modéle constitué d’éléments
de différents niveaux de subdivision, pour le cas 3D. Un modéle 3D initialement constitué de quatre
hexaédres : Volg, Vol1, Vola et Vols, cousus ensemble par B5. Voly (resp. Vols) a été subdivisé en
huit sous-volumes : Volo, (resp. Vols,). Le trait rouge en pointillés délimite une zone correspondant
a un plan de découpe. Les traits rouges (resp. violets) représentent les liaisons B> (resp. B2). Pour
une question de lisibilité, seulement une partie des liaisons B> et Bs est représentée, tout comme
une partie de I'ensemble des brins.
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Figure 4.32 — [ a modification du processus de découpe pour gérer un modéle constitué d’éléments
de différents niveaux de subdivision, pour le cas 3D. Le modéle de la figure 4.31 apres deux 3-
décousures entre les volumes (Voly, Vol,) et (Vol1,Volz). Nous nommons F,, (resp. Fin), les quatre
faces incidentes a Vol et Vool, (resp. Vol et Vols). L’ensemble des sommets et arétes composant
les huit faces Fa, et Fp,, ont été scindés. Nous précisons qu’un sommet s; est scindé en les sommets
s; et s';. Enfin, les liaisons (33 qui liaient deux a deux les volumes 3-décousus ont été supprimées.
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Figure 4.33 — La modification du processus de découpe pour gérer un modéle constitué d’éléments
de différents niveaux de subdivision, pour le cas 3D. L.e modéle de la figure 4.32 suite a la suppression
des arétes internes a Fapvor, €t Funvor,. C'est-a-dire I'ensemble des brins incidents a Fapvor, (resp.
Fonjvor, ), avant pour extrémité la jonction T centrée s'o1 (resp. so7).

Scission d’une jonction T

La nécessité de la mise a jour des extrémités de projection d'une jonction T lors de sa
scission, est illustrée par les figures 4.31 et 4.32. Dans la figure 4.31, la jonction T frontaliére
S3 avait pour extrémités de projection : s, et s4. Aprés la découpe, ses extrémités de projection
sont mises a jour par les sommets : s, et s’y (cf. la figure 4.32), en appelant I'algorithme 14
sur un brin incident a ss.

4.6.2 Enlever la propriété de jonction T a un sommet

Nous considérons qu'une jonction T, notée j, est scindée en deux parties que nous nom-
mons : Jo et j1. Lors de la mise a jour de la masse de jy (resp. j1), nous parcourons un brin
par volume incident a jp (resp. j1). Sil'un d’entre eux n'est pas marqué, alors jo (resp. j1) est
toujours une jonction T. Sinon, si tous les brins sont marqués alors jo (resp. j1) n'est plus
une jonction T.

Dans la figure 4.32, représentant le modéle de la figure 4.31 suite au processus de dé-
coupe, les jonctions T frontaliéres et centrées, incidentes a quatre sous-volumes de Voly :
5’53, Soa, S'os, S'o6, S'o7 €t Sop, et incidentes & quatre sous-volumes de Vol : s;7, s'1s, Si9,
s'5g, So1 et s’16, ont chacune d'entre elles, tous leurs brins incidents marqués comme hiérar-
chiques. Elles perdent leur propriété de jonction T et deviennent donc de simples sommets.
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Figure 4.34 — [ a modification du processus de découpe pour gérer un modéle constitué d’éléments
de différents niveaux de subdivision, pour le cas 3D. Le modéle de la figure 4.33, aprés la suppression
des jonctions T frontaliéres de Voly (resp. Vol,), ayant un degré inférieur ou égal a 2. C’est le cas
des sommets sig, Si1g €t Sy (resp. s'an, S'24 €t sxs) pour le volume Voly (resp. Vols).

4.6.3 Supprimer une jonction T

Nous considérons une aréte a ayant pour extrémité une jonction T centrée ou bivalente.
Si a vient a étre scindée en a; et ao, alors I'une des deux arétes résultantes sera supprimée
quand son degré sera égal a 2. En effet, toutes les arétes internes a une face hiérarchique
d'un volume ayant le niveau de subdivision le plus faible, sont supprimés suite a une découpe
selon cette face.

Dans I'exemple présenté dans les figures 4.31, 4.32 et 4.33, les arétes scindées : (s3, s'21),
(s16. S'21), (s18, S'21). (S20. S'21) incidentes & Vol; sont supprimées. Les arétes scindées :
(522, 557), (5’24, 527), (526, So7) €t (s3, Sp7) incidentes a Vol, sont également supprimées.

Lorsqu'une jonction T centrée ou bivalente est scindée, la partie résultante incidente au
volume de niveau de subdivision le plus faible est forcément supprimée. Dans notre exemple,
c’est le cas des jonctions T centrées s'o1 et sp7.

Enfin, les jonctions T frontaliéres qui ont été scindées et qui ont un degré égal a 2,
sont supprimées. Pour chaque jonction T frontaliére j supprimée, nous décrémentons ses
extrémités de projection. Les deux arétes incidentes a j, que I'on nommera a; et a, sont
fusionnées en la méme aréte a. Nous devons ensuite mettre a jour les extrémités du ressort

. N . L <oy las .
qui est associé a a, son niveau de subdivision correspondant a - ou %, et sa raideur. Dans

2
notre exemple, c'est le cas des sommets sig, Si3, S20, S'22, S04 €t Sp6 (cf. la figure 4.34).
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4.7 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre, les modifications apportées a notre modéle unifié
afin de gérer le raffinement local des quadrilatéres en 2D ou des hexaédres en 3D constituant
le maillage. Pour cela, nous avons tout d'abord défini de nouvelles notions que sont le niveau
de subdivision, I'élément et le brin hiérarchique, ou encore les jonctions T avec les éléments
non conformes. Une fois les nouvelles informations a ajouter au modéle présentées, nous
avons introduit les algorithmes de base permettant le parcours de notre modéle localement
raffiné. Pour le cas 2D, nous avons ensuite détaillé I'opération topologique de la subdivision
d'un quadrilatére en quatre sous-quadrilatéres, et pour le cas 3D, celle de la subdivision d'un
hexaédre en huit sous-hexaédres. Puis, nous avons expliqué le processus de mise a jour des
informations physiques nécessaires a la simulation physique, embarquées au niveau du modéle
topologique. Enfin, nous avons détaillé les modifications a apporter au processus de découpe
pour qu'il puisse gérer des modéles localement raffinés, avec principalement, la gestion des
jonctions T.
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«...Maman disait toujours, «la vie, c'est comme une boite de chocolats :
on ne sait jamais sur quoi on va tomber. » »
(Forrest Gump)
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Dans ce manuscrit, nous avons tout d'abord décrit notre modéle unifié, son initialisation,
les opérations de découpe, puis les différentes notions et concepts permettant de gérer son
raffinement local avec les opérations de raffinement d'un quadrilatére et d'un hexaédre inscrit
dans un modéle localement raffiné, enfin I'adaptation de |'opération de découpe pour un
modéle localement raffiné.

Nous présentons dans cette partie quelques résultats montrant la capacité de notre mo-
déle unifié a gérer des changements topologiques, comme celui de la découpe ou du raffine-
ment local. L'opération de raffinement local de quadrilatéres et d'hexaédres inscrits dans un
maillage surfacique ou volumique, nous permet de proposer une méthode adaptative, ou au
cours de la simulation, chaque élément est testé et est raffiné si le critére donné est satisfait.

5.1 Deécoupe

Le processus de découpe commence par la sélection de |'ensemble des sommets que nous
souhaitons découdre. En 2D, les arétes ayant leurs deux extrémités sélectionnées sont alors
scindées en deux parties. Les faces incidentes aux arétes en question sont alors décousues
deux a deux en supprimant les liaisons B>. En 3D, toutes les faces du modéle qui sont inci-
dentes a deux volumes et dont les sommets les composant sont sélectionnés, sont scindées.
Deux volumes incidents a une de ces faces sont alors décousus selon cette derniére. Les
figures 5.1, 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6 montrent la capacité de notre modele unifie a gérer le
changement topologique de la découpe.
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Figure 5.1 — Résultats illustrant le processus de découpe. En haut a droite : Un modéle 3D composé
de 5 x 3 x 3 cubes. Quatre de ses particules, situées en haut a gauche sont fixées. Ce modéle initial
se déforme ensuite sous I'effet de la gravité et dix de ses faces sont 3-décousues.

Figure 5.2 — Résultats illustrant le processus de découpe interactif. Un modéle 3D composé de
5 x 3 x 3 cubes. Huit de ses particules, situées en haut a gauche et en haut a droite sont fixées. Ce
modeéle initial se déforme ensuite sous I'effet de la gravité, tout en étant progressivement découpé.
Le schéma montre six états différents du modeéle.

Figure 5.3 — Résultats illustrant le processus de découpe. Un modéle 3D composé de 5 x 3 x 3
cubes. Huit de ses particules, situées en haut a gauche et en haut a droite sont fixées. Ce modeéle
initial se déforme ensuite sous I'effet de la gravité, tout en étant découpé. Trois de ses faces sont
d'abord 3-décousues, suivies de neuf de ses autres faces.
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Figure 5.4 — Résultats illustrant le processus de découpe. Un modeéle 3D composé de 5 x 3 x 3
cubes. Huit de ses particules, situées en haut a gauche et en haut a droite sont fixées. Ce modéle
initial se déforme ensuite sous I'effet de la gravité, tout en étant percé. Quatorze de ses faces ont
été 3-décousues

X

(a) (b)

Figure 5.5 — Résultats illustrant le processus de découpe. (a) Un modéle 3D représentant une
grenouille. La partie droite du modéle est fixée. (b) Le modéle de (a) déformé sous I'effet de la
gravité. Notons qu’ici, la gravité s’applique de la droite vers la gauche. La grenouille subit une
découpe sagittale partielle en son milieu et une découpe de son membre inférieur.
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(b)

Figure 5.6 — Résultats illustrant le processus de découpe. (a) Un modéle 3D composé de 26125
cubes (32934 particules), représentant une grenouille ou les pattes sont fixées. Cette contrainte est
représentée par les deux sphéres rouges. (b) Le modéle de (a) déformé sous I'effet de la gravité.
Notons qu'ici, la gravité s'applique de la gauche vers la droite. La grenouille subit une découpe
transversale en son milieu.

5.2 Deécoupe et raffinement

Les figures 5.7, 5.8, 5.9, 5.10, 5.11 et 5.12 montrent les capacités de notre modéle unifié
a gérer les changements topologiques que sont la découpe et le raffinement local, pour des
maillages surfaciques et volumiques. L'opération de découpe est réalisée le long des arétes
des maillages surfaciques et le long des faces des maillages volumiques. Le raffinement local
consiste en la subdivision d'un quadrilatére en quatre sous-quadrilatéres et d'un hexaédre en
huit sous-hexaédres. Ces changements topologiques sont réalisés au cours de la simulation, de
maniére interactive par 'utilisateur. Enfin, notons que dans le cadre d’'un maillage volumique
localement raffiné, I"'opération de découpe s’effectue selon les faces hiérarchiques.
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Figure 5.7 — Résultats illustrant le processus de raffinement et de découpe, pour un maillage
surfacique. (a) Un maillage surfacique composé initialement de 10 x 10 carrés, est contraint par
ses bords. Cette contrainte est représentée par les sphéres grises. (b) Un état de déformation du
maillage de (a), par une gravité allant de I'avant vers I’arriére, suite a un raffinement et une découpe
réalisés par I'utilisateur.
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Figure 5.8 — Résultats illustrant le processus de raffinement et de découpe, pour un maillage
volumique. (a) Un maillage volumique composé initialement de 5 x 5 X 5 cubes, est contraint par le
haut. Cette contrainte est représentée par le cylindre gris. (b) Un état de déformation du maillage
de (a), par la gravité, suite a un raffinement et une découpe réalisés par I'utilisateur.

Figure 5.9 — Résultats illustrant le processus de raffinement et de découpe, pour un maillage volu-
mique. Un maillage volumique composé initialement de 5 x 5 x 5 cubes, est contraint partiellement
par le bas et est soumis a la gravité. Nous observons deux états de déformation du maillage ou
['utilisateur a raffiné, puis découpé le maillage tout en appliquant des forces et des contraintes au
cours de la simulation.

5.3 Meéthode adaptative

Nous rappelons qu'une méthode adaptative a pour objectif de permettre un compromis
entre le temps de calcul et la précision de la simulation, en adaptant le maillage au moment
et a I'endroit le nécessitant. Une méthode adaptative induit I'emploi d'un maillage présen-
tant différents niveaux de subdivision au niveau de ses éléments. Nous avons fait le choix
d'une méthode adaptative partant d’'un maillage grossier dont les éléments sont raffinés au
cours de la simulation, en fonction d'un critére géométrique basé sur la déformation des
ressorts diagonaux des éléments constituant le modéle. Un élément est ainsi subdivisé, avec
les opérations présentées dans ce manuscrit, s'il satisfait le critére géométrique suivant :

lg(t) — la(to)]
la(to)

ou I4(t) et I4(to) sont respectivement la longueur au temps t et la longueur initiale d'un

% 100.0 > seuil
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Figure 5.10 — Résultats illustrant le processus de raffinement et de découpe, pour un maillage volu-
mique. Un maillage volumique composé initialement de 4 x 4 x 4 cubes, est contraint partiellement.
L’utilisateur a raffiné et découpé ce maillage. Les cubes découpés sont attirés par une méme force,
pour étre détachés du maillage initial.
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Figure 5.11 — Résultats illustrant le processus de raffinement et de découpe, pour un maillage
volumique. (a) Un maillage volumique représentant grossiérement une grenouille, est contraint au
niveau de ses pattes. Ces contraintes sont représentées par les sphéres grises. (b) Un état de
déformation du maillage de (a), par une gravité allant de la gauche vers la droite, suite & un
raffinement et une découpe réalisés par I'utilisateur.
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Figure 5.12 — Résultats illustrant le processus de découpe et de raffinement, pour un maillage
volumique représentant un lapin. Il est issu d'une surface triangulaire représentant un lapin dont
nous avons construit la boite englobante. Cette boite a été ensuite raffinée en huit sous-éléments.
Ensuite, ces derniers ont été raffinés récursivement a chaque fois qu’'ils intersectaient la surface,
Jusqu'a un niveau de subdivision maximal. Puis, les cubes se trouvant a cheval sur la surface ont été
projetés pour donner un maillage lissé, tandis que ceux se trouvant a I'extérieur de la surface sont

supprimés. Enfin, nous avons supprimé une partie des hexaédres, pour laisser apparaitre la qualité
adaptative du maillage.
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ressort diagonal d. Si le ressort diagonal d'un élément satisfait ce critére pour un seuil donné,
alors cet élément est raffiné.

Notons que notre méthode permet évidement la définition d’autres critéres pouvant,
par exemple, se baser sur les propriétés physiques des éléments en plus de la géométrie. Par
ailleurs, nous avons implémenté une extension a ce critére, en raffinant les éléments adjacents
a I'élément E satisfaisant le critére, s'il existe un écart de 2 entre leur niveau de subdivision
et celui de E. En effet, les jonctions T induisent une approximation du comportement de
I'objet simulé, et cette approximation est d'autant plus grande que le nombre de jonctions T
projetées sur une méme aréte ou face est importante, c'est-a-dire lorsque I'écart de niveau
de subdivision entre deux éléments adjacents est grand.

Les figures 5.13, 5.14, 5.15, 5.16, 5.17, 5.18 et le tableau 5.1 montrent les capacités de
notre modéle unifié a gérer le raffinement adaptatif de maillages surfaciques et volumiques.
Nous précisons que la figure 5.15 présente un résultat cumulant I'application d’une opération
de découpe interactive en plus de la méthode adaptative de raffinement des éléments d'un
maillage surfacique.

Les courbes données dans les figures 5.17 et 5.18 comparent la précision entre un modéle
raffiné de maniére adaptative au cours de la simulation et trois autres modéles présentant
chacun un niveau de subdivision différent et fixé au cours de la simulation. Nous réalisons pour
cela un test de flexion sur une poutre encastrée 2D (resp. 3D). Chaque courbe correspond aux
positions des particules situées sur la bordure haute de la poutre 2D (resp. 3D). Elles montrent
I'état de déformation de cette poutre 2D (resp. 3D), pour différents niveaux de subdivision.
Les courbes intitulées « Grossiére », « Raffiné 3x » et « Raffiné 4x » correspondent a des
niveaux de subdivision fixés qui sont respectivement 1, 8 et 16, contrairement a celle nommée
« Adaptative 1—3 », ainsi que celles nommées « Adaptative 1—2 » et « Adaptative 2—3» pour
les expérimentations 3D. Le modéle « grossier » 2D (resp. 3D) est composé de deux carrés
de dimension : 0.1 mx 0.1 m (resp. deux cubes de dimension : 1 mx 1 mx 1 m). La courbe
« Adaptative 1—3» (resp. « Adaptative 1—2» et « Adaptative 2—3») correspond initialement
au modeéle « grossier », qui a été raffiné au cours de la simulation en des éléments ayant un
niveau de subdivision allant de 2 3 8 (resp. 2 a 4 et 4 & 8). Le seuil du critére géométrique
est 2% (resp. 1.2% en 3D) et p = 1000 Kg/m?> (resp. p = 100 Kg/m?3, en 3D).

Les résultats montrent que la courbe associée a la méthode adaptative se trouve entre le
modele « grossier » et « raffiné ». Dans cet exemple, la précision de notre méthode adaptative
est cohérente. Le tableau 5.1 montre la moyenne du temps de calcul d'une itération de
la boucle de simulation, pour chacune des courbes représentées dans la figure 5.18. Nous
rappelons que ces derniéres correspondent a |I'expérimentation 3D. Le tableau fait également
correspondre a chaque courbe, le nombre d'éléments composant les modéles associés, avec
leur niveau de subdivision. Nous pouvons voir que la version « Adaptatif 1 —2 » est constituée
de 2 éléments raffinés une fois et de 112 éléments raffinés deux fois. Sa moyenne de temps
de calcul pour une itération, de 2.49ms, se situe bien entre celle du modéle « grossier » :
0.37ms et celle du modéle « Raffiné 3x » : 13.47ms. La version « Adaptatif 2 — 3 » est
quant a elle, constituée de 18 éléments raffinés deux fois et 880 éléments raffinés trois fois.
Sa moyenne de temps de calcul pour une itération, de 13.12ms, se situe juste en dessous de
celle du modéle « Raffiné 3x » : 13.47ms. De plus, il est apparu que la moyenne du temps
de calcul qu’a nécessité le processus de subdivision du modéle « Adaptatif 2 — 3 » a été de
28.66ms, ainsi que la distribution des forces des jonctions T au niveau de leur voisinage qui
a atteint 5.86ms. Notons que le modéle « Adaptatif 2 — 3 » posséde 120 jonctions T dans
I’état représenté par sa courbe. Le faible gain en temps de calcul entre « Adaptatif 2 — 3 »
et « Raffiné 3x », s'explique par le fait qu’ils ont un nombre d'éléments raffinés trois fois
similaire (898 contre 1024). Une deuxiéme raison est le codit de la distribution des forces des
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jonctions T sur leurs particules voisines, qui se fait a chaque itération. Enfin, nous précisons
que tester les éléments a raffiner est également une étape coliteuse en temps et qui peut
fortement impacter le temps global de la simulation, si elle est effectuée trop souvent.

Pour notre méthode adaptative, nous avons fait le choix, d'un critére de raffinement s'ap-
puyant sur la géométrie des éléments, en testant le pourcentage de déformation des ressorts
diagonaux, pour sa simplicité de mise en ceuvre. Nous précisons que le choix du seuil est
déterminant pour ce critére. En effet, une modification, méme trés faible de sa valeur peut
engendrer le raffinement de tous les éléments du modeéle, ou en engendrer aucun. Dans les
résultats montrés par le tableau 5.1, nous avions fixé le niveau maximal de subdivision a deux
fois pour le modéle « Adaptatif 1 —2 », et trois fois pour le modéle « Adaptatif 2 —3». Dans
le tableau 5.1, nous constatons que ces deux modeéles ne contiennent quasiment que des élé-
ments ayant pour niveau de subdivision la valeur maximale donnée. Le fait que pratiquement
tous les éléments d’'un modéle adaptatif soient raffinés, ne met pas en valeur |'intérét d'une
méthode adaptative. Nous notons tout de méme des premiers résultats encourageants en
terme de précision et de temps. Mais, un critére de raffinement plus adapté ou encore une
gestion des jonctions T moins coliteuse méritent d'étre étudiés.

(a)

Figure 5.13 — Résultats illustrant le processus de subdivision adaptative, pour un maillage surfacique.
(a) Un maillage surfacique composé de 6 x 3 carrés, contraint par son bord gauche et soumis a la
gravité. (b) et (c) Deux états de déformation du maillage de (a). Le maillage s’est déformé tout
en se raffinant selon un critére géomeétrique reposant sur la déformation des ressorts diagonaux des
quadrilatéres.
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Figure 5.14 — Résultats illustrant le processus de subdivision adaptative, pour un maillage surfacique.
Un maillage surfacique composé initialement de 25 x 25 carrés, contraint par le haut et soumis a
la gravité. Cette contrainte est représentée par un cylindre gris. Le maillage surfacique est ainsi
déformé tout en se raffinant selon un critére géométrique reposant sur la déformation des ressorts
diagonaux des quadrilateres.
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Figure 5.15 — Résultats illustrant le processus de subdivision adaptative, pour un maillage surfacique.
(a) Un maillage surfacique composé initialement de 20 x 20 carrés, contraint le long de sa bordure,
et soumis a une gravité allant de devant en arriére. L utilisateur effectue une découpe dont le chemin
est représenté en rouge. (b) et (c) correspondent a deux états de déformation ou les quadrilatéres
sont raffinés au cours de la simulation selon un critére géométrique reposant sur la déformation des
ressorts diagonaux des quadrilatéres. (d) Un zoom du modéle de (d).
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Figure 5.16 — Résultats illustrant le processus de subdivision adaptative, pour un maillage volumique.
(a) Un maillage composé de 10 x 10 cubes. La scéne est également composée d’un obstacle.
(b) Le maillage de (a) aprés collision avec I'obstacle ayant entrainé, au cours de la simulation, le
raffinement de ses hexaedres, en fonction d’un critére géométrique reposant sur la déformation des
ressorts diagonaux (p = 400 Kg/m® E = 30 KPa et v = 0.4). Notons que les différentes étapes de
déformation peuvent étre visualisées, dans les bas de pages, tout au long de ce manuscrit.

Temps (ms) Nombre d'éléments
Grossier 0.37 2eltsnv. 1
Adaptatif 1-2 2.49 2eltsnv. 2 et 112 elts nv. 3
Raffiné x3 13.47 1024 elts nv. 4
Adaptatif 2-3 13.12 18 elts nv. 3 et 880 elts nv. 4
Raffiné x4 97.53 8192 elts nv. 5

Tableau 5.1 — Tableau des temps de notre méthode adaptative pour un maillage volumique. Un
tableau donnant pour chaque courbe de la figure 5.18(b), la moyenne des temps de calculs pour un
pas de temps de simulation, ainsi que le nombre d’'éléments avec leur niveau de subdivision.

5.4 Conclusion

Les résultats présentés dans ce chapitre illustrent les opérations de découpe et de raffine-
ment décrits dans ce manuscrit. lls montrent la capacité de notre modéle unifié a gérer ces
changements topologiques. Cependant, la définition du modéle unifié et de ses opérations,
sont les prémisses d'un projet visant a montrer les bénéfices de I'emploi d'un modéle topolo-
gique complexe pour la simulation physique, tout en gérant des changements topologiques.
Enfin, la validation physique de ce modéle et le choix du critére pour le raffinement, seront
les étapes indispensables de ce projet, qui n'ont été que peu abordés dans ces travaux.
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Figure 5.17 — Courbe de précision de notre méthode adaptative, pour un maillage surfacique.
L’expérience réalisée correspond a un test de flexion réalisé sur une poutre 2D encastrée. Chaque
courbe correspond aux positions des particules situées sur la bordure haute de la poutre 2D. Les
courbes présentent |'état de déformation de cette poutre 2D, pour différents niveaux de subdivision.
Les courbes intitulées « Grossiére », « Raffiné 3x » et « Raffiné 4x » correspondent a des niveaux
de subdivision fixés qui sont respectivement 1, 8 et 16, contrairement a celle nommée « Adaptative
1 —3». Le modele « grossier » est un modéle 2D composé de deux carrés de dimension : 0.1 m x
0.1 m. La courbe « Adaptative 1 — 3 » correspond initialement au modéle « grossier », qui a été
raffiné au cours de la simulation en éléments ayant un niveau de subdivision allant de 2 a 8. Le seuil
du critére géométrique est 2% (p = 1000 Kg/m?*).
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Figure 5.18 — Courbe de précision de notre méthode adaptative, pour un maillage volumique.
L expérience réalisée correspond a un test de flexion réalisé sur une poutre 3D encastrée. (a) Une
poutre 3D encastrée soumise a la gravité. Le modéle représenté correspond a « Adaptative 2 — 3 ».
(b) Chaque courbe correspond aux positions des particules situées sur la bordure haute de la poutre
3D, représentées par des croix rouges dans (a). Les courbes présentent I'état de déformation de
cette poutre 3D, pour différents niveaux de subdivision. Les courbes intitulées « Grossiére », « Raffiné
3x » et « Raffiné 4x » correspondent a des niveaux de subdivision fixés qui sont respectivement 1,
8 et 16, contrairement a celles nommées « Adaptative 1 — 2 » et « Adaptative 2 — 3 ». Le modéle
« grossier » est un modeéle 3D composé de deux cubes de dimension : 1 mx 1 mx 1 m. La courbe
« Adaptative 1 — 2 » (resp. « Adaptative 2 — 3 ») correspond initialement au modéle « grossier »,
qui a été raffiné au cours de la simulation en éléments ayant un niveau de subdivision allant de 2 a
4 (resp. 4 4 8). Le seuil du critére géométrique est 1.2% (p = 100 Kg/m®).

185




5.4 - Conclusion

186



Chapitre

« T Golgoth avancait sur un pont d’air. A chaque nouveau pas, il aurait
di tomber. Mais il ne tombait pas. Il était a quinze méres en amont de
la falaise maintenant. Chaque fois que sa botte se leva et retomba, un
bruit de vitre, de fer sur une vitre, se réverbéra jusqu'a nous. Il contrait.
Il contrait face au ciel. Il contrait pour lui-méme. »

(La Horde du Contrevent - Alain Damasio)

Conclusion

Dans ce manuscrit, nous avons présenté nos travaux visant a |'élaboration d'un modéle
unifié couplant le modéle topologique des complexes linéaires cellulaires, et un modéle phy-
sique de type systéme masses-ressorts. Notre modéle unifié permet la simulation physique
d'objets déformables, tout en réalisant pendant cette simulation des changements topolo-
giques.

Les complexes cellulaires linéaires consistent en un modéle topologique nD, centré aréte.
lls donnent accés a I'ensemble des relations d'incidence et d'adjacence entre les cellules de
I'objet modélisé, facilitant la gestion des changements topologiques. Enfin, leur définition ma-
thématique permet de garantir la validité topologique du modéle, au cours des changements
topologiques.

Le systéme masses-ressorts est un modeéle physique, présentant différents avantages
comme la simplicité de ses équations, son implémentation intuitive, son interactivité et sa
facilité a gérer les changements topologiques. Par contre, la méthode analytique proposée
par Baudet et al. que nous employons pour le paramétrage des coefficients de raideur de
notre systéme masses-ressorts, implique des modéles 2D composés de quadrilatéres et des
modéles 3D constitués d'hexaédres.

La définition d’'un modéle unifié évite la redondance d’information. De plus, le caractére
unifié permet également une mise a jour facilitée et efficace des informations associées au
modéle.

Ces travaux montrent comment utiliser un modéle topologique complexe pour la simu-
lation physique d'objets déformables. Nous avons montré avec un modéle physique simple
qu'est le systeme masses-ressorts, qu'il était possible d'allier un modeéle topologique aussi
complexe que sont les complexes cellulaires linéaires pour la simulation physique, et surtout
I'intérét de ce couplage au travers de |'implémentation de deux changements topologiques
que sont la découpe du modéle en 2D, selon ses arétes, et en 3D, selon ses faces, ainsi que la
subdivision de quadrilatéres ou d'hexaédres. Nous avons détaillé dans ce manuscrit comment
réaliser ces changements topologiques d’un point de vue topologique, puis d'un point de vue
physique avec la mise a jour des informations embarquées au niveau du modéle topologique.

Enfin, I'opération de subdivision locale des quadrilatéres ou des hexaédres du modéle,
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que nous avons implémentée, nous permet de proposer une méthode adaptative, consistant
a débuter avec un modéle contenant peu d'éléments, et a subdiviser ces derniers, selon un
critére géométrique reposant sur la déformation des ressorts diagonaux.

Pour conclure, ces travaux ont permis la réalisation d'un framework générique nommeé
« TopoSim », incluant la librairie CGAL. Cette derniére propose une implémentation du mo-
déle topologique des complexes cellulaires linéaires, qui est a la base de notre modéle unifié.
Ce framework permet la simulation d’objets déformables avec I'implémentation d'un schéma
numérique d'Euler explicite symplectique et I'intégration d'un systéme masses-ressorts. En-
fin, son interface graphique permet d'interagir avec la simulation, en appliquant des forces,
des déplacements et des contraintes, ou encore en effectuant des changements topologiques
comme la découpe et la subdivision d’éléments. Notons que cette derniére peut étre réalisée
de maniére automatique dans le cadre d’'une méthode adaptative.

Perspectives Le modeéle topologique des cartes combinatoires duquel est issu les complexes
cellulaires linéaires, est générique sur la topologie de ses cellules. lls permettent ainsi de
mixer en 2D, des polygones (triangles, quadrilatéres, ...), et en 3D, des polyédres (tétraédres,
hexaédres, pyramides, ...). Cette propriété des cartes combinatoires est un atout considérable
pour la problématique des méthodes adaptatives. En effet, elle permet de raffiner de maniére
quelconque les cellules, sans se soucier de la validité topologique et en ayant toutes les
informations d’incidence et d’adjacence entre les cellules du modéle.

Par contre, il n'existe pas de méthode analytique unique pour la paramétrisation du modéle
physique des systémes masses-ressorts, pour des éléments quelconques. C'est pour cette rai-
son, que nous sommes en train d'intégrer dans notre framework générique le modéle physique
des masses-tenseurs proposant des fonctions de forme pour différentes formes d’'éléments.
De plus, les masses-tenseurs sont plus précis que les masses-ressorts, car ils sont directement
issus de la mécanique des milieux continus. Enfin, ces derniers prennent en compte le volume
des éléments 3D, qui est une limitation des systémes masses-ressorts.

Notre méthode adaptative pourrait étre considérablement bonifiée par I'ajout d'une opé-
ration de dé-raffinement des quadrilatéres et des hexaédres. De plus, une étude sur le choix
du critére de raffinement sera une étape indispensable a notre méthode de raffinement.

Le framework « TopoSim », a permis d'étudier comment coupler un modéle topologique
complexe avec la simulation physique. Il propose un premier modéle unifié et des opérations
de parcours et de modification. Il est capable de gérer des changements topologiques comme
la découpe ou la subdivision. De plus, notre framework propose une méthode adaptative.
Pour conclure, il constitue donc une base a un nouveau sujet d'études, permettant de faire
bénéficier a la simulation physique, de tous les avantages que peuvent offrir un modéle
topologique complexe.

188



Chapitre

« Certes, vous ne pouvez voir qu'une de mes sections, ou Cercles; car
votre ceil ne posséde pas la faculté de s'élever au-dessus de votre sur-
face; mais il vous est au moins permis de constater que mes sections
deviennent plus petites a mesure que je m'éléve dans I'Espace. Voyez,
Je vais m'élever; et vous aurez I'impression que mon Cercle se rapetisse,
pour se réduire a un Point et finalement disparaitre. »

(Flatland - Edwin Abbott Abbott)
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7.1 Annexe A

Algorithme de subdivision d’un quadrilatére en quatre sous-quadrilatéres

L’appel a I'algorithme 3 sera abrégé par « PBHFS » (Prochain Brin Hiérarchique Face
Simple). La procédure « insertion-sommet-dans-arete » prend en paramétre un brin incident
a I'aréte dans laquelle sera insérée un nouveau sommet. La fonction « insertion-arete-dans-
face » prend en paramétre les deux brins entre lesquels sera inséré une nouvelle aréte. Elle
retourne un brin incident a cette nouvelle aréte.

Algorithme 17 : Scinder une aréte en deux
Données : b : le brin hiérarchique d'une aréte hiérarchique a a scinder.
Résultat : a est scindée en deux.
by < PBHFS(bp):
Si ﬁl(b) = b; Alors
insertion-sommet-dans-arete(b);
// b et B1(b) correspondent aux deux brins résultants, incidents

aux deux parties de l’aréte venant d’8tre scindée.
/b < 2//:;
/ﬁl(b)_e 2/F;_
creation-particule(B1(b));
creation-ressort(B1(b));
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Algorithme 18 : Scinder une face en deux

Données : by et by : les deux brins entre lesquels sera inséré une nouvelle aréte
scindant une face F.

Résultat : F est scindée en deux parties.

bnouvelle arete < insertion-arete-dans-face(by, bo);

marque—_hierarchiquement(b,,ou\,e,,e arete )’

marque—hierarchiquement(,132(b,,ou;e,,e arete) )

marqUe‘hierarChiquement(ﬁﬂ(bnouvelleiarete));

marque-hierarchiquement(B1(bnouvelie arete)):

Bouvelle _arete 2lF;

creation-ressort(B1 (bnouvelie _arete)):

Algorithme 19 : Subdiviser une face en quatre sous-faces

Données : b : un brin incident a la face F a subdiviser.

Résultat : F est subdivisée en quatre sous-faces : Foo, Fo1, Fio et Fi11.
Si b n’est pas un brin hiérarchique Alors

| b+« PBHFS(b);

// Subdivision des arétes hiérarchiques de F
Pour j allant de 1 a 4 faire
couper-arete-en-deux(b);

L b <+ PBHFS(b);

bmilieu1 — recuperer-brin-milieu(b);

bmitieu> < recuperer-brin-milieu(PBHFS(PBHFS(b)));

// Scission de F en deux sous-faces fy et F
bnouvelle areteo <= inserer-arete-dans-face(bmisieu1, bmitieu2);
creation-ressort(B1(bnouvelle areteo)):
scinder-arete-en-deux(bpouvelie arete0);
marque-hierarchiquement(bpouvelle areteo):
marqUe'hierarChiquement(ﬁn(bnouvelleiareteo));
marqUe‘hierarChiquement(ﬁll(bnouvelle_areteo));
marqUe‘hierarChiquement(ﬁﬂ(bnouvelleiareteo));

// Scission de fp en deux sous-faces Fpg et Fp1
bmitieu1 < reCUpérer‘brin‘mi“eu(bnouvelle_areteo);

boppose < PBHFS(PBHFS(bnouveIIeiareteO));

bmilieuz < recupérer-brin-milieu( boppose );
scinder-face-en-deux(bmijieu1, bmitieu2);

// Scission de F7; en deux sous-faces Fig et Fi1
bnouvelleiareteo < ,62(bnouvelleiareteo);

bmilieul <~ recupérer'brm'mi“eu(bnouve//efarel‘eO);

boppose — PBHFS(PBHFS(bnouvelle_areteO));

bmitieu2 <— recupérer-brin-milieu(boppose );
scinder-face-en-deux(bmjjieu1, bmitieu2);

I <+ 2IF;
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7.2 Annexe B

Algorithme de subdivision d’'un hexaédre en huit sous-hexaédres

L’appel a I'algorithme 5 sera abrégé par « PBHF » (Prochain Brin Hiérarchique Face).

Algorithme 20 : Tester si une face contient un brin hiérarchique a un volume

Données : by : un brin hiérarchique d'une face F.

Résultat : Retourne un brin hiérarchique de la face F si elle en contient un, NULL
sinon.

bl — bo;

Tant que by n'est pas un brin hiérarchique et by # by faire

L by < Bi(b1);

Si bl = bo Alors

L Retourner NULL;

Retourner b

Algorithme 21 : Marquer hiérarchiquement les brins incidents a une face hiérarchique
simple

Données : b : un brin incident a une face hiérarchique simple F. b est le premier brin
de F a devoir étre marqué comme hiérarchique.
[ - un niveau de subdivision.
regulier : un booléen indiquant si la longueur et la largeur de F sont
équivalentes en terme de niveau de subdivision cumulé (par défaut regulier
vaut Vrai).

Résultat : Les brins incidents a F sont correctement marqués hiérarchiquement.

Si regulier Alors

Pour / allant de 1 a 4 faire

marquer-hierarchiquement(b);

b < prochain-brin-subdivision-face-simple(b, /);

Sinon
Pour / allant de 1 a 4 faire
marquer-hierarchiquement(b);
Si / est pair Alors

| b+ prochain-brin-subdivision-face-simple(b, /);
Sinon

L b < prochain-brin-subdivision-face-simple(b, 2/);
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Algorithme 22 : Récupérer le prochain brin d’une face hiérarchique et simple en fonction
d'un niveau de subdivision

Données : b : un brin hiérarchique et incident a une face hiérarchique simple F.
[ - un niveau de subdivision.

Reésultat : Retourne le prochain brin de F aprés b, en fonction de selon /.

cumule < 0;

Tant que cumule <  faire

L cumule < cumule + i;

b < B1(b);
Retourner (1 (b);

Algorithme 23 : Subdiviser une face en deux

Données : b : un brin incident a une face hiérarchique F. b correspond au brin
hiérarchique associé a une des deux longueurs de F.

Résultat : F est scindée selon sa longueur, en deux sous-faces.

bmilieu1 < recupérer-brin-milieu(b);

boppose <= PBHFS(PBHFS(b));

bmilieuz < recupérer-brin-milieu(boppose):

// F est scindée en deux sous-faces fy et F

bnouvelle _areteo <= insertion-arete-dans-face(bmiieu1, bmilieu2):

marquer-hierarchiquement(bnouvelie areteo).

marquer-hierarchiquement(B1 (bpouvelle areteo));

marquer-hierarchiquement(B2(bpouvelie _areten)):

marqUer'hierarChiquement(52l(bnouve//eiareteo)) ;

// Traitement de la partie de F incidente au volume adjacent

marquer-hierarchiquement(B3(bpouvelie _areten)):

marqUer'hierarChiquement(ﬁiﬂ(bnouve//eiareteo));

marquer-hierarchiquement(Bs2(bnouvelle _areten)):

marqUer‘hierarcmquement(ﬁ?ﬂl(bnouvelleiareteo));

— 2lvor;

bnouve/lef areteQ

creation-ressort (,81 ( bnouvellei areteO)) ,

Algorithme 24 : Subdiviser un volume en deux (fonction intermédiaire)

Données : b : un brin.
num : un entier allant de 0 a 2, correspondant a I'étape de subdivision du
volume.
| : un niveau de subdivision.

Résultat : La face incidente a b est correctement marquée hiérarchiquement.

Si num = 0 Alors

L marquer-hierarchiquement-face-simple(b, /);

Sinon Si num = 1 Alors
L marquer-hierarchiquement-face-simple(b, /, Faux);

Sinon Si num = 2 Alors
L marquer-hierarchiquement-face-simple(b, 2/);
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Chapitre 7 : Annexes

Algorithme 25 : Subdiviser un volume en deux
Données : b : un brin incident a un volume Vol.
num : un entier allant de 0 a 2, correspondant a I'étape de subdivision du
volume.
bautre volume . un brin donnée-résultat stockant un brin incident au
deuxiéme volume résultant (b correspondant au premier), si ce dernier
n'est pas précisé alors il n'est pas utilisé.
Résultat : o/ est scindé en deux sous-volumes : Volg et Vol;.
bg < prochain-brin-hierarchique-face(b);
C < un conteneur de brins;
by < Ba(bo);
// Construire C pour insérer la face F scindant Vo/
C < construire-cycle(bp);
insertion-face-dans-volume(C);
// Marquer hiérarchiquement Fjy,y,
by < B12(bo);
// by est un brin de F
subdivision-volume-en-deux-marquer(by, num, ly);
// Marquer hiérarchiquement Fyqy
by < B2(b1);
subdivision-volume-en-deux-marquer(b, num, hyy);
Si num = 0 Alors
// Subdiviser F en quatre sous-faces
subdivision-face(by);
marquer-hierarchiquement-face(Bz(by));

Sinon Si num = 1 Alors

// Subdiviser F en deux sous-faces

biongueur <— prochain-brin-hierarchique-face-simple(82(bo));
subdiviser-face-en-deux(bjongueur):

bautrei volume <~ 5232 ( bO) ;

Algorithme 26 : Subdiviser un volume en quatre
Données : b : un brin incident a un volume Vol.
Résultat : Le volume Vol est scindé en quatre sous-volumes.
b < prochain-brin-hierarchique-face(b);
subdivision-volume-en-deux(b, 1, bautre volume):
b < Bo1(prochain-brin-hierarchique-face(b));
subdivision-volume-en-deux(b, 2);
b < Bo1(prochain-brin-hierarchique-face(bautre vorume)):
subdivision-volume-en-deux(b, 2) ;
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7.2 - Annexe B

Algorithme 27 : Subdiviser un volume en huit sous-volumes

Données : b : un brin incident @ un volume Vol.
Résultat : Vo/ est subdivisé en huit sous-volumes.
b <— obtenir-brin-hierarchique-element(b);
S < un conteneur de faces;
bautreivo/ume <= un brin;
// Subdivision des faces hiérarchiques de Vo/ n’ayant pas été
préalablement subdivisées
Pour tous Les faces F incidentes a Vol faire
bo < contient-brin-hierarchique(un brin de F);
Si by # NULL Alors
Si Ip, = lvo ou est-simple(by) Alors
‘ subdivision-face(bp);
Sinon
| stocker-face(S, bo);

// Les faces hiérarchiques de Vo/ ayant été préalablement subdivisées
sont marquées hiérarchiquement

Pour tous Les face F' € S faire
b1 < un brin de F’;

L marquer-hierarchiquement-face(by);

// Vol est scindé en deux sous-volumes Voly et VoI;
subdivision-volume-en-deux(b, 0, bautre volume);

// Voly est scindé en quatre sous-volumes
subdivision-volume-en-quatre(b);

// Vol est scindé en quatre sous-volumes

bautre volume < PBHF(PBHF(bautreivo/ume);
subdivision-volume-en-quatre(bautre volume);

Pour tous Les huit nouveaux sous-volumes Vol, de Vol faire

| Wol, = 2Mver;
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