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Ce travail de these est réalisé dans le cadre d’une these CIFRE, issue d’une collaboration
entre le département AMA (Analyses Mécaniques et Acoustique) d’EDF R&D et le centre
SMS (Science des Matériaux et des Structures) de I’Ecole des Mines de Saint-Etienne. Tous
les développements que nous présenterons ont été mis en ceuvre dans le logiciel éléments finis
Code_Aster [Code_Aster(2012)] développé par EDF R&D. Cette introduction est consacrée
a la présentation du contexte industriel, de la problématique et des objectifs de la these, ainsi

qu’au plan du manuscrit.

1.1 Contexte industriel

Le contexte géopolitique actuel, ou encore I’accident de Fukushima survenu en mars 2011,
font que les questions liées a la slireté de fonctionnement des installations industrielles sont de
plus en plus strictes. En tant qu’exploitant de son parc d’électricité, EDF se doit de s’assurer
non seulement du bon fonctionnement de ses installations, mais aussi de leur réparation et de
leur suivi. II se doit de pouvoir démontrer la tenue mécanique des différents composants de ses
centrales, tout en tenant compte du vieillissement des matériaux, que ce soit en conditions de
fonctionnement normales ou en conditions accidentelles. Pour cela, EDF se base, entre autres,
sur la simulation numérique en développant des modeles dans des codes de calcul. Dans le
domaine de la mécanique des structures, le logiciel Code_Aster, qui est basé€ sur la méthode

des éléments finis, est développé par le département AMA d’EDF R&D afin de répondre
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a ces besoins. Le projet "Méthodes Numériques Avancées pour la Mécanique" (MNAM),
dans lequel s’inscrit ce travail a pour mission principale de développer des outils numériques

performants dans Code_Aster afin de répondre a des thématiques industrielles complexes.

1.2 Présentation de la problématique

Dans le cadre de ses études industrielles, EDF est amené a modéliser des cas fortement
non-linéaires, impliquant par exemple des lois de comportement non-linéaires, du contact et
du frottement, des grandes déformations mais aussi de I’incompressibilité. La gestion de cette
derniere nécessite la mise en place de méthodes numériques spécifiques afin d’obtenir des
résultats qualitatifs. Par exemple, si’on considere un cas en grandes déformations impliquant
une loi de comportement €lasto-plastique, lorsqu’un certain seuil de plasticité est atteint, on
peut observer des oscillations non physiques sur la trace des contraintes dues au phénomene
d’incompressibilité ou de quasi-incompressibilité. En effet, il est connu que les éléments finis
classiques, utilisant comme seule inconnue les déplacements, ne sont alors pas adaptés dans
ce cas et peuvent donner lieu a des effets de verrouillage numérique. Ainsi, il est nécessaire
de développer des méthodes numériques pour remédier a ce probleme, ce qui est un domaine
de recherche ouvert. Mais il est également nécessaire, au vu de la complexité des applications
d’EDF, de s’assurer de la compatibilité des développements mis en ceuvre pour traiter chacune

des non-linéarités évoquées.

Il existe deux méthodes pour gérer le phénomene d’incompressibilité en
grandes déformations dans Code_Aster : la méthode des éléments sous-intégrés
[Malkus et Hughes(1978)] ainsi qu’une formulation mixte a trois champs, en déplacements,
pression et gonflement [Brezzi(1991)]. Cette derniere a été introduite dans le cadre d’un
formalisme de grandes déformations hyperélastique mis au point par Simo et Miehe
[Code_Aster(2013c), Simo et Miehe(1992)]. Cependant, ces développements souffrent de
nombreuses limitations. En effet, le formalisme considéré n’est pas générique, et ne permet
pas notamment de considérer des lois de comportement avec de 1’écrouissage cinématique,
ce qui en limite grandement I’utilisation. De plus, I’élément développé, issu de la formulation
a trois champs (élément dit "P2/P2/P1" qui est basé sur une interpolation quadratique pour
les déplacements et la pression, et une interpolation linéaire pour le gonflement) est non
seulement coliteux mais aussi instable. Ainsi, il y a un important travail a faire quant au
développement de méthodes numériques robustes et génériques pour traiter le probleme
d’incompressibilité en grandes déformations dans Code_Aster. C’est l1a 1’objectif de cette

these.
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1.3 Objectifs de la these

L’ objectif de la these est de pouvoir simuler des applications fortement non-linéaires. Pour
cela, il est nécessaire de développer des éléments finis robustes pour gérer les problemes
d’incompressibilité en grandes déformations. Les développements doivent répondre a certains
criteres :

e La généricité : les applications d’EDF sont tres variées et les méthodes développées doivent
étre a méme de pouvoir en traiter une grande partie.

e La fiabilité et la précision : étant donné la sensibilité du domaine d’applications (nucléaire)
il est nécessaire d’avoir des résultats fiables et précis.

e La compatibilité avec les autres non-linéarités : les développements doivent étre compatibles
avec les algorithmes de contact et de frottement ainsi que la dynamique.

e Lefficacité : les applications industrielles impliquent un nombre important de degrés de
liberté et il est donc important que les temps de calcul restent raisonnables.

Nous nous proposons de présenter brievement deux exemples d’applications industrielles que

nous menerons a bien avec les nouveaux développements.

Etude de I’affouillement d’un organe d’admission

Cette étude consiste en I’estimation de la durée de vie en fluage d’un organe d’admission
en acier 15CDV-9-10 pour une centrale thermique, soumis a une pression interne constante
et une température variant entre 475 et 565°C. Sa fonction est d’alimenter le rotor
en vapeur. L’organe considéré dans 1’étude présente une fissure et afin d’éviter qu’elle
se propage, un affouillement est réalisé au niveau de celle-ci. Au niveau de la zone
d’affouillement, les déformations plastiques atteignent 20%. On cherche a évaluer la pression
hydrostatique. Le matériau considéré est thermo-elasto-visco-plastique [Code_Aster(2013a),
Lemaitre et Chaboche(2004)].

'

O

Zone d'affouillement

N

-

=
FIGURE 1.1 — Géométrie de I’organe d’admission
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Pose de bouchon de tube générateur de vapeur

Un générateur de vapeur est un échangeur thermique qui utilise 1’énergie du circuit
primaire pour transformer 1’eau du circuit secondaire en vapeur, alimentant ainsi la turbine
(Figure 1.2). Pour cela, I’eau du circuit primaire entre dans le générateur de vapeur, a environ
320°C, circule dans les tubes ou elle ceéde sa chaleur au fluide secondaire puis ressort a environ
280°C. C’est I’énergie ainsi dégagée qui permet de transformer 1’eau liquide en vapeur qui va

alimenter la turbine.

Ligne THT

Enceinte

en béton Transformateur

Cuve
en acier

Combustible
(uranium. .

Tour de
refroidissement

Pompe
aeau

FIGURE 1.2 — Fonctionnement d’une centrale nucléaire - Source : http://lmc.ac-grenoble.fr

Un générateur de vapeur renferme des milliers de tubes dans lesquels circule le fluide chaud, et
autour desquels circule le fluide a chauffer. Ces tubes sont généralement le siege de variations
de température et de pressions importantes pouvant entrainer 1’apparition de fissures. Afin de

remédier a ce genre de défauts, on peut procéder a la pose de bouchons (Figure 1.3).
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Morceau de tube de générateur de vapeur

Bouchon implanté dans les tubes
des générateurs de vapeur

FIGURE 1.3 — Photo de bouchon de tube générateur de vapeur - Source : http://www.asn.fr

Les bouchons sont alors fixés dans les tubes, a ’aide d’un noyau expanseur, via des dents qui

viennent en appui (Figure 1.4).

FIGURE 1.4 — Schéma d’un bouchon de tube générateur de vapeur

Cette étude consiste a simuler la pose d’un bouchon. Il s’agit 1a d’un cas complexe
impliquant de nombreuses non-linéarités dont du contact, du frottement, des matériaux

non-linéaires et des grandes déformations.

1.4 Plan du manuscrit

Afin de lever toutes les limitations dont souffrent les méthodes actuellement présentes dans
Code_Aster, et de répondre aux objectifs présentés, nous proposerons de travailler avec un

formalisme hyperélastique, basé sur des déformations logarithmiques, mis au point par Miehe
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et al [Miehe et al.(2002), Code_Aster(2013b)]. Ce formalisme a I’avantage de fonctionner
avec toutes les lois de comportement développées dans le cadre des petites déformations,
sans adaptation préalable. Il sera adapté & une formulation mixte a trois champs, menant a
un élément stable ("P2/P1/P1", basé sur une interpolation quadratique en déplacements, et
linéaire en pression et gonflement), ce qui n’a jusqu’a présent pas été fait dans la littérature.
Nous proposerons également une adaptation du formalisme a une formulation mixte a deux
champs (en déplacements et pression) qui, lorsque le critere de plasticité de la loi de
comportement considéré permet son utilisation, permettra un gain de temps de calcul non
négligeable. Enfin dans un souci de généricité et de gain de temps toujours plus important, ce
formalisme sera adapté a des méthodes de stabilisation (mini-élément et OSGS), permettant
ainsi de travailler avec des €léments linéaires pour tous les champs considérés, que ce soit
pour des éléments issus d’une formulation a trois champs (élément "P1/P1/P1"), ou a deux
champs (élément "P1/P1").

Le manuscrit se compose de six chapitres. Apres cette introduction, le Chapitre 2 est consacré
au rappel des notions principales relatives a la mécanique des milieux continus en grandes
déformations, avec notamment la description de la cinématique, la définition des contraintes,
la présentation des lois de conservation ainsi qu’une introduction aux lois de comportement.
Le Chapitre 3 est dédi¢ au formalisme mathématique du probleme d’équilibre mécanique
ainsi qu’a sa résolution numérique par la méthode des éléments finis. On y rappelle notamment
la méthode de Newton-Raphson et présente les différents types de formalismes de grandes
déformations. Le formalisme de Miehe, Apel et Lambrecht, avec lequel nous avons choisi de
travailler est ensuite présenté en détails.

Le Chapitre 4 traite de la problématique de gestion de I'incompressibilité. Apres un état
de I’art des méthodes existantes, notre attention s’est portée sur les formulations mixtes
a trois et deux champs. Le formalisme de Miehe, Apel et Lambrecht est adapté a ces
formulations, ce qui constitue un des principaux apports de cette these. Le probleme de
stabilité 1i¢ au choix des ordres d’interpolation est exposé ainsi que les différentes méthodes
pour y remédier. L’adaptation du formalisme a la méthode du mini-élément et la méthode
Orthogoal-Sub-Grid-Scale (OSGS), qui est également un apport important de notre travail,
est enfin présentée.

Le Chapitre 5 est consacré a la validation et a la comparaison des différents éléments
proposés, a savoir les éléments issus des formulations mixtes a deux et a trois champs, ainsi
qu’aux éléments linéaires stabilisés par la méthode du mini-élément et la méthode OSGS, en
grandes déformations (avec le formalisme de Miehe, Apel et Lambrecht). On y présente des
cas discriminants ou le probleme d’incompressibilité est bien visible, ainsi que des cas avec
une solution analytique connue, permettant de mener des études de convergence. On y traite

également les deux applications industrielles présentées ci-dessus.
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Le Chapitre 6 correspond aux conclusions de ce travail, ainsi qu’aux perspectives et

suggestions pour la suite.
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Chapitre 2

Mécanique des milieux continus en
grandes déformations
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Le but de ce chapitre est de présenter les concepts de base de la mécanique des milieux
continus dans le cadre des grandes déformations. La premiere section est consacrée a
la cinématique des grandes déformations, qui est ’étude du mouvement. On y présente
notamment les différents types de description possibles (Lagrangien et Eulérien), le tenseur
gradient des déformations qui est une grandeur fondamentale, ainsi que les tenseurs des
déformations. La seconde section est quant a elle, consacrée aux lois de conservation
et tenseurs des contraintes. On y présente également la notion d’objectivité, ainsi que
les principes de la thermodynamique. La derniere section est consacrée aux lois de
comportement, et en particulier aux propriétés qu’elles doivent vérifier. Pour plus de détails
sur la mécanique des milieux continus, le lecteur pourra se référer par exemple a Ponthot
[Ponthot(1995)], Sidoroff [Sidoroff(1982)], Bonet [Bonet et Wood(1997)] ou encore Lemaitre

[Lemaitre et Chaboche(2004)].
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2.1 Cinématique

2.1.1 Description du mouvement

On considere un corps B qui occupe initialement une région {2y de 1’espace euclidien
R3, de frontiere réguliere notée 9. Les sollicitations appliquées a B s’accompagnent d’un
changement de configuration depuis celle de référence, vers la configuration courante notée
Q2;. On supposera ici que la configuration de référence coincide avec la configuration initiale
. Au cours de cette évolution, un point matériel P appartenant a B passe de la position X,
repérée par ses coordonnées cartésiennes X; dans le repere E;, I = 1,2, 3 a une position
x repérée par ses coordonnées cartésiennes z; dans le repere e;, ¢ = 1,2, 3. Il est souvent
commode d’identifier e; et E;, c’est-a-dire de travailler dans le méme systeme de coordonnées
[Brunet(2011)]. En notant ® I’application de la configuration de référence sur la configuration

courante au temps ¢, on peut écrire :

x=®(X,1),X € Q @2.1)
()]
\ /———b
di» N\
By gur )
3 = 2
‘;E' » X5

% -

/ \ X
X ~ £y, : Q,

FIGURE 2.1 — Description du mouvement

On introduit le vecteur de déplacement u qui est le vecteur qui s’étend entre un point matériel

de la configuration de référence et ce méme point dans la configuration courante :
ult) =® (X, t) - X=x-X (2.2)

Si le mouvement du corps est décrit en utilisant les coordonnées matérielles X;, I = 1,2, 3, on
dira que la description est matérielle ou Lagrangienne. Cela revient a observer le mouvement
du corps comme une quantité de matiere qui se déplace dans I’espace a partir d’une référence
connue. Afin de décrire le mouvement du corps il est également possible d’utiliser les
coordonnées x;,7 = 1,2, 3, on dira alors que la description est spatiale ou Eulérienne. Cela

consiste a observer la quantité de matiere qui passe dans un certain domaine fixé de 1’espace,
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sans référence a la position au temps initial. Dans ce qui suit, nous adopterons la convention
d’écriture suivante : les lettres capitales seront utilisées pour désigner les composantes des
coordonnées Lagrangiennes (se trouvant dans la configuration de référence), et les lettres
minuscules, pour désigner les composantes des coordonnées Eulériennes (qui se trouvent donc
dans la configuration courante).

Notons qu’il est possible de montrer I’équivalence de ces deux types de représentations :

connaissant I’une, on peut passer a I’autre et inversement.

2.1.2 Le gradient de déformation

On dit qu’un milieu continu en mouvement subit des déformations si les distances relatives
des points matériels varient au cours du temps. La mise en oeuvre de cette notion est
peu commode et on la remplacera plutdt par une notion plus précise a caractere local. On
introduit pour cela le tenseur gradient de déformation noté F. Il permet de passer d’un
élément infinitésimal dX de la configuration initiale {2y a un élément infinitésimal dx de la

configuration courante {2, :

dx = FdX (2.3)
ce qui équivaut a :
0x
F=— 24
= 00X @4

En considérant le vecteur des déplacements u (2.2), I’ peut également s’écrire :

F=1+H @5)
avec H le gradient de déplacement :
ou
H=—
= 00X

Le déterminant de F est appelé le jacobien de la déformation et sera noté J. On peut
montrer qu’il permet de calculer le volume d’un domaine matériel apres déformation par
[Wriggers(2008)] :

dv = JdV (2.6)

avec dv et dV 1’élément de volume sur la configuration actuelle et initiale respectivement.
Ainsi J mesure le changement de volume. Le volume étant toujours une quantité positive
finie, cela implique que I’on doit forcément avoir J € ]0; 00|

Connaissant le gradient de déformation, il est également possible d’exprimer la transformation
d’un élément de surface entre la configuration de référence et la configuration actuelle. Pour

cela, on considere un élément de surface dI" défini dans la configuration actuelle €2; qui s’écrit :
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dI' = ndS

avec dS ’aire de la surface et n la normale a la surface.
On considere également un élément de surface dI'y défini dans la configuration initiale €2y. En

notant dS, 1’aire de la surface et N la normale a la surface, on peut écrire :

ndS = JF"NdS, (2.7)

Décomposition du gradient de déformation en partie isochore/volumétrique

Une déformation est dite isochore si elle ne produit pas de changement de volume. Une

déformation localement isochore est caractérisée par :
J=1 (2.8)

Une déformation est dite volumétrique si elle consiste en une contraction/dilatation uniforme
dans toutes les directions. Le gradient de déformation de toute déformation volumétrique est

un tenseur sphérique de la forme :

I~
I
Q

I==

(2.9

ol « est le facteur d’homothétie.
Toute déformation peut se décomposer localement en une partie purement volumétrique et

une partie isochore. Le gradient de déformation peut étre décomposé multiplicativement :

F=F F =F F (2.10)

= —iso—V —V=—iso

ou la partie isochore Eiso est telle que :

F = (detF)°F @.11)

et ou la partie volumétrique est de la forme :

(2.12)

1/3
gv = (detg) I

Remarquons que gv est bien de la méme forme que (2.9), et que cela correspond donc bien a

une déformation volumétrique. De plus, on a :
1/313
detF,, = | (detF)"’|" detl = detF (2.13)

ce qui montre que Ev produit le méme changement de volume que F'.
La partie isochore £, ' quant a elle préserve bien le volume. En effet, son déterminant est tel
que :
-1/3]3
detF, = |(detr) ™| det =1 (2.14)
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Décomposition polaire

Le tenseur gradient de déformation £ peut €tre décomposé en une composante de
déformation et une composante de rotation. Cela se fait grice a ce que 'on appelle
la décomposition polaire. Il s’agit d’une décomposition unique du tenseur gradient de

déformation :

[~
Il
1=
=<
Il

(2.15)

avec U le tenseur de déformations pures a droite qui se trouve dans la configuration de
référence, et V, le tenseur des déformations pures a gauche, qui se trouve dans la configuration
courante. R est quant a lui le tenseur de rotation local qui relie les deux configurations. Les

tenseurs de déformations a gauche et droite sont reli€s par la relation :
V=RUR" (2.16)

Les tenseurs U et V peuvent également s’écrire en fonction du tenseur F':

(2.17)

=<
I
lles

FT

1=

=/FT

lies

Les tenseurs de déformation pure jouent un role primordial car ils permettent d’isoler la
déformation pure, dans les gradients de déformations. Cependant en pratique, ils sont peu
utilisés sous cette forme car leur extraction a partir de F' demande un nombre important
d’opérations. On considérera en général leur carré qui sont bien plus simples a évaluer.

En utilisant la relation (2.3), le carré de la longueur d’un segment dans la configuration

courante peut s’écrire :
dI? = dx"dx = dX"F"FdX = dX"CdX (2.18)

avec C = ETE, ce qui en utilisant la relation (2.17) revienta C' = U 2. Ce tenseur est appelé
tenseur des déformations de Cauchy-Green droit et il s’agit d’un tenseur Lagrangien.
De la méme fagon, on peut exprimer le carré de la longueur d’un segment dans la configuration
de référence :

dL? = dX"dX = dx"F"TF~'dx = dx" B~ 'dx (2.19)

ou I’on a introduit le tenseur B = F £T, ce qui en utilisant la relation (2.17) revienta B = KQ.
Ce tenseur est appelé tenseur des déformations de Cauchy-Green gauche ou tenseur de Finger,
et il s’agit d’un tenseur Eulérien.

2.1.3 Mesures de déformations

Ainsi, grace a la décomposition polaire il est possible de séparer les rotations pures des

élongations pures. Sous I’action de rotations pures, la distance entre des particules voisines
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reste inchangée. L'¢élongation pure caractérisée par U et V. quant a elle, change la distance
entre des particules matérielles. Afin de quantifier la distension, c’est-a-dire d’évaluer de
combien le tenseur g ou Z s’écarte de g, il faut définir une mesure de déformation. Hill
[Hill(1959)] les a regroupées en deux familles :

- une famille de tenseurs des déformations Lagrangiens, définis relativement a la configuration

de référence et tels que
L m
nov, m =

pour m = 2 par exemple, on obtient le tenseur des déformations de Green-Lagrange :

ESE— S(E"F 1) 221)

- une famille de tenseurs des déformations Eulériens qui sont définis relativement a la

configuration courante et tels que :

1 m
EF = { w =D, m#0 (2.22)
=m mV, m=0

Notons enfin que le tenseur de Green-Lagrange (2.21), peut s’exprimer en fonction du vecteur

déplacements u (2.2). En utilisant la relation (2.5) du gradient de déformation, il peut s’écrire :
1
GL __ T T
BV = 3 (VXu + VXu + VXuVu> (2.23)

Dans ce que I’on appelle la théorie géométriquement linéaire de la mécanique des solides, les
déformations du corps sont supposées Etre petites. Les non-linéarités géométriques ne sont
donc pas prises en compte. En négligeant donc les contributions non-linéaires de la relation

(2.23), celle-ci se réduit a :

1
GL _ T
E7 = 3 <VXu + VXu> (2.24)

On peut de plus montrer que dans le cadre de cette théorie, tous les tenseurs des déformations

sont équivalents.

2.1.4 Dérivées temporelles

Vitesses et accélérations

Il peut étre important de considérer la dépendance de ® (X, t) en temps. Il faut donc
bien définir les dérivées temporelles. Selon la représentation considérée (Lagrangienne ou

Eulérienne), elles ne s’expriment pas de la méme facon. La vitesse d’un point matériel qui
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occupe la position X dans la configuration de référence s’appelle la vitesse matérielle, et est

définie par la dérivée en temps :

v (X, t) = %@ (X,t) = w =& (X,1) (2.25)

La vitesse d’une particule qui occupe la position x au temps ¢ dans la configuration déformée

est appelée vitesse spatiale, et s’écrit :
v (x,t) =v (P (X,t),t) =v"(X,t) (2.26)
L’accélération est définie de facon analogue. L’ accélération matérielle est définie par :
a™(X,t) =v™ (X, 1) (2.27)

L’accélération spatiale est quant a elle donnée par :

ove (x,t)  Ov*

s R — v 2.2
a’(x,t) =v*(x,t) T + Y (2.28)
car : p
X
2oy 2.2
a (2.29)

Dérivée particulaire

On introduit la notion de dérivée particulaire, qui est la dérivée par rapport au temps d’une
quantité physique attachée a un point matériel que I’on suit dans son mouvement. L’expression
de I’accélération spatiale (2.28) nous donne un premier exemple de dérivée particulaire.

Si on considere la représentation Lagrangienne, il s’agit d’une simple dérivée partielle par

rapport au temps, X restant constant :

A= lim AX t+ At) — A(X, 1) _ 0A(X,t)
At—0 At ot
avec A une quantité physique quelconque.

(2.30)

Si on considere la représentation Eulérienne, il n’en n’est pas de méme. En effet, on ne va pas
considérer la position initiale de la particule X, mais sa position x. Or durant le temps At,

celle-ci se déplace de Ax :

Ax + Ax, t+ At) — A(x, t)

A= 1i 2.31
AI30 At (@31)
Soit apres un développement de Taylor :
. 0A
A= e +v.VA (2.32)
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Tenseur gradient de vitesse

La dérivée temporelle du gradient de déformation s’écrit :
ox
F=—
= 00X

Tous les tenseurs de déformation définis dans la partie 2.1.3 relient une configuration de

(2.33)

référence a la configuration courante, indépendamment de la vitesse a laquelle la déformation
s’est faite. Il existe une autre catégorie de tenseurs qui sont définis sur la configuration
courante, qui dépendent de la vitesse de déplacement et non plus des déplacements. Ces
tenseurs peuvent s’avérer utiles pour 1’écriture de certaines lois de comportement qui font
intervenir des termes en vitesse. On définit ce que 1’on appelle le tenseur gradient de vitesse

noté L qui est tel que :

L=V Vv (2.34)

En développant et en utilisant la relation (2.33), on obtient :
ox 0x0X .
= =__ "= FF! 2.35
= 0x 0Xox == 2.33)
L peut également €tre vu comme 1’opérateur qui transforme dx en sa dérivée temporelle, car

ona:

d% = Ldx (2.36)

Ce tenseur peut €tre décomposé en une partie symétrique D appelée taux de déformation et

en une partie antisymétrique W, appelée taux de rotation :

(2.37)

[l

=D+

=

avec

D= % (L"+L) et W= (2.38)

DO | —
=
|
e~
Z

2.2 Contraintes et équilibre

2.2.1 Tenseurs des contraintes

Le tenseur de Cauchy

On considere un corps continu déformable B sur lequel on applique des forces externes. On
définit le vecteur contrainte t, dans la configuration courante, qui est tel que :
dF

t = —
s

(2.39)
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Il caractérise les efforts intérieurs de cohésion F, qui sont exercés sur une partie de B a
travers un élément de surface d.S, de normale extérieure n.
D’apres le théoreme de Cauchy, en tout point, et a chaque instant ¢, le vecteur des contraintes
t (x,t,n) dépend de la normale n de facon linéaire. Il existe donc un tenseur de second ordre

appelé tenseur des contraintes de Cauchy, noté g qui est tel que :

t(x,t,n) =c(x,t) -n (2.40)

FIGURE 2.2 — Contraintes de Cauchy

Il peut étre utile, comme nous le verrons plus tard, de décomposer le tenseur des
contraintes en une partie dite déviatorique, qui est de trace nulle et une partie dite sphérique,
de sorte que :

g =a”+7l (2.41)

avec gD la partie déviatorique de g, et pl sa partie sphérique. p est appelé la pression
hydrostatique et est telle que :
1
p= gtr (g) (2.42)

Tenseurs des contraintes alternatifs

Le tenseur des contraintes de Cauchy est défini dans la configuration courante, mais il peut
étre intéressant de travailler sur d’autres configurations. Ceci pousse a définir d’autres tenseurs
des contraintes.
— Les contraintes de Piola-Kirchhoff 1
En considérant un élément de surface dans la configuration de référence, on définit alors

le tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff 1 ou Piola P qui est tel que :

o.ndS = P.NdS, (2.43)

Soit :
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1
g=-P

F", car ndS=JF "NdS, (2.44)

Ce tenseur n’est ni Eulérien ni Lagrangien. De plus, il n’est pas symétrique.
— Les contraintes de Piola-Kirchhoff 2
En transposant également les forces appliquées par unité de surface dF dans la

configuration de référence :

dF = FdF, (2.45)

nous obtenons alors le tenseur de Piola-Kirchhoff 2 S tel que :

dFo = F~'dF = SNdS, (2.46)

L’expression reliant S et g est :

FSF" (2.47)

Q:

<) =

Le tenseur obtenu est Lagrangien et symétrique.
— Les contraintes de Kirchhoff
On définit également le tenseur des contraintes de Kirchhoff 7 :

=J (2.48)

1=
IS

Comme le tenseur de Cauchy g est symétrique, le tenseur des contraintes de Kirchhoff
I’est aussi. Notons que méme s’il n’a pas de signification physique directe, il est tres

utilisé pour la formulation variationnelle des problémes en grandes déformations.

2.2.2 Objectivité

L’objectivité est un concept important en mécanique. Une grandeur est qualifiée

d’objective si elle possede une signification physique indépendante du mouvement du systeéme

de référence. C’est par exemple le cas pour la distance entre deux particules. Ainsi, méme si

la nature de ce genre de grandeurs ne change pas, leur description spatiale peut changer.

Cette question ne se pose pas pour les grandeurs Lagrangiennes, qui sont définies dans

la configuration de référence et sont donc naturellement insensibles a un changement de

référentiel ayant lieu dans la configuration courante.

On considere deux référentiels R et R*. La matrice orthogonale relative entre ces deux

référentiels est notée Q la translation relative est notée c. Les formules de changement de

référentiel pour passer de R a R* s’écrivent alors :
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— pour les positions :

x" = Q(t)x +c(t) (2.49)
— pour les vecteurs :
A" =QA (2.50)
— pour les tenseurs d’ordre deux :
T =QTrQ" (2.51)

— pour les fonctionnelles :

Hi (A(x.0).T) = Q" () Hir QDA (x.£). QT (x, Q" ()Q()  (2.52)

On peut interpréter les changements de repere comme des mouvements de corps rigide,
c’est-a-dire des mouvements dans lesquels les longueurs et les angles sont conservés. Ainsi,
une grandeur sera objective si les formules de changement de repere sont vérifiées ; dans
ce cas, elle se transforme au sens de I’algebre tensoriel classique, indépendamment de

I’observateur.

Quelques exemples

La relation pour le tenseur gradient de déformation vu par deux observateurs est telle que :

* *
. Oxy  Ox} Omy,

F —
=i aX] 8[Ek 3_)(}'7

Vi,j €1,.,ndim (2.53)

soit

E(t) =

IS

(E() (2.54)

Notons que £’ est un tenseur hybride (faisant intervenir des coordonnées Lagrangiennes et
Eulériennes) et que ce cas est donc spécial. Ainsi, on voit bien qu’il se transforme comme un
tenseur qui est transporté dans la configuration actuelle, indépendamment de 1’observateur, et
il est donc bien objectif.

A partir de (2.54), il est facile de vérifier ’objectivité éventuelle des autres tenseurs de dé
formation, ces derniers s’exprimant en fonction de F. Considérons par exemple le tenseur des

déformations de Cauchy-Green gauche B. On a:



Ainsi, ce tenseur vérifie bien la relation (2.51) et il est donc bien objectif.

Enfin considérons le tenseur gradient de vitesse L. On a:

L* £(

IIﬁj

)= (QE+QE)(EQNL =QLQ" +

II@

2Q"#QLQT  (256)

Ce tenseur n’est pas objectif.

En résumé, une grandeur définie sur la configuration de référence est forcément objective.
Pour ce qui est des grandeurs définies sur une autre configuration, il faut vérifier que quel
que soit le changement de référentiel, cela revient a une transformation directe, au sens du
formalisme tensoriel classique, dans la configuration actuelle. Le tableau ci-dessous regroupe

quelques tenseurs classiquement utilisés en précisant si ils sont objectifs ou non.

Tenseur Symbole | Objectivité
Tenseur gradient de déformation F oui
Tenseur de Cauchy-Green droit C oui
Tenseur de Cauchy-Green gauche E oul
Tenseur gradient de vitesse Z non
Tenseur taux de rotation E non
Tenseur taux de déformation E oui
Tenseur des contraintes de Cauchy E oui
Tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff 2 E oui

TABLE 2.1 — Caractere objectif de tenseurs communs

Enfin, voyons ce qu’il en est de la dérivée temporelle d’une grandeur objective. On considere

un tenseur objectif IV :

N*=QNQ" (2.57)

ona:

IIZ
II@

= QKQ"+ QQ"N" - N

=

Q7 (2.58)

Ainsi, on voit que la dérivée temporelle d’un tenseur objectif ne I’est pas. Il est donc nécessaire
de définir des dérivées objectives. L’idée consiste a éliminer les rotations parasites en dérivant
le tenseur concerné dans un repere qui est plus ou moins relié a la matiere. Cela peut se faire
de plusieurs facons et on obtient ainsi différentes dérivées objectives. Nous nous proposons

ici de présenter brievement quelques dérivées objectives parmi les plus utilisées.
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— La dérivée de Truesdell
L’idée dans la définition de cette dérivée est que pour transporter un tenseur de la
configuration actuelle a la configuration initiale, on peut utiliser la relation (2.47) qui

relie le tenseur des contraintes de Cauchy et le second tenseur de Piola-Kirchhoff.

1 d -1 -T\15T
FEGVE  NET)E (2.59)

En développant et en utilisant la relation (2.35), cela revient a :

N=

=
I
=
|
IS
=

—~NL" +tr(L)N (2.60)

Notons que I’on peut exprimer cette dérivée en fonction de la dérivée de Lie que I’on

note £ qui est elle-méme objective et qui est telle que :

— F[S(E' N

L(N)

[~

_T)]ET —

=
I

N-NL" (2.61)

— La dérivée de Jaumann
L’idée est ici d’effectuer I’opération de dérivation dans un repere tourné qui est li€ a la
matiere. Un tenseur de rotation () est utilisé pour "ramener" le tenseur dans ce repere, et
ce, avant la dérivation. La dérivée de Jaumann d’un tenseur est obtenue avec la rotation

Q qui est telle que :

QO =W
0 =1 (2.62)
—t=to -
ou W est la partie antisymétrique du gradient des vitesses.
N d 4 N
N=QL@ N TR (2.6
Ce que I’on peut encore écrire
v .
N-N-WN+NW .64

2.2.3 Lois de conservation

Cette section décrit les lois de la conservation, telle la conservation de la masse, de
la quantit¢é de mouvement et du moment de la quantité de mouvement. Celles-ci sont des
relations fondamentales en mécanique des milieux continus que nous utiliserons pour mettre

en place notre formalisme.
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Conservation de la masse

Ce principe exprime le fait que la masse d’un systeme matériel de volume V' que 1’on suit
dans son mouvement reste constante. En introduisant p, et p; qui sont la masse volumique
du milieu dans sa configuration de référence et actuelle respectivement, on peut montrer que
I’expression Lagrangienne de la loi de conservation de la masse est :

p(x,t)J = po(X) (2.65)

avec J le Jacobien.
En dérivant cette relation par rapport au temps, on obtient I’expression Eulérienne de la loi de

conservation de la masse locale :
p+pV.v=0 (2.66)

Conservation de la quantité de mouvement

Soit P(¢) la quantité de mouvement du volume matériel V' (¢) définie par :

P(t) = / pvdV (2.67)
V()

La loi de conservation de la quantité de mouvement postule que la dérivée par rapport au
temps de la quantité de mouvement est égale a I’ensemble des forces qui s’exercent sur le

volume matériel :

dP(t) _ / pbdV + / tds (2.68)
dt 0 S(t)

ou b représente les forces volumiques, t représente les forces de contact et S la surface
limitant le volume V. En introduisant la dérivée particulaire v de la vitesse, on peut montrer

que I’écriture Eulérienne de la loi est :

pv=pb+V.go (2.69)

Afin d’obtenir I’expression Lagrangienne, il suffit d’exprimer les grandeurs dans la

configuration de référence et d’utiliser le tenseur de Piola-Kirchhoff 1 :

pov = pob +V.P (2.70)
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Conservation du moment de la quantité de mouvement

On considere un point fixe X et le vecteur position r = x — Xy. On note H le moment de

la quantité de mouvement par rapport a r qui est défini par :
H = / pr A vdV (2.71)
V(t)

Le principe de conservation du moment de la quantit¢ de mouvement exprime le fait que la
dérivée temporelle du moment de la quantité de mouvement relative au point fixe x est égale

a la somme des moments agissant sur le corps. L’équation s’écrit alors :

dH
di _ / v A (pb)dV + / rAtdS (2.72)
dt V(t) S(¢)

On peut montrer que la forme locale de la loi de conservation de la quantité de mouvement

implique :

=g’ (2.73)

IS]

Ce qui revient a la symétrie du tenseur des contraintes de Cauchy.

2.2.4 Principes de la thermodynamique

L’introduction des principaux concepts de la thermodynamique est nécessaire pour les
problemes impliquant un couplage entre les phénomenes thermiques et mécaniques, mais
aussi pour les problemes sans couplage thermomécanique ; en effet, le second principe de
la thermodynamique permet d’introduire le concept de dissipation dans une modélisation
purement mécanique. Une partie de I’énergie mécanique fournie a un systeme dissipatif est

forcément dissipée, c’est-a-dire perdue sous forme de chaleur.

Le premier principe

Le premier principe de la thermodynamique traduit la conservation de 1’énergie.

L’expression Eulérienne du principe sous sa forme locale est :

pé=g:D+pr—Vq (2.74)

IS]

ou o : D représente la puissance des forces par unité de volume, dans la configuration
déformée du corps considéré, e est I’énergie interne par unité de masse, et q est le vecteur
flux de chaleur. Ainsi, le principe exprime le fait que la variation d’énergie interne par unité

de volume déformé doit étre €gal a la somme de la puissance des forces agissant sur le milieu
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et de la production de chaleur par unité de masse moins 1’apport de chaleur au travers de la
surface.
Afin d’obtenir une écriture Lagrangienne du principe sous sa forme locale, on introduit le

vecteur flux de chaleur lagrangien, que 1’on note Q et qui est tel que :
q.ndS =Q.NdS,, Q=JF'q (2.75)

On obtient alors :

poé =S E+ por — VQ (2.76)
avec pg la densité dans la configuration de référence.

Le second principe

On introduit la variable d’entropie qui exprime une variation d’énergie associée a une
variation de température. Le deuxieme principe de la thermodynamique exprime la non
conservation de 1’entropie. Il postule que le taux de production d’entropie est supérieur ou

égal au taux de chaleur recue divisé par la température :

pir > p5 = V. (3) 2.77)

avec n I’entropie par unité de masse et ¢ la température absolue.

L’inégalité de Clausius-Duhem

On introduit la fonction d’énergie libre ¥ = e — 07n. En combinant les deux principes de la

thermodymanique, on obtient I’inégalité de Clausius-Duhem :

o=

avec g le gradient de température Eulérien.

IS]

: 1
: D —p(V +nb) — 798 >0 (2.78)

Il est possible, 1a encore d’écrire cette relation sous sa forme lagrangienne. Pour cela, on

introduit le gradient de température Lagrangien que 1’on note (; et qui est tel que :

00
G; = 2.79
X, (2.79)
et on peut alors écrire :
) . . 1
$o=2S:E— po(¥+nl) — 5Q-G >0 (2.80)

Les quantités ¢ et ¢, introduites ci-dessus sont appelées dissipations. On peut décomposer

la dissipation en deux parties : la dissipation intrinseque ¢™" qui résulte des irréversibilités
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mécaniques et correspond a I’énergie mécanique dissipée, et la dissipation thermique ¢'", qui

provient des échanges de chaleur par conduction. Ainsi, on peut écrire :

Qb — ¢intr + ¢th (281)
avec la dissipation thermique qui est telle que :
th 1
' =-ya8 (2.82)
et la dissipation intrinseque qui est telle que :
" =g: D~ p(¥ + nf) (2.83)

Dans le cadre d’une approche purement mécanique, on peut négliger tous les effets
thermiques. La thermodynamique introduit alors la notion d’irréversibilité, indépendamment
de tout couplage thermo-mécanique. On ne fait alors plus de distinction entre énergie interne
et énergie libre, et on ne parle alors plus que d’une énergie, que 1’on note w. L’inégalité de

Clausius-Duhem se réduit alors a :

¢p=0c:D—pw>0 (2.84)

¢o=25:E— por >0 (2.85)

sous sa forme Lagrangienne.

2.3 Lois de comportement

Les lois de comportement, appelées aussi lois constitutives, permettent de relier les
contraintes aux déformations subies par le matériau. De maniere générale, la loi de
comportement doit permettre de calculer les contraintes a I’instant t a partir de la déformation
subie par le matériau jusqu’a I’instant t. Pour un milieu "matériellement simple", ¢’est-a-dire
pour lequel la cinématique n’intervient que par le tenseur gradient des déformations £, la

forme générale d’une loi de comportement est :

a(t) = Tr<o (E(7)) (2.86)

ou 7 est la fonctionnelle de réponse. Notons qu’il s’agit d’une fonctionnelle (et non d’une
fonction) car les contraintes a I’instant t dépendent non seulement des déformations a I’instant

t, mais aussi, de leur histoire et donc de tF'.
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Combinées aux lois de conservation présentées dans la section précédentes, la loi
de comportement complete le modele mathématique du milieu continu. Toute loi de
comportement doit vérifier certaines propriétés, dont des propriétés "universellement vraies"

comme :

e | ’admissibilité physique, ce qui revient a dire que les équations de comportement doivent
étre cohérentes avec les lois fondamentales de la Physique, a savoir : la conservation de la
quantité de mouvement, de la masse, du moment de la quantité de mouvement et de I’énergie,

mais aussi avec 1’inégalité de Clausius-Duhem.

e Le déterminisme, selon lequel les variables constitutives d’un corps a un instant donné sont
déterminées par toute I’histoire du mouvement et de la température du corps, depuis le début
du chargement et jusqu’a cet instant, mais non au-dela. Il en résulte que les grandeurs qui
caractérisent le systeme sont des fonctionnelles de la déformation et de la température et non

des fonctions.

e [’objectivité, c’est-a-dire I’'indépendance au mouvement de I’observateur. Ainsi, les
équations de comportement doivent €tre €crites en termes de quantité qui sont objectives.

Pour plus de détails, nous renvoyons a la section précédente.

e [’homogénéité, c’est-a-dire que la loi de comportement doit étre indépendante du

changement d’unités.

e | e principe d’action locale, selon lequel les variables en un point ne sont pas affectées de
facon significative par les valeurs des variables se trouvant en des points matériels distants de
I’endroit ou elles sont évaluées. Ainsi, les mouvements des points situés a une distance finie

d’un point matériel n’influent pas sur I’état des contraintes définies en ce méme point.

e [’équiprésence, selon laquelle une quantité qui apparait comme variable indépendante dans
une équation de comportement d’un matériau doit apparaitre dans toutes les équations de

comportement de ce méme matériau.

Une restriction, que nous utiliserons par la suite est I’isotropie, c’est-a-dire le respect des
propriétés de symétrie du matériau. Nous nous proposons d’expliciter cette notion dans la
partie qui suit.

Les propriétés de symétrie du matériau correspondent au fait que celui-ci peut avoir
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des propriétés mécaniques identiques dans différentes directions. Afin de simplifier la

compréhension, considérons un matériau simple. Les équations constitutives sont de la forme :

o(X,t) = g, {EX 1)} (2.87)

Le matériau est dit isotrope si la loi de comportement est invariante pour toute rotation ()

de la configuration de référence :

X'=QX, F=FQ", QQ =I (2.88)

De sorte que :

o AEX.} = g (X} = g {EX.1)Q"} (2.89)

De fagon plus générale, on appelle groupe d’isotropie d’un matériau 1’ensemble des rotations
qui laissent la loi de comportement inchangée. Si le groupe d’isotropie est le groupe
orthogonal complet (c’est-a-dire I’ensemble des matrices @ telles que () QT = I, le matériau

est dit isotrope, et s’il se limite au tenseur identité, il est dit anisotrope.

Ainsi, pour un matériau isotrope, on doit avoir en particulier :

0, AQEX. 1)} = o, {QEX,1)Q"} (2.90)

En respectant en plus le principe d’objectivité, on doit avoir :

{E(X, 1)}Q" (2.91)

0, AQEX,)Q"} =Qg,_

Cette équation nous permet alors de déterminer le groupe d’isotropie du matériau.
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Chapitre 3

Ecriture et résolution du probleme
mécanique en grandes déformations
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Ce chapitre est consacré a la présentation et résolution du probléme mécanique en grandes

déformations

La premieres section est consacrée a la mise en place du probleme mécanique, ainsi qu’a
sa discrétisation par €éléments finis. Dans la section suivante, le principe de 1’algorithme de
Newton-Raphson est rappelé, puis appliqué a la résolution du probleme mécanique. Un cas
illustrant le probleme d’incompressibilité est également présenté. La troisieme section est
dédiée a la présentation des formalismes de grandes déformations. Apres quelques rappels
sur I’élasto-plasticité en grandes déformations, les principes des formalismes hypoélastiques

et hyperélastiques sont présentés. Puis un modele hyperélastique basé sur des déformations

ainsi qu’a la description des différents formalismes de grandes déformations.
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logarithmiques est présenté en détails. Enfin, la dernicre section est consacrée aux conclusions

quant au choix du modele le plus adapté.

3.1 Probleme mécanique

3.1.1 Ecriture du probléme

Nous nous proposons de mettre en place le probleme mécanique que nous allons tenter de
résoudre par la suite. On considere un solide déformable qui occupe initialement une région
0 € R3, de frontiere 9€). Celui-ci subit une transformation, de sorte qu’au temps ¢, il occupe

une région (2; € R3, de frontiere 05;.

Lois de conservation

Ce solide doit satisfaire les lois de conservation présentées dans le chapitre précédent. On
rappelle que la loi de conservation de la quantité de mouvement s’exprime, dans son écriture

Eulérienne locale de la fagon suivante :

V.g+pb=pv dans (3.1)

avec p la masse volumique du solide dans sa configuration courante, b les forces volumiques

et t les forces de contact exercées sur le solide.

Dans un souci de simplification, nous considérons que les efforts d’inertie et de gravité sont
négligeables. De sorte que dans le cadre de ce travail, la loi de conservation de la quantité de

mouvement se réduit a :

V.og=0 dans (3.2)

Conditions aux limites

Il est nécessaire d’écrire les conditions aux limites appliquées sur la surface extérieure du
systeme. Pour cela, on décompose 0f2, la frontiere de (), en deux parties distinctes, notées
I', et I';, sur lesquelles sont appliquées deux types de conditions aux bords. Celles-ci peuvent
étre :

- des contraintes imposées : t = gn=1t; sur I}

- des déplacements imposés : u = ug sur [,

avec n la normale sortante du solide, et t la contrainte imposée a la surface du solide.
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FIGURE 3.1 — Conditions aux limites

Formulation du probléme fort

En décomposant le tenseur des contraintes en partie déviatorique et sphérique, comme

cela a été fait dans le chapitre précédent, on peut formuler le probleme mécanique fort :

V.g” +Vp=0
u=uy sur I, (3.3)
t=ty, sur I}

On peut également exprimer le probleme mécanique avec le tenseur de Kirchhoff 7 :

V.r? +Vp=0
u=uy sur [, (3.4)
t=ty, sur I}

ou p désigne la partie sphérique non plus de g, mais de 7 :

p= %tr (z) 3.5

3.1.2 Discrétisation éléments finis

Apres utilisation du théoréme de la divergence, on peut écrire le probleme faible :

Trouver u € V tel que

/ (2P + pl) : Véuds — / to.0udl’; = 0Vou € V* (3.6)
Q -

Iy
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avec V = {u € <H1 (Qo)dim> ,ur, = uo} et V* = {u € (Hl (Qo)dim) ,ur, = 0}.
En introduisant le gradient de déplacements eulérien :

dou
L=— .
oL % (3.7
I’équation (3.6) peut se réécrire :
/ (zD +p1) 2 0LdQy — / to.oudl’; = 0Vou € V* (3.8)
Qo - - - Ft

Il est possible de résoudre ce probleme par la méthode des éléments finis. Le
domaine €2, est discrétisé par le maillage 7T, (), composé d’éléments ..
L’espace continu V est approché par I’espace discret noté V, dans lequel se

N

trouve la solution approchée wu;,. Cet espace correspond a I’ensemble V) =
{uh e (C° (QO))dim,Uh‘QO =u € (P* (Qe))dim,uh‘me,VQe € E}, avec k un entier
naturel correspondant a 1’ordre d’interpolation choisi. Notons que 1’on doit normalement
remplacer )y par €2, mais dans un souci de ne pas introduire trop de notations, nous ne le
ferons pas. Ainsi, dans les espaces discrétisés, la forme faible du probleme devient :

Trouver u; € V), tel que

/ (IhD +p1> 1 0L, dd, — / to.0updl'y, = 0Vouy, € Vi (3:9)
Q, v B o r

th
o l'onanoté 7’ = 1" (uy).

Le champ de déplacements discrétisé peut s’écrire :

nbnoeuds dim

wo= Y Y eNiUi (3.10)
k=1 =1

ou e; est le iéme vecteur de la base canonique de 1’espace R¥™. N désigne la fonction de
forme et U, les déplacements aux nceuds.

Le gradient de déplacements eulérien discrétisé peut quant a lui s’écrire :

nbnoeuds

0Lij= Y 0UiBy (3.11)
k=1
avec B la matrice gradient des fonctions de forme qui est tel que :

ON¥

Bijme = Dz, (3.12)
En utilisant ceci, on peut écrire le résidu sur un élément €2, sous la forme :
R;Ln (ue) = /g; (TZ? -+ p(SU) Bn]’dQe — / tOieiN#dQe (313)

de sorte qu’il faut résoudre R" (u.) = 0.
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3.2 Résolution du probleme

A cause des non-linéarités, la résolution d’un tel probleme nécessite 1’utilisation d’une
procédure itérative appropriée, comme la méthode de Newton-Raphson. Cela implique la

linéarisation de 1’équation d’équilibre (3.9).

3.2.1 Principe de la méthode de Newton-Raphson

La méthode de Newton-Raphson est ainsi utilisée dans le but d’annuler le résidu, qui
correspond a la différence entre les forces internes et les forces externes. Il faut alors trouver
un vecteur u annulant le résidu R.. La premiere phase est une phase de prédiction : on suppose
connue la solution ug, a I’itération k. On linéarise alors le résidu aux environs de x;, ce qui

revient a faire un développement en séries de Taylor du premier ordre :

R
R (up+Aw,) = R(up) + =—| Au, =0 (3.14)
8uk ug
Il faut alors résoudre le systeme linéaire :
K (uy) Auy = —R (uy) (3.15)
ou K est la matrice tangente qui est telle que :
OR;
ij Xk

11 faut alors vérifier que le résidu est nul, ou du moins petit par rapport a une tolérance fixée ;
si ¢a n’est pas le cas, les forces internes ne sont pas égales aux forces externes, et 1’équilibre
n’est pas satisfait. Il faut alors poursuivre le processus, en résolvant un nouveau systéme
d’équations linéaires. Il s’agit de 1’étape de correction, qui consiste a considérer non pas uy,
mais Ui, = ug + Aug. En linéarisant le résidu aux environs de uy 1, de la méme fagon que

dans (3.14), le systeme a résoudre est le suivant :

Aug = —K (ws1) ' R (Wppr) (3.17)

.....

processus de correction se fait a charge constante. Si I’'incrément de charge choisi est trop
important, 1’algorithme n’est pas capable de déterminer un nouveau point d’équilibre, et il
diverge [Lemaire(2006)]. Il faut donc bien veiller a considérer un incrément adapté. Des
algorithmes de pilotage en efforts prennent en compte I’incrémentation automatique du

chargement en fonction de la vitesse de convergence du probleme.
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3.2.2 Application de la méthode pour la résolution du probleme
mécanique

Afin de résoudre le probleme mécanique (3.9), nous nous placons a un pas de temps donné
n + 1, et cherchons la solution u du systéme, en supposant que I’on connait sa valeur au pas
de temps n. On cherche alors a annuler le résidu au pas de temps n + 1, et nous utilisons le
schéma itératif de Newton-Raphson.

Pour cela, on peut écrire que la variation de (3.9), soit la seconde variation du probleme a

résoudre :
A (/ (TD +p]1) . OL. dS, —/ to.auhdrth) _9 (/ <7’D +p]1) 0L th) AL
o —=h = —=h Ty aéh o, —h = —h —h
(3.18)
Or on peut écrire que ceci est tel que :
a(/(D I 6LdQ) AL 9% AL 0 DLy (101 p1) - AL a9
a7 I+p_)3_ h| AL = 7 AL ally + _3<I +p_>:_ h
OL, \Jo, \=0 75/ = = Ja, 0L, 7 o, 0L, \h o TH =
_ / 57 AL dY, — / (AL, oL, ) : (2P +pl) d,
Qn Qp
(3.19)
carona:A <(5éh> = —Aéh.ééh. Or la variation du tenseur des contraintes est tel que :
) a:h oF 3.20
I, = @ - 0L, (3.20)
ot
le module tangent 8;}? étant fourni par la loi de comportement.
En utilisant le fait qu?le gradient des déplacements eulérien 0L est tel que :
0
sp-20 _spp, (321)
= aX ey
la variation du tenseur des contraintes s’écrit finalement :
o1 ~2Z o
ST
L (5L F 3.22
or
=—=F":6L
8F: =
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Ainsi, (3.19) s’écrit finalement :

0 D
oL, ( /Q | (2 + 1) :thah) AL, = [ DiOL, AL

- /Q h (AL,OL, ) + (2” (w,) + pD) de,
(3.23)

ou le tenseur d’ordre quatre D est tel que :

D=_=F" (3.24)

Ainsi, a chaque itération k de I’algorithme de Newton-Raphson, il faut résoudre, sur chaque

élément (2., un systéme linéaire de la forme :

K. (u;) Au., = —R" (uc ) (3.25)

)

avec la matrice tangente /' qui est telle que :
Kipim = / ByiDijigBingdQe — / BijBung (T8 + pbiq) 615dS (3.26)
Qe Qe

3.2.3 Illustration du probléme d’incompressibilité

Dans certains cas, le comportement du matériau considéré est isochore, c’est-a-dire que
la déformation qu’il subit se fait a volume constant. Un matériau qui possede cette propriété
est qualifié d’incompressible ou quasi-incompressible (lorsque les variations du volume sont
non-nulles mais tres faibles). Une déformation qui se fait a volume constant est caractérisée

par le fait que le Jacobien de la transformation est tel que :

J=det(F) =1 (3.27)

Dans le cadre des petites déformations, cela revient a imposer que la trace de la déformation

est nulle :

tr(e) =0 (3.28)

et le tenseur des déformations est alors uniquement déviatorique. Ne connaissant que la
partie déviatorique du tenseur des déformations, il ne sera possible d’exprimer que la partie

déviatorique du tenseur des contraintes, et non le tenseur entier. Dans le cas de 1’élasticité
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isotrope linéaire, un matériau est incompressible si son coefficient de Poisson est tel que

v =0, 5. La loi d’élasticité de Hooke s’écrit :

E Ev
= 2 + Mr(e)] = ¢ t
g =2 MO = T T

)1 (3.29)

Ien

ou £ est le module de Young, et € le tenseur des déformations élastiques. Il apparait
clairement que pour v — 0,5, on a A — oo et donc 0 — oo ce qui n’a pas de sens
physique. Dans le cas de 1’€élasto-plasticité, quand les déformations plastiques deviennent bien
plus importantes que les déformations élastiques, on a tr (g) ~ ( et on est amené a résoudre
un probleme quasi-incompressible. Comme précédemment, il n’est alors pas possible de
déterminer entierement le tenseur des contraintes a partir du tenseur des déformations. Ainsi,
nous avons vu que I’incompressibilité ou quasi-incompressibilité pose des problemes quant a
la détermination des contraintes. Notons que le raisonnement a été présenté ici dans le cadre
des petites déformations pour simplifier la compréhension, mais qu’en grandes déformations,
le probleme est le méme.

Afin d’illustrer la problématique d’incompressibilité, on considere un cas test simple. 11
s’agit d’un cube élasto-plastique dont la géométrie est représentée sur la figure 5.7. 1l est
soumis a une pression de 1000 Pa, dans la direction verticale au plan {z = 10}. Le module de
Young est de £ = 200G Pa et le coefficient de Poisson, de v = 0, 3. On suppose un modele
parfaitement plastique, avec un seuil d’écoulement plastique oy = 150M Pa. Le critere de
plasticité considéré est celui de Von Mises. Les conditions suivantes sont imposées :

-sur le plan {z = 10}, dz =0

-surle plan {z = 0},dx =0

- sur le plan {z = 10}, dy = 0

On considere un maillage de 1394 tétracdres linéaires (Figure 3.2(b)).

KRR

7 ;
VVNN;K

10mm

[

(a) (b)

FIGURE 3.2 — Géométrie et maillage du cube

La figure 3.3 représente la répartition de la trace de la contrainte aux points de Gauss.
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FIGURE 3.3 — Répartition de la trace de la contrainte aux points de Gauss (MPa)

On observe d’importantes oscillations sur les valeurs de la trace de la contrainte.
Ce cas simple permet de mettre en évidence le phénomene d’incompressibilité ou de
quasi-incompressibilité. Ainsi, nous avons vu que la méthode des éléments finis avec comme
inconnue le champ des déplacements, n’est pas adaptée quand il faut prendre en compte la
contrainte d’incompressibilité. Le chapitre suivant est consacré aux méthodes numériques

pour gérer ce phénomene.

3.3 Formalismes de grandes déformations

Il existe deux grandes catégories de formalismes de grandes déformations : ceux
basés sur une approche hypoélastique et ceux basé€s sur une approche hyperélastique. Les
premiers modeles basés sur une approche hypoélastique sont apparus dans les années 1970
[Argyris et Kleiber(1977), HD. Hibbitt et Rice(1970), Natgtegaal et de Jong(1981)]. 1l s’agit
d’une extension adéquate de la théorie des petites déformations. Cependant ces modeles
ont fait I’objet de nombreux débats. Il y a eu de nombreuses controverses notamment en
ce qui concerne le choix de la dérivée objective des contraintes. Ces modeles souffrent
d’inconvénients majeurs comme par exemple le possible manque d’objectivité des lois
incrémentales, ou encore la présence de dissipation lors de sollicitations cycliques dans le
domaine élastique. C’est dans ce contexte qu’ont émergé dans les années 1980, les modeles
basés sur une approche hyperélastique, introduits tout d’abord par Simo [Simo(1985),
Simo et Ortiz(1985), Simo(1988b), Simo(1988a)]. Dans le cadre de 1’élastoplasticité, ils
se basent sur une description hyperélastique du comportement réversible, combiné a une

décomposition multiplicative du gradient de déformation [Lee(1969), Lee et Liu(1967)].
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Ces modeles n’ont pas les inconvénients de ceux basés sur une approche hypoélastique.
Beaucoup de chercheurs, comme Eterovic et Bathe [Eterovic et Bathe(1990)], ou Weber
et Anand [Weber et Anand(1990)] ont développé des formulations qui utilisent un modele
hyperélastique basé sur le tenseur des déformations logarithmiques, aussi appelé tenseur
de Hencky. Ce type de modele a 1’avantage de permettre la décomposition additive des
déformations en partie élastique et plastique. Plus récemment, Miehe et al [Miehe et al.(2002),
Miehe et Lambrecht(2001)] se sont basés sur ces propriétés pour développer un modele
dont la cinématique consiste en un modele constitutif dans 1’espace logarithmique, qui
est transformé par pré-traitement et post-traitement géométrique. Il présente de nombreux
avantages, dont I’un des principaux est 1’extension naturelle des algorithmes d’intégration
des lois de comportement de la théorie des petites vers le cadre grandes déformations. Nous
nous proposons de faire quelques rappels sur les lois de comportement élasto-plastiques,
puis de décrire le principe des formalismes hypoélastiques puis hyperélastiques. Enfin nous
conclurons sur le choix du modele que nous adopterons dans la suite, un de nos principaux

criteres étant la généricité.

3.3.1 Rappels sur les lois de comportement élasto-plastiques

Nous nous intéressons principalement aux matériaux élasto-plastiques qui sont
caractérisés par 1’apparition de déformations plastiques, donc irréversibles, et indépendantes
du temps, a partir d’un certain seuil appelé seuil de plasticité. En dessous de ce seuil,
les déformations restent élastiques, donc réversibles. La mise en place d’un modele
élasto-plastique est basée sur quatre notions principales que nous nous proposons de rappeler

brievement ci-dessous.

Définition de la fonction de charge

Une des étapes fondamentales dans la mise en place d’un modele élasto-plastique est

I’introduction d’une fonction de charge que I’on note f, qui est telle que :

f=1(z0) (3.30)

avec « les parametres qui définissent 1’état actuel de I’élément du matériau sur lequel les
contraintes g agissent. Dans le cas d’un matériau isotrope, « correspond au seuil de plasticité
oy [Lemaitre et Chaboche(2004)] :

f=1r(zov) (3.31)

Cette fonction divise I’espace des contraintes en trois zone distinctes : la zone de
comportement élastique (telle que f (g, ay) < 0), la zone de comportement plastique (telle

que f (g, O'y) = () et une zone dont 1’acces est inaccessible (telle que f (g, O'y) > 0).
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Domaine interdit
G f(g,a,,)>0

Domaine plastique
f(g,ay):o

Domaine
élastique

f(g,ay)<0

FIGURE 3.4 — Surface de plasticité

La loi d’écrouissage

L’écrouissage correspond a I’évolution de la surface de charge au cours de I’écoulement
plastique, en fonction de I’intensité des sollicitations. Il peut étre isotrope, c’est-a-dire
que la surface de charge se dilate uniformément au cours de la déformation plastique ou
bien cinématique, c’est-a-dire que la surface de charge subit une translation, ou encore
I’écrouissage peut &étre mixte, ce qui est une combinaison des deux. S’il n’y a pas
d’écrouissage, ce qui revient en fait a dire que le seuil de plasticité oy est constant, le matériau
est dit élastique parfaitement plastique. Mais il est plus réaliste, en général, d’exprimer le seuil

de plasticité en fonction d’un parametre d’écrouissage ¢ :

oy = oy (¢) (3.32)

Pour plus de détails, on pourra se référer par exemple a [Ponthot(1995)].

Critere de rupture ou de plasticité

Dans le modele élastique parfaitement plastique, le critere de rupture est confondu avec la

fonction de charge. Il s’agit d’une relation de la forme :

f (g, a) =0 (3.33)

soit dans le cas d’un matériau isotrope :

f(e,ov)=0 (3.34)

avec oy le seuil de plasticité.
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Il existe plusieurs criteres de plasticité. Dans les matériaux métalliques, on observe
généralement 1’incompressibilité plastique et I’indépendance du comportement par rapport
a la contrainte hydrostatique. On peut alors ne faire intervenir que la partie déviatorique du
tenseur des contraintes dans la définition du critére, au lieu du tenseur lui-méme. Parmi les
criteres ne faisant pas intervenir la pression hydrostatique, on peut citer le critere de Tresca ou
encore le critere de Von Mises. Celui-ci est un des plus utilisés, et celui que nous considérerons
dans la plupart de nos cas tests. Etant donné que la pression hydrostatique, ¢’est-a-dire la trace
de la contrainte, n’intervient pas dans ce critere, il ne s’exprimera qu’en fonction du second

invariant du déviateur des contraintes .J5 :

3
fgov) =502 =0y = 0y — 0¥ (3.35)

b gD , et 0., que I’on appelle la contrainte équivalente de Von Mises.

avec Jo =0

Dans le plan déviateur (i.e. tel que o1 4 05 + 03 = 0), ce critere est représenté par un cercle.

FIGURE 3.5 — Critere de Von Mises dans le plan déviateur

Parmi les criteres qui font intervenir la pression hydrostatique, on aura le critere de
Mohr-Coulomb, ou encore Driiker-Prager [Lemaitre et Chaboche(2004)].

Loi d’écoulement

Il faut également préciser la loi d’évolution de la déformation plastique, une fois que
les déformations ne sont plus élastiques. On suppose alors que le matériau suit une loi
d’écoulement associée dans les cas standards, ce qui signifie que le vecteur du taux de
déformation plastique, que 1’on note D”, est considéré comme normal a la fonction de charge :

0
DP = —f (3.36)

ou A > 0 est le multiplicateur plastique, qui représente I’amplitude de I’écoulement plastique.
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3.3.2 Formalismes hypoélastiques

Ces modeles généralisent la décomposition additive du tenseur des vitesses dans le cadre
des petites déformations. Ils sont ainsi basés sur I’hypothese que le taux de déformation peut

étre décomposé additivement en partie élastique et plastique.
D=D"+D" (3.37)

Notons que d’un point de vue formel, cette égalité n’est pas correct [Mora(2004)]. Cependant,
elle est généralement adoptée, et ce quelle que soit I’amplitude des déformations élastiques.
Ponthot [Ponthot(1995)] insiste sur le fait que bien qu’il soit important de savoir si cette
décomposition est exacte d’un point de vue théorique, en pratique, cela n’est pas vraiment le
cas. En effet, le plus important n’est pas de bien écrire les lois constitutives, mais de bien les
intégrer ce qui nécessite uniquement la connaissance de D.

De plus, dans ce genre de modele, la relation liant la dérivée temporelle du tenseur des

contraintes get le tenseur taux de déformation est de la forme :

IS

=H:D°=H:(D—- D" (3.38)

ou é désigne une dérivée objective de g, et ou H désigne un opérateur tangent €lastique,
dépendant du choix de la dérivée de contrainte choisie. On le suppose en général identique au
tenseur d’élasticité de Hooke.

On introduit alors une fonction de charge notée f, comme dans tout modele élasto-plastique.
De méme, 1’équation (3.38) est alors complétée par la loi d’écoulement plastique (3.36). Dans

la plupart des modeles de plasticité, les variables internes peuvent se mettre sous la forme :

& =A4r (o, ) (3.39)

avec r une fonction d’évolution donnée.

Il est possible d’écrire les conditions de charge et de décharge de facon concise. Pour cela, il
suffit de remarquer que lors d’une déformation €lastique, on a, par définition de la fonction de
charge, f < Oet A = 0, car il n’y a pas de déformations plastiques. Lors d’une déformation
plastique, on a f = 0 et A > 0. Les conditions de charge et décharge peuvent donc se mettre

sous la forme :

fo,) <0,A>0,Af(g,0) =0 (3.40)

Enfin, il faut définir une derniere condition qui assure que 1’état de contrainte reste sur
la surface de charge lors I’écoulement plastique. Cette condition, appelée condition de

consistance, peut s’exprimer ainsi :
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gwwﬁ:a:o (3.41)

f(g’o‘):ag‘= dar

Afin d’éviter I’évolution des contraintes lors d’un mouvement de corps rigide, il faut
utiliser des quantités objectives dans (3.38). Pour cela, il y a deux possibilités : considérer
des dérivées objectives, comme celles définies dans le chapitre précédent, ou alors définir
un référentiel tourné, dans lequel les dérivées sont ensuite calculées. Un modele de ce
type, développé par Simo et Hughes [Simo et Hughes(1998)] est d’ailleurs présent dans
Code_Aster [Code_Aster(2013)].

Ainsi, ces modeles sont une généralisation des modeles écrits en petites déformations aux
grandes déformations. Ce type de modeles est tres présent dans les codes de calcul, car tres
simple et facile a implémenter. Cependant ces modeles présentent d’importants inconvénients.
En effet, il est nécessaire de respecter 1’objectivité des grandeurs considérées, ce qui revient
a travailler avec des dérivées objectives, ou dans un référentiel tourné, mais aussi de vérifier
I’objectivité incrémentale, lors de I’intégration de la loi de comportement [Ponthot(1995),
Pantale(1996)]. Un autre des inconvénients de ce type de modeles est qu’ils peuvent dissiper
de I’énergie dans un cycle de déformation élastique fermé. C’est a dire qu’ils conduisent a des
contraintes non nulles a I’issue de transformations dont I’état final coincide avec 1’état final
[Schieck et Stumpf(1995)]. Ce phénomene est d’autant plus important avec certains choix
de dérivées objectives [de Gayffier et al.(1998)]. Ces modeles sont donc incompatibles avec
I’élasticité [Simo et Pister(1984)]. Cependant, lorsque les déformations élastiques sont petites

comparées aux déformations plastiques, ces effets de dissipation deviennent négligeables.

3.3.3 Formalismes hyperélastiques

Cette classe de modeles est basée sur 1I’approche thermodynamique des milieux continus.
On se propose ici d’en rappeler le principe, en se limitant toutefois aux cas isotropes,

I’anisotropie n’entrant pas dans le cadre du présent travail.

L’hypothese principale sur laquelle s’appuie ce genre de formalismes est la décomposition

multiplicative du gradient de déformation £’ en partie €lastique et plastique :

I~

= F°F” (3.42)

Cette décomposition se base sur I’hypothese d’existence d’une configuration intermédiaire
non contrainte, définie par le gradient de déformation plastique £ (Figure 3.6). Notons que

ce concept n’est valide que localement.
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FIGURE 3.6 — Décomposition multiplicative du gradient de déformation

L’ensemble des variables qui caractérisent le processus élasto-plastique est {g, P, al,
avec @ = aoq,..., o, l'ensemble des variables internes liées aux mécanismes dissipatifs.
Notons qu’il est possible de considérer n’importe quel tenseur des contraintes, le tout étant
de bien faire attention aux transformations de passage d’une configuration a 1’autre, comme
cela a été vu dans la section précédente. Afin de compléter le modele, il nous faut spécifier
une équation constitutive pour les contraintes 7, et préciser I’évolution de F”, et des variables
internes o.

Une autre des principales hypotheses de ce type de modele est I’existence d’une loi
hyperélastique pour la partie élastique de la déformation. On suppose alors 1’existence d’une

fonction d’énergie libre de Helmholtz ¥ de la forme :
U=y (ée, a) (3.43)

avec ici B® le tenseur de Cauchy-Green gauche €lastique préalablement défini a partir de /°.
Notons que la fonction d’énergie libre peut s’exprimer en fonction de n’importe quel tenseur
des déformations. Une des hypotheses couramment posée est que la fonction d’énergie libre
peut étre séparée en une partie qui dépend uniquement des déformations élastiques, et une

dépendant uniquement des variables internes :

U (B%,a) = ¥ (BY) + U* () (3.44)

Cette hypothese est souvent faite car elle permet de calculer les contraintes liées aux

déformations élastiques. En faisant appel a I’'inégalité¢ de Clausius-Duhem :
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T:D—py¥ >0 (3.45)

et en exprimant W, on obtient I’expression du tenseur des contraintes sous la forme :

ove
=2 B¢ 4
L= 2005 o= (3.46)

Le modele est ensuite complété par I’introduction d’une fonction de charge f = (2, a) qui
permet de délimiter I’espace des contraintes en zone élastique, plastique et interdite, tout

comme nous 1’avons fait dans (3.40) :

f(o,a) <0,A>0,Af (0, a) =0 (3.47)

Le principe de dissipation maximale permet alors d’obtenir la loi d’évolution des variables
internes « ainsi que celle de D”, dont I’expression en fonction de /7 dépend du modele, soit

la loi d’écoulement :

of

or

DP = (3.48)

Il existe de nombreux modeles de ce type. La décomposition de F en partie €lastique et
plastique n’est pas unique, ce qui est di au fait que la configuration intermédiaire ne I’est pas.
Elle peut étre rendue unique en imposant des conditions supplémentaires. La décomposition

polaire de £’ permet d’écrire :

[~

— PP = VR R (349)

Afin de rendre cette décomposition unique, Lee [Lee(1969)] a fait le choix de supposer que
le relachement élastique se fait sans rotation. Cette hypothese revient a considérer que 1’on a

R =1, de sorte que :

B!

c=ye (3.50)

Cette condition a été reprise par d’autres comme Boyce [Boyce et al.(1988), Boyce(1986)]
ou plus récemment par Han [Han er al.(2003)]. Cependant, elle a également fait 1’objet
de critiques [Naghdi(1990)]. Il lui est notamment reproché d’étre trop restrictive : la
configuration intermédiaire étant considérée comme non contrainte, la décomposition sous
cette forme n’est pas valable pour des configurations intermédiaires contraintes, comme pour
I’écrouissage cinématique. Par contre, cette condition est tout a fait valable pour des matériaux
élastiques isotropes.

Il est également possible d’introduire une équation constitutive pour 1’évolution du

gradient de déformation plastique, et de définir /°. La décomposition multiplicative de F'
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résultante sera alors automatiquement unique, comme cela a été fait par Weber et Anand
[Weber et Anand(1990)] par exemple.

Ainsi, la non-unicité de la décomposition de [’ en partie €lastique et plastique conduit
a la définition de différents modeles. Ils se distinguent par 1’imposition de conditions
supplémentaires, qui menent notamment a la définition d’un taux de déformation plastique
DP, ainsi qu’a des équations du tenseur de rotation plastique /2 qui peuvent étre totalement
différents selon les modeles [Idesman(2003)].

Ainsi, les modeles hyperélastiques n’ont pas les inconvénients des modeles hypoélastiques.
En effet, ils ne font pas intervenir de dérivées temporelles, et ne présentent donc pas de
problemes d’objectivité. De plus, ils ne dissipent pas d’énergie dans un cycle de déformation
fermée, car ils sont basés sur une loi hyperélastique pour la déformation élastique. Cependant
ils ont I'inconvénient d’introduire des configurations plastiques intermédiaires qui sont

géométriquement incompatibles et qui ne sont pas uniques.

3.3.4 Description d’un formalisme basé sur des déformations
logarithmiques

Nous nous proposons de présenter ici un modele qui nous semble tres intéressant et
qui est tiré de I’article de Miehe, Apel et Lambrecht [Miehe et al.(2002)]. 11 est basé sur
I’utilisation d’un tenseur des déformations logarithmiques. Dans ce modele, la cinématique
non-linéaire est prise en compte uniquement dans les expressions de la déformation totale
et des contraintes, et la relation entre le cadre des petites et des grandes déformations est
définie par des transformations purement géométriques. Sa mise en place se fait en trois
étapes : une étape de pré-traitement géométrique au cours de laquelle on définit le tenseur
des déformations logarithmiques, une deuxieme qui permet d’obtenir les contraintes a 1’aide
de la loi de comportement, et une de post-traitement géométrique qui permet de retrouver les

tenseurs de contraintes classiques.

Pré-traitement géométrique

Cette étape consiste a définir le tenseur des déformations logarithmiques, ainsi que les
transformations géométriques nécessaires pour obtenir ce tenseur et le tenseur des contraintes
associé, a partir des tenseurs classiques. Le tenseur des déformations logarithmiques est défini

par :

E= %ln ©) (3.51)

avec C le tenseur des déformations de Cauchy-Green droit.
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Afin de mettre en place un cadre de plasticité finie, il est nécessaire de définir une mesure
de déformation élastique. On considere la décomposition multiplicative du tenseur des

déformations en partie élastique et plastique.

lies
lies

i (3.52)

Gréce aux propriétés du logarithme, le tenseur £ peut étre décomposé additivement :

E°=E— E° (3.53)

ou E° est sa partie €lastique et £”, sa partie plastique. On suppose que E” est une fonction du

tenseur métrique plastique G” défini par [Miehe(1998)] :

Gr=F"E” (3.54)
de sorte que :
1
LP = §1n (g”) (3.55)

Ainsi, le tenseur des déformations logarithmiques permet de passer des propriétés
multiplicatives de I’élasto-plasticité en grandes déformations, a la structure additive de la

théorie des petites déformations. De plus, le Jacobien plastique, noté J? est tel que :

J¥ =GP =exp (tr (g”)) (3.56)
ce qui donne :
tr (E”) = In (J?) (3.57)
On peut donc écrire que :
det (G") =1 & tr (E?) =0 (3.58)

Ainsi, la contrainte multiplicative sur le déterminant de la métrique plastique est décrite par
la contrainte additive sur la trace de la déformation logarithmique plastique. Le modele est
basé sur le tenseur des déformations logarithmiques £ et le tenseur des contraintes en dualité,
que I’on notera T'. Afin d’obtenir une expression de I en fonction des tenseurs classiques,
on peut exprimer la puissance mécanique en fonction du second tenseur des contraintes de

Piola-Kirchhoff S et du tenseur des déformations de Cauchy-Green droit C :

P(t) = S(t) : =C(t) (3.59)

et en fonction de g et 2 :
P(t) =1T(t): E(t) (3.60)



de sorte que 1" peut s’écrire comme :

T=5:pP! (3.61)
L-2°'L

avec .
P 2—6g 3.62
L, =% (5.62)

Ainsi, les relations géométriques entre le tenseur des déformations logarithmiques E et le
tenseur des contraintes 7' qui lui est conjugué avec respectivement, le tenseur des déformations

de Cauchy-Green droit et le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff ont été établies.

Modele constitutif dans ’espace des déformations logarithmiques

On considere une loi de comportement, écrite dans I’espace des déformations
logarithmiques. A partir du tenseur des déformations logarithmiques E et du tenseur des
déformations logarithmiques plastiques E”, calculés respectivement a partir de (3.51) et
(3.55), et un ensemble de variables internes noté «, la loi de comportement fournit le tenseur
des contraintes 7 et le module tangent €lasto-plastique associé £%.

=)

{g, L, a} = Loi de comportement = {T

lllis>

e”} (3.63)

Le module tangent relie le taux de contrainte et le taux de déformation logarithmique :

(3.64)

1M
I
iy
S|
[

Il est important de noter que dans I’espace des déformations logarithmiques, la loi de
comportement a la méme structure que dans le cadre des petites déformations, ce qui est di a
I’additivité de la décomposition du tenseur des déformations en partie élastique et plastique.
Il est donc possible d’utiliser les routines d’intégration des lois de comportement développées
dans le cadre des petites déformations, ce qui représente un des grands avantages de ce

modele.

Post-traitement géométrique

Une fois que le tenseur des contraintes et le module tangent ont été obtenus dans 1’espace
des déformations logarithmiques, la derniere étape consiste a retrouver les tenseurs des
contraintes classiques, qui sont plus simples a manipuler, et leur module tangent associé,
grace aux regles de transformations établies lors de la premiere étape. Le second tenseur des

contraintes de Piola-Kirchhoff est ainsi obtenu a partir de la relation (3.61) :
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S=T:P (3.65)
===
et on peut montrer que le module tangent associé qui est tel que :
S=0%:C (3.66)
peut s’écrire :
T
cer 2 oL E? |2 oZ T 4—a2£ 3.67
C"=1\2c] £% @ +1: 8Q2 (3.67)

Ainsi, avec ce modele, la relation entre la théorie des grandes déformations et des petites
déformations, est définie par des transformations purement géométriques. En effet, pour
résumer, le tenseur des déformations g est d’abord transformé en tenseur des déformations
logarithmiques, pour lequel la décomposition en partie élastique et plastique est additive. Cette
propriété permet alors d’utiliser une loi de comportement développée dans le cadre des petites
déformation, qui permet alors d’obtenir le tenseur des contraintes 1" et le module tangent £
dans I’espace des déformations logarithmiques. Ceux-ci sont alors transformés en des tenseurs

classiques.

3.4 Conclusions

Deux grands types de formalismes ont été présentés. Les formalismes hypoélastiques
sont simples a implémenter mais nécessitent 1’utilisation de dérivées objectives. Il a donc
été décidé de travailler avec des formalismes hyperélastiques, plus génériques, ne nécessitant
pas de reformulation, et répondant donc plus a nos attentes. Nous nous sommes intéressés a
un modele en particulier, mis en place par Miehe et al. Il présente de nombreux avantages,
dont I’un des principaux est qu’il permet d’utiliser les routines développées pour intégrer les
lois de comportement en petites déformations. Il permet de plus de traiter les cas d’anisotropie
que nous n’avons pas traité ici. Dans notre volonté de considérer un modele générique, nous
décidons de travailler avec celui-ci. La cadre des grandes déformations étant désormais bien
défini, I’objectif suivant est la gestion du probleme d’incompressibilité, qui comme nous
I’avons vu n’est pas a méme d’étre traité par la méthode des éléments finis classique. C’est
1’objet du chapitre suivant dans lequel seront décrites différentes méthodes existantes, et dans
lequel le modele de grandes déformations choisi sera adapté aux méthodes jugées les plus

pertinentes.
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Comme cela a été vu dans le chapitre précédent, les éléments finis basés sur une
discrétisation de type Galerkin, utilisant comme seule inconnue les déplacements, ne sont
pas efficaces pour rendre compte correctement du phénomene d’incompressibilité. Il est donc

nécessaire d’avoir recours a des méthodes numériques adaptées.

4.1 KEtat de Dart

Depuis les années 60, différentes stratégies ont été proposées afin de réduire ou
éliminer le phénomene de verrouillage volumique et les oscillations de pression dans les
solutions éléments finis. La technique d’intégration réduite, introduite par Zienkiewicz
[Zienkiewicz et al.(1971)], est une des méthodes connues les plus anciennes. Elle consiste
a intégrer la matrice de rigidité en utilisant une regle d’intégration d’ordre plus faible que
celui nécessaire pour avoir une intégration exacte. Il s’est cependant avéré que cette méthode
peut conduire a une matrice de rigidité singuliere et introduire des modes a énergie nulle. La

méthode d’intégration sélective, a été mise en place par Doherty et al [Doherty et al.(1969)].
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Elle consiste a ne sous-intégrer que certains termes de la matrice de rigidité. Il s’agit de
ceux qui sont liés a la contrainte d’incompressibilité (la partie dilatationnelle de la matrice).
Les autres termes sont, quant a eux, intégrés de facon exacte. La sous-intégration sélective
donne des résultats plus satisfaisants que la technique d’intégration réduite, bien que pouvant
présenter de 1égeres instabilités dans certaines situations. De plus, cette technique n’est pas
suffisante pour éviter le phénomene de verrouillage [Ponthot(1995)]. Notons de plus que cette
technique n’est valable que dans le cas isotrope, et que 1’extension aux cas anisotropes ou
orthotropes est compliquée a mettre en ceuvre[Hughes(2012)]. De plus, elle ne fonctionne que
pour des modeles pour lesquels il est possible de séparer le tenseur des déformations en partie
déviatorique et volumétrique, comme c’est le cas pour des matériaux élastiques isotropes par
exemple. Ainsi, ces techniques ont I’avantage d’étre certes peu cofiteuses en temps de calcul,
mais dans le but de remédier aux problemes d’apparition de modes parasites, des efforts ont
été faits afin de les combiner avec des méthodes de stabilisation. Notons enfin que Malkus
et Hughes [Malkus et Hughes(1978)] ont montré I’équivalence entre la méthode d’intégration
réduite et d’intégration sélective et les formulations mixtes, sous certaines conditions, excluant
notamment les cas axisymétriques [Ponthot(1995)]. C’est d’ailleurs grace a eux que ces
techniques sont passées du statut de simples "astuces" a celui de méthodes reconnues.

Afin de palier aux limitations de la méthode de sous-intégration, la méthode B-bar a été
mise en place par Hughes [Hughes(1980), Hughes(2012)] au début des années 80, dans le
cadre des petites déformations. Il s’agit d’'une méthode qui a I’avantage, tout comme les
méthodes de sous-intégration, d’étre basée sur une formulation en déplacements seulement,
et qui fonctionne également dans le cas anisotrope. De plus, elle fonctionne avec tous types
de lois de comportement, indépendamment de la décomposition en partie déviatorique et
sphérique des équations de la loi de comportement, ce qui n’est pas le cas pour la méthode
de sous-intégration sélective. Le principe de la méthode B-bar consiste a séparer la matrice
de dérivation classique B (reliant les déformations aux déplacements dans la discrétisation
éléments finis) en partie déviatorique et en partie dilatationnelle, et de modifier cette derniere,

afin d’en réduire la contribution. La matrice B est telle que :
1 (ON, ON,
= ( oz, K+ oz, ]k> 4.1)

ou N, désigne la fonction de forme associée au nceud n, et d;;, est le symbole de Kronecker.

De sorte que I’on remplace le tenseur B par 2 qui est tel que :

[Iso]

—BP+ g“ (4.2)
avec ED la partie déviatorique qui est telle que :
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B” =B - B" (4.3)

Dans le cadre des grandes déformations, c’est la méthode F-bar qui est utilisée. Elle se base
sur la décomposition, multiplicative cette fois, du tenseur gradient de déformation en partie
dilatationnelle et déviatorique. Le tenseur des contraintes est alors calculé en fonction de ce
gradient de déformation modifié. Différentes versions ont été proposées dans la littérature
dont notamment celle mise en place par De Souza Neto et al. [de Souza Neto et al.(1996),
de Souza Neto et al.(2008)], développée pour des éléments linéaires, qui a le désavantage de
mener a une matrice tangente non-symétrique, ce qui en limite I’usage. De plus, son utilisation
avec des simplexes (triangles/tétracdres linéaires) nécessite 1’ utilisation de patchs d’éléments
et en limite donc 'usage. Elguedj et al. [Elguedj et al.(2008a), Elguedj et al.(2008b)], ont
développé une autre version plus générique, dans le cadre de I’analyse isogéométrique (dont
le principe consiste a utiliser une base de fonctions capables de représenter exactement la
géométrie et de projeter les champs a calculer sur cette méme base), qui est applicable a
tout type d’éléments mais présente quelques désavantages comme par exemple un couplage
important entre les patchs de fonctions NURBS au niveau de la matrice tangente.

Par ailleurs, la méthode Enhanced Assumed Strain (EAS) a été introduite par Simo et Rifai
[Simo et Rifai(1990)] dans le cadre des petites déformations. C’est une méthode basée sur
le principe variationnel de Hu-Washizu a trois champs dans lequel contraintes, déformations
et déplacements sont traités comme des variables indépendantes. L’idée de cette méthode est
d’enrichir le champ de déformation de sorte qu’il dérive d’un champ de déplacements et d’un

champ complémentaire que 1’on note ici € :

e=Yu+ti (4.4)

avec V°(u) = % (zu + zTu) le tenseur gradient de déplacements symétrique, qui
correspond au tenseur des déformations classique, et ¢ la partie enrichie. L’idée est ainsi de
modifier les déformations qui sont calculées a partir des déplacements, avant que I’intégration
soit faite. Cette décomposition est ensuite injectée dans la formulation variationnelle de
Hu-Washizu. Une condition d’orthogonalité entre le tenseur des contraintes et le tenseur des
déformations enrichies est ensuite imposée, de sorte a se ramener a une formulation a deux

champs, avec comme inconnues les déplacements et les déformations enrichies :

/gh ; Eth =0 4.5)
o =h =

Il est ensuite possible d’éliminer le champ de déformations enrichies au niveau élémentaire
par condensation statique, et se retrouver ainsi a résoudre une équation avec comme seule

inconnue les déplacements. Simo et Armero [Simo et Armero(1992)] ont été les premiers a
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étendre cette méthode aux grandes déformations. Pour cela, ils ont enrichi le gradient des

déplacements, que 1’on note ici A :

H=Yu+i (4.6)
de sorte que le gradient de déformation considéré est :
F=1+H=1+Yu+H 4.7)

Cependant Wriggers et Reese [Wriggers(2008)] ou encore De Souza et al
[de Souza Neto ef al.(1995)] ont montré que la méthode EAS, en présence de grandes
déformations, peut faire apparaitre dans certains cas des modes parasites a énergie nulle.
Wall et al [Wall et al.(2000)] ont tenté d’expliquer 1’origine de ce phénomene, et développé
une méthode EAS stabilisée pour y remédier [Wall ef al.(2000)]. De nombreuses autres
alternatives ont également été mises en place pour remédier a ces problemes. Ainsi par
exemple, la méthode "mixed-enhanced strain" a été introduite par Kasper et Taylor, dans
le cadre de I’élasticité linéaire en petites déformations [Kasper et Taylor(2000a)] mais
également dans le cadre des grandes déformations [Kasper et Taylor(2000b)]. Dans cette
méthode, le tenseur des contraintes est considéré comme une inconnue, au méme titre que le
champ de déplacements et le champ des déformations enrichies, contrairement a la méthode
EAS classique, ou le tenseur des contraintes est éliminé (via la condition d’orthogonalité
imposée). Ainsi, les méthodes EAS ne sont pas efficaces dans tous les cas, pouvant mener
a D'apparition de modes a énergie nulle. De versions améliorées ont été développées pour
remédier a cela, mais peuvent s’avérer parfois tres coliteuse en temps de calcul.

Nous avons choisi ici de travailler avec la méthode des éléments finis mixtes, qui
est apparue dans les années 60. Elle a ét€¢ introduite par les travaux de Herrmann
[Herrmann(1965)] pour des formulations mixtes a deux champs et généralisée aux
formulations mixtes a trois champs par Simo et al. [Simo et al.(1985)]. Elle consiste a
considérer non seulement les déplacements comme inconnues mais également des variables
supplémentaires (comme les contraintes) [Brezzi et Fortin(1991)]. Elle permet ainsi de fournir
un cadre théorique qui permet de développer des formulations mixtes a deux champs en
déplacements et pression, comme cela a été fait dans le cadre des grandes déformations par
Brink et al. [Brink et Stein(1996)] ou encore Sussman et Bathe [Sussman et Bathe(1987)], ou
encore déplacements et contraintes ou déformations et contraintes [Cervera et al.(2010)]. Pour
ce qui est de la formulation mixte a trois champs, on releve notamment les travaux de Taylor
[Taylor(2000)] et Brunig [Brunig(1999)], développés dans le cadre des grandes déformations
qui considerent les déplacements, la pression et le gonflement, ou encore les travaux de

Kasper et Taylor [Kasper et Taylor(2000b)] qui considerent les déplacements, le gradient de
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déformation et les contraintes. Notons qu’il existe de nombreuses autres formulations pouvant
méme impliquer cinq champs [Schroder et al.(2011)].

La méthode des éléments finis mixtes est un moyen efficace de gérer 1I’incompressibilité, a
condition que les ordres d’interpolations des différentes inconnues vérifient la condition de
stabilité de Ladyjenskaia-Brezzi-Babuska (LBB). Il est cependant possible de travailler avec
des éléments qui ne vérifient pas cette condition, mais il est alors nécessaire de les stabiliser.
De nombreuses méthodes de stabilisation ont été développées ces dernieres décennies, comme
nous le verrons dans les prochaines sections. Ainsi, la méthode des éléments finis mixtes
est une méthode tres utilisée dans la littérature qui est robuste, générique et qui donne des
taux de convergence optimaux. Dans notre approche, nous considérerons la formulation mixte
a deux champs en déplacements et pression, puis la formulation mixte a trois champs en
déplacements, pression et gonflement qui est bien plus générique, comme nous 1’expliquerons

plus loin.

4.2 Formulations mixtes

Nous aurons besoin de définir les espaces des champs de déplacements, du champ de
pression et éventuellement du champ de gonflement. Sauf mention contraire, on considérera

les espaces :

V= {11 S (HI(Q()»ndim, ur, = Upsur Qo}

avec ug le déplacement imposé sur la frontiere I',, (cf Chapitre 3).

VO ={ue (H ()" up, =0surQ}

ou ndim est la dimension de I’espace.

P - G - L2(Qo)

ot L?(€)) est I’ensemble des fonctions de carré intégrable, et H*(£2) lest I’espace défini par :

HY(Qo) = {u € L*(Q), Vi € {1, ...,dim}% € L*(Qp) 4™} (4.8)

Nous aurons besoin de discrétiser le probleme. On considére un maillage 7, du domaine €.
On note (2, le domaine discret composé d’éléments €2, € 7,, dont on précisera le type dans
les applications.

On s’intéressera aux espaces V;, et V! définis ci-dessous ainsi qu’aux espaces P, et Gj.

Vh = {llh - (OO(Qh))ndim, uh|Qe & (Pk(Qe))ndimjuth = uo,‘v’Qe - 771}
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Vi = {un € (CO(0))" "™, unjq, € (PH(Q))" "™, upr, = 0,V € Tp}
Py = {pn € C°(W), prja, € P (), VQe € Tp}

Gn={0) € C’O(Qh),éhme € P"(9.),YQ. € T}

Notons que bien que les espaces P, et G sont en apparence identiques, nous choisissons
de les distinguer car 1’ordre d’interpolation choisi pour le champ de pression ne sera pas

nécessairement le méme que celui choisi pour le champ de gonflement.

Définition des fonctions de forme

On se propose de représenter les différents types d’éléments que nous considererons, avec
la répartition des nceuds, ainsi que de donner I’expression des fonctions de forme pour
les éléments linéaires. Pour les éléments quadratiques, nous nous contentons de rappeler
I’expression des fonctions de forme pour les cas 2D, au vu du nombre important de nceuds en
3D (10 pour le tétracdre P2, et 20 pour ’hexaedre P2) et renvoyons a un livre traitant de la
méthode des éléments finis.

e Pour un élément triangle linéaire (P1):

1=1-§—n
Np=¢ (4.9)
N3 =n

e Pour un élément tétraedre linéaire (P1):
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e Pour un élément quadrangle linéaire (Q1):
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e Pour un élément hexaedre linéaire (Q1):
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e Pour un élément triangle quadratique (P2):
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(Mi=(1-¢—n)(1-25—2n)
Ny =¢(26-1)
N3 =mn(2n—1)
Ny=4€(1—€—1) @19
N5 = 4¢&n
£ \N6:477(1_§_77)
e Pour un élément tétracdre quadratique (P2):
¢
n
g
e Pour un élément quadrangle quadratique (Q2):
: (Ni=t1-9(-n)(-1-n-¢
Np =3 (148 (L—n) (=1 —n+¢)
4 3 Ny =3 (14§ (1+n) (=1 +n+¢)
Ni= (1= L+ (-1+7-¢)
8 6 € N5 %(1_52)(1_77)
No=L(1+) (1)
1 2 Ne=35(1-¢)(1+mn)
[ Ns=5(1-§A-n?)
(4.14)

e Pour un élément hexaedre quadratique (Q2):
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4.2.1 Formulation mixte a trois champs

Afin de mettre en place la formulation mixte a trois champs, on s’appuie sur la
décomposition du gradient des déformations en partie isochore et volumique, introduite par
Flory [Flory(1961)] :

E=L L, (4.15)
avec F. la partie isochore telle que :
F_=J'F (4.16)
et £V la partie volumique telle que :
E, =771 (4.17)

Un matériau incompressible est tel que :

det(F) =1 (4.18)

Etant donné que le déterminant de la partie isochore Eiso de F est par définition €gal a 1,
les problemes numériques viennent de la partie volumique dont le déterminant ne vaut pas
forcément 1. On modifie alors la partie volumétrique de [ en introduisant une variable de
gonflement 6, et on remplace gv par:

£, =901 (4.19)

avec g une fonction a définir. De sorte que I’on peut définir un gradient de déformation enrichi

E qui est tel que :

F=g0)F

—is0

(4.20)

Sa partie isochore est la méme que F', mais sa partie volumique est une fonction du
gonflement. Il faut alors également imposer faiblement la relation entre J et # via un

multiplicateur de Lagrange. Dans notre travail, nous choisissons de considérer la fonction :
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g(0) = exp(0) 4.21)

et on définit alors le gradient de déformation enrichi comme :

1/3
- (%J(e)) F 4.22)

Nous avons fait ce choix de fonction, car en plus de permettre la simplification de 1’expression

llest

des équations, on vérifie qu’avec cette forme de gradient de déformation enrichi, # correspond

a la partie sphérique de la déformation logarithmique enrichie. En effet, on a :

L (E'E) - Ul | (c2®OY |, (E"F) (4.23)
2 = =) 2 J = = = :
1 1 T
=—(0—in(J) I+ 5in (E'F) (4.24)
1 ~T =~ 1
sin (E'E) =5 (0—tn(/) 1+ E (4.25)
soit, en notant E la déformation enrichie :
- D 0
E=E"+ §£ (4.26)

Ainsi, dans notre cas, il faut imposer de fagon faible la relation :

In(J) =0 (4.27)

Formulation variationnelle

Le multiplicateur de Lagrange p est introduit de sorte a imposer de facon faible, la relation
entre J et 6 (4.27). 1l s’agit d’une variable supplémentaire, qui correspond a la pression
hydrostatique. Ainsi une forme variationnelle du probleme de grandes déformations peut

s’écrire :

Qu,p,0) = / Y (Q) dQy + /Q p(In(J) — 0)dQy — Wegs (4.28)

Qo
avec U la fonction d’énergie libre exprimée en fonction du tenseur de Cauchy-Green droit
enrichi, qui est calculé a partir de E, et We.s,le potentiel des efforts extérieurs.
La forme faible du probléme est obtenue en cherchant le point selle de (), qui est caractérisé

par la condition d’optimalité :

Y (6u,0p,60) € VO x Px G 0Q (u,p,0)[6u,dp,60] =0 (4.29)
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La premiere variation de () s’écrit :

_0Q - 0Q oQ oQ
0Q _8Q :6C + 50 00 + aJ5J+ o 0p — OWeus
0P - P
= — 1 0C — pdl + =0J + dp(In(J) — 0) | dQ2 — Weuy (4.30)
Qo 8g o J
1~ oJ
0Q = §§ :0C +p -~ 30 ) + dp(In(J) — 0)| dQp — Wy
Qo

Il reste a évaluer 5g . Par définition, Q vaut :

c-F'E= () £
2 (4.31)
_ (expld 3
()¢
Sa premiere variation est :
5C —ag(sc gd@ 8§5J
=Tac’= " "o
_ [(expd >3 2 (expl 5 2 (exph 5 0J (4.32)
_(J)6g3(J)50g3<J = '
~ expl 5 2 0J\ ~
oC = W+ -(00——)C
e (9) ac+ 5 (w-F)
0C s’obtient facilement :
0C =6F"F + F'F
- T (4.33)
8¢ =E" (0L+0L") E
avec 0L la variation du gradient eulérien des déplacements o L.
Ce qui nous donne finalement :
oC—E" oL+ oL B} (00~ ) E'E
S <5£ +oL" + ; (59 - 5—:,]) g) F (4.34)
oC—£" (o2 + (o) + Jo0L) £



ol on a utilisé la relation [Fortin et Garon(2010)] :

* ~ L) (435)

Finalement, la variation de () peut s’écrire :

1~ - -
5Q = §§ : (ET (5@13 + (@D)T + géeﬂ) E) — pdh + p%‘] + dp(In(J) — 9)} dQy — Wy
Q L4T \T - - -/
= %ESET : <26LD + ;6@) — pdb + p%] + dp(In(J) — 0)} dQy — Wy
Q LT 7 - B
[ 1
0Q :/ (TD +p£) 1oL+ 06 (gtr(i) — p) + op(In(J) — 0)} dQdg — oWyt
Qo L
(4.36)
avec T = E § ET et iD sa partie déviatorique.
Ce qui nous donne les conditions d’optimalité suivantes :
(
Qv = / (£7 4 pl) : 6LdQ — Wy, Vou € VO (4.37a)
Q -
Ry = / dp (In(J) — 6) dQYy,Vop € P (4.37b)
Qo
1
6Q = / 00 (gtr(f) — p) dQ, Vo0 € G (4.37¢)
\ Qo -

Afin d’obtenir la matrice tangente du probleéme, il est nécessaire de linéariser (). La variation

de I’équation d’équilibre selon u (4.37a) s’écrit :

95Q"
=5

:/QO

:/ [A(OL) : (F° + pI) + 67" : AL+ Apl: 6L] dSy
Qo

D5Q™
Op
0oL orP

L (Z7+pD) s AL+ —=: 0L AL+ Apl: 6L | dSy

A (0Q") AL+ Ap

(4.38)

A(0QY) = /Q [— (AL.SL) : (£7 +plL) + 077 : AL+ AplL: 6L] dS

Ainsi, il nous faut calculer 7. On peut €crire :

0T =0

=St
[|Tn

(4.39)

|19

(28 se\ By pasE
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Or la variation de E est telle que :

= 1 d0J\ = exp(6) 1/3
5@—3(59E—J>£+( 7 ) OF
1.~ 1 - exp(6)\* 0J
=—00F — —tr(6L)F + OLF, car tr(6L)=—
3= 3 == J — = J (4.40)
1. - 1 -
§F = (%5@ + @D) P

La relation (4.39) peut donc s’écrire :

_ 98 (. N\ -
5% = (%Mg + @D) P+l (QT (5@’3 + (6LP)" + gaeg) g) E

+
]_ D - ~ ~6S~T~T D DT 2 - 1 DT
= 300L+0L" | T+ | EEZE I ) (0L + (6L") +3001) +1 g59g+(5£)

L i+% (L") +D: (2559 + gaeg)

(4.41)

avec ©

s
I
y
=
Q|
IS
Lo
~
-
~

(4.42)

En utilisant cette relation, la seconde variation de 1’énergie associée au déplacement (4.38)
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peut s’écrire sous la forme :

a6Q" = |

2
<)

+

AL (0L

o

+

o

+
ST~ 5 g5 55—
>
I~
)

o

+

o

A (6Q")

o

+

o

“
Qo

D
2AL : (QD)

—(ALSL) < (27 + D) +

: DP 6L + 59AL

P 2
2AL : (QD) $ 0L+ Z00AL
—(ALSL) : (27 +p0) +
z:|(6L°)".ALP + ALPSLP

6L + 59AL DP . I+ Apl

56’} dy

Wl Do

AL:Z

P)" + (i- @D)T)DH 4%

DP 1+ Apl: 54 dQ

(4.43)

;QD;Q+Apg:54 S

[\

AL: D(se} A0

(1=

w

A9

[ —
| S

54 dS

De méme, la variation de I’équation d’équilibre selon 6 (4.37¢) s’écrit :

90Q° 90Q)°
A (6Q%) = aQ AL+ aﬁA

(1 Otr(7)
R d5L

%59257"(A7')

-

-

/ _%59
A (5Q%) = /

[ (59A9( ) +1:

. AL — 60Ap

(3 r(H)A0+1: (ALP7) +1: (z.

/59 <9A9g Qg-m)

:g) - 259 <i+£ : 2) L ALP —(59Ap1 dS

i~

dQy

5€Ap] Q%

(AL")") +2L: D AéD)l a0

(4.44)

Enfin, la variation de 0Q? (4.37b) peut s’écrire :
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AoQP AOQP
A (6QP) :a—g cAJ + a—?Ae
AJ
= / {7519 - 5pA9} dSlo (4.45)
Qo

A (5Q7) = / op (1: AL — AB) d€

Q0 =

Discrétisation éléments finis

La méthode des éléments finis est a nouveau utilisée pour résoudre les équations. Pour
cela, apres avoir discrétisé le probleme, on fait une approximation des espaces continus de
dimensions finies V' x P x G par des espaces discrets adaptés V}, x P, X G, dans lesquels se
trouvent les solutions uy, py,, 0. Le domaine €2 est discrétisé par le maillage 7,(€2). Les trois

champs sont discrétisés, de sorte que I’on a :

nbnu dim

u, = Z ZeiijU,fi

k=1 1=1

nbnp

Pn = Z NP
k=1

nbnth

0= > _ NiO;
k=1
ol I’on a noté e; le i-eme vecteur de la base canonique de 1’espace R%™, U¢, ©¢ et P¢
les inconnues nodales élémentaires, et N*, N et NP les fonctions de forme associées
respectivement aux déplacements, au gonflement et a la pression.
La discrétisation des conditions d’optimalité (4.37a), (4.37b) et (4.37¢c) permet d’écrire les
résidus. La (¢,n)-iéme composante du résidu en déplacement, la k-ieme composante des

résidus en pression et en gonflement s’écrivent respectivement, sur chaque élément ), :

Qe
6QY = / N! (%tr(f) — PmN:;L) dQ. (4.47)
Qe -
5Q8 = / NE (In(J) — ©,N2) dS2. (4.48)
Qe
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ot I’on a introduit le tenseur B qui est tel que :

ou;
J 81‘]-
nbnu
ON}
=) Upu—"~
; oz, (4.49)
nbnu

k=1

Afin de résoudre notre probleme, on utilise la méthode de Newton-Raphson. Le systeme

d’équations linéaires a résoudre pour la (i+1)ieme itération du (n+1)ieme pas de temps est :

e fup KuO (n+1,i) AU (n+1,i+1) 5@“ (n+1,i)
K™ K™ K AP =—| sQr (4.50)
g&u £9p £90 AO 5@0

avec les termes de la matrice tangente qui sont tels que :

K = / [—BjBumg (75 + Péiq) 1] d%
Qo

2 2 2
Qo

2 / B (D))" Bunad®
Qo

2
Ky = / ng (Bui75 + BujDly0w) d2 = K2 (4.52)
Qo
K® = [ NPB,;0;;d% = K" (4.53)
Qo
K =— [ NI!NPdQo = K (4.54)
Qo
K = | NIN} (tr (%) + 6ijDijradi) dS% (4.55)
Qo
K =0 (4.56)
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Remarque : Passage a une formulation mixte a deux champs

Lorsque le critere de plasticité dépend de la pression hydrostatique, comme c’est le cas
pour le critere de Mohr-Coulomb, ou celui de Rousselier qui est utilisé dans Code_Aster pour
décrire I’endommagement [Code_Aster(2013)], I’incompressibilité plastique n’est pas incluse
dans la loi de comportement. Il faut donc I’imposer via des équations supplémentaires, et une
formulation mixte a trois champs est alors nécessaire. En effet, afin de mieux comprendre
cela, on peut faire le parallele avec le cas des petites déformations. Dans ce cadre, la condition
d’incompressibilité porte sur la trace du tenseur des déformations. La décomposition de ce

dernier en partie déviatorique et volumétrique s’écrit :

g=@”+%”@ﬂ (4.57)

Lorsque I’incompressibilité plastique n’est pas prise en compte de facon naturelle dans la loi

de comportement, on a :

tr(e) =tr(€) +tr(¢) (4.58)

de sorte qu’il faut introduire une inconnue supplémentaire, a savoir le gonflement 6 qui est
relié cette grandeur. Cependant, lorsque le critere de plasticité ne fait pas intervenir la pression
hydrostatique, comme c’est le cas par exemple avec le critere de Von Mises ou encore de
Tresca, I’incompressibilité plastique est prise en compte de maniere naturelle dans la loi de
comportement. En effet, dans ce cas, et en considérant le matériau comme isotrope, le critere

de plasticité peut s’exprimer en fonction des invariants .J, et J3 qui sont tels que :

Jy = %tr (c”) =1/=aP: gP (4.59)

Ty = %tr (") (4.60)

de sorte que le critere de plasticité peut s’écrire :

f(J2, Js,0y) =0 (4.61)

Dans ce cas, le taux d’écoulement plastique D” est de la forme :

of
DP — _ D 4.62
D agg(g) (4.62)
Et D? est donc déviatorique :
tr (D?) =0 (4.63)



de sorte que dans ce cas,on a :
tre) =tr () +tr (&) = tr (<) (4.64)

Laloi d’élasticité de Hooke permet alors d’obtenir une expression de la trace de la déformation
élastique en fonction de la trace des contraintes, et donc de la pression hydrostatique p.
L’introduction d’une variable 6 n’est alors plus nécessaire, et une formulation mixte a deux
champs en déplacements et pression est alors suffisante.

Dans le cadre des grandes déformations, le probleme est similaire. La condition

d’incompressibilité porte alors sur :

J=JJP (4.65)

Lorsque I’incompressibilité plastique n’est pas prise en compte de facon intrinseque dans la
loi de comportement, on doit introduire une inconnue supplémentaire 6 qui va étre reliée au

Jacobien de la transformation de sorte a avoir un contrdle sur celui-ci [Taylor(2000)] :

0~ g(J) (4.66)

alors que si I'incompressibilité plastique est prise en compte, (4.65) se réduit a :

J=J° (4.67)

de sorte qu’une formulation mixte a deux champs sulffit.

Ainsi, dans le cadre des lois de comportement pour lesquelles le critere de plasticité dépend
de la pression hydrostatique, une formulation mixte a trois champs, avec comme inconnue le
gonflement est nécessaire. Dans le cadre de celles dont le critere de plasticité ne dépend pas de
la pression hydrostatique, I’incompressibilité plastique est prise en compte de facon naturelle,

et une formulation mixte a deux champs suffit.

4.2.2 Formulation mixte a deux champs

Afin de mettre en place la formulation mixte a deux champs, une décomposition additive
de la fonctionnelle d’énergie libre en partie volumétrique et isochore est considérée, comme

cela est proposé dans [Simo et Hughes(1998), de Saracibar et al.(2006)]:

=U(J)+2(C) (4.68)

avec U (.J) la partie volumétrique de ® et ® (g), sa partie isochore.

Nous choisissons dans ce travail de considérer la fonction U (J) = kiIn?®(J) avec & le

module de compressibilité hydrostatique qui vérifie bien U (1) = 0, comme cela est requis
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[Brink et Stein(1996)], et choisissons, afin de rendre la décomposition unique de considérer

que :

®(C)=2(C) (4.69)

avec g, la partie isochore de C' qui est telle que Q = J723C.
On introduit la variable p, qui correspond a la pression hydrostatique, a savoir JU' (J) (avec

U’ (J) la dérivée de U). Ainsi, la forme variationnelle du probleme peut s’écrire :

Q (u,p) = /Q 0 ® (C) dp + /Q K <ln (J) - %) A — Wy (4.70)

avec W, le potentiel des efforts extérieurs.

On recherche alors le point selle du Lagrangien (), ¢’est-a-dire (u,p) € V' x P tels que :

5Q (u,p) [0u,dp] = 0,V (6u,dp) € VO x P 4.71)
La premiere variation de () s’écrit :
o> . 0J P
0Q = — : 0CdNQ —dS) op(In(J)—=)dQYh — W =0
Q 0, 00 = 0+/QOPJ 0+/Qop<n() m) 0 ¢
1~ -
50 = | =5:06Cd0, + / ptr(5L)dSY +/ 5p (zn(J) _ ’—9) A% — Wy = 0
Q2T = Qo - Qo K
(4.72)
0P L >
avec S = Qa—N. Or la variation de C est telle que :
5C —agéj oc 5C
C=g70* ac =
26J -
=2 C+JsC
3J= = (4.73)
£ oL+ 0" - 2 (00) ) E
6C=E" (5L +(oL")") E
ot I'on a introduit /' = J~Y/3F.
Ceci nous permet d’écrire la variation de () sous la forme :
1. /- .
Q=1 =5 (ET (55’ n (@D)T) E) 2y + / ptr (5L) d
Q4 N N - - Qo -
+ / 5p (zn(J) - 3) S — W,y = 0 (4.74)
Qo K
6Q = | (£° 4 pl) : 6LdY + / 5p (zn(J) _ 9) A — 6Wpy = 0
Q - Qo K
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Ainsi, les conditions d’optimalité s’écrivent :

QY = / (7 4 pl) : 6LdQ — Wy = OV6u € V° (4.75a)
Qo - -

5QP = / 5p <ln(J) _ 9) QY = 0V6p € P (4.75b)
Qo K

Nous devons linéariser ces équations afin de pouvoir exprimer la matrice tangente du

probléme. La variation de I’équation d’équilibre selon wu (4.75a) s’écrit:

0Q" AoQ"
A (0Q") = AL A
(0Q") == L ALt A
= (4.76)
A(6Q") = / [— (AL.SL) : (27 +plL) + 627 : AL+ AplL: 6L] dS
Qo - - - - -
Ainsi, nous avons besoin de calculer 47 pour en déduire la partie déviatorique 52’3 :
e 208 p o 7
0T =0FSF +££:6Q£ +FSOF 4.77)
En utilisant le fait que
~ 1
0F = — gJ—l/?’J—lan + JV3sE
1 - -
= — 5tr (L) E + 6LE (+78)
iF 5L F
et la relation (4.73),on a :
07 = 6L % +2D : 6L” + 7 (5L")" (4.79)
avec : .
.. 0S 1.
D-FF ZF'F'
= ——o0C— —

Ceci nous permet finalement d’écrire :

6QY) = [

{_ (ALOL) : (27 +p0) + (0L2)" AL+ (2 (o2”)") Aé} 00

0

+ / {5p£:Aé—l—2A£ : DV 55’} dS
Qo —
Qo

D
2AL : (QD) 0L+ Apl: 6L | dQy

(4.80)
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)

ol les tenseurs D” et (QD ) sont respectivement définis par :

D
p’-rp () -r"pr° @81)
avec
1
I’ =1- Slel (4.82)

La variation de 1’équation d’équilibre selon p (4.75b) s’écrit :

95QP 95QP
A(5QP) = a? AJ + aﬁ Ap

L2
A (5QP) = /Q 0 [5]7 (tr (AL) — %)] dQ

4.2.3 Discrétisation éléments finis

Le probleme est résolu par la méthode des éléments finis. Le domaine {2 est discrétisé par
le maillage 7}, (£20), composé d’éléments (.. Les espaces continus V' et P sont approchés par

les espaces discrets notés V}, et P, dans lesquels se trouvent les solutions approchées (uy, pp)-

Les deux champs sont discrétisés de sorte que I’on a :

nbnu ndim

w =Y > eViUf

k=1 =1

nbnp

pn=>» NP
k=1

ou U¢ et P¢ sont les inconnues nodales, et N* et NP les fonctions de forme associées

respectivement aux déplacements et a la pression. En discrétisant les équations (4.75), on

peut écrire les résidus sur chaque élément 2., on a :

5QZL” - / (%Z? + PmN7pn5’ ) andQE - 5Wezt (484)
p
60y, =/ Ny, (ln(J) - PmNm> Q. (4.85)
K

Afin de résoudre le probleme on utilise encore une fois la méthode de Newton-Raphson, de

sorte qu’a litération (¢ + 1) du pas de temps (n + 1), le systeme d’équations linéaires a

résoudre est :
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K™ K (n+1,) AU (n+1,i4+1) - 5Qv (n+1,) w6
K™ K AP SQP :

ou les termes de la matrice tangente sont tels que :

KW = / [—BnjBumg (75 + Pdiq) 615] dS%
Qo

- - 2. 2 2
—I—/Q anqu |:7_lj5qi + quéli — ngqéij — gnjélq + §tr(7')5lq5,-j} dQO (487)
0
D
+2 [ By (DB)” Buadl
Qo
K™ = [ N?B,;8,d%% (4.88)
Qo
Qo
NPNP
KPP = — T e, (4.90)
Q K

4.3 Eléments finis stables pour les formulations mixtes

Avec les formulations mixtes, le choix des ordres d’interpolation des inconnues n’est pas
arbitraire. Afin d’assurer la stabilité de la solution, il faut que la condition de stabilité de
Ladyjenskaia-Brezzi-Babuska (LBB) ci-dessous soit vérifiée [Zienkiewicz et al.(2005)]. Dans
le cas du probleme mécanique a deux champs formulé ici, la condition LBB discrete est telle

qu’il existe une constante v > 0 vérifiant :

sup L0 S vpe @91
wevi ]
avec V}, I’espace discret dans lequel se trouve le champ des déplacements discret uy, et P,
I’espace dans lequel se trouve le champ de pression discret py,.
Pour la formulation a deux champs, I’élément P2/P1 (quadratique en déplacement et linéaire
en pression) par exemple, vérifie bien cette condition pour le probleme mécanique. Par
contre, dans le cas ol ’ordre d’interpolation en déplacements et pression est le méme, la
condition n’est pas vérifiée et la solution obtenue est instable : 1’espace des pressions est

trop riche comparé a celui des déplacements, et on observe des oscillations sur les valeurs
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de pression. Il peut cependant étre intéressant de travailler avec des éléments ne vérifiant
pas cette condition comme par exemple I’élément P1/P1 pour gagner en temps de calcul.
Il est possible de considérer de tels éléments, mais il est alors nécessaire de les stabiliser
en modifiant la formulation variationnelle du probleme mécanique. Il existe de nombreuses

méthodes de stabilisation pour cela.

4.3.1 Etat de ’art

Afin de contourner les problemes de stabilité liés a la condition LBB, de nombreuses
méthodes de stabilisation ont été développées, favorisant ainsi 1’utilisation de formulations
mixtes. Le mini-élément a été introduit dans le cadre de la mécanique des fluides par
Arnold [Arnold ef al.(1984)] afin de résoudre le probleme de Navier-Stokes. Il consiste en
une paire d’éléments compatible avec (en 2D) quatre degrés de liberté cinématiques pour
les déplacements (ou vitesses) et trois pour la pression. Le quatrieme degré de liberté en
déplacements correspond au choix d’une fonction bulle pour les fonctions de forme et test.
Cependant, comme on peut condenser la bulle, on classera ici cette approche dans les éléments
finis stabilisés, la stabilisation étant faite par 1’ajout dans chaque élément d’un déplacement
"sous-grille" au déplacement linéaire, caractérisé par une fonction bulle. Cette méthode ne
fonctionne cependant qu’avec des simplexes (éléments triangles ou tétracdres linéaires).

La méthode Galerkin Least-Square (GLS) a été introduite par Hughes [Hughes ef al.(1989)],
dans le cadre de la mécanique des fluides. Elle consiste a ajouter un terme de
stabilisation a la forme originale de Galerkin du probleme, qui peut étre vue comme une
perturbation des fonctions test, et qui fait intervenir un coefficient dépendant du maillage
ou encore des caractéristiques du matériau. Cette méthode a été étendue au cadre de
la mécanique des solides, en grandes déformations élastiques [Klaas et al.(1999)]. Elle a
également été entendue aux grandes déformations élasto-plastiques par Ramesh et Maniatty
[Ramesh et Maniatty(2005)], et méme étendue pour des interpolations de plus grand ordre
(que les éléments linéaires) par Maniatty et al. [A. Maniatty(2002)]. Une des difficultés de la
méthode GLS est de bien choisir le parametre de stabilisation.

Il existe également une méthode de stabilisation ("mixed-enhanced strain") introduite par
Zienkiewicz et Taylor [Zienkiewicz et Taylor(2000)] qui consiste a ajouter un tenseur des
déformations enrichi au tenseur des déformations classique dans le cadre d’une formulation
mixte a trois champs en petites déformations. Le tenseur des déformations enrichi est
discrétisé a 1’aide d’une fonction de volume bulle. Il s’agit donc d’une combinaison entre
méthode EAS, introduite précédemment, et formulation mixte. Cette méthode a été étendue
au cas des grandes déformations par Taylor [Taylor(2000)].

Plus récemment, les méthodes multi-échelles "Variational Muti-Scale" (VMS) ont émergé,
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introduites par Hughes [Hughes(1995), Hughes et Stewart(1996), Hughes et al.(1998)]. Leur
principe est de considérer les inconnues du probleéme comme la somme d’une partie résoluble
(1a solution éléments finis) qui représente les grandes échelles, et d’une partie que I’on doit
approcher et qui est liée a ce que le maillage ne permet pas de capturer et qui représente les

petites échelles :

U=y + i (4.92)

Cette décomposition est également faite au niveau des fonctions test. Les méthodes VMS
permettent de classer dans un cadre théorique unifié de nombreuses méthodes de stabilisation
développées dans les années 80-90, dont les méthodes GLS et Residual Free Bubble. La partie
u dépend du résidu éléments finis, ce qui assure la consistance de la méthode. Cependant u
n’est pas résolu analytiquement, mais est approché.

La méthode "Orthogonal Sub-Grid Scale" (OSGS) est une méthode multi-échelle,

introduite par Codina [Codina et Blasco(1997), Codina(2000)] dans le cadre de la mécanique
des fluides, puis étendue a la mécanique des solides dans le cadre des petites déformations
[Cervera et al.(2003), Chiumenti et al.(2004)]. Celle-ci se base sur le choix d’un espace des
petites échelles qui est orthogonal a celui des grandes échelles. Cette méthode a 1’avantage
de fonctionner avec tous types d’éléments et a été étendue avec succes au cadre des grandes
déformations [de Saracibar et al.(2006)]. 1l peut lui étre reproché d’introduire une inconnue
supplémentaire (gradient de pression projeté sur I’espace des grandes échelles) et d’augmenter
ainsi la taille du systeme, mais il est possible de résoudre un systeme a deux inconnues
et de réactualiser la troisieme par une méthode itérative, comme cela est expliqué dans
[Cervera et al.(2003)] par exemple. Notons que, tout comme la méthode GLS, la méthode
OSGS fait elle aussi intervenir un parametre de stabilisation. Cependant, elle y est moins
sensible et est bien plus robuste que la méthode GLS [de Saracibar et al.(2006)].
Une des méthodes de stabilisation les plus récentes est la méthode "Finite Incremental
Calculus" (FIC) introduite par Ofiate [Ofiate(1998)], dans le cadre de la mécanique des fluides,
avant d’étre étendue a la mécanique des solides [Oiiate et al.(2004)]. Cette méthode consiste
a exprimer les termes issus des lois de conservation standards avec des développements de
Taylor et a ne garder alors que ceux de plus grand ordre. Ainsi, les termes supplémentaires
ajoutés aux équations de conservation apportent la stabilité nécessaire. Cependant 1’extension
de cette méthode au cadre des grandes déformations peut s’avérer compliquée a mettre en
ceuvre. Ofiate [Onate ef al.(2011)] a montré que de nombreuses méthodes de stabilisation
telles la méthode GLS, ou encore la méthode OSGS peuvent étre retrouvées a partir de la
méthode FIC.

Notons que méme si ces méthodes sont en apparence tres différentes, des liens ont été

établis entre elles, notamment par Hughes [Hughes(1995)] qui a établi des relations entre
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méthodes "sub-grid-scale" et les autres méthodes de stabilisation, comme la stabilisation par
la fonction bulle. Dans un souci d’efficacité, de généricité et de robustesse, nous avons choisi
de travailler avec la méthode du mini-élément qui est peu cofiteuse et dont I’efficacité a été
montrée dans de nombreuses situations, ainsi qu’avec la méthode OSGS qui est tres efficace et

robuste, et a I’avantage de fonctionner avec tous types d’éléments, y compris des quadrangles.

4.3.2 Stabilisation par la méthode du mini-élément

La stabilisation de la formulation mixte a deux champs par le mini-élément étant classique,
nous nous proposons de détailler plutot la stabilisation de la formulation mixte a trois champs.
Notons cependant que la formulation mixte a deux champs stabilisée par le mini-élément a

été implémentée dans Code_Aster.

On considere le probléme continu, issu de la formulation mixte a trois champs précédente :

(
5Q" = / (ff n phﬂ) : 0L, A — 6W, = 0V5u =0 € Vi,
Qo - -
1
6Q% = / 30y, (gtr(ih) - ph) dSd = OVp € B, (4.93)
Qo
5Qp = / (5ph (ln(Jh) — Gh) dQO =0Vou=0¢€ P,
\ Qo

Le mini-élément est un élément dont on enrichit I’interpolation en déplacement, par 1’ajout
d’un degré de liberté interne dit "bulle", interpolation qui s’annule sur la frontiere. Notons
qu’elle ne fonctionne que pour des simplexes, c’est-a-dire des éléments triangles (pour le cas
2D) et tétraedres (pour le cas 3D). Ainsi, on considere que le champ de déplacements interpolé

u;, se décompose en une partie linéaire notée u; et une partie bulle notée u,, :

wy=w+u avec u,ecW,=V,® B, (494)

Notons que le champ de pression reste inchangé. La fonction bulle est définie comme étant
linéaire par sous-élément de €2, et s’annulant sur le bord. L’espace d’interpolation associé

pour une fonction bulle dite polyndme hiérarchique est alors tel que :

By, = {up, € (C°(Q))?, up|0Q = 0,V € Th, up|Q, € (P(Q,))?i=1,...,4} (4.95)

avec {2.,,7 = 1, ..,4 qui représente dans tout tétraedre de la triangulation, les sous-tétracdres

qui ont le centre du tétracdre comme sommet [Fayolle(2008)].
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D pression

@ déplacements 'Q'el
FIGURE 4.1 — Elément de référence P1+P1
Ainsi, on peut écrire :
ndim nbnu nbelem ndim
1 brrb
wo= Y > eNUL+ > Y eNU; (4.96)
i=1 k=1 j=1 =1
nbnp

Ph = Z Nk(X>PI~c
k=1

nbnth

9h = Z Nk(X)@k
k=1

ot N“ désigne les fonctions de forme linéaires, U' la valeur nodale du déplacement, U Jb la
valeur nodale du déplacement associé au noeud central, P la pression nodale, © le gonflement
nodal et V. ]b € By, la fonction bulle associée a I’élément j.

Ainsi, pour le cas 3D (le cas 2D se traitant de facon similaire), sur I’élément 2, les champs

de déplacement, de pression et de gonflement sont tels que :

4 ndim ndim 4 4
u, = Z Z enl\CiU,lC + Z eanUs7 Ph = ZNkPk, 0, = ZNk@k (4.97)

Sur I’élément de référence, la fonction bulle est telle que :

NP = 4¢ sur €,
N} = 4n sur ),
Nb = 4¢ sur 2, (4.98)

Ne=4(1—€6-n—¢)  sur Q,
En utilisant la décomposition de uy, en partie linéaire et bulle, on peut écrire la variation du

gradient des déplacements eulérien discrétisé 5Lh comme :
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6£h = Zx(éuh)
= Zx (0 (u; + up))
=V (0w)+V (dup)

0L, =0L,+06L,, avec 0L, =V (dw) et 0L, =V (0up)

—x

(4.99)

Ce qui permet de réécrire les équations d’équilibre (4.93) sous la forme :

;

(5Ql = / (iD (111 + ub) +ph£) : 5£ld90 — Wt
Qo

Qb = / (iD (u; + up) +ph£) 10L,dd =0
{ o 1 (4.100)
5@9 — / 60}1 (§tr (i (111 + ub)) — ph) dQO =0

Qo

(5@1) = / (5ph (ln (J (u1 -+ ub)) — Hh) dQO =0

\ Qo

On néglige la partie bulle de la trace de la contrainte. De plus, une des propriétés de la fonction
bulle est la propriété d’orthogonalité, de sorte que pour tout tenseur N € PY(€2,) constant sur
I’élément, on a :
/ N : VupdQ. =0 (4.101)
Q

e
Ceci est en particulier vrai pour Vuj, ce qui nous permet de simplifier le systéme :

/

5Q' = [ (5" (w) + ) : 5L, = BTl
Qo - -

5QP = / (2 (up) + pal) : 6L,d% = 0
o (4.102)

5@9 = /Q 6911 (%t?" (i (111)) —ph) on =0

(SQP = / (5ph (ln (J (111 + ub)) — Hh) CZQO =0

\ Qo

Afin de séparer le terme n (J (w; + up)) en partie linéaire et partie bulle, on peut le linéariser
[de Saracibar et al.(2006)]. On a :

In(J (wm+up)) =in(J(w))+ D [in(J)], ub (4.103)
Or la dérivée directionnelle D [In(J)], -up évaluée en u; dans la direction uy, est telle que :

D [In(J)] 1y, -t = (In(J)){y, -DJjuy -t

1 (4.104)
=——DJy,.
J(w) Ju;-Ub
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Et en tenant compte du fait que la dérivée directionnelle D J,, . uy, est telle que

DJjy,up = Jjy, V. uy, (4.105)
On peut finalement écrire que :
In(J (g +up)) =In(J(w))+ V., (4.106)
Ainsi le systeme (4.102) peut se réécrire :
(
Q! = / (iD (u) +ph£) 0L, dQy — 0Wegy =0
Qo
(iD (up) +ph£) 0L, dd =0
(4.107)

5Qb:/

Qo

1
5@9 = / 50}1, (gtr (z (LII)) - ph) dQO =0
Qo
5Q = [ G (tn (7 (w)) = 00) % + [ 6T =0
Qo

\ Qo
Pour obtenir la matrice tangente du probléme, nous devons écrire la variation des équations
d’équilibre. La variation de 1I’équation d’équilibre selon les déplacements linéaires u; est
exactement la méme que la variation de I’équation selon les déplacements pour la formulation

mixte a trois champs (4.43) :

[ <AL .5;) : ((f)D + phl) + géél : zDMh] dY

A (6Q) :/ e
() () a(n)”

[ D
L[
QO - <_>
D
z) 1+ ApyL: 0L, | d

D D
+/ 20L, : ((Ql) ) :ALl+2A0h5L : <Q
Q — = — 3 =l —
(4.108)

(u;) pour simplifier les écritures et ou Ql est le tenseur d’ordre quatre

dQy

[1=e

ou I’on a noté 7! =

qui est tel que :
N\ !
- - (O0S\ r-
(—=> E'E" (4.109)

oC

étant le second tenseur de Piola-Kirchhoff et g le tenseur des déformations de

lioa%

Cauchy-Green droit.
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La variation de I’équation d’équilibre selon les déplacements bulles uy, se fait de la méme

facon :
A b:/ — (AL.SL,) : ()" +pal) | d2
@)=, [ (AL (@) +n) a0
o p\ T D D D
o (@)) s @) s @) | m
- A D
+/ 2(5£ : ((2b> ) :Aéb+Aph£:5éb dQy
Qo —
(up,) pour simplifier les écritures. Notons que dans la pratique on fera

ou I’on a noté ib =
I’hypothese que zb

T

que :

zl. On a également introduit D° le tenseur d’ordre quatre qui est tel

4 4.111

EET

Il
=3
liest

e
llesf

[[S]

)

gE étant la matrice d’élasticité.
La variation de 1’équation d’équilibre selon le gonflement ¢ s’écrit de la méme facon que pour

la formulation mixte a trois champs (4.44), cette équation restant inchangée :

A (5Q7) = / gfsehmh <tr () +1: D' g) A9, + / g(se (gz LI g) A (L) dg,
" B " B 4.112)
— 00 AppdQd (4.113)
Qo
Enfin la variation de I’équation d’équilibre selon la pression p s’écrit :
(4.114)

opn (L: AL' — AG) d + / pnl : ALYdQ,
Qo B Qo B -

En discrétisant les équations de (4.107) selon (4.97), on peut écrire les résidus sur chaque

a6Qn) = [

élément €2, sous la forme :

R, = /Q e ((Tfj)D + PmN,%éij) Bl,d<. (4.115)

Ry = / ()" + PNz ) Blas, (4.116)
Qe

4.117)

R} = / Ny <1tr (%) - PmN;g;) S,
Q. 3=
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ON?
RY = / NP (ln(J) —©0,,N! + %UJ’?) dQ. (4.118)
Qe J
avec él le tenseur gradient de fonction de forme classique qui est défini sur chaque élément
comme : !
N
L= %f (4.119)
et B® la dérivée de la fonction de forme bulle qui est telle que :
ON?
B! = 4.120
= B (4.120)

Afin de résoudre le probleme on utilise la méthode de Newton-Raphson, de sorte que, a

Iitération (¢ + 1) du pas de temps (n + 1), le systeme d’équations linéaires a résoudre est :

gll 0 élp gw (n+1,) AL\ (LD Rl (L)
O ébb ébp 0 AUb Rb
(&™) (&7 0 (&™) AP, I
(&")" o K7 K" A6, R

4.121)

ou les termes de la matrice tangente sont tels que :

M@F/[J%m“ﬁ+m@@ QO

K
2 2
gquéij — =T,

2
3 ij(SSq + —tr(%)ésq&j dQe (4122)

+ / BfljBfﬂq [%Sjaqmu%jqési— 5
Qe

+2 /Q B., ((ngsq)D)DB;wdQe

2 B D
K, = /Q ng (szjTi? + BiLj (Déjkl) 5kl> dSde (4.123)
KP = / NPB!6;;d9. (4.124)
Qe

~p\D
K = /Q =By ((74)" + Poig) b ] 42
0
bbb | ~ ~ 2~b 2~b 2 ~b
-+ o Bqu Tsj(sqi+7jqési_§qu5ij - gTijdsq—th?“(T )531151']' dQO (4125)
0
2 [ B ((02,)") Blio
LA ](( ijsq)) a0
0
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K = / N?BY5;;dQ, (4.126)
Qe

K% = — [ NPNPdQ, (4.127)

s
Qo

Kl = NIN{ (tr () + 6i; Dijradi) A (4.128)

Q -
On utilise alors la méthode de condensation de la bulle, qui permet de supprimer le degré de

liberté associé a la bulle. Elle consiste a remarquer, puisque la fonction bulle s’annule sur le

bord des éléments que 1’on a :
AU® = — (K™) ™" (R + K" AP) (4.129)

En utilisant cette expression dans le systeme (4.121), celui-ci se réduit a :

KU KW Kl (n+1) AL (n+1,i+1) R (n+1,)
)" (&) K a0 TR
o B B (4.130)
ou I’on a noté C* la matrice qui est telle que :
o= (k)" (K") " K" (4.131)
En remarquant la linéarité de certains termes, il est possible de réduire le systeme a :
K K K" (n+1,9) AU\ LD Rl (n+1,i)
(élp)T _ge gp& AP - _ Rpl + Rp@ o gep
(Kw)T (Kp9>T 9 AO RY
R o o (4.132)
avec RP' = | NPIn(J)dQ.et R? = — [ NPO,,N?dQ,.
Qe Qe

Le désavantage de cette méthode est qu’elle ne fonctionne que pour des simplexes. C’est
pourquoi nous nous sommes aussi intéressés a la méthode OSGS qui elle, fonctionne pour

tout type d’éléments.
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4.3.3 Stabilisation par la méthode OSGS

La stabilisation de la formulation mixte a deux champs par la méthode Orthogonal Subgrid
Scale (OSGS) a été introduite par Agelet de Saracibar et al. [de Saracibar et al.(2006)]. Nous
ne la présenterons donc pas ici, bien que nous I’ayons implémentée dans Code_Aster. Nous
proposons de présenter ici la stabilisation de la formulation mixte a trois champs par la

méthode OSGS, chose qui n’a pas encore été établie dans la littérature.

Stabilisation de la formulation mixte a trois champs

L’idée de la méthode Sub-Grid Scale est d’approcher I’effet de la composante de la
solution du probléme continu qui ne peut pas €tre capturée par la solution éléments finis.
Pour cela, considérons que le champ des déplacements continu peut €tre séparé en deux
composantes : une calculable u;, et une plus fine u, correspondant a deux échelles. La solution

du probleme continu contient les composantes de ces deux échelles :
u=1i+u, avec u,€V,et weV (4.133)

On suppose de plus que le champ de pression et de gonflement sont bien capturés par la

solution éléments finis :

p=p—+pnavec p=>0 (4.134)

et
0=0+0,avec 0=0 (4.135)

Autrement dit, ce n’est pas la non-prise en compte de p et 0 par la discrétisation de type
Galerkin qui induit les problemes de stabilité.

On considere le probleme continu issu de la formulation mixte a trois champs :

.
5Qu = / (iD +p£) : 5LdQO - 5Wezt = O
Q - =
1
5Qf = / 00 (gtr(i) — p) dQy =0 (4.136)
Qo -
SQr — / 5p (In(J) — 0) d = 0
\ Qo

La décomposition de u (4.133) nous permet de décomposer le gradient eulérien des

déplacements de facon similaire a la décomposition pour I’élément bulle (4.99):

0L =6L, +6L, avec 0L, =V (bu,) et OL=Y (du) (4.137)

=
On doit alors résoudre le systéme suivant :
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(
/ (2P (up + @) + pil) : 6L, dQ — OWey = 0
Qo - N B
(

1
/ 06y, gtr (i uy + ﬁ)) —ph) dQy =0
Qo

(5ph (ln (J (uh -+ ﬁ)) — Gh) dQO =0

Qo

(£ (wy + 1) + pyl) : 0LdQ =0
AN

(4.138)

En linéarisant le terme In (J (u, + @1)) tout comme nous 1’avons fait pour le mini-élément
(4.106), on obtient :
In(J(up + 1)) =In(J (un)) + V.0 (4.139)

On linéarise également T (up + @), ce qui donne [de Saracibar er al.(2006)] :

(up) + 7 (@) (4.140)

[_w

7(up+10)=

[

avec

() =

ou I’on a noté M la matrice de comportement associée au déplacement complémentaire 1.

Qe

=

: Vi (4.141)

On fait de plus I’hypothese que ’on a :

~ 2jil (4.142)

=

ou I’on a noté /i le module de cisaillement aux petites échelles défini par élément, qui est tel
que :

Iyl

i = ‘2/3” ’( (4.143)

|ﬁz ||Q1

< e\ D PR . . . P
ou (ge) est la partie déviatorique du tenseur des déformations élastiques de Cauchy-Green

) ~D ) ) )
droit, et g , celle du tenseur des déformations de Cauchy-Green droit total.

En utilisant tout ceci, le systeme (4.138) peut se réécrire sous la forme :

[ ) pd) oL, d + [ 5P @) 0L, d = W
Qo - - Qo -
(3 (5
/ 50h (lt’l" (f (llh)) —ph> dQO + (59th90 =0
% 3= o 3 (4.144)
/ 5ph (ln (J (uh) - Qh)) on + / 5phz.ﬁng =0
QO QO
/ (27 (wy) + il : 6L + / F0 () 1 0LdSy = 0
\ JQo - - Qo -

93



La derniere équation du systeme nous donne :

J,

Apres intégration par parties, ceci peut se réécrire :

P (@) : 6LdQy = — / (27 (un) + pal) : 6LdY (4.145)

Qo

[_w

nbelem

P(@) : 6LdQ = Y / (Ypn + V.27) d0dQ, (4.146)
e=1 Qe

nbelem

> .

On ne résout pas le probleme aux petites échelles. On considere I'inverse de la matrice de

[

stabilisation 7, qui est telle que ’on a I’approximation suivante sur les petites échelles au

niveau d’un élément :

nbelem nbelem

> / P (@) : 6LdQ. = Y / 7, ' asnde, (4.147)
e=1 Qe B e=1 Qe
2

avec 7, — 02—~, h étant la taille de maille et ¢ une constante a déterminer, sur laquelle nous

[_

reviendrons plus tard.

En utilisant cette relation, 1’égalité (4.146) peut s’écrire :

/ . asadQ, = / (Vpn + V.77) 60dQ2,, VE2, (4.148)
Qe Qe -

En notant P la projection sur I’espace V, on peut écrire :
Py (v, ') = Py (Ypr + V.2°) (4.149)

La méthode OSGS consiste a considérer I’espace des petites échelles comme étant 1I’espace

orthogonal a celui des éléments finis P1, V = VhL. Ceci nous permet alors d’écrire :
i =r1.Py (Vpy+V.27) (4.150)

Le terme thl (Z.iD ) est négligé [de Saracibar et al.(2006)]. Ainsi, au niveau d’un élément,
on peut finalement écrire :
a= TePVhL (Vpr) 4.151)
Le systeme a résoudre (4.144) devient finalement :
( nbelem
/ (iD (uh) —i—phﬂ) : 5Ltho + Z / iD (ﬁ) : 5Lthe = (SWext
Q - = - e -
’ 1 Lbelem 1
/ 50, (—tr (7 (up)) — ph> A%+ Y / ~80ytr (1 (0))dQ. = 0 (4.152)
Q0 3 B e=1 Qe 3 N

nbelem

Spn (In (J (wy) = 6,)) d + Y / SppV.dS2, = 0
e=1 Qe

L /o
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En intégrant par parties le second terme de la troisieme équation de (4.152) et en ne prenant

pas en compte les termes sur les bords des éléments, cette équation peut s’écrire :

nbelem

/ Spn (In (J (wy) = 0,)) dQ — Y / aVop,dQ, = 0 (4.153)
Qo e=1 7S

En utilisant I’expression de @1 (4.151), ceci se réduit finalement a :

nbelem

5pn (1 (J (W) — 0)) d% — S / R B (Tp)Y (0p)d0, =0 (4154)
Q0 e=1 Qe

En utilisant la relation de comportement aux petites échelles (4.141), le second terme de la

premiere équation de (4.152) peut quant a lui s’écrire :

nbelem nbelem

> / P () : 0L, dQ = Y / 20 (g(ﬁ))D:(sgthe (4.155)
e=1 Qe

Ce qui apres intégrations par parties, toujours en ne prenant pas en compte les termes des

petites échelles sur les bords des éléments, se réduit a :

nbelem

3 /ﬂ (@) 6L, A = — Y /Q WV (20 (2 (0un)”) A2 (4156)
e=1 e e=1 e
Or, (Z (6 uh)) b étant constant par élément pour des éléments linéaires, on obtient finalement
que :
nbelem
3 / @V (27,7 (2 (9un))”) d2, = 0 (4.157)
e=1 e

Le systeme a résoudre (4.152) s’écrit finalement :

p
/ (iD (uh) +ph£) : 5£hd90 - 5Weazt =0
Qo

nbelem

IRz (e @) -p)an+ Y [ e

nbelem

[

() dQ. =0 (4.158)

5pn (I (J () — 0)) d% — 3 /Q r P (Ypi) Y (6pn) d = 0

L 7/

De plus, en utilisant la relation de comportement aux petites échelles (4.141), le second terme

de la deuxieme équation s’écrit :

nbelem nbelem

1 > 1 o
; /Q e 300ntr (7 (w)) d2 = Z:; /Q e 300ntr <2/% : Zu) dS2e (4.159)
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Ce qui, apres intégrations par parties, se réduit a :

nbelem nbelem

1 - B 9
; / 6559/1757“ ( (@) dQe = — 2; / egﬂuz (565) Q2. (4.160)

et en remplacant i par son expression, se réduit a :

nbelem nbelem

1 : 1
; / 300 (Z(@) 0 = 2 §/eCh2Pv,f (Vpn) (V66h) dQe  (4.161)

On introduit la variable vectorielle notée m comme étant la projection du gradient de pression

sur I’espace V}, :

B (Ypy) =Vp— (4.162)

de sorte que I’on doit ajouter au systeme (4.158) la relation :

/ NprnpdQ2e — / m™pd€de = 0,V €V, (4.163)
Qe Qe

Ainsi, le systeme a résoudre s’écrit :
Q" = / (iD (up) —|—ph£) : (5£th0 — W =0
o nbelem
0 1 ~ Ly
Q' = [ oo (—tr (7 (w) - m) 0= Y [ geh (Tpn—m) V(681 d2 = 0
QO 3 - e=1 e 3
< nbelem

SQP = /Q opn (In (J (wp) — 0r)) dQ2 — Z /Q 7o (Ypn — ) Y (8pp) d2 = 0

Q=Y 7 [ (- m)madS, =0

(4.164)
ou I’on a multiplié la derniere équation par 7. afin d’avoir une matrice tangente symétrique.
Afin d’obtenir la matrice tangente, il nous faut écrire les variations de ces équations
d’équilibre. L’équation d’équilibre selon les déplacements est la méme que pour la

formulation mixte a trois champs non stabilisée, sa variation est donc la méme :

5L : iDAeh} S

Wl

260 = [ |- (ALoD) @ +mD +

Qo L

o
Qo

[ (6L”)" AL + ALP SL”] | s (4.165)

=Y

(It~

ddy

D
2
+/ 20L : (QD) :AL+§A0h5L:QD I+ Appll: 6L
Qo - — - - - -

La variation de 1’équation d’équilibre selon le gonflement s’écrit :
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2 2
A (5Q%) :/ PR <t7‘ () +1:Q:E) on+/ 30 (z—l—ﬂ:Q) - ALPdQ,
Qo o =T Qo S -
(4.166)
nbelem Ch2
- [ samdon+ Y [ (Am - T (Ap)T @0 16D
Qo e=1 e
La variation de 1’équation d’équilibre selon la pression p s’écrit :
A(6QP) = / Opn (1: AL — A@h) ddy +/ oppll : ALdQ) (4.168)
Qo - Q@
nbelem
+ ) / Te (A, — N (Apn)) YV (0pn) dQ2 (4.169)
e=1 e
Enfin, la variation de I’équation d’équilibre selon 7 s’écrit :
nbelem
A@SQ™) = ) / 7o (App — YV (Amy)) ¥ (573) dS2 (4.170)
e=1 Qe

En considérant la discrétisation suivante :

ndim nnoeuds

w=Y > eN{U (4.171)

=1 k=1

ndim nnoeuds

= > €N, (4.172)

i=1 k=1

Nbnoeuds

Prh = Z Ny Py,
k=1

Nbnoeuds

=Y N:O
k=1

oules N, € Vj,,i =1, .., Nbnoeuds désignent les fonctions d’interpolation linéaires associées
au noeud k définies précédemment, Uy, la valeur nodale du déplacement, 11, la valeur nodale
du gradient de pression projeté, Py la pression et O, le gonflement associé au noeud k.

En discrétisant les équations de 1’équilibre (4.164), on peut écrire les résidus sur chaque

élément €2, sous la forme :
R, = / <(Tilj)D + PmN}Z;@(Sij> B ;dS2, (4.173)
Qe
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avec B le tenseur gradient de fonction de forme classique (4.49).

2
RO — / {N,f (%tr (z) - Pme;) - % (PoNNE —TL,NJ) VNG | dQe (4.174)
Qe
Ri - / [le (ln(J) - @mNﬁL) — Te (PmZNgL — HmN;rTL) ZNlﬂ dQ, (4.175)
Qe

Ry, = / Te (PnNNP —11,,N},) e NjdS2, (4.176)

Afin de résoudre le probleme on utilise la méthode de Newton-Raphson, de sorte que, a

I'itération (i 4+ 1) du pas de temps (n + 1), le systéme d’équations linéaires a résoudre est

de la forme :
uu U uf (n+1,9) n i n i
K" OETKT 0 AT, \ "D e (0
( £UP> épp £p9 épﬂ AP, - RP
( Kue)T K@p Kee K@w AO, = R?
o0 (&) KT AL, R

4.177)

ou les termes de la matrice tangente sont tels que :

K = / [—BjBig (Ti + Péiq) 0s5] Q2.
Qe
- N 2 2 2 .
—|—/ anqu |:Tsj5qi + qu5si — gTSq(;ij - gTij(Ssj' + §tT<T)5Sq(SZ‘j dQe (4178)
Qe

22 [ By (D5,)" B

K — /Q e ; N? (Boj#2 + BuyDBydw) do. (4.179)
Kins = . NP B0 (4.180)
Ko — /Q e ENﬁ (7 + ouDyy;;) Bm} 2, (4.181)
Ko = — /Q 5 NPNPdQ, — /Q 5 %}LzZNf.er@dQe (4.182)
K} = o NN (tr () + 655 Dijiidia) d (4.183)
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o Ch2 T 0
Kr‘in = TeZNnZNT dQe (4184)
Qe

Qo
KPP = — / NPNPAQ, (4.186)
Qe
KPP = — / 7.V N,.VY N*dS, (4.187)
Qe _
KPh = / 7.NJe; VN?dQ, (4.188)
K[P = / 7.NPe; Y NTdS), (4.189)
Qe -
K™ = — / 7.6,V NTe , VY N* dQ). (4.190)
Qe - -

Remarquons que la matrice du systeéme n’est pas symétrique. Cependant, suite a des tests
numériques que nous avons menés, dont notamment ceux présentés dans le chapitre suivant,
il s’est avéré que la prise en compte de la trace de la contrainte liée aux déplacements des
petites échelles (tr (i)) dans 1’équation d’équilibre selon ¢ n’a que peu d’influence sur les
résultats, de sorte qu’elle peut étre négligée. L’expression (4.167) s’en trouve ainsi modifiée,

de méme que les termes K Op et K 07 et 1a matrice tangente est alors symétrique.

4.4 Conclusions

Différentes méthodes numériques pour gérer I’incompressibilité ont été présentées. Notre
choix s’est porté sur la méthode des éléments finis mixtes, tres utilisée dans la littérature, car
robuste et générique. Une formulation mixte a deux champs a été considérée, ainsi qu’une
formulation mixte a trois champs, plus générique. Afin de palier aux problemes de stabilité, la
méthode du mini-élément, ainsi que la méthode OSGS ont été choisies pour leur efficacité et
leur généricité. Le prochain chapitre est consacré a la validation et comparaison des différents
éléments développés, ainsi qu’a 1’étude de la constante du parametre de stabilisation de la
méthode OSGS.
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Chapitre 5

Validation et comparaison des différents
¢léments développés

Sommaire
5.1 Intégration du modele de grandes déformations a la formulation mixte
atroischamps . . . . .. .. .. it et e e e 99
52 Castests . . . . it ittt e e e e e e e 101
5.2.1 MembranedeCook . . . . . ... ... ... ... ... ... ... 101
5.2.2 Cube élasto-plastique comprimé . . . . . ... .. ... ...... 108
5.2.3  Sphere élasto-plastique sous pression . . . . ... ... L. 115
5.3 Applications industrielles . . . .. ... ... ... e 120
5.3.1 Estimation de la durée de vie en fluage de I’organe d’admission
pour une centrale thermique . . . . . ... ... ... ....... 120
5.3.2  FEtude de la pose d’un bouchon de tube générateur de vapeur . . . . 130
54 Conclusions. . . . . ... i it ittt e e e e 144
Bibliographie . . . . . . . . . . i e e e e e e e e e e e e 145

Nous avons implémenté la formulation mixte a trois champs et deux champs présentées
dans le chapitre précédent dans Code_Aster, de méme que la méthode OSGS et le
mini-élément, dans le cadre d’une formulation a deux champs et a trois champs. Ceci a été fait
en 2D, 3D et en axisymétrique, avec tous types d’éléments (quadrangles, triangles, hexaedres,
tétraedres, pentaedres...), excepté pour le mini-élément qui ne fonctionne qu’avec des triangles
et tétracdres, comme explicité précédemment.

Pour valider la robustesse et la qualité des résultats produits grace aux éléments finis mis en
place dans ce travail, nous considererons des exemples impliquant des lois de comportement
(thermo)-€lastoplastiques courantes et des non-linéarités de type grandes déformations, puis
également du contact. En premier lieu, seront considérés trois cas tests qui présentent chacun
des intéréts différents que nous rappellerons : celui de la membrane de Cook, d’un cube
compressé, et d’une sphere sous pression. Enfin nous validerons les différents éléments sur

deux cas industriels d’EDF. Pour rappel, dans ce qui suit, "P1" désignera une interpolation
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TABLE 5.1 — Eléments développés dans ce travail

Variables P1 P2 Stabilisation Elément
u X
P X P2/P1
u X
P X P2/P2
u X
P X X Mini-élément P1+/P1
u X
P X x OSGS P1/P1 OSGS
u X
D X P2/P1/P1
0 X
u X
D X P2/P2/P1
0 X
u X
D X X Mini-élément P1+/P1/P1
0 X
u X
P X x OSGS P1/P1/P1 OSGS
0 X

linéaire de la variable concernée, et "P2" une interpolation quadratique. La Table 5.1 résume
I’ensemble des éléments que nous avons développés ainsi que leur appellation. Notons que
les calculs ont été lancés depuis un ordinateur en 64 bits INTEL et que nous avons utilisé un
solveur direct de type multifrontal de Code_Aster [Code_Aster(2010)].
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5.1 Intégration du modele de grandes déformations a la
formulation mixte a trois champs

Nous nous proposons de présenter la démarche suivie pour étendre le modele de grandes
déformations de Miehe et al. (présenté dans le chapitre 3) a la formulation mixte a trois
champs (présentée dans le chapitre 4). L’extension a la formulation mixte a deux champs
et aux méthodes de stabilisation se fait de facon similaire.

On consideére un incrément de temps |[t,,,t,.1], et on suppose que toutes les variables sont
connues a t,. Pour la teme itération d’équilibre de I’algorithme de Newton- Raphson, les
champs u™, p(™9 et 99 et leurs incréments Au™?, Ap™ et AG(™ sont ainsi connus.

)

Le gradient de déformation g(”’i) et le gradient de déformation enrichi E(n’l peuvent étre

facilement calculés (relation (4.22)) :

) 1/3

(n,i) _ (n,i) Bni) [ ETPTTTT) (n.,i)

E) =14V, (), F ( o] £ 5.1
avec J (™" le jacobien de la transformation a I’itération 1.

De plus, a partir de I'incrément de déplacement Au(™", I’incrément de gradient de
déformation Ag(”’i) peut étre calculé, ce qui permet d’en déduire I’incrément du gradient

de déformation enrichi Az(n’i) :

. . ~(n.ji 1 . ; ~(n,
AE(n,Z) =V, (Au(n,z)) ’ AE( ) _ <§A@(n,z)£+ Aé(n,z)D) £( ) (5.2)

avec Aé("’i) = A££’1.
A partir du gradient de déformation enrichi, un tenseur des déformations logarithmiques
)

enrichi E(n’l est calculé (comme dans (3.51)) ce qui correspond a 1’étape de pré-traitement

géométrique (cf. Section 3.3.4)

= (n, 1 = (n,i
E™ = 2 (¢™) (5.3)

~(n,3 , . . .ol N N
avec C ' le tenseur des déformations de Cauchy-Green droit enrichi. De la méme maniere,

son incrément AE () peut étre calculé a partir de AE(M),

(n%)

Le tenseur des contraintes conjugé Z " est défini comme dans la relation 3.61

N )
7y = g (P 1) (5.4)

avec
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)

JleSE

(5.5)

n,3)

(~ _1)(7%2‘) )
P') =2
=L P

La loi de comportement, avec une structure similaire a celle du cadre des petites déformations,

I

est ensuite appelée pour obtenir, comme dans (3.63), le tenseur des contraintes enrichi a £, 1,

k ' (n+1,i)
z(nﬂ’l) et le module tangent élasto-plastique associé (@€p> qui est tel que :

. (n+1,7) .
Z(nJrl,i) — (EEP) :E(n+1,i) (56)

Pour cela, il faut fournir a la loi de comportement le tenseur des déformations logarithmiques
. () )

enrichi £/

tenseur des contraintes enrichi z

dans la Section 3.3.4.

, son incrément Ag(m , sa partie plastique ED(W), des variables internes, et le

(m). Cela correspond a la seconde étape du modele, décrite

Vient ensuite 1’étape de post-traitement géométrique (Section 3.3.4) au cours de laquelle le

. . . .. (L
second tenseur des déformations de Piola-Kirchhoff enrichi §(H+ ¥
n+1,7)

et le module tangent

o\ (
oS
associé <£ sont obtenus grace aux transformations géométriques (3.65) et (3.67).

Ces grandeu_rs sont ensuite respectivement injectées dans les équations d’équilibre (4.37a,
4.37b, 4.37c) de sorte que les résidus et la matrice tangente peuvent ensuite €tre calculés a la
(7 + 1)eme itération d’équilibre du (n + 1)ieme pas de temps. Le systeme tangent (4.50) peut
alors étre résolu afin d’obtenir (AU, AP, A@)" 1)

Conformément a la méthode de Newton-Raphson, les variables sont ensuite actualisées

(U, P,0)" ™) — (U, P,o)" ™) 4 (AU, AP, A@)T 1+ (5.7)

T(n+1,i
(19 sont suffisamment

La convergence est ensuite vérifiée; si les résidus (R“, RP, Re)
. Li+1 < c ) P
petits, (U, P,0)" ™) sont posés comme étant (U, P,0)™ ™). Sinon, des itérations
supplémentaires sont nécessaires jusqu’a ce que le critere de convergence soit vérifié. Un

bref résumé de 1’algorithme est présenté dans la Table 5.2.
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TABLE 5.2 — Algorithme de résolution
Pas de temps n + 1:
Initialisation de I'itération i = 0 — (U, P,0)" ™% = (U, P,0)™
Pour la seme itération :
- Pré-traitement géométrique :
Calcul de E(n’z) et AE(M) et obtention de E(n’l) et Ag(m)

- Appel a la loi de comportement avec une structure similaire au cadre
n+1,7)

des petites déformations pour obtenir : T +1%) et (Eep)(
- Post-traitement géométrique :

= (TL+1,7,)
(el 0S
Obtention de S (nt1.) et | =
oC

- Calcul de la matrice tangente et des résidus et résolution du systeme :
Kue o up prud (n+1,9) AU (n+1,i+1) R (n+1,3)
Epu Epp Ep(? AP _ RP
Eeu ?91) ?99 AO R9

Actualisation des variables :

(U, P, @)(n+1,z’+1) = (U, P)@)(n+l,i) + (AU, AP, A@)(n+1,i+l)
Vérification de la convergence

Si convergence, on pose : (U, P,©)") = (U, p, @)+
Si pas de convergence : nouvelle itération ¢ <— ¢ 4 1

5.2 Cas tests

5.2.1 Membrane de Cook

Il s’agit d’un cas test tres utilisé dans la littérature que ce soit en petites ou grandes
déformations [Elguedj et al.(2008), Kasper et Taylor(2000), Ramesh et Maniatty(2005)].
Son extension aux grandes déformations a été proposée par Simo et Armero
[Simo et Armero(1992)] et a été reprise par d’autres auteurs tels Mathisen
[Magne et al.(2011)]. 11 s’agit d’une membrane, qui est encastrée d’un coté, et sur
laquelle on exerce une traction de f = 0,3125N/mm? au niveau d’un sommet du coté
opposé. La géométrie et les conditions aux limites sont représentées dans la Figure 5.1.

On considere un modele de plasticité J2 comme dans [Magne et al.(2011)]. La partie plastique
est régie par un écrouissage isotrope non-linéaire, avec une regle d’écoulement plastique basée
sur le critere de Von Mises, de sorte que la limite d’élasticité oy s’exprime en fonction de la

déformation plastique équivalente e,, en traction uniaxiale sous la forme :

2
o, = 0.715 — 0.265exp(—16.93¢,) + \/;0.129246,, (5.8)
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| L.

FIGURE 5.1 — Géométrie et conditions aux limites de la membrane de Cook

Les parametres du matériau sont ceux considérés par Simo et Armero, de sorte que le module
de compressibilité vaut x = 164, 21 M Pa et le module de cisaillement . = 80, 1938 M Pa. La
quantité qu’il est intéressant d’observer est le déplacement vertical du coin supérieur droit de
la plaque (point A de la Figure 5.1). Sa convergence vers une limite asymptotique en fonction
du nombre d’éléments par coté (Figure 5.2) pour des maillages structurés, est souvent utilisée

comme critere de performance.

AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAYAY
ASAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAY
ASAYAYAYAVAYAVAVAVAVAVAVAVAVAVAYAN

NN

FIGURE 5.2 — Maillage structuré de 30 éléments par cOté
La Figure 5.3 représente le déplacement du point A selon I’axe y en fonction du nombre
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d’éléments par coté pour les différents éléments éléments implémentés : les éléments P1, P2,
P1/P1/P1 stabilisé avec la méthode OSGS, P1+/P1/P1, P2/P1/P1, P2/P2/P1, mais également
les éléments issus de la formulation mixte a deux champs, a savoir I’élément P1/P1 stabilisé
par la méthode OSGS, I’élément P1+/P1 et P2/P1. La Figure 5.4 représente quant a elle le

déplacement du point A selon I’axe y en fonction du nombre de degrés de liberté.

GO P2/P2/P1
GO—£1 P2/P1/P1 —
+— P2/P1
LA P2 ]
*— Pl
P1+/P1/P1
P1+/P1 -
51 P1/P1/P1 OSGS
P1/P1 OSGS ]

Déplacement selon 1’axe y (mm)

O l;}' | | | | | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30
Nombre d’éléments par coté

FIGURE 5.3 — Déplacements selon I’axe y en fonction du nombre d’éléments par coté pour la
membrane de Cook

Ainsi la Figure 5.3 montre que comme on peut s’y attendre, I’élément P1 souffre d’un
phénomene de verrouillage sévere, méme pour des maillages fins et donc, ne converge pas. Les
résultats obtenus avec les éléments P2 et P2/P2/P1 sont trés proches ; ils sont moins mauvais
pour un maillage grossier que le P1, mais moins bons que ceux obtenus avec le P2/P1/P1
ou P2/P1, qui ont la meilleure convergence. Les résultats obtenus avec le P14+/P1, P1+/P1/P1
sont similaires et d’une qualité moindre par rapport aux éléments quadratiques : étant donné
qu’a nombre d’éléments égal on a moins de degrés de liberté avec un élément linéaire que
quadratique, cela se ressent sur la qualité des résultats pour des maillages grossiers. Il en

est de méme pour les éléments P1/P1/P1 et P1/P1 stabilisés avec la méthode OSGS pour
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51 P2/P1/P1
3 +—+ P2/P1 —
LA P2
*—* P1 T
P1+/P1/P1
P1+/P1
O—+1 P1/P1/P1 OSGS | 4
P1/P1 OSGS

Déplacement selon I’axe y (mm)

;'l] 1 | 1 | 1 | 1
500 1000 1500
Nombre de degres de liberte

FIGURE 5.4 — Déplacements selon 1’axe y en fonction du nombre de degrés de liberté pour la
membrane de Cook

des maillages grossiers. Pour des maillages fins cependant, les valeurs obtenues avec ces
éléments-la sont similaires a celles obtenues avec les €léments P2/P1/P1 et P2/P1. Notons
également que pour ce cas, les éléments issus de la formulation mixte a trois champs et deux
champs donnent les mémes résultats. Ainsi sur ce cas, la méthode OSGS donne des valeurs
sur le déplacement plus proches de ceux obtenus avec les éléments intrinsequement stables
que le mini-élément pour des maillages fins. D apres la Figure 5.3, on constate que toutes les
valeurs tendent vers 6, 8mm. Nous proposons donc de prendre cette valeur comme référence
et de comparer I’erreur relative obtenue avec chacun des éléments, en fonction du nombre de

degrés de liberté.
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FIGURE 5.5 — Erreur relative en déplacements en fonction du nombre de degrés de liberté
pour la membrane de Cook

La Figure 5.5 montre qu’a nombre de degrés de liberté¢ de maillage égal, Mini-élément et

méthode OSGS donnent une erreur trés proche avec une différence allant jusqu’a 5% au plus.
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Temps de calcul
Le Table 5.3 contient les temps de calcul, le nombre d’itérations, et I’erreur relative pour

le maillage le plus dense contenant 1800 éléments.

TABLE 5.3 — Temps CPU pour les différents éléments avec un maillage de 1800 éléments pour
la membrane de Cook

Elément Nombre de Temps Nombre erreur
degrés de liberté CPU (s) d’itérations de relative (%)
Newton

P2/P1/P1 9364 76,75 86 0,186
P2/P1 8403 68,78 85 0,22
P1+/P1/P1 3844 17,5 44 1,4
P1+/P1 2883 16,02 45 1,37
P1/P1/P1 OSGS 5766 55,76 67 0,27
P1/P1 OSGS 4805 35,03 48 0,27

Ainsi la Table 5.3 montre que 1’élément P1+/P1 permet de gagner en temps de calcul
par rapport a I’élément P2/P1, de méme que I’élément P1+/P1/P1 par rapport a 1’élément
P2/P1/P1. Sur ce cas, les éléments P1/P1 OSGS et P1/P1/P1 OSGS sont moins coliteux que
les éléments P2/P1/P1 et P2/P1. Cependant, il faut noter que pour atteindre une erreur donnée,
les éléments quadratiques nécessitent un maillage plus grossier que les éléments linéaires.
Ainsi, le gain en terme de temps CPU dii au choix d’éléments linéaires ou quadratiques ne
peut étre tranché dans ce cas.

Afin d’avoir une idée plus précise du lien entre entre qualité et temps de calcul des différents
éléments, nous choisissons de représenter sur la Figure 5.6 1’erreur relative en déplacements

en fonction du temps CPU pour le maillage de 1800 éléments.
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FIGURE 5.6 — Erreur relative en déplacements en fonction du temps CPU pour la membrane
de Cook

La Figure 5.6 montre que malgré le temps de calcul plus faible avec les éléments P1+/P1
et P1+/P1/P1, I’erreur obtenue est plus importante qu’avec les éléments P1/P1 OSGS et
P1/P1/P1 OSGS, dont la valeur est tres proche de celle obtenue avec les éléments P2/P1
et P2/P1/P1. 1l est cependant important de noter que les temps CPU sont donnés a titre
indicatif, mais évidemment une étude plus poussée de cette efficience doit se faire a travers un
benchmark dédi€. Ici la qualité des résultats est notre principal intérét, avant toute optimisation
des temps de calculs ou la méthode de résolution autant que les criteres de convergence choisis

vont influer sur les temps CPU.
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5.2.2 Cube élasto-plastique comprimé

On consideére un cube soumis a une pression de 1000Pa sur le plan {z = 10}, comme
montré sur la Figure 5.7. Afin de réduire les temps de calcul, seul un quart du cube est
modélisé, le reste étant généré grace aux conditions de symétrie :

-surleplan {z =0} dz =0

-surle plan {z =0} dz =0

- sur le plan {y = 0}, dy = 0.

10mm|

FIGURE 5.7 — Géométrie du cube

Le cube est constitué d’un matériau élastoplastique, avec un coefficient d’écrouissage isotrope
de e 2000. L’écoulement plastique est associé au critere de Von Mises avec une limite
d’élasticité de oy = 150M Pa. Le module d’Young vaut £ = 200G Pa, et le coefficient de
Poisson, v = 0, 3. Il s’agit d’un cas intéressant car il permet de bien visualiser les problemes
d’oscillations liés a I’incompressibilité, avec des grandes déformations plastiques atteignant
une amplitude de 30%. On considére un maillage de 9433 tétraedres (Figure 5.8).

FIGURE 5.8 — Maillage de 9433 tétracdres

La répartition de la trace de la contrainte aux points de Gauss est représentée pour I’élément
P1, P2 et P1/P1/P1 stabilisé OSGS sur la Figure 5.9, pour I’élément P1/P1 stabilis¢ OSGS,
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P1+/P1/P1 et P1+/P1 sur la Figure 5.10, et enfin pour 1I’élément P2/P1, P2/P1/P1 et P2/P2/P1
sur la Figure 5.11.

I565.351

-386.074

-1337.50

-2288.92

-3240.35

(a) (b) ©

FIGURE 5.9 — Répartition de la trace de la contrainte aux points de Gauss pour le cube avec
I’élément (a) P1 (b) P2 (c) P1/P1/P1 avec OSGS

I 565.351

-386.074

-1337.50

-2288.92

-3240.35

(a) (b) (©)

FIGURE 5.10 — Répartition de la trace de la contrainte aux points de Gauss pour le cube avec
I’élément (a) P1/P1 avec OSGS (b) P1+/P1/P1 (c) P1+/P1

Ainsi, on voit apparaitre des oscillations avec les éléments issus de la formulation éléments
finis basée sur les déplacements uniquement. En effet, on observe d’importantes oscillations
avec les éléments linéaires P1 (Figure 5.9(a)). Avec les éléments quadratiques P2 (Figure
5.9(b)), on observe également des oscillations, un peu moins importantes, en particulier au
niveau de la zone ou la pression est exercée. La répartition de la trace de la contrainte est
plus réguliere avec les éléments issus de la formulation mixte a deux ou trois champs que les

éléments soient linéaires stabilis€s ou non.
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FIGURE 5.11 — Répartition de la trace de la contrainte aux points de Gauss pour le cube avec
I’élément (a) P2/P1 (b) P2/P1/P1 (c) P2/P2/P1

Nous nous proposons maintenant de montrer I’importance du choix des ordres d’interpolation
pour la formulation mixte a trois champs; pour cela on considere 1’élément P2/P2/P1
(quadratique en déplacements et pression et linéaire en gonflement), et I’élément P2/P1/P1
(quadratique en déplacements et linéaire en gonflement et pression). Lorsque I’on compare
la répartition de la trace de la contrainte obtenue pour ces deux éléments (Figure 5.11(b)
et 5.11(c)), on voit qu’elle est réguliere et similaire avec les deux types d’éléments.
Cependant, si ’on compare les valeurs du multiplicateur de Lagrange p obtenues avec
ces deux éléments, comme cela est fait sur la Figure 5.12, on voit clairement que les
valeurs obtenues pour I’élément P2/P2/P1 sont aberrantes, et que la répartition obtenue
avec 1’élément P2/P1/P1 est réguliere. Afin d’expliquer cela, considérons les éléments issus
de la formulation a deux champs associés a ces éléments-1a. Pour 1’élément P2/P2/P1, il
s’agit de I’élément P2/P2 (quadratique en déplacements et en pression) qui ne vérifie pas
la condition LBB [Brezzi et Fortin(1991)], d’ou I’apparition d’oscillations et les valeurs
obtenues. Pour I’élément P2/P1/P1, I’élément associé est le P2/P1, qui lui est stable. Ainsi,
on voit I’importance de vérifier la condition LBB pour des éléments issus de la formulation a

trois champs.
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FIGURE 5.12 — Répartition du multiplicateur de Lagrange p aux noeuds pour le cube avec
I’élément (a) P2/P1/P1 (b) P2/P2/P1

Nous nous proposons maintenant de représenter le déplacement selon I’axe z du point de
coordonnées (0,0, 10) en fonction du nombre de degrés de liberté pour I’élément P2/P1/P1,
P2/P1, P14/P1, P1+/P1/P1, et P1/P1/P1 et P1/P1 stabilisés avec la méthode OSGS.

'? G—© P2/P1/P1 7
+—+ P2/P1
-0,19 — &—< P1+/P1 ]
A—A P1+/P1/P1
4—£1 P1/P1/P1 OSGS
i v—v P1/P1 OSGS b

-0,2

-0,21

Deplacement selon I’axe Z (mm)

-0,22

| | | | |
1000 3000 5000 7000 9000 11000
Nombre de degres de liberte

FIGURE 5.13 — Déplacement du point de coordonnées (0,0, 10) en fonction du nombre de
degrés de liberté pour le cube
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Ainsi, on peut voir que comme on peut s’y attendre, plus le nombre de degrés de liberté est
important, plus les résultats obtenus avec les éléments stabilisés (mini-élément ou OSGS) sont
proches de ceux obtenus avec le P2/P1/P1 ou P2/P1 que I’on peut considérer comme référence.
De plus pour un faible nombre de degrés de liberté, le mini-élément donne des résultats
légerement plus proches de ceux obtenus avec I’élément stable que la méthode OSGS. A partir
d’environ 12000 degrés de liberté, les deux méthodes de stabilisation donnent des valeurs tres
proches (avec une différence de 1’ordre de 1%). Ainsi, sur ce cas, les éléments stabilisés (par
la méthode OSGS ou mini-élément) donnent des résultats trés proches de ceux obtenus avec
les éléments P2/P1/P1 et P2/P1.

D’apres la Figure 5.13, la valeur du déplacement selon I’axe z du point de coordonnées
(0,0,10) tend vers une valeur de —0, 22mm. Nous nous proposons donc de prendre cette
valeur comme référence, et de comparer la différence relative des résultats obtenus avec les
différents éléments sur la Figure 5.14.

B 1 ' | ]

GC—© P2/P1/P1

15 +—+ P2/P1 |
P1+/P1

A-A P1+/P1/PL
P1/PL/P1 OSGS

v—v P1/P1 OSGS N

10 —

Erreur relative (%)

¢ I o
1000 3000 5000 7000
Nombre de degres de liberte

FIGURE 5.14 — Erreur relative du déplacement du point de coordonnées (0, 0, 10) en fonction
du nombre de degrés de liberté pour le cube
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Les résultats obtenus sur la Figure 5.14 confirment ce qui a été observé sur la Figure 5.13. On
peut voir que sur ce cas, la différence observée entre les éléments stabilisés par la méthode
OSGS et par le Mini-élément n’est que de ’ordre de 1% pour des maillages de quelques
milliers de degrés de liberté, comme on peut le vérifier dans la Table 5.4 ou sont reportés les
temps de calcul par itération de Newton, et I’erreur relative pour le maillage le plus dense
contenant 6998 éléments. Nous nous proposons ci-dessous de comparer les performances des

différents éléments testés. Notons la encore que ces temps sont donnés a titre indicatif.

Temps de calcul

TABLE 5.4 — Temps CPU pour les différents éléments avec un maillage de 6998 éléments pour
le cube

Elément Nombre de Temps Nombre Erreur
degrés de liberté CPU (s) d’itérations de relative (%)
Newton

P2/P1/P1 37717 1692,24 89 0,1
P2/P1 35999 2568,13 158 0,1
P1+/P1/P1 8590 180,89 79 1,9
P1+/P1 6872 136,06 79 1,9
P1/P1/P1 OSGS 13744 451,78 81 1,7
P1/P1 OSGS 12026 407,22 82 1,7

D’apres la Table 5.4, on constate tout d’abord que pour ce cas, I’élément P2/P1 nécessite deux
fois plus d’itérations de Newton que 1’élément P2/P1/P1 ce qui explique en partie le cofit
de calcul plus important. Le passage a 1’élément P2/P1/P1 résout le probleme. On constate
également que I’élément P1+/P1 permet de gagner en temps de calcul par rapport a I’é1ément
P2/P1, de méme que I’élément P1+/P1/P1 dont le temps de calcul est plus faible que le
P2/P1/P1. 1l peut donc sembler intéressant d’étudier cet élément et de tester ses performances
plus en détails. Sur ce cas, les éléments P1/P1 OSGS et P1/P1/P1 OSGS sont moins cofiteux
que les éléments P2/P1/P1 et P2/P1. Notons enfin que pour les éléments stabilisés, I’ajout du
degré de liberté supplémentaire (gonflement) n’engendre pas un surcout de temps de calcul
treés important.

Afin d’avoir une idée plus précise du lien entre la qualité et le colit de calcul pour chacun des
éléments, nous nous proposons de représenter 1’erreur relative en déplacement en fonction
du temps CPU. Ainsi, la Figure 5.15 montre que I’erreur la plus petite est obtenue avec les
éléments P2/P1/P1 et P2/P1 qui sont les plus chers en temps de calcul. La différence entre
I’erreur obtenue avec les éléments stabilisés par 1a méthode OSGS et par le mini-élément est

faible (moins de 1%). Ainsi, sur ce cas ol les déformations plastiques sont de 1’ordre de 30%,
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on peut penser que le mini-élément apporte un rapport qualité/temps de calcul un peu plus
intéressant que la méthode OSGS.

9 x P1+/P1
by P1+/P1/P1
E X P1/P1/P1 OSGS
= P1/P1 OSGS
° 15—
B 125
M
1 I
0.75 —
0.5+
025 F P2/P1/P1 P2/P1
E | | | | X | | X
200 600 1000 1400 1800 2200
Temps CPU (s)

FIGURE 5.15 — Erreur relative en déplacement en fonction du temps CPU pour le cube

Influence du choix de la constante dans la méthode OSGS

Nous avons vu que le parametre de stabilisation intervenant dans la méthode OSGS est de

la forme :

2

T = % 5.9
avec c une constante a déterminer d’apres la littérature. Le choix de cette constante peut influer
sur la qualité des résultats. En effet, si I’on considere une constante valant ¢ = 100 ou ¢ = 10
par exemple, la répartition de la trace de la contrainte aux points de Gauss est tres différente

de celle obtenue avec une constante valant ¢ = 0,01 qui correspond a la valeur choisie pour
les Figures 5.10(a) et 5.9(c).
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FIGURE 5.16 — Répartition de la trace de la contrainte aux points de Gauss pour le cube avec
(a) ¢=0,001 (b) c=10 (c) c=100

Nous avons tenté de nous faire une premiere idée de la valeur de la constante a choisir, a travers
ce cas. Nous avons pour cela fait varier les parametres du matériau, a savoir le coefficient de
Poisson et le module de Young. Nous avons fixé le module de Young et fait varier le coefficient
de Poisson et inversement. Nous avons alors comparé les valeurs de pression aux points de
Gauss obtenues avec la méthode OSGS et une constante allant de 0,01 a 10* et celles obtenues
avec des éléments P2/P1, pris comme valeur de référence ici. Il s’est avéré que la valeur du
coefficient de Poisson n’a pas d’influence sur le choix de la constante a faire. En revanche,
pour un module de Young valant 200G Pa, un bon choix de constante esttel que 0, 1 < ¢ < 10,
dans le sens ou I’on n’observe pas d’oscillations pour une constante prise dans cet intervalle.
Pour un module de Young de 2000G Pa il s’est avéré qu’un bon choix semble étre tel que
1 < ¢ < 100. Ainsi, on peut penser qu’il peut exister une relation de proportionnalité entre
le module de Young et la constante a choisir. Il semblerait qu’un choix judicieux serait celui

c — . . .
pour lequel on a : — = 10~%. Nous nous proposons de valider ce choix avec le cas test suivant

qui a I’avantage d’avoir une solution analytique.

5.2.3 Sphere élasto-plastique sous pression

On considere une sphere de rayon interne r; = 0, 2mm et de rayon externe r. = 1lmm,
soumise a une pression interne de 1M Pa. Afin de réduire les temps de calcul, seul un quart
de la sphere est modélisé, en axisymétrique (Figure 5.17). Le matériau est élastoplastique,
parfaitement plastique, et I’écoulement plastique est associé au critere de Von Mises avec une
limite d’élasticité de oy = 150M Pa. Le module d’Young vaut £ = 200G P, et le coefficient
de Poisson, v = 0, 3. L’intérét de ce cas est que 1’on dispose d’une solution analytique pour

le cas ou la sphere a entierement plastifié [Code_Aster(2013b)].
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FIGURE 5.17 — Géométrie et conditions aux limites de la sphere

Dans ce cas, une expression analytique de la pression hydrostatique peut étre obtenue. En

effet, le rayon extérieur déformé s’écrit :

Oy 1 2
od =To — =+ = 5.10
Tod 7‘e><;p[3 <2#+3’f)} (5.10)
avec x le module de compressibilité et ;4 le module de cisaillement.

On peut montrer que dans ce cas, le changement de volume peut s’exprimer ainsi :

J(r)z%—yﬂ—\/l—f—yln (L> (5.11)

3K K Tod

avec 7 la distance au centre dans la configuration déformée et que la trace de la contrainte
s’écrit :

tr(o)(r) = 3kJ(r) (5.12)
Notons que I’amplitude des déformations plastiques atteint 11%. La norme L2 de I’erreur
en pression hydrostatique est calculée pour plusieurs maillages de triangles structurés avec
différents nombre d’éléments. Le maillage le plus grossier a 5 éléments par coté. Ce maillage
a été raffiné en doublant successivement le nombre d’éléments par coté, de sorte a obtenir

un maillage de 10 éléments par c6té (soit S0 éléments), et ce jusqu’a obtenir un maillage de
12800 éléments.
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Nous nous proposons de considérer ce cas afin d’étudier 1’'influence de la valeur de la
constante intervenant dans le parametre de stabilisation de la méthode OSGS. La convergence
de la solution est ainsi étudiée pour une constante allant de 0,001 a 100. Notons que ce cas
a été trait€ dans le cadre de la formulation mixte a deux champs afin de gagner en temps de
calcul, les résultats obtenus pour ce cas étant les mémes que ce soit avec la formulation a trois

ou deux champs (cf Figure 5.19).
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FIGURE 5.18 — Norme L2 de I’erreur en pression hydrostatique en fonction du nombre
d’éléments pour la sphere sous pression

On peut voir qu’avec une constante valant 0, 1, ’erreur est la plus petite, et ce quel que soit le
maillage. Pour un maillage tres fin (12800 éléments), I’erreur est quasiment la méme pour une
constante allant de 0, 1 a 1. Pour une valeur de constante ¢ en dehors de cet intervalle, I’erreur
est plus importante, méme sur un maillage fin. On note également que pour une constante
valant 100, le calcul ne converge pas pour un maillage comportant 12800 éléments. Ainsi,
considérer une constante telle que - 10~* comme proposé ci-dessous, donc ici 1, semble

étre cohérent.
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La Figure 5.19 montre la convergence pour la pression hydrostatique obtenue pour les
éléments P2/P1, P2/P1/P1, ainsi que P14/P1, P1/P1 OSGS, P1+/P1/P1 et P1/P1/P1 OSGS.

- — P1+/P1/P1
30 - P1+/P1 N
P1/P1 OSGS
— P1/P1/P1 OSGS

— P2/PI
P2/P1/P1

0,5

Norme L2 de I’erreur

0,05

0,01 — -

! ! I I I I
1000 3000 6000 11000
Nombre de degres de liberte

FIGURE 5.19 — Norme L2 de I’erreur en pression hydrostatique en fonction du nombre de
degrés de liberté pour la sphere

On peut noter a nouveau que les formulations mixte a trois et deux champs donnent les mémes
résultats pour chaque type d’élément. Avec I’élément P2/P1/P1 ou P2/P1, I’erreur est la plus
petite, et la convergence est linéaire. L’erreur obtenue avec 1’élément P1/P1 (ou P1/P1/P1)
stabilisé par la méthode OSGS est plus petite qu’avec le P1+/P1 (ou P1+/P1/P1), avec un ordre
de convergence de 0, 66 et 0, 63 respectivement. Ainsi la méthode OSGS a une convergence

légerement meilleure que le Mini-élément.

Temps de calcul

La Table 5.5 contient les temps de calcul a titre indicatif ainsi que le nombre d’itérations
de Newton, et I’erreur en pression hydrostatique pour un maillage de 12800 éléments.

Nous constatons que les élément P14/P1 et P1+/P1/P1 nécessitent moins d’itérations de
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TABLE 5.5 — Temps CPU pour les différents éléments avec un maillage de 12800 éléments
pour la sphere

Elément Nombre de Temps Nombre Erreur
degrés de liberté CPU d’itérations de (MPa)

Newton
P2/P1/P1 65608 871,29 123 0,007
P2/P1 59047 698,31 121 0,007
P1+/P1/P1 26568 214,64 80 0,891
P1+/P1 20007 169,49 79 0,893
P1/P1/P1 OSGS 39690 839,93 158 0,295
P1/P1 OSGS 33129 713.,6 156 0,295

Newton que les autres éléments, mais ont une erreur bien plus importante, de quatre fois
supérieure a celle obtenue avec les éléments P1/P1 OSGS et P1/P1/P1 OSGS.

Afin d’avoir une idée plus précise de la qualité des résultats par rapport a leur cofit en temps
de calcul, nous choisissons de représenter la norme de I’erreur L2 en fonction du temps CPU

pour un maillage de 12800 éléments.
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FIGURE 5.20 — Norme L2 de I’erreur en pression hydrostatique en fonction du temps CPU
pour la sphere
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Il apparait clairement sur la Figure 5.20 que les éléments P1+/P1 et P1+/P1/P1 sont certes
moins coliteux en temps de calcul que les autres éléments mais que 1’erreur obtenue est plus
importante. Les éléments P1/P1 OSGS et P1/P1/P1 OSGS nécessitent un temps de calcul
proche de celui des éléments P2/P1 et P2/P1/P1 respectivement, mais comme nous 1’avons dit
précédemment il est possible de diminuer ces temps de calcul. De plus I’erreur obtenue avec
ces éléments est bien plus faible qu’avec le Mini-élément de plus de quatre fois.

Ainsi, sur ces cas, nous avons vu que les éléments P1+/P1 et P1+/P1/P1 donnent des résultats
satisfaisants, avec un temps de calcul moindre. Nous avons également vu que les éléments
P1/P1 OSGS et P1/P1/P1 OSGS donnent des résultats 1égerement meilleurs, mais avec un
temps de calcul plus important, qui pourrait cependant étre réduit. Enfin, pour ces cas tests
ou la déformation plastique, méme si elle atteint plus de 30%, ne dépend pas de la part
hydrostatique de la déformation, les formulations a 3 champs incluant le gonflement comme
variable libre supplémentaire ne produisent pas de résultats notablement différents des mémes
éléments a 2 champs. Nous nous proposons de tester les performances de ces éléments sur des

cas industriels complexes afin de voir si I’on en tire les mémes conclusions.

5.3 Applications industrielles

5.3.1 Estimation de la durée de vie en fluage de ’organe d’admission
pour une centrale thermique

Cette étude a pour contexte 1’estimation de la durée de vie en fluage d’un organe
d’admission pour une centrale thermique en acier 15CDV-9-10, soumis a une pression interne
constante et une température variant entre 475 et 565 degrés Celsius. Cet organe présente une
fissure et afin d’éviter qu’elle se propage, un affouillement est réalisé au niveau de celle-ci.

Il est nécessaire de traiter un tel cas de facon efficace et précise. En effet, les résultats issus
de la simulation numérique de 1’étude d’origine de ce cas devaient permettre de statuer sur le
redémarrage ou non de la tranche 2 du Havre. Or il y a d’importants problemes numériques
liés a I’incompressibilité qui se traduisent par des oscillations sur les valeurs de pression
hydrostatique, au niveau de la zone affouillée. Au niveau de cette zone, les déformations
plastiques atteignent 20%, comme on peut le voir sur la Figure 5.22 ce qui montre que nous

sommes bien en présence de grandes déformations.
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FIGURE 5.22 — Répartition de la déformation logarithmique plastique équivalente obtenue
avec I’élément P2/P1/P1 visualisée aux points de Gauss

Matériaux
Le matériau est élasto-visco-plastique et suit une loi de Lemaitre. Dans le cadre de cette
loi, le tenseur des vitesses viscoplastiques s’exprime sous la forme :
3a”

1\" [/ o \"
b2 (§> (_Al/m> (5.13)

avec o le tenseur des contraintes déviatorique, o°? la contrainte équivalente, A la déformation

1.

visqueuse cumulée, m et n des constantes vérifiant 1 —n < m < 0, et K une constante telle

que e > 0. Pour plus de détails concernant cette loi de comportement, on pourra se référer a
[Boidy(2002), Lemaitre et al.(2009)].
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Dans le cadre de cette étude, les valeurs suivantes sont choisies :

- coefficient n = 5, 9835

e donné en fonction de la température, allant d’une valeur de 1,399.107!° pour une
température de 450°C' a une valeur de 4, 334.10~'° pour une température de 570°C.

R

ng caractéristiques élastiques linéaires dépendent de la température et sont telles que :

- le module de Young s’exprime en fonction de la température 7' : 2, 28.1010 (1 — 001887
1,998.101

- le coefficient de Poisson qui vaut 0, 3 pour une température de 545°C'

- la masse volumique est de 7800kg.m 3

- le coefficient de dilatation thermique, s’exprime en fonction de la température 7' comme :

11.107% + 11,6.1078T, avec une température de référence de 20°C.

Chargement et conditions aux limites

Les conditions aux limites appliquées sur I’organe sont représentées sur la Figure 5.23

£ =292.10°Pa
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FIGURE 5.23 — Conditions aux limites

De plus, on prend en compte la symétrie en imposant DZ = 0 sur le plan {z = 0}
(correspondant au dessous de 1’organe).
On exerce également une pression constante sur la peau interne de la vanne de 3, 75 x 10° Pa.

Pour ce qui est du chargement thermique, on applique un flux nul sur le plan {y = 0}, ainsi
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que des conditions d’échange de température au niveau de la peau intérieure qui subit un
échange thermique avec la vapeur a 565°C' avec un coefficient d’échange de 5, 8W.m2.°C et
un échange thermique de la face externe avec I’air qui est a une température de 20°C' avec un
coefficient d’échange de 1, 67W.m=2.C.

On considere un maillage de 151528 élément de type tétracdre (Figure 5.24).

FIGURE 5.24 — Maillage de 151528

Résultats

Afin de traiter ce probléme avec ce qui existait jusqu’a présent dans Code_Aster, les ingénieurs
d’EDF ont tenté plusieurs stratégies. Ils ont tout d’abord utilisé des éléments sous-intégrés en
déplacements quadratiques, avec le formalisme de grandes déformations de Miehe, Apel et
Lambrecht que nous avons présenté, mais des oscillations apparaissaient toujours au niveau
de la zone affouillée, comme on peut le voir sur la figure 5.25.

IIs ont alors tenté d’utiliser une formulation mixte a trois champs, connue pour étre plus
efficace que les éléments sous-intégrés, en considérant le cadre des petites déformations. En
effet, il n’était alors jusqu’a présent pas possible de faire appel a une formulation mixte a trois
champs dans le cadre des grandes déformations, si ce n’est dans le cadre du modele de Simo
et Miehe, et ce pour un nombre restreint de lois de comportement qui n’inclut pas la loi de
Lemaitre. Mais cela s’est avéré infructueux car considérer le cadre des petites déformations

est une hypothese trop sévere au vu de I’amplitude des déformations plastiques (Figure 5.22).
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FIGURE 5.25 — Repartition de la pression hydrostatique aux points de Gauss avec des éléments
sous-intégrés

Avec les développements que nous avons mis en ceuvre, il est désormais possible de traiter
un tel cas, en utilisant le formalisme de Miehe, Apel et Lambrecht, qui rappelons le fonctionne
pour toutes les lois de comportement développées dans le cadre des petites déformations, dans
le cadre d’une formulation mixte a trois ou deux champs telle que nous 1’avons développée
dans le chapitre précédent.

Les Figures 5.26 et 5.27 représentent la répartition de la pression hydrostatique (un tiers
de la trace de la contrainte) aux points de Gauss au niveau de la zone d’affouillement avec
respectivement des éléments P2/P2/P1 et des éléments P2/P1/P1 issus de notre formulation

mixte a trois champs.

FIGURE 5.26 — Répartition de la pression hydrostatique aux points de Gauss avec I’élément
P2/P2/P1

On peut voir que la répartition est réguliere et qu’il n’y a pas d’oscillations sur les valeurs de

la pression. De plus, les valeurs obtenues avec les deux types d’éléments sont tres proches.
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FIGURE 5.27 — Répartition de la pression hydrostatique aux points de Gauss avec I’élément
P2/P1/P1

Nous nous proposons de voir ce qu’il en est pour les valeurs du multiplicateur de Lagrange
p. Les Figures 5.28 et 5.29 représentent respectivement les valeurs de p avec des éléments
P2/P2/P1 et P2/P1/P1.

P(Pa)
4.99e+11

-le+12

C2e+12

E

-2.99e+12
(b)

FIGURE 5.28 — Répartition du multiplicateur de Lagrange p aux noeuds avec I’élément
P2/P2/P1

Ainsi, avec les éléments P2/P2/P1, on a un phénomene de répartition en damier des valeurs de
p, avec d’importantes oscillations et les valeurs obtenues sont aberrantes. Avec des éléments
P2/P1/P1, la répartition est réguliere, et les valeurs de p coincident bien avec celles de la
pression hydrostatique. Cela confirme bien ce que nous avons observé avec le cas du cube ;
I’élément P2/P1/P1 est stable, ce qui se voit notamment lorsque I’on étudie les valeurs de p.

Nous avons donc choisi de ne restituer que 1’élément P2/P1/P1 dans Code_Aster.
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FIGURE 5.29 — Répartition du multiplicateur de Lagrange p aux noeuds avec 1’élément
P2/P1/P1

La Figure 5.30 représente la répartition de la trace de la contrainte aux points de Gauss avec
I’élément P2/P1.

FIGURE 5.30 — Répartition de la pression hydrostatique aux points de Gauss avec 1’élément
P2/P1

La répartition est réguliere et similaire a celle obtenue avec le P2/P1/P1 ou P2/P2/P1.
Nous nous proposons de voir ce qu’il en est des éléments P1/P1 et P1/P1/P1 stabilisés par la
méthode OSGS (Figure 5.31 et 5.32) et par le Mini-élément (Figure 5.34 et 5.33).
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FIGURE 5.31 — Répartition de la pression hydrostatique aux points de Gauss avec I’élément
P1/P1/P1 stabilisé OSGS
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FIGURE 5.32 — Répartition de la pression hydrostatique aux points de Gauss avec I’élément
P1/P1 stabilisé OSGS

Ainsi, la répartition de la pression hydrostatique avec les éléments P1/P1 et P1/P1/P1 stabilisés
OSGS est régulicre et similaire a celle obtenue avec 1’élément P2/P1/P1 ou P2/P1. Avec
I’élément P1+/P1, la répartition de la trace de la contrainte présente des oscillations, alors
que si I’on considere 1’élément P1+/P1/P1, les oscillations sont moins importantes, mais le
minimum et le maximum des valeurs de la trace de la contrainte sont différents de ceux

obtenus avec les autres éléments.
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FIGURE 5.33 — Répartition de la pression hydrostatique aux points de Gauss avec I’élément
P1+/P1/P1
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FIGURE 5.34 — Répartition de la pression hydrostatique aux points de Gauss avec I’élément
P1+/P1

Afin d’avoir une idée un peu plus précise des variations de la trace de la contrainte pour ces
différents éléments, nous nous proposons de relever les valeurs au niveau des nceuds du grand
axe de la zone ou est réalisé I’affouillement (Figure 5.35).

La trace de la contrainte est représentée pour chaque noeud de la Figure 5.35 en fonction de
la distance au noeud que 1’on considere comme origine, noté O sur la figure. La Figure 5.36

réprésente ceci pour chacun des éléments considérés ci-dessus.
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pour I’affouillement
qui donnent des résultats identiques. Les résultats obtenus avec le P1/P1 et P1/P1/P1 stabilisés

On peut voir que la trace de la contrainte est r



avec la méthode OSGS sont identiques et ont une tendance similaire a celle des éléments
P2/P1/P1 et P2/P1, avec une valeur de la trace de la contrainte plus élevée que celle obtenue
avec les éléments quadratiques. On peut donc raisonnablement penser qu’en raffinant le
maillage, les résultats obtenus avec la méthode OSGS seront similaires a ceux observés avec le
P2/P1 et P2/P1/P1. Les résultats obtenus avec le P1+/P1/P1, P1+/P1 et I’élément sous-intégré
présentent des oscillations, qui sont d’autant plus importantes pour ce dernier, ce qui est
conforme aux représentations obtenues sur les Figures 5.33, 5.34 et 5.25.

Ainsi, nous avons vu que les éléments P2/P1/P1 et P2/P1 permettent de remédier
aux problemes d’oscillations sur les valeurs de pression hydrostatique générés par
I’incompressibilité plastique, contrairement a I’élément sous-intégré. Les éléments P1/P1/P1
et P1/P1 stabilisés par la méthode OSGS permettent également de remédier a ces problemes,
contrairement a ceux stabilisés par le Mini-élément. Cette étude met ainsi en défaut les
éléments P1+/P1/P1 et P1+/P1 .

Temps de calcul

Nous nous proposons de comparer les temps de calcul pour les différents éléments issus de la

formulation a trois champs considérés.

TABLE 5.6 — Temps CPU pour les éléments issus de la formulation a trois champs

Elément Temps CPU
P1/P1/P1 OSGS 8h36
P1+/P1/P1 2h24
P2/P1/P1 18h40

Ainsi, on constate d’apres la Table 5.6 qu’avec le Mini-élément, le temps de calcul est plus de
six fois inférieur a celui du P2/P1/P1, mais les résultats obtenus ne sont pas de qualité. Alors
qu’avec la méthode OSGS, le temps est réduit de plus de moitié et les résultats sont bons. De
plus, en utilisant la résolution itérative du systeme a trois inconnues, avec réactualisation du
gradient de pression projeté comme cela a été proposé plus haut, le gain en temps de calcul
pourrait étre plus important. Ainsi, le P1+/P1/P1 peut étre utilisé pour une premiere évaluation

(évaluation du maillage, de la géométrie, ...), mais pas plus.

5.3.2 Etude de la pose d’un bouchon de tube générateur de vapeur

Afin de remédier aux défauts que certains tubes de générateurs de vapeur des réacteurs
nucléaires peuvent présenter, on peut procéder a la pose de bouchons. Nous nous proposons
de simuler la pose d’un bouchon, d’un diametre interne de 17, 36mm. Il s’agit 1a d’un cas

complexe impliquant plusieurs non-linéarités dont du contact, des lois de comportement
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non-linéaires et des grandes déformations. La pose du bouchon dans le tube se fait a I’aide
d’une noix. La traction de celle-ci permet I’expansion radiale de I’enveloppe interne du
bouchon, de sorte que ses dents exercent une pression de contact sur 1I’enveloppe interne du
tube (Figure 5.37).

noix

bouchon

tube

FIGURE 5.37 — Géométrie en 3D

Afin de gagner en temps de calcul, nous choisissons de considérer une modélisation
axisymétrique (Figure 5.38). Dans Code_Aster, la modélisation axisymétrique doit se faire
autour de I’axe y, il a donc fallu faire une rotation au bouchon de sorte a pouvoir le modéliser

autour de cet axe.

Chargement et conditions aux limites

On impose un déplacement de la noix de 14mm, qui se fait progressivement, a 1’aide
d’une fonction rampe. La noix est bloquée selon I’axe x. Les autres conditions aux limites

sont représentées sur la Figure 5.38.
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FIGURE 5.38 — Géométrie et conditions aux limites

Matériaux

Le bouchon, la noix et le tube sont considérés comme étant des matériaux élastoplastiques,
avec un écoulement plastique associé au critere de Von Mises, un module de Young de
E = 200G Pa et un coefficient de Poisson de v = 0, 3. La noix est considérée comme
parfaitement plastique, avec une limite d’élasticité de oy = 500.10'%°Pa. Le matériau
constituant le bouchon a quant a lui un coefficient d’écrouissage de 1500, et une limite
d’élasticité de oy = 296 M Pa et celui constituant le tube a un coefficient d’écrouissage de
2000 et une limite d’élasticité de oy = 500M Pa.

Gestion du contact

Lorsque deux corps solides sont en contact, un effort est exercé d’un solide sur I’autre,
disparaissant lorsque les corps ne se touchent plus. Le contact est une non-linéarité a part

enticre. En effet, résoudre un probleme de contact, revient en fait a imposer une condition
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aux bords sur certains degrés de liberté de déplacement, et I’effort réciproque qui s’exerce
entre les corps correspond alors a une inconnue supplémentaire qu’il faut trouver. Ainsi, la
condition a imposer aux déplacements, afin d’empécher les interpénétrations, dépend des
déplacements qui vont déterminer en quels points les surfaces entrent en contact, induisant
ainsi une forte non-linéarité. La stratégie de gestion de contact implémentée dans Code_Aster
est une stratégie maitre/esclave. Ces surfaces sont choisies de sorte que faire respecter le
contact revient a empécher les noeuds de la surface esclave de pénétrer dans la surface maitre.
Dans notre cas, il y a deux couples maitre/esclave. Pour ce qui est du contact entre entre la
noix et I’enveloppe interne du bouchon, c’est la noix qui est choisie comme maitre car elle est
rigide. Pour le contact entre 1’enveloppe externe du bouchon et 1’enveloppe interne du tube,
c’est le bouchon qui est choisi comme maitre. Afin de résoudre le probleme, nous choisissons
de considérer une formulation continue, avec la méthode de point fixe comme algorithme de
résolution, car elle est indiquée comme étant la plus robuste dans [Code_Aster(2013a)]. Pour

plus de détails, on pourra se référer a [Kudawoo(2012)].

Résultats

On considere ainsi un maillage de 1943 éléments composé de quadrangles et triangles, et
un maillage de 3883 triangles obtenu en coupant chaque quadrangle du maillage précédant en

deux. En effet, pour rappel, la méthode du Mini-élément ne fonctionne que pour des triangles.
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Nous nous intéressons aux dents du bouchon qui entrent en contact avec le tube. La Figure
5.40 représente la déformée a la fin du calcul. On voit que seules les sept premieres dents se

rapprochent fortement du tube, et ne nous intéressons donc qu’a celles-ci.

dent 1
dent 2
dent 3

dent 4
dent 5
dent 6

dent 7

&

FIGURE 5.40 — Déformée a I’issue du calcul

Il peut étre intéressant d’observer la pression de contact au niveau de chacune des sept dents,
en fonction du déplacement de la noix. Notons que dans Code_Aster, le seul moyen d’avoir
une estimation de la valeur de la pression de contact en grandes déformations est d’observer
la contrainte radiale aux nceuds [Code_Aster(2013a)]. Nous nous proposons d’observer
I’évolution de la contrainte radiale, en fonction du déplacement de la noix, avec I’élément
P2/P1/P1 que I’on peut considérer comme référence c’est celui qui a fourni les meilleurs

résultats dans les cas tests précédents.
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Scénario d’établissement des contacts

D’apres la Figure 5.41, aucune dent n’entre en contact pour un déplacement de la noix
allant jusqu’a 8, 4mm. On peut voir que la sixicme dent se rapproche fortement du tube apres
un déplacement de la noix de 9, 8mm (Figure 5.42(a)). La septieme dent commence quant a
elle a étre poussée vers le tube suite a un déplacement de 11, 2mm (Figure 5.42(b)). D’apres
la Figure 5.42(c), on voit qu’a I’issue du déplacement de 12, 6mm, la sixieme dent est entrée
en contact avec le tube et que la cinquieme dent commence quant a elle a entrer en contact.
Il apparait également, d’apres la Figure 5.42(d), qu’a I’issue du déplacement de 14mm, la
deuxieme dent est trés proche du tube mais n’est pas encore entrée en contact, alors que les
dents trois, cing, six et sept sont en contact avec le tube. La quatrieme dent, quant a elle
commence a entrer en contact avec le tube. Ainsi, la sixieme dent est la premiere a rentrer
en contact avec le tube, suivie par la septieme, troisieme et cinquiecme dent. Ainsi, les deux

premieres dents ne rentrent pas en contact a 1I’issue du déplacement de 14mm de la noix.

SIXX (MPG) SIXX (MPa}
SIXX (MPa
SIXX (MPQ) 48.1617 Ela.zazz E] 2153
1.849 0
E O 70 8
3 : —250 —-400
E 400 3 ]
*?400 ; 2500 —;800
800 —750
f o g E 1200
E Efuoo -1000
Emu -1365.26 -1197.35 -1567.19
1347
. . .,
&Y
7o o< b -2
7x
(a) (b) (©) (d)

FIGURE 5.41 — Contrainte radiale aux nceuds pour un déplacement de la noix de (a) 4, 2mm
(b) 5,6mm (c) Tmm (d) 8, 4mm
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FIGURE 5.42 — Contrainte radiale aux nceuds pour un déplacement de la noix de (a) 9, 8mm

(b) 11, 2mm (¢) 12, 6mm (d) 14mm

Nous nous proposons de tracer la contrainte radiale en fonction du déplacement de la noix
sur chacune des dents, et ce pour les éléments P2/P1/P1 (les valeurs obtenues avec 1’élément

P2/P1 étant les mémes dans ce cas), P1+/P1 et I’élément sous-intégré. Il est important de noter

que les contraintes radiales varient le long des dents, car celles-ci présentent deux bords libres,

comme on peut le voir par exemple sur la Figure 5.43, qui représente la valeur de la contrainte

radiale en chacun des cinq nceuds de la premiere dent, suite a un déplacement de la noix de

14mm.

000060

0.35702
80

-40
0

-40
-57.42714

FIGURE 5.43 — Contrainte radiale aux noeuds pour un déplacement de la noix de 14mm au

niveau de la premiere dent
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Les Figures 5.44 et 5.45 représentent les valeurs de la contrainte radiale aux noeuds en

fonction du déplacement de la noix pour les sept dents, obtenues avec 1I’élément P2/P1/P1.
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FIGURE 5.44 — Contrainte radiale aux noeuds en fonction du déplacement de la noix avec
I’élément P2/P1/P1

Comme cela a été vu, la Figure 5.44 montre qu’aucune dent n’entre en contact pour un
déplacement de la noix inférieur a 10mm. La Figure 5.45 représente la contrainte radiale
pour un déplacement compris entre 10mm et 14mm. On voit bien que la sixieéme dent est la
premiere a entrer en contact avec le tube, pour un déplacement de la noix de 12, 3mm, ce qui
se traduit par une augmentation de la contrainte radiale en compression qui atteint environ
—500M Pa. C’est ensuite la septieme dent qui entre en contact, suivie de la troisiéme dent
pour un déplacement de la noix de 13, 8mm. Apres un déplacement de 0, 1mm de plus, c’est
la cinquieme dent qui entre en contact, suivie de tres pres par la quatrieme dent qui commence,
avec une valeur de la contrainte atteignant —103M Pa, ce qui est faible par rapport aux valeurs
atteintes au niveau des autres dents et montre bien que I’établissement du contact n’en est

qu’au début.
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FIGURE 5.45 — Contrainte radiale aux noeuds en fonction du déplacement de la noix avec
I’élément P2/P1/P1

Performance des éléments

La Figure 5.46 représente les valeurs de la contrainte radiale aux noeuds en fonction du
déplacement de la noix pour les sept dents, obtenues avec respectivement 1’élément P1+/P1 et
I’élément sous-intégré.

Ainsi, on peut voir que ces éléments ne fonctionnent pas tout a fait correctement, en particulier
I’élément P1+/P1. En effet, la Figure 5.46(a) montre que les quatrieme et cinquieme dents
entrent en contact en méme temps, ce qui n’est pas cohérent avec ce qui a été montré
précédemment et les niveaux de contraintes atteints sont différents de ceux observés avec
I’é1ément P2/P1/P1. La Figure 5.46(b) montre quant a elle que le niveau de contrainte atteint
au niveau de la quatrieme dent est plus faible que celui observé avec I’élément P2/P1/P1,
pour un déplacement de la noix de 14mm. Ces différences sont plus facilement visibles
sur 1’évolution des contraintes radiales par dent en fonction du déplacement que nous nous

proposons de représenter pour les quatrieme a septieme dents.
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FIGURE 5.46 — Contrainte radiale aux noeuds en fonction du déplacement de la noix avec

I’élément (a) P1+/P1 (b) sous-intégré
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FIGURE 5.47 — Contrainte radiale aux nceuds en fonction du déplacement de la noix au niveau

de (a) la quatrieme dent (b) la cinquieme dent

Au niveau de la quatrieme dent (Figure 5.47(a)), on constate qu’avec I’élément P1+/P1, il y a
une baisse importante de la valeur de la contrainte radiale pour un déplacement de 13, 8mm,

ce qui n’est pas le cas pour les €léments P2/P1/P1, P2/P1 et I’élément sous-intégré. Avec

I’élément P2/P1/P1 (et P2/P1), la mise en contact a lieu pour un déplacement légerement

plus petit (environ 0,014mm) qu’avec 1’élément sous-intégré et la valeur de la contrainte

radiale atteint respectivement —103M Pa et —61M Pa. Au niveau de la cinquieme dent

(Figure 5.47(b)), on constate d’une part que les valeurs de la contrainte radiale sont négatives

avec I’élément P14/P1, alors qu’elles sont nulles avec les autres éléments, ce qui n’est pas
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FIGURE 5.48 — Contrainte radiale aux nceuds en fonction du déplacement de la noix au niveau
de (a) la sixieme dent (b) la septieme dent

plausible, la dent n’étant pas encore en contact. D’autre part, avec 1’élément P1+/P1 la dent
entre en contact avec le tube pour un déplacement plus petit de 0, 1'mm environ qu’avec les
autres €léments. Enfin, on note que I’élément sous-intégré donne des résultats proches de ceux
obtenus avec les éléments P2/P1/P1 et P2/P1 malgré un léger décalage (la mise en contact a
lieu pour un déplacement légerement plus petit). La Figure 5.48(b) montre que les résultats
obtenus avec les éléments P2/P1/P1 et P2/P1 et I’é1ément sous-intégré sont tres proches et ont
la méme tendance. On voit également que la valeur de la contrainte radiale est négative, et
donc non nulle, avec 1’élément P1+/P1, alors que la dent n’est pas encore en contact avec le
tube. On constate également avec cet élément, une augmentation de la valeur de la contrainte
pour un déplacement de la noix de 13, 8mm, qui n’a pas lieu d’étre.

Nous nous proposons de représenter la contrainte radiale cumulée sur I’ensemble des dents en
fonction du déplacement de la noix, pour les éléments P2/P1, P2/P1/P1, P1+/P1, et I’élément

sous-intégré pour un déplacement compris entre 12mm et 14mm.
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FIGURE 5.49 — Contrainte radiale cumulée en fonction du déplacement de la noix

Conformément a ce qui a été observé plus haut, I’élément sous-intégré donne des résultats
tres proches de ceux obtenus avec les éléments P2/P1/P1 et P2/P1, contrairement a I’élément
P1+/P1, dont la valeur de la contrainte radiale cumulée atteint les —2166M Pa, soit 500M Pa
de plus en intensité que celle obtenue avec les autres éléments.

Ainsi, on peut dire que 1’élément P1+/P1 donne des résultats peu satisfaisants : il ne permet
pas de représenter le processus observé. L’élément sous-intégré qui est quadratique en
déplacements, semble quant a lui donner des résultats satisfaisants, qui sont tres proches de
ceux obtenus avec les éléments P2/P1/P1 et P2/P1. De plus, avec cet élément, le processus

observé est bien représenté.

Trace de la contrainte

Nous nous proposons de voir ce qu’il en est de la trace de la contrainte aux points de Gauss
pour I’élément sous-intégré qui semble donner de bons résultats pour la pression de contact et

I’élément P2/P1/P1 au niveau de la zone encadrée sur la Figure 5.50.
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FIGURE 5.50 — Trace de la contrainte avec I’élément sous-intégré
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FIGURE 5.51 — Trace de la contrainte avec 1’élément sous-intégré

D’apres les Figures 5.51 et 5.52, la répartition de la trace de la contrainte aux points de Gauss
est réguliere avec I’élément P2/P1/P1 alors qu’avec 1’élément sous-intégré, on observe des
oscillations, plus ou moins importantes selon les zones (entourées pour certaines sur la Figure
5.51). Ainsi, I’élément sous-intégré ne semble pas, dans de cas encore, a méme de contourner
les blocages numériques liés a I’incompressibilité plastique. Ainsi, cet élément montre sa

limite et son manque de robustesse.
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FIGURE 5.52 — Trace de la contrainte avec 1’élément P2/P1/P1

Temps de calcul

Nous nous proposons de comparer les temps de calcul pour les différents éléments considérés

ainsi que le nombre d’itérations de Newton dans la Table 5.7.

TABLE 5.7 — Temps CPU pour le bouchon

Elément Nombre de Temps CPU (s) Nombre
degrés de liberté d’itérations de

Newton
P2/P1/P1 20272 22786,28 19286
P2/P1 17923 18364,79 17564
P1+/P1 7945 4699,08 9160
Element 15574 5062,17 8520

sous-intégré

D’apres la Table 5.7, on voit que le Mini-élément et I’élément sous-intégré nécessitent moins
d’itérations de Newton et moins de temps de calcul que les éléments P2/P1 et P2/P1/P1, mais

les résultats obtenus ne sont pas satisfaisants. Sur ce cas, le temps de calcul ne peut étre réduit

sans risquer de compromettre la qualité des résultats.
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Notons que I’utilisation de I’élément P1/P1 ou P1/P1/P1 stabilisé avec la méthode OSGS
mene a une matrice singuliere. Cependant la méthode OSGS a montré sa performance,
notamment sur le cas complexe de 1’affouillement, et sa qualité n’est plus a prouver. On peut
raisonnablement penser que ce probleme de matrice singulicre est 1ié au contact : en effet, la
méthode OSGS a deux champs introduit trois variables (dont le gradient de pression projeté)
et il se pourrait qu’avec en plus le multiplicateur de Lagrange issu du contact, cela pose des
problémes numériques. Faute de temps, nous n’avons pas pu approfondir la question, mais
au vu des performances de cet élément un travail complémentaire doit &tre mené pour rendre

compatible cette méthode de stabilisation et le contact traité par des surfaces continues.

5.4 Conclusions

Nous avons pu vérifier, dans les cas tests comme dans les cas industriels, que pour des
lois de comportement standards la gestion de 1I’'incompressibilité est correctement prise en
compte grace aux formulations développées dans ce travail. Sur les cas académiques, les
éléments P14/P1 et P14+/P1/P1 donnent des résultats satisfaisants avec un faible colt de
calcul. Cependant sur les cas industriels, ces éléments montrent leur limite : ils présentent
des oscillations sur les valeurs de la trace de la contrainte pour le cas de I’affouillement et
ne permettent pas de représenter le processus observé pour le cas du bouchon. Les éléments
P1/P1 et P1/P1/P1 stabilisés par la méthode OSGS ont quant a eux montré leur qualité : les
résultats observés sont comparables a ceux obtenus avec les éléments intrinsequement stables
(P2/P1 et P2/P1/P1) notamment sur le cas de 1’affouillement. Cependant, nous n’avons pas pu
tester ces éléments sur le cas du bouchon, a cause de problemes numériques récurrents, a priori
liés a I'utilisation simultanée de 1’algorithme de contact et de ces éléments stabilisés. Il serait
intéressant de lever ces difficultés afin de tirer pleinement parti des bonnes performances de
ces éléments. Notons également que méme si ces éléments stabilisés OSGS peuvent sembler
plus colteux que le Mini-élément P1+/P1 ou P1+4/P1/P1, une formulation a deux champs
(ou trois champs) peut étre dérivée de la formulation proposée dans laquelle le gradient de
pression n’apparait plus comme une inconnue du probléme mais peut étre estimé au pas de

temps précédent via quelques itérations supplémentaires.
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Chapitre 6

Conclusions générales et perspectives

Ce mémoire a abordé le probleme de la gestion de I’incompressibilité dans le cadre des
grandes déformations. Le second chapitre était consacré a la théorie des grandes déformations
afin d’introduire les principales notions. Dans le chapitre 3, nous avons présenté le probléme
mécanique et avons illustré les problemes d’incompressibilité. Nous nous sommes attardés
sur les différents formalismes de grandes déformations existants et avons choisi de travailler a
partir d’un modele développé par Miehe et al, qui est basé sur le tenseur des déformations
logarithmiques et le tenseur des contraintes conjugué. Ce modele présente de nombreux
avantages, dont le principal est la possibilité d’utiliser les routines d’intégration des lois de

comportement développées dans la cadre des petites déformations, ce qui le rend générique.

Dans le chapitre 4, nous avons présenté différentes méthodes pour gérer le probleme
d’incompressibilité et avons choisi de travailler avec une formulation mixte a trois champs
en déplacements, pression et gonflement qui est générique, et une formulation mixte a
deux champs en déplacements et pression, dont I'utilisation se restreint au cadre des lois
de comportement pour lesquelles le critere de plasticité ne dépend pas de la pression
hydrostatique. Nous nous sommes également penchés sur les méthodes de stabilisation afin
de pouvoir travailler avec les éléments P1/P1 et P1/P1/P1 qui ne vérifient pas la condition de
stabilit¢ LBB. Nous avons choisi de travailler avec la méthode OSGS et le Mini-élément. Ces
deux méthodes ont ainsi été€ développées pour stabiliser I’élément P1/P1 mais aussi I’élément
P1/P1/P1, cela n’ayant jusqu’a présent pas €été fait dans la littérature avec la méthode OSGS.
Nous avons ainsi adapté le formalisme de Miehe et al au cadre de ces formulations, de sorte a
obtenir les éléments P2/P1/P1 et P2/P1, P1+/P1, P1+/P1/P1, P1/P1 OSGS et P1/P1/P1 OSGS.

Le chapitre 5 a été consacré a la validation des éléments développés. Nous les avons
d’abord évalués sur des cas tests : il s’est avéré que les résultats obtenus avec les éléments
P1+/P1, P1+/P1/P1 sont satisfaisants, avec un faible coit de calcul. Avec les éléments P1/P1 et
P1/P1/P1 stabilisés par la méthode OSGS, les résultats se sont avérés satisfaisants également,

voire meilleurs, mais avec un temps de calcul légerement plus important, cette méthode
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introduisant une inconnue supplémentaire, mais qui peut-étre compensée par une convergence
de I’ordre de celle des éléments P2/P1 et P2/P1/P1. Cependant, il est possible via la résolution
itérative du systeme sans le gradient de pression projeté, puis réactualisation de celui-ci, de
réduire grandement les temps de calculs. Les éléments ont ensuite €té testés sur des cas
industriels : d’une part le cas de I’affouillement d’un organe d’admission, impliquant des
lois de comportement non linéaires, des grandes déformations et de la thermique. Il s’est
avéré que les résultats obtenus avec les éléments sous-intégrés, seule possibilité pour gérer
I’incompressibilité dans Code_Aster pour ce cas jusqu’a présent, €taient tres mauvais avec la
présence d’oscillations sur les valeurs de la trace de la contrainte. Cette étude a également mis
en défaut les éléments P1+/P1/P1 et P1+/P1 présentant aussi de fortes oscillations. La qualité
des €éléments P1/P1 et P1/P1/P1 stabilisés par la méthode OSGS a quant a elle été confirmée,
les résultats obtenus avec ces éléments étant treés proches de ceux obtenus avec les éléments
P2/P1/P1 et P2/P1. D’autre part le cas de la pose bouchon de tube générateur de vapeur a
été étudié, impliquant des lois de comportement non-linéaires, des grandes déformations mais
également du contact. Dans ce cas encore, la qualité des éléments P1+/P1 et P1+/P1/P1 a
été mise a mal. Les éléments stabilisés avec la méthode OSGS n’ont quant a eux pas pu
étre testés sur ce cas, sans doute a cause d’un probleme li€¢ au contact. Cependant, au vu des
performances de ces éléments sur les autres cas, il serait tres intéressant de lever ce blocage.
Dans ce travail, nous avons montré que les éléments stabilis€és OSGS fournissent des
résultats de bonne qualité pour des temps de calculs réduits, ce qui représente une alternative
intéressante et moins cofiteuse que les éléments P2/P1/P1 et P2/P1. Ce travail a ainsi ouvert
la voie a quelques perspectives. 1l serait ainsi intéressant de réduire encore les colts de calcul
pour les éléments stabilisés par la méthode OSGS, mais également de régler le probleme

d’incompatibilité avec le contact afin de rendre ces éléments encore plus génériques.
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Simulations in solid mechanics exhibit several difficulties, as dealing with incompressibility,
with nonlinearities due to finite strains, contact laws, or constitutive laws. The basic
motivation of our work is to propose efficient finite element methods capable of dealing with
incompressibility in finite strain context, and using elements of low order. During the three
last decades, many approaches have been proposed in the literature to overcome the
incompressibility problem. Among them, mixed formulations offer an interesting theoretical
framework. In this work, a three-field mixed formulation (displacement, pressure, volumetric
strain) is investigated. In some cases, this formulation can be condensed in a two-field
(displacement — pressure) mixed formulation. However, it is well-known that the discrete
problem given by the Galerkin finite element technique, does not inherit the “inf-sup”
stability condition from the continuous problem. Hence, the interpolation orders in
displacement and pressure have to be chosen in a way to satisfy the Brezzi —Babuska stability
conditions when using Galerkin approaches. Interpolation orders must be chosen so as to
satisfy this condition. Two possibilities are considered: to use stable finite element satisfying
this requirement, or to use finite element that does not satisfy this condition, and to add terms
stabilizing the FE Galerkin formulation. The latter approach allows the use of equal order
interpolation. In this work, stable finite element P2/P1 and P2/P1/P1 are used as reference,
and compared to P1/P1 and P1/P1/P1 formulations stabilized with a bubble function or with a
VMS method (Variational Multi-Scale) based on a sub-grid-space orthogonal to the FE space.
A finite strain model based on logarithmic strain is selected. This approach is extended to
three and two field mixed formulations with stable or stabilized elements. These approaches
are validated on academic cases and used on industrial cases.
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Résume :

Les simulations en mécanique du solide présentent de nombreuses difficultés comme le
traitement de I'incompressibilité ou encore les non-linéarités dues aux grandes déformations,
aux lois de comportement, et aux lois de contact. Le principal objectif de notre travail est de
proposer des méthodes ¢léments finis capables de gérer l'incompressibilité dans le cadre des
grandes déformations en utilisant des ¢éléments de faible ordre. Au cours des
trois dernicres décennies, de nombreuses approches ont été proposées dans la littérature pour
gérer le probléme d'incompressibilité. Parmi elles, les formulations mixtes offrent un cadre
théorique intéressant. Dans ce travail, une formulation mixte a trois champs (déplacements,
pression, gonflement) est introduite. Dans certains cas, cette formulation peut étre condensée
en formulation mixte a deux champs. Cependant, il est connu que le probléme discret obtenu
par une approche éléments finis de type Galerkin n'hérite pas automatiquement de la
condition de stabilité “inf-sup” du probléme continu. Les ordres d'interpolation des inconnues
doivent donc étre choisis de sorte a vérifier cette condition. Deux possibilités sont
considérées : utiliser des éléments finis stables satisfaisant cette condition, ou bien utiliser des
¢léments finis ne satisfaisant pas cette condition, et ajouter des termes de stabilisation a la
formulation EF Galerkin. Cette derniere approche permet entre autres d'utiliser des ordres
d'interpolation égaux. Dans ce travail, des éléments finis stables de type P2/P1 et P2/P1/P1
sont utilisés comme référence, et comparés a des formulations P1/P1 et P1/P1/P1, stabilisées
soit avec une fonction bulle, soit avec une méthode VMS (Variational Multi-Scale) basée sur
un espace sous-grille orthogonal a I'espace EF. Un mode¢le grandes déformations basé sur des
déformations logarithmiques est choisi. Cette approche est étendue aux formulations mixtes a
trois et deux champs avec des €léments stables ou stabilisés. Ces approches sont validées sur
des cas académiques et utilisées pour mener des études sur des cas industriels.



