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CHAPITRE 1

Introduction

L’objectif de cette thése est de développer la théorie du contréle stochastique
et ses applications en dynamique des populations. La modélisation stochastique en
dynamique des populations repose sur des processus stochastiques de type bran-
chement non linéaire et permet de prendre en compte des phénoménes tels que la
variabilité des ressources, les effets génétiques diis a la reproduction, les fluctuations
environnementales ou la stochasticité démographique dans les petites populations.
Les problémes de controle de tels modeéles sont particuliérement pertinents en mé-
decine, pour déterminer des stratégies thérapeutiques optimales par exemple, et en
écologie, autour des problématiques de gestion de populations en voie d’extinction
ou de lutte biologique dans les exploitations agricoles par exemple.

D’un point de vue mathématique, nous avons étudié des problémes de controle
stochastique sur des processus de saut pur de type branchement non linéaire et sur
des processus de diffusion a saut de type branchement—diffusion. Notre démarche
a consisté a s’inspirer des nombreux travaux portant sur le controle des diffusions
et de développer une approche systématique adaptée a 1’étude de tous les proces-
sus traités dans cette thése. Plus précisément, parmi les différentes approches, nous
avons décidé de travailler par la méthode de la programmation dynamique. Le prin-
cipe de la programmation dynamique traduit I'idée intuitive que le cotit minimum
pour réaliser un objectif a horizon donné est égal au cotit minimum pour aller & un
horizon intermédiaire plus le cotit minimum pour aller de cet horizon intermédiaire
a T’horizon final. Pour des raisons subtiles de mesurabilité, sa démonstration est
trés difficile dans le cadre du controle stochastique. Parmi les différentes approches
présentées dans la littérature, nous avons opté pour celle qui nous paraissait la plus
simple & premiére vue et qui repose sur un résultat de conditionnement analogue a
la propriété de Markov forte pour les processus de diffusion controlés. Cependant, et
malgré une étude approfondie de la littérature, nous n’avons pas trouvé de démons-
tration satisfaisante — au sens de rigoureuse, suffisamment générale et transposable
aux processus étudiés dans cette thése — de ce résultat. Par conséquent, nous avons
entrepris de développer une approche systématique permettant de prouver ce résul-
tat de conditionnement dans tous les cas étudiés dans cette thése. Le revers de la
meédaille est que notre approche de la résolution des problémes de controéle stochas-
tique qui se voulait simple et intuitive, est devenue assez technique pour combler ce
vide laissé dans la littérature.

Du point de vue des applications, nous avons choisi de nous intéresser & la mo-
délisation mathématique du cancer et de ses stratégies thérapeutiques. Nous avons
eu la chance de pouvoir collaborer avec Jacques Pouysségur et Nathalie Mazure,
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chercheurs en biologie cellulaire a I'institut de recherche contre la cancer et le vieilli-
sement (IRCAN). Leurs travaux portent sur les liens qui unissent tumeur, méta-
bolisme énergétique et acidité, et sur leurs conséquences en matiére de traitement
médical. Nous avons entrepris une étude approfondie de la modélisation stochas-
tique du cancer avec ’espoir d’y trouver les ingrédients nécessaires a l’élaboration
d’un modéle pouvant servir de base & 1’étude d’un probléme de contrdle stochas-
tique. Le constat fut sans appel, il nous fallait concevoir un modéle complétement
nouveau pour rendre compte des phénoménes étudiés par les biologistes et évaluer
le potentiel de leurs nouvelles stratégies thérapeutiques. La tache était immense et
tous nos efforts se sont concentrés sur la conception, la paramétrisation et I'implé-
mentation d’'un modéle hybride simple de croissance de tumeur qui rende compte du
role fondamental de 'acidité dans I’évolution de la maladie et qui fasse apparaitre
explicitement les cibles de la thérapie comme parameétres.

Dans la suite de cette introduction, on présente un résumé de chacun des cha-
pitres de cette thése. Lorsque cela est pertinent, on énonce le résultat principal du
chapitre et on donne les idées fortes de sa démonstration.

1.1 Résumé du chapitre 2

Le but de ce chapitre est de donner quelques résultats élémentaires de théorie
des probabilités et du calcul stochastique qui seront particuliérement utiles dans les
chapitres suivants. Il concentre la plupart des difficultés permettant de démontrer
un résultat de conditionnement analogue a la propriété de Markov forte pour les
processus contrdlés. Nous conseillons au lecteur de ne pas commencer la lecture
de cette thése par ce chapitre, mais plutét d’attendre d’en avoir besoin dans les
chapitres suivants.

Ce chapitre ne se préte pas vraiment a I’exercice du résumé. Il s’agit plutot d’une
agglomération de résultats élémentaires qui permet de diminuer — au moins en ap-
parence — la technicité des chapitres suivants. Tentons toutefois d’identifier ici les
grands lignes directrices de ce travail.

Pour démontrer le résultat de conditionnement, I'outil principal est la version ré-
guliére de la probabilité conditionnelle dont on rappelle la définition au début du
chapitre. Or, il est bien connu qu’une condition suffisante pour construire un tel
objet, est de travailler sur un espace polonais muni de sa tribu borélienne. Ceci
implique qu’il nous faut identifier, pour chacun des processus étudiés dans cette
thése, un espace de probabilité polonais, appelé ’espace canonique. Dans le cas des
diffusions, il s’agit de ’espace C(R4,R) muni de la mesure de Wiener. Pour traiter
les autres cas, on définit dans ce chapitre la mesure de Poisson comme v.a. a valeurs
dans un espace polonais, I'espace des mesures localement finies & valeurs entiéres.
Cette définition n’est pas standard et cela nous a demandé un travail important
pour assurer qu’elle est cohérente avec celles de la littérature.

Une autre difficulté technique résolue dans ce chapitre tient au fait que la plu-
part des résultats de calcul stochastique, et en particulier la définition de I'intégrale
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stochastique, se formulent sur un espace de probabilité satisfaisant les conditions
habituelles. Ce n’est pas le cas de 'espace canonique et une partie significative de
ce chapitre concerne les liens qui unissent les processus définis sur 'augmentation
habituelle d’une filtration et ceux définis sur la filtration de base.

Un autre ingrédient essentiel de notre travail est la propriété d’unicité en loi des
EDS contrélées qui sert directement dans la preuve du résultat de conditionnement
et nous permet de se ramener a ’espace canonique aprés avoir posé le probléme de
controle stochastique sur un espace abstrait comme c’est la cas dans la littérature.
Pour donner un sens a cette propriété, on a besoin de donner une caractérisation fon-
damentale des controles admissibles. Cette caractérisation repose sur des résultats
qui apparaissent ici pour la premiére fois & notre connaissance entre les processus
définis sur un espace abstrait, muni de la filtration engendrée par le mouvement
brownien par exemple, et les processus définis sur l’espace canonique, C(R, R) par
exemple. Pour des raisons techniques, nos résultats se limitent au cas des processus
prévisibles ce qui nous a conduit & prendre des controles admissibles sous la forme
de processus prévisibles dans les chapitres suivants.

Une des principales difficultés de ce chapitre a été de jongler entre les différentes
références classiques pour collecter et rendre cohérents tous les résultats nécessaires
aux chapitres suivants. En effet, il y a bien souvent des différences plus ou moins
profondes dans la définition des objets classiques entre les différentes monographies
de calcul stochastique. L’exemple le plus flagrant est certainement celui de la mesure
de Poisson et nous invitons le lecteur a comparer les définitons de [Kallenberg 1983,
Ikeda 1989, Revuz 1999, Jacod 2003] pour le vérifier. Par conséquent, nous avons
fourni des efforts conséquents pour nous convaincre et convaincre le lecteur que nous
pouvions utiliser le résultat d’un livre, méme si la définiton de I'objet étudié semble
a premiére vue différente. Lorsque cela n’était pas possible, nous avons simplement
proposé une nouvelle démonstration.

1.2 Résumé du chapitre 3

Le but de ce chapitre est d’étudier le probléme de controle stochastique a horizon
fini sur les processus de diffusion par la méthode de la programmation dynamique.
L’intérét principal de ce chapitre est de donner un énoncé et une démonstration
rigoureuse d’un résultat analogue & la propriété de Markov forte pour les processus
de diffusion contrélés. De plus, on s’est efforcé de travailler sous des hypothéses re-
lativement faibles par rapport a la littérature classique. En particulier, on démontre
que la fonction valeur est solution de viscosité de I’équation de Hamilton—Jacobi—
Bellman sans hypothése de continuité par rapport au coefficient de controéle. Enfin,
ce chapitre permet de présenter de nombreux résultats qui seront utilisés dans le
chapitre 5 sur le controle de processus de branchement—diffusion.

Espace de probabilité Soit (2, F,P) un espace de probabilité muni d’un mouve-

ment brownien B. Soit (F5

2 )s>0 augmentation habituelle de la filtration engendrée
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par B, c’est—a—dire

FB =0 (Byp, 0<0<5s),

s

FP =0 (FFPUN),
ot ' désigne 'ensemble des ensembles négligeables de FZ sous P.

Controles admissibles Soit A l'espace d’état des controles supposé polonais.
L’ensemble des controles admissibles A est défini par

A= {a : R x © — A prévisible par rapport a (FB)SZO} .

s

Diffusions contréolées Soient b: Ry xRx A — Rladériveet o : Ry xRxA — R
la volatilité. On suppose que b et o sont mesurables et qu’il existe K > 0 tel que,
pour tout (¢,z,y,a) € Ry x R? x A,

|b(t,1’,a) _b(tayva)‘ + |0(t,x,a) _U(tay7a)‘ < K|$—y|,
b(t,z,a)| + |o (t,z,a)] < K (14 |z]).

Le processus de diffusion controlé par a € A partant de z € R a l'instant t € Ry est

l'unique processus (X2%%)y>; continu et adapté a (FP

. )s>0 satisfaisant la relation

suivante :

S S
X0 — g 4 / b (9,X;’W, ag) 0 +/ o (G,ngw,%) dBy, Vs>t P—ps.
t t

Probléme a horizon fini Soient 7' > 0 I'horizon fini, f: [0,7] x R x A — R le
colit intégral et g : R — R le colit terminal. On suppose que f et g sont mesurables

et qu'il existe 7 € N et K > 0 tels que, pour tout (¢,z,a) € [0,7] x R x A,
|f (t2,a0)| + g (2)] < K (1+ |z[").

La fonction cott J : [0,7] x R x A — R est définie par

T
J(t,z,a) :=FE {/ £ (5, X559 ag) ds + g (X%x,aﬂ 7
¢
et la fonction valeur v : [0,7] x R — R par

t = inf J (¢ .
v (t,x) Inf (t,z, )

Résultat principal Le résultat principal de ce chapitre est donné par le théoréme
suivant.

Théoréme 1.2.1. On suppose que
(i) g est continue sur R,
(ii) b(-,-,a), o(-,+,a) et f(-,-,a) sont continues sur [0,T] x R, uniformément par
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rapport 4 a € A.
Alors la fonction valeur est solution de viscosité de ’équation de Hamilton—Jacobi—
Bellman suivante :

O (1) + inf {£fv(ta) + (L0} =0,V (a) € 0.7) < E,
ac

v(T,z)=g(x), Vz eR.
avec pour notation,

“ _o(t, a)? 9%v ov
fo(t, ) = 5 52 (t,z)+b(t,z,a) 5 (t,x).

Idée de preuve La preuve de ce résultat est classique. Elle repose sur le principe
de la programmation dynamique dont la démonstration concentre l’essentiel des
difficultés de ce travail. Plus précisément, on note

Ti.s := {7 t.a. par rapport a (F2)s>0 a valeurs dans [t,s]} .
et on montre que
(i) pour tout € > 0, il existe a € A tel que, pour tout 7 € T 7,

v(t,z) +e>E [/ f (s, X0 ag) ds + v (r, Xﬁ’x’a)} :
t
(i) pour tout o € A, pour tout 7 € Ty 7,

v(t,z) <E [/ f (SaXi’x’a7 as) ds+wv (T, Xﬁ’x’o‘)} .
¢

Notre démonstration du principe de la programmation dynamique repose sur la
continuité de la fonction valeur et sur un lemme de conditionnement (voir le
lemme 3.1.12) qui est analogue & la propriété de Markov forte pour les processus
de diffusion contrélés. Nous n’avons trouvé dans la littérature aucune démonstra-
tion rigoureuse satisfaisante de ce résultat dans notre contexte. C’est pourquoi nous
pensons que notre résultat est original et apporte un éclairage important sur les
résultats similaires dans la littérature.

Autres résultats On identifie également un contréle optimal sous des hypothéses
qui assurent que la fonction valeur est 'unique solution réguliére de 1’équation de
Hamilton—Jacobi-Bellman. Le raisonnement repose sur un théoréme de sélection
mesurable, un résultat d’existence d’une solution faible d’EDS controlée et un théo-
réme de vérification. Les résultats que nous donnons ne sont pas nouveau et sont
empruntés a [Fleming 2006], seul nos hypothéses sont différentes.
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1.3 Résumé du chapitre 4

Le but de ce chapitre est d’étudier le probléme de controle stochastique a horizon
fini sur les processus de branchement non linéaires. Plus précisément, on s’intéresse
a la taille d’une population aléatoire dont on peut controler 'intensité et I’amplitude
des sauts — liés a la reproduction ou & des flux migratoires par exemple — et on
cherche & miniser un cott & horizon fini. Bien que cette étude pourrait s’appuyer
sur la théorie du controle de processus de saut pur (voir [Puterman 1994, Guo 2009|
par exemple), la formulation du probléme, la méthode de résolution et les résul-
tats de ce chapitre sont nouveaux. Plus précisément, on travaille par analogie avec
le controle des diffusions en faisant jouer a la mesure de Poisson le role du mou-
vement brownien dans le chapitre 3. Au—déla du résultat principal, U'intérét de ce
chapitre est de fournir tous les ingrédients pour mener & bien ’étude de problémes
de contréle stochastique sur des processus de diffusion & saut tels que les processus
de branchement—diffusion.

Espace de probabilité Soit (€2, F,P) un espace de probabilité muni d’une mesure
aléatoire de Poisson @ sur R, x R, d’intensité dsdz. Soit (]:'SQ )s>0 'augmentation
habituelle de la filtration engendrée par @), c’est—a—dire

F2i=0(Q(A); AcB([0,s]) ® B(Ry)),
FQ ::a(ffiu/\f),

ot NV désigne l'ensemble des ensembles négligeables de F¥ sous P.

Controles admissibles Soit A 'espace d’état des controles supposé polonais.
L’ensemble des controles admissibles A est défini par

A= {a : R x © — A prévisible par rapport a (]:"SQ)Szo} .
Branchements controlés Soient 7, : A — R, l'intensité des sauts et p, : A —
[0, 1] la probabilité d’ajouter k£ — 1 individu(s) dans une population de taille n. On
suppose que les v, et les p, ; sont mesurables et qu’il existe ¥ > 0, 7 € N* et M, > 0
tels que, pour tout n € N,

sup {yn (a)} <7 (n+1),

acA

+oo
sup Zkrpnyk (a) p < M,.
acA k—0

Le processus de branchement controlé par o € A partant de i € N a I'instant ¢ € R
est I'unique processus (N2*®) ¢ cadlag et adapté a (F&)>o satisfaisant la relation
suivante :

Ny =i +/ > (e =1) 11N, ap) (2) |Q(d0,d2), Vs>t P—ps.,
(t,s] xRy k>0
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ot (I k(a))ken est la partition de I'intervalle [0,7;,(a)) donnée par
k—1 k
In,k (a) = |Tn (a) an,l (a)7 Tn (a’) an,l (a)> .
=0 =0

Probléme a horizon fini Soient 7" > 0 'horizon fini, f: [0,7] x Nx A — R le
cott intégral et g : N — R le colit terminal. On suppose f et g sont mesurables et
qu'il existe K > 0 tel que, pour tout (¢,7,a) € [0,7] x N x A,

[f(ti )l +1g (D) < K (1+i71).

La fonction cott J : [0,7] x N x A — R est définie par

T .
J(t,Z,O() =K |:/ f (57N£717a’a5) ds +g (th;lya>:| 7
t
et la fonction valeur v : [0,7] x N — R par

t,i) := inf J(t,i, ).
v (t,1) [nf (t,i,a)

Résultat principal Le résultat principal de ce chapitre est donné par le théoréme
suivant.

Théoréme 1.3.1. On suppose que f;(-,a) est continue sur [0, T], uniformément par
rapport 6 a € A, pour tout i € N. Alors la fonction valeur est solution réguliére de
Uéquation de Hamilton—Jacobi—Bellman suivante :

vi(t) + igg {L%;(t) + fi (t,a)} =0, Vte€[0,T),VieN,
Ui(T):gi, Vi e N.
avec pour notation,

+oo
Lo;(t) == () Y (izg—1(t) = vi(t)) pik ().

k=0
De plus, si l’on suppose que
(i) A est une partie compact de R?
(i) fi(t,-) est semi-continue inférieurement sur A, pour tout (t,i) € Ry x N;
(iif) v et pig sont continues sur A, pour tout (i,k) € N2.
Alors la fonction valeur est l'unique solution réguliére de [’équation de Hamilton—
Jacobi-Bellman satisfaisant

l(t, i) <K (1+41),

et il existe un contréle optimal markovien, c’est—a—dire

v(t,i) =E [/Tf (S,Nﬁ’i,d (S,Ng”i>) ds+g (Néﬂ’l)} .
t
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ot & : [0, T] x N — A est une application mesurable telle que

LHOu(t) + fit,6,(1)) = it {L0i(t) + fi (1, 0)},

et NY est Uunique processus cadlag et adapté o (ﬁsQ)szo satisfaisant

Vit — g — Gtyi A (p Rt
i =i+ /@,S]X& Sk =D)L, (0 a(oe)) (2) | Q0. d2),

k>0
Vselt,T], P—p.s.

Idée de preuve La preuve de le premiére partie de ce résultat repose sur le
principe de la programmation dynamique. Plus précisément, on note

Ti.s = {7 t.a. par rapport & (F@)s>0 a valeurs dans [t, s]}.

et on montre que
(i) pour tout € > 0, il existe o € A tel que, pour tout 7 € T; 7,

v(ti)+e=E [/ f (s, NI o) ds + o (7, Nﬁw‘)] :
t

(ii) pour tout a € A, pour tout 7 € Ty 7,

v(t,i) <E [/T f (Sa Ny, as) ds 4+ v (T, Nim)] :
t

Notre démonstration du principe de la programmation dynamique repose sur la
continuité de la fonction valeur et sur un lemme de conditionnement (voir le
lemme 4.1.14) qui est analogue a la propriété de Markov forte pour les processus de
branchement contrélés. Le principe de la programmation dynamique nous permet
alors de calculer un développement limité a I’ordre 1 de la fonction valeur qui assure
qu’elle est bien solution réguliére de I’équation de Hamilton—Jacobi—Bellman. Ce cal-
cul constitue 1'une des principales difficultés de ce chapitre (voir le théoréme 4.2.9),
avec le lemme de conditionnement.

La deuxiéme partie de ce résultat repose sur un théoréme de sélection mesurable
qui permet d’assurer I'existence de I’application &. Contrairement au cas des diffu-
sions, la construction du processus Nbine pose aucun probléme dans ce contexte.
On conclut alors aisément a ’aide d’un théoréme de vérification.

Autres résultats On étudie également en détail un probléme de controle stochas-
tique & horizon fini sur un processus de naissance et mort. L’objectif a atteindre est
le suivant : maximiser les chances que la taille de la population soit proche d’une
valeur optimale & l'instant final. Le but premier de cette étude est de donner une
formulation explicite d’un controle optimal lorsque cela est possible. Pour cela, on
s’appuiera sur des résultats théoriques et des simulations numériques. Cet exemple
simple illustre 'intérét de I’étude menée dans ce chapitre au sens ol un raisonnement
naif ne permet pas de le résoudre.
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1.4 Résumé du chapitre 5

Le but de ce chapitre est d’étudier un probléme de contréle stochastique & hori-
zon fini sur les processus de branchement—diffusion. Plus précisément, on considére
une population d’individus asexués pouvant se mouvoir selon une dynamique de
type diffusion et se reproduire selon une dynamique de type Galton—Watson en
temps continu dont les paramétres dépendent de la position de 'individu. On sup-
pose qu’on peut controler les paramétres du mouvement et de la reproduction de
chaque individu en fonction de son passé et de celui de ses ancétres, et on souhaite
miniser un cofit & horizon fini qui s’exprime comme le produit des cofits associés a la
position de chacun des individus. Les résultats de ce chapitre généralisent le travail
de Nisio [Nisio 1985].

Généaologie Pour décrire la généalogie de la population, on utilise la notation de
Ulam—Harris—Neveu. Soit Z I’ensemble des étiquettes défini par

+o00
T:={0u U N".
n=1

Pour tous ¢ = 41...7, et j = j1...Jm dans Z, on définit leur concaténation
ij = i1...0p01...Jm. L’étiquette de l'ancétre commun est (). Quand un indi-
vidu d’étiquette 7 donne naissance a k indivu(s), on leurs associe les étiquettes
i0,i1,...,i(k — 1). Pour tout (i,j) € Z?, on note j < i (resp. j < i) si et seulement
'l existe 7' € T\ {0} tel que i = j5' (resp. j < i ou j =1).

Espace de probabilité Soit (2, G, P) un espace de probabilité muni d’une famille
de mouvements browniens indépendants (B%);er et d'une famille de mesures de
Poisson indépendantes (Q%);cz sur Ry x [0,4] de mesure d’intensité dsdz. Soit
(]:'3)820 'augmentation habituelle de la filtration engendrée par (B?, Q");cz, c’est—
a—dire

Fs :O—(Béan(A)7 iGI,OS@SS,AEB([O,S]X[0,’_)/])),

Fs =0 (Fsy UN),

ou N désigne I'ensemble des ensembles négligeables de F sous P. On définit encore,
pour chaque i € Z, la filtration (F?)s>0 par

M
[

J(Bg’?Q](A)a lea O§9§S7A€B([O’S] x [0’5/])),
Fi=0(Fi  UN).

Controles admissibles Soit A 'espace d’état des controles supposé polonais.
L’ensemble des controles admissibles A est défini par

A= {(o/)iez ol o : R% x € — A prévisible par rapport a (ﬁ;)szo} )
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Il faut comprendre les controles admissibles au sens ot la dynamique de I'individu
d’étiquette i est soumise au controle of. Moralement, on s’autorise & agir sur la
dynamique d’un individu uniquement en fonction de son passé et de celui de ses
ancétres (position, durée de vie).

Branchements—diffusions controlés Soient b: Rx A — R la dérive, 0 : Rx A —
R la volatilité, v : R x A — R4 le taux de mort et py : R x A — [0, 1] la probabilité
qu'un individu ait & descendant(s) a I'instant de sa mort. On suppose que b, o, v
et les pi. sont mesurables bornés et qu’il existe r € N*, M,. > 0 et K > 0 tels que,
pour tout (x,y,a) € R? x A,

b(z,a) =b(y,a)| + o (z,a) =0 (y,a)] < K|z —y],

+o00
Z krpk (l‘, CL) < M,
k=0

Soit My l'espace d’état du processus défini par
M := {Zé(i,xi); V C T fini, V(i,j) e V2, i 4], ot e R} .
4

Le processus de branchement—diffusion controlé par a@ € A partant de p € My
a l'instant t € R4 est I'unique processus (& valeurs dans My) cadlag et adapté

a la filtration (Fs)s>o satisfaisant la relation suivante : pour tout f := (f%);er €
C*(R,R)7,
<Zs7f / Z X@,O[@ 8 f’L (Xe) dBG
ieVy
i (Xé,ae)z i (v
ZEVg
/ > <Z FXG) - 1 (Xé)) L (o) () Q' (40, 2),
(t:51x[104] jev,_ k>0

Vs >t, P—p.s.
avec, pour tout (s,z,a) € Ry x R x A,

Vo= {i €T Z,({i} xR) £ 0},
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Probléme a horizon fini Soient 7 > 0 'horizon fini et g : R — [0,1] le cotit

terminal par individu. On suppose que g est mesurable. On note Z%®% au lieu de
Z800.2)% et
Vs>t ZpT= ) duxy

. t,x,a
eVy ™

La fonction cott J : [0,7] x R x A — [0, 1] est définie par

J(t,z,a) :=E H g (X’T)

IS A
et la fonction valeur v : [0,7] x R — [0, 1] par

t = inf J (¢ .
v(t, ) Inf (t,x, @)

Résultat principal Le résultat principal de ce chapitre est donné par le théoréme
suivant.

Théoréme 1.4.1. On suppose que f, y(-,a) et les pi(-,a) sont uniformément conti-
nues sur R, uniformément par rapport a a € A. Alors la fonction valeur est solution
de viscosité de ’équation de Hamilton—Jacobi—Bellman suivante :

% (t,z) + ;25 {G% (t,z)} =0, V(t,x) €[0,T) xR,
v(T,z)=g(x), Vz eR.

avec pour notation,

o (z,a)* 9% v
G (t,x) = o(z,a) 9% (t,z) +b(z,a) gm (t,x)

2 Ox?
+oo
+7(z,a) <Z pn (z,a)v (t,2)" —v(t, :L')) }
n=0

Idée de preuve La preuve de ce résultat repose sur le principe de la programma-
tion dynamique. Plus précisément, on note

Tes = {7' t.a. par rapport a (Fs)s>0 & valeurs dans [t, s]} )

et on montre que
(i) pour tout € > 0, il existe o € A tel que, pour tout 7 € T; 7,

vitr)+e>E | [ v(nX))|;

ieVh T
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(ii) pour tout a € A, pour tout 7 € Ty 7,

v(t,z) <E H U(T,Xj_)

A A

Notre démonstration du principe de la programmation dynamique repose sur la
continuité de la fonction valeur, une forme de « propriété de branchement » sa-
tisfaite par la fonction valeur (voir la proposition 5.2.2) qui justifie notre choix des
controles admissibles, et un lemme de conditionnement (voir le lemme 5.1.14) qui est
analogue & la propriété de Markov forte pour les processus de branchement—diffusion
controlés. Contrairement aux chapitres précédents, il est difficile de prouver la conti-
nuité de la fonction valeur. Pour y parvenir, il nous a fallu démontrer une forme de
« continuité » de la généalogie du processus par rapport aux conditions initiales (voir
la proposition 5.2.7).

On utilise alors le principe de la programmation dynamique pour démontrer
que la fonction valeur est solution de viscosité de I’équation de Hamilton—Jacobi—
Bellman en raisonnant par analogie avec le chapitre 3. La difficulté supplémentaire
ici tient au fait que la décomposition en semimartingale (voir le corollaire 5.1.8)
qui remplace la formule d’It6, est satisfaite seulement pour des applications prenant
des valeurs dans (0, 1]. Il nous a fallu travailler davantage pour traiter les cas ot la
fonction test peut prendre (localement) des valeurs en dehors de cet intervalle.

1.5 Résumé du chapitre 6

Le but de ce chapitre est de construire et d’analyser un modéle stochastique
simple de croissance de tumeur qui rende compte du réle fondamental de 'acidité.
Ce travail a été réalisé en collaboration avec Jacques Pouysségur et Nathalie Ma-
zure, chercheurs en biologie cellulaire & I'institut de recherche contre le cancer et le
vieillisement (IRCAN). Leurs travaux et ceux de leurs confréres ont mis en évidence
le potentiel de stratégies thérapeutiques qui ciblent la maniére singuliére dont les
celulles cancéreuses régulent leur acidité.

Biologie Pour favoriser leur prolifération, les cellules cancéreuses ont adopté un
mode de consommation du glucose tout & fait singulier qui est a l'origine d’une
production importante d’acide dans leur cytoplasme. Cependant, une acidification
excessive du milieu intracellulaire pourrait nuire & leur capacité de prolifération,
voire méme entrainer leur mort. C’est pourquoi les cellules cancéreuses ont égale-
ment mis en place un systéme de régulation du pH extrémement performant qui
leur permet d’extraire les protons en excés vers le milieu extracellulaire. De cette
maniére, les cellules cancéreuses acidifient leur micro—environnement et le rendent
toxique pour les cellules saines. Il est aujourd’hui démontré que 'acidité est parti-
culiérement bénéfique au développement du cancer et le systéme de régulation des
protons apparait comme une cible privilégiée pour le développement de nouvelles
thérapies.
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Modéle Nous avons construit un modéle hybride simple de croissance de tumeur
sphéroide couplé a la dynamique des protons. Plus précisément, la dynamique des pH
intracellulaire et extracellulaire est donnée par un couple d’équations de réaction—
diffusion dont le domaine dépend de la taille de la tumeur. Nous avons pris soin de
faire apparaitre explicitement les cibles thérapeutiques que sont le métabolisme du
glucose et le systéme de régulation du pH. La croissance de la tumeur quant a elle
est caractérisée par la dynamique de la population de cellules cancéreuses. Celle—ci
est donnée par un processus de naissance et mort dont les paramétres dépendent de
la distribution des pH dans la tumeur. L’hypothése que la tumeur est sphérique est
fondamentale ici, elle permet de coupler les deux approches précédentes. Il est inté-
ressant de noter que ce modéle mélange une approche macroscopique pour modéliser
la dynamique des protons et une approche microscopique pour modéliser la crois-
sance de la tumeur. C’est pourquoi nous pensons que notre approche peut fournir
une bonne modélisation des interactions entre la tumeur et son micro—environnement
a I’échelle mésoscopique.

Résultats Le modéle prédit I'évolution du rayon de la tumeur au cours du temps
ainsi que la distribution des pH extracellulaire et intracellulaire & chaque instant.
Nous avons pu comparer, dans une tumeur de rayon fixé, la distribution des pH don-
née par le modéle a des données expérimentales et constater qu’elles sont en bonne
adéquation. En particulier, notre modéle rend compte de 'inversion du gradient de
pH transmembranaire qui est une caractéristique importante des tissus tumoraux.
En outre, on observe clairement la transition d’une phase de croissance exponentielle
de la tumeur & une phase de croissance linéaire, comme le suggérent les études expé-
rimentales. Toutefois, faute de données expérimentales quantitatives, nous n’avons
pas pu approfondir cette observation.

Critique Les conclusions du modéle mettent en évidence que les fluctuations aléa-
toires sont négligeables lorsque la tumeur est suffisament grande pour étre détectée
par des examens cliniques. Cela remet en cause sa pertinence pour I’évaluation de
stratégies thérapeutiques.






CHAPITRE 2

Préliminaires

Sommaire
2.1 Théorie des probabilités . . . .. ... ... ... ....... 15
2.1.1 Rappels . . . ... 15
2.1.2  Augmentation de tribu. . . . . ... oL 17
2.2 Filtrations et processus . . . . . . . . . oo i v et e e e e . 19
221 Casgénéral . . ... ... L oL 19
222 Casdel'espace C(Ry,R) . . ... ... ... ... ..... 21
223 Casdelespace M(Ry x E) . . ... ... ... ... ..... 23
2.3 Mouvement brownien . . . . . .. ... 000000 e 24
2.3.1 Filtration canonique . . . . .. ... ..o 24
2.3.2 Intégrale stochastique . . . . ... ... ... ... ... 26
2.4 Mesure aléatoire de Poisson . . ... ... ... ........ 28
2.4.1 Définitions et premiéres propriétés . . . . . . . . .. ... .. 28
2.4.2 Filtration canonique . . . . . . .. ... 30
2.4.3 Intégrale de Stieljes . . . . . ... ... oL 31

Le but de ce chapitre est de donner quelques résultats élémentaires qui seront
particuliérement utiles dans les chapitres suivants. Plus précisément, on a regroupé
ici une grande partie de la technicalité qui permet de démontrer un résultat de condi-
tionnement analogue & la propriété de Markov forte pour les processus controlés. En
particulier, on donne les prérequis qui permettent de caractériser ’ensemble des
controles admissibles et d’en déduire la propriété d’unicité en loi des EDS controé-
lés. Nous avons systématiquement démontré les résultats que nous n’avons pas pu
trouver dans la littérature.

2.1 Théorie des probabilités

2.1.1 Rappels

Soit (£2,F) un espace mesurable. On commence par énoncer une version du
théoreme des classes monotones.

Proposition 2.1.1. Soit A C P(QQ) stable par intersections finies. Supposons que
H est un espace vectoriel d’applications de ) dans R satisfaisant les assertions sui-
vantes :
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(i) lgeH;

(ii) 14 € H, pour tout A € A;

(iil) 87 (@n)nen € HY est une suite croissante d’applications positives qui converge
simplement vers une application réelle p, alors p € H.

Alors H contient toutes les applications o(A)-mesurables de Q2 dans R.

Preuve. Voir [Yong 1999, Chap.1, Lem.1.6]. Ol

Soient P une mesure de probabilité et G une sous—tribu de F. On rappelle main-
tenant la définition d’une version réguliére de la probabilité conditionnelle de P
sachant G.

Définition 2.1.2. Une famille (Pg)oeq de mesures de probabilité sur (2, F) est
appelée une version réguliere de la probabilité conditionelle de P sachant G lorsque :
(i) pour tout A € F, 0+ Py(A) est G-mesurable ;

(ii) pour tous A€ F, B € G,

P(AUB) = / Py (A) P(dw).
B

On dit que la version réguliére de la probabilité conditionnelle est unique lorsque,
quelles que soient (PL)oeq et (P2)seq satisfaisant les assertions ci-dessus, il existe
N € F tel que P(N) =0 et, pour tout w € Q\ N,

VAcF, PL(A) =P

Remarque. Notre définition de la version réguliére de la probabilité conditionnelle
coincide avec celles de [Tkeda 1989, Karatzas 1991], mais elle est différente de celle
de [Stroock 1979]. En effet, Stroock et Varadhan emploient le terme « conditional
probability distribution » pour désigner le méme objet et imposent une condition
supplémentaire pour parler de « regular conditional probability distribution ».

Par définition, la version réguliére de la probabilité conditionnelle permet de
construire une version de ’espérance conditionnelle. Plus précisément, pour tout X
v.a. positive (ou intégrable),

E[X| 6] ( / X (w) Po(dw), P(d@) —

La proposition suivante donne une condition suffisante pour l'existence d’une
version réguliére de la probabilité conditionnelle.

Proposition 2.1.3. Si (2, F) est un espace polonais, alors il existe une unique
version réguliere de la probabilité conditionnelle de P sachant G. De plus, si X est
une v.a. G—mesurable a valeurs dans un espace polonais, alors il existe N € F tel
que P(N) = 0 et, pour tout w € Q\ N,

Py (X = X(@)) = 1.

Preuve. Voir [Ikeda 1989, Chap.I, Thm.3.1, Cor.3.2]|. O
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2.1.2 Augmentation de tribu

Soient (€2, F,P) un espace de probabilité. La complétion de F est la tribu F
définie par

f::U(fUN),

ou NV est ’ensemble des ensembles négligeables de F sous P, c’est—a—dire
N={NcQ FAeF, NC A, P(A)=0}.
Soit G une sous—tribu de F. L’augmentation de G est la tribu G définie par
G:=0(GUN).

Proposition 2.1.4. Les assertions suivantes sont satisfaites :
(i) la tribu G est caractérisée par

g_:{éeﬁ; EIGEQtelque@AGGN},

ou A\ est la différence symétrique d’ensembles ;
(ii) si X : Q — F est une v.a. G-mesurable a valeurs dans un espace polonais F,
alors il existe X v.a. G—mesurable telle que

X=X, P-—ps.

Preuve. L’assertion (i) est classique (voir [Rogers 2000a, Chap.II, E79.67a| par
exemple). Démontrons & présent 'assertion (ii). On commence par supposer que
F =R. On pose

H = {X G-mesurable; 3X G-mesurable, X = X P — p.s.}.

Pour conclure, il suffit de vérifier que les assertions de la proposition 2.1.1 sont
satisfaites avec A = G. Tout d’abord, on remarque que H est clairement un espace
vectoriel contenant 1g. Montrons maintenant que, pour tout G € G, 15 € H. Par
Iassertion (i), il existe G € G tel que GAG € N. Autrement dit,

lg = 1¢, P —p.s.

Puisque 1 est G-mesurable, on en déduit que 15 € H. Montrons enfin que, si
(X)nen est une suite croissante de v.a. positives dans H qui converge simplement
vers X une v.a. réelle, alors X appartient a H. Par définition de #, il existe (X,)nen
une suite de v.a. G-mesurable telle que X,, = X,, presque siirement. On pose alors

sup X, si supX, < +oo,
X = { neN neN

0 sinon.

Il est clair que X est G-mesurable et que X = X presque siirement.
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On suppose maintenant que F' est un espace polonais non dénombrable. Il est
bien connu qu’il existe f : F' — R un isomorphisme borélien, c¢’est—a—dire que f est
bijective et f et f~! sont boréliennes (voir [Ikeda 1989, p.13] par exemple). Soit X
une v.a. G-—mesurable a valeurs dans F. Alors fo X est une v.a. réelle G-mesurable
et, par ce qui précéde, il existe Y une v.a. réelle G-mesurable tel que fo X =Y
presque stirement. On en déduit que le résultat est satisfait en prenant X = f~loY.

Pour traiter le cas ot F' est dénombrable, il suffit de répéter les arguments ci—
dessus en remplacant R par N ou {1,2,---  n}. O

Remarque. Dans la suite de ce chapitre, on énoncera fréquemment les résultats pour
des v.a. & valeurs dans un espace polonais, mais on se contentera de faire la preuve
pour une bonne classe de fonctions indicatrices. Pour compléter la preuve, il suffira
de reprendre les arguments de la démonstration de P'assertion (ii) de la propostion
ci—dessus.

On suppose a présent que (€2, F) est un espace polonais. Par la proposition 2.1.3,
il existe (Pz)zen une (unique) version réguliére de la probabilité conditionnelle de
P sachant G.

Proposition 2.1.5. Les assertions suivantes sont satisfaites :
(i) si X est une v.a. positive (ou intégrable) F -mesurable, alors, @ P — p.s.,

B [X]4] (&) —E™ [X],

ot X est donnée par l'assertion (ii) de la proposition 2.1.4 ;
(i) si X est une v.a. G-mesurable & valeurs dans un espace polonais, @ P — p.s.,

Py (X =X(@)) =1
ot X est donnée par l’assertion (ii) de la proposition 2.1.4.
Remarque. Attention, il est bien nécessaire de considérer a la fois X et X dans la

proposition ci—dessus car Pg est une mesure sur F et pas sur F.

Preuve. Commencons par démontrer 1'assertion (i). Soit X une v.a. positive F—
mesurable, I'assertion (ii) de la proposition 2.1.4 entraine que

E[X|G] =E[X|G], P-ps.

On conclut alors simplement par définition de Pg. Démontrons a présent 'asser-
tion (ii). Soit X une v.a. G-mesurable a valeurs dans un espace polonais. D'une
part, par l'assertion (i) de la proposition 2.1.4, il existe X v.a. G-mesurable telle
que

P(X=X)=1
D’autre part, puisque X v.a. G-mesurable a valeurs dans un espace polonais, la
proposition 2.1.3 assure que, @ P — p.s.,

Py (X = X(@)) = 1.

On en déduit le résultat souhaité en choissisant w € Q tel que la relation ci—dessus
est satisfaite et X (@) = X (@). O
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2.2 Filtrations et processus

2.2.1 Cas général

Soit (€2, (Fs)s>0,P) un espace de probabilité filtré, c’est-a-dire (Fs)s>0 est une
famille croissante de tribus sur 2 et P est une mesure de probabilité sur (€2, F) ou

Fi=o0 U Fs
s>0
Pour tout s > 0, on pose
Fs+ = ﬂ fg.
0>s

Définition 2.2.1. On dit que l’espace de probabilité filtré (€2, (Fs)s>0,P) satisfait
les conditions habituelles lorsque les assertions suivantes sont vérifices :

(1) la filtration (Fs)s>o est continue & droite, ¢’est-a—dire Fs = Fsq pour tout s > 0;
(ii) Fo contient tous les ensembles négligeables de F sous P.

L’augmentation habituelle de (F)s>0 est la filtration (Fs)s>o définie par
Fsi=0(Fsy UN),

ot N désigne l'ensemble des ensembles négligeables de F. Il est clair que

(€, (Fs)s>0, P) satisfait les conditions habituelles.

Définition 2.2.2. Soit F' un espace mesurable. Un processus a valeurs dans F' est
une famille (X)s>o0 d’applications de Q@ dans F'. On dit que le processus est :

(i) mesurable lorsque X : Ry x Q — F' est mesurable par rapport o B(Ry) @ F ;
(ii) adapté lorsque, pour tout s > 0, Xs: Q2 — F est mesurable par rapport a Fs ;
(iii) progressivement mesurable lorsque, pour tout s > 0, X : [0,s] x Q@ — F est
mesurable par rapport a B([0, s]) @ Fs.

Définition 2.2.3. La tribu prévisible P (resp. optionnelle O) est la plus petite tribu
sur Ry x Q engendrée par les processus réels, cag (resp. cadlag) et adaptés. On dit
qu’un processus X est prévisible (resp. optionnel) lorsque X : Ry x Q — F est
mesurable par rapport a P (resp. O).

La proposition suivante donne une caractérisation fondamentale des tribus pré-
visible et optionnelle.

Proposition 2.2.4. La tribu prévisible est engendrée par les ensembles de la forme

{0} x A,  onAc R,

]tl,tQ] XA, ou0<t;<tyetAe U Fo.
O<ty

La tribu optionnelle est engendrée par les ensembles de la forme
[, mali= {(5,0) € Ry x @ 7i(w) <5 < (W) },

ou T et 7o sont des temps d’arrét.
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Preuve. Voir [Dellacherie 1975, Chap.IV, Thm.64, Thm.67] Ol

La proposition suivante rappelle les liens unissant les différentes notions de me-
surabilité pour les processus définies ci—dessus.

Proposition 2.2.5. Tout processus prévisible (resp. optionnel, progressivement me-
surable) est optionnel (resp. progressivement mesurable, mesurable adapté).

Preuve. Voir [Dellacherie 1975, Chap.IV, Thm.64, Thm.67]. Ol

Revuz et Yor [Revuz 1999, p.172| remarquent que :

Observe that if X is predictable and if Xg is replaced by another Fy-
measurable r.v., the altered process is still predictable ; predictable pro-
cesses may be thought of as defined on (0, 4+00).

La proposition suivante formalise et compléte leur remarque.

Proposition 2.2.6. Soit P* la plus petite tribu sur R x Q contenant les ensembles
de la forme Jti,ta] X A o0 0 < t1 < ty et A € U9<t1 Fo. X est prévisible si et
seulement si X est Fo—mesurable et X‘Rixg est P*—mesurable.

Preuve. C’est une conséquence directe de la proposition 2.2.4. ]

Dans la suite, on dira que (X;)s>0 est un processus prévisible lorsque X est P*—
mesurable ou, de maniére équivalente, quel que soit X v.a. Fop—mesurable, (X;)s>0
est P-mesurable. Comme le soulignent Dellacherie et Meyer [Dellacherie 1975,
p.194], « 'instant 0 joue un peu le role du diable » et il est souvent plus agréable de
travailler avec des processus prévisibles définis sur R’ . C’est la convention adoptée
par Rogers et Williams [Rogers 2000b] par exemple.

La proposition suivante jouera un role fondamental dans les chapitres suivants.

Proposition 2.2.7. Soit F' un espace polonais. Un processus X : R x Q — F
est prévisible par rapport a (.7:'8)520 si et seulement si il existe un processus X :
R% x Q — F prévisible par rapport a (Fs)s>o tel que

P(Xs=X Vs>0)=1.

Preuve. On se contente de travailler dans le cas F' = R et on renvoie a la dé-
monstration de la proposition 2.1.4 pour en déduire le résultat dans le cas général.
L’implication réciproque est une conséquence immédiate du fait que les processus
évanescents — i.e. les processus indistinguables de 0 — sont prévisibles par rapport
a (Fs)s>0 (voir [Rogers 2000b, Chap.IV, Lem.13.8]). Traitons maintenant I'implica-
tion directe. On commence par prouver le résultat pour un processus de la forme
Ly a)xa 00 0 <ty <tget A€ gy, Fp. Soit alors 0 < t; tel que A € Fyp, il existe
B € Fopp C Fyy tel que AAB € N. Alors 1, 4,1« a est indistinguable de 1), 11«5
qui est bien prévisible par rapport a (Fs)s>o. La proposition 2.2.6 permet alors de
conclure par un argument de classes monotones comme dans la démonstration de la

proposition 2.1.4. ]
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Remarque. La proposition ci-dessus — ou plutét le sens direct — apparait chez
Jacod et Shiryaev [Jacod 2003, Lem.1.2.17|. Notons qu'’ils n’ont pas besoin d’ex-
clure 0, car ils travaillent avec une filtration continue a droite. Chez Dellacherie et
Meyer |Dellacherie 1975], elle est cachée dans la démonstration du théoréme 78 du
chapitre IV. Eux non plus n’ont pas besoin d’exclure 0, car leur définition de la tribu
prévisible dépend de la donnée d'une tribu Fo_ et ils imposent Fo_ = o(Fo— UN).

Concluons cette partie par un résultat important concernant les temps d’arrét

par rapport & (Fs)s>0 et une application de ce résultat.

Proposition 2.2.8. Soit 7 un temps d’arrét (t.a.) dans (Fs)s>o. Il existe n un
temps optionnel par rapport a (Fs)s>o tel que

P(r=n) =1, Fr=0(Fysr UN).
Preuve. Voir [Rogers 2000a, Chap.2, Thm.75.3]. O

Proposition 2.2.9. Soit F' un espace polonais. Un processus X : Ry x Q — F
est optionnel par rapport a (Fs)s>o si seulement si il existe X : Ry x Q — F un
processus optionnel par rapport & (Fsy)s>o0 tel que

P(Xs=X,, Vs>0) =1

Preuve. De nouveau, on se contente de travailler dans le cas F' = R et on renvoie
a la démonstration de la proposition 2.1.4 pour en déduire le résultat dans le cas
général. L'implication réciproque est une conséquence immédiate du fait que les pro-
cessus évanescents sont prévisibles — et donc optionnels — par rapport a (Fs) $>0
(voir [Rogers 2000b, Chap.IV,Lem.13.8]). Traitons maintenant 'implication directe.
Par un théoréme des classes monotones (voir la proposition 2.1.1) et la proposi-
tion 2.2.4, il suffit de vérifier le résultat pour le processus 1, ., ou 71 et T2 sont
des temps d’arrét par rapport a (Fs)s>0. Or, d’aprés la proposition 2.2.8, il existe
n1 et 12 des temps optionnels par rapport a (Fs)s>0, ou de maniére équivalente des
t.a. par rapport a (Fsy)s>o0, tels que

P(Tl =MN,T2 :772) =1.

On voit alors que 1, -, est indistinguable de 1, ,,j qui est bien optionnel par
rapport & (Fey)s>0- O

2.2.2 Cas de ’espace C(R,,R)

Le but de cette partie est d’'illustrer les notions précédentes sur I'espace C(R, R)
muni de sa filtration canonique. En particulier, on démontre que les différentes
notions de mesurabilité coincident pour les processus définis sur cet espace. Pour les
résultats non démontrés, on renvoie a [Stroock 1979, Karatzas 1991] par exemple.

Soit W := C(R4,R) l'espace des fonctions continues de Ry dans R muni de la

distance
—+oo

d (wy, we) ::Zi sup {‘wl(s)—wg(sﬂ/\l}.

= 2" 0<s<n
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Proposition 2.2.10. (W, d) est un espace polonais.

Soit W la tribu borélienne sur W. Pour tout s > 0, on définit la projection au
temps s par
zs: W — R
w = w(s).

On définit alors (Ws)s>0 la filtration canonique sur W par
Wy =0 (9, 0<6<5).

Soit C (resp. Cs) I'ensemble des parties C'de W telles qu'il existe n € N*, (s;)1"_; €
R (resp. [0,s]") et A € B(R") tels que

C:={weW; (w(s1),...,w(sy)) € A}.
On définit encore I'arrét au temps s par

as: W — W
w = w(sA-).

avec, pour notation, w(s A-) : 6 — w(s A6).
Par continuité des trajectoires, il est facile de voir que

W=o(xs, s>0)=0(C),
Ws=0(C ) o (as).

Proposition 2.2.11. Soient F' un espace polonais et ¢ : Ry x W — F un processus.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) ¢ est prévisible par rapport & (Ws)s>o ;

(ii) ¢ est optionnel par rapport & (Ws)s>0 ;

(iii) ¢ est progressivement mesurable par rapport & (Ws)s>0 ;

(iv) ¢ est mesurable adapté par rapport & (Ws)s>o ;

(v) ¢ est mesurable par rapport a B(Ry) @ W et

V(s,w) e Ry x W, ¢ (s,w)=¢(s,wsn.)-

Preuve. Commengons par remarquer que la proposition 2.2.5 implique que (i) =
(ii) = (iii)) = (iv). Montrons maintenant que (iv) = (v). On suppose que ¢ est
mesurable adapté. En particulier, ¢(s,-) est mesurable par rapport & W, = o(as).
Le théoréme de représentation de Doob (voir [Kallenberg 2002, Chap.1, Lem.13|)
assure que, pour tout s > 0, il existe une application s : W — F' mesurable telle
que

YweW, ¢(s,w)=1s0as(w).

Puisque ag 0 as = ag, il est clair que

V(s,w) e Ry x W, ¢(s,w) =0 (s,as(w)).
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Montrons enfin que (v) = (i). Il est clair qu’il suffit de montrer que le processus
a:(s,w) — as(w) est prévisible, c’est—a—dire

VOeER,,VAEBR), a'(z;'(4)) €P.

Or le processus réel xgoa : (s,w) — w(s A ) est continu et adapté. On en déduit
que (zg 0 a) ' (A) = a~(x,*(A)) appartient a P. O

Remarque. Le théoréme IV.97 de [Dellacherie 1975] donne une caractérisation des
processus prévisibles et optionnels sur ’espace des fonctions cadlag & valeurs dans un
espace polonais. En particulier, il implique que les notions de processus mesurable
adapté, progressivement mesurable et optionnel coincident sur cet espace.

2.2.3 Cas de ’espace M(R, x E)

Soient E un espace polonais localement compact et A 'ensemble des boréliens
relativement compacts dans Ry x E. On dit qu'une mesure p sur Ry x F est loca-
lement finie lorsque

VAec A, p(A) < 4o0.

On note M (ou M(R4 x E)) l'ensemble des mesures localement finies a valeurs
entiéres. De plus, pour tout A € B(Ry)® B(E), on définit 'application 74 : M — N
par

VpeM, ma(p) = pu(A).

On munit alors M de la tribu M définie par
M:=0(ma; AcB(Ry)®@B(E)) =0 (ma; A€ A).
Proposition 2.2.12. L’espace (M, M) est polonais.

Preuve. Voir |Kallenberg 1983, App.15.7.7]. Notons que M coincide avec la tribu
borélienne pour la topologie vague [Kallenberg 1983, Chap.1, Lem.1.4]. ]

On définit application r5 : M — M par

Ve M, TS(:u) = Hio,s)

ot s (A) == p(AN([0,s] x E)) pour tout A € B(Ry) ® B(E). La filtration
canonique (M;)s>0 est donnée par

Mg =0 (rs) =0 (ma; A€ B([0,s]) ® B(E)).

Proposition 2.2.13. Soient F' un espace polonais et ¢ : Ry x M — F un processus.
Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) ¢ est optionnel par rapport a (Ms)s>0 ;
(i) ¢ est progressivement mesurable par rapport & (Ms)s>o ;
(iii) ¢ est mesurable adapté par rapport a (Ms)s>0 ;
(

iv) ¢ est mesurable par rapport a B(Ry) @ M et

V(s,m) € Ry x M, 6(s,) = & (5,110, -
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Preuve. Commengons par remarquer que la proposition 2.2.5 implique que (i) =
(ii) = (iii). Montrons maintenant que (iii) = (iv). Soit ¢ un processus mesurable
adapté. Puisque ¢(s,-) est mesurable par rapport a Mg = o(rs), le théoréme de
représentation de Doob assure qu’il existe ¢5 : M — F mesurable telle que

VieM, é(s,u)=s(rs(u)).

On en déduit le résultat souhaité en remarquant que r5 o 7y = r,. Montrons enfin
que (iv) = (i). Il est clair qu’il suffit de montrer que le processus 7 : (s, i) = f)[
est optionnel, c¢’est—a-dire que, pour tout A € A, pour tout n € N,

rt (WZI ({n})) € 0.
Or le processus réel w4 or est adapté et cadlag. Le résultat souhaité en découle. [

Proposition 2.2.14. Soient F' un espace polonais et ¢ : Ry x M — F un processus.
¢ est prévisible par rapport & (Ms)s>0 si et seulement si ¢ est mesurable par rapport
aB(Ry) @M et

V(s,,u) € Ry x M, d)(snu‘) :QS(S’:U‘HO,S)) )
avec pour convention [0,0) := {0}.

Preuve. Pour I'implication réciproque, il est clair qu’il suffit de montrer que le pro-
cessus (s, ) — I[0,s) €st prévisible. On voit que c’est bien le cas en reprenant les
arguments de la démonstration de la proposition 2.2.13. Montrons maintenant 1'im-
plication directe. Comme précédemment, on se contente de travailler dans le cas
ou ' = R. On commence par démontrer le résultat pour le processus 1y, 1,14 ou
0 <t <tyet A€ Ugey, My. Puisque A € My, , il existe B € M tel que A = r;l(B)
et
V(s,p) € RE X My 1y 1o)xa (S, 1) = Ly 1) B (S, [0,44])-

On en déduit aisément que

V(s,p) € RE X My 1y 1075 a (S, 1) = Lty o)A (85 1) [0,))-

De méme, le résultat est satisfait pour le processus lygy,4 ot A € My. Par un
théoréme des classes monotones (voir la proposition 2.1.1) et la proposition 2.2.4,
on conclut que le résultat est encore vrai pour tout processus réel prévisible. ]

2.3 Mouvement brownien

2.3.1 Filtration canonique

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité muni d’'un mouvement brownien (Bj)s>0.

On définit (F5B)s> sa filtration canonique par

FB =0 (Bp, 0<0<5s).

s
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Nous avons tenté sans succés de démontrer un résultat analogue a la proposi-
tion 2.2.11 dans ce contexte abstrait. En raisonnant par analogie, on ne peut pas
aboutir & moins de supposer que le brownien est surjectif (dans W). Toutefois, nous
sommes parvenus & démontrer un résultat suffisant pour les besoins de notre travail.

Proposition 2.3.1. Soit F' un espace polonais. Un processus X : Ry x Q — F
est prévisible par rapport a (FB)s>o si et seulement si il existe un processus ¢ :
Ry x W — F prévisible par rapport a (Ws)s>o tel que

V(s,w) € Ry xQ, X (w)=¢(s, Bw)).

Preuve. Comme précédemment, on se contente de travailler dans le cas o F' = R. La
seule difficulté concerne I'implication directe. Commengons par prouver le résultat
pour le processus X = 1j;, 1,jx4 00 0 <t <tz et A€ U9<t1}'GB. Puisque A € ftEf,
il existe C' € W tel que A = Bil(at_ll(C)) et

V(s,w) €ERy x Q,  X(w) = 1y, t]xa(8,w) = 1y, to]xc (8, a, (B(w))) -

On en déduit que le résultat est satisfait avec ¢ : (s,w) = 1y, 1,1xc(8, ar, (w)) qui
est bien prévisible par rapport & (Ws)s>0 par la proposition 2.2.11 car

V(s,w) e Ry x W, ¢ (s,w)=¢(s,wsn.).

De méme, le résultat est vérifié pour le processus X = 1yg)4 ott A € ]:63. Par un
théoréme des classes monotones (voir la proposition 2.1.1) et la proposition 2.2.4,
on en déduit le résultat souhaité. O

Remarque. Dans le cas ou (X;)s>0 est progressivement mesurable par rapport a
(FB)s>0, le démonstration de [Yong 1999, Thm.1.2.10] prouve qu'il existe ¢ : Ry x

S
W — F progressivement mesurable par rapport a (Ws,)s>o tel que

V(s,w) eRL xQ, X (w)= (s, Bw)).

Soit (FB

2 )s>0 l'augmentation habituelle de (FB

+)s>0. Le corollaire suivant per-

mettra de donner une caractérisation fondamentale des controles admissibles dans
le chapitre 3.

Corollaire 2.3.2. Soit F' un espace polonais. Un processus X : R}y x Q — F
est prévisible par rapport o (FB

S

R x W — F prévisible par rapport & (Ws)s>o tel que

)s>0 si et seulement si il existe un processus ¢ :

Xs (w) =¢(s,B(w)), Vs>0, P(dw) — p.s.

Preuve. C’est une application immeédiate de la proposition 2.2.7 et de la proposi-
tion 2.3.1. Notons que le résultat de la proposition reste vrai sans exclure 0 grace a
la relation suivante :

Fi=0(FJUN),
ot N désigne I’ensemble des ensembles négligeables de FP (voir [Karatzas 1991,
Chap.2, Sec.7] par exemple). Toutefois, nous avons choisi de ne pas exploiter ce
résultat. o
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2.3.2 Intégrale stochastique

Le but de cette partie est de donner deux résultats techniques, pas toujours bien
connus, concernant 'intégrale stochastique contre le mouvement brownien.

On commence par un résultat de conditionnement sur I'intégrale stochastique.
Soit (9, (Fs)s>0,P) un espace de probabilité filtré muni d’un mouvement brownien
(Bs)s>0. On suppose que (2, F) est un espace polonais. Soit 7 un temps optionnel
par rapport a (Fs)s>0. Soit alors (Pg)geq une version réguliére de la probabilité
conditionnelle de P sachant F,,1 (voir la partie 2.1.2).

Lemme 2.3.3. Avec les notation précédentes, soit X un processus progressivement
mesurable par rapport a (Fs)s>o satisfaisant

S
/ (Xp)*df < +00, Vs>0, P—p.s.
0
Alors la relation suivante est satisfaite : w P — p.s.,

P P
XopdBy = / XpdBy, Vs>nw), Py —p.s. (2.1)
[1,5] [n(@),s]

ot le membre de gauche (resp. de droite) désigne l'intégrale stochastique construite
sous P (resp. sous Pg).

Remarque. Dans la proposition ci—dessus, il est important de choisir X progressi-
vement mesurable par rapport & (Fs)s>0 et pas (Fs)s>0 car Py est une mesure sur
F et pas F. En revanche, I'intégrale stochastique dans le membre de gauche de la
relation (2.1) est adaptée par rapport a (Fs)s>o et pas (Fs)s>o. Toutefois, elle est
F—mesurable ce qui est suffisant pour notre travail.

Preuve. Commengons par remarquer que, @ P — p.s., le processus (Bs) s>n(@) est
un mouvement brownien issu de By (w) dans (€2, (Fs)s>y(@), Po) par la propriété de
Markov forte (voir [Ikeda 1989, Chap.II, Thm.6.4|) et que

S
/ (Xg)? df < 400, Vs >n(w), Py —p.s.
n(@)
Par conséquent, le membre de droite de la relation (2.1) est bien défini. Notons qu'il
est F-mesurable, mais seulement adapté a l'augmentation habituelle de (Fs)s>0
sous Pg.

Montrons maintenant que la relation (2.1) est vérifiée. Commengons par supposer
que (X5)s>0 est un processus simple, c’est-a-dire

n—1
Xs(w) = Zgi(w)l(ti,tiﬂ}(s)’
1=0

ou 0 <ty <ty <...<tyet, pour chaque ¢, & est une v.a. F;,—mesurable et bor-
née. Puisque 'intégrale stochastique est une intégrale de Stieljes pour les processus



2.3. Mouvement brownien 27

simples, la relation (2.1) est trivialement satisfaite.
Dans le cas général, commengons par remarquer que, par localisation, on peut sup-

EP [/Om (XS)st} < +oo.

Alors, il existe (X ("))neN une suite de processus simple telle que

+oo 2
i P (n) _ —
7}1_}1{)10E [/0 (XS X5> ds] 0.

poser que

Or, w P—p.s.,

EP [ /0 o <XS(”) - XS)st ]-"774 (@) = EP= [ /0 - (Xs(") - XS)st}

Ainsi, quitte a extraire une suite, la relation suivante est satisfaite : i P — p.s.,

lim e / o~ (X§"> - XS>2ds_ ~0.
0 i

n—oo

En particulier, w P — p.s.,

S .

lim EF / (XSW - X5> ds| = 0.
n

n—o0 ((.IJ)

Par I'inégalité de Doob et 'isométrie d’It6, on en déduit que, w P — p.s.,

]P@ P&J 2
lim EP% | sup / X" dBy — / X, dBy — 0.
n—00 5>n(@) (@).s] (@),

Pour conclure, il est clair qu’il suffit de montrer que, @ P — p.s.,

Py P 2
lim EP% | sup / X" dBy — X, dBy —0.
n—reo 5>n(@) [7(@),s] [n,5]

Puisque la relation (2.1) est satisfaite pour les processus simples, il est équivalent
de vérifier que, w P — p.s.,

P

2
P
lim E* | sup ( xXMdBy— | Xy d39> = 0.
[1,5]

nreo s>n(w) [n,s]

On ne peut pas exploiter directement l'inégalité de Doob et I'isométrie d’Itd car
Iintégrale stochastique et I'espérance sont associées a des mesures différentes. Ce-
pendant, par ces mémes arguments,

P

n—oo 820

2
P

lim EY |sup ( [ ]Xe(n)lgzn dBy — Xolo>y dBe) =0.
0,s

[0,5]

Ainsi, en conditionnant par J,, on voit que, quitte a extraire de nouveau une suite,
la relation souhaitée est bien satisfaite. O



28 Chapitre 2. Préliminaires

On donne a présent un énoncé da a Rogers et Williams [Rogers 2000b] qui nous
sera particulierement utile dans les chapitres suivants. Soient E un espace polonais
et £ une v.a. a valeurs dans F de loi v. On note W la mesure de Wiener sur W et
on pose

Q:=FExW, P=rW,
£(;1:,w) =, B, (ZL‘,’IU) = w(s)v
Fs:=0(& By, 0<0<s),

et (Fs)s>0 'augmentation habituelle de (Fs)s>o sous P.

Lemme 2.3.4. Soit ¢ : R} x Q — R un processus prévisible par rapport a (Fs)s>0
satisfaisant

/@(0,§,B)Qd0<—|—oo, Vs>0, P—p.s.
0

Alors il existe une application ® : Q@ = E x W — W mesurable par rapport a
B(E) @ W telle que

0
De plus, pour tout espace de probabilité filtré (Q, (]35)520,1@’) satisfaisant les condi-
tions habituelles muni d’un mouvement brownien (Bs)s>o et d’une v.a. £ de loi v,

/()@(e,g,g)dm:@(g,g), P ps.

Preuve. Voir [Rogers 2000b, Lem.V.1.10]. O

2.4 Mesure aléatoire de Poisson

2.4.1 Définitions et premiéres propriétés

Soit E un espace polonais localement compact. On rappelle que M (ou M(R x
E)) est 'ensemble des mesures (positives) a valeurs entiéres localement finies sur
R, x E. On renvoie a la partie 2.2.3 pour plus de détails.

Définition 2.4.1. Soit (Q,F,P) un espace de probabilité. Une mesure aléatoire
de Poisson (homogéne) sur Ry x E est une application @ : Q — M mesurable
satisfaisant :

(1) pour tout w € 2, Q(w,{0} x E) =0;

(ii) pour tout (t,w) € RY x Q, Q(w,{t} x E) € {0,1};

(iii) pour tout (A;)", € (B(R4+) @ B(E))"™ deuz a deux disjoints, les v.a. (Q(A;))™,
sont indépendantes ;

(iv) la mesure v sur Ry x E définie par

VAeBRy)®B(E), v(A):=E[Q(A),
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est de la forme dsq(dz) ou q est une mesure localement finie sur E.
On dit que v (resp. q) est la mesure d’intensité (resp. la mesure caractéristique) de
la mesure de Poisson (.

La définition classique de mesure de Poisson impose que la mesure caractéristique
q soit o—finie au lieu de localement finie. Le lemme suivant assure que notre définition
— suffisante pour les besoins de cette thése — est simplement plus restrictive.

Lemme 2.4.2. Soit F' un espace polonais localement compact. Il eziste (K;)nen
une suite croissante de compacts de F telle que

F= UKn

neN
De plus, pour tout K C F compact, il existe n € N tel que K C K,,.

Preuve. Puisque F' est localement compact a base dénombrable, il existe (Op)nen
une base dénombrable d’ouverts d’adhérence compact. On pose

K, = U Om,

m<n

ot O,,, désigne I'adhérence de O,,. Il est clair que

F= UKn

neN
Soit K C F compact. Par I’absurde, on suppose que K\ K,, # ) pour tout n € N. On
peut alors construire une suite (z,)pen d’éléments de F tel que z,, € K\ K,,. Puisque
F' est métrique et K est compact, quitte a extraire une sous—suite, on peut supposer
que x, converge vers x € K. Puisque (O,,)nen forme une base de la topologie, il
existe n(x) € N tel que x € On(x)- Puisque O,,(,) est ouvert, il existe m € N tel que,
pour tout n > m, x, € Oy (). Cest absurde car O, ;) C Ky (y)- 0

Proposition 2.4.3. Soit ¢ une mesure localement finie sur E, il existe une mesure
de Poisson sur Ry x E admettant g pour mesure caractéristique.

Preuve. Voir [Ikeda 1989, Chap.1, Thm.9.1|. Plus précisément, Ikeda et Wanabe
construisent un processus ponctuel de Poisson dont la mesure associée est quasiment
une mesure de Poisson au sens de notre définition. En effet, la mesure de Poisson
d’Tkeda et Watanabe est une v.a. a valeurs dans ’espace des mesures (positives) sur
R, x E a valeurs entiéres. Il reste & montrer qu’on peut restreindre ’espace d’arrivée
a M. Soit (K, )nen une suite de compacts de Ry x E donnée par le lemme 2.4.2. On
voit que
VneN, E[QK,)]=q(K,) <+oc.
Ainsi, quitte & modifier () sur un ensemble de mesure nulle, on peut supposer que
Vwe QVneN, Qw,K,)<-+oc.

La deuxiéme partie du lemme 2.4.2 assure alors que @ est bien a valeurs dans M. [

Pour conclure, notons qu’il est clair que la mesure caractéristique ¢ caractérise
la loi de la mesure de Poisson.
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2.4.2 Filtration canonique

Soit () une mesure aléatoire de Poisson. La filtration canonique associée a @) est
définie par

= 0(Qlp,g) =0 (Q(4); AecB([0,s]) ® B(E)).

Proposition 2.4.4. I existe (T,)nen une suite de t.a. (deuz & deux distincts) et
B : Ry x Q — E un processus optionnel par rapport a (]—"g)szo tels que

VweQ, Qw,dt,dz) = 67, (w),om, (w)(dt d2).
neN

Preuve. Voir [Jacod 2003, Chap.II, Prop.1.14] pour la démonstration de ce résul-
tat. Notons toutefois que la définition de mesure aléatoire de Jacod et Shiryaev est
treés différente de la notre |[Jacod 2003, Chap.II, Def.1.13|. En particulier, leur dé-
finition repose sur la donnée d’une filtration et impose de vérifier que 'intégrale
de tout processsus optionnel, i.e. O ® B(E)-mesurable, est optionnelle, i.e. O—
mesurable. Pour le démontrer, on peut raisonner exactement comme Ikeda et Wa-
tanabe le suggérent pour montrer que l'intégrale d’un processus prévisible est une
martingale [Tkeda 1989, Chap.II, Sec.3| (voir aussi [Revuz 1999, Chap.XII, Sec.1]).
Plus précisément, on peut commencer par travailler avec des processus de la forme
(s,w,z) — Xs(w)la(z) ou X est cadlag, adapté et borné, et A est un borélien
relativement compact de E. Par discrétisation en temps de X, on voit que l'in-
tégrale du processus est bien optionnelle. Par un théoréme des classes monotones
(voir |Tkeda 1989, Chap.I, Prop.5.1]), on en déduit que cela est encore vrai pour tout
processus de la forme (s,w, z) — X (w)la(z) ot X est optionnel et A € B(E). On
conclut alors en invoquant de nouveau un théoréme des classes monotones (voir la
proposition 2.1.1). Ol

Proposition 2.4.5. Soit F' un espace polonais. Un processus X : Ry x Q — F
est prévisible par rapport a (fg)szo st et seulement si il existe un processus ¢ :
Ry x M — F prévisible par rapport a (Ms)s>o tel que

V(s,w) ERy xQ  Xy(w) =6 (s,Qw)).

Preuve. La seule difficulté concerne I'implication directe. Comme précédemment, on
se contente de travailler dans le cas ot F' = R. Commencons par prouver le résultat
pour le processus X = 1y, 1,164 01 0 <t] <tget A€ U9<t1f9Q. Puisque A € ]:t?,
il existe B € M tel que A = Q™ (?"1,,1 (B)) et

\V/(S,W) € Ri X Q? XS(LL)) = 1]t1,t2}><A(87w) = 1]t1,t2]><B (S7Tt1 (Q(W))) .

On en déduit que le résultat est satisfait avec ¢ : (s, 1) = 1y, 15 B(S, 71, (1)) qui
est bien prévisible par rapport a (Mg)s>0 par la proposition 2.2.14 car

V(s,m) € Ry x M, 6(s, 1) = & (5,110 ) -
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De méme, le résultat est vérifié pour le processus X = 1yg), 4 ot A € }"(?. Par un
théoréeme des classes monotones (voir la proposition 2.1.1) et la proposition 2.2.4,
on en déduit le résultat souhaité. O

Soit (.FSQ )s>0 l'augmentation habituelle de (.7-"5Q )s>0, C’est-a-dire
fSQ =0 (]:S% U N) ,

ott N désigne I’ensemble des ensembles négligeables de F9. Le corollaire suivant
permettra de donner une carctérisation fondamentale des controles admissibles dans
le chapitre 4.

Corollaire 2.4.6. Soit F' un espace polonais. Un processus X : R} x Q — F
est prévisible par rapport a (ﬁ?)szo st et seulement si il existe un processus ¢ :
R x W — F prévisible par rapport & (Ms)s>o tel que

Xs (w) =¢(s,Q(w)), Vs>0, P(dw)—p.s.

Preuve. C’est une application immeédiate de la proposition 2.2.7 et de la proposi-
tion 2.4.5. O

2.4.3 Intégrale de Stieljes

Soit (€, (Fs)s>0,P) un espace de probabilité filtré. On suppose que 'ensemble
des événements de mesure nulle de F est inclus dans Fy. Soit ) une mesure de
Poisson adaptée a (Fs)s>0, c'est-a-dire Q| est Fs-mesurable et Q| 4o est

indépendante de Fs.
Soit f: Ry x Q x E'— R mesurable par rapport & P ® B(FE) telle que

V(s,w) € Ry xQ, / If(0,w,2)|Q(w,db,dz) < +o0.
[0,s]xE

Le processus

(s,w) — f0,w,2)Q (w,db,dz),
[0,s]xE

est bien défini, cadlag et adapté a (Fs)s>0. Notons qu’il s’agit d’une intégrale de

Stieljes qui coincide avec la série absolument convergente

> F(Tn(w),w, Br, () 1, () <ss

neN

ot (Ty)nen et (Bs)s>o0 sont donnés par la proposition 2.4.4.
En général, on travaille sous 'hypothése suivante :

/[ o If (0, w,2)|Q (w,db,dz) < 400, Vs >0, P(dw) — p.s.,
0,s]x
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on pose alors

/ F(0,0,2)Q (w,d0,dz) =0, Vs3>0,
[0,s]xE

sur 'ensemble des w tels que l'intégrale n’est pas convergente. Notons que cela
ne remet pas en cause le caractére adapté de l'intégrale car Fy contient tous les
ensembles de mesure nulle de F.

Remarque. Notre définition de l'intégrale stochastique coincide avec celle de Tkeda
et Watanabe |Ikeda 1989|, mais elle est différente de celle de Jacod et Shi-
ryaev [Jacod 2003]. Chez ces derniers, l'intégrale contre la mesure de Poisson est
adaptée sans hypothése sur la filtration, mais elle n’est pas cadlag partout.

On définit encore @ la mesure de Poisson compensée des sauts par

Q (w,ds,dz) = Q (w,ds,dz) — dsq(dz).

Proposition 2.4.7. Soit f : Ry x Q x E — R mesurable par rapport a P @ B(E).
Alors

E =E

/ £(0,2)|Q (d0,dz)
[0,s]xE

/ £ (8,2)] 6 g (dz)
[0,s]xE

De plus, si

E < 400, Vs >0,

/ £ (8,2)| dB g (dz)
[0,s]xE

alors le processus

/ £(60,2)0 (40, dz) =
[0,s]xE

/ f(0,2)Q(db,dz) — / f(0,2)d0q(dz), Vs> 0,
[0,s]xE

[0,s]xE

est une martingale cadlag par rapport & (Fs)s>0. En particulier,

IE[/ £(0,2)Q(d0,dz)| =
[0,s]xE

/ £(8.2)d0g (dz)
[0,s]xE

Preuve. Voir [Ikeda 1989, Chap.II, Sec.3] ou [Revuz 1999, Chap.XII, Sec.1]. Ol

On peut encore construire l'intégrale contre la mesure de Poisson compensée
des sauts, comme intégrale stochastique, dans des cas plus généraux. Toutefois, cela
n’est pas utile dans cette thése et on renvoie a [Ikeda 1989, Jacod 2003| pour plus
d’informations.

Pour conclure, on donne un énoncé analogue a la proposition 2.3.4 pour l'inté-
grale contre la mesure de Poisson. Soit £’ un espace polonais, soit alors £ une v.a.
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a valeurs dans E’ de loi v. On note Q la loi de la mesure aléatoire de Poisson sur
R4+ x E de mesure caractéristique g et on pose

Q:=F xM, P=r®Q,
E(x,p) =2, Q(x,p) = p,
JFsi=0 (&Q‘[O,s])

et (Fs)s>0 augmentation habituelle de (Fs)s>0 sous P. On note P la tribu prévisible

associée & (Fs)s>0. On note encore D(R4, R) I'espace des fonctions cadlag sur Ry a
valeurs dans R et on le munit de la topologie de Skorohod.

Lemme 2.4.8. Soit ¢ : R% x Q x E — R un processus P @ B(E)-mesurable satis-
faisant

/ 0(0,6,Q,2)Q(d0,d2) < +oo,  ¥s>0, P ps.
[0,s]xXE

Alors il existe une application ® : Q@ = E' x M — D(R, R) mesurable par rapport a
B(E'") @ M telle que

/[0 ] Egp(e’g’Q,Z)Q(de’dz) = q)(gaQ) ; ]P)_ps (22)

De plus, pour tout espace de probabilité filtré (Q, (Fs)s>0,P) satisfaisant les condi-
tions habituelles muni d’une mesure de Poisson @ sur Ry x E de mesure caracté-
ristique q et d’une v.a. £ de loi v,

Preuve. On commence par remarquer que la proposition 2.2.7 assure que le membre
de gauche de la relation (2.3) est bien défini. Soit ¥ : @ — D(R4,R) la v.a. F-
mesurable définie par

Q) = / 2 (0.€.Q,2)Q (0, dz2).

[0, ]xE

Puisque ¥ est F-mesurable & valeurs dans D(R.,R) qui est polonais, ¥ coincide
presque siirement avec une v.a. F—mesurable. Autrement dit, il existe une applica-
tion ® : E' x M — D(R;,R) mesurable par rapport a B(E'") ® M telle que

qj(éa@):q)(g’Q)v P—pS

De plus, puisque I'intégrale contre une mesure de Poisson est une intégrale de Stieljes,
la relation (2.3) peut se reformuler de la maniére suivante :

\11(5,@) :@(5,@), P—ps.

On conclut simplement en remarquant qu’il s’agit d’un résultat concernant la loi de

(£, Q). 0
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Introduction

Dans ce chapitre, on étudie le probléme de controle stochastique & horizon fini
sur les processus de diffusion par la méthode de la programmation dynamique. Plus
précisément, on montre que la fonction valeur vérifie le principe de la programmation
dynamique (PPD) et on en déduit qu’elle est solution de viscosité d'une équation aux
dérivées partielles (EDP) parabolique non linéaire appelée équation de Hamilton—
Jacobi-Bellman (HJB). On étudie également la question de I'existence d’un controle
optimal dans le cas ou ’équation de HJB admet une solution réguliére.

La plupart des résultats de ce chapitre ne sont pas nouveaux. En effet, de nom-
breux auteurs ont déja étudié le controle des diffusions par la méthode de la program-
mation dynamique [Bensoussan 1978, Krylov 1980, Lions 1983, El Karoui 1987,
Borkar 1989, Fleming 2006|. Toutefois, nous proposons ici une approche différente
et rigoureuse qui repose sur un résultat de conditionnement souvent invoqué, rare-
ment démontré dans la littérature. Il s’agit de l’analogue a la propriété de Markov
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forte pour les diffusions contrélées. A notre connaissance, nous sommes les premiers
a en donner un énoncé aussi général, accompagné d’une démonstration détaillée et
rigoureuse. En outre, nous nous sommes efforcés de travailler sous des hypothéses
relativement faibles par rapport a la littérature. En particulier, on ne suppose pas
que les différentes fonctions du probléme — la dérive, la volatilité et le cotit intégral
— dépendent contintiment du paramétre de controle.

Tout au long de ce chapitre, on commentera extensivement les différences
concernant les hypothéses comme les raisonnements entre notre approche et celles
de Krylov [Krylov 1980] et Fleming et Soner [Fleming 2006|. Le travail de Bor-
kar [Borkar 1989] a également été étudié durant les premiéres années de cette thése.
Toutefois, ce dernier ne contrélant pas le terme de diffusion, nous n’avons pas poussé
plus loin la comparaison. Notons enfin que le livre de Yong et Zhou [Yong 1999| a
trés certainement été une source d’inspiration importante pour ce chapitre. Cepen-
dant, certaines preuves ne nous semblent pas entiérement correctes et nous avons
préféré ne pas y faire référence dans la suite de ce chapitre.

La premiére partie de ce chapitre regroupe 'essentiel des définitions et des ré-
sultats qui ne dépendent pas du probléme de contrdle stochastique considéré. En
particulier, on construit les processus de diffusion contrélés et on donne la pro-
priété d’unicité en loi de la solution de 'EDS contrélée et I’énoncé du lemme de
conditionnement. Dans la deuxiéme partie, on formule et on résout le probléme de
controle de stochastique a horizon fini. La méthode présentée ici peut clairemenent
étre transposée a 1’étude du probléme & horizon infini. La troisiéme partie contient
I'apport essentiel de ce chapitre : la démonstration du lemme de conditionnement.
Notons que nous avons choisi de travailler avec des processus de diffusion en di-
mension un simplement pour profiter de la 1égéreté des notations. En effet, tous les
résultats présentés dans ce chapitre sont encore valides en dimension quelconque.
Attirons également 'attention du lecteur sur le fait que les hypothéses énoncées sont
systématiquement et implicitement supposées dans les résultats qui les suivent.

3.1 Processus de diffusion controlés

3.1.1 Deéfinitions et premiéres propriétés

Le but de cette partie est de définir les controles et les processus de diffusion
controlés ainsi que de donner des estimations de leurs moments.

Soit (€2, (Fs)s>0,P) un espace de probabilité filtré satisfaisant les conditions ha-
bituelles, muni d’un mouvement brownien standard (Bs)s>0. Soit A I'espace d’état
des controles supposé polonais. Pour construire les processus de diffusion contrélés,
on se donne les deux applications suivantes : b : Ry x R x A — R la dérive et
oc:Ry xR x A — R la volatilité.

Hypothése 3.1.1. Les assertions suivantes sont satisfaites :
(1) b et o sont mesurables ;



3.1. Processus de diffusion controlés 37

(ii) il emiste K > 0 telle que, pour tout (t,z,y,a) € Ry x R? x A,

|b(t,:€,a) - b(tayva)‘ + ’J (tvxaa) - U(tay7a>’ S K‘x _y‘a (31)
b(t,z,a)| + o (t,z,a)] < K (1+ |z]).

Avant de construire les processus de diffusion controlés, on commence par définir
I’ensemble des controles.

Définition 3.1.2. Un controle est un processus (as)s>o0 @ valeurs dans A, progres-
sivement mesurable par rapport a la filtration (Fs)s>0. On note Ao l'ensemble des
controles.

Remarque. Notons que, contrairement a Krylov [Krylov 1980] ou Fleming et So-
ner |Fleming 2006]|, nous ne travaillerons pas avec les controles (et la filtration) défi-
nis ci—dessus pour la résolution des problémes de controle stochastique. Les « bons »
controles sont définis dans la partie 3.1.2 et forment une sous—classe de Ay.

On considére I’équation différentielle stochastique (EDS) associée au controle
ac A
dXs =b(s, Xs,a5) ds + o (s, X, a5) dBs. (3.3)

Définition 3.1.3. Soient t > 0, £ une v.a. Fy—mesurable et a € Ag. Une solution
de 'EDS (3.3) partant de & a Uinstant t est un processus (Xs)s>¢ continu et adapté
a (Fs)s>t tel que

P ([ (1660, X000 +10 0. Xp o)) a0 < o) =1, Vs,
t
et tel que la relation suivante :
stf-i-/ b(&,X(,,ag)d0+/ O'(@,Xg,Oég)dB@, Vs >t, (3.4)
t t

soit satisfaite presque sirement. On dit que la solution est unique lorsque toute autre
solution X est indistinguable de X, c’est—a—dire

]P’(XS:XS, V32t>:1.

Pour tout t > 0, on note & 'ensemble des v.a. F;—mesurables de carré intégrable.
La proposition suivante assure que 'EDS (3.3) admet une unique solution lorsque
la condition initiale est de carré intégrable.

Proposition 3.1.4. Soit (t,&,a) € Ry x & x Ag. L’EDS (3.3) admet une unique
solution partant de € a linstant t. De plus, cette solution est de carré intégrable.

Preuve. Voir [Krylov 1980, Chap.2, Thm.5.7]. O
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On note X“&% cette solution : c’est le processus de diffusion contrdlé par o et
partant de ¢ a Iinstant ¢. Lorsque le controle est constant égal & a € A, XH&% est
un processus de Markov. Son générateur infinitésimal £f est défini comme suit : soit
w: R — R de classe C2, pour tout = € R,

9?2 ow

a P w
Low (@) i=d(t,z,0) = (@) +blt,z,0) 2 (2), (3.5)
avec pour notation,
o (t,z,a)’
d(t,z,a) = —

On conclut cette partie en rappelant quelques résultats classiques sur les mo-
ments des processus de diffusion controlés.

Proposition 3.1.5. Soient r € N et T > 0. Il existe C > 0 telle que, pour tout
(t,&,¢, ) €[0,T) x & x Ao, pour tout h € [0,T — 1],

sup [0 <o+ Eel).
t<s<T

E

E[$m xtee | <ca+ENE RS,
t<s<t+h

t<s<T

E[$m!X¥“—X§”T < CE[|¢ - (']

Preuve. Voir [Krylov 1980, Chap.2, Thm.5.9, Cor.5.10]. O

Corollaire 3.1.6. Soient r € N et T" > 0. Il existe C' > 0 telle que, pour tout
(t,s,z,y,a) € ]R%_ x R2 x Ay,

E Sup ‘XéVr?a _ X;7y7a

‘T‘
tvs<O<T

<C(Jw =yl + @ +lal" + gl It = s]?) .

Preuve. On suppose que t < s. Il existe C' > 0 telle que

t,x,a S,Y,Q T
E | sup ‘Xg - X, ]

s<O<T
t7x7a t7y7a " t7y7a S7y7a T
<C|E| sup (X777 =X, +E| sup [ X7 — X,
t<O<T s<O<T
La proposition 3.1.5 assure que
t,x,a ty,o r r
E| sup |X;7" - X, <Clz—y| .
t<O<T

Pour traiter le deuxiéme terme, on commence par remarquer que la relation suivante

0 0
X;JJ,O& — Xﬁ;y@ + / b (quth’y’av au) du —|—/ o (u,XfL’?J,a, au) dB,, V0> s,
s t
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est satisfaite presque stirement. Par unicité de la solution forte & I'EDS (3.3), on en
déduit que
t,y,a
XV (w) = Xg’XSy w), VO >s, P(dw)— p.s.

La proposition 3.1.5 assure alors que

ty,« 8,1,
E | sup ’Xe - X,
s<O<T

TISCEUX?”—yH

<SCA+y")(s—1)7.
Le résultat du corollaire en découle. O

Remarque. Dans la littérature, on travaille souvent avec une hypothése moins restric-
tive que la relation (3.2). En contrepartie, il faut restreindre ’ensemble des controles.
Par exemple, Fleming et Soner [Fleming 2006] supposent que

|b(t,z,a)| + |o(t,x,a)| < K (1+|z|+ |a]), (3.6)

et demandent aux controles (admissibles) de vérifier la condition suivante : pour
tout 7" > 0, pour tout r € N,

T
EUN%W4<+w. (3.7)
0
Voir [Pham 2007] pour des conditions plus générales.

3.1.2 Controles admissibles et unicité en loi

Le but de cette partie est de définir ’ensemble des controles admissibles et de
montrer que 'EDS associée satisfait la propriété d’unicité en loi.

Soit (F5

2 )s>0 Paugmentation de la filtration engendrée par le mouvement brow-

nien, c’est—a—dire

FB =0 (By, 0<6<5),

S

Fb :za(]-'sBUN),

ott N désigne I’ensemble des ensembles négligeables de FB sous P. Dans la suite de

ce chapitre, on travaillera exclusivement avec la filtration (F2

2 )s>0 sur .

Définition 3.1.7. Un controle admissible (cs)s>0 est un processus prévisible par

rapport a (.FB)S>0, a valeurs dans A. On note A l’ensemble des controles admissibles

S
et, pour tout t > 0, A* l’ensemble des contréles admissibles indépendants de FP.

Remarque. Cette définition des controles admissibles n’est pas standard, mais c’est
bien celle—ci qui nous permet de démontrer le lemme de conditionnement. Voici les
premiers commentaires concernant cette définition :

(i) conformément & la discussion de la partie 2.2.1, on définit les controles admissibles
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qui sont des processus prévisibles, sur R’ . Notons que la valeur du controle en 0 ne
joue de toute facon aucun roéle et que la supprimer permet d’unifier la présentation
des chapitres 3, 4 et 5;

(ii) A est inclus dans Ag (quitte & choisir une valeur arbitraire en 0) puisque, pour
tout s > 0, fsB est une sous—tribu de Fj;

(iii) le processus X“®< est adapté a (F2)s>; lorsque a € A. De plus, il est indé-
pendant de F lorsque a € A’

La proposition suivante donne une caractérisation fondamentale des contréles
admissibles. On rappelle que W = C(R4,R) et que (Wjs)s>0 est sa filtration cano-
nique (voir la partie 2.2.2 pour plus de détails).

Proposition 3.1.8. Le processus a est un controle admissible si et seulement si il
existe "V : R*. x W — A prévisible par rapport a (Ws)s>o telle que

as (W) =aV (B(w)), Vs>0, P(dw)—ps.
Preuve. Voir le corollaire 2.3.2. O

La caractérisation des contréles admissibles ci—dessus permet de réécrire
I’EDS (3.3) sous la forme suivante :

dX, =0b“ (s, X5, B) ds + 0“ (s, X5, B) dBs. (3.8)
o b* : Ry xRXxW = Ret 0®: Ry x Rx W — R sont définies par

b (s,z,w) :=b (s,x, aly (w)) ,
o (s,z,w) =0 (s,z, aly (w)) .
Cette formulation nous permet d’étudier 'EDS controlée sur « n’importe quel »

espace de probabilité. Ce n’était pas possible avec les controles de la définition 3.1.2,
car ces derniers étaient définis seulement sur I'espace considéré.

Remarque. Notons qu’on introduit ici un abus de language et de notation. Il serait
plus juste de parler du controle oV et de noter b2 ou o

Dans la suite, (Q, (.7:“8) $>05 B, If”) désigne un espace de probabilité filtré satisfai-

sant les conditions habituelles muni d’un mouvement brownien (Bs)s>0.

Définition 3.1.9. Soit (t,xz,a) € Ry x R x A. Une solution de I’EDS (3.8) dans
(2, (Fs)s>0, B,P) partant de = a linstant t est un processus (Xs)s>t continu et

adapté a (Fs)s>o tel que

B (/t (‘ba (6.%0.8)| + |0 (e,fg,,é)f) 0 < +oo) —1 Ws>,

et que la relation suivante :
S S
X, =2 +/ b (9,X9,B) 0 +/ o° (0,Xg,B) ABy, Vs>t (3.9)
t ¢

est satisfaite presque sdrement. On dit que la solution est unique lorsque deux solu-
tions quelconques sont indistinguables.
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On note C([t, +00), R) 'ensemble des applications continues sur [t, +00) a valeurs
dans R et on le munit de sa tribu canonique.

Proposition 3.1.10. Soit (t,z,a) € Ry x R x A. [l existe une unique solution
Xt@a de 'EDS (3.8) dans (Q, (]}s)sZO,B,P) partant de x a linstant t. De plus, il
existe une application F4®® : W — C([t, +00),R) mesurable par rapport a W telle
que, pour tout (Q, (.7:"5)520, B,]f”), la relation suivante est satisfaite :

Xbtro _ ptao (B) , P—ps. (3.10)

Preuve. La premiére partie de la proposition est une application de la proposi-
tion 3.1.4 avec le controle & défini par

(s, @) € R® x 4, dwm:ay(m@)

Pour démontrer la deuxiéme partie, on suit la preuve du théoréme 10.4
de [Rogers 2000b, Chap.5|. On commence par travailler sur l’espace canonique
(Q, (FB)s>0, B,P), cest-a-dire Q = W, B = Idw et P est la mesure de Wiener.
Puisque X5%¢ est une v.a. FZ-mesurable & valeurs dans l'espace C([t, +00), R) qui
est polonais, elle est indistinguable d’une v.a. mesurable par rapport a FZ. Au-
trement dit, il existe F4* : W — C([t, +00), R) mesurable par rapport a W tel
que

Xtoo = pheo(BY P —pas.

En outre, le lemme 2.3.4 assure qu’il existe ®»*% : W — C([t, +o0), R) mesurable
telle que, pour tout (2, (Fs)s>0, B, P),

(I)t,x,a (B) _ / o¢ (8,F§,z,a (B) ,B) st, ]@ — p.s.
t

Il reste a remarquer que la relation suivante est bien satisfaite :
Fhra (B) =z + LT (B) +/ b (S,Fst’x’a (B) ,B) ds, P—p.s.,
¢

car il s’agit seulement d’une affirmation sur la loi de B. On en déduit le résultat
souhaité par unicité de la solution de 'EDS (3.8). O

Corollaire 3.1.11. L’EDS (3.8) a la propriété d’unicité en loi.

Preuve. La loi de la solution est la mesure image de la mesure de Wiener par F'%,
O

Remarque. Notons qu’en travaillant avec le couple Y = (B, X%®%) on peut écrire
I'EDS (3.8) sous la forme :

dYs = b (s,Y) ds + & (s,Y) dBs, (3.11)
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ot b : Ry x W2 = R% et 6 : Ry x W2 — R? satisfont

. 0 W 1
b (s,w,w’) = (ba (s,w;,w)> , 0 (S,w,’w/) = <O,a (s,wé,w)) :

L’unicité en loi peut alors étre obtenue comme corollaire du théoréme de Yamada
et Watanabe (voir [Rogers 2000b, Chap.5, Th.17.1] ). Toutefois, il est plus simple
et plus naturel d’exploiter le fait que I'EDS (3.11) est exacte (voir [Rogers 2000b,
Chap.5, Def.9.4]).

3.1.3 Lemme de conditionnement

Le but de cette partie est de formuler un lemme de conditionnement qui sera
démontré a la fin de ce chapitre. Ce résultat de conditionnement est crucial dans
I’étude du probléme de controle stochastique présentée dans ce chapitre.

Pour des raisons techniques, on suppose que (€2, (F2)s>0, B,P) est I'espace ca-
nonique, c¢’est—-a—dire 2 = W, B = Idw et P est la mesure de Wiener.

Soient o € A et (t,w) € Ry x  fixés. On définit le controle admissible translaté

ab® comme suit :

(W) i=as (@i w), Vs>0, VweQ,
ol W ®; w est I'élément de 2 = W tel que

(s), si0<s<t,
(s) —w(t)+w(t), sis>t.

e &

(W@ w)(s) = {

Il est clair que, @ étant fixé, o> appartient a A?.
Pour tout (£,s) € R2 tel que ¢ < s, on note encore

Tis := {7 t.a. par rapport a (FP)o>0 & valeurs dans [t, s]}.

Lemme 3.1.12. Soit (t,z,a) € Ry x R x A, sotent alors § > t et 7 € Tip. La
relation suivante est satisfaite : pour tout ¢ : R — R4 mesurable,

E [gp (ng’“) ‘ ﬁf’] (@) = Py (T(@),Xﬁv%a(@),aﬂ@)@) . P(d@) — p.s.,
avec, pour tout (s,y,[) € [t,0] x R x A%,

Dy (s,y,8) :=E [go (Xg’y’ﬁ)} .

La démonstration de ce lemme est assez technique et sera présentée dans la
partie 3.3.

Remarque. Notons que le choix des controles admissibles et le lemme de condi-
tionnement sont au cceur de la démonstration du PPD présentée dans ce chapitre.
Pour une autre présentation, on renvoie a Krylov [Krylov 1980] ou & Fleming et
Soner |Fleming 2006| qui travaillent directement avec les controles (et la filtration)
de la définition 3.1.2. Voir la remarque & la fin de la partie 3.2.3 pour plus de détails.
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3.2 Probléme de contrdle stochastique & horizon fini

3.2.1 Formulation du probléme

Le but de cette partie est de formuler le probléme de controle stochastique a
horizon fini sur les processus de diffusion.

Soit T' > 0 un horizon fini. Pour construire le critére d’optimisation, on se donne
les deux applications suivantes : f : [0,7] x R x A — R le coiit intégral et g : R — R
le cotit terminal.

Hypothése 3.2.1. Les assertions suivantes sont satisfaites :
(i) f et g sont mesurables;
(ii) il existe r € N et K > 0 tels que, pour tout (t,z,a) € [0,T] x R x A,

If (G2, a)[ + [g ()] < K (1 +[z["). (3.12)

On définit la fonction coit J: [0,7] x R x A — R par

T
J(tyz,a) :=E {/ f (S,Xﬁ’x’o‘,as) ds+g (X;J:a):| ’
t
et la fonction valeur v : [0,7] x R — R par

v (t,x) := inf J (¢, z,q).
acA

Le but de ce travail est d’étudier la dynamique de la fonction valeur et de déterminer,
lorsque cela est possible, un contréle optimal, c’est-a-dire un controle & tel que
v(t,z) = J(t,x, ).

Remarque. Notons que le corollaire 3.1.11 assure que les fonctions cofit et valeur ne
dépendent pas du choix de I'espace de probabilité et du mouvement brownien sur cet
espace. Dans la suite, on suppose sans perte de généralité qu’on travaille sur ’espace
canonique pour pouvoir exploiter directement le lemme de conditionnement.

On conclut cette partie avec un énoncé qui assure que les fonctions coftit et valeur
sont bien définies.

Proposition 3.2.2. I eziste C > 0 telle que, pour tout (t,z,a) € [0,T] x R x A,
[J (t2, )| <C(1+ 2.
En particulier, pour tout (t,z) € [0,T] x R,
lv(t, )] < C(1+[z]").

Preuve. Ce résultat est une conséquence immédiate de la proposition 3.1.5 et de
I’hypothese 3.2.1. O
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Remarque. Dans la littérature, on travaille souvent sous une hypothése plus faible
que la relation (3.12). Comme précédemment, c’est au prix d’hypothéses supplé-
mentaires sur les controles admissibles. Par exemple, Fleming et Soner supposent
que

|f (t,2,a0)| + g (z)] < K (1+ [z + |al"). (3.13)

Cela suffit a assurer que les fonctions coiit et valeur sont bien définies pour tout
controle satisfaisant la relation (3.7). Toutefois, pour démontrer le PPD, ils sup-
posent que lensemble A est un compact de R? ce qui entraine que les rela-
tions (3.2) et (3.12) sont satisfaites. Pour des conditions plus générales, on renvoie
a [Touzi 2013] qui travaillent sous les hypothéses (3.6) et (3.13) avec r = 2.

3.2.2 Reégularité des fonctions cout et valeur

Le but de cette partie est de démontrer que la fonction valeur est continue.

Hypothése 3.2.3. Les applications f(t,-,a) et g sont continues sur R, uniformé-
ment par rapport a (t,a) € [0,T] x A. Ici et dans toute la suite, cela signifie que

Ve>0, Ve eR, 36 >0, V(t,y,a) € [0,T] x R x A,
lz—yl <d=|f(t,x,a) = f(t,y,0)] <e

Proposition 3.2.4. Les applications J(-,-, «) sont continues sur [0,T] x R, uni-
formément par rapport & o € A. En particulier, la fonction valeur est continue sur
[0,7] x R.

Preuve. Commengons par remarquer que, pour tout (¢,s,z,y) € [0, T}Q x R?,

lv(t,x) —v(s,y)| <supl|J (t,z,a) — J (s,y,a)|.
acA
Ainsi, il suffit de montrer que la fonction coiit est continue sur [0, 7] x R, uniformé-
ment par rapport a « € A.
Dans un premier temps, on suppose que les applications f(¢,-,a) et g sont uni-
formément continues sur R, uniformément par rapport a (¢,a). La relation suivante
est satisfaite : pour tout (¢,s,z,y,a) € [0,T]? x R? x A tel que ¢ < s,

|J (t,z,a) — J (s,y,a)] <E [/S f (9,X(';:3?70<,a9) ‘ dﬁ]
t
+E { / ! j f (Q,X;W, a9> (0, X5V ) ) d&]

sl () -s e

|-

Le premier terme du membre de droite satisfait I'inégalité suivante :

|

f (H,Xg’z’a,om) ‘ de] <O+ (s—1).
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Intéressons—nous maintenant au deuxiéme terme. Le troisiéme terme se traite exac-
tement de la méme maniére. Soit € > 0, soit alors § > 0 tel que, pour tout
(t,z,y,a) € [0,T] x R? x A,

[z -yl <d=|f(t,z,a) = f(ty,a) <e

Ainsi, par Cauchy—Schwarz,

E { / ' ‘ f (9, Xboe ag) — (0, X507 ap) ] d@}

D=

<C@+af +y"P| sup (X;vm—xg»%a\ >0 +Te
0€els, T

De plus, par I'inégalité de Bienaymé—Tchebychev et le corollaire 3.1.6,

0€(s, T

t7 K 14
P<Sup ’X‘)M_ng oe(s.T]
S

> 5) <6 °E [ sup (Xé’m’a - Xg’y’o‘) 2]
<007 (@~ )" + (1+ [ +1y) (s = 1))

On en déduit que

T
E [ / ‘ f (0,X;’x’o‘,a9) _ (H,Xg’y’a,ag)‘dﬁ}
<5 L (1ol + ™) (Jo—yl+ (s - £)2) + Te.

Le résultat souhaité en découle.

Dans le cas général, on définit la suite d’application (J,),en telle que, pour tout
(t,z,a) € [0, T] x R x A,

T
Jn (t,z,0) :=FE [/ f (s, X" An,as)ds+ g (X%x’o‘ A n)] .
t
Soit (tg,zg) € [0,T] x R fixé. On remarque que, pour tout (t,z,a) € [0,7] x R x A,

‘J(taxaa) - J(to,mo,a)| < \J(t,a;,a) —Jn (tax7a)’
+ |Jn (t>$>a) —Jn (t0>$07a)| + |Jn (to,l’o,a) - J(to,xg,a)‘ :

Commengons par traiter le premier et le troisiéme terme. Par I'inégalité de Cauchy—
Schwarz et la proposition 3.1.5, il existe C' > 0 telle que, pour tout (t,z,«a) €

[0,7] x R x A,
2
Zn>

=

|J (t,z, ) — T (t,z, )| < C(1+ |z]")P ( sup ’Xg”“a
0€(t,T)
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De plus, par 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev et la proposition 3.1.5,

P ( sup ‘Xé’x’a

—2 t,x,a 2
>n | <n °E| sup ‘Xg’ ’ )
0elt,T]

0€(t,T)

<Cn? (1 + |x]2) .
On en déduit que
’J(t7:1:7 O() - Jn (t7ﬂj‘7a)| S Cnfl (1 4 ’x|r+1) )

Soit € > 0, soit alors ng € N tel que, pour tout (¢,z,a) € [0,7] x R x A satisfaisant
|x — x| <1,

|J (t,x, ) — T (t, 2, 0)| < €.

L’inégalité suivante est satisfaite :
|J (t,x, ) — J (to, o, @)| < |Jng (¢, z, ) — Jny (to, xo, )| + 2e.

On remarque que les fonctions f(¢,-,a) et g sont uniformément continues sur
[—n0, no], uniformément par rapport a (t,a) € [0,7] x A. Par le travail précédent,
il existe 0 > 0 telle que, pour tout (¢,z,«) € [0,7] x R x A satisfaisant |t —to| < ¢
et |v —xo| <4,

| ng (8,2, @) — Ty (to, xo, )| < €.

On en déduit que, pour tout (¢, z,«) € [0, 7] x R x A satisfaisant [t —to] <A1 et
|z — a0l <IN,

|J (t,x, ) — J (to, g, )] < 3e.

Ceci conclut cette démonstration. O

Remarque. Krylov [Krylov 1980, Chap.2, Thm.5| démontre la continuité de la fonc-
tion valeur sous les hypothéses suivantes :

(i) f(t,-,a) est continue sur R, uniformément par rapport a a € A, pour tout
tel0,7;

(i) f(t,z,-) est continue sur A, pour tout (¢,z) € [0,7] x R.

Dans son travail, 'hypothése (ii) est essentielle pour assurer la mesurabilité sur [0, T']
de 'application suivante :

l+—sup sup \f(t,x,a)—f(t,y,a)\.
acA |z—y|<d
lz|<r,ly|<r

On a choisi une autre présentation pour souligner que la continuité en a n’est pas
nécessaire.
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3.2.3 Principe de la programmation dynamique

Le but de cette partie est d’énoncer et de démontrer le PPD en exploitant le
résultat de conditionnement du lemme 3.1.12.
On rappelle que, pour tout (¢,s) € R%— tel que ¢ < s,

Ti.s = {7 t.a. par rapport a (F)g>o a valeurs dans [t,s]} .
Soient o € A et T € Ty 100. On note
Voe, o (@):=a™ @

©),o

appartient a A™®) (voir la partie 3.1.3).
La proposition suivante est la clé¢ de la démonstration du PPD présentée dans
cette partie. C’est une application facile du lemme de conditionnement 3.1.12.

Rappelons que, @ étant fixé, a7

Proposition 3.2.5. Soit (t,z,«) € [0,T] x R x A, soit alors T € Ty 1. La relation
suivante est satisfaite :

J(t,z,a) =E [/ f (s,Xﬁ’x’O‘,as) ds+J (7', Xﬁ’w’o‘,of)] . (3.14)
t

Preuve. Le lemme 3.1.12 assure que

T
J (1, Xp"% ") =K [/ f (s, X0 as)ds+g <X%$’O‘>
T

.7-_—5}, P—p.s.

Le résultat de la proposition se déduit facilement en conditionnant par .7:'7{3 dans la
fonction cot. Ol

Proposition 3.2.6. Soit (t,z) € [0,T] x R. La relation suivante est satisfaite :
T
v (t,..’l?) = inf E |:/ f (S’X;J,,B’BS) ds + g (X;,:E,ﬁ)] . (315)
ﬁEAt t
Preuve. On pose

v(t,x) = Bin/fle
cAt

/t ' f (s, xtes, /35) ds+g (X;mﬁ)} .

Il est clair que v(t, ) < ¥(t,x) puisque A’ est inclus dans A. Réciproquement, la
proposition 3.2.5 avec T =t assure que

J(t,z,a) =E [J (t,x,at)] )

Or, @ étant fixé, o'“ appartient a A’. Ainsi, le membre de droite de la relation
ci—dessus est minoré par o(t,x) et on en déduit que v(t,z) > v(t, x). O

On est maintenant en mesure d’énoncer et de démontrer le PPD.
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Théoréme 3.2.7. Soit (t,z) € [0,T] x R. Les relations suivantes sont satisfaites :
(i) pour tout € > 0, il existe a« € A tel que, pour tout 7 € Ty,

v(t,z)+e>E [/ f (s, X0 ag)ds + v (7, Xﬁ’x’o‘)} ; (3.16)
t
(ii) pour tout a € A, pour tout T € Ty T,

v(t,x) <E [/T f (s, X505 o) ds + v (T, Xi’x’a)} . (3.17)
t

Remarque. Cette formulation du PPD implique que, pour tout 7 € 7; 1,

o(ta) = i [ [ (s X0 0 as ko (rxEee) |
t

ac

Plus précisement, elle est équivalente aux relations suivantes :

-
v (t7 l’) = Olcrelfélfé%f:TE |:/t f (87 X.?%a’ 045) ds + v (7'7 Xi’x’a):| s

v(t,z) = inf sup E [/ £ (5, X505 o) ds + v (7, Xima)]
t

acA €T

En ce sens, il s’agit d’une version forte du PPD et c’est bien celle—ci dont on aura
besoin pour démontrer que la fonction valeur est solution de viscosité de ’équation

de HJB.

Avant de démontrer ce résultat, on énonce un lemme qui nous permettra de faire
une localisation dans la preuve du PPD.

Lemme 3.2.8. Soit (t,z) € [0,T] x R. Pour tout € > 0, il existe N € N tel que,
pour tout o € A, pour tout T € Ty, pour tout n > N,

E [].T’;‘,L,z,a<T (1 + Sup ‘X;’z’ar')] S 67
- s€[t,T]

Xz’m’a‘ >n}.

avec pour notation,
tr,oo ,__ - .
7,0 == inf {s >t

Preuve. On remarque que, par la proposition 3.1.5,

C
t,x, _ t,z,
}P’(Tnxa < T) —]P’( sup ‘sza| > n> <.
s€t,T) n
ou la constante C' ne dépend pas de «. Ainsi, en utilisant successivement 'inégalité
de Cauchy—Schwarz et la proposition 3.1.5, on en déduit que

E

C
<=
n

1oy <1 o ‘Xz’%a‘r)
- s€[t,T)

ou la constante C ne dépend pas de «. O
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Preuve du théoréme 3.2.7. Pour faciliter la lecture de cette démonstration, on omet
les indices (t,z) dans les notations.

(i) Commengons par montrer que la relation (3.16) est satisfaite. Soit € > 0, soit
alors @ € A un contrdle e—optimal, ¢’est—a—dire

v(t,x)+e>J(t,x,a).

Le résultat souhaité s’en déduit immédiatement par la proposition 3.2.5.

(ii) Montrons maintenant que la relation (3.17) est satisfaite. C’est la partie difficile
de la démonstration du PPD. L’idée est de construire un bon contréle sur (0,7 en
recollant un contrdle quelconque sur (0, 7] et un controle bien choisi sur (7, 7.

On commence par localiser le probléme a 'aide du lemme 3.2.8. Soit N € N tel que,
pour tout a € A, pour tout 7 € T 7, pour tout n > N,

E|lracr [ 1+ sup ‘Xﬁ’x’ar <,
h seft,T]

avec pour notation,

i =inf{s > t; | X >n}.

Définissons maintenant les briques permettant de construire le contréle bien choisi
sur (7,7]. D’aprés la proposition 3.2.4, il existe § > 0 tel que, pour tout
(t,s,z,y,a) € [0,T)? x [N, NJ? x A satisfaisant [t — s| < § et |z —y| <6,

|J(t7~7:704) - J(S,y,Oé)| < e

Soit (#)F, telle que t =tg <ty < ... <ty =T tel que |t; — ;1| < 4. Soit (Py)E_,
une partition de [—N, N| en boréliens de diamétres inférieurs a §. Soit alors ()5,
une famille de réels telle que zj appartient & Pj. Pour tout 1 <[ < L, pour tout
1 < k < K, on se donne un contrdle 3% qui appartient a A" et satisfait la relation
suivante :

J (tz,ﬂckﬁl’k> <w(t,x) +e

C’est possible d’aprés la proposition 3.2.6.
On est maintenant en mesure de démontrer la relation (3.17). Soient a@ € A et
T € Ti,r. Soit a € A, on définit le controle & par

Qg := Lk

N ag, si0<s<mT,
S0, osit<s<Tet (1,X2%) € [ti—1,t) X P,

quitte & prendre une valeur arbitraire dans A lorsque le controle n’est pas défini.
Il est clair que & est un controle admissible. Alors la suite d’inégalités suivante est
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satisfaite :

E {171%» (/tT f (s, X5 ag)ds + v (T, Xf))}

-

Z E ]-TK‘]>T / f(S’Xsa7aS) d8+ Z /U(tl’xk) 1(T,X$‘)€[tl_1,tl)><Pk — €
t 1<I<L

1<k<K

.
>E [Lrest /tf(SaX?,Oés)dS+ Z J<tl,$k,5l’k) Lirxeyelt i t)xpe | | — 2€

1<I<L
1<k<K

.

>E |lrasy / fs, X8 a)ds+ > J(T,X?,B““) e xe)efty ) x Py | | — 3€
t 1<I<L

1<k<K

Par construction de &, on en déduit que

B Lo ([ 706 X5 ) as 40 (X0 )|
t
>E [171%% (/T f (s, X2 as)ds+ J (1, X2, d7)>] — 3e.
t

De plus, la proposition 3.2.2 assure que

<C (1 + sup ‘Xf“j )

s€t,T)

/ f (s, X5, as)ds+J (1, X2%,a7)
t

/ £ (5, X2, ) ds + v (r, X2)
t

<C <1+ sup |X3|T> :

s€t,T)

ou la constante C' ne dépend ni de «, ni de 7. Par définition de N, on en déduit que

E {/ f(s, X as)ds+v (T, Xg)]
t
>E [/ f (s, X3 a5)ds+ J (r, X2, dT)] — Ce.
t
Par la proposition 3.2.5, on en déduit que

E {/ f(s,Xsa,as)ds—i—v(T,Xf)] > J(t,z,&) — Ce
t
>wv(t,x) — Ce.

On conclut alors en faisant tendre e vers 0. O
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Remarque. Les hypothéses 3.1.1, 3.2.1 et 3.2.3 sont suffisantes pour démontrer le
PPD. En particulier, la continuité de b, o ou f en a n’est pas nécessaire lorsqu’on
travaille avec la filtration brownienne.

Krylov [Krylov 1980| a démontré le PPD dans le contexte de la partie 3.1.1. Il ex-
ploite la continuité des coefficients par rapport & a pour construire des controdles
markoviens « constants par morceaux » quasiment optimaux. Notons qu’il utilise un
résultat analogue au lemme 3.1.12 valable uniquement pour les controles constants
par morceaux (voir [Krylov 1980, Chap.3, Lem.2.14]).

Fleming et Soner [Fleming 2006] ont démontré le PPD dans un contexte trés gé-
néral. En effet, leur fonction valeur est définie comme l'infimum sur tout espace
de probabilité filtré muni d’un mouvement brownien de la fonction valeur classique
— celle de Krylov par exemple — sur cet espace. Leur démonstration exploite un
résultat d’existence et d'unicité d’une solution réguliére de I’équation de HJB du a
Krylov [Krylov 1987]. En particulier, ils n’utilisent pas — méme implicitement —
de résultat de conditionnement. Si I'hypothése de continuité en a est effectivement
indispensable & leur approche ne semble pas clair.

Dans le cas ou la fonction valeur n’est pas continue, on peut encore démontrer un
PPD en utilisant ’enveloppe semi—continue inférieure et ’enveloppe semi—continue
supérieure de la fonction valeur. On renvoie a [Bouchard 2011, Touzi 2013| pour
plus de détails.

3.2.4 Equation de Hamilton-Jacobi-Bellman
3.2.4.1 Solution de viscosité

Le but de cette partie est de montrer que la fonction valeur est solution de
viscosité d’'une EDP non linéaire du second ordre. C’est I’équation de HJB associée
au probléme de controle stochastique & horizon fini sur les processus de diffusion.

Hypothése 3.2.9. Les applications b(-,-,a), o(-,-,a) et f(-,-,a) sont continues sur
[0,T] x R, uniformément par rapport a a € A.

L’équation de HJB associée au probléme de controle stochastique & horizon fini
sur les processus de diffusion est donnée par

O () + inf (L0 (t,2) + f (t,,0)} =0,V (1,2) € [0.T) x B, (3.18)
v(T,x)=g(x), ek

Soit u : [0,T] xR — R continue. On dit que u est sous—solution de viscosité de (3.18)
si et seulement si u(7,-) < g sur R et, pour tout (¢,z) € [0,7) x R, pour tout
o € CL2(]0,T] x R) telle que u — ¢ atteint son maximum en (¢,z) € [0,7) x R et
U(t, JJ) - @(t’x) =0,

Iy

It (t,x) + ;g‘ {LL (t,x)+ f (t,x,a)} > 0. (3.19)
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On dit que u est sur-solution de viscosité de (3.18) si et seulement si u(7,-) > g sur
R et, pour tout (¢,z) € [0,T) x R, pour tout ¢ € CH2([0,T] x R) telle que u — v
atteint son minimum en (¢,z) € [0,7) x R et u(t,z) — 9(t,x) =0,

o

5 (t,x) + mf {Lfy (t,x) + f(t,z,a)} <O. (3.20)

On dit que u est solution de viscosité de (3.18) si et seulement si elle est sous—
solution et sur—solution de viscosité de (3.18). On renvoie & Crandall, Ishii et
Lions [Crandall 1992] pour plus de détails.

Proposition 3.2.10. La fonction valeur v est solution de viscosité de [’équation de

HJIB (3.18).

Preuve. On suit la démonstration de [Pham 2007, Chap.4, Sec.4] en simplifiant cer-
tains arguments griace a nos hypothéses. Pour alléger les notations, on omet les
indices (t,z) dans les notations. Soient 6 > 0, « € A et h > 0, on définit le t.a. 77"
par

Ty =inf{s € [t,t + h]; | X — x| > 5}

Sous—solution Commencons par démontrer que la fonction valeur est sous—
solution de viscosité de (3.18). Soit ¢ € CH2([0,T] x R) telle que v — ¢ atteint
son maximum en (t,z) € [0,7) X R et v(t,x) — ¢(t,z) = 0. On souhaite montrer
que l'inégalité (3.19) est satisfaite.

Quel que soit a € A, on applique la formule d’Ité & (-, X?) entre t et 77 :

a X(Z Tﬁ a ﬁa XCL d
@(Th, Tg)—¢(t’$)+/t <8t+ )(s, 3 ds
Th agp

t 8$(SX) o(s,X¢, a)dBs.

Puisque l'intégrande de 'intégrale stochastique est borné, on en déduit que

E U;’? £ (s, X% a)ds + ¢ (Tg,ng)]
= o +&[ [ (% et r0om) . x00a0].

Par ailleurs, puisque les contrdles constants sont admissibles, le PPD (3.17) assure
que, pour tout a € A,

pt,r)=v(t,z) <E [/Tgf(s,Xg,a) ds+wv (T,‘Z,X‘Tlgﬂ
t

[/ f (s, X2 a)ds + (78 ng)].

| /\
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On en déduit que

" Lll/t h <%:+E?‘P+f('wa>> (SaXS)ds] > 0.

Par continuité de X*, pour tout w € €, il existe n(w) > 0 tel que 7 (w) =t +h
pour tout A < n(w). Le théoréme de la moyenne assure alors que

B R R N
i+ [ (% Lt 1) (X s =

0
So(t2) + Lig (ta) + f (ba,a),  P—ps.

Par théoréme de convergence dominée, on en déduit que

0

eTf (t,2) + Lo (t,2) + f (t,7,a) > 0.
Puisque cette inégalité est satisfaite quel que soit a € A, on conclut que la rela-
tion (3.19) est vérifiée.

Sur—solution Montrons maintenant que la fonction valeur est sur—solution de
viscosité de (3.18). Soit 1 € CL2(]0, T] x R) telle que v — 9 atteint son minimum en
(t,x) € 10,T) xR et v(t,x) —(t,x) = 0. On souhaite montrer que I'inégalité (3.20)
est satisfaite.

On commence par remarquer que 'application ¥ : [0,7] x R — R définie par

W (s,y) = inf {L50(s,y) + f(s,y,a)} (3.21)

est continue sous les hypothéses précédentes. Soit € > 0, soient alors h > 0 et § > 0
tel que, pour tout s € [t,t + h], pour tout y € [x — §, z + 4],

oY oY

—(s,y)+ ¥ (s,y) — =—(t,x) =V (t,x)| <e

5 59+ (s,y) — 5 (ta) -Vt a)| <
Quel que soit o € A, on applique comme précédemment la formule d’'It6 & ¥ (-, X¢)
entre ¢ et 75' et on exploite la propriété de martingale de I'intégrale stochastique.
On en déduit que

E MT’? (5, X%, ) ds + (T,?,X%)]

(%f F LY+ F (s 0‘8)> (5 X5 ds}

=¢(tx)+EUtTh
2¢(t,x)—|—E[/tTg (aa‘fwz) (s,XSO‘)ds]
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Le PPD (3.16) assure qu’on peut choisir un contréle admissible o« — dépendant de
€ et de h — telle que

ehZE[/ h f(s,Xg",as)dsqu(Tﬁ‘,X%)} —v(t,x)
t

> E [/tT}?f(SaX?,as)dsJﬂﬁ (1 x5)| 0 o)

Ainsi, le choix de « assure que

1L [T (O N
E[h/t (8t+\11> (S,Xs)d8:| <e.

De plus, les choix de h et de ¢ impliquent que

E H /t (‘?;fwz) (s,Xso‘)ds] > (%f(t,x)—l—\ll(t,m)—e) E[T’Z]_t.

Or, on peut voir que % converge vers 1 lorsque h tend vers 0. En effet, il est

clair que
a]
Ell-t
A <

De plus, le membre de gauche converge vers 1 lorsque h tend vers 0, car

Cvh
—

P(rif=t+h) <

P(rif <t+h)<P| sup |[X&—2z|>0]<
t<s<t+h

On en déduit que
oy
ot

On conclut que I'inégalité (3.20) est satisfaite en faisant tendre e vers 0. O

(t,z)+ ¥ (t,x) < 2e.

Remarque. Outre le PPD, cette démonstration repose sur la propriété que 'ap-
plication (3.21) est bien définie et continue sur [0,7] x R. Si ce n’est pas le cas,
on peut montrer que la fonction valeur est solution de viscosité d’une inéquation
variationnelle de HJB. On renvoie & Pham [Pham 2007| pour plus de détails.

Il est alors naturel de se poser la question de 'unicité de la solution de viscosité de
Iéquation de HIB (3.18). En général, I'unicité de la solution de viscosité d’'une EDP
du second ordre repose sur un principe de comparaison, ¢’est—a—dire que si u et v sont
deux solutions telle que u < v sur le bord alors u < v dans tout le domaine. Un tel
résultat est classique, dans les cas elliptique et parabolique, lorsque 'EDP est posée
sur un domaine borné (voir [Crandall 1992]). Toutefois, lorsque le domaine n’est
pas borné, la question de I'unicité d’'une solution non bornée semble trés délicate
en général. Concernant plus spécifiquement I’équation de HJB, Lions |Lions 1983]
a démontré 'unicité d’une solution continue a croissance polynémiale. Cependant,
dans ce papier fondateur de I’étude des solutions de viscosité pour les EDP du
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second ordre, les techniques utilisées et les hypothéses ne sont pas standard. Plus
récemment, Ishii [Ishii 1989] a démontré un résultat analogue pour 'equation de
HJB elliptique en exploitant le lemme de Crandall-Ishii. Il parait clair qu’on peut
généraliser son raisonnement pour traiter le cas parabolique. Faute d’avoir effectué
ce travail, on renvoie a [Fleming 2006, Chap.5, Thm.9.1| pour un résultat d’unicité
de la solution continue et bornée de (3.18) dans le cas ou tous les coefficients sont
bornés.

Pour conclure, notons que la question de I'existence d’un contréle optimal a été
traitée par El Karoui et al. [El Karoui 1987| dans un cadre général. Dans la partie
suivante, on montrera comment traiter cette question lorsque 1’équation de HJB ad-
met une solution réguliére par un théoréme de vérification. Une telle méthode parait
trés délicate & mettre en ceuvre lorsqu’on travaille avec les solutions de viscosité. On
renvoie a |Gozzi 2010] pour plus de détails.

3.2.4.2 Solutions réguliéres

Le but de cette partie est de donner des conditions permettant d’assurer que la
fonction valeur est I'unique solution réguliére de I’équation de HJB. Elle est relati-
vement indépendante des parties précédentes. En particulier, on travaille seulement
sous les hypothéses 3.1.1 et 3.2.1. Bien que la présentation et les hypothéses dif-
ferent quelque peu, les résultats de cette partie sont tirés de [Fleming 2006, Chap.4,
Sec.3-4].

Hypothése 3.2.11. Les assertions suivantes sont satisfaites :
(i) b(-,-,a), a(-,-,a) et f(-,-,a) sont de classe C*? sur [0,T] x R, pour tout a € A ;

(ii) b, o et f ainsi que leurs dérivées partielles sont bornées sur [0,T] x R x A ;
(iii) g est de classe ng sur R avec § >0 ;
(iv) il existe d > 0 telle que, pour tout (t,z,a) € [0,T] x R x A,

a(t,z,a) > d

Théoréme 3.2.12. L’équation de HJB admet une unique solution de classe C;’Z
sur [0,T] x R. De plus, cette solution coincide avec la fonction valeur.

Preuve. La premiére partie de I'énoncé est la conséquence d’un résultat d’existence
et d’unicité de solutions réguliéres aux EDP paraboliques non linéaires du deuxiéme
ordre di & Krylov [Krylov 1987, Chap.6]. Plus précisément, I’exemple 1.8 (p.279)
permet de montrer que, sous les hypothéses précédentes, I’équation de HJB appar-
tient a la bonne classe d’équations. L’unicité de la solution est alors donnée par
le théoréme 1.10 et l'existence par le théoréme 4.6. Notons que la continuité des
coefficients en a et la compacité de A ne sont pas requises.

La deuxiéme partie de I’énoncé est da a Fleming et Soner |[Fleming 2006, Chap.4,
Lem.7.2]. Bien que leur formulation d’un probléme de contrdle stochastique et leurs
hypothéses soient différentes, leur raisonnement fonctionne parfaitement dans notre
contexte. Cela consiste & montrer que les relations (3.16) et (3.17) sont satisfaites
en remplacgant la fonction valeur par la solution réguliére de HJB. Il reste alors a
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prendre 7 constant égale & T dans ces relations pour voir que cette solution coincide
avec la fonction valeur. O

Remarque. Notons que le PPD pour la fonction valeur est une conséquence du
« PPD » pour la solution réguliére de HJB dans cette approche.

On conclut cette partie en expliquant comment identifier un controle optimal
sous des hypothéses supplémentaires. L’hypothése de continuité des coefficients en
a apparait enfin.

Hypothése 3.2.13. Les assertions suivantes sont satisfaites :

(i) A est une partie compacte d’un espace vectoriel de dimension finie ;
(ii) b, o et f sont continues sur [0,T] x R x A;

(iii) il existe o > 0 telle que, pour tout (t,x,a) € [0,T] x R x A,

o(t,x,a) > .

Remarque. 11 n’est pas nécessaire de supposer que A est une partie d’un espace vec-
toriel de dimension finie. Cependant cela permet d’utiliser dans le lemme suivant un
théoréme de sélection mesurable dont la démonstration est particuliérement simple.

On note, pour tout (¢t,z) € [0,7] x R,
H (t,z) := inf {L{v(t,x) + f(t,x,a)}.
acA
Lemme 3.2.14. [ existe une application & : [0,T] x R — A mesurable telle que
pour presque tout (t,x) € [0,T] x R,
H(t,x) = LY (t,2) + f (2,6 (t, 7))

Preuve. C’est une application d’un théoréme de sélection mesurable [Fleming 1975,
App.B, Lem.B]. Ol

On considére alors ’EDS suivante :
dXs =0b(s, X, a(s,Xs)) ds + o (s, X5, (s, X)) dBs. (3.22)

Pour résoudre I'EDS (3.22), il faut adopter le point de vue des solutions faibles.
Sous 'hypotheése 3.2.13 (iii), 'existence d’une telle solution a été démontrée par
Krylov [Krylov 1980, Chap.2, Thm.6.1|. Autrement dit, pour tout (¢,z) € [0,T] xR,
il existe un espace de probabilité filtré (€2, (Fs)s>0,P) satisfaisant les conditions
habituelles, muni d’'un mouvement brownien (Bt)tzo et d’'un processus (Xz’x)szt
continu et adapté a (.7:"5) s>0 qui satisfont presque strement la relation suivante :

pour tout s > t,
S S
e g +/ b (6. %576 (0.%;7)) do +/ o (0,570 (0.%")) dBy.
t t
Soit alors &"* le processus défini par

6 (@) =a (5, X07(@)), ¥seltT), Vo e

S
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Il est naturel de se poser la question de l'optimalité de &%, c’est-a-dire peut-on
montrer que v(t, ) = J(t,z,a5) ? Cependant la filtration (.7:'5)520 n’est pas a priori
la filtration naturelle associée au mouvement brownien B. Ainsi, le controle &% n’est
pas a priori un contrdle admissible. La proposition suivante assure toutefois que le
« cofit » associé au contrdle &% coincide bien avec la fonction valeur.

Proposition 3.2.15. Avec les notations précédentes, la fonction valeur satisfait la
relation suivante :

v(t,z) = EP [/tTf (S,X;’z,d (S,X;’m>) ds+g <X§lx>] .

Preuve. La démonstration est trés simple. En effet, il suffit d’appliquer la formule
d’Ito a v(-,X.t’x) entre t et T', puis de prendre ’espérance. Notons que l'intégrale
stochastique est bien une martingale car la fonction valeur et ses dérivées partielles

sont bornées. O

3.3 Le lemme de conditionnement

3.3.1 Discussion

Un argument de conditionnement analogue au lemme 3.1.12 est souvent invo-
qué, implicitement ou explicitement, dans la littérature sur le contrdle stochas-
tique (voir |Fleming 1989, Tang 1993, Yong 1999, Kabanov 2004, Bouchard 2011,
Nutz 2012] par exemple). En revanche, il fait trés rarement 'objet d’'une démons-
tration. Dans cette partie, la plus originale de ce chapitre, on se propose de justifier
rigoureusement ce résultat. Sa démonstration est assez technique : elle repose sur
des résultats fins de mesurabilité présentés dans le chapitre 2. Avant d’entrer dans
le vif du sujet, nous souhaitons commenter les résultats analogues démontrés dans
la littérature.

Commengons par mentionner deux résultats de conditionnement bien moins gé-
néraux que le lemme 3.1.12. D’une part, Krylov [Krylov 1980, Chap.3, Lem.2.14| a
démontré un résultat de conditionnement qui est essentiel dans sa démonstration
du PPD. Cependant, ce dernier permet uniquement de travailler avec les controles
« constants par morceaux » introduits dans son travail. D’autre part, Kabanov et
Kliippelberg [Kabanov 2004, Thm.2| ont prouvé un résultat de conditionnement qui
fonctionne pour des controles quelconques. Toutefois, leur démonstration tire profit
de la forme tres spéciale de la fonction colt. Cette derniére ne dépend pas de la
solution de ’'EDS ce qui leur permet de conclure par un argument de désintégration
des mesures.

Commentons ensuite le résultat le plus proche du lemme 3.1.12. Fleming et
Souganidis [Fleming 1989, Lem.1.11] ont démontré un résultat de conditionnement
analogue dans le cas ou le temps d’arrét est déterministe. Méme si cela n’est pas
nécessaire dans le cas ou la fonction valeur est continue, il est intéressant de le
généraliser aux temps d’arrét pour simplifier la démonstration du PPD et justifier
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I’argument de conditionnement invoqué par certains auteurs. De plus, nous avons
profondément changé la présentation de la démonstration pour trois raisons. Tout
d’abord, la preuve proposée par Fleming et Souganidis est trés succinte et nous
n’en avions pas saisi toutes les subtilités avant d’écrire proprement les arguments.
Ensuite, leur formulation qui repose sur une décomposition de ’espace canonique,
n’est pas vraiment adaptée au conditionnement par un temps d’arrét. Enfin, nous
avons souhaité travailler avec I'augmentation habituelle de la filtration canonique
pour rester cohérent avec la majeure partie de la littérature sur le calcul stochastique
dans laquelle les auteurs travaillent sous les conditions habituelles, en particulier
pour définir I'intégrale stochastique.

Finissons par discuter de la propriété du flot pour les diffusions controlées. Cer-
tains auteurs invoquent une propriété du flot pour justifier le lemme de condition-
nement. Pourtant, nous ne sommes pas parvenus a en trouver une démonstration
dans la littérature. Avec nos notations, une telle propriété s’écrirait de la maniére

suivante :
X5 w) = XV (W) [emr) » V526, P(dw) - pas., (3.23)
y=X0"%(w)
ﬁ:a‘r(w),w
accompagné d’un résultat de mesurabilité suffisant — par exemple 'application

(5,4, B,w) — X5¥B(w) est mesurable — pour en déduire le lemme de conditionne-
ment. Notons que c¢’est un résultat beaucoup plus fort que la « propriété du flot »
qu’on utilise dans la démonstration du corollaire 3.1.6. Dans le cas des diffusions
non controlées, c¢’est un résultat classique (voir |[Rogers 2000b, Chap.5, Lem.13.6])
dont la démonstration repose sur la continuité de la solution de 'EDS en x et la
séparabilité de R. Par analogie, la propriété du flot pourrait sans doute étre démon-
trée pour les EDS controlées, mais cela demanderait de choisir une topologie sur A
qui le rende séparable et qui assure que 'application o — X5 est continue. Pour
y parvenir, on pourrait s’inspirer du travail de Krylov [Krylov 1980] qui définit une
bonne métrique sur 'espace des contréles. Notons toutefois qu’une telle méthode
imposerait certainement de supposer que les coefficients b, o et f sont continus en
a.

3.3.2 Preuve

Pour les besoins de cette démonstration, on note X5*% au lieu de X»* pour
souligner le fait que le processus est adapté — et méme prévisible — par rapport
a la filtration (F5

prévisible par rapport a (.FSB )s>0 tel que

)s>0- La proposition 2.2.7 assure qu’il existe un processus X%

P (X0" = X0™ Vs >t) = 1.

Notons que X% vérifie toujours la relation suivante :

S S
Xt — o +/t b (e,ngx’a,ae) 6 +/t o (9,X§’x’°‘, Ozg) dBy, Vs>t P—ps.,
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mais il n’est pas continu partout a priori. De plus, quitte & le modifier sur un
ensemble de mesure nulle, on peut supposer que le contrdle a est prévisible par
rapport a (F2)s>o.

On rappelle (voir la proposition 2.2.8) qu'il existe  un temps optionnel par rapport
a (FP)s>0 tel que

P(r=n)=1, FP=o(FLUN).

ott  est I’ensemble des ensembles négligeables de F2. Comme (2, F7) est polonais,
on peut construire (Pg)zeq une version réguliére de la probabilité conditionnelle de
P sachant Fer (voir la proposition 2.1.3). La proposition 2.1.5 assure alors que, @

P —p.s.,
s[p (5)| 220 - 57 [o (3]

De plus, la proposition 2.1.5 assure également que, w P — p.s.,
IP’@< (11, By X15%) = (7(@), Bya (@), X1"*(@)) ) ~1. (3.24)
En particulier, la relation suivante est satisfaite : w P — p.s.,
P (as = og(“”)@, Vs> 0) =1.
De plus, la relation suivante est satisfaite presque strement sur (2, P) :

S S
Xboe = XLe / b (60, X5, 00) 0 + / o (0. X7 ap) dBy, Vs =n.
n n
L’idée du raisonnement consiste simplement & projeter la relation précédente sur
(Q,Py) et a exploiter 'unicité en loi. Formellement, la relation (3.24) entraine que,
w P — p.s., la relation suivante est satisfaite presque stirement sur (Q2,Pg) :

S

xpre = Xme@) + [

(@)

b (9, xhoe, ag(@)@) a0

+ / o (e,Xg’zva,ag@@) dBy, Vs> 7(@).
)

(@

On remarque alors que, par la propriété de Markov forte, (Bj) s>7(w) est un mou-
vement brownien issu de B(w) dans (2, Pg). De plus, quitte a le modifier sur un
ensemble de mesure nulle sous Pg, on peut supposer que le processus (Xé’x’a) s>7(@)
est continu partout. Ainsi, il est solution de 'EDS (3.8) controlée par a”(®) partant
de X5"%(@) a linstant 7(@) dans (€, (}"f’w)szﬂw), (Bs)s>r(w), Po) ol (fsB’w)Szf(@)
est "augmentation habituelle de (F?

s )s>r(w) Sous Pg. Par unicité en loi, on en déduit

X?E,a (@)7047'(07)75) Sous

que la loi de (X?“")Sy@) sous Py coincide avec celle de X7(®):
P. Le résultat du lemme 3.1.12 en découle.
Cependant ce raisonnement n’est pas rigoureux car, par construction, l'intégrale

stochastique dépend de la mesure de probabilité sur €. Par conséquent, il reste a
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montrer que, w P — p.s., la relation suivante est satisfaite presque stirement sur

(Q,Pg) :

/[P L (O,Xg"'”’a,om) dBy = /[

7,8 n(w),s]

Pg
o (0,X§’x’a, a9> dBy, Vs> 71(w).

ou le membre de gauche (resp. droite) désigne 'intégrale stochastique construite sous
la mesure P (resp. Py). Le lemme 2.3.3 assure que cette relation est bien satisfaite.

Remarque. On aurait pu proposer une démonstration plus simple du lemme de
conditionnement basée sur le probléme de martingales associ¢ & 'EDS (3.11) et
sur le lemme 6.1.3 de [Stroock 1979|. Ce travail a été réalisé en collaboration avec
Xiaolu Tan et on renvoie & [Claisse 2013] pour plus de détails. L’inconvénient de cette
méthode est qu’elle s’adapte mal aux processus avec sauts étudiés dans les chapitres
suivants. C’est pourquoi nous avons choisi une présentation certes plus lourde, mais
qui a l'avantage d’unifier la démonstration des résultats de conditionnement des
chapitres 3, 4 et 5.
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Introduction

Dans ce chapitre, on étudie le probléme de controle stochastique & horizon fini
sur les processus de branchement non linéaire par la méthode de la programmation
dynamique. Plus précisément, on démontre que la fonction valeur vérifie le principe
de la programmation dynamique (PPD) et on en déduit qu’elle est I'unique solution
réguliére d’un systéme différentiel non linéaire — I’équation de Hamilton—Jacobi—-
Bellman (HJB) associée a ce probléme. On exhibe également un controle optimal
lorsque cela est possible. On travaille par analogie avec le chapitre précédent sur le
controle des diffusions. Plus précisément, la mesure de Poisson jouera ici le role du
mouvement brownien dans le chapitre 3.
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L’étude de problémes de contréle stochastique sur les processus de branchement
non linéaire reléve a priori de la théorie du contréle de processus de Markov de
saut pur. Cette derniére s’est développée en paralléle — et largement indépendam-
ment — de la theorie du contréle des diffusions. Lorsque les taux de saut sont
bornés, le probléme de controle stochastique & horizon infini est résolu depuis long-
temps par la méthode d’uniformisation qui permet de se ramener & un probléme
de controle sur les chaines de Markov (voir [Puterman 1994| par exemple). En re-
vanche, la plupart des résultats concernant le cas des taux de sauts non—bornés sont
apparus au cours des années 2000 et encore les auteurs ne travaillaient qu’avec des
controles (relaxés) markoviens (voir [Guo 2009]). Tout récemment, Piunovskiy et
Zhang [Piunovskiy 2013| ont résolu le probléme de controle a horizon infini par la
méthode de la programmation dynamique dans un cadre trés général : taux de saut
non-bornés, contrdles (relaxés) dépendant du passé et espaces d’états du processus
et du controle de Borel. On renvoie également a cet article et a [Guo 2006] pour un
compte-rendu de I’évolution de la théorie au cours des cinquante derniéres années.

Notre démarche nous a conduit a formuler et & résoudre des problémes de controle
stochastique sur les processus de branchement non linéaire d’une maniére trés dif-
férente de la littérature. Nos arguments ne tirent aucun avantage de la propriété de
branchement — qui n’est d’ailleurs pas vérifiée méme lorsque le controle est constant
— et peuvent clairement étre généralisés aux processus de saut pur a valeurs dans R%.
Nous ne prétendons pas que notre méthode est meilleure que celles de la littérature.
En effet, pour le probléme a horizon infini, nous sommes loin de pouvoir proposer
un résultat aussi fort que celui de [Piunovskiy 2013]. Toutefois, notre approche est
suffisamment générale pour nous permettre de travailler avec des taux de saut non
bornés et des controles dépendant du passé. De plus, nous avons trouvé trés peu de
travaux concernant le probléme & horizon fini (voir [Miller 1968, van Dijk 1988] par
exemple) et notre résultat ne semble pas apparaitre dans la littérature. Enfin, les
méthodes des auteurs précédemment cités sont trés différentes de celle de la théorie
du controéle de diffusions. Notre approche a le mérite d’unifier les deux théories et
de permettre ainsi d’aborder plus naturellement 1’étude du controle de processus
stochastique a sauts plus généraux comme les processus de branchement—diffusion
du chapitre 5.

La premiére partie de ce chapitre regroupe ’essentiel des définitions et des ré-
sultats qui ne dépendent pas du probléme de controle stochastique considéré. En
particulier, on construit les processus de branchement non linéaire contrélés et on
donne une décomposition en semimartingale — qui jouera le role de la formule d’Ito
—, la propriété d’unicité en loi de ’'EDS controélée et le lemme de conditionnement.
Dans la deuxiéme partie, on formule et on résout le probléme de controle de sto-
chastique & horizon fini. La méthode présentée ici peut clairement étre transposée a
I’étude du probléme a horizon infini. La troisiéme partie est consacrée a ’étude d’'un
exemple simple permettant d’illustrer I'intérét des résultats précédents. Attirons
I'attention du lecteur sur le fait que les hypothéses énoncées sont systématiquement
supposées dans les résultats qui les suivent.
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4.1 Processus de branchement non linéaire controlés

4.1.1 Définitions et premiéres propriétés

Soit (€2, (Fs)s>0,P) un espace de probabilité filtré satisfaisant les conditions ha-
bituelles muni d’une mesure aléatoire de Poisson Q(w, ds,dz) sur Ry xR de mesure
d’intensité dsdz. Soit A I'espace d’état des controles supposé polonais.

Dans une population de taille n € N, I'instant de saut est caractérisé par la fonc-
tion d’intensité 7, : A — R et la probabilité d’ajouter k — 1 individu(s) est donnée
par la fonction p,, : A — [0,1] ot k& € N. Ainsi, la dynamique de la population
est caractérisée par la donnée des suites de fonctions (yn)nen €t (D) k)enz- Par
définiton, la relation suivante est satisfaite :

V(n,a) e Nx A, an’k(a)zl.

De plus, on suppose que

Dans la suite, on utilisera la notation «y(n, a) (resp. pg(n,a)) au lieu de v, (a) (resp.
Pnk(a)) dés que la premiére offre un gain de lisibilité. Plus généralement, on s’au-
torisera souvent a passer de la notation indiciaire a la notation fonctionnelle pour
l’argument correspondant a la taille de la population.

Remarque. Si v9 = 0, 7, s’interpréte comme l'intensité des morts dans une po-
pulation de taille n et p, j; est la probabilité quun individu donne naissance a k
individu(s) au moment de sa mort. Notre formulation est toutefois plus générale,
elle permet de prendre en compte des phénoménes d’immigration par exemple.

Hypothése 4.1.1. Les assertions suivantes sont satisfaites :
(i) les vy et les pp i sont mesurables ;
(ii) 4l existe une constante ¥ > 0 telle que, pour tout n € N,

sup {yn (a)} <7 (n+1);
acA

(iii) il existe un entier r € N* et une constante M, > 0 tels que, pour tout n € N,

“+o00
sup {Z kTpn,k (a)} < Mr‘
k=0

acA

Avant de construire les processus de branchement non linéaire controlés, il reste
a définir ’ensemble des controles.

Définition 4.1.2. Un controle (as)sso est un processus a valeurs dans A prévisible
par rapport a la filtration (Fs)s>0. On note Ay l’ensemble des contréles.
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Remarque. Conformément a la discussion de la partie 2.2.1, on définit les processus
prévisibles sur R* de maniére & clarifier la présentation de certains résultats. Cela
ne pose pas de probléme car la valeur du contréle en 0 ne joue de toutes fagons
aucun réle. Notons aussi que notre point de vue est différent de la littérature sur
le controle de processus de saut pur car I’ensemble des actions possibles ne dépend
pas ici de I’état du processus.

On considére 'EDS suivante associée a la condition initiale (¢,7) € Ry x N et au
controle v € Ag :

N, =i +/ S = 1) 1y (2) | Q(0,d2), (4.1)
(t,s]xR4

k>0

ot Ny_ désigne la limite a gauche du processus N en 6 et (Ix(n,a))reny — encore
notée (I, x(a))ren — la partition de I'intervalle [0,7;,(a)) donnée par

k—1 k
In,k (a) = [771 (CL) an,l (a)7 Tn (CL) an,l (CL)) .
=0 =0

Définition 4.1.3. Soit (t,i,a) € Ry x N x Agy. Une solution de I’EDS (4.1) est un
processus (Ng)s>¢ cadlag et adapté a (Fg)s>t tel que la relation (4.1) soit satisfaite
presque sirement. On dit que la solution est unique lorsque toute autre solution N
est indistinguable de N, ¢’est—a—dire

]P’(Ns:Ns, vszt):L

La proposition suivante assure que 'EDS (4.1) admet une unique solution : c’est
le processus de branchement non linéaire contrélé par a partant de ¢ & 'instant ¢.

Proposition 4.1.4. Soit (t,i,a) € Ry x N x Ag, I'EDS (4.1) admet une unique
solution (Nﬁ’z’a)szt. De plus, il existe une constante 6 > 0 indépendante de (t,i, )
telle que, pour tout s > t,

E [ sup {(N;a)}] < (14471, (4.2)

t<0<s

Preuve. Pour des raisons de lisibilité, on note N le processus solution de (4.1) au
lieu de N, Commengons par construire le processus (N )s>¢ par récurrence. Plus
précisément, on souhaite construire une suite de v.a. (Sg, Ni)reny & valeurs dans
R4 x N telle que
Noe=) Nilg,<scsi-
keN

Pour l'initialisation, on pose (Sp, No) := (¢,7). Pour I'incrémentation, on suppose
qu'on a construit N jusqu’au k-iéme temps de saut potentiel Si. On définit le
(k + 1)-iéme temps de saut potentiel par

Ska1 = inf {S > Sk Q ((Sk, S] X [O,”—y (NSk + 1)]) #* O}.
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Alors on pose N, := Ng pour tout s € [Sk, Sk+1). Si Sk+1 = +00, on a fini. Sinon, il
existe une v.a. ;41 a valeurs dans [0, ”yNSk) tel que (Sk41,Ck+1) est dans le support
de la mesure (. On pose alors

N NSk"i‘k_lv si Cgt1 € I <NSk’O‘5k+1)’
Sk . _
k1 Ng, si Cpy1 € [’y (Nsk,agkﬂ),'y(]\fsk—l—l)} .

On montrera dans la deuxiéme partie de cette démonstration qu’il n’y a pas explo-

P(lim Sk:+oo) =1.
k—o00

Alors, quitte & choisir N = 0 sur I’ensemble de mesure nulle ot il y a explosion, le

sion, c¢’est—a—dire

processus N est bien défini sur R Il est clair que N est cadlag et adapté a la filtra-
tion (F)s>¢ (voir la proposition 2.4.4) et que tout autre solution est indistinguable
de N.

Il reste & vérifier qu’il n’y a pas explosion. Puisque les v, sont bornés indépen-
damment de a, cela se produit si et seulement si le processus atteint I'infini en temps
fini. Nous allons montrer que cet événement est de probabilité nulle parce qu’on peut
contrdler le moment d’ordre r du processus par I'inégalité (4.2).

On pose, pour tout n € N,

Tp :=1inf{s > t; N, > n}.

La premiére partie de cette démonstration assure que NN est bien défini jusqu’au
temps 7, et que

(Nyo )" =i+ /(t o o ) = () 1,y ) | @100,
,SATR ) XIR 4 k>0

La suite d’inégalités suivante est satisfaite :

(N ) < i + /(t o I 0 ) 1,y ) Q00,02
WSATR | XIR 4 E>2

r r—1 r
<1 + 01 /(LSATMX]R+ Z (k‘ (No_) " +k ) 1Ik<N9_,ch) (z) | Q(d,dz),

avec 01 := 2" — 1. On pose alors, pour tout s > t,
N; := sup {Ngy}.
t<60<s
L’inégalité précédente implique que

(N2 ) <™+ 6 /(t - Z (k: (Ng_)r_l + kT> 1Ik(N " o0) () | Q(d,dz),
»SN\Tn +

0
k>2
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On prend l'espérance dans 'inégalité ci—dessus et on utilise la proposition 2.4.7. On
obtient la relation suivante :

E[(N%,. )] <i" +6E / S (R 4 K) 1, () () | 0
(t,s/\rn]XR+ k22

S\Tn
<"+ 6,F / > (k: (N + /<:’“) v (Ng, ag) pi (Ng, ag) | dO
¢ k>2

SA\Tn
<i" +HE / 7 (Ngyag) | (NG)"™" D kpk (Ng, ) + > K i (Ng, ) | | 46
t k>2 k>2

SATp,
<i"+ 6E / (Ny)" +1) de}
t

<r+aE| [ ((NgATn)TJrl)d@],
t

avec 0y := 4%(2" — 1) M,. Par le lemme de Gronwall, on en déduit que

E[(N

SA\Th,

)7“:| S (1 _I_ZT) e52(8—t).

Puisque le membre de droite ne dépend pas de n, il est maintenant clair que la
suite (7,)nen converge presque sirement vers +oo. Par théoréme de convergence
monotone, on en déduit que

E[(N)] < (1+44") k2670,
O

Dans le cas ot le controle est constant égal & a € A, la solution N¢ est un
processus de Markov homogéne. Son générateur infinitésimal £ est un opérateur
sur les suites réelles : soit ¢ une suite réelle telle que, pour tout n € N,

+00
> [ @ntk—1 = Pl Pnk (@) < +oo,
k=0
alors, pour tout n € N,
+o0o
L% =7 (@) Y (fntk-1 = @) Poj (). (4.3)
k=0

De plus, si %" et les p, 1 ne dépendent pas de n, alors N 40 est un processus de
Galton—Watson & temps continu. Dans le cas contraire, ce processus ne satisfait
pas la propriété de branchement et cela justifie 'emploi du terme « branchement
non linéaire ». Dans la suite, on parlera simplement de processus de branchement

controlés pour alléger la terminologie.
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Remarque. Notons que I'hypothése 4.1.1 (ii) peut étre affaiblie de la maniére sui-
vante. On décompose I'intensité des sauts 7y,, comme somme de I'intensité des arrivées
An, (naissance, immigration) et de 'intensité des départs p,, (mort, émigration). On
suppose alors qu’il existe une constante A > 0 telle que, pour tout n € N,

sup{\, (@)} < A(n+1),
acA

sup {in (a)} < +o0.
a€A

Cela suffit a assurer la non-explosion des processus de branchement (non linéaire)
controlés et permet de travailler avec des taux de mort logistiques par exemple. Il est
également possible de considérer des départs multiples simultanés (correspondant a
des catastrophes ou des émigrations massives par exemple) en étendant la suite py,
akel.

4.1.2 Décomposition en semimartingale

Dans cette partie, on écrit une décomposition en semimartingale de fonctions de
I’état courant du processus. Cette décomposition joue un role analogue a celui de la
formule d’It6 dans le contréle des diffusions.

Soit Q(w,ds,dz) la mesure de Poisson compensée des sauts définie par

Q(w,ds,dz) := Q(w,ds,dz) — dsdz.
On commence par introduire une classe de suites fondamentale dans ce chapitre.

Définition 4.1.5. Soit ¢ € N, on dit qu’une suite rélle ¢ est & croissance polyno-
miale de degré q lorsqu’il existe une constante C' > 0 telle que

VneN, |on <C(1+n).

Soit (@n)nen une suite réelle. Ici et dans toute la suite, on utilisera souvent la
notation ¢(n) au lieu de ¢,. La proposition suivante donne la décomposition en
semimartingale du processus recherchée.

Proposition 4.1.6. Awvec les notations précédentes, on suppose que @ est une suite
a croissance polynomiale de degré r — 1. Alors le processus (Nt’i*a) satisfait la
relation suivante :

s ) )
@ (Ng"Y) = (i) + / LY (Nng) A6 + Mbbee s> ¢ (4.4)
t
ot le processus (M;’i’a"p)szt est une martingale cadlag définie par

MbLse
K :

/(WIR+ S (e (Vg —1) — o (V) 1, (v ) (2) | (0, d2).

k>0
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Preuve. Pour des raisons de lisibilité, on omet les indices (t, 4, «) dans les notations,
par exemple on note M¥ au lieu de M“»*%. On commence par montrer que le
processus M¥ est une martingale cadlag. D’aprés la proposition 2.4.7, il suffit de
vérifier que la relation suivante est satisfaite : pour tout s > ¢,

s r+oo
E /t/o D (e (Ng+k=1) =0 (No-)) L1 (n, ap) (2)]dzd0] < Foo.

k>0
(4.5)
Or, la suite d’inégalités suivante est satisfaite :

/:/O+oo > (e (No—+k=1) =9 (Ng2)) 1y, (x,_a) ()| dz 6

k>0

< C/S'y(Ng, ag) Y ((Ng)H +(k—1)""t+ 1) pr (N, ag) d6
t £>0

< C/s((N9)7"+ 1)do.

En combinant avec l'inégalité (4.2), on en déduit le relation (4.5) est satisfaite.
Montrons maintenant que le processus p(N) saitisfait la décomposition en se-
mimartingale (4.4). On commence par remarquer que

o (NE) = (i) + 3 (10 (M) — o (Wi

t<6<s
st [ (Do 1) o (3)) ey 9t

De plus, par définition de L£%, la relation suivante est satisfaite :

/t Lo (Ny) a0 =

Jopen, |2 (o (M2 =1) = (N2) ) 1 g 21| 00

k>0

Notons que ce calcul a bien du sens car la relation (4.5) est satisfaite. On en déduit
le résultat souhaité. O

Dans la suite de ce chapitre, on aura besoin d'une décomposition en semimar-
tingale plus générale.

Définition 4.1.7. Soit X un ensemble quelconque, soit ¢ € N, on dit qu’une suite
(dn)nen d’applications réelles sur X est a croissance uniformément polynomiale de
degré q lorsqu’il existe une constante C > 0 telle que

VneN, sup{|on(z)]} <C(1+n?).
zeX
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Soit (¢n)nen une suite de C'(R4,R). Ici et dans toute la suite, on utilisera
souvent la notation ¢(s,n) (resp. ¢'(s,n)) au lieu de ¢, (s) (resp. ¢, (s)).

Proposition 4.1.8. Avec les notations précédentes, on suppose que la suite (¢n)nen
est a croissance uniformément polynomiale de degré v — 1. Alors la relation suivante
est satisfaite :

s . . .
6 (5, NI2) = g(t,7) + / (& (0. 3") + 206 (6, N;*) ) a6 + ML, (4.6)
t
ot le processus (M;t,i,a,¢)82t est une martingale définie par

ti,onp .
M =

/( . > (cb (9, NG 4k — 1) — ¢ (9, Ngf’o‘» L (vt o) (2) | (0, d2).

k>0

Preuve. C’est classique. Appliquer la formule d’Ito pour les processus avec sauts
(voir [Tkeda 1989, Chap.2, Thm.5.1]) au processus (s, No'*) s>y O

4.1.3 Controles admissibles et unicité en loi

Le but de cette partie est de définir ’ensemble des controles admissibles et de
montrer que ’EDS associée satisfait la propriété d’unicité en loi.

Soit (.FSQ )s>0, augmentation habituelle de la filtration engendrée par @, c’est—
a—dire

F2i=0(Q(A); A€B([0,5]) @ B(Ry)),
FQ ::o(ffiuj\/),

ott N est I’ensemble des ensembles négligeables de F€ sous P. Dans la suite de ce
chapitre, on travaillera exclusivement avec la filtration (fsQ )s>0 sur €.

Définition 4.1.9. On dit que le processus (as)s>o @ valeurs dans A est un contréle
admissible lorsqu’il est prévisible par rapport a (ﬁ?)szo, On note A l’ensemble des
contréles admissibles et, pour tout t > 0, A’ l’ensemble des contréles admissibles
indépendants de .EQ.

Remarque. Cette définition des controles admissibles est analogue & celle du cha-
pitre 3. Elle appelle les deux remarques suivantes :

(i) A est inclus dans Ay, puisque ]:"SQ est une sous—tribu de Fs pour tout s > 0;
(ii) le processus (Né’i’a)szt est adapté a la filtration (JT::SQ)SZt lorsque o € A. De
plus, il est indépendant de ]?tQ lorsque o € A’

La proposition suivante donne une caractérisation fondamentale des controles
admissibles. On rappelle que M(R; x R;) — simplement noté M dans la suite —
désigne 'espace des mesures localement finies & valeurs entiéres sur Ry x Ry et
qu’on le munit de sa filtration canonique (Mj)s>0 (voir la partie 2.2.3 pour plus de
détails).
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Proposition 4.1.10. Un processus (as)s=o est un controle admissible si et seule-
ment si il existe aM : R x M — A prévisible par rapport a (Ms)s>o tel que

as(w) = oM (Qw)), Vs>0, P(dw)—ps.
Preuve. Voir le corollaire 2.4.6. L]

On commence par remarquer que le choix des controles admissibles permet de
considérer 'EDS (4.1) sur « n’importe quel » espace de probabilité. Plus précisément,
soit (€2, (Fs)s>0, @, P) un espace de probabilité filtré satisfaisant les conditions ha-
bituelles muni d’une mesure de Poisson Q sur Ry x R4 de mesure d’intensité dsdz.
On considére 'EDS suivante associée a la condition initiale (¢,7) € Ry x N et au
controle a € A :

stz'—l—/(tys]xﬂh kzzo(k_l)ll’“(m’awé(w))> (2) | Q(a,dz).  (4.7)

Définition 4.1.11. Soit (t,i,«) € [0,T] x N x A. Une solution de I’EDS (4.7)
dans (9, (Fs)s>0, Q,P) est un processus (Ns)s>¢ cadlag et adapté a (Fs)s>¢ tel que

la relation (4.7) soit satisfaite presque sirement. On dit que la solution est unique
lorsque deux solutions quelconques sont nécessairement indistinguables.

Remarque. Notons qu’on introduit ici un abus de language, il serait plus juste de
parler du contrdle aM au lieu du controle c.

On note D([t, +00),N) 'espace des fonctions cadlag sur [¢,4+00) & valeurs dans
N et on le munit de la topologie de Skorohod.

Proposition 4.1.12. Soit (t,i,a) € Ry x Nx A. Il existe une unique solution Nt
de VEDS (3.8) dans (Q, (Fs)s>0, B,P) partant de i a Vinstant t. De plus, il existe
une application F4 : M — D([t, +00),N) mesurable par rapport a M telle que,
pour tout (Q, (Fs)s>0, Q,P), la relation suivante est satisfaite :

Ntie — phia <Q> . P—ps. (4.8)

Preuve. La premiére partie de la proposition est une application de la proposi-
tion 4.1.4 avec le controle & défini par

V(s,@) ERY x Q, (@) 1= aM (Q(w)) .

Traitons a présent la deuxiéme partie de la proposition. On commence par travailler
sur 'espace canonique (€2, (]}SQ)SzO,Q,IP’), c’est—a—dire Q = M, @ = Idy et P est
la loi de la mesure de Poisson de mesure d’intensité df dz. Puisque N“»® est F@—
mesurable & valeurs dans D([t, +00), N) qui est polonais, il est indistinguable d’une
v.a. F@-mesurable. Autrement dit, il existe F*® : M — D([t, +00),N) mesurable
par rapport & M tel que

Nthe — ptio (Q) , P—p.s. (4'9)
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De plus, le lemme 2.4.8 assure qu’il existe ®5%% : M — D([t, +00),N) mesurable
telle que, pour tout (€2, (Fs)s>0, @, P),

5o () - /(tf]x& SO U= 1)1, iy () (2) | QL0,d2), B —ps.

k>0

Il reste alors & remarquer que la relation suivante est bien satisfaite :

Ftie (@) =i+ oo (Q), B-ps,
car il s’agit seulement d’une affirmation portant sur la loi de Q. Par unicité (trajec-
torielle) de la solution de (4.7), on en déduit que la relation (4.8) est satisfaite. [
Corollaire 4.1.13. L’EDS (4.7) satisfait la propriété d’unicité en loi.
Preuve. La loi de la solution de I'EDS (4.7) est la mesure image par F“"% de la loi
de la mesure de Poisson de mesure d’intensité dsdz. Ol
4.1.4 Lemme de conditionnement

Le but de cette partie est de formuler et de démontrer un résultat de conditionne-
ment qui joue un role crucial dans la démonstration du PPD. 1l s’agit de I’analogue
a la propriété de Markov forte pour les processus de branchement controlés.

Pour des raisons techniques, on suppose que (2, (]:"SQ )s>0, @, P) est I'espace ca-
nonique, c’est-a—dire 2 = M, Q = Idy et P est la loi de la mesure de Poisson de
mesure d’intensité df dz.

Soient o € Aet (t,w) € Ry x € fixés. On définit le controle admissible translaté

o® comme suit :

(W) = a5 (@@ w), Vs>0, YweQ,
oll w ®¢ w est 'élément de 2 = M tel que
W Bt W = W0, T W (t,+o0)-

Il est clair que, @ étant fixé, a>® appartient a A?.
Pour tout (¢,s) € ]Ri tel que t < s, on note encore

Tis = {7’ t.a. par rapport a (.7:";2)920 a valeurs dans [t, s]} )

Lemme 4.1.14. Soit (t,i,a) € Ry x N x A. Soient alors > t et 7 € Tip. La
relation suivante est satisfaite : pour toute suite réelle positive p,

E [(p (N;’W) ] ﬁ?] (@) = Py (T(a;), Nb (@), aT@@) . P(d®) — pes.,
avec, pour tout (s,7,3) € [0,0] x N x A%,

Po(s,5,8) :=E [‘P (Ng’jﬁﬂ '
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Preuve. Pour les besoins de cette démonstration, on note N““® au lieu de N®H®

pour souligner le fait que le processus est adapté — et méme optionnel — par

rapport a la filtration (FSQ )s>0. La proposition 2.2.9 assure qu'il existe un processus
NHH optionnel par rapport (}"g_)szg tel que

P (N = NV, Vs >t) = 1.

Notons que N4 vérifie toujours la relation (4.1), mais il n’est pas cadlag partout
a priori. De plus, quitte & le modifier sur un ensemble de mesure nulle, on suppose
que le controle « est prévisible par rapport a (]{? )s>0-

On rappelle (voir la proposition 2.2.8) qu'il existe n un temps optionnel par rapport

a (.FSQ)Szo tel que
P(r=n) =1, .7-:76.9:U<.7:7?+UN>,

ott N est ensemble des ensembles négligeables de F<. Comme (Q,F Q) est polonais,
on peut construire (Pg)zeq une version réguliére de la probabilité conditionnelle de
P sachant .7-"7% (voir la proposition 2.1.3). La proposition 2.1.5 assure alors que, @
P—ps.,

Eo (N5) | 78] @) = B o (Ny*)], P(aw) - ps.
De plus, le proposition 2.1.5 assure également que, @ P — p.s.,
Po (1 Q1o V) = (7(@), Qo @), NE(@)) ) = 1. (4.10)
En particulier, la relation suivante est satisfaite : w P — p.s.,
Ps (as = ag(@)’@, Vs> 0) =1.

De plus, la relation suivante est satisfaite presque stirement sur (2, P) :

Ng,z,a _ Né,z,a +/

(=11, (ytia y(2) |Q(dE,d2), Vs>mn.
(ms]xR+ \ =0 (N5 o)

Ainsi, @ P — p.s., la relation suivante est satisfaite presque sirement sur (2,Pg) :

N;f,i,Oé — Nf_,i,a(@) + / Z (l{ — ]_) 1[ (Nt’i’a Och})’w) (Z) Q(de, dZ),
(T(@),s] xRy \ 1=0 AN

On remarque que, par la propriété de Markov forte (voir [Ikeda 1989, Chap.2,
Thm.6.5]), Q|(r(w)+00) st une mesure de Poisson sur (7(w),+oo) x Ry de me-
sure d’intensité dsdz dans (2,Pg). De plus, quitte & la modifier sur un ensemble
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de mesure nulle sous Pg, on peut supposer que le processus (N;’i’a)szT(w) est cad-
lag partout. Ainsi, il est solution de 'EDS (4.7) controlée par o (@)@ partant de
NE"™(@) a linstant 7(@) dans (Q,(Fg’w)szf(w)aQ\(r(w),+oo)7P@) ou (fﬁ?v“)s?(@)
est 'augmentation habituelle de (F5

S

@)

)s>7(@) sous Pg. Par unicité en loi, on en dé-
duit que la loi de (Ng’i’a)sZT(w) sous Py coincide avec la loi de NT@)N7"%(@),a7(&)

sous P. Le résultat du lemme 4.1.14 s’en déduit immédiatement. O

4.2 Probléme de controle stochastique a horizon fini

4.2.1 Formulation du probléme

Le but de cette partie est de formuler le probléme de contréle stochastique a
horizon fini sur les processus de branchement.

Soit T > 0 I’horizon fini. Pour construire le critére d’optimisation, on se donne
(fn)nen une suite de fonctions réelles sur [0,7] x A qui décrit le colt intégral et
(gn)nen une suite réelle qui décrit le conit terminal. Dans la suite, on utilisera souvent
la notation f(s,n,a) (resp. g(n)) au lieu de f,(s,a) (resp. gn).

Hypothése 4.2.1. Les assertions suivantes sont satisfaites :
(1) f est a croissance uniformément polynomiale de degré r — 1 ;
(ii) g est a croissance polynomiale de degré r — 1.

Soit (t,i,a)) € [0,T] x N x A. Le coiit associé a chaque trajectoire d’un processus
de branchement contrélé par «, partant de ¢ & 'instant ¢ est donné par

/tT f (s, Ng’i’a(w), as(w)) ds+g <Nr}’i’a(w)) )

Le cotit associé au contrdle a pour la condition initiale (¢,7) est alors donné par la
moyenne des coiits trajectoriels. On définit J : [0,7] x N x A — R la fonction coiit
associée au probléme & horizon fini par

T .
J(t,i,a) =E [/ f (5, N a,)ds+g (N;a)] , (4.11)
t
et v:[0,7] x N — R la fonction valeur par
t,i) == inf J(t,i, ). 4.12
v(t, i) »= inf J(t,i,0) (4.12)

Dans la suite, on utilisera souvent la notation v;(t) au lieu de v(¢,). Le but de ce
travail est d’étudier la dynamique de la fonction valeur et, si possible, de trouver un
controle & qui minimise la fonction coit, c¢’est-a—dire tel que v(t,i) = J(¢,1, &).

Remarque. Par le corollaire 4.1.13, il est clair que les fonctions cofit et valeur ne
dépendent pas du choix de I'espace de probabilité ou de la mesure de Poisson sur cet
espace. Dans la suite, on suppose sans perte de généralité qu’on travaille sur ’espace
canonique pour pouvoir exploiter directement le lemme de conditionnement.
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On conclut cette partie par une proposition qui assure que les fonctions cofit et
valeur sont bien définies.

Proposition 4.2.2. Les fonctions cott et valeur sont a croissance uniformément
polyndémiale de degré r — 1.

Preuve. Ce résultat est une conséquence immédiate de 'hypothése 4.2.1 et de 'in-
égalité (4.2). O

4.2.2 Continuité des fonctions coit et valeur

Le but de cette partie est de démontrer que, sous les hypothéses précédentes,
les fonctions cofit et valeur sont continues en temps (uniformément par rapport aux
controles admissibles).

Proposition 4.2.3. Pour touti € N, J(-,i, «) est continue sur [0, T], uniformément
par rapport & o € A. En particulier, v; est continue sur [0,T].

Preuve. Pour faciliter la lecture de cette démonstration, on prouve le résultat dans
le cas ol g est identiquement nulle. La démonstration dans le cas général se fait de
maniére similaire. Soit (¢,s) € [0,7]? tel que ¢t < s. Soit a un contrdle admissible,
I'inégalité suivante est satisfaite :

[T (ti,0) = J (s,i,0)| <E [/t

f (9, Nbe, Ozg) ‘ dﬁ]

+E [ / ! ) 7 (0.N5" 00) = 1 (6, N5 ap) ‘ d@] L (4.13)

On cherche & montrer que le membre de droite dans cette inégalité est majoré par
une quantité indépendante de v qui converge 0 lorsque s —t tend vers 0. D’une part,
I’hypothése 4.2.1 combinée a I'inégalité (4.2) assure que

|

Pour traiter le deuxiéme terme, on commence par remarquer que ce dernier est nul

7 (085" ) de] <C(1+i Y (s—1).

si le processus N““® ne saute pas dans l'intervalle [t, s]. Soit S%* le premier instant
de saut potentiel du processus N»»®, c’est-a-dire
St i=inf {s > & Q((t,s] x [0,7 (i + 1)]) = 1}.

Il est clair que
P (St,i S S) —1— e*’?(l‘i’i)(sft).

De plus, lorsque r # 1, la suite d’inégalités suivante est satisfaite :

(/T £ (0N )| d0>;’1 <CE [/T 7 (0. N )
<CE [/T ((Ng™) +1) de]

<C(1+414"),

E

1 d&]
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ou la constante C' ne dépend ni du temps ¢, ni du contrdle a. En appliquant de
nouveau l'inégalité de Holder, on en déduit que

E [1 Stics / ' ) f (9, N ag) _ (9, N3, 049) ‘ dH]

<O+ (1 _ e*’_Y(1+i)(sft))

1
T

Il est clair que cette inégalité est encore satisfaite si r = 1 (sans utiliser 'inégalité
de Holder). Ainsi, la relation (4.13) implique que

sup {|J (1,7, 0) — J(s,i,0)[} < C <<s — )+ (1- e T0HIE0) ) |
acA

En particulier,

o(o.) =0t £ € (s =) + (1= T0000) 7

4.2.3 Principe de la programmation dynamique

Le but de cette partie est de démontrer le PPD pour le probléme de controle
stochastique a horizon fini. Le PPD formalise I'idée intuitive qu'un controle optimal
Iest tout au long de la trajectoire du processus.

On rappelle que, pour tout (¢,s) € Ri tel que t < s,

Tis = {7’ t.a. par rapport a (]:"0(“2)920 a valeurs dans [t, S]} .
Soient o € A et 7 € Ty 100. On note
VoeQ, o (@):=a™@®,

Rappelons aussi que, @ étant fixé, o™ (w) appartient a A™@) On renvoie a la par-
tie 4.1.4 pour plus de détails.

La proposition suivante est la clé de la démonstration du PPD présentée dans
cette partie. C’est une application facile du lemme de conditionnement 4.1.14.

Proposition 4.2.4. Soit (t,i,a) € [0,T] x N x A, soit alors 7 € Tr, la relation
suivante est satisfaite :

J(tyi,a) =E [/T f (S,Ng’i’a,ozs) ds+ J (7, Ni’i’a,of)] .
t

Preuve. Le lemme 4.1.14 assure que

T

T .
J (1, NF"*,a7) =K [/ f (5, Nt a,)ds+g (N%z,a)
T

]:Q] , P—ps.
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On en déduit que

T T '
J (t7i7 OZ) = ]E |:/ f (57 N;’i7a, Oés) dS +/ f (5’ N£7i7a’ as) dS + g (N%l7a>:|
t T

=E U f (s, NI, a) ds + J (7, NE", of)} .
t

Corollaire 4.2.5. Soit (t,i) € [0,T] x N, la relation suivante est satisfaite :
4 t,i,8 t,i,0
N Ji, KR
o(t, i) _515tE [/t f(s,Ns ,BS) ds+g(NT )}

Preuve. On note

o(t,i) := inf E [/Tf <37N;57iu3’55) ds+g (N;i,,@)].
t

BeA?

D’une part, il est clair que v;(t) < 9;(t) puisque A est inclus dans A. D’autre part,
soit a un controle admissible, la proposition 4.2.4 avec 7 constant égal a ¢ assure
que

J(t,i,a) =E [J (t,i,at)]
Or, @ étant fixé, a'* appartient a A’. On en déduit que v;(t) > v;(t). O

On est maintenant en mesure d’énoncer et de démontrer le PPD pour le probléme
de contréle stochastique & horizon fini.

Théoréme 4.2.6. Soit (t,i7) € [0,T] x N. Les relations suivantes sont satisfaites :
(i) pour tout € > 0, il existe o« € A tel que, pour tout T € Ty,

.
v(t,i)+e>E {/ I (s, NEwe as) ds +v (7‘, Nﬁ’“o‘)] : (4.14)
t
(i) pour tout a € A, pour tout T € Ty r,

v(t,i) <E {/ f (s, NER ) ds + o (7, Nﬁm)] . (4.15)
¢

Remarque. Cette formulation du PPD est équivalente aux relations suivantes :

.
v (t,i) = ;gnggTE [/t f (S, N;’Z’a,as) ds + v (7’, Ni”’o‘)} ,

v(t,i) = inf sup E [/ f (57]\7;7%30170[5) ds+v (r, Nﬁm)}
t

acA T€7757T

En particulier, elle implique que la relation suivante est satisfaite : pour tout 7 € 7; 7,

v(t,i) = inf E {/Tf (s,Nst”"a,as) ds+ v (7, Ni“")}
acA t

En pratique, c’est la formulation faible ci—-dessus qu’on utilisera pour montrer que
la fonction valeur est solution (réguliére) de I’équation de HIB.
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Avant de démontrer ce résultat, on énonce un lemme qui nous permettra de faire
une localisation dans la preuve du PPD.

Lemme 4.2.7. Soit (t,i) € [0,T] x N. Il existe m € N tel que, pour tout a € A,
pour tout n > m,

E

1 e (1 + sup {(Nj’i’a)r_l}>] <k,
- s€[t,T]

avec pour notation,
ti, o0 . . t,1,c
o i=inf {s > t; NI >n}.

Preuve. On commence par remarquer que, par l'inégalité de Markov et l'inéga-
lité (4.2),

P (Tfl’i’a < T) =P < sup {Ng’i’o‘} > n) < ]W:.
s€[t,T] n

ol M, est donné par I’hypothése 4.1.1. Si r = 1, on en déduit directement le résultat
souhaité. Sinon, en utilisant l'inégalité de Holder et l'inégalité (4.2), on en déduit

que
1T}l,i,a§T (1 + sup {(Nst,i,a)rl}>
s€[t,T]

ou la constante C' ne dépend pas de « O

E <

)

S1Q

Preuve du théoréeme 4.2.6. Pour faciliter la lecture de cette démonstration, on omet
les indices (¢,i) dans les notations, par exemple N® désigne N®*®. De plus, on
démontre le résultat dans le cas ot f est identiquement nulle. La démonstration
dans le cas général se fait de maniére similaire.

(i) Montrons que la relation (4.14) est satisfaite. Soit € > 0, soit alors o € A un
controle e-optimal, ¢’est—a—dire

v(t,i)+e>J(ti,a).

Le résultat souhaité s’en déduit immédiatement par la proposition 4.2.4.

(ii) Montrons maintenant que la relation (4.15) est satisfaite. C’est la partie difficile
de la démonstration du PPD. L’idée est de construire un bon contréle sur (0,77 en
recollant un controle quelconque sur (0, 7] et un controéle bien choisi sur (7, 7.

On commence par localiser le probléme a 'aide du lemme 4.2.7. Soit m € N tel que,
pour tout « € A, pour tout n > m,

La<r <1+ sup {(N?)Tl}” <e,
s€[t,T)

E

avec pour notation,
T =1nf{s > t; N >n}.
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Définissons maintenant les briques permettant de construire le controle bien choisi
sur (7,T]. D’aprés la proposition 4.2.3, il existe 6 > 0 tel que, pour tout (¢, s, j, ) €
[0,T)? x N x A satisfaisant |t — s| < § et j < m,

‘J(t’jaa) - J(s,j,a)| <e

Soit (t)o<i<k telle que t = tg < t; < ... <t =T et [t — t;—1] < J. Pour tout
1 <1<k, pour tout j € N, on se donne un controle g4 qui appartient a A’ et
satisfait la relation suivante :

T (8,,847) <o (t,g) +e.

C’est possible d’aprés le corollaire 4.2.5.
On est maintenant en mesure de démontrer la relation (4.15). Soient a € A et
7 € Ty, 7. On définit le controle & par

. as, si0<s<T,
Qs 2= P .
Li siT<s<T, N®*=jetre€elt_1,t),

quitte & prendre une valeur arbitraire dans A lorsque le controle n’est pas défini.
Il est clair que & est un contréle admissible. Alors la suite d’inégalités suivante est
satisfaite :

E [Lrg>70 (1, Nf)] > E [Lrgs7o (1, N2)]

>E [lasr Z v (t1,5) Lrety_1,0) INa=j —€
1<I<Kk
0<j<m

> [ Logor | 0 7 (005,8"7) Locpyylnesy | | = 2¢
1<I<k
0<j<m

2 E 17’%>T E J (7— ] 5 ) Te[tl lvtl 1N067] — 3e.
1<i<k
0<5<m

Par construction de @, on en déduit que
E [lrasrv (7, N2)] > E [Legsrd (7, N7,@7)] = 3e.

De plus, la proposition 4.2.2 assure que

|J (r,N&,a")| < C (1 + sup. {(Nf)’"‘l}> ,

seft,T

[0 (r,N2) sc(1+ sup {<N3>T—1}),

se[t,T]
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ol la constante C' ne dépend ni de «, ni de 7. Par définition de m € N, on en déduit
que
Ev(r,N&)] > E[J (r,Ng,a7)] — Ce.
Par la proposition 4.2.4, on en déduit que
Eo(r, N&)| > J (t,4,8) — Ce
>wv(t,i) — Ce.

On conclut alors en faisant tendre e vers 0. O

4.2.4 Equation de Hamilton—Jacobi-Bellman

Le PPD permet de déduire que la fonction valeur est solution réguliére d’un
systéme différentiel non linéaire. C’est I’équation de HJB associée au probléme de
controle stochastique & horizon fini sur les processus de branchement.

Hypothése 4.2.8. Les applications f,(-,a) sont continues sur [0, T, uniformément
par rapport ¢ a € A, pour tout n € N.

On rappelle que £% est un opérateur sur les suites réelles : soit ¢ une suite réelle
(a croissance polyndmiale de degré r), pour tout n € N,

“+o00

L%y =Y (a) Z (Pntk—1— ¥n) Pnk (a).
k=0

Théoréme 4.2.9. Les fonctions valeurs v; sont de classe C sur [0,T)] et vérifient
la relation suivante : pour tout (t,i) € [0,T] x N,

vi(t) + ilel£ {L%;(t) + fi (t,a)} = 0. (4.16)
a

Avant de démontrer ce résultat, on énonce une lemme qui nous sera utile plusieurs
fois dans la suite de ce chapitre.

Lemme 4.2.10. Soit i € N. L’application t — L%;(t) est continue sur [0,T],
uniformément par rapport a a € A.

Preuve. Soit (t,s) € [0,T]. On commence par remarquer que
|L%; (s) = L%; ()]
+oo
<2y (Uz' (s) = vi ()] + > [vigh-1(s) — Ui+k—1(t)\pi,k(a)> :
k=0
ou 7 est donné par I’hypothése 4.1.1. Or la proposition 4.2.2 implique que, pour tout

K eN,

“+oo

D [vipk-1(8) = vigr—1(t)] pix(a)

k=0

K +o0
<3 i1 (8) = vk 1 (O pis@) + €Y K pis(a).
k=0 k=K+1
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ou la constante C' dépend de i mais pas de a. De plus, pour tout K € N,

+oo . 1 +oo M
E p; < E "Di < L
Fpikla) S g Fpirla) < 7

ou M, est donné par 'hypothése 4.1.1. On est maintenant en mesure de conclure.
Soit € > 0, soit alors K € N tel que, pour tout a € A,

400
> K pika) <e.
k=K+1

Soit alors § > 0 tel que si |t — s| < 4, alors, pour tout 0 < k < K,
[Vitk-1(8) — Vipr-1(t)] < e
On en déduit que si [t — s| <, alors
|L%; (s) — L%; ()| < Ce.
ou la constante C' ne dépend pas de a. OJ

Preuve du théoréme 4.2.9. Dans un premier temps, on démontre la dérivabilité a
droite de v; sur [0, 7). Soit ¢ € [0,T"), on veut montrer que, pour tout h € [0,T — ¢],

vi(t+h) = vi(t) — hirellf4 {L%; (1) + fi(t,a)} + o(h) . (4.17)

Pour des raisons de lisibilité, on omet les indices (¢,7) dans les notations. On note
S le premier instant de saut potentiel du processus N, c¢’est—a—dire

S:=inf{s>1t; Q((t,s] x[0,7(i+1)]) =1}.
Notons que S ne dépend pas du contrdle a. On pose
Sh ::S/\(t—}—h).

Puisque la suite réelle v(t + h) est a croissance polynomiale de degré r — 1, la
proposition 4.1.6 assure que la relation suivante est satisfaite :

o t+h
v(t+h,Ng,) =v(t+h,i)+/t Lo (t+ h, i) ds + Mg,

ott Mv(+h) est une martingale. On ajoute ftsh f(s,1,as)ds et on prend I'espérance
dans cette égalité. Par le théoréme d’arrét de Doob, on en déduit que

Sh
E [ f(s,i,as)ds—i—v(t—i—h,Ngh)]
t

Sh
— o(t+h,i) +E [/ (L% (t+ hyi) + f (5,1, 0s)) ds
t
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On passe a la borne inférieure sur les controles admissibles dans la relation ci—dessus.
Par application du PPD (voir la remarque suivant le théoréme 4.2.6), on en déduit
que

vi(t) = v; (t + h) + inf {E UtSh (L%v; (t+ h) + f; (s,as))ds] }

acA

Pour faciliter la lecture de cette démonstration, on a décomposé en trois étapes le
raisonnement permettant déduire la relation (4.17) & partir de la relation ci-dessus.

Etape 1 Montrons que

inf {E [/ts (L%0; (£ + h) + fi (s, 0s) ds] } _

acA

acA

we { [ "B (4 )+ fi(s.00)] s} + o).

On remarque que la suite d’inégalités suivante est satisfaite :

|E [1S§t+h /tSh (L% (t+ h) + fi (s, as)) ds}

t+h
<E [1s<t+h / L% v; (t+ h) + fi (s, )] ds}
t
<C <1 — le(lJri)h) h.

ou la constante C' dépend de 7 mais pas de «. On en déduit que

acA

inf {E [/tsh (L%0; (E+ ) + fi (5, 0s)) ds] }
- 523 {E [1S>t+h /tHh (L%v; (t+h) + fi (S,Oés))ds} } +o(h)

ad T L B 4 (5, 00) as| f + o).

acA

Etape 2 Montrons que

inf {/;ME [L%v; (t + h) + fi (5, )] ds}

acA

t+h
_ / inf {L%; (t + h) + fi(s,a)} ds + o(h) .
t acA

On commence par remarquer que le membre de droite de la relation ci-dessus est
bien définie car ’application suivante

5+ ig,fax {L%; (t+ h)+ fi(s,a)}, (4.18)
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est bien définie et continue sur [0, 7] grace a 'hypothése 4.2.8. 11 est alors clair que

t+h
inf {/ E [L%wv; (t+ h) + fi (s, as)] ds}
acA t
t+h
> / inf {L£%; (t+ 1) + f; (s, a)} ds.
t CLGA

Pour démontrer I'inégalité réciproque, I'idée est de construire un contréle admissible
(constant) de maniére a approcher le membre de droite en exploitant la continuité
de I'application (4.18). Soit € > 0, soit alors h suffisamment petit pour assurer que,

pour tout (s,a) € [t,t+ h] x A,
|fi (s,a) — fi (t,a)| < e.
Soit alors ag € A tel que
LY (t+h) + fi (t,a0) < 322 {L%; (t+h)+ fi(t,a)} + e
Ainsi, pour tout s € [t,t + h],
L%O; (t+h) + fi(s,a0) < inf {L%; (t +h) + fi (s,a)} + 3e.

On en déduit que

t+h
/ (LYv; (t+ h) + fi (s,a0))ds
t
t+h
< / inf {L%; (t+ h) + fi(s,a)} ds + 3he.
t a€A
Puisque les controles constants sont admissibles, on en déduit le résultat souhaité.
Etape 3 Montrons enfin que
t+h
/ inf {00 (4 h) + fi(s,a)} ds = h inf {£%: (£) + fi(t,a)} + o(h) .
t acA acA

Commengons par remarquer que le théoréme de la moyenne assure que

h
/t+ inf {L%; (t +h)+ fi(s,a)}ds = hinf {L%; (t + h) + fi (t,a)} + o(h).
¢ acA acA

Remarquons ensuite que, par le lemme 4.2.10, la relation suivante est satisfaite :

lim inf {L%; (t+h) + fi(t,a)} = inf {L%; (t) + fi(t,a)}.

On en déduit le résultat souhaité.
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Il reste & démontrer la dérivabilité & gauche sur (0, 7. Soit ¢ € (0, 7], on souhaite
montrer que montre que, pour tout h € [0,7 — ¢],

vi(t —h) =wvi(t)+h érélzfél {L%; (t) + fi (t,a)} + o(h).

Pour y parvenir, on utilise la relation (4.17) — avec v;(t — h + h) — en remarquant
que le o(h) est uniforme en ¢. O

Ainsi, la fonction valeur v vérifie le systéme différentiel suivant :

{ vj(t) + inf {Loi(t) + fi ()} =0, Ve [0,7).VieN,

, (4.19)
vi(T) = gi, Vie N

Il s’agit de ’équation de HJB associée au probléme de contréle stochastique & horizon
fini sur les processus de branchement.

4.2.5 Théoréme de vérification

Le but de cette partie est de montrer que la fonction valeur est I'unique solution
de I'équation de HJB (4.19). Une étape cruciale de la démonstration consiste a
identifier un controle optimal sous la forme d’une fonction du temps et de 'état
courant du processus. Un tel controle est dit markovien, au sens ou le processus
ainsi controlé est un processus de Markov.

Hypothése 4.2.11. Les assertions suivantes sont satisfaites :

(i) A est une partie compacte d’un espace vectoriel de dimension finie ;

(ii) fn(s, ) est semi—continue inférieurement (s.c.i.) sur A, pour tousn € N, s € Ry ;
(iil) v et ppx sont continues sur A, pour tout (n,k) € N,

Remarque. 11 n’est pas nécessaire de supposer que A est une partie d’un espace
vectoriel de dimension finie. Cependant cela permet d’utiliser un théoréme de sélec-
tion mesurable dont la démonstration est particuliérement simple dans le résultat
suivant.

Lemme 4.2.12. Soit (u;)ien une suite de C([0,T],R) a croissance uniformément
polynémiale d’exposant r — 1. Il existe une suite d’applications mesurables (o )ien
sur [0,T] a valeurs dans A telle que, pour (Lebesque) presque tout t € [0,T],

£2Ouy(t) + fit 0a() = inf {L7u(1) + fi (t,a)}-
Preuve. Soit i € N, on note
H;(t) := inf {L%;(t) + fi (t,a)}.
acA
On pose

D;:={(t,a) € [0,T] x A; L%;(t) + f; (t,a) = H;(t)}, (4.20)
A :={te€[0,T]; 3aec Atel que (t,a) € D;}. (4.21)
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Si D; est compact, le théoréme de sélection mesurable de Fleming et Ri-
shel [Fleming 1975, App.B, Lem.B| assure qu’il existe une application mesurable
a; : [0,T] — A tel que (t,;(t)) appartient & D; pour presque tout t € A;. Si, de
plus, A; coincide avec 'intervalle [0, 77, alors le résultat du lemme est démontré.

Commengons par montrer que A; coincide avec 'intervalle [0, T, ¢’est-a dire que
la fonction a — L%;(t) + fi(t,a) atteint sa borne inférieure pour tout ¢ € [0,7]. Or
lapplication f;(t,-) est s.c.i. et 7; est continue sur A compact. Par définition de £%,
on peut conclure en montrant que ’application

“+o00

a Z Uiy k—1(t)pik(a)

k=0

est continue sur A. Par continuité des p; i, il suffit de montrer que le reste de cette
série de fonction converge uniformément vers 0, c¢’est—a—dire

+oo
Z uik—1(t)pix(a)| = 0.

k=K+1

lim sup
K—+00g4ca

Par la proposition 4.2.2, la relation suivante est satisfaite : pour tout K € N,

+oo
<C > F 'pin(a)
k=K+1

+oo
> k-1 (tpik(a)

k=K+1

ou la constante C' ne dépend pas de a. De plus, il est clair que, pour tout K € N,

= 1 = M,
krfl . < kT‘ . < T .
> Pin(a) < 77y > pin(e) < 7
k=K+1 k=K+1

ou M, est donné par I'hypothése 4.1.1. On en déduit immédiatement le résultat
souhaité.

Montrons maintenant que D; est compact. Puisque [0,7] x A est compact, il
suffit de montrer que D; est fermé. Soit ((¢,,, an))nen une suite d’éléments de D; qui
converge vers (t,a) € [0,7] x A. Par le lemme 4.2.10, il est clair que 'application
H; est continue sur [0,7]. De plus, les hypothéses 4.2.8 et 4.2.11 assurent que la
fonction f; est s.c.i. sur [0,7] x A. La suite d'inégalités suivante est satisfaite :

L(t) + fi (t,a) < hE}j_Hf L (ty) + fi (tn, an)

< liminf H; (ty,)

n—-+4o0o

< H; (t)
Puisque I'inégalité réciproque est triviale, on en déduit que (¢,a) est dans D;. [

Remarque. Si on suppose que f et g sont positives, alors on peut choisir les applica-
tions p; r seulement s.c.i. et le résultat du lemme 4.2.12 reste vrai. La démonstration
est méme plus simple dans ce cas puisque la fonction a — L%u;(t) + fi(t,a) est s.c.i.
par application du lemme de Fatou.
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Soit alors (&;);en une suite d’applications mesurables sur [0,77] a valeurs dans
A telle que, pour presque tout ¢ € [0, 71,

L3 Ou(t) + fi(t,a,(1)) = int {£0i(t) + £ (t,0)}.

Soit (t,4) € [0, T]xN. Les mémes arguments que ceux développés dans la preuve de la
proposition 4.1.4 permettent de montrer qu’il existe un unique (& indistinguabilité
prés) processus (NL* )sele,r) cadlag et adapté a (-7:3 )seft,r) satisfaisant la relation
suivante :

Ntz [ D g gy ()| @a0sa)
(t,s]xR4 k>0

Vsel[t,T], P—ps.

Le point de vue est différent car on construit ici le controle en méme temps que le
processus. Cependant, une fois qu’on a construit Nt on peut définir le processus
abt par

abl(w) = a (s,Ni_’(w)) , Vse (t,T],Vw e Q,

quitte a prendre une valeur arbitraire dans A lorsque le controle n’est pas défini. Il
est clair que le processus &' appartient a A’ et la solution de I'EDS (4.1) associée

Aty

a &P coincide avec N,

La proposition suivante montre que &'’ est le contréle optimal du probléme de

controle stochastique pour la condition initiale (¢,17).

Théoréme 4.2.13. Avec les notations précédentes, la fonction valeur est ['unique
solution de l’équation de HJB (4.19) a croissance uniformément polynomiale de
degré v — 1. De plus,

v(t,i) =E UtTf (s, Nt 4 (s, Nt)) ds+g (N“)} .

Remarque. Puisque la suite d’applications (&;);en n'est pas définie a priori de ma-
niére unique, I'unicité du controéle optimal n’est pas garantie.

Preuve. Soit u une solution de classe C! de I’équation de HJB (4.19) & croissance
uniformément polynémiale de degré » — 1. Dans un premier temps, on montre que
vi(t) > u;(t). Soit a un contrdle admissible quelconque. La proposition 4.1.8 assure
que la relation suivante est satisfaite :

. T ) ' '
U (T, N;jha) — u(t,i) —|-/ (u/ (S’Ng,z,a) + Ly (S’N;S,Z,Oc)) ds + M%z,a,u.
t

ot MHH% est une martingale. De plus, v étant solution de HJB, les relations sui-
vantes sont satisfaites : pour tout s € [¢, 7],

o (s,Ng’i’a) 4+ L%y (S,N;’i’a) + f (S,N;’i’o‘,as) >0,
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On en déduit que

T ' |
/ f (8, N;’Z’a, OZS) ds + g (N%Z’a) > Ul(t) + M%l,a,u‘
t
En prenant I'espérance dans I'inégalité ci—-dessus, on obtient la relation suivante :
J(t,i,a) > u(t,1).

On en déduit que v;(t) > wu;(t).

Démontrons & présent l'inégalité réciproque. Le lemme 4.2.12 assure qu’il existe
une suite d’applications mesurables («;);en sur [0,7] a valeurs dans A telle que,
pour (Lebesgue) presque tout t € [0, 7],

£ ui(t) + filt,0a(0) = inf {L () + fi (¢, @)}

Soit alors (N;Z) selt,r] I'unique processus cadlag et adapté a (]:'SQ )seft,r) satisfaisant
la relation suivante :

N;ﬂl =9 +/ Z (k‘ - 1) 1Ik(Ngf,a(9,N;f)) (Z) Q(d@, dZ),
(t,S]XR+ k‘ZO

Vsel[t,T], P—p.s.

Pour conclure, on raisonne exactement comme dans la premiére partie de cette
démonstration. Plus précisément, on utilise la décomposition en semimartingale de
u(-, N.t’z) donné par la proposition 4.1.8 et on remarque que, pour tout s € [t, T,

u (s,Nﬁ’i) + EO‘(S’N?i)u (S,Nst’i) + f (37 N;’i705 (&Ng’i)) = 0.

En prenant I'espérance, on en déduit que

u(t,i) = E {/tTf (s,Nst’i,oz (s, NE"))ds +g (N%Zﬂ :

Comme expliquer précédemment, on peut regarder le membre de droite comme le
colit associé a un controle admissible. On en déduit que w;(t) = v;(t). La deuxiéme
partie de la proposition découle alors immédiatement de la relation ci—dessus. [

4.3 Exemple

L’objet de cette partie est ’étude d’un probléme de contréle stochastique a
horizon fini sur un processus de naissance et mort. L’objectif & atteindre est le
suivant : maximiser les chances que la taille de la population soit proche d’une
valeur optimale ngy & I'instant final 7.
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4.3.1 Préliminaires

On considére une population asexuée, dans laquelle chaque individu agit indé-
pendamment des autres et a une durée de vie aléatoire de loi exponentielle de para-
métre . A l'issue de ce temps aléatoire, il peut donner naissance & deux individus
avec probabilité a ou simplement mourir avec probabilité 1 — a. On suppose qu’on
peut contrdler le paramétre a de la reproduction dans un intervalle [a,a*] C [0, 1].
Autrement dit, U'espace d’état des controles A est l'intervalle [a, a*] et, pour tout
(n,a) € N x [ay, a*],

Vn(a) =N, pn,(](a) =1-—a, pn,Q(a) =a.

I1 est clair que I’hypothése 4.1.1 est satisfaite quel que soit entier > 1. Ainsi, on
peut construire les processus de naissance et mort contrdlés. Soit ¢ une suite réelle,
le générateur L% est donné par

LY%p =y ((Pns1 — ©n-1) @ + (Pn—1 — ©n)) .

Notons que la linéarité du générateur par rapport a a entraine que l'infimum est
atteint en a, ou a*.
Soient ng € NU {400} et g une suite réelle a croissance polynomiale telle que

Vi<no—1, g > git1, Vi>ng, gi < git1- (4.22)

On étudie le probléme de controle stochastique associé a la fonction cotit suivante :
pour tout (¢,4,«) € [0,T] x N x A,

J(t,i,0) = E [g (N;O‘ﬂ . (4.23)
Dans ce contexte, le théoréme 4.2.13 entraine le corollaire suivant.

Corollaire 4.3.1. Avec les notations précédentes, la fonction wvaleur v associée
a (4.23) est lunique solution de classe C & croissance uniformément polyndémiale
du systeme différentiel suivant :

'(£) + inf {Lo%;(t)} =0, Yte[0,T],VieN,
() + i (£ (0) 0.71.s o
Ui(T) = 0;, VieN.

De plus, on note (&;)ien la suite d’applications sur [0,T] a valeurs dans [ay,a*]
définie par

(4.25)

*

a*, st vi—1(s) > vit1(s).

{a*, st vi—1(8) < vit1(9),

quitte a choisir une valeur arbitraire dans [ay, a*] lorsque vi—1(s) = viy1(s). Alors,
o(t,i) =E g (M) ].
avec N la solution de ’EDS suivante :

Ns =i+ /(t’s}xﬂh (10§z<~/d(0,N97)N97 - 17@(0,N97)N97§z<wN97)Q(dg’dz)'
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Remarque. Le contréle optimal est construit de maniére & maximiser en chaque
instant la probabilité de sauter du coté o la fonction valeur est minimale. Intui-
tivement, on sent bien que cette stratégie est optimale. Notons aussi que, lorsque
vi—1(8) = vi4+1(8), on peut choisir n’importe quelle valeur dans [a., a*] sans remettre
en cause 'optimalité du controle. Ainsi, le controle optimal n’est pas défini de ma-
niére unique.

4.3.2 Etude théorique

Le but de cette partie est de donner une expression explicite du controle optimal
lorsque cela est possible. On commence par s’intéresser au cas ol g est monotone,
c’est-a-dire ng est égal & 0 ou +o00. Le raisonnement est alors particuliérement simple.

Proposition 4.3.2. Si la suite g est croissante (resp. décroissante), alors la suite
v(t) est croissante (resp. décroissante) quel que soit t € [0,T]. De plus, le contréle
constant égal & a, (resp. a*) est optimal.

Preuve. Dans un premier temps, on suppose que g est croissante. Soit (¢,4) € [0, 7] x
N. Par construction il est clair que, pour tout a € A,

1,4,ax% tyi,o
Np°™ < Np»°.
Par croissance de g, on en déduit que, pour tout o € A,
J(t,i,a.) < J(ti,a).

Ainsi, la fonction cotlt associée au controle a, coincide avec la fonction valeur. La
démonstration du résultat dans le cas ou g est décroissante est analogue. O

Dans la suite de cette partie, on suppose que ng € N*. Intuitivement, on pourrait
s’attendre & ce qu’'un controle optimal consiste & choisir a* lorsque la taille de la
population est inférieure a ng, et a, lorsqu’elle est supérieure . C’est bien le cas si
on suppose que a, = 0 et a* = 1.

Proposition 4.3.3. On suppose que ax, = 0 et a* = 1. Alors la fonction valeur
satisfait les relations suivantes :

Vi<ng—1, wv;>wviy1, Vi>mng, v <viq1.

De plus, la suite (&;)ien définie par (4.25) s’écrit de la maniére suivante :
(1) 8% Gno—1 = Gno+1, alors les &; sont constantes données par

&; = li<ng;

(i) i gno—1 < gno+1, on pose

Mj sing = 2,
7. .- ) 27(91 = 92)
0 - 1 (n() - 2) (gn0+1 - gn0—1)> Sinon:

Y (nO - 2) " < N 2 (gno—l - gno)
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(a) st gng—1 = Gn, ou Ty > T, alors les &; sont constants donnés par
&; 1= licng;
(b) sinon les &, sont donnés par
. li<pg, s10<s<T—"1p,
Qi(s) =9 ‘
Licng, st1T —Tp<s<T.

Remarque. Dans le cas (ii) (b), la proposition 4.3.3 indique qu’il est préférable que
la population contienne ng + 1 individus plutét que ng — 1 loin de l'instant final.
Cela pourrait s’expliquer par le fait que le processus saute plus vite depuis ng + 1.
Ainsi, & partir d’'un certain délai, il semblerait que le handicap de rester en ng + 1
soit compensé par le bénéfice d’atteindre ng plus rapidement.

Preuve. Commengons par expliquer le principe de la démonstration qui sera iden-
tique dans tous les cas. On définit 'application réelle w sur [0,7] x N par

w(t,i) :=E [g (]\Af?ﬂ .

Puisque N’ est un processus Markov (homogéne ou non), il est bien connu que w
vérifie le systéme différentiel suivant :

"/' &'L(t)/\- e )
{wz(t)+£ wi(t) =0, Vte[0,T],VieN, (4.26)

Le but de la démonstration est alors de montrer que la fonction w coincide avec la
fonction valeur. Plus précisément, il suffit de montrer que, pour tout ¢t € [0, 7],

L9500 t) = inf {L%(t)}. (4.27)

a€lax,a*]

En effet, on peut alors conclure par unicité de la solution de I’équation de HJB a
croissance uniformément polyndmiale. Notons que si on parvient a montrer que les
inégalités suivantes sont satisfaites sur [0,7] :

V1 S no — 1, ﬁ)i 2 ’II)iJrl, Vi Z no, ﬁ)i S ’Lz)i+1, (4.28)
alors les inégalités suivantes sont également satisfaites sur [0,7] :
Vi<ng—1, w1 > Wiy1; Vi>no+1, Wi < Witr.

Ainsi, la relation (4.27) est satisfaite pour tout ¢ # ng par définition des (&;)ien.

(1) On suppose que gny—1 > gny+1- Dans un premier temps, on montre par récurrence
que w; < W41 quel que soit i > ng. Puisque w est solution de I’équation (4.26),
Wpy+1 — Wy, vérifie la relation suivante :

(wno-i-l - wno)/ -7 (2710 + 1) (wno—i-l - wno) =0.
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On en déduit que, pour tout ¢ € [0,7],

2n0+1)(=T) (

(’LDTLOJrl - 'Lbno) (t) = 67( Ino+1 — gno) .

Pour l'incrémentation, on suppose que w; < w;4+1 et on remarque que
(Wir2 — Wir1) =7 (i + 2) (Wip2 — Wip1) = =7 (i + 1) (Diy1 — ;)
Ainsi,
(D42 — Wis1)" =7 (i +2) (Di2 — Wiy1) < 0.
On intégre cette inégalité et on en déduit que, pour tout ¢ € [0, T,
(Wiga —ip1) (8) > T (g0 —g;00)

On en conclut que w; < ;41 pour tout i > ng. Dans un deuxiéme temps, on montre
par récurrence descendante finie que w; > w;y1 quel que soit ¢ < ng — 1. La seule
difficulté supplémentaire concerne l'initialisation. En effet, dans ce cas, 'application
Wpy—1 — Wy, vérifie la relation suivante :

(wno—l - uA}no)/ - 7(”0 - 1) (wno—l - wno) = TNo (wno-H - uA}no) .

On intégre cette équation en utilisant I'expression de w41 — Wy, ci-dessus. On en
déduit que, pour tout t € [0, T,

(wnofl - lz)no) (t) = e’y(no—l)(t—T) ( (gnO,1 - gno)

- noni S (1= DY (g1 = gy ).

On remarque que

"o (1 _ e’Y(n0+2)(t—T)> <1
ng + 2

On en déduit que
(uA}TLO*l - wno) (t) Z e’y(no—l)(t—T) (gnofl - gn0+1) .

Ainsi, on a bien wy,—1 > Wy, et, par récurrence, w; > w;4+; pour tout ¢ < ng — 1.
Il reste & montrer que Wy,—1 > Wpy+1 sur [0,7]. On remarque que la relation
suivante est satisfaite :

(ﬁ)no—l - wno-i—l)/ - (nO - 1) (wno—l - wNO-i—l) = —2y (ﬁ)no-i—l - wno) :
Puisque le terme de droite est positif, on en déduit que, pour tout ¢ € [0,77],
(thng—1 = Wg11) (£) = €0V (g 1 — ggia)

Ainsi, 'équation (4.26) est équivalente a 1’équation de HJB (4.24). On conclut par
unicité de la solution a I’équation de HJB.
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(ii) (a) On suppose que gno—1 < Gng+1 €t que gny—1 = gn, ou T < Tp. Commengons
par montrer par récurrence descendante finie que w; > w;+1 quel que soit ¢ < ng—1.
La seule différence avec le raisonnement précédent concerne l'initialisation. Puisque
w est solution de I’équation (4.26), 'application wp,—1 — Wy, vérifie la relation
suivante :

(wno—l - wno)/ -7 (2n0 - 1) (wno—l - wm) = 0.
On en déduit que, pour tout ¢ € [0,7],

(Wng—1 — Wy ) (£) = (Grg—1 — Gng) €70~ DE=T),

On conclut que w; > w;41 pour tout ¢ < ng — 1. On s’intéresse maintenant au signe
de l'application W41 — Wny—1. On remarque que

(wno-ﬁ-l - wno—l)/ - 7(”0 + 1) (wno-ﬁ-l - wno—l) =2y (wno—l - 7“Dno) :

On intégre cette équation en utilisant I'expression de wy,, — Wy,—1 ci-dessus. Il faut
alors distinguer deux cas. Si ng = 2, alors, pour ¢ € [0, 77,

(g — aby) (t) = €T (g3 — g1) + 27 (91 — g2) (T — 1))
Et si ng # 2, alors, pour t € [0, 77,
(wno—i—l - wno—l) (t) = ey(no«l»l)(t*T) ( (gn0+1 - gno—l)

2 (1 B e'y(no—2)(t—T)> (Gng—1 — gno)>‘

no — 2
Il est clair que Wpy—1 < Wpg+1 SI Gng—1 = gne Ou si T' < Tp. On en déduit que

g < g1 puisque
Wnot1 — Wny = (wno-‘rl - wno—l) + (ﬁ)no—l - wno) :

Il est alors facile de montrer par récurrence que w; < w;+1 quel que soit ¢ > ng. On
en déduit que la relation (4.27) est satisfaite et on conclut comme précédemment.
(ii) (b) On suppose que gng—1 < Gng+1s Gng—1 7 Gng €t T > Tp. On raisonne
exactement comme dans le cas précédent sur (T'—Tp, T']. L’étude précédente implique
que

Vi<ng—1, W >y, Vi>mng, w; < Wi,

et que le systéme (4.26) coincide avec 1'équation de HIB sur (T' — T, T]. De plus,
les calculs précédents montrent que

tng—1(T = To) = tne 41 (T — To).
Or w est solution du systéme différentiel suivant :

ﬁ);(t) + v (tf)i+1(t) — ﬁ)l(t)) =0, Vte [O,T — To] ,Vi < ng,
’UA){(t) + i (’Lf)i_l(t) — ’uA)l(t)) =0, Vte [O,T — To] Vi>mng+1,

7
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avec la condition terminale w (T —Tj) qui satisfait les mémes hypothéses que la suite
g dans le cas (i). Le raisonnement précédent assure que

Vi<ng—1, W >y, Vi>mng, w; < wigr, (4.29)

et que le systéme (4.26) coincide avec ’équation de HJB sur [0, 7" — Tp] aussi. On
conclut par unicité de la solution de I’équation de HJB. O

Lorsque a, # 0 ou a* # 1, nous ne sommes pas parvenus & donner une for-
mulation explicite du controle optimal. Toutefois, les simulations numériques et les
calculs présentés dans les parties suivantes suggérent que le controle intuitif n’est
pas le controéle optimal.

4.3.3 Etude numérique

Le but de cette partie est de présenter et de commenter des résultats numériques
afin d’illustrer la dynamique de la fonction valeur et du contréle optimal associé.

L’ensemble des simulations réalisées tend & montrer que le contrdle optimal n’est
pas trivial en général. Pour illustrer cette étude numérique, on a choisi d’étudier le
probléme associé a la fonction cotit suivante :

J(t,i,a) =K [(N;"’a - n0>2] .

Tout au long de cette étude, on va comparer la fonction valeur et la fonction cotit
associées au contrdle « intuitif », ¢’est—a—dire celui de la proposition 4.3.3 (i). Pour
tous les résultats de cette partie, on a choisi les valeurs numériques suivantes pour
les paramétres :

as =04, a*=0.6, ng=10, T =20.

Tout d’abord, on a calculé la fonction valeur et la fonction coiit associées au
controle intuitif en résolvant les systémes différentiels dont elles sont solutions. Plus
précisément, on a résolu des systémes différentiels tronqués en supposant que

V1001 — Y1000 = V1000 — V999-

Les résultats sont présentés dans les figures 4.1 et 4.2. 1l est clair que le cotit engendré
par le controle intuitif est bien plus élévé — jusqu’a 65% pour certains états initiaux
— que le cotit optimal.

Remarque. La troncature ci-dessus repose sur I'hypothése que, lorsque ¢ est grand,
v; = J(-,1,a4). En particulier,

v(ii+1)=2v@E)+v@i—1)~J(yi+1la) —2J(i,a4) +J (0 —1,a4) .
De plus, on peut calculer explicitement le membre de droite de la relation ci—dessus :
J(i+1a) —2J (iyas) +J (i —1,a,) = 26 270720)(T=1),

Le fait que cette quantité converge rapidemant vers 0, justifie notre troncature.
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FIGURE 4.1 — Représentation de la fonction valeur (en rouge) et de la fonction cott
intuitive (en bleu) au temps 0 en fonction de I’état initial.

Cout Intuitif
Cout Optimal 184

Cout Intuitif
Cout Optimal

FIGURE 4.2 — Représentation des dynamiques de la fonction valeur (en rouge) et de
la fonction coiit intuitive (en bleu) pour I’état initial 10 (& gauche) et 13 (& droite).
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Comment expliquer une telle différence ? Pour répondre a cette question, com-
mencons par remarquer qu’on peut maintenant calculer le contréle optimal associé
a ce probléme a l'aide de la formule (4.25). On observe numériquement que les
fonctions &, admettent la représentation suivante :

Qi(t) = axljspr—y) + a Licpr—p),
avec n : RT — N croissante et cadlag telle que
n(0) = ng, n(t+) —n(t) € {0,1}.

Une représentation de 'application ¢ +— n(T—t) est donnée dans la figure 4.3. Notons
aussi que la fonction valeur satisfait les inégalités suivantes : pour tout ¢t € [0,7],

Vi< TZ(T — t), Ui(t) > Ui+1(t)7 Vi> n(T — t), Ui(t) < Ui+1(t)-

Alinsi, on peut aussi construire le controle optimal de la maniére suivante : déterminer
I'indice m du minimum de la fonction valeur en chaque instant, choisir a* (resp. a.)
pour tout indice inférieur (resp. supérieur) et étudier le signe vy,+1 — vpm—1 pour
déterminer la meilleure stratégie a adopter en m.

40 -
35 ]

30

Indice

20

154

10

T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Temps

FIGURE 4.3 — Représentation de l'application ¢ +— n(T — t). Le controle optimal
a linstant ¢ vaut a* (resp. a4) si la taille de la population est inférieure (resp.
strictement supérieure) a n(71" —t).

On peut maintenant simuler le processus controlé optimalement (voir Fig. 4.4) et
calculer sa loi par une méthode Monte-Carlo. Comparons sa distribution au temps
T avec celle du processus controlé intuitivement (voir Fig. 4.5). Il est clair que la
probabilité d’extinction avant I'instant 1" est bien plus élévée avec le controle intui-
tif. Cela pénalise considérablement la performance du controle intuitif et explique
pourquoi c¢’est un si mauvais choix.
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10 4

FIGURE 4.4 — Dynamique « typique »d’un processus controlé par le contréle optimal
(& gauche, en rouge) et par le contréle intuitif (a droite, en bleu) initialisé en 10.

0.18 4 0.16
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10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Etat final Etat final

FI1GURE 4.5 — Représentation de la distribution du processus controlé optimalement
(a gauche, en rouge) et celle du processus controlé par le controle intuitif (& droite,
en bleu), tous deux initialisés en 10.
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Ainsi, le controle optimal tend & maximiser la prolifération de la population bien
au dela de ng lorsque l'on est loin de l'instant final de maniére a minimiser la pro-
babilité d’extinction. Ce phénoméne s’estompe au fur et & mesure qu’on s’approche
de l'instant final afin d’éviter que le processus s’éloigne trop de ng.

Pour conclure, notons que le processus contrélé par le controle intuitif s’éteint
presque siirement en temps fini. Par conséquent, la fonction cotit associée converge
simplement vers n% lorsque T tend vers +oo. Les simulations numériques semblent
indiquer que chacune des applications v; converge vers une limite différente de n%
lorsque T' tend vers 4+oo. Autrement dit, il semble que le processus controlé op-
timalement converge vers une mesure stationnaire. Toutefois nous n’avons pas de
résultats théoriques a donner permettant d’étayer cette observation.

4.3.4 Etude du cas a, =0

Dans cette partie, on souhaite déterminer des contréles optimaux dans des cas ou
des calculs explicites sont faisables. En particulier, on cherche & tester les controles
de la proposition 4.3.3.

On suppose ici que a, = 0. C’est grace a cette hypothése qu’on pourra faire des
calculs explicites. De plus, on suppose que a* < 1 et que g n’est pas monotone afin
d’exclure les cas déja traités.

Pour commencer, on suppose que ¢gno—1 > gno+1 €t on souhaite déterminer si le
controle de la proposition 4.3.3 (i) est encore optimal dans ce contexte. Notons que,
sous les hypotheéses précédentes,

Ino—1 > Gngs Ino+1 > Gng- (4.30)
La fonction coiit candidate est donnée par
w(t,i) :=E [g (Néﬁlﬂ .
Elle vérifie le systéme différentiel suivant :

{ Wl(t) + LY%by(t) =0 Vit e[0,T],VieN (4.31)

’Lf)i(T):gi VieN

Il est clair qu’on peut en extraire le systéme linéaire fermé a ng-+2 équations suivant :

W'(t)+ AW (t) =0 Vte|0,T]
{ W(T) = G (4.32)
o o (t) 90
Wy (t) g1
W(t) = ) G =
wno (t) 9ng

Wngo+1 (t) Ino+1
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et
0 0

y(l—a") —v va*

yno (1 — a*) —yng ynoa*
Y(mo+1) —v(no+1)
Notons que le systéme (4.32) se réduit facilement a un systéme de ng + 1 équations
puisque wq est constante égale & gg. Admettons un instant qu’on soit parvenu &
résoudre le systéme (4.32), on peut alors calculer itérativement w; pour tout i >
no + 2 puisque la relation suivante est satisfaite :

{ ’Lf);(t) + vi (wi—l(t) — ’Lf)z(t)) =0, Vte [O,T] ,
wi(T) = gi-

On peut alors vérifier directement si le systéme (4.32) coincide avec ’équation de
HJB et conclure sur 'optimalité ou non du controéle candidat. Ainsi, le choix a, =0
permet de ramener la résolution du systéme (4.31) a celle d’un systéme de dimension
no + 1. Notons que si, de plus, a* = 1, il suffit de résoudre un systéme & deux
équations — celles vérifiées par wy,, et wy,+1 — puis de calculer les autres w; par
itération.

Pour mener & bien les calculs, on suppose que ng = 1. On commence par résoudre
le systéme (4.32). Les solutions sont données par

. 3. v 1+ 8a*
wi(t) =go+e 5(T—t) ( — (g0 — g1) cosh <2a’y(T — t)>

g0 — 91 +2a* (g0 — 92) . V14 8a*
— sinh | ————~(T —1) ) |,
v 1+ 8a* 2

(WWT - t)>

wa(t) = go + e 37(T—1) ( — (9o — g2) cosh

92—91+3(@—g1) . (V1+8a*
= sinh | ———~(T'—1) ) ).
v 14 8a* 2

On remarque que

wo > W1, Wy > Wa.
Par récurrence, il est facile de montrer que w; < w;41 pour tout ¢ > 1 tant que
w1 < wy. Et alors, le systéme (4.31) coinciderait avec 1’équation de HIB et & serait

bien le controle optimal. On s’intéresse, par conséquent, au signe de wo —wy. On a :

(1 — ) () = &= T ( (92— g1) cosh (”;WW - t))

B (1 + 2@*) (g2 — % —a*) (90 - 91) sinh (VL;WW(T _ t)))
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On note alors

T = 2 ! < VI+8a* (g2 — g1) >
© /1 8a* (1+2a*) (92— g1) +2(1 —a*)(go—g1) )

On remarque que w9 —w; change de signe au temps T'—T7 lorsque 7' > T7. C’est une
premiére différence avec le cas a* = 1. Ce résultat ne remet cependant pas en cause
l'optimalité du controle &. En effet, tant que w; < w3, on a aussi wy < w3 et, par
récurrence, w; < w;y1 pour tout i > 2. Dans ce cas, le systéme (4.31) coinciderait
toujours avec I’équation de HIJB et & serait encore le contrdle optimal. Etudions,
par conséquent, le signe de w3 — wy. On commence par calculer w3. On a :

w3 (t) = go + e_%”’(T_t) ( (.93 — 9o — 73 (92 = g1)> e‘gV(T—t)

1—a*
— 1 *
4 3(il]2*91) cosh <V7;8a7(T _ t)>
—a

61 -a")(go—9g1) +3(A+2a")(g2—-91) .o

(1 —a*) 1+ 8a*

(5 r-).

Ainsi,
N R 3. (T— 3 — 37—
(w3 — 1) (1) = e 3T t)< (93 — 90— (192_afl)) o 37(T—1)
_ V1 *
1—a* 2
B ( 5 — 2a* (do— 1) + 3 4 8a* — 2a*2 (42— )>
V1T 8a 9o — g1 (1—a")/1+t8a g2 — g1
sinh (HSG’}/(T—t)>).
2
On pose
o 3(92 — 1)
cLi=g3—go— ————",
1—a
3 _
—a
5 — 2a* 3+ 8a* — 2a*2

C3 =

ﬁ(90—91)+(1_a*)m(92—91)~

On définit la fonction A : [0,1] — R par

l+ 3 _
h(z) = cz* 2W+C2;03$+62203.

On remarque que, pour tout ¢ € [0, 7],

(Qf]g — UAjl) (t) = ew’y(T—ﬂh(e_’Y\/m(T—ﬂ)



4.3. Exemple 99

Par conséquent, on peut étudier le signe de h afin de conclure sur celui de ws — w;.
Il est facile de vérifier que

5—2a*
v 1+ 8a*

On en déduit que A(0) < 0. Ainsi, ws—1w; change de signe lorsque 7" est suffisamment
grand. On note zg le plus grand = € (0,1] tel que h(x) = 0. En fait, on pourrait
montrer que h(z) = 0 admet une seule solution dans (0, 1], mais cela n’est pas utile
ici. On note

> 1, 34 8a* — 2a*% > 3v/1 + Sa*.

1
T = —7111 i
2= = e (@)

Lorsque T" < T5, le controle & est bien optimal. Cependant deés que T' > Ts, le
contréle & n’est plus optimal. Considérons alors le controle & défini par

d(s Z)Z a*ligno_;,_l, si0<s<T—T1T5,
’ a*lisno, siT —Tr <s<T.

On pose, pour tout (¢,4) € [0,7] x N,

w(t,i) =E [g (N;ﬂ

L’application w vérifie le systéme différentiel suivant :

il (). (1) = ;
{ g?(t)—kﬁ wi(t) =0, Vtel0,T],VieN, (4.33)

(T) = gi, Vie N.

L’étude ci—dessus a prouvé que le systéme (4.33) coincide avec ’équation de HJB
sur (T'— T, T]. De plus, les relations suivantes sont satisfaites :

Wy (T = Ty) = ya™ (wy — ) (T — Ty),
ﬁ)é(T —Ty) = 3y (w1 — W) (T — Th),

puisque w1 (T — Ty) = w3(T — T>) par définition de T». On en déduit que
(11]3 — U~11)/ (T — Tg) > 0,

puisque w1 (T — Ty) > wo(T — T»). Ainsi, w1 > w3 au voisinage a gauche de T' — Th.
Il est alors clair qu’il existe un temps T3 > T» tel que le systéme (4.33) coincide
avec I’équation de HJB sur (7' — T3, 7. Ainsi, & est un controle optimal sur (7 —
T5,T]. Pour déterminer T3 et aller plus loin dans cette étude, il faut résoudre le
systéme (4.32) pour ng = 2. Nous n’étudions pas ce probléme ici car les calculs
deviennent inextricables.

Remarque. 11 est facile de traiter le cas ng = 2 et g1 < g3 a 'aide du raisonnement
ci—dessus. De méme, il est facile d’étudier le cas ng = 1 et gp < g2 en combinant le
raisonnement ci-dessus et la proposition 4.3.3. Dans tous les cas, les controles de la
proposition 4.3.3 ne sont plus optimaux.
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Introduction

Dans ce chapitre, on étudie un probléme de controle stochastique a horizon fini
sur un processus de branchement—diffusion par la méthode de la programmation
dynamique. Plus précisément, on démontre un principe de la programmation dy-
namique (PPD) et on en déduit que la fonction valeur est solution de viscosité
d’une équations aux dérivées partielles (EDP) parabolique non—linéaire. Il s’agit de
I'équation de Hamilton—Jacobi-Bellman (HJB) associée a ce probléme de controle
stochastique. On raisonne par analogie avec les chapitres précédents sur le controle
de processus de diffusion et de branchement.

On trouve trés peu de travaux dans la littérature concernant le controle de
processus de branchement-diffusion. Les articles d’Ustunel [Ustunel 1981] et de Ni-
sio [Nisio 1985] sont les seules exceptions & notre connaissance. Le travail de ce
chapitre est une généralisation de celui de Nisio. Plus précisément, notre formula-
tion de la fonction coiit est identique & la sienne, elle s’exprime comme le produit
de cofits associés a chacun des individus. Cependant, les processus de branchement—
diffusion — et les controles admissibles — que nous considérons dans ce chapitre,
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sont bien plus généraux. En particulier, nous autorisons la loi de reproduction des
individus & dépendre de leur position.

La premiére partie de ce chapitre regroupe 'essentiel des définitions et des résul-
tats qui ne dépendent pas du probléme de controle stochastique considéré. En par-
ticulier, on construit les processus de branchement—diffusion contrélés et on donne
une décomposition en semimartingale — qui jouera le role de la formule d’Ité —, la
propriété d’unicité en loi de ’'EDS controlée et le lemme de conditionnement. Dans
la deuxiéme partie, on formule et on résout un probléme de controle de stochastique
a horizon fini. Notons que nous avons choisi de travailler avec des processus de dif-
fusion en dimension un simplement pour profiter de la légéreté des notations. En
effet, tous les résultats présentés dans ce chapitre sont encore valides en dimension
quelconque. Attirons également ’attention du lecteur sur le fait que les hypothéses
énoncées sont systématiquement supposées dans les résultats qui les suivent.

5.1 Processus de branchement—diffusion controlés

5.1.1 Définitions et premiéres propriétés

Soit A I'espace d’état des controles supposé polonais. La caractéristique portée
par un individu suit une diffusion controlée caractérisée par sa dérive b: Rx A — R
et sa volatilité 0 : R x A — R. Le temps de vie et la reproduction d’un individu
dépendent de sa position et du contréle. Ils sont caractérisés par son taux de mort
v : R x A — Ry et la probabilité d’avoir k descendant(s) pr : R x A — [0,1]
a linstant et & la position de sa mort. Par définition, les relations suivantes sont
satisfaites : pour tout (z,a) € R x A,

—+00
b1 (CL‘,CL) :Oa Zpk (IE,CL) =L
k=0

Hypothése 5.1.1. Les assertions suivantes sont satisfaites :
(i) b, o, v et les pr sont mesurables ;
(ii) il existe une constante K > 0 telle que, pour tout (z,y,a) € R? x A,

b(z,a) =b(y,a)| + o (z,a) =0 (y,a)] < K|z —y],
[b(z,a)| + o (2,a)] < K;

(iii) 4l existe une constante 7y > 0 telle que, pour tout (z,a) € R x A,
v (@,a) <%

(iv) il existe un entier r € N* et une constante M, > 0 tels que, pour tout (z,a) €
Rx A,

+o00o
Z krpk (337 a) < Mr'
k=0
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Pour décrire la généalogie de la population, on utilise la notation de Ulam—
Harris—Neveu. Soit Z I'ensemble des étiquettes défini par

+00
T:={ptu | JN"

n=1
Pour tous ¢ = 41...9, et j = j1...Jm dans Z, on définit leur concaténation
1j = 41...0pJ1---Jm. L’étiquette de l'ancétre commun est (). Quand un indi-

vidu d’étiquette i donne naissance a k indivu(s), on leurs associe les étiquettes
i0,i1,...,i(k — 1). Pour tout (i,;) € Z?, on note j < i (resp. j < i) si et seulement
'l existe j° € 7\ {0} tel que i = jj’ (resp. j < i ou j = i). Autrement dit, j < i
signifie que j est un ancétre de i.

Soit (€2, (Gs)s>0, P) un espace de probabilité filtré satisfaisant les conditions habi-
tuelles muni d’une famille de mouvements browniens indépendants (B%);c7 et d'une
famille de mesures de Poisson indépendantes (Q%);c7 sur Ry x [0,7] de mesure d’in-
tensité dsdz.

Avant de construire le processus de branchement—diffusion controlé, on définit
I’ensemble des controles.

Définition 5.1.2. Un controle a := (a');er est une famille de processus a valeurs
dans A telle que, pour tout i € I, (al)s>o est prévisible par rapport a (Gs)s>0. On
note Ay l’ensemble des controles.

Remarque. Pour résoudre le probléme de controle stochastique, on travaillera avec
une classe de controéles restreinte, appelée la classe des controles admissibles. Voir
la partie 5.1.3 pour plus de détails.

Dans l'esprit de [Fournier 2004, Champagnat 2007, Bansaye 2011|, on souhaite
représenter la population Z sous la forme d’un processus & valeurs mesures. Plus
précisément, en notant V; I’ensemble des étiquettes des individus vivant a la date s,
on va construire Z sous la forme

Zy = Z 063, x7)s

1€V
ott X! désigne la caractéristique de 'individu i au temps s et satisfait 'EDS suivante :
dX! =b(Xi, al)ds +o(XL al)dB. (5.1)
Soit My I'espace d’état du processus défini par
My = {Zaw); V CTfini, V(i,j) e V% i£j o€ R} .
eV

On le munit de la topologie de la convergence étroite qui le rend polonais. En
effet, My est un fermé de I'ensemble des mesures finies sur Z x R et il est bien
connu que ce dernier muni de la topologie de la convergence étroite est polonais



104 Chapitre 5. Controle de processus de branchement—diffusion

(voir [Dawson 1993, Chap.3, Sec.1.1] par exemple). Soient f := (f?);cz une famille
d’applications de R dans R et p:= ),y 6(i’xi) € My, on note

eV
Soit (¢, i1, o) € Ry x Mg x A. On considére ’'EDS suivante : pour tout f := (f%);er €
C*(R,R)7,

o h) =5+ [ 300 (Xia) 0.t (X)) aB)
i€Vy
/ Z (Xp,0p) 0 f (Xp) + d (X5, ) Duaf* (X5) ) dé
o (5.2)
/ > > (Zf” Xg) = [ (Xé)) L, (x3.0p) (2) Q' (40, d2)
t:s1x[07] ev;,_ k>0
avec, pour tout (s,z,a) € Ry x R x A,
d(z,a) = 02(;’(1),

Vo= {i€T; Z,({i} xR) £ 0},
k—1 k

v (x,a) Zpl (z,a),v (z,a) Zpl (, a)) .
1=0 1=0

Notons que (Ix(x,a))ken forme une partition de U'intervalle [0, v(z, a)).

Iy (z,a) =

La relation (5.2) n’est pas aussi compliquée qu’elle peut le paraitre a premiére
vue. Les deux premiéres intégrales correspondent au mouvement des individus, on
reconnait le générateur infinitésimal d’une diffusion. La derniére intégrale représente
les sauts du processus liés a la reproduction.

Définition 5.1.3. Soit (t,pu, ) € Ry x My x Ag. Une solution de I’EDS (5.2)
est un processus (Zy)s>¢ & valeurs dans My, cadlag et adapté a (Gs)s>+ tel que la
relation (5.2) soit satisfaite presque stirement pour tout f € C2(R,R)%. On dit que
la solution est unique lorsque toute autre solution Z est indistinguable de Z, c’est—
a—dire

IP’(ZS:ZS, V32t>:1.

La proposition suivante assure que le processus est bien défini pour toute condi-
tion initiale et tout controle admissible.

Proposition 5.1.4. Soit (t,p, ) € Ry x My x Ag, ’EDS (5.2) admet une unique
solution (Z9"*)4>¢. De plus, il existe une constante § > 0 indépendante de (t, i, o)
telle que, pour tout s > t,

E

P {(Né"“a)r}] < (1+ (ng)") 270, (5.3)

t<0<s
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o Nb# = (Z0M* 17.R) et ng := (1, 17xR)-

Preuve. Pour faciliter la lecture de cette démonstration, on omet les indices (t, u, @)
et on la décompose en plusieurs parties. On commence par construire le processus
de branchement—diffusion. On montre ensuite qu’il est bien solution de I'EDS (5.2)
et que toute autre solution est indistinguable. Enfin, on vérifie que I'inégalité (5.3)
est satisfaite.

Construction On va construire le processus Z par récurrence sur la suite des
temps de saut potentiels. Plus précisément, on souhaite construire une suite de v.a.

(Sk, Vi )ken telle que
Z, = E Lsy_1<s<si Z O(i,x1)-
k}Zl ’L'ekal

On pose (So, Vo) == (t,V) ou V := {i € Z; pu({i} x R) = 1}. Supposons qu’on a
construit le processus jusqu’au temps Si_1. On pose

Sy :=1inf {s > Sp_1; i € Vim1, Q" ((Sk—1,5] x [0,7]) = 1}.

On peut alors résoudre sur (Sk_1, Sk|, pour tout i € Vj_1,

Xi=Xi,+ [
Sk—1

S S

b (X}, ah) 6 + / o (X, ab) dBj.
Sk—1
Il reste a décrire le branchement en Si. Soit Ji 'unique (presque siirement) indice
dans Vi._q tel que
Q" ((Sk—1, k] x [0,7]) = 1.

Soit alors ¢y tel que (Sk, (i) est dans le support de Q7*. On pose

Vi1 \ {Jk}, si Gk € I (Xg:, aé’;) ,
Vk = Vk—l) si Ck € [’7 (Xézaag'i> 7:)/i| )

Vet \ {Je}) ULJk0, .. k(i = 1)}, siG €]y (X:S’:,agf;) et 1> 2.
Dans le dernier cas, on pose encore
VieVi\ Vi1, X, = X2

Ceci conclut la construction du processus Z sur (Sk_1, Sk|.
Pour assurer que le processus est bien défini sur R, il reste & montrer qu’il n’y a
pas explosion, c¢’est—a—dire

P(lim Sk:—i—oo) =1.

k—o00

Puisque l'intensité v est bornée, il est équivalent de montrer que la probabilité que
la taille de la population atteigne I'infini en temps fini est nulle. Ce résultat est une

conséquence immédiate de I'inégalité (5.3) qui sera étudiée dans la derniére partie
de cette démonstration.
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Existence On vérifie maintenant que Z vérifie 'EDS (5.2) a l'aide de la formule
d’Itd. Par récurrence, supposons que le processus vérifie '"EDS (5.2) sur [0, Sk—1] et
montrons que c’est encore vrai sur [0, Sk]. On commence par décomposer le calcul
de la maniére suivante : pour tout s > t,

<Zs/\Sk ) f> - <Z8/\Sk_1 ) f>1s§Sk_1
+1g,_,<s<S, Z f (X;) + ls>g, Z /! (XZSk)

i€V 1€V

Le premier terme se traite par hypothése de récurrence. Intéressons—nous a présent
au second terme. Par la formule d’Ito, la relation suivante est satisfaite : pour tout
S € (Sk—lvsk)v

S

S o)=Y (7 (ng1)+/s o (X4, ) Do f* (X§) dBj

i€Vi_1 1€V k=1

+ /S (b (5, ab) 00" (X5) +d (X, 0h) Duw S (X3) ) d0)

Il reste a traiter le troisieme terme. On commence par décomposer le calcul de la
maniére suivante :

YoF(XE) = > (X

1€V 1€VE—1
-1
Ty <XJk) n 1 Tl (XJkl’)
- J J
f Sk Z gkell(xs’;,asz) Zf Sk
leN '=0

On traite le premier terme de nouveau par la formule d’It6. On remarque enfin que
les deuxiéme et troisiéme termes correspondent exactement a la contribution sur
(Sk—1, Sk] du terme intégral contre les mesures de Poisson de I'EDS (5.2). On en
déduit que la relation (5.2) est bien satisfaite sur [0, Sk].

Unicité Par construction, I'unicité de la solution de (5.2) découle de I'unicité de
la solution de (5.1). Toutefois, on donne ici une présentation plus formelle pour
clarifier cet argument. On appelle n-iéme génération 1’ensemble des individus des-
cendant d'un individu ¢ € V' au n—iéme degré, c’est—a—dire les individus d’étiquette
ij1J2 - - Jn O (J1,72,...,Jn) € N™. Ainsi, tous les individus présents a l'instant ¢
sont de la génération 0. La relation (5.2) avec f := 1iiyIdg, ou @ € V, assure que

s s
X;lievs =a'+ / b (Xé, 0/9) Liev, do + / o (Xé, az@) Licy, dBy
t t

_/ X§Lievy 1 n(xiai)(2) Q'(d6,d2)
(t,8]x[0,7]

1>0

Cette équation caractérise le mouvement de I'individu d’étiquette ¢ sur son intervalle
de vie et son instant de mort. Par unicité de la solution 'EDS (5.1), il est clair qu’il



5.1. Processus de branchement—diffusion controlés 107

y a unicité des trajectoires des (X*);cy .

Supposons maintenant que les trajectoires des individus de la n—iéme génération
sont connues. La relation (5.2) avec f := 1g;Idg, ott i = jk avec j une étiquette de
la n—iéme génération et k € N, assure que

s s
XélieVS = / b (Xé, Oézg) 1i€V9 do + / o (Xé, Oéze) 11'6\/9 dBy
t t

[ Xl 1y o) Q@0 d2)
(t.5]%[0,7]

>0

+/ X1y, 1 o (2) OF(do. dz
(talxpos) 0 0 U n(x,0d)(2) @7(d0,dz)

1>k

Cette équation caractérise de nouveau le mouvement de I'individu d’étiquette 4 sur
son intervalle de vie et son instant de mort. De plus, son instant et sa position de
naissance sont déterminés par la derniére intégrale puisqu’on connait la trajectoire de
I'individu d’étiquette j par hypothése de récurrence. On en déduit que la trajectoire
des individus de la (n 4 1)-iéme est également uniquement déterminée.

Moments On définit la suite de temps d’arrét (7,,)nen par
Ty = inf{s >t; Ng> n}

Le travail précédent assure que le processus Z est bien défini et est solution de
IEDS (5.2) jusqu’a Uinstant 7,. La relation (5.2) avec f := 174 g implique que

Nune. = 1o +/ (k= 1)1, oy (2) QF (40, dz2).
(t,sATn]%[0,7] ,'ezve:_ kz>:_o Tu(Xpe)

Ainsi,
(NS/\Tn)T = (nO)T +

/(t sATa]x[0,7] 2 D ((Nom k= 1) = (No-)") L, (x5.08) (2) Q' (df,dz).

i€Vy_ k>0

On en déduit que

(Ns/\fn)T < (nO)T +

o /(t ATR] X[ Z Z <k (Ne_)r_l + kﬂ“) 1Ik<X§,oﬁé) (Z) QZ (d0>dz)

0] ievy_ k>1
avec 0, = 2" — 1. On pose alors

Vs>t N;:= sup {Ng}.
t<0<s
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L’inegalité précédente implique que

(N:/\T ) < (nO)T+
5, > (k Ny ) +k’”) L (o) () Q' (46, d2)

(t,sATn]%x[0,7] icVy k>1

On prend alors I'espérance dans la relation ci—dessus et on utilise la proposition 2.4.7.
Alors,

(N5 )" < (no)" + 0, / D (k: (N3~ + k) Ly () () 40z
(t,5ATn] % [0,7] ieVy k>1

< (no)" +0,E / ZZ k (Ng)" sz)'y(Xé,aé)pk (X, ah) do

i€Vy k>1

< (no) + 6,7M,E /Wn S (gy T +1) o

i€V
[Ty ey
|

[ (@) 1) 0.

t

< (no)" + 26,7M,E
< (no)" + 26,7M,E

Par le lemme de Gronwall,
E [(Nirr,)'] < (14 (no)") 7Y,

avec 6 := 20,7M,. Puisque le membre de droite ne dépend pas de n, on en déduit
que 7, converge presque stirement vers +o0o. Par le lemme de Fatou, on conclut que
I'inégalité (5.3) est satisfaite. O

Sauf indications contraires, on utilisera la notation suivante dans le reste de ce
chapitre : pour tout s > ¢

Zt = ) Sy

ievhme

Par construction, il est clair que, pour p:= ) 5@7#'),

o . szwy
L,

eV

Remarque. La méthode de construction des processus de branchement—diffusion pré-
sentée ici est inspiré de celle de Champagnat et Méléard [Champagnat 2007|. La
différence concerne essentiellement le fait que ces derniers commencent par présen-
ter un algorithme de construction du processus de branchement—diffusion et dé-
finissent ensuite la mesure de Poisson & partir des ingrédients de cet algorithme.
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D’autres méthodes de contruction des processus de branchement—diffusion sont pré-
sentées dans la littérature. Plus précisément, la premiére construction de tels pro-
cessus est dit & Ikeda et al. [Ikeda 1968a, Ikeda 1968b, Ikeda 1969]. Ces derniers
regardent les sauts du processus comme des transitions entre des espaces de la
forme R? dont la dimension dépend de la taille de la population. Plus tard, Roelly
et Rouault [Roelly 1990] ont proposé une construction basée sur une méthode d’ap-
proximation par des marches aléatoires de branchement en s’appuyant sur la conver-
gence des problémes de martingale associés.

5.1.2 Deécomposition en semimartingale

Dans cette partie, on écrit la décomposition en semimartingale d’un certain type
de fonctions de I’état courant du processus.
Soit (t, p, ) € Ry x Mg x.A. La relation (5.2) implique que, pour tout f € Cg(R),

(Zohe f) = / Z X@:% 5 o f (Xe) dB

Vt,u,a

/ Z b (X5, ab) Ot (X3) +d (Xi, o) mf(Xg))de

ievy

/] 09] . Z Z l)llk(xg,aé) (2) Q' (d,dz)
ts>< 01

Vt# a k>0

Lemme 5.1.5. Avec les notations précédentes, le processus

S
stre = TS o (Xpah)of (X]) dB. s>t

t
iV
est une martingale continue de carré intégrable. De plus, son processus de variation
quadratique est donnée par

<Mt,M,Oé,Mt’“7a>s = Z (U (Xé>a10) 833f (Xg))z de.

t
iV

Preuve. Pour faciliter la lecture de cette démonstration, on omet les indices (t, i, @)
dans les notations. On commence par remarquer que M =) ;. M ¢ on

M; = / i€V O ()(97 CE@) 8 f (X@) dB@7 S Z t.
t

Or, il est clair que M? est une martingale continue de carré intégrable. De plus, il est
bien connu que ’espace des martingales continues de carré intégrable est un espace
complet (voir [Karatzas 1991, Prop.1.5.23| par exemple). Ainsi, il suffit de montrer
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que ZiEI M est absolument convergente pour assurer que M est une martingale
continue de carré intégrable. C’est bien le cas car, pour tout s > t,

S E[(M)] = ZE[/ (Licv,o (X5, ab) D f (X5))7 d0

€L €L

<CE
t<6<s

(0.

Enfin, I'expression de la variation quadratique de M découle simplement de I'indé-
pendance des (B?);cr. O

Soit F € CZ(R) et f € CZ(R), on définit application Fy : Mg — R par
Fy (p) = F({p, f)) -

Quel que soit a := (a’);er € AL, on définit les opérateurs £2, £§ et L2 qui agissent
sur les Iy comme suit : pour tout p:= ", O(ia)»

+o0
C3Fy () = Y (o o (ZF<<Maf>+(k—1)f(wi)>pk(w‘i,ai)—F(<M,f>)>,

%

L3 (1) = F' (0. 1) Y (b(a',a) 0o () +d (o', ") O () )
+F"(( Zdaj at 8f( )

eV
L2Fy () i= L3Fy () + L3Fy ().

Proposition 5.1.6. Avec les notations précédentes, le processus

Fy (Z17) — Fy () — / cooFy (7)o, s>,
est une martingale cadlag.

Preuve. On omet les indices (¢, z, ) dans les notation. On pose
Q (w,ds, dz,di) := > Q" (w,ds, dz) & (di)
i€l

Quitte & modifier () sur un ensemble de mesure nulle, on peut supposer que @) est
une mesure de Poisson sur Ry x Ry x Z de mesure d’intensité dsdz ) ;v 6;(di).
En exploitant le lemme 5.1.5, la formule d’Ité6 d’Tkeda et Watanabe [Tkeda 1989,
Chap.2, Thm.5.1] assure que

Fi(Z,) — Fy (u / L5Ff (Zy) d0+/ Fi(Zy) Y o (Xh,0p) 0of (X5) dBj

i€Vp
e o (F (o) 0 (60) = F (20 ) Y. 9
Licy,_ Q(df,dz,di)
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Le deuxiéme terme du membre de droite est une martingale continue de carré inté-
grable par les mémes arguments que ceux de la démonstration du lemme 5.1.5. Pour
traiter le troisiéme terme, par la proposition 2.4.7, il est clair qu’il suffit de montrer
que

E[/@s]xw S S (P (2o )+ =1 £ (X5) ~ F ((Z-.1)) )

WieVy_ k>0

1Ik(X;§,ag) (2) ’d@ dz} < 400,

et de remarquer que

LA
Lo 3 S (P )+ 0 0 (X0~ (o 1) ) 0
tsIx109] ey, _ k>0

On conclut aisément en remarquant que

/t Z ’Z( (Zo—. f) + (K 1)f(Xé))_F(<Z(9—’f>)>1]k(xg,aé) (z)|dodz

S]X[Oﬁ ZGVQ k>0

< C sup {Np}.
t<60<s

O]

Le résultat de la proposition ci—dessus s’étend naturellement aux fonctions dé-
pendant du temps.

Proposition 5.1.7. Soit F € C}(R) et f € CZ(Ry x R). Le processus

Fys,) (Z8"%) = Fr,oy (1)
—/t <Ff(9 J(ZE Y Z5, 05 (6,-)) + L2 Fyg, )( ZbHe ))de, s>t

est une martingale cadlag.

Soit (k") pen la suite de temps d’arrét définie par

nite® = inf {s > t; 3i € VP,

X;’ Zn}.

Quel que soit a € A, on définit encore 'opérateur G* comme suit : pour tout
g€ C?R) tel que 0 < g <1,
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Corollaire 5.1.8. Avec les notations précédentes, p =3 ;1 0(; zi) et g € CZ(Ry x
R) satisfaisant 0 < g < 1. Le processus

[T o (snme X, o) = ITo )

z'evxgm i€V
S/\n’flﬂuﬁa i . ]

-/ S (Gg+6u9) 0.x5) [ a(6.x3) |6 s>1
! ievime JEVIRe\ (i)

est une martingale cadlag.

Preuve. 11 suffit d’appliquer ce qui précéde avec F(z) := exp (—x) et f(s,x) =
—1In (g(s,z)) qui sont C? sur Ry et [0, T] x [—n,n] pour tout T > 0 respectivement.
Voir [Roelly 1990] pour les détails du calcul. O

Remarque. Il n’est pas difficile de montrer que (777'5{“ ") nen converge presque stirement

vers 4-00. Ainsi, on peut étendre les résultats de cette partie au cas ot F' € C?(R)
et f € C?(R, x R) en remplacant partout le terme « martingale » par « martingale
locale ».

5.1.3 Controles admissibles et unicité en loi

Le but de cette partie est de définir I’ensemble des controles admissibles et de
montrer que I'EDS associée satisfait la propriété d’unicité en loi.
Pour chaque i € Z, on définit la filtration (F!)s>¢ de la maniére suivante :

Fi=o (Bj,Q7(A); j=i,0<0<5 AeB(0,5]x [0,7]))
De méme, on définit la filtration (Fs)s>o de la maniére suivante :
Fs 1= U(Bé,Qi(A); ie€Z,0<0<s, AeB([0,s] x [O,"y])).

Soit N I'ensemble des ensembles négligeables de F. On définit enfin les filtrations
(Fe)s>o0 et (Fs)s>0 par

.7:2'::0( §+UN),
Fsi=0(Fst UN).

Définition 5.1.9. Un controle admissible o := (a');ez est une famille de processus
a valeurs dans A telle que, pour tout i € I, (al)s>0 est prévisible par rapport
(.732)320. On note A l’ensemble des controles admissibles et, pour tout t > 0, Al
lensemble des controles admissibles indépendants de F.

Remarque. L’idée intuitive derriére la définition des contréles admissibles est qu’on
peut contréler un individu seulement en fonction de son passé et de celui de ses an-
cétres. En particulier, le contréleur ne dispose pas d’informations sur la dynamique
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de ses contemporains. Ce choix des controles admissible jouera un réle fondamen-
tal dans la suite de ce chapitre. Notons qu’'une telle formulation est adaptée, par
exemple, & I’étude d'un agent extérieur qui agit sur I’environnement sans connaitre
la dynamique de la population.

La proposition suivante donne une caractérisation fondamentale des controles
admissibles. On rappelle que W et M(R4 x [0,7%]) — simplement noté M dans la
suite — désignent respectivement 1’espace des fonctions continues de R dans R et
I'espace des mesures localement finies a valeurs entiéres sur Ry x [0,7] et qu’on les
munit de leurs filtrations canoniques (Ws)s>0 et (Ms)s>0 respectivement (voir les
parties 2.2.2 et 2.2.3 pour plus de détails). Pour chaque ¢ € Z, on pose

H = [ (W x M),

J=i
et on le munit la filtration (H.)s>0 définie par

’H; = ®(W5 ® Msy).

J=i

On pose encore

H:= ] (W x M),
i€l

et on le munit la filtration (Hs)s>o définie par

HS = ® (Ws & Ms) .
€L
Proposition 5.1.10. Un processus (as)s>o est un controle admissible si et seule-
ment si, pour tout i € I, il existe a7’ : R x H' — A prévisible par rapport a
()50 tel que

ol (w) = olli ((Bj(w)ij(w))jjJ , Vs>0, P(dw) —p.s.

Preuve. C’est une conséquence facile de la proposition 2.2.7 et de la représenta-
tion des processus prévisibles par rapport a la tribu (F?)s>o. Cette représentation
s’obtient aisément en combinant les arguments des propositions 2.3.1 et 2.4.5. [J

Avec les notations de la proposition précédente, on peut définir I'application
ol = (aM)c7 Ri xH — A% — modulo un abus de notation — qui est prévisible
par rapport & (Hs)s>0 et qui satisfait la relation suivante :

as(w) = all ((Bi(w), Qi(w))iez) , Vs>0, P(dw) — p.s.

Comme précédemment, le choix des controles admissibles permet de considérer
IEDS (5.2) sur « n’'importe quel » espace de probabilité. Plus précisément, soit
(Q, (.7}5)520, (B',Q")iez, P) un espace de probabilité filtré satisfaisant les conditions
habituelles muni d’une famille de mouvements browniens indépendants (Bi)iez et
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d’une famille de mesures de Poisson indépendantes (Q;)iez sur Ry x [0,7] de mesure
d’intensité dsdz.

On considére 'EDS suivante associée a la condition initiale (¢, ) € Ry x My et
au contrdle o € A : pour tout f := (fV);er € C3(R,R)Z,

(Z,, f) = /Z (Xg,ag’i((BJ,Qj)ﬁi))amfi(Xg) dB}

ieVy

/ ; ( (Xé, ag " ((Bj, Qa‘)jﬁ)) 0, f1 (X3)
+d <X§, ap” <(Ba‘, Qj)jﬁi>) Ouef (X5) ) do

/t (t,s]%x[0,7] Z Z <Z fll XZ fl (Xé)) I (Xz ,i((Bij)jji)) (2) Ql (dﬁ,dz).

i€Vy_ k>0
(5.4)

Définition 5.1.11. Soit (t, p, o) € Ry x Mo X A. Une solution de I’EDS (5.4) dans
(Q, (.7:8)3>0,(B’ QYiez,P) est un processus (Z,)s>¢ & valeurs dans My, cadlag et
adapté a (]:s)szt tel que la relation (5.4) soit satisfaite presque sirement pour tout
f € C3R,R)L. On dit que la solution est unique lorsque deux solutions quelconques

sont nécessairement indistinguables.

Remarque. Notons qu’on introduit ici un abus de language, il serait plus juste de
parler du contrdle afl au lieu du controle .

Dans la suite de ce chapitre, on dira qu’on travaille sur I’espace canonique lorsque

Q:=H, ]P’::®(W®@),

i€l
B! ((wj,,uj)jez) = w'(s), Q' ((wj,,uj)jeI> =,

ot W est la mesure de Wiener sur W et QQ est la loi de la mesure de Poisson sur
R4+ x [0,7] de mesure d’intensité dtdz.

On note D([t, +00), My) l'espace des fonctions cadlag sur [t, +00) a valeurs dans
Mg et on le munit de la topologie de Skorohod.

Proposition 5.1.12. Soit (¢t,u, ) € Ry x My x A. 1l eziste une unique solution
(Zt’“ s>t de UEDS (5.4) dans (Q, (.7:"5)520, (Bi,Qi)iEI,I@’). De plus, il existe une
application FtH* : H — D([t +00), My) mesurable par rapport & H telle que, pour
tout (Q, (Fs)s>0, (B, Q")icz, P), la relation suivante est satisfaite :

ztme = e (B, Qier),  B-ps, (55)

Preuve. La démonstration repose sur les mémes arguments que celle des proposi-
tions 3.1.10 et 4.1.12. La premiére partie de la proposition ne pose pas de probléme.
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Donnons maintenant quelques indications pour démontrer la deuxiéme partie. On
commence par travailler sur ’espace canonique. On exploite alors le fait que ’espace
D([t, +o0), Mp) est polonais pour en déduire qu’il existe Ft#4< : H — D([t, +00), Mp)
mesurable par rapport & H telle que

2% = P (B, QYier) . P ps.

On généralise ensuite a 'aide des lemmes 2.3.4 et 2.4.8. En effet, ceux—ci per-
mettent de montrer que la relation (5.4) est satisfaite par F*%((B' Q%);cz) sur
(Q, (Fy) s>0, (B”',Qi)iez,f[l’) en la reformulant comme une propriété portant sur la
loi de (B?,Q")icz. On conlut alors que la relation (5.5) est satisfaite par unicité
trajectorielle. O

Corollaire 5.1.13. L’EDS (5.4) satisfait la propriété d’unicité en loi.

Preuve. La loi de la solution de I'EDS (5.2) est la mesure image par F*® de la
mesure P sur 'espace canonique. O

5.1.4 Lemmes de conditionnement

Le but de cette partie est de formuler et de démontrer deux résultats de condi-
tionnement qui jouent un role crucial dans la démonstration du PPD.

Pour des raisons techniques, on suppose qu’on travaille sur I’espace canonique,
c’est—a—dire

Q:=H, P::®(W®Q),

1€l
B (), er) = wi(s)s @ (o) o) = 1t

ol W est la mesure de Wiener sur W et Q est la loi de la mesure de Poisson sur
R4 x [0,7] de mesure d’'intensité d¢dz.

Soient o € A et (t,w) € Ry x € fixés. On définit le controle admissible translaté
oH* comme suit : pour tout (s,w) € RY x Q,

al? (w) == ay ((B’((D) ®¢ B(w), Q' (@) ®¢ Qi(w))iez) ,
otl, pour tout (wy,ws) € W2, wy ®; we est P'élément de W tel que

(w1 ®¢ wa) (s) :==wi (s A t) + (w2 (s) — w2 (1)) Ls>t,
et, pour tout (u1, po) € M2, p1 ®; po est Pélément de M tel que

M1 @t 2 = H1|0,¢] T H2|(t,+00)"

Par construction, il est clair que, @ étant fixé, a>* appartient a A’.
Pour tout (£, s) € R2 tel que ¢ < s, on note

Tis = {T t.a. par rapport a (Fp)g>o a valeurs dans [t, s}}
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Lemme 5.1.14. Soit (t,u,a) € Ry x My x A. Soient alors 0 > t et 7 € Ty 9. La
relation suivante est satisfaite : pour tout ¢ : Mg — Ry mesurable,

Ele (2)| 7] @ = @0 (7 @), 264 @),a"@) , P(dw) - ps,
avec, pour tout (s,v,3) € [t,0] x My x A*,

Dy (s,v,8) :=E {cp (Zg””ﬂ)} )

Preuve. 11 y a une subtilité dans cette démonstration par rapport aux lemmes de
conditionnement des chapitres précédents. On commence par raisonner par analogie.
Pour les besoins de cette démonstration, on note Z“*® (resp. V4% X1) au lieu
de Z8# (vesp. VH# X*) pour souligner le fait que le processus est adapté — et
méme optionnel — par rapport a la filtration (F)s>0. La proposition 2.2.9 assure
qu’il existe un processus Z“*® optionnel par rapport a (Fsy)s>0 tel que

P (Zb™ = Z Vs> t) = 1.

Notons que Z4*@ vérifie toujours la relation (5.2), mais il n’est plus cadlag partout
a priori. De plus, quitte & le modifier sur un ensemble de mesure nulle, on suppose
que le contrdle av est prévisible par rapport a (Fg)s>0.
On rappelle (voir la proposition 2.2.8) qu’il existe n un temps optionnel par rapport
a (fS)SZO tel que

P(r=n)=1, ]?T:U(]:nJrUN)’
ot N est ’ensemble des ensembles négligeables de F.
Comme (2, F) est polonais, on peut construire (Pg)zeqn une version réguliére de la
probabilité conditionnelle de P sachant 7,4 (voir la proposition 2.1.3). La proposi-
tion 2.1.5 assure alors que, w P — p.s.,

E {«p (2;7%&) ‘ ﬁT} (@) = EPe [(p (Zg’w)} . P(d®) — p.s.

De plus, le proposition 2.1.5 assure également que, w P — p.s.,

P ( (m 257, (Bin @' pier) = (7(@), 267°(@), (Bir (@), @'

0®),,) ) =1

En particulier, quitte & supposer que « est prévisible par rapport a (Fs)s>o0, la
relation suivante est satisfaite : w P — p.s.,

P (as = ag@W, Vs> 0) =1.
C’est ici qu’intervient la subtilité. D’aprés la partie unicité de la démonstration de

la proposition 5.1.4, il suffit de vérifier que la relation (5.2) est satisfaite pour les
applications f := 1gldg — soit une famille dénombrable de fonctions — pour
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caractériser les processus de branchement—diffusion controlés. La relation suivante
est satisfaite : pour tout i € Z tel que i = jk avec j € T et k € N,

s
X;]‘le‘/s anze\/t JINeY + /?:I b (Xé, aé) 1i€V9t,u,a d9
s
+/ o (Xp, ap) Ligyto dBy
n
- / ~ Xé 11‘6\/;’_“’&1 U Il(Xg',aé)(z)Qi(dﬂ? dZ)
(n,8]x[0,7] 1>0

+/ le t, ’a]_ . . Zz Q] d97dz ,
sixio 8 Vil y nox e (2)Q(46,42)

1>k

Vs>n, P—p.s.

Par le lemme 2.3.3, la relation suivante est satisfaite : pour tout i € 7 tel que i = jk
avec j€Zet ke N wP—ps.,

S

X1y qptme = XE(@) Lyt g) + / b (X0 PP 1 a6

(@)

S — —
+/ g (‘){é7 OZ;(W)7W7Z> ].ievet,u,a dB@

(@)

- X1, yemal i or@. (2 ) Q%(d6, dz)
/( @] e Y X

’ /( (@).5]x[0] XpLeygmel | gt oz (2) Q(d6,d2),

1>k

Vs > 1(w), Py — p.s.

L’intérét de travailler avec une classe dénombrable de fonctions tests apparait alors
parce qu’on peut intervertir « w P — p.s. » et « pour tout ¢ € Z ». De plus, quitte
a le modifier sur un ensemble de mesure nulle sous Py, on peut supposer que le
processus (Zt’“’a)S>T(w) est cadlag partout. Ainsi, @ P — p.s., Z4*%% est la solu-
tion de 'EDS (5.2) controlée par o’ 7(@)@ partant de Zr** (@) a instant 7(©) dans
(Qv (FQJ)SZT(w) ((B )s>7 (@) Q ‘(T(Ld +oo))1617P_) ou ('Fs )SZT(@) est augmentation
habituelle de (Fs)s>r(@) sous Pg. Par unicité en loi, on en déduit que la loi de
Z sH, O ( ) (@),

(Zg’“’ )o>7(@) sous P coincide avec la loi de Z7(@), sous P. Le résultat

du lemme 5.1.14 s’en déduit immédiatement. O

Dans la suite de ce chapitre, on aura besoin d’un autre lemme de condition-
nement. On commence par définir une nouvelle transformation du contréle. Soient
a €A p=73cy i) €MoetweQ fixés. On note i = V lorsqu’il existe j € V/
tel que i = j, et i % V dans le cas contraire. On définit le controle a* comme suit :
pour tout (s,w) € R x €,

0 (W) 1= ay ((B'(@), Q@)+ (B (@), Q') 1oy )
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Il est clair que, @ étant fixé, a*® est un contréle admissible indépendant de (B?, Q)
pour tout i # V.

Lemme 5.1.15. Soit (t,u, ) € Ry x My x A. La relation suivante est satisfaite :
pour tout ¢ : Mg — Ry mesurable,

E[e(2)] o ((B.Q) )] @ =E[e(2#"")],  Plaw) - ps.

Preuve. Les arguments sont exactement identiques a ceux de la preuve du
lemme 5.1.14 ]

. 7 1,8, iy ,a P
Remarque. Par construction de o les (Z"°="* "),cy, sont indépendants. C’est
particuliérement intéressant en raison de la relation suivante :

eV

C’est ce résultat qui explique I'importance du choix des controles admissibles.

5.2 Probléme de controle a horizon fini

5.2.1 Formulation du probléme

Le but de cette partie est de formuler un probléme de controéle stochastique a
horizon fini sur les processus de branchement—diffusion.

Soit 7" > 0 ’horizon fini. On se donne une application g : R — [0, 1] qui décrit
le cotit terminal par individu.

Hypothése 5.2.1. L’application g est mesurable.

Quel que soit (t,x,a) € Ry x R x A, on note simplement

Zy = Y x5t

ievh e

le processus de branchement—diffusion controlé par « partant de ¢y, a Uinstant ¢.
On définit la fonction cout J : [0,7] x R x A — [0, 1] par

J(t,z,a) :=FE H 9 (X%) (5.6)

iEvE©®
et la fonction valeur v : [0,7] x R — [0, 1] par

v(t,z) := inf J(t,x, a). (5.7)
acA

Le but de ce travail est d’étudier la dynamique de la fonction valeur et de déterminer,
si possible, un controle optimal, c’est-a-dire un controle & tel que v(t, z) = J(t, z, &).
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Remarque. Par le corollaire 5.1.13, il est clair que les fonctions cotit et valeur ne
dépendent pas du choix de l’espace de probabilité ou des mouvements browniens
et des mesures de Poisson sur cet espace. Dans la suite, on suppose sans perte de
généralité qu’on travaille sur I'espace canonique pour pouvoir exploiter directement
les lemmes de conditionnement.

Avant d’aller plus loin, on s’intéresse & une « propriété de branchement » satis-
faite par la fonction valeur. On commence par étendre les définitions des fonctions
cott et valeur. Par abus de notation, on note encore J : [0,7] x My x A — [0,1]
I’application définie par

J(tpma):=E| J[ ¢(Xp) (5.8)

eV

et v:[0,7] x My — [0, 1] Papplication définie par
t. 1) = inf J (£, u, ). 5.9
v(t, p) == inf J(t,p, @) (5.9)

Proposition 5.2.2. Soit (t,u) € [0,T] x Mg tel que i = 3y, §(; ). La relation
suivante est satisfaite :

v(t,p) = H v(t, z?).

eV
Avant de demontrer ce résultat, on donne un lemme qui nous sera utile ici et
dans la suite de ce chapitre.

Lemme 5.2.3. Soient (x)}_, et (yx)p_, deux familles d’éléments de [0,1]. La
relation suivante est satisfaite :

n n
[Loe— 11w
k=1 k=1

Preuve. On raisonne par récurrence. L’initialisation est évidente. Pour 'incrémen-

n

<N |rr — Ykl
—1

tation, on raisonne comme suit :

n+1 n+1 n n n
Hﬂﬁk— Hyk; < Tnyl Hﬂck— Hyk + [ Tnt1 = Ynt1] Hyk
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n+1
<> ek — yl.
k=1
Cecl conclut cette démonstration. O

Preuve de la proposition 5.2.2. Commencons par introduire la famille d’opérateurs
(I');e7 sur la classe des controles admissible. On rappelle qu’on travaille sur I'espace
canonique et on pose, pour tout o € A, I''(a) := (Y) ez ou

U(w) = ad <(Bij’(w),cgij’(w))jlez> . ¥s>0,YweQ  (5.10)
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On regarde I'*(a) comme un contréle pour les processus initiés par un individu
d’étiquette i au sens oil, pour tout j € Z, on applique le contréle 8% a I'individu
d’étiquette 7j. Par unicité en loi, il est clair que

J(t,z,0) = J (632, " ().

On en déduit que
t = inf J (¢,8(; ., " .
v( ,a:) 0142 ( 3 0(i2)» (a))

On est maintenant en mesure de démontrer le résultat de la proposition. Le
lemme 5.1.15 assure que

J(t, o) =E[J (¢, p,at)].

Or, @ étant fixé, la construction de a*“ assure l'indépendance des branches issues

e . 68, i ,ath® 1
des individus dans p, c’est-a-dire les (Z7°G=)% "),y sont indépendants. De plus
s 2% P pius,

eV

on rappelle que

Ainsi, pour tout w € €2,
J (t,,u,oz”"@) = H J (t,5(i’xi),a“’@) .
eV
De plus, & étant fixé, on peut regarder (a#*®7);-; comme un controle dans I"(A)
pour tout ¢ € V. Par la premiére partie de cette démonstration, on en déduit que

v (t,pu) > H v(t, z).

eV
Pour démontrer I'inégalité réciproque, 1’idée est de construire un controéle bien choisi.
Pour tout i € V, on se donne un controle 3(i) € I''(A) tel que

‘](tv 6(i,$i)’ /8(7’)) < /U(tv xz) + e

C’est possible d’aprés la premiére partie de cette démonstration. On construit alors
le contréle a € A comme suit :

VieV, (o) jmi = B(3),

quitte & choisir une valeur arbitraire dans A lorsque le controle n’est pas défini. Par

o Z Ztﬁ(i,zi)aﬁ(i)
- )
eV

construction de «,

et les (Zt’(s(mi)’ﬂ(i))iez sont indépendants. Ainsi,
J (ta Ky OZ) = H J (t7 5(@',3073)’ B(Z))
eV

< H(v(t,xi)—i—e)/\l

eV
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Par le lemme 5.2.3, on en déduit que
J(t,p,a) < H v (t, xl) + nge,
eV
ol ng est le cardinal de V. En particulier, on voit que
v(t, ) < H v (t,2") + noe.
eV

On conclut en faisant tendre e vers 0. O

5.2.2 Reégularité des fonctions cofit et valeur

Le but de cette partie est de démontrer que les fonctions coiit et valeur sont
uniformément continues sur [0,7] x R (uniformément par rapport au controle).

Hypothése 5.2.4. Les applications pi(-,a), ¥(-,a) et g sont uniformément continue
sur R, uniformément par rapport a a € A.

Proposition 5.2.5. Les applications J(-,-,«) sont uniformément continues sur
[0,T] x R, uniformément par rapport & o € A. En particulier, la fonction valeur
est uniformément continue sur [0,T] x R.

La démonstration de cette proposition est assez technique. Avant d’entrer dans
le vif du sujet, on donne quelques résultats intermédiaires.

Lemme 5.2.6. Pour tout (x,y,a) € R? x A, on pose

I (ﬂf,y) = ([V(x’a)vrﬂ N [’V(yaa)vfﬂ) U U (Ik (x,a) N I/c (y7a))'

La relation suivante est satisfaite :

li inf |I¢ =A.
o ol @) =7

Preuve. Commengons par remarquer que, par construction, [I%(z,y)| < 4. Ainsi, il
suffit de montrer que
lim inf [I*(x > 7.
6—0 a€A ‘ ( ’y)‘_fy
lz—y|<o

On commence par remarquer que, pour tout K € N, pour tout (z,a) € R x A,

“+00 —+00

Yo hk(wa)|=v(z.a) Y prlra) <

k=K+1 k=K+1

M,
(K+1)"

ou M, est donné par I’hypothése 5.1.1. Soit ¢ > 0, soit alors K € N tel que, pour

tout (z,a) € R x A,
+o0

Z I, (z,0) | < e

k=K+1
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Soit alors & > 0 tel que, pour tout (z,y,a) € R? x A satisfaisant |2 — y| <,

v (z,a) =7 (y,a)| <e

et, pour tout 0 < k < K,

’Y(xv a) Zpl (x7a) - ’Y(Q,a) Zpl (yva) < k13"

Alors la suite d’inégalités suivante est satisfaite : pour tout (x,y,a) € R? x A tel
que |z —y| <,

K
1% (2, 9)| = [[y(z, 0), 7] 0 [y(y, a), 4] + D 1k (2, a) N I (y, a))
k=0
X € €
27—7(3%&)—64‘20&(%&” ~oFia W)
k=0
+oo c
> — | Tx, (xa|fe+z<\lkxa 2k+1)
k=0
+oo
> =2~ ) |l(za)
k=K+1
> — 3e.
On en déduit le résultat souhaité. O

La proposition suivante assure la « continuité » de la généalogie par rapport
aux conditions initiales. Sa démonstration constitue la principale difficulté de cette
partie.

Proposition 5.2.7. Soit (t,s, i, v, ) € [0,T]? x MZ x A tel que p = > icv Oiaiy et
V=2 iy Oiyi)- On note

tm = Z 61X1 SVOl: Z 52Y1

IS iEeVy
La relation suivante est satisfaite : pour tout § > 0,
P(VtVs<O<T, VyP*=V"" sup [Xj-Yj| <] —— 1,
ieV;’z’a max{|x —y'|}—0
[t—s|—0

uniformément par rapport & a € A.
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Preuve. Soit (t,s) € [0, T]? tel que t < s. Soit (S]tc’“’a)keN la suite des temps de saut
potentiels de ZH#% (voir la démonstration de la proposition 5.1.4). On pose

t’l‘l‘ﬂa Pp— t7u7a
Tt =T A (s v S .

Par récurrence, on va montrer que, pour tout k € N,

P|Vs<O<To" Ve =V sup [Xp—Yi|<6| ————— 1,
eV max {|z*~y*|} -0
[t—s|—0

(5.11)
uniformément par rapport a a € A.

Initialisation Commengons par nous intéresser & l'initialisation en k£ = 1. Plus
précisément, on va prouver le résultat suivant : pour tout 0 < n <4,

P VeS0T VI =, s (X - Y| <0

ievme
C'ng i i
> p(n) == max {|z° —y'[} + Vst ), (5.12)

ot ng est le cardinal de V', C' est une constante indépendante de (¢, s, p, v, ) et

;gffi 1% (2, y) |
(n) = =

B

On déduit aisément du lemme 5.2.6 que la relation (5.11) pour £ = 1 en faisant
tendre max;cy {|7° — y*|} et s —t vers 0 puis 7 vers 0.

Pour faciliter la lecture de cette étape de la démonstration, on note 77 (resp. S1)
e %) 1 est clair qu'il suffit de montrer que

au lieu de TP (resp. S%

P Vs<6<Ty, Vy* =V," sup |Xj—Yj|<n

eV

S R )]
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On commence par remarquer que

P|Vs<O<T, Vet’“’a = V;’V’a, sup }Xé — Y;’ <n
iV
=P vy =V, sup [XG - Y] <
eV
s<0<Ty
>P|S1>T, sup ’XéfYQZ} <n

eV
s<0<T

. o
FP(s<S<T, Vg =VE", sup |X)—-Yy|<n
icV
s<0< S

Pour tout 5 € V, on note
SI = inf{e >t Q7 ((1,6] % [0,7]) = 1},
et ¢7 la v.a. tel que (S7,¢7) est dans le support de (7. Remarquons que

S = inf S7.
JjeV

On voit alors que

Pls< S8 <T, Vé’l"’o‘ = bfl’”’a, sup |X§ — Y(ﬂ <n
icv
s<0< S,
=Y Pls<si<T o Si=8, e (X5,E), sw [Xp- Y] <0
; icv
jev s<0<SI

Or, ¢7 est de loi uniforme sur [0,7] et est indépendante des autres v.a. (voir la
démonstration du lemme 5.2.12 si ce n’est pas clair),

Pls<si<T si=8, 0 el (X)), sw |X)-Yj|<n
7

s<0< ST
ol (vi v
J%si (XSJ’YSJ
=K 1s<5'1§T]-Sl:Sj 5 1 sup |X5—Y9i|§77
eV

s<0<SI

>p) P (s<S1<T, Si=5, sup |Xj-Yj|<ny
IS\

s<0< ST
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On en déduit que

Ps<S <T, Vg =vane, sup | X5 —Yy|<n
s§106<51
>pn)Ps< S <T, su‘l/) X, -V <n
Sslg<51

Puisque p(n) < 1, les caluls précédents entrainent que

P|Vs<O<T, VI = VEm® sup |Xp—Yi|<n

>p(n) P [ S1>s, sup |Xg-Yj|<n
eV
sglg<T1

Pour démontrer la relation (5.12), il reste seulement & montrer que

, , C S
P[Si>s sup |X5-Yy|<n 21—nO<Aax{]:v’—yl|}+\/$—t>.
icV n i€V
s<0<Ty

Or,

P|Sy>s sup |Xi—Yi|<n|>P| sup | X} -Yi|<n|-P(S <s),
eV eV
s<O0<Ty s<0<T,
Le deuxiéme terme se traite aisément :
P(Si<s)=1-e 70 <5(s—1).

Quant au premier terme, on commence par remarquer que

P sup |[X;-Yj|<n]|=1-P| sup |X5—Y9i‘>77
icV

eV i
s<0<T} s<0<Ty
zl—Z]P’ sup ‘Xé—)fﬂ>77
icv s<0<T}

Par I'inégalité de Markov et la proposition 3.1.5 (dans le cas ot b et o sont bornées),
on voit que

]P’( sup |X§—Yé‘" >17> §€<‘xi—yi‘+\/s—t>,
s<O0<Ty n

ott la constante C' ne dépend pas de (¢, s, 2%, 7%, a). Le résultat souhaité en découle
immeédiatement.
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Incrémentation Intéressons-nous maintenant a 'incrémentation. Pour faciliter la
lecture de cette démonstration, on note

V,:’M’a — Vtvlha VkSMOé I

o, i1,
Tkuaa Tku(m
et
6 Py— t’ ’a t? 7a — 37V7a i i
Ap = Vs <O ST Vet =V sup | X — Y| <6
ievme

On commence par remarquer que, pour tout n € N, pour tout n < 6,

) o ) t,p,o0 S,V,x 7 7
P (Ak+1> =P AL Vi =Vl sup ‘XG - YG‘ <9
. t o
ZEVk+1
T <O<T "
TN S, V,( ; ; T
>E |Lytmag, L P | V" = Vi sup X —Yg| < 6| Fprumo
i€V
b, t,u,
i T <O<T "

ol N,i’“’a est le cardinal de th’“’a. Or, le lemme 5.1.14 — ou plutot sa démonstration

—— assure que
TR SN /NeY i i _ ~
P Vk+1 = Vk+1 ) sup ‘X@ - Yg‘ <6 ]:le,u,a ()
i€V
T, 1, to L,
Tk: 122 a§0<Tkrla
— 00 — tp,o (— s,V,o0 [ — Tfa#aa @)@ _
= (Tk (w), ZTt""D‘ (W>, ZTt’“’D‘ (w), ak (@) , P( dw) —ps.,
k k

ot1, pour tout (8, 1,7, 3) € [0,T] x M2 x A? tel que fi et ¥ ont le méme support
marginal V sur Z,

~ 97~7 07~7 o i i
(I)(eauvyvﬁ) =P VG,FB:VT&"%’ bu‘g ‘Xé—YZ’S(S
1 1€
s<O<T P

Grace a la relation (5.12), on en déduit que, pour tout 0 <7’ <§
) / Cnn Ly, n
P (Ak+1> > p(') | 1- i P (Nk =n, Ak)

> pt) (1= S50 (P (4 — P (V0 > )
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Par 'inégalité de Markov et I'inégalité (5.3), on voit que

P (AiH) > p(n) <1 - C,;;Ln> <P (4%) - C>

n
Par hypothése de récurrence, on en déduit que

liminf P (AiH) > p(n') <1 - CTW) <1 - C>
n

i —yt}—0 n
rineag{\x v}

[t—s|—0
On en déduit que la relation (5.11) est satisfaite en faisant tendre 1 vers 0 puis 7’
vers 0 et n vers +00. O

On est maintenant en mesure de démontrer la proposition 5.2.5.

Démonstration de la proposition 5.2.5. On remarque que, pour tout 6 > 0,
|J (t,z,a) — J (s,y,a)| < 2P (V:ﬁ"”’a < V:,‘f’y’o‘>

+2P (Vf:m = V¥ sup | X§ - V7| > 5)

. t,x,x
1€V

+E 1VTt’Z’°‘:V;’y’a1 sup ‘X;fY}IStS H g (X%) B H g (Y%)

. t,x,a . . 5,Y,x
ievp® ZGVTWC’O‘ eV

Par la proposition 5.2.7, le premier et le deuxiéme terme convergent vers 0 lorsque
|z —y| et |t —s| tendent vers 0, uniformément par rapport a a € A. Pour le troisiéme
terme, on commence par appliquer le lemme 5.2.3 :

E 1V;’z’a:V;’y’°‘1 sup X}—YTi‘g(S H g(X%“)_ H Q(in“)

. t,x, . t . Sy,
zEVT’ ZGVT’I’OL ZEVT Y

<E 1V%’J’Q:V;’y’a1 sup |X%—Yqi|§§ Z ‘g (X%) -9 (Y%)‘
t,x,x

icV, . t,z,a
eV ZGVT

Soit € > 0, soit alors § > 0 tel que, pour tout (u,v) € R? si |u —v| < 6, alors
lg(u) — g(v)| < e. Par la proposition 5.1.4, on en déduit que

E 1V%’w’a=V;’yval sup ’X%—Yf;|§(5 Z |g (X%) —g (Y,IE)} <eE [N%m,a:|

. t,x, . N
eV S A

< (e,

ou la constante C' ne dépend pas de (¢, s, x,y, ). On en déduit aisément le résultat
souhaité. 0
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5.2.3 Principe de la programmation dynamique

Le but de cette partie est de démontrer le principe de la programmation dyna-
mique.
On rappelle que, pour tout (¢,s) € R2 tel que t <'s,

Tis = {7’ t.a. par rapport a (Fp)g>o & valeurs dans [t, s]} .
Soient o € A et 7 € Ty 7. On pose
Voe, o (@):=a @

Rappelons que, @ étant fixé, a”@)# appartient & A™@). On renvoie a la partie 5.1.4
pour plus de détails.

La proposition suivante est la clé de la démonstration du PPD présentée dans
cette partie. C’est une application facile du lemme de conditionnement 5.1.14.

Proposition 5.2.8. Soit (t,z,a) € [0,T] x R x A. Soit alors 7 € Ty . La relation
sutvante est satisfaite :

J(t,z,0) =E[J (1, 2", a7)].

Preuve. Le lemme 5.1.14 assure que

J (T, Zi’x’a,of) =E H g (X}) Frl ., P — p.s.

v
On en déduit le résultat souhaité en conditionnant par F, dans la fonction cotit. [

Corollaire 5.2.9. Soit (t,z) € [0,T] x R. La relation suivante est satisfaite :

v(t,z) = IBiélth | yﬂig (X7)
eV

Preuve. On pose

v(t,z) = ﬂienf\tE | ng (erp)
KS T

D’une part, il est clair que v(t,z) < ©(t,x) puisque A’ est inclus dans A. D’autre
part, pour tout o € A, la proposition 5.2.8 avec T constant égal a t assure que

J(t,z,a) =E [J (t,x, ozt)]

Or, @ étant fixé, ab“ appartient a A'. On en déduit que v(t,z) > (¢, x). O
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Théoréme 5.2.10. Soit (t,x) € [0,T] x R. Les relations suivantes sont satisfaites :
(i) pour tout € > 0, il existe a« € A tel que, pour tout 7 € Ty,

v(t,z)+e>E H v (T, X (5.13)

. t
ievhTe

(ii) pour tout a € A, pour tout T € Ty T,

vit,e) <E| J] v(mXh)]. (5.14)

. t,x,x
eV

Remarque. Cette formulation du PPD est équivalente aux relations suivantes :

v (t, ) :igf‘lTé%f,TE H v (1, X2)|,

. t,z,x
LV

_ i
R A R
LicV®

Preuve. Pour faciliter la lecture de cette démonstration, on omet les indices (¢, x)
dans les notations.

(i) Montrons que la relation (5.13) est satisfaite. Soit € > 0, soit alors @ € A un
controle e—optimal, ¢’est—a—dire

v(t,x)+e>J(t,x,a).
Par la proposition 5.2.8, on en déduit que

v(t,z)+e>E[J (1,25 a7)]
>E [v(r, Zb%%)].

Le résultat souhaité découle alors de la proposition 5.2.2.

(ii) Montrons maintenant que la relation (5.14) est satisfaite. C’est la partie difficile
de la démonstration du PPD. L’idée est de construire un bon contréle sur (0,77 en
recollant un controle quelconque sur (0, 7] et un controéle bien choisi sur (7, 7.

On commence par définir les briques permettant de construire le controle bien
choisi sur (7,7]. D’aprés la proposition 5.2.5, il existe § > 0 tel que, pour tout
(t,s,7,y,a) € [0,T)? x R? x A satisfaisant |t — s| <6 et |z —y| <6,

|J(t,ZL‘,OZ) - J(Sayva” <e

Soient t =ty < t; < ...<txg =T tel que [ty —tr_1] < 4. Soit (P});en une partition
de R en boréliens de diamétres inférieurs a 0. Soit alors (x;);en une suite réelle telle
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que x; appartient & P;. Soit enfin (6k7l)0§k§ K,len une famille de controles telle que
BR appartient a A et satisfait la relation suivante :

J (tk,xuﬁk’l> < v (tg,x) + e

C’est possible d’aprés le corollaire 5.2.9.
On rappelle qu’on travaille sur I'espace canonique et que l'opérateur I est defini
comme suit : pour tout a € A, I''(a) := (8%) ez ot

B (w) == o <(Bij/(w),Qij/(w)>j,€I> , Vs>0, Vwe Q.

On regarde I'*(a) comme un controle pour les processus initiés par un individu
d’étiquette i au sens ou, pour tout j € Z, on applique le contréle A% a l'individu
d’étiquette 5.

On est maintenant en mesure de construire le bon controéle sur (0, 7. Soient o € A
et 7 € Ty r. On définit le contrdle & par

Qs 1= g, si0<s<T,
(dj) o —a (ﬂl,k:)s7 sitT<s<T, T€ [tk—l,tk), i€ Vet Xj cp.
]

quitte & prendre une valeur arbitraire dans A lorsque le controdle n’est pas défini. Il
est clair que @ est un contréle admissible.

Montrons enfin que la relation (5.14) est satisfaite. Par construction de &, la suite
d’inégalités suivante est satisfaite :

E H v(r, XY)| >E H Z (0 (tky 1) = €) 4 Lir XiVelte_ 1 ,t) < P,

ieve i€V 0<k<K
1eN

>E H Z (J (tk,a:l,ﬁk’l> - 26>+ Lz xi)elty_1.tr)x P2

ieVe 0<k<K
1eN

= H Z (J (T’ Xi’ﬁk7l> o 36)+ 1(7'7X7i—)6[tk—17tk)><Pl

ieVe 0<k<K
leN

En appliquant successivement le lemme 5.2.3 et I'inégalité (5.3), on en déduit que

E|TL (x| 2B [ TT 3 7 (7 X0 8%) e xyetn v men | — 3¢E[(Z2.1)]
icve ieVe ngk§1K
S

>E| [ X J<T7Xi75k’l) L xt)eftior i) xp | — 30
i€V 0<k<K
leN
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ot la constante C' ne dépend ni de ¢, ni de 7, ni de .. Or, par définition de I, la
relation suivante est satisfaite : pour tout (s,y,5) € [0,T] x R x A, pour tout i € Z,

J(S7y7/8) =J (své(i,y)ari (/8)) .

Ainsi, pour tout ¢ € V.2,

> (T» Xivﬁk’l) Lo xi)eltyr i) = I (7, 00.x1),&7) -
0<k<K
leN

— 4 ,5 P ,~T(J))’“—J . 2
De plus, @ étant fixé, les processus (Z 76X+ @) )ieve () sont indépendants par

construction de a. Ceci implique que
11 7 (7.6x1),67) = T (v, 22,a7).
eV

On en déduit que

E|[]v(rX:)| =E[J(r.2%,a7) ] - 3Ce.
ieve

Par la proposition 5.2.8, on en déduit que

E H v (T,X,i) > J(t,z,&) —3Ce
ieve
>w(t,xz) — 3Ce.

On en conclut que la relation (5.14) est satisfaite en faisant tendre e vers 0. O

5.2.4 Equation de Hamilton-Jacobi-Bellman

Le but de cette partie est de démontrer que la fonction valeur est I'unique solution
de viscosité de ’équation de HJB associée au probléme de contréle stochastique a
horizon fini sur les processus de branchement—diffusion.
On rappelle que (G%)4eca est une famille d’opérateurs telle que, pour tout g €
C?(R) satisfaisant 0 < g < 1,
0%g 0

G (x) = d (2,0) 55 (2) +b(z,0) 5 (@)

+oo
+7 (x,a) (Z P (w,a) g (2)" — g (w)> :
n=0

Proposition 5.2.11. La fonction valeur v est solution de wviscosité de [’équation
suivante :

v

%% (1,2) + inf {G% (1,0)} =0, ¥ (t,2) € [0.T) < E,
v(T,z)=g(x), Vo eR.

(5.15)
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Remarque. La démonstration de cette proposition est plus difficile que celle du ré-
sultat analogue du chapitre 3. La difficulté vient du fait que le corollaire 5.1.8 qui
joue ici le role de la formule d’Itd, a été démontré seuleument pour les applications a
valeurs dans (0, 1]. Par conséquent, il faudra distinguer les cas ou les fonctions tests
peuvent prendre (localement) des valeurs en dehors de cet intervalle.

Preuve. Pour facilité la lecture de cette démonstration, on omet les indices (¢, )
dans les notations. Soit o € A, on note X% la solution de I’EDS suivante :

XS:x+/tSb<Xs,ag> ds—l—/tsa(Xs,ag) dB®, Vs>t (5.16)

Par unicité forte de la solution de (5.16), X% coincide avec la trajectoire de I'individu
d’étiquette O de Z< sur son intervalle de vie. On note aussi S — qui ne dépend pas
de o — le premier temps de saut potentiel de Z¢, c’est—a—dire

S = inf{s >t Q((t,s] x [0,7]) = 1}.
On note enfin, pour § > 0, pour h > 0,

= inf{s € [t,t + h|; | X —z| >}, np =S AT

Sous—solution Commengons par montrer que la fonction valeur est sous—solution
de viscosité de PEDP (5.15). Soit ¢ € CL2([0,T] x R) telle que v — ¢ atteint son
maximum en (t,z) € [0,7) x R et v(t,z) — ¢(t,z) = 0. En particulier, pour tout
(s,y) € [0, T] xR,

¢ (s,y) > v(s,y) > 0.

On souhaite montrer que

%% oo
n (t,z) + ;gg {G% (t,x)} > 0. (5.17)

On raisonne par disjonction de cas en fonction de la valeur de v(t, z).

Cas 1 On suppose que 0 < v(t,z) < 1. Par continuité de ¢, il existe h > 0 et
d > 0 tels que, pour tout (s,y) € [t,t+h] x [z — 0,2+ ], 0 < ¢(s,y) < 1. Quel que
soit a € A, on peut appliquer le corollaire 5.1.8 avec 'application ¢ entre t et n;. Il
assure que

) U
E H © <77Z,X;‘7z) =o(t,z)+E [/t (6(: + gaso) (s, X) ds} .

1€ Vn‘lz
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Le PPD (5.13) implique que

o(t,x) =v(t,x) <E H <17,‘;,X£Z)

zeVa
nh

<E H ¢ (U}%»Xf}ﬁ

_i € Vn“z

On en déduit que

E[h/t <‘?;;+ga >(s,X§)ds] >0

Le théoréme de la moyenne assure que

| . %) (s, X%) ds = 22 (¢ T (1 P
s [* (50 +0) (5. xD a5 = 5 (o) + G (ta), P,

Par théoréme de convergence dominée, on en déduit que

[

5t (t,z) + G% (t,x) > 0.

Puisque cette relation est vraie quel que soit a € A, on conclut que l'inégalité (5.17)
est, satisfaite.

Cas 2 On suppose que v(t,z) = 0. Dans ce cas, la relation suivante est satis-
faite :

2

G (ta) = d(z, a)gf(t ) +b(z,a) ‘290 (t,2) + 7 (2, a) po (x, ).

Quel que soit a € A, on applique la formule d’Ito & (-, X®) entre ¢ et n (avec § > 0
quelconque). Le choix de 7 implique que 'intégrale stochastique est une martingale.
On en déduit que

E | (uh X5 )| =
E [/ (56 +a0) S5 (5 + 0.0 (500 ) (x5 .

Puisque ¢ >0, v > 0 et pg > 0, on en déduit que

E[; / (56 .)+d<.,a)gif<s,.)+b<.,a>§;<s,.)+7<.,a>p0(.,a>> (x2)as] 20

On conclut comme précédemment en passant a la limite lorsque A tend vers 0.



134 Chapitre 5. Controle de processus de branchement—diffusion

Cas 3 On suppose que v(t,z) = 1. Dans ce cas, la relation suivante est satis-

faite :

0? 0
G (t,x) =d(x,a) a—;; (t,z) +b(x,a) a—i (t,x).

Soit € > 0, soit alors 6 > 0 et h > 0 tels que, pour tout (s,y) € [t,t+h] % [z—0J, z+7],
lp(s,y) — 1| < e. Quel que soit a € A, on applique la formule d'Tt6 & ¢(-, X*) entre
t et ni. On en déduit que

E Jo (i X5) 1] =
e[[" (5 e+t 55 000 5 6)) e

Le PPD (5.13) assure que

A Ne,
1=w(t,z) <E H v (nﬁ,X%ﬂ =E {v (77;‘;, 7‘7%) ”h]
iEVnaZ

IN
=
=
35;@
Il
[es}
SN—
+
=
S >
/N
=
3‘9
<
S
N—
—
B
IS
o
[ S

On en déduit que
. [(%0 (v X5) 1) 1%#}} =0
h

De plus, par définition de 7}, on voit que

E {(90 (ng,XgZ) - 1) 1]%:0] > —eP(S <t+h)

> —~eh
On en déduit que
L[ (0 0%p dp a ;
- P s a2 (s N -
E[h/t <8t (sv)+d(,a)8$2 (s,)+b(,a)ax(3,) (X2)ds| > —7e

En passant a la limite lorsque h tend vers 0, cela implique que

0
S (ta) + G (t2) > —Fe

On en conclut comme précédemment aprés avoir fait tendre e vers 0.
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Sur—solution Montrons maintenant que la fonction valeur est sur—solution de
viscosité de PEDP (5.15). Soit v € CL2([0,T] x R) telle que v — 1) atteint son
minimum en (t,z) € [0,7) X R et v(t,x) — ¥ (t,x) = 0. En particulier, pour tout
(s,y) €[0,T] xR,

¥ (s,y) <vls,y) < L.

On souhaite montrer que

0
% 0+ int (G (1,2)) < 0. (5.18)

De nouveau, on raisonne par disjonction de cas en fonction de la valeur de v(¢, x).

Cas 1 On suppose que v(t,z) > 0. On commence par remarquer que ’appli-
cation ¥ : [0,7] x R — R définie par

W (s,y) := 325{9%(& y)}

est continue sous les hypothéses 5.1.1 et 5.2.4. Soit € > 0, soient alors h > 0 et § > 0
tels que, pour tout s € [t,t + h], pour tout y € [x — &, + 4],

0
j(say) + W(S,y) - %

5t (t,z) = U (t,x)| <e.

De plus, quitte a diminuer h et §, on peut supposer que, pour tout s € [¢,t + hl,
pour tout y € [z — d,x + 4], ¥ (s,y) > 0. Quel que soit a € A, le corollaire 5.1.8
appliqué a I'application 1 entre ¢ et 7y assure que

B | T v (i) | = v v | [" (5 +0°%) s, x5)as]

iEVnofﬁ
> v v | [ (G4 0) exas].
t

Le PPD (5.14) assure que, pour tout A > 0, il existe un controle o € A — qui
dépend de h et € — tel que

eh > E H v (n,ol‘,Xf]g) —v(t,x)
iEVnO%

>E | I v (nxpg) | -t 0)

_i € Vnc%

Ainsi, le choix de « assure que

1 [ [0y N
E[h/t (m+\ll> (s,Xs)ds] <e.
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De plus, les choix de h et de § impliquent que

Hﬁhl (y+@)@Xﬁ®]ZCﬁ%@+W@J%%>E@y%

E[n;]—t
h

Or, il n’est pas difficile de voir que
effet, il est clair que

converge vers 1 lorsque h tend vers 0. En

Efpl -t |
h — )

ol le membre de gauche converge vers 1 lorsque h tend vers 0 puisque

P =t+h)<

P(n,‘f<t+h)§IP’< sup \Xg—x\25>+IF’(S<t+h)

t<s<t+h

CvVh

<= +h.

On en déduit que
i
ot

On conclut que I'inégalité (5.18) est satisfaite en faisant tendre e vers 0.

(t,x) + W (t,x) < 2e.

Cas 2 On suppose que v(t,x) = 0. Dans ce cas, le générateur s’écrit de la
maniére suivante :

0%

G (t,z) =d(z, a)w

(t,z) +b(x,a) gﬁ (t,x) +v(x,a)po (z,a).

On commence par remarquer que Papplication ¥ : [0,7] x R — R définie par
: , 0% P —(s—t)
¥ (s10) = it {d(0.0) 5.5 () + 000 30 (5.0) + D1 Gy 42 .

est continue sous les hypothéses 5.1.1 et 5.2.4. Soit € > 0, soient alors h > 0et § > 0
tels que, pour tout s € [t,t + h], pour tout y € [x — &, + 4],

5w+ ¥ (s,) = So(t0) = W (1,2)] < e

Quitte a diminuer § et h, on peut supposer que, pour tout (s,y) € [t,t + h| X [x —
5,z + 6], [¥(s,y)| < e. Quel que soit a € A, on applique la formule d'It6 a (-, X&)
entre ¢ et 1. On en déduit que

Mo
E [/ e—v(s—t)fypo (XSO‘, ag) ds+ (U;OL‘,X%:)}
t

2E[fgC¥@J+®>@Xﬁ®}
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La difficulté consiste a majorer le membre de gauche. On commence par appliquer
le PPD (5.14) qui assure que, pour tout A > 0, il existe un controle @ € A — qui
dépend de h et € — tel que

e¢h > E H (n,ﬁ‘,Xfﬁ)

zGV"‘
L M

>E | I] wvo(n Xiy)

1€V
L

On en déduit que
E {w (Tth )1S>r } +P (S <7,N§ =0)<eh.

De plus, le lemme 5.2.12 qui suit cette démonstration, assure que

T
P(S<7,Ng=0)>E [/ e 76D, (X e ) ds} .
t

On en déduit que

M -
E V “po (X2,a0) e 6 ds 4 (n%,Xﬁs)] <E[ (5, X5) 1s<rp] + ¢h
t
€ (S < Th + eh
(1+7)eh

Par conséquent, la relation suivante est satisfaite :

E[h/t (E;fwf) (s, Xg>ds] <(1+7)e

De plus, les choix de h et de ¢ impliquent que

efr [7 (Gr8) xnas| = (G + 0 - o) L

E[np]-t

Or, par les arguments précédents, —<— converge vers 1 lorsque h tend vers 0. On

en déduit que

0
() + T (t0) < 2+ 7)e

On conclut que I'inégalité (5.18) est satisfaite en faisant tendre e vers 0. O

Lemme 5.2.12. Avec les notations de la preuve précédente, l'inégalité suivante est
satisfaite :

L/
P(s <t Vg =0) 2B | [ e (X2, a) as]
t
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Prewve. Soit a € A. Par la proposition 5.1.10, on sait qu’il existe ¥ : Ry x W x
M — A mesurable telle que

o? (w) = ofl? (B@ (w), Q" (w)) . Vs >0, P(dw) - ps.
On définit (a indistinguabilité pres) le controle &’ par

& (w) = oflP (B@ (w) 7OM> , Vs>0, P(dw) —p.s.

ou Oy désigne la mesure nulle dans M. Soit (¢, z) € [0,7] x R. On note X (resp. 73,)
et X (resp. 75,) au lieu de X (resp. 70) et X< (resp. 1) pour alléger les notations.
Par unicité forte de la solution de (5.16), il est clair que

P (XS =X, Vselt S]) ~1 (5.19)
On en déduit que
P (S < 3, Ng = 0) :]P’(S <7 el (Xs,ag)),

ou ¢ désigne la v.a. telle que (5, () est dans le support de Q. Or (S,¢) est de loi
E() @U(]0,7]) et est indépendante de (&, X ) — et donc de 7. Ceci implique que

P (s <Fiel (XS, ag)) —F [/:h o750 (X dg) ds] .

On en déduit que

Le résultat du lemme découle alors de la relation (5.19). O

Remarque. Nisio [Nisio 1985| a étudié un probléme identique sous des hypothéses
moins générales. Plus précisément, il considére des processus de branchement—
diffusion dont la loi de reproduction ne dépend pas de la position. Dans un premier
temps, il travaille dans le cas ot la loi de reproduction n’est pas controlée et il dé-
montre que la fonction valeur est solution de viscosité de I’équation de HJB. Dans
un second temps, il suppose que

0 < inf v (a) < supv(a) < o0,
acA acA

Vae A, po(a)=0,

—+o00
sup kpi (a) p < +o0.
acA k=0



5.2. Probléme de contréle a horizon fini 139

Il parvient alors a construire une solution de I’équation de HJB par approximation.
Toutefois, son analyse ne repose pas sur le controle d’un processus de branchement—
diffusion. En effet, sa méthode de construction des processus de branchement—
diffusion ne lui permet pas de contréler la loi de reproduction. Notons enfin que
Nisio utilise un argument de conditionnement dans son raisonnement sans le justi-

fier.
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Introduction

Dans 'organisme, les cellules sont soumises a des mécanismes de controle permet-
tant de réguler leur prolifération et leur mort en fonction des besoins. Le cancer est
une maladie caractérisée par la prolifération anormalement importante d’un groupe
de cellules qui menace, & terme, le bon fonctionnement de I'organisme et la survie.
Il s’agit de 'une des toutes premiéres causes de mortalité dans les pays développés.
Des décennies de recherche ont permis de mieux comprendre l'origine et le dévelop-
pement de cette maladie. D’importants progrés ont été effectués dans le dépistage et
le traitement précoce de certains cancers, permettant ainsi de sauver de nombreuses
vies. Toutefois, et malgré tous les efforts déployés, il n’existe toujours pas de théra-
pie permettant d’améliorer sensiblement les chances de survie des patients en stade
avanceé.

Récemment, une communauté de chercheurs s’est réunie au sein d’une so-
ciété scientifique nommée « International Society for Proton Dynamics in Cancer »
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(ISPDC). Ils proposent le développement de nouvelles thérapies qui ciblent I'acidité
dans les tumeurs, et plus particuliérement, la capacité des cellules cancéreuses a
survivre et proliférer dans un environnement acide, toxique pour les cellules saines.
Leurs espoirs reposent sur le succés de plusieurs études expérimentales ayant démon-
tré le potentiel d'un traitement basé sur l'inhibition des protéines impliquées dans
le systéme de régulation du pH des cellules cancéreuses. Des essais cliniques sont en
cours aujourd’hui pour déterminer 'efficacité de tels traitements sur des patients.

L’acidité dans les tumeurs repose sur des interactions complexes entre la tu-
meur et son micro—environnement; elle est a l'origine de travaux multidiscipli-
naires & l'interface entre les mathématiques, la physique et la biologie. En parti-
culier, Gatenby et al. [Gatenby 2006] ont élaboré un modeéle a l'aide d’équations
de réaction—diffusion afin d’étudier 'hypothése selon laquelle I'acidité permettrait
au cancer d’envahir les tissus adjacents. Les conclusions de ce modéle ont été tes-
tées et validées expérimentalement. Plus généralement, on trouve dans la littéra-
ture des modéles mathématiques basés sur les EDO [Webb 1999, Al-Husari 2013],
les EDP [Casciari 1992, Smallbone 2008] ou les automates cellulaires [Patel 2001,
Smallbone 2007, Silva 2009] dont le but est d’étudier différents aspects de l'acidité
dans les tumeurs.

Dans ce chapitre, nous nous proposons de construire et d’analyser un modéle
simple de croissance de tumeur prenant en compte I'influence de 'acidité. Il s’agit
d’un modeéle hybride novateur, combinant une approche stochastique et discréte avec
une approche déterministe et continue. Plus précisément, la dynamique des cellules
cancéreuses est modélisée par un processus de naissance et mort dont la loi dépend
de la distribution des protons dans la tumeur. Cette derniére est déterminée a ’aide
d’un couple d’équations de réaction—diffusion modélisant les interactions entre les
protons du cytoplasme et du milieu extracellulaire.

Ce travail a été réalisé en collaboration avec Jacques Pouysségur et Nathalie Ma-
zure, chercheurs en biologie cellulaire & I'Institut de Recherche sur le Cancer et le
Vieillissement (IRCAN) et membres de 'ISPDC.

Dans la premiére partie, on présente ’essentiel des prérequis biologiques pour
comprendre la suite de ce chapitre. On construit ensuite le modéle dans les deux
parties suivantes. On commence par s’intéresser a la dynamique des protons en
supposant que la tumeur est stationnaire, puis on propose un modéle stochastique de
croissance de tumeur dont les paramétres dépendent de la distribution des protons.
Dans la quatriéme partie, on paramétrise le modéle avant de présenter et d’analyser
les résultats numériques obtenus. Les perspectives sur ce travail sont nombreuses et
sont présentées dans la derniére partie.

6.1 Tumeur, métabolisme et acidité
Depuis prés d’un siécle, de nombreuses études expérimentales ont montré que

le micro—environnement d’une tumeur est significativement plus acide que celui des
tissus sains. Longtemps négligée, cette spécifité a suscité un intérét croissant de la
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part de la communauté scientifique ces vingts derniéres années. Il est aujourd’hui
démontré que lacidité est particuliérement bénéfique au développement du cancer.
Par exemple, Rofstad et al. [Rofstad 2006] ont montré que plus le milieu de culture
— c’est—a—dire le milieu extracellulaire in vitro — est acide, plus les cellules can-
céreuses se montrent invasives et formaient des métastases. Il n’est pas simple de
comprendre les causes et les conséquences de 'acidité dans les tumeurs. Nous nous
proposons d’en donnner une premiére présentation dans cette partie.

Dans l'organisme, la principale source d’énergie des cellules provient du métabo-
lisme du glucose. Plus précisément, les cellules absorbent le glucose présent dans le
milieu extracellulaire, puis elles le dégradent dans le cytoplasme — c’est—a—dire le
milieu intracellulaire — afin de synthétiser des molécules d’adénosine triphosphate
(ATP) qui fournissent 'energie nécessaire a leur fonctionnement. Schématiquement,
il existe deux voies métaboliques pour le glucose : la phosphorylation oxydative
donnée par

Glu + 6 Oy — 36 ATP + 6 COq,

et la glycolyse fermentative donnée par
Glu — 2 ATP + 2 HT.

On voit ici que cette derniére posséde un moindre rendement énergétique et qu’elle
entraine une acidification du cytoplasme par la production de protons. La plupart
des cellules privilégient la phosphorylation oxydative en présence d’oxygéne et ré-
servent 'usage de la glycolyse fermentative & des situations de pénurie d’oxygéne.
Cependant, le métabolisme du glucose des cellules cancéreuses est profondément al-
téré afin de favoriser leur prolifération [Vander Heiden 2009]. Plus précisement, elles
consomment beaucoup plus de glucose que les cellules saines et, méme en présence
d’oxygéne, en dégradent la plus grande partie par glycolyse fermentative. Ce phé-
noméme porte le nom d’effet Warburg en hommage & Otto Warburg, prix Nobel de
médecine 1931, qui fut le premier & I'observer. Aujourd’hui, il est devenu classique
d’exploiter la surconsommation de glucose dans les tumeurs pour l'imagerie médi-
cale (voir Fig. 6.1) et on estime que 90% des tumeurs partagent cette caractéristique
ce qui en fait I'un des marqueurs les plus universels.

FIGURE 6.1 — Figure 2 de [Gatenby 2004]|. Diffusion non autorisée. Tomographie par
émission de positrons avec fluorodeoxyglucose d’'un patient atteint de lymphomes.
Les tumeurs (fleches vertes et violette) sont caractérisées par une augmentation de
la consommation de glucose.

La plupart des processus du métabolisme cellulaire sont extrémement sensibles
aux variations du pH. En particulier, Pouysségur et al. [Pouysségur 1984] ont mon-
tré que l'acidification du cytoplasme entraine l'arrét de la prolifération et la mort
des cellules. Par conséquent, les cellules ont mis en place des mécanismes complexes
permettant de réguler leur pH intracellulaire. C’est particuliérement vrai pour les
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cellules cancéreuses qui cherchent constamment a proliférer et doivent éliminer le sur-
plus d’acidité généré par leur métabolisme du glucose. Dans la plupart des tumeurs,
on observe que certaines protéines a l’origine d’un flux de protons du cytoplasme vers
le milieu extracellulaire sont largement surexprimées. C’est pourquoi le systéme de
régulation du pH des cellules cancéreuses est trés performant et leur permet de main-
tenir un pH intracellulaire proche de celui des cellules saines malgré I'effet Warburg.
En contrepartie, les cellules cancéreuses acidifient leur environnement. Plus généra-
lement, le systéme de régulation du pH permet aux cellules cancéreuses de survivre
et de proliférer en milieu acide alors que les cellules saines ne le peuvent pas.

En résumé, I'activité métabolique des cellules cancéreuses est la source de ’aci-
dification du milieu extracellulaire de la tumeur. Dans l'organisme, les vaisseaux
sanguins sont chargés de réguler le pH du milieu extracellulaire. Cependant la vas-
cularisation erratique de la tumeur limite grandement leur capacité a éliminer les
protons en excés. C’est pourquoi le micro—environnement de la tumeur est plus
acide que celui des tissus sains. En paralléle, le systéme de régulation du pH des
cellules cancéreuses leur permet de limiter ’acidification de leur cytoplasme, et ainsi
de survivre et proliférer dans un environnement toxique pour les cellules saines. En
particulier, cela permet & la tumeur d’échapper a 'action des lymphocytes T, un
des principaux agents du systéme immunitaire dans la lutte contre le cancer. De
plus, en diffusant, I'acidité entraine la mort des cellules saines aux abords de la
tumeur et facilite I'invasion des tissus adjacents. Pour les raisons déja évoquées et
bien d’autres, on estime plus largement que 'acidité favorise I'inhibition du systéme
immunitaire, la résistance aux thérapies, 'angiogénése, I'invasion et la formation de
métastases [Huber 2010).

Le systéme de régulation des protons apparait, aujourd’hui, comme une cible
privilégiée pour le développement de nouvelles thérapies. En effet, ralentir ou stop-
per 'export des protons du cytoplasme, c’est non seulement alcaliniser le micro—
environnement de la tumeur et la priver des atouts de l'acidité, mais c’est aussi
acidifier les cellules cancéreuses et provoquer 'arrét de leur prolifération, voire leur
mort. Des études expérimentales ont démontré que l'inhibition de certaines pro-
téines impliquées dans le systéme de régulation du pH, entraine un arrét brutal de
la croissance de la tumeur [Parks 2013|. Cependant cela ne suffit pas, en général,
a réduire sa taille ou a prévenir la reprise de la croissance aprés 'arrét du traite-
ment. Par conséquent, on estime, aujourd’hui, qu'un tel traitement ne permet pas
d’acidifier le pH intracellulaire dans des proportions suffisantes pour provoquer la
mort des cellules cancéreuses. En revanche, I'inhibition du systéme de régulation
du pH améliore grandement D'efficacité de certains traitements classiques, comme
la radiothérapie. Des essais cliniques sont en cours aujourd’hui pour évaluer le po-
tentiel de ces nouvelles thérapies. De plus, une idée nouvelle commence & émerger :
combiner des traitements ciblant le systéme de régulation du pH et le métabolisme
énergétique des cellules. Le succés potentiel d’une telle thérapie repose sur les liens
étroits qui existent entre I'acidité et la synthése de PATP dans les tumeurs.

En collaboration avec Jacques Pouysségur et Nathalie Mazure, nous avons éla-
boré un modéle simple de croissance de tumeur couplée a la dynamique des protons.
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Nous avons été guidés par le souci de faire apparaitre explicitement les cibles théra-
peutiques que sont le métabolisme du glucose et le systéme de régulation du pH. Le
modéle prédit ’évolution de la taille de la tumeur ainsi que la distribution des pH
extracellulaire et intracellulaire. L’objectif premier de ce travail est de contribuer
a l'étude des relations étroites et complexes qui unissent tumeur, métabolisme et
acidité. A plus long terme, ce modéle pourrait permettre d’étudier des stratégies de
traitements optimales & ’aide des problémes de contréle stochastique.

6.2 Modéle : les protons

6.2.1 Dynamique des protons

Afin de modéliser la dynamique des protons, on regarde la tumeur comme un
domaine 7" de R? et on distingue I'espace occupé par les cellules cancéreuses de
celui occupé par le milieu extracellulaire. On suppose que la tumeur est homogéne,
c’est—a—dire que la proportion de 'espace occupée par les cellules est invariante par
localisation. Il s’agit d’un point de vue macroscopique qui repose sur ’hypothése
de répartition uniforme des cellules et sur la propriété que le volume des cellules
est négligeable par rapport au volume de la tumeur. En particulier, les cellules sont
identifiées & des points et on n’autorise pas le mouvement des espéces chimiques
dans 'espace intracellulaire. A contrario, I’espace extracellulaire est un continuum
ol les espéces chimiques peuvent diffuser.

Dans la littérature, c’est un point de vue classique, au moins en ce qui concerne
I'espace extracellulaire. En effet, la plupart des modéles ne prennent pas explicite-
ment en compte la dynamique des espéces chimiques dans les cellules. Le travail de
Swietach et al. [Swietach 2009], dont nous nous sommes inspirés, est une exception.

Afin de contréler la complexité du phénomeéne, on travaille dans un contexte

simplifié. On considére une tumeur in vitro plongée dans un gel maintenu a concen-
trations de protons et de glucose constantes. On suppose que la concentration de
glucose dans la tumeur est homogéne et égale a celle du gel. C’est une hypothése
raisonnable étant donné la dimension des tumeurs étudiées dans ce travail. De plus,
on considére des cellules dont le métabolisme du glucose repose uniquement sur la
glycolyse fermentative. Cela permet de négliger le role de 'oxygéne et de la phos-
phorylation oxydative dans la dynamique des protons.
Dans la littérature, il est trés classique de considérer que la phosphorylation oxy-
dative ne contribue pas a l'acidité dans la tumeur. Toutefois, cette hypothése
ne nous parait pas raisonnable étant donné l'influence du dioxyde de carbone
sur la dynamique des protons mise en évidence par des études expérimentales
(voir [Swietach 2009] par exemple).

Sous ces hypothéses, les cellules cancéreuses produisent deux protons dans leur
cytoplasme pour chaque molécule de glucose consommeée. En paralléle, le systéme de
régulation du pH assure 'export des protons en excés vers le milieu extracellulaire.
Une fois sortis de la cellule, les protons peuvent diffuser et sortir de la tumeur.
Soit (¢t,x) € Ry x T, on note he(t,x) (resp. hi(t,z)) la concentration extracellulaire
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(resp. intracellulaire) de protons au temps ¢ au point z. La dynamique du couple
(he, hi) est donnée par

oh Vi
¢ — Dy Ah, = ! e, g R T
8({% H h 1_‘/;f(hvh)> dans + X 1
=2 () = f (he,h). dans Ry x T, (6.1)
he = H, sur Ry x 0T,

avec, pour notations, c¢(h;) le taux de consommation du glucose (voir partie 6.2.2),
f(he,hy) le flux de protons (voir partie 6.2.3), Dy le coefficient de diffusion des
protons dans le milieu extracellulaire, V; la proportion de ’espace occupée par les
cellules et H. la concentration de protons du gel entourant la tumeur.

6.2.2 Meétabolisme du glucose

Dans le modéle, on suppose que tout le glucose consommé est dégradé par gly-
colyse fermentative, c¢’est—a—dire

Glu — 2 ATP + 2HT.

Plus précisément, le glucose présent dans le milieu extracellulaire est transporté
dans les cellules par 'action de protéines membranaires appelées transporteurs de
glucose. Dans le cytoplasme, il subit une série de réactions enzymatiques, appelée
glycolyse, qui produit deux molécules d’acide pyruvique et deux molécules d’ATP.
L’acide pyruvique fermente alors en acide lactique qui se dissocie rapidement en
deux ions lactates et deux protons.

Dans la phosphorylation oxydative, l'acide pyruvique est capté par les mitochondries
qui le dégradent, en présence d’oxygéne, en molécules de dioxyde de carbone afin de
créer plus de molécules d’ATP.

Le métabolisme du glucose, comme la plupart des processus cellulaires, est extré-
mement sensible aux variations du pH. En effet, I’activité des enzymes intervenant
dans la glycolyse, et tout particuliérement la phosphofructokinase (PFK), dépend
étroitement de la concentration de protons du cytoplasme. Dans une moindre me-
sure, le pH du milieu extracellulaire influence également le taux de consommation
de glucose de par son impact sur 'activité des transporteurs de glucose.

Dans ce modéle, on considére que le facteur limitant la consommation de glucose
des cellules cancéreuses en milieu acide est 'inhibition de la PFK. On pose alors

aGG
hi\ "
b <ﬁ>

ou G est la concentration de glucose dans la tumeur (identique a celle du gel), «,
[ et v sont les parameétres de la consommation de glucose. Cette modélisation de

c(h;) ==

la dépendance de l'activité de la PFK aux variation du pH repose sur des études
expérimentales (voir Fig. 6.2).
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FIGURE 6.2 — Figure 7 de [Kamp 2007|. Diffusion non autorisée. Effet du pH sur
l'activité de la PFK pour différentes conditions environnementales.

6.2.3 Systéme de régulation des protons

Le systéme de régulation des protons est ’ensemble des mécanismes qui
permettent aux cellules de maintenir un pH intracellulaire neutre ou légérement
alcalin. Il s’agit d’'un assemblage extrémement complexe et performant reposant
sur l'action de plusieurs protéines essentielles (voir Fig. 6.3). Voici une liste des
principales protéines concernées et un bref descriptif de leur fonctionnement.

FIGURE 6.3 — Figure 6 de [Pouysségur 2006]. Diffusion non autorisée. Représenta-
tion schématique du systéme de régulation du pH.

Echangeurs sodium-hydrogéne Les échangeurs sodium-hydrogéne (NHE)
sont des protéines membranaires qui permettent 1’échange d’un proton contre un
ion sodium entre le cytoplasme et le milieu extracellulaire. Ils sont actifs lorsque
les gradients transmembranaires de sodium et de protons sont de signes opposés et
agissent de maniére & les réduire.

Transporteurs de monocarboxylates Les transporteurs de monocarboxyla-
tes (MCT) sont des protéines membranaires qui assurent le transport d’un proton
conjointement & un ion lactate. Lactivité des MCT dépent du gradient transmem-
branaire d’acide lactique et tend a le réduire.

Pompes a protons Les pompes a protons (PP) sont des protéines membranaires
qui assurent le transport des protons vers le milieu extracellulaire ou les vésicules
cytoplasmiques. Leur fonctionnement repose sur la consommation d’ATP.

Echangeurs d’anions Les échangeurs d’anions (AE) sont des protéines membra-
naires qui permettent I’échange d’un ion bicarbonate contre un ion chlorure entre le
cytoplasme et le milieu extracellulaire. Leur fonctionnement est analogue a celui des
NHE. Notons que le bicarbonate permet d’alcaliniser a travers la réaction chimique
suivante :

HCO; + HT = COy + H5O. (6.2)

Anhydrases carbonytes Les anhydrases carbonytes (CA) sont des enzymes qui
catalysent la réaction (6.2). Elles agissent aussi bien dans le cytoslasme (CA II) que
dans le milieu extracellulaire (CA IX). Mais la plus répandu dans les tumeurs est sans
doute la CA IX une protéine membranaire qui catalyse la réaction (6.2) dans le milieu
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extracellulaire. Le role de la CA IX est de faciliter 'export de dioxyde carbone vers
le milieu extracellulaire et I'import de bicarbonate dans la cellule [Swietach 2009].

Face a cette complexité, il n’est pas envisageable de parvenir & une modélisation
réaliste sans augmenter considérablement la complexité du modéle. En particulier,
il conviendrait de modéliser la dynamique des concentrations d’autres espéces chi-
miques telles que le lactate, le dioxyde de carbone et le bicarbonate. Par conséquent,
on simplifie grandement le systéme de régulation du pH et on le modélise par un
flux de protons entre le cytoplasme et le milieu extracellulaire donné par

f(he,hi) :=Xe(hi) hi + p(hy — he)

oll A et u sont les paramétres du systéme de régulation des protons. Voici la
justification de chacun des termes du modéle.

Export Le terme Ac(h;)h; modélise 'export des protons vers le milieu extracel-
lulaire d’une maniére dépendante de la consommation de glucose. Il est particulie-
rement approprié pour décrire 'action des PP et des MCT dont le fonctionnment
repose sur les dérivés de la consommation de glucose que sont ’ATP et le lactate.
Plus généralement, il rend compte du role du métabolisme énergétique dans la syn-
thése des protéines impliquées dans le systéme de régulation du pH.

Permeéabilité Le terme p(h; — he) modélise la dépendance du systéme de régu-
lation du pH au gradient transmembranaire de proton. Il est particuliérement ap-
proprié pour décrire I'action des NHE et la perméabilité de la membrane cellulaire
au mouvement des protons (libres ou associés a un acide faible). Plus généralement,
il rend compte de la réversibilité de la plupart des mécanismes impliqués dans le
systéme de régulation du pH.

6.3 Modéle : la tumeur

6.3.1 Géométrie

Afin de modéliser la croissance de la tumeur, on la regarde comme une popula-
tion discréte de cellules qui peuvent se reproduire ou mourir & des instants aléatoires.
Il s’agit d’un point de vue microscopique, particuliérement pertinent pour étudier
les premiéres étapes du développement de la maladie. Pour coupler cette approche
avec celle de la section précédente, il faut pouvoir déterminer le domaine 7' de R?
occupé par la tumeur étant donné le nombre de cellules cancéreuses présentes. La
clé de la solution proposée ici est de supposer que la tumeur est sphérique.

Dans la littérature, c’est une hypothése classique pour étudier les tumeurs avascu-
laires, c’est—a—dire avant la formation de vaisseaux sanguins en leur sein.
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De plus, on suppose que le volume des cellules cancéreuses est constant. Combiné
a I’hypothése d’homogénéité de la partie 6.2.1, on en déduit que la densité K de
cellules dans la tumeur est constante donnée par
)
Ve
ou V; désigne la proportion (constante) de 'espace occupée par les cellules dans la
tumeur et V. le volume des cellules.
On est maintenant en mesure d’expliciter la relation entre le rayon de la tumeur r
et le nombre de cellules n. En effet, ils sont liés par la relation suivante :

4 3 n
g'ﬂ"f’ = E
On en déduit que
po @ 3n
ATK’

6.3.2 Croissance de la tumeur

Contrairement aux cellules saines, les cellules cancéreuses cherchent cons-
tamment a proliférer. L’effet Warburg permet aux cellules de synthétiser, & par-
tir du glucose, I'essentiel de 1’énergie et de la biomasse nécessaires a leur duplica-
tion |Vander Heiden 2009]. Pour simplifier, on considére que la consommation de
glucose est I'unique déterminant de la survie ou de la prolifération des cellules.
Puisque la concentration de glucose est supposée constante dans la tumeur, cela
revient a considérer que le destin de la cellule dépend uniquement de son pH (intra-
cellulaire).

Par ailleurs, on suppose que les cellules cancéreuses ne peuvent pas mourir dans
les conditions du modéle. Cette hypothése a été suggérée par Jacques Pouysségur,
elle est en adéquation avec 'observation que l'acidification du cytoplasme n’est pas
suffisante pour entrainer la mort des cellules dans des conditions physiologiques.

Sous les hypothéses ci—dessus, le taux de naissance global by (t) au temps ¢ dans
la tumeur de domaine 7" fixé est donnée par

—pK/ —c(HQ>)+dx,

ol p est le paramétre de la reproduction et H f? la concentration intracellulaire de
protons en dessous de laquelle les cellules entrent en phase de quiescence, c¢’est—a—
dire qu’elles cessent de proliférer.

La forme du taux de naissance ci-dessus se dérive intuitivement de l’expression

)% 3 (e o) o (1))

ot n désigne le nombre de cellules cancéreuses (supposé grand) et xy, la position de

suivante :

la cellule k. Autrement dit, on suppose que, connaissant la distribution des protons
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dans la tumeur, les cellules se reproduisent indépendemment les unes des autres. Si
leur pH est en—dessous du seuil pHiQ = — log(HiQ ), elle ne peuvent pas se repro-
duire. Sinon, leur taux de naissance dépend linéairement (avec pente p) du taux de
consommation de glucose en exceés.

Remarquons que le domaine de la tumeur 7" dépend ainsi du nombre de cellules
cancéreuses et donc du temps t.

6.4 FEtude du modéle

6.4.1 FEtude théorique

Pour simplifier I’étude du modéle, on suppose que la dynamique des protons est
a l'état d’équilibre stationnaire, c’est—a—dire

Vi
Dy Ah, + TV f (he,hi) =0, dans B(0, Ry),
2¢(h;) — f (he,hi) =0, dans B(0, Ry),
he = H, sur 9B(0, Ry),

ou R; désigne le rayon de la tumeur au temps ¢.

Dans la littérature, c’est une hypothése classique qui repose sur la séparation des
échelles de temps de la reproduction des cellules (en jours) et de la diffusion des
espéces chimiques (en minutes) [Smallbone 2007, Silva 2009).

Remarque. L’existence et I'unicité d’'une solution (réguliére) de '’équation ci-dessus
n’est pas difficile & démontrer. En effet, avec notre choix de paramétres (voir la
partie 6.4.2), on peut résoudre explicitement 1’équation suivante en h; :

2¢(hi) = f (he, hs) = 0. (6.3)

En effet, il s’agit simplement d’une équation polynémiale de degré 3 en h; qui admet
une unique racine dans (0, 1). En remplacant h; par son expression en fonction de
he, il est bien connu que 'EDP suivante :

Dy Ah, + ] Yiv f(he,hi) =0, dans B(0, Ry),

he = H, sur 0B(0, Ry),

admet une unique solution réguliére (voir [Gilbarg 2001, Thm.6.13] par exemple).
Pour des choix de paramétres beaucoup plus généraux, on ne peut plus résoudre
explicitement I’équation (6.3), mais on peut encore montrer qu’elle admet une unique
solution dans (0, 1) et utiliser le théoréme des fonctions implicites pour exprimer h;
comme une fonction réguiére de h.

On est maintenant en mesure de donner une formulation concise du modéle en
exploitant 'hypothése de symétrie sphérique. Sous les hypothéses précédentes, le
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rayon de la tumeur (R;);>o est un processus de Markov (homogéne) de saut pur

/3N,
R := K (6.4)

ot le nombre de cellules (NNV¢);>0 est un processus de naissance pur caractérisé par
ses taux de saut (b, )nen+ donnés par

donné par

by, == 47er/0§/£TTK (c (hi(r)) — ¢ (H?))Jer dr. (6.5)

Notons qu’on utilise ici un changement de variable en coordonnées sphériques. La
dynamique des pH, quant & elle, est donnée par

d?he 2 dh, V;
——F+ —————f (he,hy)) =0 d 0, R),
a2 T rar T Dpa—vy! e ans [0, By) (6.6)
2¢ (hi) = f (heyhi) =0 dans [0, Ry),
avec, pour conditions au bord,
dhe
he(R;) = He, o (0) =0. (6.7)

Pour déterminer la solution du modéle, on peut raisonner de la maniére suivante.
On commence par résoudre les équations (6.6) et (6.7) pour toute valeur admissible
du rayon de la tumeur. On en déduit les valeurs des taux de naissance (by,)nen-.
Soit alors (7 )ren+ une suite de v.a. i.i.d. de loi exponentielle de paramétre 1. Etant
donné un état initial ny € N* fixé de la tumeur, le processus (IV¢)¢>o est donné par

Ny = E (no + k) 11, <t<1yps
keN
ou
Th+1

To =0, Tiv1 =Tk + .
bn0+k

6.4.2 Paramétrisation

Parmi les paramétres apparaissant dans le modeéle, beaucoup peuvent étre trou-
vés explicitement dans la littérature. Les autres ont été estimés a I’aide de résultats
expérimentaux ou d’autres parameétres classiques de la littérature. On résume dans
le tableau 6.1 les valeurs des différents paramétres du modéle.

Paramétres physico—chimiques Les paramétres physico—chimiques suivants
apparaissent pour la plupart dans la littérature :
— G la concentration de glucose du gel (et de la tumeur) est supposée
égale a celle du sang qui est comprise entre 5.0 x 1072 et 5.5 x 1073
mol.L! [Casciari 1992, Patel 2001, Silva 2009] ;
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Parametre Valeur Références
G 5.0 x 1072 mol.L* [Patel 2001, Silva 2009
Dy 2.25 x 1077 dm?.s! [Patel 2001, Smallbone 2007, Silva 2009
pH, 7.4 [Patel 2001, Gatenby 2006, Swietach 2009, Al-Husari 2013]
pH; 7.2 [Webb 1999, Swietach 2009, Al-Husari 2013|
pH* 7.1 [Swietach 2009, Fig.4|
pHY 6.8 [Parks 2013
V. 2.7x 10712 L [Swietach 2009]
Vi 0.8 [Swietach 2009]
A 1.0 x 107° mol.L s [Patel 2001, Smallbone 2007, Silva 2009]
R 8.0 x 107 1 [Gatenby 2006]
e 3.3x107° Estimé avec (6.8)
I64 1.1 x 1077 Estimé avec (6.9)
0% 2 Estimé
A 2.5 x 107 Estimé avec (6.10)
L 2.5 x 107! Estimé
p 1.1 x 10? Estimé (6.11)

TABLE 6.1 — Valeurs numériques des paramétres du modéle.

— Dy le coefficient de diffusion des protons dans la tumeur est compris entre
2.5 x 1078 et 2.25 x 1077 dm?2.s™! [Casciari 1992, Patel 2001, Gatenby 2006,

Smallbone 2007, Silva 2009] ;

— H, la concentration de protons du gel est supposée égale a celle du sang dont
le pH vaut 7.4 [Patel 2001, Gatenby 2006, Swietach 2009, Al-Husari 2013] ;

— H fQ la concentration intracellulaire de protons de quiescence est plus delicate
a déterminer. D’aprés Parks et al. [Parks 2013, le seuil pHiQ = —log(HiQ )
est approximativement égale & pH; — 0.4 ot pH; = —log(H;) désigne le pH
intracellulaire normal compris entre 7.1 et 7.4 [Webb 1999, Swietach 2009,

Al-Husari 2013, Parks 2013|.

Paramétres géométriques
més & l'aide des données sur les sphéroides de cellules HCT 116 de Swietach et
al. [Swietach 2009] :

— V. le volume d’une cellule est égale & 2.7 x 10712 L;
— V; la proportion de ’espace occupée par les cellules cancéreuses est égale a

0.8.

Les paramétres géométriques suivants sont esti-

Notons que la densité K de cellules cancéreuses, donnée par K = V;/V,, est alors
égale 4 3.0 x 10! ce qui est comparable avec les valeurs de la littérature comprises
entre 2.0 x 10! et 5.0 x 101! L' [Casciari 1992, Gatenby 2006].




6.4. Etude du modéle 153

Paramétres du métabolisme du glucose Les paramétres «, 5 et v n’appa-
raissent pas dans la littérature (a l'exception de [Al-Husari 2013]). On a estimé
leurs valeurs de la maniére suivante :
— « de maniére a ce que le taux d’absorbtion en H; du glucose soit égale au
taux d’absorbtion A de la littérature, c¢’est-a-dire

o=l ;/V <1 + (];y) A, (6.8)

oil A est compris entre 1.0x1075 et 1.0x 1073 s [Patel 2001, Smallbone 2007,
Silva 2009] ;

— [ de maniére a ce que la différence entre ’activité de la PFK a pH intracellu-

laire normal et celle au seuil de pH de quiescence soit maximale, ¢’est—a—dire

_ Hi+ HP

B 5 (6.9)

— v est supposé égale & 2 pour rendre compte la sensibilité de la PFK aux
variations du pH (voir Fig. 6.2).
Notons que, indépendemment de notre travail, Al-Husari et Webb [Al-Husari 2013]
ont choisi une modélisation analogue avec 8 =10"" et v = 1.

Paramétres du systéme de régulation du pH Les paramétres A et u n’appa-
raissent pas dans la littérature. On a estimé leurs valeurs a I’aide de [Swietach 2009,
Fig.4] (dont la figure 6.5 est une reproduction) :
— A joue un réle trés particulier, puisque les concentrations de protons intra-
cellulaire et extracellulaire coincident en H* = 2/\. Ainsi,

H*
A= ) 6.10
; (6.10)
ou pH* = —log(H*) est approximativement égale a 7.1;
— 1 est déterminé de maniere & obtenir un maximum pour pH; —pH, de l'ordre

de 0.1.

Parameétre de la reproduction La paramétre p est estimé de maniére & assurer
qu’'une cellule de pH normal se reproduit au taux de reproduction maximal R de la

littérature, c’est—a—dire
R

e(H;) = e(H7)’
ot R est compris entre 1.6 x 1076 et 1.5 x 107 s°! [Casciari 1992, Gatenby 2006].

p= (6.11)

6.4.3 Reésultats numériques

Commengons par discuter de la composante déterministe du modéle. Plus préci-
sément, lorsque le rayon de la tumeur est fixé, la distribution des pH intracellulaire
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et extracellulaire est déterminée en résolvant les équations (6.6) et (6.7). L’évolution
de cette composante avec la croissance de la tumeur est donnée dans la figure 6.4.
On observe qu’il y a une acidification du micro—environnement et des cellules au
fur et & mesure qu’on s’éloigne du bord de la tumeur, et ce d’autant plus que la
tumeur est grande. Dans un premier temps, le milieu extracellulaire est moins acide
que les cellules comme c’est le cas pour les tissus sains. Lorsque la tumeur atteint
un rayon critique de 0.076 mm (ou 553 cellules), les pH intracellulaire et extracel-
lulaire au centre coincident et valent 7.1. Pour des rayons supérieurs, on observe
I'apparition d’une zone au centre de la tumeur ot les cellules sont moins acides que
le milieu extracellulaire. Cette inversion du gradient de pH transmembranaire est
une caractéristique fondamentale des tissus tumoraux. Lorsque la tumeur dépasse
un nouveau rayon critique de 0.19 mm (ou 9080 cellules), il y a apparition d’une
zone de cellules quiescentes au centre. Il s’agit des cellules dont le pH est inférieure
a 6.8, ou de maniére équivalente les cellules situées dans un milieu de pH inférieur
a 6.7. On observe alors que la couche de cellules proliférantes rétrécit au fur et a
mesure que la tumeur grandit. Lorsque le rayon de la tumeur est de 0.3 mm, toutes
les cellules situées a plus de 0.1 mm du bord sont quiescentes.

Comparons maintenant nos résultats numériques aux données expérimentales de
Swietach et al. [Swietach 2009, Fig.4] dont la figure 6.5 est une reproduction. D’une
part, la figure 6.5 (b) illustre la dynamique du pH extracellulaire pour les sphéroides
de cellules HCT 116 & I'aide de deux courbes : la distribution du pH dans une tumeur
de rayon 0.3 mm et I’évolution du pH au centre de la tumeur en fonction de son rayon.
Les résultats numériques présentés dans la figure 6.6 sont en bonne adéquation sur le
plan qualitatif et quantitatif avec les données expérimentales. Notons, toutefois, que
le modéle induit une acidification excessive du micro—environnement de la tumeur,
et ce malgré un choix de paramétres qui tend & limiter ce phénoméne. Ceci s’ex-
plique certainement par ’absence de prise en compte de l'effet tampon, c’est—a—dire
la présence d’agents chimiques, par exemple le bicarbonate, susceptibles de capter
des protons afin de limiter 'acidification. D’autre part, la figure 6.5 (a) (ii) illustre
la distribution du pH intracellulaire dans une tumeur de rayon 0.22 mm pour les
sphéroides de cellules HCT 116. Les résultats numériques présentés dans la figure 6.6
sont de moins bonne facture. Certes les valeurs des pH au bord et au centre sont
proches, mais les courbes sont assez différentes. En particulier, on observe que la
courbe expérimentale n’est pas monotone. Cela suggére que la dynamique du pH
intracellulaire est plus complexe que celle décrite par le modéle. En particulier, on
peut observer les effets de I'hypoxie (pénurie d’oxygéne) qui entraine une surexpres-
sion de la CA IX, & une distance d’environ 0.15 mm. Ce phénoméne n’est pas pris
en compte dans le modéle proposé ici.

Remarque. Notons que 'hypothése de répartition uniforme du glucose nous impose
d’étudier de petites tumeurs. On arréte ici la croissance de la tumeur a 0.3 mm
(voire 0.5 mm) puisque cela est suffisant pour comparer nos résultats a ceux de
Swietach et al.. [Swietach 2009]. De plus, comme on le verra dans la suite, le modéle
stochastique de croissance ne semble pas pertinent pour étudier des tumeurs plus
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Rayon 0.074 mm soit 500 cellules Rayon 0.12 mm soit 2000 cellules
6.6 6.6
6.8 6.8
I I
7.2 EINN 7.2
7.4 7.4
0 0.1 0.2 0.3 0 0.1 0.2 0.3
Distance au centre (mm) Distance au centre (mm)
Rayon 0.2 mm soit 10000 cellules Rayon 0.3 mm soit 33510 cellules
6.6 6.6 \
6.8 6.8 \
I I
7.2 7.2
7.4 7.4
0 0.1 0.2 0.3 0 0.1 0.2 0.3
Distance au centre (mm) Distance au centre (mm)

FIGURE 6.4 — Evolution de la concentration des protons intracellulaire (en bleu)
et extracellulaire (en rouge) dans la tumeur au cours de sa croissance. La barre
verticale marque la frontiére entre la zone de cellules quiescentes (& gauche) et la
zone de cellules proliférantes (& droite).

FIGURE 6.5 — Figure 4 de [Swietach 2009|. Diffusion non autorisée. Résultats expé-
rimentaux sur les pH; et pH, dans des sphéroides de cellules HCT 116 — et RT 112
pour la figure (a) (i) — in vitro avec (en gris) ou sans (en noir) inhibiteur de la
CA IX. (a) (ii) Distribution du pH; dans une tumeur de rayon 0.22 mm en fonction
de la distance au bord. (b) (i) Distribution du pH, dans une tumeur de rayon 0.3
mm en fonction de la distance au bord. (b) (ii) Evolution du pH, au centre de la
tumeur en fonction de son rayon.

grandes.

La croissance de la tumeur est la composante aléatoire du modéle. D’un point de
vue qualitatif, on observe toujours deux phases de croissance (voir Fig. 6.7). Dans
un premier temps, toutes les cellules se reproduisent et la croissance de la tumeur
est exponentielle. Dans un deuxiéme temps, ’apparition et le développement d’une
région de cellules quiescentes entrainent une phase de croissance linéaire de la tu-
meur. Ces résultats sont conformes aux études expérimentales sur la croissance de
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pHi dans la tumeur de rayon 0.22 mm
6.7

6.8

6.9

pH

7.1

7.2
0 005 01 015 02 025

Distance au bord (mm)

pHe dans la tumeur de rayon 0.3 mm pHe au centre de la tumeur

6.6 6.4

6.6
6.8

6.8

pH
pH

7.2 72

7.4 7.4
0 0.1 0.2 0.3 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Distance au bord (mm) Rayon (mm)

FIGURE 6.6 — Résultats numériques sur les pH; et pH, dans la tumeur. En haut
a droite : distribution du pH; dans une tumeur de rayon 0.22 mm en fonction de
la distance au bord. En bas a gauche : distribution du pH, dans une tumeur de
rayon 0.3 mm en fonction de la distance au bord. En bas a droite : évolution du
pH, au centre de la tumeur en fonction de son rayon. Ces résultats sont & comparer
aux courbes noires de la figure 6.5.
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tumeur avasculaire, c’est-a—dire avant la formation de vaisseaux sanguins en son
sein. Pour aller plus loin, il reste & traiter 'apparition et le développement d’un
corps nécrotique, c’est—a—dire d’une zone constituée de cellules mortes ou mour-
rantes. Cela permettrait de rendre compte de la convergence de la tumeur vers un
état stationnaire qu’on observe expérimentalement. De nombreux modéles mathé-
matiques ont su mettre en évidence ce phénoméne en exploitant la plupart du temps
d’autres facteurs limitant que l'acidité (& 'exception notable de [Smallbone 2008]).
On renvoit a l'excellente revue de Roose et al. [Roose 2007| sur la modélisation de
tumeur avasculaire pour plus détails.

Croissance de la tumeur Croissance de la tumeur
0.3 0.3
0.25 0.25
£ 0.2 £ 0.2
E E
= 0.15 = 0.15
S S
© ©
* 01 * 01
0.05 0.05
0 0
0 5 10 15 0 5 10 15 20
Temps (j) Temps (j)

FIGURE 6.7 — Deux simulations de la croissance de la tumeur avec le rayon de la
tumeur (en bleu) et le rayon de la zone de quiescence (en vert).

L’aléa réside dans le temps que met la tumeur & se développer. Pour I'étudier,
on a approché numériquement le temps d’atteinte du rayon 0.3 mm pour deux états
initiaux : une cellule, soit 0.009 mm, et mille cellules, soit 0.09 mm (voir Fig. 6.8). En
partant d’un seul individu, le temps d’atteinte moyen est de 19.6 jours avec un écart—
type de 1.8 ce qui suggére une variabilité relativement forte. Cependant, 1’essentiel
de la variabilité est concentré dans les premiers instants du développement de la
tumeur, lorsque le nombre de cellules cancéreuses est petit et que la stochasticité
liée au comportement de chaque individu a des conséquences non négligeables sur
I’état global de la population. En effet, en partant de mille individus, le temps
d’atteinte est alors de 8.7 jours pour un écart—type de seulement 0.062.

D’un point de vue clinique, la tumeur doit atteindre un diamétre de plusieurs
millimétres avant de pouvoir étre détectée. Cela suggére que la modélisation sto-
chastique de la population de cellules cancéreuses adoptée dans ce modéle n’est
pas vraiment adaptée a 1’étude du traitement du cancer. Plus généralement, la
discussion precédente montre que c’est un bon modéle pour la croissance initiale
de la tumeur — lorsque le nombre de cellules est petit — et qu’ensuite il vaut
mieux le remplacer par une approximation déterministe. Notons également que
la modélisation stochastique est particuliérement pertinente pour les questions de
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carcinogénése (naissance du cancer). On renvoie aux travaux de Moolgavkar et
al. [Moolgavkar 1990, Luebeck 2002| et Komorava [Komarova 2007| qui illustrent
trés bien l'intérét des processus de naissance et mort dans ce domaine.

Temps d'atteinte de 0.3 mm pour 1 cellule Temps d'atteinte de 0.3 mm pour 1000 cellules
0.30 7
0.25 57
5
0.207
c c
8 241
S 0.15- 5
3 S .
& g3
0.10- 1
2
0.057 1
0.00 0
14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 8.4 8.5 8.6 8.7 8.8 8.9 9.0
Temps (j) Temps (j)

FI1GURE 6.8 — Distribution du temps d’atteinte du rayon 0.3 mm en partant d’une
cellule, soit un rayon de 0.009 mm, (& gauche) et de mille cellules, soit un rayon de
0.09 mm, (a droite) aprés 100000 réalisations.

6.5 Perspectives

Le but de cette partie est de présenter les perspectives sur ce travail de modélisa-
tion. Etant donné la complexicité du phénomeéne étudié, il v a de nombreuses voies
a explorer pour améliorer le modéle. Bien entendu, toute modification entraine des
difficultés du point de vue de la modélisation et de la paramétrisation. C’est pour-
quoi on donnera, lorsque c’est possible, des références ot une partie significative de
ce travail a déja été faite.

Systéme de régulation du pH Le modéle du systéme de régulation du pH
présenté précedemment est certainement une simplification excessive de la réalité.
On peut 'améliorer en plusieurs étapes :

1. Ajouter la dynamique de la concentration de lactate afin d’améliorer la
modélisation des MCT. On pourrait s’inspirer du travail de Al-Husari et
Webb [Al-Husari 2013].

2. Ajouter la dynamique des concentrations de bicarbonate et de dioxyde de
carbone afin d’améliorer la modélisation des CA et des BT. De plus, cela per-
mettrait de rendre compte de l'effet tampon du bicarbonate, c¢’est—a—dire sa
capacité a limiter l'acidification en captant des protons par la réaction (6.2).
On pourrait s’inspirer du travail de Swietach et al. [Swietach 2009].
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3. Modéliser l'effet tampon, c’est—a—dire 'influence des espéces chimiques sus-
ceptibles de capter des protons afin de limiter 'acidification. Swietach et
al. [Swietach 2009] proposent un modéle particuliérement simple, mais nous
manquons d’expertise pour 'évaluer. On pourrait également ajouter la dy-
namique d’un agent tampon générique en s’inspirant du travail de Silva et
al. [Silva 2009].

ATP Selon Jacques Pouysségur et Nathalie Mazure, la priorité est de prendre en
compte 'ATP pour améliorer le modéle. En particulier, cela permettrait d’évaluer
I'impact d’une stratégie thérapeutique agissant sur le systéme de régulation du pH
et le métabolisme énergétique des cellules. Qui plus est, cela permettrait d’améliorer
la modélisation des PP. Smallbone et al. [Smallbone 2008| ont proposé un modéle
pour la dynamique de 'ATP et son influence sur la mort des cellules. Toutefois, il
pourrait étre intéressant de formuler un modéle plus élaboré. On souhaiterait, en
particulier, prendre en compte le phénomeéne de saturation des réserves d’ATP et
ses conséquences sur le métabolisme du glucose.

Oxygéne Une piste de travail trés stimulante serait d’ajouter la dynamique de
loxygéne dans le modeéle. Cela permettrait de prendre en compte le métabolisme
du glucose par phosphorylation oxydative. Il serait alors particuliérement intéres-
sant de rendre compte de 'impact du dioxyde de carbone sur la dynamique des
pH. En effet, bien que la plupart des modéles la néglige, les études expérimentales
montrent qu’elle joue un réle prépondérant dans certaines tumeurs [Swietach 2009].
De plus, 'oxygéne permettrait de prendre en compte les effets de 'hypoxie, comme
la stimulation du métabolisme de glucose et la surexpression des CA et des MCT.
On pourrait s’inspirer des modeéles de [Casciari 1992, Smallbone 2007| pour la dy-
namique de l'oxygéne.

Dynamique des cellules D’une part, on pourrait améliorer le modéle de
quiescence en prenant en compte un phénoméne de « switch » métabolique qui
impliquerait, en particulier, que les cellules quiescentes consomment moins de
glucose que les cellules proliférantes. D’autre part, on pourrait modéliser la mort
des cellules par un taux de mort qui s’exprimerait comme une fonction des réserves
(ou de la production) d’ATP. Ce serait particuliérement pertinent pour des cellules
qui peuvent utiliser la phosphorylation oxydative, car cela permettrait de découpler
les déterminants de la survie (les réserves d’ATP) et de la prolifération (le taux de

glycolyse).

Pour conclure, énoncons une question pertinente d’un point de vue biologique :
sachant que les cellules peuvent adapter leur métabolisme aux conditions environ-
nementales, quelles seraient la meilleur stratégie de consommation d’oxygéne pour
optimiser la « fitness » du cancer ? Dans la littérature, on considére toujours que le
taux de consommation d’oxygéne est constant, voire décroissant, en s’éloignant des
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réserves d’oxygeéne. Cependant, il se pourrait que la stratégie qui consiste a consom-
mer trés peu d’oxygéne prés des sources pour en laisser aux cellules plus lointaine
moins bien loties en nutriment et évoluant en milieu acide, soit bien plus favorable
au développement du cancer.
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Résumé : L’objectif de cette thése est de développer la théorie du controle
stochastique et ses applications en dynamique des populations. D’un point de
vue théorique, nous présentons 1’étude de problémes de contréle stochastique a
horizon fini sur des processus de diffusion, de branchement non linéaire et de
branchement—diffusion. Dans chacun des cas, nous raisonnons par la méthode de
la programmation dynamique en veillant & démontrer soigneusement un argument
de conditionnement analogue & la propriété de Markov forte pour les processus
controlés. Le principe de la programmation dynamique nous permet alors de
prouver que la fonction valeur est solution (réguliére ou de viscosité) de I’équation
de Hamilton—Jacobi-Bellman correspondante. Dans le cas régulier, nous identifions
également un controéle optimal markovien par un théoréme de vérification. Du point
de vue des applications, nous nous intéressons & la modélisation mathématique
du cancer et de ses stratégies thérapeutiques. Plus précisément, nous construisons
un modéle hybride de croissance de tumeur qui rend compte du roéle fondamental
de l'acidité dans I’évolution de la maladie. Les cibles de la thérapie apparaissent
explicitement comme paramétres du modéle afin de pouvoir D'utiliser comme
support d’évaluation de stratégies thérapeutiques.

Mots clés : controle stochastique, principe de la progammation dynamique, équa-
tion de Hamilton—Jacobi—Bellman, processus de branchement—diffusion, dynamique
des populations, croissance de tumeur, acidité




Population dynamics : stochastic control and hybrid modelling of
cancer

Abstract : The main objective of this thesis is to develop stochastic control
theory and applications to population dynamics. From a theoritical point of
view, we study finite horizon stochastic control problems on diffusion processes,
nonlinear branching processes and branching diffusion processes. In each case we
establish a dynamic programmic principle by carefully proving a conditioning
argument similar to the strong Markov property for controlled processes. Then we
deduce that the value function is a (viscosity or regular) solution of the associated
Hamilton—Jacobi—Bellman equation. In the regular case, we further identify an
optimal control in the class of markovian strategies thanks to a verification theorem.
From a pratical point of view, we are interested in mathematical modelling of
cancer growth and treatment. More precisely, we build a hybrid model of tumor
growth taking into account the essential role of acidity. Therapeutic targets appear
explicitly as model parameters in order to be able to evaluate treatment strategies.

Keywords : stochastic control, dynamic programming principle, Hamilton—
Jacobi-Bellman equation, branching diffusion process, population dynamics, tumor
growth, acidity




